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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre cilindros obliquos e troncos de cilindros.
Analisamos as curvas que delimitam as sec¢oes de cilindros determinadas por planos nao
paralelos ao seu eixo, que sao elipses, e apresentamos uma forma de calcular o perimetro e a
area de elipses. Estudamos parametrizacoes de curvas no plano e no espago, e de superficies
no espaco. Realizamos construcoes de cilindros e de suas planificagoes com o auxilio do
GeoGebra. Propomos sequéncias de planos de aulas, para o ensino fundamental II, ou
ensino médio, envolvendo o estudo de cilindros obliquos e troncos de cilindros, e a utilizacao
do software GeoGebra em sala de aula. Finalizamos este trabalho relatando como ocorreu a

aplicacao da sequéncia de planos de aulas, os procedimentos adotados e os resultados obtidos.

Palavras-chave: Cilindro. Célculo de Area. Célculo de Perimetro. Parametrizagao.

Construcao de Tronco de Cilindro. Construcao de Cilindro Obliquo.



Abstract

In this work we present a study on oblique cylinders and cylinder trunks . We analyse
the curves that delimit the sections of a cylinder determined by planes not parallel to its
axis, which are ellipses, and we present a way to calculate the perimeter and the area of
ellipses. We study parameterizations of curves in the plane and in the space, and of surfaces
in space. We construct cylinders and their planifications with the aid of GeoGebra. We
propose sequences of lesson plans, for middle or high school, involving the study of oblique
cylinders and cylinder trunks and the use of GeoGebra software in the classroom. We finish
this work by reporting how the application of the suggested sequence of lesson plans occurred,

the procedures adopted and the results achieved.

Keywords: Cylinder. Area Calculation. Perimeter Calculation. Parameterization.

Truncated Cylinder Construction. Oblique Cylinder Construction.
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Introducao

Eu, como professor de matematica ha varios anos atuando no ensino fundamental, e
como professor de geometria no ensino médio, procuro, em minhas aulas além de trazer
conhecimento aos meus alunos incentiva-los a buscar o conhecimento por meio da curiosidade
e de questionamentos.

No ano de 2014, ao desenvolver o conteido de geometria espacial em uma determi-
nada escola que adota um material didatico conhecido, como em todos os anos e seguindo
as orientacoes do proprio material didatico, iniciei com uma introducao a geometria espa-
cial, conceitos, posicoes de retas e planos, e em seguida passei para o estudo dos sélidos
geométricos.

No estudo dos soélidos geométricos, iniciei com o cubo e os prismas de base retangular.
Para ambos, ensinei os alunos a calcular a area da base, a drea lateral e a area total, na
sequéncia o volume para isso orientei os alunos com maiores dificuldades de visualizacao
geométrica que planificassem o sélido para facilitar sua compreensao e consequentemente
facilitar os calculos, principalmente da area lateral.

Na sequéncia, passei para os mais variados prismas com bases regulares ou nao, retos ou
obliquos e novamente varios alunos acabavam planificando os sélidos antes de realizarem os
calculos. Isso facilita muito a compreensao, principalmente quando os prismas sao obliquos
e suas laterais, em certos casos, deixam de ser retangulos e passam a ser paralelogramos,
com isso os alunos calculavam a area da base, a area lateral, a area total e posteriormente
seu volume.

Concluido o estudo dos prismas, passei para as piramides, que seguem uma sequéncia
didatica idéntica a dos prismas. Primeiro realizei os calculos de area de base, area lateral,
area total, por fim, o volume. Esses cdlculos sao realizados em piramides retas de bases
regulares, posteriormente em piramides retas de bases irregulares e finalizo em piramides
que nao sao retas. Novamente, a planificagao é essencial para a compreensao dos calculos de
area.

Ao concluir as piramides passei aos corpos redondos, e nesse caso comecei pelo cilindro
reto. Para poder calcular sua area lateral é necessario sua planificacao. Feita a planificacao,
calcular a area lateral, a area da base e a area total se torna tarefa facil, posteriormente

efetuei o calculo do seu volume. Concluido o estudo dos cilindros retos, passei para os cones
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retos que tem sequéncia didatica idéntica a dos cilindros retos. Novamente, a planificacao é
essencial para os calculo de drea e nesse caso em especial ainda se faz necessario um estudo
preliminar para o calculo da area lateral.

Terminados os estudos dos cilindros e cones retos, o material didatico passa para o estudo
dos cilindros obliquos, e somente neste caso, a sequéncia didatica é alterada, passando a
calcular somente o volume, sem fazer nenhuma mencao ao calculo de area. Foi neste momento
que um aluno muito critico questionou o porque de somente neste caso, nao realizar os
calculos de area. Entao iniciei um debate em sala para analisarmos o porque desta alteracao.
Durante este debate, os alunos chegaram a conclusao que para calcular a area lateral seria
necessario sua planificacao e a maioria achava que essa planificacao seria um paralelogramo.
Eu, como professor, nesse momento nao sabia com certeza qual seria a planificacao da lateral
do cilindro obliquo, entao disse aos alunos que na aula seguinte terminariamos esse estudo
ja que aquela aula havia terminado.

Chegando em casa, construi um cilindro obliquo bem rudimentar, sem mesmo saber ao
certo o angulo de inclinagao. Para isso, utilizei o centro de um rolo de papel toalha, no qual
fui amassando e recortando as extremidades até conseguir encaixar um circulo, fechando
assim o cilindro. Usei uma folha de sulfite para cobrir exatamente a lateral desse cilindro,
e assim poder posteriormente retirar essa folha e demonstrar como seria a planificacao da
lateral de um cilindro obliquo.

Na aula seguinte, apresentei o cilindro obliquo aos alunos e ao retirar a folha de sulfite que
cobria exatamente a lateral do cilindro, os alunos ficaram surpresos ao ver aquela planificagao
com a parte superior e inferior em formato curvo, com isso entenderam o motivo do material
nao fazer mencao ao calculo da area do cilindro obliquo.

Em conversa com varios professores de matematica que realizavam o Profmat comigo,
percebi que muitos nao sabiam como seria a planificacao de um cilindro obliquo. Com base
nisso, e em conversa com minha orientadora, decidimos escrever um trabalho que pudesse
contribuir para professores de matematica da Educacao Basica, apresentando um referencial
tedrico acerca da construgao e planificacao de troncos de cilindros e cilindros obliquos.

No primeiro capitulo faremos uma demonstracao sobre a formacgao de uma elipse quando
um plano intersecta um cilindro, apresentando a definicao e a forma de calcular a area e o
perimetro de elipses.

No segundo capitulo abordaremos as parametrizagoes de curvas no plano e no espaco,
abordaremos também formas de parametrizar superficies. Tais parametrizagoes serao fun-
damentais na construcao do tronco de cilindro e do cilindro obliquo.

No terceiro capitulo apresentaremos a definicao de tronco de cilindro, uma forma de
construir um tronco de cilindro no software GeoGebra e sua planificacao. Encontraremos
qual é a curva formada na planificacao da superficie lateral do tronco de cilindro, bem como

o célculo da area total e volume.
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No quarto capitulo apresentaremos a defini¢ao de cilindro obliquo, uma forma de construir
um cilindro obliquo no software GeoGebra e sua planificagdo. Demonstraremos como calcular
a area total e o volume.

No quinto capitulo apresentaremos propostas de planos de aulas a professores da Educacao
Basica. Tais propostas tem como objetivos principais apresentar as diferencas existentes en-
tre diferentes formas de cilindros, integrar alunos ao uso do software GeoGebra, realizar
construgoes no software GeoGebra e diminuir a distancia existente entre os alunos e a geo-
metria.

As propostas de planos de aulas foram aplicadas em escola ptublica de Ensino Fundamen-

tal. No sexto capitulo relatamos como foram as experiéncias durante as aplicagoes.
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Capitulo 1

Seccao Plana de Cilindro

E comum, em livros e apostilas de matematica, encontrarmos féormulas para o cédlculo
de perimetro e area de figuras planas, por exemplo, quadrado, retangulo, triangulo, circulo,
etc. Varias outras figuras planas também possuem férmulas para o calculo de seu perimetro
e sua area, e, caso nao possuem, podem ser facilmente decompostas em figuras citadas
anteriormente. Neste capitulo demonstramos que a seccao do corte de um plano em um
cilindro é uma elipse e, ao estudarmos a elipse, notamos que nao é possivel calcular seu
perimetro e sua area com as férmulas ja estudadas.

Por este motivo, neste capitulo também desenvolvemos alguns célculos para chegarmos

a uma féormula que permita calcular de forma facil o perimetro e a area de uma elipse.

1.1 Interseccao de cilindro e plano.

Denominamos Cilindro Circular Infinito, o conjunto de pontos em IR?® que distam R de
uma reta e, denominada eixo do cilindro. Denotamos este cilindro infinito por C(e; R).
Dados os planos distintos « e o perpendiculares ao eixo e, temos os pontos O e O e os
circulos I'(O; R) e I"(0'; R), respectivamente como as intersecgoes dos planos a e o/ com o
Cilindro Circular Infinito C'. Doravante, para evitarmos qualquer confusao, nos referimos
a por¢ao de C(e; R) contida entre a e o’ como Cilindro de Revolugao de raio R e altura
h =00".

Quando um plano intersecta um cilindro circular infinito de forma nao paralela ao eixo
do cilindro, temos, na interseccao deste plano com o cilindro circular infinito, uma curva.
Vamos demonstrar que tal curva é uma elipse, ou seja, conjunto de pontos de um plano cuja
soma das distancias a dois pontos fixos desse plano é constante. Para provar isso, vamos
primeiro construir um cilindro circular infinito com duas esferas de raios iguais ao raio do
cilindro e centro sobre o eixo de rotacao do cilindro, formando assim duas circunferéncias na
interseccao do cilindro com as esferas, veja Figura 1.1.

Com as esferas posicionadas, tracamos um plano intersectando o cilindro e tangenciando
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Figura 1.1: Cilindro com duas esferas posicionadas em seu interior.

as esferas, gerando assim os pontos D e K, e a curva a ser analisada, veja Figura 1.2.

Figura 1.2: Curva formada pela interseccao do plano e o cilindro.

Com o tracado deste plano, passamos a ter uma curva formada pela interseccao entre o
plano e o cilindro. Consideramos as duas circunferéncias transversais, simultaneamente ao
cilindro e as duas esferas, como na Figura 1.3, e tragamos um segmento de reta paralelo ao
eixo de rotacao do cilindro, partindo de uma das circunferéncias, que determina o ponto .J,
até a outra circunferéncia, que determina o ponto M. Este segmento de reta ird intersectar
a curva no ponto GG. Com estes pontos determinados, tragamos um segmento de reta ligando
o ponto GG ao ponto D e outro segmento ligando o ponto GG ao ponto K, veja Figura 1.3.

Com os segmentos tracados, podemos notar que a soma dos comprimentos dos segmentos
JG e GM corresponde ao comprimento do segmento JM, que é constante, independente-

mente da posi¢cao que o segmento JM estiver em relacao ao cilindro. Como o segmento JM
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Figura 1.3: Segmento de reta ligando o ponto M ao ponto J.

contém o ponto G, ponto este que forma os segmento GD e GK, podemos afirmar que o
segmento G D é congruente ao segmento G M, pois, os pontos M, G e D formam um plano
e neste plano os segmentos GM e G'D sao tangentes a uma circunferéncia gerada pela inter-

seccao entre o plano MGD e a esfera usada na construgao e contida no cilindro, veja Figura
1.4.

Figura 1.4: Plano MGD.

Como os pontos D e M sao tangentes a circunferéncia, podemos tracar dois segmentos
de reta ligando estes pontos ao centro N da circunferéncia. Tracamos também um segmento
ligando o ponto GG ao ponto N, formando assim os triangulos DGN e MGN, congruentes
j4 que GN ¢é hipotenusa de ambos os triangulos e os segmentos DN e MN sio de mesma,

medida, o raio da circunferéncia, veja Figura 1.5.

Figura 1.5: Triangulos formados no plano MGD.
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O mesmo acontece com os segmentos JG ¢ GK em relacdo & outra esfera. Com isso,
temos que a soma das medidas dos segmentos JG e GM é sempre igual & medida de JM,
independentemente da posicao do ponto G. Como GM é congruente a GD e JG é congruente
a GK, entdo a soma das medidas de GD com GK também serd sempre igual a medida de JM.
Portanto, podemos afirmar que a curva se trata de uma elipse com o ponto G pertencendo

a elipse, e focos nos pontos D e K.

1.2 Area de uma elipse

Sabendo que, elipse ¢ um conjunto de pontos de um plano cuja soma das distancias
a dois pontos fixos desse plano, chamados focos, é constante, consideramos uma elipse de
focos F'(—c,0) e I (¢, 0), centro O(0, 0), e contendo os pontos A'(—a,0), A”(a,0), B'(0,—b) ¢
B"(0,b), sendo A”A” o eixo maior, de comprimento 2a, e B’B” o eixo menor, de comprimento

2b, como na Figura 1.6.

Figura 1.6: Elipse com centro na origem.

A equacao reduzida dessa elipse é dada por:

2 2
33—2 + 4= 1, assim a® = b* + 2. (1.1)
a

b2

Isolando a varidvel y na equagao ( 1.1), obtemos:

b b
y=—-Vva?—12? ou y=——Va?— x?
a

a
A area da semi elipse, que chamamos aqui de A, correspondente a regiao delimitada
pelo eixo Oz e pela fungao f; : IR — IR dada por fi(z) = 3\/ a? — x2, é dada pela integral:

A= fi(z)dx (1.2)

Assim,

A = 9\/ a? — 22dy = 9 Va2 — 22 dx.
a a
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Consultando EDWARDS [1, p. 60] encontramos, de forma bem detalhada, utilizando

substituicao trigonométrica, o calculo da integral indefinida

/\/a2 — 22 dx.

que tem como resultado

a? r x
/\/@2 — 22dx = 5 arcsin — + Ex/a2 —x2 4+ C.
a
Portanto,

b [ b a b b
Al:a/ \/a2—x2da‘::%[arcsing—i—g\/a?—ﬂ]i :%ﬂ':%.

Chamamos de A, a area da semi-elipse correspondente a regiao delimitada pelo eixo OX e
pela funcado f> : IR — IR dada por fo(z) = —3\/ a? — x? é dada pela integral:

b a
Ay = —a/ va? — x2 dx.

que calculando de modo analogo ao caso anterior, encontramos:

mab
A2 = T
A area total, que chamamos de A, é dada por:
A=A+ As.
Assim,
A = mab. (1.3)

Observamos que se a = b, a elipse se torna uma circunferéncia, cujo raio é r = a, e a sua

area é dada por:

A = maa = wa?.

1.3 Area de uma elipse por intuicao

Para tratarmos esse tipo de resultado com alunos do ensino fundamental ou médio, que
ainda nao possuem o conhecimento de calculo de integral, podemos usar algumas com-
paragoes de modo intuitivo. Uma elipse pode ser vista como uma circunferéncia que se
alongou em uma direcao e nao na outra. Se pegarmos uma folha com quadradinhos de 1 ¢m

de lado e nela desenharmos uma circunferéncia de raio r, veja Figura 1.7, temos que a area
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da circunferéncia é composta por N “quadradinhos”, sendo que N pode nao ser um nimero
inteiro, ja que a circunferéncia nao cobre por completo todos os quadradinhos e aqui vamos
considerar todas as partes de quadradinhos que estao dentro da circunferéncia, além dos que

estao inteiramente dentro da circunferéncia.

e e
T

Figura 1.7: Circunferéncia em folha quadriculada.

Assim, temos:
Acircunf, =N sz, (14)

e, como sabemos que a area da, circunferéncia é 772, temos:

N =772 (1.5)

Agora, alongando a Figura 1.7 apenas na direcao horizontal, para a direita e esquerda,
por meio de um fator de escala igual a k > 1, é possivel imaginar que a circunferéncia passa
a ter o formato de uma elipse, como na Figura 1.8 e, cada quadradinho passa a ter a forma
de um retangulo.

Denotando por 2a o eixo menor dessa elipse e por 2b o eixo maior e, como a figura foi
alongada apenas na direcao horizontal, para a direita e para a esquerda, a ¢ igual ao raio r
da circunferéncia. Além disso, como a Figura 1.8 sofreu um alongamento por meio de um
fator de escala igual a k, cada quadradinho passou a ser um retangulo de altura 1 c¢m e
largura k cm.

Supondo que o nimero de quadradinhos ao longo do diametro da circunferéncia é igual
a M, o comprimento do eixo menor da elipse é igual a M ¢m e o comprimento do eixo maior
¢ Mk cm.

Assim,

M =2r = 2a. (1.6)



30

1
——t——T

Figura 1.8: Circunferéncia alongada.

kM = 2b, (1.7)

Dividindo a equagao (1.7) pela equagao (1.6), temos:

kM 2b
M 2
Logo,
b
k=-
r
Assim, a area de cada retangulo sera:
b 2

Aret. = - an.
’
Como existem N pequenos retangulos dentro da elipse, a area da elipse é dada por:

b
Agipse = N = cm?. (1.8)
r

Substituindo a equagao (1.4) na equagao (1.8), temos que a area da elipse é:
Aelipse =Tr -

Actipse =TT b em?.

Como no inicio denotamos o eixo menor por 2a e concluimos que ele mede 2r, temos:

Aclipse =T ab em?.
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Comentario

A féormula da area de uma elipse pode ser demonstrada utilizando o Principio de Ca-
valieri para areas planas, que é uma técnica adequada para alunos do ensino médio. Essa

demonstracao pode ser consultada em Kurokawa [4, p. 38].

1.4 Perimetro de uma elipse

Derivando implicitamente ambos os membros da equagao ( 1.1) em relagdo a x, obtemos:

b2
y =22 (1.9)

a’y
E, elevando ambos os membros da equacao ( 1.9) ao quadrado e somando 1 em ambos os

membros obtemos:

1+ W) =1+—. (1.10)

Isolando y? na equacao ( 1.1),

2
2 = b2 (1 - %) . (1.11)

Substituindo a equagao ( 1.11) na equagao ( 1.10), temos:

9 bla?

W =1t (1.12)
Realizando algumas simplifica¢oes em ( 1.12), obtemos:
12 a’ — CZQQEZ

L+ ) =0 (1.13)

com a? = b + 2.

Como a excentricidade da elipse, que denotamos e, ¢ dada por e = £, substituindo e na

equagao ( 1.13), temos:

CL2 — 621‘2

L+ (y) = —5—— (1.14)

a? —x
Consultando FLEMMING [2, p. 339] encontramos, que o comprimento de arco de uma

curva plana dada por suas equacgoes paramétricas é dado pela férmula:

c=[1¢wa+waﬁ (1.15)
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Assim, utilizando a equacado ( 1.15), o perimetro procurado é dado pela féormula

C’—4/Oa\/1+(y’)2 da. (1.16)

Substituindo a equagao ( 1.14) na equagao ( 1.16), temos

a 2 _ p242
0:4/ %dz. (1.17)
e

Para chegarmos a uma expressao mais simples devemos fazer uma substituicao trigo-
nométrica na equacao ( 1.17). Para isso, usamos = = asen(a) e dx = a cos(a) da. Observa-

mos que para x = 0, temos a = 0. J& para x = a, temos o = 7. Dessa forma,

3] e - e sen2(a)acos a)| da
0_4/0 [\/ T et oS )] da. (1.18)

Realizando algumas simplifica¢oes em ( 1.18), obtemos:

C= 4a/2 V1 —eZsen?(a) da. (1.19)
0

Portanto,

C= 4a/2 \/1—eZsin®(a) da. (1.20)
0

A equacao ( 1.20) é uma integral eliptica e ja foi amplamente estudada por grandes
matematicos que mostraram nao ser possivel expressa-la em termos de funcoes elementares.
No entanto, podemos obter boas aproximagoes usando o método, utilizado por SILVA [10],
descrito a seguir.

Usamos a série binomial, que permite expandir poténcias do tipo (1 + x)", para todo

xz,n € IR tal que |z| < 1. Assim, com

| — e?sen®(a)| = |€?|| sen?(a)| < 1,

usamos a igualdade

n(n—1)2% nn—1)(n—2)z3
(I+2)"=14+nx+ ( 2‘) + ( >3(‘ ) +..., (1.21)
para obtermos uma aproximagao do comprimento da elipse. Fazendon = % exr = —e?sen?(a)
na equagao ( 1.21), obtemos:
(1—eé? senQ(a))% =1- ¢* sen’(a) — e’ sen’(a) - ¢’ sen’(a) +..., (1.22)

2 8 16

Substituindo a equagao ( 1.22) na equagao ( 1.20)e integrando termo a termo, obtemos:
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Portanto,

(1.23)

Assim, ( 1.23) fornece o valor aproximado do perimetro de uma elipse em fungao de sua

excentricidade e do comprimento do seu eixo maior.

Quando e = 0, a elipse torna-se uma circunferéncia de raio r = a = b, cujo perimetro é

2ra.

Exemplo

Usamos a seguir uma elipse de eixo maior 2a = 4, eixo menor 2b = 2, ¢ = /3 ¢
excentricidade e = ‘/7?:, como exemplo, para ilustrar o cdlculo aproximado do perimetro da

elipse, veja Figura 1.9.

13 39 527
—or(2-22-_2—_ 2 _
24 3216 12864

Assim,

C ~ 21 (2 — 0,375 — 0,052734375 — 0, 016479492)
~ 2 (1,5557861).

Portanto,
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Figura 1.9: Célculo aproximado do perimetro da elipse.

C =~ 9,7752924.

Observamos que, o comprimento aproximado da elipse, de eixo maior 2a = 4 e eixo menor
2b = 2, é¢ maior do que o comprimento da circunferéncia de raio igual a b = 1 e menor do

que o comprimento da circunferéncia de raio igual a a = 2, ou seja,

2rb < C < 21w a

6,2831853 < C' < 12,566371.
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Capitulo 2
Parametrizacao

Parametrizacao é o processo de decisao e definicao dos parametros necessarios para uma
especificacdo completa ou relevante de um modelo ou objeto geométrico. Algumas vezes,
pode somente envolver a identificacao de certos parametros ou variaveis. Se, por exemplo,
o modelo é de uma turbina edlica com um interesse particular na eficiéncia de geracao de
energia, entao os parametros de interesse irao incluir o niimero, comprimento e passo entre
as laminas (pds).

Mais frequentemente, parametrizacgao é um processo matematico envolvendo a identi-
ficacado de um conjunto completo de coordenadas efetivas ou graus de liberdade do sistema,
processo ou modelo. Parametrizacao de uma curva, superficie ou solido, por exemplo, im-
plica na identificagao de um conjunto de coordenadas que permitem identificar unicamente
qualquer ponto (sobre a curva, superficie, ou sélido) com uma lista ordenada de nimeros.

Neste capitulo descrevemos algumas equacoes paramétricas de curvas no plano ou no
espaco e, também, equacoes paramétricas de algumas superficies no espaco. Algumas dessas
equagoes serao utilizadas, nos proximos capitulos, nas construgoes do tronco de cilindro e do

cilindro obliquo.

2.1 Curvas

E intuitivo pensarmos que uma curva no plano ou espac¢o pode ser considerada como
a trajetoria de uma particula movel que se desloca no plano ou no espaco durante um
intervalo de tempo. Uma forma de estudarmos tais trajetorias consiste em determinarmos
as coordenadas de um ponto da curva em funcao de um sé parametro, como por exemplo, o
tempo t.

Seja

F(z,y) = 0 (2.1)

a equagao de uma curva plana C' em coordenadas retangulares. Sejam x e y fungoes de uma
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terceira variavel ¢ em um subconjunto, A, do conjunto IR, ou seja,

x=f(t) e y=g(t), parat € A (2.2)

Se para qualquer valor da variavel ¢ no subconjunto A, os valores de x e y determina-
dos pelas equagoes (2.2) satisfazem (2.1), entdo as equagoes (2.2) sdo chamadas equagoes
paramétricas da curva C' e a variavel independente ¢ é chamada de parametro. Dizemos

também que as equagdes (2.2) determinam a trajetéria de uma curva C' no plano OXY'.

Podemos estender o conceito de curvas no espaco. Sejam z, y, e z funcoes de uma variavel

t em um subconjunto, A, do conjunto IR, ou seja,
x=f(t), y=g(t) e z=h(t), parat € A (2.3)

Quando ¢t assume todos os valores em A, o ponto (x(t),y(t), z(t)) descreve uma curva C'
no espaco. As equagoes (2.3) sao chamadas equagoes paramétricas de C. Estas equagoes

determinam a trajetéria de um ponto da curva C' no espaco OXY Z.

2.1.1 Parametrizacao de retas no plano OXY

Quando falamos de uma reta no plano estamos familiarizados com a equagao y = mx +q

Y2 — U1

, COI ('xl;yl) € ($27y2)
To — X1
pontos distintos da reta, e ¢, o coeficiente linear da reta, ou seja, a ordenada do ponto da

em que m representa o coeficiente angular da reta, isto é, m =

reta pertencente a OY. Lembramos ainda que este tipo de equacao s6 pode ser usado para
representar retas que nao sao paralelas ao eixo OY.

Quando falamos em equacoes paramétricas, estamos falando em escrever separadamente
as variaveis x e y em fungao de uma terceira varidvel real, assim, escrevemos = = f(¢) e
y = g(t), em que t é a terceira variavel (parametro).

Dados os pontos A = (a,b) e B = (¢, d), temos a reta jﬁ, veja a Figura 2.1.

Figura 2.1: Reta jﬁ no plano.
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As equagoes

t e R (2.4)

r = a+tlc—a)
y = b+t(d—0b)

sao as equacoes paramétricas da reta j@ . Essas equacoes descrevem a trajetoria do ponto
(x,y), em fungao do parametro ¢, que pode ser pensado como o tempo. Para t = 0, temos
(x,y) = (a,b) eparat =1, (x,y) = (¢,d). Com isso, temos duas situagdes possiveis:

Se a = ¢, entdo x = a + t(c — a) = a para qualquer t € IR e temos uma reta vertical, desde
que d # b.

Se a # ¢, como © = a + t(c — a), entao

Tr—a

(2.5)

c—a

Logo, como y = b+ t(d — b), temos

T —a
y=>b+

(d —b) (2.6)

c—a
Portanto, quando ¢ assume todos os valores reais, o ponto (z,y) descreve realmente a reta

que passa pelos pontos A e B.

Podemos também escrever as equacoes paramétricas de determinada reta quando nao
conhecemos dois de seus pontos, mas, conhecemos a sua equacao reduzida ou a sua equagao
geral. Neste caso, basta sustituir uma de suas variaveis, x ou y, por t e posteriormente obter
a outra variavel em funcao de t.

Assim, se tivermos a equacao reduzida da reta y = mx+¢q, para escrevermos suas equagoes
paramétricas, basta adotarmos que x = t e substituirmos x na equacao reduzida, com isso,

temos:

= ¢
{ ’ t € R (2.7)
y = mt+gq

Caso tenhamos a equacao geral ax+by+c = 0, com b # 0, procedemos de forma andloga

e obtemos

r =t
—at—c t € IR (2.8)
vo=

2.1.2 Parametrizagao de retas no espaco OXYZ

Seja r a reta no espa¢o OXY Z passando pelos pontos A = (a,b,c) e B = (a/,, ), como
na Figura 2.2.
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Figura 2.2: Reta j@ Nno espago

Se r nao ¢ vertical, ou seja, paralela ao eixo Oz, sua projecao ortogonal sobre o plano
OXY é a reta 1y, que passa pelos pontos Ay = (a,b,0) e By = (da/,b',0). As equagoes

paramétricas da reta ry sao:

r = a+tld —a)
ro: 8y = b+l —b) t e IR (2.9)
z =0
Caso a reta r nao seja paralela ao eixo Oz, a sua projecao ortogonal sobre o plano OY Z
¢ a reta ry, que passa pelos pontos A; = (0,b,¢) e By = (0,0, ). As equacoes paramétricas

de reta r; sdo:

r = 0
r:d y = bt —b) te R (2.10)
= c+t(d —c)

Um ponto P = (x,y, z) pertence a r se, e somente se, sua proje¢cao P, de coordenadas

(x,y,0) no plano OXY pertence a 1y, e sua projecao P; de coordenadas (0,y, z) no plano
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OY Z pertence a 1. Logo P = (x,y, z) pertence a r se, e somente se,

r = a+td —a)
r:q y = b+t —0b) te R. (2.11)
z = c+t(d—c

Estas sao, portanto, equagbes paramétricas da reta que contém os pontos A = (a,b,c) e
B = (d,V,). Quando t varia de 0 a 1, o ponto P = (z,v, ), cujas coordenadas sao dadas
pelas equacdes acima, descreve o segmento de reta AB. Quando ¢t < 0, A se situa entre P e
B e quando t > 1, temos B entre A e P.

2.1.3 Parametrizacao de circunferéncia no plano OXY

Circunferéncia é o conjunto dos pontos de um plano que estao a uma mesma distancia
nao nula de um ponto fixo desse plano. Essa distancia é definida como o raio (R) e o ponto
fixo é definido como o centro (C') da circunferéncia.

Consideremos no plano OXY uma circunferéncia A de centro C' (a, b) e raio R, veja

Figura 2.3.

Figura 2.3: Circunferéncia de centro C(a, b) e raio R

Sendo P (x, y) um ponto qualquer de A, temos:

P el PC =R.

Calculando a distancia entre P e C', temos:

V(z—a)?+(y—0b)2 = R, ouscja,
(x—a)+(y—0° = R*. (2.12)
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A equagao (2.12) é chamada de equacao reduzida da circunferéncia de centro C (a, b) e
raio R.
Quando o centro de uma circunferéncia é a origem do plano OXY, temos a seguinte

equacao reduzida:

2+ = R*. (2.13)

A circunferéncia definida em (2.13), assim como feito para a equagao da reta, pode ter

sua representacao paramétrica definida simplesmente substituindo uma de suas incégnitas

pelo parametro ¢ e, em seguida, substituindo esta incégnita em (2.13), obtendo a seguinte
parametrizacao parcial da circunferéncia:

r =t
{ - —a<t<a. (2.14)
y = Va?-

E importante lembrar que parametrizando uma circunferéncia como descrito em (2.14),
temos apenas a parte da circunferéncia que fica acima do eixo OX. Para que obter a parte

da circunferéncia que fica abaixo do eixo OX, é necessario outra parametrizacao:

—a<t<a.

o=t (2.15)
Yy o= — /a2 — {2
Para que nao tenhamos essa quebra em dois casos, utilizamos as funcoes seno e cosseno.

Assim, se uma circunferéncia A possui centro C' = (0,0), raio r = 1, veja Figura 2.4, e, nela

o ponto P = (x,y), temos:

P=(r,y) € A\ & 2°+y*=1 (2.16)

Figura 2.4: Circunferéncia de centro C(0,0) e raio r

Para cada ponto P = (x,y) em A, seja o angulo ¢ entre CX e CP, com t € [0, 27].
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Entao,

x = cos(t
C: (®) , t e [0, 27]. (2.17)
y = sen(t)
sao equacoes paramétricas da circunferéncia .
Caso a circunferéncia A de raio r # 1, ndo tenha centro C' = (z¢, yc) na origem, como
na Figura 2.5, temos, P = (zp,yp) € A se, e somente se, (vp — z0)*> + (yp —yc)? = 1,

isto é,

(2.18)
Figura 2.5: Circunferéncia de centro C' = (z¢,yc) e raio r
Portanto, para cada ponto (IP — IC, gr — yc> , temos
r r
Tp—T
2P0 = cos(t)
. r
vl T , (219)
= = sen(t)
r
comt € [0, 2.
Assim, as equacoes paramétricas de A sao
Tp = r.cos(t)+x
AP (1) + 0 .t e [0, 2n). (2.20)
yp = r.sen(t) + yo

2.1.4 Parametrizagao de elipse no plano OXY

Elipse é o conjunto de pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos fi-
xo0s desse plano é constante. A equacao reduzida de uma elipse com centro na origem foi
detalhada em (1.1) e é:



42

2 2
L4V 1 a40eb#£0

a0
Assim como na circunferéncia, podemos escrever sua equacao paramétrica trocando parte
da equagao (1.1) por ¢, com isso temos a primeira equagdo da parametrizagao e posterior-
mente substituimos na equagao (1.1) e realizando algumas manipulagdes, chegamos a segunda
equacao da parametrizagao.

T
Fazendo — =t, como —a < z < a, temos —1 <t < 1. Logo,
a

x = ta, (2.21)
e, substituindo (2.21) em (1.1), temos:
y==+bvV1—1t2 para te€ [—1,1]. (2.22)

Assim, se y > 0, temos y = b1 —12, e, se y <0,y =—b+v1—1t2
Portanto, a parametrizacao da parte da elipse localizada acima do eixo OX é

vo= fa 1<t<1 2.23
y:bm [ A ()

e a parametrizacao da parte da elipse localizada abaixo do eixo OX ¢é

vos e 1<t<1 2.24

Para que nao seja necessario separar em duas partes a elipse para obtermos suas equagoes

paramétricas, podemos utilizar as fungdes seno e cosseno.

Considerando os circulos 22 + y? = a? e 2° + y? = b2, com b < a, conforme Figura 2.6,
seja P = (x,y) um ponto na elipse.
Do triangulo retangulo CM A, temos x = acos(t) e do triangulo retangulo CN B, temos

= bsen(t). Logo,
r = acos(t
(t) , 0<t<2m (2.25)
y = bsen(t)
Caso o centro C' = (z.,7.) da elipse nao seja a origem, sua equacao é:

=z Y — e
3 + 7 =1 a#0 e b#0.

Assim, com as translagoes dos centros das circunferéncias, de raios a e b, de (0,0) para
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Figura 2.6: Elipse € de centro na origem.

(e, ye), podemos verificar que as equagoes paramétricas da elipse sdo:

0<t<2r (2.26)

Y

xr = acos(t) + x.
y= bsen(t)+ y.

2.1.5 Parametrizacao de circunferéncia paralela ao plano OXY e

centro no eixo OX

Nos casos em que a circunferéncia estd contida em um plano paralelo ao plano OXY e
seu centro pertence ao eixo Z, sua equacao paramétrica é similar a equagao (2.17), contendo
apenas uma terceira equacao em sua parametrizagao, equacao esta que contera a distancia
da circunferéncia ao plano OXY .

Na Figura 2.7 temos uma circunferéncia C paralela ao eixo OXY. Em sua parametrizacao

temos a inclusao da variavel z, que sera igual a distancia k& entre a circunferéncia e o plano

OXY.

/

?-

Figura 2.7: Circunferéncia paralela ao plano OXY

Se C' é uma circunferéncia de raio R = 1, centro no eixo OZ e paralela ao plano OXY,
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para cada ponto P = (x,y,z) € C, consideramos P’, a proje¢ao ortogonal do ponto P
sobre o plano OXY, e o angulo t entre OX e OP’, com t € [0, 2x|. Portanto,

r = cos(t)
C:q y = sen(t) , 0<t<2n (2.27)
z = k

sao equacoes paramétricas da circunferéncia C'.

2.1.6 Parametrizacao de elipse no espaco, que projeta uma cir-
cunferéncia sobre o plano OXY
Na elipse A nao paralela ao eixo OXY e que projeta sobre o eixo OXY uma circunferéncia,

teremos a inclusao da varidvel z que contera a distancia do centro da elipse até o plano OXY

e a inclinacao da elipse A em relacao ao plano OXY, veja Figura 2.8.

Figura 2.8: Elipse que projeta uma circunferéncia sobre o plano OXY

Para cada ponto P = (z,y,2) € A, tomemos P’, que é a projecao ortogonal do ponto P
sobre o plano OXY, e o angulo ¢ entre OX e OP’ tal que t € [0, 27|, com isso, temos que
as coordenadas x e y sao as mesmas da circunferéncia sobre o plano OXY como ja vimos na
equagao (2.17). Ja a variavel z, terd coodenadas bem diferentes, pois necessita ir variando
conforme a variacao de t, veja figura 2.9

A medida da altura k na Figura 2.8, pode ser facilmente calculada utilizando a funcao

tangente. Assim, temos:

cateto oposto

tana = -
cateto adjacente

tana = ——
ralo

L =raio tana .
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Figura 2.9: Angulo de inclinacao da elipse.

Porém, L nao tem sempre a mesma medida. Como a circunferéncia da base foi criada
usando as funcoes seno e cosseno, podemos usar uma dessas duas funcoes para realizar a
variacao de L. Com isso, a coordenada da varidvel z é raio cos(t) tan(a) + k, sendo a o
angulo de inclinagao entre, o plano OXY e o plano no qual esta contida a elipse A\, e k é a
distancia entre o centro da elipse e o plano OXY'.

Entao, se a circunferéncia tem raio R = 1 e conhecidos « e k,

r = cos(t)
Aig y = sen(t) , 0<t<2r (2.28)
z = cos(t)tan(a) + k

sao equacoes paramétricas dessa curva.

2.1.7 Parametrizacao da Cicléide no plano OXY

Cicléide ¢ a curva formada pela trajetoria percorrida por um ponto P de um circulo que
rola ao longo de uma linha reta (sem escorregar). Se o circulo tiver raio r e rolar no sentido

horario ao longo do eixo OX, e se uma posicao de P for a origem, temos uma cicléide como
a da Figura 2.10.

[ \ g ra £ /
o ™~ 7
i \’ o’ fl N ’,/ \ /
/N / 5/ N
N *; V

Figura 2.10: Cicléide sobre o eixo OX e passando pela origem.

Para definirmos as equacoes paramétricas da cicléide, escolhemos como parametro o
angulo de rotagao 6 do circulo (# = 0 quando P estd na origem). Suponhamos que o circulo

foi rotacionado por # radianos. Como o circulo estd em contato com a reta, vemos na Figura
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2.11 que a distancia obtida a medida que circulo é girado a partir da origem é:

|OT| = arco PT =16 (2.29)

Figura 2.11: Ponto P na cicléide de raio r e passando pela origem.

Dessa forma, o centro do circulo serd C' = (1, r). Sejam (z, y) as coordenadas de P

sobre a cicléide. Entao, a partir da Figura 2.11, vemos que:

x = |0T| — |PQ| (2.30)

y=|TC| - |QC]. (2.31)
Sabendo que PQ = rsenf, QC = rcosf, TC = r e substituindo a equagao (2.29) na

equagao (2.30), temos:

r =10 —rsenf =r(f —seno) (2.32)

y=r—rcos =r(l—cosf) (2.33)

Entao

r= 71(0 —senb)
A L 0eR (2.34)

y= r(1—cosf)

sao equacoes paramétricas da cicléide.

2.1.8 Parametrizacao de Hélice Circular Reta

Considerando um cilindro circular reto de raio a, com eixo de rotagao coincidente com o
eixo OZ e um triangulo retangulo Cy AC, com o vértice A coincidente com a intersecao de
uma das geratrizes do cilindro e o eixo OX, o lado ACY coincidente com o eixo OX, o lado

C1C paralelo ao eixo OZ e de comprimento igual a altura do cilindro, ao girarmos o cilindro
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no sentido horario, a hipotenusa do triangulo ird formar sobre a superficie do cilindro uma

curva chamada hélice, conforme Figura 2.12.

Figura 2.12: Hélice

Para escrevermos as equagoes paramétricas da hélice, devemos encontrar as coordenadas
x, y e z do ponto variavel M, ao deslocar no cilindro. Para isso, denotamos o angulo AOP
por t e o angulo C1AC' por 3. As coordenadas = e y, do ponto varidvel M, sao iguais as
coordenadas x e y de sua projecao P no plano OXY. E, com a variagao de ¢, o ponto P no
plano OXY descreve a trajetéria de uma circunferéncia de raio a. Ja a coordenada z, com
a variacao de t, serd z = PM =AP tanf. Além disso, AP= at. Denotando a tangente de

[ por m, obtemos as seguintes equagoes paramétricas:

xr = acos(t)
= asen(t) , telR. (2.35)
z = amt

Nao ¢ dificil eliminarmos o parametro t destas equagoes. Para isto, basta elevarmos
ambos os lados das equacoes de = e y ao quadrado e depois somarmos. Com isso, temos
a equacao 2 + y? = a? do cilindro infinito, no qual a hélice estd contida. E, além disso,

Y z
= =tan —.
T am
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2.2 Parametrizacao de superficies

De modo analogo a descricao de curvas, para descrevermos uma superficie serao ne-
cessarios dois parametros, ja que agora estamos falando de um objeto bidimensional, que

possui area. Seja

F(z,y,2)=0 (2.36)

a equacgao de uma superficie S em coordenadas retangulares. Sejam z, y e z fungoes de um

par de varidveis (u, v) numa regidao @) do plano, ou seja,

r = f(u, v)
S:<y = glu,v) .. (2.37)
z = h(u, v)

Se para quaisquer (u, v) € @), os valores de x, y e z determinados pelas equagoes (2.37)
satisfazem a equacao (2.36), entdao as equagoes (2.37) sdao chamadas equagoes paramétricas

da superficie S e as variaveis independentes u e v sao chamadas de parametros.

2.2.1 Parametrizacao de Esfera

Uma esfera ¢) com centro na origem e raio r em IR* é definida por:

v={(z,y,2) /2> +y*+ > =1 r>0} (2.38)

A esfera 1 pode ser expressa parametricamente pelas equagoes

x = r sen(u)cos(v)
Y y = rsen(u)sen(v) , u€l0,7] e vel02n]. (2.39)
= rcos(u)

Elevando ao quadrado cada uma das equagoes (2.39) e somando os resultados obtemos a

equagao que define a esfera 1) dada em (2.38), ou seja,

>+ 97 +2° = r’sen®(u)cos®(v) + r’sen’(u)sen®(v) + r’cos®(u)
“(u)

= r?sen’®(u)(cos®(v) + sen®(v)) + r’cos*(u)

(
= r*(sen*(u) + cos*(u))

= 7.
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2.2.2 Parametrizacao de Cilindro

Seja C' uma curva plana e J uma reta que intersecta em um tnico ponto o plano que
contém a curva C. O conjunto de todas as retas paralelas a reta .J e que intersectam a
curva C' formam o que chamamos de cilindro. A curva C' é a diretriz do cilindro e cada reta
paralela a J que passa por C' é uma geratriz do cilindro.

Se a parametrizagdo de uma curva C' é dada por y(t) = (z(t),y(t)), t € I C IR, entao

parametrizamos o cilindro com geratriz sendo o eixo z, por:

o(t,z) = (x(t),y(t),z), (t,z) el xIR.

O cilindro sempre terd a “forma” da curva que o descreve. Portanto, se utilizarmos a

equacao de uma circunferéncia no plano OXY que tem parametrizacao:

ez e

entao a parametrizacao do cilindro circular reto, como mostra a Figura 2.13, sera:

x = cos(t)
C=4q vy = sen(t) , 0<t<2me helR. (2.40)
= h

¢

Figura 2.13: Cilindro circular reto

Quando utilizamos a equacao de uma elipse no plano OXY, que tem parametrizacao:



. 0<t<or

{x = acos(t)

y = bsen(t)

as equagoes paramétricas do cilindro eliptico (Figura 2.14) sera:

xr = acos(t)

= bsen(t) , 0<t<2m eheclR.

z = h

Figura 2.14: Cilindro eliptico reto

20

(2.41)

Como mais um exemplo, podemos ainda utilizar a parametrizacao de uma sendide,

r =t
, 2r<t<2m, telR.
y = sen(t)
Assim, as equacoes paramétricas do cilindro senoidal, sera:

r =t
= sen(t) , —2r<t<2m telR.
= h

(2.42)

Com isso, temos um cilindro senoidal, que é um cilindro “aberto”. (ver Figura 2.14.)



Figura 2.15: Cilindro senoidal reto

o1
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Capitulo 3

Tronco de Cilindro

3.1 Definicao

Em geometria chama-se tronco a uma “fatia” cortada de um sélido geométrico (prisma,
piramide, cilindro ou cone) por um plano que nao intersecta as bases (ou a tnica base, no
caso da piramide e do cone).

No caso de um prisma ou de um cilindro, o plano que corta o sélido formando um tronco
nao pode ser paralelo as bases, caso contrario, ficamos com outros dois prismas ou outros
dois cilindros. O mesmo nao acontece com o cone e a piramide.

Neste capitulo realizamos a construcao de um tronco de cilindro usando o software Geo-
Gebra 5.0.414.0 — d [3]. Também demonstramos uma forma de calcular sua drea total e seu

volume.

3.2 Construindo um Tronco de Cilindro.

Para construirmos um tronco de cilindro com o GeoGebra, criamos, na janela de visua-
lizacao, tres controles deslizantes. O primeiro, que chamamos de r, define o raio do cilindro,
e configuramos para variar no intervalo de 1 até 5 e incremento de 0.1. O segundo, que
chamamos de h, define a altura do cilindro, varia no intervalo de 1 até 10 e incremento de
0.1, e o terceiro, que chamamos de m, define a inclinagao da seccao do tronco. Neste iltimo
controle utilizamos a tangente do angulo formado entre o plano que contem a base inferior
e o plano que intersecta o cilindro formando o tronco. Quando estes planos sao paralelos,
o valor de m sera zero, ja que os planos podem ser coincidentes e o angulo formado é zero,
portanto este é o menor valor a ser utilizado no intervalo do controle deslizante. O maior
valor a ser utilizado no intervalo do controle deslizante serd de h/r ja que por defini¢do a
seccao nao pode cortar a base do cilindro, com isso, o maior angulo formado entre esses
planos terd tangente igual a h/r, veja Figura 3.1.

Com os controles deslizantes criados, passamos a construcao do tronco de cilindro pro-
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Figura 3.1: Maior angulo entre os planos.

priamente dito. Para isso, abrimos a janela de visualizagao 3D, e, nesta janela, utilizamos o

comando:

Superficie ( <Expressao>, <Expressao>, <Expressao>, <Varidvel Parametro 1 >,
<Valor Inicial>, <Valor Final>, <Variavel Parémetro 2 >, <Valor Inicial>,
<Valor Final> ),

Com este comando construimos a superficie lateral, as bases inferior e superior, e a
superficie lateral, que é a parte mais complexa desta construcao, pois, a base superior nao é
paralela a base inferior.

Na construcao da base inferior do tronco de cilindro, utilizamos o comando superficie,

fazendo as seguintes substituicoes:
e <Expressao> por pcos(t)
e <Expressao> por psen(t)
o <FExpressao> por (
e <Variavel Parametro 1 > por ¢
e <Valor Inicial> por 0
e <Valor Final> por 27
e <Variavel Parametro 2 > por p

e <Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por r

Apoés as substituicées o comando fica assim descrito:
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Superficie (pcos(t), psen(t), 0, t, 0, 27, p, 0, 7).

Com essas descricoes, estamos inserindo nas expressoes as equagoes da parametrizagao
de um circulo de centro (0,0), raio de medida igual a r e contido no plano OXY conforme
equagao (2.17). Este circulo fica totalmente preenchido e nesta construcao é denotado por

e, veja Figura 3.3.

Basico Cor Esfilo Avancado Programacio

Mome: |j |

Definicdo: |Superﬁcie[p cos(t), psen(t), 0, p, 0,1, 1,0, 2] |

Legenda: | |

[+] Exibir Objeto

Figura 3.2: Comando para a construcao da base inferior.

).

Figura 3.3: Base inferior do tronco de cilindro.

De forma andloga, efetuamos a construcao da base superior e da superficie lateral. Na

construgao da base superior do tronco de cilindro fazemos as seguintes substituigoes:
e <Expressao> por pcos(t)

e <Expressao> por psen(t)
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<Expressao> por h + mpsen(t)
<Variavel Parametro 1 > por ¢
<Valor Inicial> por 0
<Valor Final> por 27
<Variavel Parametro 2 > por p
<Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por r

Apoés as substituicoes o comando fica assim descrito:

Superficie (pcos(t), psen(t), h+ mpsen(t), t, 0, 2w, p, 0, r).

Com essas descrigoes, estamos inserindo nas expressoes as equacoes da parametrizacao

de uma elipse de centro (0,0, k) que projeta um circulo de raio r no plano OXY conforme

equagao (2.27). Assim como no circulo, a elipse fica totalmente preenchida, veja Figura 3.5.

Na construgao da superficie lateral, utilizamos a parametrizacao do cilindro reto conforme

equacgao (2.40). Porém, como neste caso as bases nao sao paralelas, devemos variar a altura

e também a inclinacao da borda superior. Assim, fazemos as seguintes substituicoes:

<Expressao> por p cos(t)
<Expressao> por psen(t)
<Expressao> por a(h + mrsen(t))
<Variavel Parametro 1 > por a
<Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por 1

<Variavel Parametro 2 > por ¢
<Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por 27

Apoés as substitui¢oes o comando fica assim descrito:

Superficie (pcos(t), psen(t), a(h+ mrsen(t)), a, 0, 1, t, 0, 2m).

Como multiplicamos os valores da terceira expressao pela variavel a, quando a = 0, os

valores da terceira expressao sao iguais aos valores da terceira expressao da base inferior.

Como a varia de 0 até 1, os valores da terceira expressao sofrem um crescimento até os

valores da terceira expressao da base superior, veja Figura 3.7.
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Basico Cor Estilo Avancado Programacio

Nome: k
Definicdo: | Superficie[p cos(t), p sen(t), h + m p sen(t), p, 0, 1,1, 0, 2m]

Legenda:
Exibir Objeto

Exibir Rétulo: | Nome v

Figura 3.4: Comando para a construcao da base superior.

Figura 3.5: Bases inferior e superior do tronco de cilindro.

3.3 Planificagcao do Tronco de Cilindro.

Com o tronco de cilindro construido, passamos agora para sua planificacao. Planificar
um tronco de cilindro consiste em planificar a superficie lateral, posteriormente posicionar
esta planificagao e as bases superior e inferior em um mesmo plano.

Para planificarmos a superficie lateral do tronco de cilindro, marcamos alguns pontos
sobre as margens das bases, pontos estes que nos auxiliam na construcao da planificacao.
Como as bases foram construidas utilizando o comando “superficie”, precisamos em primeiro
lugar construir as margens dessas superficies. Para construirmos a margem da base inferior

utilizamos o comando:

Curva (<Expressao>, <Expressao>, <Expressao>, <Variavel>, <Valor Inicial>,
<Valor Final>)

e fazemos as seguintes substituicoes:



e <Expressao> por 7 cos(t)
e <Expressao> por rsen(t)
e <Expressao> por 0

e <Variavel> por ¢

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por 27
Apoés as substituicoes o comando fica assim descrito:

Curva (rcos(t), rsen(t),0,t, 0, 27).

Basico Cor Esfilo Avangado Programacio
Nome: e
Definicio: |Superficie[r cos(t), rsen(t), a (h+mrsen()), a, 0, 1,t, 0, 2m]

Legenda: |Superficie lateral do tronco de cilindro

[] Exibir Objeto

Nome ~

Figura 3.7: Superficie lateral do tronco de cilindro.

o7
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As expressoes substituidas correspondem as equacoes da parametrizacao da base inferior
do tronco de cilindro. Nesta construcao, esta curva fica denotada por b. Devemos proceder
de forma andloga com a margem da base superior, porém, agora utilizamos as equacgoes da
parametrizacao da base superior do tronco de cilindro. Assim, utilizamos o mesmo comando

citado acima e fazemos as seguintes substituicoes:

e <Expressao> por rcos(t)

e <Expressao> por rsen(t)

e <Expressao> por h + mrsen(t)
e <Variavel> por t

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por 27
Apoés as substituicoes o comando fica assim descrito:
Curva (rcos(t), rsen(t), h +mrsen(t), t, 0, 27).

Nesta construcao, esta curva fica denotada por a.

Com as margens construidas, marcamos sobre a margem da base superior um ponto.
Para isso, utilizamos o comando ponto em objeto na barra de trabalho, e denotamos este
ponto por C'. Na margem da borda inferior, marcamos a projecao ortogonal do ponto C
sobre a base inferior, que denotamos por P. Para isso, digitamos no campo de entrada
P = (z(C),y(C),0). Com isso, o ponto P se desloca em fungao do ponto C. Marcamos
outro ponto sobre a margem da base inferior para indicar o inicio da planificacao. Ele pode
ser marcado em qualquer posicao da margem da base inferior. Nesta construgao, marcamos
este ponto, que denotamos B, na interseccao com o eixo X. Para isso, digitamos no campo
de entrada B = (r,0,0). Utilizamos este ponto também para medir o comprimento do arco
formado entre os pontos B e P.

Todas as construgoes de curvas e pontos devem ser visualizadas apenas na janela 3D.
Para isso, devemos entrar em propriedades avancadas de cada construgao e desativar a
visualizacao da janela de visualizagao 2D.

Com as curvas e pontos definidos, precisamos apenas definir o comprimento do arco PB.

Para isso, utilizamos o comando
Comprimento[ < Curva >, < Ponto Inicial >, < Ponto Final > |,

e fazemos as seguintes substituicoes:
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e < C'urva > por b
e < Ponto Inicial > por B

e < Ponto Final > por P.

Este comprimento fica indicado na janela de algebra como um nimero. Nesta construcao,
este nimero é denotado por d.

Com a medida do comprimento do arco PB definida, passamos a construcao da plani-
ficacao na janela de visualizacao. Assim como, toda a construcao do tronco de cilindro sé
deve ser visualizada na janela 3D, toda a construcao da planificagao s6 deve ser visualizada
na janela de visualizagao 2D. Para isso, todas as construgoes utilizadas na planificacao
devem ter, em suas propriedades avancadas, a janela de visualizacao 3D desativada.

Para iniciarmos a planificacao, marcamos um ponto que serve de referéncia para a borda
inferior da superficie lateral, denotado por P’. Para isso, digitamos no campo de entrada
P’ = (d,0). Dessa forma, este ponto permanece sobre o eixo X e tem deslocamento igual
ao comprimento do arco PB. Lembramos que o comprimento deste arco pode variar de 0
até o comprimento da circunferéncia que define a base inferior do tronco de cilindro. Com o
ponto P’ devidamente marcado, construimos o lugar geométrico deste ponto em relacao ao
ponto C, utilizando o comando Lugar Geométrico da barra de tarefas. Este lugar geométrico
limitara a parte inferior da planificacao da superficie lateral do tronco de cilindro.

Para construirmos a curva que limitara a parte superior da planificacao da superficie
lateral, procedemos de forma andloga. Assim, marcamos um ponto, que denotamos por
(", digitando na barra de entrada C’ = (x(P’), 2(C)). Dessa forma, o ponto C’ se desloca
acompanhando o ponto P’ em relacdo ao eixo X e em relacao ao eixo Y mantem a distancia
PC, definida na construcao do tronco. Finalmente, para termos a visualizacao da curva que
delimita a parte superior, utilizamos novamente o comando Lugar Geométrico da barra de
tarefas, lembrando que o ponto C’ se desloca em funcao do deslocamento do ponto C'.

As linhas laterais sao tragadas utilizando o comando:
Segmento(<Ponto>, <Ponto>)
na barra de entrada. Para tracarmos a lateral esquerda, fazemos as seguintes substituigoes:

e <Ponto> por (0,0)

e < Ponto > por (0, h)

pois, ao marcarmos o ponto B na construcao do tronco de cilindro, este ponto é posicionado
de forma que a distancia BC' é igual a altura h. E, este ponto ¢é utilizado como inicio da

planificacao da superficie lateral. J& na lateral esquerda, fazemos as seguintes substituicoes:
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e <Ponto> por (277, 0)

e < Ponto > por (271, h)

pois o comprimento da curva que define a parte inferior da planificagao da superficie lateral
¢ dado por uma circunferéncia de raio igual a . Com as laterais direita e esquerda definidas,

temos a superficie lateral totalmente planificada, veja Figura 3.8.

Figura 3.8: Planificacao da superficie lateral do tronco de cilindro.
A base inferior deve ser construida digitando na barra de entrada o comando:
Circulo( < Ponto >, < Raio > ).

Este circulo deve estar localizado abaixo da planificacao da superficie lateral. Como nesta
construcao a superficie lateral é delimitada na sua parte inferior pelo eixo X, temos que a
coordenada Y deve ser —r. Ja a coordenada X pode ser qualquer ponto entre 0 e 27r. Nesta

L 3 : : o~
construcao utilizamos 27?7"1. Assim, fazemos as seguintes substituigoes:

e <Ponto> por (2773/4, —7)

e < Raio > por r

Veja as Figuras 3.9 e 3.10.
A base superior é uma elipse e deve ser construida digitando na barra de entrada o

comando:

Curva( < Expressao >, < Expressao >, < Varidavel >, < Valor Inicial >, <
Valor Final >)

Esta elipse deve estar em qualquer localizacao acima da planificacao da superficie lateral.
Porém, como a curva que delimita a parte superior da superficie lateral nesta construcao
apresenta dois pontos criticos, um de maximo a 1/4 do comprimento maximo e outro de

minimo a 3/4 do comprimento méaximo, utilizamos o ponto critico de minimo para facilitar
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Basico Cor Estilo Algebra Avancade Programacio

Nome: |c
Definicdo: |Circulo[(2wr3/4,-),1

Legenda:
Exibir Objeto

[] Exibir Rétulo: | Nome v

Figura 3.9: Comando para a construcao da planificacao da base inferior.

Figura 3.10: Planificacao da base inferior do tronco de cilindro.

os célculos. Com isso, a coordenada = do centro dessa elipse é 271(3/4), que corresponde
ao ponto critico de minimo. A coordenada y deve ser h menos o deslocamento da curva até
o ponto de minimo, que pode ser calculado utilizando a tangente do angulo de inclinagao
entre a base superior e a base inferior, que nesta construcao é definido por m. Assim,
esse deslocamento é dado por (mr) somado ao raio maior da elipse, que pode ser calculado
utilizando o cosseno do angulo formado pelas bases superior e inferior do tronco. Nesta
construgao, este angulo estd denotado por a e, portanto, este raio maior é (r/cos(a)).

Assim, fazemos as seguintes substituicoes:

e < Expressao > por rcos(t) + 27r 3/4

< Expressao > por (r/ cos(a))sen(t) + h — mr + (r/ cos())

< Variavel > por t

< Valor Inicial > por 0

< Valor Final > por 27

Veja as Figuras 3.11 e 3.12.
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Basico | CorI Estilo | Avancado | Programagéol

Nome: |f
Definicio: |Curval(r cos(t) + 2mr3/4, ricos(a) sen(t) + h-mr+r/cos(a),t 0, 2m)

Legenda:
Exibir Objeto

[ Exibir Rétulo:  Nome v

Figura 3.11: Comando para a construcao da planificacao da base superior.

Figura 3.12: Planificacao completa do tronco de cilindro, incluindo as bases superior e
inferior.

3.4 Curva Formada na Planificacao do Tronco de Ci-

lindro.

Ao planificarmos um tronco de cilindro observamos que temos uma circunferéncia como
sua base inferior, uma elipse como sua base superior e sua superficie lateral é uma figura
plana com a parte superior definida por uma curva que depende do ponto no qual se inicia
a planificacao e o sentido do giro.

Para efeito de estudo, tomamos uma elipse e uma circunferéncia de mesmo centro e com
inclinacao entre elas igual a inclinagao entre a base inferior e a base superior do tronco de
cilindro. A circunferéncia esta contida no plano OXY e iniciamos o estudo da curva partindo
de um dos pontos de interseccao da circunferéncia com a elipse, ponto este que denotamos
por X O centro da circunferéncia denotamos por C' e o raio por r, veja Figura 3.13.

Como o ponto X foi marcado na interseccao da circunferéncia com a elipse e tomamos
um sentido de giro anti-horario, temos uma curva comecando em X, e com inclinacao de
inicio ascendente. Porém, vale lembrar que este ponto X pode ser marcado em qualquer

ponto da circunferéncia.
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Figura 3.13: Circunferéncia e elipse de mesmo centro.

Com o objetivo de sanar a curiosidade e facilitarmos o processo de planificacdo desse
objeto, demonstramos por calculos que curva é essa.

Marcamos um ponto A sobre a circunferéncia e marcamos também a projecao ortogonal
do ponto A sobre o eixo X, que denotamos por B. Podemos notar que ao ligarmos os pontos
A, C e B, temos um triangulo retangulo em B, veja Figura 3.14, e a medida do cateto AB

¢é dada por:

AB = AC'sen ACB. (3.1)

Figura 3.14: Circunferéncia e elipse de mesmo centro.

Sabendo que a medida do angulo ACB 6 dada pelo comprimento do arco AX , que aqui

denotamos por z, temos:
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ACB
r = 27r
2
ACB = ; (3.2)
Substituindo a equagao (3.2) na equacao (3.1), e lembrando que r = AC', temos:
T
AB = rsen (;) (3.3)

A projecao vertical do ponto A sobre a elipse gera um ponto que denotamos por D.
Ligando os pontos A, B e D temos um triangulo retangulo em A. Nesse triangulo, o angulo
do vértice B é dado pelo angulo de formacao do tronco, ou seja, pelo angulo formado pelo
plano da base superior e pelo plano da base inferior. A medida AB é dada pela equacao

(3.3) e, com isso, calculamos a medida AD em fungao de AB, veja Figura 3.15.

Figura 3.15: Circunferéncia e elipse de mesmo centro.

~ AD
ABD = —
sen 1B
AD = AB sen ABD. (3.4)
Usando (3.3), temos:
~ x
AD = r sen ABD sen (;) (3.5)

Como na equagao (3.5), os valores de sen ABD e r sao constantes, temos que a curva é
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uma senoide.

3.5 Area Lateral

Para se calcular a area lateral de um tronco de cilindro, usamos a planificacao da superficie
lateral Figura 3.8 e precisamos calcular a altura média A’B’, pois, a curva que estd acima
do segmento A’ D’ se encaixa perfeitamente sobre a curva que estd abaixo do segmento A’'D’,

formando um retangulo perfeito.

Com a certeza de que a area lateral é igual a de um retangulo, cuja base tem medida
igual ao comprimento da circunferéncia da base do tronco de cilindro e a altura igual a
média entre a maior (H) e a menor altura (h) do tronco do cilindro, e caso conhecemos estas
alturas, temos:

(#H+h)

Alateral = 27r

Alateral - WT(H + h) (36)

Caso nao tenhamos a menor altura do tronco do cilindro, mas tenhamos a inclinacao do
plano que determinou o corte do tronco, o célculo da area lateral serd feito subtraindo, de
sua altura total, a metade da tangente do angulo do plano de corte, multiplicado pelo dobro
do raio, veja Figura 3.16.

Caso conhecemos apenas a maior altura H (altura total) e a inclinagdo a do plano que

determina o corte do tronco, podemos obter a altura menor h. Pela Figura 3.16, temos:

; d
an o = —
2r

com d = H — h. Logo,
h=H—d=H —2rtan a.

Usando (3.6),
Avaterar = mr(H + H — 2r tan «).

Portanto,
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Figura 3.16: Tronco de cilindro, suas alturas e o angulo de inclinacao.

Alaterar = 2mr(H — 2r tan «). (3.7)

3.6 Area Total do Tronco de Cilindro.

Para calcularmos a area total do tronco de cilindro, basta somarmos a area lateral dada
pela equagao ( 3.6), a area da base inferior, que nada mais é do que a area de um circulo, e
a area da base superior, que é uma elipse e sua area é dada por ( 1.3). Assim,

Arota = 7r(H + h) + 7 + mab

com a e b os semi-eixos maior e menor da elipse, respectivamente.

Como a elipse é uma seccao do cilindro, temos que b =1 e a = , entao:
r
Agora = 7r(H + h) + 7% + 77 .
cosa
Portanto,
,
Arotal = 7T (H +h+7r+ ) ) (3.8)
cosa

3.7 Volume do Tronco de Cilindro.

Em um cilindro reto, para calcularmos seu volume, basta multiplicarmos a area de sua
base por sua altura.

No caso de um tronco de cilindro, temos um plano seccionando parte da altura deste
cilindro, portanto, para calcularmos seu volume que aqui chamamos de V', basta percebermos
que se isolarmos a parte do cilindro na qual se deu o corte transversal, temos na parte inferior

um cilindro reto e na parte superior, a metade de um cilindro reto, com isso podemos calcular
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os volumes separadamente e posteriormente soma-los ou simplesmente calcularmos o volume

do cilindro considerando a média entre a maior altura H e a menor altura h.

o H+h

V =
r B

(3.9)
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Capitulo 4

Cilindro Obliquo

4.1 Definicao

Cilindro circular obliquo ¢ um cilindro cujas bases sao circulos de mesmo raio, situados
em planos paralelos, e seu eixo é obliquo as bases. A seccao transversal de um cilindro
obliquo é um circulo de raio igual ao raio da base, a sec¢ao meridiana ¢ um paralelogramo.

Neste capitulo realizamos a construcao de um cilindro obliquo usando o software Geo-
Gebra 5.0.414.0 — d. Também demonstramos uma forma de calcular sua area total e seu

volume.

4.2 Construindo um Cilindro Obliquo.

Para construir um cilindro obliquo com o GeoGebra, criamos, na janela de visualizacgao,
trés controles deslizantes. O primeiro, que chamamos de r, define o raio do cilindro, e
configuramos para variar no intervalo 0 até 5 e incremento de 0, 1. O segundo, que chamamos
de h, define a altura do cilindro, varia no intervalo de 0 até 15 e incremento de 0, 1, e o terceiro,
que chamamos de 3, define a inclinagao do cilindro. Neste tltimo controle selecionamos a
opcao angulo e configuramos para variar no intervalo de 0 até 90 e incremento de 1, veja a
Figura 4.1. Os controles deslizantes r e h podem ter intervalos maiores que os usados nesta

construcgao.

» Janela de Visualizagao

r=27

=

=6
»

34"

=

Figura 4.1: Controles deslizantes.
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Exibimos agora a janela de visualizacao 3D. Com a janela de visualizacao 3D aberta,
primeiro tracamos o eixo de inclinacao do cilindro, para isso digitamos na barra de entrada

o comando:
Segmento(<Ponto>, <Ponto>).

Com o comando selecionado e levando em consideracao a inclinacao do cilindro, fazemos

as seguintes substituicoes:

e <Ponto> por (—0.2htan(s), 0, —0.2h)

e < Ponto > por (1.2htan(B), 0, 1.2h)
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Segmento((—0.2htan(3), 0, —0.2h), (L.2htan(5), 0, 1.2h)).

Definido o segmento, alteramos em suas propriedades o estilo para tracejado. Todos
os comandos utilizados, na construcao do cilindro obliquo, devem ter suas configuracoes

alteradas para serem exibidos apenas na janela de visualizacao 3D, veja Figura 4.2.

A

Z

Figura 4.2: Eixo de iclinacao do cilindro obliquo.

Com o eixo de inclinagao definido e tragado, utilizamos o comando:

Superficie ( <Expressao>, <Expressao>, <Expressao>, <Varidvel Parametro 1 >,
<Valor Inicial>, <Valor Final>, <Varidvel Parametro 2 >, <Valor Inicial>,
<Valor Final> ),
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para construirmos a superficie lateral e as bases inferior e superior do cilindro obliquo.
Iniciamos pela construgao da base inferior do cilindro obliquo e no comando Superficie,

fazemos as seguintes substituigoes:
e <Expressao> por pcos(t)
e <Expressao> por psen(t)
e <Expressao> por 0
e <Variavel Parametro 1 > por ¢
e <Valor Inicial> por 0
e <Valor Final> por 27
e <Variavel Parametro 2 > por p

e <Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por r
Apos as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Superficie (pcos(t), psen(t), 0, t, 0, 2w, p, 0, 7).

Com isso, estamos inserindo nas expressoes os valores da parametrizagao de um circulo
de centro (0,0) e contido no plano OXY conforme equagao (2.17). Com a primeira varidvel,
garantimos uma volta completa (0 até 27) e com a segunda varidvel garantimos o preenchi-
mento do circulo, veja Figura 4.3.

Na construcao da superficie lateral do cilindro obliquo, utilizamos também o comando
Superficie do GeoGebra. Nele inserimos os valores da parametrizagao do cilindro reto con-
forme equagao (2.40). Devemos também tomar o cuidado para que as expressoes tenham os
mesmos valores da parametrizacao do circulo usado na base inferior do cilindro obliquo, com
excecao da primeira expressao na qual é adicionado ztan 5. Com isso, quando o valor de z
variar, o centro do circulo que gera a superficie lateral do cilindro também varia e, assim, o
mesmo fica com inclinagao [.

Fazemos entao as seguintes substituicoes:
e <Expressao> por rcos(t) + ztan
e <Expressao> por r sin(t)

e <Expressao> por z
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e <Variavel Parametro 1 > por ¢

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por 27

e <Variavel Parametro 2 > por < z >

e <Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por < h >
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Superficie (rcos(t) + ztan 5, r sin(t), z, t, 0, 2w, z, 0, h).

Com a primeira varidvel, garantimos uma volta completa (0 até 27) e com a segunda
variavel garantimos a altura do cilindro, veja Figura 4.4.

Com a superficie lateral pronta partimos para a construcao da base superior do cilindro
obliquo. Para isso, utilizamos novamente o comando Superficie do GeoGebra. As coorde-
nadas, neste caso, sao as mesmas da parametrizacao de um circulo paralelo ao plano OXY
(2.27). Esta construcdo ¢ muito parecida com a da base inferior, tendo como diferencial
que, agora, o centro nao estd mais na origem e sim sobre o eixo de inclinacao do cilindro,
portanto, as coordenadas sao idénticas as usadas na superficie lateral.

Fazemos entao as seguintes substituicoes:

Figura 4.3: Base inferior do cilindro obliquo.
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Figura 4.4: Superficie lateral do cilindro obliquo.

e <Expressao> por pcos(t) + htan 3
o <Expressao> por p sin(t)

e <Expressao> por h

e <Variavel Parametro 1 > por ¢

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por 27

e <Variavel Parametro 2 > por p

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por r
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Superficie (pcos(t) + htan 3, p sin(t), h, t, 0, 27, <p>, 0, r).

Com a primeira varidvel, garantimos uma volta completa (0 até 27) e com a segunda

variavel garantimos o preenchimento do circulo, veja Figura 4.6.
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Bdsico Cor Estilo Avancado Programacio

Nome: d
Definicdo: | Superficielh tg(B) + p cos(t), p sen(t), h, 1,0, 2m, p, 0,1

Legenda: Base superior do cilindro 0b||’quo| [a]
Exibir Objeto

Exibir Rétulo: |Legenda v

[] Exibir Rastro

[] Fixar Objeto

[] Definir como Objeto Auxiliar

Figura 4.5: Comando para a construcao da base superior.

Figura 4.6: Cilindro obliquo.

4.3 Planificagcao de um Cilindro Obliquo.

Para realizarmos a planificagao do cilindro obliquo, temos que planificar a superficie
lateral. Para tornar esse processo mais simples, utilizamos apenas uma seccao paralela a
base do cilindro em qualquer altura, que é uma circunferéncia. Utilizamos também uma
secgao perpendicular ao eixo de inclinacao f, passando pelo centro da circunferéncia gerada
na seccao anterior, que ¢ uma elipse. Essas duas seccoes sao desenhadas fora do cilindro
obliquo, para facilitar a visualizacao.

Antes de construirmos as seccoes do cilindro obliquo, criamos eixos que nos auxiliam

nesta construcao. Criamos entao um novo centro para as seccoes do cilindro obliquo. Para
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isso, marcamos um ponto C” de coordenadas (—3r, 0, 0) e, com este centro definido, passamos
a construcao dos eixos auxiliares. O eixo X continua sendo o mesmo, o eixo Y, aqui denotado

por Y’, é paralelo ao eixo Y e, para traca-lo, utilizamos, na barra de entrada, o comando:
Reta (<Ponto>, <Reta Paralela>).
Com o comando selecionado, fazemos as seguintes substituicoes:

e <Ponto> por C’

e < Reta Paralela > por FixoY
Apos as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Reta (C', FixoY).

O eixo de inclinagao f, aqui denotado por f’, é paralelo ao eixo Z. Para tracd-lo também

utilizamos na barra de entrada o comando:
Reta (<Ponto>, <Reta Paralela>).
Com o comando selecionado, fazemos as seguintes substituigoes:

e <Ponto> por '

e < Reta Paralela > por FixoZ
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Reta (C', FizoZ).

J& o eixo Z, aqui denotado por Z’, deve ter uma inclinacao em relacao ao eixo f’ igual

a inclinagao do cilindro obliquo. Para traca-lo, utilizamos na barra de entrada o comando:
Reta (<Ponto>, <Ponto>).
Com o comando selecionado, fazemos as seguintes substituigoes:

e <Ponto> por C’

e <Ponto> por (z(C") — sen(p), 0, cos(B))
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:

Reta (C’, (z(C") — sen(), 0, cos(5))).
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5"

Figura 4.7: Fixos auxiliares para planificagao do cilindro obliquo.

Todas essas construgoes estao representadas na Figura 4.7 e devem ser visualizadas apenas
na janela 3D.

Com os eixos auxiliares construidos, passamos a construgao das seccoes. A circunferéncia
¢é formada pela seccao paralela ao plano OXY no cilindro obliquo, portanto, perpendicular
ao eixo Z, agora, portanto, a secao é perpendicular ao eixo Z’. Para tracéd-la, usamos na

barra de entrada o comando:
Circulo (<Ponto>, <Raio>, <Dire¢ao>).
Com o comando selecionado, fazemos as seguintes substituigoes:
e <Ponto> por C’
e <Raio> por r
e <Diregao> por 2’
Ap6és as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Circulo (C', r, Z'),

como mostra a Figura 4.8.
A elipse é formada pela seccao perpendicular ao eixo de inclinacao f no cilindro obliquo,
agora, portanto, a secao é perpendicular ao eixo f’, ou seja, contida no plano OXY” e, para

tracé-la, usamos na barra de entrada o comando:
Curva (<Expressao>, <Expressao>, <Varidavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>).

Com o comando selecionado, utilizamos as coordenadas da parametrizacao de uma elipse

contida no plano OXY, conforme (2.26). Portanto, fazemos as seguintes substituicoes:
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Basico Cor Esfilo Avangado Programacio

Nome: k_1
Definicdo: Circulo[C, 1, Z]

Legenda:
Exibir Objeto

[] Exibir Rétulo: | Nome v
Figura 4.8: Comando para a construcao da circunferéncia.

e <Expressao> por sen(t)cos(f) — 3r
e <Expressao> por cos(t)r

e <Variavel> por t

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por 27
Apos as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Curva (sen(t)cos() — 3r, cos(t)r, t, 0, 27),

como podemos ver na Figura 4.9.

A construcao desta elipse, denotada por e, deve ser visualizada apenas na janela 3D, veja
Figura 4.10.

Com as seccoes definidas e construidas, precisamos tomar a decisao de onde iniciar a
planificacao da superficie lateral, pois quando realizamos esse processo em um cilindro reto,
temos sempre um retangulo como resultado da planificagdo da superficie lateral, ja com
um cilindro obliquo, temos curvas paralelas nas partes superior e inferior da planificacao da
superficie lateral.

Nesta construcao, iniciamos a planificacao por um dos pontos de intersecgao entre a cir-
cunferéncia e o eixo Y. Para isso, na segunda caixa de ferramentas, na barra de ferramentas
localizada na parte superior da tela, selecionamos a ferramenta interseccao entre dois obje-
tos. Com a ferramenta selecionada, clicamos na interseccao desejada para criar o ponto. A
seguir, clicamos com o botao direito do mouse sobre o ponto, selecionamos a opcao reno-
mear e denotamos este ponto por A. Depois, marcamos também um ponto sobre a elipse.
Para isso, utilizamos também a segunda caixa de ferramentas e selecionamos a ferramenta
ponto em objeto. Com a ferramenta selecionada, clicamos sobre a elipse criando um ponto
e denotamos por P.

Com o ponto P marcado, precisamos de sua distancia até a circunferéncia, pois esta

distancia define a trajetéria da curva formada na planificacao. Como esta distancia varia
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Basico Cor Esfilo Avancado Programacio

Nome: | e I

Definicdo: |Cunla[cos(B) rsen(t)- 3r, rcos(t), t, 0, 2m |

Legenda: |Elipse no plano XY |

[ Exibir Objeto

Figura 4.9: Comando para a construgao da elipse.

Figura 4.10: Secgoes do cilindro obliquo.

em funcao da localizacao de P na elipse, tracamos uma reta auxiliar passando por P e
perpendicular a elipse. Para isso, na quarta caixa de ferramentas da barra de ferramentas,
selecionamos a ferramenta reta perpendicular, clicamos no ponto P e, depois, na elipse.
Criamos agora um ponto na interseccao entre a reta perpendicular que passa por P e a
elipse. Para isso, usamos novamente a ferramenta interseccao entre dois objetos e, com
a ferramenta selecionada, clicamos na interseccao desejada para criar o ponto. A seguir,
clicamos com o botao direito do mouse sobre este ponto, selecionamos a op¢ao renomear e
denotamos este ponto por P, como na Figura 4.11.

Com todos os pontos marcados, precisamos saber qual a medida do arco formado entre

os pontos A e P na elipse e. Para isso, usamos na barra de entrada o comando:
Comprimento (<Fungao>, <Ponto Inicial>, <Ponto Final>).
Com o comando selecionado, fazemos as seguintes substituigoes:
e <Funcao> por e

e <Ponto Inicial> por A



78

Figura 4.11: Seccgoes do cilindro obliquo.

e <Ponto Final> por P
Apés as substitui¢oes, o comando fica assim descrito:
Comprimento (e, A, P).

Esta medida fica registrada na janela de dlgebra, no campo dos nimeros, e é denotada
pela letra g.

Passamos agora para a construcao da planificagao na janela de visualizacao. Iniciamos
criando um ponto na origem do sistema. Para isso, digitamos na barra de entrada A’ =
(0,0), que fica denotado por A’ e representa o ponto A, ponto este escolhido para inicio da
planificagao. Criamos também um ponto para representar o ponto P e, para isso, digitamos
na barra de entrada P’ = (g,0). Com isso, a distancia entre os pontos A" e P’ é igual ao
comprimento do arco AP na elipse e.

Para definirmos a curva formada na planificacao do cilindro obliquo, criamos o ponto
que representa o ponto ), digitando na barra de entrada Q' = (z(P’),2(Q)). Com isso,
a distancia entre P’ e Q' é igual a distancia entre P e Q. Com estes pontos definidos, ao
deslocarmos o ponto P na janela de visualizacao 3D e fazendo com que ele percorra todo
o perimetro da elipse e, os pontos P’ e Q' também se deslocam, sendo que P’ descreve a
trajetoria de um segmento de reta de comprimento igual ao perimetro da elipse. Ja o ponto
Q' descreve a trajetoria de uma curva.

Para visualizarmos a curva formada pela trajetéria do ponto @ em funcao do desloca-
mento de P, utilizamos a ferramenta Lugar Geométrico da quarta caixa de ferramentas, da
barra de ferramentas na parte superior da tela. Com o comando selecionado, clicamos uma
vez no ponto Q' e depois no ponto P. Com isso, a curva formada representa a parte inferior

da planificacao da superficie lateral do cilindro obliquo, veja Figura 4.12.
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€7 cilindro obliquo construgio teste A.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcOes Ferramentas Janela Ajuda

AL clo] dNad=]E]

» Janela de Visualizagao
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Figura 4.12: Curva inferior da planificacao.

Criamos agora um ponto denotado por Q)" para descrever a trajetéria da curva da parte
superior da planificacao da superficie lateral do cilindro obliquo. Para isso, digitamos na
barra de entrada Q" = (x(Q’),y(Q’) + (h/cosP)). Para visualizarmos a curva, novamente
utilizamos o comando Lugar Geométrico da barra de tarefas e, com o comando selecionado,
clicamos uma vez no ponto Q)" e, depois, no ponto P.

Para ligarmos as duas curvas da planificacao da superficie lateral, devemos construir dois
segmentos de retas nas extremidades das curvas. Para isso, utilizamos na barra de entrada

o comando:
Segmento (<Ponto>, <Ponto>).

O primeiro segmento liga as extremidades iniciais das duas curvas e, como a distancia

entre elas é a medida da geratriz h/cos(3), fazemos as seguintes substituigoes:

e <Ponto> por A’

e <Ponto> por (0,h/cos(f))
Apos as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Segmento (A’, (0, h/cos(f))).

O segundo segmento liga as extremidades finais da duas curvas, porém, nao temos as
coordenadas dessas extremidades. Para obtermos tais coordenadas, utilizamos na barra de

entrada o comando:
Comprimento (<Curva>, <Valor de t Inicial>, <Valor de t Final>).

Fazemos as seguintes substituicoes:



30

e <Curva> por e
e <Valor de t Inicial> por 0

e <Valor de t Final> por 27
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Comprimento (e, 0, 2m)

Nesta construgao, o comprimento do segmento fica registrado na janela de algebra, de-
notado por c.

Com o comprimento da elipse definido, podemos construir o segundo segmento de reta.
Para isso, utilizando o comando Segmento, procedemos de forma andloga a construcao do

primeiro segmento e fazemos as seguintes substituigoes:

e <Ponto> por (c,0)

e <Ponto> por (¢, h/cos(f3))
Apoés as substitui¢oes, o comando fica assim descrito:
Segmento ((c,0), (¢, h/cos(B))).

Concluida a construcao do segundo segmento, temos a planificacao da superficie lateral

do cilindro obliquo pronta, veja Figura 4.13.

-
7 cilindro obliquo construcio.ggb

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 4.13: Planificacao da superficie lateral do cilindro obliquo.
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Para concluirmos a planificacao, necessitamos apenas construir as circunferéncias que
representam as bases superior e inferior do cilindro obliquo. Tais circunferéncias sao cons-
truidas no ponto mais baixo da curva superior e no ponto mais alto da curva inferior, para

isso, utilizamos na barra de entrada o comando:
Circulo (<Ponto>, <Raio>).

Como o ponto mais baixo da curva superior ocorre quando o ponto P atinge 3/4 da
elipse, a primeira coordenada do centro do circulo que representa a base superior é ¢ 3/4. Ja
a segunda coordenada ¢ igual a maior distancia entre P e (), que pode ser facilmente obtida
observando que essa distancia sé acontece quando P atinge 1/4 ou 3/4 da elipse. Com isso,
temos um triangulo retangulo C'PQ), sendo C'Q) o raio do cilindro e o angulo QC’'P tem

medida . Portanto, PQ ¢é igual a r cos(3), veja Figura 4.14.

Figura 4.14: Triangulo C'PQ).

A geratriz desse cilindro j4 foi utilizada na construcao das curvas e é h/cos(3), portanto
a segunda coordenada do centro do circulo que representa a base superior é rsen(f) —
h/cos(B) + r.

Definidas as coordenadas do centro do circulo que representa a base superior, fazemos as

seguintes substituicoes no comando Circulo:

e <Ponto> por (¢ 3/4,r sen(B) — h/cos(5) + 1)

e <Raio> por r
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:

Circulo ((¢ 3/4,r sen(B) — h/cos(B) + 1), )
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Este circulo fica denotado, nesta construcao, pela letra p.
Procedemos de forma analoga para a construcao da circunferéncia que representa a base

inferior. Neste caso, fazemos as seguintes substituicoes:

e <Ponto> por (¢/4,r sen(f) —r)

e <Raio> por r
Apés as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Circulo ((¢/4,r sen(B) — 1), ).

Este circulo fica denotado pela letra k e, com isso, a planificacao do cilindro obliquo esta

pronta, veja Figura 4.15.

Figura 4.15: Planificacao do cilindro obliquo.

4.4 Area do Cilindro Obliquo.

Para calcularmos a drea de um cilindro obliquo de raio r e altura h, devemos observar
que sua planificagdo gera trés superficies planas distintas, duas circunferéncias de mesmo
raio, que sao geradas a partir das bases do cilindro obliquo, e a superficie lateral do cilindro
obliquo, que gera a terceira superficie plana com as extremidades superior e inferior formadas

por curvas idénticas.
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4.4.1 Area da Base do Cilindro Obliquo.

A area da base pode facilmente ser calculada ji que é uma circunferéncia, neste caso

denotamos a drea da base por Apgse.
Appse = 12 (4.1)

4.4.2 Area Lateral do Cilindro Obliquo.

A area lateral do cilindro obliquo também pode facilmente ser calculada ja que a parte
inferior da planificacao é formada por uma curva idéntica a curva da parte superior. Com
isso, podemos afirmar que uma curva complementa a outra formando um retangulo de com-
primento igual ao comprimento da elipse que podemos calcular utilizando a férmula (1.23).

A altura desse retangulo ¢ igual a geratriz do cilindro obliquo (Figura 4.16).

Figura 4.16: Planificacao da superficie lateral do cilindro obliquo.

Assim, a drea lateral é aproximada por:

62 364 5@6 h
Ajateral ~ 2———— - — 2
lateral = TQ ( 9 32 128) (005(5)) o
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4.4.3 Area Total do Cilindro Obliquo.

Utilizando (4.1) e (4.2), a area total aproximada, que aqui denotamos por Ay, € dada

por:

2 4 6 h
Atotal%27ﬂ“2+7m(2—6——3i_5i)( )
0 ()

4.5 Volume do Cilindro Obliquo.

Nos livros didaticos e apostilas de sistemas de ensino utilizados no ensino fundamental
e médio, o volume de um cilindro obliquo ¢é calculado utilizando o principio de Cavalieri.
Portanto, para calcularmos o volume de um cilindro obliquo de raio r e altura A basta

multiplicarmos a area da base pela sua altura.

Volume = nr*h (4.3)

Podemos também calcular seu volume tomando como referéncia o eixo de inclinacao f’
(ver Figura 4.17.). Seccionando o cilindro obliquo por um plano perpendicular ao eixo f’; ele
fica dividido em dois sélidos. Unindo estes dois solidos por suas bases circulares obtemos um
cilindro eliptico reto de altura igual a geratriz do cilindro obliquo. As bases deste cilindro

eliptico sao elipses congruentes e paralelas.

Figura 4.17: Seccao meridiana do cilinndro obliquo.

Para calcularmos o volume do cilindro eliptico reto, novamente utilizando o Principio
de Cavalieri, basta multiplicarmos a area de sua base por sua altura. A area da base pode

ser calculada utilizando a equagao (1.3), em que a medida a é o raio r do cilindro obliquo
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e a medida b é a menor medida da distancia do eixo f” do cilindro obliquo até a superficie
lateral.

Para obtermos a medida b, tomamos a seccao meridiana do cilindro obliquo e tragamos
um segmento de reta partindo do centro do cilindro obliquo, que denotamos por E (ver
Figura 4.17), e perpendicular a superficie lateral. Com isso, formamos um triangulo AEF
retangulo em F' e com angulo AEF igual ao angulo de inclinacao do cilindro, que denotamos
por B. A medida b é a medida de EF e pode ser encontrada utilizando o cosseno de 3.
Assim, b = rcos (3.

Ja a medida da altura do cilindro eliptico, que é a geratriz do cilindro obliquo, pode ser

encontrada de forma andloga a b, Figura 4.18.

Figura 4.18: Seccao meridiana do cilinndro obliquo.

Formamos o triangulo BG'D, retangulo em G, e com o angulo BDG igual ao angulo de

inclinacdo do cilindro obliquo, denotado por . A medida da geratriz é a medida de BD.

Utilizando também o cosseno de (3, temos BD = 5
CoS

Com as medidas de b e da geratriz do cilindro obliquo ja calculadas, podemos calcular o

volume do cilindro eliptico:

Volume = (area da base).(altura)

= mab.(geratriz)

= 7T 7 COS
B cos 8

= 7mr’h (4.4)

Com isso, podemos observar que (4.3) e (4.4) possuem a mesma expressao.
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Capitulo 5
Propostas de Planos de Aulas

Neste capitulo, apresentamos sugestoes de atividades que aproximam os alunos do soft-
ware GeoGebra e de construgoes geométricas por meio de conceitos matematicos.

As atividades tém o proposito de fazer com que os alunos sejam capazes de efetuar
construgoes de cilindros obliquos e troncos de cilindros no software GeoGebra e, com isso,
possam apropriar-se de conhecimentos que os auxiliem no cédlculo de area e volume desses
solidos, bem como melhorar a percepgao espacial.

Ressaltamos que ¢é necessario que os alunos tenham conhecimento prévio sobre equagoes
de retas, calculo de distancia entre dois pontos, equagoes de circunferéncia e razoes trigo-
nométricas. Caso algum desses conceitos nao seja de conhecimento prévio dos alunos, o
professor deve fazer as adaptagoes necessarias ou até mesmo a introducgao de tais conceitos,

sempre respeitando o nivel de aprendizagem dos alunos.

5.1 Analise de Diferentes Tipos de Cilindros

Analise de cilindros retos, cilindros obliquos e cilindros truncados.

5.1.1 Orientacoes.

Numero de aulas: 2

Publico alvo: Alunos de ensino fundamental IT ou alunos de ensino médio.

Material Utilizado: Sélidos geométricos (cilindro reto, cilindro obliquo e tronco de cilin-
dro).

5.1.2 Objetivos:

e Identificar diferentes tipos de cilindros;

e Reconhecer diferencas entre cilindro reto e cilindro obliquo;
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e Reconhecer diferencas entre cilindro reto e tronco de cilindro;

e Planificar solidos geométricos.

5.1.3 Atividade 1

Orientacao ao professor:

Nesta atividade o aluno ira identificar as diferencas entre um cilindro reto, um cilindro

obliquo e um tronco de cilindro, e ird também reconhecer as planificagoes de tais cilindros.

Roteiro:

Entregue aos alunos um cilindro reto, um cilindro obliquo e um tronco de cilindro. A
seguir, oriente-os a analisarem esses solidos e descreverem as principais diferencas. Para
auxiliar esta parte da atividade encontram-se, no Apéndice C, moldes para construir cilindro
reto, cilindro obliquo e tronco de cilindro.

Caso os alunos nao consigam identificar todas as diferencas entre os sélidos, as devidas
interferéncias devem ser feitas para que todas as diferencas fiquem evidenciadas e claras a
todos.

Com as diferencas devidamente identificadas, solicite que planifiquem esses solidos. Os
alunos devem ser orientados para que esbocem como seria a planificacao de cada um dos
solidos que eles receberam. Para esse momento, permita que eles usem de criatividade para
realizar os esbocos. A planificacao do cilindro reto provavelmente é de conhecimento de
todos, porém, os demais sélidos exigem muito dos alunos. Caso eles nao consigam esbocar
as planificacoes de forma correta, faca interferéncias para que eles consigam compreender
tais planificagoes. Uma possivel interferéncia, que geralmente da bons resultados, é orientar
os alunos a girarem o sélido sobre uma folha de papel sulfite e marcar pontos que definam
essa planificagdo. Outra interferéncia que também gera bons resultados é enrolar uma folha
de sulfite sobre o sélido e, com o auxilio de um lapis, tragar os limitantes do sélido, e, assim,
ao desenrolar esse sulfite, obter a planificacao da superficie lateral.

Com as planificagoes definidas, oriente os alunos que pensem uma forma de calcular a area
da superficie lateral de cada uma das planificagoes. Para auxiliar nessa tarefa, encontram-se
no apéndice D as planificacoes das superficies laterais do cilindro obliquo e do tronco de
cilindro. Caso os alunos nao notem que todas as planificagoes podem ser transformadas em
retangulos, mostre a eles que no tronco de cilindro basta efetuar um traco na altura média
e utilizar a area que excede a linha tracada para completar a parte que ficou vazia abaixo
da linha tracada. Ja na superficie lateral do cilindro obliquo, mostre a eles que basta cortar
transversalmente a figura e utilizar uma parte para completar a outra, obtendo assim, um

retangulo.
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5.2 Explorando o Software GeoGebra

Explorando o GeoGebra na construcao de pontos, retas, semirretas e segmentos de retas.

5.2.1 Orientacgoes.

Numero de aulas: 4 aulas divididas em 2 atividades.
Publico alvo: Alunos de ensino fundamental II ou alunos de ensino médio.

Material Utilizado: Equipamento eletronico com o software GeoGebra instalado.

5.2.2 Objetivos:

e Recordar conceitos de geometria plana (ponto, reta, semirreta e segmento de reta);

e Recordar conceitos de posigoes relativas entre duas retas (paralelas, concorrentes e

perpendiculares);
e Reconhecer e diferenciar tipos de equagoes de retas (geral e reduzida);

e Estabelecer relagoes entre funcoes afim e equagoes de retas.

5.2.3 Atividade 1

Orientacao ao professor:

Nesta atividade o aluno ird conhecer o software GeoGebra e algumas formas de marcar

um ponto, tracar uma reta, uma semirreta ou segmento de reta.

Roteiro:

Abra o software GeoGebra, com o software aberto voceé terd acesso a barra de ferramentas,

a janela de visualizacao e a janela de algebra conforme Figura 5.1.
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Figura 5.1: Janela de Algebra e Janela de Visualizacao do GeoGebra.
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Com a software aberto, oriente os alunos sobre a funcao de cada uma das ferramentas
existentes na barra de ferramentas. Apods essa breve introducgao sobre o software, oriente
os alunos a acessarem a segunda ferramenta e marcarem pontos livremente na janela de
visualizacao, porém, alerte a eles que a cada construcao feita na janela de visualizagao havera
um registro na janela de dlgebra, registro este que permite que eles fagam a interpretacao
matematica.

Posteriormente, com o conceito de ponto ja assimilado, oriente os alunos a usarem a
terceira ferramenta da barra de ferramentas e tragarem retas livremente, porém, novamente
alerte os alunos que a cada construcgao feita na janela de visualizacao, havera uma informacao
matematica registrada na janela de algebra e que eles precisam fazer a interpretagao dessa
informacao. Alerte os alunos que no registro da reta eles podem efetuar mudancas na forma
desse registro, para isso, basta clicarem com o botao direito sobre o registro e escolher uma
das trés formas disponiveis.

Por fim, oriente os alunos que é possivel efetuar mudancas nos registros matematicos de
cada construcao. Para isso, basta clicar com o botao direito do mouse sobre a construcao na
janela de visualizacao ou sobre a informacao matematica registrada na janela de algebra e
selecionar a opcao Propriedades. Fazendo assim, aparece uma nova janela na qual é possivel
fazer varias alteragoes na construcao. Novamente, permita que eles facam alteragoes das mais
variadas, porém sempre analisando os resultados nas janelas de visualizagao e de algebra.

Espera-se que nesta aula os alunos percebam que a cada ponto construido, suas coorde-
nadas bem como o seu nome ficam registrados na janela de dlgebra, espera-se também que os
alunos percebam que a cada reta construida na janela de visualizagao o registrado na janela

de algebra refere-se a equacao dessa reta.

5.2.4 Atividade 2

Orientacao ao professor:

Nesta atividade o aluno ira relacionar o valor do coeficiente linear de uma reta e a
ordenada na qual a reta intersecta o eixo Y e notar que o coeficiente angular indica a

inclinacao da reta.

Roteiro:

Oriente os alunos a criarem um controle deslizante. Para isso, oriente-os para que di-
gitem na barra de entrada uma letra, por exemplo a letra a, em seguida, pressione a tecla
enter. Com isso, abrirda uma nova janela e nela os alunos devem clicar em Criar Controles
Deslizantes. Uma vez criado o controle deslizante, tal controle aparecerd tanto na janela de

visualizacao como na janela de algebra, veja Figura 5.2.
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Figura 5.2: Controle deslizante no GeoGebra.

De forma andloga, oriente os alunos a criarem um segundo controle deslizante, porém,
agora, com a letra b.

Esses controles deslizantes terao a finalidade de indicar as medidas do coeficiente angular
e do coeficiente linear em uma equacao de reta.

Com os dois controles criados, oriente os alunos em como definir valores para cada controle
deslizante. Para isso, os alunos devem clicar com o botao direito do mouse sobre um dos
controles deslizantes na janela de dlgebra ou na janela de visualizacao. Aparecera uma nova
janela e nela os alunos devem clicar em propriedades, o que fara abrir outra janela que
contém os intervalos de atuacao do controle deslizante, veja Figura 5.3.

Oriente os alunos que os intervalos de minimo e de méaximo referem-se aos valores que
o controle pode assumir e que o incremento ¢é o intervalo assumido entre os valores no con-
trole deslizante, ou seja, se usarmos 0,1 os valores serao alterados de 0,1 em 0,1. Com as
orientacoes dadas, permita que eles usem os valores que quiserem, porém lembre-os que pos-
teriormente terao que analisar os resultados dessa escolha. Ao término dessas configuragoes,
os alunos devem proceder de forma andloga para configurar o outro controle deslizante.

Com os controles configurados, oriente os alunos que uma reta também pode ser tracada
utilizando a barra de entrada. Para isso, basta digitar a equagao da reta na barra de entrada e
clicar na tecla enter. Permita que eles tracem algumas retas aleatorias e vejam os resultados
de suas construgoes.

Quando os alunos ja estiverem adaptados a tracarem uma reta utilizando a barra de
entrada, oriente-os que tracem uma reta utilizando os controles deslizantes criados anteri-
ormente, como coeficientes angular e linear. Caso tenham duividas, auxilie-os a usarem o
controle a como coeficiente angular e o controle b como coeficiente linear, ou seja, digitar na

barra de entrada ax + b = y e pressionar a tecla enter, veja Figura 5.4.

Com a reta tragada, oriente os alunos a deslocarem o controle deslizante e verificar o que
acontece com a reta. Para isso, basta clicar e segurar o botao esquerdo do mouse sobre o

circulo do controle deslizante e arrasta-lo para a direita ou para a esquerda.
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Figura 5.3: Configuragao do controle deslizante no GeoGebra.
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Figura 5.4: Reta tragada utilizando os controles deslizantes como coeficiente angular e linear.

Terminada a analise dos resultados, oriente-os que os intervalos dos controles deslizantes

podem ser alterados e que isso pode alterar o comportamento da reta.

Espera-se que nesta aula os alunos notem que o coeficiente angular define a inclinacao
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da reta e que o coeficiente linear define a posicao da reta em relagao ao eixo Y.

5.3 Apresentacao do Comando Curva

Explorando o GeoGebra na construcao de curvas a partir de suas parametrizagoes.

5.3.1 Orientacgoes.

Numero de aulas: 6 aulas divididas em 3 atividades.
Publico alvo: Alunos de ensino fundamental II ou alunos de ensino médio.

Material Utilizado: Equipamento eletronico com o software GeoGebra instalado.

5.3.2 Objetivos:

e Reconhecer e diferenciar uma equagao normal e reduzida de uma circunferéncia (circulo);

Estabelecer relacao entre os valores encontrados na equacao do circulo com a localizacao

do centro e a medida do raio desse circulo.

Escrever uma equacao paramétrica a partir de uma equacao de reta ou de circulo.
e Tracar um circulo no plano com o auxilio do comando curva.

e Tracar um circulo no espago com o auxilio do comando curva.

5.3.3 Atividade 1

Orientacao ao professor:

Nesta atividade o aluno iré aprender a tragar uma circunferéncia utilizando ferramentas
do software GeoGebra e também a relacionar os termos constantes de sua equagao com sua

localizacao no plano cartesiano.

Roteiro:

Oriente os alunos a utilizarem a sexta ferramenta da barra de ferramentas e com ela
construirem circulos (circunferéncias). Para isso, eles poderao utilizar qualquer ferramenta
existente no sexto conjunto de ferramentas para tracar um circulo, veja Figura 5.5.

Lembre os alunos de que a cada construcao feita na janela de visualizagao, um registro na
janela de dlgebra serd criado e que eles devem fazer uma andlise desse registro e relaciona-lo
com a construcao.

Caso nenhum aluno perceba que esse registro se trata da equagao do circulo tragado e

que nela estao contidos o valor de seu raio e a localizagao de seu centro, faca interferéncias
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até que cheguem a essa conclusao. Lembre-os também de que, ao clicar com o botao direito
do mouse sobre o registro na janela de algebra, é possivel escolher entre equacao reduzida e
equacao normal.

Apés todos terem percebido que tal registro se trata da equagao do circulo e compreendido
que nesse registro encontram-se as coordenadas do centro do circulo e seu raio, oriente os
alunos que, com o auxilio da equacao do circulo, é possivel efetuar seu tracado. Para isso,
basta digitar a equacao do circulo desejado na barra de entrada e clicar na tecla enter, veja
Figura 5.6.

Permita que os alunos construam alguns circulos a partir da barra de entrada para que

os mesmos tenham melhor dominio da utilizagao da equacao de um circulo.

5.3.4 Atividade 2
Orientacao ao professor:
Nesta atividade o aluno ird aprender a tracar um circulo no plano utilizando o comando
curva do software GeoGebra.
Roteiro:

Para esta atividade faz-se necessério orientar os alunos sobre o conceito de curva, que
neste trabalho foi apresentado no Secao 2.1.

Apresente aos alunos o comando curva existente no software GeoGebra. Para isso,
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Figura 5.6: Construcao de um circulo a partir da barra de entrada.

oriente-os a digitar na barra de entrada a palavra curva, veja Figura 5.7. Ao escrever
curva, aparecem algumas opgoes. Para esta atividade, a primeira opgao deve ser escolhida.

-4

Curva( <Expressao=, <Expressao=, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final=)

Curva( <Expressao=, <Expresséo=, <Expresséo=, <Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final=)
CurvaDoTridngulo{ <Ponto=, <Ponto>, <Ponto=, <Equacéo=)

Curvalmplicita( <Lista de Pontos=> )

Curvalmplicita( <f(x, y)= )

__|Curvatura( <Ponto>, <Objeto=> )
Entrada: curva

Figura 5.7: Comando curva no tracado de uma reta.

Com o comando selecionado, oriente os alunos que o primeiro intervalo <Expressao>
¢ reservado para a digitacao dos valores referentes a x de uma equagao paramétrica. Ja o
segundo intervalo <Expressao> para a digitacao dos valores referentes a y de uma equacao
paramétrica.

O intervalo <Variavel>, é reservado para a digitacao da variavel utilizada na equacao
paramétrica da curva em questao, o intervalo < Valor Inicial > é reservado para a digitacao
do valor inicial da varidvel. Ja o intervalo < Valor Final > ¢é reservado para a digitacao do
valor final da variavel utilizada na parametrizacao da curva em questao.

Inicie as construgoes por uma reta, pois sua equacgao paramétrica é mais simples e facili-
tard a compreensao do comando. Para isso, oriente os alunos a parametrizar a equacao da
reta y = 2x + 5.

Espera-se que os alunos cheguem a uma parametrizacao como:
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r =t
y = 2t+5

Caso tenham chegado a outras formas paramétricas nao ha problemas.

Com a forma paramétrica definida oriente aos alunos que introduzam estes valores no
comando curva e que no intervalo < Valor Inicial > eles devem digitar um valor para =z,
valor este que indicard o inicio do segmento de reta. No intervalo < Valor Final > eles
devem digitar um valor para x, valor este que indicard o final do segmento de reta. Apds

isso, € s6 pressionar a tecla enter, veja Figura 5.8.
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Figura 5.8: Comando curva na barra de entrada.

Nesta cosntrucao foram usados como Valor Inicial o 2 e como Valor Final o 5.

Com a reta construida a partir do comando curva, oriente os alunos a alterarem os
valores inicial e final no comando e verificarem os efeitos disso na construgao. Para isso,
basta orienté-los a clicarem com o botao direito sobre a construcao na janela de visualizacao
ou sobre o registro na janela de algebra e efetuarem tais alteragoes.

Com a compreensao de como utilizar o comando curva, oriente-os a fazerem agora a
parametrizagao do circulo (x — 5)% + (y — 4) = 25.

Espera-se que os alunos cheguem a uma parametrizacao como:
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T =1
y = 4+ /25— (t—05)2

Caso tenham chegado a uma forma paramétrica utilizando seno e cosseno, isso poupara
tempo. Caso tenham chegado a outras formas paramétricas, nao hé problemas.

De forma andloga ao tracado da reta com o comando curva, oriente os alunos a tracar o

circulo, veja Figura 5.9.
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Figura 5.9: Comando curva no tracado de um circulo.

Com o tragado pronto pega para os alunos analisarem este tracado e debatam sobre as
conclusoes. Caso ninguém tenha compreendido o motivo de termos apenas metade do circulo,
oriente-os que isso acontece devido a termos apenas os resultados positivos da raiz, e que
para termos a outra metade, serd necessario utilizar o comando curva novamente colocando
um sinal negativo antes da raiz, veja figura veja Figura 5.10.

De forma analoga a reta, oriente os alunos a alterarem os valores nos intervalos Valor Inicial
e Valor Final e analisarem os resultados.

Para todos os alunos que nao utilizarem a parametrizacgao com seno e cosseno, oriente-
0s que a parametrizacao com a utilizacao dessas fungoes é mais eficiente. Para isso, basta

utilizar a seguinte parametrizacao:

r =95+ 5cost
y=4+45sint

Neste tipo de parametrizacao, a variavel continua sendo ¢, porém ela define como os
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Figura 5.10: Comando curva no tracado de um circulo.

valores de seno e cosseno variam. Para isso, se quisermos um circulo completo alteramos o

intervalo < Valor Inicial > para 0 e o intervalo <

Valor Final > para 2w, veja Figura 5.11.
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Figura 5.11: Comando curva no tracado de um circulo utilizando sen e cos.

Com a parametrizacao do circulo por seno e co

sseno apresentada aos alunos, permita

que eles criem outros circulos e variem os valores nos intervalos < Valor Inicial > e <
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Valor Final > e analisem os resultados e, ao final, debatam sobre os resultados de tais

construgoes.

5.3.5 Atividade 3

Orientacao ao professor:

Nesta atividade o aluno ird aprender a tracar um circulo no espaco e fora do plano OXY

utilizando o comando curva do software GeoGebra.

Roteiro:

Oriente os alunos que para termos um circulo fora do eixo OXY, devemos utilizar também
o comando curva, porém, ao digitar curva na barra de entrada, devemos escolher o comando
que apresenta trés intervalos de expressao. Este comando serd o segundo a aparecer na lista

que o software abrira, veja Figura 5.12.

Curva( <Expresséo=, <Expressédo=>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final=)
Curva( <Expressao=, <Expressao=, <Expressido=, <Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= )

CurvaDoTriéngulo( <Ponto=, <Ponto=, <Ponto=, <Equacéo= )
Curvalmplicita( <Lista de Pontos= )
Curvalmplicita( <f(x, y)= )
Curvatura( <Ponto=, <Objeto= )
Entrada: curva

Figura 5.12: Comando curva com trés intervalos de expressao na barra de entrada.

Oriente os alunos que a forma de utilizar este comando ¢ muito parecida com a forma
de utilizar o comando curva com dois intervalos de expressao. O que difere é que o terceiro
intervalo destina-se as informacoes referentes ao terceiro eixo Z. Com isso, podemos tirar o
circulo do plano e trabalharmos com ele no espaco.

Apés a orientagao sobre o comando, solicite que eles construam e analisem a seguinte

curva:
curva(3sent, 3cost, 4, t, 0, 27).

Agora, oriente os alunos a construirem novas curvas, porém trocando a ordem entre as
trés expressoes, os valores parametrizados podem ser os mesmos ou serem trocados, e, a
analisarem os resultados das construgoes. Com essas novas construcoes, espera-se que 0s
alunos percebam que ¢é possivel tragar um circulo em qualquer posicao no espaco e que, para
isso, basta organizar de forma adequada os parametros no comando curva, veja Figura 5.13.

Com o comando curva compreendido pelos alunos, passe para a parte mais complexa
que ¢ a construcao de uma curva inclinada no espaco. Esta curva serd usada posteriormente

na cosntrucao do tronco de cilindro. Oriente os alunos que uma curva inclinada no espaco
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terd sempre as coordenadas da imagem que ela projeta sobre o plano. Portanto, neste caso,

use as coordenadas de um circulo no plano e, o diferencial serda que deve ser escolhido um

eixo para realizar a inclinacao e, com o eixo escolhido, indique essa inclinacao por meio da

tangente do angulo de inclinagao, veja Figura 5.14.

Figura 5.14: Circulos inclinado no espaco.

Para definirmos essa inclinacao, acrescentamos no eixo escolhido o valor K, conforme

mostra a Figura 5.14. Para isso usamos:
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; K
ano =
Razo
K = Raiotana

Portanto, oriente os alunos que se tivermos um circulo orientado pelos eixos X e Y, com
inclinagao escolhida no eixo X, devemos, na terceira expressao, indicar a altura do circulo

mais a parametrizacao do eixo escolhido multiplicada pelo valor de K, com isso, temos:
curva(5sent, 5cost, 3+sent 5 tan30°, t, 0, 27)

Com esse comando temos a construcao de um circulo de raio 5 cm, com 4 cm de altura

do plano OXY e com inclinacao de 30°, em relacao ao eixo X, veja Figura 5.15.

b .M’\’l‘?ﬂ’r;r:i\l[iﬂ;m -
v fow
Curva Paramélnca
x =15 sen(t) |
®a: y="5os(t) o ]
z=4+sen(t) 51g(307) |

Figura 5.15: Elipse que projeta um circulo sobre o plano OXY.

Apoés todas essas orientagoes, permita que os alunos fagam novas construgoes alterando
o raio, a altura e a inclinacao dos circulo e, ao final, debatam sobre os resultados de tais

construgoes.

5.4 Apresentacao do Comando Superficie

Explorando o GeoGebra na construcao de superficies a partir de sua parametrizacao.

5.4.1 Orientacgoes.

Ntamero de aulas: 2 aulas / 1 atividade.
Publico alvo: Alunos de ensino fundamental II ou alunos de ensino médio.

Material Utilizado: Equipamento eletronico com o software GeoGebra instalado.
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5.4.2 Objetivo:

e Construir uma superficie plana ou cilindrica com o auxilio do comando superficie.

5.4.3 Atividade 1
Orientacao ao professor:
Nesta atividade o aluno ird aprender a utilizar o comando superficie do software GeoGe-
bra.
Roteiro:

Oriente os alunos que para se construir as faces de um poliedro ou nao poliedro, preci-
samos utilizar o comando superficie. Para isso, basta digitar na barra de entrada a palavra
Superficie e selecionar o terceiro comando, com trés expressoes, disponivel na janela que se

abrira, veja Figura 5.16.

Superficie( <Funcdo>, <Angulo> )

Superficie( <Curva=, <Angulo>, <Reta=> )

Superficie( <Expressdo=, <Expressio=, <Expresséo=, <Varidvel Parametro 1>, <Valor Inicial>, <Valor Final=, <VVariavel Parametro 2=, <Valor Inicial=, <Valor Final> )
<l |SuperficieLateral( <Quadrica> )

Entrada: superf|cie|

Figura 5.16: Comando superficie na barra de entrada.

Este comando, apesar de ser bem extenso e parecer ser complexo, ¢ muito parecido com
o comando curva, a unica diferenca é que nele existem duas variaveis.

Utilizamos o comando Superficie de forma idéntica ao comando curva e, na segunda
variavel, usamos de criatividade para gerar superficies. Alguns exemplos podem ser utilizados

para ajudar a orientar os alunos, exemplos como:

e Na parametrizacao da reta 2z + 5 = y, utilizando na segunda varidvel uma incoégnita

em Z, temos o comando assim descrito,
Superficie(t, 2t + 5, k, t, 0, 5, k, 0, 3)

Com isso, temos uma reta no plano OXY, variando no eixo X de 0 até 5 e essa reta

ird gerar uma superficie com seu deslocamento entre 0 e 3 no eixo Z, veja Figura 5.17.

e Na parametrizagao do circulo (z — 3)? 4+ (y — 4)? = 4, utilizando na segunda varidvel

uma incognita no raio do circulo, temos o comando assim descrito,
Superficie(3 4+ rsent, 4 + rcost, 2, t, 0, 2w, r, 0, 5)

Com isso, temos um disco paralelo ao plano OXY e com raio de 5cm, veja Figura 5.18.

Com o comando Superficie ja devidamente explicado aos alunos, permita que eles criem

superficies e discutam sobre os resultados de tais construcgoes.
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Figura 5.18: Comando superficie com parametrizacao de um circulo

5.5 Construcao de Cilindro

Construgao de cilindro obliquo e tronco de cilindro com o auxilio do software GeoGebra

5.5.1 Orientacgoes.

Numero de aulas: 4 aulas, sendo 2 aulas para cada atividade
Publico alvo:

Alunos de ensino fundamental II ou alunos de ensino médio
Material Utilizado: Equipamento eletronico com o software GeoGebra instalado e sélidos
geométricos utilizados na proposta de Plano de Aula 5.1.3

5.5.2 Objetivos:

e Construir um cilindro obliquo com o auxilio do comando superficie

102
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e Construir um tronco de cilindro com o auxilio do comando superficie.

5.5.3 Atividade 1

Orientacao ao professor:

Nesta atividade o aluno ird aprender a construir um cilindro obliquo utilizando comandos
do software GeoGebra.

Roteiro:

Primeiramente oriente os alunos que, com a janela de visualizagao 3D aberta, é possivel
criar varios solidos geométricos com o auxilio de ferramentas existentes na caixa de ferra-
mentas. Com a nona ferramenta, um cilindro pode ser construido com o objetivo de iniciar
a compreensao sobre os solidos.

Na nona ferramenta, os alunos devem clicar no canto inferior direito e escolher a opcao
Cilindro do menu disponivel. Em seguida, devem marcar na janela de visualizacao 3D dois
pontos que serao, o centro da base inferior e superior do cilindro, posteriormente digitar a
medida do raio. Com isso, um cilindro circular reto é construido na janela de visualizacao

3D e suas equagoes matematicas aparecem na janela de algebra, veja Figura 5.19.

£ Orofitn _— L ———

Amquive Edifar Exibie Opclies Fermamentas Janela Ajuda
| gl
e <3+

[~ P lelEe]<
* Janeia de Algebra = [+ Janela de Visualizagio 3D
Cilincra
® a: 24838
Conica
-® ¢ X =(0,0,3)+(-4.74 sin(t), 5 cosit), -
® d: X =(1,0,0) +(4.74 sinft), 5 cos(t), 1
Ponto
® A=(0,0,3)
® B=1,0,0)
Superficie
® b:9935

[
iy |

Figura 5.19: Cilindro Circular Reto.

Com o cilindro construido, oriente os alunos que na janela de algebra foram criadas
duas equagoes de conicas e uma letra que nomeia o cilindro. Na Figura 5.19, o cilindro foi
denotado por a. Peca para que os alunos ocultem as conicas, para isso, basta clicar com o
botao esquerdo do mouse sobre o circulo azul que antecede a equacao na janela de algebra
e debata com os alunos sobre os resultados.

Espera-se que eles tenham percebido que o sélido sem a base superior e sem a base inferior

tenha ficado parecido com um cano, totalmente vazado. Caso nao tenham percebido, oriente
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os alunos a utilizarem a ultima ferramenta da barra de ferramentas e, com o auxilio da
ferramenta, girem a construcao, isso facilitara a visualizacao.

Agora que os alunos ja compreenderam que o sélido sera composto por duas bases e
uma superficie lateral, oriente a eles que cliquem novamente no circulo azul que antecede a
equagao na janela de visualizacao e, com isso, retornem as bases a construcao. Com o sélido
recomposto, oriente aos alunos que, com o auxilio da primeira ferramenta, tentem mover ou
inclinar o cilindro para tentar torna-lo obliquo. Debatam sobre as conclusoes.

Espera-se que os alunos notem que até é possivel inclinar o cilindro, porém ele se inclina
por completo, continuando a ser um cilindro reto e que também é possivel deslocar uma
de suas bases e com isso aumentar sua altura. Oriente os alunos a observarem que quando
se inclina o cilindro, o nimero que se apresenta na janela de dlgebra na representacao do
cilindro nao se altera, porém, quando alteramos sua altura, ele se altera pois esse nimero é
a medida do volume do sélido.

Oriente os alunos que o GeoGebra sé realiza construgoes de cilindros retos com a ferra-
menta existente na barra de ferramentas. Para construirmos um cilindro obliquo temos que
realizar a construcao de cada uma de suas partes. Para facilitar a compreensao é mais facil
iniciar as construcao por suas bases.

Para construir a base inferior, basta utilizar o comando Superficie visto na Proposta de
Plano de Aula 5.4.3, nesta construcao, utilizamos como exemplo um circulo de centro na
origem, contido no plano OXY e de raio 5 cm. Com isso o comando Superficie fica assim

descrito:
Superficie (rsent, rcost, 0, ¢, 0, 2w, r, 0, 5)

J& para construir a base superior, primeiro precisamos saber qual sera a coordenada de
seu centro, como neste exemplo, usamos uma altura de 10 cm e uma inclinacao de 20° no
eixo X, podemos encontrar essa informacao por meio de razoes trigonométricas, veja Figura

5.20.

cateto oposto

tana = -
cateto adjacente
x
tana = -—
z
r = ztano

Com isso, temos o centro da base superior de coordenada x = 10tan20°, y =0 e z = 10,

e, deste modo, o comando fica assim descrito:
Superficie (10 tan 20°+rsent, rcost, 10, ¢, 0, 2w, r, 0, 5).

Assim, temos a duas bases construidas. Veja Figura 5.21.
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Figura 5.20: Coordenada do Centro da Base Superior.
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Figura 5.21: Bases do Cilindro Obliquo.

Para finalizar a construcao do cilindro obliquo, sera necessario construir a superficie late-
ral. Essa superficie serd composta pela sobreposicao de infinitos circulos de parametrizacao
idéntica a base superior, porém, na segunda varidvel nao serd necessario variar o raio, mas
sim a altura, portanto usamos uma incoégnita h na segunda variavel, com isso o comando

fica assim descrito:
Superficie (htan 20°+5sent, 5cost, h, t, 0, 2, h, 0, 10).

Com essa superficie construida, concluimos a construcao do cilindro obliquo, veja Figura
5.22.

Ao final da construgao, permita que os alunos alterem os parametros dos comandos
usados na construcao e que verifiquem as alteragoes ou até mesmo construam novos cilindros

obliquos. Apds essas novas construgoes, solicite que debatam sobre os resultados.
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Figura 5.22: Cilindro Obliquo.

5.5.4 Atividade 2
Orientacao ao professor:

Nesta atividade o aluno ird aprender a construir um tronco de cilindro utilizando coman-
dos do software GeoGebra.

Roteiro:

Assim como nao é possivel criar um cilindro obliquo com as ferramentas do software
GeoGebra, nao ¢é possivel criar um tronco de cilindro, portanto, procedemos de forma analoga
a construcao do cilindro obliquo. Primeiro oriente os alunos a criarem a base inferior que
nesse exemplo serd um circulo de raio 5 cm, de centro na origem e contido no plano OXY
Para isso, basta usar a mesma parametrizacao utilizada na construgao da base do cilindro

obliquo na Proposta de Plano de Aula 5.5.3. O comando superficie fica assim descrito:

Superficie (rsent, rcost, 0, ¢, 0, 27, r, 0, 5).

’

J& para construir a base superior, oriente os alunos que a parametrizacao ¢ conforme
o estudado na Proposta de Plano de Aula 5.3.5. Nesta atividade, o objetivo é construir
um tronco de cilindro de raio 5 cm, altura média 10 cm e corte com inclinacao de 30°.
A parametrizacao é muito parecida com a parametrizacao da base inferior, com diferenca
apenas na terceira expressao que tem coordenadas 10 4 sent r tan30°. Assim, o comando

Superficie fica assim descrito:
Superficie (rsent, rcost, 10 +sent r tan30°, t, 0, 2w, r, 0, 5).

Assim, temos a base superior a 10cm de altura e com inclinacao de 30° em relagao a base

inferior, veja Figura 5.23.
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Figura 5.23: Bases do Tronco de Cilindro.

Com as bases construidas, oriente os alunos que necessitamos apenas da superficie lateral
para concluirmos a construgao do tronco de cilindro. Porém, esta ¢ a construcao de maior
grau de dificuldade, pois, temos que variar trés incognitas, ¢t que define a volta no circulo, h
que define a altura da superficie lateral e temos agora o que define a inclinacao dos circulos,
pois, como vimos no cilindro obliquo, a superficie lateral é formada por infinitos circulos
sobrepostos. Na construcao do cilindro obliquo, todos os circulos sao paralelos ao plano
OXY e seus deslocamentos laterais sao sempre os mesmos, ja no tronco de cilindro, estes
circulos tém sempre a mesma coordenada de centro em relacao aos eixos X e Y, porém
se deslocam verticalmente e, como as bases nao sao paralelas, necessitamos ir alterando a
inclinacao dos circulos para que gradativamente eles atinjam a inclinacao da base superior.
Porém, isso nao é possivel apenas utilizando duas variaveis.

Para resolver este problema, oriente os alunos que a resposta estd em tornar a parame-
trizagao da base superior igual a parametrizacao da base inferior, dé um tempo para que
eles tentem descobrir como.

Caso nenhum dos alunos tenha descoberto uma forma de fazer estas parametrizacoes se
tornarem iguais, oriente-os que isso serd possivel desde que, ao invés de usarmos uma variavel
para a altura h e outra para a inclinacao «, utilizarmos uma tunica variavel em evidéncia,
controlando ambos os casos. Ja que essas varidveis comecam em zero e seus términos sao
distintos, essa variavel, tem inicio em 0 e final em 1. Com isso, ao multiplicar os valores
da parametrizacao da base superior por 0, elas se tornam iguais a parametrizacao da base
inferior, e gradativamente aumentam até que a variavel atinja seu maximo que sera 1 e, com
isso, a parametrizacao se torna igual a da base superior. Feito isso, o comando Superficie

fica assim descrito:

Superficie (5sent, 5cost, a(10 +sent 5 tan30°), ¢, 0, 27, a, 0, 1).
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Com a superficie lateral construida, o tronco de cilindro esta pronto, veja Figura 5.24.
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Figura 5.24: Tronco de Cilindro.

Assim como no cilindro obliquo, permita que apds o término da construcao os alunos

facam alteracoes ou mesmo novas construgoes e debatam os resultados de tais construgoes.

5.6 Calculo de Area e Volume de Cilindros

Explorando o GeoGebra na construcao de circulos.

5.6.1 Orientacoes.

Numero de aulas: 4 aulas, sendo 2 aulas para cada atividade

Publico alvo: Alunos de ensino fundamental IT ou alunos de ensino médio.

Material Utilizado: Equipamento eletronico com o software GeoGebra instalado, sélidos
geométricos utilizados na Proposta de Plano de Aula 5.1.3 e equipamento eletronico para

calcular.

5.6.2 Objetivos:

e Calcular a area e o volume de um cilindro obliquo com e sem o auxilio do software
GeoGebra.

e Calcular a area e o volume de um tronco de cilindro com e sem o auxilio do software

GeoGebra.
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5.6.3 Atividade 1
Orientacao ao professor:

Nesta atividade o aluno ira aprender a determinar a area e o volume de um tronco de
cilindro por meio de calculos. Para isso, contard com o auxilio de instrumentos eletronicos

como calculadora e o software GeoGebra.

Roteiro:

Oriente os alunos que, para calcular a area de um tronco de cilindro, em primeiro lugar é
necessario fazer sua planificacao, o que ja foi feito na Proposta de Plano de Aula 5.1.3. Com
a planificagao pronta, necessitamos dimensionar cada uma das partes dessa planificacao.
Para realizar esse dimensionamento é necessario que os alunos tenham conhecimento sobre
razoes trigonométricas.

Com todas as partes dimensionadas, podemos orientar os alunos a calcular a area isola-
damente de cada parte da planificacao e, com isso, possibilitar o calculo de sua area total.
Para isso, é necessario que os alunos tenham o conhecimento das férmulas de célculo de area
de figuras planas, como retangulo, circulo e principalmente da elipse, que nao é apresentada
na maioria dos livros didaticos e nesse trabalho pode ser encontrada na Secao 1.2.

O calculo do volume do tronco de cilindro também é facil. Pelo resultado apresentado
de forma detalhada na Secao 3.7 deste trabalho, apés termos dimensionado a planificagao
do tronco de cilindro, para obter o seu volume basta multiplicar a area da base pela altura
média do tronco de cilindro.

Para facilitar o desenvolvimento dessa atividade, temos no Anexo A uma proposta de
atividade completa, ja com férmulas, para ser trabalhada com alunos.

Com todos os célculos prontos, mostre aos alunos que o GeoGebra possibilita obter o
perimetro e até o cédlculo de area de poligonos, porém, para isso, é necessario a construcao

do poligono, o que em muitos casos é mais trabalhoso do que o préprio calculo.

5.6.4 Atividade 2

Orientagao ao professor:

Nesta atividade o aluno ird aprender a calcular a area e o volume de um cilindro obliquo
por meio de céalculos. Para isso contard com o auxilio de instrumentos eletronicos como

calculadora e o software GeoGebra.

Roteiro:

Oriente os alunos que, para calcular a area de um cilindro obliquo, em primeiro lugar é

necessario fazer sua planificacao, o que ja vimos na Proposta de Plano de Aula 5.1.3. Com a
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planificacao pronta, necessitamos dimensionar cada uma das partes dessa planificacao. Para
realizar esse dimensionamento é necessario que os alunos tenham conhecimento sobre razoes
trigonométricas.

Com todas as partes dimensionadas, podemos orientar os alunos a calcular a area de
cada parte da planificagao isoladamente e, com isso, possibilitar o calculo de sua area total.
Para isso, é necessario que os alunos tenham o conhecimento das formulas de cédlculo de area
de figuras planas, como retangulo e circulo.

Porém, o que pode parecer facil, os alunos podem achar complicado quando notarem que
a planificagao da superficie pode ser transformada em um retangulo de comprimento igual
ao perimetro da elipse que forma o corpo do cilindro. Esse perimetro pode ser encontrado
de forma aproximada na Segao 1.4 deste trabalho e a altura desse retangulo nao é a altura
do cilindro obliquo mas sim o comprimento do eixo de inclinagao desse cilindro.

O volume do cilindro obliquo pode ser facilmente calculado pelo Principio de Cavalieri.
O enunciado desse principio pode ser encontrado detalhadamente no livro do Elon [5].

Para facilitar o desenvolvimento dessa atividade, temos no Apéndice B, uma proposta de
atividade completa, ja com férmulas, para ser trabalhada com alunos.

Com todos os calculos prontos mostre aos alunos que o GeoGebra possibilita o dimensi-
onamento do perimetro e até o célculo de area de poligonos. Porém, para isso, é necessario

a construcao do poligono, o que em muitos casos é mais trabalhoso do que o proprio calculo.
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Capitulo 6

Experiencias com Aplicacoes das

Atividades Propostas.

Neste capitulo contamos algumas das experiéncias vividas durante a aplicacao das Pro-
postas dos Planos de Aulas do capitulo 5. Essas propostas foram aplicadas a alunos de
oitavo e nono anos da Escola Municipal Evandro Brito da Cunha, localizada na cidade de
Extrema - MG.

Durante o ano de 2017, um grupo de 22 alunos participaram de um programa denominado
OBMEP na Escola. Ao término desse programa, no mes de setembro, os alunos foram con-
vidados a continuarem com aulas de treinamento, porém agora sobre construcoes e calculos
geométricos com o auxilio de um software de desenho geométrico chamado GeoGebra, deste
de grupo, apenas seis aceitaram participar.

Como na escola Municipal Evandro Brito da Cunha nao ha um laboratério de informatica,
as primeiras aulas foram aplicadas em outra escola municipal onde ha um laboratoério de
informatica. Porém, por uma questao de distancia, e como o grupo de trabalho foi reduzido,

as demais aulas foram na propria escola em Notebooks cedidos por professores.

6.1 Analise de Diferentes Tipos de Cilindros.

Nesta primeira aula, os alunos foram informados que o objetivo era conhecermos cilindros
retos, truncados e obliquos para posteriormente efetuarmos suas construgoes no software
GeoGebra e calcularmos sua area total e seu volume.

Para que os alunos pudessem compreender melhor o formato e as diferencas do cilindro
reto, do cilindro obliquo e do cilindro truncado, eles receberam estes solidos que foram
construidos com antecedéncia com os moldes do Apéndice C. De posse dos solidos, os alunos
comecgaram a comparar e logo perceberam que, apesar de formatos diferentes, apresentavam
muitas caracteristicas comuns e poucas diferencas. Relataram que em todos a base inferior

era uma circulo, que todos possuiam uma certa altura e que apenas no cilindro truncado a
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base superior nao era um circulo. Relataram também que o cilindro obliquo possuia uma

certa inclinagdo em sua cosntrugao, veja Figura (foto) 6.1.

Figura 6.1: Aluno analisando um cilindro obliquo.

Como os alunos demonstraram bastante interesse na analise dos sélidos, foram incenti-
vados a descobrirem como seria a planificacao da superficie lateral de cada um dos sélidos
que eles receberam. De inicio todos disseram que o cilindro reto formaria na planificacao
da superficie lateral um retangulo, o que ja era esperado, pois, se tratava de um solido ja
estudado anteriormente. Quando passaram a analisar o cilindro obliquo, todos disseram que
a planificagdo da superficie lateral seria um paralelogramo, veja Figura (foto) 6.2, entao foi
proposto a eles que recortassem um paralelogramo e tentassem enrola-lo e, assim, gerar um

cilindro obliquo.

Figura 6.2: Aluno analisando a planificacao do cilindro obliquo.

Os alunos aceitaram o desafio e recortaram um paralelogramo de sulfite, porém, para a

decepcao coletiva ao enrolar, todos puderam perceber que formaria um cilindro reto e nao
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obliquo, entao foi sugerido a eles que fossem girando o sélido sobre uma folha de sulfite
e marcando alguns pontos na trajetoria desse giro, posteriormente eles ligaram os pontos e
assim tiveram uma ideia de como ficaria essa planificacao. Ao realizarem essa nova proposta,
os alunos ficaram encantados em descobrir que nao se tratava de um paralelogramo, mas
sim de uma figura delimitada por duas curvas, neste momento entregamos a eles o molde
do Apéndice D, os alunos recortaram o molde e logo foram enrolar sobre o cilindro obliquo
para ver se realmente formaria um cilindro obliquo e novamente ficaram encantados com o
resultado, pois o molde com aquelas linhas curvadas formava exatamente um cilindro obliquo,

veja Figura (foto) 6.3.

Figura 6.3: Aluno enrolando a planificacao sobre um cilindro obliquo.

Apoés a descoberta do formato da planificagao da superficie lateral do cilindro obliquo, os
alunos foram questionados sobre como fariam para calcular a area dessa planificagao. Como
nas aulas regulares os alunos sempre calculavam areas de quadrados, retangulos, triangulos e
circulos, ficaram por muito tempo pensando em uma forma de transformar essa planificacao
em uma forma geométrica conhecida, porém ninguém conseguiu. Nesse momento, os alunos
foram orientados a dividir a figura ao meio no sentido horizontal e posteriormente a sobrepor
as curvas. Ao fazerem o que foram orientados os alunos indagaram “isso é bruxaria professor,
formou um retangulo!”, veja Figura (foto) 6.4, com isso, eles puderam perceber que a base
inferior e superior sao circulos e a planificacao da superficie lateral forma depois de uma
decomposigao, um retangulo.

Com todas as descobertas feitas na analise do cilindro obliquo, os alunos nao tiveram
nenhuma dificuldade ao analisar o tronco de cilindro, foram girando o sélido sobre uma
folha de sulfite e logo perceberam que se tratava de uma figura em que a parte superior era
delimitada por uma curva e que se tragassemos uma reta na altura média dessa curva, a
parte da figura que fica acima da linha complementa a parte da figura que fica abaixo da

linha, formando novamente uma retangulo, veja Figura (foto) 6.5.
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a4

Figura 6.4: Aluno descobrindo que a planificacdo da superficie lateral do cilindro obliquo
forma uma retangulo.

Figura 6.5: Alunos analisando tronco de cilindro.

6.2 Explorando o Software GeoGebra

6.2.1 Atividade 1

Na primeira aula destinada a exploracao do software GeoGebra os alunos a principio
ficaram receiosos com a possibilidade de nao darem conta de mexerem no software devido
a quantidade de ferrametas existentes, porém foram acalmados de que irfamos aos poucos
conhecendo cada uma das ferramentas e que nessa primeira aula utilizariamos apenas a
segunda e a terceira ferramentas para realizarmos a marcacao de pontos e construgoes de
retas.

Na apresentacao da segunda ferramenta, os alunos facilmente compreenderam a forma
de escolher qual ferramenta utilizar e como marcar um ponto na janela de visualizagao.

Como isso foi para todos de certa forma facil, os alunos foram orientados de que um ponto
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também poderia ser marcado a partir de suas coordenadas, sem a necessidade de clicar em
um ponto da janela de visualizacao, para isso bastava eles digitarem o nome do ponto na
barra de entrada e, em seguida, digitar o sinal de igual seguido de parénteses, dentro desses
parénteses eles deveriam digitar as coordenadas desse ponto e, finalmente, para terminar,
clicar na tecla enter. Isso para eles também foi bem facil. Foi ai que eles foram orientados
que todos aqueles pontos criados por eles no inicio clicando na janela de visualizacao tinham
seus nomes criados automaticamente em ordem alfabética pelo software e que eles poderiam
alterar esses nomes.

Para realizar alteragoes no nome de cada ponto eles deveriam clicar com o botao direito
do mouse sobre o ponto, com isso se abriria uma janela e nela eles deveriam clicar em
renomear, o que faria aparecer uma nova janela para digitacao desse novo nome. Os alunos
ficaram encantados com a possibilidade de dar o nome que eles quisessem para cada ponto,
pois perceberam que diferente do que aprenderam em aulas em que um ponto deve ter seu
nome dado por uma tnica letra maitscula, eles poderiam dar qualquer nome para os pontos e
foi exatamente isso que fizeram, os pontos tinham nomes como Pedro, Joana, Maria, entre

outros, veja Figura 6.6.

£ seosenn

Arquive Editar Exibir Opebes Ferramentas Janels Ajuda

Alll =l & IR
o L L el

'y

* Janeks de Alpebra 5 v Janela de Visualizagdo
Ponto
® Joana=(3,-1) fena
® Jodo=(2,2) ¥ .
® Maria = (4, 4}
® Pedro=(5,2)

Figura 6.6: Pontos renomeados pelos alunos.

J& na apresentacao da terceira ferramenta ficaram muito curiosos, pois ao clicarem no
canto inferior direito da janela, abriram-se varias ferramentas, foram orientados de que, no
momento, eles s6 iriam utilizar as ferramentas reta, segmento e semirreta e que as demais
sO seriam utilizadas posteriormente, quando os conhecimentos matematicos estivessem mais
avangados.

Os alunos foram orientados a escolher uma das trés ferramentas e construir a reta ou
segmento ou semirreta dependendo de sua escolha, foram orientados também que caso tives-
sem alguma duvida de como utilizar a ferramenta era s6 parar com o mouse sobre a janela
referente a ferramenta escolhida que abriria uma janela com orientagoes. Apds cada uma
das construcoes, eles teriam que analisar os registros matematicos que surgiam na janela de

algebra. Alguns alunos perceberam que tal registro se tratava da equacao da reta ja outros
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ficaram sem saber o que era tal registro. Para auxiliar aos que nao entederam sobre os
registros matematicos, todos foram orientados a clicar com o botao direito do mouse sobre
o registro matematico na janela de algebra e notar que se abriria uma nova janela e nela
essa informacao matematica estaria especificada e que, no caso da reta, eles ainda poderiam
escolher entre forma reduzida, forma geral e forma paramétrica.

Os alunos gostaram muito da praticidade de transformar uma equagao reduzida em geral,
ou geral em reduzida, com apenas dois cliques de um mouse o que eles em sala de aula

levavam tempo e, por vezes, acabavam errando em alguma escrita, veja Figura 6.7.

Figura 6.7: Da construcao de uma reta feita por aluno durante aula.

6.2.2 Atividade 2

Nesta segunda aula, destinada ao tragado de retas, foi necessario em primeiro lugar
retomar o conceito de equagao de retas e por consequéncia as defini¢oes de coeficiente angular
e coeficiente linear. Esta revisao foi muito tranquila para os alunos, pois ja haviam estudado

este contetdo nas aulas de treinamento para OBMEP. Apés essa breve revisao, os alunos
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foram orientados em como criar um controle deslizante conforme descrito no plano de aula.
Criar os controles deslizantes foi bem fécil, mas os alunos nao estavam entendendo qual
seria a vantagem em escrever uma equacao de reta usando letras ao invés de nimeros. Neste
momento foi necessario tranquilizé-los e dizer a eles que o resultado seria muito bom, bastava
que eles confiassem.

Com os controles criados, os alunos foram orientados a clicar com o botao direito do
mouse sobre o controle deslizante e posteriormente clicar em propriedades para que pudéssemos
fazer os devidos ajustes no intervalo minimo, no intervalo méximo e no incremento, para
que o controle funcionasse corretamente. Estes ajustes também foram feitos com facilidade
pelos alunos, porém um dos alunos ao clicar com o botao direito do mouse sobre o controle
deslizante, notou que na janela que se abria havia a opcao de animar e questionou como
funcionava essa fungao. Com esse questionamento, foi necessario sair um pouco da aula
planejada e orienta-los que essa funcao faria o controle deslizante se movimentar sozinho,
foi ai que alguns alunos de imediato clicaram no controle deslizante e ativaram o comando
animar, isso fez com que os valores desse controle deslizante ficassem se movendo o que fez
os alunos se interessassem ainda mais pela aula.

Com os controles criados e os alunos acalmados, pois, nesse momento eles s6 queriam
animar os controles deslizantes, foram orientados, conforme o plano de aula, que uma reta
poderia ser tracada sem a necessidade de criar pontos, como na aula anterior, e que para isso
bastava eles digitarem a equacao correspondente a reta na barra de entrada, o que novamente
para eles foi bem facil. Tracaram algumas retas, mas continuavam com a ideia fixa de animar
e um dos alunos perguntou, “o que o controle deslizante tem a ver com a equagao da reta”,
foi nesse momento que foram orientados a digitarem na barra de entrada uma equacao com
os controles deslizantes no lugar dos coeficiente angular e linear. Com a reta tracada foram
logo animar os controles e as telas ficaram uma loucura, eram retas subindo e descendo o
tempo todo, veja Figura (foto) 6.8.

Para concluirmos a aula, os alunos foram orientados a animar apenas o controle deslizante
referente ao coeficiente angular e analisar os resultados. Todos perceberam claramente que
essa animagao fazia com que a reta mudasse de inclinacao, ja quando os alunos animaram
apenas o controle deslizante referente ao coeficiente linear, a maioria dos alunos chegou a
conclusao de que a reta estava se deslocando horizontalmente sobre o eixo X, o que visual-
mente dependendo da inclinacao da reta realmente dava essa impressao, foi necessario deixar
as retas com pouca inclinacao e fazer uma nova analise. Nessa nova analise, todos os alunos
perceberam que, conforme o coeficiente linear mudava, a reta se deslocava verticalmente

sobre o eixo Y.
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Figura 6.8: Retas tracadas na barra de entrada.

6.3 Apresentacao do Comando Curva

6.3.1 Atividade 1

Nesta aula, conforme planejado no plano de aula, os alunos aprenderam a tracar circulos
no GeoGebra. Primeiro foi apresentado a eles a sexta ferramenta e nela eles clicaram no
canto inferior direito, ao abrir a nova janela, os alunos foram orientados a utilizarem apenas
a primeira e segunda ferramentas que apareceram nessa nova janela, pois, se tratavam de fer-
ramentas mais simples e mais tteis as nossas construgoes. Os alunos entenderam bem como
utilizar essas novas ferramentas e com o avancar das aulas ja estavam mais familiarizados
com o software, realizando algumas construgoes por intuicao.

Quando foram questionados sobre os circulos tracados e os registros matematicos contidos
na janela de algebra, nenhum aluno sabia interpretar tal registro, e isso ja era esperado, pois
estes alunos ainda nao conheciam a equacao do circulo, porém, como ja sabiam calcular a
distancia entre dois pontos e também ja conheciam o Teorema de Pitagoras, aproveitamos a
oportunidade e a curiosidade dos alunos e introduzimos o conteido de equagoes de circulos.

Com o conteiudo introduzido, os alunos passaram a entender o registro da janela de
algebra e acharam muito interessante como o centro e o raio do circulo aparecem na equagao.
Foi uma atividade rapida e muito proveitosa, pois, os alunos aprenderam de uma forma

pratica o conteido de equacoes de circulos.
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6.3.2 Atividade 2

Essa atividade, com certeza, foi a mais complexa para os alunos, pois, foi necessario o uso
de equagoes paramétricas, que nao eram de conhecimento dos mesmos. Para iniciar a aula,
os alunos foram informados sobre o conceito de curva, pois, para eles, curva era qualquer
coisa que nao fosse uma reta, quando entenderam que curva era a trajetoria de um ponto
em um determinado intervalo de tempo, um dos alunos questionou:

“Entao uma reta pode ser considerada uma curva?”

A responta a este aluno foi sim, o que gerou uma curiosidade geral, pois eles acharam
o maximo dizer “uma curva reta”’. Com esse conceito de curva compreendido por todos e
com os alunos ainda muito curiosos, foi introduzido o contetdo de parametrizacao de uma
reta, que para eles foi bem facil, pois entenderam com facilidade que era necessério escrever
a equacao em duas partes, a primeira com valores referentes ao eixo X e a segunda com
valores referentes ao eixo Y, e que os valores deveriam variar em funcao de uma terceira
incégnita, em nossa aula foi usado t. Com isso, os alunos, apds exemplos, escreveram a

equagao y = bx + 7 da seguinte forma:

r=t
y=>5+7

Com a parametrizagao concluida, os alunos foram orientados a digitar na barra de entrada
do software GeoGebra a palavra curva e notaram que se abriu uma janela com seis opcoes
para esse comando, porém, apenas a primeira e a segunda opgoes usam expressoes. Foram
entao orientados a escolherem a primeira, pois como havia apenas dois campos para digitacao
de expressoes, esse seria 0 comando usado para desenhar uma curva no plano. Ja o comando
com trés campos para digitacao de expressoes seria usado para desenharmos uma curva no
espago, e que farfamos isso em breve.

Foi necessario orienta-los que no campo <Variavel>, eles deveriam digitar a letra t,
pois, foi essa a varidavel usada por eles na parametrizacdo da equacao da reta e que nos
campos < Valor Inicial > e < Valor Final > eles poderiam digitar quaisquer valores,
isso iria definir onde o segmento de reta iria iniciar e terminar. Com essas orientacoes, os
alunos utilizaram o comando com facilidade e, por varias vezes, eles alteravam os valores dos
campos < Valor Inicial > e < Valor Final > para mudar o tamanho do segmento de reta.

Com o comando curva compreendido por todos, os alunos foram orientados a seguirem os
mesmos passos e tentarem desenhar um circulo usando o comando curva. Essa nova tarefa
nao foi facil, muitos tiveram dificuldade na parametrizacao, mas com pequenas orientacoes
foi possivel. Na hora de escrever o comando curva, todos tiveram dificuldade pois nao sabiam
como escrever raiz quadrada no GeoGebra, resolvido este problema, os alunos questionaram:
“Por que s6 aparece metade do circulo?”. Os alunos foram informados que s6 aparece metade

do circulo, pois o GeoGebra sé utiliza o resultado positivo da raiz quadrada, caso queiram
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a outra metade do circulo seria necessario escrever um novo comando curva e utilizar o
sinal negativo antes da raiz ou, entao, escrever a parametrizacao do circulo usando seno e
cosseno. Como os alunos s6 aprenderam a equacao do circulo na aula anterior, também nao
conheciam a equagao paramétrica utilizando seno e cosseno, entao foi necessario introduzir
este conteudo a eles.

A introducgao da parametrizacao de um circulo foi, de certa forma facil, pois nas aulas
de treinamento da OBMEP e nas aulas regulares, eles ja haviam aprendido a fazer calculos
utilizando seno e cosseno para encontrar medidas desconhecidas em triangulos. Foi sé usar a
demonstracao do circulo trigonométrico, que eles acharam muito mais facil a parametrizacao
por seno e cosseno e, com um resultado melhor no software do que a parametrizacao pela
equacao cartesiana do circulo.

Com a parametrizacao do circulo por seno e cosseno compreendida, os alunos realizaram

varios tragados de circulos no GeoGebra usando o comando curva, veja Figura (foto) 6.10.

Figura 6.9: Alunos construindo circulo com comando curva.

6.3.3 Atividade 3

Nesta terceira aula destinada ao tracado de curvas, os alunos nao tiveram problemas para
tragarem circulos paralelos aos planos OXY, OXZ e OY Z. Como a parametrizacao de um
circulo no plano ou fora dele é a mesma e o comando curva também ¢ igual apenas, com a
inclusao de uma terceira expressao, os alunos realizaram varios tracados com facilidade.

Como os alunos acharam tudo muito facil, foi dado a eles o tronco de cilindro e perguntado

como desenhar o contorno da base superior, um dos alunos disse: “Eu bem que estava
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Figura 6.10: Circulo construido por alunos durante aula.

achando essa aula muito facil, mas e agora? Isso nem circulo é professor!”. Nesse momento
os alunos foram orientados a observar o tronco de cilindro verticalmente ou colocar o tronco
de cilindro no chao, apoiado pela base inferior e observar de cima para baixo, verticalmente
para que notassem que a imagem do contorno da base superior, mesmo sendo uma elipse,
projetava um circulo no plano OXY que nesse caso seria o chao da sala, veja Figura (foto)
6.11.

Figura 6.11: Aluno observando o tronco de cilindro verticalmente.
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Os alunos foram orientados que para desenhar uma elipse nao paralela ao plano OXY
seria necessario calcular a altura gerada pela inclinagao, com o auxilio da Figura 6.12, pu-
deram notar que essa altura K, nao era constante, variava conforme o giro na elipse, entao

seria necessario calcular essa altura em funcao do angulo formado entre a elipse e o plano

OXY.

Figura 6.12: Desenho usado para explicar a inclinacao de uma elipse no espago.

Para determinarmos essa altura usamos a tangente do angulo de inclinacao, ja que a

medida do raio era sempre constante, entao, chegamos a conclusao que:

K = Raio X tano

Para desenhar uma elipse que projeta um circulo no plano OXY, os alunos foram ori-
entados que na utilizacdo do comando curva, as informacoes das duas primeiras expressoes
continuavam iguais e que teriamos mudanca apenas na terceira expressao, nela deveriamos
informar a altura do centro da elipse em relagao ao plano OXY acrescido da informacao
rato.sent.tan o, a informacao sent, refere-se ao eixo em relacao ao qual acontecera a in-
clinacao e a informacao tan a, refere-se a inclinacao da elipse. Com essas informagoes, os
alunos conseguiram utilizar o comando curva para tragar curvas que projetam um circulo
no plano OXY. Apods, a utilizacao do comando algumas vezes os alunos notaram que essa

inclinacao era muito simples, bastava alterar o angulo da tangente e conseguiam novas curvas.

6.4 Apresentacao do Comando Superficie

6.4.1 Atividade 1

Trabalhar com o comando superficie com os alunos foi bem facil, pois, bastou orienta-

los que esse comando era muito parecido com o comando curva. Para seleciona-lo bastava
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digitar, na barra de entrada, a palavra superficie e escolher o comando com expressoes que
apareceria na nova janela que se abriria.

Foram orientados que a forma de utilizar o comando superficie também é muito pare-
cida com o comando curva, tendo apenas o diferencial que no comando superficie ha duas
variaveis, enquanto que no comando curva tem-se uma variavel. A parte mais trabalhosa da
aula foi que os alunos nao sabiam o que fazer com essa segunda variavel. Foram entao ori-
entados que seria necessario, na construcao das primeiras expressoes do comando superficie,
utilizar uma incognita na medida em que se pretendia realizar a variacao. Foram dados a
eles os exemplos citados no plano de aula.

No primeiro exemplo, que se tratava de um retangulo, os alunos foram orientados que
nas primeiras expressoes do comando superficie, foram usadas as equagoes paramétricas da
reta que servia de base para o retangulo, ja na terceira expressao como a altura nao era uma
medida fixa foi usado a incognita k e, na segunda variavel, foi inserido a mesma incégnita k
com valor inicial de 0 e valor final de 3. Com isso foi gerado um retangulo de altura 3 cm.

J& no segundo exemplo, a finalidade era desenhar um disco de diametro 5 cm, entao os
alunos foram orientados que nas expressoes fossem usadas as equagoes paramétricas de um
circulo, porém, o diametro desse circulo nao poderia ser fixo, entao no lugar do raio foi usado
uma incognita r e na segunda variavel também foi inserida a incégnita r» com valor inicial
de 0 e valor final de 5 cm. Com isso foi gerado um disco de diametro 5 cm.

Dadas essas orientacoes os alunos criaram varias superficies principalmente usando o

disco, veja Figura 6.13 e Figura 6.14.
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Figura 6.13: Disco com furo construido pelos alunos durante a aula.
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Figura 6.14: Tubo construido pelos alunos durante a aula.
6.5 Construcao de Cilindros

6.5.1 Atividade 1

Nesta aula, a principal finalidade era fazer com que os alunos compreendessem e fossem
capazes de construirem um cilindro obliquo no software GeoGebra. Porém, como eles ainda
nao conheciam as ferramentas para construcao de solidos ja existentes no GeoGebra, pri-
meiramente foi apresentada a eles a nona ferramenta da barra de ferramentas da janela de
visualizacao 3D. Nela, os alunos foram orientados a clicar no canto inferior direito e na nova
janela que se abriu, puderam conhecer as oito ferramentas pré-existentes para construcao
de solidos. Um dos alunos ao ver a ultima ferramenta da janela que se abriu ficou muito
contente, pois achou que com ela poderiamos planificar os cilindros sem maiores proble-
mas, porém foi alertado que esta ferramenta sé planifica poliedros e como cilindro nao é um
poliedro, essa ferramenta nao teria utilidade nenhuma em nossas aulas.

Com as ferramentas ja apresentadas aos alunos, eles comecaram a criar cilindros retos,
veja Figura 6.15.

Com os cilindros criados, os alunos foram orientados a analisarem a janela de algebra
e interpretarem os registros l4 criados. Como os registros estavam diferentes dos usados
por eles nas aulas anteriores, eles nao souberam interpretar. Entao, foram orientados que os

registros das conicas eram referentes as bases do cilindro e o registro da superficie era referente
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Figura 6.15: Cilindro reto criado por aluno durante a aula.

a superficie lateral do cilindro. Foram também orientados a usarem a primeira ferramenta
da barra de ferramentas e tentar mover os pontos usados para construir o cilindro de forma
a torna-lo um cilindro obliquo. Os alunos moveram os pontos de muitas formas, e todos
relataram que o cilindro se movia, e sempre continuava sendo um cilindro reto, veja Figura
6.16.

Apos todas as tentativas dos alunos em mover os cilindros retos para os tornarem obliquos,
os alunos foram informados que a ferramenta de construgao de cilindros do GeoGebra sé
possibilita a construgao de cilindros retos, e que, para construir um cilindro obliquo, se-
ria necessario construir parte por parte. Foram instruidos também que para realizar essa
construcao seria mais facil comecar pelas bases.

Com as orientacoes, os alunos, que em aulas anteriores ja haviam construido discos,
criaram a base inferior sem maiores problemas, porém, no momento de criarem a base
superior tiveram problemas com as coordenadas do centro e tiveram que ser auxiliados com os
calculos usando tangente, apds o auxilio entenderam que seria necessario apenas acrescentar
a parametrizacao do eixo no qual estaria a inclinacao a medida da altura multiplicada pela
tangente do angulo de inclinacao, veja a Figura 5.20 no plano de aula.

Com as bases prontas, foi necessario auxiliar os alunos na construcao da superficie lateral,
pois, eles até ja haviam construido tubos antes, porém nao inclinados. Essa orientagao de
certa forma foi facil, como ja tinham a base superior pronta, bastou informéa-los que as
coordenadas seriam as mesmas da base superior, porém, ao invés de variar o raio, irfamos

variar a altura, veja Figura (foto) 6.17.
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Figura 6.16: Cilindro reto, apés movimentacao feita por aluno durante a aula.

Com a construcao pronta, os alunos comecaram a realizar alteracoes na inclinacao do
cilindro para ver os resultados e quando um deles resolveu usar 89° como inclinagao, to-
dos acharam que nao havia funcionado ou na linguagem deles “havia bugado”, pois, nao
conseguiam ver o cilindro, entao foi necessario orienta-los que, como usaram uma inclinacao
muito grande para se manter a altura do cilindro a superficie lateral ficou muito grande, seria
necessario utilizar a décima terceira ferramenta da barra de ferramentas e, clicando no canto
inferior direito, selecionar a ferramenta reduzir para minimizar o tamanho da visualizacao

da imagem e, com isso, poder ver o cilindro todo.

6.5.2 Atividade 2

Nesta aula, a principal finalidade era fazer com que os alunos compreendessem e fossem
capazes de construirem um tronco de cilindro no software GeoGebra. Como na Aula 6.5.1 ja
haviam construido um cilindro obliquo, nao tiveram problemas para iniciar a construcao do
tronco de cilindro, comegaram com a construcao da base inferior e, neste caso, na construcao
da base superior também nao tiveram problemas, pois ja haviam construido uma elipse que
projetava um circulo no plano OXY na Aula 6.3.3.

Quando foram construir a superficie lateral tiveram muitas diavidas, pois, seria necessario
usar uma variavel para controlar o giro, uma variavel para controlar a altura do cilindro e

uma terceira variavel para controlar a inclinacao do tronco e, como o comando superficie
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Figura 6.17: Cilindro obliquo construido por alunos durante aula.

s6 nos permite usar duas variaveis, os alunos nao sabiam o que fazer. Para resolver este
problema os alunos foram orientados que assim como no cilindro obliquo, as coordenadas da
parametrizacao da superficie lateral deveriam iniciar como as coordenadas da parametrizacao
da base inferior e terminarem como as coordenadas da parametrizacao da base superior e,

como agora teriamos que controlar trés variaveis, também usariamos as parametrizagoes da
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base superior na construcao da superficie lateral, mas como sugerido no Plano de Aula 5.5.4,
colocariamos a terceira expressao toda entre parénteses e multiplicada por um parametro
que sera usado como variavel, com valor inicial zero e valor final um. Com isso, quando a
variavel assumir o valor zero, a terceira expressao ficara com coordenadas iguais as da base
inferior e quando assumir o valor um, a terceira expressao ficard com coordenadas iguais as
da base superior.

Com as orientagoes dadas, os alunos ainda assim tiveram algumas duividas na digitacao
do comando superficie, porém, com alguns auxilios, conseguiram concluir a construcao do
tronco de cilindro. Assim como no cilindro obliquo, quando conseguiram concluir, passaram
a fazer alteracoes e comentar os resultados. Na figura 6.18, resolveram usar a base superior

e a base inferior com furo, reproduzindo o tronco de cilindro que usaram nas analises.

7 aufa 4 tronco de dlindroggb

Arqulivo Editar Ewbir Opghes Femamentas Jansla Ajuda

-

sl a=2 il oy
- par /|| B3

B | » Janeta de Visualizagdo 3D

Superficie

[ koos(t)
® a(t.k) = | Kksen(t) ‘

\ 0 J

£ k cos(t)
® b(t,k) = k sen(t)

\ tg(30°) k cos(t) + 10 |
| 5 cos (1)
e d(t.a) 5 sen(t)

| a (tg(307) 5 cos(t) + 10

Figura 6.18: Tronco de Cilindro construido por alunos durante aula.
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6.6 Calculo de Area e Volume de Cilindros

6.6.1 Atividade 1

Nesta aula, os alunos receberam a atividade do Apéndice A e foram orientados a efetuar os
calculos necessarios para se resolver as questoes apresentadas na atividade. Como os alunos
ja haviam realizado a construcao do tronco de cilindro no software GeoGebra e também ja
haviam trabalhado a planificacao do tronco de cilindro, a tnica dificuldade encontrada nessa
atividade foi calcular a altura média do sélido.

Para que os alunos calculassem a altura média foi necessario orienta-los em como po-
sicionar um triangulo retangulo dentro do sélido de forma que pudessem utilizar as razoes
trigonométricas para encontrar essa altura média. Compreendido esse posicionamento, os
alunos realizaram os demais cédlculos com facilidade, as atividades realizadas pelos alunos

estao listadas a seguir comecando na Figura 6.19 e terminando na Figura 6.26.
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ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA
A MISSAD DA E. M. “Evandro Brito da Cunha” é alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Pratica Pedagogica, m

apoiando a comunidade escolar, garantindo educagdo de qualidade, monitorando, avaliando, relatando resultados EXTREMA
e oferecendo condicBes para que o aluno aprenda a conhecer, fazer, ser e conviver em sociedade.

Professor: Ari Ferraza de Souza Atividade em sala
Nome (aluno): Wi o by ne Data: 27 /11/2017
{'I

1) Analise a imagem do tronco de cilindro dada abaixo:

inclinacédo de 40°

8cmde P A

altura total \'\‘1‘ )

6 c¢cm de diametro

Conforme vimos anteriormente sua planificagdo ficara assim descrita:

b&m“@‘l_g‘g
e

2. 1 ot

(504 = o>
86435 polk - o
6l uol( = a?

' I:fa 7,34 ,;I

Essa planificacdo pode ser separada em trés pares distintas, um circulo, uma elipse e um
retangulo, calculem e indiquem as medidas de:

a) Raio do circulo. B i e

b) Maior e menor medida da elipse. Myvg. - bime  Nnien - LISV Py

c¢) Comprimento e largura do reténgulo. L}___‘Q_w.!} | S My, cor {lwx._t,j A4 5 m

Figura 6.19: Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo
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Com as medidas encontradas, calcule:

. : Area do circulo = m.raio®
a) A area da base do tronco de cilindro.

b) A area lateral do tronco de cilindro. Area doretangulo = base .altura
~¢) A érea total do tronco de cilindro. St il wifne. = b
d) O volume do tronco de cilindro. FOR AR EIPEE. = B B
q q 0 Volume do tronco = area da base . altura média
0‘) o..-b p—g (]

_ Obs.: Em uma elipse, a = metade do eixo maior e b =
l)) |02 )3 o, metade do eixo menor.

0o+, 155 T

rﬁJJE‘E)ém:.

F M Fuandrn Rritn da Conha = 2017

Figura 6.20: Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo



ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA
A MISSAD DA E. M. “Evandro Brito da Cunha” é alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Pratica Pedagogica,
apoiando a comunidade escolar, garantindo educagdo de qualidade, monitorando, avaliando, relatando resultados
e oferecendo condigdes para que o aluno aprenda a conhecer, fazer, ser e conviver em sociedade.

Professor: Ari Ferraza de Souza Atividade em sala

Nome (aluno): || {({F}‘J’ ne n  Data:z  /11/2017

1) Analise a imagem do tronco de cilindro dada abaixo:

inclinagéo de 40°

8cmde
altura total

s
I}

—

Fae
Conforme vimos anteriormente sua planificagdo ficara assim des%rita:,—

8 cm de didmetro

. X |

Essa planificagdo pode ser separada em trés pares distintas, um circulo, uma elipse e um
retangulo, calculem e indiguem as medidas de:

a) Raio do circulo.” <

b) Maior e menor medida da elipse.

c) Comprimento e largura do retanguilo.

¥

/
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Figura 6.21: Atividade realizada pelo aluno Hiram



Com as medidas encontradas, calcule:

b) A érea lateral do tronco de cilindro.
c) A area total do tronco de cilindro.
d) O volume do tronco de cilindro.

a) A érea da base do tronco de cilindro.

Area do circulo = m.raio®
Area do retingulo = base .altura

Area dd elipse = 7. a.b

Volume do tronco = area da base . altura média

Obs.: Em uma elipse, a = metade do eixo maior € b =

metade do eixo menor.

133

F AN Crmedes Oeitm s Conha 3017

Figura 6.22: Atividade realizada pelo aluno Hiram
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ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA %

4 A MISSAD DA E. M. “Evandro Brito da Cunha” é alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Pratica Pedagdgica, g
apoiando a comunidade escolar, garantindo educacio de qualidade, monitorando, avaliando, relatando resultados E!?WEMA

e oferecendo condigdes para que o aluno aprenda a conhecer, fazer, ser e conviver em sociedade.

Atividade em sala
' Data: _2./11/2017

Professor: Ari Ferraza de Souza
Y. e % W oY ne -~

Nome (aluno): ™, .. :

1) Analise a imagem do tronco de cilindro dada abaixo:

L0

inclinagéo de 40°

8cmde
altura total

6 cm de didgmetro
Conforme vimos anteriormente sua planificagéo ficara assim descrita:

*—7
' ~ah'n,

e |

- |

iI |

| |

- =
: S
(_'? i v

Essa planificagdo pode ser separada em frés pares distintas, um circulo, uma elipse e um

retdngulo, calculem e indiquem as medidas de:
a) Raio do circulo. 3 .
b) Maior e menor medida da elipse. /1o & 7iee F LY
¢) Comprimento e largura do retangulo. .- nende =~ 12,4

= - Ly ® v
» ¢ »

Figura 6.23: Atividade realizada pelo aluno Denis
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Com as medidas encontradas, calcule:
Area do circulo = m.raio?

a) A area da base do tronco de cilindro.
b) A area lateral do tronco de cilindro.

c) A area total do tronco de cilindro. Area da elipse = b
d) O volume do tronco de cilindro. EIR R B R

Area do retingulo = base .altura

Volume do tronco = area da base . altura média

/::\ : f i R S VY

Obs.: Em uma elipse, a = metade do eixo maior e b =
b) to3, 3 <m metade do eixo menor.

2 A (T L -

L) 1 55 e’

F M Fuandren Rritn da Counha - 2017

Figura 6.24: Atividade realizada pelo aluno Denis
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ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA
A MISSAO DA E M. “Evandro Brito da Cunha” € alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Pratica Pedagogica, m
apoiando a comunidade escolar, garantindo educacio de qualidade, monitorande, avaliando, relatando resultados EﬁnEi’ﬁA
e oferecendo condigBes para que o aluno aprenda a conhecer, fazer, ser e conviver em sociedade.

Professor: Ari Ferraza de Souza Atividade em sala
Nome (aluno); 7710210 a2, /e T Sci= DO Data: o) 2/11/2017
. vy

1) Analise a imagem do tronco de cilindro dada abaixo:

inclinacéo de 40°

8cm de
altura total

6 cm de didmetro

Conforme vimos anteriormente sua planificagao ficara assim descrita; 9 s

54%
o iy
;.ﬁ_u
B Y -6L.O0gY >
\2,.8Y ] ’{"__J\ 584
- - ¢ q’ ded X b’
».._‘ ’ :l‘]l 5 p. 7 1
2 , 504
T mps HBU

Essa planificacdo pode ser separada em trés pares distintas, um circulo, uma elipse e um
retdngulo, calculem e indiquem as medidas de:
a) Raio do circulo. ) tree _
b) Maior e menor medida da elipse. Mol 9~ =3 %1 v’ G

~ Al ) T N
¢) Comprimento e largura do retangulo. £, .\ "ol = 12,04 alt & .

Figura 6.25: Atividade realizada pela aluna Tainara



Com as medidas encontradas, calcule:

Area do circulo = m.raio®
a) A area da base do tronco de cilindro.

b) A area lateral do tronco de cilindro.
c) A area total do tronco de cilindro.
d) O volume do tronco de cilindro.

Area do retangulo = base .altura
Area daelipse = m. a.b

Volume do tronco = area da base .altura média

: 3 ] _,.,-'; 0°1032, /| | Obs: Em uma elipse, a = metade do eixo maior e b=
G’Jﬁf’j ~o Cleine e T | metade do eixo menor. '
/
h.': o (&l nianla = 1@"1'-.1_';"\ l___|
' = - | \\:J : \._\I\
_.: : 4 3 b ‘ {
2
J(D,J'J gr— f_/{;,“

@

>
)
y\

& 7
%

5
o

.
WA

F M Fuandrn Rritn da Cinha - 2017

Figura 6.26: Atividade realizada pela aluna Tainara
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Com a atividade concluida, os alunos foram orientados que seria possivel calcular a area
do tronco de cilindro no GeoGebra e que para isso, bastava construir cada uma das partes
da planificacao e posteriormente utilizar a oitava ferramenta da barra de ferramentas. Nela
deveriam clicar no canto inferior direito e, na janela que se abriria, selecionar a ferramenta
Area. Porém, com a facilidade encontrada pelos alunos nos calculos das areas durante a
execucao da atividade, eles acharam muito mais facil e rapido nao usar o GeoGebra para

encontrar essas areas.

6.6.2 Atividade 2

Nesta aula os alunos receberam a atividade do Apéndice B e foram orientados a efetuar
os calculos necessarios para resolver as questoes apresentadas na atividade. Como os alunos
ja haviam realizado a construcao do cilindro obliquo no software GeoGebra e também ja
haviam trabalhado a planificacao desse cilindro anteriormente, nao tiveram problemas para
interpretar a atividade. Calcularam com facilidade a area da base, mas quando foram calcular
a area da superficie lateral as dificuldades comegaram a aparecer, pois, a seccao perpendicular
ao eixo de inclinagao do cilindro obliquo, revela uma curva em formato eliptico e apesar de
terem a férmula para calcular o perimetro de uma elipse na atividade, eles nao possuiam
todas as informacoes necessarias.

A primeira dificuldade foi em encontrar a medida do eixo menor da elipse formada pelo
corpo do cilindro obliquo, foi necessario descobrir como posicionar um triangulo retangulo
no corpo do sélido e com isso, usando razoes trigonométricas, encontrar a medida procurada.

Com as medidas dos dois eixos calculadas, foi necessario dar aos alunos uma aula de
como tracar uma elipse para que pudessem entender melhor sobre foco e excentricidade de
uma elipse, valores estes necessarios no célculo do perimetro da elipse.

Com a compreensao sobre medida de foco e excentricidade de uma elipse, os alunos pude-
ram efetuar os célculos e encontrar a medida do comprimento (perimetro) da elipse formada
pela seccao perpendicular ao eixo de inclinacao do cilindro obliquo. Tiveram bastante di-
ficuldade para concluir esse calculo, pois se tratava de uma férmula com varias operacoes,
sendo que uma aluna, apesar de ter efetuado os calculo corretos, registrou o valor errado
em sua atividade. Passada a dificuldade em calcular o comprimento da elipse, os alunos
concluiram os demais calculos sem dificuldades. As atividades realizadas pelos alunos estao
apresentadas a seguir, comecando na Figura 6.28 e terminando na Figura 6.38.

Com todos os calculos concluidos, os alunos foram orientados que o GeoGebra possui um
comando chamado comprimento e que com ele é possivel obter a medida do comprimento
de uma elipse, e que para isso, era necessario construir a elipse com equagoes paramétricas e
posteriormente selecionar o comando comprimento na barra de entrada e utilizar o quarto
comando que se abrird na nova janela, veja Figura 6.27.

Neste quarto comando, comprimento, os alunos realizaram as seguintes substituigoes:
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Comprimento( <Funcédo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> )
Comprimento( <Func&o>, <Ponto Inicial>, <Ponto Final>) =
Comprimento( <Curva>, <Valor de t Inicial>, <Valor de t Final> )
Comprimento( <Curva>, <Ponto Inicial>, <Ponto Final> ) o
7CompnmemoPoSemlelxoMalor( <Coénica>)

Figura 6.27: Comando comprimento na barra de entrada do GeoGebra.

e <Curva> pela letra correspondente a curva criada no GeoGebra.
e <Valor de t Inicial> por 0

e <Valor de t Final> por 27

Com essas substituigoes, a medida do comprimento é exibida na janela de algebra, os
alunos ficaram encantados com a facilidade em encontrar o comprimento de uma elipse com
o auxilio do GeoGebra, pois, durante a aula tiveram muitas dificuldades para conseguir
encontrar esse comprimento, tendo em vista a quantidade de calculos necessarios para se

chegar ao resultado final.



ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA
A MISSAO DA E. M. "Evandro Brito da Cunha” ¢ alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Prética Pedagdgica, m
apeoiando a comunidade escolar, garantinde educagio de qualidade, monitorando, avaliando, relatando resultados EXTREMA
e oferecendo condicfies para que o aluno aprenda a conhecer, fazer, ser e conviver em sociedade.

Professor: Ari Ferraza de Souza Atividade em sala

Nome (aluno):?aa“;g Eulo

|3
i=]

Data: O 8 /12/2017

1) Analise a imagem cilindro obliquo dada abaixo:

altura 6 cm

inclinagao de 40°

raio 4 cm

Conforme vimos anteriormente sua planificagdo ficara assim descrita:

Essa planificago pode ser separada em trés partes distintas, dois circulos e um retangulo,
calculem e indiquem as medidas de:

a) Raio do circulo. Yz Yo,
b) Comprimento e largura do retangulo. Las. = %548 o

comi 23, ¥ on,

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.28: Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo
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.9)05'-\1"’0&‘ '-‘La'
ngq -+ Go":'. LL
Q"= L6 -4)34

Figura 6.29: Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo
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Com as medidas encontradas, calcule;

Area do circulo = m.raio?
a) A area da base do cilindro obliguo.

b) A area lateral do cilindro obliquo. Area do retangulo = base .altura
c) A area total do cilindro obliquo.
& . e? 3et
d) O volume do cilindro obliquo. Comprimento da elipse = . a. (2 - = i)
SRS
Yy 45 Volume do cilindro = area da base . altura

Obs: Em uma elipse, a = metade do eixo maior, b =
metade do eixo menor, ¢ = metade da distdncia focal e

C
e=-
a

E. M, Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.30: Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo
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ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA

A MISSAO DA E. M. “Evandro Brito da Cunha” é alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Pratica Pedagbgica, m
| apoiando a comunidade escolar, garantindo educacio de qualidade, monitorando, avaliando, relatando resultados

E_?ff_f_ﬁﬁejdn condigfes para que o aluno aprenda a conhecer, fazer, ser e conviver em sociedade, .
Professor: Ari Ferraza de Souza Atividade em sala
' Nome (aluno): [+ [ £

ne Data: /12/2017

1) Analise a imagem cilindro obliquo dada abaixo:

altura 6 cm

inclinagao de 40°

raio 4 cm

Conforme vimos anteriormente sua planificagdo ficara assim descrita;

Essa planificagdo pode ser separada em trés partes distintas, dois circulos e um reténgulo,
calculem e indiqguem as medidas de:

a) Raio do circulo.
b) Comprimento e largura do retangulo.

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.31: Atividade realizada pelo aluno Hiram
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Com as medidas encontradas, calcule:

a) A area da base do cilindro obliquo.
b) A area lateral do cilindro obliquo.
C) A area total do cilindro obliquo.

d) O volume do cilindro obliquo.

Area do circulo = m.raio?

Area do retingulo = base . altura
. . e? 3e*
Comprimentodaelipse=m. a.[2—-——-—

Volume do cilindro = area da base . altura

Obs.. Em uma elipse, a = metade do eixo maior, b =
metade do eixo menor, ¢ = metade da distancia focal e

e=-

a

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.32: Atividade realizada pelo aluno Hiram
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ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA

A MISSAO DA E. M. “Evandro Brito da Cunha” & alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Prética Pedagogica, m
apoiando a comunidade escolar, garantinde educagio de qualidade, monitorando, avaliando, relatando resultados

e oferecendo condigBes para gue o aluno aprenda a conhecer, fazer, ser e conviver em sociedade.
Professor: Ari Ferraza de Souza Atividade em sala

Nome (aluno): T').&’tvfh ':JJ rfm JM%M

n2 Data: O /12/2017

1) Analise a imagem cilindro obliquo dada abaixo:

altura 6 cm

inclinagao de 40°

raio 4 cm

Conforme vimos anteriormente sua planificagéo ficara assim descrita:

Essa planificacdo pode ser separada em trés partes distintas, dois circulos e um retangulo,
calculem e indiqguem as medidas de:

a) Raiodocirculo. = i
b) Comprimento e largura do retangulo. — C

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.33: Atividade realizada pelo aluno Denis
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oz 9 Qonqareanwds = 22,3

b-3,0CY ‘

cxa,% % M.4 (2 9ey?in-3 ng”;ﬂ)iﬂzfg
M= O;D‘/

A &= hrtee”

72 7,064 .

163 9,38 e

79,592 2 Fa
CVgEr - a,5¢

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.34: Atividade realizada pelo aluno Denis
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Com as medidas encontradas, calcule:
Area do circulo = m.raio?

a) A area da base do cilindro obliquo.

b) A érea lateral do cilindro obliquo. Area do retangulo = base . altura

c) A area total do cilindro obliquo. 4 F

d) O volume do cilindro obliquo. Comprimento da elipse = 7. a. (2 s 3_8_)
~ o 2 32

/CZ) Iy
1Y I >3 Volume do cilindro = 4rea da base . altura
ﬁ" 16 = ‘;Qfl'—[. o a Obs: Em uma elipse, a = metade do eixo maior, b =
R metade do eixo menor, c = metade da distancia focal e

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.35: Atividade realizada pelo aluno Denis
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ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA :
A MISSAQ DA E. M. “Evandre Brito da Cunha” é alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Pritica Pedagégica, m
apoiando a comunidade escolar, garantindo educagio de qualidade, monitorando, avaliando, relatando resultados

[ o J i EXTREMA
| e oferecendo condicGes para que o aluno aprenda a conhecer, fazer, ser e conviver em sociedade,

| Professor: Ari Ferraza de Souza Atividade em sala

[ Nome (aluno): 7~ ¢ ' ' ne Data: _ ([ /12/2017

1) Analise a imagem cilindro obliquo dada abaixo;

altura 6 cm

inclinagao de 40°

raio 4 cm

Conforme vimos anteriormente sua planificagéo ficara assim descrita:

Essa planificacdo pode ser separada em trés partes distintas, dois circulos e um retangulo,
calculem e indiguem as medidas de:

a) Raio do circulo.

b) Comprimento e largura do retédngulo.

3

B | o ok A N+

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.36: Atividade realizada pela aluna Tainara
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E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.37: Atividade realizada pela aluna Tainara
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Com as medidas encontradas, calcule;

a) A area da base do cilindro obliquo.

b) A area lateral do cilindro obliquo.
c) A area total do cilindro obliquo.
d) O volume do cilindro obliquo.

Area do circulo = m.raio®

Area do retingulo = base . altura
. e? 3e*
Comprimentodaelipse=n. a.|2————

Volume do cilindro = area da base . altura

Obs.. Em uma elipse, a = metade do eixo maior, b =
metade do eixo menor, ¢ = metade da distancia focal e
c
e =-
a

E. M, Evandro Brito da Cunha - 2017

Figura 6.38: Atividade realizada pela aluna Tainara
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Consideracoes finais

Inicialmente, fizemos uma analise e uma demonstracao sobre a figura formada pela inter-
sec¢ao de um plano com um cilindro circular reto, de tal maneira a nao formar outro cilindro
reto. Tal andlise nos revelou a necessidade de um estudo mais amplo sobre a elipse, gerando
assim uma demonstragao sobre o calculo da area e do perimetro de elipses.

No decorrer do trabalho, aprofundamos nosso estudo sobre a parametrizacao de curvas
e superficies, relatando varios exemplos de parametrizagoes de curvas e alguns exemplos de
parametrizacoes de superficies. Foi possivel perceber durante este aprofundamento que mui-
tas parametrizacoes, tanto de curvas como de superficies, usam como base a parametrizacao
da circunferéncia.

Analisando o software GeoGebra, notamos ser possivel a construcao e planificacao de
muitos poliedros, mas notamos também que apesar de ser possivel construir cilindros retos
com o software, nao era possivel sua planificagao. Portanto, para auxiliar os professores e
alunos do ensino fundamental e médio, apresentamos neste trabalho uma descricao completa
sobre a construgao e a planificacao de tronco de cilindros e de cilindros obliquos com o auxilio
do software GeoGebra.

Percebendo um grande distanciamento de professores e alunos com relacao ao contetido
de geometria, preparamos alguns planos de aulas voltados a alunos de ensino fundamental I1
e médio, objetivando uma aproximagao maior do aluno com o software GeoGebra e, conse-
quentemente, com a geometria. Todas as atividades propostas foram aplicadas a alunos do
ensino fundamental II. A aplicacao dessas atividades em sala com os alunos foi muito grati-
ficante. Foi surpreendente ver a facilidade com que os alunos compreendiam e executavam
os comando do software GeoGebra. A aproximacao dos alunos com a geometria se deu de
forma natural, mesmo para alunos tao jovens, conteiidos complexos como parametrizacao de
curvas ocorreu de forma simples, e com interesse e participacgao.

Esperamos que este trabalho colabore com a pratica de professores e que ajude a tornar
o conteido de geometria cada vez mais trabalhado nas escolas. Almejamos que este trabalho

contribua para a melhoria do ensino de Matematica, principalmente nas escolas ptblicas.
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Apeéendice A

Proposta de Atividade Sobre o
Célculo de Area e Volume de Tronco
de Cilindro.



= ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA
e A MISSAO DA E. M. “Evandro Brito da Cunha” € alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Pratica Pedagdgica, m
i ‘= apoiando a comunidade escolar, garantindo educacdo de qualidade, monitorando, avaliando, relatando resultados

e oferecendo condig@ies para que o alunc aprenda a canhecer, fazer, ser e conviver em sociedade. X
Professor: Ari Ferraza de Souza Atividade em sala
Nome (aluno): - n2 Data: /1172017

1) Analise a imagem do tronco de cilindro dada abaixo:

inchinagdo de 40°

8emde
altura total

6 cm de didmetro

Conforme vimos anteriormente sua planificagéo ficara assim descrita:

Essa planificagéo pode ser separada em trés partes distintas, um circulo, uma elipse e um
retangulo, calculem e indiqguem as medidas de:

a) Raio do circulo.

b) Maior e menor medidas da elipse.

¢) Comprimento e largura do retangulo.

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017
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Com as medidas encontradas, calcule:

a) A area da base do tronco de cilindro.

b) A érea lateral do tronco de cilindro.
c) A area total do tronco de cilindro.
d) O volume do tronco de cilindro.

Area do circulo = m.raio?
Area do retangulo = base . altura
Areadaelipse = m. a.b

Volume do tronco = érea da base . altura média

Obs.: Em uma elipse, a = metade do eixo maior e b =
metade do eixo menor.

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017
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Apéendice B

Proposta de Atividade Sobre o

Célculo de Area e Volume de Cilindro
Obliquo.
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ESCOLA MUNICIPAL EVANDRO BRITO DA CUNHA

A MISSAO DA E. M. “Evandro Brito da Cunha” é alinhar, coordenar, melhorar continuamente a Pritica Pedagogica, m
apoiando a comunidade escolar, garantindo educacdo de qualidade, monitorando, avaliando, relatando resultados

e oferecendo condigdes para que o aluno aprenda a conhecer, fazer, ser e conviver em sociedad E A
Professor: Ari Ferraza de Souza Atividade em sala
Nome (aluno):

ne Data: /12/2017

1) Analise a imagem cilindro obliquo dada abaixo:

altura 6 cm

inclinagio de 40°

raio4 cm

Conforme vimos anteriormente sua planificagao ficara assim descrita:

Essa planificagdo pode ser separada em trés partes distintas, dois circulos e um retangulo,
calculem e indiquem as medidas de:

a) Raio do circulo.
b) Comprimento e largura do retangulo.

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017



Com as medidas encontradas, calcule:

a) A area da base do cilindro obliquo.

b) A area lateral do cilindro obliquo.
c) A érea total do cilindro obliguo.
d) O volume do cilindro obliquo.

Area do circulo = . raio?

Area do retangulo = base . altura
: e? 3et
Compr.aprox.daelipse ~ . a.|2————

Volume do cilindro = 4rea da base . altura

Obs:: Em uma elipse, a = metade do eixo maior, b =
metade do eixo menor, ¢ = metade da distadncia focal e

c
e=-
a

E. M. Evandro Brito da Cunha - 2017
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Apeéendice C

Moldes Para Construcao de Sdlidos

C.1 Molde para cilindro reto com 2cm de raio e 5cm

de altura.
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C.2 Molde para cilindro obliquo com 2,5cm de raio,

6cm de altura e 30° de inclinacao.

Figura C.1: Molde Para Cilindro Obliquo.
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C.3 Molde para tronco de cilindro com 3cm de raio,

7cm de altura media e 30° de inclinacao.

Figura C.2: Molde Para Tronco de Cilindro.
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Apeéendice D

Planificacoes de Superficies Laterais

D.1 Molde da planificacao da superficie lateral do ci-
lindro obliquo com 2,5cm de raio, 6cm de altura e

30° de inclinacao.

Figura D.1: Molde Para Cilindro Obliquo.
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D.2 Molde da planificacao da superficie lateral do tronco
de cilindro com 2,5cm de raio, 6cm de altura e 30°

de inclinacao.

Figura D.2: Molde Para Cilindro Obliquo.



Apeéendice E

Autorizacoes.

E.1 Termo de Anuéncia.

Declaracéo de Anuéncia

Declaro para os devidos fins que concordo com o desenvolvimento de
aulas em contra turno para alunos de 8° e 9° anos da Escola Municipal Evandro
Brito da Cunha referentes ao Projeto de Mestrado do professor Ari Ferraza de
Souza, com periodo de execugdo previsto de setembro a dezembro de 2017.

i A
Vit lve drade Toledo
Gestora Escolar
CPF: 040.666.306 — 85
e-mail: ediviviam@@gmail.com
telefone: (35) 3435 2976
Extrema, 20 de setembro de 2017

Vivian Alves Andrade Toledo
Gestora Escolar

REG/MEC: 5670

" ¥ N“Aﬂ
.M. "EVANDRO BRITO DA CU
EPorhfia 5.E.E. 277/98 de 10/03/1938
Rua Conchetta C. Comanduccl, 250
Jardim Nova Extrema ||
Tel.: 35-3435-2976
37,640-000 - EXTREMA - MG

165



166

E.2 Termo de Autorizacao de Uso de Imagem.

TERMO DE AUTORIZACAO DE USO DE IMAGEM (CRIANCA)

i&m szowz C?OG@%‘@-(K ., nacionalidade %@W :

menor de idade, ne%te aty devidamente representado por seu (sua) (responsavel legal),

Bﬂmﬁ&bﬁ De , , nacionalidade WL,
estado civil ratade. ., portaddr da  Cédula de identidade RG
n®. B 14113 % , inscrito no CPF/MF sob n° §000HEHYHE 0 ,
residente & Av/Rua §F Ao el _ meb_ ;Q!?Ja. ,n% 494 , municipio
de Exibuma - ME /Campinas. AUTORIZO o uso de imagem em

todo e qualquer material entre fotos e documentos, para ser utilizada em Dissertagéio de
Mestrado ¢ todos os demais produtos deste trabalho, desenvolvido pela Universidade
Estadual de Campinas — UNICAMP sejam essas destinadas a divulgaciio ao publico em
geral. A presente autorizagdo € concedida a titulo gratuito, abrangendo o uso da imagem
acima mehcionada em todo territorio nacional e no exterior, das seguintes formas: (I)
folhetos em geral (encartes, mala direta, catalogo, etc.); (II) folder de apresentagio; (I1T)
aniincios em revistas e jornais em geral; (IV) home page; (V) cartazes; (VI) back-light;
(VII) midia eletrénica (painéis, video-tapes, televisfio, cinema, programa para radio, entre
outros), artigos e demais produtos oriundos do presente estudo. Por esta ser a expressio da
minha vontade declaro que autorizo o uso acima descrito sem que nada haja a ser
reclamado a titulo de direitos conexos & minha imagem ou a qualquer outro, ¢ assino a
presente autorizagdo. :

F%M ydia DL  de ﬁ,;_fégn&&de {7 .
@WW’W

¢ (assinat .
(assinatura) ) /&L.

Nome da crianca: ‘%{.}W
: : N
Por seu Responsavel Legal: Y MZ@,

Telefone p/ contato:

G9415733&




TERMO DE AUTORIZACAO DE USO DE IMAGEM (CRIANCA)

Cen m5Q0 Canido Na g'g;;_ﬁg , nacionalidade (A4 0o ne .
menor de idade, neste ato devidamente representado por seu (sua) {responsave] legal)
Ofug. ( Coak 2 2 AAZANEA , hacionalidade
estado civil i , portador da Cédula de identidade RG
n°. 25 813 92-u , inscrito no CPE/MF sob n° | 34 A AOE SUF -2 ,
residente 2 Av/Rua &g Uicee M~ cipC0s 0% 456 , municipio
de /Campinas. AUTORIZO o uso de imagem em
todo e qualquer material entre fotos e documentos, para ser utilizada em Dissertagio de
Mestrado e todos os demais produtos deste trabalho, desenvolvido pela Universidade
Estadual de Campinas — UNICAMP sejam essas destinadas a divulgagdio ao publico em
geral. A presente autorizagdo € concedida a titulo gratuito, abrangendo o uso da imagem
acima mencionada em todo territério nacional e no exterior, das seguintes formas: (I)
folhetos em geral (encartes, mala direta, catélogo, etc.); (II) folder de apresentagfio; (III)
anuncios em revistas e jornais em geral; (IV) home page; (V) cartazes; (VI) back-light;
(VII) midia eletronica (painéis, video-tapes, televisdo, cinema, programa para radio, entre
outros), artigos e demais produtos oriundos do presente estudo. Por esta ser a expressio da
minha vontade declaro que autorizo o uso acima descrito sem que nada haja a ser
reclamado a titulo de direitos conexos 4 minha imagem ou a qualquer outro, e assino a
presente autorizagio.

'f(;_v;r $Rsnnne ,dia_ 08 de _dj/%gmn”z‘@de Q01 .

r‘x»?&&_)l (_' é&m_a_
(assinatura)
Nome da crianga: Camlo. Codbe o (wsfa
Por seu Responsavel Legal:
Telefone p/ contato: (35) BEUIK -6 S
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TERMO DE AUTORIZAGAO DE USO DE IMAGEM (CRIANCA)

JOWO Q""\U)‘U K UEEWG He e "‘R)H, nacionalidade _ 3¢, o Kol

menor de idade, neste ato devidam te epresentado por seu (sua) (respo sével lega}),
Avod QRO IA - RN %}K’( &1y, nacionalidade len

estado civil g_c:/:T( (o , portador da Cédula de ldentldade RG

° A9.%63.3%% , inscrito no CPF/MF sob ne L34 10X QJ%G b ;
res1dente a Av/Rua ‘Ew.xm Were S , 00 A0, , municipio
ﬁ/m.g) /Campinas. AUTORIZO o uso de imagem em

toclo e qualquer material entre fotos e documentos, para ser utilizada em Dissertacio de
Mestrado ¢ todos os demais produtos deste trabalho, desenvolvido pela Universidade
Estadual de Campinas — UNICAMP sejam essas destinadas a divulgagdo ao publico em
geral. A presente autorizagdo ¢ concedida a titulo gratuito, abrangendo o uso da imagem
acima mencionada em todo territério nacional e no exterior, das seguintes formas: (I)
folhetos em geral (encartes, mala-direta, catdlogo, etc.); (II) folder de apresentagio; (III)
andncios em revistas e jornais em geral; (IV) home page; (V) cartazes; (VI) back-light;
(VII) midia eletronica (painéis, video-tapes, televisdo, cinema, programa para radio, entre
outros), artigos e demais produtos oriundos do presente estudo. Por esta ser a expressdo da
minha vontade declaro que autorizo o uso acima descrito sem que nada haja a ser
reclamado a titulo de direitos conexos & minha imagem ou a qualquer outro, e assino a
presente autorizagdo.

&l\/u-b\ P vl\”n 22 ,dia 2 de & ’"/’2"1;..5'?0 de v 1 2
L s

(L 4—&-1’ ‘V\,u_.t Pu I
assinatura)
Nome da crianga: JOOD Iy au/.: LZ bevo rereire
Por seu Responsavel Legal: Ao FPeula R bero Fereire

Telefone p/ contato: (35) 9882/- 6864




TERMO DE AUTORIZAGCAO DE USO DE IMAGEM (CRIANCA)

, nacionalidade Q
menor de idade, neste ato devidamente representado por seu (sua) (responsavel Iegal),
, nacionalidade |

estado  civil . portador da Cédula de identidade RG
n°. 3, mscrlt no CPF/MF sob n° @Q’\oﬁuBQb 05{4 ;
residente a Av/Rua ,n% A4 ; mumciplo
de &t Me fCampmas AUTORIZO o uso de imagem em

todo e qualquer material entre fotos e documentos, para ser utilizada em Dissertagdo de
Mestrado e todos os demais produtos deste trabalho, desenvolvido pela Universidade
Estadual de Campinas — UNICAMP sejam essas destinadas & divulgagio ao publico em
geral. A presente autorizagéio € concedida a titulo gratuito, abrangendo o uso da imagem
acima mencionada em todo territorio nacional e no exterior, das seguintes formas: (I)
folhetos em geral (encartes, mala direta, catdlogo, etc.); (IT) folder de apresentago: (I11)
aniincios em revistas e jornais em geral; (IV) home page; (V) cartazes; (VI) back-light;
(VII) midia eletrénica (painéis, video-tapes, televisdo, cinema, programa para radio, entre
outros), artigos e demais produtos oriundos do presente estudo. Por esta ser a expressio da
minha vontade declaro que autorizo o uso acima descrito sem que nada haja a ser
reclamado a titulo de direitos conexos & minha imagem ou a qualquer outro, e assino a
presente autorizacgdo., :

Bt G s 1300 W hnsuotage Jol?

! /)/ (assmatura)
Nome da crianga: &mw ?"’—Ub
Por seu Responsavel Legal

Telefone p/ contato: fES g %L{Qﬂ ~ % 14(‘

169



TERMO DE AUTORIZAGCAO DE USO DE IMAGEM (CRIANCA)

}\/_g/ x/(/S / /c/{() 5 = ,?\ , nacionalidade }ﬁ /ﬁ,_,,é/ o5
le idade, neste ato dewdam presentado por seu (sua) (responsével legal),
%&4; r‘:m g , hacionalidade /2 -2 L /A,
éta(:lo cml / ¥ Q {X: ) ,  portador da Cédula de identidade RG
o 2P i msg!go no CPF/MF sob n° L—Qf,ux, /22 ‘{J'?gf Q5

i’ :
res;dente a Aw’Rua

- = .~ y n® _ £ , municipio
de S 2 'ﬂé} fCampmas AUTORIZO 0 uso de imagem em

todo e qualquer material entre fotos e documentos, para ser utilizada em Dissertagdo de
Mestrado e todos os demais produtos deste trabalho, desenvolvido pela Universidade
Estadual de Campinas — UNICAMP sejam essas destinadas & divulgagio ao pubhco em
geral. A presente autorizagéo € concedida a titulo gratuito, abrangendo o uso da imagem
acima mencionada em todo territorio nacional e no exterior, das seguintes formas: (D
folhetos em geral (encartes, mala direta, catdlogo, etc.); (II) folder de apresentagio; (III)
anlincios em revistas e jornais em geral; (IV) home page; (V) cartazes; (VI) back-light;
(VII) midia eletrbnica (painéis, video-tapes, televisio, cinema, programa para radio, entre
outros), artigos e demais produtos oriundos do presente estudo. Por esta ser a expressio da
minha vontade declaro que autorizo o uso acima descrito sem que nada haja a ser
reclamado a titulo de direitos conexos & minha imagem ou a qualquer outro, e assino a
presente autorizagao.

z.(ﬁ/‘ = di Qé'/-é] de ﬁf/y i /"*{?/ de L0/
L//J/é‘/a/ﬁ ///%)/4?-«?’ ‘/74

(assinatura)
Nome da crianca: en's To .;'4/ s San /0__5

Por seu Responsavel Legal: JeJ/ ers0n  Corlos /?fafc?c‘-'c?{’ Sen 74:5
Telefone p/ contato:  (35) 9 9/35 - O3 79
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TERMO DE AUTORIZACAO DE USO DE IMAGEM (CRIANCA)

A
//_fél{é)’;r/fy 4{;&?»6 zz/ %f/@/ nacionalidade, ;@.wg/jf?a,
m }’idad —feste ato devid::nyrep esentado por seu (sua) (responsavel legal),
/%v/)’ 7 ;,4 retem 7, nacionalidade (Hode fPrHa
“estado ir \

civi LA ot , portador da Cédula de identidade RG
n°..2 20427 ~ - , inscrito no CPF/ ;/sob o LN FLE a0 i )
residented Av/Rua ?;752,4’ 227 (2 /ﬁy/v% , 0% Zf0 F | municipio
de !% e L AT _/Campinas. AUTORIZO o uso de imagem em
todo e qualquer material éntre fotos e documentos, para ser utilizada em Dissertacio de
Mestrado e todos os demais produtos deste trabalho, desenvolvido pela Universidade
Estadual de Campinas — UNICAMP sejam essas destinadas a divulgagéio ao publico em
geral. A presente autorizagio é concedida a titulo gratuito, abrangendo o uso da imagem
acima mencionada em todo territério nacional e no exterior, das seguintes formas: (I)
folhetos em geral (encartes, mala direta, catalogo, etc.); (II) folder de apresentagdo; (I11)
aniincios em revistas e jornais em geral; (IV) home page; (V) cartazes; (VI) back-light;
(VII) midia eletrénica (painéis, video-tapes, televisdo, cinema, programa para radio, entre
outros), artigos e demais produtos oriundos do presente estudo. Por esta ser a expressio da
minha vontade declaro que autorizo o uso acima descrito sem que nada haja a ser
reclamado a titulo de direitos conexos & minha imagem ou a qualquer outro, e assino a

presente autorizagio.
%ﬂ"m ' L dia o7 de .m'e%r/_ de _Ze// .

= (assinatura)
NW oD s ne /‘%:2/24;14'
Por esponsavel Legal: 774 1720 TRt B

T T DE
Telefone p/ contato: /?Sj TEXTT - _Less
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