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Resumo

Estudamos os nimeros virtuais racionais de Betti dos grupos metabelianos de tipo FPs,,,
seguindo um artigo de Kochloukova e Mokari. Os ntimeros virtuais racionais de Betti de
um grupo finitamente gerado estudam o crescimento dos nimeros de Betti do grupo como

passamos sobre subgrupos de indice finito.

O n-ésimo nimero virtual racional de Betti de um grupo finitamente gerado G é definido

por

vb,(G) = sup dimg H,(M, Q)
MeAqg
onde Ag ¢é o conjunto de todos os subgrupos M de indice finito em G. Podemos encontrar
exemplos de grupos metabelianos, nos quais alguns nimeros virtuais racionais de Betti

sao infinitos.

O resultado principal é que grupos metabelianos de tipo FPy, para n > 2 tem ntimeros

virtuais racionais de Betti finitos em dimensao < n.

Para provar estes resultados, utilizamos muitos resultados da Teoria de modulos e da
Algebra Homoldgica. Os principais resultados desta dissertacio sio concentrados no
capitulo 3, os capitulos 1 e 2 tem papel introdutério, com resultados que coletamos alguns

resultados da Algebra Homoldgica e que sdo necessarios no capitulo 3.

Palavras-chave: Homologia de médulos, grupos metabelianos, os niimeros virtuais racio-

nais de Betti.



Abstract

We study the virtual rational Betti numbers of metabelian groups of type FPs,,, following
an article by Kochloukova and Mokari. The virtual rational Betti numbers of a finitely
generated group study the growth of the Betti numbers of a group as one passes to

subgroups of finite index.

The n-th virtual rational Betti number of a finitrly generated group G is defines as

vb,(G) = sup dimg H,(M,Q)
MeAg
where Ag is the set of all subgroups of finite index in G. We can find examples of metabelian

groups, where some of their virtual rational Betti numbers are infinite.

The main result is that metabelian groups of type FP,, for n > 2 have finite virtual

rational Betti numbers in dimension < n.

To prove these results we use many from Module Theory and Homological Algebra.
The main results of this thesis are concentrated in chapter 3. Chapters 1 and 2 are of
introductory nature and we gather some results from homological algebra that are needed

in the chapter 3.

Keywords: Homology of modules, metabelian groups, virtual rational Betti numbers.
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Introducao

Nesta dissertacao estudamos crescimento de grupos homolégicos de subgrupos de indice

finito em grupos metabelianos.

No primeiro e segundo capitulo desenvolvemos a teoria de homologia algébrica seguindo o
livro de Rotman, comecando com assuntos basicos como funtores e produto tensorial e
terminamos com propriedades de funtor derivado Tor. Para desenvolver a teoria estudamos

conceitos béasicos como limites diretos e inversos, médulos livres, projetivos e injetivos.

A parte principal da dissertacao é o Capitulo 3 onde estudamos o artigo "Virtual rational
Betti numbers of abelian by - polycyclic groups'[6] . O artigo [6] trata grupos abelianos-por-
policiclicos. Na dissertacao simplificamos e consideramos o caso de grupos metabelianos.

Os principais resultados abordados na dissertacao sao:

Teorema A Seja n > 2 um numero natural e 1 - A — G — Q — 1 uma sequéncia
exata de grupos, onde A e QQ sdao abelianos e ®%(A ®z Q) é finitamente gerado como

QQ — modulo via a Q-acao diagonal para todo k£ < 2n entao

sup dimg H;(U, Q) < oo para todo 0 <i <n
UeA

onde A é o conjunto de todos os subgrupos de indice finito em G.

Corolario B Seja n > 2 um nimero natural e G um grupo metabeliano de tipo FPy,,

entao

sup dimg H;(U,Q) < co para 0 <i <n
UecA

onde A é o conjunto de todos os subgrupos de indice finito em G.

monstraca rem r encontr n a0 3. umeros virtuais racionai
A demonstracgao do teorema A pode ser encontrada na secao 3.4 "Numeros virtuais racionais
de Betti de grupos Metabelianos "e a demonstracao do corolario B pode ser encotrada na
mesma se¢ao. A maioria dos resultados que usamos do [6] foram provados mas algumas

foram somente citados (demonstragao completa pode ser encontrada no artigo).
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1 Categorias e Funtores

1.1 Categorias e Funtores

Neste capitulo usaremos resultados do livro [10].

Definicao 1.1.1. Uma categoria consiste de: uma classe de objetos, obj€; conjuntos
distintos de morfismos disjuntos dois a dois Hom¢(A, B) para cada par ordenado de
objetos A, B e composi¢oes Homg (A, B) x Home(B,C') — Home(A, C'), denotado por

(f,9) — gf, satisfazendo os seguintes axiomas:

i) Para cada objeto A, existe um morfismo identidade 14 € Homg(A, A) tal que
fla = f para todo f € Homg(A, B) e 149 = g para todo g € Homg(C, A).

ii) A associatividade da composi¢ao: se f € Homg(A, B),g € Home(B,C) e h €
Hom¢(C, D) entao h(gf) = (hg)f.

Exemplo 1.1.2. Seja € = g2 onde R é um anel (associativo com unidade 1), os objetos
sao R-médulos a esquerda, os morfismos sao R-aplicagoes (R-homomorfismos) e composigao
usual. Lembremos que um R-médulo a esquerda ¢ um grupo abeliano aditivo M equipado
com uma agao de R isto é uma fungdo R x M — M denotado por (r,m) — rm que
satisfaz:
i) r(m+m') = rm+rm/,
i) (r+7")m =rm+r'm,
iii) (rr)m = r(r'm),

iv) lm=m,

onde m,m' e M el,r,r" € R.

Uma funcao f : M — N entre dois R-modulos a esquerda M e N é uma R-aplicagao se:
fm—+m')= f(m)+ f(m') e f(rm)=rf(m) para cada m,m' € M ,r € R

Se M € objpI escrevemos Mp no lugar de M.

Definicao 1.1.3. Seja € e © categorias. Um funtor F': € — ® é uma funcao que satisfaz:

i) Se A € obj€ entao F(A) € obj®,
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ii) Se f: A — B é um morfismo em € entao F(f): FA — FB é um morfismo em D,
iii) Se f: A— Beg: B — C sao morfismos em € entdo F(gf) = FgF'f,

iv) Para todo A € obj€ tem-se F(14) = 1pa.

Exemplo 1.1.4. Sejam g9 = categoria de R-médulos e Ab = categoria de grupos
abelianos e A € g fixo, entdo o funtor F' = Hompg(A, —) : g0t — Ab tal que para B €
I, F(B) = Homg(A, B) = { todas R-aplicagbes ¢ : A — B} € Ab, se g,h € F(B)
definimos g + h por a — g(a) + h(a) . Além disso dado f um morfismo em g9 com
f: B — C entao F(f): Homg(A, B) — Hompg(A,C) é um homomorfismo de grupos
abelianos definido como (F'f)(g) = fg.

Definicao 1.1.5. Seja € e © categorias. Um funtor contravariante F' : € — © é uma

funcao que satisfaz:

i) Se A € obj€ entao F(A) € obj®,
ii) Se f: A — B é um morfismo em € entdao F(f): F'B — FA ¢ um morfismo em D,
iii) Se f: A— Beg: B — C sdo morfismos em € entdao F(gf) = (Ff)(Fg),

iv) Para cada A € obj€ temos que F(14) = 1pa.

Definig¢ao 1.1.6. Uma categoria € é pre-aditiva se cada Homg (A, B) é um grupo abeliano
com uma operagao de + e satisfaz:
i) Sejam f € Homg(A, B) e g,h € Homg(B,C) entdo (9 + h)f =gf + hf

ii) Sejam g,h € Homg(A, B) e f € Homg(B,C) entdo f(g+h) = fg+ fh

Definicao 1.1.7. Sejam €, 4 categorias pre-aditivas. Dizemos que um funtor f : € — 41 é
aditivo se F'(f +g) = Ff + Fg para cada par f, g : A — B de morfismos com A € obj€ e
B € objtl.

1.2 Produto Tensorial

Definicao 1.2.1. Seja G um grupo abeliano com subconjunto X; dizemos que G é um

grupo abeliano livre com base X, se para cada g € G tem uma tnica expressao da forma

g = mel'a

rzeX

onde m, € Z e quase todo m, = 0.
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Teorema 1.2.2. Seja G un grupo abeliano livre com base X, seja H um grupo abeliano

e f: X — H uma funcao. Entdo existe um unico homomorfismo de grupos abelianos

f:G— H com f(x) = f(z) para todo x € X.

Teorema 1.2.3. Dado um conjunto X, existe um grupo abeliano livre G tendo a X como

base.
Definigao 1.2.4. Seja R um anel associativo com unidade 1. Se A € Mr , B€ gyMe G
um Z-mdédulo. Uma aplicacao f: A x B — G e dita R — biaditiva se:

i) fla+d,b)= f(a,b) + f(d', D),

ii) fla,b+V) = f(a,b)+ f(a,b),

iii) f(ar,b) = f(a,rd),

onde a,a’ € A, b, € Ber € R.

Definigao 1.2.5. Sejam A € Mgi e B € g . O produto tensorial A®xr B é um Z-mddulo
junto com a aplicagdo R-biaditivai: Ax B — A®pr B que satizfaz a seguinte propriedade

universal:

A®grB

Para todo grupo abeliano G e f uma aplicacao R-biaditiva existe um tnico homomorfismo

de Z -médulos (grupos abelianos) ¢ que faz com que o diagrama comute.

Teorema 1.2.6. O produto tensorial A®g B de um R-mddulo a direita A e um R-maddulo

a esquerda B existe.

Demonstracio. Seja F um grupo abeliano livre com base A x B i.e para todo a € F' existe

uma tnica combinacdo a = Z zZ,x com z, € 7 quase todos z, = 0. Defina S como
rz€AXB
o subgrupo de F gerado por todos os elementos (a + a’,b) — (a,b) — (a’,b); (a, b+ b") —

(a,b) — (a,b); (ar,b) — (a,rd), onde a,a’ € A, b, € B e r € R. Entao para todo s € S

temos que s = Z zs0 onde z5 € Z e quase todos z5 = 0.
SEA

Defina A ®g B = F'/S. N6s denotamos o conjunto {(a,b) + S} por a® b , é facil ver que
h:Ax B — A®g B definido por (a,b) — a ® b é R-biaditiva.

Tome G um Z-moédulo e temos o diagrama:
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A®grB
onde f é R-biaditiva. Como F' é Z- moédulo livre com base A x B existe um unico
homomorfismo ¢ : F' — G com ¢((a,b)) = f(a,b). Além disso como f é R-biaditiva entao

S C kery, segue que ¢ induz um tnico homomorfismo f : a ® b — f(a,b) com fh=F.

]

Teorema 1.2.7. Seja f: A — A" uma R-aplicacio de R-mddulos a direita e g : B — B’
uma R-aplicagcdo de R-mddulos a esquerda. Fxiste um unico homomorfismo de Z-mddulos
0:A®r B — A @B coma®b+— f(a) ® g(b).

Demonstragio. A fungdo A x B — A’ ®@g B’ dado por (a,b) — f(a) ® g(b) é R-biaditiva.

Usando a propriedade universal existe um homomorfismo 6 tal que 6(a ® b) = f(a) ® g(b).

]

Defini¢ao 1.2.8. A aplicagao A ®p B — A’ ®r B’ que envia a @ b — f(a) ® g(b) é
denotado por f ® g.

Teorema 1.2.9. Sejam f: A— A" e f: A" — A" R-aplicagdes de R-médulos a direita e
sejam g: B — B’ e g: B' — B" R-aplicag¢ées de R-mddulos a esquerda. Entdo

Ge Nlge f)=(39) @ ()

Corolario 1.2.10. Se A € Mpr entao existe um funtor aditivo F : g — Ab = ;M
definido por:
F(B)=A®gB.

Se f: B — B’ é uma R-aplicagio entre os R-mddulos a esquerda B e B, Ff =1,® f.
Similarmente, para B € g fizo existe um funtor G : Mpr — Ab dado com G(A) =
ARrB eGg=g®1p, onde g: A — A" é uma R- aplicagdo.

Definigao 1.2.11. Sejam R e S anéis. Um grupo abeliano B é um (R S)-bimo6dulo
denotado rBg se B é um R-mddulo a esquerda e um S-médulo a direita e as duas agoes

sao relacionadas pela lei associativa: r(bs) = (rb)s, para todor € R,b€ Be s € S.

Teorema 1.2.12. Se A é um R-mddulo a direita e B é um (RS)- bimddulo entao AQ@g B
¢ um S-mddulo a direita, onde (a ® b)s = a ® (bs) para cada a € A,b € B,s € S.
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Similarmente se sAgr é um (SR)-bimédulo e gB entao A®g B é um S-mddulo a esquerda,
onde s(a ® b) = (sa) ® b para cada a € A,b € B,s € S.

Teorema 1.2.13. Sejam R e S anéis associativos com unidade entdo

i) Sejam rAg e gB entio Homg (A, B) é um S-médulo a esquerda com (sf)(a) = f(as);
ii) Sejam rAg e Bg entio Homg(A, B) é um R-mdédulo a direita com (fr)(a) = f(ra);

iii) Sejam Agr e sBgr entdo Homg (A, B) é um S-mddulo a esquerda com (sf)(a) =

s(f(a));

iv) Sejam A e sBgr entao Homg(A, B) é um R-mddulo a direita com (fr(a)) = f(a)r.

1.3 Moddulos

Definicao 1.3.1. Se M é um R-mdédulo entao um submoédulo S de M é um subgrupo

aditivo que ¢ fechado por multiplicagao com elementos de R.
Exemplo 1.3.2.
1. 0 e M sao submédulos de M e qualquer submodulo S # M é chamado proprio.

2. Seja f : M — N uma R-aplicagdo. Entao o ker(f) = {m € M : f(m) = 0} é um
submédulo de M e a im(f) = {n € N :n = f(m) para algum m € M} é um submddulo
de N.

Definigao 1.3.3. Seja X um subconjunto de um médulo M. O submédulo gerado por X

6 ({Sj:j€J}, onde{S;:j € J}¢éa familia de todos os submédulos de M que contém
jeJ

a X. Denotaremos este submddulo por (X).

Teorema 1.3.4. Seja X um subconjunto de M. Se X = & entdo (X) =0 e se X # &

entio (X) = {> ruw;:r; € R,x; € X}.

Definig¢ao 1.3.5. Um médulo M é finitamente gerado se existe um subconjunto {z1, ..., z, }
de M com M = (z1,...,2,). Um médulo M é ciclico se existe um tnico elemento z € M
com M = (z).

Definicao 1.3.6. Seja f: M — N uma R-aplicagdo. Dizemos que f é monomorfismo se

f e injetiva e dizemos que f é um epimorfismo se f é sobrejetiva.

Definigao 1.3.7. Se S é um submédulo de M o modulo quociente M/S é o grupo
quociente M /S com agao dada por r(m +S) =rm+ S.
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Exemplo 1.3.8.

i) (Primeiro Teorema de isomorfismo) Se f : M — N entao a aplicacdo M /ker(f) — im(f)
definida por m + ker(f) — f(m) é um isomorfismo.

ii) (Segundo Teorema de isomorfismo) Sejam M, e My submédulos de M entdo a aplicagao
¢ :my + My N My — my + My é um isomorfismo e M, /(M; N My) =~ (My N M) /M,

Teorema 1.3.9. Um R-mddulo M ¢€ ciclico se e somente se M ~ R/I para algum ideal a

esquerda I. Além disso, se M = (x) entio [ ={r € R:rx =0}.

Demonstrag¢io. Observe que R/I é ciclico com gerador 1 + 1 ese f: R/I — M é um
isomorfismo de R-mddulos entdo M = (z) donde = = f(1 + I). Reciprocamente, supor
M = (x). Defina f : R — M por f(r) =rz . Como f é um epimorfismo, M ~ R/ ker(f).
Mais ker(f) é um submédulo de R, que é um ideal & esquerda. De fato, ker(f) = {r € R :
re =0},

m
Definicao 1.3.10. Sejam f e g duas R-aplicagoes
ML
Dizemos que sao exatas em M se im f = kerg. Uma sequéncia de R-aplicagoes

frnt1 fn
T > n+1 Mn

Mnfl

¢é exata se cada par adjacente de aplicacoes é exata.

1.4 Soma e Produto

Se nao for dito o contrario escreveremos moédulo para R-moédulo a esquerda e homomorfismo

para homomorfismo de R- moédulos.

Definigao 1.4.1. Seja {A; : j € J} uma familia de médulos. Seu produto é denotado

H A;, cujo conjunto subjacente é o produto cartesiano dos A, i.e. todos a = (a;) onde
jeJ
a; € A;, e com operacgoes definidas por :

(a;) + (b;) = (a; + b))

r(a;) = (raj)
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Defini¢do 1.4.2. A soma direta dos A;, denotado por @Aj = {(a;)jes : aj € A; quasi
todo a; = 0} ¢ um submédulo de ] A;. =

jes
Teorema 1.4.3. Sejam A e {4A; : j € J} R-médulos. Entio A~ D A; se e somente se
existem homomorfismos \; : A; — A com temos a sequinte proprie]c?c{de universal.

fj /cp

dados qualquer modulo B e quaisquer homomorfismos f; : A; — B, existe um inico

homomorfismo ¢ : A — B com @\; = f; para todo j € J.

Demonstragio. Veja a demonstragao em [10] O

Teorema 1.4.4. Se \; : A; — @Aj € a inclusao na j-esima coordenada e se B é um
jeJ
modulo, entdo a aplicagcao

0 : Homg (P A;, B) — || Homg (A, B)

jed jed
definida por ¢ — (@A) € um isomorfismo
Teorema 1.4.5. Sejam {A; : j € J} R-mdédulos e A um R-mddulo. Entio A~ [] A; se
e so se existem homomorfismos p; : A — A; tais que dado qualquer modulo X e qui;isquer
homomorfismos f; + X — A existe um unico homomorfismo ¢ : X — A com pjp = f;

para todo j € J, que satisfaz a sequinte propriedade universal:

X A;

J

bj

A

Teorema 1.4.6. Se p; : H A; — A € a j-esima proje¢io e se B é um modulo, entdo a
jeJ
aplicagao

0 : Homg(B, [[ A;) = [[ Homr(B, A;)

jedJ
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definida por ¢ — (pjp) € um isomorfismo.

Teorema 1.4.7. Dado A e B com i : A — B monomorfismo, entdo existe um R-submddulo

C de B tal que B =1A® C e somente se existe um homomorfismop: B — A com pi = 14.

Definicao 1.4.8. Uma sequéncia curta de médulos

cinde se existe um homomorfismo j : C' — B com pj = 1¢.

Observagao 1.4.9. A condicao da defini¢ao 1.4.8 acontece exatamente quando a condi¢ao

do teorema 1.4.7 é valida.

Teorema 1.4.10. Seja A um R-mdédulo a direita e sejam {B; : j € J} R-mddulos. A

aplicacao

0: Aor P(B;) — P(A®r B))

Jj€J JjeJ

definida por a ® (b;) — (a ® bj) € um isomorfismo.

1.5 Exatidao

Definicao 1.5.1. Um funtor F' é exato & esquerda, se exatidao de

0—=A—2>B—"C implica exatidio de 0—= FA-L% B2 po
Similarmente um funtor F' é exato a direita, se exatidao de
a B . . c 1~ Fa Fp
A B C 0 implica exatidao de FA FB FC 0.

Definicao 1.5.2. Um funtor contravariante F' é exato a esquerda, se exatidao de

B Fp

A—=B C 0 implica exatidao de 0 FC FB-to FA,

Similarmente um funtor contravariante F' é exato a direita, se exatidao de

Fp

0 A2 P ¢ implica exatidao de FC FB-fo A 0.

Definicao 1.5.3. Um funtor é exato se ele é exato a direita e exato a esquerda.
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Observacao 1.5.4. Um funtor F exato a esquerda que preserva epimorfismos é exato.

Também um funtor exato a direita que preserva monomorfismos ¢é exato.

Teorema 1.5.5. Homg (M, —) € um funtor exato a esquerda e Homg(—, M) é um funtor

contravariante exato a esquerda para todo modulo M.

Demonstrag¢io. Vejamos que F' = Hompg (M, —) é funtor exato a esquerda, para M € Mg

fixo. Isto é a exatidao de:

0 — Homp (M, A) —2= Hompg (M, B) —2> Homg (M, C)

B

C

para sequéncia exata 0 A—*~DB

i) Fa é monomorfismo: seja f € ker(Fa) entdo (Fa)f =0 logo af =0 e af(a) =0 para
todo a € A como « é injetivo tem-se f(a) = 0 para todo a € A | portanto f = 0.

ii) im(Fa) = ker(Ff)
imFa C kerF'3: Tome g € imFa entdao g = af para algum f € Hompg(M, A) entao
(FB)g = Bg = Blaf) =0, pois fa =0, dai g € ker(£'f3).
ker(F ) C im(F«): Tome g € Homg(M, B) tal que 5g = 0. Se m € M entao (Bg)(m) =0

e g(m) € ker() = im(«) dai existe um tnico a € A com a(a) = g(m) pois « é injetivo.

Definimos f : M — A por f(m) =a = a 'g(m) logo af = g.
[

Exemplo 1.5.6. Seja R = 7Z e considere a sequéncia exata

0—>Z 2~Q—2>Q/Z—0

o funtor F' = Hompg (M, —) nao precisa ser exato a direita. Em efeito, seja M = Z/27. Note
que Hompg(M, Q) = 0 ¢ Homg(M,Q/Z) # 0 entdo F5: Homg(M,Q) — Hompg(M,Q/Z)

nao pode ser um epimorfismo.

Teorema 1.5.7. Os funtores M ®r — e g ® N— sdo funtores exatos a direita.

Demonstracao. Mostraremos o que acontece para ' = M ®pr —, a outra prova é similar.

Seja A — B — C' — 0 uma sequéncia exata, vejamos que

M®RA&>M®RB£$>M®RC*>O

é exata a direita. Onde 1 denota idy
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1®(Ba)=100=

i) im(1 ® a) C ker(1 ® ), é s6 provar que (1 ® 5)(1® «) = 0. Mais (1® ()(1® a) =

ii) ker(1® ) Cim(1 ® «). Para detalhes ver [10], pagina 36.

iii) 1® [ é epimorfismo. Seja Z m; ®c; € M @z C. Como [ é epimorfismo, existe b; € B
com (b; = ¢; para todo i. Daqui (1 ® 6)(2 m; @ b;) = Zmz R ;.

O

Exemplo 1.5.8. O funtor M ®g — nao precisa ser exato a esquerda. De fato, seja R = 7Z
e M = (x) = Z/27. Exatidao de

0—>Z2~Q—~Q/Z—0

nao implica na exatidao de 0 —= M QrZ — M ®r Q.

Pois M ®r Z ~ M # 0 enquanto M ®r Q = 0.

1.6 Adjuntas

Defini¢ao 1.6.1. Sejam F': 4 — € e G : € — 4 funtores. O par ordenado (F,G) é um
par adjunto se, para cada A € obj U e C' € obj € existe uma bijecao:

T = Tac : Home(FA, C) — Homy (A, GC)

natural em cada varidvel, isto é, as bijegoes 74 ¢ satisfazem os seguintes diagramas

comutativos:

(Ff)”

Hom¢(F A, C) Homg(FA',C)
Homy(A, GC') — "~ Homy (A", GO)
para todo f: A" — Ain U,
Homg(F A, C) r Homg(F A, C")
(Gg)* ,
Homgy(A, GC) Homgy (A, GC")
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para todo g : C' — C’ in €.

Teorema 1.6.2. (Isomorfismo de Adjuncao) Sejam B €5 Mg entao existe um isomor-

fismo

7: Homg(B ®g A,C) — Homg (A, Homg(B, C))
para cada A € M e C € M.

Teorema 1.6.3. Se B € ¢9Mp é um bimodulo entao (B& g, Homg(B, —)) é um par adjunto.

Demonstragio. Para cada A € g e C' € ¢9 , consideremos o isomorfismo 74 =7 €

pelo teorema 1.6.2 temos o resultado.

[
B

Lema 1.6.4. Secja B'—*+= B

modulos. Se para cada modulo M, temos que:

B” 0 uma sequéncia de homomorfismos de R-

0 —— Hompg(B", M) 2z, Homp(B, M) —*>Hompg(B', M) ¢ ezata

B

entdo a sequéncia B' —= B B" 0 € ezata.

Teorema 1.6.5. Sejam F : gt — ¢M e G : M — g dois funtores. Se (F,G) é um

par adjunto de funtores entdo F é exata a direita e G é exata a esquerda.

Corolario 1.6.6. B ®p — ¢ exata a direita para qualquer R-modulo B a direita.

Demonstragio. Consideremos B um R-médulo a direita, como um bimédulo 7 Bg i.e que
(B ®gr —, Homy(B, —)) é um par adjunto de funtores pelo teorema 1.6.5 B ®g — é um

funtor exato a direita.

]

1.7 Limites Diretos e Inversos

Definicao 1.7.1. Seja I um conjunto quase ordenado e € uma categoria. Um sistema
direto em € com conjunto de indices I é um funtor F' : [ — €, tal que para cada ¢ € |
existe um objeto F; e sempre que 7, j € I satisfazem ¢ < j existe um morfismo <p§- = F

que satisfaz:

i) gpé : F; — F; é a identidade idp, para todo i € I,
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ii) Se i < j <k existe um diagrama comutativo

Exemplo 1.7.2. Todo médulo é o limite direto de seus submédulos finitamente gerados.

Exemplo 1.7.3. Para qualquer I, fixamos um médulo A e o conjunto A; = A para todo
1€le <p§ = 14 para todo ¢ < j, este ¢ o sistema direto constante com conjunto de indices

I, denotado por |A|.

Exemplo 1.7.4. A soma direta é um limite direto, se consideramos a quase-ordem trivial

no conjunto de indices (i < j see i =j )

Definigao 1.7.5. Seja F' = {A,, 903} um sistema direto em €. O limite direto deste sistema,
denotado por ligAi € Obj(€) é um objeto e uma familia de morfismos «; : A; — ligAi

tais que o; = ajgoz- onde ¢ < j, satisfaz a seguinte propriedade universal:

para todo X € Obj€ e f; € Homg(A;, X) com f; = fj<p;- quando 7 < j, existe um tnico
morfismo [ : ligAi — X com fa; = f; para todo i € I.

Observacao 1.7.6. Na teoria de categorias, limite direto é chamado colimite.

Teorema 1.7.7. Para cada sistema direto de maodulos {A;, gp;} em categorias de R-modulos

existe o limite direto.

Demonstracao. Para cada i € I seja \; : A; — @Ai a aplicacao injetiva na soma. Defina

limA; = P A;/S
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onde S é o submoddulo gerado por todos os elementos da forma )\jgozai — \;a; onde a; € A;
e i < j. Defina «; : A; — liﬂAi por a; — \;a; + S, ndo é complicado ver que temos uma

solugao ao problema universal.

O]
Exemplo 1.7.8. O limite direto de sistema direto constante |A| é limA; = A.

Definicao 1.7.9. Podemos considerar os sistemas diretos numa categoria denotada por
Dir (I) onde cada objeto de Dir (I) é um sistema direto e um morfismo t = {t;};cs :

{4, @;}iej — {B,, wé}iel, satisfaz o seguinte diagrama comutativo para cada i > j:

Definicao 1.7.10. Um conjunto I quase ordenado ¢ dirigido se para cada i, j € I, existe
kelcomi<kej<k.

Teorema 1.7.11. Sejam (I,<) um conjunto dirigido e {A;, ¢’} um sistema direto de

R-médulos. Denotamos \; o monomorfismo \; : A; — @ A; e seja ligAi = (@ A;)/S.
i€l il

Z) hﬂAz = {/\Z(az) + 5 a; € AZ,Z S I},

i) Nia; +S =0 se e s6 se existe t € I tal que ¢i(a;) =0 para algum t > i.

Demonstragio. i) Pelo teorema 1.7.7 o @Ai consiste de todos os elementos da forma
x = Z Aia; +S. Como I é um conjunto direcionado, existe um indice j > ¢ para todo i,
tal que a; # 0. Definimos b° = goé»ai € Aj tal que b = Z = A;. Segue que

Z )\ia,- — )\]b = Z()\ZCLZ — )\Jbz) = Z()\zaz — )\JQD;CLZ) € S,
isto é x = Z Aia; + S = A;jb+ S Logo hﬂAi consiste de todos os \;a; + S.

ii) Se wéai = 0 entao \a; = \ja; — )\j(@;ai) € S isto é \;a; + S = 0 . Para o inverso,
suponhamos \;a; + S = 0. Pela parte i) temos que \a; € ligA logo \;a; € S. Como
qualquer multiplo escalar de /\k(gpiaj) — Aja; onde j < k tem a mesma forma, existe uma

expressao

Nai =Y (M(phay) — Nay) € S,

J
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onde k ¢é fungao de j.

-

Podemos escolher um indice ¢ € I maior que todos os indices na expressao. E claro
que A (pra;) = (M(@pai) — Nias) + Niai = (Ae(pjai) — Niai) + Y (Ar(pra;) — Aja;) entdo
reescrevemos cada um dos termos do lado direito como:

Aelelay) — Njaj = (Mel@lay) — Njag) + et (—ohay) — M(—¢la))],

onde usamos gofgof; = ¢! pela definicdo de sistema direto. Mais ainda, podemos escrever
Mlpiai) = Y (Mlptag) — Njaj).

JF#t
Se j # t temos que Aja; = 0 entao a; = 0, para cada elemento M(pla;) tem j-esima

coordenada 0. Se j = t entdo M\ (pla;) — M\a; = 0 porque ¢! é a identidade. Assim cada

termino no lado direito ¢ 0, isto é A;(¢la;) = 0 assim la; = 0.
[

Definigao 1.7.12. Seja I um conjunto dirigido e seja {A;, gzﬁ;} um sistema direto sobre I.

Se X é a unido disjunta WA;, defina-se a relacao de equivaléncia em X por:

Qi ~ Qj, a; EAZ',CL]' EAj
se existe um indice k > 4, j com ¢pa; = ¢ja;. A classe de equivaléncia de a; é denotada
por [a;].

Observagao 1.7.13. Se {4;, gb;} é um sistema direto sobre um conjunto dirigido I, defina-
se um R-médulo L como segue. Os elementos de L sdo as classes de equivaléncia de [a]

com as operagées:

rla;] = [rai], [ai] + [af] = lax + a3,
onder € R, k>1i,j,ar = ¢2ai e a;{ _ %@;

Pelo 1.7.11 temos que o conjunto de indices I ¢ direcionado, a aplicagao hﬂAi — L definida

por \a; +S — [a;] é um isomorfismo.

Teorema 1.7.14. Seja I um conjunto dirigido quase-ordenado. Suponha que exista mor-

fismos de sistemas diretos sobre I.

{Ai, ¢!} —> {B;, ¢t} —~{Cy, 0%}

. t i . . ~ . A
tais que 0 - A; —— B; —% C; — 0 € exata para todo i € I. Entao existe uma sequéncia

—
exata de modulos 0 — @Ai RAN ligBi e @Ci —0.
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Observacao 1.7.15. Ainda sem a condicao que I é dirigido temos que %ﬂ é funtor exato

a direita.

Demonstracao. Vejamos que 7 é injetivo . Sejam x € ligAi e ?az =0em ligBi, como
@Ai = (@ A))/SeN: A — EBAi analogamente ligBi = (@ B)/T e p;: B; — @ B;,

icl icl icl icl
onde \; e p; sdo as 6bvias inclusoes. Assim x = \a; + 5, pelo teorema 1.7.11 i) e

t'x = pitia; +T. Como tz =0 e pelo teorema 1.7.11 ii) diz-se que existe j > i com
¢;tiai = 0. Como t é um morfismo entre sistemas diretos, temos que tj¢;ai = 0, mais

ainda ¢; é injetivo, entao ¢§ai = 0 entao pelo 1.7.11 x = \ja; + S = 0.

]

Teorema 1.7.16. Sejam i , € categorias e sejam F : U — € | G : € — U funtores.
Se (F,G) é um par adjunto, entdo F preserva os limites diretos (com qualquer, nao

necessariamente conjunto de indices dirigido).

Demonstragio. Se 1 é um conjunto quase-ordenado e {A;, gb;} ¢ um sistema direto em
com conjunto de indices I, entdo note que {FA;, F (b;} é um sistema direto em € com

conjunto de indices I. Considere o diagrama comutativo em ¢:

onde «o; : A; — liAin sao dados pela definicao de hAq Precisamos de um tnico morfismo
v : F(hﬂAz) — X que faga comutar todo o diagrama. Como (F,G) é um par adjunto,
existe uma bijecao natural 7 : Homg(FligAi, X) — Homu(@Ai, GX).

Considere o diagrama comutativo em 4l:
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Pela definicao de lig, existe um unico 3 € Homu(ligAi, GX) que faz comutar o diagrama.
Defina-se v € Homc(Fli_>mAi, X) por v = 77Y(B), como 7 é natural, v faz que o primeiro
diagrama comutar. Finalmente v tem que ser tnico. Supor que existe 4 outro morfismo,
entdo (') seria outro morfismo limA; — GX contradizendo a unicidade de (. Assim
F (@AJ e limF'A; satisfazem a propriedade universal de limF'A; portanto F (hﬂAl) ~
liﬂFAi.

O

Corolario 1.7.17. Para qualquer R-maodulo a direita B, o funtor B ®pgr — preserva limites

diretos.
Demonstragao. Pelo corolario 1.6.6 temos que (B ®r —, Homyz(B, —)) é um par adjunto,
entdo B ®p @Ai ~ liqu ®Rn A;

O

Teorema 1.7.18. Qualquer par de limites diretos (pode ser com conjunto de indices

distintos) comuta.

Demonstracao. Note que (hA’I, |-]) é um par adjunto de funtores pelo teorema 1.7.16 temos

que hg preserva limites diretos.

O

Definicao 1.7.19. Seja I um conjunto quase-ordenado e € uma categoria. Um sistema
inverso em € com conjunto de indices I ¢ um funtor contravariante F': I — €. Isto é para

cada ¢ € I existe um objeto F; tal que para j > 7 existe um morfismo gbg : Iy — F) tal que:
i) ¢.: F; — F; e a identidade para cada i € I,

ii) Se i < j <k existe um diagrama comutativo.
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vy
Fy,

F;
L

Exemplo 1.7.20. Seja € a categoria de moédulos, para qualquer I, o sistema direto

constante |A| com conjunto de indices I (onde A é um médulo), onde para todo i, € [
A;=A;=Ae V! = id, para cada i < j , é também um sistema inverso com conjunto de

indices I.

Exemplo 1.7.21. Seja I um conjunto que tem o quase-ordem trivial e { F; };c; uma familia
de médulos entdo @Fz = H F;

iel
Definigio 1.7.22. Seja F = {F},¢]} um sistema inverso em €. O limite inverso de este
sistema, denotado por @E € obj(€) e uma familia de morfismos «; : @E — F; com

a; = ] a; onde i < j, satisfazendo a seguinte propriedade universal:

para cada X € obj(€) e f; : X — F; morfismos tais que o diagrama comute para ¢ < j,
existe um tunico morfismo 5 : X' — lim/f5 fazendo o diagrama comutar. O limF£; ¢ inico a

menos de isomorfismos.
Observacao 1.7.23. Na teoria de categorias, limite inverso ¢ chamado limite.

Teorema 1.7.24. O limite inverso @E de um sistema inverso de médulos {Fy, ]}

existe.

Demonstracao. Para cada i € I, seja p; a i-ésima projecao p; : H F; — F;. Definimos

imF; = {(a:) € [TF : ai = ¢ (pj(@)),i < j} CT] F
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e a; : ImF; — F; como a restrigao de p; \1&1 F, entao eles satisfazem a propriedade universal.

]

Exemplo 1.7.25. O limite inverso de um sistema constante |A|, com A4; = A; = AVie [

e para ¢ < j definimos go{ = id assim @Ai = A.

Definicao 1.7.26. Seja I um conjunto quase-ordenado, um morfismo ¢ : {Fl,wzj} —
{G,, qzﬁf } entre sistemas inversos sobre I é uma familia de homomorfismos ¢; : F; — G;

fazendo o diagrama comutar para ¢ < j

iy G;
V! ¢

Observacgao 1.7.27. Note que todos os sistemas inversos com conjunto de indices [
e seus morfismos formam uma categoria, denotaremos ela por Inv(I). Afirmamos que
Jm : Inv(/) =g M ¢ um funtor. S6 resta definir . JmF; — ImG; como um morfismo
t:{F,¢]} = {Gj, ¢!} dado por:

T (@) — (tiay)

Podemos considerar | - | :g M — Inv([) para o sistema constante.

Teorema 1.7.28. (|- [,lim) € um par adjunto de funtores.

Demonstracio. E o dual do argumento que mostra (hﬂ» | - ]) é um par adjunto. O

s

Teorema 1.7.29. Sejam i e € categorias, F : 4 — € e G : € — A funtores. Se (F,G) é
um par adjunto, entdo G comuta com lim. Isto € G(limA;) ~ ImG(A;).

Demonstragio. E o dual do teorema 1.7.16. O]

Corolario 1.7.30. Se B é um R-mddulo, entio Hompg(B, —) preserva limites inversos.

Demonstragio. Considerar B como um bimédulo g By. Pelo teorema 1.6.3 (B®z—, Hompg(B, —))

é um par adjunto. Entao pelo teorema 1.7.29 temos que Hompg(B, 1&114,) ~ @nHomR(B7 A;).
]

Teorema 1.7.31. Qualquer dois limites inversos comutam, isto é

Wmje jlimie A; ; = limie limje ; A; 5
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Demonstragio. Defina FF = |-| e G = @je] onde (F,G) é um par adjunto entao pelo

teorema 1.7.29 temos o resultado.

]

Teorema 1.7.32. Para qualquer modulo B, HomR(@Aj, B) ~ l'ngomR(Aj, B).

1.8 Modulos livres, Projetivos e Injetivos

Definicao 1.8.1. Seja X conjunto e R um anel associativo. Dizemos que A é um R-mdédulo
livre a esquerda com base X, se A = @ Rz onde Rx ~ R.

zeX

Teorema 1.8.2. Seja X = {a; :i € I} uma base de um mddulo livre A. Sejam B € g9 e
qualquer funcio f: X — B existe um inico homomorfismo f : A — B que é uma extensio
de f.

A
AN
AN
oo
L \\f
AN
N
x— 7' o B

onde p é a inclusao.

Demonstragio. Seja i € I fixo, definimos f; : Ra; — B dada por ra; — rf(a;). Como

A= @Rai, pelo teorema 1.4.3 existe um tnico homomorfismo f : A — B dado por
i€l

f(a;) = fi(a;) = f(a;) para todo i.

Observacgao 1.8.3. Note que f(z ria;) = Zrif(ai).

el el

Teorema 1.8.4. Dado X um conjunto entdo existe um mdodulo livre A com base X.

Teorema 1.8.5. Todo R-maodulo M é um quociente de um modulo livre.

Demonstracao. Seja UM o conjunto subjacente de M. Pelo teorema 1.8.4 existe um moédulo
livre com base UM. Definamos f : UM — M por m — m. Pelo teorema 1.8.2 existe uma
tinico homomorfismo f : A — M que é uma extensio de f. Note que f é sobrejetivo pois
f € sobrejetivo entao A/kerf: imf =M.
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Definicao 1.8.6. Uma resolucao livre de um R- mdédulo M é uma sequencia exata

o1 o)

RN - S ja) £ M =0

onde cada F), ¢ um modulo livre e im0, ;1 = kerd,

Teorema 1.8.7. Todo R-mddulo M tem resolucao livre.

Demonstracao. Pelo teorema 1.8.4 existe um moédulo livre Fj, e uma sequéncia exata
0 — Sy - Fy - M — 0. Analogamente para Fj existe um moédulo livre F} e uma
sequencia exata 0 — S7 — F; — Sy — 0. Por inducao temos um maédulo livre F), e uma
sequéncia exata 0 — 5, — F,, — S,_1 — 0 unindo todas estas sequencias, obtemos o

diagrama.

. £ ds j 28 a2 F & Fy—5>M
S Sh So

onde as aplicagoes d,, sdo as composigoes indicadas. Para todo n temos que ker(d,) = S,

—0

e im(d,, 1) = ker(d,,) portanto é uma sequéncia exata.

Teorema 1.8.8. Seja o diagrama com 3 sobrejetiva:

Se F' ¢ livre e dado o : F — C' entao existe v : F'— B com o = (v

Demonstragio. Seja X = {x; : i € F'} uma base de F. Como 3 é sobrejetiva, cada au;
pode ser levantado, entdo existe um elemento b; € B com [(b;) = a(x;). Pelo axioma de
escolha existe uma funcao ¢ : X — B com ¢x; = b; para todo ¢ € I. Pelo teorema 1.8.2
existe um homomorfismo v : F' — B com 7(z;) = ¢(x;) para todo i € I. Note que a = /37,
de fato para z; € X temos que 5y(z;) = po(x;) = B(b;) = ax;.

]
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Corolario 1.8.9. Se I’ é livre entdo o funtor Hom(F, —) € ezato.

Definicao 1.8.10. Seja P um R-mddulo dizemos que P é projetivo se

P
//
g//
/ !
//
¥
B 5 C 0

para cada f € Hompg(P,C) e [ sobrejetiva existe um g € Hompg(P, B) tal que fg = f.

Teorema 1.8.11. Um R-mdédulo P é projetivo se e sé se Homg(P, —) é ezato.

Demonstragio. Supor que Hompg(P, —) é exato e considere o diagrama

B 5 C 0

Como f. : Homg(P, B) — Hompg(P,C) é sobrejetivo entdo existe g € Hompg(P, B) com
f = B.(g9) = Bg portanto P é projetivo.

Para a volta observe que Hompg (P, —) é exato a esquerda, portanto Hompg(P, —) é exato se

e somente se (3, é sobrejetivo. O ultimo é equivalente com a definicdo de médulo projetivo.

]

Teorema 1.8.12. Se P é projetivo e 3 : B — P ¢é epimorfismo, entio B = ker(§) & P,
onde P' ~ P.

Demonstragio. Considere o diagrama

Como P é projetivo entao existe uma aplicacao v : P — B com v = 1p, note que v é

injetiva e pelo teorema 1.4.7, B = ker3 & P’, onde P’ ~ P.
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]

Teorema 1.8.13. Um R-modulo P é projetivo se e s se é um somando de modulo livre.

Mais ainda cada somando de um projetivo é projetivo.

Teorema 1.8.14. Um R-mddulo A é projetivo se e so se existem uma familia {ay, | k €
K} C A de elementos de A e uma familia {pr : A — R, k € K} de R- aplicagoes tais que:

i) Sex € A entio pr(x) =0 para quase todo k € K,

ii) Sex € A entioxz =" pp(z)ar
keK

Mais ainda, A é gerado pelo conjunto {ax, k € K}.

Demonstracdo. Supor que A é projetivo, e seja ¢ : F' — A um epimorfismo de algum
R-médulo livre F'. Entao existe ¢ : A — F com ¥y = 1,4. Seja {e; : k € K} uma base de
F.Se z € A entdo ¢(z) tem uma unica expressdo p(z) = Y _rey, onde 1, € R e quase
todos ry = 0. Definamos ¢y : A — R por pg(x) = ri. Note que ¢(x) = 0 para quase
todo k. Seja ay = ey, entdo como 1 é epimorfismo temos que {ay | k € K} gera A como

R-mo6dulo. Mais ainda, se © € A entao

v =1vp(@) =0 rrer) =Y retb(er) =Y or(@)(er) =Y or(a)a.

Agora, supor que existem {ay | k € K} e {¢, : A — R | k € K}.Seja F um R-mbdulo
livre com base {e; | k € K} e considere homomorfismo v : F — A dado por e, — ay. E
suficiente mostrar que existe um homomorfismo ¢ : A — F' tal que ¥¢ = 14. Definamos
¢: A— F como z — Y _ ¢i(x)ey. Note que esta soma ¢ finita, pela condicdo i) , e ¢
esta bem definida pela condigdo ii), além disso Yp(z) = ¢ > pp(z)er =D or(x)i(er) =
> (prz)ay = x. Assim o = 14 e P é projetivo.

O
Definicao 1.8.15. Um R-moédulo E é injetivo se, para cada R-moédulo B e para cada

submédulo A de B, dado f € Hompg(A, E) existe um homomorfismo g : B — E que faz o

diagrama comutar

E
*
N
N
¥ N9
\\
N
0 A = B

onde ga = f.
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Teorema 1.8.16. Um R-mddulo E ¢ injetivo se e s6 se o funtor contravariante Hompg(—, E)

¢ exato.

Demonstra¢io. Supor que E é injetivo. Como Hompg(—, E) é contravariante e exato a
esquerda, é suficiente ver que leva monomorfismos a epimorfismos. De fato, sejaa: A — B
injetivo, tome f € Hompg(A, E) como E é injetivo existe uma extensao g € Homg(B, F).
Note que f = ga = a*(g), onde o : Homg(B, F) — Hompg(A, F) é induzido por a. Entao

a* é sobrejetiva. Dai Hompg(—, E) é exato.

]

Teorema 1.8.17. Um R-modulo E € injetivo se e somente se cada sequéncia exata curta
0 E—+B C 0 cinde. Em particular, E é um somando direto de B.

Demonstracao. Supor que E é injetivo, considere o diagrama

entao existe um homomorfismo g : B — F com gi = 1g, assim a sequéncia cinde.

Agora vejamos que E é injetivo, considere o diagrama com a monomorfismo

E

0 M’ M

«

Construindo o diagrama pushout (veja [10], pagina 41).

E “ P

f I

0 M’ M

«

pelo exercicio 2.30 em [10] temos que o : E — P é um monomorfismo. Pela hipotese
existe B : P — E com fa’ = 1g. Seja g : M — E o homomorfismo dado por ¢ = Sf,
entdo ga = Bf'a = Ba' f =1pf = f. Portanto E é injetivo.
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]

Teorema 1.8.18. (Criterio de Baer) Um R-mddulo E é injetivo se e s6 se para todo

homomorfismo f : I — E, onde I é um ideal d esquerda de R, pode ser estendido a R.

Demonstragao. Ver [10], pagina 68.
]

Definigao 1.8.19. Seja M € MM, m € M er € R\ {0} e r nao é divisor de 0. Dizemos
que m é divisivel por r se m = rm’ para algum m’ € M. Dizemos que o médulo M é
divisivel se cada m € M é divisivel para todo r € R que nao é divisor a esquerda 0 (isto é,

nao existem s € R com s # 0 e sr = 0).

Lema 1.8.20. Cada maodulo injetivo E € divisivel.

Demonstracio. Sejam € Eer € R\ {0} e ndo é divisor de zero. Definamos Rr = {sr |
s€ R} e f:Rr— E por f(sr) = sm, note que f é bem definida pois  nao é divisor a
esquerda 0. Como E é injetivo existe um homomorfismo g : R — E que é uma extensao de

f. Em particular

Dai m é divisivel por r, entao E é divisivel.

O

Teorema 1.8.21. Se R é um dominio de ideais principais entao um R-modulo D é

divisivel se e so se € injetivo.

Demonstracio. Se D é injetivo pelo lema 1.8.20 temos que D é divisivel. Agora se D é
divisivel, seja I << R com I # 0. Como D é dominio de ideais principais, entdao I = Rr com

r # 0. Definimos o diagrama

0 1 - R

onde, f(r) = m € D = m = rm/ para algim m’ € D pois D ¢ divisivel, e definimos

g(s) = sm/. Assim g |;= f e pelo teorema 1.8.18 D é injetivo. ]

Lema 1.8.22. Todo grupo abeliano G pode ser mergulhado num grupo abeliano injetivo.
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Teorema 1.8.23. Se D € um grupo abeliano divisivel entio Homz(R, D) € g € injetivo.

Teorema 1.8.24. Se M € g entao M pode ser mergulhado num maodulo injetivo.

Demonstracao. Consideremos M como um grupo abeliano. Pelo lema 1.8.22 M é mer-
gulhado num grupo abeliano injetivo D, para algum grupo D divisivel. Isto é existe
monomorfismo de Z-médulos 0 —= M —-> D . Se m € M definamos fm : R — M por
f(r) = rm. Note que ¢ : M — Homgy(R, D) dada por ¢(m) = if,, é uma R-aplicacdo
injetiva, entdo M = im¢ C Homy(R, D).

]

Definicao 1.8.25. Uma resolugao injetiva de um R-mdédulo M é um sequéncia exata

0—>M-—>E">E'—> ... 5 E" > E" —

Onde cada E™ é um R-mo6dulo injetivo.

Teorema 1.8.26. Para cada R-modulo M existe uma resolucao injetiva.

Demonstracao. A prova é o dual do teorema 1.8.7 usando o teorema 1.8.24.
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2 Homologia de Modulos

Neste capitulo usaremos resultados do livro [10].

2.1 Homologia de Funtores

Definicao 2.1.1. Um complexo A é uma sequéncia de médulos e morfismos

dn+1 d

R A Ny . —
para n € Z com d,d,+; = 0 para todo n. Denotamos um complexo A com (A, d).

Exemplo 2.1.2. Sejam A um complexo e F' um funtor covariante entao

Fd,

FA=- —=F(A) 1% F(A,_ 1) —> -

é também um complexo. Em particular se A é uma sequéncia exata entao F'(A) é um

complexo, nao precisa ser exata.

Definigao 2.1.3. Se A e A’ sdo complexos, um morfismo ou morfismo de cadeias f : A —
A" é uma sequéncia de homomorfismos f, : A, — A/, para todo n € Z tal que o seguinte

diagrama comuta:

dn+1 d
S An+1 An - An—l

fn+1 fn fn—l

/ / /
v An+ 1 / An ’ Anf 1
dn+1 dn

Lema 2.1.4. Seja Comp com objetos os complexos de R-mddulos e morfismos definidos

acima. Comp é uma categoria preaditiva.

Definicao 2.1.5. Se (4, d) é um complexo entdo o n-médulo homoldgico é

H, = ker(d,)/im(d,,41)

Como d,d,,1 = 0 entao imd,, 1 C kerd,, assim o médulo quociente é bem definido.
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Definigao 2.1.6. Os elementos de A,, sao chamados n — cadeias, os elementos de ker(d,,)

sdo chamados n — ciclos e os elementos da im(d, 1) sdo chamados n — bordos.

Usamos a seguinte notacao
ker(d,) = Zn(A) = Z, e im(dyi1) = Bo(A) = B,

Assim podemos escrever H,(A) = Z,(A)/B,(A).

Definig¢ao 2.1.7. Seja f : A — A’ um morfismo de cadeias, definimos

H,(f): H,(A) = H,(A"

como H,(f)(zn + Bu(A)) = fu(zn) + Bu(A'), entao H,(f) é um homomorfismo de R-

modulos bem definida. H,(f) é chamada aplicagao induzida por f, denotaremos ela por f,

Vejamos que f, = H,(f) é bem definida. Dada uma cadeia de aplicagbes (suprimindo
os indices) temos que fd = d'f. Seja z, um n-ciclo entdao dz, = 0. Dai temos d'f(z,) =
fd(z,) = 0 entao f(z,) é um n-ciclo. Além disso seja b, € B,(A) entdo b, = da para
algum a. Dai fb, = fda = d'fa € B,(A"). Como f, preserva ciclos e bordos, segue que a

formula para f, é bem definida.
Teorema 2.1.8. Para cada n, H, : Comp — gIN é um funtor aditivo.
Defini¢ao 2.1.9. Um complexo (A, d) é exato se H,(A) = 0 para todo n.

Exemplo 2.1.10. (complexo exato de Koszul) Seja () um grupo abeliano livre, fini-
tamente gerado, com base ¢y, ..., ¢,. Entao , definimos Q™ := {¢™ | ¢ € @} é um grupo

abeliano livre com base ¢7", ..., ¢,". Consideramos o complexo exato de Koszul.

81,m 8O,m

6k,m
Py —=72 — 0

Pom:"'_>Pk,m4>Pk—1,m le

) )

onde Py, = Z[Q™], Prm = ®1<iy<.<iy<nZ[Q™]e;, - - - €;, para k > 1 e 0y, ¢ a aplicagao
de aumento. O diferencial O, : Py — Pe—im, parak >1lel <ij3 <ig < --- < i <né
definido por

Opm (€5 -+ 5 €5,) = Z (—1)]'((1?]_I —1)e;,...6,...e5,
1<5<k

para alguns inteiros 1 < iy < --- < i < n e para 0 uma permutacao de {1, ..., k} definimos

{1\, . )
6i5(1)6i5(2>"'6i5(k) — ( 1) 6116’52"'67,k'
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Observagao 2.1.11. Seja A:---——= A; &, A; 1 —— -+, um complexo exato de

modulos e F' um funtor exato e aditivo entao

d;

FA:"' FAZ FAZ'—IH"'

é um complexo exato pois o complexo A quebra em sequéncias exatas curtas

e portanto 0 —— F'(kerd;) FA,; F(imd;) —0 ¢é uma sequéncia exata.

E facil ver neste caso que F(imd;) = F(kerd;_1) = im(Fd;) = ker(Fd;_4).

Definigao 2.1.12. Um complexo (A, d) é um subcomplexo de (A',d") se todo A,, é um

submédulo de A/ e d,, = d, |4, para todo n. Definimos o complexo quociente

AJA= e A A, T2 A A, s
onde d',(a), + A,) = d,(a),) + A,_1 sdo os morfismos.

Definigao 2.1.13. Sejam (A4,d), (A',d') e (A", d") complexos. Entdo, dizemos que

0 At A P g 0

/ N . 2 p ,
é uma sequéncia exata de complexos, se 0 Al —s A, — A" 0 é exata, para
todo n € Z.

Teorema 2.1.14. (Homomorfismo de conexdo) .Seja 0 At AL A

uma sequéncia exata de complexos. Para cada n, existe um homomorfismo

0y : Hy(A") = Hy_y(A')

definido por

2"+ Bo(A") iyt dpy (") + Booa (A)

Demonstragdo. Considere o diagrama comutativo com linhas exatas:

Pn
0 Al A, A" 0
d, dn d

In—1 Jn—1
0—=A;, : Anq - Al —0
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Supor 2" € A com d/!(2") =0, como p, é sobrejetiva, podemos levantar 2" para a, € A,
e depois levar para abaixo para d,(a,) € A,_1, pela comutatividade d,,(a,) € ker(j,—1) =
im(i,_1). Dai segue que d,i," d,(a,) é bem definido. Como i,_; ¢ injetivo existe um tnico

€ ALy com in_y(d,_) = dy(an).

/

an—l

]

Defini¢ao 2.1.15. Os morfismos 9, : H,(A") — H,,_1(A’) sdo chamados homomorfismos

de conexao.

Teorema 2.1.16. (Sequencia exata longa) Se 0 A s AL pr 0 éuma

sequéncia exata de complexos, entdo existe uma sequencia exata longa de R-mddulos

o Hy(A) " Ho(A) > H,(A") 2~ H, ((A) 2> H, oy (A) — -

Demonstracao.

(1) Exatidao em H,_1(A) se e s6 se im i, = ker p,
Primeiro im (i,) C ker (py), pois p.is = (pi). = 0, = 0.

Agora vamos mostrar ker (p,) C im (i,). Se p.(2+B) = p(z)+B" = B" entdo p(z) = d"(a").
Como p é sobrejetora existe a com a” = pa , entdao p(z) = d"p(a) = pd(a) e p(z —d(a)) = 0.
Pela exatidao existe a’ com i(a’) = z — d(a), logo id'(a") = di(a’) = d(z) — dd(a) = 0 pois
z é um ciclo. Como i é injetivo temos que d'(a’) = 0 portanto a’ € Z'. Dai i,(a' + B') =
i(d)+ B=2z—d(a)+B=z+B.

(2) Exatidao em H,_1(A") se e 86 se im p, = ker 0.

Primeiro vamos mostrar im (p,) C ker (9). Considere dOp.(z+ B) = d(p(z) + B") = 2’ + B/,

onde i(2') = dp~'p(z) = d(z) = 0, como i e injetivo entdo 2’ =0 e Ip, = 0.

Agora vejamos que ker 0 C im p,. Se (2" + B”) = B’ entdo 2/ = i 'dp '(2") € B’
entdo 2’ = d'(a’). Logo i(2') = id'(a’) = di(a’) = dp~*(2"), entdo d(p~ ' (2") —i(d')) =0 e
P () — i) € Z. Dai pu(p (") — i) + B) = pp (") — pid) + B' = 2" + B,
(3) Exatidao em H, _1(A”) se e s6 se im (9) = ker (i,)

Primeiro im (9) C ker (i), como i,0(z" + B") = i(z') + B, onde i(z') = dp~' (") € B.

Agora vamos mostrar que ker (i,) C im (9). Supor que i.(z' + B') =i(z') + B = B, entao
i(2') = d(a),logo d"p(a) = pd(a) = pi(z') =0 e p(a) € Z". Mas d(p(a)+B") = 2'+B’, onde
i(z') = dp~'p(a) = d(a) = i(z'), como i é injetivo entdo 2’ = 2’ e d(p(a) + B") =2 + B'.

]

Observagao 2.1.17. O teorema anterior é chamado o Tridngulo Exato
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H(A') H(A)

P 4]

H(A//)

Teorema 2.1.18. (Naturalidade) Considere o diagrama comutativo de complezos com

linhas exatas:

0 Al : A b A" 0
f g h
0 C’ : C a c” 0

J

f gx h fa
T Hn<0,) A Hn(C) s HH(C”) Y anl(cl) -

Demonstracao. A exatidao das linhas segue pelo teorema 2.1.16. Os primeiros dois qua-
drados comutam porque H,, é um funtor. A defini¢do dos homomorfismos de conexao 0 e

0 implica na comutatividade do 3° quadrado.

]

Defini¢ao 2.1.19. Seja f : A —+ A’ uma cadeia de morfismos. Dizemos que f é ho-
motépicamente nula, se existem homomorfismos s, : A, — A, tais que para todo

n:

fn = d;H_lSn + Sn—ldn
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dn1 dn
e — An+1 An An—l —
Sn fn Sn—1
/ / /
"'_>An+1 d An d An71_>”'
n+1 n

Se f e g sdo dois morfismos de cadeias de A em A’, entao dizemos que f é homotdpica a g

se f — g é homotdépicamente nula. As aplicagoes {s, : n € Z} formam uma homotépia.
Observagdo 2.1.20. A homotépia é uma relagao de equivaléncia em Homegp, (A, A').

Teorema 2.1.21. Sejam f , g : A — A" morfismos de complexos, entio

fe=9.: Hy(A) — H,(A)
para todo n € 7.

Demonstragdo. Seja z um n — ciclo entdo fz — gz = d'sz + sdz , como dz = 0 temos que
fz—gz € B,(A4") entdo f. = g..

2.2 Funtores Derivados
Definicao 2.2.1. Seja X um complexo de R-moédulos, dado por

d; di—1 d1 do

XZ"'HXiHXi_l XO M 0
Definimos o complexo apagado de X como
Xyt — X, xS N 0

Seja Y um complexo de R-mddulos, dado por

Y0 N yo & y1 90y

Definimos o complexo apagado de Y como

Yy : 0 yo_ 9 y1 0y
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Definigdo 2.2.2. Se f: X4 — X4 é um morfismo de cadeias tal que fe = ¢'f,

X,— 2 ox, L x, =0 g 0
| | |

| | |

| | |

| | ‘fo f

| | |

Y Y Y

! ! ! !

X X X A 0

entdo dizemos que f é um morfismo de cadeias sobre f.

Teorema 2.2.3. (Teorema de Comparagdao) Considere o diagrama

X,— 2 ox, L x, =0 g 0
| | |

| | |

| | |

| | ‘fo f

| | |

\ Y \

! ! ! !

X X Xy A 0

onde as linhas sao compleros de R-modulos. Se X,, € projetivo para todo n > 0 e a sequnda
linha é exata, entdo existe um morfismo de complexos f: X4 — X'y tal que dyfy, = fdo.

Ainda mais se existe outro morfismo de complexos h : X4 — Xp que estende f entao

7~ h.
Demonstragao.

(i) A existéncia de f é feita usando usando inducio em n. Se n = 0 temos o diagrama

/ 2 !/
X, A 0
Como ¢’ é sobrejetiva e X é projetivo, existe um homomorfismo f, : Xy — X/, com
—
efo=re.

Supor que ja construimos fo,--- , f, morfismos. Note que im (f,dy41) C im (d, ;) =

ker(d.) pois d., f,dns1 = [p_1dndni1 = f,_10 = 0. Entdo temos o diagrama
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Xn+1
7
e
- e
fn+1 7 —
P 4 fndn+1
e
e
i
! s g
Xnt1 7 imd;, 0

n+1

Como X,,41 é projetivo existe um homomorfismo f,.; : X,11 — X, 4, com d), f,41 =
fndnJrl'

ii) Unicidade de f por homotopia. Supor que existe h : X4 — , outro morfismo de
ii) Unicidade d h t S te h : X X', out fi d

cadeias satisfazendo £'hg = fe. Construimos uma homotopia s por inducao.

Definamos s_; : 0 — X como s_; = 0. Para o passo indutivo e também para sy,

. rd . 7 . . .
provaremos que im (hpy1 — f,11 — Sndp+1) C im d,,, assim temos o diagrama:

Xn+1
s
s
s
Sn+1 _
P hn+1_fn+1_5ndn+l
s
v
4 d 42
!/ n : !
Xt imd;, ;o 0

Como X4 é projetivo existe um homomorfismo s,41 : X,41 — X, satisfazendo a

equagao que queremos. Para verificar a inclusao, pela exatidao da linha inferior no diagrama
original temos que im (d},,) = ker (d/, ;) é suficiente mostrar d,, . (hn41— f 1= Sndnt1) =
0.

De fato

;z+1(hn+1 - ?n+1 - 5ndn+1) = d'/n—i-l (hn—i—l - TnJrl) - (hn - 7n - Sn—ldn)dn—i—l
- ;z-i—l (hn+1 - fn—i—l) - (hn - fn)dn—i—l
= 0

pois h e f sdo morfismos de cadeias.
O
Definicao 2.2.4. Seja F' : g2 — ¢, um funtor aditivo. Para cada A €r 9 fixamos

uma resolugao projetiva:

P P,
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Denotemos com L, F' o n-esimo funtor derivado de F' definido por L, F' : g2t — 90 como
(L F)(A) = H,(F(Pa)) = ker Fd,,/im Fd, . Para completar a defini¢ao de L, F’ vejamos
como age em f: A — B um homomorfismo de R-moddulos. Pelo teorema de comparacao

existe um morfismo de cadeias f : P4 — Py que extende f. Definamos:

(L,Ff: (L,F)A— (L, F)B
por (L, F)f = H,(Ff), entdo (L, F)f : z, + im Fdyiq — (Ff)z, +im Fd,,_,

Observagao 2.2.5. (L, F)f nao depende de f, se h : P4 — Pp outro morfismo de cadeias

que extende f entao pelo teorema 2.2.3 h ~ f = F(h) ~ F(f) entao pelo teorema 2.1.21
temos que H,(Fh) = H,(Ff).

Teorema 2.2.6. Dado um funtor F', entdo L,F é um funtor aditivo para todo n.

Seja P b, & P & P, do
A entdo usando P construimos o funtor derivado (L,T)(A) = H,(T(P4)).

A 0 uma outra resolucao projetiva fixa de

Teorema 2.2.7. Para qualquer funtor aditivo T', o funtor derivado L,T e L,T sio
naturalmente equivalentes. Em particular, para cada A, (L,T)A = (lALnT)A . Isto €, que

estes modulos sdo independentes da escolha da resolucao projetiva de A.

Demonstragio. Considere o diagrama

'%PQ P1 PQ A 0

'—>P2 Pl PO B 0

onde a linha superior é a resolucao projetiva escolhida de A usada para definir L, T e a
linha inferior é usada para definir L,T. Pelo teorema 2.2.3, existe um morfismo de cadeias
i:Py— Py que estende a 14, tnico por homotopia e aplicando T" obtemos um morfismo

de cadeias T : TPy — TI3A sobre 174 esta ultima induz homomorfismos

T4 = Ho(T(i)) : (L,T)A — (L, T)A.

Afirmamos que 74 é um isomorfismo. Trocando P com P obtemos a inversa de 74, pelo
teorema 2.2.3 existe um morfismo de cadeias j : P — P4 que estende a 14 entdo o

homomorfismo
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H,(T()) : (L,T)A — (L, T)A

¢é a inversa de 74, de fato como ji : P4 — P, é também um morfismo de cadeias
que estende a 14, como 1p, : P4 — P4 é um morfismo de cadeias que estende 14
entdo o teorema 2.2.3 diz que ji ~ 1p, entdo T'(1p,) ~ T(ji). Assim 1y, (rp,)) =
Hu(T(1p,)) = Hu(TGi) = HoTGT@) = Ho(TG)HAT() = Ha(T())7a. Por

semelhanca H,,(T'(i))H,(T(j)) = 1, . Portanto 74 é um isomorfismo.

(T(Pa))
O

da dy

Corolario 2.2.8. Seja P : --- P, P, P—==A 0

uma resolugio projetiva e defina Ko = ker (¢) e K, = ker (d,) para todo n > 1. Entao, se

T é covariante

(LpirT)A 2 (LT Ko = (Ly 1 T)K; & -+ = (L1 T) K,

di

Demonstracao. Notemos que --- — P b P Ky 0 é uma resolugao

projetiva de Kj. Definamos @),,_1 = P, e A,_1 = d,, paran > 1 . Assim a resolucao fica

Ay

Qi"'—>Q2A2 o Qo K, 0

Por definicao temos que

(LT)Ko = Hy(TQr,) = ker(TA,)/im(TAps1) = ker(Tdyy) /im(Tdpss) = Hyr (TPa)
= (LynT)A

Lema 2.2.9. (Lema de Ferradura) Considere o diagrama:

d, dy
P Py
d; dy
2 Py
e’ e”
0> A A A" 0
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onde as colunas sao resolucoes projetivas e a linha é exata. Entdo existe uma resolugdo
projetiva de A e uma cadeia de morfismos tal que as colunas formam uma sequéncia exata

de complezos

Demonstracao. Por inducao, é suficiente completar o diagrama 3x3:

0 0
\ \
\ \

<--o

Y Y

0--=K)-—=Ky——=Kll'-—=0

p

\
¥

0 A A A" 0
!
!
¥
0

0 0

onde as linhas e colunas sao exatas, Fy, Py sdo projetivos e K = ker (¢'), K] = ker (¢").
Definamos Py = Py® Py eig : By — Pypor 2’ — (2/,0) e pg : By — Py por (¢, 2") — 2.

E claro que P, é projetivo e que 0 P~ P, o Py 0 é exata. Como Py é
projetivo, existe um homomorfismo o : Py — A com po = &”. Definamos ¢ : Py — A por
e(2',2") = ie'(2') + o(2”) . Note que se Ky = ker (¢) o diagrama 3x3 comuta. A linha,

superior ¢ exata pelo lema 3 x 3 (ver [10], pagina 175).

]

Teorema 2.2.10. Seja 0 — A" — A — A" — 0 uma sequéncia de médulos. Se T é um

funtor aditivo covariante, existe uma sequéncia

i o L, TA — L, TA— > L, TA" 21, \TA — ...

o —> LiTA'—— LiTA—— Ly TA" —0

Demonstragio. Sejam --- — P{ — Py — A" —0e---— P/ = P/ — A” — 0 resolugoes
projetivas de A" e de A”. Pelo Lema de 2.2.9 existe uma resolucao projetiva de A isto é,
.-+ — P, — By — A — 0. Observamos que cada linha 0 — P/ — P, — P — ( exata é
cindida, pois P!’ é projetivo. Como T é um funtor aditivo 0 — TP/ — TP, — TP" — 0
¢ exata também (embora 7" nao ¢ um funtor exato) e pelo Teorema 2.1.16 existe uma

sequéncia exata longa
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.-w— H,(TP)) — H,(TP,) — H,(TP,) — Hy_(TPy) — - -

Isto é , existe uma sequéncia

oo = L,T(A) = L,T(A) = L,T(A") = L,_,T(A") = ---

Pelo Teorema 2.2.7 L, T(A) = L,T(A) sio naturalmente equivalentes entfio obtemos uma

sequéncia exata longa

o= L,T(A") —» L,T(A) = L,T(A") = L, 1T(A") — - --

Note que L, T = 0 para n < 0 pois P, = 0 para todo n < 0 entao T'P,, = 0 para todo
n < 0.

]
Corolario 2.2.11. Para cada funtor covariante T', o funtor derivado LoT € exato a direita.

Teorema 2.2.12. Os homomorfismos de conexdo sdo naturais isto é, dado um diagrama

comutativo com linhas exatas

0 A A A" 0
f/ f fl/
0 B’ B B" 0

Entao o sequinte diagrama comuta para todo n > 1

L,T(A") 0 L, T(A)

(LnT)f" (Ln-1T)f'

Q)

L, T(B") Lo T(B')

onde 0 e 0 sao os homomorfismos de conexao.
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Demonstracio. Sejam P’ .P", Q' e Q" sao resolucoes projetivas de A" , A", B’ e B”
respetivamente. Pelo teorema 2.2.3 construimos um morfismo de cadeias F' : P}, — Q'
sobre f" e F" : P, — Q% sobre f”. Pelo lema 6.24 de [10] existem resolugdes projetivas
Pde Ae @ de B e um morfismo de cadeias F : Py — Q B sobre f, assim obtemos um

diagrama comutativo de complexos com linhas exatas:

0 P, P, P/ 0
F’ F F"
0 /B/ QB /é// 0

Note que este diagrama permanece comutativo e com linhas exatas depois de aplicar T'. O

resultado segue do teorema 2.1.18.

2.3  Funtor Tor

Definigao 2.3.1. Se T = — ®x B, entdo definimos L,T = Tor’(—, B). Em particular,
Tor?(A, B) = ker (d, ®1)/im (d,11 ® 1) , onde

da dy do

P A 0

P, Py

é qualquer resolucao projetiva de A.

Teorema 2.3.2. A definicio de Torff(A, B) ¢ independente da escolha da resolu¢io proje-
tiva de A.

Demonstracao. Pelo teorema 2.2.7 temos o resultado.

Teorema 2.3.3. Sejam A € Mr e B € g,

da

P Py P

02 o1 o

B 0

Q:-- Q2 1 Qo

resolugoes projetivas, entio H,(Px ®r B) ~ H,(A ®gr Qp).
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Observagao 2.3.4. Sejam A € Mgr e B € gIN entao

Torf (A, B) = H,(Ps ®r B) = Hy(A®r Qp)
onde P4 e ()p sao resolugdes projetivas.

Teorema 2.3.5. Se n € negativo entio Tor (A, B) = 0 para todo A, B.

Demonstracio. Seja Qg =: -+ — Q1 — Qo — 0 para todo A, B. Entao A ®r B s6 tem
zeros a direita de A ®g Qo, dai Tor(A, B) = 0 para todo A , B e n < 0.

]

Teorema 2.3.6. Torl e A®p — sio naturalmente equivalentes. Também Torl(—, B) e

— ®pr B sdo naturalmente equivalentes.

Demonstracio. Seja a resolucao apagada Qg : --- Q1 @ Qo %0 entdo temos
que Torf (A, B) = ker (1 ® dy)/im (1 ® dy). Note que a resolucdo projetiva dada por
1 @ Qo—=B 0 ¢ exata entao aplicamos o funtor A ® g — temos:
1®dy 1®e

ARQ —=A®Qy—A®r B——=0

é uma sequéncia exata. Entao como ker(1 ® €) = im (1 ® d;) a aplicacdo 1 ® £ induz um
isomorfismo ¢ : ker (1 ® dy)/im (1 ®d;) - A®Rr B.

m
Observacao 2.3.7. Se T' é um funtor exato & direita entao LT = T.
Teorema 2.3.8. Se 0 B’ B B 0 € uma sequéncia exata de R-
modulos a esquerda entao existe uma sequéncia exata longa
o —>Tor(A,B") 2> A@p B —> A@r B—> A®p B' —=0
com O o homomorfismo de conexdo, e analogamente na outra varidvel.
Demonstracao. Pelos teoremas 2.2.10 e 2.3.6 obtemos o resultado.
m

Teorema 2.3.9. Tor®(A,B) =0sen>1 e A ou B ¢ projetivo

Demonstracdo. Suponha que A é projetivo e como a definicdo de Tor nao depende da

escolha da resolugao projetiva entao seja P:0——=F, = A M A0 com P,=0
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para todo i > 1. Entdo Tor’(A, B) = H,(Py ®g B) = 0 se n > 1. O caso quando B é

projetivo é analogo.

]

Definicao 2.3.10. Seja R um anel associativo. O anel oposto R’ é o anel com mesma

estrutura aditiva (R, +) mas o produto ry % ro = r5.r; onde - é o produto em R.

Se A € Mr entdao A € ropIN.
Exemplo 2.3.11. Seja A e Mre B € gM= A€ royMe B € Mpor ¢ AQrB ~ BRpop A.

Teorema 2.3.12. Sejam A, B € gIN, entao

Torf(A, B) ~ Tor®” (B, A)

para todo n > 0.

Demonstracao. Seja Pyq : - -- Py By 0 uma resolugao projetiva apagada de

A. Entao pelo exemplo 2.3.11

Tor (A, B) = H,(Pa ® B) ~ Hy(B ®por Pa).

Como P; é um R-moédulo a direita projetivo entdo P; é um R — mdbdulo a esquerda
projetivo, assim H,(B ®ge» P4) = Tor™™ (A, B), para todo n > 0.

O
Corolario 2.3.13. Se R é comutativo entdo
Torf(A, B) ~ Torf(B, A)
Para todon >0 e todo A, B.
Definigao 2.3.14. Dizemos que é A € My € plano se A ®r — é um funtor exato.
Teorema 2.3.15. Se F ¢ plano entdo Tor’(F, B) = 0 para todo n > 1.
Demonstracao. ]

Observagao 2.3.16. Se 0 - K — P — B — 0 é uma sequéncia exata curta de modulos,
temos sequéncias exatas longas em Ext e Tor. Uma demonstracao do resultado sobre
Tor; e Ext' usando mudanca de dimensdo é uma demonstracio indutiva sobre i usando a

sequéncia longa exata.

Teorema 2.3.17. Se Torl(F, B) = 0 para todo B, entio F ¢ plano.
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Demonstragdo. Se 0 B —+B B" 0 é exata, entao

Ta?(F,B")—~F® B 2~ F® B,

é parte de sequéncia exata. Como Torf(F, B”) = 0 segue que 1 ® i é injetivo, daqui F é

plano.
O
Teorema 2.3.18. Tory (P Ay, B) ~ @ Tor(Ay, B) para todo n > 0.
k k
Demonstragao. Use mudanca de dimensao e o teorema 1.4.10.
[

Teorema 2.3.19. Seja I o conjunto direcionado entao Torﬁ(ligigflk, B) ~ @ie[Torf(Ak, B)
para todo n > 0

Demonstragcao. Use mudanga de dimensao e o teorema 1.7.14.

Teorema 2.3.20. Se R ¢ comutativo, entio Tor (A, B) é um R-modulo.

Teorema 2.3.21. Ser € Z(R) o centro de R e p: A — A é a multiplica¢io por r, entdo
s Tor® (A, B) — Tor®(A, B) é multiplicagio com z.

Demonstragio. Semelhante & prova do teorema 7.16 de [10].

2.4 Tor e Torcao

Seja R um dominio e @ o corpo de fragdes de R. K denota o médulo K = Q/R. O

submédulo de tor¢ao tA de um modulo A é definido como:

tA={a € A:ra=0 paraalgum r € R\ {0} }.

Definicao 2.4.1. Dizemos que um médulo A é médulo de torcao se tA = A | também

um modulo A € livre de tor¢ao se tA = 0.

Lema 2.4.2. Eziste um isomorfismo natural Tort (K, A) = A para todo médulo de torcio

A.
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B K 0 obtemos a exatidao de

Demonstracao. Pela exatidao de 0 R—=Q

Torf(Q, A) — Torf (K, A) 2> R@r A—> Q@ A=0

como @ é médulo plano, pelo corolario 2.3.15 Torf(Q, A) = 0 além disso Q @z A = 0
pois A é torcao. Segue que 0 = 04 é um isomorfismo. Se B é torcao e f : A — B é
homomorfismo, da naturalidade do homomorfismo de conexao temos que o diagrama

comuta:

Torf(Q, A) ~~"*—— A
fx f
Tor?(K, B) —2 B

Lema 2.4.3. Tor’ (K, A) = 0 para todo A e todo n > 2.

Demonstragio. A sequéncia exata curta 0 - R — @Q — K — 0 gera sequéncia exata longa
em Torf(—, A) portanto Tor’(Q, A) — Tor’ (K, A) — Tor’ | (R, A) é exata. Como Q e R
sdo planos entdo Tor’(Q, A) = 0 = Tor® (R, A) paran—1 > 1. Portanto Tor%(K, A) = 0
para todo n > 2.

O

Lema 2.4.4. Se A ¢ livre de torgio entdo Tori (K, A) = 0.

Demonstrag¢io. Como A é livre de tor¢ao pode ser mergulhado em um espago vetorial E
sobre (). Como F = &Q, @ ¢é plano como R-mdédulo livre entao F ¢é plano como R-mdédulo.
Como @ é plano como R-moédulo 0 A E E/A 0 é exata entao

Torl (K, E/A) 2~ Torl(K, A) — Tor (K, E) |

é exata. Além disso Torf(K,E) = 0 pois E é plano e pelo lema 2.4.3 temos que
Tor} (K, E/A) = 0.

]

Teorema 2.4.5. Os funtores Tori(K,—) et sio naturalmente equivalentes.
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Demonstragao. Pela exatidao de 0 tA—~ A AJtA 0 obtemos a exatidao

de Tord (K, A/tA) — Torl (K, tA) il Torf (K, A) — Torf (K, A/tA) . Pelo lema 2.4.3
Torl (K, A/tA) = 0. Pelo lema 2.4.4 Torf (K, A/tA) = 0. Daf segue que i, é um isomor-

fismo, como tA é médulo de torgao, entao pelo teorema 2.4.2 Torf’(K JEA) ~ tA.

O
Corolario 2.4.6. Para todo R-mddulo A, existe uma sequéncia exata de modulos
0 tA A QRpA——K®r A——0.
Demonstracao. Como 0 R Q K 0 ¢ exata temos que a sequéncia

Torf(Q, A) —Tor (K, A) —> R@r A—>Qp A—— K @ A——0 éexata. Ob-
servamos que R ®r A ~ A. Como Q é plano como R-médulo entao Tor?(@, A)=0¢eo
teorema 2.4.5 disse que Torf (K, A) = tA.

]

Corolario 2.4.7. Um maodulo A é maodulo de torcao se e somente se (Q R@r A = 0.

Demonstragcio. Se A é modulo de torcao entao Q ®r A = 0. Agora se Q ®g A = 0 entao

pelo corolario 2.4.6 temos que A = tA é mdédulo de torgao.

O

Lema 2.4.8. Se B é R-modulo de tor¢ao entdo Torf(A, B) € tor¢io para todo A e para
todo n > 0.

Demonstragao. Fazemos mudanca de dimensdao. Se n = 0, cada gerador a ® b é de
torcao assim Torf (A, B) = A®p B é médulo de tor¢io. Se n = 1, existe uma sequéncia
exata 0 - N — P — A — 0 com P projetivo, entdo a sequéncia 0 = Tor(P, B) —
Torf(A, B) — N ®p B é exata. Como N ®g B é mbdulo de torgao, pelo caso n = 0 , entéo
o submédulo Torf (A, B) é médulo de torcio. Para o passo indutivo supor que Tor’ (A, B)

¢ modulo de torgao entao pela a exatidao de

0 = Tor” (P, B) — Tor?, (A, B) -2~ Tor(N, B) — Tor®(P,B) = 0,

temos Tor/ (N, B) ~ Tor¥ (A, B) .Portanto Tor’, (A, B) é médulo de torcio.

Teorema 2.4.9. Tor(A, B) é médulo de torcio para todo A, B e todo n > 1.



Capitulo 2. Homologia de Médulos 54

Demonstracao. Seja n = 0 consideremos o caso quando B é modulo livre de torgao. Pelo
corolario 2.4.6 existe uma sequéncia exata 0 - B — F — X — 0 onde E é um espago
vetorial sobre Q e X = E/B é médulo de torcdo. Entdo a sequéncia Tord(A, X) —
Torf (A, B) — Tor{(A, F) é exata. Agora pelo lema 2.4.8 temos que Torf (A, X) é médulo
de torcdo, também Torf (A, F) = 0 pois £ é plano. Assim, Tor{(4, B) é um quociente de
um modulo de torgao, portanto é modulo de torcao.

Agora, seja B arbitrario. Como a sequéncia 0 — tB — B — B/tB — 0 é exata,
entdo Torl(A,tB) — Torf (A, B) — Tor®(A, B/tB) é exata. Note que Tor®(A,tB) e
Torf' (A, B/tB) sio médulos de torgio pois tB é médulo de torgio e B/tB é médulo livre
de torcdo. Logo temos que Torf(A, B) é médulo de tor¢io. Usamos mudanca de dimensio

para completar a demonstracao.

[]
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3 Niumeros Virtuais Racionais de Betti de

Grupos Metabelianos

3.1 Apresentacoes de grupos

Definicao 3.1.1. Seja X um conjunto. Um grupo F' é dito livre com base X, se existe
uma aplicacdo € : X — F de modo que para qualquer grupo G e qualquer aplicacao

f X — G existe um tnico homomorfismo p : F' — G tal que f = pe.

Uma apresentacao livre de G é um epimorfismo 7 : F' — G onde F' é grupo livre. Assim
R = ker(m) é um subgrupo normal em F' e F/R ~ G, os elementos de R sdo chamados as

relagdes da apresentacao.

Supor que 7 : F' — G é uma apresentagdo de GG, com X o conjunto dos geradores livres de
F. Escolha M C F tal que gera o ker(m) como subgrupo normal. Entao ker(r) := (M%) =
(m! = fmf|meM,fecF).

Note que L = 7(X) gera G. Assim, r € F' é uma relacdo de 7 se, e somente se, r pode
se escrever como (m}{*) ... (mk) onde m; € M,u; = £1, f; € F. A apresentagdo 7
junto com a escolha de X e M, determina um conjunto dos geradores para G e escrevemos
G = (X|M).

Definicao 3.1.2. Um grupo G ¢ finitamente apresentado se ele tem uma apresentacao

(X|Ryp), onde conjuntos X e Ry sdo finitos. Esta definicao é independente da apresentagao.

Definicao 3.1.3. Seja G um grupo, dizemos que G é metabeliano se existe um subgrupo

normal A< G e uma sequéncia exata curta de grupos

1 A G—">Q 1

com A e Q = G/A abelianos e 7 a projegao.

Observagao 3.1.4. A é um Z@Q-moddulo a direita.

(1) A operagao soma em A é restrigdo da operagao produto em G.

(2) Para todo ¢ € Q a acdo de q sobre a € A é dado por a-q = g 'ag, onde g € 77 *(q)
é chamada acdo por conjugacio e estd bem definida. Em efeito, sejam g1, g» € 7 *(q)
entdo temos que g;'gs € ker 7 = A, logo existe b € A tal que g; = bgo dai
g7 tagr = (bgy)ta(bgs) = g5t (b~ ab)gs = g5 '(a)gs, pois b,a € A é abeliano.
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Teorema 3.1.5. Seja 1 A G—"+K 1 uma sequéncia exata curta de gru-
pos com A abeliano e m a projecao. Se G é finitamente gerado e K finitamente apresentado

entao A € finitamente gerado como um ZK-mddulo.

Demonstragao. Como G é finitamente gerado entao existem ¢, ..., gx elementos de G tais
que G = (g1, g2, .-, g). Entdo existe um epimorfismo ¢ : F' — G , onde F' e grupo livre com
base ay, ..., a; tal que a; — g; para todo 1 <1 < k. Observe que ¢ = me é sobrejetivo, pois
7 e € 820 sobrejetivos. Como K é finitamente apresentado, pelo teorema 2.2.3 [9] existem
bi,...,b, € F que geram o ker ¢ como subgrupo normal, i.e ker ¢ = (b™'b1b, ..., bbb | b €
F) . Note que e(ker ¢) = ker m = A, e sejam ¢; = €(b;) € A. Para todo 1 <i < p e todo
b € F temos que £(b 'b;b) = e(b) e(b;)e(b). Como ¢ é sobrejetivo, temos que e(F) = G

entao

A = e(kery)
(b byb), ..., (b b,b) 1 b € F)
'e(b1)g,....g 'e(bp)g 1 g € e(F) = G),

o~
Q\

entao A = i ZK + ... + ¢,ZK . Em efeito , seja K gerado por ¢y, ..., g, € como ¢y, ..., ¢, € A,
para 1 <i < n , seja g; € G com W(gz) = ¢; e supor que @ = (g1, ..., gk, C1, ..., ¢p) C G.

Dpi
Definimos m; = Z N, Gi; = Z Ny glj ) € ZK , logo
P P 1 Tr (o, p Pi
I1I1(g; eigs,) ™" = (3 e (0167 (935)) = 2 (2 Mr(or 7(95)) Zczmz
i=17=1 =1 j=1 =1 7j=1
O
Corolario 3.1.6. Seja 1 A G—+K 1 wma sequéncia exata curta de

grupos onde A e K sao abelianos e m a projecio. Se G € finitamente gerado entao K é

finitamente gerado e A como um ZK-mddulo ¢ finitamente gerado.

Demonstracao. Como os grupos abelianos finitamente gerados sao finitamente apresentados

entao pelo teorema 3.1.5 temos o resultado.

m
Definicao 3.1.7. Seja G um grupo. Dizemos que G ¢é do tipo FP, sobre Z, se existe uma
resolucao projetiva P: -+« = P, = -+ — Pob - PP - Py — Z — 0, onde P, é um ZG

-mdédulo finitamente gerado para todo 0 < i < m e Z o ZG-mdbdulo trivial i.e. G age como
1.

Teorema 3.1.8. Seja G um grupo. Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:
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1. Euziste resolucao parcial F, — -+ — Fy — Z — 0 com cada F; ZG-maddulo livre

finitamente gerado, 1 < n.

2. G tem tipo F'P,

3. Para cada resolugdo parcial projetiva Py LN Fy Z 0 de ZG-
mdédulos, onde cada P; é finitamente gerado, i < k, temos que ker(dy) é finitamente
gerado.

Demonstragio. Ver Prop 4.3 de [5] O

Exemplo 3.1.9. Todo grupo G é um grupo de tipo F'F

Lema 3.1.10. G é FP; sobre Z, se e somente se, é finitamente gerado

Demonstracio. Seja G grupo de tipo F'P; sobre Z entao existe uma resolugao projetiva
de Z como ZG -mobdulo,

d3 do dy

P Py—+7 0

P, P

tal que Py = ZG , P, é finitamente gerado e € é a aplicacao de aumento. Além disso o
homomorfismo d; : P; — ker(e) = Ag é sobrejetivo, e Ag é chamado o ideal augmentado
de ZG. Entao Ag é finitamente gerado como ZG-modulo. Supor que Ag é gerado por
{ai—1]a; € Gyi=1,...,n} (veja [11] Lema 9.4 e [5] ex. 1, 3, cap. I ) e seja K o subgrupo
finitamente gerado de G por {ay,...,a,} e seja A ideal augmentado de K. Note que
ZG - Ak = Ag, de fato pois eles sdo ideais de ZG gerados por {a; —1:1 <i < n}. Logo

aplicamos o funtor exato ZG ®zx — 4 sequéncia exata curta

0> Ax -2ZK -7 —0

obtemos

0 — ZG.Ax —- ZG — Z(G/K) — 0

sequéncia exata curta, pois ZG ¢ um ZK - médulo livre e portanto Z(G/K) = ZG/ZG. Ak =
2G/Ag = Z, portanto G = K.

Reciprocamente, seja G um grupo finitamente gerado entao o ideal augmentado Ag é
finitamente gerado (veja [11] lema 9.4 e [5] ex. 1, 3, cap. I ). Suponhamos Ag = (by, ..., by,),
seja 11 : Ag — ZG a inclusao e 71 : @) ZG — Ag homomorfismo sobrejetivo dado por

71(e;) = b;. Definimos dy = i171 : ®1ZG — ZG, logo vemos que a sequéncia
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n 7G8 - 7G Z——=0

¢é exata. Entao estendendo esta sequéncia para uma resolucao livre de ZG -modulos temos
que G é FP;.

O

Teorema 3.1.11. Seja K um subgrupo de indice finito de G. Entdo G € de tipo FPy,

sobre 7, se, e somente se, K € de tipo FP,, sobre Z.

Demonstragio. Veja [5], proposi¢ao 5.1.
O

Teorema 3.1.12. Se G é um grupo de tipo FP,, sobre Z entio H;(G,Z) é um grupo

abeliano finitamente gerado para qualquer 0 < i < m.

Demonstracao. Seja G um grupo de tipo FP,, sobre Z entao existe uma resolucao livre
P, — Z de modo que P; é um ZG-modulo livre de posto finito e cada P; ¢ finitamente

gerado para i < m. Se aplicamos o funtor — ®zq Z ao complexo P, temos o complexo

P,@Zgzi"'—)Pm®ZGz—>Pm,1®20Z—>"'%P0®Zgz—>0,

dai

Hl(G, Z) = Hz(P. ®ZG Z) = ker(di (029 Zdz)/ll’n<dz+1 & Zdz>

Além disso P, ~ (ZG)™ para algum m; < oo se i < m, entao

R Rza 7, ~ (ZG Rza Z)ml ~ 7™,

Assim ker(dy ® idz) C P; @z Z tem posto finito. Portanto H;(G, Z) tem posto finito para
0<i1<m.

]

3.2 O Invariante geométrico de Bieri-Strebel

Seja K um grupo abeliano finitamente gerado. Definimos um caracter de K como um

homomorfismo de grupos

ce: K —R
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onde R é o grupo dos niimeros reais com a operacao de adicao.

Se o posto livre de tor¢ao de K é n € Zsg isto é, K ®; Q = (Z" & finito) ®z Q =
(Z" ®7 Q) & (finito @z Q) = (&,Z) ®z Q = ®,(Z @7z Q) ~ Q", entédo
Homyz(K,R) ~ R".

Denotaremos o grupo dos caracteres por Homgz (K, R), ele pode ser considerado como
um espaco vetorial sobre R. Podemos estender um caracter ¢ de K para uma funcao
£:ZK — RU{co} dada por

min{e(q) :q € K e 1, #0} se = l,q#0
() = o

00 se z =20

Além disso, para todo r,s € ZK
e(r+s) > min{e(r),e(s)} e e(rs) >e(r) +e(s).

Dizemos que dois caracteres € e £ sao equivalentes se e =beondebeReb>0. Note que
esta relagdo é uma relagdo de equivalencia em Homgz (K, R). Seja [¢] a classe de equivaléncia

de e. Denotaremos S(K) o conjunto de todas as classes de equivaléncia

S(K) = {[e] | € € Homz (K, R)\{0}}

S(K') é conhecido como a esfera de caracteres e podemos identificar com a esfera unitaria
S"~' € R™ onde n é o posto de K. Note que S(K) é vazio quando n=0, isto é quando K é

um grupo finito. Para todo caracter € de K , definimos

K. ={qeK|e(q) >0} C K

Observe que K. é um submonoide de K, entdo ZK. é o anel de monoide, que é um subanel
de ZK.

Definicao 3.2.1. O invariante de Bieri-Strebel de um ZK — médulo finitamente gerado

N é o seguinte subconjunto de S(K):
Yn(K) ={[e] € S(K) | N ¢ finitamente gerado como ZK, -médulo }

Outra maneira de definir ¥y (K) em termos do centralizador de N em ZK é
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C(N):={h € ZK : ah = a, para todo a € N} =1+ Annzx(N)}
onde Annzg(N) ={A € ZK: NX=0}. O invariante Xx(K) e C(N) sdo relacionados
pelo seguinte teorema.

Teorema 3.2.2. Sejam K um grupo abeliano finitamente gerado e N um ZK-mddulo
finitamente gerado. Seja € um caracter nao trivial de K. Entao N é um ZK.-modulo

finitamente gerado se, e somente se, C(N) contem um elemento b tal que (b) > 0.
Demonstragio. Veja [3], proposi¢ao 2.1.
O

Corolario 3.2.3. Sejam K um grupo abeliano finitamente gerado e N um ZK -modulo

finitamente gerado. Entao

EN(K) :UbeC(N){[g] | 07é€EHOmz(K,R), €(b) >O}
Além disso, Xn(K) é um subconjunto aberto de S(K).

Demonstragio. Note que é consequéncia imediata do teorema 3.2.2. Agora se b € C(N) o
conjunto {[e] :  e(b) > 0} é aberto, pois ¢é a intersecdo de um nimero finito dos conjuntos
abertos {[¢] : £(¢) > 0}, onde ¢ € K com b= Y nyq, ny # 0 . Portanto Xy (K) é aberto.

O

Definicao 3.2.4. Seja N um ZK-mddulo dizemos que N é manso, se é finitamente gerado

(S

S(K)=YXy§(K)U-XN(K)
onde o ponto antipoda de [e] € S(K) e definido por —[e] = [—¢].

Bieri e Strebel mostraram que, dada uma sequéncia exata curta de grupos N — G — K

podemos escrever a condicao de que G seja finitamente apresentado em termos de ¥y (K)

Teorema 3.2.5. (Bieri-Strebel) Seja N um subgrupo normal abeliano de um grupo
metabeliano G de modo que K = G/N ¢é abeliano. Entao as sequintes propriedades sdo
equivalentes:

i) N é manso como ZK-mdédulo,

i) G € finitamente apresentado,
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iii) G € de tipo FPy sobre 7Z.
Demonstragio. Veja [3], teoremas 3.1 e 4.1.
[

Teorema 3.2.6. (Bieri-Strebel) Sejam K um grupo abeliano finitamente gerado e N um

K-maodulo manso. Entao toda extensio de N por K é um grupo finitamente apresentado.

Demonstragio. Veja [3], teorema 3.1.

O

Definicao 3.2.7. Seja G um grupo e N um subgrupo de G. Definimos a acao diagonal a
esquerda de GG sobre @ N por

gl ®as® ... @ ap) = gag ® gas ® ... ® gay,
onde a; € N para todo 1 <17 < n.

Definigao 3.2.8. Um RK — modulo N, finitamente gerado ¢ dito n — manso se dados

V1, Vg, ..., Uy, 880 elementos de Homyz(K,R)\{0} tais que

vy +ve+...+wv,=0
entdo [v;] € ¥n(K) para algum 1 <i<n

Definicao 3.2.9. Seja N um R-modulo, definimos o produto exterior como

NN = QEN/W
onde W é gerado pelo conjunto {a1 ® as ® ... ® a, + (=1)7ae(1) ® Go2) @ ... ® Ao(n)}

Teorema 3.2.10. Sejam K um grupo abeliano finitamente gerado, R um corpo, N um
RK-modulo finitamente gerado e n > 2 um inteiro. Entdo as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

i) N é n-manso como RK-mddulo,
ii) @RN € finitamente gerado como RK-mddulo via K-a¢do diagonal,
iii) ALN sdo finitamente gerados como RK-médulos via K-agio diagonal para i < n,

iv) ALN € finitamente gerado como RK-modulo via K-acdao diagonal.
) Ak g ¢ g
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Demonstragio. Veja [2] Teorema C e [7], corolario B

]

Teorema 3.2.11. Seja N — G — K uma sequéncia exata de grupos, onde N e K sdo
abelianos e G € finitamente gerado. Se G é de tipo FPy entao N ®z F' € manso como um

FK - médulo para qualquer corpo F.

Demonstragio. Veja [2], teorema D ]

3.3 Homologia de grupos abelianos finitamente gerados

Todos os resultados descritos na se¢ao 3.3 e 3.4 sdo casos particulares do artigo [6].

Defini¢ao 3.3.1. Seja R um anel comutativo, dizemos que R ¢ Noetheriano se toda
cadeia ascendente Iy C I, C I3 C ... de ideais de R é finita, isto é, existe r > 1 tal que
I’I‘ - IT‘+1 = dpy2 = .0

Definigao 3.3.2. Seja R um anel comutativo, dizemos que R é Artiniano se toda cadeia
descendente Iy O I; O I, O ... de ideais de R estabiliza, isto é, existe ¢+ > 1 tal que

Ii - ]i+1 — 1j42 — ...,

Seja R um anel comutativo Artiniano com unidade 1, assim R é um anel Noeteriano.
Lembre-se que um R-médulo V' tem comprimento finito d se existe uma filtracao de
submodulos 0 =V; CV; 1 C--- C V5, C V) CVy =V onde cada quociente V;/V;,; é um
R -médulo simples nao trivial. Todo R-médulo finitamente gerado tem comprimento finito

([1], Proposicao 6.8). Denotamos isto por {g(V') para o comprimento d.

Definicao 3.3.3. (Dimensdo de Krull) Seja M um anel comutativo a dimensao de

Krull de M ¢é k, se k é o nimero maximal tal que existe uma cadeia de ideais primos

P0§P1§...§Pk,emM.

Exemplo 3.3.4. Seja Z o anel dos inteiros entdao a dim de Krull de Z é 1.
Exemplo 3.3.5. Seja k um corpo entao a dim de Krull de k[x] é 1.

Lema 3.3.6. Seja () um grupo abeliano finitamente gerado com base qy,....,q, € I um
ideal de QQ. Seja B := QQ/I e B,, um ideal de B gerado pela imagem do conjunto
{¢7" — 1,...,q)" — 1}. Entao

(i) B/B,, € um anel Artiniano.

(i1) Se sup dimg B/B,, < 0o, entio Uy,>1B,, € finito, onde B,, € o conjunto de todas as
m>1

classes de isomorfismos de B/B,,— maodulos simples.
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(iii) Seja dy um nimero natural. Para todo nimero natural m > 1, sejam V,,, e W, B/ By, -

médulos de comprimento finito, no mdzimo dy. Se sup dimg B/B,, < oo entdo para todo
m>1

J =20,

sup dimg Torf(Vm, W) < oo
m>1

Demonstracao.

(i) Segue diretamente do fato que dimg Q [Q/Q.] < co. Note que B/B,, tem dimensao
Krull 0, dai todo ideal primo de B/B,, é méximal e o conjunto Max(B/B,,) dos ideais

maximais do anel B/B,, ¢é finito.

(ii) Seja F' := (B/By,)/J um B/B,, - médulo simples,dai F' é um corpo. Supor que
Q C F CC. A imagem @ de Q em F é um quociente de um grupo finito Q/Q™. Entao
@Q = Q/H ¢é um subgrupo finito de C*, dai é um grupo ciclico finito dizemos de ordem s,
entao por [8], Teorema 3.1,Cap. VI. Temos que ¢(s) = dimg F' < sup dimg B/B,,, < 00
onde ¢ é a funcao de Euler. Assim existe um limite superior para s. (Sngrlno Q@ ¢é finitamente
gerado, o nimero de subgrupos H de indices s em ) ¢é finito. Assim F' é quociente de

Q[Q/H] e pode ser um QQ-mddulo s6 de um numero finito de maneiras.

(iii) Se lg/p,, (Vin) = s <dy e lp/p, (Wn) =" < dy entdo temos filtracoes

OIFO,mCFLmC Cstl,mCFs,m:Vm
0 - EO,m C El,m c---C Es’—l,m C E517m - Wm
de V,, e W, respetivamente, tais que os quocientes Vi ;= Fip/Fi_1m € Wy =

Ey i/ Ey_1 1 sdo B/ B,,-mbdulos simples nao-triviais. Assim V;,, >~ (B/B,,)/Ji € Wy 1, =
(B/B,,)/J; para alguns J;, J € Max(B/B,,).

Por indugao sobre s, temos que

dimg Tor? (Vi W;,) < > dimg Tor? (Vi ym, Win) (3.1)

1<t<s

de (3.1), obtemos que

dimg Torf(Vm, W) <s. max dimg Torf(Vtm, Win).

De forma andloga, fazendo inducao sobre s’ , temos que

dimg Torf(‘/}/,m, W) <. max, dimg Torf(Vt,m, Wi m)
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Entao

. B / . B
dimg Tor; (V;,, Wi,) < s5'. lngltaé 12@;/ dimg Tor; (Vi m, Wi m)

. B
< d?. max max dimg Tor?(V,, . W,
>~ Wy 1<t<s 1<t <s/ Q j ( t,m» t,m)

Como Vi, Wy o, € {(B/By,)/J | J € Max(B/B,,), m > 1} pelo item (ii) temos que

. B . B
dimg Tor} (Vin, Win) < d. Imax {dimg Tory (Vi m, Werm) | Vian, Werm € Upn>1Bm} < 00
IS_t/gs/

]

Seja () um grupo abeliano livre, finitamente gerado, com base ¢, ..., ¢,. Entao , definimos
Q™ = {¢™ | ¢ € Q} é um grupo abeliano livre com base ¢{", ..., ¢.'. Consideramos o

complexo exato de Koszul (veja [12], corolario 4.5.5).

8k,m 61,m 8O,m
Pom:"'%Pk,mHPk—l,m Pl,m PO,mHZ%O

)

onde Py, = Z[Q™], Prm = ®1<iy<.<iy<nZ[Q™]e;, - - - €;, para k > 1 e 0y, ¢ a aplicagio
de aumento. O diferencial O, : Py — Pe—im, parak >1lel <ij <ig <--- < i <né
definido por

Opm (€5 s €5,) = Z (—1)j(q§? —1)e;,...6,...e5,
1<j<k
para alguns inteiros 1 < iy < -+ < i < n e para 0 uma permutacao de {1, ..., k} definimos

= 6 . . .
Cisc1yCis(ay-+-Cisey *— (—1) €1 €iy---Eiy -

Seja A um Z[Q™]-médulo a direita. Aplicando o funtor (A ®zgm) —) ao complexo P, ,

obtemos um novo complexo

l,c,m 8(/),'m
Sem = A®zigm) Porn 1+ = Spp —= Skin =~ - = Son — = A ®2ziqm) Z — 0
onde o diferencial 0y, := ida ® Ogm » So,n = A € Spp = Dr<iy<ocip<nAes, ..., , para

kE>1.

Lema 3.3.7. Seja Q um grupo abeliano livre, finitamente gerado, com base qi, ...,q, €
A=7Q/I anel, onde I é um ideal de ZQ). Seja A,, um ideal de A,gerado pela imagem do
conjunto {qi* — 1,...,q" — 1}. Entdo

Apker(0,,,) Cim(d,,,,)

em particular, para algum j >0, H;(Q™,A) é um A/A,,-mddulo finitamente gerado.
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Demonstragio. E suficiente mostrar que (¢ — Dker(9;,,) € im(94y,,,) para 1 <i<n,

onde (¢ — 1) é a imagem de ¢;" — 1 em A. Seja A = > iy .1, i ---€ij, € ke (O, )

1<i1<...<ip<n

Entao
0=0nN = D i iOme.c) (3.2)
1<y <. <ip<n
- ¥ Yo (W ai (g — Des, .6 e,
1<i1<...<ip<n 1<j<n
Note que
aih...,ik(q;n — 1>ei1“‘€ik — Z (—1)j_k&i1v”7ik(q2? — 1)6116/Z\J€Zk61 (33)
1<j<k

= 52+1,m((—1)k+1ai1,...,ikeil---eikez‘) € im(al/c+1,m)'

Entao de (3.2) e (3.3) existe 3’ € im(d},,,,) tal que

(qzm_l))\ = Z (C]zm—1)ai1,...,ik€i1---€ik

1<i1<...<ix<n '
- ( Z Z (—1)‘7@1'1,“.71‘1c (qzl — 1)6116/2\36%)61 + y/
1<i1 << <n 1<5<n
= Oei+y =9
O

Teorema 3.3.8. Seja QQ um grupo abeliano finitamente gerado e A um ZQ-mdodulo finita-

mente gerado tal que sup dimg A ®zigm) Q < oo . Entdo
m>1

sup dimg H;(Q™, A) ®z Q < oo para todo i > 0

m>1
Demonstracao.
Fato 1. Podemos supor que @ é grupo livre de tor¢ao (veja [6], Teorema 2.4).

Fato 2. Se o teorema é valido para ZQ-moédulo A ciclico entao ele é valido para ZQ-mbdulo

A finitamente gerado (veja [6], Teorema 2.4).

Pelos fatos 1 e 2 , temos que @) é livre de torcao com base ¢y, ..., ¢, € A é um ZQ-mddulo
ciclico nao trivial, entdo A = ZQ/I para algum ideal I de Z@Q. Seja B = A®; Q ~ QQ/I

e B, o ideal de B gerado pela imagem do conjunto {¢{", ..., ¢ }. Seja

So,m = S:,m Rz Q ) gi,m - 5;,m ® Zd@
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onde S, ,, ¢ o complexo definido antes do lema 3.3.7, entao temos que

B/B,, se i=0
Hi(Qma B) =
Hi(Sem) se i>1

Note que H;(Q™,B) ~ H;(Q™, A) ®z Q é um B/B,, — mddulo finitamente gerado.

Fato 3. Para cada 7 > 0 e i > 0 temos que

sup dimg Torf(B/Bm, ker(0;,m)) < 00 (3.4)

m>1

isto implica que para todo ¢ > 0

sup dimg H;(Se ) < 00 (3.5)

m>1

1. Primeiro mostremos que (3.4) implica (3.5). Definamos

M, 1, := ker(6im) € Nip = im(0;m)

Por [6], observagao 2.3 temos que B, M;,, € N;i1,, dal existe um epimorfismo

TOI'(?(B/Bm; Mz,m) = Mz,m/BmMz,m — Mi,m/Ni—i—l,m = Hz(So,m)

Logo temos que dimg H;(S,,) < dimg Tory (B/ By, M;,,). Entao por (3.4)

sup dimg H;(Se ) < sup dimg Torf(B/Bm7 M;m) < 00

m>1 m>1
2. Provemos (3.4) por indugao sobre 4

2.1 Se i = 0 entao ker(go,m) = B,,. Da sequéncia exata curta 0 — B,, - B — B/B,, — 0

obtemos a sequéncia exata longa

cee Torjfil(B/Bm, B) — Torjfil(B/Bm, B/B,,) — Torf(B/Bm, Bp) — -

Como Torf(B/Bm, B) =0 para j > 1 temos que

Tor?,,(B/Bn, ker(bo,m)) = Tor? (B/ By, By,) =~ Tor? | (B/ By, B/ By)

Note que o comprimento de B/B,, como B/B,,-médulo é no maximo dimg B/B,, ¢
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sup dimg B/B,;, < 00

m>1
Pelo lema 3.3.6 (iii), para j > 1 temos que
sup dimg Torf(B/Bm7 ker(dg,,)) = sup dimg Toer(B/Bm, B/B,,) < 0
m>1 m>1

Finalmente desde que B,,/B? como B/B,,-mddulo é gerado pelas imagens do conjunto

{¢"—1,...,¢™ — 1}. Temos Tory(B/B,, By) ~ B/B,, @5 By ~ B,/ B2, e portanto
dimg Tory (B/ By, By) = dimg B/B2, < ndimg B/ B,y,.

Daqui

sup dimg Tor{ (B/ By, Bm) = sup dimg B/ B2, < n Sup dimg B/B,;, < o0

m>1

2.2 Agora pela hipotesis de indugao, supor que para algum j > 0

sup dimg Tor? (B/ By, Mi—1,m) < 00 (3.6)

m>1
Precisamos mostrar que sup dimg Torf (B/Bpm, M; ) < 00
m>1

Por (2.1) e (3.6) temos que

sup dimg H;_1(Sem) < 00 (3.7)

m>1

Seja M; := B" = ®1<j,<..<ji<nBej, ...€;,. Da sequéncia exata 0 — M, ,, = M; — N, — 0

nos obtemos a sequéncia exata longa

RN Torf(B/Bm, M;) — Torf(B/Bm, Nim) — Torf_l(B/Bm, M; )
— Tor? | (B/Bum, M;) — -+ - = Tor§ (B/ By, Nim) — 0,

como To:réB (B/B,, M;) = 0 para j > 1, obtemos os isomorfismos
Tor? | (B/B, M) ~ Tor? (B/By,, Nim), para j > 2

e a sequéncia exata

0 — Tor?(B/ By, Nim) — Tord (B/ B, M; ) — Tory (B/ By, M;) — Torg (B/ By, Nym) — 0.
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Assim temos que

dimg Tor} | (B/By, M; ) = dimg Tor? (B/ By, Niyw)  para  j > 2 (3.8)

e dimg Tory (B/Bu, M;,n) < dimg Tor? (B/ By, Nim) + dimg Tory (B/ B, M;)  (3.9)

Como sup dimg B/B,, < co temos que
m>1

sup dimg Tor{ (B/ By, M;) < oo (3.10)
m>1

Segue de (3.8), (3.9) e (3.10) que para completar a prova de (3.4) é suficiente mostrar que
para algum j > 1

sup dimg Torf(B/Bm, Nim) < 00 (3.11)

m>1

Note que o comprimento de H;_1(S, ) como B/B,, - médulo ¢ no maximo dimg H;_1(Se m)

entdo por (3.7) e pelo lema 3.3.6 (iii) temos

sup dimg Torf(B/Bm,Hi_l(S.,m)) < 0 (3.12)

m>1

Finalmente da sequéncia exata curta 0 — N, ,,, — M; 1, — H;—1(Se.m) — 0 obtemos a

sequéncia exata longa

B
"'—>TOI']+1

— Tor? (B/ B, Mi—1,m) — Tor} (B/Bu, Hi—1(Sem)) — - -

(B/B, Hi—1(Sem)) = Tor? (BB, Nim)

Dali pela hipotesis de indugao , (3.6) e (3.12)

dimg Tor? (B/B, Nim) < dimg Tor? (B/By, Mi—1,m)
+ dimg Tor?, , (B/By, Hi—1(Sem)) < o0

Entao

sup dimg Torf(B/Bm7 Nim) < supdimg Torf(B/Bm, M;_1m)

m>1 m>1

+ supdimg Toer(B/Bm, H; 1(Sem)) < 00

m>1

entao (3.11) vale.
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3.4 Nimeros virtuais racionais de Betti de grupos Metabelianos

Definicao 3.4.1. Seja G um grupo, o n-ésimo nimero racional de Betti de G é

vb, (G) = sup dimg H,(M, Q)
G

onde Ag é o conjunto de todos os subgrupos M de indice finito em G.
Teorema 3.4.2. (Sequéncia Espectral) Seja A — G — Q sequéncia exata curta de

grupos. Pelo Teorema 11.46 de [10] .Para todo G-mddulo V existe uma sequéncia espectral
(chamada de Lyndon - Hochschild - Serre)

Ezz,q = Hp(@a Hq(Av V)) = Hp-l—q(Ga V)

Isto é, que existem (E;, d7 ), onde o diferencial & : EY . — E? . e BT = H(E®,d°)

Z7j7 1’7j 7]
com

Efjl - ker(df,j)/im(df+s,j—s+1)

Note que Ef;rl ¢ sub-quociente de E;, entdo existem

B2 A DA DA D D 0AL = AT

B;; C BjJ' CBij*C - CUB;; = BY C B},

com E}; ~ Af’j/B-s EX = Afj/ij

6,J7 ]

Lema 3.4.3. Seja G um grupo e H um subgrupo de indice finito em G. Entao
a) Se H é normal em G e L é qualquer QG-mdédulo entao H,(G,L) ~ H,(H,L)g/u

b) sup dimg H,,(Go, Q) < oo se, e somente se sup dimg H,(Hy, Q) < 0o onde A e B sdo
GoeA HyeB
0s conjuntos de todos os subgrupos de indice finito em G e H respetivamente.

Demonstragio. Veja [6], Lema 3.1. O

Definicao 3.4.4. Dizemos que G ¢é policiclico se existe cadeia de subgrupos 1 = G,, C
- C G €G; C - CGp = G talque Gy 1 <Gy, G /Gy é grupo ciclico. O comprimento

de Hirsh de G é o ntimero fatores acima isomorfos a Z.
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Lema 3.4.5. Seja a um numero inteiro positivo. Entao para todo grupo policiclico G
h(G

temos que dimg H,(G,Q) < (G) onde h(G) é o comprimento de Hirsh de G. Mais
a

ainda esta cota superior pode ser atingida em casos particulares.

Demonstragio. Veja [6], Lema 3.2.
]
Teorema 3.4.6. Seja n > 2 um numero natural e 1 - A — G — QQ — 1 uma sequéncia

exata de grupos, onde A e @) sdo abelianos e ®6(A ®z Q) € finitamente gerado como

QQ-madulo via a Q-acao diagonal para todo k < 2n entao

sup dimg H;(U,Q) < oo para todo 0 <1i < mn,
UcA

onde A é o conjunto de todos os subgrupos de indice finito em G.

Demonstragio. Seja G; um subgrupo de indice finito de G entao

1-ANG, — G — Q1 — 1,

é a sequéncia exata curta onde (1 = 7(G1). Pela sequéncia espectral de Lyndon - Hochschild

- Serre

E;,q = H,(Q1, Hy(A1,Q)) = Hpyo(G1,Q)

Assim os grupos de homologia H;(G1, Q) tem filtragdo, onde os quocientes sao isomorfos a
{E) }piq=j- Entdo

dimg H;(G1,Q) = > dimg B, < Y dimg E2,
p+q=j P+q=j
onde Eg’q = H,(Q1, Hy(A1,Q)). Além disso H,(B,Q) ~ AY(B ®z Q) para qualquer grupo
abeliano B (veja [5]). Entdo como Q ¢ corpo temos que E> , = H,(Q1, A(A; ®zQ)). Como
[Q : Q1] < oo existe um inteiro positivo s tal que Q° < @1 < Q. Entao pelo lema 3.4.3
parte a) H,(Q1, AN (A @7 Q)) ~ H,(Q*, N(A; ®2Q))g, /0+, onde para um ZH-médulo V
definimos Vi = V ®zy Z. Entao

dimg H,(Q1, N\(A; ®7 Q)) < dimg H,(Q°, N(A; ®z Q))
Logo

dimg H;(G1,Q) < ) dimg H,(Q", A"(A1 @2 Q).

p+q=j
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Considere 0 - Ay — A — A/A; — 0 uma sequéncia curta. Como Q é um Z-modulo

plano entao — ®z Q é um funtor exato. Dai

05A42,Q—>A%,Q— (A/A)®zQ =0

¢ uma sequéncia exata curta. Note que como A/A; é finito, entao (A/A;) ®zQ = 0. Assim
A ®7Q~ ARz Q, logo N(A; @2 Q) ~ AN(A ®z Q) também

HP(QS7 /\q(Al &z Q)) = HP(QS7 /\q(A &z Q))
Dai

dimg H;(G1,Q) < ) dimg H,(Q°, AN(A ®2Q)))

p+q=j
onde s depende de Gj.

Agora para completar a prova do teorema, vejamos que

sup dimg H,(Q*, N1(A @z Q)) < o0, para p+q = j < m.
s>1

Em efeito, seja

R(A®zQ) » N(A®zQ) =0
Aplicando o funtor — ®zgs) Q temos sequéncia exata

(®5(A®zQ)) 2105 Q » (AN(A®2Q)) — 0

Como 2¢ < 2m definamos W = ®@§(A ®z Q) entdo pela hipotesis temos que ®(2@W =
®éq(A ®z Q) ¢é finitamente gerado como Q@-moédulo para todo ¢. Entao por [4], temos

que sup dimg W ®z(gs Q < co. Logo
s>1

31>1}1) dimg(AY(A ®z Q)) ®zigs Q < 00

Portanto pelo teorema 3.3.8 tem-se o resultado.

]

Corolario 3.4.7. Seja n > 2 um nimero natural e G um grupo metabeliano de tipo FPy,.

Entao

sup dimg H;(U,Q) < 0o para 0 < i < n,
UcA
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onde A é o conjunto de todos os subgrupos de indice finito em G.

Demonstracio. Seja P : ... - P, - P,y — ... - By = ZG — Z — 0 uma resolugao
livre de ZG-médulo trivial Z com P; finitamente gerado para todo ¢ < 2n. Aplicamos
sobre P o funtor — ®z5 Q onde A age trivialmente sobre Q. Como P, = ®ZG entao
Pi®za Q = (BZG) ®z4 Q ~ B(ZG @24 Q) ~ ®Q[G/A] = ®QQ. Portanto P; ®z4 Q ¢ QQ
finitamente gerado para todo i < 2n. Como Q é um grupo abeliano finitamente gerado
entao ZQ é um anel Noetheriano. Sejam d; : P, ®74 Q — P;,_1 ®za Q os diferenciais do
complexo P ®zx Q. Como o ker d; é QQ-submddulo de P; ®74 Q entao se i < 2n, P; @74 Q

é QQ-modulo Noetheriano entao ker d; é finitamente gerado como QQ-modulo.

Em particular

Hi(P ®za Q) = ker(d;)/im(d;41)

¢é finitamente gerado como QQ-modulo se 7 < 2n. Pela defini¢ao de Tor entao

Hi(A,Q) = Tor’*(Z,Q) = H(P ®z4 Q)

¢ finitamente gerado como QQ-mddulo. Entao temos que /\fQ(A ®z Q) é finitamente gerado
como QQ-modulo para i < 2n. Pelo um teorema de Bieri e Groves (ver teorema 3.2.10),
®f@(A ®z Q) é finitamente gerado como Q@Q-mddulo para i < 2n. Pelo teorema 3.4.6
(S]uadim@ H;(U,Q) <ocopara0<i<n

€



1]

[10]

[11]

[12]

73

Referencias

M. F. Atiyah and I. G. Macdonald. Introduction to commutative algebra. Westview
press, 1994.

R. Bieri and J. Groves. Metabelian groups of type (FP.,) are virtually of type (FP).
Proceedings of the London Mathematical Society, 3(2):365-384, 1982.

R. Bieri and R. Strebel. Valuations and finitely presented metabelian groups. Procee-
dings of the London Mathematical Society, 3(3):439-464, 1980.

M. Bridson and D. Kochloukova. The virtual first betti number of soluble groups.
Pacific Journal of Mathematics, 274(2):497-510, 2015.

K. S. Brown. Cohomology of groups, corrected reprint of the 1982 original. Graduate
Texts in Mathematics, 1994.

D. Kochloukova and F. Mokari. Virtual rational betti numbers of abelian-by-polycyclic
groups. Journal of Algebra, 443:75-98, 2015.

D. H. Kochloukova. Finite generation of exterior and symmetric powers. In Mathe-
matical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, volume 125, pages 21-29.
Cambridge University Press, 1999.

S. Lang. Algebra, revised 3rd ed. Graduate Texts in Mathematics, 211, 2002.

D. J. Robinson. A course in the theory of groups, volume 80 of graduate texts in
mathematics, 1996.

J. J. Rotman. An introduction to homological algebra, Academic Press 1979.

J. J. Rotman. An introduction to homological algebra. Universitext, Second Edition,
Springer, 2009.

C. A. Weibel. An introduction to homological algebra. Cambridge Studies in Advanced
Mathematics,1994.



	Primeira folha
	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Categorias e Funtores
	Categorias e Funtores
	Produto Tensorial
	Módulos
	Soma e Produto
	Exatidão
	Adjuntas
	Limites Diretos e Inversos
	Módulos livres, Projetivos e Injetivos 

	Homología de Módulos
	Homología de Funtores
	Funtores Derivados
	Funtor Tor
	Tor e Torção

	Números Virtuais Racionais de Betti de Grupos Metabelianos
	Apresentações de grupos
	O Invariante geométrico de Bieri-Strebel
	Homología de grupos abelianos finitamente gerados
	Números virtuais racionais de Betti de grupos Metabelianos

	Referências

