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Resumo

Em 1952, Nagata demonstrou que uma álgebra associativa, sobre um corpo de característica

0 e nil de índice limitado é nilpotente. Neste trabalho apresentaremos este e outros

resultados relacionados sobre álgebras associativas. Primeiramente, vamos demonstrar

o teorema da altura de Shirshov e obter que uma álgebra finitamente gerada, nil e que

satisfaz uma identidade polinomial é nilpotente. Em seguida apresentaremos o teorema de

Golod e Shafarevich, que mostra que existem álgebras finitamente geradas nil mas não

nilpotentes. Este teorema produz também um exemplo de um grupo finitamente gerado,

periódico mas infinito.

Então vamos explorar resultados sobre o índice de nilpotência de álgebras nil de índice

limitado em característica 0. Vamos começar mostrando as cotas obtidas por Higman,

alguns anos após Nagata. Depois vamos provar a cota inferior n♣n � 1q④2 obtida por

Kuzmin. Por fim, usando a teoria de representações do grupo simétrico, apresentaremos a

demonstração de Nagata, e usando identidades polinomiais com traço, provaremos a cota

superior n2 obtida por Razmyslov.

Palavras-chave: Álgebra não-comutativa; Identidade polinomial; PI-álgebras; Represen-

tações de grupos



Abstract

In 1952, Nagata proved that an associative algebra over a field of characteristic 0 that is

nil of bounded index is nilpotent. In this work we will present this and other related results

on associative algebras. First, we will prove the Shirshov height theorem and deduce that a

finitely generated nil algebra that satisfies a polynomial identity is nilpotent. Next, we will

present the Golod and Shafarevich theorem which shows that there are finitely generated

nil algebras that are not nilpotent. This theorem also provides an example of a finitely

generated periodic group which is not finite.

Then we will explore results on the nilpotency index of nil algebras of bounded index, over

fields of characteristic 0. We will start by showing the bounds proved by Higman, a couple

of years after Nagata. After that, we will prove the lower bound n♣n� 1q④2 due to Kuzmin.

Finally, using representation theory of the symmetric group, we will show Nagata’s proof,

and then, using trace identities, we will prove the upper bound n2 due to Razmyslov.

Keywords: Noncommutative algebra; Polynomial identity; PI-algebras; Group represen-

tations
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Introdução

Em 1941, Kurosh formulou o seguinte problema sobre álgebras:

(Problema de Kurosh) Seja A uma álgebra associativa finitamente gerada

em que todo elemento de A é algébrico. A álgebra A tem dimensão finita? Em

particular, se A for nil, ela será nilpotente?

O problema de Kurosh é o análogo para álgebras do famoso problema de

Burnside sobre grupos, que foi proposto em 1902. O problema foi posteriormente provado

falso por Golod e Shafarevich, em 1964, que encontraram um exemplo de álgebra nil,

finitamente gerada mas não nilpotente. A partir desse exemplo eles também construíram

um contraexemplo para o problema de Burnside. Porém, se assumirmos que os elementos

da álgebra satisfazem algum polinômio, a resposta é afirmativa, como foi demonstrado nos

trabalhos de Jacobson, Kaplansky e Levitzki entre 1945 e 1948. Esse foi um dos marcos

iniciais da chamada teoria das álgebras com identidades polinomiais.

As álgebras com identidades polinomiais ou PI-álgebras são definidas como as

álgebras para as quais existe um polinômio não nulo, em variáveis não necessariamente

comutativas, que se anula sobre tal álgebra. Alguns exemplos de PI-álgebras são as álgebras

comutativas e também as álgebras de dimensão finita, das quais se destacam as álgebras

das matrizes de qualquer ordem. A teoria das álgebras com identidades polinomiais é uma

área relativamente recente, apesar de podermos encontrar resultados de forma implícita em

artigos de Wagner em 1922, Dehn em 1936 e Hall em 1943. Também é possível encontrar

conceitos parecidos com a ideia de identidades polinomiais nas pesquisas de Sylvester, por

volta de 1852.

Em 1950, Amitsur e Levitzki mostraram, utilizando métodos combinatórios,

que a álgebra das matrizes de ordem n com entradas em um corpo satisfazem um certo

polinômio de grau 2n, denominado de polinômio standard (que é o somatório alternado de

todos os produtos de 2n matrizes), e que ele é a identidade de menor grau para esta álgebra.

Este resultado marcou o começo de uma nova abordagem à PI-teoria, que busca a descrição

das identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra dada. É interessante notar que

argumentos combinatórios foram usados para obter ou apresentar novas demonstrações

para vários resultados importantes sobre PI-álgebras. Alguns exemplos são o já citado

teorema de Amitsur–Levitzki, o teorema de Regev sobre o produto tensorial, que diz que

o produto tensorial de PI-álgebras também é uma PI-álgebra, e o teorema da altura de

Shirshov, que, além da sua importância na álgebra, pode ser usado para deduzir de maneira

imediata os teoremas de Levitzki e de Kaplansky (até versões bem mais gerais desses
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importantes resultados). Cabe também lembrar que o teorema de Shirshov foi demonstrado

também, com as devidas adaptações, para classes de álgebras não associativas.

Considerando novamente o problema de Kurosh sobre álgebras nil, em 1953,

Nagata demonstrou que uma álgebra nil de grau limitado n sobre um corpo de característica

zero é nilpotente e que o grau de nilpotência d♣nq depende apenas de n. O valor exato de

d♣nq ainda é desconhecido exceto para n ↕ 4, mas são conhecidas cotas que limitam esse

valor, mais precisamente n♣n� 1q④2 ↕ d♣nq ↕ n2. Esses resultados serão o foco do capítulo

3 desta dissertação. O interesse em saber cotas mais precisas do grau de nilpotência d♣nq
justifica-se pela importância desse grau na teoria de invariantes bem como na PI teoria e

na combinatória algébrica.

Aqui também é interessante comentar que a demonstração original de Nagata

usa métodos de outra área que frequentemente fornece ferramentas para a teoria de

PI-álgebras: a teoria de representações do grupo simétrico. Aqui os exemplos são fartos,

como por exemplo o teorema de Amitsur que toda PI-álgebra satisfaz alguma potência do

polinômio standard e a obtenção de bases de identidades para várias álgebras, mas vamos

trabalhar apenas com duas demonstrações relacionadas ao Teorema de Nagata-Higman:

a prova original devida a Nagata e a cota superior d♣nq ↕ n2 obtida por Razmyslov em

1974. Sobre a demonstração de Razmyslov ainda cabe o comentário que ela faz parte de

uma teoria muito mais ampla sobre as identidades polinomiais com traço, cujo principal

resultado é que todas as identidades polinomiais da álgebra das matrizes são consequência

do teorema de Cayley–Hamilton (conhecido da Álgebra Linear).

O foco desta dissertação será o problema de decidir quando uma álgebra nil é

nilpotente, principalmente sobre corpos de característica zero. Para tanto, este trabalho

está organizado da seguinte forma:

No primeiro capítulo começamos com as definições e algumas propriedades

básicas das estruturas algébricas que usaremos nesta dissertação (grupos, anéis, álgebras,

módulos). Então introduzimos o conceito de PI-álgebras e algumas ferramentas usadas ao

estudá-las. Nas seções 1.7 e 1.8 citamos os resultados da teoria de representações do grupo

simétrico que serão usados em algumas das demonstrações do último capítulo. Na seção

seguinte apresentamos uma interessante aplicação de ideias combinatórias no estudo de

PI-álgebras na forma da demonstração do teorema de Regev sobre o produto tensorial.

Para a demonstração do teorema de Regev precisamos também um outro resultado de

grande importância na teoria de PI algebras. Mais precisamente, mostramos mais um

teorema de Regev: se A é uma álgebra que satisfaz uma identidade polinomial de grau d

então as suas codimensões têm crescimento limitado superiormente por ♣d✁ 1q2n. Para

destacar a importância deste último resultado, ressaltamos que, grosseiramente, ele diz

que os ideais de identidades são “muito grandes”. Por fim, na última seção definimos

os polinômios com traço e as álgebras com traço, tecemos um breve comentário sobre a
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teoria desenvolvida por Razmyslov (e paralelamente por Procesi) e apresentamos uma

demonstração para o teorema de Amitsur–Levitzki.

No capítulo 2, iniciamos com comentários sobre o problema principal desta

dissertação, que é decidir quando uma álgebra nil é nilpotente. Então apresentamos

o teorema de Shirshov sobre a altura, com o qual obtemos que uma PI-álgebra nil e

finitamente gerada é nilpotente, além de obter que uma PI-álgebra algébrica de grau

limitado e finitamente gerada é de dimensão finita. Na seção 2.3 mostramos, através do

contraexemplo obtido por Golod e Shafarevich, que mesmo uma álgebra nil e finitamente

gerada pode não ser nilpotente. Este teorema também produz um exemplo de um grupo

finitamente gerado, periódico mas infinito, sendo um contraexemplo para o problema de

Burnside. Cabe aqui comentar que este é o primeiro (e mais geral) dos problemas de

Burnside. O segundo foi se um grupo é finitamente gerado e periódico com as ordens

dos elementos limitadas, sempre é finito. Este segundo problema também teve resposta

negativa. Já o terceiro problema pergunta o seguinte. Seja G um grupo gerado por n

elementos, tal que as ordens de todos os elementos de G são menores ou iguais a algum

k. Existe então um número N ✏ N♣n, kq tal que todo grupo finito G com a propriedade

de cima tem ordem ⑤G⑤ ↕ N ? Este último problema foi resolvido em afirmativo por E. I.

Zelmanov, resultado que lhe rendeu a Medalha Fields em 1994.

No capítulo 3 estudamos o resultado mais conhecido como teorema de Nagata–

Higman (ver os comentários históricos no início do Capítulo 3), apresentando várias

demonstrações relacionadas às cotas inferiores e superiores. Começamos com os resultados

de Higman, que provou que n2④e2 ➔ d♣nq ↕ 2n ✁ 1 e que d♣3q ✏ 6. Então passamos para a

cota inferior d♣nq ➙ n♣n� 1q④2 obtida por Kuzmin. Por fim, apresentamos a demonstração

original de Nagata como uma forma de mostrar a aplicação da teoria de representações

do grupo simétrico e terminamos com a demonstração de Razmyslov da cota superior

d♣nq ↕ n2, que também utiliza fortemente as representações do grupo simétrico, além das

álgebras com traço e suas identidades.
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1 Preliminares

Neste capítulo introduziremos os conceitos e alguns resultados básicos necessá-

rios no decorrer da presente dissertação e também aproveitaremos esta oportunidade para

definir a notação a ser usada.

Primeiramente definiremos as estruturas algébricas citadas na dissertação. Ao

final de cada uma dessas seções vamos explorar algumas das estruturas concretas que iremos

utilizar (grupo simétrico, anel de polinômios em várias variáveis, álgebras associativas livres,

álgebras do grupo simétrico). Então definiremos as álgebras com identidades polinomiais

e algumas ferramentas básicas que temos para trabalhar com elas. O próximo passo é

explorar as representações do grupo simétrico, cujos resultados serão usados em algumas

das demonstrações. Na seção 1.9, apresentaremos uma demonstração do teorema de Regev

como um exemplo do uso de ideias combinatórias para obter resultados em PI-álgebras. Por

fim, expandiremos as álgebras de polinômios em várias variáveis para definirmos as álgebras

com traço e as usaremos para obter uma demonstração do Teorema de Amitsur-Levitzki.

1.1 Grupos

Definição 1.1.1. Sejam G conjunto não vazio e ☎ : G✂GÑ G uma operação binária. O

par ♣G, ☎q é um grupo se valem as seguintes propriedades:

(i) ♣a ☎ bq ☎ c ✏ a ☎ ♣b ☎ cq, para todo a, b, c P G, isto é, a operação ☎ é associativa.

(ii) Existe um elemento e P G, chamado de elemento neutro, tal que a ☎ e ✏ e ☎ a ✏ a,

para todo a P G.

(iii) Para todo a P G, existe b P G, chamado de inverso de a, tal que a ☎ b ✏ b ☎ a ✏ e.

Denotaremos tal elemento por a✁1.

Vamos definir duas estruturas mais gerais.

Definição 1.1.2. Sejam G conjunto não vazio e ☎ : G✂GÑ G uma operação binária. O

par ♣G, ☎q é um semigrupo se satisfaz a propriedade (i) acima.

Definição 1.1.3. Sejam G conjunto não vazio e ☎ : G✂GÑ G uma operação binária. O

par ♣G, ☎q é um monóide se satisfaz as propriedades (i) e (ii) acima.

Notação 1.1.1. Por simplicidade, diremos que G é um grupo (semigrupo, monóide) sob ☎
ou com relação a ☎ quando ♣G, ☎q o for, ou apenas que G é um grupo (semigrupo, monóide)
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quando a operação estiver clara pelo contexto. Em geral, utilizaremos ☎ como a operação e

iremos denotar a operação pela justaposição dos elementos, isto é, usaremos ab no lugar

de a ☎ b.

Definição 1.1.4. Um grupo é finito se tem uma quantidade finita de elementos. O

número de elementos de G é chamado de ordem de G e será denotado por ⑤G⑤.

Definição 1.1.5. Um grupo é comutativo ou abeliano se satisfaz ab ✏ ba para todo

a, b P G.

Definição 1.1.6. Seja G um grupo e S ⑨ G um subconjunto não vazio. S é um subgrupo

de G se S for um grupo, com a mesma operação de G.

Definição 1.1.7. Sejam ♣G, ☎q, ♣H, ✆q grupos e f : G Ñ H uma função. Então f é

homomorfismo de grupos se, para todo g, h P G, a seguinte condição é satisfeita:

f♣g ☎ hq ✏ f♣gq ✆ f♣hq.

Definição 1.1.8. Sejam G, H grupos e f : GÑ H um homomorfismo de grupos. Então

f é um isomorfismo se f for uma função biunívoca. Ainda, dizemos que G e H são

isomorfos e denotamos por G ✔ H.

Definição 1.1.9. Seja G um grupo e a P G um elemento. Então a ordem de a é o menor

inteiro positivo m tal que am ✏ e (em que definimos por indução an ✏ an✁1a e a1 ✏ a).

Caso m exista dizemos que a tem ordem finita.

Definição 1.1.10. Seja G um grupo. Dados x, y P G, dizemos que x e y são conjugados

se existe g P G tal que y ✏ g✁1xg. Definimos então a classe de conjugação de x P G
como o conjunto tg✁1xg : g P G✉. Note que “ser conjugado a” é uma relação de equivalência.

Definição 1.1.11. Sejam G um grupo e X um conjunto. A função ϕ : G ✂ X Ñ X é

uma ação (à esquerda) de grupo se para todo x P X valem as seguintes propriedades:

(i) ϕ♣e, xq ✏ x, em que e é o elemento neutro de G

(ii) ϕ♣g, ϕ♣h, xqq ✏ ϕ♣gh, xq, para todo g, h P G

Analogamente definimos ação à direita de grupo como a função ψ : X ✂GÑ X que

obedece:

(i) ψ♣x, eq ✏ x, em que e é o elemento neutro de G

(ii) ψ♣ψ♣x, gq, hq ✏ ψ♣x, ghq, para todo g, h P G

É comum omitir a função e usar a notação ϕ♣g, xq ✏ gx ou g♣xq e ψ♣x, gq ✏ xg.
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Definição 1.1.12. Seja X um conjunto sob a ação de um grupo G. A órbita de um

elemento x P X é o conjunto

G♣xq ✏ tgx ⑤ g P G✉
Note que pelas propriedades de um grupo, o conjunto das órbitas dos elementos de X

forma uma partição de X.

Agora vamos definir um grupo que será bastante utilizado nesta dissertação.

Definição 1.1.13. Seja X um conjunto e considere o conjunto de todas as permutações de

X, isto é, de todas as funções biunívocas f : X Ñ X. Temos que tal conjunto é um grupo

sob a operação usual de composição de funções e vamos denominá-lo de grupo simétrico.

No caso em que X é finito e possui n elementos denotaremos por Sn o grupo simétrico de

n elementos.

Observação 1.1.1. Nesta dissertação, a não ser que dito o contrário, iremos considerar

a aplicação das permutações da esquerda para a direita.

Seja σ P Sn, uma permutação do grupo simétrico de n elementos t1, 2, . . . , n✉.
Uma das notações mais comuns usadas para representar σ é

σ ✏
✄

1 2 ☎ ☎ ☎ n

σ♣1q σ♣2q ☎ ☎ ☎ σ♣nq

☛

Outra notação, que será a mais usada nesta dissertação, é a notação cíclica:

σ ✏ ♣a11a12 . . . a1n1
q♣a21a22 . . . a2n2

q ☎ ☎ ☎ ♣am1am2 . . . amnm
q

em que não há repetições de números, e σ♣ajiq ✏ aj,i�1, j ✏ 1, . . . ,m, i ✏ 1, . . . , nj ✁ 1 e

σ♣ajnj
q ✏ aj1. Dizemos que cada ♣ai1ai2 . . . aini

q é um ciclo de tamanho ni. Note que os

ciclos ♣ai1ai2 . . . aini
q e ♣ai2 . . . aini

ai1q são equivalentes e então um ciclo não se altera ao

permutarmos ciclicamente os seus elementos. No caso em que ni ✏ 1, é comum omitir o

ciclo ♣ai1q da notação.

Definição 1.1.14. Também chamamos de ciclo uma permutação composta por apenas

um ciclo de tamanho diferente de 1. Um ciclo de tamanho 2, isto é, uma permutação que

troca apenas dois elementos e preserva os outros, é denominado transposição.

Definição 1.1.15. Dois ciclos são disjuntos se cada elemento é movido por no máximo

um desses ciclos, isto é, σ e τ em Sn são disjuntos se σ♣mq ✏ m ou τ♣mq ✏ m, para cada

m ✏ 1, . . . , n. Note que se dois ciclos σ e τ em Sn são disjuntos, então eles comutam, isto

é, στ ✏ τσ.
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A partir da própria definição da notação em ciclos conseguimos ver que toda

permutação pode ser escrita como um produto de ciclos disjuntos e que essa decomposição

é única a menos da ordem dos ciclos. Além disso, podemos verificar diretamente que

♣a1a2 . . . ai . . . amq♣a1aiq ✏ ♣a1a2 . . . ai✁1q♣ai . . . amq (1.1)

♣a1a2 . . . ai . . . amq ✏ ♣a1a2 . . . ai✁1q♣ai . . . amq♣a1aiq (1.2)

em particular, tomando i ✏ m em (1.2)

♣a1a2 . . . amq ✏ ♣a1a2 . . . am✁1q♣a1amq

Então conseguimos decompor um ciclo de tamanho m em m✁ 1 transposições:

♣a1a2 . . . amq ✏ ♣a1a2q♣a1a3q ☎ ☎ ☎ ♣a1amq

Com isso demonstramos que todo elemento de Sn pode ser escrito como produto

de transposições. Diremos que uma permutação é par quando puder ser escrita como

produto de uma quantidade par de transposições e analogamente definimos uma permutação

ímpar. Note que nesta definição não estamos excluindo a possibilidade de uma permutação

ser par e ímpar ao mesmo tempo, porém podemos demonstrar que tal situação nunca

ocorre (uma outra demonstração pode ser encontrada em (5)).

Demonstração. Como vimos anteriormente, uma permutação pode ser escrita de forma

única como produto de ciclos disjuntos e cada ciclo de tamanho m pode ser decomposto

em m ✁ 1 transposições. Então diremos que uma permutação será par (ímpar) se tiver

uma quantidade par (ímpar) de ciclos de tamanho par e vamos mostrar que ao multiplicar

uma permutação por uma transposição ♣aiajq obtemos uma permutação do outro tipo.

Temos dois casos:

(i) Se ai e aj estiverem no mesmo ciclo, vamos considerar a representação desse ciclo que

tem ai como o primeiro elemento. Usando (1.1) temos que esse ciclo será quebrado

em dois ciclos menores disjuntos. Se esse ciclo for de tamanho par, os ciclos menores

terão tamanho ambos pares ou ambos ímpares, caso contrário, um ciclo menor terá

tamanho par e o outro ímpar. Em ambos os casos o número de ciclos de tamanho

par é alterado em �1 ou ✁1.

(ii) Se ai e aj estiverem em ciclos distintos, vamos considerar as representações desses

ciclos que têm ai e aj como os primeiros elementos. Usando (1.2) temos que esses

dois ciclos serão unidos em um único ciclo. Se o tamanho dos ciclos menores for de

mesma paridade, o ciclo maior terá tamanho par, caso contrário o ciclo maior terá

tamanho ímpar. Em ambos os casos o número de ciclos de tamanho par é alterado

em �1 ou ✁1.
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Portanto, ao multiplicarmos uma permutação par por uma transposição conseguimos uma

permutação ímpar e vice-versa.

Com isso podemos definir o seguinte:

Definição 1.1.16. O sinal de uma permutação σ, denotada por sgn♣σq é igual a 1 se a

permutação for par e ✁1 se a permutação for ímpar

Agora vamos caracterizar as classes de conjugação de Sn. Primeiramente vamos

fazer a seguinte definição:

Definição 1.1.17. Seja σ P Sn e ♣a11 . . . a1n1
q ☎ ☎ ☎ ♣am1 . . . amnm

q a representação de σ como

produto de ciclos disjuntos, sem omitir os ciclos de tamanho 1, tal que n1 ➙ n2 ➙ ☎ ☎ ☎ ➙ nm.

Diremos que o tipo de σ é ♣n1, n2, . . . , nmq.

Note que para cada tipo de permutação ♣n1, n2, . . . , nmq, temos n1 � n2 � ☎ ☎ ☎ �
nm ✏ n, e reciprocamente, para cada conjunto de números inteiros n1, . . . , nm tais que

n1 ➙ n2 ➙ . . . ➙ nm ➙ 1, com n1 � ☎ ☎ ☎ � nm ✏ n, existe pelo menos uma permutação

σ P Sn de tipo ♣n1, . . . , nmq.

Definição 1.1.18. Uma partição de n (com n inteiro positivo) é um conjunto de números

inteiros ♣n1, n2, . . . , nmq tais que n1 ➙ ☎ ☎ ☎ ➙ nm ➙ 1 e n1 � ☎ ☎ ☎ � nm ✏ n. Denotaremos

por ♣n1, n2, ☎ ☎ ☎ , nmq ✩ n.

Por fim, provaremos que existe uma correspondência biunívoca entre as classes

de conjugação de Sn e as partições de n.

Proposição 1.1.1. Sejam σ, τ P Sn tais que σ ✏ ♣a11 . . . a1n1
q ☎ ☎ ☎ ♣am1 . . . amnm

q é um

produto de ciclos disjuntos. Então τ✁1στ ✏ ♣τ♣a11q . . . τ♣a1n1
qq ☎ ☎ ☎ ♣τ♣am1q . . . τ♣amnm

qq.

Demonstração. Suponha que σ♣iq ✏ j. Vamos denotar por s ✏ τ♣iq e t ✏ τ♣jq. Com isso

temos que ♣τ✁1στq♣sq ✏ τ♣σ♣τ✁1♣sqqq ✏ τ♣σ♣iqq ✏ τ♣jq ✏ t, isto é, τ✁1στ leva τ♣iq a τ♣jq
e então temos o resultado.

Corolário 1.1.1. Duas permutações são conjugadas se e somente se têm o mesmo tipo,

isto é, existe uma correspondência natural entre as classes de conjugação de Sn e as

partições de n.

1.2 Anéis

Definição 1.2.1. Seja R um conjunto não vazio e � : R ✂R ÞÑ R e ☎ : R ✂R ÞÑ R duas

operações binárias denominadas soma (ou adição) e produto (ou multiplicação). A terna

♣R,�, ☎q é um anel se valem as seguintes propriedades:
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(i) ♣R,�q é um grupo abeliano

(ii) ♣a� bq ☎ c ✏ ♣a ☎ cq � ♣b ☎ cq, c ☎ ♣a� bq ✏ ♣c ☎ aq � ♣c ☎ bq, para todo a, b, c P R.

Notação 1.2.1. Por simplicidade e quando não houver ambiguidades com relação às

operações, diremos que R é um anel ao invés de ♣R,�, ☎q. Em geral também omitiremos o

produto ☎ e o denotaremos por justaposição, isto é, usaremos ab no lugar de a ☎ b.

Definição 1.2.2. Um anel R é associativo se ♣abqc ✏ a♣bcq, para todo a, b, c P R.

Definição 1.2.3. Um anel R é com unidade ou unitário se existir 1 P R tal que

1a ✏ a1 ✏ a, para todo a P R. O elemento 1 é chamado de unidade de R.

Definição 1.2.4. Um anel R é comutativo se ab ✏ ba, para todo a, b P R.

Definição 1.2.5. Diremos que R é um domínio ou domínio de integridade se R for

um anel e ab ✏ 0 implicar que a ✏ 0 ou b ✏ 0, para todo a, b P R.

Definição 1.2.6. Um anel R é de divisão ou com divisão se A for anel com unidade

1 e se para todo a P A, a ✘ 0, existir b P A tal que ab ✏ ba ✏ 1. Denotaremos tal elemento

por a✁1.

Definição 1.2.7. Diremos que K é corpo se K for um anel de divisão comutativo.

Seguindo o foco deste trabalho, quando dissermos anel, estaremos nos referindo

a um anel associativo, não necessariamente comutativo e não necessariamente

com unidade.

Vamos definir algumas terminologias para elementos e subestruturas de um

anel. Considere que R é um anel.

Definição 1.2.8. Um elemento a P R é dito ser nilpotente se existe n P N tal que

an ✏ 0.

Definição 1.2.9. Um elemento a P R é dito ser idempotente se a2 ✏ a.

Definição 1.2.10. Um subconjunto não vazio S ⑨ R é um subanel se S for um anel sob

as operações induzidas de R.

Definição 1.2.11. Definimos o centro de um anel, denotado por Z♣Rq, como o conjunto

dos elementos que comutam com todos os elementos desse anel, isto é

Z♣Rq ✏ tx P R ⑤ ax ✏ xa, para todo a P R✉.

Note que o centro de um anel é um subanel de R e se R for um anel de divisão então

Z♣Rq é um corpo.
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Definição 1.2.12. Seja I um subgrupo aditivo de R, então I é um ideal à esquerda,

denotado por I ➌l R, se ai P I, para todo a P R e i P I. Analogamente, I é um ideal à

direita, denotado por I ➌r R, se ia P I, para todo a P R e i P I. Por fim, I é um ideal

bilateral, ou simplesmente ideal, denotado por I ➌ R, se ia, ai P I, para todo a P R e

i P I.

Definição 1.2.13. Seja ♣S,❵,❞q um anel. Uma função f : R Ñ S é denominada

homomorfismo de anéis se f♣a� bq ✏ f♣aq ❵ f♣bq e f♣a ☎ bq ✏ f♣aq ❞ f♣bq, para todo

a, b P R. Se R e S admitem unidades 1R e 1S, respectivamente, exigiremos também que

f♣1Rq ✏ 1S.

Definição 1.2.14. Seja S um anel e f : RÑ S um homomorfismo de anéis. Então f é

um isomorfismo de anéis se for biunívoca. Ainda, dizemos que R e S são isomorfos e

denotamos por R ✔ S.

Agora vamos introduzir mais uma definição sobre corpos.

Definição 1.2.15. Seja K um corpo. A característica de K é o menor inteiro positivo

n tal que n ☎ 1 ✏ 0. Se não existir tal inteiro positivo, dizemos que a característica do corpo

é 0.

Observação 1.2.1. A característica de um corpo é sempre zero ou um número primo.

Por fim, como um exemplo de anel e de corpo que iremos utilizar neste trabalho

temos o anel de polinômios e seu corpo de frações. Maiores detalhes podem ser vistos no

livro de Herstein (5).

Definição 1.2.16. Seja K um corpo. O anel de polinômios em uma variável x sobre

o corpo K, denotado por Krxs, é o anel formado pelos polinômios na variável x com

coeficientes em K e com as propriedades usuais de igualdade, soma e produto de polinômios.

Também consideraremos polinômios em várias variáveis comutativas X ✏ tx1, . . . , xt✉ e

denotaremos o anel de tais polinômios por KrXs ou Krx1, . . . , xts.

Como o anel de polinômios Krxs é um domínio, podemos construir o seu corpo

de frações.

Notação 1.2.2. Seja K um corpo e x uma variável. Denotaremos por K♣xq o corpo de

frações de Krxs, que é o menor corpo que contém Krxs. Ele também é chamado de corpo

das funções racionais.

Definição 1.2.17. Um corpo K é algebricamente fechado se todo o polinômio não

nulo de Krxs tiver uma raiz em K.
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1.3 Álgebras

Começaremos com a definição de álgebra:

Definição 1.3.1. Sejam A um espaço vetorial sobre um corpo K e uma operação binária

☎ em A que denominaremos de produto. Dizemos que A é uma álgebra sobre o corpo K,

ou simplesmente uma K-álgebra, se ☎ é bilinear sobre K, isto é, satisfaz:

(i) ♣a1 � αa2q ☎ b ✏ a1 ☎ b� α♣a2 ☎ bq, para todo a1, a2, b P A, e α P K

(ii) a ☎ ♣b1 � αb2q ✏ a ☎ b1 � α♣a ☎ b2q, para todo a, b1, b2 P A, e α P K

Notação 1.3.1. Quando não houver ambiguidades com relação ao produto vamos omiti-lo,

representando o produto pela simples justaposição dos elementos.

Definição 1.3.2. Uma álgebra A é associativa se ♣abqc ✏ a♣bcq, para todo a, b, c P A.

Definição 1.3.3. Uma álgebra A é com unidade ou unitária se existir 1 P A tal que

1a ✏ a1 ✏ a, para todo a P A. O elemento 1 é chamado de unidade de A.

Definição 1.3.4. Uma álgebra A é comutativa se ab ✏ ba, para todo a, b P A.

Seguindo o foco deste trabalho, quando dissermos álgebra, estaremos nos

referindo a uma álgebra associativa, não necessariamente comutativa e não ne-

cessariamente com unidade.

Exemplo 1.3.1. As matrizes n✂ n sobre um corpo K (ou anel de divisão) formam uma

álgebra sobre K (sobre o centro Z♣Kq de K), que denotaremos por Mn♣Kq, com a soma e

o produto usual de matrizes. Esta álgebra é associativa e com unidade. Ela é comutativa

apenas quando K é corpo e n ✏ 1. Se n → 1 ou K é um anel de divisão não comutativo,

Mn♣Kq não é comutativa.

Note que toda álgebra (associativa) é um anel. Todas as estruturas envolvendo

álgebras (subálgebras, ideais, homomorfismos . . . ) são definidas de forma análoga ao caso

de anéis, com a exigência adicional de que a estrutura seja compatível com a ação dos

elementos do corpo (isto é, que trabalhemos sobre espaços vetoriais). Nas definições a

seguir considere que A é uma álgebra sobre K.

Definição 1.3.5. Um subespaço vetorial S ⑨ A é uma subálgebra se s1s2 P S, para todo

s1, s2 P S.

Definição 1.3.6. Seja I ⑨ A um subespaço vetorial, então I é um ideal à esquerda,

denotado por I ➌l A, se ai P I, para todo a P A e i P I. Analogamente, I é um ideal à

direita, denotado por I ➌r A, se ia P I, para todo a P A e i P I. Por fim, I é um ideal
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bilateral, ou simplesmente ideal, denotado por I ➌ A, se ia, ai P I, para todo a P A e

i P I.

Definição 1.3.7. Dizemos que A é simples se A2 ✘ 0, isto é, o produto é não nulo

(existem a, b P A tais que ab ✘ 0), e os únicos ideais bilaterais de A são 0 e A.

Definição 1.3.8. Definimos o centro de uma álgebra, denotado por Z♣Aq, como o

conjunto dos elementos que comutam com todos os elementos da álgebra, isto é

Z♣Aq ✏ tx P A ⑤ ax ✏ xa, para todo a P A✉

Exemplo 1.3.2. Se K é um corpo, então a álgebra das matrizes Mn♣Kq é uma álgebra

simples e o centro de Mn♣Kq são as matrizes escalares. Se K é um anel de divisão, Mn♣Kq
de novo é simples e seu centro consiste das matrizes escalares cujas entradas na diagonal

estão no centro Z♣Kq de K.

Definição 1.3.9. Seja B uma álgebra sobre o mesmo corpo K. Uma função f : AÑ B

é denominada homomorfismo de álgebras se f é uma transformação K-linear e

f♣abq ✏ f♣aqf♣bq, com o primeiro produto em A e o segundo em B, para todo a, b P A. Se

A e B admitem unidades 1A e 1B, respectivamente, exigiremos também que f♣1Aq ✏ 1B.

Definição 1.3.10. Seja B uma álgebra sobre o mesmo corpo K e f : A Ñ B um

homomorfismo de álgebras. Então f é um isomorfismo de álgebras se for biunívoco.

Ainda, dizemos que A e B são isomorfas e denotamos por A ✔ B.

Vamos definir a álgebra quociente. Este conceito também está presente em

grupos e em anéis, mas como nesta dissertação o usaremos apenas para álgebras optamos

por deixá-lo nesta seção.

Sejam A uma álgebra sobre o corpoK e I➌A um ideal bilateral. Então, podemos

construir a álgebra quociente A④I da seguinte maneira. Para cada a P A, definimos o

conjunto a� I ✏ ta� i : i P I✉ ⑨ A, que denominamos de classe de equivalência de a. O

elemento a é denominado representante da classe. Por fim, denotamos o conjunto de todas

as classes de equivalência por A④I ✏ ta� I : a P A✉.
Para dar uma estrutura de álgebra para A④I, vamos definir a soma e produto

por ♣a� Iq � ♣b� Iq ✏ ♣a� bq � I, ♣a� Iq♣b� Iq ✏ ab� I, para todo a, b P A e o produto

por escalar por α♣a� Iq ✏ αa� I, para todo α P K e a P A. A④I é de fato uma álgebra

pois podemos provar que:

(i) a� I ✏ b� I ou ♣a� Iq ❳ ♣b� Iq ✏ ❍, para todo a, b P A,

(ii) a� I ✏ b� I se e só se a✁ b P I,
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(iii) a soma, o produto e o produto por escalar definidos acima estão bem definidos, isto

é, não dependem da escolha do representante, em outras palavras, se a� I ✏ a✶ � I,

b� I ✏ b✶ � I e α P K, então

• ♣a� Iq � ♣b� Iq ✏ ♣a✶ � Iq � ♣b✶ � Iq,
• ♣a� Iq♣b� Iq ✏ ♣a✶ � Iq♣b✶ � Iq.
• α♣a� Iq ✏ α♣a✶ � Iq.

Definição 1.3.11. Sejam A e B duas álgebras sobre um mesmo corpo K com a operação

produto definida por ✆A e ✆B respectivamente. Sabemos que o produto tensorial A ❜ B

tem a estrutura de espaço vetorial. Podemos então definir o produto tensorial como

álgebras definindo uma multiplicação ✆ em A❜B, bilinear, da seguinte forma

♣a1 ❜ b1q ✆ ♣a2 ❜ b2q ✏ ♣a1 ✆A a2q ❜ ♣b1 ✆B b2q.

Segue da propriedade universal do produto tensorial de espaços vetoriais que A❜B com a

operação ✆ é uma K-álgebra.

Agora vamos definir os objetos de estudo desta dissertação:

Definição 1.3.12. Uma álgebra A sobre um corpo K é nil se todo elemento a P A é

nilpotente, isto é, para cada a P A existe um número natural n (que pode depender de a)

tal que an ✏ 0. O menor número com tal propriedade é chamado de grau ou índice de

nilpotência do elemento a. Uma álgebra é nil de grau limitado se existe um número natural

n fixo tal que an ✏ 0 para todo a P A.

Definição 1.3.13. Uma álgebra A sobre um corpo K é nilpotente se existe um número

natural n fixo tal que o produto de quaisquer n elementos de A é igual a zero, isto é An ✏ 0.

O menor número n com esta propriedade é chamado grau ou índice de nilpotência da

álgebra A.

Definição 1.3.14. Uma álgebra A sobre um corpo K é algébrica se todo elemento a P A
é algébrico, isto é, é raiz de algum polinômio não nulo com coeficientes em K.

Definiremos uma álgebra muito importante nesta dissertação:

Definição 1.3.15. Seja B uma classe de álgebras (não necessariamente associativas) e

seja F uma álgebra gerada por um conjunto X. Dizemos que F é uma álgebra livre em

B se, para cada A P B e cada função f : X Ñ A, existe um único homomorfismo de

álgebras F Ñ A que estende f . Define-se o posto de F como sendo a cardinalidade do

conjunto X.

Em particular, a álgebra de polinômios não comutativos é uma álgebra livre:
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Teorema 1.3.1. Para cada conjunto X, a álgebra K①X②, espaço vetorial que tem como

base todos os monômios

xi1
☎ ☎ ☎xin

em que n P N e xi1
, . . . , xin

P X e a multiplicação é definida por justaposição:

♣xi1
☎ ☎ ☎xin

q♣xj1
☎ ☎ ☎xjm

q ✏ xi1
☎ ☎ ☎xin

xj1
☎ ☎ ☎xjm

é uma álgebra livre na classe de todas as álgebras associativas unitárias sobre o corpo K.

Se considerarmos o subespaço de K①X② gerado por todas os monômios de tamanho maior

ou igual a 1, que denotaremos por K�①X②, então obteremos a álgebra associativa não

comutativa livre, que será livre na classe de todas as álgebras associativas. Denotaremos

por K①Xn② ou K①x1, . . . , xn② a álgebra livre não-comutativa associativa unitária de posto

n P N.

A seguir definiremos alguns termos que usaremos relacionadas a polinômios.

Definição 1.3.16. Dado um monômio g ✏ xi1
☎ ☎ ☎xin

P K①X② nas variáveis xi1
, . . . , xin

P
X, dizemos que o grau de g é n, denotado por deg g. Também definimos o grau de um

monômio em relação à variável xi, que denotaremos por degxi
g, como o número de vezes

que ela aparece na representação do monômio. Se X ✏ tx1, . . . xm✉, definimos o multigrau

de g pela sequência ♣degx1
g, . . . , degxm

gq.

Definição 1.3.17. Dado um polinômio f P K①X②, diremos que o grau do polinômio,

denotado por deg f , é igual ao maior entre os graus de seus monômios. Analogamente

definimos o grau de um polinômio em relação à variável xi, que denotaremos por degxi
f ,

como o maior entre os graus em relação à xi de seus monômios. Se todos os monômios

de f tem o mesmo multigrau, então dizemos que f é multi-homogêneo de multigrau

♣degx1
f, ☎ ☎ ☎ , degxm

fq.

Definição 1.3.18. Ao trabalharmos com monômios não comutativos é comum usarmos

os termos alfabeto para o conjunto X de variáveis, letra no lugar de variável e palavra

no lugar de monômios. Também usamos o termo comprimento para o grau do monômio

e chamamos de palavra vazia a palavra de comprimento zero. Dizemos que v é uma

subpalavra de uma palavra w se existem palavras w1 e w2, possivelmente vazias, tais que

w ✏ w1vw2.

Uma construção semelhante à álgebra K①X② é a obtida a partir de um grupo e

um corpo de escalares.

Definição 1.3.19. Seja G um grupo (ou um semigrupo) e K um corpo. A álgebra de

grupo de G sobre K, denotada por KG, é o espaço vetorial formal sobre K com base

teg✉gPG, com o produto definido na base por egeh ✏ egh, g, h P G. Muitas vezes denotaremos

os elementos da base pelos elementos do grupo, ou seja, usamos g :✏ eg P KG.
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1.4 Módulos

Nesta seção apenas apresentaremos definições e terminologia básica sobre

módulos, além de alguns resultados usados no decorrer da dissertação. Uma exposição

bem mais detalhada pode ser encontrada no livro de Lambek (7).

Definição 1.4.1. Sejam R um anel, ♣M,�q um grupo abeliano e uma operação ☎ : R✂M Ñ
M denominada produto ou multiplicação por escalar. Dizemos que M é um R-módulo (à

esquerda) se para todo m,n PM e r, s P R temos:

(i) r ☎ ♣m� nq ✏ r ☎m� r ☎ n,

(ii) r ☎ ♣s ☎mq ✏ ♣rsq ☎m,

(iii) ♣r � sq ☎m ✏ r ☎m� s ☎m,

Se R admitir unidade 1, dizemos que M é um R-módulo unitário (à esquerda) e exigimos

também que:

(iv) 1 ☎m ✏ m.

De forma análoga, definimos R-módulo à direita, em que a ação é dada pela direita, isto é,

consideramos a operação ☎ : M ✂RÑM .

Notação 1.4.1. Quando não houver ambiguidades omitiremos o produto ☎ e o denotaremos

por justaposição, isto é, usaremos mr no lugar de m ☎ r.

Definição 1.4.2. Sejam M um R-módulo e N ⑨M um subconjunto não vazio. Dizemos

que N é um R-submódulo se N for um subgrupo aditivo de M e rn P N para todo n P N
e r P R.

Observação 1.4.1. Sejam R um anel e I ➌l R um ideal à esquerda. Então I admite

naturalmente uma estrutura de R-módulo à esquerda. Em particular, o próprio anel R é

um R-módulo à esquerda. Além disso, os ideais à esquerda de R são todos os R-submódulos

do R-módulo à esquerda R.

Definição 1.4.3. Sejam M e N R-módulos e f : M Ñ N função. Dizemos que f é

homomorfismo de R-módulos se, para todo m,n PM e r P R,

(i) f♣m� nq ✏ f♣mq � f♣nq,

(ii) f♣rmq ✏ rf♣mq.
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Definição 1.4.4. Sejam M e N R-módulos e f : M Ñ N um homomorfismo de R-

módulos. O núcleo de f é o conjunto ker f :✏ tm PM : f♣mq ✏ 0✉ e a imagem de f é

o conjunto f♣Mq :✏ tf♣mq : m PM✉. Note que ker f e f♣Mq são R-submódulos de M e

N respectivamente.

Definição 1.4.5. Um homomorfismo de R-módulos f : M Ñ N é um isomorfismo se

for f for biunívoco. Ainda, dizemos que M e N são isomorfos e denotamos por M ✔ N .

Enunciaremos um dos teoremas de isomorfismo de módulos:

Teorema 1.4.1. Seja f : M Ñ N um homomorfismo sobrejetor de R-módulos. Então

M④Ker f ✔ N .

Também podemos definir módulos sobre álgebras. As definições de submódulo

e de homomorfismo neste caso são análogas às do caso de módulos sobre anéis, com a

exigência adicional de ser compatível com a ação dos elementos do corpo.

Definição 1.4.6. Seja A uma álgebra sobre um corpo K, M um espaço vetorial também

sobre K e considere uma operação ♣a,mq P A ✂M ÞÑ am P M . Dizemos que M é um

A-módulo (à esquerda) se essa operação satisfaz, para todo α P K, m,n PM e a, b P A,

(i) ♣abqm ✏ a♣bmq,

(ii) ♣a� bqm ✏ am� bm,

(iii) a♣m� nq ✏ am� an,

(iv) α♣amq ✏ ♣αaqm ✏ a♣αmq.

De forma análoga podemos definir A-módulo à direita.

Definição 1.4.7. Seja M um R-módulo. M é irredutível se RM ✘ 0 e os únicos

submódulos de M são 0 e M .

Definição 1.4.8. Um R-módulo M é completamente redutível (ou semissimples) se

M for soma direta de alguns de seus submódulos irredutíveis.

Definição 1.4.9. Um anel R é completamente redutível se for completamente redutível

como um R-módulo à esquerda.

Aqui iremos citar o importante teorema de Wedderburn-Artin que classifica

os anéis completamente redutíveis. Uma demonstração pode ser encontrada no livro de

Lambek (7).

Teorema 1.4.2 (Wedderburn-Artin). Seja R um anel com unidade 1. Então
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(i) R é completamente redutível se e só se R ✏
mà

i✏1

Ri, com cada Ri anel completamente

redutível e simples,

(ii) R é completamente redutível e simples se e só se R ✔Mn♣Dq, para algum n P N e

algum anel de divisão D.

1.5 Álgebras com Identidades Polinomiais

Nesta seção definiremos o contexto principal no qual estaremos trabalhando

nesta dissertação: as álgebras com identidade polinomial, ou simplesmente, PI-álgebras.

Definição 1.5.1. Seja A uma álgebra associativa. Dizemos que A é uma álgebra com

identidade polinomial, ou simplesmente PI-álgebra, se existe um polinômio não trivial

f♣x1, . . . , xmq P K①X② tal que f♣a1, . . . , amq ✏ 0, para todo a1, . . . , am P A. Neste caso,

dizemos que A satisfaz a identidade polinomial f♣x1, . . . , xmq, ou simplesmente f (ou

ainda f ✏ 0) é uma identidade de A.

Observação 1.5.1. Um polinômio f P K①X② é uma identidade de uma álgebra A se e

somente se para todo homomorfismo de álgebras ψ : K①X② Ñ A, temos ψ♣fq ✏ 0.

Vamos dar alguns exemplos de PI-álgebras.

Exemplo 1.5.1. Uma álgebra A é comutativa se e somente se satisfaz a identidade

rx1, x2s ✏ x1x2 ✁ x2x1 ✏ 0. Denominamos ra, bs de comutador de dois elementos a e b.

Definição 1.5.2. O polinômio standard é

sn♣x1, . . . , xnq ✏
➳

σPSn

sgn♣σqxσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣nq.

Definição 1.5.3. O polinômio de Capelli é

dn♣x1, . . . , xn, y1, . . . , yn✁1q ✏
➳

σPSn

sgn♣σqxσ♣1qy1xσ♣2q ☎ ☎ ☎ yn✁1xσ♣nq.

Exemplo 1.5.2. Uma álgebra A de dimensão finita m satisfaz a identidade standard

sn e a identidade de Capelli dn para todo n → m. Para provar essa afirmação, note que

esses polinômios são multilineares logo é necessário apenas verificar a propriedade para

os elementos de uma base. Como n → m, algum elemento da base se repete e então,

como os polinômios são antissimétricos em x1, . . . , xn, temos que eles são identidades

para elementos dessa base. Portanto A satisfaz as duas identidades. O leitor pode fazer a

analogia com a bem conhecida propriedade do determinante da álgebra linear básica: se a

matriz tem duas linhas (ou colunas) iguais, então seu determinante é igual a 0. Este fato é

usado para deduzir que o determinante é uma função alternada nas suas linhas ou colunas.
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Estes dois últimos exemplos mostram que as PI-álgebras são uma generalização

tanto de álgebras comutativas quanto de álgebras de dimensão finita.

Vamos definir mais um polinômio, e fazer uma observação sobre ele.

Definição 1.5.4. A identidade de algebricidade é

an♣x, y1, . . . , ynq ✏ dn�1♣1, x, . . . , xn, y1, . . . , yn�1q
✏
➳

σPSn�1

sgn♣σqxσ♣0qy1x
σ♣1q ☎ ☎ ☎ ynx

σ♣nq

em que σ P Sn�1 age sobre t0, 1, . . . , n✉.

Observação 1.5.2. Seja A uma álgebra sobre o corpo K. Se a P A é algébrico, isto é, se

existe um polinômio de grau n e coeficientes em K tal que a é solução desse polinômio,

então 1, a, . . . , an são linearmente dependentes e portanto an♣a, y1, . . . , ynq ✏ 0. Assim, se A

é uma álgebra algébrica de grau limitado n então ela satisfaz a identidade de algebricidade

an.

A seguir, iremos discutir as principais ideias para se estudar as identidades de

uma álgebra:

Definição 1.5.5. Seja R uma álgebra. O conjunto de todas as identidades polinomiais

de R, que denotaremos por T ♣Rq, formam um ideal bilateral da álgebra livre K①X② e é

chamado de T-ideal de R.

É comum na literatura encontrar a denominação ideal verbal para os T-ideais;

tal terminologia vem da teoria de grupos.

Primeiramente, veja que T é um ideal bilateral porque multiplicar uma identi-

dade polinomial à direita ou à esquerda por algum outro polinômio continua resultando

em uma identidade polinomial. Além disso, note que se f♣x1, . . . , xmq é uma identi-

dade polinomial de R, então para quaisquer polinômios w1, . . . , wm P K①X② temos que

f♣w1, . . . , wmq ✏ 0, ou seja, um T-ideal é invariante sob substituições por elementos de

K①X②. Como todo endomorfismo ϕ de K①X② é completamente definido pelos valores

que os elementos de X assumem, ϕ♣xiq ✏ wi P K①X②, podemos dizer que um T-ideal é

invariante por endomorfismos de K①X②. Por outro lado, se temos um ideal bilateral T de

K①X② invariante por endomorfismos, então a álgebra quociente K①X②④T é uma álgebra

cujo T-ideal é T .

Definição 1.5.6. Diremos que uma identidade polinomial g♣x1, . . . , xmq é uma con-

sequência das identidades polinomiais fi♣x1, . . . , xmi
q, i P I, se toda álgebra que satis-

faz as identidades fi também satisfaz g. Dado um conjunto de identidades polinomiais

F ⑨ K①X②, definimos o T-ideal T de K①X② gerado por F como sendo o menor T-ideal
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contendo F que denotaremos por ①F ②T . Se F ✏ tf1, . . . , fn✉, denotaremos o T-ideal tam-

bém por ①f1, . . . , fn②T . O conjunto F é chamado de base das identidades polinomiais de

T , mesmo que não seja um conjunto gerador minimal. Dizemos que dois conjuntos de

identidades polinomiais F e G são equivalentes se elas geram o mesmo ideal, o que

ocorre se e somente se F é consequência de G e G é consequência de F .

Na prática, um polinômio g será consequência de fi♣x1, . . . , xmi
q, i P I se for

possível obter g na seguinte forma➳
uiwfi♣w1, . . . , wmi

qviw

em que wi, uiw, viw P K①X②.

Observação 1.5.3. Ao trabalharmos com álgebras não unitárias, devemos considerar

a álgebra associativa não unitária livre K�①X② ao invés de K①X②. A diferença mais

importante em relação às considerações anteriores é que em K�①X② um polinômio g será

consequência de fi♣x1, . . . , xmi
q, i P I se for possível obter g na seguinte forma➳

uiwfi♣w1, . . . , wmi
qviw

em que wi P K�①X② e uiw, viw P K �K�①X② ✏ K①X②.

Agora vamos reformular as duas definições sobre álgebras que serão o objeto

principal desta dissertação em termos de PI-álgebras:

Definição 1.5.7. Uma álgebra A é nil de grau (ou índice) limitado menor ou igual a n

se e somente se A satisfaz a identidade polinomial xn ✏ 0.

Definição 1.5.8. Uma álgebra A é nilpotente de grau (ou índice) menor ou igual a n se

e somente se A satisfaz a identidade polinomial x1 ☎ ☎ ☎xn ✏ 0.

Isso nos permite reformular a principal questão do Capítulo 3 “uma álgebra nil

de grau limitado é nilpotente? Se sim, qual é o grau de nilpotência?” para “a identidade

x1 ☎ ☎ ☎xm ✏ 0 é consequência de xn ✏ 0 para algum m? Qual é o menor m tal que a

identidade é válida?”.

Na grande maioria das demonstrações desse capítulo faremos uso da álgebra

associativa livre, do T-ideal T gerado por xn ✏ 0 e da álgebra quociente K�①X②④T . O que

nos permite afirmar que é suficiente analisar tal situação são as observações a seguir:

Definição 1.5.9. Seja F ✏ tfi♣x1, . . . , xmi
q, i P I✉ ⑨ K①X②. A classe U de todas as

álgebras associativas que satisfazem todas as identidades polinomiais fi ✏ 0, i P I é

chamada de variedade de álgebras associativas gerada pelo sistema de identidades

polinomiais tfi ✏ 0 ⑤ i P I✉. Denotaremos por T ♣U q o T-ideal de todas as identidades

polinomiais satisfeitas por U .
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Existe uma correspondência biunívoca π entre os T-ideais de K①X② e as

variedades de álgebras associativas: Para todo T-ideal T nós definimos U ✏ π♣T q como a

variedade definida pelas identidades polinomiais de T . Esta é uma “correspondência de

Galois”, isto é, para dois T-ideais T1 ⑨ T2 temos que π♣T1q ⑩ π♣T2q.

Definição 1.5.10. Seja U uma variedade. Uma álgebra F é dita ser relativamente

livre em U se F for livre na classe U .

Observação 1.5.4. A álgebra quociente F ♣U q ✏ K�①X②④T ♣U q é a álgebra associativa

não unitária relativamente livre de posto enumerável na variedade U .

1.6 Ferramentas para Identidades Polinomiais

Nesta seção veremos alguns fatos e ferramentas básicas para trabalharmos com

identidades polinomiais. Os resultados aqui mostrados estão baseados no livro de Drensky

(3). Começaremos com um conceito que será muito explorado neste trabalho.

Denotaremos por Tn o espaço dos polinômios multilineares de grau n nas

variáveis x1, . . . , xn. Note que Tn é um espaço vetorial e txσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣nq : σ P Sn✉ é uma

base de Tn.

Teorema 1.6.1. Seja f♣x1, . . . , xmq P K①X② e escreva f ✏
n➳

i✏0

fi, com fi homogêneo de

grau i em relação à x1. Então:

(i) Se K contém mais que n elementos (por exemplo, quando K é infinito), então fi ✏ 0

é consequência de f ✏ 0, para cada i ✏ 0, 1, . . . , n.

(ii) Se a característica de K for 0 (ou maior que deg f), então f ✏ 0 é equivalente a um

conjunto finito de polinômios multilineares, os quais podem ser sobre uma quantidade

maior de variáveis do que f .

Demonstração. (i) Sejam α0, α1, . . . , αn P K distintos e seja T ✏ ①f②T o T-ideal gerado

por f . Então, como T é fechado por endomorfismos, segue que

f♣αjx1, x2, . . . , xmq ✏
n➳

i✏0

αi
jfi♣x1, x2, . . . , xmq P T

para j ✏ 0, 1, ☎ ☎ ☎ , n. Então, escrevendo em forma matricial, temos☎✝✝✝✝✆
f♣α0x1, x2, . . . , xmq
f♣α1x1, x2, . . . , xmq

...

f♣αnx1, x2, . . . , xmq

☞✍✍✍✍✌✏

☎✝✝✝✝✆
1 α0 α2

0
. . . αn

0

1 α1 α2

1
. . . αn

1

...
...

...
...

1 αn α2

n . . . αn
n

☞✍✍✍✍✌
❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

M

☎✝✝✝✝✆
f0♣x1, . . . , xmq
f1♣x1, . . . , xmq

...

fn♣x1, . . . , xmq

☞✍✍✍✍✌
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A matriz M é uma matriz de Vandermonde, cujo determinante é
➵
i➔j

♣αi ✁ αjq ✘ 0,

e portanto é invertível. Assim fi é combinação linear de f♣αjx1, x2, . . . , xmq P T e

portanto fi ✏ 0 é consequência de f ✏ 0, para todo i ✏ 0, 1, . . . , n.

(ii) Iremos usar o processo de linearização. De ♣iq, podemos assumir f homogêneo em

cada variável, ou seja, multi-homogêneo. Seja d ✏ degx1
f , podemos escrever

f♣y1 � y2, x2, . . . , xmq ✏
d➳

i✏0

fi♣y1, y2, x2, . . . , xmq P T

em que cada fi é a componente homogênea de grau i em relação à y1. De ♣iq, fi P T .

Como degy1
fi ➔ d e degy2

fi ➔ d para i ✏ 1, . . . , d ✁ 1, podemos continuar esse

processo e obter um conjunto de polinômios multilineares. Para verificarmos que f é

equivalente a essas identidades, basta notar que

fi♣y1, y1, x2, . . . , xmq ✏
✂
d

i

✡
f♣y1, x2, . . . , xmq P T

e o coeficiente binomial é diferente de zero pois a característica do corpo é 0 ou

maior que d.

Definição 1.6.1. Denominamos de linearização parcial o passo usado na demonstração

anterior de considerar f♣y1�y2, x2, . . . , xmq e tomar a componente de grau d✁1 em relação

à y1 e linear em y2. A linearização total é obtida ao repetir esse processo até obter um

polinômio multilinear.

Um polinômio extremamente importante nesta dissertação pode ser definido

da seguinte maneira

Definição 1.6.2. Denotaremos por en o resultado da linearização total da identidade

xn ✏ 0.

en♣x1, . . . , xnq ✏
➳

σPSn

xσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣nq. (1.3)

Esta identidade polinomial é consequência de xn, e caso o corpo tenha característica 0 ou

maior que n, ela é equivalente a xn.

Por fim, vamos provar que qualquer PI-álgebra satisfaz alguma identidade

multilinear, independentemente do corpo base.

Proposição 1.6.1. Seja A uma PI-álgebra. Então A satisfaz uma identidade multilinear.

Demonstração. Seja f♣x1, . . . , xmq uma identidade de A. Se d ✏ degx1
f → 1, então

g♣y1, y2, x2, . . . , xmq ✏f♣y1 � y2, x2, . . . , xmq
✁ f♣y1, x2, . . . , xmq ✁ f♣y2, x2, . . . , xmq
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tem uma componente homogênea de grau d✁ 1 em relação à y1 e linear em y2 e nenhuma

componente homogênea de grau d em relação à y1 ou y2. Continuando com esse processo

de aumentar o número de variáveis e de diminuir os seus graus, conseguimos linearizar

em relação à variável x1. Repetindo para as outras variáveis obtemos uma identidade

multilinear.

1.7 Representações de Grupo

Nesta seção apresentaremos as definições básicas de representações de grupos e

alguns resultados que serão necessários na seção seguinte. Fixaremos G um grupo finito.

Dado V um espaço vetorial, denotaremos por GL♣V q o grupo de todos os automorfismos

de V .

Definição 1.7.1. Uma representação de G em V é um homomorfismo de grupos ρ : GÑ
GL♣V q. O grau da representação é definido como a dimensão do espaço vetorial V e diremos

que a representação é finita se o grau for finito.

Notação 1.7.1. Por simplicidade, diremos representação V para nos referirmos à repre-

sentação ρ : G Ñ GL♣V q. Além disso, também utilizaremos a notação ρs :✏ ρ♣sq, para

cada s P G.

Definição 1.7.2. Sejam G grupo e ρ1 : GÑ GL♣V1q e ρ2 : GÑ GL♣V2q duas represen-

tações. Dizemos que ρ1 e ρ2 são equivalentes ou isomorfas se existe um isomorfismo

T : V1 Ñ V2 tal que T ✆ ρ1♣sq ✏ ρ2♣sq ✆ T,❅s P G.

Definição 1.7.3. Seja ρ : G Ñ GL♣V q uma representação e W ⑨ V um subespaço tal

que ρs♣W q ⑨ W , para todo s P G. Então a representação ψ : GÑ GL♣W q definida por

ψs♣wq ✏ ρs♣wq é uma subrepresentação de ρ.

Definição 1.7.4. Dada uma representação ρ : GÑ GL♣V q, dizemos que V é irredutível

se não admite subrepresentações diferentes de 0 e V .

Definição 1.7.5. Sejam ρ1 : G Ñ GL♣V1q e ρ2 : G Ñ GL♣V2q duas representações. A

soma direta dessas representações é a representação ρ ✏ ρ1 ❵ ρ2 : G Ñ GL♣V1 ❵ V2q
definida por

♣ρ♣sqq♣v1, v2q ✏ ♣♣ρ1♣sqq♣v1q, ♣ρ2♣sqq♣v2qq
em que s P G, v1 P V1, e v2 P V2.

Um teorema muito importante sobre a decomposição de representações em

somas diretas é o Teorema de Maschke.
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Teorema 1.7.1. Sejam G um grupo finito e K um corpo de característica zero ou p → 0

tal que p não divide ⑤G⑤. Sejam ρ : GÑ GL♣V q uma representação finita e W ⑨ V uma

subrepresentação. Então existe uma subrepresentação W0 ⑨ V tal que V ✏ W ❵W0.

Demonstração. Seja W ✶ um subespaço qualquer de V tal que V ✏ W ❵W ✶, e considere a

projeção π : W ❵W ✶ Ñ W . Definimos

π0 ✏ 1
⑤G⑤

➳
sPG

ρ✁1

s πρs.

Temos que π0 é uma projeção, pois π0♣V q ⑨ W e se w P W , então ρs♣wq P W , para todo

s P G, e

π0♣wq ✏ 1
g

➳
sPG

ρ✁1

s ♣π♣ρs♣wqq❧♦♦♦♠♦♦♦♥
ρs♣wq

q ✏ 1
g

➳
sPG

w ✏ w

e portanto π2

0
✏ π0 e π0♣V q ✏ W . Segue que V ✏ W ❵ kerπ0, e mostraremos que kerπ0 é

uma subrepresentação de V .

Note que para todo s P G, ρ✁1

s π0ρs ✏ π0, e assim π0ρs ✏ ρsπ0. Então dado

x P kerπ0, temos π0♣ρs♣xqq ✏ ρs♣π0♣xqq ✏ 0, e daí, ρs♣xq P kerπ0. Portanto, ρs♣kerπ0q ⑨
kerπ0 e segue que ker π0 é subrepresentação de V , o que conclui a demonstração.

Observação 1.7.1. A representação ρ : G Ñ GL♣V q é totalmente determinada pelas

subrepresentações ρW : G Ñ GL♣W q e ρW0
: G Ñ GL♣W0q, isto é, V tem uma base

tv1, . . . , vk, vk�1, . . . , vm✉ em que tv1, . . . , vk✉ e tvk�1, . . . , vm✉ são bases de W e W0, res-

pectivamente, de forma que, para todo s P G, temos, escrevendo os automorfismos na

forma matricial:

rρss ✏
✄

rρW ♣sqs 0

0 rρW0
♣sqs

☛
.

O teorema de Maschke mostra que toda representação não irredutível pode

ser escrita como soma direta de duas subrepresentações. Podemos repetir o processo para

cada subrepresentação (o processo terminará pois, por hipótese, a dimensão de V é finita)

e concluir que V é soma direta de representações irredutíveis, isto é, temos o seguinte

corolário. Muitas vezes ele é chamado de Teorema de Maschke.

Corolário 1.7.1. Se G é um grupo finito e o corpo base tem característica p tal que

p ✏ 0 ou p não divide ⑤G⑤ então toda representação de G de grau finito é soma direta de

representações irredutíveis.

Agora, vamos estudar a álgebra de grupo KG e relacioná-la com as representa-

ções de G:

Observação 1.7.2. Como toda representação ρ : GÑ GL♣V q de um grupo G em V define

uma ação linear de G em V , podemos considerar V como um KG-módulo à esquerda. Neste
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caso os conceitos de subrepresentações e irredutibilidade de ρ correspondem a conceitos

similares no KG-módulo V .

Em particular, temos a representação regular, que é a representação de G

em KG definida por

ρg :
➳
hPG

αhh ÞÑ
➳
hPG

αhgh

em que g P G e αh P K. Considerando KG como um KG-módulo à esquerda, podemos

assumir que G age sobre KG à esquerda permutando os elementos da base G. As subrepre-

sentações de ρ correspondem aos ideais à esquerda da álgebra KG e as subrepresentações

irredutíveis correspondem aos ideais à esquerda minimais de KG.

Notação 1.7.2. Em alguns lugares diremos que V é um G-módulo ao invés de KG-módulo.

Definição 1.7.6. Considere ρ : GÑ GL♣V q, com V um espaço vetorial não nulo qualquer,

dado por ρ♣sq ✏ I para todo s P G, em que I é a identidade. Essa representação é

denominada representação trivial.

Exemplo 1.7.1. Seja G um grupo e considere a representação regular ρ : GÑ GL♣KGq.
Considere W o subespaço gerado por e ✏

➳
gPG

eg. Temos que W é uma subrepresentação de

KG e que ela se comporta como a representação trivial, pois ρs♣eq ✏ e, para todo s P G.

Pelo teorema de Maschke (Corolário 1.7.1), se G é um grupo finito e K é

um corpo de característica 0, então KG é completamente redutível. Pelo Teorema de

Wedderburn–Artin (Teorema 1.4.2), como KG é de dimensão finita sobre K e se K for

algebricamente fechado, temos que

KG ✔Md1
♣Kq ❵ ☎ ☎ ☎ ❵Mdm

♣Kq. (1.4)

Observamos que este último fato pode ser deduzido sem utilizar o teorema de Wedderburn–

Artin. Mas para os nossos objetivos esta foi a maneira mais rápida e fácil para deduzir as

propriedades das quais precisaremos.

Vamos explorar um pouco as propriedades de KG e das representações de G

Proposição 1.7.1. Sejam G um grupo finito, K um corpo de característica p tal que

p ✏ 0 ou p não divide ⑤G⑤ e M um G-módulo irredutível. Então M é isomorfo a um ideal

minimal à esquerda de KG.

Demonstração. Tome m um elemento não nulo de M e considere a aplicação ψ : KGÑM

tal que ψ♣rq ✏ rm. Tal aplicação é um homomorfismo de G-módulos e é sobrejetora pois

ψ♣KGq é um submódulo de M , M é irredutível e ψ♣KGq ✘ 0, logo ψ♣KGq ✏ M . Além

disso, ker♣ψq é um submódulo de KG, isto é, um ideal à esquerda de KG, portanto, pelo

Teorema 1.7.1, existe W um G-submódulo de KG tal que KG ✏ kerψ ❵W e portanto

M ✔ KG④ kerψ ✔ W . Como M é irredutível então W é minimal.
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Proposição 1.7.2. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado de

característica p tal que p ✏ 0 ou p não divide ⑤G⑤ e seja I um ideal minimal à esquerda de

KG. Então existe e P I idempotente tal que I ✏ ♣KGqe.

Demonstração. Pela Equação 1.4, um ideal minimal à esquerda de KG deve ser um ideal

minimal à esquerda de alguma das subálgebras de matrizes. Seja J um ideal minimal à

esquerda de Md♣Kq, temos que J0 ✏ J ☎Md♣Kq é um ideal bilateral e como Md♣Kq é uma

álgebra simples, então J0 ✏Md♣Kq. Suponha por absurdo que J2 ✏ 0. Neste caso,

J2

0
✏ ♣J ☎Md♣Kq ☎ Jq ☎Md♣Kq ✏ J2 ☎Md♣Kq ✏ 0,

impossível, logo J2 ✘ 0.

Então, como J2 ⑨ J é um ideal à esquerda e J é minimal, temos que J2 ✏ J

logo existe a P J tal que Ja ✘ 0, mas como Ja ⑨ J é um ideal à esquerda não nulo,

Ja ✏ J . Em particular a P J , logo existe e P J tal que ea ✏ a. Daí, e2a ✏ ea e assim

♣e2 ✁ eqa ✏ 0. Considere A ✏ tr P J : ra ✏ 0✉. Temos que A é ideal à esquerda, e A ⑨ J , e

como J é minimal temos A ✏ 0 ou A ✏ J (o que não ocorre, pois e ❘ A), portanto, A ✏ 0.

Como e2 ✁ e P A, temos e2 ✁ e ✏ 0, ou seja, e2 ✏ e, logo e é idempotente. Como e P J ,

Je ⑨ J é um ideal à esquerda, e como J é minimal e Je ✘ 0 (pois e ✏ e2 P Je) então

Je ✏ J .

Ainda, lembrando que os ideais à esquerda de Mn♣Kq correspondem aos su-

bespaços de Kn (um ideal à esquerda de Mn♣Kq é composto pelas matrizes cujas linhas

estão em um subespaço de Kn), temos que um ideal minimal à esquerda ♣KGqe de KG é

tal que dimK♣KGqe ✏ ni, ♣KGqe aparece ni vezes na composição de KG e ♣KGqe está

contido num ideal bilateral minimal de dimensão n2

i .

Novamente usando a Equação 1.4, temos

Z♣KGq ✔ Z♣Md1
♣Kqq ❵ ☎ ☎ ☎ ❵ Z♣Mdm

♣Kqq

e como o centro de Md♣Kq são as matrizes de escalares, temos dimK Z♣Mni
♣Kqq ✏ 1.

Segue que dimK Z♣KGq ✏ m.

Sejam C1, . . . , Cs as classes de conjugação de G e defina o elemento ci ✏
➳

xPCi

x P

KG, i ✏ 1, . . . , s em cada uma delas. Note que, para todo g P G, gcig
✁1 ✏ ci já que para

cada x P Ci, temos gxg✁1 P Ci, e a conjugação é um isomorfismo de grupos. Essas duas

observações permitem provar o seguinte resultado:

Proposição 1.7.3. O número de componentes simples na decomposição de KG é igual à

quantidade de classes de conjugação de G.
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Demonstração. Pelo discutido anteriormente, temos que m ✏ dimK Z♣KGq, logo é sufici-

ente provarmos que dimK Z♣KGq ✏ s, em que s é a quantidade de classes de conjugação

de G. Seja x ✏
➳
gPG

αgg P Z♣KGq. Como x está no centro de KG temos, para todo h P G,

x ✏ hxh✁1 ✏
➳
gPG

αghgh
✁1 ✏

➳
gPG

αh✁1ghg

e comparando os coeficientes temos αg ✏ αh✁1gh, ou seja, os coeficientes de x são constantes

nos elementos de uma mesma classe de conjugação e portanto x é combinação linear

de c1, . . . , cs. Por outro lado, como os elementos que compõem cada ci são distintos,

eles devem ser linearmente independentes. Logo tc1, ☎ ☎ ☎ , cs✉ é uma base de Z♣KGq e

dimK KG ✏ s.

1.8 Representações de Sn e PI-álgebras

Agora vamos explorar especificamente as representações do grupo simétrico Sn.

Nesta seção, consideraremos n P N, o grupo simétrico G ✏ Sn, um corpo de característica

zero K e A ✏ KSn. Como vimos anteriormente, KSn é completamente redutível logo pode

ser escrito como soma de KSn-módulos à esquerda irredutíveis. Agora o nosso objetivo é

apresentar uma ferramenta que permite caracterizar todos os KSn-módulos irredutíveis:

as tabelas de Young.

Isso vai nos permitir concluir que as representações irredutíveis de Sn sobre o

corpo dos racionais Q são absolutamente irredutíveis. Isto quer dizer que elas permanecem

irredutíveis sob qualquer extensão de corpos; em outras palavras, continuam irredutíveis

sobre qualquer corpo de característica 0.

Nesta seção, o produto de duas permutações σ, τ P Sn será da direita para a

esquerda. Assim, uma ação de Sn no conjunto In ✏ t1, 2, ☎ ☎ ☎ , n✉ é tal que σ♣τmq ✏ ♣στqm,

para cada m P In.

Definição 1.8.1. Seja λ ✏ ♣n1, ☎ ☎ ☎ , nkq ✩ n uma partição de n. Um diagrama de

Young Dλ é uma malha (tabela) com n1 espaços na primeira linha, n2 espaços na segunda

linha, etc. Por exemplo, se λ ✏ ♣4, 3, 1q, o diagrama Dλ será

Definição 1.8.2. Seja λ ✏ ♣n1, ☎ ☎ ☎ , nkq ✩ n uma partição de n e Dλ um diagrama de

Young. Uma λ✁tabela de Young Tλ de conteúdo α ✏ ♣α1, . . . , αmq em que α1�☎ ☎ ☎�αm ✏
n é obtida ao preencher a tabela com α1 números 1, α2 números 2, . . . , αm números m.

Uma tabela é semistandard se suas entradas crescem (não necessariamente estritamente)
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da esquerda para direira nas linhas e aumentam (estritamente) de cima para baixo nas

colunas. Uma tabela é standard se ela é semistandard e de conteúdo ♣1, . . . , 1q. Por exemplo,

para a partição λ ✏ ♣4, 3, 1q, uma tabela semistandard de conteúdo ♣2, 3, 1, 1q seria:

1 1 2 4
2 2
3 .

A tabela a seguir é standard:
1 3 6 7
2 4
5 ,

e esta última é de conteúdo ♣1, . . . , 1q e não é standard:

1 2 3 4
6 5
7 .

Definição 1.8.3. Para uma partição λ de n, o grupo simétrico Sn age sobre as λ-tabelas

de conteúdo ♣1, . . . , 1q da seguinte forma. Se uma caixa de Tλ contém o número k, a mesma

caixa de σTλ conterá o número σ♣kq, em que σ P Sn. Dada uma tabela Tλ, denotamos por

R♣Tλq e C♣Tλq os subgrupos de Sn que mantêm os elementos de Tλ nas mesmas linhas e

colunas, respectivamente. Por exemplo, na última tabela apresentada temos

R♣Tλq ✏ S4♣1, 2, 3, 4q ❵ S2♣6, 5q ❵ S1♣7q
C♣Tλq ✏ S3♣1, 6, 7q ❵ S2♣2, 5q ❵ S1♣3q ❵ S1♣4q

Observação 1.8.1. Temos que R♣Tλq ❳ C♣Tλq ✏ 1. De fato, se σ P R♣Dλq ❳ C♣Dλq,
então σ não move nenhum elemento para outra linha e nem para outra coluna, logo deve

fixar cada elemento e então σ ✏ 1.

O teorema a seguir descreve as representações irredutíveis do grupo simétrico

em termos de tabelas de Young. Uma demonstração para esses resultados pode ser vista

no livro de Curtis e Reiner (1).

Teorema 1.8.1. Seja K um corpo de característica 0, λ uma partição de n, Tλ uma

λ-tabela de conteúdo ♣1, . . . , 1q, e R♣Tλq e C♣Tλq os subgrupos que permutam as linhas e

as colunas, respectivamente, de Tλ. Definimos o elemento e♣Tλq da álgebra KSn associado

à tabela de Young Tλ:

e♣Tλq ✏
➳

σPR♣Tλq, τPC♣Tλq

sgn♣τqστ.

Então temos:

(i) A menos de uma constante multiplicativa, e♣Tλq é igual a um idempotente da álgebra

KSn e gera um ideal à esquerda minimal de KSn (tal ideal é da forma KSn ☎ e♣Tλq
e é um Sn-módulo à esquerda)
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(ii) Se Tµ é uma tabela associada a uma partição µ, então KSn ☎ e♣Tµq ✔ KSn ☎ e♣Tλq se

e somente se λ ✏ µ;

(iii) todo Sn-módulo irredutível à esquerda é isomorfo a algum KSn ☎ e♣Tλq para alguma

partição λ ✩ n.

(iv) Se Tλ e T ✶
λ são duas λ-tabelas e seja ρ P Sn tal que T ✶

λ ✏ ρTλ, então a função

ψ : KSn ☎e♣Tλq ÞÑ KSn ☎e♣T ✶
λq tal que ψ♣xq ✏ xρ✁1 é bem definida e é um isomorfismo

entre Sn-módulos.

Juntamente com o teorema anterior, o fato de KSn ser completamente redutível

implica o corolário:

Corolário 1.8.1. Seja K um corpo de característica 0, n um número natural e e♣Tλq
definido no Teorema 1.8.1. Temos que

KSn ✏
➳

KSn ☎ e♣Tλq

em que a soma percorre todas as tabelas de conteúdo ♣1, . . . , 1q geradas sobre todas as

partições de n.

Observação 1.8.2. No corolário é suficiente tomar a soma apenas nas tabelas standard,

mas não precisaremos usar esse fato.

Além disso, pelo teorema também obtemos que o ideal bilateral KSn☎e♣Tλq☎KSn,

que é gerado pelo elemento e♣Tλq, é igual à soma de todos os ideais à esquerda minimais

isomorfos a KSn ☎ e♣Tλq. Portanto obtemos outro corolário:

Corolário 1.8.2. Seja K um corpo de característica 0, n um número natural e e♣Tλq
definido no Teorema 1.8.1, temos que

KSn ✏
➳

KSn ☎ e♣Tλq ☎KSn

em que na soma tomamos qualquer uma das tabelas de conteúdo ♣1, . . . , 1q geradas sobre

cada uma das partições de n.

Por fim, iremos comentar como podemos aplicar a teoria desenvolvida para

obter resultados sobre PI-álgebras. Seja Pn o conjunto de todos os polinômios multilineares

de grau n na álgebra associativa livre K①X②. Temos que Pn admite uma estrutura natural

de Sn-módulo, dada pela seguinte ação:

σ♣
➳

αixi1
. . . xin

q ✏
➳

αixσ♣i1q . . . xσ♣inq

para cada σ P Sn, αi P K e xi1
. . . xin

P Pn.
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Dada uma PI-álgebra A e T o seu T-ideal, temos que Pn❳T é um Sn-submódulo

de Pn. De fato, T é invariante sob todas as substituições, então se f♣x1, . . . , xnq P Pn ❳ T

temos que

σ♣f♣x1, . . . , xnqq ✏ f♣xσ♣1q, . . . , xσ♣nqq P Pn ❳ T

para todo σ P Sn. Assim, dados f , g P Pn, f é consequência de g se e somente se f P KSng.

Como já comentamos, para estudar as identidades polinomiais de uma álgebra

A sobre um corpo de característica 0, é suficiente considerar apenas as identidades

multilineares satisfeitas por A. Assim podemos estudar Pn ❳ T ♣Aq como um Sn-módulo

usando a teoria das representações do grupo Sn. Por bem da verdade, na maioria das vezes

estuda-se o quociente Pn④Pn ❳ T ♣Aq. Os principais motivos para isso veremos na próxima

seção.

1.9 Codimensões e o Teorema de Regev

Nesta seção apresentaremos o Teorema de Regev sobre o produto tensorial de

PI-álgebras. A exposição é baseada na prova de Latyshev que se encontra no livro de

Drensky (2), mas usamos uma demonstração para o lema combinatório um pouco diferente

da presente no livro.

Definição 1.9.1. Se T é um T-ideal de K①X②, definimos Tn ✏ Pn ❳ T e a n-ésima

codimensão cn♣T q de T como a dimensão do espaço vetorial Pn④Tn, isto é, cn♣T q ✏
dimK♣Pn④Tnq.

Definição 1.9.2. Uma permutação π P Sn é d-boa se não possui subsequências decrescentes

de tamanho d, isto é, se os inteiros 1 ↕ i1 ➔ i2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ ik ↕ n são tais que π♣i1q → π♣i2q →
☎ ☎ ☎ → π♣ikq, então k ➔ d.

Exemplo 1.9.1. Para n ✏ 6 e

π ✏
✄

1 2 3 4 5 6

5 3 2 4 1 6

☛

a maior subsequência decrescente tem tamanho 4 (✏ 5✁ 3✁ 2✁ 1), e portanto π é 5-boa e

6-boa.

Teorema 1.9.1. O número de permutações d-boas de Sn é menor ou igual a ♣d✁ 1q2n.

Demonstração. Seja σ P Sn uma permutação. Para cada i ✏ 1, 2, . . . , n defina D♣iq como o

tamanho da maior subsequência decrescente que começa no i-ésimo elemento. Por exemplo,

para n ✏ 6 e

σ ✏
✄

1 2 3 4 5 6

4 5 3 1 6 2

☛
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temos que

D ✏
✄

1 2 3 4 5 6

3 3 2 1 2 1

☛
.

Note que σ é d-boa se e somente se D♣iq ➔ d para todo i. A quantidade de funções D tais

que D♣iq ➔ d para todo i é igual a ♣d✁ 1qn, porém é possível que mais de uma permutação

corresponda à mesma função D, por exemplo,

σ✶ ✏
✄

1 2 3 4 5 6

4 6 3 1 5 2

☛
corresponde à mesma D citada anteriormente. Porém, dada uma função D, o número de

maneiras de reconstruir σ é limitado pelo seguinte: Se i ➔ j eD♣iq ✏ D♣jq então σ♣iq ➔ σ♣jq.
De fato, se i ➔ j e σ♣iq → σ♣jq, então é possível construir uma sequência de tamanho

D♣jq � 1 adicionando o i-ésimo elemento à maior subsequência decrescente que começa no

j-ésimo elemento e assim D♣iq → D♣jq. Logo, para cada k ✏ 1, 2, . . . , d✁ 1, a subsequência

formada pelos elementos com D♣iq ✏ k é crescente. Isso significa que a reconstrução da

permutação é completamente definida pela partição do conjunto t1, 2, . . . , n✉ nas d ✁ 1

sequências. O número de partições é limitado por ♣d✁ 1qn (pois para cada t1, 2, . . . , n✉,
basta escolher uma das d✁ 1 sequências). Nem todos os pares compostos por uma função

D e uma partição de t1, 2, . . . , n✉ são válidos (podendo até gerar uma permutação, mas

cujo D não corresponde aos valores esperados), porém cada permutação d-boa gera um par

diferente. Logo o número de permutações d-boas de Sn é menor ou igual a ♣d✁ 1q2n.

Teorema 1.9.2. Se R é uma PI-álgebra e o T-ideal T de R contém uma identidade

polinomial de grau d, então o espaço vetorial dos polinômios multilineares de grau n em

K①X② é gerado, módulo T , pelos monômios xπ♣1q ☎ ☎ ☎xπ♣nq em que π P Sn é d-boa.

Demonstração. Como T contém uma identidade polinomial de grau d, ele contém uma

identidade multilinear de grau d. Sem perda de generalidade, podemos assumir que R

satisfaz uma identidade da forma

xdxd✁1 ☎ ☎ ☎x1 ✏
➳

σPSd

ασxσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣dq,

em que ασ P K e a soma percorre todas as permutações diferentes da permutação δ P Sd

definida como

δ ✏
✄

1 2 . . . d✁ 1 d

d d✁ 1 . . . 2 1

☛
.

Iremos trabalhar em Pn♣Rq ✏ Pn④Tn, isto é, o espaço vetorial dos polinômios multilineares

de grau n módulo as identidades polinomiais de R. Defina Gd como o conjunto de

todos os monômios xσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣nq P Pn♣Rq tais que a permutação σ P Sn é d-boa. Vamos

mostrar que Gd gera Pn♣Rq. Considerando a ordem lexicográfica dos monômios (isto é,

xi1
xi2

☎ ☎ ☎xip
➔ xj1

xj2
☎ ☎ ☎xjq

se e somente se i1 ✏ j1, i2 ✏ j2, . . . , ik ✏ jk e ik�1 ➔ jk�1 para
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algum k), defina h ✏ xπ♣1q ☎ ☎ ☎xπ♣nq como o menor monômio que não está no espaço vetorial

gerado por Gd. Então, por definição, π tem uma sequência decrescente de tamanho d, isto

é, existem i1 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ id tais que π♣i1q → ☎ ☎ ☎ π♣idq e portanto podemos escrever h na forma

h ✏ h0xπ♣i1qh1xπ♣i2qh2 ☎ ☎ ☎hd✁1xπ♣idqhd.

Aplicando a identidade polinomial de grau d usando xd ✏ xπ♣i1qh1, xd✁1 ✏ xπ♣i2qh2, . . . ,

x2 ✏ xπ♣id✁1qhd✁1, x1 ✏ xπ♣idqhd obtemos

h ✏ h0 ☎ ♣xd ☎ ☎ ☎x1q ✏
➳

σPSd

ασh0xσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣dq

✏
➳

σ✶PSd

ασ✶h0xπ♣iσ✶♣dqq
hσ✶♣dqxπ♣iσ✶♣d✁1qq

hσ✶♣d✁1q ☎ ☎ ☎xπ♣iσ✶♣1qq
hσ✶♣1q

em que σ✶♣iq ✏ d � 1 ✁ σ♣d � 1 ✁ iq. Como π♣i1q → ☎ ☎ ☎ → π♣idq e a soma percorre as

permutações diferentes de δ, temos que todos os monômios da última soma são lexicogra-

ficamente menores que h, e portanto devem estar no espaço gerado por Gd. Portanto h

também está no espaço gerado por Gd, absurdo. Concluímos que Gd gera Pn♣Rq.

Dos dois teoremas anteriores temos que:

Corolário 1.9.1. Seja R uma PI-álgebra com uma identidade polinomial de grau d. Então

a codimensão de R satisfaz cn♣Rq ↕ ♣d✁ 1q2n, n ✏ 0, 1, 2, . . .

Observamos aqui que dimPn ✏ n !. O teorema de Regev nos diz que se R é

uma PI-álgebra então dim♣Pn④Pn ❳ T ♣Rqq ➔ cn para todo n, onde c é alguma constante.

Assim, as codimensões de uma PI-álgebra têm crescimento exponencial mas não fatorial.

Por outro lado, se R é uma PI-álgebra então as dimensões de Pn ❳ T ♣Rq crescem muito

rápido, mais que qualquer função exponencial. Portanto, ao invés de estudar as identidades

multilineares de uma álgebra, é “mais fácil” estudar as “não-identidades”, isto é, os

elementos de Pn④Pn ❳ T ♣Rq.
Agora vamos demonstrar o teorema de Regev sobre o produto tensorial de

PI-álgebras.

Teorema 1.9.3 (Regev). O produto tensorial R ✏ R1 ❜K R2 de duas PI-álgebras R1 e

R2 sobre um corpo K é também uma PI-álgebra.

Demonstração. Suponha que R1 e R2 satisfazem identidades polinomiais de grau d1 e d2,

respectivamente. Então, pelo Corolário 1.9.1,

cn♣R1q ↕ ♣d1 ✁ 1q2n, cn♣R2q ↕ ♣d2 ✁ 1q2n.
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Escolhemos n tal que cn♣R1qcn♣R2q ➔ n!. Isso sempre é possível pois an ➔ n! para n

suficientemente grande. Sejam

tgi♣x1, . . . , xnq ⑤ i ✏ 1, 2, . . . , c✶ ✏ cn♣R1q✉,
thj♣x1, . . . , xnq ⑤ j ✏ 1, 2, . . . , c✷ ✏ cn♣R2q✉

bases de Pn♣R1q e Pn♣R2q, respectivamente. Para toda permutação π P Sn consideramos

xπ♣1q ☎ ☎ ☎xπ♣nq como um elemento de Pn♣R1q e o escrevemos como uma combinação linear

xπ♣1q ☎ ☎ ☎xπ♣nq ✏
c✶➳

i✏1

βπigi♣x1, . . . , xnq

em que βπi P K. Da mesma forma, para Pn♣R2q

xπ♣1q ☎ ☎ ☎xπ♣nq ✏
c✷➳

i✏1

γπjhj♣x1, . . . , xnq

em que γπj P K.

Note que as duas equações acima são identidades polinomiais de R1 e R2, isto

é, elas são automaticamente satisfeitas para quaisquer u1, . . . , un P R1 e v1, . . . , vn P R2,

respectivamente. Agora nós procuramos por uma identidade polinomial de grau n para o

produto tensorial R ✏ R1 ❜R2 de K-álgebras. Seja

f♣x1, . . . , xnq ✏
➳

πPSn

ξπxπ♣1q ☎ ☎ ☎xπ♣nq ✏ 0

a identidade polinomial de R que procuramos. Como f ✏ 0 é multilinear, é suficiente

mostrar que ela é válida para u1 ❜ v1, . . . , un ❜ vn arbitrários, em que u1, . . . , un P R1 e

v1, . . . , vn P R2. Calculando f♣u1 ❜ v1, . . . , un ❜ vnq obtemos

f♣u1 ❜ v1, . . . , un ❜ vnq ✏
➳

πPSn

ξπ♣uπ♣1q ❜ vπ♣1qq ☎ ☎ ☎ ♣uπ♣nq ❜ vπ♣nqq

✏
➳

πPSn

ξπ♣uπ♣1q ☎ ☎ ☎uπ♣nqq ❜ ♣vπ♣1q . . . uπ♣nqq

✏
➳

πPSn

c✶➳
i✏1

c✷➳
i✏1

ξπβπiγπjgi♣u1, . . . , unqhj♣u1, . . . , unq

✏
c✶➳

i✏1

c✷➳
i✏1

♣
➳

πPSn

ξπβπiγπjqgi♣u1, . . . , unqhj♣u1, . . . , unq ✏ 0.

Assim, consideramos o sistema linear homogêneo➳
πPSn

ξπβπiγπj ✏ 0

em que i ✏ 1, . . . , c✶ e j ✏ 1, . . . , c✷. A quantidade de variáveis ξπ é n! e a de equações

é c✶c✷ ✏ cn♣R1qcn♣R2q ➔ n!, portanto o sistema tem uma solução não nula. Tal solução

corresponde a uma identidade polinomial para R ✏ R1 ❜R2.
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Faremos um comentário sobre a importância do teorema de Regev. Ele pro-

videncia uma maneira bastante natural (mas não trivial) de construção de PI-álgebras

a partir de álgebras dadas que são também PI-álgebras. Além disso tal maneira não é

evidente como por exemplo o caso de somas diretas finitas ou subálgebras. Ainda mais,

a demonstração acima mostra a importância dos métodos provenientes da combinatória

algébrica para o estudo das PI-álgebras. Ressaltamos aqui que as identidades da álgebra

de Grassmann E são bastante imediatas para descrever, enquanto ainda as de E ❜ E são

altamente não triviais. Mais um exemplo: as identidades de M2♣Kq em característica 0

são bem conhecidas, mas as de M2♣Kq ❜E ✕M2♣Eq ainda não são conhecidas apesar dos

esforços de diversos pesquisadores. Por outro lado o teorema de Regev nos diz que essas

álgebras satisfazem identidades polinomiais.

1.10 Álgebras com traço e identidades com traço

Uma das álgebras mais importantes é a álgebra das matrizes Mn♣Kq, então é

natural se perguntar quais são as identidades polinomiais que ela satisfaz. Como vimos no

Exemplo 1.5.2, uma álgebra de dimensão finita é uma PI-álgebra. Então, em particular,

a álgebra das matrizes Mn♣Kq é uma PI-álgebra que satisfaz a identidade standard

sn2�1. Porém, esse não é o menor m tal que Mn♣Kq satisfaz sm. Em 1950, Amitsur e

Levitzki (13) demonstraram que Mn♣Kq satisfaz s2n e também que não satisfaz s2n✁1,

nem qualquer outra identidade de grau menor que 2n. Eles ainda provaram que exceto o

caso em que n ✏ 2 e K é o corpo de 2 elementos, s2n é a única, a menos de múltiplo por

escalar, identidade de Mn♣Kq. Nesta seção iremos explorar algumas definições, citar alguns

resultados relacionados com as identidades da álgebra de matrizes Mn♣Kq e apresentar

uma demonstração do teorema de Amitsur–Levitzki.

Vamos começar definindo o polinômio de Cayley–Hamilton. Pelo teorema de

Cayley–Hamilton da Álgebra Linear elementar, uma matriz y P Mn♣Kq satisfaz o seu

polinômio característico p♣λq ✏ det♣λIn✁yq. Podemos reescrever tal polinômio da seguinte

forma

det♣λIn ✁ yq ✏
n➳

i✏0

♣✁1qiσi♣λ1, . . . , λnqλn✁i

em que λ1, . . . , λn são os autovalores de y (no fecho algébrico de K, contados com sua

multiplicidade), e σi são os polinômios (comutativos) simétricos elementares. Note que tal

polinômio não é uma identidade polinomial de Mn♣Kq pois os coeficientes dependem da

matriz y. Porém, em característica 0, podemos usar as identidades de Newton para obter

os polinômios simétricos elementares a partir das somas de potências λk
1
�☎ ☎ ☎�λk

n ✏ tr♣akq,
k ✏ 1, . . . , n e assim existem gi tais que

σi♣λ1, . . . , λnq ✏ gi♣tr♣yq, . . . , tr♣ynqq
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e portanto podemos escrever o polinômio característico na forma

n➳
i✏0

♣✁1qigi♣tr♣yq, . . . , tr♣ynqqyn✁i (1.5)

Este último polinômio pode ser considerado como um polinômio em uma variável y, com

coeficientes constantes, se permitirmos o traço na definição do polinômio. Analisando o

grau do polinômio característico e das identidades de Newton, podemos observar que ele

é homogêneo de grau n em y. Denotaremos tal polinômio por fn♣yq. Com isso fn♣yq é,

de certa forma, uma identidade polinomial da álgebra de matrizes Mn♣Kq. Um resultado

importantíssimo obtido independentemente por Razmyslov (9) e Procesi (18), é que toda

identidade polinomial com traço de Mn♣Kq é consequência de fn♣yq. Iremos detalhar um

pouco mais este argumento.

Primeiramente, vamos definir a álgebra das matrizes genéricas, que é a álgebra

relativamente livre da variedade das álgebras que satisfazem as identidades polinomiais de

Mn♣Kq em que K é um corpo infinito.

Fixamos n ➙ 2 e denotamos por Ω ✏ Ωn a K-álgebra dos polinômios em

infinitas variáveis comutativas

Ωn ✏ Kry♣iqpq ⑤ p, q ✏ 1, . . . , n, i ✏ 1, 2, . . .s.

Aqui denotaremos por eij, 1 ↕ i, j ↕ n, as matrizes que possuem 1 na entrada da i-ésima

linha e j-ésima coluna, e 0 nas demais.

Definição 1.10.1. As matrizes n✂ n com entradas em Ωn

yi ✏
n➳

p,q✏1

y♣iqpq epq

em que i ✏ 1, 2, . . . são chamadas de matrizes genéricas n ✂ n. A álgebra Rn gerada

pelas matrizes genéricas n✂ n é a álgebra das matrizes genéricas n✂ n.

A demonstração para o fato que Rn é relativamente livre pode ser encontrada no

livro de Drensky (3) (Proposição 1.3.2). Agora vamos definir mais dois objetos relacionados:

Definição 1.10.2. A álgebra com traço pura Cn é a subálgebra unitária de Ωn gerada

por todos os traços dos produtos de matrizes genéricas

tr♣yi1
☎ ☎ ☎ yim

q

em que ij ✏ 1, 2, . . . e m ✏ 1, 2, . . .. Identificando a matriz identidade com 1, podemos

assumir Ωn ⑨ Mn♣Ωnq e definir a álgebra com traço Tn como a álgebra gerada pelas

matrizes genéricas y1, y2, . . . e os elementos de Cn.
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Denominamos os elementos da álgebra com traço Tn de polinômios com

traço. De forma similar aos polinômios ordinários podemos definir o grau de um monômio

em relação à variável yi como o número de vezes que ele aparece na sua representação e

usar as definições similares de multigrau e de polinômio multilinear. Aqui podemos notar

que o grau está bem definido pois podemos considerar os polinômios com traço como o

produto tensorial K①X② ❜ Cn. Se f♣y1, y2, . . . , ylq é um polinômio com traço, dizemos que

f ✏ 0, ou simplesmente f , é uma identidade com traço para a álgebra de matrizes n✂ n

se f♣a1, . . . , amq ✏ 0 para todo a1, . . . , am PMn♣Kq.
Agora vamos enunciar o resultado obtido por Razmyslov e Procesi.

Teorema 1.10.1. Seja K um corpo de característica 0. Então toda identidade polinomial

com traço da álgebra das matrizes Mn♣Kq é consequência do polinômio de Cayley-Hamilton.

Este resultado é obtido a partir do seguinte teorema, conhecido como Segundo

Teorema Fundamental sobre Invariantes de Matrizes.

Teorema 1.10.2 (Segundo Teorema Fundamental sobre Invariantes de Matrizes). Seja

K um corpo de característica 0. A cada permutação σ P Sm escrita como produto de ciclos

disjuntos sem omitir ciclos

σ ✏ ♣i1 . . . ipq ☎ ☎ ☎ ♣j1 . . . jqq,

associamos uma função traço

trσ♣x1, . . . , xnq ✏ tr♣xi1
☎ ☎ ☎xip

q ☎ ☎ ☎ tr♣xj1
☎ ☎ ☎xjq

q.

Então

(i) Seja f um polinômio com traço multilinear de grau m

f♣x1, . . . , xmq ✏
➳

σPSm

ασ trσ♣x1, . . . , xmq

em que ασ P K. Então f ✏ 0 é uma identidade com traço para a álgebra de matrizes

n✂ n se e somente se ➳
σPSm

ασσ

está no ideal bilateral J♣n,mq da álgebra de grupo KSm gerada pelo elemento➳
σPSn�1

sgn♣σqσ

em que n ➔ m e identificamos o grupo Sn�1 agindo sobre 1, . . . , n� 1 com o subgrupo

de Sm que age sobre 1, . . . ,m e fixa os elementos n� 2, . . . ,m
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(ii) O ideal bilateral J♣n,mq de KSm é uma soma direta de ideais bilaterais minimais de

KSm que correspondem às partições λ ✏ ♣λ1, . . . , λmq com pelo menos n� 1 partes,

isto é, tais que λn�1 ✘ 0.

Podemos verificar diretamente que a identidade com traço fundamental➳
σPSn�1

sgn♣σq trσ♣x1, . . . , xn�1q ✏ 0

é obtida a partir da linearização total da identidade tr♣fn♣yqzq ✏ 0. Além disso, como

tr♣xzq é uma forma bilinear não degenerada, a identidade com traço fundamental e fn♣yq
são equivalentes. Vamos ilustrar esses fatos para o caso das matrizes de ordem 2. Neste

caso, o polinômio de Cayley–Hamilton é

f2♣yq ✏ y2 ✁ tr♣yqy � det♣yq ✏ 0.

Temos que, para matrizes de ordem 2, det♣yq ✏ ♣tr2♣yq ✁ tr♣y2qq④2, assim

f2♣yq ✏ y2 ✁ tr♣yqy � 1
2
♣tr2♣yq ✁ tr♣y2qq ✏ 0.

Linearizando esta última expressão obtemos

ψ♣x1, x2q ✏ x1x2 � x2x1 ✁ tr♣x1qx2 ✁ tr♣x2qx1 � tr♣x1q tr♣x2q ✁ tr♣x1x2q ✏ 0.

Então obtemos a identidade com traço fundamental considerando tr♣ψ♣x1, x2qx3q:

tr♣ψ♣x1, x2qx3q ✏ tr♣x1x2x3q � tr♣x2x1x3q ✁ tr♣x1q tr♣x2x3q ✁ tr♣x2q tr♣x1x3q
� tr♣x1q tr♣x2q tr♣x3q ✁ tr♣x1x2q tr♣x3q

✏
➳

σPS3

sgn♣σq trσ♣x1, x2, x3q ✏ 0.

Por fim vamos demonstrar o Teorema de Amitsur–Levitzki, em característica

0, usando identidades com traço. A demonstração que apresentaremos foi obtida por

Razmyslov (9) e consiste em provar que o polinômio standard s2n é consequência do

polinômio de Cayley–Hamilton, e portanto a álgebra das matrizes Mn♣Kq satisfaz s2n.

Teorema 1.10.3. Seja K um corpo de característica 0. Então, a álgebra de matrizes

n✂ n, Mn♣Kq, satisfaz a identidade multilinear s2n.

Demonstração. Primeiramente vamos verificar que s2n é consequência de yn. A linearização

total de yn resulta no en♣y1, . . . , ynq da Definição 1.6.2. Substituindo as variáveis por

comutadores yi ✏ rx2i✁1, x2is ✏ x2i✁1x2i ✁ x2ix2i✁1 e tomando a soma antissimétrica

obtemos: ➳
σPS2n

sgn♣σqσ♣en♣rx1, x2s, . . . , rx2n✁1, x2nsq ✏ βs2n
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em que σ age permutando as variáveis. Podemos verificar que β ✏ n!2n ✘ 0, e portanto

s2n é consequência de yn.

O mesmo argumento pode ser usado para o polinômio de Cayley–Hamilton fn,

notando que

fn♣yq ✏ yn �
➳

r0�☎☎☎�rt✏n

αr0,r1,...,rt
yr0 tr♣yr1q ☎ ☎ ☎ tr♣yrtq (1.6)

em que t ➙ 1, os r0 são inteiros não negativos, r1, . . . , rt são inteiros positivos e αr0,r1,...,rt

são coeficientes racionais; e que as somas antissimétricas de cada um dos termos de fn♣yq
diferentes de yn é 0, ou seja,➳

σPS2n

sgn♣σqσ♣a0 tr♣a1q ☎ ☎ ☎ tr♣atqq ✏ 0

em que a0, . . . , at são palavras nas variáveis yi ✏ rx2i✁1, x2is e que a0 ☎ ☎ ☎ at tem grau 1 em

relação a cada yi. Esse último fato ocorre pois, definindo ri como a quantidade de termos

y1, . . . , yn em cada ai, podemos dividir os termos do somatório em somas do tipo

s2r0
tr♣s2r1

q ☎ ☎ ☎ tr♣s2rt
q.

Como tr♣abq ✏ tr♣baq para quaisquer matrizes a, b PMn♣Kq então tr♣s2mq ✏ 0

para todo m inteiro positivo.

Por exemplo, tome n ✏ 3 e o termo x1x2 tr♣x3x4x5x6q. Considerando as permu-

tações de S6 que levam as variáveis x5 e x6 em x1 e x2, o somatório dos termos relacionados

é igual a s2♣x5, x6q tr♣s4♣x1, x2, x3, x4qq e

tr♣s4♣x1, x2, x3, x4qq ✏ ♣tr♣x1x2x3x4q ✁ tr♣x4x1x2x3qq � ♣tr♣x3x4x1x2q ✁ tr♣x2x3x4x1qq
✁ ♣tr♣x1x2x4x3q ✁ tr♣x3x1x2x4qq ✁ ♣tr♣x4x3x1x2q ✁ tr♣x2x4x3x1qq
✁ ♣tr♣x1x3x2x4q ✁ tr♣x4x1x3x2qq ✁ ♣tr♣x2x4x1x3q ✁ tr♣x3x2x4x1qq
� ♣tr♣x1x3x4x2q ✁ tr♣x2x1x3x4qq � ♣tr♣x4x2x1x3q ✁ tr♣x3x4x2x1qq
� ♣tr♣x1x4x2x3q ✁ tr♣x3x1x4x2qq � ♣tr♣x2x3x1x4q ✁ tr♣x4x2x3x1qq
✁ ♣tr♣x1x4x3x2q ✁ tr♣x2x1x4x3qq ✁ ♣tr♣x3x2x1x4q ✁ tr♣x4x3x2x1qq
✏ 0

Portanto os termos não nulos da soma antissimétrica de fn são obtidos apenas de yn e

portanto s2n é consequência de fn.

Para concluir o teorema, vamos verificar que m ✏ 2n é o menor valor tal que

Mn♣Kq satisfaz sm.

Teorema 1.10.4. Seja K um corpo. Então, a álgebra de matrizes n ✂ n, Mn♣Kq, não

satisfaz identidades multilineares de grau menor que 2n.
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Demonstração. Note que as matrizes eij satisfazem eijekl ✏ δjkeil, em que δkl é o delta de

Kronecker (δkl ✏ 1 se k ✏ l e δkl ✏ 0 caso contrário).

Se uma álgebra satisfaz uma identidade de grau d, então ela satisfaz uma iden-

tidade multilinear de grau no máximo d. Mostraremos que Mn♣Kq não satisfaz identidades

multilineares de grau 2n ✁ 1. Seja f um polinômio multilinear não nulo de grau 2n ✁ 1

escrito da seguinte forma

f♣x1, . . . , x2n✁1q ✏ αx1 . . . x2n✁1 �
➳

σPS2n✁1

ασxσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣2n✁1q

em que S2n✁1 age sobre t1, 2, . . . , 2n✁1✉, ασ P K, α P K e σ percorre todas as permutações

exceto a identidade. Podemos assumir sem perda de generalidade que α ✘ 0 pois f ✘ 0,

caso contrário podemos aplicar um homomorfismo que permuta as variáveis de f . Então

tomando x2i✁1 ✏ eii, para i ✏ 1, . . . , n e x2i ✏ ei♣i�1q, para i ✏ 1, . . . , n✁ 1:

f♣e11, e12, e22, e23, . . . , en✁1,n✁1, en✁1,n, ennq ✏ αe1n �
➳

σPS2n✁1

ασ0 ✏ αe1n ✘ 0

e portanto f não é uma identidade de Mn♣Kq.

Este último teorema tem o nome “Lema sobre a escada”. Tal nome pode ser

justificado facilmente, desenhando numa matriz as posições dos elementos e11, e12, e22, e23,

. . . e observando que ligando-as obteremos uma “escada”.
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2 Álgebras Nil e Nilpotentes

2.1 Comentários

O objetivo desta dissertação é explorar resultados sobre as condições sob as

quais uma álgebra nil é nilpotente. Na sua versão mais geral a implicação é claramente

falsa, basta, por exemplo, tomar a álgebra comutativa (sem unidade) dos polinômios nas

variáveis x1, x2, . . . , e considerar o quociente pelo ideal gerado por x2

1
, x2

2
, . . . . Essa álgebra

é nil: o quadrado de todo monômio é igual a 0 e se um polinômio a tem m termos, então

am�1 é composto por termos em que pelo menos um dos monômios repete, logo am�1 ✏ 0.

Ela não é nilpotente, pois os produtos x1x2 ☎ ☎ ☎xn são não nulos para todo n.

Logo precisamos de restrições adicionais. Uma direção é considerar um limite na

quantidade de geradores. Em 1941, Kurosh formulou o seguinte problema sobre álgebras:

(Problema de Kurosh) Seja A uma álgebra associativa finitamente gerada

em que todo elemento de A é algébrico. A álgebra A tem dimensão finita? Em

particular, se A for nil, ela será nilpotente?

O problema de Kurosh é o análogo para anéis do problema de Burnside sobre

grupos proposto em 1902. Porém, em 1964, Golod e Shafarevich deram um contra-exemplo

para ambos os problemas, o qual apresentaremos na seção 2.3.

Então podemos considerar álgebras em que todo elemento é algébrico com um

grau limitado n. Neste caso, temos que para todo elemento a P A, os elementos 1, a, a2,

. . . , an são linearmente dependentes, e portanto a álgebra A deve satisfazer a identidade de

algebricidade (veja a Observação 1.5.2). No caso de álgebras nil de índice limitado, temos

que ela é uma PI-álgebra que satisfaz a identidade xn ✏ 0. Logo faz sentido considerarmos

o problema de Kurosh para PI-álgebras:

(Problema de Kurosh para PI-álgebras) Seja A uma PI-álgebra associa-

tiva finitamente gerada em que todo elemento de A é algébrico. A álgebra A

tem dimensão finita? Em particular, se A for nil, ela será nilpotente?

Para este problema a resposta é positiva e foi provada por Levitzki (17) para

álgebras nil e por Kaplansky (15) no caso geral. As demonstrações originais utilizam a

teoria estrutural de anéis e podem ser encontradas no livro de Herstein (4). Porém iremos

apresentar na seção 2.2 uma demonstração para ambos os teoremas como consequência do

Teorema de Shirshov.
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2.2 Teorema de Shirshov sobre a altura

Nesta seção iremos explorar o teorema de Shirshov sobre a altura, e como ele

pode ser usado para provar os teoremas de Levitzki e de Kaplansky, dando uma resposta

positiva para o problema de Kurosh no caso de álgebras com identidades polinomiais. É

uma demostração bastante interessante pois usa argumentos combinatórios para produzir

um resultado profundo sobre a estrutura das álgebras. Vamos usar como referência

principal o livro de Drensky e Formanek (3), apresentando uma forma simplificada de

uma demonstração dada por Belov.

Vamos fixar o número m de geradores de uma álgebra associativa livre. Seja

W ✏ ①x1, x2, . . . , xm② o conjunto de todos os monômios (palavras) em K①Xm②. W é o

monóide livre gerado por m geradores. Para w ✏ xi1
xi2

☎ ☎ ☎xin
P W denotamos por ⑤w⑤ o

comprimento (ou grau) de w. Denotaremos a palavra vazia por 1.

Definição 2.2.1. Definimos uma ordem parcial em W , assumido que as letras do alfabeto

têm uma ordem x1 ➔ x2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ xm, que estendemos para W da seguinte maneira:

xi1
xi2

☎ ☎ ☎xip
→ xj1

xj2
☎ ☎ ☎xjq

se e somente se i1 ✏ j1, i2 ✏ j2, . . . , ik ✏ jk e ik�1 → jk�1 para algum k ➙ 0. Note que

duas palavras u e v são incomparáveis se uma é o início da outra, isto é, u ✏ vw para

algum w P W , w ✘ 1. Um subconjunto finito de W é dito incomparável se contém duas

palavras incomparáveis.

Definição 2.2.2. Uma palavra w P W é dita d-decomponível se pode ser escrita da forma

w ✏ w0w1 ☎ ☎ ☎wdwd�1

(em que as palavras w0 e wd�1 podem ser vazias) e

w0w1 ☎ ☎ ☎wdwd�1 → w0wσ♣1q ☎ ☎ ☎wσ♣dqwd�1

para toda permutação não trivial σ P Sd.

Por exemplo,

w ✏ x2x1x3x2x1x2x3x1x2x4x1 ✏ ♣x2x1q♣x3x2x1x2q♣x3x1x2q♣x4x1q

é uma 2-decomposição, com w0 ✏ x2x1 e w3 ✏ x4x1. A palavra w também possui uma

4-decomposição:

w ✏ ♣x2x1q♣x3x2x1x2q♣x3x1q♣x2x4q♣x1q, w0 ✏ x2x1, w5 ✏ 1.

Lema 2.2.1. Se w P W pode ser escrita como w ✏ pq ✏ rp, para r, p, q palavras não

vazias, então w é da forma an ou abab ☎ ☎ ☎ aba ✏ ♣abqn✁1a, para a, b ✘ 1 e n → 1.



Capítulo 2. Álgebras Nil e Nilpotentes 50

Demonstração. (i) Se ⑤p⑤ ➔ ⑤r⑤, então r ✏ pb e assim w ✏ pbp, logo tome a ✏ p e temos

w ✏ aba.

(ii) Caso contrário, se ⑤p⑤ ➙ ⑤r⑤, então p ✏ rp1. Logo w ✏ rp1q ✏ rrp1 e p1q ✏ rp1. Se

⑤r⑤ ↕ ⑤p1⑤, então p1 ✏ rp2 e da mesma forma p2q ✏ rp2. Continuando esse processo

obteremos pk ✏ rpk�1 e pk�1q ✏ rpk�1, em que ⑤pk�1⑤ ➔ ⑤r⑤. Temos dois casos para

considerar:

(a) pk�1 ✏ 1, então p ✏ rk�1 e w ✏ rk�2 ✏ ak�2 se tomarmos a ✏ r;

(b) pk�1 ✘ 1, então pk�1q ✏ rpk�1 e ⑤pk�1⑤ ➔ ⑤r⑤, que cai no caso (i), logo a ✏ pk�1,

r ✏ ab e p ✏ rk�1pk�1 e portanto

w ✏ rk�2pk�1 ✏ ♣abqk�2a.

Todos os casos foram considerados e o lema foi demonstrado.

Lema 2.2.2. Seja

v ✏ w0ww1ww2 ☎ ☎ ☎wwd✁1wwd

uma palavra tal que a subpalavra w tem d subpalavras comparáveis distintas. Então v é

d-decomponível.

Demonstração. Seja w ✏ aivibi, i ✏ 1, . . . , d, e v1 → v2 → ☎ ☎ ☎ → vd. Então v tem a

d-decomposição:

v ✏ ♣w0a1q♣v1b1w1a2q♣v2b2w2a3q ☎ ☎ ☎ ♣vd✁1bd✁1wd✁1adq♣vdbdqwd.

Isso mostra que v é d-decomponível.

Lema 2.2.3. Sejam p e q duas palavras comparáveis. Então a palavra w ✏ pd✁1q contém

d subpalavras comparáveis.

Demonstração. Se p → q, temos que pd✁1q → pd✁2q → ☎ ☎ ☎ → pq → q. Caso contrário, p ➔ q

e pd✁1q ➔ pd✁2q ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ pq ➔ q.

Definição 2.2.3. Seja w P W tal que ⑤w⑤ ➙ d. Podemos escrever

w ✏ w1 ✏ e2w2 ✏ ☎ ☎ ☎ ✏ edwd

em que ei é um início de w e ⑤ei⑤ ✏ i✁ 1. Logo ⑤wi⑤ ✏ ⑤w⑤ ✁ i� 1 e chamamos as palavras

w1, w2, . . . , wd de d-fins de w.

Lema 2.2.4. Seja ⑤w⑤ ➙ d e suponha que os d-fins de w são incomparáveis. Então w ✏ abtc,

em que ⑤a⑤ � ⑤b⑤ ➔ d, t ➙ 1 e ou c ✏ 1 ou c é um início de b. Se ⑤w⑤ ➙ dk, então t ➙ k e,

em particular, w contém uma subpalavra bk tal que ⑤b⑤ ➔ d.
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Demonstração. Sejam wi e wj dois d-fins de w incomparáveis, i ➔ j. Então w ✏ awi

e w ✏ abwj, e portanto wi ✏ bwj. Como wi e wj são incomparáveis, wi ✏ wju e pelo

Lema 2.2.1 (pois wi ✏ bwj ✏ wju) temos que wi ✏ btc, em que c ✏ 1 ou c é um início de b,

e portanto w ✏ awi ✏ abtc. Como w ✏ abwj, ⑤a⑤ � ⑤b⑤ ✏ j ✁ 1 ➔ d . Agora, se dk ↕ ⑤w⑤,
então

dk ↕ ⑤w⑤ ✏ ⑤a⑤ � ⑤b⑤ � ♣t✁ 1q⑤b⑤ � ⑤c⑤ ➔ d� ♣t✁ 1q⑤b⑤ � ⑤c⑤ ➔ d� t⑤b⑤ ➔ ♣t� 1qd,
o que implica k ↕ t.

Lema 2.2.5. Seja w P W tal que ⑤w⑤ ✏ kd. Se w não contém uma subpalavra bk, ⑤b⑤ ➔ d,

então w ✏ vu, os d-fins de v são comparáveis e v pertence a um conjunto finito S cuja

cardinalidade ⑤S⑤ é limitada por

⑤S⑤ ↕ s♣d, kq ✏
✂
d

2

✡
♣k ✁ 1qmd.

Demonstração. Se os d-fins de w são incomparáveis, então pelo Lema 2.2.4 a palavra

w contém uma subpalavra bk, ⑤b⑤ ➔ d. Portanto os d-fins de w são comparáveis. Seja

v um início de w de comprimento mínimo tal que os d-fins de v são comparáveis. Pela

Definição 2.2.3, ⑤v⑤ ➙ d. Seja v ✏ qx, em que x é uma letra. Então ou ⑤q⑤ ➔ d ou ⑤q⑤ ➙ d e

os d-fins de q são incomparáveis. No segundo caso, pelo Lema 2.2.4, temos q ✏ a♣cbqtc,
em que c, b ✘ 1, ⑤a⑤ � ⑤b⑤ � ⑤c⑤ ➔ d e t ➙ 1 ou q ✏ abt, em que b ✘ 1 e ⑤a⑤ � ⑤b⑤ ➔ d. O caso

t ➙ k é impossível pois w contém v, logo contém ♣bcqt e ⑤bc⑤ ✏ ⑤b⑤ � ⑤c⑤ ➔ d. Então t ➔ k.

Podemos considerar o primeiro caso (⑤q⑤ ➔ d) incluído na contagem do caso q ✏ abt em

que t ✏ 1 (Note que no segundo caso deveríamos ter t → 1, senão ⑤q⑤ ✏ ⑤a⑤ � ⑤b⑤ ➔ d).

Denotaremos por S o conjunto das palavras que podem ser escritas da forma

v ✏ a♣cbqtcx em que b ✘ 1, 1 ↕ t ↕ k ✁ 1, ⑤a⑤ � ⑤b⑤ � ⑤c⑤ ↕ d✁ 1 e a letra x é diferente da

primeira letra de b.

Vamos encontrar um limite superior para a quantidade de palavras. Seja

l ✏ ⑤a⑤�⑤b⑤�⑤c⑤. Para um número l fixado, a quantidade de ternas de inteiros não negativos

♣⑤a⑤, ⑤b⑤, ⑤c⑤q tais que ⑤a⑤ � ⑤b⑤ � ⑤c⑤ ✏ l e ⑤b⑤ ➙ 1 é
✂
l � 1

2

✡
(Substituindo ⑤b⑤ ✏ B � 1, temos

⑤a⑤ �B � ⑤c⑤ ✏ l ✁ 1 com ⑤a⑤, B, ⑤c⑤ inteiros não negativos, cujo número de soluções é dado

por
✂
l ✁ 1� 2

2

✡
).

Temos então m possibilidades para cada uma das l letras de abc, k ✁ 1

possibilidades para o expoente t e m ✁ 1 possibilidades para a letra x, totalizando✂
l � 1

2

✡
ml♣k ✁ 1q♣m✁ 1q para cada l. Somando para todo l obtemos:

⑤S⑤ ↕ ♣k ✁ 1q♣m✁ 1q
d✁1➳
l✏1

✂
l � 1

2

✡
ml ↕ ♣k ✁ 1q

✂
d

2

✡
♣m✁ 1q

d✁1➳
l✏1

ml ↕ ♣k ✁ 1q
✂
d

2

✡
md.

Com isso terminamos a demonstração.
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Agora vamos fazer alguns comentários sobre a estratégia geral da demonstração.

O queremos é, de alguma forma, limitar o comprimento uma palavra que seja não d-

decomponível. Para tanto, a ideia é verificar que se uma palavra for grande o suficiente,

ela conterá uma subpalavra w que contém d subpalavras comparáveis e que aparece

d vezes (disjuntas mas não necessariamente consecutivas). Podemos tomar uma dessas

subpalavras comparáveis em cada uma das ocorrências da palavra w de forma a obter d

subpalavras disjuntas em ordem decrescente. Então, pelo Lema 2.2.2, a palavra original

seria d-decomponível.

Para obter a palavra w temos que tratar dois casos de forma paralela: se w

contém uma subpalavra bk podemos usar o Lema 2.2.3 e obter d subpalavras comparáveis.

Por outro lado, se w não contém uma subpalavra bk, em que ⑤b⑤ ➔ d, pelo Lema 2.2.5 então

w terá d subpalavras comparáveis (os d-fins de w). Em ambos os casos, a palavra w não

pode aparacer d vezes na palavra original, o que limita o comprimento da palavra original.

Vamos detalhar esse argumento a seguir:

Teorema 2.2.1. (Belov) Seja w uma palavra no semigrupo livre ①x1, . . . , xm②, m → 1 e

sejam k e d inteiros fixados tais que k ➙ d → 1. Se a palavra w não é d-decomponível,

então w pode ser escrita na forma

w ✏ c0v
k1

1
c1v

k2

2
☎ ☎ ☎ vkr

r cr,

em que

⑤vi⑤ ➔ d, ki ➙ k, r ➔ dmd,

r➳
i✏0

⑤ci⑤ ↕ d2ks♣d, kq � dk♣r � 1q ↕ d4k2md

2
,

as palavras vi e ci não tem início comum e, se ci = 1, então vi e vi�1 não têm início

comum. Aqui s♣d, kq é o mesmo do Lema 2.2.5.

Demonstração. Se ⑤w⑤ ↕ d2ks♣d, kq, então podemos assumir c0 ✏ w e o teorema é válido.

Caso ⑤w⑤ → d2ks♣d, kq, então podemos escrever w como

w ✏ u1w1u2w2 ☎ ☎ ☎utwtut�1,

em que t ✏ ds♣d, kq, ⑤wi⑤ ✏ kd e os ui são arbitrários. Se nenhuma palavra wi contém uma

subpalavra bk, ⑤b⑤ ➔ d, então, pelo Lema 2.2.5, wi ✏ vixi, em que vi pertence ao conjunto S

definido no mesmo lema e vi contém d subpalavras comparáveis. Como t ✏ ds♣d, kq ➙ d⑤S⑤,
existe algum vi que aparece pelo menos d vezes em w, e pelo Lema 2.2.2, a palavra w é

d-decomponível, absurdo.

Portanto alguma subpalavra wi (e portanto w) contém uma subpalavra bk,

⑤b⑤ ➔ d. Seja c0 o início de w de comprimento mínimo dentre os inícios tais que w ✏ c0v
k1

1
w1,

em que ⑤v1⑤ ➔ d, k1 ➙ k e as palavras v1 e w1 não têm início comum. De fato, sempre
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podemos ter v1 e w1 sem início comum pois tome uma apresentação w ✏ c0v
k1

1
w1 qualquer.

Denotando v1 ✏ pq e w1 ✏ pr, em que q e r não têm início comum, basta tomar

w ✏ c0p♣qpqk1r, e então qp e r não terão início comum. Prosseguindo, se w1 tiver uma

subpalavra bk, ⑤b⑤ ➔ d, podemos fazer o mesmo procedimento, obtendo w1 ✏ c1v
k2

2
w2, em

que v2 e k2 não têm início comum. Continuando enquanto for possível teremos, no final:

w ✏ c0v
k1

1
c1v

k2

2
☎ ☎ ☎ vkr

r cr,

em que ⑤vi⑤ ➔ d, ki ➙ k, ci não têm subpalavras da forma bk, ⑤b⑤ ➔ d, e ou vi e ci não

possuem início comum ou c1 ✏ 1 então vi e vi�1 não têm início comum. Então w contém

r ✁ 1 subpalavras vd✁1

i xi disjuntas, i ✏ 1, . . . , r ✁ 1, em que xi é uma letra diferente da

primeira letra de vi. O número de palavras distintas da forma vd✁1x, em que ⑤v⑤ ➔ d e x é

uma letra diferente da primeira letra de v é

d✁1➳
l✏1

ml♣m✁ 1q ✏ md ✁m ➔ md.

Suponha por contradição que r ➙ dmd. Então alguma palavra da forma vd✁1x, ⑤v⑤ ➔ d em

que x é diferente da primeira letra de v aparece pelo menos d vezes em w:

w ✏ q0♣vd✁1xqq1♣vd✁1xqq2 ☎ ☎ ☎ qd✁1♣vd✁1xqqd.

Pelo Lema 2.2.3, a palavra vd✁1x tem d subpalavras comparáveis, então pelo Lema 2.2.2

temos que w é d-decomponível, absurdo. Logo r ➔ dmd.

Agora para provar a desigualdade para
r➳

i✏0

⑤ci⑤, vamos dividir cada uma das

palavras ci em várias subpalavras consecutivas de comprimento dk e mais uma subpalavra

de comprimento menor que dk. Conseguimos então

p ✏
r➳

i✏0

❩ ⑤ci⑤
dk

❫
→ 1
dk

r➳
i✏0

ci ✁ ♣r � 1q (2.1)

intervalos de comprimento dk. Como ci não contém subpalavras da forma bk, ⑤b⑤ ➔ d, pelo

Lema 2.2.5 cada um desses intervalos tem um início no conjunto S e portanto contém d

subpalavras comparáveis. Suponha por contradição que p ➙ ds♣d, kq, então pelo menos

algum elemento de S aparece pelo menos d vezes como uma subpalavra de w. Então

novamente pelo Lema 2.2.2, w seria d-decomponível, absurdo. Logo p ➔ ds♣d, kq. Da

Equação 2.1 temos:
r➳

i✏0

ci ➔ dk♣p� ♣r � 1qq,

e portanto, usando a desigualdade do Lema 2.2.5
r➳

i✏0

ci ↕ d2ks♣d, kq � dk♣r � 1q ↕ d2kmd

✂♣k ✁ 1q♣d✁ 1qd
2

� 1
✡
↕ 1

2
d4k2md.

Assim concluímos a demonstração.
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Definição 2.2.4. Seja R uma álgebra gerada por r1, . . . , rm. Seja H um conjunto finito

de palavras formadas por r1, . . . , rm. Dizemos que R tem altura h relativa ao conjunto de

palavras H se h é o menor inteiro tal que R é gerado como espaço vetorial pelos produtos

uk1

i1
☎ ☎ ☎ukt

it

tais que ui1
, . . . , uit

P H e t ↕ h.

Agora demonstraremos o teorema de Shirshov

Teorema 2.2.2. (Shirshov) Seja R uma PI-álgebra gerada por m elementos r1, . . . , rm

e satisfazendo uma identidade polinomial de grau d → 1. Então R tem altura finita com

relação ao conjunto de todas as palavras ri1
☎ ☎ ☎ ris

de comprimento s ➔ d.

Demonstração. Sabemos que se R é uma PI-álgebra, então ela satisfaz uma identidade

polinomial multilinear. Vamos assumir que R satisfaz uma identidade polinomial multilinear

da forma

x1 ☎ ☎ ☎xd ✏
➳

σPSd,σ✘1

ασxσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣dq, ασ P K,

em que a soma é sobre todas as permutações não triviais σ P Sd. Considere um produto

w ✏ ri1
☎ ☎ ☎ rip

P R. Se a palavra w é d-decomponível, então podemos escrevê-la como um

produto de d� 2 subpalavras e

w ✏ w0w1 ☎ ☎ ☎wdwd�1 → w0wσ♣1q ☎ ☎ ☎wσ♣dqwd�1

para qualquer permutação não trivial σ P Sd. Então aplicamos a identidade polinomial:

w0♣w1 ☎ ☎ ☎wdqwd�1 ✏
➳

σPSd

ασw0♣wσ♣1q ☎ ☎ ☎wσ♣dqqwd�1.

Obtemos assim que w é uma combinação linear de palavras que são lexicografi-

camente menores que w (na ordem dada em Definição 2.2.1). Continuando esse processo

obtemos que todos os elementos de R são combinações lineares de palavras que são não

d-decomponíveis. Agora vamos tomar k ✏ d no Teorema 2.2.1. Então se uma palavra é

não d-decomponível ela pode ser escrita na forma

w ✏ c0v
k1

1
c1v

k2

2
☎ ☎ ☎ vkt

t ct,

em que

⑤vi⑤ ➔ d, ki ➙ k ✏ d, t ➔ dmd,

t➳
i✏0

⑤ci⑤ ↕ d4k2md

2
✏ d6md

2
.

Considerando a palavra ci de comprimento qi ✏ ⑤ci⑤ como um produto de qi palavras de

comprimento 1, escreveremos ci ✏ uj1
☎ ☎ ☎ujqi

em que cada ujk
, k ✏ 1, . . . , qi é igual a
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algum r1, . . . , rm, e assim concluímos que R é gerado como espaço vetorial por palavras

do tipo

w ✏ u1 ☎ ☎ ☎up0
vk1

1
up0�1 ☎ ☎ ☎up1

vk2

2
☎ ☎ ☎ vkt

t upt✁1�1 ☎ ☎ ☎upt

em que p0 ✏ q0, p1 ✏ q0 � q1, . . . , pt ✏ q0 � . . . � qt e todas as palavras ui e vj tem

comprimento ➔ d. Portanto a altura de R está limitada pela soma de t e
t➳

i✏0

⑤ci⑤ ✏ pt e

ambos estão limitados em termos de d e m

h ↕ t� pt ➔ dmd � d6md

2
.

A altura h está limitada, e temos a demonstração do teorema.

Agora vamos aplicar o teorema de Shirshov para obter os resultados de Levitzki

e de Kaplansky sobre o problema de Kurosh. Intuitivamente, o teorema de Shirshov limita

a altura mas não os expoentes dos elementos da base (como espaço vetorial) da PI-álgebra.

Para o número de elementos da base ser limitado, falta apenas controlar o expoente, o que

será possível através das condições da álgebra ser nil ou algébrica. Note que não precisamos

da propriedade nil ou da algebricidade de todos os elementos como nos resultados originais,

apenas para os produtos de geradores de comprimento ➔ d.

Teorema 2.2.3. Seja R uma PI-álgebra que satisfaz uma identidade polinomial de grau d

e que é gerada por uma quantidade finita de elementos r1, . . . , rm. Seja P o conjunto de

todos os produtos ri1
☎ ☎ ☎ rik

, k ➔ d. Então

(i) (Levitzki (17)) Se todo elemento do conjunto P é nilpotente, então a álgebra R é

nilpotente.

(ii) (Kaplansky (15)) Se todo elemento do conjunto P é algébrico, então a álgebra R é

de dimensão finita.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.2, R é gerado como espaço vetorial pelos produtos

w ✏ uk1

i1
☎ ☎ ☎ukt

it

em que t é limitado pela altura h e uij
são palavras de comprimento ➔ d em relação aos

geradores r1, . . . , rm. Como a quantidade de palavras uij
possíveis é finita, existe um limite

superior n para o grau de nilpotência ou para o grau de algebricidade dessas palavras.

Então, se todos os uij
são nilpotentes e a soma k1 � ☎ ☎ ☎ � kt é suficientemente grande

(→ h♣n ✁ 1q), então algum uij
aparece com grau maior que n ✁ 1 e portanto a palavra

vale 0. Se os elementos uij
são algébricos de grau ↕ n, então os expoentes ➙ n podem

ser expressos como combinação linear de 1, uij
, . . . , un✁1

ij
. Logo R é gerado como espaço

vetorial por todas as palavras com ki ➔ n, cuja quantidade é finita.
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2.3 Teorema de Golod e Shafarevich

Nesta seção apresentaremos o contraexemplo obtido por Golod e Shafarevich

demonstrando a existência de álgebras finitamente geradas nil que não são nilpotentes.

Como consequência obteremos a existência de um grupo finitamente gerado, periódico e

infinito, resolvendo negativamente o problema de Burnside. A construção que utilizaremos

aqui foi desenvolvida por Regev e Regev em (10). Ela é interessante pois é bastante

elementar e substitui por uma indução as técnicas sobre séries de Hilbert usadas na

demonstração presente no livro de Herstein (4) e na demonstração original.

Cabe notar que as demonstrações são essencialmente iguais (Começando com

um ideal homogêneo, primeiro obtém-se a mesma desigualdade sobre as dimensões das

componentes homogêneas do ideal. Depois prova-se que, sob certas condições, ela implica

dimensão infinita. Por fim, constrói-se um ideal homogêneo que obedece essas condições

tal que o quociente de K①Xd② por esse ideal seja nil) mas a prova apresentada aqui utiliza

passos que são um pouco mais acessíveis.

Vamos fixar um corpo K e tomar um número inteiro d ➙ 2 e T ✏ K①Xd②
a álgebra associativa não-comutativa de polinômios em d variáveis. Denotaremos por

T➙1 ✏ K�①Xd② os polinômios sem termo constante. Se I ❸ T➙1 é um ideal bilateral, então

a álgebra quociente T➙1④I é finitamente gerada.

O teorema principal que iremos demonstrar é

Teorema 2.3.1. Existe um ideal bilateral homogêneo I ⑨ T➙1 tal que a álgebra finitamente

gerada T➙1④I é nil e de dimensão infinita.

Note que isto é suficiente para demonstrar que T➙1④I não é nilpotente pois

uma álgebra finitamente gerada e nilpotente necessariamente tem dimensão finita. Para

tanto faremos a seguinte definição:

Definição 2.3.1. Seja H ✏ tf1, f2, . . . ✉ uma sequência de polinômios homogêneos. Assu-

mimos que deg fj ➙ 2 para todo j ✏ 1, 2, . . .. Seja rl o número de elementos de H de grau

l. Seja I ✏ IH o ideal bilateral gerado em T➙1 por H. A sequência H é uma sequência

G.S. (de Golod e Shafarevich) se o ideal IH e os números rl satisfazem:

(i) Para todo polinômio g P T➙1 existe um n tal que gn P I

(ii) Para algum ε → 0 satisfazendo d✁ 2ε → 1, rl ↕ ε2♣d✁ 2εql✁2 para todo l ➙ 2.

E o Teorema 2.3.1 será consequência dos dois teoremas a seguir

Teorema 2.3.2. Seja H ⑨ T➙1 uma sequência G.S., então a álgebra quociente T➙1④I é

nil e de dimensão infinita.
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Teorema 2.3.3. Existem sequências G.S.

Denotaremos por Tn ⑨ T os espaços vetoriais dos polinômios homogêneos de

grau n, então dimTn ✏ dn e

T ✏
✽à

n✏0

Tn.

Também denotaremos por

T➙k ✏
✽à

n✏k

Tn.

Em particular, T➙1 ⑨ T são os polinômios sem termo constante.

Seja H ✏ tf1, f2, . . . ✉ uma sequência de polinômios homogêneos. Assumimos

que deg fj ➙ 2, ou seja, H ⑨ T➙2. Seja rn o número de elementos de H com grau n. Então

H ✏
✽↕

n✏2

Hn,

em que Hn ✏ tfj ⑤ deg fj ✏ n✉ e ⑤Hn⑤ ✏ rn.

Seja R o espaço vetorial gerado por H, então

R ✏
✽à

n✏0

Rn ✏
✽à

n✏2

Rn,

em que Rn é o espaço vetorial gerado por Hn. Note que dimRn ↕ rn. Como deg fj ➙ 2,

temos que r0 ✏ r1 ✏ 0 e R ❸ T➙2 ❸ T➙1. Como T➙1 ✏ TT1, temos que R ❸ TT1. Seja

I ✏ ①f1, f2, . . .② o ideal bilateral de T gerado pela sequência H, temos que

I ✏ TRT ❸ T➙2 ❸ T➙1.

Seja A ✏ T➙1④I a álgebra quociente. Como I é gerado por polinômios homogêneos de grau

➙ 2,

I ✏
✽à

n✏0

In ✏
✽à

n✏2

In

em que In ✏ I ❳ Tn. Seja Bn ❸ Tn um complemento do espaço vetorial In

Tn ✏ In ❵Bn (2.2)

e denote bn ✏ dimBn. Como I0 ✏ I1 ✏ 0, então B0 ✏ T0 ✏ K e B1 ✏ T1, portanto

b0 ✏ dimK K ✏ 1 e b1 ✏ dimK T1 ✏ d. Denotando B ✏à
n➙0

Bn, temos que T ✏ I ❵B.

Teorema 2.3.4. Seja d ➙ 2, T ✏ K①Xd② ✏
à

n

Tn, I ❸ T um ideal bilateral homogêneo,

I ✏à
n

In. Seja Tn ✏ In❵Bn e seja bn ✏ dimBn. Relembre que I ✏ ①f1, f2, . . .② em que fj

são homogêneos de grau ➙ 2, e seja rl o número de fj de grau l (e portanto r0 ✏ r1 ✏ 0).

Então para todo n ➙ 2

bn ➙ dbn✁1 ✁
n✁2➳
j✏0

rn✁jbj (2.3)
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Demonstração. Lembrando que R é o espaço vetorial gerado por H e que T ✏ I ❵ B,

vamos mostrar primeiramente que

I ✏ IT1 �BR. (2.4)

Note que T ✏ T➙1 ❵K ✏ TT1 ❵K, logo

I ✏ TRT ✏ TR♣TT1 ❵Kq ✏ ♣TRT qT1 � TR ✏ IT1 � TR. (2.5)

Agora, como T ✏ I ❵B, R ❸ TT1 e IT ✏ I, temos

TR ✏ ♣I ❵BqR ✏ IR �BR ❸ ITT1 �BR ✏ IT1 �BR. (2.6)

Como IT1 � IT1 ✏ IT1, de (2.5) e (2.6)

I ✏ IT1 � TR ❸ IT1 � ♣IT1 �BRq ✏ IT1 �BR. (2.7)

Como I ❹ IT1 e I ❹ BR, temos que I ✏ IT1 �BR, logo demonstramos (2.4).

Tomando a n-ésima componente homogênea de (2.4) temos

In ✏ In✁1T1 �
n➳

k✏0

Bn✁kRk ✏ In✁1T1 �
n➳

k✏2

Bn✁kRk. (2.8)

Note que dim♣In✁1T1q ↕ ♣dim In✁1q♣dimT1q ✏ ♣dim In✁1qd e dim♣Bn✁kRkq ↕ bn✁krk.

Então, calculando as dimensões de (2.8)

dim In ↕ ♣dim In✁1qd�
n➳

k✏2

bn✁krk. (2.9)

Substituindo j ✏ n✁ k, obtemos

dim In ↕ ♣dim In✁1qd�
n✁2➳
j✏0

bjrn✁j. (2.10)

De (2.2), dn ✏ dimTn ✏ dim In�dimBn ✏ dim In�bn, então dim In ✏ dn✁bn. Da mesma

forma, dim In✁1 ✏ dn✁1 ✁ bn✁1. Substituindo em (2.10) temos a desigualdade (2.3).

Agora vamos provar uma proposição com uma estimativa para o crescimento

de bn.

Proposição 2.3.1. Sejam bn e rl as sequências do Teorema 2.3.4, que então obedecem à

desigualdade (2.3). Seja v → 0 um número real que satisfaz a condição a seguir:

Existem números reais c, u → 0 satisfazendo

(a) Para todo n ➙ 0, rn�2 ↕ cun;
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(b)
vd✁ c

v � u
➙ v (e em particular vd → c).

Então, para todo n ➙ 0,

bn ➙ ♣d✁ vqn. (2.11)

Demonstração. Primeiramente, vamos provar que

vbn�1 ➙
n➳

j✏0

cun✁jbj (2.12)

por indução em n.

Para n ✏ 0 temos vb1 ➙ cb0 ✏ c, que é verdade pela propriedade (b). Supondo

que (2.12) é válida para n, vamos provar que é verdade para n� 1, isto é,

vbn�2 ➙
n�1➳
j✏0

cun�1✁jbj.

Pela hipótese da indução e pela propriedade (b) temos que

vd✁ c

v � u
bn�1 ➙ vbn�1 ➙

n➳
j✏0

cun✁jbj.

Pela propriedade (a), para todo j temos cun✁j ➙ rn�2✁j portanto

♣vd✁ cqbn�1 ➙
n➳

j✏0

♣vcun✁j � ucun✁jqbj ➙
n➳

j✏0

♣vrn�2✁j � ucun✁jqbj.

Logo

vdbn�1 ➙ v

n➳
j✏0

rn�2✁jbj � u

n➳
j✏0

cun✁jbj � cbn�1,

portanto

vdbn�1 ✁ v

n➳
j✏0

rn�2✁jbj ➙ u

n➳
j✏0

cun✁jbj � cbn�1,

Combinando com (2.3)

vbn�2 ➙ vdbn�1 ✁ v

n➳
j✏0

rn�2✁jbj ➙ u

n➳
j✏0

cun✁jbj � cbn�1 ✏
n�1➳
j✏0

cun�1✁jbj

isto é,

vbn�2 ➙
n�1➳
j✏0

cun�1✁jbj,

que é o queríamos demonstrar.

Note que, por (2.12) e pela propriedade (a),

vbn�1 ➙
n➳

j✏0

cun✁jbj ➙
n➳

j✏0

rn�2✁jbj
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e portanto

vbn�1 ➙
n➳

j✏0

rn�2✁jbj. (2.13)

Vamos mostrar que (2.3) e (2.13) implicam que para todo n

bn�2 ➙ ♣d✁ vqbn�1 (2.14)

o que implica (2.11). Por (2.13):

dbn�1 ✁ ♣d✁ vqbn�1 ✏ vbn�1 ➙
n➳

j✏0

rn�2✁jbj,

logo

dbn�1 ✁
n➳

j✏0

rn�2✁jbj ➙ ♣d✁ vqbn�1.

Por (2.3) temos

bn�2 ➙ dbn�1 ✁
n➳

j✏0

rn�2✁jbj ➙ ♣d✁ vqbn�1,

o que prova (2.14), e portanto a demonstração está concluída.

Com essa proposição conseguimos provar o seguinte:

Proposição 2.3.2. Sejam bn e rl as sequências do Teorema 2.3.4, que então obedecem à

desigualdade (2.3). Seja ε → 0 tal que d ✁ 2ε → 1. Se rl ↕ ε2♣d ✁ 2εql✁2 para todo l ➙ 2,

então para todo n, bn ➙ 1 (de fato, bn cresce exponencialmente), e portanto a álgebra

A ✏ T➙1④I é de dimensão infinita.

Demonstração. Na Proposição 2.3.1, tome v ✏ ε, c ✏ ε2 e u ✏ d ✁ 2ε. Então rn�2 ↕
ε2♣d✁ 2εqn ✏ cun para todo n ➙ 0 e

vd✁ c

v � u
✏ ε♣d✁ εq

d✁ ε
✏ ε ✏ v.

Então as hipóteses da Proposição 2.3.1 são satisfeitas e portanto bn ➙ ♣d✁ vqn ➙ 1 pois

d✁ v ✏ d✁ ε → d✁ 2ε ✏ u → 1.

Então, vamos fixar ε → 0 tal que d✁ 2ε → 1. Seguindo a Definição 2.3.1, vamos

construir uma sequência de polinômios homogêneos, de grau ➙ 2, f1, f2, . . . P T➙2 ⑨ T➙1 ⑨
T ✏ K①Xd② com as seguintes propriedades:

(i) Para todo polinômio g P T➙1 existe um n tal que gn P I, em que I ✏ ①f1, f2, . . .② é o

ideal bilateral gerado pelos fi;

(ii) Seja rl o número de fi de grau l, então rl�2 ↕ ε2♣d✁ 2εql.
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Seja A ✏ T➙1④I, então A é gerada pelos d elementos x1 � I, . . . , xd � I, logo é

finitamente gerada. Por (i), A é nil, e por (ii) e pela Proposição 2.3.2, A é de dimensão

infinita. Para demonstrar que existem sequências G.S. vamos precisar de mais alguns lemas

e definições:

Definição 2.3.2. Sejam q e n inteiros positivos. Definimos os seguintes conjuntos de

n-uplas:

(i) I♣q, nq ✏ t♣i1, . . . , inq ⑤ 1 ↕ i1, . . . , in ↕ q✉

(ii) J♣q, nq ✏ t♣i1, . . . , inq ⑤ 1 ↕ i1 ↕ ☎ ☎ ☎ ↕ in ↕ q✉ ❸ I♣q, nq

Observação 2.3.1. Note que ⑤I♣q, nq⑤ ✏ qn. Também temos que ⑤J♣q, nq⑤ ✏
✂
n� q ✁ 1
q ✁ 1

✡
.

Uma forma de provar essa última afirmação é ver que i1 ✁ 1, i2 ✁ i1, i3 ✁ i2, . . . , in ✁ in✁1,

q ✁ in são n� 1 inteiros não negativos que são solução da equação ♣i1 ✁ 1q � ♣i2 ✁ i1q �
♣i3 ✁ i2q� ☎ ☎ ☎� ♣in ✁ in✁1q� ♣q✁ inq ✏ q✁ 1 e portanto a afirmação segue. Por outro lado,

⑤J♣q, nq⑤ ✏
✂
n� q ✁ 1
q ✁ 1

✡
↕ ♣n� q ✁ 1qq✁1 (2.15)

e o lado direito é um polinômio em n de grau q ✁ 1.

Dados π P Sn e i ✏ ♣i1, . . . , inq P I♣q, nq, defina a ação à esquerda de Sn

π♣iq ✏ ♣iπ✁1♣1q, . . . , iπ✁1♣nqq. Então σ♣π♣iqq ✏ ♣σπq♣iq, logo I♣q, nq é a união disjunta das

órbitas correspondentes. Dado i P I♣q, nq, seja Oi ✏ tπ♣iq⑤π P Sn✉ a órbita de i sob a ação

de Sn. Então

I♣q, nq ✏
↕

jPJ♣q,nq

Oj

é uma união de órbitas disjuntas.

Seja j ✏ ♣j1, . . . , jnq P J♣q, nq então j ✏ ♣1, . . . , 1, 2, . . . , 2, . . .q, que denotare-

mos por j ✏ ♣1µ1 , . . . , qµqq, em que k aparece µk vezes em j. Então Sµ1
✂ ☎ ☎ ☎ ✂ Sµq

fixa j e

portanto

⑤Oj⑤ ✏
n!

µ1! ☎ ☎ ☎µq!
.

Definição 2.3.3. Seja j P J♣q, nq, j ✏ ♣j1, . . . , jnq ✏ ♣1µ1 , . . . , qµqq definimos o polinômio

multi-homogêneo completo de multigrau ♣µ1, . . . , µqq

sj♣y1, . . . , ynq ✏
➳
iPO

j

yi1
☎ ☎ ☎ yin

.

Note que, em característica 0, também podemos escrever

sj♣y1, . . . , ynq ✏ 1
µ1! ☎ ☎ ☎µq!

➳
πPSn

yj
π✁1♣1q

☎ ☎ ☎ yj
π✁1♣nq

.
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Lembre-se que d ➙ 2. Seja c → 0 um inteiro, denotaremos por q ✏ d�d2�☎ ☎ ☎�dc.

Então q é o número de monômios de grau entre 1 e c nas variáveis não comutativas x1, . . . ,

xd. Seja tM1, . . . ,Mq✉ o conjunto desses monômios. Dado um inteiro n → 0, e j P J♣q, nq,
denote por

hj♣xq ✏ hj♣x1, . . . , xdq ✏ sj♣M1, . . . ,Mqq. (2.16)

Com estas notações provaremos

Lema 2.3.1. Sejam um inteiro c → 0, q ✏ d� d2 � ☎ ☎ ☎ � dc, e tM1, . . . ,Mq✉ os monômios

de grau entre 1 e c. Seja um inteiro n → 0 e seja I ❸ K①Xd② um ideal bilateral contendo

hj para todo j P J♣q, nq, em que hj♣xq é dado por (2.16). Seja g ✏ g♣x1, . . . , xdq P T➙1 um

polinômio de grau ↕ c. Então gn P I.

Demonstração. Como M1, . . . , Mq são todos monômios não constantes em x1, . . . , xd de

grau ↕ c, então podemos escrever

g ✏
q➳

i✏1

αiMi

com αi P K. Então

gn ✏
➳

1↕i1,...,in↕q

♣αi1
Mi1

q ☎ ☎ ☎ ♣αin
Min

q ✏
➳

1↕i1,...,in↕q

♣αi1
☎ ☎ ☎αin

q♣Mi1
☎ ☎ ☎Min

q.

Juntando os termos em cada órbita e usando a notação (2.16) temos:

gn ✏
➳

jPJ♣q,nq

♣αj1
☎ ☎ ☎αjn

q
➳
iPO

j

♣Mi1
☎ ☎ ☎Min

q ✏
➳

jPJ♣q,nq

♣αj1
☎ ☎ ☎αjn

qsj♣M1, . . . ,Mqq

✏
➳

jPJ♣q,nq

♣αj1
☎ ☎ ☎αjn

qhj♣x1, . . . , xdq

e portanto gn é combinação linear dos polinômios thj♣x1, . . . , xdq⑤j P J♣q, nq✉, e como eles

estão em I, temos que gn P I.

Observação 2.3.2. Vimos no Observação 2.3.1 que ⑤J♣q, nq⑤ ↕ ♣n � q ✁ 1qq✁1. O lado

direito é um polinômio em n de grau q ✁ 1, então cresce mais lentamente que qualquer

função exponencial em n, em particular, que ε2αn, desde que ε → 0 e α → 1. Isso implica

que, sendo d ➙ 2, ε → 0 tal que d✁ 2ε → 1, então para um n suficientemente grande temos

⑤J♣q, nq⑤ ↕ ε2♣d✁ 2εqn✁2. (2.17)

Agora vamos provar o teorema

Teorema 2.3.5. Existem sequências G.S. Mais precisamente, se d ➙ 2, ε → 0 tal que

d✁ 2ε → 1, então existe uma sequência f1, f2, . . . P T de polinômios homogêneos de grau

➙ 2 satisfazendo as condições da Definição 2.3.1.
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Demonstração. A construção é indutiva, começando pela sequência vazia. Na hipótese da

indução assumimos que no k-ésimo passo nós escolhemos inteiros ck ↕ c✶k e uma sequência

de polinômios homogêneos f1, . . . , fmk
de graus entre 2 e c✶k. Assumimos que f1, . . . , fmk

satisfazem a seguinte condição:

(1) Para todo l ↕ c✶k, o número rl de elementos fi de grau l satisfaz rl�2 ↕ ε2♣d✁ 2εql;

(2) Para qualquer g P T➙1 de grau ↕ ck existe algum expoente n tal que gn P Ik, em que

Ik ✏ ①f1, . . . , fmk
②.

Então para o próximo passo escolhemos inteiros ck�1 ↕ c✶k�1
tais que c✶k ➔ ck�1

e construímos outro bloco de polinômios fmk�1, . . . , fmk�1
com graus c✶k ➔ deg fj ➔ c✶k�1

,

obtendo a sequência f1, . . . , fmk
, fmk�1, . . . , fmk�1

.

A construção começa escolhendo um ck�1 → c✶k qualquer. Seja q ✏ qk�1 ✏
d� d2 � ☎ ☎ ☎ � dck�1 e tome n grande o suficiente tal que c✶k ➔ n e

⑤J♣q, nq⑤ ➔ ε2♣d✁ 2εqn✁2. (2.18)

Pela Observação 2.3.2, tal n existe. Tomamos c✶k�1
✏ nck�1, mk�1 ✏ ⑤J♣q, nq⑤�mk e fmk�1,

. . . , fmk�1
como todos os ⑤J♣q, nq⑤ polinômios

hj♣x1, . . . , xdq ✏ sj♣M1, . . . ,Mqq, j P J♣q, nq

dados por (2.16). Note que, para j P J♣q, nq, temos deg sj♣y1, . . . , yqq ✏ n e 1 ↕ degMi ↕
ck�1, logo

c✶k ➔ n ↕ deg sj♣M1, . . . ,Mqq ↕ nck�1 ✏ c✶k�1
. (2.19)

Agora vamos demonstrar que a nova sequência f1, . . . , fmk
, fmk�1, . . . , fmk�1

obedece às condições da indução.

Note que ①fmk�1, . . . , fmk�1
② ❸ ①fm1

, . . . , fmk
, fmk�1, . . . , fmk�1

② ✏ Ik�1. Pelo

Lema 2.3.1, para todo polinômio g P T➙1 de grau ↕ ck�1, temos gn P ①fmk�1, . . . , fmk�1
② e

portanto gn P Ik�1, que é a parte (2) da condição para k � 1.

Pela hipótese da indução, os graus de f1, . . . , fmk
são todos ↕ c✶k. Pela escolha de

n, temos que c✶k ➔ n e por (2.19) os graus de fmk�1, . . . , fmk�1
estão entre n e c✶k�1

✏ ck�1n.

Portanto para l ↕ c✶k, os rl anteriores não mudam. Note também que para l → c✶k apenas

fmk�1, . . . , fmk�1
contribuem em rl.

Para l → c✶k, podemos assumir l ➙ n pois os graus de fmk�1, . . . , fmk�1
são pelo

menos n. De (2.18) temos

rl ↕ ⑤J♣q, nq⑤ ➔ ε2♣d✁ 2εqn✁2 ↕ ε2♣d✁ 2εql✁2

o que termina a demonstração.
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Por fim, vamos construir o contraexemplo para o problema de Burnside.

Teorema 2.3.6. Seja p um número primo qualquer. Então existe um grupo G infinito

finitamente gerado tal que todo elemento tem ordem finita e igual a uma potência de p.

Demonstração. Tome K ✏ Zp o corpo primo de p elementos e A ✏ T ④I com T e I definidos

nesta seção. Vamos definir a1 ✏ x1 � I, a2 ✏ x2 � I, . . . , ad ✏ xd � I elementos de A

e G o semigrupo multiplicativo em A gerado por 1 � a1, 1 � a2, . . . , 1 � ad. Note que

todo elemento de G é do tipo 1 � a em que a P T➙1④I. Como a é nilpotente, existe um

n suficientemente grande tal que apn ✏ 0, logo ♣1 � aqpn ✏ 1 � apn ✏ 1 pois estamos em

característica p. Logo G é um grupo e todo elemento de G tem ordem finita. Afirmamos

que G é infinito. De fato, se G fosse finito então as combinações lineares dos seus elementos

formariam uma álgebra B de dimensão finita sobre K. Como 1 e 1 � ai estão em G então

♣1 � aiq ✁ 1 ✏ ai P B. Como 1, a1, . . . , ad geram A então A ✏ B, contradizendo o fato

que A é de dimensão infinita. Portanto G é infinito e o teorema está provado.
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3 Teorema de Nagata-Higman

3.1 Comentários Históricos

Neste capítulo nós nos dedicaremos a explorar os resultados relacionados ao

Teorema de Nagata–Higman sobre a nilpotência de álgebras nil de grau limitado. Primeiro

vamos enunciar o teorema:

Teorema 3.1.1. Seja R uma álgebra associativa não unitária sobre um corpo K de

característica 0. Se R satisfaz a identidade polinomial xn ✏ 0, então existe um inteiro

d ✏ d♣nq que depende apenas de n tal que R é nilpotente de grau d, isto é, R satisfaz a

identidade polinomial x1x2 ☎ ☎ ☎xd ✏ 0.

Primeiro observaremos que a demonstração do teorema vale não apenas em

característica 0 mas ainda se a característica de K é p → n.

O teorema acima foi provado inicialmente em 1953 por Nagata (8), que obteve

uma cota superior bem grande, utilizando representações do grupo simétrico. Em 1956,

Higman (6) obteve a cota superior d♣nq ↕ 2n ✁ 1 e a cota inferior d♣nq ➙ n2④e2 através

de métodos mais elementares. Muito mais tarde foi descoberto que Dubnov e Ivanov já

haviam obtido esse resultado em 1943 (14), mas ficou desconhecido pelos pesquisadores,

até a década de 90. Então é mais justo nos referirmos a esse teorema como o teorema de

Dubnov–Ivanov–Nagata–Higman.

Em 1974, Razmyslov (9), estudando as identidades polinomiais com traço da

álgebra Mn♣Kq obteve a cota superior d♣nq ↕ n2. Por outro lado, em 1975, Kuzmin (16)

mostrou que existe uma álgebra nil de grau n que não satisfaz a identidade x1x2 ☎ ☎ ☎xm ✏ 0

para m ✏ 1
2
n♣n�1q✁1, isto é, d♣nq ➙ n♣n� 1q

2
e conjecturou que de fato d♣nq ✏ n♣n� 1q

2
.

Pouco se sabe em relação aos valores concretos da conjectura. Para n ↕ 3

temos que a conjectura é válida, pois d♣1q ✏ 1, d♣2q ✏ 3 e d♣3q ✏ 6 (também obtido

por Higman em (6)). Para n ✏ 4, em 1993, Vaughan-Lee (11), utilizou representações

do grupo simétrico para reduzir o problema e conseguiu usar métodos computacionais

para confirmar que d♣4q ✏ 10. Para n ✏ 5, Shestakov e Zhukavets (19) confirmaram a

conjectura para n = 5, no caso de álgebras e superálgebras de 2 geradores.

Nesta seção, a não ser quando dito o contrário, iremos considerar as álgebras

sobre corpos de característica 0.
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3.2 A cota d♣nq ↕ 2
n ✁ 1

Nesta seção apresentaremos uma demonstração para a cota superior 2n ✁ 1

obtida por Higman (6). Seguiremos o livro de Drensky e Formanek (2) ou (3) que utiliza

uma prova devida a Higgins. Vamos começar pelo caso n ✏ 2.

Proposição 3.2.1. Seja R uma álgebra associativa não unitária sobre um corpo K de

característica 0. Então a identidade x2 ✏ 0 implica x1x2x3 ✏ 0.

Demonstração. Linearizando x2 ✏ 0 obtemos:

e2♣x, yq ✏ ♣x� yq2 ✁ x2 ✁ y2 ✏ xy � yx ✏ 0.

Então, utilizando as substituições adequadas obtemos:

e2♣x1x2, x3q ✏ x1x2x3 � x3x1x2 ✏ 0;

e2♣x2x3, x1q ✏ x2x3x1 � x1x2x3 ✏ 0;

e2♣x3x1, x2q ✏ x3x1x2 � x2x3x1 ✏ 0.

Resolvendo o sistema concluímos que

x1x2x3 ✏ x2x3x1 ✏ x3x1x2 ✏ 0.

Agora vamos demonstrar o resultado geral:

Teorema 3.2.1 (Higman). Nas condições do Teorema 3.1.1, temos que d♣nq ↕ 2n ✁ 1.

Mais precisamente, se n → 1 e d♣n✁ 1q existe, então d♣nq ↕ 2d♣n✁ 1q � 1.

Higgins. Aplicando a linearização parcial na identidade xn ✏ 0:

f♣x, yq ✏ xn✁1y � xn✁2yx� ☎ ☎ ☎ � xyxn✁2 � yxn✁1 ✏ 0.

Com algumas manipulações algébricas obtemos:

f♣x, yzjqzn✁j✁1 ✏ xn✁1yzn✁1�xn✁2yzjxzn✁j✁1�☎ ☎ ☎�xyzjxn✁2zn✁j✁1�yzjxn✁1zn✁j✁1 ✏ 0.

E somando para j ✏ 0, 1, . . . , n✁ 1:

n✁1➳
j✏0

f♣x, yzjqzn✁j✁1 ✏ nxn✁1yzn✁1 �
n✁2➳
i✏0

xiyf♣z, xn✁i✁1q ✏ 0.

Como f ✏ 0 e a característica do corpo é 0, obtemos para x, y, z P R:

xn✁1yzn✁1 ✏ 0. (3.1)
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Assumindo que d♣n✁1q existe temos que x1x2 ☎ ☎ ☎xd♣n✁1q é consequência xn✁1, logo pode ser

escrito como x1x2 ☎ ☎ ☎xd♣n✁1q ✏
➳

i

aib
n✁1

i ci em que bi são polinômios e ai, ci são polinômios

ou são constantes em K. Analogamente, xd♣n✁1q�2 ☎ ☎ ☎x2d♣n✁1q�1 ✏
➳

j

ujv
n✁1

j wj em que vj

são polinômios e uj, wj são polinômios ou são constantes em K. Portanto:

x1 ☎ ☎ ☎xd♣n✁1qxd♣n✁1q�1xd♣n✁1q�2 ☎ ☎ ☎x2d♣n✁1q�1 ✏
➳
i,j

ai♣bn✁1

i ♣cixd♣n✁1q�1ujqvn✁1

j qwj ✏ 0,

pois basta tomar x ✏ bi, y ✏ cixd♣n✁1q�1uj, z ✏ vj em (3.1). Logo d♣nq ↕ 2d♣n✁ 1q � 1.

Temos claramente que d♣1q ✏ 1 ✏ 21 ✁ 1. Por indução, se d♣n✁ 1q ↕ 2n✁1 ✁ 1

então d♣nq ↕ 2d♣n✁ 1q � 1 ↕ 2♣2n✁1 ✁ 1q � 1 ✏ 2n ✁ 1.

Observação 3.2.1. Considerando a demonstração anterior e que d♣4q ✏ 10, podemos

obter uma cota superior um pouco melhor: d♣nq ✏ 11 ☎ 2n✁4 ✁ 1 para n ➙ 4. Isso significa

que para n ✏ 5 a melhor cota superior é d♣5q ↕ 21.

3.3 Alguns comentários e a cota d♣nq → n2④e2

Observando a demonstração da proposição Proposição 3.2.1, conseguimos obter

as seguintes relações:

x1x2x3 ✏ 1
2
♣e2♣x1x2, x3q � e2♣x2x3, x1q ✁ e2♣x3x1, x2qq (3.2)

x1x2x3 ✏1
2
♣♣x1x2 � x3q2 � ♣x2x3 � x1q2 ✁ ♣x3x1 � x2q2

✁ ♣x1x2q2 ✁ ♣x2x3q2 � ♣x3x1q2 ✁ x2

1
� x2

2
✁ x2

3
q

(3.3)

Isto é, x1x2x3 pode ser escrito tanto como combinação linear de elementos do tipo e♣x, yq
como também como combinação linear de quadrados.

Naturalmente, como x1x2x3 está no T-ideal gerado por x2, esperamos que

x1x2x3 ✏
➳

i

aib
2

i ci para bi polinômios e ai, ci polinômios ou constantes em K. Porém, as

equações (3.2) e (3.3) sugerem que é possível obter somas em que ai, ci são constantes.

Vamos mostrar que isso é verdade. Aqui apresentamos a demonstração encontrada no livro

de Zhevlakov, Slin’ko, Shestakov e Shirshov (12):

Teorema 3.3.1. Seja K um corpo de característica 0. O T-ideal gerado por xn na álgebra

livre não-unitária K�①X② coincide com o espaço vetorial gerado por todas as n-ésimas

potências. Em particular, para m ➙ d♣nq o monômio x1 ☎ ☎ ☎xm pode ser escrito na forma:

x1 ☎ ☎ ☎xm ✏
➳

αuu
n

para alguns αu P K e u P K�①X②



Capítulo 3. Teorema de Nagata–Higman 68

Demonstração. Todo elemento do T-ideal gerado por xn é uma combinação linear de

elementos do tipo bn, abn, bnc, abnc para alguns polinômios a, b, c (sem termos constantes)

na álgebra livre. Então é suficiente mostrar que abn, bnc, abnc são combinações lineares de

alguns un
1
, . . . , un

k .

A linearização total de qualquer identidade polinomial f♣x1, . . . , xmq é obtida

através de argumentos baseados em sistemas lineares e do determinante de Vander-

monde, e portanto são combinações lineares de f♣u1, . . . , umq, ui P K�①X②. Em particular,

en♣x1, . . . , xnq pode ser escrita como combinação linear de termos do tipo wn em que w é

um polinômio.

Temos a seguinte igualdade:

en♣ab, a, . . . , aq ✏ aen♣b, a, . . . , aq

logo aen♣b, a, . . . , aq é uma combinação linear de potências n-ésimas. Tomando a lineariza-

ção total dessa última expressão temos que
n➳

i✏1

aien♣b, a1, . . . , âi, . . . , anq

em que âi indica que omitimos o termo ai, também é uma combinação linear de potências

n-ésimas.

Tomando a1 ✏ a e a2 ✏ ☎ ☎ ☎ ✏ an ✏ b temos

aen♣b, . . . , bq � ♣n✁ 1qben♣a, b, . . . , bq.

Como já demonstramos que ben♣a, b, . . . , bq é combinação linear de potências n-ésimas,

concluímos que aen♣b, . . . , bq ✏ n!abn e portanto abn também são. Para bnc o procedimento

é análogo.

Agora para abnc observe que:

abnc ✏ ♣abnqc ✏
➳

αiu
n
i c ✏
➳

αi

➳
βijv

n
ij.

Logo o resultado está provado.

Corolário 3.3.1. O T-ideal gerado por xn na álgebra livre não-unitária K�①X② é gerado

como espaço vetorial por

en♣u1, . . . , unq ✏
➳

σPSn

uσ♣1q ☎ ☎ ☎uσ♣nq, (3.4)

em que u1, . . . , un são monômios em K�①X②.

Demonstração. A identidade xn ✏ 0 é equivalente à sua linearização total

en♣x1, . . . , xnq ✏
➳

σPSn

xσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣nq
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e en♣x, . . . , xq ✏ n!xn. Pelo Teorema 3.3.1, o T-ideal ①xn②T gerado por xn é gerado

como espaço vetorial por un, u P K�①X②. Como K tem característica 0, então xn ✏
en♣x, . . . , xq④n! e assim ①xn②T é gerado como espaço vetorial por en♣u1, . . . , unq, em que u1,

. . . , un P K�①X②. Como en♣x1, . . . , xnq é multilinear, podemos assumir que u1, . . . , un são

monômios.

A partir desse corolário conseguimos obter a cota inferior obtida por Higman:

Teorema 3.3.2. Nas condições do Teorema 3.1.1 e para n suficientemente grande temos

que d♣nq → n2④e2

Demonstração. Pelo corolário anterior, se D ➙ d♣nq então x1 ☎ ☎ ☎xD pode ser escrito como

combinação linear de termos en♣u1, . . . , unq. Como en♣u1, . . . , unq é homogêneo, então

u1, . . . , un devem ter grau total 1 para cada xi. Vamos contar o número de polinômios

en♣u1, . . . , unq que existem.

Note que u1 ☎ ☎ ☎un obtido através da concatenação dos ui é uma permutação de x1, . . . ,

xD, e que podemos tomar qualquer permutação de x1, . . . , xD e escolher n ✁ 1 dentre

as D ✁ 1 posições entre dois termos consecutivos para separar a permutação e obter os

monômios u1, . . . , un. Como a ordem dos monômios u1, . . . , un não importa, contamos

cada en♣u1, . . . , unq um total de n! vezes. Logo o número de en♣u1, . . . , unq é

D!
�

D✁1

n✁1

✟
n!

✏ D!♣D ✁ 1q!
n!♣n✁ 1q!♣D ✁ nq! .

Esta quantidade deve ser no mínimo igual ao número de permutações de x1, . . . , xD, logo:

D!♣D ✁ 1q!
n!♣n✁ 1q!♣D ✁ nq! ➙ D! ñ ♣D ✁ 1q!

n!♣n✁ 1q!♣D ✁ nq! ➙ 1.

Utilizando a aproximação de Stirling e considerando um n suficientemente grande, temos:

Dn✁1 → ♣D ✁ 1q!
♣D ✁ nq! ➙ n!♣n✁ 1q! ✏ ♣n!q2

n
→ 1
n

✁❄
2πn

✁n
e

✠n✠2

→
✁n
e

✠
2n✁2

.

Portanto d♣nq → n2④e2.

3.4 A igualdade d♣3q ✏ 6

Vamos fazer um pequeno desvio para demonstrar o caso n ✏ 3, cujo valor é

d♣3q ✏ 6. A demonstração a seguir é baseada na de Higman (6).

Linearizando parcialmente x3 ✏ 0 obtemos

f♣x, yq ✏ x2y � xyx� yx2 ✏ 0,
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e linearizando totalmente temos

e3♣x, y, zq ✏ xyz � xzy � yxz � yzx� zxy � zyx ✏ 0.

Logo as seguintes expressões se anulam:

0 ✏ e3♣a, x2b, cq ✏ ax2bc� acx2b� x2bac� x2bca� cax2b� cx2ba,

0 ✏ e3♣ax, xb, cq ✏ ax2bc� axcxb� xbaxc� xbcax� cax2b� cxbax,

0 ✏ e3♣ax2, b, cq ✏ ax2bc� ax2cb� bax2c� bcax2 � cax2b� cbax2.

Observe que

acx2b� axcxb� ax2cb ✏ a♣cx2 � xcx� x2cqb ✏ af♣x, cqb ✏ 0,

x2bac� xbaxc� bax2c ✏ ♣x2ba� xbax� bax2qc ✏ f♣x, baqc ✏ 0,

x2bca� xbcax� bcax2 ✏ f♣x, bcaq ✏ 0,

cx2ba� cxbax� cbax2 ✏ c♣x2ba� xbax� bax2q ✏ cf♣x, baq ✏ 0.

E portanto, somando as três expressões obtemos

ax2bc� cax2b ✏ e2♣ax2b, cq ✏ 0. (3.5)

Como sabemos que d♣2q ✏ 3, de uma forma semelhante à dedução de Proposi-

ção 3.2.1, porém partindo da igualdade acima podemos obter

abcdef � fabcde ✏ 0. (3.6)

Por outro lado, substituindo ax2d no lugar de a na identidade

2aef ✏ e2♣ae, fq � e2♣a, efq ✁ e2♣fa, eq,

temos que cada termo pode ser obtido de (3.5), logo ax2def ✏ 0, que linearizado gera

abcdef � acbdef ✏ 0. (3.7)

Agora note que (3.6) e (3.7) equivalem a uma permutação cíclica e uma trans-

posição de termos consecutivos, logo podem ser usados para gerar todo o grupo simétrico

e então abcdef é uma função alternada dos seus fatores. Considerando e3♣ab, cd, efq ✏ 0,

veja que todos os termos são permutações pares e portanto 0 ✏ e3♣ab, cd, efq ✏ 6abcdef

e assim concluímos que abcdef ✏ 0 e portanto d♣3q ↕ 6. Na seção a seguir veremos que

d♣3q ➙ 6, portanto d♣3q ✏ 6.
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3.5 A cota inferior d♣nq ➙ n♣n� 1q④2

Nesta seção apresentaremos a prova de Kuzmin (16) para a cota inferior do

índice de nilpotência. Para tanto, seguiremos o livro de Drensky (3). (O artigo de Kuzmin,

até agora, não foi traduzido em inglês, e mesmo em russo, não está disponível facilmente.)

A ideia é mostrar que o monômio em duas variáveis x, y:

u ✏ yxyx2y ☎ ☎ ☎xn✁2yxn✁1 (3.8)

não está contido no T-ideal gerado por xn.

Nós iremos trabalhar na álgebra livre não-unitária gerada por dois elementos

K� ①x, y②. Vamos denotar por J ✏ ①xn②T o T-ideal de K� ①x, y② gerado por xn. Vamos

introduzir uma série de notações:

A♣kq é o espaço vetorial gerado por todos os monômios do tipo

ua ✏ xa1yxa2y ☎ ☎ ☎xak✁1yxak (3.9)

de grau k ✁ 1 em relação à y, 1 ↕ k ↕ n;

B♣kq é o subespaço de A♣kq gerado por todos os polinômios dos três tipos a

seguir:

(1) ua da forma (3.9) tal que ai ✏ aj para algum par de índices distintos i, j;

(2) ua da forma (3.9) tal que ai ➙ n para algum índice i;

(3) as somas da forma xa1y ☎ ☎ ☎xai ☎ ☎ ☎xaj ☎ ☎ ☎ yxak �xa1y ☎ ☎ ☎xaj ☎ ☎ ☎xai ☎ ☎ ☎ yxak para algum

par de índices distintos i, j.

Denote A ✏ A♣nq e B ✏ B♣nq e por fim, denote por C o subespaço de A gerado

por todos os monômios do tipo

xσ♣0qyxσ♣1qy ☎ ☎ ☎xσ♣n✁2qyxσ♣n✁1q,

em que σ P Sn e Sn age sobre o conjunto t0, 1, . . . , n✁ 1✉.
Vamos provar que C ❳ J ⑨ B. Como o monômio (3.8) é de grau

♣0 � 1 � 2 � ☎ ☎ ☎ � ♣n✁ 1qq � ♣n✁ 1q ✏ n♣n� 1q
2

✁ 1

e não pertence a B, poderemos concluir que d♣nq ➙ n♣n� 1q④2.

Para simplificar a notação, vamos considerar a bijeção ϕk entre os polinômios

nas variáveis comutativas t1, . . . , tk e os elementos de A♣kq definida da seguinte maneira:

ϕk : ta1

1
ta2

2
☎ ☎ ☎ tak✁1

k✁1
tak

k ÞÑ xa1yxa2y ☎ ☎ ☎xak✁1yxak
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Para podermos trabalhar em Krt1, . . . , tks vamos definir as seguintes notações:

A
♣kq
0 ✏ Krt1, . . . , tks, J ♣kq

0 ✏ ϕ✁1

k ♣J❳A♣kqq, B♣kq
0 ✏ ϕ✁1

k ♣B♣kqq, A0 ✏ A
♣nq
0 , ϕ ✏ ϕn, J0 ✏ J

♣nq
0 ,

B0 ✏ B
♣nq
0 , C0 ✏ ϕ✁1♣Cq.

Note que para qualquer polinômio f♣t1, . . . , tk✁1q P B♣k✁1q
0 e qualquer c1, o

polinômio tc1

1
f♣t2, . . . , tkq P B♣kq

0 . Finalmente, para quaisquer inteiros k ↕ n e p ➙ 1, defina

hk,p♣t1, . . . , tkq ✏
➳

c1�☎☎☎�ck✏p

tc1

1
☎ ☎ ☎ tck

k . (3.10)

A seguir vamos provar dois lemas que vão nos permitir caracterizar alguns dos polinômios

do espaço vetorial B♣kq
0 .

Lema 3.5.1. Seja

u ✏ u♣t1, . . . , tkq ✏ ta1

1
ta2

2
☎ ☎ ☎ tak

k

um monômio tal que 0 ↕ a1 ➔ a2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ ak ↕ n✁ 1 e a1 � k � p → n.

Então

hk,p♣t1, . . . , tkqu♣t1, . . . , tkq P B♣kq
0 .

Demonstração. A prova é por indução em k. Se k ✏ 1, então u ✏ ta1

1
, 0 ↕ a1 ↕ n ✁ 1,

h1,p ✏ t
p
1, h1,pu ✏ t

a1�p
1 e como a1 � k � p ✏ a1 � 1 � p → n temos a1 � p ➙ n e assim

h1,p♣t1qu♣t1q ✏ t
n�q
1

para algum q ➙ 0. Portanto, h1,p♣t1qu♣t1q P B♣1q
0 pela condição (2) da definição de B♣kq.

Suponha agora que k → 1. Então

hk,pu ✏
➳
➦

ci✏p

ta1�c1

1
ta2�c2

2
☎ ☎ ☎ tak�ck

k . (3.11)

Tome um termo arbitrário de hk,pu

ta1�d1

1
ta2�d2

2
☎ ☎ ☎ tak�dk

k . (3.12)

Se 0 ↕ d1 ➔ a2 ✁ a1, então a soma de todos os monômios em (3.11) tais que c1 ✏ d1 é➳
➦

ci✏p✁d1

ta1�d1

1
ta2�c2

2
☎ ☎ ☎ tak�ck

k ✏ ta1�d1

1
hk✁1,p✁d1

♣t2, . . . , tkqta2

2
☎ ☎ ☎ tak

k .

Como d1 ➔ a2 ✁ a1, temos que a1 � d1 ➔ a2 e portanto a1 � d1 � 1 ↕ a2,

n ➔ a1 � k � p ✏ a1 � k � ♣d1 � c2 � ☎ ☎ ☎ � ckq
✏ ♣a1 � d1 � 1q � ♣k ✁ 1q � ♣c2 � ☎ ☎ ☎ � ckq ↕ a2 � ♣k ✁ 1q � p✶

em que p✶ ✏ c2 � ☎ ☎ ☎ � ck.
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Como a2�♣k✁1q�p✶ → n, temos por indução que hk✁1,p✁d1
♣t2, . . . , tkqta2

2
☎ ☎ ☎ tak

k P
B
♣k✁1q
0 e portanto

hk,pu ✏ ta1�d1

1
hk✁1,p✁d1

♣t2, . . . , tkqta2

2
☎ ☎ ☎ tak

k P B♣k✁1q
0 .

Porém, se o termo (3.12) é tal que d1 ➙ a2 ✁ a1, temos que d1 ✏ a2 ✁ a1 � i e

d2 ✏ j para alguns i, j ➙ 0. Considere então o termo

ta1�e1

1
ta2�e2

2
ta3�d3

3
☎ ☎ ☎ tak�dk

k (3.13)

em que e1 ✏ a2 ✁ a1 � j e e2 ✏ i. Agora temos duas possibilidades:

1. Caso i ✏ j então os termos (3.12) e (3.13) são ambos iguais a

t
a1�♣a2✁a1�iq
1 ta2�i

2
ta3�d3

3
☎ ☎ ☎ tak�dk

k ✏ ta2�i
1

ta2�i
2

ta3�d3

3
☎ ☎ ☎ tak�dk

k

e portanto pertencem a B♣kq
0 pela condição (1) da definição de B♣kq;

2. Caso i ✘ j então os termos (3.12) e (3.13) são distintos e sua soma é igual a

♣ta2�i
1

t
a2�j
2 � t

a2�j
1 ta2�i

2
qta3�d3

3
☎ ☎ ☎ tak�dk

k

e portanto pertencem a B♣kq
0 pela condição (3) da definição de B♣kq.

Desta maneira nós dividimos a expressão hk,pu em três partes, cada uma delas

contidas em B
♣kq
0 : os termos com d1 ➔ a2 ✁ a1, os termos com d1 ✏ a2 ✁ a1 � i e d2 ✏ i e

os pares de monômios com d1 ✏ a2 ✁ a1 � i e d2 ✏ j e e1 ✏ a2 ✁ a1 � j e e2 ✏ i com i ✘ j.

Concluímos que hk,pu P B♣kq
0 .

Lema 3.5.2. Seja

u ✏ u♣t1, . . . , tkq ✏ ta1

1
ta2

2
☎ ☎ ☎ tak

k

um monômio tal que k � p → n. Então

hk,p♣t1, . . . , tkqu♣t1, . . . , tkq P B♣kq
0 .

Demonstração. Inicialmente, suponha que

u♣t1, . . . , tkq ✏ ta1

1
ta2

2
☎ ☎ ☎ tak

k P B♣kq
0 .

Neste caso, ai ➙ n para algum i ou ai ✏ aj para alguns i, j distintos. Se ai ➙ n, então

ai � ci ➙ n para tal i em cada termo de hk,pu e portanto

hk,pu ✏
➳
➦

ci✏p

ta1�c1

1
ta2�c2

2
☎ ☎ ☎ tak�ck

k P B♣kq
0 .

Se ai ✏ aj para i ➔ j, vamos dividir os termos de hk,pu em duas partes:
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1. Caso ci ✏ cj então os termos são da forma

ta1�c1

1
☎ ☎ ☎ tai�ci

i ☎ ☎ ☎ tai�ci

i ☎ ☎ ☎ tak�ck

i

e portanto pertencem a B♣kq
0 pela condição (1) da definição de B♣kq;

2. Os outros termos serão divididos nos pares

ta1�c1

1
☎ ☎ ☎ tai�ci

i ☎ ☎ ☎ tai�cj

i ☎ ☎ ☎ tak�ck

i � ta1�c1

1
☎ ☎ ☎ tai�cj

i ☎ ☎ ☎ tai�ci

i ☎ ☎ ☎ tak�ck

i

em que ci ➔ cj e que portanto pertencem a B♣kq
0 pela condição (3) da definição de

B♣kq.

Agora, caso

u♣t1, . . . , tkq ✏ ta1

1
ta2

2
☎ ☎ ☎ tak

k ❘ B♣kq
0

então os ai são dois a dois distintos e ai ➔ n. Como a1, . . . , ak se comportam de forma

simétrica, podemos assumir que 0 ↕ a1 ➔ a2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ ak ↕ n✁1. A condição a1�k�p → n

vem automaticamente de k� p → n e portanto pelo Lema 3.5.1 a prova está completa.

Agora vamos mostrar que os polinômios en♣u1, . . . , unq com grau n ✁ 1 em

relação à y estão no espaço vetorial B.

Lema 3.5.3. Seja en♣x1, . . . , xnq a linearização total do polinômio xn (Definição 1.6.2) e

sejam w1, . . . ,wk✁1, k ↕ n, monômios em x, y que dependem essencialmente de y, isto é,

cujo grau em relação a y é pelo menos 1. Seja degy w1 � ☎ ☎ ☎ � degy wk✁1 ✏ n✁ 1. Então a

soma

en♣w1, . . . , wk✁1, x, . . . , x❧♦♦♦♠♦♦♦♥
n✁k�1 vezes

q

pertence ao espaço vetorial B.

Demonstração. Vamos definir p ✏ n✁ k � 1. Temos a seguinte igualdade:

en♣w1, . . . , wk✁1, x, . . . , x❧♦♦♦♠♦♦♦♥
p vezes

q ✏ p!
➳

j

➳
➦

ci✏p

xc1wj1
xc2wj2

☎ ☎ ☎wjk✁1
xck

na qual o somatório externo é sobre todas as permutações j1, . . . , jk de 1, 2, . . . , k ✁ 1

e o somatório interno é sobre todas as k-uplas ♣c1, . . . , ckq com soma igual a p. Vamos

demonstrar que toda soma interna vj pertence a B. Denotando cada wj na forma wj ✏
xb✶

jy ☎ ☎ ☎ yxb✷
j , o somatório interno se torna:

vj ✏
➳
➦

ci✏p

xc1wj1
xc2wj2

☎ ☎ ☎wjk✁1
xck

✏
➳
➦

ci✏p

xa1�c1y ☎ ☎ ☎ yxa2�c2y ☎ ☎ ☎ yxa3�c3 ☎ ☎ ☎xak✁1�ck✁1y ☎ ☎ ☎ yxak�ck
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em que a1 ✏ b✶j1
, a2 ✏ b✷j1

� b✶j2
, . . . , ak✁1 ✏ b✷jk✁2

� b✶jk✁1
, ak ✏ b✷jk✁1

.

Se o grau de y em alguns wj for maior que 1 então wj ✏ xb✶
jy ☎ ☎ ☎ yxb✷

j pode conter

mais alguns x e y entre os y mostrados. Note que esses termos entre os dois ys apresentados

estão fixados dentro do somatório. Usando a bijeção ϕ : Krt1, . . . , tns ✏ A0 Ñ A que

definimos no começo da seção:

ϕ✁1♣vjq ✏ v✶
➳
➦

ci✏p

ta1�c1

1
ta2�c2

m2
☎ ☎ ☎ tak✁1�ck✁1

mk✁1
tak�ck
n

em que v✶ ✏ tb1

q1
☎ ☎ ☎ tbn✁k

qn✁k
, bi ➙ 0 e os índices tq1, . . . , qn✁k✉ completam o conjunto tm1 ✏

1,m2, . . . ,mk✁1,mk ✏ n✉ para formar t1, . . . , n✉. Assim

ϕ✁1♣vjq ✏ v✶♣tq1
, . . . , tqk

qhk,p♣tm1
, . . . , tmk

qu♣tm1
, . . . , tmk

q.

Como k � p ✏ n � 1 → n, pelo Lema 3.5.2, hk,p♣t1, . . . , tkqu♣t1, . . . , tkq P B♣kq
0 .

Como os conjuntos tq1, . . . , qn✁k✉ e tm1 ✏ 1,m2, . . . ,mk✁1,mk ✏ n✉ são disjuntos então

ϕ✁1♣vjq ✏ v✶hk,pu P B0

e assim vj P B e o lema está provado.

Note que para provarmos o teorema falta apenas permitir expoentes → 1 para

os termos x dentro do en no lema anterior. Para tanto, vamos recordar que o operador

linear δ é uma derivação se satisfaz δ♣uvq ✏ δ♣uqv � uδ♣vq para quaisquer u, v P R.

Além disso, se δ0 : X Ñ K�①X② é uma aplicação qualquer, existe uma única

derivação δ de K�①X② que estende δ0.

Proposição 3.5.1. Seja C o espaço vetorial gerado por todos os monômios da forma

xσ♣0qyxσ♣1qy ☎ ☎ ☎xσ♣n✁2qyxσ♣n✁1q

em que σ P Sn e Sn age sobre o conjunto t0, 1, . . . , n ✁ 1✉, e seja J ✏ ①xn②T . Então

C ❳ J ⑨ B.

Demonstração. Pelo Corolário 3.3.1, J é gerado como espaço vetorial por todos os polinô-

mios do tipo en♣u1, . . . , unq de (3.4). Como estamos interessados apenas na intersecção

C ❳ J , podemos considerar apenas os en♣u1, . . . , unq que pertencem ao espaço vetorial A,

isto é, tais que u1, . . . , un são monômios em x e y com grau total n✁ 1 em relação à y.

Para cada inteiro positivo a definimos uma derivação δa de K�①x, y② da seguinte forma:

δa♣xq ✏ xa, δa♣yq ✏ 0.

Note que δa♣Aq ❸ A pois δa não altera o grau de y quando aplicado em um polinômio.

Como δa♣xcq ✏ cxc�a✁1 e a ➙ 1 podemos verificar que δa envia os polinômios dos tipos (1),
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(2) e (3) da definição de B em combinações lineares de polinômios dos mesmos tipos e

portanto δa♣Bq ❸ B. Por fim,

δa♣en♣u1, . . . , unqq ✏
n➳

j✏1

en♣u1, . . . , δa♣ujq, . . . , unq

e então δa♣Jq ❸ J . Os elementos en♣u1, . . . , unq que devemos considerar são os da forma

en♣w1, . . . , wk✁1, x
c1 , . . . , xcpq

em que w1, . . . , wk são monômios que dependem essencialmente de y, p ✏ n✁k�1 e k ↕ n.

O elemento δa♣wjq é uma combinação linear de monômios todos dependendo essencialmente

de y e δa♣xcq ✏ cxc�a✁1. Como c ➙ 1 e a ➙ 1, então δa♣en♣w1, . . . , wk✁1, x
c1 , . . . , xcpqq é

uma combinação linear de elementos da mesma forma.

Pelo Lema 3.5.3

en♣w1, . . . , wk✁1, x, . . . , x❧♦♦♦♠♦♦♦♥
n✁k�1 vezes

q P B.

Portanto

δa♣en♣w1, . . . , wk✁1, x, . . . , xqq ✏
k✁1➳
j✏1

en♣w1, . . . , δa♣wjq, . . . , wk✁1, x, . . . , xq

� pen♣w1, . . . , wk✁1, x
a, . . . , xq P B.

Todo en♣w1, . . . , δa♣wjq, . . . , wk✁1, x, . . . , xq pertence a B, logo

en♣w1, . . . , wk✁1, x
a, x, . . . , xq P B

para todo a inteiro positivo. Aplicando δb no último polinômio

δb♣en♣w1, . . . , wk✁1, x
a, . . . , xqq ✏

k✁1➳
j✏1

en♣w1, . . . , δb♣wjq, . . . , wk✁1, x
a, x, . . . , xq

� en♣w1, . . . , wk✁1, x
a�b✁1, x, . . . , xq

� ♣p✁ 1qen♣w1, . . . , wk✁1, x
a, xb, x, . . . , xq P B.

Novamente observando que todos elementos en♣w1, . . . , δb♣wjq, . . . , wk✁1, x
a, x, . . . , xq e

en♣w1, . . . , wk✁1, x
a�b✁1, x, . . . , xq pertencem a B, temos que

en♣w1, . . . , wk✁1, x
a, xb, x, . . . , xq P B.

Continuando esse processo obteremos no final

en♣w1, . . . , wk✁1, x
a1 , xa2 , . . . , xapq P B

para quaisquer a1, a2, . . . , ap positivos. Concluímos então que A❳ J ❸ B e em particular

que C ❳ J ❸ B.
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Teorema 3.5.1. O grau de nilpotência no teorema de Dubnov–Ivanov–Nagata–Higman

satisfaz a desigualdade

d♣nq ➙ n♣n� 1q
2

.

Demonstração. O monômio u ✏ yxyx2 ☎ ☎ ☎xn✁2yxn✁1 em (3.8) tem grau total

d ✏ n♣n� 1q
2

✁ 1.

É suficiente mostrar que u não pertence ao T-ideal de K�①x, y② gerado por xn. Claramente,

u P C ⑨ A e u ❘ B, então pela Proposição 3.5.1 temos que u ❘ J ✏ ①xn②T .

3.6 Demostração de Nagata

Apesar de a demostração de Nagata obter uma cota superior muito pior que a

obtida por Higman, ela é extremamente instrutiva ao mostrar uma abordagem do problema

utilizando a teoria de representações do grupo simétrico. Ao contrário das demonstrações

anteriores que tentam obter o monômio multilinear x1x2 ☎ ☎ ☎xd diretamente da identidade

xn ✏ 0, Nagata usou o fato da álgebra de grupo KSt ser completamente redutível para K

com característica 0, isto é, que é igual à soma dos ideais à esquerda irredutíveis, para

verificar que é suficiente obter os polinômios do tipo
➳
σ,τ

sgn♣τqxστ♣1qxστ♣2q ☎ ☎ ☎xστ♣dq em

que σ e τ percorrem todas as permutações que preservam respectivamente as linhas e as

colunas de um certo diagrama de Young.

Vamos começar a demonstração pela parte da teoria das representações do

grupo simétrico. Para simplificar um pouco a notação, denotaremos KSt por Dt. Seja α

uma tabela de Young para as letras 1, . . . , t, em que t é um número natural e denote

por Rα e Cα os subgrupos de St que preservam respectivamente as linhas e as colunas de

α. Defina também os elementos R✝
α ✏

➳
σPRα

σ e C✝
α ✏

➳
τPCα

sgn♣τqτ de Dt. Sabemos pelo

Corolário 1.8.1 que

Dt ✏
➳
α

Dt

➳
σPRα
τPCα

♣sgn♣τqστq ✏
➳
α

DtR
✝
αC

✝
α. (3.14)

Seja g um número inteiro positivo. Definimos os dois ideais a seguir:

(1) Para um subconjunto de g letras i1, i2, . . . , ig de 1, . . . , t tal que i1 ➔ i2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ ig,

seja S♣i1, i2, . . . , igq o subgrupo simétrico nas letras i1, . . . , ig (ou seja, o subgrupo das

permutações que preservam as outras letras) e denote S✝♣i1, i2, . . . , igq ✏
➳

σPS♣i1,...,igq

σ.

Definimos o ideal à esquerda M1 ✏
➳

♣i1,...,igq

DtS
✝♣i1, i2, . . . , igq.
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(2) Para um subconjunto de g letras j1, j2, . . . , jg de 1, . . . , t tal que j1 ➔ j1 � 1 ➔ j2 ➔
j2 � 1 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ jg ➔ jg � 1 ↕ t, seja A♣j1, j2, . . . , jgq o subgrupo das permutações

σ P St tais que:

a) σ permuta apenas j1, j1 � 1, j2, j2 � 1, . . . , jg, jg � 1; e

b) σ permuta tj1, j2, ☎ ☎ ☎ , jg✉ entre si e σ♣jk � 1q ✏ σ♣jkq � 1 para todo k ✏ 1, . . . ,

g.

Ou seja, σ permuta g blocos disjuntos de 2 letras consecutivas, preservando as outras

letras. Denote A✝♣j1, j2, . . . , jgq ✏
➳

σPA♣j1...,jgq

σ. Por fim, definimos o ideal à esquerda

M2 ✏
➳

♣j1,...,jgq

DtA
✝♣j1, j2, . . . , jgq.

Lema 3.6.1. Se t ➙ g3 ✁ 2g2 � 2g, então M1 �M2 ✏ Dt.

Demonstração. De (3.14), basta mostrarmos que para cada tabela de Young α, o ideal à

esquerda DtR
✝
αC

✝
α está contido em M1 ou em M2.

Como σ✁1R✝♣i1, . . . , igqσ ✏ R✝♣σ♣i1q, . . . , σ♣igqq para todo σ P St, temos que

M1 é um ideal bilateral. Se α for uma tabela de Young com pelo menos uma linha com

pelo menos g elementos temos que R✝
α PM1 e portanto DtR

✝
αC

✝
α PM1.

Caso contrário α tem menos que g colunas. Seja B o conjunto de letras que

estão na primeira coluna de α, e defina os conjuntos B✶ ✏ ts; s P B, s � 1 P B✉ e

B✷ ✏ ts; s P B, s ✘ t, s � 1 ❘ B✉. Como α tem no máximo g ✁ 1 colunas e como

♣g ✁ 1q♣g2 ✁ g � 1q ✏ g3 ✁ 2g2 � 2g ✁ 1, a primeira coluna terá pelo menos g2 ✁ g � 2

elementos. Temos as seguintes possibilidades:

1. Se B✶ tem pelo menos 2g ✁ 1 elementos, podemos escolher j1, j2, . . . , jg P B✶ tais

que j1 ➔ j1 � 1 ➔ j2 ➔ j2 � 1 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ jg ➔ jg � 1 ↕ t. Como A♣j1, j2, . . . , jgq ⑨ Cα,

temos que C✝
α PM2 e portanto DtR

✝
αC

✝
α PM2.

2. Caso contrário, o número de elementos deB✷ será no mínimo ♣g2✁g�2q✁♣2g✁2q✁1 ✏
g2 ✁ 3g � 3 ✏ ♣g ✁ 1q♣g ✁ 2q � 1. Para cada s P B✷ considere as letras s � 1. Pela

definição de B✷ elas estão em uma das g ✁ 2 outras colunas. Logo existe pelo menos

uma coluna que contém pelo menos g desses elementos, ou seja, conseguimos escolher

j1 ,j2, . . . , jg P B✷ tais que j1 � 1, j2 � 1, . . . , jg � 1 estão na mesma coluna. Logo

A♣j1, j2, . . . , jgq ⑨ Cα, e portanto C✝
α PM2 e DtR

✝
αC

✝
α PM2.

Agora vamos deduzir polinômios a partir de xn ✏ 0. Seja R uma álgebra

associativa sobre o corpo K tal que xn ✏ 0 para todo x P R. Para y1, . . . , yt P R e
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X P Dt tal que X ✏
➳

i

aiσi, ai P K e σi P St, denotaremos por X♣y1 ☎ ☎ ☎ ytq a soma➳
i

aiyσi♣1q ☎ ☎ ☎ yσi♣tq. Ainda, denote por ♣K,Rq a álgebra obtida adicionando uma unidade à

álgebra R.

Primeiramente, aplicando a linearização parcial na identidade xn ✏ 0 obtemos:

f♣x, yq ✏ xn✁1y � xn✁2yx� ☎ ☎ ☎ � xyxn✁2 � yxn✁1 ✏ 0.

Logo

f♣x, yqxn✁1 ✏ xn✁1yxn✁1 � xn✁2yxn � ☎ ☎ ☎ � xyx2n✁3 � yx2n✁2 ✏ 0.

Portanto

xn✁1yxn✁1 ✏ 0. (3.15)

Nos dois lemas a seguir denotaremos por ①a② o ideal bilateral de ♣K,Rq gerado por a.

Lema 3.6.2. Seja m o menor inteiro tal que m → n④2 e tome um u P R. Então, para

qualquer z P ♣K,Rq, z ✏ uz � ①u2② P ♣K,Rq④①u2② é tal que zm ✏ 0.

Demonstração. É suficiente mostrar que para qualquer z P R, ♣uzqm✁1u ✑ 0 ♣mod u2q.
A partir da linearização total de xn ✏ 0 obtemos en♣y1, . . . , ynq ✏ 0. Tome

y1 ✏ ☎ ☎ ☎ ✏ yn�1✁m ✏ u e yn�2✁m ✏ ☎ ☎ ☎ ✏ yn ✏ z, e considere en♣y1, . . . , ynq ✏ 0 para n

ímpar e en♣y1, . . . , ynqu ✏ 0 para n par. O único termo de cada soma que não terá dois u

consecutivos será ♣uzqm✁1u.

Portanto, para n ímpar temos ♣uzqm✁1u ✑ en♣y1, . . . , ynq ✏ 0 ♣mod u2q e para

n par temos ♣uzqm✁1u ✑ en♣y1, . . . , ynqu ✏ 0 ♣mod u2q.

Lema 3.6.3. Seja m o menor inteiro tal que m → n④2. Defina r como o menor inteiro

tal que n✁ 1 ↕ 2r e suponha que exista d♣mq. Então para qualquer u P R, ①u②g♣nq ✏ 0, em

que g♣nq ✏ 2d♣mqr se n✁ 1 ✏ 2r ou g♣nq ✏ d♣mqr se n✁ 1 ➔ 2r.

Demonstração. Pelo Lema 3.6.2 e por d♣mq existir temos
d♣mq➵
i✏1

zi ✏ 0, isto é,
d♣mq➵
i✏1

uzi ⑨ ①u2②.

Portanto ①u②d♣mq ⑨ ①u2②. Logo ①u②d♣mqr ⑨ ①u2②d♣mqr✁1 ⑨ ☎ ☎ ☎ ⑨ ①u2
r②. Se n ✁ 1 ➔ 2r,

o resultado segue diretamente. Caso n ✁ 1 ✏ 2r, usando (3.15) obtemos ①u②2d♣mqr ⑨
①un✁1②2 ✏ 0.

Lema 3.6.4. Com o mesmo g♣nq do lema anterior e assumindo a existência de d♣mq,
tome t ➙ g♣nq y1, . . . , yt P R e 1 ↕ i1 ➔ i2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ ig♣nq ↕ t inteiros. Então

S✝♣i1, . . . , ig♣nqq♣y1 ☎ ☎ ☎ ytq ✏ 0.
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Demonstração. Pelo Lema 3.6.3 temos que w0uw1uw2 ☎ ☎ ☎uwg♣nq ✏ 0 em que wi P ♣K,Rq
e portanto usando as substituições w0 ✏ y1 ☎ ☎ ☎ yi1✁1, w1 ✏ yi1�1 ☎ ☎ ☎ yi2✁1, . . . , wg♣nq ✏
yig♣nq�1 ☎ ☎ ☎ yt podemos obter z1z2 ☎ ☎ ☎ zt ✏ 0 em que zi ✏ u se i P ti1, . . . , ig♣nq✉ e zi ✏ yi

caso contrário.

Aplicando a linearização total em u obtemos a identidade desejada.

Corolário 3.6.1. Com o mesmo g♣nq do lema anterior e assumindo a existência de d♣mq,
tome t ➙ 2g♣nq y1, . . . , yt P R e j1, . . . , jg♣nq de forma que A♣j1, . . . , jg♣nqq pode ser

definida. Então

A✝♣j1, . . . , jg♣nqq♣y1 ☎ ☎ ☎ ytq ✏ 0.

Demonstração. No Lema 3.6.4, usando t✁ g♣nq ao invés de t, substituindo yik
por yik

y✶ik
e

renomeando os yk obtemos a identidade desejada.

Agora vamos demonstrar o teorema.

Teorema 3.6.1. Seja R uma álgebra sobre o corpo K de característica 0. Se un ✏ 0

para todo u P R, então existe um inteiro positivo f♣nq dependendo apenas de n tal que

Rf♣nq ✏ 0.

Demonstração. Vamos provar por indução. Como podemos verificar na Proposição 3.2.1

f♣2q ✏ 3. Agora tome m como o menor inteiro tal que m → n④2 e suponha que f♣mq exista

(note que se n ➙ 3 então m ➔ n).

Seja g ✏ g♣nq obtido no Lema 3.6.4 e faça t ✏ f♣nq ✏ g3✁2g2�2g. Provaremos

que Rt ✏ 0. Para tanto, podemos supor sem perda de generalidade que R ✏ F ④P , em

que F é a álgebra sobre K livremente gerada por uma quantidade suficiente de geradores

xλ e P o ideal bilateral de F gerado pelas n-ésimas potências de elementos de F . Sejam

x1, . . . , xt elementos de txλ✉, dois a dois distintos. Então P é invariante à esquerda pela

ação de Dt e então M ✏ tX⑤X P Dt, X♣x1 ☎ ☎ ☎xtq P P ✉ é um ideal à esquerda de Dt. Pelo

Lema 3.6.4 e pelo Corolário 3.6.1, todos os S✝♣i1, . . . , igq e A✝♣j1, . . . , jgq estão em M .

Então pelo Lema 3.6.2 temos M ✏ Dt e em particular 1 PM , o que implica x1 ☎ ☎ ☎xt P P e

o portanto Rt ✏ 0.

3.7 A cota superior d♣nq ↕ n2

Nesta seção iremos apresentar a demonstração da cota superior d♣nq ↕ n2.

Vamos nos basear no artigo de Razmyzlov (9) em que foi provado que todas as identidades

polinomiais com traço da álgebra de matrizes sobre um corpo de característica 0 são

consequências do polinômio de Cayley-Hamilton, mas vamos nos ater apenas aos elementos

necessários ao nosso resultado.
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De uma forma similar à demonstração de Nagata, vamos utilizar a teoria

de representações e o fato que KSn é completamente redutível para obter o monômio

multilinear x1 ☎ ☎ ☎xd como combinação de outros polinômios e vamos verificar que eles são

consequência de xn. Porém, na demostração de Nagata, a permutação σ P Sn é associada ao

monômio multilinear xσ♣1q ☎ ☎ ☎xσ♣nq, e a ação de Sn à direita equivale a uma permutação dos

termos de cada monômio. Esta construção faz com que um T-ideal seja apenas invariante

sob a ação de Sn à esquerda (o que equivale a uma renomeação das variáveis), e então os

polinômios usados são os geradores dos ideais à esquerda minimais de KSn. Após isso,

encontramos uma maneira de obter os polinômios a partir de xn e a solução foi concluída.

Nesta demonstração a associação será outra: os monômios multilineares usuais

(ordinários) serão associados às permutações de Sn�1 que consistem de apenas um ciclo,

e serão considerados como um subconjunto de monômios multilineares generalizados

(com traço). A construção fará com que um ideal verbal seja invariante sob a ação de

Sn�1 de ambos os lados. Nesse caso, os polinômios usados serão os geradores dos ideais

bilaterais minimais. Além disso, essa construção terá a propriedade que um ideal verbal

associado a um diagrama de Young é consequência de qualquer ideal verbal associado a

um subdiagrama desse diagrama, o que permitirá que nós nos concentremos apenas em

alguns diagramas, mais especificamente o diagrama com 1 linha com n� 1 elementos e o

diagrama com 1 coluna com n� 1 elementos. Isso mostrará que x1 ☎ ☎ ☎xn2 é combinação de

alguns polinômios generalizados, mas com mais um argumento obteremos uma combinação

de alguns polinômios ordinários que são consequências de xn.

Vamos começar definindo a álgebra dos polinômios generalizados.

Tome as variáveis x1, x2, . . . , e defina uma função traço tr♣q formalmente.

Primeiramente, vamos construir uma álgebra auxiliar, que denotaremos por G0, de forma

indutiva:

(1) Toda palavra de comprimento finito nas variáveis x1, x2, . . . , está em G0

(2) Se A e B são elementos de G0, então AB também é

(3) Se a é uma palavra não vazia, e A e B são elementos de G0, então tr♣AaBq, tr♣aBq
e tr♣Aaq também são elementos de G0

O item (2) define uma multiplicação por justaposição e transforma G0 em um semigrupo.

Note que expressões do tipo tr♣tr♣☎ ☎ ☎ qq não são elementos de G0.

Defina agora G como o semigrupo obtido de G0 considerando as seguintes

congruências:

tr♣AqB ✏ B tr♣Aq (3.16)
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tr♣ABq ✏ tr♣BAq (3.17)

tr♣A tr♣Bqq ✏ tr♣Aq tr♣Bq (3.18)

em que A, B P G0. Note que, conforme essa definição, G é um semigrupo e é gerado pelos

elementos da forma a e tr♣bq, em que a e b são palavras não vazias, e que todo elemento

de G tem a forma

a0 tr♣a1q tr♣a2q ☎ ☎ ☎ tr♣atq
em que os ai são palavras e a1, . . . , at são não vazias. Nesta forma a representação não é

única, mas podemos tomar o elemento tal que a palavra a0a1 ☎ ☎ ☎ at é maximal em relação à

ordenação lexicográfica para obtermos uma representação única. Chamaremos os elementos

de G de monômios generalizados.

Agora a álgebra de polinômios generalizados sobre um corpo K é a álgebra

sobre K do semigrupo G, que denotaremos por G . Definimos o grau de um monômio

em relação à variável xi como o número de vezes que ele aparece na representação do

monômio. Então podemos definir o multigrau de um monômio sobre as variáveis x1, . . . ,

xl como a l-upla ♣r1, . . . , rlq em que ri é o grau desse monômio em relação à variável xi.

Um polinômio generalizado é dito homogêneo de multigrau ♣r1, . . . , rlq quando é uma

combinação linear de monômios generalizados com esse mesmo multigrau. Por exemplo,

x1x2 � x2x1 � x2 tr♣x1q � 1
2

tr♣x1x2q

é um polinômio generalizado homogêneo de multigrau ♣1, 1q mas tr♣x1q � tr♣x2q não é

homogêneo. Um polinômio generalizado homogêneo f♣x1, . . . , xlq é dito multilinear de

grau l, quando é de multigrau ♣1, . . . , 1q (com l uns).

Também definimos a ação da função tr♣q sobre um polinômio

tr♣
➳

αa0,a1,...,at
a0 tr♣a1q ☎ ☎ ☎ tr♣atqq ✏

➳
αa0,a1,...,at

tr♣a0q tr♣a1q ☎ ☎ ☎ tr♣atqq

quando o lado direito está bem definido, isto é, quando toda a0 é não vazia. Para todo

polinômio generalizado g♣x1, . . . , xlq P G e quaisquer matrizes B1, . . . , Bl P Mn♣Kq po-

demos construir a expressão g♣B1, . . . , Blq em que tr♣Bq é interpretada como a matriz

escalar cujos elementos na diagonal são iguais ao traço usual da matriz B. Note que as

propriedades do traço formal que citamos também valem para esta interpretação.

Definição 3.7.1. Um polinômio generalizado g♣x1, . . . , xlq P G é uma identidade com traço

da álgebra das matrizes Mn♣Kq se g♣B1, . . . , Blq ✏ 0 para quaisquer matrizes B1, . . . , Bl P
Mn♣Kq.

Faremos agora algumas definições importantes:
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Definição 3.7.2. Um ideal bilateral I da álgebra G é chamado de ideal verbal se para

quaisquer polinômios generalizados h1, . . . , hl P G da forma➳
αa0,a1,...,at

a0 tr♣a1q tr♣a2q ☎ ☎ ☎ tr♣atq

em que a0 são palavras não vazias e para qualquer g♣x1, . . . , xlq P I temos que g♣h1, . . . , hlq P
I.

Definição 3.7.3. Um polinômio generalizado g é consequência dos polinômios generaliza-

dos g1, . . . , gl se o ideal verbal gerado por g1, . . . , gl (isto é, o menor ideal verbal contendo

g1, . . . , gl) também contém g. Dois conjuntos de polinômios generalizados são equivalentes

quando os ideais verbais gerados pelos dois conjuntos coincidem.

Note que de forma similar ao processo de linearização dos polinômios ordinários

podemos obter que todo ideal verbal é gerado por seus polinômios generalizados multi-

lineares. Denotaremos por Tl o conjunto dos polinômios generalizados multilineares nas

variáveis x1, . . . , xl.

Lema 3.7.1. A dimensão do espaço vetorial Tl é ♣l � 1q!.

Demonstração. Pela definição da álgebra dos polinômios generalizados, basta provar que

o semigrupo G contém ♣l � 1q! monômios generalizados multilineares nas variáveis x1, . . . ,

xl. Como observamos anteriormente todo elemento de G❳ Tl pode ser escrito de forma

única

a0 tr♣a1q tr♣a2q ☎ ☎ ☎ tr♣atq
em que os ai são palavras, a1, . . . , at são não vazias e a palavra multilinear a0a1 ☎ ☎ ☎ at é

maximal em relação à ordenação lexicográfica. Vamos provar por indução no número de

variáveis. Para uma variável x0 temos os 2! ✏ 2 monômios x0 e tr♣x0q. Se temos l variáveis,

vamos dividir em dois casos:

(i) Se a0 é não vazio, seja a0 ✏ xia
✶
0

em que xi é a primeira letra de a0. Por indução o

número de monômios da forma xia
✶
0

tr♣a1q tr♣a2q ☎ ☎ ☎ tr♣atq, em que fixamos xi é igual

ao número de monômios generalizados multilineares em l ✁ 1 variáveis, então l! e

portanto o número de monômios neste caso é igual a l♣l!q.

(ii) Se a0 é vazio, então necessariamente a1 ✏ xla
✶
l pois por (3.17) cada a1, . . . , at pode

ser permutado ciclicamente e por (3.16) podemos permutar a1, . . . , at entre si. Então

o número de monômios generalizados multilineares neste caso será igual ao número

de monômios da forma a✶
l tr♣a2q ☎ ☎ ☎ tr♣atq, que por indução é l!.

Portanto o número total de monômios generalizados multilineares é ♣l � 1q!.
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Agora vamos definir a álgebra rG . Seja K um corpo e K♣γq o corpo de frações

do anel de polinômios Krγs em uma variável γ. Denotaremos por rG a álgebra quociente

da álgebra G ♣γq de polinômios generalizados sobre o corpo K♣γq a partir das relações a

seguir:

xiaxi ✏ x2

i

γ
tr♣aq (3.19)

tr♣xiaqxi ✏ x2

i

γ
a (3.20)

rx2

i , xjs ✏ 0, tr♣x2

i aq ✏ x2

i tr♣aq, tr♣x2

i q ✏ γx2

i (3.21)

w ✏ 0 (3.22)

em que i, j ✏ 1, 2, . . . , a é uma palavra qualquer e w é um polinômio generalizado com

grau maior que 2 em relação à alguma variável. A estrutura da álgebra rG é descrita no

lema a seguir.

Lema 3.7.2. (a) A álgebra rG é gerada como um espaço vetorial pelos monômios gene-

ralizados de grau menor que 3 em relação a cada variável xi.

(b) Os conjuntos de polinômios multilineares das álgebras G ♣γq e rG são isomorfos como

espaços vetoriais.

(c) Todo polinômio homogêneo f♣xi1
, . . . , xis

, xj1
, . . . , xjt

q de grau 2 em relação às va-

riáveis xi1
, . . . , xis

e de grau 1 em relação às variáveis xj1
, . . . , xjt

podem ser

representadas na forma

f ✏ x2

i1

γ
☎ ☎ ☎ x

2

is

γ
g♣xj1

, . . . , xjt
q (3.23)

em que g é um polinômio generalizado multilinear.

(d) A representação (3.23) é única no seguinte sentido: se

f ✏
s➵

k✏1

x2

ik

γ
g1

é outra representação, então g ✏ g1 em G ♣γq.

Demonstração. O primeiro item é verdade por causa de (3.22), o segundo por causa que

todas as relações (3.19) a (3.22) são de grau pelo menos 2 em alguma variável. O terceiro

item pode ser obtido ao usar as relações (3.16) a (3.22). Por fim, para a unicidade, podemos

verificar diretamente que a ordem das variáveis que usamos para reduzir o polinômio para
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a forma (3.23) não altera o resultado (e para isto basta mostrar que para duas variáveis a

ordem não importa). Por exemplo, por um lado:

axibxjcxidxje ✏ x2

i

γ
adxje tr♣bxjcq ✏ x2

i

γ
ad tr♣xjcbqxje ✏ x2

i

γ

x2

j

γ
adcbe

e por outro lado:

axibxjcxidxje ✏
x2

j

γ
axibe tr♣cxidq ✏

x2

j

γ
a tr♣xidcqxibe ✏ x2

i

γ

x2

j

γ
adcbe.

Uma igualdade importante em rG pode ser obtida da seguinte forma: Sejam

a, h, h1, h2 P rG , então de (3.19) e (3.16) temos:

xiahxi ✏ x2

i

γ
tr♣ahq ✏ x2

i

γ
tr♣haq ✏ xihaxi.

De (3.19), (3.16) e (3.17) temos:

tr♣h1xiah2qxi ✏ tr♣xiah2h1qxi ✏ x2

i

γ
ah2h1 ✏ a tr♣xih2h1qxi ✏ tr♣h1xih2qaxi.

Logo obtemos que para quaisquer f, g polinômios generalizados multilineares em x1, . . . ,

xl

f ⑤xi✏xia ☎ g ✏ f ☎ g⑤xi✏axi

e consequentemente

f♣x1a1, x2a2, . . . , xlalqg♣x1, x2, . . . , xlq ✏ f♣x1, x2, . . . , xlqg♣a1x1, a2x2, . . . , alxlq. (3.24)

De forma análoga podemos provar que

f♣a1x1, a2x2, . . . , alxlqg♣x1, x2, . . . , xlq ✏ f♣x1, x2, . . . , xlqg♣x1a1, x2a2, . . . , xlalq. (3.25)

Vamos denotar por Tl e Tl♣γq os espaços dos polinômios multilineares nas variáveis x1, . . . , xl

em G e rG . Suponha que f e g são os mesmos da Equação 3.23. Vamos definir a função

π de forma que π♣fq ✏ g. Com essas definições vamos dar uma estrutura de álgebra ao

conjunto Tl.

Lema 3.7.3. Suponha que a operação ✆ é definida no conjunto Tl da seguinte maneira:

f ✆ h ✏ π♣f♣x1, . . . , xlq ☎ h⑤x1✏y1x1

......
xl✏ylxl

q⑤y1✏x1

......
yl✏xl

✏ π♣f ⑤x1✏x1y1

......
xl✏xlyl

☎ h♣x1, . . . , xlqq⑤y1✏x1

......
yl✏xl

(3.26)

em que f , h P Tl e x1, . . . , xl, y1, . . . , yl são variáveis distintas. Então essa operação é

bem definida, o conjunto de monômios generalizados G❳ Tl forma um grupo com respeito
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à operação ✆, e o espaço vetorial Tl se torna a álgebra de grupo do grupo G ❳ Tl. Além

disso, os elementos

Di ✏ xi

l➵
j✏1,j✘i

tr♣xjq

em que i ✏ 1, . . . , l, são os geradores desse grupo, e o monômio generalizado e ✏
l➵

j✏1

tr♣xjq
é o seu elemento neutro.

Demonstração. A segunda igualdade em (3.26) é verdadeira por causa de (3.24) e do item

(d) do Lema 3.7.2. As partes (c) e (d) do mesmo lema garantem a validade da definição

(3.26) em Tl. Para mostrarmos que ✆ é associativa, observe que, para f, g, h P Tl♣γq:

♣f ✆ gq ✆ h ✏ π♣f ☎ g⑤x1✏y1x1

......
xl✏ylxl

☎ h⑤x1✏z1y1

......
xl✏zlyl

q⑤z1✏x1

......
zl✏xl

✏ π♣f ☎ g⑤x1✏y1

......
xl✏yl

☎ h⑤x1✏z1x1y1

......
xl✏zlxlyl

q⑤z1✏x1

......
zl✏xl

✏ π♣f ☎ ♣g⑤x1✏y1

......
xl✏yl

☎ h⑤x1✏x1y1

......
xl✏xlyl

q⑤x1✏z1x1

......
xl✏zlxl

q⑤z1✏x1

......
zl✏xl

✏ f ✆ ♣g ✆ hq.

Utilizando (3.20) sucessivamente obtemos

l➵
j✏1

tr♣xjq ✆ f ✏ π

✄
l➵

j✏1

tr♣xjyjq ☎ f
☛
⑤y1✏x1

......
yl✏xl

✏ ♣f ⑤x1✏y1

......
xl✏yl

q⑤y1✏x1

......
yl✏xl

✏ f

e portanto e ✏
l➵

j✏1

tr♣xjq é um elemento neutro pela esquerda. Analogamente podemos

mostrar que e é um elemento neutro pela direita. De forma similar, obtemos

f ✆Di ✏ π♣fyixiq⑤y1✏xi
. (3.27)

Se f ✏ a0

t➵
j✏1

tr♣ajq é um monômio generalizado, então temos dois casos: a0 ✏ a✶
0
xia

✷
0

e

ak ✏ xia
✶
k. Usando (3.19) e (3.20).

★
a0

t➵
j✏1

tr♣ajq
✰

✆Di ✏

✩✬✬✬✬✫✬✬✬✬✪
a✶

0
tr♣xia

✷
0
q

t➵
j✏1

tr♣ajq

a0xia
✶
k

t➵
j✏1,j✘k

tr♣ajq
(3.28)

de onde obtemos que G ❳ Tl é invariante sob a multiplicação por Di. Utilizando (3.28)

podemos obter

Di ✆Di ✏ e,
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★
g♣x1, . . . , xkq

l➵
j✏k�1

tr♣xjq
✰
✆Dk�1 ✏ g♣x1, . . . , xkqxk�1

l➵
j✏k�2

tr♣xjq,

★
g♣x1, . . . , xkq

l➵
j✏k�1

tr♣xjq
✰
✆Dk�1 ✆Dk�2 ✆ ☎ ☎ ☎ ✆Dk�t ✆Dk�1

✏ g♣x1, . . . , xkq tr♣xk�1 ☎ ☎ ☎xk�tq
l➵

j✏k�t�1

tr♣xjq,

em que g é um monômio generalizado multilinear em x1, . . . , xk. Com isso obtemos que

todo monômio generalizado em G❳ Tl pode ser obtido a partir de e usando multiplicações

por elementos Di, e vice-versa. Logo G ❳ Tl é um grupo com os elementos Di como

geradores. Assim fica claro que Tl é a álgebra de grupo do grupo G ❳ Tl de monômios

generalizados multilineares, e a operação ✆ está bem definida sobre Tl.

Agora vamos finalmente construir o isomorfismo entre G❳ Tl e Sl�1.

Lema 3.7.4. O grupo G❳ Tl é isomorfo ao grupo Sl�1 através do isomorfismo

ϕ♣a0 tr♣a1q ☎ ☎ ☎ tr♣atqq ✏ ♣x0a0q♣a1q ☎ ☎ ☎ ♣atq.

Demonstração. A função ϕ está bem definida pois os ciclos comutam entre si e também

podemos permutar ciclicamente os elementos de cada a1, . . . , at. Pelo Lema 3.7.1, ϕ é

biunívoca. Então para provar o lema é suficiente provar que para todo g P G❳ Tl

ϕ♣gq ☎ ϕ♣Diq ✏ ϕ♣g ✆Diq,

mas como

♣x0a0q♣a1q ☎ ☎ ☎ ♣atq ☎ ♣x0xiq ✏
★

♣x0a
✶
0
q♣xia

✷
0
q♣a1q ☎ ☎ ☎ ♣atq, se a0 ✏ a✶

0
xia

✷
0

♣x0a0xia
✶
kq♣a1q ☎ ☎ ☎ ♣ak✁1q♣ak�1q ☎ ☎ ☎ ♣atq, se ak ✏ xia

✶
k,

comparando com (3.28) obtemos o que queríamos.

Agora vamos relembrar os fatos da teoria das representações do grupo simétrico

de que precisamos, que foram explorados na seção 1.8. Dizemos que um diagrama de

Young é do tipo ♣n1, . . . , nkq quando o número de caixas na i-ésima linha é igual a ni, e

n1 ➙ n2 ➙ ☎ ☎ ☎ ➙ nk. Uma tabela de Young é obtida ao preencher um diagrama de Young

com os inteiros de 1 a l � 1 ✏ n1 � ☎ ☎ ☎ � nk. Denotaremos por Rα e Cα os subgrupos do

grupo simétrico Sl�1 que preservam respectivamente as linhas e as colunas do diagrama

de Young α.

Proposição 3.7.1. Existe uma bijeção entre o conjunto dos diagramas de Young D do

tipo ♣n1, . . . , nkq em que n1 � ☎ ☎ ☎ � nk ✏ l � 1 e o conjunto dos ideais bilaterais simples
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da álgebra de grupo KSl�1. O ideal correspondente ao diagrama D é gerado como um

ideal bilateral pelo elemento e♣αq ✏ R✝
α ✆C✝

α em que R✝
α ✏

➳
σPRα

σ e C✝
α ✏

➳
τPCα

sgn♣τqτ para

algum diagrama α construído sobre D. Uma permutação s P Sl�1 pode ser representada

na forma s ✏ στ em que σ P Rα e τ P Cα se e somente se os elementos na mesma linha

do diagrama α estão em colunas diferentes do diagrama αs, e essa representação é única.

Para todo x P KSl�1 temos que R✝
α ✆x ✆C✝

α ✏ uR✝
αC

✝
α, em que u é um número que depende

de x.

Lema 3.7.5. Suponha que V é um ideal verbal gerado por um conjunto de polinômios

generalizados de grau l, formando um ideal bilateral de Tl em relação à operação ✆. Suponha

que f P Tl gera o ideal bilateral V ❳ Tl. Então V ❳ Tl�k é um ideal bilateral de Tl�k para

todo k ➙ 0 e

f♣x1, . . . , xlq
k➵

i✏1

tr♣xl�iq

gera esse ideal bilateral.

Demonstração. Primeiramente vamos provar que V ❳Tl�k é um ideal bilateral. É suficiente

verificar que V ❳ Tl�k é estável em relação à multiplicação pelos geradores Di. Note que

bf♣a1, . . . , alq ✏ f♣a1, . . . , alqb�
l➳

i�1

f♣a1, . . . , aib✁ bai, . . . , alq,

logo podemos afirmar que V ❳ Tl�k é gerado por elementos do tipo

g1 ✏ g♣a1, . . . , alqal�1

r➵
j✏1

tr♣bjq

em que g♣x1, . . . , xlq P V ❳ Tl e ai e bi são palavras. Usando (3.27), (3.24), (3.25) e (3.28)

obtemos

g1 ✆Di ✏ π♣g♣a1, . . . , alqal�1

r➵
j✏1

tr♣bjqyixiq⑤yi✏xi

✏

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✫✬✬✬✬✬✬✬✬✪

g♣a1, . . . , alqal�1xib
✶
s

r➵
j✏1

tr♣bjq, se bs ✏ xib
✶
s

g♣a1, . . . , alqa✶l�1
tr♣xia

✷
l�1
q

r➵
j✏1

tr♣bjq, se al�1 ✏ a✶l�1
xia

✷
l�1

♣g♣x1, . . . , xlq ✆Dsq⑤ xj✏aj♣j✘sq
xs✏al�1xia

✷
s

a✶s

r➵
j✏1

tr♣bjq, se s ↕ l, as ✏ a✶sxia
✷
s

o que implica que V ❳ Tl�k é um ideal à direita. De forma similar podemos mostrar que

V ❳Tl�k é um ideal à esquerda. Considerando o que foi dito acima é suficiente mostrar que

g1 ✏ g♣a1, . . . , alq
r➵

j✏1

tr♣xij
q
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em que g♣x1, . . . , xlq P V ❳ Tl pertence ao ideal bilateral gerado por

f1 ✏ f♣x1, . . . , xlq
k➵

j✏1

tr♣xl�jq.

Sabemos que, se σ ✏ ♣y11 ☎ ☎ ☎ y1r1
q♣y21 ☎ ☎ ☎ y2r2

q ☎ ☎ ☎ ♣ym1 ☎ ☎ ☎ ymrm
q uma permutação σ P Sn,

então para qualquer permutação δ P Sn

δ✁1σδ ✏ ♣δ♣y11q ☎ ☎ ☎ δ♣y1r1
qq♣δ♣y21q ☎ ☎ ☎ δ♣y2r2

qq ☎ ☎ ☎ ♣δ♣ym1q ☎ ☎ ☎ δ♣ymrm
qq,

logo é possível, conjugando g1 por um elemento adequado, obter

g2 ✏ g♣a✶
1
x1, . . . , a

✶
lxlq

k�l➵
j✏k�l✁r

tr♣xjq

Claramente temos que

g3 ✏ g♣x1, . . . , xlq
k➵

j✏1

tr♣xl�jq

está no ideal bilateral gerado por f1. Tomando

s ✏ x1a
✶
1
☎ ☎ ☎xla

✶
l

k�l➵
j✏k�l✁r

tr♣xjq

e usando (3.20), (3.24) e (3.25), teremos

g3 ✆ s ✏ π♣g♣x1y1, . . . , xlylq
k➵

j✏1

tr♣xl�jyl�jqsq⑤ y1✏x1

......
yl�k✏xl�k

✏ π♣g♣x1, . . . , xlqy1x1a
✶
1
☎ ☎ ☎ ylxla

✶
l

k�l➵
j✏k�l✁r

tr♣xjqq⑤y1✏x1

......
yl✏xl

✏ π♣g♣a✶
1
x1, ☎ ☎ ☎ , a✶lxlq

k�l➵
j✏k�l✁r

tr♣xjqy1x1 ☎ ☎ ☎l xlq⑤y1✏x1

......
yl✏xl

✏ g2 ✆ t

em que t ✏ x1 ☎ ☎ ☎xl tr♣xl�1q ☎ ☎ ☎ tr♣xl�kq. Então g2 ✆ t está no ideal bilateral gerado por f1,

e então os elementos g2 ✏ ♣g2 ✆ tq ✆ t✁1 e g1 estão no mesmo ideal.

Lema 3.7.6. Suponha que o diagrama de Young D1 do tipo ♣n1, . . . , nkq é um subdiagrama

do diagrama de Young D2 do tipo ♣n✶
1
, . . . , n✶rq, isto é, ni ↕ n✶i para todo i, e sejam

l1 ✏ n1 � ☎ ☎ ☎ � nk e l2 ✏ n✶
1
� ☎ ☎ ☎ � n✶r. Sejam VDi

♣i ✏ 1, 2q os ideais verbais da álgebra G

gerados por um conjunto de polinômios generalizados multilineares de grau li formando

um ideal bilateral de Tli correspondente ao diagrama de Young Di. Então VD1
❹ VD2

.

Demonstração. Preencha o diagrama D2 com os inteiros de 1 a l2 de modo que os inteiros

de 1 a l1 fiquem na subdiagrama D1, obtendo assim as tabelas α2 e α1 respectivamente. Se

e♣αiq ✏ R✝
αi
✆ C✝

αi
, ♣i ✏ 1, 2q como na Proposição 3.7.1, então e♣αiq gera o ideal bilateral
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VDi
❳ Tli . Podemos identificar o grupo Sl1�1 agindo sobre tx0, . . . , xl1✉ com o subgrupo de

Sl2�1 que age sobre tx0, . . . , xl2✉ e fixa os elementos xl1�1, . . . , xl2 . Desta forma, Rα2
❹ Rα1

e Cα2
❹ Cα1

. Trazendo isso para as álgebras de grupo, podemos tratar Tl1 como se estivesse

contido em Tl2 . Nesse sentido, pelo Lema 3.7.5, o elemento e♣α1q gera VD1
❳ Tl2 como um

ideal bilateral. Por outro lado,

R✝α2
✆ e♣α1q ✆ C✝

α2
✏ ♣R✝α2

✆R✝α1
q ✆ ♣C✝

α1
✆ C✝

α2
q ✏ ⑤Rα1

⑤ ⑤Cα1
⑤♣R✝α2

✆ C✝
α2
q

✏ ⑤Rα1
⑤ ⑤Cα1

⑤e♣α2q.

Consequentemente, o gerador e♣α2q do ideal VD2
❳ Tl2 está no ideal VD1

❳ Tl2 , e portanto

VD1
❳ Tl2 ❹ VD2

❳ Tl2 . Portanto VD1
❹ VD2

, e o lema está provado.

Finalmente vamos provar o resultado que queríamos. Nesta demonstração opta-

mos por trabalhar mais na álgebra KSn2�1 e apenas no final transportar para polinômios

com traço.

Teorema 3.7.1. Em qualquer álgebra associativa sobre um corpo de característica 0 na

qual a identidade xn ✏ 0 é válida, a identidade x1x2 ☎ ☎ ☎xn2 ✏ 0 também é válida.

Demonstração. KSn2�1 é completamente redutível, logo, em particular, ♣x0x1 . . . xn2q pode

ser escrito como soma de termos provenientes dos ideais minimais de KSn2�1. Usando os

fatos da teoria das representações do grupo simétrico, temos:

♣x0x1 . . . xn2q ✏
➳

cdgde♣Tdqhd

em que gd e hd são permutações (em Sn2�1), cd P K e Td são tabelas de Young (que podem

aparecer repetidas vezes). Note que aqui, pelo Corolário 1.8.2, podemos exigir que as

tabelas Td tenham os valores de 0 a n na primeira linha ou na primeira coluna.

Usando a parte da demonstração do Lema 3.7.6 que acontece dentro das

álgebras de grupo, isto é, que se α1 é uma subtabela de α2 (aqui removemos o ✆, para

enfatizar que nos referimos ao produto dentro de KSn2�1, estendido da composição usual

de permutações, e não a operação ✆ definida anteriormente):

R✝α2
e♣α1qC✝

α2
✏ ♣R✝α2

R✝α1
q♣C✝

α1
C✝

α2
q ✏ ⑤Rα1

⑤ ⑤Cα1
⑤♣R✝α2

C✝
α2
q

✏ ⑤Rα1
⑤ ⑤Cα1

⑤e♣α2q

e portanto

e♣α2q ✏ R✝α2
e♣α1qC✝

α2

⑤Rα1
⑤ ⑤Cα1

⑤ .

Assim, podemos reescrever ♣x0x1 . . . xn2q como

♣x0x1 . . . xn2q ✏
➳

cdgdfdhd



Capítulo 3. Teorema de Nagata–Higman 91

em que gd e hd são permutações (em Sn2�1), cd P K e fd ✏
➳

τPSn�1

sgn♣τqτ ou fd ✏
➳

σPSn�1

σ,

que são geradores dos ideais correspondentes ao diagrama com 1 coluna de n� 1 caixas e

ao diagrama com 1 linha de n� 1 caixas, respectivamente. Esses fd P KSn2�1 são iguais à

soma de todas as permutações que permutam tx0, . . . , xn✉ e preservam txn�1, . . . , xn2✉,
com ou sem a multiplicação pelo sinal da permutação.

Antes de voltar para polinômios com traço, vamos trabalhar um pouco mais

sobre os termos gdfdhd. Como uma conjugação de uma permutação escrita na forma de

ciclos equivale a uma renomeação de variáveis (Proposição 1.1.1), ao trabalharmos com

permutações podemos remover o termo gd da esquerda de fd. Assim, com um pouco de abuso

de notação, podemos escrever gdfdhd ✏ fd♣xid0
, xid1

, . . . , xidn
qh✶d, em que fd♣xid0

, . . . xidn
q é

igual à soma de todas as permutações que permutam txid0
, xid1

, . . . , xidn
✉ e preservam as

outras variáveis, com ou sem a multiplicação pelo sinal da permutação. A partir daqui

vamos omitir o d de idk e usar apenas ik.

Agora considere h✶d escrita na forma de ciclos. O resultado da multiplicação de

dois ciclos com apenas um elemento em comum é (lembramos que aqui estamos usando

composição de permutações da esquerda para a direita):

♣ajxja
✶
jq♣xjbjq ✏ ♣ajbjxja

✶
jq

em que xj é um elemento e aj, a✶j e bj são palavras. Então podemos interpretar esse

produto por ♣xjbjq como a substituição de xj por bjxj. Falta contornar a situação em que

existe mais de um elemento de txi0
, xi1

, . . . , xin
✉ em um mesmo ciclo de h✶d. Para tanto,

note que, por exemplo,

♣bixibjxjbkxkq ✏ ♣xixjxkq♣bixiq♣bjxjq♣bkxkq

em que xi, xj e xk são elementos e bi, bj e bk são palavras. Podemos fazer algo semelhante

para cada ciclo, e como os ciclos originais de h✶d são disjuntos, é possível comutar os ciclos

do tipo ♣xixjxkq e levá-los para a esquerda do produto. Com isso é possível obter h✶i como

um produto de uma permutação formada por ciclos contendo apenas txi0
, xi1

, . . . , xin
✉

(e os outros termos não aparecem, isto é, estão sozinhos em ciclos de tamanho 1), outra

permutação em que os elementos txi0
, xi1

, . . . , xin
✉ aparecem em ciclos distintos e uma

terceira permutação que permuta apenas os elementos que não estão na permutação

anterior e nem em txi0
, xi1

, . . . , xin
✉.

Note que ao aplicar uma permutação que permuta apenas txi0
, xi1

, . . . , xin
✉

sobre fd♣xi0
, xi1

, . . . , xin
q o resultado é o próprio fd♣xi0

, xi1
, . . . , xin

q (pois vai continuar

sendo a soma de todas as permutações dos elementos txi0
, xi1

, . . . , xin
✉), exceto even-

tualmente por uma mudança de sinal, que ocorre se o fd original era
➳

τPSn�1

sgn♣τqτ
e a permutação aplicada era ímpar. Concluímos então que é possível considerar que
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h✶d é uma permutação em que os elementos txi0
, xi1

, . . . , xin
✉ estão em ciclos distintos.

Com mais um abuso de notação, podemos dizer que, se h✶d ✏ ♣xi0
ai0

q ☎ ☎ ☎ ♣xin
ain

q, então

fd♣xi0
, xi1

, . . . , xin
qh✶d ✏ fd♣ai0

xi0
, ai1

xi1
, . . . , ain

xin
q. Este último é igual à soma de todas

as permutações de n� 1 elementos, escritos na forma de ciclos, em que substituímos esses

elementos pelos aij
xij

. Para simplificar um pouco a notação, seja bik
✏ aik

xik
. Logo

♣x0x1 . . . xn2q ✏
➳

c✶dfd♣bi0
, bi1

, . . . , bin
qh✷d

em que c✶d é igual a cd, eventualmente com um sinal diferente e h✷d é permutação que

preserva todas as letras que estão nos bij
.

Então vamos começar a voltar para os polinômios com traço. A ideia é considerar

apenas os termos sem traço, que, pelo isomorfismo definido no Lema 3.7.4 entre os

monômios generalizados em n2 variáveis e Sn2�1, correspondem às permutações compostas

por exatamente um ciclo (ou seja, todas as letras devem estar no mesmo ciclo). Note que se

algum elemento não aparecer em fd♣bi0
, bi1

, . . . , bin
q, isto é, não estiver em nenhum dos bik

,

todos os termos de fd terão mais de um ciclo, logo não correspondem a monômios ordinários

(sem traço). Nesse caso iremos ignorar tais termos do somatório, e portanto, os h✷d restantes

têm que preservar todas as letras, logo devem ser a permutação trivial. Para verificar qual

monômio ordinário é obtido a partir de um termo de fd♣bi0
, bi1

, . . . , bin
q, precisamos ter em

consideração onde o elemento x0 está. Sem perda de generalidade, suponha que x0 está

em bi0
, e que bi0

✏ b✶i0
x0b

✷
i0

. Então os monômios ordinários são obtidos das permutações

formadas por exatamente um ciclo ♣bi0
biσ♣1q

. . . biσ♣nq
q em que σ P Sn e portanto são iguais a

b✷i0
biσ♣1q

. . . biσ♣nq
b✶i0

. O σ percorre todas as permutações em Sn, logo os monômios ordinários

obtidos de fd♣bi0
, bi1

, . . . , bin
q, somados, são iguais a b✷i0

en♣bi1
, . . . , bin

qb✶i0
, eventualmente

com sinal negativo. Aqui é importante notar que um modo de obter a paridade de uma

permutação é verificar a paridade do número de ciclos (incluindo os de tamanho 1) - se o

número de ciclos e o número de termos têm mesma paridade então a permutação é par,

caso contrário a permutação é ímpar. Assim a paridade das permutações formadas por

exatamente um ciclo são todas iguais, e portanto o sinal associado também é igual.

Logo o somatório inicial se torna (aqui voltamos com o d omitido anteriormente):

x1 . . . xn2 ✏
➳

c✷db
✷
id0
en♣bid1

, . . . , bidn
qb✶id0

em que c✷d é igual a c✶d, eventualmente com um sinal diferente. Concluímos que x1 . . . xn2 é

consequência de en e portanto de xn.
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