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Resumo

Em 1952, Nagata demonstrou que uma algebra associativa, sobre um corpo de caracteristica
0 e nil de indice limitado é nilpotente. Neste trabalho apresentaremos este e outros
resultados relacionados sobre algebras associativas. Primeiramente, vamos demonstrar
o teorema da altura de Shirshov e obter que uma algebra finitamente gerada, nil e que
satisfaz uma identidade polinomial é nilpotente. Em seguida apresentaremos o teorema de
Golod e Shafarevich, que mostra que existem algebras finitamente geradas nil mas nao
nilpotentes. Este teorema produz também um exemplo de um grupo finitamente gerado,
periédico mas infinito.

Entao vamos explorar resultados sobre o indice de nilpoténcia de algebras nil de indice
limitado em caracteristica 0. Vamos comecar mostrando as cotas obtidas por Higman,
alguns anos ap6s Nagata. Depois vamos provar a cota inferior n(n + 1)/2 obtida por
Kuzmin. Por fim, usando a teoria de representagoes do grupo simétrico, apresentaremos a
demonstracao de Nagata, e usando identidades polinomiais com trago, provaremos a cota

superior n? obtida por Razmyslov.

Palavras-chave: Algebra nio-comutativa; Identidade polinomial; PI-slgebras; Represen-

tagoes de grupos



Abstract

In 1952, Nagata proved that an associative algebra over a field of characteristic 0 that is
nil of bounded index is nilpotent. In this work we will present this and other related results
on associative algebras. First, we will prove the Shirshov height theorem and deduce that a
finitely generated nil algebra that satisfies a polynomial identity is nilpotent. Next, we will
present the Golod and Shafarevich theorem which shows that there are finitely generated
nil algebras that are not nilpotent. This theorem also provides an example of a finitely
generated periodic group which is not finite.

Then we will explore results on the nilpotency index of nil algebras of bounded index, over
fields of characteristic 0. We will start by showing the bounds proved by Higman, a couple
of years after Nagata. After that, we will prove the lower bound n(n + 1)/2 due to Kuzmin.
Finally, using representation theory of the symmetric group, we will show Nagata’s proof,

and then, using trace identities, we will prove the upper bound n? due to Razmyslov.

Keywords: Noncommutative algebra; Polynomial identity; Pl-algebras; Group represen-

tations
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Introducao

Em 1941, Kurosh formulou o seguinte problema sobre algebras:

(Problema de Kurosh) Seja A uma algebra associativa finitamente gerada
em que todo elemento de A é algébrico. A algebra A tem dimensao finita? Em

particular, se A for nil, ela serd nilpotente?

O problema de Kurosh é o andlogo para algebras do famoso problema de
Burnside sobre grupos, que foi proposto em 1902. O problema foi posteriormente provado
falso por Golod e Shafarevich, em 1964, que encontraram um exemplo de algebra nil,
finitamente gerada mas nao nilpotente. A partir desse exemplo eles também construiram
um contraexemplo para o problema de Burnside. Porém, se assumirmos que os elementos
da algebra satisfazem algum polindmio, a resposta é afirmativa, como foi demonstrado nos
trabalhos de Jacobson, Kaplansky e Levitzki entre 1945 e 1948. Esse foi um dos marcos

iniciais da chamada teoria das algebras com identidades polinomiais.

As algebras com identidades polinomiais ou PI-algebras sao definidas como as
algebras para as quais existe um polindmio nao nulo, em varidaveis nao necessariamente
comutativas, que se anula sobre tal algebra. Alguns exemplos de PI-algebras sdo as algebras
comutativas e também as algebras de dimensao finita, das quais se destacam as dlgebras
das matrizes de qualquer ordem. A teoria das algebras com identidades polinomiais é uma
area relativamente recente, apesar de podermos encontrar resultados de forma implicita em
artigos de Wagner em 1922, Dehn em 1936 e Hall em 1943. Também é possivel encontrar
conceitos parecidos com a ideia de identidades polinomiais nas pesquisas de Sylvester, por
volta de 1852.

Em 1950, Amitsur e Levitzki mostraram, utilizando métodos combinatérios,
que a algebra das matrizes de ordem n com entradas em um corpo satisfazem um certo
polinémio de grau 2n, denominado de polindémio standard (que é o somatério alternado de
todos os produtos de 2n matrizes), e que ele é a identidade de menor grau para esta algebra.
Este resultado marcou o comego de uma nova abordagem a Pl-teoria, que busca a descrigao
das identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra dada. E interessante notar que
argumentos combinatorios foram usados para obter ou apresentar novas demonstragoes
para varios resultados importantes sobre Pl-algebras. Alguns exemplos sao o ja citado
teorema de Amitsur—Levitzki, o teorema de Regev sobre o produto tensorial, que diz que
o produto tensorial de Pl-algebras também é uma Pl-algebra, e o teorema da altura de
Shirshov, que, além da sua importancia na algebra, pode ser usado para deduzir de maneira

imediata os teoremas de Levitzki e de Kaplansky (até versoes bem mais gerais desses
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importantes resultados). Cabe também lembrar que o teorema de Shirshov foi demonstrado

também, com as devidas adaptacoes, para classes de algebras nao associativas.

Considerando novamente o problema de Kurosh sobre algebras nil, em 1953,
Nagata demonstrou que uma algebra nil de grau limitado n sobre um corpo de caracteristica
zero é nilpotente e que o grau de nilpoténcia d(n) depende apenas de n. O valor exato de
d(n) ainda é desconhecido exceto para n < 4, mas sdo conhecidas cotas que limitam esse
valor, mais precisamente n(n + 1)/2 < d(n) < n*. Esses resultados serdo o foco do capitulo
3 desta dissertacdo. O interesse em saber cotas mais precisas do grau de nilpoténcia d(n)
justifica-se pela importancia desse grau na teoria de invariantes bem como na PI teoria e

na combinatoéria algébrica.

Aqui também é interessante comentar que a demonstracao original de Nagata
usa métodos de outra area que frequentemente fornece ferramentas para a teoria de
Pl-algebras: a teoria de representacoes do grupo simétrico. Aqui os exemplos sao fartos,
como por exemplo o teorema de Amitsur que toda Pl-dlgebra satisfaz alguma poténcia do
polindmio standard e a obtencao de bases de identidades para varias algebras, mas vamos
trabalhar apenas com duas demonstracoes relacionadas ao Teorema de Nagata-Higman:
a prova original devida a Nagata e a cota superior d(n) < n? obtida por Razmyslov em
1974. Sobre a demonstracao de Razmyslov ainda cabe o comentario que ela faz parte de
uma teoria muito mais ampla sobre as identidades polinomiais com trago, cujo principal
resultado é que todas as identidades polinomiais da dlgebra das matrizes sao consequéncia

do teorema de Cayley—Hamilton (conhecido da Algebra Linear).

O foco desta dissertacao serd o problema de decidir quando uma algebra nil é
nilpotente, principalmente sobre corpos de caracteristica zero. Para tanto, este trabalho

estd organizado da seguinte forma:

No primeiro capitulo comecamos com as defini¢bes e algumas propriedades
basicas das estruturas algébricas que usaremos nesta dissertagao (grupos, anéis, algebras,
moédulos). Entdo introduzimos o conceito de PI-dlgebras e algumas ferramentas usadas ao
estudé-las. Nas se¢oes 1.7 e 1.8 citamos os resultados da teoria de representagoes do grupo
simétrico que serao usados em algumas das demonstragoes do ultimo capitulo. Na secao
seguinte apresentamos uma interessante aplicacao de ideias combinatoérias no estudo de
PI-algebras na forma da demonstragao do teorema de Regev sobre o produto tensorial.
Para a demonstracao do teorema de Regev precisamos também um outro resultado de
grande importancia na teoria de PI algebras. Mais precisamente, mostramos mais um
teorema de Regev: se A é uma algebra que satisfaz uma identidade polinomial de grau d
entdo as suas codimensdes tém crescimento limitado superiormente por (d — 1)*". Para
destacar a importancia deste tltimo resultado, ressaltamos que, grosseiramente, ele diz
que os ideais de identidades sao “muito grandes” Por fim, na tultima secao definimos

os polinémios com trago e as algebras com traco, tecemos um breve comentario sobre a
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teoria desenvolvida por Razmyslov (e paralelamente por Procesi) e apresentamos uma

demonstracao para o teorema de Amitsur—Levitzki.

No capitulo 2, iniciamos com comentarios sobre o problema principal desta
dissertacao, que ¢ decidir quando uma &algebra nil é nilpotente. Entao apresentamos
o teorema de Shirshov sobre a altura, com o qual obtemos que uma PI-dlgebra nil e
finitamente gerada é nilpotente, além de obter que uma Pl-algebra algébrica de grau
limitado e finitamente gerada ¢ de dimensao finita. Na se¢ao 2.3 mostramos, através do
contraexemplo obtido por Golod e Shafarevich, que mesmo uma algebra nil e finitamente
gerada pode nao ser nilpotente. Este teorema também produz um exemplo de um grupo
finitamente gerado, periddico mas infinito, sendo um contraexemplo para o problema de
Burnside. Cabe aqui comentar que este é o primeiro (e mais geral) dos problemas de
Burnside. O segundo foi se um grupo é finitamente gerado e peridédico com as ordens
dos elementos limitadas, sempre é finito. Este segundo problema também teve resposta
negativa. J4 o terceiro problema pergunta o seguinte. Seja G um grupo gerado por n
elementos, tal que as ordens de todos os elementos de G sao menores ou iguais a algum
k. Existe entdo um nimero N = N(n, k) tal que todo grupo finito G com a propriedade
de cima tem ordem |G| < N 7 Este tltimo problema foi resolvido em afirmativo por E. I.

Zelmanov, resultado que lhe rendeu a Medalha Fields em 1994.

No capitulo 3 estudamos o resultado mais conhecido como teorema de Nagata—
Higman (ver os comentdrios histéricos no inicio do Capitulo 3), apresentando vérias
demonstragoes relacionadas as cotas inferiores e superiores. Comegamos com os resultados
de Higman, que provou que n?/e? < d(n) < 2" — 1 e que d(3) = 6. Entdo passamos para a
cota inferior d(n) = n(n +1)/2 obtida por Kuzmin. Por fim, apresentamos a demonstragao
original de Nagata como uma forma de mostrar a aplicacao da teoria de representagoes
do grupo simétrico e terminamos com a demonstragao de Razmyslov da cota superior
d(n) < n?, que também utiliza fortemente as representacdes do grupo simétrico, além das

algebras com traco e suas identidades.
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1 Preliminares

Neste capitulo introduziremos os conceitos e alguns resultados basicos necessa-
rios no decorrer da presente dissertacdo e também aproveitaremos esta oportunidade para

definir a notagao a ser usada.

Primeiramente definiremos as estruturas algébricas citadas na dissertacao. Ao
final de cada uma dessas se¢oes vamos explorar algumas das estruturas concretas que iremos
utilizar (grupo simétrico, anel de polindmios em vérias variaveis, algebras associativas livres,
algebras do grupo simétrico). Entao definiremos as dlgebras com identidades polinomiais
e algumas ferramentas basicas que temos para trabalhar com elas. O préximo passo é
explorar as representagoes do grupo simétrico, cujos resultados serao usados em algumas
das demonstragoes. Na secao 1.9, apresentaremos uma demonstracao do teorema de Regev
como um exemplo do uso de ideias combinatorias para obter resultados em PI-algebras. Por
fim, expandiremos as algebras de polindomios em varias variaveis para definirmos as algebras

com trago e as usaremos para obter uma demonstracao do Teorema de Amitsur-Levitzki.

1.1 Grupos

Definigao 1.1.1. Sejam G conjunto nao vazio e - : G x G — G uma operagdo bindria. O

par (G,-) € um grupo se valem as sequintes propriedades:

(i) (a-b)-c=a-(b-c), para todo a,b,c € G, isto €, a operagio - € associativa.

(ii) Eziste um elemento e € G, chamado de elemento neutro, tal que a-e = e-a = a,

para todo a € G.

(iii) Para todo a € G, eziste b € G, chamado de inverso de a, tal que a-b =0b-a = e.

Denotaremos tal elemento por a™*.

Vamos definir duas estruturas mais gerais.

Definicao 1.1.2. Sejam G conjunto nao vazio e - : G x G — G uma operacao bindria. O

par (G, ) € um semigrupo se satisfaz a propriedade (i) acima.

Definicao 1.1.3. Sejam G conjunto nao vazio e - : G x G — G uma operagao bindria. O

par (G, -) € um mondide se satisfaz as propriedades (i) e (ii) acima.

Notacgao 1.1.1. Por simplicidade, diremos que G é um grupo (semigrupo, mondide) sob -

ou com relagio a - quando (G,-) o for, ou apenas que G é um grupo (semigrupo, mondide)
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quando a operacao estiver clara pelo contexto. Em geral, utilizaremos - como a operacao e

iremos denotar a operagdao pela justaposicao dos elementos, isto €, usaremos ab no lugar

de a - b.

Definicao 1.1.4. Um grupo é finito se tem uma quantidade finita de elementos. O

nimero de elementos de G é chamado de ordem de G e serd denotado por |G|.

Definicao 1.1.5. Um grupo é comutativo ou abeliano se satisfaz ab = ba para todo
a,be .

Definicao 1.1.6. Seja G um grupo e S < G um subconjunto nao vazio. S é um subgrupo

de G se S for um grupo, com a mesma operacao de G.
Defini¢ao 1.1.7. Sejam (G,-), (H,o) grupos e f: G — H uma fungdo. Entio f é

homomorfismo de grupos se, para todo g, h € G, a sequinte condicdo é satisfeita:

flg-h) = f(g)o f(h).

Definicao 1.1.8. Sejam G, H grupos e f: G — H um homomorfismo de grupos. Entao
f € um isomorfismo se [ for uma funcio biunivoca. Ainda, dizemos que G ¢ H sdo

isomorfos e denotamos por G ~ H.

Definicao 1.1.9. Seja G um grupo e a € G um elemento. Entao a ordem de a é o menor

n—1

inteiro positivo m tal que a™ = e (em que definimos por indugio a™ = a" “a e at = a).

Caso m exista dizemos que a tem ordem finita.

Definicao 1.1.10. Seja G um grupo. Dados x,y € G, dizemos que x ey sio conjugados
se existe g € G tal que y = g 'xg. Definimos entdo a classe de conjugacdo de x € G

como o conjunto {g 'wg : g € G}. Note que “ser conjugado a” é uma relagdo de equivaléncia.

Definicao 1.1.11. Sejam G um grupo e X um conjunto. A fungio ¢ : G x X — X €

uma agdo (a esquerda) de grupo se para todo x € X valem as sequintes propriedades:

(1) (e,z) = x, em que e € o elemento neutro de G
(i) (g, 0(h,x)) = ¢(gh,x), para todo g,h € G

Analogamente definimos ag¢do a direita de grupo como a fungio v : X x G — X que

obedece:

(i) Y(x,e) =z, em que e € o elemento neutro de G
(i1) Y()(x,9),h) = ¥ (x, gh), para todo g,h € G

E comum omitir a fungio e usar a notacio ©(g,x) = gr ou g(x) e ¥(x,g) = xg.
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Definicao 1.1.12. Seja X um conjunto sob a acao de um grupo G. A orbita de um

elemento x € X € o conjunto

G(r) = {gr | ge G}

Note que pelas propriedades de um grupo, o conjunto das orbitas dos elementos de X

forma uma particao de X.

Agora vamos definir um grupo que sera bastante utilizado nesta dissertacao.

Definicao 1.1.13. Seja X um conjunto e considere o conjunto de todas as permutagoes de
X, isto €, de todas as funcoes biunivocas f: X — X. Temos que tal conjunto é um grupo
sob a operacao usual de composicao de fungoes e vamos denomind-lo de grupo simétrico.
No caso em que X € finito e possui n elementos denotaremos por S, o grupo simétrico de

n elementos.

Observacao 1.1.1. Nesta dissertacao, a nao ser que dito o contrdrio, iremos considerar

a aplicacdo das permutacoes da esquerda para a direita.

Seja o € S,,, uma permutagao do grupo simétrico de n elementos {1,2,...,n}.

Uma das notac¢oes mais comuns usadas para representar o é

Outra notacao, que sera a mais usada nesta dissertagdo, é a notagao ciclica:

o = (a11a12 co alm)(aglagg . CL2n2) et (amlamz e amnm)

em que nao ha repetigdes de nimeros, e o(a;;) = aj;+1,j7 =1,....,myi=1,...,n;—1le
o(ajn;) = aj. Dizemos que cada (a;1a;s . . . @in,) ¢ um ciclo de tamanho n;. Note que os
ciclos (@12 . . . Gin,) € (G2 .. . ain,a;1) s@0 equivalentes e entao um ciclo nao se altera ao
permutarmos ciclicamente os seus elementos. No caso em que n; = 1, é comum omitir o

ciclo (a;1) da notagao.

Definicao 1.1.14. Também chamamos de ciclo uma permutacdo composta por apenas
um ciclo de tamanho diferente de 1. Um ciclo de tamanho 2, isto €, uma permutacio que

troca apenas dois elementos e preserva os outros, ¢ denominado transposicao.

Definicao 1.1.15. Dois ciclos sao disjuntos se cada elemento é movido por no mdximo
um desses ciclos, isto €, o e T em S,, sdo disjuntos se o(m) =m ou T7(m) = m, para cada
m = 1,...,n. Note que se dois ciclos o e T em S,, sdo disjuntos, entao eles comutam, isto

é, oT =TO.
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A partir da prépria definicao da notacao em ciclos conseguimos ver que toda
permutacao pode ser escrita como um produto de ciclos disjuntos e que essa decomposi¢ao

é Unica a menos da ordem dos ciclos. Além disso, podemos verificar diretamente que

(aras...a;...an)(a1a;) = (aras ... a;_1)(a; ... ay) (1.1)

(aras...a;...ay) = (a1as...a;_1)(a; .. .an)(a1a;) (1.2)

em particular, tomando i = m em (1.2)

(aras...ap) = (a1ay . .. ap_1)(a1a.,)

Entao conseguimos decompor um ciclo de tamanho m em m — 1 transposicoes:
(aras ... am) = (a1az)(aras) - - - (a1a.,)

Com isso demonstramos que todo elemento de S, pode ser escrito como produto
de transposi¢oes. Diremos que uma permutacao é par quando puder ser escrita como
produto de uma quantidade par de transposi¢oes e analogamente definimos uma permutacao
impar. Note que nesta definicdo nao estamos excluindo a possibilidade de uma permutacao
ser par e impar ao mesmo tempo, porém podemos demonstrar que tal situacdo nunca

ocorre (uma outra demonstracao pode ser encontrada em (5)).

Demonstracao. Como vimos anteriormente, uma permutacgao pode ser escrita de forma
unica como produto de ciclos disjuntos e cada ciclo de tamanho m pode ser decomposto
em m — 1 transposi¢oes. Entao diremos que uma permutagao serd par (impar) se tiver
uma quantidade par (impar) de ciclos de tamanho par e vamos mostrar que ao multiplicar
uma permutac¢ao por uma transposicao (aiaj) obtemos uma permutacao do outro tipo.

Temos dois casos:

(i) Se a; e a; estiverem no mesmo ciclo, vamos considerar a representacao desse ciclo que
tem a; como o primeiro elemento. Usando (1.1) temos que esse ciclo serd quebrado
em dois ciclos menores disjuntos. Se esse ciclo for de tamanho par, os ciclos menores
terao tamanho ambos pares ou ambos impares, caso contrario, um ciclo menor terd
tamanho par e o outro impar. Em ambos os casos o nimero de ciclos de tamanho

par é alterado em +1 ou —1.

(ii) Se a; e a; estiverem em ciclos distintos, vamos considerar as representacoes desses
ciclos que tém a; e a; como os primeiros elementos. Usando (1.2) temos que esses
dois ciclos serao unidos em um tnico ciclo. Se o tamanho dos ciclos menores for de
mesma paridade, o ciclo maior tera tamanho par, caso contrario o ciclo maior tera
tamanho impar. Em ambos os casos o niimero de ciclos de tamanho par é alterado

em +1 ou —1.
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Portanto, ao multiplicarmos uma permutagao par por uma transposi¢ao conseguimos uma

permutacao impar e vice-versa. O

Com isso podemos definir o seguinte:

Definig¢ao 1.1.16. O sinal de uma permutagao o, denotada por sgn(c) € igual a 1 se a

permutacdo for par e —1 se a permutagdo for impar

Agora vamos caracterizar as classes de conjugacao de S,. Primeiramente vamos

fazer a seguinte definigao:

Defini¢ao 1.1.17. Sejaoc € S, e (a1 ... a1n,) - (@1 - - - Qmn,,) @ TEPTEsentagdo de o como
produto de ciclos disjuntos, sem omitir os ciclos de tamanho 1, tal que ny = ng = -+« = ny,.

Diremos que o tipo de o € (ny,ng, ..., Ny).

Note que para cada tipo de permutacao (ny,na, ..., ny,), temos ny + ng + -+ +
n,, = n, e reciprocamente, para cada conjunto de ntimeros inteiros nq, ..., n,, tais que
Ny =MNg = ... 2Ny = 1, comny +--- 4+ n, = n, existe pelo menos uma permutacao

o€ S, de tipo (ny,...,nm).

Definigao 1.1.18. Uma parti¢cdo de n (com n inteiro positivo) é um conjunto de nimeros
inteiros (ny,ng, ..., Ny,) tais queny = -+ = n, =1 eng + -+ + ny, = n. Denotaremos

por (n17n27 e 7nm) = n.

Por fim, provaremos que existe uma correspondéncia biunivoca entre as classes

de conjugacao de S, e as particoes de n.

Proposicao 1.1.1. Sejam o, 7 € S,, tais que 0 = (a11...G1n,) (A1 - - - Qpp,,,) € UM

produto de ciclos disjuntos. Entdo 7 'or = (1(a11) ... 7(a1n,)) - (7(@m1) - .- T(Qmn,,))-

Demonstragdo. Suponha que (i) = j. Vamos denotar por s = 7(i) e t = 7(j). Com isso
temos que (7 'o7)(s) = 7(o(7 '(s))) = 7(c(i)) = 7(j) = t, isto é, 7 'oT leva 7(i) a 7(4)

e entao temos o resultado. O

Corolario 1.1.1. Duas permutacoes sao conjugadas se e somente se tém o mesmo tipo,
isto ¢, existe uma correspondéncia natural entre as classes de conjugacao de S, e as

particoes de n.

1.2 Anéis

Definicao 1.2.1. Seja R um conjunto ndo vazio e +: R x R+ R e -: R x R+— R duas
operacoes bindrias denominadas soma (ou adi¢io) e produto (ou multiplicagcao). A terna

(R,+,-) é um anel se valem as sequintes propriedades:
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(i) (R,+) € um grupo abeliano
(i)) (a+b)-c=(a-c)+(b-¢), c-(a+b)=(c-a)+ (c-b), para todo a,b,c € R.

Notacao 1.2.1. Por simplicidade e quando nao houver ambiguidades com relagdo as
operagoes, diremos que R é um anel ao invés de (R, +,-). Em geral também omitiremos o

produto - e o denotaremos por justaposicao, isto €, usaremos ab no lugar de a - b.
Defini¢ao 1.2.2. Um anel R é associativo se (ab)c = a(bc), para todo a,b,c € R.

Definicao 1.2.3. Um anel R é com unidade ou unitdrio se existir 1 € R tal que

la = al = a, para todo a € R. O elemento 1 é chamado de unidade de R.
Definicao 1.2.4. Um anel R ¢ comutativo se ab = ba, para todo a,b € R.

Definicao 1.2.5. Diremos que R é um dominio ou dominio de integridade se R for

um anel e ab = 0 implicar que a = 0 ou b = 0, para todo a,be R.

Definigao 1.2.6. Um anel R ¢ de divis@o ou com divisdao se A for anel com unidade

1 e se para todo a € A, a # 0, existir be A tal que ab = ba = 1. Denotaremos tal elemento

por al.

Definicao 1.2.7. Diremos que K é corpo se K for um anel de divisao comutativo.
Seguindo o foco deste trabalho, quando dissermos anel, estaremos nos referindo

a um anel associativo, ndo necessariamente comutativo e nao necessariamente

com unidade.

Vamos definir algumas terminologias para elementos e subestruturas de um

anel. Considere que R é um anel.

Definicao 1.2.8. Um elemento a € R ¢é dito ser nilpotente se existe n € N tal que

a" = 0.
Definicdo 1.2.9. Um elemento a € R ¢ dito ser idempotente se a* = a.

Definicao 1.2.10. Um subconjunto ndao vazio S < R é um subanel se S for um anel sob

as operagoes induzidas de R.

Definig¢ao 1.2.11. Definimos o centro de um anel, denotado por Z(R), como o conjunto

dos elementos que comutam com todos os elementos desse anel, isto é
Z(R) = {x € R | ax = za, para todo a € R}.

Note que o centro de um anel é um subanel de R e se R for um anel de divisdo entao

Z(R) é um corpo.
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Definicao 1.2.12. Seja I um subgrupo aditivo de R, entao I ¢ um ideal a esquerda,
denotado por I < R, se ai € I, para todo a € R e i€ I. Analogamente, I é um ideal a
direita, denotado por I <1, R, seia € I, para todo a € R ei € I. Por fim, I ¢ um ideal
bilateral, ou simplesmente tdeal, denotado por I < R, se ia,ai € I, para todo a € R e

1el.

Defini¢ao 1.2.13. Seja (S,®,®) um anel. Uma fun¢io f : R — S é denominada
homomorfismo de anéis se f(a+b) = f(a) D f(b) e f(a-b) = f(a)® f(b), para todo
a,be R. Se R e S admitem unidades 1r e lg, respectivamente, exigiremos também que

f(1r) = 1s.

Definicao 1.2.14. Seja S um anel e f: R — S um homomorfismo de anéis. Entao [ é
um tsomorfismo de anéis se for biunivoca. Ainda, dizemos que R e S sao isomorfos e

denotamos por R ~ S.

Agora vamos introduzir mais uma definicdo sobre corpos.

Definicao 1.2.15. Seja K um corpo. A caracteristica de K é o menor inteiro positivo
n tal que n-1 = 0. Se nao existir tal inteiro positivo, dizemos que a caracteristica do corpo
¢ 0.

Observagao 1.2.1. A caracteristica de um corpo € sempre zero ou um numero primo.

Por fim, como um exemplo de anel e de corpo que iremos utilizar neste trabalho
temos o anel de polindmios e seu corpo de fragoes. Maiores detalhes podem ser vistos no
livro de Herstein (5).

Definicao 1.2.16. Seja K um corpo. O anel de polinémios em uma varidvel x sobre
o corpo K, denotado por Kl[x], é o anel formado pelos polinémios na varidvel x com
coeficientes em K e com as propriedades usuais de igualdade, soma e produto de polinémios.
Também consideraremos polindmios em vdrias varidveis comutativas X = {xq,...,x:} e

denotaremos o anel de tais polinomios por K| X| ou K|xy,...,z].

Como o anel de polinémios K[z] é um dominio, podemos construir o seu corpo

de fragoes.

Notagao 1.2.2. Seja K um corpo e x uma varidvel. Denotaremos por K(x) o corpo de
fragoes de K[z], que é o menor corpo que contém K|x]. Ele também é chamado de corpo

das fungoes racionais.

Definicao 1.2.17. Um corpo K ¢ algebricamente fechado se todo o polinomio ndao

nulo de K|[x| tiver uma raiz em K.
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1.3 Algebras

Comecaremos com a definicdo de algebra:

Definicao 1.3.1. Sejam A um espaco vetorial sobre um corpo K e uma operagdo bindria
- em A que denominaremos de produto. Dizemos que A é uma dlgebra sobre o corpo K,

ou simplesmente uma K-dlgebra, se - € bilinear sobre K, isto é, satisfaz:

(i) (a1 + aag)-b=ay-b+ alag - b), para todo ay,a2,b€ A, e a e K
(77) a- (by + aby) = a- by + afa- by), para todo a,by,by € A, e a € K

Notacao 1.3.1. Quando nao houver ambiguidades com relagdo ao produto vamos omiti-lo,

representando o produto pela simples justaposicdo dos elementos.
Definicao 1.3.2. Uma dlgebra A é associativa se (ab)c = a(bc), para todo a,b,c € A.

Definigao 1.3.3. Uma dlgebra A é com unidade ou unitdria se existir 1 € A tal que

la = al = a, para todo a € A. O elemento 1 é chamado de unidade de A.

Definicao 1.3.4. Uma dlgebra A é comutativa se ab = ba, para todo a,be€ A.

Seguindo o foco deste trabalho, quando dissermos algebra, estaremos nos
referindo a uma algebra associativa, nao necessariamente comutativa e nao ne-

cessariamente com unidade.

Exemplo 1.3.1. As matrizes n x n sobre um corpo K (ou anel de divisio) formam uma
dlgebra sobre K (sobre o centro Z(K) de K ), que denotaremos por M,(K), com a soma e
o produto usual de matrizes. FEsta dlgebra € associativa e com unidade. Ela é comutativa
apenas quando K é corpo en =1. Sen > 1 ou K é um anel de divisao nao comutativo,

M, (K) nao é comutativa.

Note que toda élgebra (associativa) é um anel. Todas as estruturas envolvendo
dlgebras (subdlgebras, ideais, homomorfismos . ..) sdo definidas de forma andloga ao caso
de anéis, com a exigéncia adicional de que a estrutura seja compativel com a agao dos
elementos do corpo (isto é, que trabalhemos sobre espacos vetoriais). Nas definigdes a

seguir considere que A é uma algebra sobre K.

Definicao 1.3.5. Um subespago vetorial S < A é uma subdlgebra se s1s5 € S, para todo

S1,89 € S.

Definicao 1.3.6. Seja I < A um subespaco vetorial, entao I ¢ um ideal a esquerda,
denotado por I <, A, se ai € I, para todo a € A e i € I. Analogamente, I é um ideal a

direita, denotado por I <1, A, seia € I, para todo a€ A eie€ I. Por fim, I é um ideal
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bilateral, ou simplesmente tdeal, denotado por I < A, se ia,ai € I, para todo a € A e

1el.

Definicdo 1.3.7. Dizemos que A é simples se A?> # 0, isto é, o produto é ndo nulo

(existem a,b € A tais que ab # 0), e os unicos ideais bilaterais de A sao 0 e A.

Defini¢ao 1.3.8. Definimos o centro de uma dlgebra, denotado por Z(A), como o

conjunto dos elementos que comutam com todos os elementos da dlgebra, isto é
Z(A) ={x e A| ax = za, para todo a € A}

Exemplo 1.3.2. Se K é um corpo, entio a dlgebra das matrizes M, (K) é uma dlgebra
simples e o centro de M, (K) sio as matrizes escalares. Se K é um anel de divisao, M, (K)
de novo é simples e seu centro consiste das matrizes escalares cujas entradas na diagonal
estao no centro Z(K) de K.

Definigao 1.3.9. Seja B uma dlgebra sobre o mesmo corpo K. Uma fungio f: A — B
¢ denominada homomorfismo de dlgebras se f é uma transformagio K-linear e
f(ab) = f(a)f(b), com o primeiro produto em A e o sequndo em B, para todo a,be A. Se

A e B admitem unidades 14 e 1g, respectivamente, exigiremos também que f(14) = 1p.

Defini¢ao 1.3.10. Seja B uma dlgebra sobre o mesmo corpo K e f : A — B um
homomorfismo de dlgebras. Entao f é um tsomorfismo de dlgebras se for biunivoco.

Ainda, dizemos que A e B sdo isomorfas e denotamos por A ~ B.

Vamos definir a algebra quociente. Este conceito também esta presente em
grupos e em anéis, mas como nesta dissertacao o usaremos apenas para algebras optamos

por deixé-lo nesta secao.

Sejam A uma algebra sobre o corpo K e I<1A um ideal bilateral. Entao, podemos
construir a algebra quociente A/I da seguinte maneira. Para cada a € A, definimos o
conjunto a + I ={a+i:i€ I} < A, que denominamos de classe de equivaléncia de a. O
elemento a é denominado representante da classe. Por fim, denotamos o conjunto de todas

as classes de equivaléncia por A/l = {a+ [ :a € A}.

Para dar uma estrutura de algebra para A/I, vamos definir a soma e produto
por (a+1)+(b+1)=(a+b)+1I, (a+1)(b+1)=ab+ 1, para todo a,be A e o produto
por escalar por a(a + I) = aa + I, para todo o € K e a€ A. A/I é de fato uma algebra

pois podemos provar que:

(i)a+I=b+Tou(a+I)n(b+1)=, paratodo a,be A,

(ii) a+I=b+1seesésea—bel,
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(iii) a soma, o produto e o produto por escalar definidos acima estao bem definidos, isto
é, nao dependem da escolha do representante, em outras palavras, se a + I =a’ + I,
b+I=b+1eacK,entao

e (a+ )+ B+1)=(d+1)+ 1 +1),
e (a+ )b+ 1)=(d+ 1 +1I).

e afa+1I)=ald+1).

Definigao 1.3.11. Sejam A e B duas dlgebras sobre um mesmo corpo K com a opera¢do
produto definida por o4 e op respectivamente. Sabemos que o produto tensorial A ® B
tem a estrutura de espaco vetorial. Podemos entdo definir o produto tensorial como

dlgebras definindo uma multiplicagio o em A® B, bilinear, da sequinte forma

(a1 ®b1) o (a2 ®by) = (a1 04 az2) @ (by op by).

Seque da propriedade universal do produto tensorial de espacos vetoriais que A® B com a

operagdo o é uma K-dlgebra.

Agora vamos definir os objetos de estudo desta dissertacao:

Definigao 1.3.12. Uma dlgebra A sobre um corpo K ¢é nil se todo elemento a € A é
nilpotente, isto €, para cada a € A existe um nimero natural n (que pode depender de a)
tal que a” = 0. O menor numero com tal propriedade é chamado de grau ou indice de
nilpoténcia do elemento a. Uma dlgebra é nil de grau limitado se existe um numero natural

n fizo tal que a" = 0 para todo a € A.

Definicao 1.3.13. Uma dlgebra A sobre um corpo K € nilpotente se existe um nimero
natural n fizo tal que o produto de quaisquer n elementos de A € igual a zero, isto ¢ A" = 0.
O menor nimero n com esta propriedade é chamado grau ou indice de nilpoténcia da

dalgebra A.

Definicao 1.3.14. Uma dlgebra A sobre um corpo K ¢é algébrica se todo elemento a € A

¢ algébrico, isto €, € raiz de algum polinomio nao nulo com coeficientes em K.

Definiremos uma algebra muito importante nesta dissertacao:

Definig¢ao 1.3.15. Seja # uma classe de dlgebras (nao necessariamente associativas) e
seja F' uma dalgebra gerada por um conjunto X. Dizemos que F' é uma dlgebra livre em
B se, para cada A € B e cada fungio f : X — A, existe um unico homomorfismo de
algebras F' — A que estende f. Define-se o posto de F' como sendo a cardinalidade do

conjunto X.

Em particular, a algebra de polinomios nao comutativos ¢ uma éalgebra livre:
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Teorema 1.3.1. Para cada conjunto X, a dlgebra K{(X), espago vetorial que tem como
base todos os monomios

xil"'Ii

n

em queneN ewx;,...,x;, € X e a multiplicagio € definida por justaposicao:
@iy @i, )Ty ) = Ty T, Ty w0 Ty

¢ uma dlgebra livre na classe de todas as dlgebras associativas unitdarias sobre o corpo K.
Se considerarmos o subespago de K{X) gerado por todas os mondmios de tamanho maior
ou igual a 1, que denotaremos por K*(X), entdo obteremos a dlgebra associativa ndo
comutativa livre, que serd livre na classe de todas as dlgebras associativas. Denotaremos

por K(X,) ou K{x1,...,x,) a dlgebra livre nao-comutativa associativa unitiria de posto

n e N.

A seguir definiremos alguns termos que usaremos relacionadas a polinémios.

Definig¢ao 1.3.16. Dado um monémio g = x;, - - - x;, € K(X) nas varidveis z;,,...,x;, €
X, dizemos que o grau de g é n, denotado por degg. Também definimos o grau de um
monomio em relagdo a varidvel x;, que denotaremos por deg, g, como o nimero de vezes
que ela aparece na representagiao do monomio. Se X = {1, ...z}, definimos o multigrau

de g pela sequéncia (deg,, g,...,deg, g).

Defini¢ao 1.3.17. Dado um polinomio f € K{(X), diremos que o grau do polinomio,
denotado por deg f, € igual ao maior entre os graus de seus mondémios. Analogamente
definimos o grau de um polindmio em relagio a varidvel x;, que denotaremos por deg,. f,
como o maior entre 0os graus em relagcdo a x; de seus monomios. Se todos 0s monomios

de f tem o mesmo multigrau, entdo dizemos que f é multi-homogéneo de multigrau

(degzl f7 7degzm f)

Definicao 1.3.18. Ao trabalharmos com monémios ndo comutativos é comum usarmos
os termos alfabeto para o conjunto X de varidveis, letra no lugar de varidvel e palavra
no lugar de monomios. Também usamos o termo comprimento para o grau do monomio
e chamamos de palavra vazia a palavra de comprimento zero. Dizemos que v é uma
subpalavra de uma palavra w se existem palavras wy e wsy, possivelmente vazias, tais que

w = W1vws.

Uma construcao semelhante a dlgebra K(X) é a obtida a partir de um grupo e

um corpo de escalares.

Defini¢ao 1.3.19. Seja G um grupo (ou um semigrupo) e K um corpo. A dlgebra de
grupo de G sobre K, denotada por KG, é o espago vetorial formal sobre K com base
{eg}gec, com o produto definido na base por ese, = egn, g, h € G. Muitas vezes denotaremos

0s elementos da base pelos elementos do grupo, ou seja, usamos g := e, € KG.
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1.4 Moddulos

Nesta secao apenas apresentaremos definicbes e terminologia basica sobre
modulos, além de alguns resultados usados no decorrer da dissertacao. Uma exposicao

bem mais detalhada pode ser encontrada no livro de Lambek (7).

Definigao 1.4.1. Sejam R um anel, (M, +) um grupo abeliano e uma operagio - : Rx M —
M denominada produto ou multiplicagiao por escalar. Dizemos que M é um R-mdodulo (a

esquerda) se para todo m,n € M er,s € R temos:

(i) r-(m+n)=r-m+r-n,
(ii) r-(s-m) = (rs) -m,

(i) (r+s)-m=r-m+s-m,

Se R admitir unidade 1, dizemos que M é um R-mddulo unitdrio (a esquerda) e exigimos

também que:

(iv) 1-m=m.
De forma andaloga, definimos R-maodulo a direita, em que a acao é dada pela direita, isto €,
consideramos a operacao - : M x R — M.

Notacao 1.4.1. Quando nao houver ambiguidades omitiremos o produto - e o denotaremos

por justaposicao, isto €, usaremos mr no lugar de m - r.

Definicao 1.4.2. Sejam M um R-modulo e N < M um subconjunto ndo vazio. Dizemos
que N € um R-submodulo se N for um subgrupo aditivo de M e rn € N para todo n € N

ereR.

Observacao 1.4.1. Sejam R um anel e I < R um ideal a esquerda. Entdo I admite
naturalmente uma estrutura de R-modulo a esquerda. Em particular, o proprio anel R é
um R-madulo a esquerda. Além disso, os ideais a esquerda de R sdo todos os R-submddulos

do R-madulo a esquerda R.

Definicao 1.4.3. Sejam M e N R-mdédulos e f : M — N fun¢ao. Dizemos que [ €

homomorfismo de R-modulos se, para todo m,ne M er e R,

(1) f(m+mn) = f(m)+ f(n),
(i) f(rm) =rf(m).
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Definicao 1.4.4. Sejam M e N R-mddulos e f : M — N wum homomorfismo de R-
mddulos. O micleo de f € o conjunto ker f :={m e M : f(m) =0} e a imagem de f é
o conjunto f(M) :={f(m): me M}. Note que ker f e f(M) sio R-submddulos de M e

N respectivamente.

Definicao 1.4.5. Um homomorfismo de R-modulos f : M — N é um isomorfismo se

for f for biunivoco. Ainda, dizemos que M e N sao isomorfos e denotamos por M ~ N.

Enunciaremos um dos teoremas de isomorfismo de mddulos:

Teorema 1.4.1. Seja f : M — N um homomorfismo sobrejetor de R-mddulos. Entao
M/Kerf ~ N.

Também podemos definir médulos sobre algebras. As defini¢oes de submddulo
e de homomorfismo neste caso sao analogas as do caso de médulos sobre anéis, com a

exigéncia adicional de ser compativel com a agao dos elementos do corpo.

Definicao 1.4.6. Seja A uma dlgebra sobre um corpo K, M um espago vetorial também
sobre K e considere uma operagao (a,m) € A x M — am € M. Dizemos que M ¢é um

A-médulo (a esquerda) se essa operacao satisfaz, para todo « € K, myne€ M e a,be A,

(i) (ab)m = a(bm),
(i7) (a+b)m = am + bm,
(iii) a(m +n) = am + an,

(iv) a(am) = (aa)m = a(am).

De forma andloga podemos definir A-mddulo a direita.

Definicao 1.4.7. Seja M um R-modulo. M é irredutivel se RM # 0 e os tunicos
submodulos de M sao 0 e M.

Definicao 1.4.8. Um R-mddulo M é completamente redutivel (ou semissimples) se

M for soma direta de alguns de seus submodulos irredutiveis.

Definicao 1.4.9. Um anel R é completamente redutivel se for completamente redutivel

como um R-maodulo a esquerda.

Aqui iremos citar o importante teorema de Wedderburn-Artin que classifica

os anéis completamente redutiveis. Uma demonstracao pode ser encontrada no livro de

Lambek (7).

Teorema 1.4.2 (Wedderburn-Artin). Seja R um anel com unidade 1. Entdo
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(i) R € completamente redutivel se e s6 se R = @ R;, com cada R; anel completamente

i=1
redutivel e simples,
(i) R é completamente redutivel e simples se e s6 se R ~ M, (D), para algum n e N e

algum anel de divisao D.

1.5 Algebras com |dentidades Polinomiais

Nesta secao definiremos o contexto principal no qual estaremos trabalhando

nesta dissertacao: as algebras com identidade polinomial, ou simplesmente, PI-algebras.

Definigao 1.5.1. Seja A uma dlgebra associativa. Dizemos que A € uma dlgebra com
identidade polinomial, ou simplesmente PI-dlgebra, se existe um polinomio nao trivial
flz1,...,xm) € K(X) tal que f(ai,...,a,) =0, para todo ai,...,a, € A. Neste caso,
dizemos que A satisfaz a identidade polinomial f(xy,... x,), ou simplesmente f (ou
ainda f =0) é uma identidade de A.

Observagao 1.5.1. Um polinomio f € K{(X) é uma identidade de uma dlgebra A se e
somente se para todo homomorfismo de dlgebras v : K{(X) — A, temos ¥ (f) = 0.

Vamos dar alguns exemplos de PI-algebras.

Exemplo 1.5.1. Uma dlgebra A é comutativa se e somente se satisfaz a identidade

|21, 22| = x129 — X9y = 0. Denominamos [a,b] de comutador de dois elementos a e b.

Definicao 1.5.2. O polinémio standard é

STy, ..y my) = Z SgN(0)To(1) * * * To(n)-

oESH

Definicao 1.5.3. O polinomio de Capelli é

Ao (1, o Ty Y1y e e oy Yn1) = Z SEN(0) Lo Y1To(2) " * * Yn—1Ta(n)-
o€Sh
Exemplo 1.5.2. Uma dlgebra A de dimensdo finita m satisfaz a identidade standard
s, € a identidade de Capelli d,, para todo n > m. Para provar essa afirmacdo, note que
esses polinomios sao multilineares logo € necessdrio apenas verificar a propriedade para
os elementos de uma base. Como n > m, algum elemento da base se repete e entao,
como o0s polinomios sao antissimétricos em x1,...,x,, temos que eles sao identidades
para elementos dessa base. Portanto A satisfaz as duas identidades. O leitor pode fazer a
analogia com a bem conhecida propriedade do determinante da dlgebra linear bdsica: se a
matriz tem duas linhas (ou colunas) iguais, entdo seu determinante € igual a 0. Este fato é

usado para deduzir que o determinante € uma fungdo alternada nas suas linhas ou colunas.
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Estes dois ultimos exemplos mostram que as Pl-algebras sdo uma generalizacao

tanto de algebras comutativas quanto de algebras de dimensao finita.

Vamos definir mais um polindmio, e fazer uma observagao sobre ele.

Definigao 1.5.4. A identidade de algebricidade é

an (T y1y o Yn) = dpr (L, oo 2™ Y1,y Yng 1)
0€Snt1

em que o € S,41 age sobre {0,1,...,n}.

Observagao 1.5.2. Seja A uma dlgebra sobre o corpo K. Se a € A € algébrico, isto é, se
existe um polinomio de grau n e coeficientes em K tal que a é solugdo desse polinomio,
entio 1,a,...,a" sao linearmente dependentes e portanto a,(a,y1, ..., yn) = 0. Assim, se A
¢ uma dlgebra algébrica de grau limitado n entdo ela satisfaz a identidade de algebricidade

(.

A seguir, iremos discutir as principais ideias para se estudar as identidades de

uma algebra:

Definicao 1.5.5. Seja R uma dlgebra. O conjunto de todas as identidades polinomiais
de R, que denotaremos por T(R), formam um ideal bilateral da dlgebra livre K(X) e é
chamado de T-ideal de R.

E comum na literatura encontrar a denominacgao ideal verbal para os T-ideais;

tal terminologia vem da teoria de grupos.

Primeiramente, veja que T é um ideal bilateral porque multiplicar uma identi-
dade polinomial a direita ou a esquerda por algum outro polinémio continua resultando
em uma identidade polinomial. Além disso, note que se f(z1,...,%,) é uma identi-
dade polinomial de R, entdao para quaisquer polindémios wy, ..., w,, € K{X) temos que
f(wy,...,wy) =0, ou seja, um T-ideal é invariante sob substitui¢oes por elementos de
K{X). Como todo endomorfismo ¢ de K{(X) é completamente definido pelos valores
que os elementos de X assumem, ¢(z;) = w; € K{(X), podemos dizer que um T-ideal é
invariante por endomorfismos de K (X ). Por outro lado, se temos um ideal bilateral 7" de
K{X) invariante por endomorfismos, entdao a algebra quociente K(X)/T é uma &lgebra

cujo T-ideal ¢ T

Defini¢ao 1.5.6. Diremos que uma identidade polinomial g(xy,...,x,) é uma con-
sequéncia das identidades polinomiais fi(x1,...,Ty,), i € I, se toda dlgebra que satis-
faz as identidades f; também satisfaz g. Dado um conjunto de identidades polinomiais
F c K(X), definimos o T-ideal T de K{(X) gerado por F' como sendo o menor T-ideal
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contendo F que denotaremos por (FY'. Se F' = {f1,..., f.}, denotaremos o T-ideal tam-
bém por {f1,..., f)'. O conjunto F é chamado de base das identidades polinomiais de
T, mesmo que nao seja um conjunto gerador minimal. Dizemos que dois conjuntos de
identidades polinomiais F' e G sdo equivalentes se elas geram o mesmo ideal, o que

ocorre se e somente se F' é consequéncia de G e G é consequéncia de F'.

Na prética, um polindémio g serda consequéncia de fi(xy,...,&m,), ¢ € I se for

possivel obter g na seguinte forma

D i fi(wr, . W, i
em que Wy, Uiy, Vi € K{(X).

Observacao 1.5.3. Ao trabalharmos com dlgebras ndo unitdrias, devemos considerar
a dlgebra associativa ndo unitdria livie K™(X) ao invés de K(X). A diferenca mais
importante em relagio as consideragoes anteriores é que em K (X)) um polindmio g serd

consequéncia de fi(x1,...,Tm,), 1 € I se for possivel obter g na sequinte forma

Z uiwfi(wl, RN ,wmi)viw

em que w; € KT(X) € Uy, Vi € K + K(X) = K(X).

Agora vamos reformular as duas defini¢des sobre algebras que serdao o objeto

principal desta dissertagdo em termos de PI-algebras:

Definigao 1.5.7. Uma dlgebra A é nil de grau (ou indice) limitado menor ou igual a n

se e somente se A satisfaz a identidade polinomial z" = 0.

Defini¢ao 1.5.8. Uma dlgebra A é nilpotente de grau (ou indice) menor ou iqual a n se

e somente se A satisfaz a identidade polinomial xq ---x, = 0.

Isso nos permite reformular a principal questao do Capitulo 3 “uma algebra nil
de grau limitado é nilpotente? Se sim, qual é o grau de nilpoténcia?” para “a identidade
x1-- T, = 0 é consequéncia de z" = 0 para algum m? Qual é o menor m tal que a

identidade é valida?”.

Na grande maioria das demonstragoes desse capitulo faremos uso da algebra
associativa livre, do T-ideal T' gerado por 2" = 0 e da &lgebra quociente K*(X)/T. O que

nos permite afirmar que é suficiente analisar tal situacao sdo as observagoes a seguir:

Defini¢ao 1.5.9. Seja F = {fi(x1,...,2m,),i € I} < K(X). A classe % de todas as
algebras associativas que satisfazem todas as identidades polinomiais f; = 0, i € I €
chamada de variedade de dlgebras associativas gerada pelo sistema de identidades
polinomiais {f; = 0 | i € I}. Denotaremos por T(%) o T-ideal de todas as identidades

polinomiais satisfeitas por U .
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Existe uma correspondéncia biunivoca 7 entre os T-ideais de K(X) e as
variedades de dlgebras associativas: Para todo T-ideal T nés definimos % = 7(7T") como a
variedade definida pelas identidades polinomiais de 7. Esta é uma “correspondéncia de

Galois”, isto é, para dois T-ideais T} < T3 temos que w(T}) 2 7(13).

Definigao 1.5.10. Seja % uma variedade. Uma dlgebra F é dita ser relativamente

livre em % se I for livre na classe U .

Observagao 1.5.4. A dlgebra quociente F(%) = K*{(X)/T(%) € a dlgebra associativa

nao unitdria relativamente livre de posto enumerdvel na variedade % .

1.6 Ferramentas para Identidades Polinomiais

Nesta se¢ao veremos alguns fatos e ferramentas bésicas para trabalharmos com
identidades polinomiais. Os resultados aqui mostrados estao baseados no livro de Drensky

(3). Comegaremos com um conceito que serd muito explorado neste trabalho.

Denotaremos por 7, o espago dos polindbmios multilineares de grau n nas
variaveis 1, ..., ,. Note que T}, é um espaco vetorial e {Z,1) - To@m) : 0 € Sy} é uma
base de T,.

Teorema 1.6.1. Seja f(z1,...,2,) € K(X) e escreva f = Zfi’ com f; homogéneo de
i—0
grau i em relacao a xy. Entao:

(i) Se K contém mais que n elementos (por exemplo, quando K € infinito), entio f; =0

¢ consequéncia de f =0, para cada i =0,1,...,n.

(ii) Se a caracteristica de K for 0 (ou maior que deg f), entao f = 0 é equivalente a um
conjunto finito de polinomios multilineares, os quais podem ser sobre uma quantidade

maior de varidveis do que f.

Demonstragio. (i) Sejam ag, ar, ..., a, € K distintos e seja T = (f)* o T-ideal gerado

por f. Entao, como T é fechado por endomorfismos, segue que

n
f(CYj.I'l, o, ... ,l‘m) = Z O&;fi(xl,fﬂg, ce ,xm) el
i=0

para 7 =0,1,--- ,n. Entao, escrevendo em forma matricial, temos
flagxy, oy ..o ) I ay o ... af fo(z, ..o )
floazy, za, ... 2y,) _ I o 04% coooaf filze, .. x)
flapxy, xo, ... o) I a, o al folz1, . )
. J
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A matriz M é uma matriz de Vandermonde, cujo determinante é H(Ozi — o) # 0,
1<j
e portanto é invertivel. Assim f; é combinacao linear de f(ojz1,22,...,2,) €T e

portanto f; = 0 é consequéncia de f = 0, para todo¢ =0,1,...,n.

(ii) Iremos usar o processo de linearizacao. De (i), podemos assumir f homogéneo em

cada variavel, ou seja, multi-homogéneo. Seja d = deg,, f, podemos escrever

d
f(yl + Y2,T2, ... ,l’m) = Zfi(yl,yg,xg, c.. ,xm) eT
=0

em que cada f; é a componente homogénea de grau ¢ em relagao a y;. De (i), f; € T
Como deg,, f; < d e deg,, f; < dparai =1,...,d— 1, podemos continuar esse
processo e obter um conjunto de polindmios multilineares. Para verificarmos que f é
equivalente a essas identidades, basta notar que
d
fi(ybylam%"'?xm): i f(ybx%'”axm)ET
e o coeficiente binomial ¢é diferente de zero pois a caracteristica do corpo é 0 ou

maior que d.

]

Definicao 1.6.1. Denominamos de linearizagdo parcial o passo usado na demonstracao
anterior de considerar f(yi1+Yya, o, ..., Ty) € tomar a componente de grau d—1 em relagio
a vy e linear em 1ys. A linearizacao total é obtida ao repetir esse processo até obter um

polinomio multilinear.

Um polinémio extremamente importante nesta dissertacao pode ser definido

da seguinte maneira
Definicao 1.6.2. Denotaremos por e, o resultado da linearizagdo total da identidade
" =0.

en(T1, ..., xy) = Z To(1) - To(n)- (1.3)

o€S,

Esta identidade polinomial é consequéncia de x", e caso o corpo tenha caracteristica 0 ou

maior que n, ela € equivalente a x™.

Por fim, vamos provar que qualquer Pl-algebra satisfaz alguma identidade

multilinear, independentemente do corpo base.

Proposigao 1.6.1. Seja A uma Pl-dlgebra. Entao A satisfaz uma identidade multilinear.

Demonstragio. Seja f(xy,. .., ;) uma identidade de A. Se d = deg,,, f > 1, entao

g(yl,yQ,SUQ,--.,xm) :f(yl +y2,$27...,l‘m)
— flyn, w2, ) — f(y2, 02, )
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tem uma componente homogénea de grau d — 1 em relagao a y; e linear em y, e nenhuma
componente homogénea de grau d em relacao a y; ou yo. Continuando com esse processo
de aumentar o nimero de variaveis e de diminuir os seus graus, conseguimos linearizar
em relagao a variavel x;. Repetindo para as outras varidveis obtemos uma identidade

multilinear. O

1.7 Representacoes de Grupo

Nesta secao apresentaremos as defini¢goes basicas de representagdes de grupos e
alguns resultados que serdo necessarios na se¢ao seguinte. Fixaremos G' um grupo finito.

Dado V' um espago vetorial, denotaremos por GL(V') o grupo de todos os automorfismos
de V.

Definicao 1.7.1. Uma representagao de G em 'V é um homomorfismo de grupos p: G —
GL(V). O grau da representagio € definido como a dimensdo do espago vetorial V' e diremos

que a representacdo € finita se o grau for finito.

Notagao 1.7.1. Por simplicidade, diremos representagcdo V' para nos referirmos d repre-
sentagdo p: G — GL(V). Além disso, também utilizaremos a notagao ps := p(s), para

cada s € (.

Definigao 1.7.2. Sejam G grupo e p1 : G — GL(V4) e ps : G — GL(V3) duas represen-
tagoes. Dizemos que py e py sdo equivalentes ou isomorfas se existe um isomorfismo
T:Vy — Vy tal que T o py(s) = pa(s) o T, Vs € G.

Definig¢ao 1.7.3. Seja p : G — GL(V') uma representacio e W < V. um subespago tal
que ps(W) < W, para todo s € G. Entdo a representagio v : G — GL(W) definida por

s(w) = ps(w) é uma subrepresentagdo de p.

Definig¢ao 1.7.4. Dada uma representacio p : G — GL(V'), dizemos que V' é irredutivel

se nao admite subrepresentagoes diferentes de 0 e V.

Definicao 1.7.5. Sejam p, : G — GL(V1) e py : G — GL(V,) duas representagoes. A
soma direta dessas representagoes € a representacio p = p1 @ py : G — GL(V; @ V3)
definida por

(p(s)) (w1, v2) = ((p2(3)) (1), (p2(s)) (v2))

em que s€ G, v1 € Vi, evg € V.

Um teorema muito importante sobre a decomposicao de representacdes em

somas diretas é o Teorema de Maschke.
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Teorema 1.7.1. Sejam G um grupo finito e K um corpo de caracteristica zero ou p > 0
tal que p nao divide |G|. Sejam p : G — GL(V) uma representacio finita e W <V uma

subrepresentacao. Entao existe uma subrepresentacaio Wy < V' tal que V=W @ W,.

Demonstracio. Seja W’ um subespaco qualquer de V tal que V = W @ W', e considere a
projecao m: W @ W' — W. Definimos

e
sGG

Temos que 7y é uma projecao, pois mo(V) € W e se w € W, entao ps(w) € W, para todo

Z Py Z w=w
SEG SEG
PS( )

e portanto 7r§ =1y e mo(V) = W. Segue que V' = W @ ker 1y, e mostraremos que ker mg é

sed, e

uma subrepresentacao de V.

Note que para todo s € G, ps_17r0,05 = Ty, € assim myps = pPsmo. Entdo dado
x € ker mg, temos mo(ps(x)) = ps(mo(x)) = 0, e dai, ps(z) € ker my. Portanto, ps(kermy) <

ker g e segue que ker my é subrepresentacao de V', o que conclui a demonstracgao. O

Observagao 1.7.1. A representacio p : G — GL(V) € totalmente determinada pelas
subrepresentagoes pw : G — GL(W) e pw, : G — GL(W,), isto é, V tem uma base
{v1, .., Uk, Uty - -, U} em que {vy, ..., vk} e {vget, ..., Un} Sdo bases de W e Wy, res-

pectivamente, de forma que, para todo s € G, temos, escrevendo 0s automorfismos na

w0
W‘( 0 [pm(s)])‘

O teorema de Maschke mostra que toda representacao nao irredutivel pode

forma matricial:

ser escrita como soma direta de duas subrepresentagoes. Podemos repetir o processo para
cada subrepresentacao (o processo terminard pois, por hipdtese, a dimensao de V' é finita)
e concluir que V' é soma direta de representagoes irredutiveis, isto é, temos o seguinte

corolario. Muitas vezes ele é chamado de Teorema de Maschke.

Corolario 1.7.1. Se G € um grupo finito e o corpo base tem caracteristica p tal que
p =0 ou p ndo divide |G| entao toda representagio de G de grau finito é soma direta de

representacoes irredutiveis.

Agora, vamos estudar a algebra de grupo K'G e relaciona-la com as representa-

¢oes de G:

Observagao 1.7.2. Como toda representagao p : G — GL(V') de um grupo G em V' define

uma agao linear de G em V', podemos considerar V- como um KG-mddulo a esquerda. Neste
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caso os conceitos de subrepresentacgoes e irredutibilidade de p correspondem a conceitos

similares no KG-mddulo V.

Em particular, temos a representacdao regular, que € a representacao de G

em KG definida por
Py Z aph — Z apgh
heG heG
em que g € G e ap, € K. Considerando KG como um KG-mddulo a esquerda, podemos

assumir que G age sobre KG a esquerda permutando os elementos da base G. As subrepre-
sentacoes de p correspondem aos ideais a esquerda da dlgebra KG e as subrepresentacoes

irredutiveis correspondem aos ideais a esquerda minimais de KG.
Notagao 1.7.2. Em alguns lugares diremos que V' é um G-maodulo ao invés de K G-mdadulo.

Definigao 1.7.6. Considere p : G — GL(V'), com V um espago vetorial nio nulo qualquer,
dado por p(s) = I para todo s € G, em que I € a identidade. Essa representa¢io é

denominada representacao trivial.

Exemplo 1.7.1. Seja G um grupo e considere a representagao reqular p : G — GL(KG).

Considere W o subespago gerado por e = Z eg. Temos que W é uma subrepresentagdao de
geG
KG e que ela se comporta como a representagdo trivial, pois ps(e) = e, para todo s € G.

Pelo teorema de Maschke (Corolario 1.7.1), se G é um grupo finito e K é
um corpo de caracteristica 0, entao K G é completamente redutivel. Pelo Teorema de
Wedderburn—Artin (Teorema 1.4.2), como KG ¢é de dimensao finita sobre K e se K for

algebricamente fechado, temos que
KG~My(K)® --&® M,, (K). (1.4)

Observamos que este ultimo fato pode ser deduzido sem utilizar o teorema de Wedderburn—
Artin. Mas para os nossos objetivos esta foi a maneira mais rapida e facil para deduzir as

propriedades das quais precisaremos.

Vamos explorar um pouco as propriedades de KG e das representagoes de GG

Proposicao 1.7.1. Sejam G um grupo finito, K um corpo de caracteristica p tal que
p =0 oup nao divide |G| e M um G-médulo irredutivel. Entao M é isomorfo a um ideal

minimal a esquerda de KG.

Demonstracao. Tome m um elemento nao nulo de M e considere a aplicagdo ¢ : KG — M
tal que ¥ (r) = rm. Tal aplicagdo é um homomorfismo de G-médulos e é sobrejetora pois
Y(KG) é um submédulo de M, M ¢é irredutivel e Y(KG) # 0, logo Y(KG) = M. Além
disso, ker(1)) é um submédulo de K G, isto é, um ideal a esquerda de KG, portanto, pelo
Teorema 1.7.1, existe W um G-submoédulo de KG tal que KG = kery) @ W e portanto
M ~ KG/ker¢ ~ W. Como M ¢ irredutivel entdo W é minimal. O
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Proposicao 1.7.2. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado de
caracteristica p tal que p =0 ou p nao divide |G| e seja I um ideal minimal d esquerda de
KG. Entao existe e € I idempotente tal que I = (KG)e.

Demonstracao. Pela Equacao 1.4, um ideal minimal a esquerda de K G deve ser um ideal
minimal & esquerda de alguma das subdlgebras de matrizes. Seja J um ideal minimal a
esquerda de My(K), temos que Jy = J - My(K) é um ideal bilateral e como M,(K) é uma
algebra simples, entdo Jy = My(K). Suponha por absurdo que J? = 0. Neste caso,

2= (T My(K) - J) - My(K) = J2 - My(K) = 0,

impossivel, logo J? # 0.

Entéo, como J? < J é um ideal & esquerda e J é minimal, temos que J* = J
logo existe a € J tal que Ja # 0, mas como Ja < J é um ideal a esquerda nao nulo,

20 = ea e assim

Ja = J. Em particular a € J, logo existe e € J tal que ea = a. Dai, e
(e —e)a = 0. Considere A = {r € J : ra = 0}. Temos que A é ideal & esquerda, e A < J, e
como J é minimal temos A = 0 ou A = J (0 que ndo ocorre, pois e ¢ A), portanto, A = 0.
Como e? —e € A, temos €2 — e = 0, ou seja, e> = e, logo e é idempotente. Como e € J,
Je = J é um ideal & esquerda, e como J é minimal e Je # 0 (pois e = ¢ € Je) entdo

Je=J. O

Ainda, lembrando que os ideais a esquerda de M, (K) correspondem aos su-
bespagos de K™ (um ideal a esquerda de M,,(K) é composto pelas matrizes cujas linhas
estao em um subespaco de K"), temos que um ideal minimal & esquerda (KG)e de KG é
tal que dimg (K G)e = n;, (KG)e aparece n; vezes na composicao de KG e (KG)e estéd

contido num ideal bilateral minimal de dimensao n;.

Novamente usando a Equacao 1.4, temos
Z(KG) = Z(My(K)) @ -+ © Z(My,,(K))

e como o centro de My(K) sdo as matrizes de escalares, temos dimg Z(M, (K)) = 1.

Segue que dimgx Z(KG) = m.

Sejam (1, ..., C; as classes de conjugacao de G e defina o elemento ¢; = Z T €
:ﬂGCi
KG,i=1,...,s em cada uma delas. Note que, para todo g € G, gc;ig ' = ¢; j& que para

cada x € Cj, temos grg~ ' € C;, e a conjugacao é um isomorfismo de grupos. Essas duas

observagoes permitem provar o seguinte resultado:

Proposicao 1.7.3. O numero de componentes simples na decomposicio de KG € igual a

quantidade de classes de conjugacio de G.
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Demonstragao. Pelo discutido anteriormente, temos que m = dimg Z(KG), logo é sufici-
ente provarmos que dimy Z(KG) = s, em que s é a quantidade de classes de conjugagio

de G. Seja = = Z ag9 € Z(KG). Como z esta no centro de KG temos, para todo h € G,
geG

r = haxh ! = Z Ozghgff1 = Z Qp-1gng

geG geG

e comparando os coeficientes temos oy = aj-14;, OU seja, os coeficientes de x sao constantes

nos elementos de uma mesma classe de conjugacao e portanto x é combinacgao linear

de cq,...,cs. Por outro lado, como os elementos que compoem cada ¢; sao distintos,
eles devem ser linearmente independentes. Logo {c1, - ,cs} é uma base de Z(KG) e
dimyx KG = s. ]

1.8 Representacoes de .5, e Pl-algebras

Agora vamos explorar especificamente as representagoes do grupo simétrico S,,.
Nesta secao, consideraremos n € N, o grupo simétrico G = S,,, um corpo de caracteristica
zero K e A = K S,,. Como vimos anteriormente, K S,, é completamente redutivel logo pode
ser escrito como soma de K .S,-mddulos a esquerda irredutiveis. Agora o nosso objetivo é
apresentar uma ferramenta que permite caracterizar todos os K.S,,-modulos irredutiveis:

as tabelas de Young.

Isso vai nos permitir concluir que as representacoes irredutiveis de S,, sobre o
corpo dos racionais Q sao absolutamente irredutiveis. Isto quer dizer que elas permanecem
irredutiveis sob qualquer extensao de corpos; em outras palavras, continuam irredutiveis

sobre qualquer corpo de caracteristica 0.

Nesta se¢ao, o produto de duas permutacoes o, 7 € S,, serd da direita para a
esquerda. Assim, uma agao de S,, no conjunto I, = {1,2,--- ,n} é tal que o(tm) = (o7)m,

para cada m € I,,.

Defini¢ao 1.8.1. Seja A = (ny,--- ,nx) = n uma particio de n. Um diagrama de
Young D, ¢é uma malha (tabela) com ny espagos na primeira linha, ny espagos na sequnda

linha, etc. Por exemplo, se A = (4,3,1), o diagrama D) serd

Defini¢ao 1.8.2. Seja A = (ny,--- ,ng) = n uma particio de n e Dy um diagrama de
Young. Uma A—tabela de Young T) de contetido o = (o, ..., Q) €m que aq+- - -+, =
n € obtida ao preencher a tabela com oy nimeros 1, ag numeros 2, ..., q,, numeros m.

Uma tabela é semistandard se suas entradas crescem (ndo necessariamente estritamente)
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da esquerda para direira nas linhas e aumentam (estritamente) de cima para baizo nas
colunas. Uma tabela é standard se ela é semistandard e de contetdo (1,...,1). Por exemplo,

para a particio A = (4,3,1), uma tabela semistandard de conteido (2,3,1,1) seria:

112[4]
2

leofos]~

A tabela a sequir é standard:

6]7]

|Q>7(®N
| o

Y

e esta ultima € de conteudo (1,...,1) e nao é standard:

112]3]4]
)

6
7]

Definicao 1.8.3. Para uma particio A de n, o grupo simétrico S, age sobre as A-tabelas
de contetido (1,...,1) da sequinte forma. Se uma caiza de T\ contém o nimero k, a mesma
caiza de oTy conterd o nimero o(k), em que o € S,,. Dada uma tabela Ty, denotamos por
R(T\) e C(Ty) os subgrupos de S,, que mantém os elementos de T\ nas mesmas linhas e

colunas, respectivamente. Por exemplo, na ultima tabela apresentada temos

R(T)) = S4(1,2,3,4) ® 55(6,5) ® S, (7)
C(Th) = S5(1,6,7) @ S2(2,5) ® S1(3) ® Si(4)

Observagao 1.8.1. Temos que R(T)) n C(Ty\) = 1. De fato, se 0 € R(Dy) n C(D,),
entdao o nao move nenhum elemento para outra linha e nem para outra coluna, logo deve

fixar cada elemento e entdo o = 1.

O teorema a seguir descreve as representagoes irredutiveis do grupo simétrico
em termos de tabelas de Young. Uma demonstracao para esses resultados pode ser vista

no livro de Curtis e Reiner (1).

Teorema 1.8.1. Seja K um corpo de caracteristica 0, A uma particio de n, T\ uma
A-tabela de conteido (1,...,1), e R(T\) e C(Ty) os subgrupos que permutam as linhas e
as colunas, respectivamente, de Ty. Definimos o elemento e(T) da dlgebra KS,, associado

a tabela de Young T):

e(Ty) = Z sgn(r)oT.

c€R(Ty), TeC(Ty)

Entao temos:

(i) A menos de uma constante multiplicativa, e(Ty) € igual a um idempotente da dlgebra
KS, e gera um ideal d esquerda minimal de K S, (tal ideal é da forma K S, - e(T)

e é um S,-mddulo d esquerda)
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(7t) Se T, € uma tabela associada a wma particao pi, entio K.S, -e(T,) ~ KS, -e(Ty) se

e somente se A\ = L,

(iii) todo S,-mddulo irredutivel a esquerda é isomorfo a algum KS, - e(Ty) para alguma

particio A\ + n.

(iv) Se T\ e T\ sdo duas \-tabelas e seja p € S, tal que T\ = pT, entdo a fungdo
Y KS,-e(Ty) — KS,-e(Ty) tal que(z) = zp~" € bem definida e é um isomorfismo

entre S,,-modulos.

Juntamente com o teorema anterior, o fato de K.S,, ser completamente redutivel

implica o corolario:

Corolario 1.8.1. Seja K um corpo de caracteristica 0, n um ndmero natural e e(T))

definido no Teorema 1.8.1. Temos que
KS, =Y KS,e(T))

em que a soma percorre todas as tabelas de conteido (1,...,1) geradas sobre todas as

particoes de n.

Observacao 1.8.2. No corolario € suficiente tomar a soma apenas nas tabelas standard,

mas nao precisaremos usar esse fato.

Além disso, pelo teorema também obtemos que o ideal bilateral K S,,-e(Ty)-KS,,
que é gerado pelo elemento (7)), é igual a soma de todos os ideais & esquerda minimais

isomorfos a K S, - e(T)). Portanto obtemos outro corolario:

Corolario 1.8.2. Seja K um corpo de caracteristica 0, n um ndmero natural e e(T))

definido no Teorema 1.8.1, temos que
KS, =Y KS,-e(T)) - KS,

em que na soma tomamos qualquer uma das tabelas de conteido (1,...,1) geradas sobre

cada uma das particoes de n.

Por fim, iremos comentar como podemos aplicar a teoria desenvolvida para
obter resultados sobre Pl-algebras. Seja P, o conjunto de todos os polinémios multilineares
de grau n na élgebra associativa livre K(X). Temos que P, admite uma estrutura natural

de S,-médulo, dada pela seguinte acao:

0(2 QG .. Ty) = Z WiTo(iy) - - - Toin)

paracadaoce S,, a;e Kew; ...x; € P,.
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Dada uma PI-algebra A e T o seu T-ideal, temos que P, T é um S,,-submodulo
de P,. De fato, T' é invariante sob todas as substitui¢oes, entao se f(z1,...,2,) € P, T

temos que
o(f(x1,.. . 20) = [(Toq), - - Tom)) € Bu 0T
para todo o € S,,. Assim, dados f, g € P,, f é consequéncia de g se e somente se f € KS,g.

Como ja comentamos, para estudar as identidades polinomiais de uma algebra
A sobre um corpo de caracteristica 0, é suficiente considerar apenas as identidades
multilineares satisfeitas por A. Assim podemos estudar P, n T'(A) como um S,-médulo
usando a teoria das representagoes do grupo S,. Por bem da verdade, na maioria das vezes
estuda-se o quociente P,/P, n T(A). Os principais motivos para isso veremos na proxima

secao.

1.9 Codimensoes e o Teorema de Regev

Nesta se¢ao apresentaremos o Teorema de Regev sobre o produto tensorial de
PI-algebras. A exposicao é baseada na prova de Latyshev que se encontra no livro de
Drensky (2), mas usamos uma demonstragao para o lema combinatério um pouco diferente

da presente no livro.

Definicao 1.9.1. Se T' é um T-ideal de K{(X), definimos T,, = P, n'T e a n-ésima
codimensdo c,(T) de T como a dimensao do espago vetorial P,/T,, isto €, c,(T) =
dimg (P,/T),).

Definicao 1.9.2. Uma permutagdo w € S, é d-boa se nao possui subsequéncias decrescentes
de tamanho d, isto €, se os inteiros 1 < iy < iy < -+ < i, < n sao tais que w(iy) > w(iz) >

<> 7(ig), entao k < d.
Exemplo 1.9.1. Paran =6 e
1 23 456
m =
53 2 416
a maior subsequéncia decrescente tem tamanho 4 (=5—3—2—1), e portanto w € 5-boa e

6-boa.

Teorema 1.9.1. O nimero de permutagdes d-boas de S, é menor ou igual a (d — 1)*".

Demonstragio. Seja o € S,, uma permutacao. Para cada i = 1,2,...,n defina D(i) como o

tamanho da maior subsequéncia decrescente que comeca no ¢-ésimo elemento. Por exemplo,

1 23456
g =
45 316 2

paran =6 e
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1 23 456
D= .
(332121)

Note que o é d-boa se e somente se D(i) < d para todo i. A quantidade de fungoes D tais

temos que

que D(i) < d para todo i é igual a (d —1)", porém é possivel que mais de uma permutagao

corresponda a mesma fungao D, por exemplo,

, 1 23456
° - ( 46315 2 )
corresponde a mesma D citada anteriormente. Porém, dada uma funcao D, o nimero de
maneiras de reconstruir o ¢é limitado pelo seguinte: Se i < j e D(i) = D(j) entdo o (i) < o(j).
De fato, se i < j e o(i) > o(j), entdo é possivel construir uma sequéncia de tamanho
D(j) + 1 adicionando o i-ésimo elemento a maior subsequéncia decrescente que comega no
j-ésimo elemento e assim D(i) > D(j). Logo, para cada k = 1,2,...,d — 1, a subsequéncia
formada pelos elementos com D(i) = k é crescente. Isso significa que a reconstrucao da
permutacao é completamente definida pela particio do conjunto {1,2,...,n} nas d — 1
sequéncias. O nimero de partigdes é limitado por (d — 1)" (pois para cada {1,2,...,n},
basta escolher uma das d — 1 sequéncias). Nem todos os pares compostos por uma fungao
D e uma partigao de {1,2,...,n} sdo validos (podendo até gerar uma permutagao, mas
cujo D nao corresponde aos valores esperados), porém cada permutacao d-boa gera um par

diferente. Logo o niimero de permutacdes d-boas de S,, é menor ou igual a (d — 1)*". [

Teorema 1.9.2. Se R é uma Pl-dlgebra e o T-ideal T de R contém wma identidade
polinomial de grau d, entdo o espago vetorial dos polinomios multilineares de grau n em

K{(X) é gerado, mddulo T, pelos monémios Tr(1) ' Tr(n) €M que ™€ Sy, € d-boa.

Demonstracio. Como T contém uma identidade polinomial de grau d, ele contém uma
identidade multilinear de grau d. Sem perda de generalidade, podemos assumir que R

satisfaz uma identidade da forma

TgTg 1+ T = Z QoTo(1) " * To(d)s
€Sy

em que a, € K e a soma percorre todas as permutacoes diferentes da permutacao 6 € Sy

5 1 2 ...d—1d
d d—1 ... 2 1]

Iremos trabalhar em P,(R) = P, /T,, isto é, o espago vetorial dos polindmios multilineares

definida como

de grau n moédulo as identidades polinomiais de R. Defina G4 como o conjunto de
todos 0s MONOMIOS Ty(1) * * * To(n) € P,(R) tais que a permutagao o € S,, é d-boa. Vamos
mostrar que G4 gera P,(R). Considerando a ordem lexicografica dos mondmios (isto é,

Ty Tiy =+ + Ty, < TjTj, =+ Ty, S€ € somente se i1 = Ji, lg = Jo, ..., g = J € lgr1 < Jpt1 pPara
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algum k), defina h = Tr(1) " * Tr(n) COMO O Menor mondmio que nao estd no espago vetorial
gerado por Gy. Entao, por defini¢do, 7 tem uma sequéncia decrescente de tamanho d, isto

é, existem iy < --- < i4 tais que (i) > -+ 7(iq) e portanto podemos escrever h na forma
h = hoZr@iyh1Trgiyhe -+ - ha1Txg ) ha.

Aplicando a identidade polinomial de grau d usando Ty = T h1, Ta—1 = Tr@n)h2, ...,

Ty = Tr(iy_) a1, T1 = Tr(iyha obtemos

h=hy (Tq--T1) = Z QohoTo) ** * To(a)

O'ESd
= D, o hoTai )o@ Tt )o@ 1) Tatipho)
a’eSy
em que 0'(i) = d+ 1 —o0(d+1—1). Como 7(i;) > --- > 7(ig) e a soma percorre as
permutacoes diferentes de ¢, temos que todos os mondémios da tltima soma sao lexicogra-
ficamente menores que h, e portanto devem estar no espago gerado por Gy4. Portanto h

também estd no espago gerado por G4, absurdo. Concluimos que G4 gera P,(R). ]

Dos dois teoremas anteriores temos que:

Corolario 1.9.1. Seja R uma PIl-dlgebra com uma identidade polinomial de grau d. Entao
a codimensdo de R satisfaz c,(R) < (d—1)*",n=0, 1, 2, ...

Observamos aqui que dim P, = n!. O teorema de Regev nos diz que se R é
uma Pl-algebra entao dim(P,/P, n T(R)) < ¢" para todo n, onde ¢ é alguma constante.
Assim, as codimensoes de uma PI-dlgebra tém crescimento exponencial mas nao fatorial.
Por outro lado, se R é uma PI-dlgebra entdao as dimensoes de P, n T'(R) crescem muito
rapido, mais que qualquer funcao exponencial. Portanto, ao invés de estudar as identidades
multilineares de uma algebra, é “mais facil” estudar as “nao-identidades”, isto é, os
elementos de P,/P, n T'(R).

Agora vamos demonstrar o teorema de Regev sobre o produto tensorial de

PlI-algebras.

Teorema 1.9.3 (Regev). O produto tensorial R = Ry ®k Ry de duas Pl-dlgebras Ry e

Ry sobre um corpo K é também uma Pl-dlgebra.

Demonstracao. Suponha que Ry e R, satisfazem identidades polinomiais de grau d; e ds,

respectivamente. Entao, pelo Corolario 1.9.1,

cn(Ry) < (dy — 1)) ¢, (Ry) < (dy — 1),
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Escolhemos n tal que ¢,(Ry)c,(R2) < nl. Isso sempre é possivel pois a" < n! para n

suficientemente grande. Sejam

{gi(x1, .., xn) | 1=1,2,...,c = ¢, (Ry)},
{hj(z1,...,20) | J=1,2,...,c" = c,(Ra)}

bases de P,(R;y) e P,(Ry), respectivamente. Para toda permutagao m € S,, consideramos

Tr(1) " " Tr(n) COMO um elemento de P,(R;) e o escrevemos como uma combinagao linear

Tr(1) " Tr(n) = Z Bﬂigi(xla s 7xn)
=1

em que 3, € K. Da mesma forma, para P,(Rs)

Tr(1) " Tr(n) = Z ’77r] xh sy L )

em que V., € K.

Note que as duas equagoes acima sao identidades polinomiais de R; e Ry, isto
é, elas sdo automaticamente satisfeitas para quaisquer uq, ..., u, € Ry e vy, ..., v, € R,
respectivamente. Agora nds procuramos por uma identidade polinomial de grau n para o
produto tensorial R = R; ® Ry de K-algebras. Seja

flae, .. 2p) = Z ExTr(l) " Trn) = 0

TESH

a identidade polinomial de R que procuramos. Como f = 0 é multilinear, é suficiente
mostrar que ela é valida para u; ® vy, ..., u, ® v, arbitrarios, em que uq,...,u, € Ry e

U1, ..., € Ry. Calculando f(u; ® vy, ..., u, ® v,) obtemos

f(ul QUL U @ Un) = Z gﬂ(uw(l) & Uﬂ(l)) T (uﬂ'(n) & Uﬂ'(n))

TESH

= Z gw(uw(l) T uﬂ'(n)) X (Uﬂ'(l) oo uw(n))

TESH

= Z Z Z gﬂ/Bﬂ’i/Yngi(ul7 CIE 7un)hj(u17 CIE aun)

7€S, i=1i=1
c C//
= ZZ( Z fﬂﬁmfyﬂj)gi(ul, . ,un)hj(ul, e ,Un) = O
i=1i=1 meS,
Assim, consideramos o sistema linear homogéneo
Z gﬂ'ﬂmfyﬂ'j =0
TESH

emquet=1,....c ej=1,...,c" A quantidade de varidveis &, é n! e a de equacoes
é d'd" = ¢, (R1)cn(Rs) < nl, portanto o sistema tem uma solu¢ao nao nula. Tal solugao

corresponde a uma identidade polinomial para R = R; ® R». O
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Faremos um comentario sobre a importancia do teorema de Regev. Ele pro-
videncia uma maneira bastante natural (mas nao trivial) de construcao de PI-algebras
a partir de dlgebras dadas que sdo também PI-adlgebras. Além disso tal maneira nao é
evidente como por exemplo o caso de somas diretas finitas ou subdlgebras. Ainda mais,
a demonstragdo acima mostra a importancia dos métodos provenientes da combinatoéria
algébrica para o estudo das PI-4lgebras. Ressaltamos aqui que as identidades da 4lgebra
de Grassmann FE sdo bastante imediatas para descrever, enquanto ainda as de £ ® E sao
altamente nao triviais. Mais um exemplo: as identidades de My(K') em caracteristica 0
sdo bem conhecidas, mas as de My(K)® E =~ M,(FE) ainda ndo sdo conhecidas apesar dos
esforcos de diversos pesquisadores. Por outro lado o teorema de Regev nos diz que essas

algebras satisfazem identidades polinomiais.

1.10 Algebras com traco e identidades com traco

Uma das dlgebras mais importantes ¢ a algebra das matrizes M, (K), entdo é
natural se perguntar quais sao as identidades polinomiais que ela satisfaz. Como vimos no
Exemplo 1.5.2, uma algebra de dimensao finita ¢ uma PI-algebra. Entao, em particular,
a algebra das matrizes M, (K) é uma Pl-dlgebra que satisfaz a identidade standard
Spz.+1. Porém, esse nao é o menor m tal que M, (K) satisfaz s,,. Em 1950, Amitsur e
Levitzki (13) demonstraram que M, (K) satisfaz so, e também que nao satisfaz sg,_1,
nem qualquer outra identidade de grau menor que 2n. Eles ainda provaram que exceto o
caso em que n = 2 e K é o corpo de 2 elementos, s5, € a Unica, a menos de multiplo por
escalar, identidade de M,,(K). Nesta secao iremos explorar algumas definigoes, citar alguns
resultados relacionados com as identidades da algebra de matrizes M, (K) e apresentar

uma demonstracao do teorema de Amitsur—Levitzki.

Vamos comegar definindo o polindmio de Cayley—Hamilton. Pelo teorema de
Cayley-Hamilton da Algebra Linear elementar, uma matriz y € M, (K) satisfaz o seu

polinémio caracteristico p(\) = det(AI,, —y). Podemos reescrever tal polinémio da seguinte

forma N
det(AL, —y) = Y (=1 'oi(Ar, ..., M)A
i=0
em que A, ..., \, sd@o os autovalores de y (no fecho algébrico de K, contados com sua

multiplicidade), e o; sdo os polindmios (comutativos) simétricos elementares. Note que tal
polinébmio nao é uma identidade polinomial de M, (K') pois os coeficientes dependem da
matriz y. Porém, em caracteristica 0, podemos usar as identidades de Newton para obter
os polindmios simétricos elementares a partir das somas de poténcias A¥ 4 - - -+ \F = tr(a¥),

k=1,...,n e assim existem g; tais que

gi( Ay An) = gi(tr(y), ..., tr(y™))
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e portanto podemos escrever o polindomio caracteristico na forma

i Vgltr(y), .., ey (15)

Este ultimo polindémio pode ser considerado como um polindémio em uma variavel y, com
coeficientes constantes, se permitirmos o traco na defini¢do do polinémio. Analisando o
grau do polindmio caracteristico e das identidades de Newton, podemos observar que ele
é homogéneo de grau n em y. Denotaremos tal polindmio por f,(y). Com isso f,(y) é,
de certa forma, uma identidade polinomial da &lgebra de matrizes M, (K). Um resultado
importantissimo obtido independentemente por Razmyslov (9) e Procesi (18), é que toda
identidade polinomial com trago de M, (K) é consequéncia de f,(y). Iremos detalhar um

pouco mais este argumento.

Primeiramente, vamos definir a algebra das matrizes genéricas, que ¢é a algebra
relativamente livre da variedade das dlgebras que satisfazem as identidades polinomiais de

M, (K) em que K é um corpo infinito.

Fixamos n > 2 e denotamos por 2 = (), a K-algebra dos polinémios em

infinitas varidveis comutativas

Q [ypq|p7q_1 ,221,2,]

Aqui denotaremos por e;;,1 < 4,7 < n, as matrizes que possuem 1 na entrada da i-ésima

linha e j-ésima coluna, e 0 nas demais.

Definicao 1.10.1. As matrizes n x n com entradas em €2,
Z ypq €pq
p,g=1

em que i = 1,2,... sdo chamadas de matrizes genéricas n x n. A dlgebra R, gerada

pelas matrizes genéricas n x n € a dlgebra das matrizes genéricas n x n.

A demonstragao para o fato que R, é relativamente livre pode ser encontrada no

livro de Drensky (3) (Proposigao 1.3.2). Agora vamos definir mais dois objetos relacionados:

Definicao 1.10.2. A dlgebra com tracgo pura C,, é a subdlgebra unitaria de (), gerada

por todos os tracos dos produtos de matrizes genéricas

tr(Yiy - Yirn)

em que i; = 1,2,... em = 1,2,.... Identificando a matriz identidade com 1, podemos
assumir Q, < M, (£,) e definir a dlgebra com trago T, como a dlgebra gerada pelas

matrizes genéricas yy,Ys, ... e 0s elementos de C,.
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Denominamos os elementos da algebra com traco 7,, de polinémios com
traco. De forma similar aos polinomios ordinarios podemos definir o grau de um mondémio
em relagao a variavel y; como o nimero de vezes que ele aparece na sua representacao e
usar as defini¢oes similares de multigrau e de polinémio multilinear. Aqui podemos notar
que o grau esta bem definido pois podemos considerar os polinémios com trago como o
produto tensorial K{(X)® C,,. Se f(y1,¥2,-..,y) é um polindmio com trago, dizemos que
f =0, ou simplesmente f, é uma identidade com traco para a algebra de matrizes n x n

se f(ai,...,an,) =0 para todo ay,...,a, € M,(K).

Agora vamos enunciar o resultado obtido por Razmyslov e Procesi.

Teorema 1.10.1. Seja K um corpo de caracteristica 0. Entdo toda identidade polinomial

com trago da dlgebra das matrizes M, (K) é consequéncia do polinémio de Cayley-Hamilton.

Este resultado é obtido a partir do seguinte teorema, conhecido como Segundo

Teorema Fundamental sobre Invariantes de Matrizes.

Teorema 1.10.2 (Segundo Teorema Fundamental sobre Invariantes de Matrizes). Seja
K um corpo de caracteristica 0. A cada permutagdo o € S, escrita como produto de ciclos

disjuntos sem omitir ciclos
o="(i1...9) - (J1---Jq),
associamos uma func¢do trago
tro (X1, ..., @n) = tr(ag, - ay,) - tr(xy, - x,).

Entao

(i) Seja f um polinémio com trago multilinear de grau m

flzy,... x,) = Z o tro(T1, ..o )

oESm

em que o, € K. Entao f =0 é uma identidade com traco para a dlgebra de matrizes

>

0ESH

n X n se e somente se

estd no ideal bilateral J(n,m) da dlgebra de grupo KS,, gerada pelo elemento
Z sgn(o)o
0€Snt1

em que n < m e identificamos o grupo S,+1 agindo sobre 1,...,n+1 com o subgrupo

de S,, que age sobre 1,....m e fiza os elementos n+2,....,m
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(7i) O ideal bilateral J(n,m) de KS,, é uma soma direta de ideais bilaterais minimais de
K S,, que correspondem as particoes X = (A1, ..., \m) com pelo menos n + 1 partes,

isto €, tais que A\,11 # 0.

Podemos verificar diretamente que a identidade com trago fundamental

Z sgn(o) try(z1,...,Tpy1) =0

O’GSn+1

¢ obtida a partir da linearizacao total da identidade tr(f,(y)z) = 0. Além disso, como
tr(zz) é uma forma bilinear ndo degenerada, a identidade com trago fundamental e f,(y)
sao equivalentes. Vamos ilustrar esses fatos para o caso das matrizes de ordem 2. Neste

caso, o polinomio de Cayley—Hamilton é

faly) = y* — tr(y)y + det(y) = 0.

Temos que, para matrizes de ordem 2, det(y) = (tr*(y) — tr(y?))/2, assim

Fay) =y* — tr(y)y + ;(trz(y) —tr(y*)) = 0.
Linearizando esta ultima expressao obtemos
(w1, x9) = 129 + a1 — tr(21) 22 — tr(Te)xy + tr(xy) tr(xe) — tr(zi2e) = 0.
Entao obtemos a identidade com trago fundamental considerando tr(¢(xy, z2)x3):

tr(Y(xy, x2)xs) = tr(x1waxs) + tr(zaxixs) — tr(xy) tr(xews) — tr(xs) tr(zyx;)
+ tr(xy ) tr(zg) tr(zs) — tr(zyze) tr(xs)
= Z sgn(o) tr, (x1, xe, x3) = 0.

0653

Por fim vamos demonstrar o Teorema de Amitsur—Levitzki, em caracteristica
0, usando identidades com trago. A demonstracao que apresentaremos foi obtida por
Razmyslov (9) e consiste em provar que o polindmio standard sy, é consequéncia do

polinémio de Cayley—Hamilton, e portanto a dlgebra das matrizes M, (K) satisfaz so,.

Teorema 1.10.3. Seja K um corpo de caracteristica 0. Entdo, a dlgebra de matrizes

n x n, M,(K), satisfaz a identidade multilinear sap,.

Demonstracao. Primeiramente vamos verificar que s, é consequéncia de y". A linearizacao

total de y" resulta no e,(yi,...,y,) da Definicdo 1.6.2. Substituindo as variaveis por
comutadores y; = [T2;_1,T2;)] = T2;_1%9; — Tox9;_1 € tomando a soma antissimétrica
obtemos:

Z sgn(o)o(e,([x1,22], ..., [Ton_1, T2n]) = BSon

O'GSQn
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em que o age permutando as variaveis. Podemos verificar que g = n!2" # 0, e portanto

Son, € consequéncia de y".

O mesmo argumento pode ser usado para o polinomio de Cayley—-Hamilton f,,

2

ro+-F+re=n

notando que

Qg ¥t (Y™) -t (y™) (1.6)

em que ¢t = 1, 0s rp sao inteiros nao negativos, ri,...,7; sao inteiros positivos € Qg ry .. r,
sao coeficientes racionais; e que as somas antissimétricas de cada um dos termos de f,(y)

diferentes de y" € 0, ou seja,

Z sgn(o)o(agtr(ay) - --tr(ay)) =0

o€Soy,

em que dao, . . ., a; sa0 palavras nas variaveis y; = [z2; 1,22 € que ag - - - a; tem grau 1 em

relacao a cada y;. Esse ultimo fato ocorre pois, definindo r; como a quantidade de termos

Y1, ---,Yn em cada a;, podemos dividir os termos do somatério em somas do tipo

Sorg tT(S2py )+ + - t1(S2p, ).

Como tr(ab) = tr(ba) para quaisquer matrizes a,b € M, (K) entao tr(sg,) =0

para todo m inteiro positivo.

Por exemplo, tome n = 3 e o termo x1x5 tr(z3x42526). Considerando as permu-
tacoes de Sg que levam as variaveis x5 e x5 em 1 € To, 0 somatério dos termos relacionados

é igual a so(ws, ) tr(sy(xy, xo, 23, 14)) €

(tr(zywoxsny) — tr(xgximows)) + (br(r3xyxime) — tr(zowsrany

tr(34(I17 T2, T3, $4)) =
— (tr{x1xox43

tr{xix3romy

+ o+

tr{r1x4T023

tr(xrsr1Toxy

tr(xryx12379

tr(rsr1T429

trixyrsxrixs

tr(xoxr3ri2y

tr(xoxsx321

tr(rszor3ey

) ) - )
) — (tx( ) — t( )
) — (tr(zozyzi23) — tr(xszemyzy))
) + (tr(zamomis) — tr(w3mymary))
) + (tr( ) — tr( )
) — (tx( ) =t )

)
(tr ) — tr( )
(tr ) — tr( )
(tr(x1w3zy2s) — tr(voxixsmy)
(tr ) — tr( )
(tr( ) — tr( )

— (tr(x1x4x379 tr(roxr1T4T3 tr(r3Tor124 tr(ryx3To1

0

Portanto os termos nao nulos da soma antissimétrica de f,, sdo obtidos apenas de y" e

portanto ss, é consequéncia de f,,. n

Para concluir o teorema, vamos verificar que m = 2n é o menor valor tal que
M, (K) satisfaz s,,.

Teorema 1.10.4. Seja K um corpo. Entdio, a dlgebra de matrizes n x n, M,(K), ndo

satisfaz identidades multilineares de grau menor que 2n.
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Demonstracdo. Note que as matrizes e;; satisfazem e; e = 016, em que dx; € o delta de
J J 7 )

Kronecker (dx; = 1 se k =1 e d = 0 caso contrario).

Se uma &algebra satisfaz uma identidade de grau d, entao ela satisfaz uma iden-
tidade multilinear de grau no maximo d. Mostraremos que M, (K) nao satisfaz identidades
multilineares de grau 2n — 1. Seja f um polinémio multilinear nao nulo de grau 2n — 1

escrito da seguinte forma

f(xh B 71:271—1) = QTy...Typ—1 T 2 UgTy(1) """ To(2n—1)
0€San—1
em que Sy,_1 age sobre {1,2,...,2n—1}, a, € K, a € K e o percorre todas as permutagoes

exceto a identidade. Podemos assumir sem perda de generalidade que « # 0 pois f # 0,

caso contrario podemos aplicar um homomorfismo que permuta as variaveis de f. Entao

tomando ;1 = ey, para i =1,...,n € Ty = €11y, parat=1,...,n—1:
f(e11, €12, €22,€93, ..., €n1n—1,En—1m; Enn) = €1y, + Z o0 = aey, # 0
0€San_1
e portanto f nao é uma identidade de M, (K). O

Este ultimo teorema tem o nome “Lema sobre a escada”. Tal nome pode ser
justificado facilmente, desenhando numa matriz as posi¢oes dos elementos e;1, €12, €29, €a3,

. e observando que ligando-as obteremos uma “escada”.
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2 Algebras Nil e Nilpotentes

2.1 Comentarios

O objetivo desta dissertagao é explorar resultados sobre as condi¢oes sob as
quais uma algebra nil é nilpotente. Na sua versao mais geral a implicacao é claramente
falsa, basta, por exemplo, tomar a élgebra comutativa (sem unidade) dos polindémios nas
varidveis ,, s, . .., e considerar o quociente pelo ideal gerado por 22, 22, .. .. Essa 4lgebra
é nil: o quadrado de todo monomio é igual a 0 e se um polinémio a tem m termos, entao
a™" é composto por termos em que pelo menos um dos mondmios repete, logo a™ ! = 0.

Ela nao é nilpotente, pois os produtos zixs - - - x,, sdo nao nulos para todo n.

Logo precisamos de restri¢oes adicionais. Uma direcao é considerar um limite na

quantidade de geradores. Em 1941, Kurosh formulou o seguinte problema sobre algebras:

(Problema de Kurosh) Seja A uma édlgebra associativa finitamente gerada
em que todo elemento de A é algébrico. A algebra A tem dimensao finita? Em

particular, se A for nil, ela sera nilpotente?

O problema de Kurosh é o analogo para anéis do problema de Burnside sobre
grupos proposto em 1902. Porém, em 1964, Golod e Shafarevich deram um contra-exemplo
para ambos os problemas, o qual apresentaremos na se¢ao 2.3.

Entao podemos considerar algebras em que todo elemento é algébrico com um
grau limitado n. Neste caso, temos que para todo elemento a € A, os elementos 1, a, a?,
..., a" sao linearmente dependentes, e portanto a algebra A deve satisfazer a identidade de
algebricidade (veja a Observagao 1.5.2). No caso de élgebras nil de indice limitado, temos
que ela é uma Pl-algebra que satisfaz a identidade 2™ = 0. Logo faz sentido considerarmos

o problema de Kurosh para PI-algebras:

(Problema de Kurosh para PI-algebras) Seja A uma Pl-dlgebra associa-
tiva finitamente gerada em que todo elemento de A é algébrico. A dlgebra A

tem dimensao finita? Em particular, se A for nil, ela sera nilpotente?

Para este problema a resposta é positiva e foi provada por Levitzki (17) para
algebras nil e por Kaplansky (15) no caso geral. As demonstragoes originais utilizam a
teoria estrutural de anéis e podem ser encontradas no livro de Herstein (4). Porém iremos
apresentar na secao 2.2 uma demonstracao para ambos os teoremas como consequéncia do

Teorema de Shirshov.
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2.2 Teorema de Shirshov sobre a altura

Nesta secao iremos explorar o teorema de Shirshov sobre a altura, e como ele
pode ser usado para provar os teoremas de Levitzki e de Kaplansky, dando uma resposta
positiva para o problema de Kurosh no caso de algebras com identidades polinomiais. E
uma demostragao bastante interessante pois usa argumentos combinatoérios para produzir
um resultado profundo sobre a estrutura das algebras. Vamos usar como referéncia
principal o livro de Drensky e Formanek (3), apresentando uma forma simplificada de

uma demonstragao dada por Belov.

Vamos fixar o nimero m de geradores de uma algebra associativa livre. Seja
W = (xy,x9,...,2y) 0 conjunto de todos os monoémios (palavras) em K{X,,>. W é o
mondide livre gerado por m geradores. Para w = x;, x4, - - - x;, € W denotamos por |w| o

comprimento (ou grau) de w. Denotaremos a palavra vazia por 1.

Definicao 2.2.1. Definimos uma ordem parcial em W, assumido que as letras do alfabeto

tém uma ordem x1 < Ty < -+ < X, que estendemos para W da sequinte maneira:
LiyLig *+ Ly > Ljy Ty ** T

q

se e somente se iy = J1, o = Jo, -, g = Jk € tky1 > Jrr1 para algum k = 0. Note que
duas palavras u e v sao incompardveis se uma € o inicio da outra, isto €, u = vw para
algum w e W, w # 1. Um subconjunto finito de W é dito incompardvel se contém duas

palavras incompardveis.

Definicao 2.2.2. Uma palavra w e W € dita d-decomponivel se pode ser escrita da forma
W = Wowq * * - WgWq41
(em que as palavras wy e wqy1 podem ser vazias) e
WoW1 * * * WqW41 > WolWe(1) * * * We(d)Wd+1

para toda permutacdo nao trivial o € Sy.

Por exemplo,
W = ToX1T3TaT1Tox3T1TaTa®1 = (T221)(X3Lom122) (X321 22) (T 427)

é uma 2-decomposicao, com wy = T € wy = ruxr1. A palavra w também possui uma

4-decomposi¢ao:
w = (xom1)(T3x22129) (T371) (Towy) (1), Wo = Ta21, w5 = 1.

Lema 2.2.1. Se w € W pode ser escrita como w = pq = rp, para v, p, q palavras ndao

vazias, entdo w é da forma a™ ou abab- --aba = (ab)" 'a, para a, b #1 en > 1.
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Demonstragio. (i) Se |p| < |r|, entdo r = pb e assim w = pbp, logo tome a = p e temos

w = aba.

(ii) Caso contrério, se |p| = |r|, entdo p = rp;. Logo w = rp1q = rrp; e p1q = rp;. Se
|| < |p1|, entdo p; = rpy e da mesma forma pyq = rpe. Continuando esse processo
obteremos pr = rpri1 € Pr+1q = TPr+1, €M que |pri1| < |r|. Temos dois casos para

considerar:

(a) prs1 = 1, entdo p = r*! e w = r*? = "2 se tomarmos a = r;

(b) pry1 # 1, entdo pri1g = rpri1 € |pre1| < |r|, que cai no caso (i), logo a = pyy1,

r=abep= rkakH e portanto

w = Tk+2pk+1 _ (ab)k+2a.

Todos os casos foram considerados e o lema foi demonstrado. O

Lema 2.2.2. Seja

V= Wywwi1wwsy * + - WWg—1WWq

uma palavra tal que a subpalavra w tem d subpalavras compardveis distintas. Entao v é

d-decomponivel.

Demonstracao. Seja w = avib;, i = 1, ..., d, e vy > vg > -+ > v;. Entao v tem a

d-decomposigao:
v = (woay)(vibiwias)(vabawzaz) - - - (Va—1ba—1Wa-1a4)(vVaba)wa.
Isso mostra que v é d-decomponivel. O

Lema 2.2.3. Sejam p e q duas palavras compardveis. Entdo a palavra w = p* 'q contém

d subpalavras compardveis.

Demonstracao. Se p > ¢, temos que pd’lq > pd’Qq > .-+ > pq > q. Caso contrario, p < ¢

eplg<pTlg < <pg<yq O
Definigao 2.2.3. Seja w € W tal que |w| = d. Podemos escrever
W = W1 = €W9e = * -+ = €eqWq

em que e; € um inicio de w e |e;] =i — 1. Logo |w;| = |w| —i+ 1 e chamamos as palavras

wy, Wa, ..., wy de d-fins de w.

Lema 2.2.4. Seja |w|
em que |a| + 10| < d, t

> d e suponha que 0s d-fins de w sdo incompardveis. Entio w = ab'c,
>1eouc=1 ouc éum inicio deb. Se |w| = dk, entao t =k e,

em particular, w contém uma subpalavra b* tal que b < d.
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Demonstragio. Sejam w; e w; dois d-fins de w incomparéveis, ¢ < j. Entao w = aw;
e w = abwj, e portanto w; = bw;. Como w; e w; sao incomparaveis, w; = w;u e pelo
Lema 2.2.1 (pois w; = bw; = wju) temos que w; = b'c, em que ¢ = 1 ou ¢ é um inicio de b,
e portanto w = aw; = ab'c. Como w = abw, |a| + |b| = j — 1 < d . Agora, se dk < |w|,

entao
dk < Jw| = la| + [b] + (t = D)|b| + || < d+ (t — D)|b] + |¢| < d + t|b] < (t + 1)d,
o que implica k < t. O

Lema 2.2.5. Seja w e W tal que |w| = kd. Se w ndo contém uma subpalavra b*, |b| < d,
entdo w = vu, os d-fins de v sGo comparaveis e v pertence a um conjunto finito S cuja

cardinalidade |S| € limitada por

S| < s(d, k) = (Z) (k —1)m?.

Demonstracao. Se os d-fins de w sao incomparaveis, entao pelo Lema 2.2.4 a palavra
w contém uma subpalavra b, |b| < d. Portanto os d-fins de w sd@o comparaveis. Seja
v um inicio de w de comprimento minimo tal que os d-fins de v sdo comparaveis. Pela
Definigao 2.2.3, |v| = d. Seja v = gz, em que x é uma letra. Entdo ou |¢| < dou |q| = d e
os d-fins de ¢ sdo incomparaveis. No segundo caso, pelo Lema 2.2.4, temos q = a(cb)’c,
em que ¢,b# 1, |a| + [b| +|c|] <det=10uqg=ab,em queb##1elal+ b <d. O caso
t > k é impossivel pois w contém v, logo contém (be)’ e |be| = |b] + |c| < d. Entdo t < k.
Podemos considerar o primeiro caso (|¢| < d) incluido na contagem do caso ¢ = ab’ em

que t = 1 (Note que no segundo caso deveriamos ter ¢ > 1, sendo |¢| = |a| + |b] < d).

Denotaremos por S o conjunto das palavras que podem ser escritas da forma
v=alch)cxemqueb#1,1<t<k—1,|a|+|b| +|c|] <d—1ealetra z é diferente da

primeira letra de b.

Vamos encontrar um limite superior para a quantidade de palavras. Seja

[ = |a| + 10| + |c|. Para um ntmero [ fixado, a quantidade de ternas de inteiros nao negativos
[+1
(lal, 0], |c|) tais que |a| + |b| +|c| =1le |b| =1 ¢ ( ; ) (Substituindo |b| = B + 1, temos

la| + B+ |¢| =1 —1 com |al, B, || inteiros ndo negativos, cujo nimero de solugoes é dado

bor (l—12+2)>.

Temos entao m possibilidades para cada uma das [ letras de abc, k — 1

possibilidades para o expoente t e m — 1 possibilidades para a letra z, totalizando

1
<l —; >ml(k‘ — 1)(m — 1) para cada I. Somando para todo | obtemos:

i<tk (15 < <k—1>(§)<m—1>§m’ < - (5)n

=1

Com isso terminamos a demonstracao. O
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Agora vamos fazer alguns comentarios sobre a estratégia geral da demonstracao.
O queremos ¢, de alguma forma, limitar o comprimento uma palavra que seja nao d-
decomponivel. Para tanto, a ideia é verificar que se uma palavra for grande o suficiente,
ela conterd uma subpalavra w que contém d subpalavras comparaveis e que aparece
d vezes (disjuntas mas nao necessariamente consecutivas). Podemos tomar uma dessas
subpalavras comparaveis em cada uma das ocorréncias da palavra w de forma a obter d
subpalavras disjuntas em ordem decrescente. Entao, pelo Lema 2.2.2, a palavra original

seria d-decomponivel.

Para obter a palavra w temos que tratar dois casos de forma paralela: se w
contém uma subpalavra b* podemos usar o Lema 2.2.3 e obter d subpalavras comparéveis.
Por outro lado, se w nio contém uma subpalavra b*, em que |b| < d, pelo Lema 2.2.5 entéo
w terd d subpalavras compardveis (os d-fins de w). Em ambos os casos, a palavra w nao
pode aparacer d vezes na palavra original, o que limita o comprimento da palavra original.

Vamos detalhar esse argumento a seguir:

Teorema 2.2.1. (Belov) Seja w uma palavra no semigrupo livre {xy,...,Tymy, m > 1 e
sejam k e d inteiros fixados tais que k = d > 1. Se a palavra w nao é d-decomponivel,

entdo w pode ser escrita na forma

w = couite v ke,

em que

d*k2m?

o] < d,k; = ke <dm, ol < dks(d, k) + dk(r +1) < —
=0

as palavras v; e ¢; ndao tem inicio comum e, se ¢; = 1, entao v; e v;y1 nao tém inicio

comum. Aqui s(d, k) é o mesmo do Lema 2.2.5.

Demonstragdo. Se |w| < d*ks(d, k), entdo podemos assumir ¢y = w e o teorema é valido.

Caso |w| > d*ks(d, k), entdo podemos escrever w como
W = U1TW1UW3 ~ * - U WUt 41,

em que t = ds(d, k), |w;| = kd e os u; sdo arbitrarios. Se nenhuma palavra w; contém uma
subpalavra b*, |b| < d, entdo, pelo Lema 2.2.5, w; = v;z;, em que v; pertence ao conjunto S
definido no mesmo lema e v; contém d subpalavras comparéveis. Como t = ds(d, k) = d|S]|,
existe algum v; que aparece pelo menos d vezes em w, e pelo Lema 2.2.2, a palavra w é

d-decomponivel, absurdo.

Portanto alguma subpalavra w; (e portanto w) contém uma subpalavra v,
b < d. Seja cg o inicio de w de comprimento minimo dentre os inicios tais que w = covi wy,

em que |v1| < d, ky = k e as palavras v; e wy; nao tém inicio comum. De fato, sempre
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podemos ter v; e wy sem inicio comum pois tome uma apresentacao w = cov’flwl qualquer.
Denotando vy = pq e wy = pr, em que ¢ e r nao tém inicio comum, basta tomar
w = cop(gp)™r, e entdo gp e r ndo terdo inicio comum. Prosseguindo, se w; tiver uma
subpalavra b*, |b| < d, podemos fazer o mesmo procedimento, obtendo w; = 01v§2w2, em

que vy € ko nao tém inicio comum. Continuando enquanto for possivel teremos, no final:

w = couitevh? - ofre,
em que |v;] < d, k; = k, ¢; ndo tém subpalavras da forma b*, |b| < d, e ou v; e ¢; ndo
possuem inicio comum ou ¢; = 1 entao v; e v; ;1 nao tém inicio comum. Entao w contém

d—

r — 1 subpalavras v~ 'z; disjuntas, i = 1, ..., r — 1, em que z; é uma letra diferente da

d—1

primeira letra de v;. O nimero de palavras distintas da forma v*~ "z, em que |v| <d e z é

uma letra diferente da primeira letra de v é
Zml(m—l) =m®—m <m-.

d—

Suponha por contradicdo que r = dm®. Entdo alguma palavra da forma v 'z, x, |v] < d em

que z é diferente da primeira letra de v aparece pelo menos d vezes em w:

d—1 d—1

wZQO(U x)Ch(U 190)Q2"'Qd—1(v x)CId-

Pelo Lema 2.2.3, a palavra v? 1z tem d subpalavras comparaveis, entdo pelo Lema 2.2.2

temos que w é d-decomponivel, absurdo. Logo r < dm?.

T
Agora para provar a desigualdade para Z lc;|, vamos dividir cada uma das
i=0
palavras ¢; em varias subpalavras consecutivas de comprimento dk e mais uma subpalavra

de comprimento menor que dk. Conseguimos entao

p= Z{|C’|>d1k§ci—(r+1) (2.1)

intervalos de comprimento dk. Como ¢; nio contém subpalavras da forma b*, |b| < d, pelo
Lema 2.2.5 cada um desses intervalos tem um inicio no conjunto S e portanto contém d
subpalavras comparaveis. Suponha por contradi¢do que p > ds(d, k), entao pelo menos
algum elemento de S aparece pelo menos d vezes como uma subpalavra de w. Entao
novamente pelo Lema 2.2.2, w seria d-decomponivel, absurdo. Logo p < ds(d, k). Da

Equagao 2.1 temos:

Zci <dk(p+ (r+1)),

i=0
e portanto, usando a desigualdade do Lema 2.2.5

k—1)(d—1)d 1
ch d2ksdk)+dk(r+1)<d2kmd(( ); )+1><2d4k2md.

Assim concluimos a demonstracao. O
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Definicao 2.2.4. Seja R uma dlgebra gerada por ri, ..., r,. Seja H um conjunto finito
de palavras formadas por ry, ..., ry. Dizemos que R tem altura h relativa ao conjunto de
palavras H se h é o menor inteiro tal que R é gerado como espago vetorial pelos produtos

Bk

ull 1t

tais que u;,, ..., w;, € H et < h.

Agora demonstraremos o teorema de Shirshov

Teorema 2.2.2. (Shirshov) Seja R uma Pl-dlgebra gerada por m elementos 1y, ..., Iy
e satisfazendo uma identidade polinomial de grau d > 1. Entao R tem altura finita com

relagao ao conjunto de todas as palavras r;, ---r;, de comprimento s < d.

Demonstracio. Sabemos que se R é uma Pl-algebra, entao ela satisfaz uma identidade
polinomial multilinear. Vamos assumir que R satisfaz uma identidade polinomial multilinear

da forma

Ty xg = Z QoTo(1) " " To(d), o€ K,
o€Sy,0#1

em que a soma € sobre todas as permutacgoes nao triviais o € Sy. Considere um produto
w =714 -1, € R. Se a palavra w é d-decomponivel, entao podemos escrevé-la como um

produto de d + 2 subpalavras e
W = W1 ** - WqWd+1 = WoWe(1) * * * Wo(d)Wd+1
para qualquer permutagao nao trivial o € Sy. Entao aplicamos a identidade polinomial:

wo(wy -+ Wy )Wap1 = Z Oéawo(wa(l) - 'wa(d))wdﬂ-
0€Sy

Obtemos assim que w é uma combinacao linear de palavras que sao lexicografi-
camente menores que w (na ordem dada em Defini¢ao 2.2.1). Continuando esse processo
obtemos que todos os elementos de R sdo combinacoes lineares de palavras que sao nao
d-decomponiveis. Agora vamos tomar k£ = d no Teorema 2.2.1. Entao se uma palavra é

nao d-decomponivel ela pode ser escrita na forma

w = couite v - uftey,

em que

t 41.2,.,d 6,,,d
'k d
vl < dk; =k =dt < dm®, Yo, <« T = 28
2 2

=0

Considerando a palavra ¢; de comprimento ¢; = |¢;| como um produto de ¢; palavras de

comprimento 1, escreveremos ¢; = uj, ---u;, em que cada u;, k = 1,...,¢ ¢ igual a

Ja;
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algum ry, ..., 7, € assim concluimos que R é gerado como espacgo vetorial por palavras
do tipo
_ k1 ) k¢
W = Uy UpgUy Upg+1 "~ Up Vg™« =" Uy Upy 417 Up,
em que po = qo, P1 = Go + q1, ---, P+ = Qo + ...+ @ e todas as palavras u; e v; tem

t
comprimento < d. Portanto a altura de R esta limitada pela soma de t e Z leil = pe e
i=0
ambos estao limitados em termos de d e m

dm?

h<t+p, <dm?+ 5

A altura h estd limitada, e temos a demonstragao do teorema. O

Agora vamos aplicar o teorema de Shirshov para obter os resultados de Levitzki
e de Kaplansky sobre o problema de Kurosh. Intuitivamente, o teorema de Shirshov limita
a altura mas nao os expoentes dos elementos da base (como espago vetorial) da PI-dlgebra.
Para o niimero de elementos da base ser limitado, falta apenas controlar o expoente, o que
sera possivel através das condigdes da algebra ser nil ou algébrica. Note que nao precisamos
da propriedade nil ou da algebricidade de todos os elementos como nos resultados originais,

apenas para os produtos de geradores de comprimento < d.

Teorema 2.2.3. Seja R uma Pl-dlgebra que satisfaz uma identidade polinomial de grau d
e que € gerada por uma quantidade finita de elementos ry, ..., r,,. Seja P o conjunto de

todos os produtos r;, - - -1, , k < d. Entao

(i) (Levitzki (17)) Se todo elemento do conjunto P é nilpotente, entio a dlgebra R é

nilpotente.

(it) (Kaplansky (15)) Se todo elemento do conjunto P é algébrico, entdo a dlgebra R é

de dimensao finita.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.2, R é gerado como espaco vetorial pelos produtos

Bk

W = Uy i

em que ¢ ¢ limitado pela altura h e u;; sao palavras de comprimento < d em relagao aos
geradores rq, ..., . Como a quantidade de palavras u;; possiveis ¢ finita, existe um limite
superior n para o grau de nilpoténcia ou para o grau de algebricidade dessas palavras.
Entéo, se todos os u;, sao nilpotentes e a soma k; + -+ + k; ¢ suficientemente grande
(> h(n — 1)), entdo algum wu;; aparece com grau maior que n — 1 e portanto a palavra
vale 0. Se os elementos u;; sao algébricos de grau < n, entdao os expoentes = n podem
ser expressos como combinagao linear de 1, u;;, ..., uZ‘l. Logo R é gerado como espaco

vetorial por todas as palavras com k; < n, cuja quantidade é finita. O
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2.3 Teorema de Golod e Shafarevich

Nesta secao apresentaremos o contraexemplo obtido por Golod e Shafarevich
demonstrando a existéncia de algebras finitamente geradas nil que nao sao nilpotentes.
Como consequéncia obteremos a existéncia de um grupo finitamente gerado, periédico e
infinito, resolvendo negativamente o problema de Burnside. A construgao que utilizaremos
aqui foi desenvolvida por Regev e Regev em (10). Ela é interessante pois é bastante
elementar e substitui por uma inducao as técnicas sobre séries de Hilbert usadas na

demonstragao presente no livro de Herstein (4) e na demonstracao original.

Cabe notar que as demonstragoes sao essencialmente iguais (Comegando com
um ideal homogéneo, primeiro obtém-se a mesma desigualdade sobre as dimensoes das
componentes homogéneas do ideal. Depois prova-se que, sob certas condigoes, ela implica
dimensao infinita. Por fim, constréi-se um ideal homogéneo que obedece essas condi¢oes
tal que o quociente de K{X,) por esse ideal seja nil) mas a prova apresentada aqui utiliza

passos que sao um pouco mais acessiveis.

Vamos fixar um corpo K e tomar um nimero inteiro d > 2 e T = K(Xy)
a algebra associativa nao-comutativa de polindémios em d variaveis. Denotaremos por
T-1 = K™(Xy) os polindmios sem termo constante. Se I < T-; é um ideal bilateral, entao

a algebra quociente T,/I é finitamente gerada.

O teorema principal que iremos demonstrar é

Teorema 2.3.1. FExiste um ideal bilateral homogéneo I < Tsq tal que a dlgebra finitamente

gerada Ts1/1 € nil e de dimensao infinita.

Note que isto é suficiente para demonstrar que 7-;/I nao é nilpotente pois
uma algebra finitamente gerada e nilpotente necessariamente tem dimensao finita. Para

tanto faremos a seguinte definicao:

Definigao 2.3.1. Seja H = {f1, fo,...} uma sequéncia de polinémios homogéneos. Assu-
mimos que deg f; = 2 para todo j = 1,2,.... Seja r; o nimero de elementos de H de grau
l. Seja I = Iy o ideal bilateral gerado em Ts, por H. A sequéncia H é uma sequéncia

G.S. (de Golod e Shafarevich) se o ideal Iy e os nimeros r; satisfazem:

(i) Para todo polinémio g € Tsq existe um n tal que g" € 1

(ii) Para algum € > 0 satisfazendo d — 2e > 1, 1 < £(d — 2¢)""2 para todo | = 2.

E o Teorema 2.3.1 serd consequéncia dos dois teoremas a seguir

Teorema 2.3.2. Seja H < T~y uma sequéncia G.S., entao a dlgebra quociente T=1/1 é

nil e de dimensdo infinita.
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Teorema 2.3.3. Existem sequéncias G.S.

Denotaremos por T, = T' os espagos vetoriais dos polindémios homogéneos de

grau n, entao dim 7, = d" e

0
T =T,

n=0
Também denotaremos por

0
Tor = P T
n=k
Em particular, 7%, < T' sao os polindmios sem termo constante.

Seja H = {f1, f2, ...} uma sequéncia de polinémios homogéneos. Assumimos

que deg f; = 2, ou seja, H < T-9. Seja 1, o numero de elementos de H com grau n. Entao

em que H, = {f; | deg f; =n} e |H,|=r,.

Seja R o espaco vetorial gerado por H, entao

em que R, ¢ o espago vetorial gerado por H,. Note que dim R,, < r,,. Como deg f; = 2,
temos que rp =r; = 0e RS Tsy € T5,. Como 15, = TT, temos que R < TT). Seja

I ={f1, fa,...y o ideal bilateral de T' gerado pela sequéncia H, temos que
[ =TRT C Toy < Ty

Seja A = T>,/I a élgebra quociente. Como I é gerado por polinémios homogéneos de grau
=2

’ o0 0]
I = (—BI” = (—D I,
n=0 n=2
em que I, = I nT,. Seja B, < T,, um complemento do espaco vetorial I,
T,=1,®8, (2.2)

e denote b, = dim B,,. Como Iy, = I = 0, entao By = Ty = K e B; = T}, portanto
bo =dimyx K =1 e b; =dimg 1] = d. Denotando B = @Bn, temos que T'= 1@ B.

nz=0
Teorema 2.3.4. Sejad>2, T = K(X) = @Tn, I < T um ideal bilateral homogéneo,
I = @[n. Seja T, = I, ® B,, e seja b, = dim B,,. Relembre que I = {f1, fa,...) em que f;

n
sdo homogéneos de grau = 2, e seja 1, 0 nimero de f; de graul (e portanto ro =11 =0).

Entao para todo n = 2
n—2

by = dby_y — > rajb; (2.3)

7=0
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Demonstracao. Lembrando que R é o espaco vetorial gerado por H e que T' = I @ B,

vamos mostrar primeiramente que
I =1T, + BR. (2.4)
Note que T=T-1 @ K =TT, ® K, logo
I=TRT =TR(TT1®K)=(TRT)T) + TR =IT, + TR. (2.5)
Agora, como T =1@® B, R<TT, e IT = I, temos
TR=(I®B)R=IR+BR<ITT,+ BR= 1T, + BR. (2.6)
Como I'Ty + ITy, = IT}, de (2.5) e (2.6)
I=IT1+TR<IT, + (ITy + BR) = IT; + BR. (2.7)

Como [ 2 ITy e I 2 BR, temos que I = IT) + BR, logo demonstramos (2.4).

Tomando a n-ésima componente homogénea de (2.4) temos

Ly =I,«Ty+ Y By wRp = I, 1Ty + Y. B, Ry (2.8)

k=0 k=2

Note que dim([,_17}) < (dim 7, 1)(dimT}) = (dim I, 1)d e dim(B,_rRy) < b, gTk-

Entao, calculando as dimensoes de (2.8)
dim I,, < (dim I,_1)d + Y by (2.9)
k=2
Substituindo j = n — k, obtemos

n—2
dim I,, < (dim I,_1)d + > bjroj. (2.10)

7=0

De (2.2), d" = dimT,, = dim [,, + dim B,, = dim [,, +b,,, entdo dim I,, = d" —b,,. Da mesma
forma, dim I,,_; = d"~' — b,_;. Substituindo em (2.10) temos a desigualdade (2.3). [

Agora vamos provar uma proposicdo com uma estimativa para o crescimento

de b,

Proposicao 2.3.1. Sejam b, e r; as sequéncias do Teorema 2.5.4, que entdo obedecem a

desigualdade (2.3). Seja v > 0 wm nimero real que satisfaz a condigcao a sequir:

Existem numeros reais ¢,u > 0 satisfazendo

(a) Para todon =0, rpo < cu”;
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> v (e em particular vd > c).

Entao, para todo n = 0,
b, = (d —v)". (2.11)

Demonstracao. Primeiramente, vamos provar que
n
.
Vbp 11 = Z cu™7b; (2.12)
=0
por inducao em n.

Para n = 0 temos vb; > cby = ¢, que é verdade pela propriedade (b). Supondo

que (2.12) é vélida para n, vamos provar que é verdade para n + 1, isto é,

n—+1

Vbpso = Z cu™ 1 7p,.
Pela hipétese da indugao e pela propriedade (b) temos que

n
vd — ¢ B
bpi1 = Vb = Z cu™?
U+ U

Pela propriedade (a), para todo j temos cu™ 7 = Tni2—; portanto

n n
(vd — ¢)bpy1 = Z (veu" ™ + ucu)b; = Z(vrn+2_j + ucu )b,
7=0 Jj=0
Logo
n n
vdby 1 = v Z Tnto—jbj +u Z cu" b + by,
=0 =0
portanto

vdb, 1 — v Z Tnto—;ibj = u Z cu” ]b + cbyiq,

Jj=0 J=0
Combinando com (2.3)
n n+1
Vb9 = vdbyyi1 — v Z Tn+2—ib; = u Z cu™” ”b + cbpaq = Z cu"+1_3bj
Jj=0 Jj=0 j=0
isto é,
n+1
n+l—j
Ubn+2 = Z cu ij,
=0

que é o queriamos demonstrar.

Note que, por (2.12) e pela propriedade (a),

n n
Vbpy1 = Z Zrnw—j j
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e portanto

Vbpsq = Zrn+2 _; (2.13)

Vamos mostrar que (2.3) e (2.13) implicam que para todo n
bn+2 = (d - U)bn+1 (214)

o que implica (2.11). Por (2.13):

n

danrl - (d - U)anrl = Ubn+1 Z Tny2—j ]7

logo

n

dby 1 — Z Tnio—jbj = (d — v)bpy1.

j=0
Por (2.3) temos

n

bpyo = dbyyq — Z Tn+2—jbj = (d - U)b’”rl’

J=0

o que prova (2.14), e portanto a demonstracao esta concluida. O

Com essa proposi¢ao conseguimos provar o seguinte:

Proposigao 2.3.2. Sejam b, e r; as sequéncias do Teorema 2.5.4, que entdo obedecem a
desigualdade (2.3). Seja & > 0 tal que d —2c > 1. Se r; < *(d — 2¢)""2 para todo | =
entdo para todo n, b, = 1 (de fato, b, cresce exponencialmente), e portanto a algebm
A =T.,/I é de dimensdo infinita.

Demonstracido. Na Proposicao 2.3.1, tome v = ¢, ¢ = €2 e u = d — 2¢. Entéo 7,49 <
e?(d — 2¢)" = cu™ para todon =0 e

vd—c e(d—e)
vdu  d—e

=& =".

Entao as hipéteses da Proposicao 2.3.1 sao satisfeitas e portanto b, = (d — v)" = 1 pois
d—v=d—e>d—2c=u>1. O

Entao, vamos fixar € > 0 tal que d — 2e > 1. Seguindo a Defini¢ao 2.3.1, vamos
construir uma sequéncia de polindomios homogéneos, de grau = 2, fi, fo,... € Tso c T5 C

T = K{(X,) com as seguintes propriedades:

(i) Para todo polinémio g € 7% existe um n tal que ¢" € I, em que I = {f1, fa,...y é 0

ideal bilateral gerado pelos f;;

(ii) Seja 7, 0 ntimero de f; de grau I, entdo ry o < e2(d — 2¢)".
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Seja A =T%,/1, entdo A é gerada pelos d elementos xy + I, ..., x4 + I, logo é
finitamente gerada. Por (i), A é nil, e por (ii) e pela Proposicao 2.3.2, A é de dimensao
infinita. Para demonstrar que existem sequéncias G.S. vamos precisar de mais alguns lemas

e definigoes:

Definicao 2.3.2. Sejam q e n inteiros positivos. Definimos os sequintes conjuntos de

n-uplas:

(i) J(g,n) ={(i1,...,in) | 1 <y < -+ < iy < g} S 1(g,n)

~ , n+q-—1
Observacgao 2.3.1. Note que |I(q,n)| = ¢". Também temos que |J(q,n)| = ( 1 | >
q R
Uma forma de provar essa ultima afirmacao € ver que i1 — 1, 1o — 11, i3 —t2, ..., 1n — in_1,
q —in sdGo n + 1 inteiros ndo negativos que sao solugao da equagao (iy — 1) + (ig —iq) +

(i3 —idg) + -4 (in—in1) +(¢—1in) = ¢—1 e portanto a afirmagao seque. Por outro lado,

n+qg—1
qg—1

)l = ( ) < @ra-pr (2.15)

e o lado direito é um polinomio em n de grau q — 1.

Dados m € S, e i = (i1,...,4,) € I(q,n), defina a acao a esquerda de S,

€
(1) = (ir-101), - - in-1())- Entéo o(7(7)) = (o7)(3), logo I(g,n) é a unido disjunta das
rbitas correspondentes. Dado i € I(gq,n), seja O; = {m(i)|r € S,} a drbita de i sob a ag¢ao
de S,,. Entao
I(g,n) = U O5
jeJ(gn)

¢ uma uniao de orbitas disjuntas.

Seja 7 = (J1,..-,7n) € J(g,n) entdo j = (1,...,1,2,...,2,...), que denotare-
mos por j = (1*',...,¢""), em que k aparece py, vezes em j. Entao S, x --- xS, fixa je

portanto
n!
O:] = ———.
O =
Definigao 2.3.3. Seja j€ J(q,n), j = (1, -, jn) = (1", ..., ¢") definimos o polinomio

multi-homogéneo completo de multigrau (i, .. ., fiq)

35(3/1, < 7yn) = Z Yiy = Yip -
€0~
J
Note que, em caracteristica 0, também podemos escrever

Z yjﬂfl(l) T yjﬂ'*l(n)'

1
SiYLy - Yn) =
.7( ) Ml'ﬂq' ol
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Lembre-se que d > 2. Seja ¢ > 0 um inteiro, denotaremos por ¢ = d+d>+- - -+d°.
Entao ¢ é o nimero de monomios de grau entre 1 e ¢ nas variaveis nao comutativas z1, ...,
xq. Seja {Mjy, ..., M,} o conjunto desses monémios. Dado um inteiro n > 0, e j € J(g,n),
denote por
h*(ﬂ?) = h;(ﬂfl,...,l'd) = Sj(Mly---an)' (216)

J

Com estas notagodes provaremos

Lema 2.3.1. Sejam um inteiro ¢ >0, g =d+d*+---+d°, e {My,..., M,} os mondémios
de grau entre 1 e c. Seja um inteiro n > 0 e seja I < K{Xy) um ideal bilateral contendo
h; para todo j € J(q,n), em que h5(x) é dado por (2.16). Seja g = g(wy,. .., 2q4) € T um

polinomio de grau < c. Entao g" € 1.

Demonstra¢ao. Como My, ..., M, sao todos mondmios nao constantes em 1, ..., x4 de

grau < ¢, entao podemos escrever

9= i o M;
i=1

com «; € K. Entao

g= D, (M) (i, M) = Y () (M, - M),

1<1,...,in<q 1<y, in<gq

Juntando os termos em cada érbita e usando a notacao (2.16) temos:

gn: Z (ajl"'ajn,)Z(Mil"'Mi): Z (Oéjl"'Oéjn)ij(Ml,...?Mq)

jed(q.n) ieo; jed(a.n)
= Z (O./jl ---ajn)h;(ml,...,xd)
jeJ(g,n)
e portanto g" é combinagio linear dos polinémios {h;(z1,...,24)|j € J(g,n)}, e como eles
estao em I, temos que ¢g" € I. O

Observagao 2.3.2. Vimos no Observacio 2.5.1 que |J(q,n)] < (n+q—1)7"". O lado
direito € um polinomio em n de grau q — 1, entao cresce mais lentamente que qualquer
fung¢io exponencial em n, em particular, que €™, desde que e > 0 e a > 1. Isso implica

que, sendo d = 2, ¢ > 0 tal que d— 2 > 1, entdo para um n suficientemente grande temos

|J(q,n)| < e*(d—2e)" 2. (2.17)

Agora vamos provar o teorema

Teorema 2.3.5. Ezistem sequéncias G.S. Mais precisamente, se d = 2, € > 0 tal que
d—2e > 1, entdo existe uma sequéncia fi, fa,... €T de polinomios homogéneos de grau

> 2 satisfazendo as condicoes da Definicio 2.53.1.
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Demonstracao. A construcao é indutiva, comecando pela sequéncia vazia. Na hipdtese da
inducao assumimos que no k-ésimo passo nés escolhemos inteiros ¢, < ¢}, e uma sequéncia
de polindmios homogéneos f1, ..., fm, de graus entre 2 e ¢j. Assumimos que fi, ..., fi,

satisfazem a seguinte condicao:

(1) Para todo [ < ¢, o niimero r; de elementos f; de grau [ satisfaz 1,9 < €*(d — 2¢)";

(2) Para qualquer g € T5; de grau < ¢ existe algum expoente n tal que g" € I, em que

I = {f1y ooy fomg )

Entéo para o préximo passo escolhemos inteiros cx41 < ¢j tais que ¢j, < ¢pi1
e construimos outro bloco de polindmios f, 41, -, fm,,, com graus ¢, < deg f; < ¢4,
obtendo a sequéncia fi, ..., fmgs fogsts -5 Frgss-

A construgao comega escolhendo um ¢,y > ¢, qualquer. Seja ¢ = qr1 =

d+d* + -+ +d*' e tome n grande o suficiente tal que ¢}, < n e
|J(q,n)| < &*(d —2¢)" 2. (2.18)

Pela Observagao 2.3.2, tal n existe. Tomamos ¢} | = ncg1, Mmey1 = |J(q, n)|+my € frn41,

-y Jmg,, como todos os |J(g,n)| polindémios
hi(x1, ..., wq) = s5(M, ..., M), j € J(q,n)

dados por (2.16). Note que, para j € J(g,n), temos deg s5(y1,...,y,) =n e 1 < deg M; <

Ch+1, 10g0
¢, <n < degs;(My,..., My) < ncgy1 = Chyy- (2.19)

Agora vamos demonstrar que a nova sequéncia fi, ..., fm., g1 -5 frmpn

obedece as condi¢oes da indugao.

Note que {fin41s - s frpsr) S Fmrs oo Fngs frgt1s -« o5 frpar) = Les1. Pelo
Lema 2.3.1, para todo polinémio g € 7%, de grau < cx1, temos g" € {fr, 11, -, fmpsr) €

portanto ¢" € Iy, 1, que é a parte (2) da condi¢ao para k + 1.

Pela hipétese da indugao, os graus de f1, ..., fm, sdo todos < ¢. Pela escolha de
n, temos que ¢, < n e por (2.19) os graus de fi,, 1, - - -, fin,,, €stdo entre n e ¢4 = cprin.
Portanto para [ < ¢}, os 7, anteriores ndo mudam. Note também que para [ > ¢} apenas

Jmp+1s -+ fmy,, contribuem em 7.

Para [ > ¢}, podemos assumir [ = n pois os graus de fi, +1, - -, fin.,, sa0 pelo

menos n. De (2.18) temos
r < |J(g,n)| < *(d—2e)"? < e*(d—2¢)

o que termina a demonstracao. O
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Por fim, vamos construir o contraexemplo para o problema de Burnside.

Teorema 2.3.6. Seja p um numero primo qualquer. Entao existe um grupo G infinito

finitamente gerado tal que todo elemento tem ordem finita e igual a uma poténcia de p.

Demonstragio. Tome K = Z, o corpo primo de p elementos e A = T'/I com T e I definidos
nesta secao. Vamos definir a; = x1 + I, ag = 2o+ I, ..., ag = x4 + I elementos de A
e G o semigrupo multiplicativo em A gerado por 1 + ay, 1 + as, ..., 1 + aq. Note que
todo elemento de G ¢é do tipo 1 + a em que a € T5,/I. Como a é nilpotente, existe um
n suficientemente grande tal que a?” = 0, logo (1 + a)?" = 1+ a?" = 1 pois estamos em
caracteristica p. Logo G é um grupo e todo elemento de G tem ordem finita. Afirmamos
que G ¢ infinito. De fato, se G fosse finito entao as combinacoes lineares dos seus elementos
formariam uma algebra B de dimensao finita sobre K. Como 1 e 1 + a; estao em G entao
(1+a;))—1=a;€ B. Como 1, ay, ..., ag geram A entdo A = B, contradizendo o fato

que A é de dimensao infinita. Portanto GG é infinito e o teorema esta provado. m
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3 Teorema de Nagata-Higman

3.1 Comentarios Histéricos

Neste capitulo nés nos dedicaremos a explorar os resultados relacionados ao
Teorema de Nagata—Higman sobre a nilpoténcia de algebras nil de grau limitado. Primeiro

vamos enunciar o teorema:

Teorema 3.1.1. Seja R uma dlgebra associativa nao unitdaria sobre um corpo K de
caracteristica 0. Se R satisfaz a identidade polinomial x™ = 0, entdo existe um inteiro
d = d(n) que depende apenas de n tal que R € nilpotente de grau d, isto €, R satisfaz a

identidade polinomial x1x9--- x4 = 0.

Primeiro observaremos que a demonstracao do teorema vale nao apenas em

caracteristica 0 mas ainda se a caracteristica de K é p > n.

O teorema acima foi provado inicialmente em 1953 por Nagata (8), que obteve
uma cota superior bem grande, utilizando representacoes do grupo simétrico. Em 1956,
Higman (6) obteve a cota superior d(n) < 2" — 1 e a cota inferior d(n) = n*/e* através
de métodos mais elementares. Muito mais tarde foi descoberto que Dubnov e Ivanov ja
haviam obtido esse resultado em 1943 (14), mas ficou desconhecido pelos pesquisadores,
até a década de 90. Entao é mais justo nos referirmos a esse teorema como o teorema de

Dubnov-Ivanov-Nagata—Higman.

Em 1974, Razmyslov (9), estudando as identidades polinomiais com trago da
algebra M, (K) obteve a cota superior d(n) < n?. Por outro lado, em 1975, Kuzmin (16)
mostrou que existe uma algebra nil de grau n que nao satisfaz a identidade 125 - -, = 0
n(n;—l) e conjecturou que de fato d(n) = n(n;—l)

Pouco se sabe em relacdo aos valores concretos da conjectura. Para n < 3

1
para m = §n(n—|—1)—1, isto é, d(n) =

temos que a conjectura é valida, pois d(1) = 1, d(2) = 3 e d(3) = 6 (também obtido
por Higman em (6)). Para n = 4, em 1993, Vaughan-Lee (11), utilizou representagdes
do grupo simétrico para reduzir o problema e conseguiu usar métodos computacionais
para confirmar que d(4) = 10. Para n = 5, Shestakov e Zhukavets (19) confirmaram a

conjectura para n = 5, no caso de algebras e superdlgebras de 2 geradores.

Nesta secao, a nao ser quando dito o contrario, iremos considerar as algebras

sobre corpos de caracteristica 0.
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32 Acotad(n) <2"-1

Nesta segdo apresentaremos uma demonstragdo para a cota superior 2" — 1
obtida por Higman (6). Seguiremos o livro de Drensky e Formanek (2) ou (3) que utiliza

uma prova devida a Higgins. Vamos comegar pelo caso n = 2.

Proposicao 3.2.1. Seja R uma dlgebra associativa nao unitdria sobre um corpo K de

caracteristica 0. Entdo a identidade x* = 0 implica x1z225 = 0.

Demonstracio. Linearizando 2 = 0 obtemos:
_ 2 2 2 _ _
ez, y) = (z+y) —2° -y  =azy+yx=0.
Entao, utilizando as substitui¢oes adequadas obtemos:

e (122, T3) = T1%203 + T32122 = 0;
ea(Tows, x1) = ToT3xy + T1T2x3 = 0;

62(1‘31’1, 1'2) = X3T1T2 + ToT3T1 = 0.
Resolvendo o sistema concluimos que

T1X2X3 = ToX3T1 = TX3X 1T = 0.

Agora vamos demonstrar o resultado geral:

Teorema 3.2.1 (Higman). Nas condigoes do Teorema 3.1.1, temos que d(n) < 2" — 1.

Mais precisamente, se n > 1 e d(n — 1) existe, entio d(n) < 2d(n — 1) + 1.

Higgins. Aplicando a linearizagao parcial na identidade 2" = 0:

2yr 4+ ayz™ 2 4yt = 0.

fla,y) = 2"ty +a""
Com algumas manipulagoes algébricas obtemos:

[z, y2?) 297 = gy 2yl g Iy g R ey I =,

E somando para j =0,1, ..., n—1:
n—1 ' ) n—2 ' '
Z flz,yz?)2" 7 = na™ ty" 1 4 Z vy f(z, " 1) =0.
=0 i=0

Como f = 0 e a caracteristica do corpo ¢é 0, obtemos para x, y, z € R:
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Assumindo que d(n —1) existe temos que 125 - - - Tq(,—1) € consequéncia "1 logo pode ser

escrito como 1wy -+ Tan_1) = Z aib?_lcz- em que b; sao polinémios e a;, ¢; sdo polindomios
i

x _ n—1
ou sao constantes em K. Analogamente, Ta(n—1)+2 " L2d(n—1)+1 = Zujvj w; em que vj
J

sao polindémios e u;, w; sao polindomios ou sao constantes em K. Portanto:
_ n—1 n—1 _
T Td(n—1)Td(n—1)+1Td(n—1)4+2 * "~ L2d(n—1)+1 = Z ai(bz‘ (Cixd(nfl)Jrluj)Uj )wj =0,
ihj
pois basta tomar « = b;, ¥y = ¢;iTam—1)+14;, 2 = vj em (3.1). Logo d(n) < 2d(n — 1) + 1.

Temos claramente que d(1) = 1 = 2! — 1. Por indugdo, se d(n — 1) < 2" ' — 1
entdo d(n) <2d(n—1)+1<22" ' —-1)+1=2"—1. O

Observacao 3.2.1. Considerando a demonstra¢io anterior e que d(4) = 10, podemos
obter uma cota superior um pouco melhor: d(n) = 11-2""* — 1 para n > 4. Isso significa

que para n =5 a melhor cota superior € d(5) < 21.

3.3 Alguns comentérios e a cota d(n) > n*/e?

Observando a demonstragao da proposicao Proposicao 3.2.1, conseguimos obter

as seguintes relagoes:
1
T1T9T3 = 5(62(1711‘2, ZL’3) + 62([L‘2£L’3, J]l) — 62(3173.%‘1, [Eg)) (32)

1
T1T2T3 =—\\T1T2 T3 Tol3 1) — (X371 T2
5 (@12 +23)° + (wawy + 21)" = (w31 + 2)°

(3.3)

— (1119)? — (wow3)* + (w371)* — 27 + 25 — 23)
Isto é, xjxemws pode ser escrito tanto como combinagao linear de elementos do tipo e(x,y)

como também como combinacao linear de quadrados.

Naturalmente, como z122z3 estd no T-ideal gerado por z2, esperamos que

T1Tok3 = Z aib?ci para b; polinémios e a;, ¢; polindmios ou constantes em K. Porém, as

i
equagoes (3.2) e (3.3) sugerem que é possivel obter somas em que a;, ¢; sa0 constantes.
Vamos mostrar que isso é verdade. Aqui apresentamos a demonstragdo encontrada no livro

de Zhevlakov, Slin’ko, Shestakov e Shirshov (12):

Teorema 3.3.1. Seja K um corpo de caracteristica 0. O T-ideal gerado por x™ na dlgebra
livre nao-unitdria K*(X) coincide com o espago vetorial gerado por todas as n-ésimas

poténcias. Em particular, para m = d(n) o mondmio xy - --x,, pode ser escrito na forma:

a’:l...xm:zauun

para alguns a, € K e ue K{(X)
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Demonstracao. Todo elemento do T-ideal gerado por z" é uma combinacao linear de
elementos do tipo b", ab", b"c, ab"c para alguns polinémios a, b, ¢ (sem termos constantes)
na algebra livre. Entao é suficiente mostrar que ab™,b"c, ab"c sdo combinagoes lineares de

alguns uf, ..., uy.

A linearizagao total de qualquer identidade polinomial f(z1,...,x,,) é obtida
através de argumentos baseados em sistemas lineares e do determinante de Vander-
monde, e portanto sao combinacoes lineares de f(uy,. .., Uny), u; € K(X). Em particular,
en(x1,...,r,) pode ser escrita como combinagao linear de termos do tipo w” em que w é

um polinémio.

Temos a seguinte igualdade:
en(ab,a, ... a) = ae,(b,a,..., a)

logo ae, (b, a,...,a) é uma combinacao linear de poténcias n-ésimas. Tomando a lineariza-

cao total dessa tultima expressao temos que

n
Zaien(b,al, ey Gy, Q)
i=1

em que ¢; indica que omitimos o termo a;, também ¢ uma combinacao linear de poténcias

n-ésimas.
Tomando a; = a e ay = --- = a,, = b temos
aen(b,....b) + (n—1bey(a,b,...,0b).
Como ja demonstramos que be,(a,b,...,b) é combinagao linear de poténcias n-ésimas,
concluimos que ae, (b, ...,b) = nlab”™ e portanto ab”™ também sdo. Para b"c o procedimento

¢é analogo.

Agora para ab"c observe que:
ab"c = (ab")c = Z aurce = Z Q; Z/Bi]’v%.
Logo o resultado esta provado. O]

Corolario 3.3.1. O T-ideal gerado por ™ na dlgebra livre nao-unitdiria K*(X) é gerado

como espago vetorial por

en(Uy, ..., uy) = Z Uo(1) " * Us(n), (3.4)
o€eS),
em que uy, ..., U, sdo monomios em K1{(X).

Demonstracio. A identidade x™ = 0 é equivalente a sua linearizacao total

en(xlu s 7xn) = Z To(1) " " Lo(n)

o€eSy
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e en(z,...,2) = nla™. Pelo Teorema 3.3.1, o T-ideal (z")" gerado por 2" é gerado
como espaco vetorial por u",u € KT(X). Como K tem caracteristica 0, entdo z" =
en(z, ..., 2)/n! e assim (x™)! é gerado como espaco vetorial por e, (u1, . .., uy), em que uy,

, up € K7(X). Como e, (x1,...,2,) é multilinear, podemos assumir que uy, ..., U, Sao

monomios. OJ

A partir desse corolario conseguimos obter a cota inferior obtida por Higman:

Teorema 3.3.2. Nas condigcoes do Teorema 3.1.1 e para n suficientemente grande temos

que d(n) > n?/e*

Demonstragio. Pelo coroldrio anterior, se D > d(n) entdo x; - - - xp pode ser escrito como

combinagdo linear de termos e, (uy,...,u,). Como e,(uq,...,u,) é homogéneo, entao
uy, ..., u, devem ter grau total 1 para cada x;. Vamos contar o nimero de polinémios
en(uy, ..., u,) que existem.

Note que u; - --u, obtido através da concatenacao dos u; é uma permutacgao de zq, ...,
Tp, e que podemos tomar qualquer permutacao de xq, ..., xp e escolher n — 1 dentre

as D — 1 posicoes entre dois termos consecutivos para separar a permutacao e obter os

monomios uq, ..., u,. Como a ordem dos monoémios uq, ..., u, ndo importa, contamos
cada e, (uq,...,u,) um total de n! vezes. Logo o ntimero de e, (uq, ..., u,) é

D—1

D!(,) _  D(D-1)

n! nl(n —1)I(D —n)!

Esta quantidade deve ser no minimo igual ao nimero de permutacoes de xy, ..., xp, logo:
D\ (D —1)! —1)!
(D 1) > D! = (D 1) > 1.
nl(n — 1D —n)! nl(n — 1)I(D —n)!

Utilizando a aproximacao de Stirling e considerando um n suficientemente grande, temos:

Dt (Gt O L (e () ()7
Portanto d(n) > n*/e*. O

3.4 Aigualdade d(3) =6

Vamos fazer um pequeno desvio para demonstrar o caso n = 3, cujo valor é

d(3) = 6. A demonstragdo a seguir é baseada na de Higman (6).

Linearizando parcialmente > = 0 obtemos

f(z,y) = 2%y + zyz + ya® = 0,
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e linearizando totalmente temos
es(z,y,2) = xyz + xzy + yrz + yze + zoy + zyr = 0.
Logo as seguintes expressoes se anulam:

0 = es(a, 2%, ¢) = az’bc + acx®b + 2°bac + x*bea + cax®b + cx?ba,
0 = es(ax, xb, ¢) = ax’bc + axcwb + xbaxc + xbeax + car®b + cxbax,

0 = es(ax?, b, c) = ax’bc + ax’ch + baz’c + beax® + cax®b + cbax?®.
Observe que

acz®b + axcxb + ax’ch = a(ca® + vex + 2%c)b = af (v, c)b = 0,
z*bac + zbaxc + bax’c = (v%ba + vbax + baz®)c = f(z,ba)c = 0,
x*bea + xbeax + beax® = f(x,bea) = 0,

cx®ba + cxbax + cbax® = c(x*ba + rbax + bar®) = cf(x,ba) = 0.
E portanto, somando as trés expressoes obtemos

ax®bc + cax®b = ex(az®h, c) = 0. (3.5)

Como sabemos que d(2) = 3, de uma forma semelhante a dedugdao de Proposi-

¢ao 3.2.1, porém partindo da igualdade acima podemos obter

abedef + fabede = 0. (3.6)

Por outro lado, substituindo az?d no lugar de a na identidade

2CL€f = 62(0’67 f) + 62(0’7 Gf) - 62(fa’7 6),
temos que cada termo pode ser obtido de (3.5), logo az*def = 0, que linearizado gera

abedef + acbdef = 0. (3.7)

Agora note que (3.6) e (3.7) equivalem a uma permutacao ciclica e uma trans-
posicao de termos consecutivos, logo podem ser usados para gerar todo o grupo simétrico
e entdao abedef é uma fungao alternada dos seus fatores. Considerando ez(ab, cd,ef) = 0,
veja que todos os termos sao permutagoes pares e portanto 0 = es(ab, cd, ef) = 6abede f
e assim concluimos que abedef = 0 e portanto d(3) < 6. Na se¢do a seguir veremos que
d(3) = 6, portanto d(3) = 6.
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3.5 A cota inferior d(n) = n(n + 1)/2

Nesta se¢ao apresentaremos a prova de Kuzmin (16) para a cota inferior do
indice de nilpoténcia. Para tanto, seguiremos o livro de Drensky (3). (O artigo de Kuzmin,
até agora, nao foi traduzido em inglés, e mesmo em russo, nao esta disponivel facilmente.)

A ideia é mostrar que o monémio em duas varidveis x, y:
u = yryxly "2y (3.8)

nao esta contido no T-ideal gerado por x".

Nos iremos trabalhar na algebra livre nao-unitaria gerada por dois elementos
K" {x,y). Vamos denotar por J = (z")" o T-ideal de K" {(z,y) gerado por z". Vamos

introduzir uma série de notagoes:

AW & o espaco vetorial gerado por todos os mondmios do tipo
Uy = xMyx®y - xryxtE (3.9)

de grau k — 1 em relacao a y, 1 < k < n;
B™ ¢ o subespaco de A% gerado por todos os polindmios dos trés tipos a

seguir:

(1) u, da forma (3.9) tal que a; = a; para algum par de indices distintos i, j;
(2) u, da forma (3.9) tal que a; = n para algum indice ;

(3) as somas da forma x™y---x% .- 2% . yx® 4 2%y g% . g% yz® para algum

par de indices distintos i, j.

Denote A = A™ ¢ B = B™ ¢ por fim, denote por C' o subespaco de A gerado

por todos os mondmios do tipo

xo(o)yxg(l)y [N xg(n72)yxo.(n71),

em que o € S, e S, age sobre o conjunto {0,1,...,n —1}.
Vamos provar que C' n J < B. Como o mondmio (3.8) é de grau

n(n +1)
2

O0+1+2+---+(n—-1)+(n-1) = —1

e nao pertence a B, poderemos concluir que d(n) = n(n + 1)/2.

Para simplificar a notagdo, vamos considerar a bije¢do ¢ entre os polinémios

nas varidveis comutativas t1, . .., ¢ e os elementos de A® definida da seguinte maneira:

. a1 4a Ak —1 40k a a ap_ a
o S R T S s TR U T
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Para podermos trabalhar em K [tl, .. tk] vamos definir as seguintes nota(;éeS'
B(] = B(()n), CO = QOil(C)

Note que para qualquer polindémio f(ti,...,tx_1) € B(()k_l) e qualquer ¢, o

polinémio 5 f(ta, ..., 1) € B(()k). Finalmente, para quaisquer inteiros k < n e p = 1, defina

hip(t, o te) = Y 15t (3.10)

c1+t-+cp=p
A seguir vamos provar dois lemas que vao nos permitir caracterizar alguns dos poliné6mios

do espago vetorial B(()k).

Lema 3.5.1. Seja
— u(ty,. .. b)) = t91402 . 0

um monomio tal que 0 < a1 <ay <---<ap<n—1ea;+k+p>n.

Entao
hip(ty, . tulty, ... tp) € B,

Demonstrag¢io. A prova é por indugdo em k. Se k = 1, entdao u = t{*, 0 < a; < n — 1,

hyp = tl,hlPU—t1+pecomoa1+k+p—a1+1—i—p>ntemosa1—|—p n e assim

hap(t)u(ty) = 779

para algum ¢ > 0. Portanto, hy,(t1)u(t1) € BSY pela condicio (2) da definicio de B®.

Suponha agora que k£ > 1. Entao

hiptt = | #TegEe L ggeter (3.11)
> ci=p

Tome um termo arbitrario de hy pu

t1111+d1t52+d2 . _tZkerk_ (3.12)

Se 0 < d; < as — ay, entao a soma de todos os monémios em (3.11) tais que ¢; = d é

Z ttfl-ﬁ-dlth-l‘Cz L. tZk+0k — ttfl-‘rdl hk—l,p—dl (t27 L 7tk)tg2 . tak.
2 ci=p—di

Como d; < as — aq, temos que a; + d; < as e portanto a; + di + 1 < as,

n<a+k+p=a+k+(d+eco+-+cp)
—(m+di+1)+ -1+ (c++a)<a+(k—1)+p

em que p =co + -+ + ¢



Capitulo 3. Teorema de Nagata—Higman 73

Como as+(k—1)4p" > n, temos por indugao que hy_1, 4, (ta, ..., tg)t5> - 13" €

B((]k_l) e portanto
hiepts = 0 Py gy (b, )18 -t € BFTY,

Porém, se o termo (3.12) é tal que d; = ag — a1, temos que d; = ay —a; + i e

dy = j para alguns i, 7 = 0. Considere entdao o termo
ttll1+61tgz+62tgs+d3 L tZk+dk (313)

em que e; = as — ay + j e es = i. Agora temos duas possibilidades:

1. Caso i = j entao os termos (3.12) e (3.13) sdo ambos iguais a

t?l+(a2*a1+i)tg,2+itgg+d3 . tZk-l-dk _ t(i,2+itc212+itgg+d3 . tzk-‘y—dk

e portanto pertencem a B(()k) pela condigao (1) da defini¢ao de B®).

2. Caso i # j entao os termos (3.12) e (3.13) sao distintos e sua soma ¢é igual a
(tc112+itg2+j + t1112+]'t¢212+i)tg3+d3 . tz;ﬁ-dk

e portanto pertencem a Bék) pela condigao (3) da defini¢do de B®).

Desta maneira no6s dividimos a expressao hypu em trés partes, cada uma delas

contidas em Bé ). 0s termos com di < as —aq, os termos com dy = as —a;+iedy =1 e

os pares de monomios com d; =as —ay+tedys =jee; =ay—a;+jeey =1comi #J.

Concluimos que hy ,u € B(gk). O

Lema 3.5.2. Seja

u=u(ty,... tg) =t3t52---t;*

um monomio tal que k + p > n. Entao

hip(ty, .t ulty, ... tg) € B,

Demonstracao. Inicialmente, suponha que
U(tl, R ,tk) = t6111t1212 .. tzk e B(()k)

Neste caso, a; > n para algum ¢ ou a; = a; para alguns ¢, j distintos. Se a;, = n, entao

a; + ¢; = n para tal ¢ em cada termo de hy,u e portanto

k
hipu =Y tpregre . qite e g,
2.¢i=D

Se a; = a; para 1 < j, vamos dividir os termos de hj,u em duas partes:
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1. Caso ¢; = ¢; entao os termos sao da forma

aitcr | 4aitC | pQi+Cp atcg
tl ti ti tz’

e portanto pertencem a B(()k) pela condicao (1) da definicio de B®):

2. Os outros termos serao divididos nos pares

pater L qiten TG gkt g qarter TG qaiter | qanter
(2 (2 (2 (2 (2 (2

em que ¢; < ¢; e que portanto pertencem a B(()k) pela condigao (3) da defini¢ao de

B®.

Agora, caso
ulty, ... t) = 9152 £+ ¢ BYY

entao os a; sdo dois a dois distintos e a; < n. Como aq, ..., a; se comportam de forma
simétrica, podemos assumir que 0 < a; < as < --- < ay <n—1. A condi¢do a1 +k+p >n

vem automaticamente de k + p > n e portanto pelo Lema 3.5.1 a prova esta completa. [

Agora vamos mostrar que os polinémios e, (u1, ..., u,) com grau n — 1 em

relacao a y estao no espaco vetorial B.

Lema 3.5.3. Seja e, (x1,...,x,) a linearizagdo total do polindmio z" (Defini¢io 1.6.2) e
sejam wy, ..., Wk_1, k < n, monomios em x, y que dependem essencialmente de y, isto €,
cujo grau em relagao a y é pelo menos 1. Seja deg, wy + - -+ + deg, w1 = n — 1. Entdo a
soma
en(Wy, ..., Wk 1, T,...,T)
—_——
n—k+1 vezes

pertence ao espago vetorial B.

Demonstracao. Vamos definir p = n — k + 1. Temos a seguinte igualdade:

— C1 C2 c
en(Wyy .. Wg_1,T,...,2) = p!Z Z 4w, x?wj, -+ wj,_ "
W_J y p—
p vezes J Xei=p
na qual o somatorio externo ¢ sobre todas as permutacgoes ji, ..., jpde 1,2, ..., k—1
e 0 somatorio interno é sobre todas as k-uplas (cy,...,¢;) com soma igual a p. Vamos

demonstrar que toda soma interna v; pertence a B. Denotando cada w; na forma w; =
b

/ Ve 3 .
xbﬂ'y- --yx i, 0 somatorio interno se torna:
- CLop: 220 - W, Ck
vy = Z LWy "Wy Wy, _, &

dici=p

— ai+cy az-+c2 az+c3 Ag—11CK—1 a+tck

= Z a’,’ y...yx y...yx ...:L' y...yx
dici=p



Capitulo 3. Teorema de Nagata—Higman 75

o
ak- — bjk—l'

+ 0

11
k-1 = bj Jk—1"

em que a; = b ik

;1’ az = b;,1 +b;27 T

Se o grau de y em alguns w; for maior que 1 entao w; = xbgy > -yxbg pode conter
mais alguns x e y entre os y mostrados. Note que esses termos entre os dois ys apresentados
estao fixados dentro do somatério. Usando a bije¢ao ¢ : K[t1,...,t,] = Ay — A que

definimos no comego da se¢ao:

gOil(Uj) — Z tfll1+61ta2+02 . tak—lchk—lt‘TlLkJFCk

m2 mg—1
2ci=p
em que v\ = tgi e tZZ:’;, b; = 0 e os indices {qi, ..., ¢,—x} completam o conjunto {m; =
1,mg,...,mg 1, myp = n} para formar {1,...,n}. Assim

0 M) =V gy sty ) k(s - ot Uty < oy )

Como k 4+ p =n+1>n, pelo Lema 3.5.2, hy,(t1, ..., tp)u(ts,... . tx) € B((]k).

Como os conjuntos {qi,...,qn—r} € {my = 1,mq, ..., my_1,my = n} sdo disjuntos entao
gpfl(vj) = v'hyyu € By
e assim v; € B e o lema estd provado. O
Note que para provarmos o teorema falta apenas permitir expoentes > 1 para

os termos x dentro do e, no lema anterior. Para tanto, vamos recordar que o operador

linear 6 é uma derivagao se satisfaz §(uv) = 6(u)v + ud(v) para quaisquer u,v € R.

Além disso, se §p : X — K7(X) é uma aplicagao qualquer, existe uma tnica
derivagio § de K*(X) que estende dp.
Proposicao 3.5.1. Seja C' o espago vetorial gerado por todos os monomios da forma
n—1)

em que o € S, e S, age sobre o conjunto {0,1,....,n — 1}, e seja J = (a™)'. Entdo

CnJcB.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.3.1, J é gerado como espaco vetorial por todos os polino-

mios do tipo e, (u1,...,u,) de (3.4). Como estamos interessados apenas na intersecgao
C' n J, podemos considerar apenas os e,(uy,...,u,) que pertencem ao espago vetorial A,
isto é, tais que uq, ..., u, sdo mondmios em x e y com grau total n — 1 em relacao a y.

Para cada inteiro positivo a definimos uma derivagao 6, de K*(x,y) da seguinte forma:
da(x) = 2%, 64(y) = 0.

Note que 6,(A) € A pois d, nao altera o grau de y quando aplicado em um polindémio.

cta—1

Como 0,(z¢) = cx e a = 1 podemos verificar que d, envia os polindémios dos tipos (1),
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(2) e (3) da definigdo de B em combinagoes lineares de polinomios dos mesmos tipos e
portanto d,(B) € B. Por fim,

dalen(uy, ... uy)) = Z en(ur, ..., 00(uj), ..., up)

Jj=1
e entao 0,(J) € J. Os elementos e, (u1, ..., u,) que devemos considerar sao os da forma
C C
en(wy, ..., wp 1, %, ..., 2?)
em que wy, ..., Wg sa0 monomios que dependem essencialmente de y, p=n—k+1ek < n.

O elemento d,(w;) é uma combinagao linear de monémios todos dependendo essencialmente
de y e 6,(x°) = cat*!. Como ¢ = 1 e a > 1, entdo &,(e,(wi,. .., wr_1,2%,...,2%)) é

uma combinagcao linear de elementos da mesma forma.

Pelo Lema 3.5.3

en(wy, ..., wx_1, T,...,x )€ B.
—_——
n—k+1 vezes
Portanto
k—1
dalen(wr, .., wi_y,x,...,2)) = ) ey(wr,...,0(w)),..., w_1,2,...,2)
j=1
+ pen(wy, ..., wp_1,2% ..., x) € B.
Todo e, (wy, ..., 0,(wj), ..., we_1,2,...,x) pertence a B, logo
en(wy, ..., wg 1,2%2,...,2) € B

para todo a inteiro positivo. Aplicando d, no ultimo polinémio

k—1
a a
Sp(en(wr, ..., wp—r, 2% ... x)) = ¥ ep(wy, ..., 0p(w;), ..., we_1, 2% T, ..., T)
j=1
+b-1
+ ep(wy, .. w2 J Ty, T)
a
+ (p— Dep(w,...,wx 1,2% 2", x,...,2) € B
Novamente observando que todos elementos e, (wy, ..., 8 (w;),. .., wx_1,2% 2,...,2) €
en(wy, ..., wp_1, 2071 2, ..., x) pertencem a B, temos que
a ,..b
en(wy, ... wp_1, 2% 2% x,... )€ B.
Continuando esse processo obteremos no final
a a a
en(wy, ... wp_y,x %, ... x%)€ B
para quaisquer ap, as, ..., a, positivos. Concluimos entao que A nJ < B e em particular

que C'nJ < B. n
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Teorema 3.5.1. O grau de nilpoténcia no teorema de Dubnov—Ivanov—Nagata—Higman

satisfaz a desiqualdade
n(n +1)

d(n) = 5

Demonstragdo. O mondmio u = yryz?--- 2" *yz""' em (3.8) tem grau total

n(n+1)

d=—=

—1.

E suficiente mostrar que u nio pertence ao T-ideal de K *{x,y) gerado por z". Claramente,

ue C c Aeu¢ B, entdo pela Proposicao 3.5.1 temos que u ¢ J = (z™)T. ]

3.6 Demostracao de Nagata

Apesar de a demostracao de Nagata obter uma cota superior muito pior que a
obtida por Higman, ela é extremamente instrutiva ao mostrar uma abordagem do problema
utilizando a teoria de representagdes do grupo simétrico. Ao contrario das demonstragoes
anteriores que tentam obter o monémio multilinear x5 - - - x4 diretamente da identidade
x™ = 0, Nagata usou o fato da algebra de grupo K.S; ser completamente redutivel para K
com caracteristica 0, isto ¢, que ¢ igual a soma dos ideais a esquerda irredutiveis, para

verificar que é suficiente obter os polindémios do tipo ngn(T)ng(l)xm(Q)  Tor(q) €M

que o e T percorrem todas as permutagoes que preservam respectivamente as linhas e as

colunas de um certo diagrama de Young.

Vamos comecgar a demonstracao pela parte da teoria das representacoes do
grupo simétrico. Para simplificar um pouco a notagao, denotaremos K.S; por D,. Seja «
uma tabela de Young para as letras 1, ..., ¢, em que ¢t ¢ um nimero natural e denote
por R, e C, os subgrupos de S; que preservam respectivamente as linhas e as colunas de
a. Defina também os elementos R}, = Z ogeCh = Z sgn(7)r de D;. Sabemos pelo

0ER, T7€Cy
Corolario 1.8.1 que

D, =)D, ZR] (sgn(r)or) = > DRECr. (3.14)
(0% OER (0%
T7€Cy

Seja g um numero inteiro positivo. Definimos os dois ideais a seguir:

(1) Para um subconjunto de g letras iy, io, ..., i, de 1, ..., t tal que iy < iy < -+ <1y,
seja S(i1, 12, ... ,1,) 0 subgrupo simétrico nas letras iy, .. ., i, (ou seja, o subgrupo das
permutacOes que preservam as outras letras) e denote S™(iy, 42, ...,4,) = Z o.

UES(’h,...,ig)
Definimos o ideal a esquerda M; = Z D S* (i1, 12, . . ., 1g).

(i1, yig)
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(2) Para um subconjunto de g letras ji, jo, ..., jyde 1, ..., ttal que jy < j1 +1 < jo <
o+ 1< <j, <jg+ 1<t seja A(j1,J2,...,7y) 0 subgrupo das permutacoes

o € S; tais que:

a) o permuta apenas ji,j1 + 1, j2, 52 + 1,...,Jg. s + 1; €
b) o permuta {ji,ja, - ,Jjs} entre si e o(jp +1) = 0(jx) + 1 para todo k =1, ...,
g.

Ou seja, o permuta g blocos disjuntos de 2 letras consecutivas, preservando as outras

letras. Denote A*(j1, ja, ..., Jg) = Z o. Por fim, definimos o ideal a esquerda
UeA(jln'ng)

M2 = Z DtA*(j17j27"'7jg)'

(jl:"'v.jg)

Lema 3.6.1. Set > ¢° — 2¢° + 2g, entdo My + My = D;.

Demonstragio. De (3.14), basta mostrarmos que para cada tabela de Young «, o ideal a

esquerda Dy R:C> esta contido em M; ou em M,.

Como o~ 'R*(iy,...,i5)0 = R*(c(i1),...,0(i,)) para todo o € S;, temos que
M é um ideal bilateral. Se o for uma tabela de Young com pelo menos uma linha com

pelo menos ¢ elementos temos que R} € M; e portanto D;R:C € M;.

Caso contrario o tem menos que g colunas. Seja B o conjunto de letras que
estao na primeira coluna de «, e defina os conjuntos B’ = {s;s € B,s +1 € B} e
B" = {s;s € B,s # t,s + 1 ¢ B}. Como a tem no miximo g — 1 colunas e como
(g—1)(¢* —g+1) = g*>—2¢°> +2g — 1, a primeira coluna terd pelo menos g*> — g + 2

elementos. Temos as seguintes possibilidades:

1. Se B’ tem pelo menos 2g — 1 elementos, podemos escolher jy, jo, ..., j, € B’ tais
quej1 <j1+1<]2<32+1 < sv <jg<jg+1 < t. ComOA(jl,jQ,,jg)CCa,
temos que C; € M, e portanto D, R C € M.

2. Caso contrario, o ntimero de elementos de B” serd no minimo (g*—g+2)—(2g—2)—1 =
g>—3g+3=(g—1)(g—2)+ 1. Para cada s € B” considere as letras s + 1. Pela
definicao de B” elas estao em uma das g — 2 outras colunas. Logo existe pelo menos
uma coluna que contém pelo menos g desses elementos, ou seja, conseguimos escolher
J1 sJ2y --+y Jg € B" tais que j1 + 1, jo+ 1, ..., j, + 1 estdo na mesma coluna. Logo
A(j1,J2,---,7g) € Cq, e portanto C € My e D,R.CY € M.

]

Agora vamos deduzir polinémios a partir de z" = 0. Seja R uma algebra

associativa sobre o corpo K tal que =" = 0 para todo z € R. Para y;, ..., ¥ € R e
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X € D; tal que X = Z%Uz’, a; € K e 0; € S, denotaremos por X (y; ---y;) a soma
Z 4iYo,(1) " - You(t)- Ainda, denote por (K, R) a élgebra obtida adicionando uma unidade a
algebra R.

Primeiramente, aplicando a linearizacao parcial na identidade x™ = 0 obtemos:
f(xa 3/) = x‘nfly + xn*Zy:L. + o4 xyl.n72 + yxn,1 _ O

Logo

2 n

f(x’y)xnfl _ xnflyxnfl + xnf yx S wyljnf?) + 2n—2 0

yx =

Portanto
2"yt = 0. (3.15)

Nos dois lemas a seguir denotaremos por {a) o ideal bilateral de (K, R) gerado por a.

Lema 3.6.2. Seja m o menor inteiro tal que m > n/2 e tome um u € R. Entao, para
qualquer z € (K, R), Z = uz + (u®) € (K, R)/{u*) € tal que 2™ = 0.

Demonstragio. B suficiente mostrar que para qualquer z € R, (uz)™ 'u =0 (mod u?).

A partir da linearizagdo total de z" = 0 obtemos e, (yi,...,y,) = 0. Tome
YI =" =Ynplm =U€ Ypy2m =+ =Y, = 2, e considere e,(y1,...,y,) = 0 para n
fmpar e e,(yi,...,yn)u = 0 para n par. O dnico termo de cada soma que nao tera dois u

consecutivos serd (uz)™ u.

Portanto, para n mpar temos (uz)™ 'u = e,(y1,...,¥,) = 0 (mod u?) e para

m—1

n par temos (uz)" u=e,(y1,...,yn)u =0 (mod u?). O

Lema 3.6.3. Seja m o menor inteiro tal que m > n/2. Defina r como o menor inteiro

tal que n —1 < 2" e suponha que exista d(m). Entdo para qualquer u € R, (w)*™ =0, em

T

que g(n) = 2d(m)" sen—1=2" ou g(n) =d(m)" sen—1<2".

d(m) d(m)
Demonstragio. Pelo Lema 3.6.2 e por d(m) existir temos n zZ; = 0, isto é, H uz; C <u2>
i=1 i=1

Portanto (u)X™ < (u?). Logo (u)U™" <« U™ = ... c @W¥). Sen—1 < 27,
o resultado segue diretamente. Caso n — 1 = 2", usando (3.15) obtemos (u)*¥™" <
u"hH? = 0. O

Lema 3.6.4. Com o mesmo g(n) do lema anterior e assumindo a existéncia de d(m),

tomet=gn)y, ..., € R el <iy <iyg <--- <igy <t inteiros. Entdo

S*(i1, s igm)) (Y1 y:) = 0.
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Demonstra¢io. Pelo Lema 3.6.3 temos que wouwuws - - - uwymy = 0 em que w; € (K, R)
e portanto usando as substituicoes wy = y1 -+ Yi—1, W1 = Yir41°* Yig—1s -+ Wy(n) =
Yiymy+1 "+ Yt Podemos obter z1zo--- 2, = 0 em que z; = u se i € {in, .. gy} € 2 = i

caso contrario.

Aplicando a linearizagao total em u obtemos a identidade desejada. O]

Corolario 3.6.1. Com o mesmo g(n) do lema anterior e assumindo a existéncia de d(m),
tome t = 2g(n) y1, ...,y € R e Ji, ..., Jom) de forma que A(ji,...,Jym)) pode ser
definida. Entao

A*(J1s s Jgm)) (W ye) = 0.

Demonstragio. No Lema 3.6.4, usando t — g(n) ao invés de ¢, substituindo y;, por yzky;k e

renomeando os ¥ obtemos a identidade desejada. [

Agora vamos demonstrar o teorema.

Teorema 3.6.1. Seja R uma dlgebra sobre o corpo K de caracteristica 0. Se u" = 0
para todo u € R, entdao existe um inteiro positivo f(n) dependendo apenas de n tal que
RIM =,

Demonstracao. Vamos provar por indugao. Como podemos verificar na Proposicao 3.2.1
f(2) = 3. Agora tome m como o menor inteiro tal que m > n/2 e suponha que f(m) exista

(note que se n = 3 entdo m < n).

Seja g = g(n) obtido no Lema 3.6.4 e faca t = f(n) = g* —2¢* +2g. Provaremos
que R' = 0. Para tanto, podemos supor sem perda de generalidade que R = F//P, em
que F' é a éalgebra sobre K livremente gerada por uma quantidade suficiente de geradores
x) e P oideal bilateral de F' gerado pelas n-ésimas poténcias de elementos de F'. Sejam
x1, ..., x; elementos de {x,}, dois a dois distintos. Entdo P é invariante & esquerda pela
acao de D, e entdao M = {X|X € Dy, X(x1---24) € P} é um ideal & esquerda de D;. Pelo
Lema 3.6.4 e pelo Corolario 3.6.1, todos os S*(i1,...,i,) ¢ A*(j1,...,J,) estdo em M.
Entao pelo Lema 3.6.2 temos M = D, e em particular 1 € M, o que implica 1 ---x;, € P e
o portanto R' = 0. n

. 2
3.7 A cota superior d(n) < n
Nesta segdo iremos apresentar a demonstracao da cota superior d(n) < n?.
Vamos nos basear no artigo de Razmyzlov (9) em que foi provado que todas as identidades
polinomiais com traco da algebra de matrizes sobre um corpo de caracteristica 0 sao
consequéncias do polindmio de Cayley-Hamilton, mas vamos nos ater apenas aos elementos

necessarios ao nosso resultado.
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De uma forma similar a demonstracdo de Nagata, vamos utilizar a teoria
de representacoes e o fato que K.S, é completamente redutivel para obter o monomio
multilinear x - - - x4 como combinacao de outros polindmios e vamos verificar que eles sao
consequéncia de z". Porém, na demostracao de Nagata, a permutacao o € .S, é associada ao
monomio multilinear x4 (1) - - - Zo(n), € a acao de S, a direita equivale a uma permutagao dos
termos de cada monomio. Esta construcao faz com que um T-ideal seja apenas invariante
sob a agao de S, a esquerda (o que equivale a uma renomeacao das variaveis), e entao os
polinémios usados sao os geradores dos ideais a esquerda minimais de K S,,. Apds isso,

encontramos uma maneira de obter os polinémios a partir de " e a solucao foi concluida.

Nesta demonstragao a associacao sera outra: os mondémios multilineares usuais
(ordinarios) serao associados as permutagoes de S,.1 que consistem de apenas um ciclo,
e serao considerados como um subconjunto de monomios multilineares generalizados
(com trago). A construcao fard com que um ideal verbal seja invariante sob a acao de
Sp+1 de ambos os lados. Nesse caso, os polinémios usados serao os geradores dos ideais
bilaterais minimais. Além disso, essa construgao tera a propriedade que um ideal verbal
associado a um diagrama de Young é consequéncia de qualquer ideal verbal associado a
um subdiagrama desse diagrama, o que permitird que nds nos concentremos apenas em
alguns diagramas, mais especificamente o diagrama com 1 linha com n + 1 elementos e o
diagrama com 1 coluna com n + 1 elementos. Isso mostrara que x; - - - x,,2 ¢ combinacao de
alguns polinémios generalizados, mas com mais um argumento obteremos uma combinagao

de alguns polinémios ordindrios que sdo consequéncias de z".
Vamos comegar definindo a élgebra dos polinomios generalizados.

Tome as varidveis xi, Zg, ..., e defina uma funcao trago tr() formalmente.
Primeiramente, vamos construir uma algebra auxiliar, que denotaremos por Gg, de forma

indutiva:

(1) Toda palavra de comprimento finito nas variaveis 1, o, ..., estd em Gy
(2) Se A e B sdo elementos de Gg, entao AB também é

(3) Se a é uma palavra nao vazia, e A e B sdo elementos de Gy, entdo tr(AaB), tr(aB)

e tr(Aa) também sao elementos de Gy

O item (2) define uma multiplicagao por justaposigao e transforma Gy em um semigrupo.

Note que expressoes do tipo tr(tr(:--)) nao sdo elementos de Gj.

Defina agora GG como o semigrupo obtido de G considerando as seguintes

congruéncias:

tr(A)B = Btr(A) (3.16)
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tr(AB) = tr(BA) (3.17)

tr(Atr(B)) = tr(A) tr(B) (3.18)

em que A, B € Gy. Note que, conforme essa definicao, G é um semigrupo e é gerado pelos
elementos da forma a e tr(b), em que a e b sdo palavras nao vazias, e que todo elemento

de G tem a forma
ag tr(ay) tr(az) - - - tr(ay)

em que os a; sao palavras e aq, ..., a; sao nao vazias. Nesta forma a representacdo nao é
Unica, mas podemos tomar o elemento tal que a palavra aga; - - - a; ¢ maximal em relacao a
ordenacao lexicografica para obtermos uma representacao inica. Chamaremos os elementos

de G de monomios generalizados.

Agora a algebra de polindmios generalizados sobre um corpo K é a algebra
sobre K do semigrupo G, que denotaremos por 4. Definimos o grau de um mono6mio
em relagdo a variavel x; como o niimero de vezes que ele aparece na representagao do
mondémio. Entao podemos definir o multigrau de um monoémio sobre as variaveis xq, ...,
x; como a [-upla (r1,...,7) em que 7; é o grau desse monémio em relagao a varidvel ;.
Um polindémio generalizado é dito homogéneo de multigrau (rq,...,r;) quando é uma

combinagao linear de monomios generalizados com esse mesmo multigrau. Por exemplo,
1
1Ty + oy + X tr(xy) + 5 tr(z122)

é um polinémio generalizado homogéneo de multigrau (1,1) mas tr(x;) + tr(zy) nao é
homogéneo. Um polinémio generalizado homogéneo f(xy,...,2;) é dito multilinear de

grau [, quando é de multigrau (1,...,1) (com [ uns).

Também definimos a agao da funcao tr() sobre um polindémio

tr(z Qagar,...a@o tr(ar) - - - tr(as)) = Z Qag.ay....ar tr(ag) tr(ay) - - - tr(az))

quando o lado direito estd bem definido, isto é, quando toda ag é nao vazia. Para todo
polinémio generalizado g(z1,...,7;) € ¥ e quaisquer matrizes By,..., B, € M,(K) po-
demos construir a expressao ¢g(By, ..., B;) em que tr(B) é interpretada como a matriz
escalar cujos elementos na diagonal sao iguais ao traco usual da matriz B. Note que as

propriedades do traco formal que citamos também valem para esta interpretacao.

Definigao 3.7.1. Um polinomio generalizado g(x1, ..., x;) € Y é uma identidade com trago
da dlgebra das matrizes M, (K) se g(By,...,B;) =0 para quaisquer matrizes By, ..., Bj €
M,(K).

Faremos agora algumas defini¢des importantes:
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Definicao 3.7.2. Um ideal bilateral I da dlgebra & ¢é chamado de ideal verbal se para

quaisquer polinémios generalizados hy, ..., hy € 9 da forma

Z Qag.ay....a, 00 tr(ar) tr(ag) - - - tr(ay)

em que ag sao palavras nao vazias e para qualquer g(xy, ..., x;) € I temos que g(hy, ..., ) €

I.

Definicao 3.7.3. Um polinémio generalizado g é consequéncia dos polindmios generaliza-
dos g1, ..., g1 se o ideal verbal gerado por g1, ..., g (isto €, o menor ideal verbal contendo
g1, - -, gi) também contém g. Dois conjuntos de polindmios generalizados sao equivalentes

quando os ideais verbais gerados pelos dois conjuntos coincidem.

Note que de forma similar ao processo de linearizacao dos polindmios ordinarios
podemos obter que todo ideal verbal é gerado por seus polindmios generalizados multi-
lineares. Denotaremos por 7; o conjunto dos polinémios generalizados multilineares nas

variaveis xq, ..., xj.

Lema 3.7.1. A dimensao do espago vetorial T; é (I + 1)!.

Demonstracao. Pela definicao da algebra dos polindmios generalizados, basta provar que
o semigrupo G contém (I + 1)! mondmios generalizados multilineares nas variaveis xy, ...,
x;. Como observamos anteriormente todo elemento de G n I} pode ser escrito de forma
Unica
ag tr(ay) tr(az) - - - tr(ay)

em que os a; sao palavras, aq, ..., a; sao nao vazias e a palavra multilinear aga; - - - a; é
maximal em relagao a ordenacgao lexicografica. Vamos provar por indugao no ntimero de
varidveis. Para uma variavel x( temos os 2! = 2 mondmios xq e tr(zg). Se temos [ varidveis,

vamos dividir em dois casos:

(i) Se ap é ndo vazio, seja ag = x;ay em que x; é a primeira letra de ag. Por indugao o
ntmero de mondmios da forma z;a tr(aq) tr(ag) - - - tr(a;), em que fixamos x; é igual
ao numero de monoémios generalizados multilineares em [ — 1 variaveis, entao [! e

portanto o nimero de monoémios neste caso ¢ igual a [(I!).

(i) Se ag é vazio, entdao necessariamente a; = x;a; pois por (3.17) cada ay, ..., a; pode
ser permutado ciclicamente e por (3.16) podemos permutar ay, ..., a; entre si. Entéo
o numero de mondmios generalizados multilineares neste caso sera igual ao nimero

de mondmios da forma aj tr(ag) - - - tr(a;), que por indugao é I!.

Portanto o niimero total de monémios generalizados multilineares é (I + 1)!. O
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Agora vamos definir a algebra 9. Seja K um corpo e K(v) o corpo de fragoes
do anel de polinémios K[y] em uma variavel v. Denotaremos por 9 a algebra quociente

da algebra 4() de polindémios generalizados sobre o corpo K () a partir das relagoes a

seguir:
2
riax; = —tr(a) (3.19)
Y
2
tr(za)r; = —a (3.20)
Y
[27.2,] =0, tr(afa) = aftr(a), tr(af) = a7 (3.21)
w=0 (3.22)
em que i, j =1, 2, ..., a é uma palavra qualquer e w é um polindmio generalizado com

grau maior que 2 em relacdo a alguma varidavel. A estrutura da algebra ¢ é descrita no

lema a seguir.

Lema 3.7.2. (a) A dlgebra g ¢ gerada como um espaco vetorial pelos monomios gene-

ralizados de grau menor que 3 em relacio a cada varidvel x;.

(b) Os conjuntos de polindmios multilineares das dlgebras 4 (v) e 9 sio isomorfos como

espacos vetoriais.

(¢) Todo polindmio homogéneo f(z;, ..., 2,2 ,..., ;) de grau 2 em relagio ds va-
ridveis x;,, ..., T;, e de grau 1 em relagdo as varidveis x;,, ..., x;, podem ser

representadas na forma

x; @
f= 71 .. 759($j1,..-,1'jt) (3.23)

em que g € um polinomio generalizado multilinear.

(d) A representagio (3.23) € unica no sequinte sentido: se

S LL’Q
f= n —* g1
k=1 7
¢ outra representacao, entio g = g1 em (7).

Demonstragio. O primeiro item é verdade por causa de (3.22), o segundo por causa que
todas as relagdes (3.19) a (3.22) sdo de grau pelo menos 2 em alguma variavel. O terceiro
item pode ser obtido ao usar as relagoes (3.16) a (3.22). Por fim, para a unicidade, podemos

verificar diretamente que a ordem das varidveis que usamos para reduzir o polinémio para
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a forma (3.23) nao altera o resultado (e para isto basta mostrar que para duas variaveis a

ordem nao importa). Por exemplo, por um lado:

2 2

2 .2
az;bzjcxdrje = “adzjetr(brjc) = “adtr(zjcb)x e = = —Ladcbe
Y T
e por outro lado:
2 2 2 .2
arbrjcx;drje = —Lax;betr(cr;d) = —“Latr(z;de)r;be = ——Ladcbe.
Y v

]

Uma igualdade importante em g pode ser obtida da seguinte forma: Sejam
a,h, hy, hy € 9, entdo de (3.19) e (3.16) temos:

2 5132

xiahz; = % tr(ah) = ““ tr(ha) = x;hax;.
v gl

De (3.19), (3.16) e (3.17) temos:
2

tr(hyz;ahg)z; = tr(z;ahohy)x; = ?ahghl = atr(z;hoh)x; = tr(hix;hy)az;.

Logo obtemos que para quaisquer f, g polindomios generalizados multilineares em x4, ...,

Xy

f|xi=$ia'g:f'g

T;=ax;

e consequentemente

flzray, xaas, ... x10))g(x1, 22, . .., 1) = f(21, 29, ..., 21)9(a121, agTa, ..., qyx;). (3.24)

De forma analoga podemos provar que

flarxy, agwa, ... ax))g(x1, 2o, . .., 27) = f(21, 29, ..., 21)9(T101, X209, ..., 2107). (3.25)

Vamos denotar por T; e T;(y) os espagos dos polindmios multilineares nas variaveis x1, . . ., z;
em ¥ e 9. Suponha que f e g sao os mesmos da Equacao 3.23. Vamos definir a fungao
7 de forma que 7(f) = g. Com essas defini¢oes vamos dar uma estrutura de algebra ao

conjunto 7.

Lema 3.7.3. Suponha que a operacao o € definida no conjunto T; da sequinte maneira:

foh= W(f(mlv s ’xl) ) h|m1=y111)|y1=11 = W(f|$1=a:1y1 ) h(xl’ s >$l))|y1=m1 (326>

T1=Y1; Y= TI=T1YL Y=

em que f, hel; exy, ..., x;, yi, ..., Yy Sao varidveis distintas. Entdo essa operagdao é

bem definida, o conjunto de monomios generalizados G ~'I; forma um grupo com respeito
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a operagdo o, e o espago vetorial T; se torna a dlgebra de grupo do grupo G n'T;. Além
disso, os elementos
!
Di = T; 1_[ tr(a?j)
j=1,j#i
!
emquei =1, ...,1, sdo os geradores desse grupo, e o monomio generalizado e = n tr(z;)
j=1
¢ o seu elemento neutro.

Demonstragio. A segunda igualdade em (3.26) é verdadeira por causa de (3.24) e do item
(d) do Lema 3.7.2. As partes (c) e (d) do mesmo lema garantem a validade da definigao

(3.26) em T;. Para mostrarmos que o é associativa, observe que, para f, g, h € T;(7):

(f o g) oh= ﬂ-(f ' g|x1:y1x1 ' h|xlzzly1)|21:m1

TI=Yi1] T=2Yr 2=

- ﬂ-(f ’ g|x1:y1 ’ h|z1:z1x1y1)|21:x1
TI=y TI=TY1 A=A

- W(f ’ (g|x1:y1 ’ h|11:x1y1)|x1:z1x1)|21:x1
1=y TI=ETY =T, =X

l

l
Htr(xj) © f =TT <n tr(‘rjyj) ) f) |y1:x1 = (f|:(:1:y1)|y1:501 = f

=1 yi=x w=y y=w

!
e portanto e = Htr(xj) é um elemento neutro pela esquerda. Analogamente podemos
j=1
mostrar que e é um elemento neutro pela direita. De forma similar, obtemos

f © Di = W(fyixi”yl:%' (327>

t
Se f = ag Htr(aj) é um mondmio generalizado, entdo temos dois casos: ag = agx;ay €
J=1

ap = x;a5. Usando (3.19) e (3.20).

t
. ag tr(x;ag) Htr(aj)
{%Htr(aj)} b= (3.28)
g=1 aoT;ay, n tr(a;)
Jj=1j#k
de onde obtemos que G N T} é invariante sob a multiplicacao por D;. Utilizando (3.28)

podemos obter
Di o Dl = e,
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l l

{g(ajl, ey TR) H tr(xj)} 0 D1 = g(x1, ..., Tp)Tp i1 H tr(z;),

j=k+1 j=k+2

l

{g(ﬂfb o, ) n tr(ﬂfj)} ©Dgi10Dyyo0o-+0Dpyp0 Dypyq

j=kt1
I

=g(x1, ..., ) tr(XTpeq - Tpy) H tr(x;),
j=k+t+1
em que g ¢ um monoémio generalizado multilinear em z1, ..., xx. Com isso obtemos que
todo monomio generalizado em G n T} pode ser obtido a partir de e usando multiplicagoes
por elementos D;, e vice-versa. Logo G n I} é um grupo com os elementos D; como
geradores. Assim fica claro que T; é a algebra de grupo do grupo G n T; de monoémios

generalizados multilineares, e a operacao o esta bem definida sobre T;. O

Agora vamos finalmente construir o isomorfismo entre G ~T; e Sp1.

Lema 3.7.4. O grupo G n1T; € isomorfo ao grupo S;.1 através do isomorfismo
p(ag tr(ar) -+ tr(ar)) = (zoao)(ar) - - (ar).

Demonstracio. A funcao ¢ estd bem definida pois os ciclos comutam entre si e também
podemos permutar ciclicamente os elementos de cada ay, ..., a;. Pelo Lema 3.7.1, ¢ é

biunivoca. Entao para provar o lema é suficiente provar que para todo g € G N T;

©(g) - p(Di) = ¢(g o Dy),

mas CcOo1mo

(.Toao)(al) ce (at) . (x()xz) — { (xoag)(‘rlag) (al) U (Gt), Se ag = a{)q;iag

(zoaoziay)(ar) -~ (ax—1)(aky1) -~ (ar), se ax = xiay,

comparando com (3.28) obtemos o que queriamos. ]

Agora vamos relembrar os fatos da teoria das representacoes do grupo simétrico
de que precisamos, que foram explorados na secao 1.8. Dizemos que um diagrama de
Young é do tipo (nq,...,n;) quando o nimero de caixas na i-ésima linha é igual a n;, e
ny = ng = -+ = ng. Uma tabela de Young é obtida ao preencher um diagrama de Young
com os inteiros de 1 a [ + 1 =ny + - -+ + ng. Denotaremos por R, e C, os subgrupos do
grupo simétrico S;y1 que preservam respectivamente as linhas e as colunas do diagrama

de Young «.

Proposicao 3.7.1. Existe uma bijecao entre o conjunto dos diagramas de Young D do

tipo (ny,...,ng) em que ny +---+n, =1+ 1 e o conjunto dos ideais bilaterais simples
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da dlgebra de grupo KS;.1. O ideal correspondente ao diagrama D é gerado como um
ideal bilateral pelo elemento e(a) = R o C% em que R: = Z ogeC) = Z sgn(7)7 para

o€R, T€Cq
algum diagrama o construido sobre D. Uma permutagdo s € Siy1 pode ser representada

na forma s = ot em que 0 € R, e T e C, se e somente se os elementos na mesma linha
do diagrama o estao em colunas diferentes do diagrama as, e essa representacdo € unica.
Para todo x € K.S;1 temos que R oxoCh = uR,CY, em que u é um numero que depende

de x.

Lema 3.7.5. Suponha que V é um ideal verbal gerado por um conjunto de polinomios
generalizados de grau l, formando um ideal bilateral de T; em relagdo a operacdo o. Suponha
que f €T} gera o ideal bilateral V n'T;. Entdo V N1y € um ideal bilateral de T}, para
todok >0 e

gera esse ideal bilateral.

Demonstracdo. Primeiramente vamos provar que V N1, é um ideal bilateral. E suficiente

verificar que V' n Ty é estavel em relacao a multiplicacao pelos geradores D;. Note que

bf(ay,...,aq;) = f(a1,..., b—|—2f a,...,a;b—ba, ..., a),

i+1

logo podemos afirmar que V n T;,; é gerado por elementos do tipo
T
g1 = g(ala s >al)al+1 Htr(bj)

em que g(xy,...,x;) € VnTj e a; eb; sdo palavras. Usando (3.27), (3.24), (3.25) e (3.28)

obtemos

gi1oD; =m(g(ay,...,a)a1 Htr Ti)|ys=z;

(

glay, ... a))a; 120, Htr(bj), se by, = x;,

T
=< gla, ..., a)ap tr(zal,) n tr(by),  se a1 = ap,zia),
7j=1

(g(z1,...,2) 0 Dy)| =y (79) a, Htr , ses <l a, = a.,ral

\ Ts=aj 1Ta"

o que implica que V N Tj,; é um ideal a direita. De forma similar podemos mostrar que

V nT 1 € um ideal a esquerda. Considerando o que foi dito acima é suficiente mostrar que

g1 =g(ay,..., HtrmZ7
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em que g(xy,...,x;) € V. n T, pertence ao ideal bilateral gerado por

k
fi=flxy,..., 1) n tr (1)
j=1

Sabemos que, se 0 = (Y11 Yiry ) (Y21 - - Y2ry) - - (Ym1 * - * Yrmr,, ) UMa permutagao o € Sy,

entao para qualquer permutacao d € .S,

5 lod = (6(ya1) -+ 6 (Y1) (6(y21) - -+ 0 (Y2ry)) == (O(Ym1) -+ 6 (Y )

logo ¢ possivel, conjugando g; por um elemento adequado, obter

K+
go = g(ayzy, ..., apzy) H tr(z;)
j=k+l—r
Claramente temos que
k
93 = g(x1,...,71) Htr($l+j)
j=1
estd no ideal bilateral gerado por f;. Tomando
k+l
s = x1a} - - 10 n tr(x;)
j=k+l—r
e usando (3.20), (3.24) e (3.25), teremos
k
g3 o s = 7T(9($1yla <y 1YL n xl+jyl+] | y1=x1
7=l Yirk=Ti4k
k+1
= ﬂ-(g(xh s aml)ylxlall e yll’lag 1_[ tr(xj))|y1:zl
j=k+l—r I
k+1
= m(g(arzs, -+, aja) n tr(2;)y1ey - 1 )|y 0y = g2 0t
j=k+l-r —

em que t = xy -2y tr(x, 1) -+ tr(x,y). Entdo go ot estd no ideal bilateral gerado por fi,

e entdo os elementos g, = (g2 0t) ot ! e g; estdo no mesmo ideal. O]

Lema 3.7.6. Suponha que o diagrama de Young Dy do tipo (nq, ..., ng) € um subdiagrama
do diagrama de Young Dy do tipo (n},...,n.), isto é, n; < n, para todo i, e sejam
Lh=ni+- - +ngely=ni+---+nl.. Sejam Vp, (i =1,2) os ideais verbais da dlgebra 4
gerados por um conjunto de polindomios generalizados multilineares de grau l; formando

um ideal bilateral de Tj, correspondente ao diagrama de Young D;. Entao Vp, 2 Vp,.

Demonstracao. Preencha o diagrama Dy com os inteiros de 1 a Iy de modo que os inteiros
de 1 a [ fiquem na subdiagrama D, obtendo assim as tabelas ay e «; respectivamente. Se

e(o) = R, o C ., (i =1,2) como na Proposicao 3.7.1, entdo e(a;) gera o ideal bilateral
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Vp, n'T;,. Podemos identificar o grupo S, 11 agindo sobre {xy,...,z;,} com o subgrupo de
Si,+1 que age sobre {xg,...,x;,} e fixa os elementos zy, .1, ..., z;,. Desta forma, R,, 2 R,
e Cy, 2 C,,. Trazendo isso para as algebras de grupo, podemos tratar 7j, como se estivesse
contido em Tj,. Nesse sentido, pelo Lema 3.7.5, o elemento e(ay) gera Vp, n T}, como um

ideal bilateral. Por outro lado,

RZQ © e(al) © 022 = (RZQ © Rzl) © (0;1 © C:zg) = |Ra1| |COC1|(R:¢2 © C:{Q)
= |Ray| |Cayle(as).

Consequentemente, o gerador e(as) do ideal Vp, n T}, estd no ideal Vp, n T},, e portanto

Vp, nTi, 2 Vp, n'T},. Portanto Vp, 2 Vp,, e o lema estd provado. ]

Finalmente vamos provar o resultado que queriamos. Nesta demonstracao opta-
mos por trabalhar mais na 4lgebra K S,2,, e apenas no final transportar para polinémios

com traco.

Teorema 3.7.1. Em qualquer dlgebra associativa sobre um corpo de caracteristica 0 na

qual a identidade " = 0 € valida, a identidade x x5 - x,2 = 0 também € vdlida.

Demonstragio. K S,2,1 é completamente redutivel, logo, em particular, (zoz; ... z,2) pode
ser escrito como soma de termos provenientes dos ideais minimais de K.S,2,;. Usando os

fatos da teoria das representacoes do grupo simétrico, temos:

(.730@'1 Ce .%'nz) = Z cdgde(Td)hd

em que gq e hg sdo permutagoes (em Sy,z2,1), ¢g € K e T, sdo tabelas de Young (que podem
aparecer repetidas vezes). Note que aqui, pelo Coroldrio 1.8.2, podemos exigir que as

tabelas T, tenham os valores de 0 a n na primeira linha ou na primeira coluna.

Usando a parte da demonstragao do Lema 3.7.6 que acontece dentro das
algebras de grupo, isto é, que se a; é uma subtabela de as (aqui removemos o o, para
enfatizar que nos referimos ao produto dentro de KS,2. 1, estendido da composi¢ao usual

de permutagdes, e ndo a operagao o definida anteriormente):

RZze(al)C;ckg = (RZQRzl)(C(ilCZQ) = |R041| |COC1|(R:42022>
= |Ray| |Cayle(az)
e portanto
Ry, e(a1)Cy,
| Rou | |Ca |

Assim, podemos reescrever (2o . ..Z,2) COmMO

e(as) =

(Toxy ... xp2) = Z cagafaha
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em que gq e hg sao permutagoes (em S,2,1), c; € K e f; = Z sgn (7)1 ou fy = Z o
TESn+1 UeSn+1
que sao geradores dos ideais correspondentes ao diagrama com 1 coluna de n + 1 caixas e

ao diagrama com 1 linha de n + 1 caixas, respectivamente. Esses f; € K.S,2,; sdo iguais a
soma de todas as permutagoes que permutam {x,...,x,} e preservam {x, 1,..., T2},

com ou sem a multiplicacao pelo sinal da permutacao.

Antes de voltar para polindmios com traco, vamos trabalhar um pouco mais
sobre os termos g4 fshg. Como uma conjugacao de uma permutacao escrita na forma de
ciclos equivale a uma renomeacao de variaveis (Proposigao 1.1.1), ao trabalharmos com
permutagdes podemos remover o termo gg da esquerda de fy. Assim, com um pouco de abuso
de notagdo, podemos escrever gqfiha = fa(Tiy, Tiys - - Ty Yy, em que fo(zi,, ...z, ) é
igual & soma de todas as permutacoes que permutam {x;,,, T, - .-, Zi,, } € preservam as
outras varidaveis, com ou sem a multiplicagao pelo sinal da permutacao. A partir daqui

vamos omitir o d de 74, e usar apenas 1.

Agora considere h); escrita na forma de ciclos. O resultado da multiplicacao de
dois ciclos com apenas um elemento em comum ¢é (lembramos que aqui estamos usando

composicao de permutagoes da esquerda para a direita):

(ajajal)(x;b;) = (a;bjr;a})

em que z; ¢ um elemento e aj, a; e b; sao palavras. Entdao podemos interpretar esse
produto por (z;b;) como a substituicao de x; por b;z;. Falta contornar a situacdo em que
existe mais de um elemento de {z;,,x;,...,%; } em um mesmo ciclo de h},. Para tanto,

note que, por exemplo,
(biwibjabpan) = (wiw;w) (bizi) (bja;) (brwy)

em que x;, T; ¢ Ty sao elementos e b;, b; e by sao palavras. Podemos fazer algo semelhante
para cada ciclo, e como os ciclos originais de h; sdo disjuntos, é possivel comutar os ciclos
do tipo (x;z;xy) e levd-los para a esquerda do produto. Com isso é possivel obter h; como
um produto de uma permutacao formada por ciclos contendo apenas {z;,, Ty, ..., Z;, }
(e os outros termos nao aparecem, isto é, estao sozinhos em ciclos de tamanho 1), outra
permutagao em que os elementos {z;,,z;,...,2;,} aparecem em ciclos distintos e uma
terceira permutacao que permuta apenas os elementos que nao estao na permutacao

anterior e nem em {x;,, i, ..., T, }.

Note que ao aplicar uma permutagao que permuta apenas {z;,, Ty, .., Z;, }
sobre fq(x,xi,, ..., x;, ) o resultado é o préprio fi(z,, iy, --,2;,) (pois vai continuar
sendo a soma de todas as permutagoes dos elementos {z;,, z;,,...,%;,}), exceto even-

tualmente por uma mudanca de sinal, que ocorre se o f; original era Z sgn(7)T

TESn+1
e a permutacao aplicada era impar. Concluimos entdo que é possivel considerar que
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h!, ¢ uma permutacao em que os elementos {z;,,z;,,...,2; } estdo em ciclos distintos.
Com mais um abuso de notacao, podemos dizer que, se h), = (x;,a;,) - - (x;,a;, ), entao
fa(Tig, Tiys -y YA = falai, iy, @iy iy, - - ., a;,@;,)). Este tltimo é igual a soma de todas
as permutagoes de n + 1 elementos, escritos na forma de ciclos, em que substituimos esses

elementos pelos a;,x;;. Para simplificar um pouco a notagao, seja b;, = a;, ;. Logo

(SL’O.Tl ce ;Unz) = Z Célfd(biou bil, R ,bzn)hz

em que ¢, é igual a ¢4, eventualmente com um sinal diferente e hl; é permutagao que

preserva todas as letras que estao nos b;, .

Entao vamos comegar a voltar para os polindmios com traco. A ideia é considerar
apenas os termos sem trago, que, pelo isomorfismo definido no Lema 3.7.4 entre os
mondémios generalizados em n? varidveis e S,2. 1, correspondem as permutacoes compostas
por exatamente um ciclo (ou seja, todas as letras devem estar no mesmo ciclo). Note que se
algum elemento nao aparecer em fq(b;,, bi,, ..., b;,), isto é, ndo estiver em nenhum dos b;,,
todos os termos de f; terao mais de um ciclo, logo nao correspondem a monoémios ordinarios
(sem trago). Nesse caso iremos ignorar tais termos do somatério, e portanto, os hg restantes
tém que preservar todas as letras, logo devem ser a permutacao trivial. Para verificar qual
monomio ordindrio é obtido a partir de um termo de fy(bs,, by, - - -, b;, ), precisamos ter em
consideracao onde o elemento xy esta. Sem perda de generalidade, suponha que zq esta
em b;,, e que b;, = b zob} . Entdo os monoémios ordinarios sao obtidos das permutacdes
formadas por exatamente um ciclo (b;,b;_ W big(n)) em que o € S, e portanto sao iguais a
by b b
obtidos de f(biy, iy, - - -, b;,), somados, sdo iguais a bj en(bi,, ..., b, )b;

70

/ ~ A . . s .
i1y - iy Ui O o percorre todas as permutagoes em .S,,, logo os mondmios ordinarios

eventualmente
com sinal negativo. Aqui é importante notar que um modo de obter a paridade de uma
permutacao é verificar a paridade do niimero de ciclos (incluindo os de tamanho 1) - se o
numero de ciclos e o nimero de termos tém mesma paridade entdo a permutacao é par,
caso contrario a permutacao é impar. Assim a paridade das permutagoes formadas por

exatamente um ciclo sao todas iguais, e portanto o sinal associado também ¢ igual.

Logo o somatdrio inicial se torna (aqui voltamos com o d omitido anteriormente):

"y /
T1...Tp2 = ch idoen(bid17 . 7b’idn)bid0

em que ¢ é igual a ¢, eventualmente com um sinal diferente. Concluimos que x ... x,2 é

consequéncia de e, e portanto de z". n
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