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Resumo

Neste trabalho é considerada uma formulacao de elementos finitos baseada em fluxos
H(div)-conformes para uma certa classe de problemas elipticos, motivado por modelos de
Darcy (ou fluxo de Darcy) em meios porosos e problemas relacionados. Um problema global
em H(div) é resolvido apenas para o fluxo, sendo o potencial entdao aproximado via um
pos-processamento local a nivel do elemento. Também é abordada a questao da influéncia
da transformagao de Piola sobre a otimalidade da aproximacao, assim como a aproximagao
do divergente do campo vetorial. Comparac¢oes com o método misto dual cldssico sao
conduzidas através de experimentos numéricos. Nesta formulacao alternativa sao propostas
duas maneiras de contornar a perda de otimalidade sobre malhas quadrilaterais gerais.
A primeira consiste em usar espagos enriquecidos a fim de melhorar a aproximacao do
divergente. A outra proposta consiste em considerar a projecao do divergente diretamente

na formulagao variacional, obtendo uma economia de graus de liberdade.

Palavras-chave: métodos de elementos finitos. Galerkin misto. H(div). malhas quadrila-

terais.



Abstract

We consider an alternative approach to the classical mixed Galerkin finite element method
based on H(div) interpolation. We are specially interested in solving a class of elliptic
problems motivated by Darcy’s problem (or Darcy’s flow) on porous media and related
problems. A global problem in H(div) is set up and solved only for the flow, the potential
being then computed via a local postprocessing at the element level. The influence of
Piola’s mapping on optimality properties of the solution is also addressed as well as
the approximation of the divergence of vector fields. Comparisons with the classical
mixed Galerkin method are carried out through numerical experiments. In this alternative
formulation we propose two ways of dealing with the resulting loss of accuracy over general
quadrilateral meshes. The first one consists in deploying enriched finite element spaces in
order to improve the approximation of the divergence. The second one relies on directly
modifying the variational formulation by projecting the divergence operator into a proper

space for the potential, thereby not increasing the number of degrees of freedom.

Keywords: finite element methods. mixed Galerkin. H(div). quadrilateral meshes.
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1 Introducao

Com o crescimento da capacidade de processamento dos computadores atuais, a
modelagem computacional de problemas complexos tem ganhado destaque, em particular,
no contexto da simulagao de escoamentos em meios porosos. O principio basico de métodos
de balanco material é a conservagao de massa sobre um dominio poroso ou volume drenado
(CHEN, 2007). O processo de simulagdo computacional basicamente envolve quatro etapas
inter-relacionadas. Primeiro, um modelo fisico dos processos relevantes é elaborado a fim
de descreve-lo. Em seguida, um sistema de equagoes diferenciais nao-lineares é considerado
com respeito a boa-colocagao: existéncia, unicidade, estabilidade e regularidade de solugao.
Na etapa seguinte, um modelo numérico é considerado a fim de incorporar as propriedades
béasicas do modelo matematico (discretizagao). Por fim, algoritmos (e cédigos) eficientes
sao desenvolvidos. Estes estdgios estao mutuamente relacionados de forma que as vezes
sao necessarios ajustes entre si a fim de que as previsoes do modelo possam ser precisas e
confidveis. A larga aceitacao de simulagoes computacionais pode ser atribuida aos crescentes
avancos nestas diferentes etapas: modelagem matemaética, métodos numéricos, métodos
para a resolugao de sistemas lineares (e.g., métodos iterativos), ferramentas de visualizac¢ao

e avangos computacionais (CHEN, 2007).

O escoamento de um fluido num meio poroso é governado pelas equagoes de
conservagao da massa, do momento linear e da energia. Na simulag¢ao do fluxo em meios
porosos, a equacao do momento linear é dada numa forma efetiva ou homogeneizada
(HORNUNG, 1997) através da lei de Darcy. As equagdes que governam o escoamento de
uma Uunica fase fluida num meio poroso saturado sao dadas pela equagao de conservacao
da massa, a lei de Darcy e, eventualmente, uma equacao de estado relacionando pressao,
temperatura e densidade. Neste trabalho, vamos supor regime isotérmico. No caso de
gases ou fluidos ligeiramente compressiveis, teremos a presenca de termos nao lineares
na equacao de conservacao da massa que, todavia, vamos supor linearizados. O caso
incompressivel também pode ser incluso nesta abordagem através de uma penalizacao, ou
seja, introducao de uma compressibilidade artificial muito pequena. Neste trabalho iremos

considerar apenas equagoes estaciondrias lineares.

Em regime estacionario, a lei de Darcy, substituida diretamente na equagao
da conservacao da massa, fornece uma equagao eliptica de segunda ordem na variavel
escalar (pressdo). Uma aproximagao numérica para a solu¢do desta equagdo pode ser
obtida com o classico método de Galerkin primal (CIARLET, 1978), onde a pressao é
aproximada em um subespaco conforme de H'. Desta forma, o campo de velocidades
pode ser aproximado explicitamente através da lei de Darcy, a partir do gradiente do

campo de pressao aproximado. Entretanto, tal aproximacgao possui como inconveniente



Capitulo 1. Introdugdo 19

a falta de conservacao local de massa. Outras técnicas de pds-processamento podem ser
encontradas, por exemplo, em Durlofsky (1993), Loula, Rochinha e Murad (1995), Correa
e Loula (2007). Em Correa e Loula (2007), o método de Loula, Rochinha e Murad (1995),
obtido pela adicao do residuo de minimos quadrados da equacao de conservacao da massa
a forma fraca da lei de Darcy, tem sua origem relacionada a métodos estabilizados, sendo
aplicado para o caso de campos de permeabilidade anisotropicos descontinuos. Entretanto,
mesmo considerando pos-processamentos através de problemas variacionais auxiliares, as

taxas de convergéncia assim obtidas ainda se mostram sub-6timas.

Como o fluxo geralmente é a varidvel de maior interesse na avaliagao dos
processos de transporte associados ao escoamento, uma aproximagcao mais precisa faz-se
necessaria. O método de elementos finitos mistos dual (RAVIART; THOMAS, 1977; BOFFT,;
FORTIN; BREZZI, 2013; ROBERTS; THOMAS, 1991) surge entao como uma opgao mais
adequada pois, além de aproximar melhor a variavel do fluxo, mantém a propriedade de
conservacao local da massa (MOSE et al., 1994). O método é baseado numa formulagao
variacional envolvendo um sistema de equagoes de primeira ordem (geralmente, do tipo
ponto de sela), onde as varidveis escalar (ou primal) e vetorial (fluxo) sao aproximadas
simultaneamente. A principal caracteristica dos métodos de elementos finitos mistos consiste
no uso de diferentes espacos de aproximacao para a pressao e a velocidade, requerendo-se,
entretanto, uma condi¢ao de compatibilidade entre os mesmos (BOFFI; FORTIN; BREZZI,
2013; RAVIART; THOMAS, 1977). Atualmente, existem diferentes familias de espacos de
aproximacao discretos que cumprem os requisitos de compatibilidade e cujas ordens de
interpolacao ja foram analisadas. Como pioneiros, podemos citar os cldssicos espacos de
Raviart-Thomas (RAVIART; THOMAS, 1977), Brezzi-Douglas-Marini (BREZZI; Douglas
Jr.; MARINI, 1985) e Brezzi-Douglas-Fortin-Marini (BREZZI et al., 1987). Podemos
também citar, entre outros, as familias Arnold-Boffi-Falk (ARNOLD; BOFFT; FALK, 2005)
e Arbogast-Correa (ARBOGAST; CORREA, 2016).

Os graus de liberdade para estes elementos sao definidos de forma a cumprir
a conformidade em H(div), ou seja, a continuidade da componente normal do fluxo
precisa ser satisfeita sobre a fronteira de cada elemento. Assim, as funcées de forma sao
construidas a partir das arestas, sendo entao as ‘internas’ definidas de forma a se obter um
espaco polinomial de certo grau para o fluxo e seu divergente. A introducao de graus de
liberdade auxiliares, definidos sobre o bordo dos elementos constitui um procedimento 1til
chamado hibridiza¢cao (ARNOLD; BREZZI, 1985; BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013) pois
nao sé permite eliminar graus de liberdade internos através de condensagao estatica, como
também flexibiliza a escolha de fungoes de base (e nao mais de forma). O procedimento
de hibridizacao ¢ justificado variacionalmente relaxando-se a hipdtese de continuidade

do tra¢o normal em H(div) (i.e., ‘quebrando-se’ este espago), que passa a ser imposta
fracamente (ARNOLD; BREZZI, 1985; BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013).
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Um outro aspecto importante no método misto dual consiste na escolha da
familia estavel de elementos H (div)-conformes sendo, por exemplo, os espagos de Raviart-
Thomas uma opc¢ao atraente em muitos casos. Entretanto, conforme mostrado em Arnold,
Boffi e Falk (2005), o emprego de difeomorfismos nao afins resulta em perda da capacidade
de aproximagao, por exemplo, para as familias usuais de espagos de Raviart-Thomas (R7T}),
Brezzi-Douglas-Marini (BDMy,) e Brezzi-Douglas-Fortin-Marini (BDF M}) quando com-
parada com a ordem obtida (6tima) sobre malhas de elementos retangulares e o uso
da transformacao de Piola. Neste sentido, os autores fornecem condicoes suficientes e
necessarias para que a otimalidade seja recuperada, exemplificando tais hipdteses através
da defini¢ao de uma nova familia: ABF; (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005). O ponto é que
o uso da transformacao de Piola em malhas de elementos nao-afins afeta a aproximacao
do operador divergente: o divergente mapeado se torna uma funcao racional e nao mais
polinomial. O uso de ABF}, em vez de RT, apesar de recobrar a optimalidade, possui o
inconveniente de introduzir uma grande quantidade de novos graus de liberdade que, por

sua vez, resultam num maior uso de meméria computacional.

Uma forma eficiente de contornar a perda de aproximacao pelo uso de Piola em
malhas quadrilaterais gerais pode ser encontrada em métodos mimetic' (de mimetismo ou
imitagao) (LIPNIKOV; MANZINI; SHASHKOV, 2014; BERNDT et al., 2005; BERNDT et
al., 2001; EWING; LIU; WANG, 1999) que, entretanto, ficam restritos ao contexto de baixa
ordem polinomial. A principal caracteristica destes métodos é o uso de uma integragao
modificada, definida através de um produto interno que, por sua vez, ‘imita’ ou carrega
caracteristicas do operador a ser aproximado. Em Berndt et al. (2005) e Ewing, Liu e
Wang (1999), por exemplo, obtém-se superconvergéncia da velocidade em H (div) usando-se
as familias classicas RT e BDFM,, mesmo considerando o tensor de permeabilidade
cheio (hip6tese de meio heterogéneo e anisotrépico). Outra caracteristica importante
desses métodos é o fato de que usam diretamente resultados da formulacao mista para
conduzir a andlise de erro, ou seja, a ordem de convergéncia efetivamente obtida é a de um
problema misto equivalente (LIPNIKOV; MANZINI; SHASHKOV, 2014). Vale frisar que
nos métodos de mimetismo, a transformacao de Piola e suas propriedades sao fortemente
utilizadas. Em Boffi e Gastaldi (2009), esta abordagem ¢ utilizada como motivacao para a
construcao de uma bolha auxiliar que, adicionada a RT, permite recuperar quadratura

exata, antes perdida por causa da transformacao de Piola.

O objetivo principal deste trabalho é a introducao de uma formulagao de
elementos finitos baseada em fluxos para o problema de Darcy com um termo de com-
pressibilidade. Este problema diferencial, posto através de um sistema de primeira ordem
com um termo de ordem zero, modela também o problema de difusao-reacao em regime

estacionario.

L' Em portugués o termo ‘mimético’ nao é dicionarizado; a palavra mais préxima parece ser ‘mimetismo’.
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Esta formulagao baseada em fluxo, como iremos chama-la, é inspirada no método
proposto em Murad et al. (2013, sec. 4.1), onde a pressao é explicitada para a equagao
parabdlica no problema de escoamento em meios compressiveis. Em Murad et al. (2013), a
pressao é constante por partes e o fluxo é aproximado em R7 ¢ sobre uma malha ortogonal
(afim). Neste trabalho, estamos propondo um novo método através do emprego das familias
RT . e ABF) em malhas quadrilaterais quaisquer. Este método se mostra potencialmente
interessante em problemas parabélicos. Nesta formulagao, um problema global em H(div)
é estabelecido para o fluxo, enquanto as pressoes sao pos-processadas a nivel do elemento.
Como veremos, a questao da degradacao da aproximacao do divergente do campo vetorial,
quando mapeado sobre quadrilateros através da transformacao de Piola, se torna critica
nesta formulacao, afetando também a aproximacao do fluxo. Neste sentido, discutiremos
algumas solucoes expostas na literatura para contornar este viés em problemas envolvendo

fluxos em H(div) (particularmente, Darcy).

Uma variante desta formulacao, em que o divergente do fluxo é projetado sobre
o espaco da pressao, também serd apresentada. Neste caso, o espago polinomial da varidvel
escalar pode ser definido de duas formas diferentes: mapeada (referéncia) ou nao-mapeada
(geométrica) (BOFFI; GASTALDI, 2009). Como, neste caso, o mapeamento geométrico
do elemento de referéncia para o elemento fisico é bilinear e devido as condigoes suficiente
e necessarias de otimalidade apresentadas em Arnold, Boffi e Falk (2002), resulta que
estas duas construgdes nao sao equivalentes (BOFFI; GASTALDI, 2009; BOFFI; FORTIN;
BREZZI, 2013). Portanto, o emprego da projecao sobre ambos os espagos serd estudado,
definindo o que chamaremos de formulacao baseada em fluxo com o divergente projetado.
Como veremos, tal variante é capaz de recuperar a otimalidade para a familia R7, de

elementos finitos sobre malhas quadrilaterais convexas

Organizagao do Texto

No Capitulo 2, a titulo de motivacao, apresentamos um problema-modelo linear
envolvendo um termo de compressibilidade no contexto do escoamento de Darcy em meios
porosos. No Capitulo 3 apresentamos formulagoes variacionais abstratas e discutimos a
boa-colocacao das mesmas. Também introduzimos notacoes e conceitos importantes. No
Capitulo 4 sao definidas as aproximacgoes de elementos finitos mistos duais sobre malhas
quadrilaterais, sendo discutido o aspecto da otimalidade e mostrados exemplos através
das familias RT e ABF}, incluindo versoes enriquecidas. No Capitulo 5 é introduzida
e analisada a formulagdo baseada em fluxo em H(div), com a definigdo do esquema de
projecao, ou poés-processamento local, empregado para o calculo da pressao. Uma variante
da formulagao baseada em fluxo que emprega a projecao do divergente no espaco da pressao
¢é apresentada no final do Capitulo 5. Resultados numéricos sao apresentados ao longo do

texto, a fim de estudar caracteristicas de convergeéncia e precisao dos métodos estudados.
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Em especial, no Capitulo 6 sao apresentados resultados numéricos para problemas de

aplicagao em meios porosos com diferentes caracteristicas de permeabilidade.

Por fim, no Capitulo 7 mencionamos possiveis desdobramentos e perspectivas

em aberto. Um apéndice é acrescido, a fim de harmonizar e melhor elucidar o arcabouco

do texto.
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2 Modelagem em Meios Porosos

A nivel microscopico, o processo de escoamento em meios porosos é bastante
complexo pois envolve a interacao de diversos fenomenos fisicos em diferentes graus e
escalas. Entretanto, se visto de uma escala macroscépica (por exemplo, geoldgica, com
centenas de metros) para efeito de avaliagdo e tomada de decisao, o escoamento pode ser
representado pelo modelo de Darcy (tipicamente envolvendo velocidades muito baixas,

com as forgas viscosas predominando sobre as inerciais).

A modelagem de meios porosos requer uma compreensao das propriedades do
meio poroso (matriz sélida contendo os canais ou poros) e dos fluidos que o preenchem
(dgua, Oleo e gases). As propriedades de interesse do meio refletem sua capacidade de
transmitir (permeabilidade) e armazenar fluidos em seus poros (porosidade). J& as proprie-
dades de interesse do fluido incluem aquelas que dependem fortemente da pressao como:
densidade, viscosidade, fator de formagao de volume (meio a alta pressao e temperatura),
compressibilidade, e fator de solubilidade de gas. Embora alguns desses termos e conceitos
sejam tipicos da descrigao multifdsica (e.g., saturacdo, pressao capilar e outros), vamos

apenas mencionar aqueles presentes no caso monofasico.

Neste capitulo pretende-se contextualizar o modelo matemético cuja aproxi-
magao numérica serd objeto de estudo. Partindo-se de um problema nao-linear geral,
sucessivas simplificagoes serao consideradas até nosso problema- modelo (eliptico linear)

de escoamento compressivel.

2.1 O Meio Poroso

Vamos introduzir alguns conceitos basicos (SOUTO, 2002; BEAR, 1972):

e Um meio poroso é uma porcao do espago ocupada por matéria heterogénea ou
multifasica. Pelo menos uma das fases que forma o meio nao é solida, podendo ser
constituida de gases e/ou liquidos. A parte sélida é chamada de matriz sélida. O
espaco no interior do meio, que nao faz parte da matriz sélida, é conhecido como

espaco vazio.

e A fase sélida encontra-se distribuida pelo dominio ocupado pelo meio poroso e o
sélido deve estar presente em cada volume elementar representativo (VER). Uma
caracteristica essencial de um meio poroso consiste no fato de que a superficie

especifica da matriz sélida é relativamente alta. Outra caracteristica basica é a de
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que as varias passagens conectadas, chamadas de poros, sao relativamente estreitas
(tipicamente, de tamanho entre 1 a 200 ym (CHEN, 2007)).

e Pelo menos alguns dos poros que compreendem o espacgo vazio devem estar interco-

nectados (espago vazio efetivo).

Os meios porosos podem ser de origem natural: rochas, areia, esponjas, madeira,
etc. Ou de origem industrial: isolantes, filtros, reatores cataliticos, concreto, etc. Os meios
porosos sao habitualmente classificados em homogéneos ou heterogéneos e isotropicos
ou anisotropicos. Por homogéneos entendemos que suas propriedades nao dependem da
posi¢ao (invariancia por translagao) e é dito isotrépico quando suas propriedades nao

dependem da dire¢ao (invariante por rotagao).

Atualmente, sdo numerosas as aplicacoes dos fenomenos de transporte em meios

porosos. Podemos citar, entre outras, as seguintes (SOUTO, 2002):

Engenharia quimica: reatores cataliticos e leitos de particulas; filtracao; secagem; cro-

matografia; transferéncia de massa através de membranas; etc.

Meio ambiente: escoamento freatico; contaminacao da napa fredtica; estocagem de

rejeitos radioativos; irrigacao; etc.
Geologia: mineracao d’agua; gestao da energia geotérmica; ciclo térmico das rochas; etc.

Mecanica: isolagao; combustao; secagem; lubrificacao; fusao e solidificagao de misturas

bindrias; armazenagem de energia solar; etc.

Petroéleo: escoamento de gas e 6leo nos reservatorios; recuperacao de reservatorios de

petroleo; producao de gas natural; etc.

Medicina: escoamento de um fluido e/ou de um soluto no interior de orgaos tais como o

pulmao e os rins; etc.

2.2 0O Meio Poroso Continuo

Na classica mecanica dos fluidos, um fluido é tratado como uma substancia
infinitamente divisivel, um continuum, sem se preocupar com o comportamento individual
das moléculas. Como uma conseqiiéncia da hipétese do continuum, assume-se que cada
propriedade do fluido possui um valor definido (univocamente) em cada ponto no espago.
Ou seja, propriedades do fluido tais como densidade, temperatura, velocidade, entre
outras, sao consideradas fungoes continuas da posicao e do tempo. Assim, a definicao das

propriedades do fluido esta associada com a questao do volume elementar que deve ter
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uma particula ou ponto material. Uma certa propriedade ¢ de um fluido num ponto xg
serd definida por (BEAR, 1972):
C(Xo) = lim Ci?

AV;—>AVy

sendo AV; a regiao cujo centrdide é o ponto Xy e sobre a qual ¢ assume o valor (;. O
volume caracteristico AVp, chamado de ponto material, é identificado como sendo o volume
da particula no ponto x¢ (BEAR, 1972). Desse modo, podemos substituir um material
constituido por uma colecao de moléculas no vacuo, por um continuum que preenche todo

0 espaco.

Portanto, a hipétese do continuum nos permite tratar o problema do escoamento
de um fluido no interior de um meio poroso ao nivel microscépico ao invés do nivel molecular,
como ¢é tipico da mecanica dos fluidos. O fluido passa a ser entao considerado como um
continuum e, a cada ponto do mesmo, podemos definir propriedades fisicas, cinematicas e
dinamicas das particulas do fluido. Além disso, podemos obter as equacgoes que governam o
escoamento de um fluido continuo no interior dos espagos vazios do meio poroso como, por
exemplo, as equacoes de Navier-Stokes. Entretanto, é praticamente impossivel, com excecao
de alguns casos simples, descrever de maneira exata ou numérica este comportamento
no caso de geometrias complexas que delimitam o dominio do escoamento no interior
da matriz sélida. Além do mais, nestes casos, mesmo as condi¢oes de contorno sao de
dificil especificacao. Uma maneira de se contornar estas dificuldades consiste em descrever
o processo de transporte via uma técnica apropriada, nao mais ao nivel microscépico,
mas sim numa escala maior dita nivel macroscopico. Nesse sentido, diferentes técnicas
podem ser empregadas e, além da Teoria das Misturas (ATKIN; CRAINE, 1976), podemos
citar as técnicas de transferéncia de escalas (scaling up) tais como a Média Volumétrica
(WHITAKER, 1999) e o Método de Homogeneizagdo (HORNUNG, 1997). Na cldssica
Teoria das Misturas, as equacoes de governo sao postuladas diretamente na macroescala;
enquanto nas técnicas de transferéncia de escala tenta-se obter uma descrigao dos fendmenos

na macroescala pela propagacao de informagoes constitutivas oriundas das escalas inferiores
(CORREA, 2006).

2.2.1 Porosidade e Volume Elementar Representativo

Como visto anteriormente, o essencial no conceito de meio continuo é a nogao
de particula, isto é, o volume representativo sobre o qual tomamos a média. Tal fato
também é verdadeiro na passagem entre os niveis microscépico e macroscopico. Ou seja,
este volume deve ser muito menor que o tamanho do dominio total do escoamento. Por
outro lado, ele deve ser grande o suficiente de maneira a conter um nimero minimo de
poros e de forma a permitir que os valores médios tenham um significado estatistico. Assim,

supondo que valha a ‘hipdtese do continuum’ quanto a distribui¢ao dos poros no meio,
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podemos definir o volume elementar representativo (VER) Yj em torno de um ponto xg

no interior do meio. Entao a porosidade volumétrica neste ponto poderd ser definida como

(x0) = lim VOI(}?)

Yi—Yo vol(Y;)’

onde vol(Y;) é o volume do espaco contido na regido Y; = RY, cujo volume total é vol(Y;).

Assim, a partir da introducao do conceito de porosidade no ponto x e da
definicao do VER, noés substituimos o meio real por um continuum ficticio, no qual

podemos atribuir valores de qualquer propriedade a qualquer ponto.

Acima, consideramos o conceito de porosidade efetiva, onde apenas o espaco
definido por poros interconectados é levado em conta. Além disso, a variagao do volume
do poro com a pressao sobre o mesmo pode ser levada em conta se considerarmos a
porosidade como uma funcao da pressao. A porosidade depende apenas da pressao devido
a compressibilidade da rocha, definida como (CHEN; HUAN; MA, 2006)

_1d¢
 pdp’

Para efeito de simplificacao, vamos considerar o meio poroso como sendo rigido, de forma

CR (2.1)

que ¢ = ¢o(x) é a porosidade a uma pressao de referéncia py (por exemplo, a pressao

atmosférica ou a pressao inicial no meio).

2.2.2 Balanco de Massa

Consideremos um intervalo de tempo I = (0,T) e Q = R? (d = 2,3) a regido
(limitada) ocupada por um meio poroso. De forma anédloga a porosidade, definimos a fragao

de volumes de uma fase 5 como

VOI(Y(i))
¢p(x) = lim 7ﬁ,
/B( ) Y,B(”HYB VO](Y(z))

onde Vol(Yﬁ(i)) é a por¢ao do volume de controle Y ocupada pela fase . Sendo ainda
mg) a massa da fase [ contida em Yﬂ(i), definimos sua massa especifica aparente por
(i)
) m
pa(x,t) = (ll%m 75(1-)7
YB —)Yﬂ VOI(YB )

ou, simplesmente,
mg
1) =
ps(x,t) vol(Y)

que, entretanto, deve ser entendida no sentido limite de meios continuos.

Para um dado volume de controle Y, podemos também definir a saturacao de

uma fase § (notagao: Ss) sobre o mesmo como sendo a fragao do espago vazio (poros)
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ocupado pela fase. Tal conceito nos permite considerar a superposicao das diferentes fases
sobre todo o dominio poroso §2. Assim, a massa especifica intrinseca, ou real, pode ser

escrita como
g =M (May Yy s
Y
P Y Y Y ¢
ou seja, em funcao da fragao de volumes. Por conseguinte, a forma pontual do balanco de

massa para uma fase (§ fica dada por

0

g@%@+&ﬂ%%%%Hw=hv (2.2)

em que vj ¢ a velocidade de percolagdo da fase 3, 13 ¢ um termo envolvendo possiveis
reacoes (tais como troca de massa entre as fases) (PINEDO, 2016) e o termo f3 representa

possiveis fontes/sorvedouros de massa da fase § definidos sobre todo o dominio.

Para o fechamento de um modelo de escoamento, precisamos considerar, além
do balanco de massa, equagoes constitutivas para determinar a velocidade de percolacao e
equagoes de estado relacionando massa especifica, pressao e temperatura. Nosso préximo
passo de simplificacao consistird em considerar o escoamento isotérmico monofasico em um
meio poroso rigido. Em especial, a hipétese de regime isotérmico nos permite desconsiderar

o balanco de energia.

2.3  Escoamento Monofasico

Para o caso em que um tnico fluido, de viscosidade dinamica u, satura os poros

do meio poroso, temos apenas uma equacao para o balanco de massa:

< (00) + divlpup) + rlp.x.0) = . (23)

em que p passa a denotar a massa especifica real e up := ¢v uma velocidade efetiva do
escoamento. A equagao (2.3) possui 1 + d varidveis (uma de estado e mais d cinemadticas).
Assim, a menos de um contorno e dados iniciais, para ‘fechar’ o modelo precisamos de uma
equagao de estado p = p(p) e mais uma relagao constitutiva up = up(p) ou up = up(p).
Neste caso, a relagao constitutiva para a velocidade corresponde a conservacao do momento

linear e é dada pela lei de Darcy
K
up = —;(Vp — pgVz), (2.4)

onde K = kI é o tensor de permeabilidade absoluta do meio poroso, i é a viscosidade do
fluido, ¢g é a magnitude da aceleracao da gravidade e z é a altura. J& a equagao de estado

p = p(p) pode ser obtida através da considera¢ao da compressibilidade isotérmica

100

= — . 2.5
Sl (2.5)

Cfi



Capitulo 2. Modelagem em Meios Porosos 28

Considerando o meio como sendo rigido, teremos ¢ = ¢(x) e (2.3) pode ser

reescrita como N

op )
p(bcfa + div(pup) + r(p,x,t) = f. (2.6)
Temos, portanto, um sistema fechado de equagoes nas incognitas up, p e p:

Problema Compressivel: Dadas a porosidade ¢ e a permeabilidade k do meio, a
viscosidade i do fluido, uma equagdo de estado p = p(p) envolvendo uma compressibilidade

cr, encontrar p, p e Up tais que

0
cfgbpa—f +div(pup) + r(p,x,t) = f, em Q x I, (2.7)

k
up = —;(Vp —pgVz), emQxI, (2.8)

satisfazendo condicoes de contorno e iniciais apropriadas.

Este sistema pode também ser escrito em termos de uma varidvel de estado (a

pressao, por exemplo). O modelo resultante serd chamado de formulagao primal.

2.3.1 Regimes de Compressibilidade

Vamos comentar brevemente sobre alguns casos envolvendo o regime de com-

pressibilidade do fluido no meio poroso.

Fluido com Compressibilidade Constante

Neste caso, podemos integrar diretamente a equacao (2.5) e obter

p(p) = po eXP(Cf(P — o)), (2.9)

onde py é a massa especifica a uma pressao de referéncia py.

Fluido ligeiramente compressivel

Usando uma expansao em série de Taylor, p dada em (2.9) pode ser reescrita

como
p(p) = pol1 + c¢(p — po)] + O(cHp — po)?). (2.10)
Assim, até primeira ordem, temos a aproximacao linear em torno de py

p(p) ~ poll + ¢ (p — po)l, (2.11)

que serd uma aproximacao tao boa quao menor for c;.
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Gases

No caso de gases nao rarefeitos (de forma que ainda possa valer a hipdtese do
continuum), a compressibilidade ¢, geralmente é suposta nao constante, além de possuir
maior magnitude. Neste caso podemos usar a relacao (CHEN; HUAN; MA, 2006)

_
P~ ZRT

onde W é o peso molecular, Z = Z(p,T) é o fator de compressibilidade (ou volume de

(2.12)

formacgao) do gas, R a constante universal dos gases e T" a temperatura. O fator de volume

de formacao Z é definido pela razao

Z(p.T) = p(ZST), (2.13)

onde pg denota a massa especifica em condigbes normais (273.15K e 101325 Pa). Substi-

tuindo (2.12) em (2.5) resulta (com ¢, = c¢y):
Cg=-—=—| - (2.14)

Para um gas puro, o termo gravitacional é pequeno e pode ser desconsiderado no problema
compressivel (CHEN; HUAN; MA, 2006). Assim, podemos usar a equagao de estado (2.12),
com ¢, dado em (2.14), no problema compressivel, resultando num problema transiente

nao-linear.

2.4 Problema Estacionario Linear

Como um passo seguinte de simplificacao, consideremos o problema compressivel

em regime estaciondrio sem efeitos gravitacionais

div(pup) + r(p,x) = f(x), em £, (2.15)
up = —in, em ). (2.16)
A fim de obtermos um problema-modelo linear, vamos definir duas novas variaveis
wispup e vp)i | pls)ds (2.17)
Po

onde u é o fluxo de Darcy e, para o pseudopotencial ¢, supondo p diferenciavel, teremos
V'(p)=p e Vi =p(p)Vp. (2.18)

Assim, o sistema (2.15)-(2.16) pode ser reescrito como
div(u) + r(¢',x) = f(x), em Q, (2.19)

u= —va, em . (2.20)
u
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Por fim, para que o termo envolvendo a funcao r seja linear em v, podemos

supor que .
r(W, %) = a(x) f C(s)ds,

onde ¢ é uma fungao positiva, suave e crescente, e « € L(£2), com 0 < i < @(X) < Qg

Tomando uma aproximacao linear para a funcao ¢ acima, podemos considerar r da forma
(', x) = a(x)i(p).

A segunda expressao em (2.18), juntamente com a definigao da compressibili-
dade, podem ser usadas para escrever explicitamente p em fungao de 1. Por exemplo, no

caso de fluido com compressibilidade constante, teremos
Vp =cipVp = c;Vih. (2.21)

Assim, supondo p(p) diferencidvel em (2, decorre a seguinte aproximagao de Taylor (de

primeira ordem) em torno do ponto X € §2

p(x0) + Vp(xo) - (x —Xo)
= p(x0) + ¢y Vh(x0) - (x — x0),

onde
10p

cp=—=| .
" popl;
2.4.1 Relacdo com o Problema Parabdlico

A presenca de um termo de ordem zero no problema eliptico estacionario

também pode decorrer de uma semidiscretizacao temporal do problema parabdlico

B(x)i]t) +div(u) = f(t,x), Qx1I, (2.22)
u=-KVp, QxI, (2.23)
p(O,X) = pO(X)v Q, (224)

onde I = (0,7) é um intervalo de interesse e § € L*(£2). Dado um passo de tempo
At = T/N, consideremos uma partigao uniforme ¢; = (i — 1)At, i = 1,2,...,N + 1 do

intervalo I. Segue que, por exemplo, usando o método de Fuler implicito, teremos

A (Pltn1,) = Bl X)) + (@)t %) = Flter ) + 0D, (2.25)

Considerando u'?(x) ~ u(t;, x), p(x) ~ p(t;, x) e definindo a := a expressao (2.25)

Kt>

fica
divu™ 4 a(x)pm ) = FHY(x) 4+ a(x)p™. (2.26)
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Definindo ainda f(x) := f®™V(x) + a(x)p™ e omitindo o indice de passo de tempo,

podemos enfim reescrever a equagao anterior como
div(u) + a(x)p = f(x), em €. (2.27)

Além disso, a lei de Darcy é dada por

u™t) = —Kvpth, (2.28)
onde K é a condutividade hidraulica e, considerando 0 < fy < 5(x) < (; para constantes
) Bo b
d tamb 0<—— < < .
By e B1, decorre também que Az a(x) Ar

Assim, dados py e condigbes de contorno, o sistema (2.27)—(2.28) pode ser

evoluido para fornecer aproximacoes (u(”+1),p(”+1)) de ordem O(At) para o problema
(2.22)—(2.24).
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3 Formulacoes Variacionais Abstratas

Neste capitulo, apds introduzirmos alguns conceitos e notagoes, apresentaremos
resultados bem estabelecidos sobre formulagoes variacionais abstratas para problemas
lineares. Nosso principal objetivo consiste em enunciar a boa-colocagao dos diferentes

problemas variacionais, envolvendo diferentes espacos de funcgoes e diferentes formulagoes.

3.1 O Problema-Modelo

Seja  « R? um dominio aberto limitado com fronteira Lipschitz continua I' de
normal exterior n. Consideremos também a divisdao I' = I'p u 'y, onde I'p e I'y denotam,
respectivamente, partes disjuntas, onde condi¢oes de Dirichlet e Neumann poderao ser

prescritas.

Vamos considerar o seguinte problema eliptico linear (motivado pela Segao 2.4)

dado por
a(x)p —div(K(x)Vp) = f(x), em Q, (3.1)
na forma de uma equagao diferencial parcial de segunda ordem ou, como o sistema de

primeira ordem

div(u) + a(x)p = f(x), em £, (3.2)
u=-K(x)Vp, em (3.3)
com condicoes de contorno
p=pp, sobrel'p; (3.4)
u-n=_0, sobrel'y; (3.5)
k(x)I

como sendo um tensor simétrico envolvendo

onde estamos redefinindo K(x) :=

caracteristicas do meio e do fluido, chamado condutividade hidrdulica. Além disso, vamos

supor que existem constantes positivas g e a; tais que
0<ap<alx)<a;, em . (3.6)

Vamos assumir que K é um tensor simétrico e positivo-definido, i.e., existem

constantes positivas kg e kp tais que
koT€ <E€TKE < k&T¢, VEE R (3.7)
Conseqiientemente, existe K™! =: A para o qual também vale que
METE < ETAE < METE, (3.8)

para todo € € R?, onde )\ e \; sdo constantes positivas.
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3.2 Notacoes e Resultados Basicos

A fim de introduzirmos algumas formulacoes variacionais, vamos antes apresen-
tar alguns conceitos e resultados basicos.

Num espaco de Hilbert (real) H qualquer, com produto interno b(,-), vale a
desigualdade de Cauchy-Schwarz

b(w, v)| < [ulalv]e, — Yu,ve H,

onde [ul|% := b(u,v) denota a norma induzida pelo produto interno.
H

Denota-se por L*(2) o espaco das (classes de) funcdes ¢ : Q — R quadrado

integraveis, munido do seguinte produto interno e norma induzida

(P, q)o :=qudfc e |'|2=f |- | da.
0 0
Por vezes, também serd usada a notagao | - [oq, ou | - [0 quando o dominio Q ficar

subentendido.

Para um dado inteiro m > 0, vamos considerar o seguinte espaco de Hilbert
H™(©) = {g e LXQ); Dqe L(Q), |a] < m},

onde a = (o, az) é um vetor de inteiros ndo negativos (multi-indices), com |a| = a5 + @z

alal(.)
e D) = )
) 0x{t 0xs?
interno, e sua norma induzida, em H™(Q2) serdao denotados, respectivamente, por

denota a derivada fraca (no sentido das distribuicoes). O produto

(P, Do = Y, JDapD"‘qu, lglm == (g,9)%7.
Q

lal<m

A seminorma em H™(Q) serd denotada por |g|m,.q = |D™¢|. Com isso, em
particular, estaremos denotando H°(Q) := L*(f2) e serd de interesse o espaco de Sobolev
H'(Q) formado pelas (classes de) funcdes integraveis u :  — R tais que Vu existe (no
sentido fraco) e pertence a L*(€). Trata-se de um espaco de Hilbert com o produto interno
(u,v)1 := (u,v)g + (Vu, Vv)o, cuja norma induzida sera denotada por || - |1 o ou, apenas

|- |1 quando o dominio Q ficar subentendido.

Analogamente, para o caso de campos vetoriais com dominio em (2, define-se

também o seguinte espaco
H™(div) = H™(div; Q) := {ve (H™(Q))? divve H™(Q)}.
Em particular, vamos denotar H(div) = H(div; Q) := H°(div; Q), ou seja,

H(div;Q) = {v e L} Q) divve L}(Q)}; (3.9)
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sendo este um espaco de Hilbert com respeito ao produto interno
(0, V)H@ivio) := (W, V)0 + (divu,divv)gg, u, ve H(div;Q), (3.10)

cuja norma induzida sera denotada por | - | m(aiv),0-

A fim de ajustar contornos, dois particulares subespagos fazem-se necessérios

H; p(Q) := {ge H'(Q); ¢ = 0 sobre I'p}, (3.11)

Hon(div; Q) := {v e H(div;Q); v-n = 0 sobre I'y}, (3.12)

sendo as igualdades definidas no sentido dos respectivos tragos (BOFFI; FORTIN; BREZZI,
2013).

Seja T, uma particao regular de €2 (cf. apéndice A) formada por quadrilateros

E. ie., tal que Q = U E e indexada pelo parametro h = max diam E. Consideremos os

EeT;, E€Th
espagos ‘quebrados’
HHl = {qe L*(Q); qlp € HY(E), YE € T;}, (3.13)
Y(Q) = H H(div; E) := {ve L*(Q)% v|p € H(div; E), VE € T;,}, (3.14)
E
CcOo1m suas respectivas normas
|- Wy == X 113 e (3.15)
EeT,
e = 2o 1 raimy- (3.16)
EeTy,

Dadas duas fungoes ¢ € X(2) e v e Y(Q2), temos as seguintes caracterizagoes:

Proposigao 1. g € Hj () se, e somente se,
ZJ qv-ndo =0, VveHy(div;Q).
oF
Analogamente, v € Hy n(div; Q) se, e somente se,
ZJ gv-ndo=0, VgeH),(9Q).
oE

Demonstrag¢ao. Vide Boffi, Fortin e Brezzi (2013, pp. 57). O
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3.3 Formulacdes Variacionais

Vamos introduzir um problema variacional abstrato e fornecer condicoes que

garantam a existéncia e unicidade de solucao para o mesmo. Dado um espaco de Banach

/
qualquer V, denotamos por V' seu dual topoldgico, com a norma [v'[,» = sup [ ’U>|.
venop ]y

Sejam U e V espagos de Banach reais. Consideremos o seguinte problema

abstrato

Problema UV: Dado F €V, encontrar u € U tal que
B(u,v) = F(v), YveV, (3.17)

onde B é uma forma bilinear continua sobre U x V. Acima, U é chamado espago soluc¢dao
e V é dito espago das fungdes teste. O problema (3.17) é dito bem-posto (no sentido de
Hadamard) se o mesmo admite uma tnica solugao, a qual depende continuamente dos

dados. Além disso, existe ¢ > 0 tal que, para toda F' € V', vale a estimativa de estabilidade

luler < [ Flly. (3.18)

A boa-colocagao para o problema variacional linear (3.17) pode ser vista através
do seguinte resultado (BABUSKA, 1971)

Teorema 1. Sejam U e V espacos de Banach reais, com V reflexivo. Se ' € V' e

B:UXxV — R é uma forma bilinear:

(1) Continua, i.e., existe uma constante M > 0 tal que

|B(u,v)| < M|u|y|vly, Yueld Vvel, (3.19)

(ii) Coerciva, i.e., existem constantes a; > 0 e ag > 0 tais que

B
sup [Blu,v)) > aq|vlly, YveV, (3.20)
ve | ufu

B
sup 1Blu,v)l > aglully, Yuel, (3.21)
v [vly

entao o Problema UV possui uma unica solucao ue U e vale

F'lly»
e < M. (3.22)
6%)

Se os espacos solucao e teste sao idénticos, teremos um caso mais simples.

Problema V: Dado F eV, encontrar ue V tal que

B(u,v) = F(v), Yvel. (3.23)
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Em particular, quando a forma bilinear B é simétrica e positiva, o problema (3.23) pode ser

interpretado como um problema de minimizagao para o funcional J(v) = §B(v, v) — F(v).

Ou seja, u resolve (3.23) se, e somente se, u minimiza J sobre V.

Um caso particular 1til é obtido quando consideramos V no problema acima
como sendo um espago de Hilbert. Neste caso, o problema variacional é analisado pelo

proximo resultado.

Lema 1 (Lax-Milgram). Dado um espago de Hilbert H, seja B : H x H — R uma forma

bilinear

i) limitada, i.e., existe uma constante M > 0 tal que

|B(u,v)| < M|u|g|v|g, VYu,ve H; (3.24)

ii) H-eliptica, i.e., existe uma constante > 0 tal que

B(v,v) = B|v|3, Vve H. (3.25)

Entdo, para todo funcional F' € H', existe um tnico uw € H que satisfaz (3.23). Além disso,

vale a estimativa de estabilidade
|E |

B

lulle <

3.3.1 Meétodos de Elementos Finitos

A ideia fundamental por tras de métodos de Galerkin consiste em substituir os
espagos U e V no Problema UV por espagos de dimensao finita U}, (Solucao) e V), (Teste)
conformes. A aproximacao é dita conforme se U, c U e V, < V; e é dita nao-conforme
caso contrario. Por sua vez, a teoria de elementos finitos se encarrega da questao de como

construir tais espacos usando ferramentas e recursos de interpolagao.

Em particular, consideremos o Problema V, assumindo que o espaco V seja
de Hilbert e sejam também satisfeitas as demais hipoteses do Lema de Lax-Milgram
para a forma bilinear B e o funcional F'. Dado um espago V;, < V de elementos finitos,

consideremos o correspondente problema discreto (método de Galerkin padrao)
Problema Vh: FEncontrar u, € V), tal que

B(uh,vh) = F(’Uh>, Vvh S Vh. (326)

Se a solugao exata u do Problema V também satisfaz o problema aproximado (3.26)
acima, dizemos que a aproximacao é consistente. Como consequéncia imediata da consis-

téncia, temos o resultado de ortogonalidade

B(U — Up, ’Uh) = O, Vvh € Vh. (327)
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Com o emprego de aproximagoes conformes no método de Galerkin, temos
automaticamente a transferéncia das propriedades de continuidade e elipticidade do
problema continuo para o discreto. Ou seja, a existéncia e unicidade da solugao aproximada
sao herdadas do problema em dimensao infinita. Além disso, da consisténcia variacional

do Problema Vh, decorre o seguinte resultado de limitacao para o erro

Lema 2 (Céa). Satisfeitas as hipéteses do Lema de Laz-Milgram, seja uy, solu¢ao do

problema aproximado Vh. Entao vale a sequinte estimativa de erro

M .
u—wly <= it Ju—uly, (3.29)

b v

onde M € a constante de continuidade e [ a constante de elipticidade no Lema 1.

Para provar este resultado, basta ver que a ortogonalidade implica
B(u — up,u —up) = Bu —up,u—wvy), Yop € Vp,

e usar as propriedades de continuidade e elipticidade da forma bilinear B. Esta estimativa
pode ser melhorada se B é simétrica pois, neste caso, podemos considerar a norma da

energia |[ul|? := B(u,u), a qual é equivalente & norma de V:
B2 olly < [ole < MY2|vly, VveV. (3.29)

Além disso, devido a ortogonalidade, teremos que u;, é a melhor aproximacao de v € V, ou
seja,

lu = unlle < u—=wnlle,  Yon e V. (3.30)

Assim, segue que

€

< MHU — ’UhH%, V’Uh € Vh.

Logo, sendo B simétrica, teremos que

M 1/2
Hu — Uh”V < (6) ||U - ’UhH\;, Vvh € Vh. (331)

Formulacdo Variacional Primal

Vamos apenas comentar esta formulacdo, caracterizada pela conformidade H*
onde, neste caso, usando que pp = 0 sobre 0€2, o espago de Hilbert (nas condigoes do lema

anterior) é dado por
H(Q) = {pe H'(Q); p = 0 sobre 0£2}.
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Assumindo pp = 0 e multiplicando a equagao (3.1) por uma funcao teste v € H& (),

integrando sobre o dominio e usando integracao por partes, temos:

Formulacdo Primal: Dada f € L*(S2), encontrar p e Hy(Q) tal que
(KVp,Va) + (ap,q) = (f.0), Vge Hy(). (3.32)

A existéncia e unicidade de solucdo para esta formulacao decorrem diretamente do lema
de Lax-Milgram (JOHNSON, 2009; CTARLET, 1978).

3.4 Formulacao Mista Dual

No caso da formulacao Mista Dual, o par de espagos para as fungoes teste é

dado por
V=H(div;Q) e Q= L*Q). (3.33)

Neste caso, multiplicando a equacao Au = —Vp por uma funcao teste v € V e a equagao
(3.2) por uma ¢ € Q, integrando sobre {2 e usando integragao por partes juntamente com a

condicdo de contorno, obtemos uma formulacao fraca em H(div; Q) x L*(Q):
Formulagao Mista Dual: Dada f € Q, encontraru eV epe Q tais que

(Au,v) — (p,divv) =0, YveV (3.34)
(divu,q) + (ap.q) = (f,q), VYge Q. (3.35)

3.4.1 Boa Colocacao
Consideremos as formas bilineares limitadas a: V xV > R, 0: V x Q —> R e
c: 9 x Q@ — R, definidas por
a(u,v) := (Au,v);
b(v,p) :== —(p,divv);
q) == (ap,q).
Assim, o problema (3.34)-(3.35) pode ser reescrito na forma variacional abstrata de ponto
de sela: Dada f € Q', encontrar (u,p) € V x Q tal que
a(u,v) +b(v,p) =0, VYveV (3.36)
b(u,q) —clp,q) = =(f,q), VYge Q. (3.37)
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Sejam A e LV,V'), Be L(V,Q') e C € L(Q, Q') os respectivos operadores

lineares induzidos pelas formas bilineares, ou seja, definidos como

(Au, V)., = a(u,v), Yu,ve;
<Bv7q>Q’xQ:b<V7Q)7 VVEV, qE€ Q7
(Cp, @)oo = c(p,q), VYp,q€ Q;

sendo que o operador transposto BT : Q — V' satisfaz
T _
<B q,v>wxv = b(v,q), VYveV, Vqe Q.

As seguintes hipéteses para a boa-colocacao do problema-modelo podem entao ser verifica-
das (BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013).

(H1) As formas bilineares a, b e ¢ sdo continuas.
(H2) A imagem do operador B é fechada em Q'

(H3) As formas bilineares a e ¢ sdo simétricas semidefinidas positivas, i.e.,

a(v,v) 20, VYveV e c(q,q) =0, VqeQ.

(H4) a é coerciva sobre KerB e ¢ é coerciva sobre KerB”, ou seja, existem constantes
positivas aq e 7y tais que
2
aol[voly < a(vo,vo), Vvpe KerB,

Yollg0|% < c(go: @), Vo € KerB”.

(H5) (Condigdo inf-sup) Existe uma constante 5 > 0 tal que

inf supib(v’q) = inf supib(v’Q)

— =p>0.
qe(KerBT)L vey [|qfoflVlly  veKerB)t 4eq [g]of V]V

Assim, temos o seguinte resultado de boa-colocagao para o problema de ponto de sela
(3.36)-(3.37) (BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013, pp. 241).

Teorema 2. Suponhamos satisfeitas as hipdteses (H1)-(H5). Entao dada f € Q, o problema
(3.36)-(3.37) possui uma tunica solu¢ao (u,p) €V x Q, a qual satisfaz

[uly +lple < Clfle, (3.38)

onde C' depende apenas das constantes de estabilidade o, vy, 5 e também das constantes

de continuidade |la| e |c|.
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4 Aproximacao Mista Dual Sobre Malhas

Quadrilaterais

Neste capitulo discutimos a aproximacao de elementos finitos mista dual sobre
malhas quadrilaterais gerais. Nosso enfoque sera sobre a capacidade de aproximagao de
duas familias estdveis de elementos finitos mistos sobre malhas quadrilaterais afins e nao-
afins. Inicialmente, enunciamos alguns resultados basicos sobre a aproximacao de fungoes
em H(div). Por fim, através de tabelas e graficos, pretendemos fornecer uma validagao de
convergéncia para um exemplo cuja solucao é regular. Os resultados apresentados neste

capitulo fornecem uma revisao de importantes resultados da literatura.

4.1 Elementos Finitos Sobre Malhas Quadrilaterais

Esta secao pretende resumir alguns resultados principais sobre interpolacao em
H(div), assim como introduzir o problema da perda de aproximagao decorrentes do uso
do mapeamento de Piola. Maiores detalhes, como demonstracoes, podem ser vistos no
Capitulo 2 de Boffi, Fortin e Brezzi (2013).

Especialmente no contexto de malhas quadrilaterais regulares, consideramos
espagos de dimensao finita definidos como produtos tensoriais (ou diretos) de bases
unidimensionais (PRENTER, 1975). Para definir este conceito, suponha que X = C|a, b] e
Y = C[c,d] denotam espagos de fungoes reais continuas sobre os intervalos [a, b] e [c, d],

respectivamente. Sejam

Xy = span{¢y, ¢2,...,0n} € Ya =span{t, ¢y, ..., Y}

subespacos N e M-dimensionais de X e Y, respectivamente. Entao definimos o espaco

produto tensorial
Xn @Yy :=span{e;(2)¢;(y); 1 <i< Nel<j< M} (4.1)

Definido desta forma, i.e. contendo todas as combinagoes lineares possiveis das funcoes de
base, Xy ® Y, é um subespaco de dimensao N M. Além disso, o mesmo é um subespaco
de C([a,b] x [¢,d]) sendo composto pelas somas de produtos de fungdes continuas sobre o
retangulo [a, b] x [¢,d] (PRENTER, 1975).

Denotar por £ = [—1,1]*> ¢ R? um (elemento) quadrado de referéncia, cujos
pontos tém coordenadas x = (£, 7). Considerando a defini¢ao de elementos finitos sobre
quadrildteros (CIARLET, 1978; JOHNSON, 2009), vamos utilizar a notagao a seguir.
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e Sendo k; e ko inteiros nao-negativos,

Pey i (E) := < 4(&,m) = Z ai €' ¢
j<ks

ou ainda,
Pry 1o (B) := span{¢’; 0 < i < ki } @ span{n’; 0 < j < ko).

Ou seja, é o espaco dos polindmios de grau < k; em & e < ky em 1 com dimensao
(14 k)1 + ko).

e Com isso, também definimos o espaco dos polinomios de grau < k em cada variavel
Qk(E) = Pk,k(E)>
com dimensdo (1 + k).

e O espaco de Raviart-Thomas de ordem k = 0,1, 2, ... é definido localmente por
RTw(E) := Piyip(E) x Pyjir(E),

ou ainda,

- ind () 0<i<k+1 ind).  o<i<k
RTk span{(fn ,0); oiskt } uspan{(O,én ); O<j<k+1},

tendo dimensao 2(k + 1)(k + 2).

e Si(E) é o subespaco de RT,(E) obtido substituindo-se o par de vetores (£+15*, 0)

(0 gk k+1) por (€k+1 k fk k+1) na base.

e R; 6 o subespaco de Q41 (F) retirando-se da base o monémio ¥ 1pnF+t,

e Definimos também o espago polinomial total como sendo

Pu(E) = {qm) _ aije‘nj},

0<it+j<k
.. : : 1
o qual, no caso bidimensional, tem dimensao §(k‘ + 1)(k + 2).
o HY(E) := H¥(E)?

Note que S; e Ry sao subespagos de codimensao 1.
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4.1.1 Mapeamento geométrico e H (div)-Conformidade

Seja {7} uma familia de parti¢oes regulares de €2 em elementos quadrilaterais
E. Vamos supor que cada elemento E € T, pode ser obtido como F = F E(E), onde E é
um elemento de referéncia e F uma aplicagao suave invertivel (mapeamento geométrico),
podendo ser afim ou bilinear. Se ¥ = (91, 95) € L*(E)?, a transformacéo 9; := 0;0F 5!, i =
1,2, ndo preserva componentes normais e logo ndo mapeia H(div; E’) em H(div; F). Para

isso faz-se necessério introduzir a transformacdo de Piola.

Para um mapeamento geométrico F : E — E, a transformacao (contravariante)

de Piola Py, : L*(E)? — L*(E)? é definida por
1

v(x) = Pp(V)(x) := ———DFp(X)Vv(X) o F;!, (4.2)
JE<X)
onde x = Fg(X) e Jg := |det(DF g(x))|, sendo DF (%) a matriz jacobiana do mapeamento

Fp. Se v e C'(E)?, entdo v = Ppv € CY(E)? e vale

dive
divv =

E

Uma série de propriedades desta transformacao podem ser verificadas em Boffi, Fortin
e Brezzi (2013). A transformagao de Piola é adequada para transformagoes envolvendo

campos vetoriais em H (div;(2).

4.1.2 Os espacos de Raviart-Thomas

O elemento de Raviart-Thomas (RAVIART; THOMAS, 1977) de ordem k =

0,1,..., é definido a nivel do elemento padrao E , COIO:
V =RTLE), divV = Qu(E) (4.3)
e tal que, se v € RT4(E),
V-1, € P,(é) sobre a aresta é.

Com isso, temos que o espago de elementos finitos de Raviart-Thomas RT (€2, T,) é dado
por
RTe(QTy) :={ve H(div;Q); v|ge RT(E), E € Ty}, (4.4)

onde RTy(E) := Pg <RTk(E)> e vale que

divRTH(QTh) |5 € Qu(E). (4.5)
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Estimativas de erro a priori para aproximacoes de Raviart-Thomas

Dados a sua importancia e seu carater ubiquo neste trabalho, vamos enunciar
alguns resultados fundamentais concernentes aos espacos de Raviart-Thomas para quadrila-
teros. As estimativas de erro iniciais, obtidas da boa colocacao do problema, nos permitem
derivar estimativas de erro a priori para as aproximacoes de Raviart-Thomas por meio de
interpolacao em H(div;{2). Para isso, também tira-se proveito da equivaléncia afim dos
elementos, através do mapeamento Fg, assim como de propriedades da transformagao de

Piola.

Para F € T, e k € Z,, definimos
Ri(OF) := {u e L*(0F); p|. € Py(e), p/ toda aresta e de E}.
Vamos definir entao o operador de interpolacao local:
Definicao 1. O operador de interpolagao local (BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013)
pp: H(div; E) n L*(E)* — RTL(E), s> 2, (4.6)
¢ definido por:
f (v—pev) ng.do = 0, g€ Ry(0F)

E (4.7)
(v—pev) -qe1de = 0, qui€ Pa(E)
E

Em particular, para RTo(FE), o mesmo é definido por

1
(ppv) -n|, = Tel f v-ndo, e uma aresta de E. (4.8)

Podemos, assim, enunciar a seguinte estimativa:

Teorema 3. Sejam E € T, um elemento e pp : H(div;E) n L¥(E)? — RTi(E) o
operador de interpolacao local. Entdo existe uma constante positiva C' = C(k, E) tal que,

para ve H™(E)?, 1 <m <k + 1, vale
v —peviie < Clk, EYWg  Vme, 1=0oul=1. (4.9)
A prova do resultado acima usa propriedades da transformacao de Piola e

argumentos de escala (BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013, pp. 107) (RAVIART; THOMAS,
1977).

O erro em H(div; E') decorre da seguinte propriedade de comutatividade:

Lema 3. Sejam E € T, um elemento, pg o operador de interpolacio e wg a projecao-L*
sobre o espaco divRT x(E). Entdo, para todo v € H(div; E) n L*(E)?, s > 2, vale

div(pgv) = mr(divv). (4.10)
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De outra forma, (4.10) é expressa através do seguinte diagrama comutativo:

H(div, E) n L*(E)? — Y 12(p)
PE TE
RT(E) - divRTr(FE)
div (4.11)

Demonstragao. Vide (BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013; RAVIART; THOMAS, 1977). O

Para m € IN, vamos também considerar o seguinte espaco
H"(div; E) := {ve H™(E)?* divve H™(E)}. (4.12)

Assim, também enunciaremos o seguinte resultado de estimativa local (RAVIART; THO-
MAS, 1977):

Teorema 4. Existe uma constante positiva C' = C(k, E) tal que, para v € H™(div; E),

1<m<k+1, vale
|| diV(V — pEV)”O,E < O(k’, E)hg| div V|m,E- (413)
Podemos, subsequentemente, estimar o erro de interpolacao global. Para isso,
precisamos, primeiramente, definir o operador de interpolacao global

Definicao 2. Seja T;, uma particao reqular de 2. O operador de interpolacao global

I, : H(div; Q) n L*(Q)* — RTx(Q,Tn), s> 2, (4.14)

¢ definido como:

.0l = pe(vls), EeT. (4.15)

Uma importante propriedade dos espacos RT, a ser utilizada neste trabalho,
consiste da seguinte propriedade de comutatividade (RAVIART; THOMAS, 1977; BOFFI,;
FORTIN; BREZZI, 2013)

Lema 4. Seja T;, uma particao regular de Q, I, o operador de interpolagao global e P a

projecio-L? sobre
On(divRTr(Q,Tr), Th) := {qge L*(Q); qlp e divRTr(E), Ee T} (4.16)
Entao vale a sequinte propriedade de comutatividade

div(Il,v) = P(divv), ve H(div;Q)n L¥(Q)>. (4.17)
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A mesma propriedade é usualmente representada pelo seguinte diagrama comu-

tativo:

div

H(div, Q) n L*(Q)? L*(Q)

11, P

div (4.18)
Em particular, deste resultado temos que

div RTH(Q, To) © Qn(divRTH(Q, Th), Tr). (4.19)

Ficamos, enfim, em posi¢ao de estimar o erro de interpolacao global (RAVIART;
THOMAS, 1977).

Teorema 5. Seja T, uma particao regular de Q) e I}, o operador de interpolacao global.
Entao existe uma constante positiva C, independente do parametro de malha h tal que,
para ve H  (div;Q) el <m <k +1

HV — HhVH(LQ < Chm|V’m,Q, (420)

|div(v — V) |oq < Chdivv]a, [<k+1. (4.21)

Assim, a taxa de convergéncia ¢tima esperada para a aproximacao de Raviart-

Thomas é k + 1 na norma L?, supondo mapeamento afim.

No caso mais geral de malha quadrilateral convexa regular, temos as seguintes

estimativas (RAVIART; THOMAS, 1977):

HV — HhVHQQ < Chk+1 (|V|k+179 + h’ div V‘]H_LQ) s (4.22)

|div(v — V) |oq < Ch*|div v]ii1a. (4.23)

Assim, a ordem em h para a estimativa do erro de v, na norma de L?, permanece a mesma
que aquela obtida em malhas afins, sendo requerida regularidade adicional. Entretanto, a
estimativa para o erro em div v é uma ordem menor em h. Em Arnold, Boffi e Falk (2005)

os autores conseguem melhorar a estimativa (4.22), obtendo a estimativa (4.32).

4.1.3 Otimalidade e as Familias RT ;.

A

Seja u : 2 - R uma funcao suave e P um espaco de referéncia, de grau
polinomial k, definido sobre um quadrado de referéncia Ee mapeado para um elemento
quadrilateral E qualquer através de um difeomorfismo bilinear Fiz. Se V), é uma familia de

espacgos de elementos finitos tal que Vj|p = PoF 1, para todo elemento E € Ty, entdo
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u e Vu podem ser aproximados com ordens k + 1 e k, respectivamente, em LQ(Q) se, e
somente se, Q,(E) ¢ P (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2002).

O mesmo resultado foi estendido, pelos mesmos autores, para a aproximacao de
campos vetoriais em H (div), desta vez considerando fungoes discretas definidas sobre um
quadrado de referéncia E' e mapeados para um elemento quadrilateral convexo E através

da transformacao de Piola Pg.

Seja V um espaco vetorial de referéncia sobre E , com grau polinomial k£, e V,
um espago de elementos finitos. Em Arnold, Boffi e Falk (2005), considera-se a aproximagcao
de campos em H (div; Q) por meio de fungoes definidas localmente em PrV. Ou melhor,

consideram-se aproximagoes que satisfazem uma relacao de comutatividade da forma

Hk+1(E) T v
PF PF
H"(E) P,V
o (4.24)

onde 7 é uma dada projecao limitada definida por um conjunto unisolvente de graus
de liberdade. Podemos entdo definir uma projecio global m, : H*'(Q)* — V(T) por

(mu)|p = me(ulg), onde

V(Th) = {vi € H(div;Q); v|z € Pr,V, Ee Ty}

Vamos dizer que uma funcio suave u : Q@ — R? é aproximada de maneira dtima
se

inf u— |2 = OB, (4.25)
h

VhEV
e, na semi-norma de H (div; ),

inf ) |divi(u = vi)|r2) = O(R*). (4.26)

Vh

Consideramos a aproximacao de campos em H (div;{2) por meio de fungoes
definidas sobre um quadrado de referéncia Ee mapeadas para um quadrilatero qualquer
E via a transformacao de Piola. Nesse respeito, sendo V um espaco de referéncia, definido
sobre E, teremos entao o seguinte resultado (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005)

Teorema 6. Seja 7 : Hk+1(E) — V um operador de projecio limitado. Dada uma malha
quadrilateral Ty, de um dominio Q, seja 7, : HFTH(Q) — V(T3,) o correspondente operador
global. Entdo a convergéncia étima em L*() € obtida se, e somente se, S, \7, onde
Si ¢ o subespaco de codimensio 1 de RT(E) obtido pela troca dos vetores (650", 0)
e (0, ") por (€¥Tink —€5nFTY) na base. Sendo este o caso, eriste uma constante C,

dependendo apenas da reqularidade da malha Ty, e de uma cota para 7, tal que

Hu — 7ThuHL2(Q) < C’hkﬂ\u\HkH(Q), Yu e HkJrl(Q) (427)
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Temos um resultado andlogo para a aproximacao do divergente.

Teorema 7. Nas mesmas condi¢oes do resultado anterior, suponha ainda que exista um

operador de projecao limitado I: HkH(E) — divV tal que
divaa = [divi,, Vi e H*Y(E) com divii e H*(E). (4.28)

Entao a otimalidade para o divergente € atingida se, e somente se, Ry < divV. Sendo este
o caso, existe uma constante C, dependendo apenas da reqularidade de Ty, e de cotas para
e ﬂ, tais que

|| divu — div 7ThuHL2(Q) < Chk+1| div U|Hk+1(Q), (429)

para todo u e H*(Q) com divu e H*(Q).
Conseqiientemente, verifica-se que a familia R7;, nao atinge convergéncia 6tima
em H(div; Q) sobre malhas ndo-afins. RT é 6timo apenas em L*(Q2). Em particular, o

divergente de uma fungao suave em R7T nio converge em L*($2). Uma forma de contornar
este problema consiste na defini¢cao da familia ABF; (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005).

4.1.4 Os Espacos de Arnold-Boffi-Falk

Basicamente, estes espagos sao definidos pela adi¢ao de bolhas H (div)-conformes
aos espacos RT ., de forma a satisfazer a condicao R < divV e, conseqiientemente, atingir

propriedades de convergéncia 6tima. Ou seja, sao definidos por
ABFy := Poion(E) x Pegio(E), divABF, = Ry (4.30)
Por conseguinte, o espago de aproximacao de ordem k para o fluxo é definido como

Em Arnold, Boffi e Falk (2005) foi provado que os elementos ABF, fornecem
ordem de aproximagao 6tima em H(div). Ou seja, para malhas regulares, dada uma fungao

u suficientemente suave, existe m,u € ABF), tal que

lu — mu| < CR* g, (4.32)

|div(u — mu)| < CRF divulg, . (4.33)

4.1.5 Espacos Enriquecidos

Uma importante conseqiiéncia do Teorema 7, em particular, é a possibilidade de
definirmos novos espacos enriquecidos. Neste trabalho, consideramos espacos enriquecidos

a partir da familia R7T, sendo a familia ABF} o exemplo bésico.
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Conforme j& discutido, o elemento ABJF} consiste simplesmente do elemento
RT enriquecido com bolhas H(div)-conformes de forma que o espago do divergente

consiga completar o espaco Ry a partir de Qg:

Qr ©Ri € Qi1 € Riy1 € Qraz < - - (4.34)

Por exemplo, para o caso de RT, temos quatro funcoes de forma associadas ao fluxo,
com o espago divergente Q sendo formado por constantes. O espaco ABF, é entdo obtido
pela adicdo de duas bolhas ao espaco V de forma que a antiga base para Qg ¢ ento
completada a uma base para Ry = Pl(E). Pelo Teorema 7 decorre entao que, o divergente
passa a convergir com uma taxa étima, ou seja, ganha-se uma ordem na convergéncia do
divergente em relacao ao esperado com os espacos de Raviart-Thomas sobre uma malha
geral. Podemos também, em vez de completarmos @)y até Ry, a fazermos até Ry, 1. Neste

caso, teremos novos espagos enriquecidos (FARIAS et al., 2017), que iremos denotar por
RTH, (4.35)
onde RT’;H é o espago de Raviart-Thomas enriquecido de forma a se obter
divRTT™ = Rypr.

Segundo esta notagao, podemos reescrever o elemento ABJF) simplesmente como (cf.
(4.38))
ABF, = RTE, k=0,1,2,... (4.36)

Supondo u suficientemente regular e aproximada com uy, € R’T’,ﬁ“, pelo Teo-

rema (7) verificamos entao que
| divu — divug|z2(q) = O(R*F?). (4.37)

Assim, os espagos RTQH fornecem aproximacao para o divergente (em L?) sobre malhas
quadrilaterais nao-afins com ordem até k + 2. E importante observar que tal estimativa
¢é valida para a formulacao mista dual. Para a formulacao baseada em fluxo, que serd

apresentada no Capitulo 5, este resultado nao se verifica.

O diagrama a seguir ilustra a definicao destes espagos enriquecidos. A ltima
coluna mostra a ordem de convergéncia para o divergente, e logo para a pressao também,

na norma L% Estes espacos enriquecidos permitem aproximar a pressio e o divergente do
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campo vetorial com ordens altas.

divv Q«——{Fspaq| (4.38)

Y y
Qre=——=RT}

! N

RT k Ry<——>ABF,

M

Ry =—=RT ;"

Os experimentos numéricos com tais espagos foram feitos empregando-se o esquema em

fluxo (FB)!, a ser descrito no préximo capitulo.

4.2 Aproximacdao Mista Dual para Problemas Elipticos

Sejam V, < V e Q) < Q subespagos de dimensao finita. Com isso, escrevendo
Vi = Vi n Hy y(div; ), temos o seguinte problema aproximado: encontrar (up,pp) €

V), x 9y tal que

{ (Aup,vy) — (pp,divvy) = —(pp,vy-n), Vv, eV,
—(

) (4.39)
divug, gn) — ((X)pn, qn) = —(f ), Van € Q.

Consideremos também as seguintes formas bilineares continuas a, : V, x V;, — R,

bp: Vi, x @, > Rec,: Qp x Qn — R, respectivamente, por

ap(u,v) = (Au,v),

_<d1V V7p)7

bh(vap)
q

cn(p, @) = (a(x)p, q).
Sejam também Ay, : V), — V;, By : Vi, — Qe Cp, 1 Q; — Q) 0s respectivos operadores
induzidos pelas formas bilineares. Assim, o problema anterior pode ser reescrito como

an(Wp, Vi) + b (Vi pn) = —(pp, Vi - 1),  Vvj € Vp, (4.40)
bh(uh,%) + Ch(phth) = _f<Qh): Van € Q. (4-41)

Em contraste com o caso primal, a existéncia e unicidade da solugao discreta

(up, pr) € Vi, x Qp, do problema (4.40)-(4.41) acima nao segue do correspondente resultado

1" Baseado em fluxo, do inglés fluz based.
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para dimensao infinita, exposto no Teorema 2. A razao é que as hipdteses mencionadas
naquele resultado nao sao automaticamente herdadas quando consideramos um cenario
de aproximacao conforme. Por exemplo, o operador Bj; nao corresponde a restri¢ao do
operador B sobre Vy, ou seja, BV, & O). Assim, as contrapartidas discretas das hipdteses
do Teorema 2 precisam também ser satisfeitas. Um par de espagos V}, e Q) para os quais
tais hipGteses sdo satisfeitas sera dito compativel ou LBB*-estdvel. Sendo este o caso, vamos
ter a seguinte estimativa de erro a priori (BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013)

Teorema 8. Suponha satisfeitas as hipdteses do Teorema (2), assim como suas contra-
partidas discretas. Sejam (u,p) € V x Q e (up,pp) € Vi x Qp, as solugoes de (3.36)-(3.37)
e (4.40)-(4.41), respectivamente. Entdo vale a sequinte estimativa de quasi-optimalidade
(ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005)

[lu—wlyv+p—pule <C < inf [u—wvyly+ inf |p— thg) ) (4.42)
VLEV) ar€ln
com C dependendo apenas de ) e da constante 3 na condi¢ao inf —sup.

Por conseguinte, na Formulacao Mista Dual, os erros de aproximacao dos

campos vetorial e escalar ficam acoplados.

Na aproximagao mista dual devemos usar espacos LBB-estaveis a fim de garantir
que o problema fique bem-posto. Em Li, Arbogast e Huang (2009) mostrou-se que é possivel
usar espacos lagrangianos e obter aproximacoes estaveis. Contudo, estamos interessados em
problemas onde a condutividade K pode ser altamente heterogénea e a estratégia de usar
espacos de elementos finitos em (Qy(E))%/Qk(E) néo é adequada, conforme ilustrado em
Correa (2006), Loula et al. (2008). Neste sentido, optamos por utilizar espagos H (div; 2)-

conformes, em particular os espacos desenvolvidos por Raviart-Thomas.

Vamos entao definir os espagos de aproximacgao para o problema misto:

Vi :={vi € V; vilp = Pr(¥4) o F', v, € V, VE € T,}, (4.43)

Qn:=1{9€ Q; qlp=GoFg', §e O, VE e T;}, (4.44)
onde V=RTi(E)e Q=QuE)ouV =ABF,e Q =Ry

4.2.1 Analise de Convergéncia

No caso de malha quadrilateral afim, a otimalidade (na norma de L?*(Q)) é
sempre esperada para as familias de elementos finitos consideradas neste trabalho. No
entanto, sobre malha quadrilateral geral, espera-se de fato a perda de uma ordem em h na

aproximacao do divergente no caso da familia R7T .

2 acrénimo para: Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi
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Combinando a estimativa de quasi-otimalidade (4.42) com as estimativas na
aproximagao do erro, dadas pelos teoremas (6) e (7), juntamente com a estimativa (AR-
NOLD; BOFFI; FALK, 2002)

Ip = pall < B plrss, (4.45)

para a aproximacao de p em Qp,, somos capazes de obter estimativas de erro globais para
as diferentes familias utilizadas. Por exemplo, no caso da aproximacgao Mista Dual usando

a familia ABF}, teremos que

lu—wpllmr@ive) + [P —pulz < CRF (Juligr + | divaler + [plesr) - (4.46)

Resumimos abaixo as estimativas esperadas no caso da aproximacao Mista
Dual sobre malha quadrilateral ndo-afim. Vamos supor que a solugao seja suficientemente

regular.

e RTx. A principio, com base nas estimativas (4.22) e (4.23), temos as seguintes esti-
mativas (RAVIART; THOMAS, 1977):

la —up|| < CAHu gy, (4.47)

|div(u — )| < Ch¥| divuly. (4.48)

Além disso, em Jr e Roberts (1985) é mostrado que se, além do dominio €2, p também

for suficientemente regular (p € H**%(Q2)), entdo

Ch ,se k=0,
Ip—pull < ﬂp !2 ™ (4.49)
Ch " ||p||k+1 , 5€ k = 1a
[u— | < CR*p]sa, (4.50)
| div(u —uy)| < Ch*[pli+o, (4.51)

sendo pj, aproximada localmente em ().

e ABFj. Com base nas estimativas (4.32), (4.33) e (4.45) em (4.42) teremos que

lu—w,| < O ulpy, (4.52)
| div(u —u,)| < CR* divulg, (4.53)
[p = pall < CH*H[plia, (4.54)

com pj, aproximada localmente em Ry.
e RT®. Com base nas estimativas (4.32) e (4.37), decorre que

[u—un]| < CRF fufi, (4.55)

|div(u —up)| < Ch*2| divulp,s, (4.56)
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Além disso, usando k + 1 em vez de k na estimativa (4.45), segue também que
Ip = pall < CR**|pliya, (4.57)

sendo pj, aproximada localmente em Ry 1.

4.2.2 Implementacao

Supondo uma certa enumeragao global dos graus de liberdade e a introdugao
de bases globais para os espagos de aproximacao, decorre de (4.40)-(4.41) que o sistema

linear global é dado por

U
P

G
o (4.58)

A BT
B -C,

A matriz associada a este sistema é nao-singular, pois o problema é suposto bem-posto.
Entretanto, trata-se de um sistema de ponto de sela de grande porte e, tipicamente

mal-condicionado, para o qual nao é apropriado o emprego de métodos iterativos.

E possivel resolver este sistema de uma forma alternativa condensando estati-
camente as pressoes e os graus de liberdade internos da velocidade (nao associados aos
lados). Esta é uma estratégia cldssica. A condensagao estética (cf. Apéndice B) acontece
a nivel do elemento, deixando de lado os graus de liberdade internos, o que nos permite

enfim inverter uma matriz global de menor porte.

4.2.2.1 Fungoes de Forma no Elemento de Referéncia

O procedimento de condensacao estatica depende essencialmente de termos
fungoes de base com suporte apenas no elemento. Como o espago Q) é descontinuo, seus
graus de liberdade nao sao compartilhados por elementos contiguos. No caso do espago V),
para o fluxo, seus graus de liberdade sao formados por fungoes que servem para transmitir

o fluxo através das arestas e por fungoes que o aproximam no interior de cada elemento.

Vamos exibir abaixo algumas fung¢oes de forma definidas no elemento de refe-

réncia F.

e Funcoes de forma para o fluxo sobre as arestas:

Pi(%) = 5(1- ), Pa(%) = 5 (1-n)es
2y(%) = 31+ e, B4(%) = (14 n)es
#5(%) = n@1(3), Po(3) = £ Bal%),
P1(3%) = 1 @y(3), Pu(3) = E24(3),
@o(X) = 1 y(%), P10(X) = & @,(%),
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Acima, e; = (1,0)" e e; = (0,1)" denotam a base canonica do plano &7 onde o
elemento de referéncia esta definido. As fungdes @ sao definidas de forma que @ - n
tenha a ordem polinomial desejada sobre as arestas, como requer a construcao dos

espacos de Raviart-Thomas sobre quadrilateros.

e Funcgoes de forma internas para o fluxo:

L=8(L+ e, X2(X) = (1 =n)(1+n)ey,

(%) = (
779216()7 924(’2) = 5)22(*):

5(%)

o<>

o<

. N D =1y . . NN 1D E=1y
X2k—1<x) = 77(k 1mod3 fl 3 JX1(X) Xok(X) = 5(k Dmod3 77[ 3 JX2(X)a
k=1,2,3,...

Acima, para = € R, |z| denota a fun¢ao maior inteiro menor ou igual a z e, para

um inteiro positivo k, k mod3 denota o resto da divisao de k por 3 nos inteiros. As

funcdes x serao chamadas de bolhas H(div)-conformes pois satisfazem x - |,z = 0
e logo x -n|,,; = 0. Assim, as fun¢des x aproximam o fluxo apenas localmente no
interior de cada elemento, onde tém suporte. A Figura 1 ilustra as quatro primeiras

destas funcoes.

e Funcoes de forma para o potencial:

1216() =1, 1/;2(32) = ¢,
hs(X) =, Da(X) = &n,
1/;5(?() = 527 1;6(&) = 772,
Ur(%) = €, ds(%) = &n’,
(%) = En.

4.2.2.2 Sistema Linear Condensado

A nivel do elemento (supondo uma enumeragao apropriada dos graus de liber-

dade), escrevemos a velocidade como
uy(x) = Z ay @, (x) + Z BJ'EX]'(X)a (4.59)
i=1 j=1

€ a pressao como

pulx) = D), (1.60)
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AN \\\\\\\\““‘ N
R S
g W‘“‘“\\\\

NN

X X NN
RIS

105 0% 5 RS SRS 5405
2 ,‘::::“:‘ pfgetiinnEntie e RPRCS "z';z',',,
L RN =
R S

Figura 1 — Componente nao nula das fungdes bolha: x; (a), x5 (b), X5 (¢) e X4 (d).

onde n., n; e n, indicam, respectivamente, o nimero de graus de liberdade associados as
arestas, ao interior de cada elemento (velocidade) e a pressao (interna). Usando (4.59) e
(4.60) no sistema (4.40)-(4.41) obtemos que (4.58) ¢é formado por

. A NT

A:[N o ] (4.61)
e B=(B L), (4.62)

G:(—g o)T, (4.63)

desta vez com

onde
e AeR" " é dada por

A = J A‘Pj - dX,
E

ou, no elemento de referéncia

~ R . 1 R
Aij = L A(DF@;) - (DF@;)~ dx (4.64)
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e Be R"™ " ¢ dada por
By = | widive, ix
E

o O, e R™*™
(éa)ij = J &(X)iji dX7
E

o M e R ™ .
M;; = | Ax; - x:dx,
JE
o N e R1ixMe
Ny = [‘ Ax; - p,dx,
JE
o [ e R"x™
E
e gec R™
gi=—f pp; - n do,
OENTp
o feR™

Fi=fi= J Jidx.
E
Vamos também definir os seguintes vetores de incognitas:
e af e R™,
e B e R™,
e v7eR™,

de forma que, a nivel do elemento, vamos ter

A + NTB" + BT+F =g, (4.65)
NoZ + MB” + L'~* =0, (4.66)

€
Ba” + LB* — Cy = —f. (4.67)

Como a matriz M é nao-singular (pois é positiva-definida), temos que

BY =—-M"(Na” + L"y"), (4.68)
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e as incégnitas de velocidade no interior do elemento podem ser eliminadas, resultando no

sistema

(A—= N"MN)a? + (BT = NTMLT)yF = —g, (4.69)

(B— LM 'N)a¥ — (Co + LM LT)~" = —f, (4.70)

ou seja,

Aa® + BT')/E = —g,
Baf - C,~* = —f.

Da mesma forma, como o campo de pressoes é descontinuo, segue que C, é

nao-singular e logo podemos eliminar localmente as incognitas de pressao:
~vE = C N (Ba¥ + 1), (4.71)
ficando com um sistema local apenas em termos da velocidade sobre as arestas
(A+ BTC'B)a” = —g — BTC'f, (4.72)

ou seja,
Ka¥f = f. (4.73)

Com a rigidez K = A+ BTC'B e o vetor de carga f——g-— BTC'f locais, podemos
espalhar para a matriz de rigidez e o vetor de carga globais. Uma vez resolvido o sistema
assim montado, a pressao é entao obtida através de (4.71) e a componente da velocidade,

com graus de liberdade internos, obtida por (4.68).

4.3 Formulagdo Mista Hibrida Dual (MHD)

Vamos agora considerar a versao hibridizada da formulacao mista, onde se
introduz multiplicadores de Lagrange a fim de relaxar a hipotese de continuidade para a

componente normal sobre a fronteira de cada elemento.

Primeiro, vamos considerar o seguinte espago para a velocidade

Y(Th) := | [ H(div; E) = {v € L*(Q) ;v|p € H(div; E), VE € Tp}. (4.74)

Para uma particao 7, vamos definir seu “esqueleto” como sendo
=& u& (4.75)
onde & é o conjunto de arestas internas e S;f é o conjunto de arestas sobre I', com

& .=&Pugy,
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ou seja, 5,? é formado por arestas do tipo Dirichlet e Neumann. Assim, podemos introduzir
o seguinte espago, definido sobre o ‘esqueleto’ (CIARLET, 1978, pp. 420),

M(T,) :=={pne HHl/z((?E); Jdg e H&}D(Q), tlor = qlog, YE € Th}. (4.76)
E

Segue que, introduzindo uma nova incégnita (multiplicador de Lagrange),

obtemos a formulagao mista hibridizada: encontrar u € Y(7,), pe Q e A € M(T,) tais

que
.
ZJ Au~v—2jpdivv+2<v-n,)\> = (v-n,ppr,, VWeY,
E JYE
1 _ZJ qdlvu— apr) = _(f7Q)7 quQa (477)
Y np = 0, Ve M,
L 3

lembrando que Q = L*(Q), como j& denotado para o problema misto.

4.3.1 Aproximacgao

Vamos considerar o espaco de Raviart-Thomas de ordem £k,

Y, = {vn € L2(Q)%; vilp € RTw(E), VE € Ty} (4.78)

Sobre o esqueleto &, podemos definir o espago de aproximacao para os multi-

plicadores
My, = {un € L*(&); pnle € Pr(e), Ye€ &, pnle =0, Yee EP}. (4.79)

Além disso, introduzimos as seguintes formas bilineares continuas

bh(Vi, qn) = —ZJ qndiv vy, (Vi,qn) € Y X Qp, (4.80)
E JYE
dp (Vi pp) = Z(vh 0, finy, (Vi pn) € Y X My, (4.81)
B
chlqn,wn) = (agn,wp), (qn,wn) € Qp, (4.82)

onde
Qp = {gn € L*(Q); qnlp € Qu(E), YE € Tp}.

Vamos entao considerar a seguinte aproximagao Mista Hibrida Dual (MHD):

achar uy € Yy, pr, € O e N\, € My, tais que

(AU.h, Vh) + bh(vh7ph> + dh(vhu )\h) = <vh : n7pD>FD7 vvh € Yh7
bh(uha C]h) - Ch(pha (]h) = —(f7 Qh)a Van € Qn, (4-83)
dp(ap, pn) = 0, Vin € My,



Capitulo 4. Aproximagao Mista Dual Sobre Malhas Quadrilaterais 58

Nesta formulacao, o multiplicador de Lagrange \;, representa uma aproximacao
para o traco da pressao p sobre &,. Ambos valores, p, e A, podem ser pds-processados
para obter uma melhor aproximagao da pressao p (ARNOLD; BREZZI, 1985).

4.3.1.1 Implementacdo

Sejam {@;; i = 1,...,nN.}, {¢i;i =1,...,nN,} e {¢;;i =1,...,n.Ny} bases
para Yy, Qp e M, respectivamente, onde n denota o niimero de elementos, n. o nimero de
arestas internas, N, := 2(k+1)(k+2), N, := (k+1)>e Ny := k+1,sendo k € {0,1,2,.. .}
a ordem do espaco de Raviart-Thomas sobre um elemento quadrilateral E € Tj. Segue que

o sistema algébrico associado as equagoes em (4.83) é dado por
AU+ B"™P+L'A =g,
BU - CP = —f, (4.84)
LU =0,

onde Aj; = (Apj,9;), Bij := bu(w;, i), Ciy = cn(y, i), Lij = dn(p;,G), 8 =
<<Pz ' napD> € fZ = (f7 wl)

A matriz
A BT LT
B -C 0
L 0 0

é simétrica e nao-singular (o problema é suposto bem-posto), mas ndo é definida positiva.
Entretanto, supondo que os graus de liberdade da velocidade sejam enumerados separada-
mente (cf. Apéndice B), A se torna bloco-diagonal, sendo cada bloco uma matriz N, x N,

facil de inverter. Podemos, portanto, eliminar U a nivel do elemento

U = A (gp — BEPY) — LpA™), (4.85)
obtendo
C,\PE) L BTAE) _F
1 . 1 . 1y (4.86)
BiPY + C,AE) =Ty,
com

Cy:=Cp+ BgAg'BL, B, := LAG'BL, F,:=fy+ BpAg'gs,
Cy:= LgAz'LE, F, = LgA'ge.

Desta vez, o sistema linear (4.86) estd associado a uma matriz simétrica e positiva-definida.

Como o espacgo Q) ¢ descontinuo entre os elementos, e novamente supondo
uma certa ordenacao global dos graus de liberdade para este espaco, podemos eliminar P

localmente
P = 7Y (F, — BFTA®), (4.87)

ficando, enfim, com um sistema cuja tnica incégnita é AP, ie., com

SpA®) = £ (4.88)
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onde
Sp:=Cy—BCT'BY e f:=F,— BIC{ ..

S € RM*M § uma matriz simétrica e positiva definida. A partir de (4.88) podemos,
portanto, montar o sistema global
SA =f, (4.89)

com S € R "M Uma vez resolvido o sistema (4.89) para a incégnita A, P pode ser
obtida por (4.87) e U por (4.85).

4.4 Experimentos numéricos

Para os experimentos numéricos considerados neste trabalho, tomou-se pp = 0
sobre todo o bordo I'p = 02, com Q = (0, 1) x (0, 1). Para efeito de comparagcao, considerou-
se duas malhas distintas sobre Q: uma malha afim, formada por n? elementos quadrados
e, uma malha nio-afim (bilinear), formada por n® trapézios de base h e lados verticais
paralelos de tamanhos 0, 75h e 1,25h, como proposto em Arnold, Boffi e Falk (2005) e

ilustrado na Figura 2.

1 1

0.75 0.75 |- 1

0.5 0.5

0.25 0.25 |- *

0 0
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 2 — Malha de 4 x 4 quadrados (esquerda) e trapézios (direita).

Com respeito aos coeficientes do modelo, consideramos um meio heterogéneo,

com
a(r,y) =exp(l — (22 +17) e K(x,y)=1+ 10z

Além disso, considerou-se também um termo de fonte f(x) tal que a solugao exata do
problema (3.2)-(3.3) seja dada por

p = sin(mzx) sin(7y) (4.90)

4= —KVp = —K(x)n ( 2?55:3:225:3 ) | (4.91)
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Para a integracao numérica, empregou-se quadratura gaussiana com 5 x 5 pontos
sobre o elemento de referéncia £/ = [—1,1]%. Desta forma, podemos integrar exatamente

fungdes polinomiais em Qx(F), com k < 9.

Além disso, dada a equivaléncia com o método misto, ndo vamos exibir tabelas
comparativas para a aproximagao mista dual hibridizada. De fato, as taxas, assim como os

erros, para este caso sao iguais aos mesmos no caso misto dual (PINEDO, 2016).

Os cddigos utilizados foram implementados em linguagem FORTRAN 90, o que
nos permitiu utilizar as bibliotecas LAPACK e BLAS. A maquina utilizada foi um computar
pessoal com as seguintes caracteristicas: sistema operacional 64 bits, 4 GB de RAM e

processadores (4 cores) Intel® Core ™ i5 com 2.50 GHz de clock.

4.4.0.1 Estudo de convergéncia

E apresentado, a seguir, um estudo de convergéncia para a formulacao mista
dual (4.39). Consideramos as duas familias estaveis RTj e ABF, ou seja, iremos tomar
V = RT,, com Q = Qk(E), e V = ABF,, com Q = R. Neste capitulo, o espaco ABF},
representa uma alternativa ao espago R7T quanto a perda de otimalidade sobre malhas

()1 —deformadas.

As Figuras 3, 4 e 5 comparam, a pressao, a componente z da velocidade e o
divergente aproximados com as respectivas solugoes exatas, usando uma malha quadrilateral

uniforme com 16 x 16 elementos e usando R7 ;.

P exata Ph aproximada

s

08 / ﬁl“\\“y\\\ 08
: N § TR
: ,,///II,',',',,;&&\\\\Q‘\ : ,,:,5:,.'.'.',,.

Figura 3 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 107 e a = exp(1 — (2 + 3?)): pressdo
exata (esquerda) e aproximada pelo método misto (direita) com R7T; usando
malha de quadrados.

Além disso, a Figura 6 mostra a componente y da velocidade aproximada

usando R7T sobre uma malha de 16 x 16 elementos quadrados.

Ja as Figuras 7, 8 e 9 comparam a pressao, a componente z da velocidade e o
divergente exatos com as respectivas aproximagcoes obtidas usando R7; sobre uma malha

trapezoidal com 16 x 16 elementos.
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Ux exata

Ux aproximada

STz
A7
AT A L7 -
S e
&0."
=

Figura 4 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 10z e a = exp(1 — (z* + y*)): componente

x da velocidade, exata (esquerda) e aproximada (direita) pelo método misto
com R7T7 usando malha de quadrados.

Div(V) Exato

Div(Uh)

L7 22

= 2

R
iy

AN

X
2%

Figura 5 — Estudo de convergéncia para k = 1 + 10z e a = exp(1 — (z* + 3?)): divergente

exato (esquerda) e aproximado pelo método misto (direita) usando R7; com
malha de quadrados.

Uy aproximada

Figura 6 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 10z e a = exp(1 — (z* + y*)): componente

y da velocidade aproximada pelo método misto com R7T; sobre malha de
quadrados.
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P exata

08
06
04
02

0

'\:“\ N
A7 NN
S

Figura 7 — Estudo de convergeéncia para k

Ph aproximada

08

5""&&» X

0.4
0.2

1+ 102 e a = exp(1 — (2 + y?)): pressdo

exata (esquerda) e aproximada (direita) pelo método misto usando R7; com

malha de trapézios.

Ux exata

Ux aproximada

Figura 8 — Estudo de convergéncia para k

1+10z e o = exp(1 — (2* +y?)): componente

x da velocidade, exata (esquerda) e aproximada pelo método misto usando

RT (direita) com malha de trapézios.

Div(U) Exato

Py ‘\}\\
e SR

71///1 N\
= /7

DT
— T I" "‘é‘\‘\\

Div(Un)

Figura 9 — Estudo de convergéncia para k = 1 + 10z e a = exp(1 — (2 + y*)): divergente
exato (esquerda) e aproximado pelo método misto usando R7; (direita) com

malha de trapézios.



Capitulo 4. Aproximagao Mista Dual Sobre Malhas Quadrilaterais 63

A Figura 10 mostra a componente y da velocidade, aproximada sobre uma
malha de 16 x 16 elementos trapezoidais, usando R7 ;.

Uy aproximada

,,/ /”‘. p
e T AR
= SR

Z 7
LY T

Figura 10 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 102 e o = exp(1— (2 +y*)): componente

y da velocidade aproximada pelo método misto usando R7T; sobre malha de
trapézios.

As Tabelas 1, 2 e 3 também comparam os erros, na norma L?, e as taxas
de convergéncia para a pressao, a velocidade e o divergente usando R7T; e ABF}, com

k = 0,1 e 2. Nas tabelas, a coluna dof® denota o niimero de graus de liberdade do sistema
final condensado, ou seja, a dimensao da matriz invertida.

3 degrees of freedom
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Tabela 1 — Estudo de convergéncia para k = 1 + 10z e a = exp(1 — (z° + y*)): erros e

ordem de convergéncia para o método misto dual usando R7T o e ABF.

o —pnl fu— ] IV (a—u)]
n | dof erro ordem erro ordem erro ordem
RTo em malha de quadrados

21 12 | 2,962e-01 7,0079 3,895e+-01

41 40 | 1,576e-01 0,910 3,772 0,970 | 2,197e+01 0,825

8| 144 | 7,984e-02 0,981 1,7759 1,010 | 1,129e401 0,959
16 | 544 | 4,004e-02 0,995 | 8,857e-01 1,003 5,6883 0.990
32 | 2112 | 2,003e-02 0,998 | 4,425e-01 1,000 2.8490 0.997
64 | 8320 | 1,002e-02 0,999 | 2,212¢-01 1,000 1.4251 0.999

ABF, em malha de quadrados

21 12 | 1,742e-01 7,2815 1,639e+01

41 40 | 4,207e-02 2,050 3,5957 1,017 4,6776 1,809

8 | 144 | 1,045e-02 2,008 1,7780 1,016 1,2045 1,957
16 | 544 | 2,610e-03 2,001 | 8,860e-01 1,004 | 3,033e-01 1,989
32 | 2112 | 6,525e-04 2,000 | 4,426e-01 1,001 | 7,597e-02 1,997
64 | 8320 | 1,631e-04 2,000 | 2,212¢-01 1,000 | 1,900e-02 1,999

RTo em malha de trapézios

2| 12 | 2,944e-01 7,1397 40,680

41 40 | 1,618e-01 0,977 3,7913 0,985 24,343 0,683

8| 144 | 8,220e-02 0,994 1,9149 0,985 15,160 0,399
16 | 544 | 4,125e-02 0,994 | 9,670e-01 0,985 11,492 0,399
32 | 2112 | 2,064e-02 0,998 | 4,861e-01 0,992 10,352 0,150
64 | 8320 | 1,032e-02 0,999 | 2,436e-01 0,996 10,046 0,043

ABF, em malha de trapézios

2| 12 | 1,695e-01 7,1578 17,792

41 40 | 4,669e-02 1,860 3,7218 0,943 6,8462 1,377

8| 144 | 1,413e-02 1,724 1,8722 0,991 2,7852 1,297
16 | 544 | 5,053e-03 1,484 | 9,430e-01 0,989 1,2921 1,108
32 | 2112 | 2,179e-03 1,213 | 4,735e-01 0,993 | 6,325e-01 1,030
64 | 8320 | 1,040e-03 1,067 | 2,373e-01 0,996 | 3,145e-01 1,007
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Tabela 2 — Estudo de convergéncia para k = 1 + 10z e a = exp(1 — (2 + y?)): erros e
ordem de convergéncia para o misto dual usando R7; e ABF;.

D — o lu — u IV (u—u)
n dof erro ordem erro ordem erro ordem
RT: em malha de quadrados
2 24 6,308e-02 1,8303 11,907
4 80 1,614e-02 1,992 | 4,459e-01 2,010 2,9861 1,995
8| 288 | 4,055e-03 1,997 | 1,106e-01 2,003 | 7,489e-01 1,998
16 | 1088 | 1,015e-03 1,997 | 2,761e-02 2,003 | 1,874e-01 1,998
32 | 4224 | 2,539e-04 1,999 | 6,899e-03 2,000 | 4,686e-02 1,999
64 | 16640 | 6,349e-05 1,999 | 1,724e-03 2,000 | 1,171e-02 1,999
ABF; em malha de quadrados
2 24 1,905e-02 1,3292 1,7167
4 80 5,139e-03 1,890 | 4,017e-01 1,726 | 2,085e-01 3,040
81 288 | 7,999-04 2,683 | 1,077e-01 1,898 | 2,576e-02 3,017
16 | 1088 | 1,061e-04 2,914 | 2,742e-02 1,973 | 3,209e-03 3,004
32 | 4224 | 1,347e-05 2977 | 6,887e-03 1,993 | 4,009e-04 3,001
64 | 16640 | 1,691e-06 2,994 | 1,723e-03 1,998 | 5,010e-05 3,000
R7T1 em malha de trapézios
2 24 7,317e-02 1,9831 1,354e+01
4 R0 1,875e-02 1,963 | 4,545e-01 2,125 3,9629 1,773
8| 288 | 4,728e-03 1,988 | 1,126e-01 2,013 1,4071 1,493
16 | 1088 | 1,184e-03 1,996 | 2,808e-02 2,003 | 6,086e-01 1,209
32 | 4224 | 2,963e-04 1,999 | 7,018e-03 2,000 | 2,911e-01 1,063
64 | 16640 | 7,410e-05 1,999 | 1,754e-03 2,000 | 1,438e-01 1,016
ABF; em malha de trapézios
2 24 3,033e-02 1,6473 2,8799
4 80 5,373e-03 2,497 | 4,287e-01 1,941 | 4,823e-01 2,578
8| 288 | 8,077e-04 2,733 | 1,133e-01 1,918 | 1,018e-01 2,243
16 | 1088 | 1,074e-04 2,909 | 2,880e-02 1,977 | 2,412e-02 2,077
32 | 4224 | 1,396e-05 2,943 | 7,231e-03 1,993 | 5,945e-03 2,020
64 | 16640 | 1,898e-06 2,878 | 1,810e-03 1,998 | 1,480e-03 2,005
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Tabela 3 — Estudo de convergéncia para k = 1 + 10z e a = exp(1 — (2* + y*)): erros e

ordem de convergéncia para o método misto dual usando RT3 e ABFs.

P — o lu — u| IV (u—u)
n dof erro ordem erro ordem erro ordem
RT- em malha de quadrados
2 36 8,462e-03 2,282e-01 1,4603
4| 120 | 1,071e-03 2,981 | 2,995e-02 2,929 | 2,001e-01 2,867
8| 432 | 1,346e-04 2,992 | 3,775e-03 2,988 | 2,545e-02 2,974
16 | 1632 | 1,685e-05 2,998 | 4,728e-04 2,997 | 3,195e-03 2,993
32 | 6336 | 2,107e-06 2,999 | 5,913e-05 2,999 | 3,998e-04 2,998
64 | 24960 | 2,634e-07 2,999 | 7,392e-06 2,999 | 4,999e-05 2,999
ABF; em malha de quadrados
2 36 1,103e-03 2,292¢-01 2,218e-01
4| 120 | 5,711e-05 4,271 | 2,994e-02 2,936 | 1,368e-02 4,019
81 432 | 3,392e-06 4,073 | 3,774e-03 2,987 | 8,547e-04 4,000
16 | 1632 | 2,094e-07 4,018 | 4,728e-04 2,997 | 5,342e-05 3,999
32 | 6336 | 1,304e-08 4,004 | 5,913e-05 2,999 | 3,339¢-06 3,999
64 | 24960 | 8,147e-10 4,001 | 7,392e-06 2,999 | 2,086e-07 4,000
R7T 2 em malha de trapézios
2 36 1,101e-02 2,716e-01 2,5817
41 120 | 1,492e-03 2,884 | 3,431e-02 2,985 | 4,572e-01 2,497
8| 432 | 1,879e-04 2,988 | 4,303e-03 2,995 | 9,831e-02 2,217
16 | 1632 | 2,354e-05 2,997 | 5,385e-04 2,998 | 2,342e-02 2,069
32 | 6336 | 2,944e-06 2,999 | 6,734e-05 2,999 | 5,780e-03 2,018
64 | 24960 | 3,680e-07 2,999 | 8,419e-06 2,999 | 1,440e-03 2,004
ABF5 em malha de trapézios
2 36 1,750e-03 2,570e-01 3,849e-01
4| 120 | 1,046e-04 4,064 | 3,316e-02 2,954 | 3,811e-02 3,336
8| 432 | 6,516e-06 4,005 | 4,179¢-03 2,988 | 4,230e-03 3,171
16 | 1632 | 4,085e-07 3,995 | 5,236e-04 2,996 | 5,104e-04 3,051
32 | 6336 | 2,574e-08 3,988 | 6,549e-05 2,999 | 6,321e-05 3,013
64 | 24960 | 1,654e-09 3,959 | 8,189%-06 2,999 | 7,882e-06 3,003
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A Figura 11 mostra, graficamente, as taxas observadas para as aproximacoes
da pressdo, da velocidade e do divergente, na norma de L?*(€2), usando R7T e ABF, sobre
malha de elementos quadrados (esquerda) e trapezoidal (direita). Ja a Figuras 12 mostra
as taxas de convergéncia das mesmas varidveis, na norma de L?(2), usando R7; e ABF].

Da mesma forma, a Figura 13 exibe as taxas usando R7 5 e ABF,.
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MD — R7T: malha afim MD — RT: malha de trapézios
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Figura 11 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 10z e a = exp(1 — (z* +¢?)): taxas para

o misto dual usando R7T, e ABF,, na norma L?, sobre malha de quadrados
(figs. (a) e (c)) e de trapézios (figs (b) e (d)).
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MD — R7T;: malha afim
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Figura 12 — Estudo de convergéncia para k = 1 + 10z e a = exp(1 — (2% + 3?)): taxas
para o misto dual usando R7T; e ABFi, na norma de L?, sobre malha de
quadrados (figs (a) e (c)) e de trapézios (figs. (b) e (d)).
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MD — RT5: malha afim
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Figura 13 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 10z e a =
para o método misto usando R7 5 e ABF,, na norma de L? sobre malha de
quadrados (figs. (a) e (c)) e de trapézios (figs. (b) e (d)).

exp(1 — (z° + y?)): taxas
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A otimalidade tanto para o fluxo quanto para o divergente e o potencial L*(£2)
¢é verificada no caso de malha quadrilateral afim formada por quadrados. No caso de malha

quadrilateral geral (trapézios), verificamos as taxas esperadas:

o (4.47)-(4.49) para RT4;
o (4.52)-(4.54) para ABFy;

e (4.55)-(4.57) utilizando RT

A partir destes experimentos pode-se ver que a convergéncia do divergente é
de fato sub-6tima para a familia de espacos de elementos finitos R7T ;. sobre a malha de
trapézios considerada. Inclusive, o divergente chega a nao convergir quando se usa R7
sobre tal malha, como mostra a Figura 11b. Por sua vez, a familia ABJF}, recupera essa
perda de otimalidade. As tabelas acima mostram essa comparacao mais detalhadamente,
nas quais é possivel ver o efeito da deformacao da malha sobre o erro no divergente

aproximado como, por exemplo, na Tabela 1.
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5 Formulacao Baseada em Fluxo

Neste capitulo vamos apresentar um esquema para a resolucao do sistema de
primeira ordem (3.2)-(3.3), baseado apenas nas incdgnitas relativas ao fluxo. Tal esquema
¢ definido através da eliminacao da pressao de forma pontual, distinta da condensacao das
incognitas da pressao apresentada no capitulo anterior. A aproximacao numérica se da
pela definicao de subespagos conformes V), < H(div; ) para o fluxo, enquanto a pressao é
pos-processada localmente, através de projecoes sobre o espaco Q) = div V). Resultados
numéricos indicam que tal estratégia conduz a solugoes equivalentes as obtidas pela formu-
lagao mista dual, para malhas afins. Para malhas nao-afins, no entanto, tal equivaléncia
nao é verificada. Tais resultados mostram também que, assim como a formulacao mista

dual, a nova formulagao exibe perda de otimalidade em malhas nao afins.

5.1 Definicdo da Formulacao Baseada em Fluxo

O primeiro passo para a definicao da formulacao baseada em fluxo se déa pelo

enfraquecimento da lei de Darcy (3.3). Multiplicamos a lei de Darcy

Au = —Vp,
por uma fungao v € H(div; 2), integramos no dominio {2 e usamos integracao por partes
de forma a obter a equacao

(Au,v) — (p,divv) + f ppv-ndo = 0. (5.1)
r

Em seguida utilizamos a forma pontual da lei de conservac¢ao de massa (3.2), e o fato de

que a > 0, para escrever explicitamente a pressao como

1
p=—(f—divu). (5.2)
o
Por fim, substituindo esta expressao pontual da pressao na forma fraca (5.1) e tomando

V = H(div;Q), podemos definir o seguinte problema variacional, posto em termos apenas

do fluxo:

Formulacdao FB': encontrar u e Ho n(div; Q) tal que

Alu,v) =g(v), Yve, (5.3)
A(u,v) := (Au,v) + (i divu,divv), (5.4)
g(v) = (i, divv) — (pp,v-n), Yvel, (5.5)

! ou baseada em fluxo (fluz-based)
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onde {pp,v-n) = J ppv -ndo.
r

Nas secoes a seguir, desenvolveremos a andlise da existéncia e unicidade de
solucao da formulacao FB, sua aproximacao numérica, questoes de implementacao compu-

tacional bem como o pds-processamento da pressao.

5.2 Analise da Formulacdo

Vamos verificar as hipéteses do Lema de Lax-Milgram a fim de mostrar que o

esquema FB, como definido acima, é bem-posto para fluxos em H(div).

5.2.1 Existéncia e Unicidade

Comecemos verificando que o funcional g em (5.5) é limitado em H(div; ().
Para isso, precisamos usar a seguinte estimativa decorrente da definigao de trago em H (div)
(BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013, pp. 50)

U qv-ndo
r

Assim, dado v € V, usando a propriedade de limitagao (3.6), segue que

< | Vlnw@wlah, ¢ H(Q), ve H(div; Q). (5.6)

I
91 = (L aive) = vy
1 .
< — | flldivv] + Cv]aa)
Q
I£1
< max{ 7C}HVHH(diV)
Qo
= C/HVHH(diV)'

Além disso, usando a elipticidade uniforme (3.8), como passo seguinte, verificamos as duas

hipéteses fundamentais do Lema 1, envolvendo a forma bilinear A definida em (5.4).

Continuidade. Dados u,v € V quaisquer, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue

que
L, .. .
(A, v)| < Afulv] + oTOH div | divv]
1 _ .
< max{Ay, 070}(||u|\ + [ diva|)(|v] + || divv])

< M| @i | V] Hdiv)

1
onde M = max{\;, —} nas condigoes do item (i) em (1). Portanto A é limitada.
Qp
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V-elipticidade. Para v € V qualquer, teremos que
divv .
A(v,v) = (Av,v) + (——,divv)
Q

1
> Xo|[v[* + — | divv]?
631

1
> min{ Ao, — 2 i)
mln{ 07al}vH(d1v)

1
Assim, tomando § = min {)\0, } > 0, tem-se que A é V-eliptica.
a1

Portanto, pelo Lema de Lax-Milgram, o problema variacional (5.3) possui uma tnica

solugao e, além disso,

lglh
U fg(div) S :
fulla < 15

Esta abordagem contempla, como caso particular, o método penalizado (HUGHES,

2000), tipicamente considerado no contexto do problema de Stokes incompressivel.

5.3 Aproximacao da Velocidade

A andlise anterior mostra que a formulacao obtida desta forma é estavel para
qualquer escolha V, < V. Ou seja, basta escolhermos subespacos H (div)-conformes, tal
como na formulagao de Galerkin do problema primal. Isto representa um ganho em relagao
a formulacao mista classica pelo fato da nao exigéncia de compatibilidade associada a
escolha de um par de subespagos. Em particular, a fim de discretizar o problema (5.3),
podemos usar um subespago conforme V), ¢ H(div; ) definido, por exemplo, pelos espagos
de Raviart-Thomas ou de Arnold-Boffi-Falk. Com isso, teremos a seguinte aproximacgao

para a velocidade:

Formulacao FBh: encontrar u, € V), tal que
A(up,vp) = g(vp), Yvp €V, (5.7)

ou ainda,

div uy

(Auh, Vh> + < ,diV Vh> = (i, div Vh) — <pD, A" Il>, Yvy, € V. (58)

Uma vez que estamos utilizando aproximacgoes conformes V;, < H(div;(2), a existéncia e
unicidade da aproximacao uy, decorre prontamente do Lema de Lax-Milgram. Além disso,
vale ressaltar que a aproximacao desta forma nao depende da condicao LBB e também se

mostra incondicionalmente estavel.
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Observacao 1. Para f =0 e quando « for préximo de zero em (5.7) acima, pode ocorrer
o fenémeno de locking total (BOFFI; FORTIN; BREZZI, 2013), i.e.,

divuy, = 0= u; = 0. (5.9)

Formalmente, fazendo o — 0 em (5.8), temos que divuy, = 0 (multiplique a equagdo por
a e tome o limite). Assim, como um caso extremo, pode ocorrer que uy = 0. Neste caso, o

2

fenomeno de “locking”” pode ser visto como um problema numérico quando o termo de

fonte f for identicamente nulo.

5.3.1 Otimalidade

Uma vez que a Formulacdo FB é incondicionalmente estavel, é grande a
flexibilidade na escolha dos subespagos de aproximagao V, < H(div; (). Conforme foi
discutido no Capitulo 4, para que sejam obtidas soluges timas em H (div;2), é necessario
que o subespaco para a aproximacao do fluxo cumpra as condigoes do Teorema 6. Assim,
o comportamento sub-6timo da familia R7; é também esperado na formulacao FB, uma
vez que esta é uma limitagao na capacidade de aproximacao do espaco em si, e nao da
formulagao. Neste sentido, é natural o emprego de espagos da familia ABJFj. Na verdade,
a estabilidade da formulacao FB torna particularmente atraente a escolha de versoes

enriquecidas 737’5,f sendo que, em particular, temos ABF) = RTﬁ. Aqui vamos considerar
Vi = {vhe V; vz = Pp(¥3), VneV, YE e T}, (5.10)

onde Py representa a transformacio de Piola, podendo ser V = RTk(E), V = ABF, ou

ainda um enriquecimento maior.

5.3.2 Analise de Erro

Com base na estimativa a priori (3.31), podemos entao derivar estimativas para
os diferentes espacos de elementos finitos. Vamos supor que a solucao u seja suficientemente

regular.

A partir de (3.31), temos que
[u —up|g@ive) < C (Ju—viloo + [ divia = vi)loe), Yvi € Vh. (5.11)
Por exemplo, no caso de malha afim, com (4.20) e (4.21) em (5.11) obtemos que
lu = wp | gaive) < CRM (Jufgsr + | divualgg) (5.12)

Estamos particularmente interessados em verificar tais estimativas no caso de malhas nao-
afins para os diferentes espacos de aproximacao utilizados. No caso de malhas quadrilaterais

gerais como as consideradas neste trabalho, teremos as seguintes estimativas

2 travamento: um fendmeno encontrado em elasticidade.
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e RTg. Por (4.22) e (4.23) em (5.11), teremos que
lu—whllmr@ive) < Cib" ([uligr + B divualggr) + Coh¥| divualg.
Ou seja,
lu—wp|m@ive) < CR* (| divulpe + Rlalie + 2| divualgg) - (5.13)
e  ABFj. Da mesma forma, usando (4.32) e (4.32) em (5.11), teremos que
lu— sl mr@ive) < CRF (Jufpgr + | divufgiq) . (5.14)

o RTH. De (4.32) e (4.37) em (5.11), obtemos que

Ju—wpfg@iviey < CR* (Juligr + bl divuliys). (5.15)

5.3.3 Implementacao

Usamos condensacao estatica para eliminar graus de liberdade internos e

diminuir a dimensao do problema. Novamente, escrevendo a velocidade como

w,(x) = Y afei(x) + ) 67x;(x), (5.16)
i=1 j=1
segue que, localmente, vamos ter o sistema
AP QB = pB) (5.17)
ou
A* BT E .
* i Je ) (5.18)
B* C* ﬁ fO
onde

e A, e R"™™ ¢ dada por

(A 1= Ay, 00) = Mgy, 00) + (= divepy, divpy), (5.19)
e B, e R"*"¢ ¢ dada por

(Bo)y = Al X)) = (A, 30) + (o div gy, div ), (520)
o C, e R"™™ & dada por

L. :
(Ci)ij = A(X]in) = (AXj>Xi) + (a leXjadIVXi)v (5.21)
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e f, e R" dada por
f

(fe)i = g(p;) = (&’ dive;) — {pp, ;- n), (5.22)

e ¢ f; € R™ sendo dada por
L, .
(fo)i == (afa div x;). (5.23)

Analogamente, podemos condensar as componentes internas da velocidade.

Comecamos substituindo

BY = O (fo — Bu.a®) (5.24)

na primeira equagao, para obter o seguinte sistema local condensado:
(As — BZO*_IB*)QE = fe— BZC*‘lfo,

ou seja,
KaP =b. (5.25)

Entao espalhamos para a matriz de rigidez e o vetor de carga globais, ficando com um
sistema global de equagoes menor do que o original. Uma vez obtida a solugao o, podemos

obter 8 pela equagao (5.24).

5.4 Aproximacao da Pressao

Com a formulacao baseada em fluxo a pressao é obtida via um pds-processamento
da velocidade; o que é o contrario da forma primal, onde primeiro se aproxima a pressao.
A recuperacio do campo escalar pode ocorrer, por exemplo, através da projecdo L? sobre
um subespaco polinomial Qj,. Nesta secio, veremos que a simples projecio L? local fornece
um esquema de pds-processamento similar a formulacao mista dual. A fim de contornar a
perda de otimalidade devido ao carater nao-afim da malha, uma primeira opcao consiste
em utilizar verses enriquecidas de R7 (como a familia ABF}), através da introducao

de novos graus de liberdade a serem condensados.

O uso de projecdo L? sobre um subespaco polinomial nos permite aproximar a

variavel escalar posteriormente em relagao ao campo de fluxo.

Sobre uma malha quadrilateral geral o espaco Q;, = div 'V}, pode ser definido de
duas formas, dependendo do fato de se usar ou nao o mapeamento geométrico para definir
fungoes de base: localmente (mapeado) ou globalmente (ndo-mapeado). Como o mapea-
mento geométrico é bilinear, as duas construgdes nao sao equivalentes (BOFFI; FORTIN;
BREZZI, 2013; BOFFI; GASTALDI, 2009). Além disso, devido aos resultados provados

em Arnold, Boffi e Falk (2002), decorre que a abordagem local para a pressdo nao pode
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atingir ordem de aproximacao étima sobre malha quadrilateral geral (BOFFI; FORTIN;
BREZZI, 2013; BOFFI; GASTALDI, 2009). Um exemplo particularmente interessante,
neste sentido, é dado pelo emblemético elemento de Stokes Qs — P; (STENBERG, 1984;
BOFFI; GASTALDI, 2002).

A condicao inf — sup nao desempenha nenhum papel na estabilidade ou acuracia
das aproximagoes para a velocidade, obtidas por (5.7). Entretanto, quando tivermos um
par de espacos geral nao-estavel, ela poderda se manifestar quando da recuperacao da

pressao.

Valor Pontual

Naturalmente, uma primeira forma de pds-processamento consiste em computar
a pressao pontualmente, em cada elemento E € Tp,, através da equacao da continuidade

(conservagao da massa), i.e.,
b= e — divy) (5.26)

= —divuy)|g. .
PrlE a(x) h)|E

O problema desta abordagem ¢é que f pertence a um espaco que nao foi aproximado
enquanto div uy, pertence a um espaco de dimensao finita. Assim, a pressao forcosamente
estara no mesmo espacgo que a f, tendo sido subtraida desta fungao uma aproximacao
do divergente do fluxo, gerando uma incompatibilidade. Em outras palavras, em (5.26),

apenas um termo ¢é aproximado.

Usando que

pn = (f —divuy)/a,

segue entao que

|p = pull = | (diva — divuy) /of
1

< —| div(u — uy)| (5.27)
ao

Ou seja, apesar de convergir como o divergente, a aproximacao desta forma é muito pobre.

5.4.1 Via Projecao Local

Obtida uma aproximacao uy para o fluxo, entao a pressao pode ser obtida, a
nivel de elemento, através da projecao L* de (f —divuy)/a(x) sobre o espaco do divergente
da velocidade, ou seja, sobre cada E € Ty, py, é definida variacionalmente através do seguinte

problema

f — div Uy

man) = (105

7Qh) ) VQh € Qh7 (528)
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onde
Oulp = Qo F3l, (5.29)

podendo ser Q = divRT(E) ou Q = div. ABF,. Assim, conclui-se que este esquema,
com a pressao recuperada desta forma, é similar ao método misto dual no caso de malhas

afins. Esta semelhanca nao se verifica no caso de malhas quadrilaterais gerais.

5.4.2 Anadlise de Convergéncia

Diferentemente da Formulacao Mista Dual, onde temos um acoplamento entre
as varidveis u e p dado através da estimativa (4.46), a pressao aqui obtida terad erro
dependendo apenas do erro no divergente do campo vetorial. Inicialmente, para todo

E e T, temos que

—di
(Phs Gn) p = (fwuh,qh) ) (5.30)
« E
—di
(P an) g = <Tl,qh) , Van € Qn. (5.31)
E

Decorre entao que

divu — divuy,

(p _ph7qh) = ( ,Qh) ) VQh € Qh, (532)

«

e o erro é dado pela projecao L? do erro no divergente sobre o espaco Q;, escolhido.

Assim, usando as estimativas de erro para o divergente das diferentes familias
utilizadas, obteremos as respectivas estimativas de erro globais para a aproximacao sobre
malhas quadrilaterais gerais. Ou seja, supondo que a solucao u seja suficientemente regular,

vamos obter as seguintes estimativas sobre malhas quadrilaterais nao-afins:
e RTy. Usando a estimativa (4.23), segue que

lp — pu| < CR*|divupiy. (5.33)
e ABFi. Analogamente, usando a estimativa (4.33), obteremos que

Ip — pu| < CRF*Y divuly. (5.34)

e RTH. Usando a estimativa (4.37), obtemos a estimativa melhorada

|p — pall < CR**?[ divulgys. (5.35)
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5.5 Experimentos numéricos

Nesta secao, exibimos tabelas e graficos de convergéncia para analisar a solucao
obtida via projecdo L? local. Vamos utilizar as familias de espacos RT}, e ABF, com
k = 0,1,2, assim como enriquecimentos maiores em R7 ;"' Consideramos também a

pressdo pos-processada através da projecao L* de (f — divuy)/a(x) sobre o espaco div V.

Assim como visto para a aproximacao Mista Dual, o emprego de ABF} é uma

primeira forma de recobrar a perda de otimalidade devida & deformacgao da malha.

Experimento numérico com: K = 1+ 10z e a(x) = exp(1 — (2* + %*)). Lembrando

que, para este caso, a fonte f é dada por

f(z,y) = ap(x) + div(u(x)),

p = sin(mz) sin(7y), (5.36)
k(o) cos(mx) sin(my)
= ~k@) [ sin(mz) cos(my) ] ' (5.37)

[lustrando a Projecao Pontual

A Tabela (4) seguinte pretende ilustrar quao pobre é a pressao obtida via pés-
processamento pontual do campo de fluxo, empregando-se os espacos R7T i, com k= 0,1 e

2. Para isso, estamos comparando com o classico Misto Dual, os erros na norma de LZ.
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Tabela 4 — Comparando as pressoes obtidas no Misto Dual e no pds-processamento pontual,
usando RT .

Misto Pontual
n dof erro ordem erro ordem

Pressao obtida usando-se R7T( em malha de quadrados

4 40 | 1,576e-01 2,073e+01

8 144 | 7,984e-02 0,9812 | 1,088e+01  0,9305
16 044 | 4,004e-02 0,9956 | 5,50597 0,9826
32 | 2112 | 2,003e-02 0,9989 | 2,76123 0,9956
64 | 8320 | 1,001e-02 0,9997 | 1,38165 0,9989

Pressao obtida usando-se R7T o em malha de trapézios

41 40 [ 1,618e-01 2,108¢+01
8 | 144 |82200-02 09776 | 1,357e+01  0,6957
16 | 544 |4,125e-02 0,9945 | 9,82281  0,4666
32 | 2112 | 2,064e-02 0,9985 | 858282  0,1946
64 | 8320 | 1,032e-02 0,9996 | 824011  0,0587

Pressao obtida usando-se R7; em malha de quadrados

4 80 | 1,614e-02 2,64926

8 288 | 4,055e-03 11,9929 | 6,586e-01  2,0080
16 | 1088 | 1,015e-03 1,9979 | 1,644e-01  2,0017
32 | 4224 | 2,539e-04 1,9994 | 4,110e-02  2,0004
64 | 16640 | 6,349¢-05 1,9998 | 1,027e-02  2,0001

Pressao obtida usando-se R7; em malha de trapézios

4 80 | 1,875e-02 3,59991

8 | 288 |4,728e-03 1,9880 | 1,28398 1,4873
16 | 1088 | 1,184e-03 1,9967 | 5,621e-01  1,1915
32 | 4224 | 2,963e-04 1,9991 | 2,705e-01  1,0553
64 | 16640 | 7,410e-05 1,9997 | 1,339e-01  1,0138

Pressao obtida usando-se R7T 5 em malha de quadrados

4 120 | 1,071e-03 1,553e-01

8 | 432 | 1,346e-04 2,9924 | 2,036e-02  2,9316
16 | 1632 | 1,685e-05 2,9980 | 2,574e-03  2,9834
32 | 6336 | 2,107e-06 2,9994 | 3,227e-04  2,9959
64 | 24960 | 2,634e-07 2,9998 | 4,037e-05  2,9989

Pressao obtida usando-se R7 > em malha de trapézios

4 120 | 1,492e-03 4,344e-01

8 | 432 | 1,879e-04 29888 | 9,252¢-02  2,2314
16 | 1632 | 2,354e-05 2,9971 | 2,181e-02  2,0847
32 | 6336 | 2,944e-06 2,9992 | 5,350e-03  2,0273
64 | 24960 | 3,680e-07 2,9998 | 1,328e-03  2,0094
128 | 99072 | 4,601e-08 2,9999 | 3,314e-04  2,0036
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5.5.1 Experimentos com os Espacos Originais

Na Tabela (5), é possivel ver que os resultados sobre malhas de trapézios nao
sao tao bons quanto sobre malhas de quadrados. Em particular, podemos ver que os
resultados sd@o compardveis aos obtidos em Arnold, Boffi e Falk (2005, Table 3) para o

Método de Minimos Quadrados aplicado ao problema de Poisson.

Tabela 5 — Esquema em velocidade: erros e ordem de convergéncia para R7T o e ABF,.

lp — pal lu— IV - (u— )
n | dof erro ordem erro ordem erro ordem

FB — R7( em malha de quadrados

12 [ 2,991e-01 7,2517 3,041e+01

40 | 1,578¢-01 0,922 | 3,6076 1,007 | 22,074 0,836
8| 144 | 7,986e-02 0982 | 1,7796 1,019 11,312 0,964
16 | 544 | 4,004e-02 0,996 | 8,862e-01 1,005 5,6900 0,991
32 | 2112 | 2,003e-02 0,999 | 4,426e-01 1,001 2,8492 0,997
64 | 8320 | 1,001e-02 0,999 | 2,212e-01 1,000 1,4251 0,999

=~ DN

FB — ABF, em malha de quadrados

12 | 1,780e-01 7,2821 1,660e+-01

40 | 4,239e-02 2,070 3,5963 1,017 4,7046 1,819
144 | 1,047¢-02 2,016 1,7780 1,016 1,2064 1,963
o044 | 2,612¢-03 2,003 | 8,860e-01 1,004 | 3,034e-01 1,991
32 | 2112 | 6,526e-04 2,000 | 4,426e-01 1,001 | 7,598e-02 1,997
64 | 8320 | 1,631e-04 2,000 | 2,212¢-01 1,000 | 1,900e-02 1,999

S 00 = N

FB — R7 em malha de trapézios

2 12 2,4557 7,4201 4,080e+01

41 40 2,2698 0,113 3,8825 0,934 24,286 0,748
8

6

144 1,5986 0,505 1,9709 0,978 15,059 0,689
544 1,3003 0,297 1,0291 0,937 11,387 0,403
32| 2112 | 1,2076 0,106 | 5,823e-01 0,821 10,247 0,152
64 | 8320 | 11,1828 0,029 | 3,962e-01 0,555 9,9405 0,043

FB — ABF, em malha de trapézios

21 12 1,6044 71562 1,789¢+01

4] 40 |8,047¢-01 1,074 | 3,7171 0,945 6,8236 1,391
8| 144 |3,828¢-01 1,071 | 18721 0,989 2,7620 1,304
6| 544 | 1,811e-01 1,079 | 9,430e-01 0,989 1,2796 1,110
32 | 2112 | 8,896e-02 1,025 | 4,735e-01 0,993 | 6,261e-01 1,031
64 | 8320 | 4,427¢-02 1,006 | 2,373e-01 0,996 | 3,113e-01 1,008
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FB — RT(: malha de quadrados FB — R7T: malha de trapézios
5E Hp—phl\ —— § Ip = pn| ——

; [u —up| 4r Ju—up| —— -
4 1 [divu — div uhH E ’ [divu — divuy| —=—
3 £
2

5¢ Ip = pn| —— N Ip = pu| —— |
4t [u—upl| —— 3 ‘ Jlu—up| ——
3 [divu — divuy| —=— 3 |divu — divuy| —=—
20
1 3
__0F E
-1
&~ E E
=20
.- ]
2-3°
" N
_9§ “““““ < 3
0.0 4.0
—log
()

Figura 14 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 10z e a = exp(1 — (2 + y?)): taxas para
o método FB usando R7Ty e ABF,, na norma L?, sobre malha de quadrados

((a) e (c)) e trapézios ((b) e (d)).
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Tabela 6 — Estudo de convergéncia para k = 1 + 10z e a = exp(1 — (2* + y*)): erros e
ordem de convergéncia para o método FB usando R7; e ABF;.

D — o lu — u IV (u—u)
n dof erro ordem erro ordem erro ordem
FB — R7, em malha de quadrados
2 24 | 6,385e-02 1,8446 1,209e+01
4 80 | 1,616e-02 1,982 | 4,462e-01 2,047 2,99719 2,012
8| 288 | 4,056e-03 1,994 | 4,462e-01 2,011 | 7,496e-01 1,999
16 | 1088 | 1,015e-03 1,998 | 2,761e-02 2,003 | 1,874e-01 1,999
32 | 4224 | 2,539e-04 1,999 | 6,899e-03 2,000 | 4,686e-02 1,999
64 | 16640 | 6,349e-05 1,999 | 1,724e-03 2,000 | 1,171e-02 1,999
FB — ABF; em malha de quadrados
2 24 1,873e-02 1,3141 1,7356
4 80 5,136e-03 1,866 | 4,014e-01 1,710 | 2,091e-01 3,052
81 288 | 7,999-04 2,682 | 1,077e-01 1,897 | 2,578e-02 3,020
16 | 1088 | 1,061e-04 2,914 | 2,742e-02 1,973 | 3,210e-03 3,005
32 | 4224 | 1,347e-05 2977 | 6,887e-03 1,993 | 4,009e-04 3,001
64 | 16640 | 1,691e-06 2,994 | 1,723e-03 1,998 | 5,010e-05 3,000
FB — R7T; em malha de trapézios
2 24 1,3668 1,9818 1,355e+401
4 80 | 4,281e-01 1,674 | 4,548e-01 2,123 3,9483 1,779
8| 288 | 1,614e-01 1,406 | 1,127e-01 2,012 1,3973 1,498
16 | 1088 | 7,291e-02 1,147 | 2,813e-02 2,002 | 6,036e-01 1,210
32 | 4224 | 3,545e-02 1,040 | 7,032e-03 2,000 | 2,886e-01 1,064
64 | 16640 | 1,760e-02 1,009 | 1,758e-03 1,999 | 1,426e-01 1,017
FB — ABF; em malha de trapézios
2 24 2,938e-01 1,6517 2,8946
4 80 5,523e-02 2,411 | 4,302e-01 1,940 | 4,799e-01 2,592
8| 288 | 1,202e-02 2,199 | 1,135e-01 1,922 | 1,011e-01 2,247
16 | 1088 | 2,864e-03 2,070 | 2,881e-02 1,978 | 2,393e-02 2,078
32 | 4224 | 7,047e-04 2,022 | 7,232e-03 1,994 | 5,896e-03 2,021
64 | 16640 | 1,751e-04 2,008 | 1,810e-03 1,998 | 1,468e-03 2,005
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FB — R7T1: malha de quadrados FB — R71: malha de trapézios
5¢ Ip = pn| —— ° 3 lp—pn| —*— -
4t lu —up| —— - g o —up| ——
30 |diva—divuyl| —=— 3 2 3 divu —divup| —=— 7
20 7 1
0 0

- T
o0 b0_2 ;* E
2 20

FB — ABF;: malha de quadrados FB — ABF;: malha de trapézios

3 lp—pn| —— ot
2 - lu—up| —— [u—uy| ——

12 |diva—divuy| —=— 10 [divu — divuy| —=—

00 1.0 20 30 40
—log (h)

()

Figura 15 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 10z e a = exp(1 — (2 + y?)): taxas para
o método FB usando R7T; e ABF;, na norma L?, sobre malha de quadrados

((a) e (c)) e trapézios ((b) e (d)).
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Tabela 7 — Estudo de convergéncia para k = 1 + 10z e a = exp(1 — (2* + y*)): erros e
ordem de convergéncia para o método FB usando R7T 5 e ABF,.

P — o lu — u| IV (u—u)
n dof erro ordem erro ordem erro ordem
FB — R7 > em malha de quadrados
2 36 | 8,488e-03 2,287e-01 1,46724
4| 120 | 1,071e-03 2,985 | 2,996e-02 2,932 | 2,005e-01 2,870
8| 432 | 1,346e-04 2,992 | 3,775e-03 2,988 | 2,547e-02 2,976
16 | 1632 | 1,685e-05 2,998 | 4,728e-04 2,997 | 3,196e-03 2,994
32 | 6336 | 2,107e-06 2,999 | 5,913e-05 2,999 | 3,998e-04 2,998
64 | 24960 | 2,634e-07 2,999 | 7,760e-06 2,929 | 4,999e-05 2,999
FB — ABF5 em malha de quadrados
2 36 1,107e-03 2,293e-01 2,248e-01
4| 120 | 5,713e-05 4,276 | 2,994e-02 2,937 | 1,372e-02 4,034
81 432 | 3,392e-06 4,073 | 3,774e-03 2,987 | 8,554e-04 4,004
16 | 1632 | 2,094e-07 4,018 | 4,728e-04 2,997 | 5,343e-05 4,001
32 | 6336 | 1,304e-08 4,004 | 5,913e-05 2,999 | 3,339¢-06 4,000
64 | 24960 | 9,850e-10 3,727 | 7,754e-06 2,930 | 2,086e-07 4,000
FB — RT3 em malha de trapézios
2 36 | 2,702e-01 2,754e-01 2,5866
41 120 | 5,367e-02 2,332 | 3,451e-02 2,996 | 4,551e-01 2,506
8| 432 | 1,173e-02 2,193 | 4,323e-03 2,997 | 9,760e-02 2,221
16 | 1632 | 2,798¢e-03 2,068 | 5,408e-04 2,998 | 2,323e-02 2,071
32 | 6336 | 6,888e-04 2,022 | 6,765e-05 2,998 | 5,732e-03 2,018
64 | 24960 | 1,712e-04 2,008 | 3,194e-05 1,083 | 1,428e-03 2,005
FB — ABF, em malha de trapézios
2 36 3,146e-02 2,571e-01 3,847e-01
4| 120 | 3,574e-03 3,138 | 3,316e-02 2,954 | 3,791e-02 3,343
8| 432 | 4,459e-04 3,003 | 4,179e-03 2,988 | 4,199e-03 3,174
16 | 1632 | 5,590e-05 2,995 | 5,236e-04 2,996 | 5,063e-04 3,052
32 | 6336 | 7,017e-06 2,994 | 6,553e-05 2,998 | 6,270e-05 3,013
64 | 24960 | 8,799e-07 2,995 | 2,920e-05 2,608 | 7,819e-06 3,003
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FB — R7T5: malha de quadrados FB — R7T5: malha de trapézios

lp = pr| —— -

Ju—up| ——

[divu — divuy| —=—

FB — ABF,: malha de quadrados
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Figura 16 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 10z e a = exp(1 — (2% + y?)): taxas para
o método FB usando R7T 5 e ABF,, na norma L?, sobre malha de quadrados

((a) e (c)) e trapézios ((b) e (d)).
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55.1.1 Tempo Computacional

Vamos exibir o tempo computacional gasto pela estratégia baseada em fluxo
(FB) utilizando os espacos RT o, ABFq, RT1 e ABF; sobre malhas de quadrados. Trata-se
de um experimento ilustrativo, onde nao foi feito um estudo estatistico dos resultados pelo
fato de observar-se uma certa uniformidade nos tempos calculados. O objetivo consiste em

avaliar os diferentes aspectos de implementacao e seus efeitos sobre o tempo de execucao.

A Tabela 8 mostra o tempo de execucdo (cpu_time) total, em segundos, assim
como os percentuais do mesmo gastos nos principais estdgios: montagem (assbl), solugao

do sistema algébrico (s1v) e pds-processamento (pp).

O sistema algébrico resolvido é aquele montado a partir de (5.25). Além disso,
os resultados reportados nesta secao, rodados com precisao dupla, sao referentes a uma
maquina com as seguintes caracteristicas:

e processador Intel® Core ™ i5:

e clock de 2.7 GHz;
e memoéria RAM de 6 GB;

e sistema operacional de 64 bits.

Com base na Tabela 8 é possivel ver que a montagem do sistema algébrico compete com a
resolugao do sistema algébrico até certa ordem de complexidade. Como esperado, conforme
cresce a dimensao do sistema algébrico condensado, uma maior exigéncia computacional

recai sobre a resolucao do sistema algébrico.

Observagao 2. O método misto hibrido fornece um sistema algébrico final com o mesmo
nimero de incognitas ou graus de liberdade (ndof), mesma esparsidade e um custo compu-

tacional equivalente.

A Figura 17 compara o ntumero total de graus de liberdade e o niimero de
elementos para as diferentes formulacoes, considerando as familias R7T e ABF), com
k = 0, 1. Nesta mesma figura, os graus de liberdade para a formula¢ao Mista Dual (MD)
correspondem ao total sem condensacao das incégnitas relativas a pressao descontinua e

dos fluxos internos.
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Tabela 8 — Tempo computacional na resolucao do problema com k£ = 1+ 10x e a =
exp(1 — (2° + y®)) sobre malha de quadrados.
FB—-RT, FB — ABF)
n | ndof | cpu_time(s) | assbl(%) | slv(%) | pp(%) | cpu_time(s) | assbl(%) | slv(%) | pp(%)
16 544 1.646E-02 76.2 2.8 14.1 2.501E-02 77.9 1.7 15.8
32 2112 7.259E-02 70.5 9.3 13.7 1.100E-01 72.9 6.1 16.6
64 | 8320 3.555E-01 51.3 30.8 10.2 4.958E-01 58.7 22.0 13.6
128 | 33024 | 6.168E+00 12.1 82.5 24 6.745E4-00 18.0 75.4 3.9
256 | 131584 | 1.445E+02 24 96.1 0.5 1.475E+4-02 3.4 94.7 1.1
FB—-RT, FB — ABF;
n | ndof | cpu_time(s) | assbl(%) | slv(%) | pp(%) | cpu_time(s) | assbl(%) | slv(%) | pp(%)
16 1088 7.837E-02 85.2 4.6 7.5 1.349E-01 85.4 2.9 10.2
32 | 4224 3.634E-01 70.4 19.3 6.8 5.603E-01 75.7 12.5 9.6
64 | 16640 | 3.821E+00 26.2 68.9 2.7 4.841E+00 38.5 54.6 5.1
128 | 66048 | 8.170E+01 5.0 93.7 0.5 8.410E+01 9.0 89.1 1.1
256 | 263168 | 1.936E+03 1.3 98.2 0.2 1.953E+03 2.1 97.2 0.3
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Figura 17 — Complexidade para as formulagoes mista dual (MD), sem condensagao, e
baseada em fluxo (FB) utilizando: (a) RTo e ABF, (b) RT 1 e ABF;.
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5.5.2 Experimentos com os Espacos Enriquecidos

A Tabela 9 abaixo mostra erros e ordem de convergéncia para o esquema com

projecao local usando os espacgos enriquecidos introduzidos no capitulo anterior.

Tabela 9 — Estudo de convergéncia para k = 1 + 10z e a = exp(1 — (2° + y?)): erros e
ordem de convergéncia para o método em fluxo FB usando-se os espacos RT

e RT:.
Ip = pal Ju = IV (u =)
n | dof erTo ordem erTo ordem erTo ordem
FB — RT; em malha de quadrados
2 12 | 1,346e-01 6,2439 1,7496
1 40 | 3,812¢-02 1,820 3,3598 0,894 | 2,186e-01 3,000
8| 144 | 9,810e-03 1,958 1,7183 0,967 | 3,009e-02 2,836
16 | 544 | 2,469e-03 1,989 | 8,641e-01 0,991 | 5,253e-03 2,542
32| 2112 | 6,184e-04 1,997 | 4,327e-01 0,997 | 1,116e-03 2,234
64 | 8320 | 1,546e-04 1,999 | 2,164e-01 0,999 | 2,654e-04 2,072
FB — RT, em malha de trapézios
2 12 | 3,224e-01 6,1706 2,9049
4 40 | 6,891e-02 2,226 3,4786 0,826 | 4,850e-01 2,582
8| 144 | 1,639e-02 2,071 1,8060 0,945 | 1,028e-01 2,237
16 | 544 | 4,068e-03 2,010 | 9,184e-01 0,975 | 2,444e-02 2,073
32| 2112 | 1,018e-03 1,998 | 4,625e-01 0,989 | 6,031e-03 2,018
64 | 8320 | 2,5649e-04 1,997 | 2,320e-01 0,995 | 1,503e-03 2,004
FB — R77 em malha de quadrados
2 24 | 7,311e-03 1,0981 2,249e-01
4 80 | 1,148e-03 2,669 | 2,539e-01 2,112 | 1,387e-02 4,019
8| 288 | 1,582e-04 2,860 |6,284e-02 2,014 | 9,026e-04 3,941
16 | 1088 | 2,090e-05 2,920 | 1,571e-02 1,999 | 6,599e-05 3,773
32| 4224 | 2,704e-06 2,950 | 3,935e-03 1,997 | 6,059¢-06 3,445
64 | 16640 | 3,451e-07 2,969 | 9,848e-04 1,998 | 6,813e-07 3,152
FB — RT3 em malha de trapézios
2 24 | 3,303e-02 1,3714 3,849e-01
4 80 | 3,800e-03 3,119 | 2,862e-01 2,260 | 3,797e-02 3,341
8| 288 |4,780e-04 2,990 | 7,129e-02 2,005 | 4,212e-03 3,172
16 | 1088 | 6,024e-05 2,988 | 1,783e-02 1,999 | 5,083e-04 3,050
32| 4224 | 7,584e-06 2,989 | 4,462e-03 1,998 | 6,296e-05 3,013
64 | 16640 | 9,527e-07 2,992 | 1,116e-03 1,998 | 7,853e-06 3,003
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FB — RT;: malha de quadrados
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Figura 18 — Estudo de convergéncia para k = 1+ 10z e a = exp(1 — (2 + y?)): taxas para
o método FB usando RT e RT 7, na norma de L?, sobre malha de quadrados

((a) e (c)) e trapézios ((b) e (d)).
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5.6 Formulacdo com o Divergente Projetado

Até entao, a questao da otimalidade foi contemplada através da escolha de
espagos enriquecidos tal como o ABF. Nesta se¢ao, apresentaremos uma alternativa para
a obtencao de solugoes mais precisas em malhas nao-afins através do emprego de uma
projecao do divergente do fluxo. Isto nos permite, em especial, obter otimalidade sobre
malhas nao afins obtidas por mapeamentos bilineares, sem a necessidade de enriquecimentos

de RT}. Para isso, de forma equivalente, vamos usar uma integragao reduzida.

Em Bochev e Rizdal (2008), como forma de reabilitar a aproximagcao do diver-
gente sobre malhas nao-afins, usando RT, os autores consideram uma modificacao do
operador divergente tipicamente utilizada nos métodos do tipo mimetismo. A estratégia
que consideramos é bem mais simples e nos permite obter otimalidade sobre malhas

nao-afins usando R7.

5.6.1 Aproximacao do Fluxo

A fim de se valer da equivaléncia com o método misto dual MD usando R7T,
uma estratégia simples consiste em usar projecdo L* sobre Q. Alguns métodos como, por
exemplo, os métodos de diferengas finitas do tipo mimetismo (LIPNIKOV; MANZINI;
SHASHKOV, 2014; BERNDT et al., 2005), usam uma quadratura modificada a fim
de obter uma discretizacao equivalente a mista dual. No caso de malhas quadrilaterais,
dado o caréter tensorial de @y, essa projecio L* pode ser feita através do uso de uma
integragao reduzida (BOFFI; KIKUCHI; SCHOBERL, 2006) e isso representa uma grande
simplicidade. Dessa forma, o esquema em fluxo FB pode ser visto como uma quadratura

modificada.
Vamos considerar, como antes, o espago global de Raviart-Thomas de indice k
Vi = {v, e H(div;Q); vilp € Pr(RT4:), VE€ T}, k=0,1,2,... (5.38)

e, para um dado subespaco Q, < L?*(€), denotamos por P, : L*(Q) — Q) o operador de
projecao, definido por
f (Prg — @)¢ndx =0, Vi, € Q.
Q
Assim, vamos introduzir o seguinte esquema em fluxo

FB com Divergente Projetado: encontrar u, € V,’f tal que

A(uh, Vh) = g(Vh), VVh € Vh, (539)

desta vez com

A(uy, vp) := (Auy, vi) + (Ph(di\;uh),Ph(div vh)) : (5.40)

ovi) = (£ Putaivwa)) = oo w (.41
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5.6.2 Aproximacao da Pressao

Neste caso, a fim de obtermos uma aproximacao equivalente a aproximagao

mista dual MD, vamos definir a aproximacio da pressdao como sendo a projecio L? sobre

Qk: )
pn = Pn <f—i1vuh) ; (5.42)
ou seja, tal que .
(Phs qn) = (f_ilvuhyqo , Yan € Q. (5.43)

Definimos esta projegao (global) através de pontos de integragao X; definidos
no quadrado de referéncia E, os quais podem ser obtidos pelo produto tensorial de pontos
da quadratura gaussiana unidimensional, i.e., X; = (&,,n,). Na quadratura gaussiana
unidimensional, com m > 1 pontos de integracao, pode-se integrar exatamente polinomios
de grau até 2m — 1, ou seja, £2™ 1. Assim, podemos definir a projecao P, sobre Q) através
dos pontos x; = Fg(%X;) (PRENTER, 1975):

qn = Pnq € Qk(F) <= q(x1) = qn(xy). (5.44)

Em vez de calcularmos explicitamente a projegao Ppq através de (5.44), vejamos

que podemos usar, de maneira mais simples, uma integragao reduzida. Primeiro, notemos

que, como |Jg| € P(F) (A), decorre que

P(divu,) P(divvy) |Js| € Qopsi(E). (5.45)
—_—
EQk €EQk ep

Assim, dada uma fungao ¢, € (o111, consideremos a quadratura reduzida:

(k+1)2
J‘A (jh dx = Z wlqh(fq). (546)
B =1

Vemos que esta quadratura é de fato exata para funcoes polinomiais em (o1 pois
2(k+1) —1 =2k + 1. Logo, a projecao Py pode ser dada através dos pontos x; definidos
nesta quadratura. Com isso, a pressao pode ser dada por
E : E
F(x™) = divuy (™)

pele(x”) = . . EeT, (5.47)
alx; )

onde xl(E) = Fg(%;). Podemos entdo definir o seguinte produto interno discreto associado

a regra de quadratura

(k+1)2

0w =, Y, wip(Fe(k))q(Fe(%)|Je(X)]. (5.48)

E =1
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5.6.3 Experimentos Numéricos

Os experimentos numéricos se referem somente ao caso k = 0. A Tabela 10
abaixo mostra a convergéncia obtida quando se emprega a estratégia de projecao do

divergente. Tal estratégia foi realizada através de uma integracao reduzida.

Tabela 10 — Erros e ordem de convergeéncia para R7T sobre malha de trapézios.

Ilp — pnl lu — up| IV-u—=PV-w)
n | dof erro ordem erro ordem erro ordem

FB — RT, global em malha de trapézios

2 12| 1,894e+01 7,1030 3,876e+-01

4 | 40 95,3197 1,832 3,7783 0,910 | 2,262¢+01 0,776
8 | 144 1,3510 1,977 1,9130 0,981 | 1,161e+01 0,961
16 | 544 | 3,402e-01 1,989 | 9,667e-01 0,984 5,8474 0,990

32 | 2112 | 8,694e-02 1,968 | 4,861e-01 0,991 2,9283 0,997
64 | 8320 | 2,350e-02 1,887 | 2,436e-01 0,996 1,4647 0,999

Observacao 3. Como tal estratégia somente faz sentido para malhas nao-afins, a Tabela

10 nao considera malhas de quadrados.
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6 Aplicacoes

Neste capitulo consideramos a aplicacdo da metodologia baseada em fluxo
proposta, a problemas de escoamentos em meios porosos. Em particular, consideramos
meios homogéneos e altamente heterogéneos e com interface de descontinuidade.

Nos experimentos a seguir, tomou-se & = 107% ¢ f = 0 em (3.2). Além disso,

foram utilizados apenas os espacos R7 o e R7T 1. No caso do espago RT 1, serd interessante

verificar sua capacidade em obter uma aproximacao mais regular nao apenas na direcao

do fluxo normal, mas também na direcao de fluxo tangencial.

6.1 Escoamento com Barreiras
Neste exemplo foi considerado um dominio quadrado com 100 m x 100 m

contendo duas barreiras (onde k = 107° m/dia), sendo & = 1.0 m/dia a condutividade

para o escoamento. A Figura 19 ilustra o dominio do meio poroso (cf. (CORREA, 2006)).

A |
100 m
u-n=20
g
o
QL _
gl S =| Z
- Il Il S
) IS8
g
S T
u-n=20
4m 4m
40 m LL LL 40 m
171 11
12 m

Figura 19 — Dominio do escoamento com barreiras.

Tomou-se uma malha com 25 x 25 elementos (quadrados ou trapezoidais). Para

o dominio, tomou-se os seguintes dados de contorno (veja Figuras 19 e 20):

e po = 1.0 no lado esquerdo (entrada);

e p; = 0 no lado direito (saida);
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e u-n = 0 sobre os lados inferior e superior.

permeabilidade c/ barreiras

100 ‘ ‘ ‘ 1
0.9
80 - — k1 08
07
60 — 4 06
> 05
40 - — B 04
03
20 - - 02

L

60

‘ 0
80 100

|
0 20 40

Figura 20 — Malha de elementos finitos.

O objetivo principal deste experimento consiste em verificar a caracteristica
de que a componente tangencial do fluxo ao longo da barreira é preservada, conforme
ilustra a Figura 24. Uma discussao mais detalhada deste experimento pode ser consultada
em Correa (2006) onde, em especial, é discutida a questao do balan¢o global de massa:

prescrito na entrada menos o que passa entre as barreiras.

As Figuras 21, 22 e 23 mostram, respectivamente, as componentes x e y do

fluxo e a pressao aproximados utilizando-se RT o e R7 1 com elementos quadrados.

Através destas figuras, podemos verificar algumas caracteristicas da solugao.

e A continuidade do fluxo é bem representada. Pelo fato da conformidade em H (div),

a componente normal é continua, como ilustram as Figuras 21 e 22.

e Em especial, a descontinuidade da componente tangencial do fluxo é bem represen-
tada.

e Comparando as figuras em 23, podemos ver que R7T; representa melhor a pressao.



Capitulo 6. Aplicacoes 97

Componente Ux Componente Ux

0012 oo
0.01 0.016
0.008 oo
0.006 0.01
0.004 0-008
0.002 0.004
0 0.002

0

100
(a) (b)
Figura 21 — Escoamento com barreiras, componente u,: aproximagao usando (a) R7 e
(b) RT;.
componente Uy componente Uy

0.015
0.01
0.005

-0.005
-0.01
-0.015
-0.02

Figura 22 — Escoamento com barreiras, componente u,: aproximacao usando (a) R7 e

(b) RT.
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potencial
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potencial

(b)

Figura 23 — Escoamento com barreiras, pressao:

1.2
0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

aproximacao usando (a) R7 o e (b) RT.
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Figura 24 — Escoamento com barreiras, fluxo: aproximagao usando (a) R7 e (b) RT1.
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6.2 Um Quarto de Five-Spot

Neste experimento, utilizamos o método FB para obter aproximagoes numéricas
para o modelo conhecido como um quarto de five-spot. Aqui, estamos considerando um
quadrado unitario com pocos de injecao e extragao localizados, respectivamente, na origem
e no vértice superior direito do dominio. Neste experimento as dimensoes das variaveis

serao omitidas.

Além disso, os pocos sao tratados através de condicoes de contorno, de forma
que fontes distribuidas ficam ausentes no balan¢o de massa (CORREA; BORGES, 2013).
No pocgo de injecao, prescreveu-se fluxo unitario sobre a fronteira do primeiro elemento.

No poco de extragao prescreveu-se pressao nula.

Como feito em Harder, Paredes e Valentin (2013), Concha (2013), vamos

considerar dois subcasos: condutividade constante k£ = 1 e com salto

1 < 1/2;
k(x) = Yy S Uz (6.1)
1000 ,y > 1/2;

conforme ilustra a Figura 25.

K=1000

C) C

Figura 25 — Dominio do problema um quarto de five spot, com condutividade constante
(esquerda) e com alto contraste (direita).

6.2.1 Meio Homogéneo

Neste experimento consideramos um meio homogéneo com condutividade cons-

tante k = 1 (Figura 25, esquerda).

Neste caso, o objetivo principal consiste em verificar as caracteristicas de
simetria em torno dos pocos, tipicas da solucao deste problema, e também singularidade

na injecao e extracao.

As Figuras 26 e 27 mostram as componentes z e y do fluxo aproximadas
utilizando-se RT g e RT 1 sobre uma malha de 8 x 8 quadrados. Ja as Figuras 28 e 29

mostram, respectivamente, a pressao e o fluxo vetorial obtidos com R7Ty e R7T sobre a
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mesma malha. As Figuras 30 e 31 mostram as componentes x e y, respectivamente, do
fluxo aproximadas utilizando-se RT o e R7 1 sobre uma malha de 16 x 16 quadrados. Ja as
Figuras 32 e 33 mostram, respectivamente, a pressao e o fluxo vetorial obtidos com RT e

RT sobre a mesma malha.

Neste caso homogéneo, podemos ilustrar algumas caracteristicas da aproximacao

obtida pelo método baseado em fluxo.

e A continuidade da componente normal do fluxo e descontinuidade da componente

tangencial podem ser vistos nas Figuras 26, 27, 30 e 31.
e R7T; aproxima melhor do que R7Ty. Em particular, a componente tangencial.

e As Figuras 28, 29, 32 e 33 mostram as caracteristicas de simetria radial esperadas

para a solucao deste problema.

Com base nestas figuras, é possivel verificar a simetria radial tanto da pressao quanto do

fluxo para as solugoes fornecidas pelo método baseado em fluxo.
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Componente Ux Componente Ux

Figura 26 — Um quarto de five-spot, componente u, em malha de 8 x 8 quadrados: aproxi-
magao usando (a) R7Ty e (b) RT;.

componente Uy componente Uy

0.12

(a) (b)

Figura 27 — Um quarto de five-spot, componente u, em malha de 8 x 8 quadrados: aproxi-
magao usando (a) R7 g e (b) RT;.
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1/4 5-spot: potencial
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Figura 28 — Um quarto de five-spot, pressao em malha de 8 x 8 quadrados: aproximacao
usando (a) RTo e (b) RT;.
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1/4 5-spot: fluxo
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Figura 29 — Um quarto de five-spot, fluxo em malha de 8 x 8 quadrados: aproximacao
usando (a) RTo e (b) RT;.
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Componente Ux Componente Ux

Figura 30 — Um quarto de five-spot, componente u, em malha de 16 x 16 quadrados:
aproximacao usando (a) R7¢ e (b) RT;.

componente Uy componente Uy

0.12

Figura 31 — Um quarto de five-spot, componente u, em malha de 16 x 16 quadrados:
aproximacao usando (a) R7¢ e (b) RT;.
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1/4 5-spot: potencial
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Figura 32 — Um quarto de five-spot, pressao em malha de 16 x 16 quadrados: aproximagao
usando (a) R7o e (b) RT;.
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1/4 5-spot: fluxo
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Figura 33 — Um quarto de five-spot, fluxo em malha de 16 x 16 quadrados: aproximacao
usando (a) RTg e (b) RT;.
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6.2.2 Condutividade com Salto

A seguir sao exibidos graficos das solugoes obtidas pelo método baseado em
fluxo no caso de um meio com salto de descontinuidade da permeabilidade, ilustrado na
Figura 25 (direita).

O objetivo deste experimento consiste em verificar que as solugoes obtidas por

este método conseguem capturar a descontinuidade na componente tangencial do fluxo.

As Figuras 34 e 35 mostram, respectivamente, as componentes x e y obtidas
utilizando-se RT g e RT 1 sobre uma malha de 8 x 8 quadrados. Ja as Figuras 36 e 37
mostram, respectivamente, a pressao e o fluxo (vetorial) obtidos sobre a mesma malha e

utilizando-se 0os mesmos espagos.

Da mesma forma, as Figuras 38 e 39 mostram, respectivamente, as componentes
x e y obtidas utilizando-se RT( e RT 1 sobre uma malha de 16 x 16 quadrados. As Figuras
40 e 41 mostram, respectivamente, a pressao e o fluxo (vetorial) obtidos sobre a mesma

malha e utilizando-se os mesmos espagos.

Através destas figuras, podemos verificar algumas caracteristicas da solugao

obtida para este caso.

e Neste exemplo € interessante verificar a continuidade da componente normal inclusive
sobre a descontinuidade, como atestam as Figuras 35 e 39. Isso é uma caracteristica

importante decorrente da conformidade em H (div).

e A pressao também é bem representada sobre a descontinuidade. As Figuras 37 e 41
permitem visualizar o comportamento global do fluxo préximo a descontinuidade,

assim como a ‘perda’ de simetria causada por esta.
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Componente Ux Componente Ux
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Figura 34 — Um quarto de five-spot, componente u, em malha de 8 x 8 quadrados: aproxi-
magao usando (a) R7Ty e (b) RT;.
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Figura 35 — Um quarto de five-spot, componente u, em malha de 8 x 8 quadrados: aproxi-
magao usando (a) R7 g e (b) RT;.
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1/4 5-spot: potencial
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Figura 36 — Um quarto de five-spot, pressao em malha de 8 x 8 quadrados: aproximacao
usando (a) RTg e (b) RT;.
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Figura 37 — Um quarto de five-spot, fluxo em malha de 8 x 8 quadrados: aproximacao
usando (a) RTo e (b) RT;.
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Figura 38 — Um quarto de five-spot, componente u, em malha de 16 x 16 quadrados:
aproximacao usando (a) R7¢ e (b) RT;.
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Figura 39 — Um quarto de five-spot, componente u, em malha de 16 x 16 quadrados:
aproximacao usando (a) R7¢ e (b) RT;.
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1/4 5-spot: potencial
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Figura 40 — Um quarto de five-spot, pressao em malha de 16 x 16 quadrados: aproximagao
usando (a) RTg e (b) RT;.
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1/4 5-spot: fluxo
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Figura 41 — Um quarto de five-spot, fluxo em malha de 16 x 16 quadrados: aproximacao
usando (a) RTg e (b) RT;.
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6.3 Meio Altamente Heterogéneo

Neste exemplo consideramos um campo de permeabilidade altamente hetero-
géneo (log-normal), sobre um dominio retangular bidimensional Q = [0,2L,] x [0, L,]

(Figura 42), onde L, denota sua largura.

permeabilidade 60x30

Figura 42 — Meio altamente heterogéneo: campo de permeabilidade com 60 x 30 elementos.

Com base na hipotese geoestatistica cldssica, k é tratado como uma variavel

aleatoria com distribuicao log-normal descrita como
k(x) = exp(0Z(x)), (6.2)

onde § é um parametro de heterogeneidade e Z(x) € IN(0, 1) é uma varidvel aleatéria com
distribui¢ao normal reduzida (CORREA; BORGES, 2013). Neste experimento, tomamos
0 = 1 e o dominio foi dividido em 60 x 30 elementos sobre os quais Z foi tomada constante

resultando, por sua vez, em k também constante por elemento.

Nos experimentos para este caso, considerou-se L, e L, na proporcao 2 : 1.

Para as condicoes de contorno, tomou-se:

e fluxo normal u-n = —0.1 por elemento sobre o lado esquerdo, i.e., z = 0 e y € [0, L,];
e pressao p = 0 sobre o lado direito, i.e., z = 2L, e y € [0, L, |;

e fluxo normal nulo, i.e., u-n = 0 sobre os lados inferior (y = 0 e z € [0,2L,]) e

superior (y =1 ez €[0,2L,]).

As Figuras 43 e 44 mostram, respectivamente, a pressao e o fluxo (vetorial)

aproximados pelo método em fluxo utilizando-se R7T( e R7T 1 sobre malha de quadrados.
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A Figura 45 mostra a diferenca entre as aproximagcoes obtidas usando-se R7T o
e RT:. Na Figura 45a pode-se ver a diferenca na componente z, enquanto na Figura 45b
é exibido o campo vetorial diferenga ugRTO) - uﬁlRTl) no centro dos elementos (reescalado

com fator 2 para efeito de melhor visualizagao).

Neste caso, podemos também citar algumas conclusoes.

e As solugoes para este caso heterogéneo sao bem-resolvidas na aproximacao obtida

pelo método em fluxo.
e A continuidade do fluxo é bem representada, inclusive a componente normal.

e RT; fornece uma melhor aproximagao, tanto para o potencial (Figura 43) quanto

para o fluxo (Figura 45).
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Figura 43 — Meio altamente heterogéneo, pressao: aproximagao usando (a) R7T, e (b)

RT;.
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Figura 45 — Meio altamente heterogéneo: diferenca entre as aproximacoes usando R7T e
RT: para (a) a componente x e (b) fluxo vetorial.
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7 Conclusoes e Perspectivas

Com base nos resultados obtidos, podemos tracar algumas conclusoes no sentido
de poder comparar o esquema de projecao baseado em fluxo com o classico método misto
dual. Além disso, com base em desdobramentos verificados e consulta de literatura colateral,
algumas perspectivas surgem naturalmente para eventuais trabalhos futuros. Neste capitulo
vamos tentar mencionar as principais conclusoes e perspectivas deixadas como legado e

eventual contribuicao deste trabalho.

7.1 Conclusoes

Conforme visto no Capitulo 5, além da simplicidade, o método baseado em fluxo
é incondicionalmente estavel, permite o uso de quaisquer espagos conformes V;, < H(div)
e condensa graus de liberdade permitindo, inclusive, obter uma implementagao equivalente

a mista hibrida dual.

Com base nos experimentos numéricos considerados, pode-se verificar que
o método misto, com elementos de Raviart-Thomas, mostra perda de uma ordem de
convergéncia quando empregado sobre uma malha quadrilateral geral distorcida (nao-
afim). Em particular, para R7T, ndao se pode esperar convergéncia do divergente numa
malha nao-afim. O esquema baseado em fluxo também apresenta sub-otimalidade com
relacao ao divergente aproximado pelo emprego de R7T . Esta perda de aproximacao reflete
sobre a aproximagcao do fluxo, que também passa a ser sub-6tima. Entretanto, quando
implementados com o espaco ABF}, a otimalidade é recuperada em ambos os esquemas,

havendo inclusive convergencia do divergente no caso k£ = 0.

Inicialmente, temos que o método misto dual e o esquema em fluxo fornecem os
mesmos resultados para os experimentos numéricos em malha regular afim, o que deixa de
valer para malhas nao-afins. Com base nas tabelas fornecidas nos experimentos numéricos,

para malhas nao-afins, vemos que:

e No método misto dual classico MD empregando-se R7T ., apesar da perda de oti-

malidade na aproximacao do divergente, ainda temos a convergéncia do fluxo em

L2(Q).

e No esquema baseado em fluxo FB usando-se R7 ;. vemos que, além da deficiéncia
na aproximagao do divergente, o fluxo também ¢é afetado, como mostram as Tabelas
5, 6 e 7. Isso mostra a inexisténcia de um truque de Nitsche (dualidade) para a

aproximacao do fluxo segundo a Formulacao FBh.
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Dada a sua simplicidade, o esquema em fluxo representa uma alternativa
competitiva ao classico método misto dual no caso de malhas quadrilaterais gerais. A
eventual desvantagem deste esquema consiste no possivel mau-condicionamento do sistema

final quando « for muito pequeno, como tipicamente ocorre no método penalizado.

Além disso, em termos de implementacao direta, a questao sobre qual estratégia
¢ mais vantajosa parece recair sobre o custo computacional envolvido, pois em ambos os
esquemas o sistema final possui o mesmo tamanho. Basicamente, apds condensar, o custo
maior, que recai naturalmente sobre a solucao do sistema algébrico, é o mesmo. Logo, para

malhas quadrilaterais gerais, usar os espagos ABJF} se torna muito vantajoso.

Com base nisso tudo, a conclusao mais imediata parece ser: o esquema em fluxo
usando R7T} é uma boa opg¢ao para malhas afins. Para malhas quadrilaterais gerais, a
otimalidade requer inevitavelmente um enriquecimento de R7 1, como a familia de espacos
ABF). No caso de mais baixa ordem, podemos também usar o esquema em fluxo com o

divergente projetado.

Para esta formulagao, podemos mencionar as seguintes vantagens:

Vantagens

e Nao precisamos definir espagos compativeis.

Basta utilizar conformidade em H(div), i.e., V}, € H(div; Q).

Em termos de graus de liberdade, é equivalente a uma formulacao mista hibridizada,

contudo nao exige a definicao de multiplicadores sobre as arestas.

Pode ser aplicada tanto para triangulos quanto para quadrilateros. Em particular,
estudamos quadrildteros pois em problemas aproximados em H(div), os graus de
liberdade compartilhados por elementos vizinhos sao aqueles associados as arestas.
Como uma malha de triangulos possui mais lados, o nimero de graus de liber-
dade aumenta. Além disso, tal estudo permite a andlise do comportamento para o

mapeamento de Piola sobre malhas nao-afins.

e Especialmente interessante no caso 3D, que nao foi estudado nesta tese, embora a
formulacao FB exija apenas H (div)-conformidade, de forma que qualquer subespago
Vi, < H(div; ) em 3D pode ser usado: tanto em tetraedros quanto em hexaedros ou

malhas de prismas, como os espagos desenvolvidos em Castro et al. (2016).

7.2 Perspectivas

Em relacao a continuidade e extensao dos resultados da tese, pretende-se

aprofundar a analise dos mecanismos de recuperacao da otimalidade nas formulacoes apre-
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sentadas: baseada em fluxo e baseada em fluxo com o divergente projetado. Basicamente,
no primeiro caso, a otimalidade é recuperada com o enriquecimento dos espacos, enquanto
na segunda, a projecao do divergente é responsavel pela recuperacao da otimalidade,

mesmo utilizando os espagos R7T i.

Além disso, pretende-se considerar outras familias de espacos H (div)-conformes.
No contexto de alta ordem, os espagos hierdrquicos desenvolvidos em Siqueira (2012),

Siqueira, Devloo e Gomes (2013) podem ser considerados.

Também, queremos ressaltar a importancia desta formulacao no desenvolvi-
mento de métodos de alta ordem para problemas parabdlicos, bem como o estudo de

aplicagoes em trés dimensoes.
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APENDICE A — Jacobiano de Malha
()1-deformada

O objetivo desta secao consiste em verificar que o determinante jacobiano do
difeomorfismo bilinear geométrico de uma malha quadrilateral geral é de ordem polinomial
total 1, ou seja, |Jg(X)| € Pl(E). Em particular, queremos ressaltar o fato de que, para
malhas h-uniformes, temos que |J(X)| € Py(E)+ O(h?), quando h se torna arbitrariamente

pequeno.

4 a3

Fg

a, a,

Figura 46 — Aplicacao bilinear do mapeamento geométrico.

Seja 75, uma particdo de Q em elementos quadrilaterais E com parametro
de malha h = rEnez% hg, onde hp = diam E. Dado um elemento E € 7, com vértices a;,
1 < j < 4 (como na Figura 46), denotemos por S; o subtriangulo de E com vértices
a;_1, aj e aj;; (ap coincidindo com a4 e a5 coincidindo com a;). Assim, cada quadrildtero

possuira 4 subtriangulos associados aos vértices e vamos definir

i min o9
pp = 10N P, (A1)
onde
p%) = sup {diam B;; B; Bola contida no subtriangulo S;} . (A.2)

Definigao 3. Seja {7} uma familia de particoes de Q em elementos quadrilaterais E,

indexada pelo parametro h = max hg, com hgp = diam E. {T,} € dita regular se existir
€/n
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uma constante k > 0 tal que
— <K, VE € Tp. (A.3)
A constante k controla a maxima deformacao, para toda particao 7y, garantindo
que cada quadrildtero E nao degenere em um triangulo (GIRAULT; RAVIART, 1986).

Definicao 4. Uma particao quadrilateral T, € dita h-uniforme se cada elemento € um

h-paralelogramo, i.e., seus vértices satisfazem

[(az —a1) — (a3 — a4)| < Ch, (A.4)
e quaisquer dois quadrildteros adjacentes também formam um h-paralelogramo, i.e.,

|(az —a1) — (a3 —a3)| < Ch, (A.5)

onde a;, i = 1,2,3,4, denota o0s vértices de um elemento adjacente E'.

a4

Figura 47 — Malha quadrilateral regular h-uniforme.

Seja T, uma particao shape-regular de 2 em quadrilateros convexos, com
parametro

h = maxdiamF.
EeT,

Além disso, vamos assumir que a malha é h-uniforme. Para qualquer quadrilatero convexo
E € T, existe uma bijecio Fp : E — E, onde E é o quadrado de referéncia, com
vértices 4, = (—1,—1)7, 4, = (—-1,1)", a3 = (1,1)T e 44 = (—1,1)". Denotando os
correspondentes vértices do elemento E por a; = (x;, yi)T, teremos que Fg é dada como

sendo a aplicacao bilinear

Fg(x) =a;(1-2)(1—-9)/44ax(1+2)(1—9) /44+a3(1+2)(1+7) /44+a4(1—-2) (1+7) /4. (A.6)
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Segue que a matriz Jacobiana DF g dessa mudanca de coordenadas fica dada por
DFE()A() = [(1 — ?3)821 + @334, (1 — i")a41 + fﬁagg], (A7>

onde a;; = a; — a;. A area do triangulo determinado por dois vetores a = (a;,as) e
ij i j )

1
—det a b .
2 (05} b2

Assim, sendo |T};x| a area do tridngulo de vértices a;, a; e a; (no sentido anti-horario, vide
fig. 46), temos

b = (b1, b2) no plano é dada por

2|T1| = | det(ay;, agi)|-

Para o Jacobiano Jg, usando que det é uma aplicacao multilinear alternada, temos

Jg = det(ag + 9(ass — az),au + Z(az, — as))
= det(agl, a41) + T det(a21, azg — 8.41) + @ det(a34 — agq, a41)

+ 2y det(asy — ag, agx — aq),

por (A.4) e (A.5), o dltimo termo acima é de ordem O(h?) e podemos desconsidera-lo.

Portanto, segue que
Jp = 2|Tioa| + 2(|Thas| — [Thaa|)Z + 2(|Ti34] — [T124])7- (A.8)

Ou seja, |Jg| € Pl(E) e isso deve ser levado em conta na quadratura adotada.

Segundo um resultado bdsico, o min (ou max) de uma fungao linear sobre um
poliedro convexo e limitado, quando existir, é atingido nos vértices. Assim, considerando

min Jg, testando os vértices vemos que
E

Jp(&) >0, i=1,234.

Portanto, o Jacobiano Jg é sempre positivo e fica bem-definida a transformagao (contrava-

riante) de Piola Py, = |Jg| 'DF g : L*(E)? — L*(E)? E € Ty, dada por

P 1 . _
4(x) — q(x) := @DFEq oFg 1(X).

Uma propriedade importante desta transformagao é que ela permite tratar certas inte-
grais num elemento afim £ como se fossem no elemento de referéncia. Em particular, a

1/2 sendo, portanto, adequada para

transformada de Piola preserva tragos normais em H ™
tratar transformagoes afins envolvendo campos vetoriais em H (div). Em particular, para
qualquer v € V(E), sendo v := Py, (V) = J5'DF ¥ o F3', temos
. Lo
divv = J—dlvv. (A.9)

E
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Isso também motiva a definicao do espago polinomial R pois, em termos polinomiais,
temos que
Rk(E) = PI(E)Qk(E) (A.10)

A

Ou seja, Ry é definido de tal forma que seu quociente por P;(E) seja exato. Assim, no
caso da familia ABFy, temos que div(ABF}) = Ry e logo, para v € ABF, sobre uma

malha quadrilateral geral decorre que

1 -
divv = —dive € Q. (A.11)
Je
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APENDICE B - Condensacao Estatica a

Nivel do Elemento

O esforco computacional requerido pela eliminacao gaussiana depende do
tamanho da banda ou do envelope (entradas nao-nulas dentro da banda). Quanto menor a
banda ou o envelope, mais eficiente serd a eliminagao gaussiana (AXELSSON; BARKER,
2001). Surgem assim, naturalmente, algoritmos no sentido de minimizar a banda ou o
envelope como, por exemplo, o algoritmo reverso de Cuthill-MacKee (GEORGE; LIU, 1981).
Entretanto, estes procedimentos de minimizacao requerem excessivo tempo computacional e
produzem fill-in ' (AXELSSON; BARKER, 2001), o que os torna de utilizada limitada para
problemas de elementos finitos. Por outro lado, existem outras técnicas especiais onde parte
do processo de eliminacao gaussiana pode ser conduzido de antemao ou simultaneamente
com a montagem, de forma que o sistema final a ser resolvido possui tamanho reduzido.
Por exemplo, a condensacao estatica é uma técnica para eliminar incégnitas numa etapa

anterior a montagem do sistema global.

A forma mais simples de condensacdo estdtica se d4 a nivel do elemento? e se
aplica a problemas de elementos finitos nos quais os elementos contém noés interiores. Nesta
técnica, as incognitas associadas aos nés interiores sao eliminadas de antemao, resultando
apenas num sistema reduzido de equacoes a ser armazenado, montado e resolvido. Este
procedimento é equivalente a eliminagao gaussiana por blocos e, como a matriz montada
pode possuir uma banda muito maior do que aquela que seria obtida originalmente
(AXELSSON; BARKER, 2001), conclui-se que a condensacao estatica envolve ordenagoes
de nods longe de ser banda-minimizante. A caracteristica essencial deste processo ¢é o fato de
que os nds interiores devem ser enumerados separadamente dos demais (e.g., por dltimo)
tanto local quanto globalmente. Um detalhe importante aqui é que, de maneira mais geral,
‘nd interior’ deve ser entendido como né ‘nao-compartilhado’. Incégnitas associadas a
graus de liberdade de espagos de aproximagao que nao possuem restricao de continuidade,
podem ser condensadas. Por exemplo, apds a hibridizacao de um espago de aproximacao
H(div)-conforme, suas fungoes de base globais deixam de possuir componente normal
continua ao longo da aresta de cada elemento, de forma que, apds uma certa ordenacao
dos nos, a matriz global definida por essas funcoes de base se torna bloco-diagonal e
logo pode ser condensada (invertida localmente) (QUINELATO, 2013). Resumidamente,
podemos dizer que funcoes de base para espacos de aproximagao ‘descontinuos’ geram

matrizes globais que sao bloco-diagonais (cada bloco associado a um elemento) e logo

criagao de entradas nao-nulas em posicoes antes ocupadas por zeros
em contraste com aquela a nivel do superelemento
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nao-singulares.

B.1 Biblioteca Lapack

Ao longo deste trabalho foram utilizadas subrotinas da biblioteca LAPACK?,
tanto para a solucao do sistema global montado, assim como para avaliar condicionamento

de matrizes.

LAPACK (acronimo para “Linear Algebra Package”) é uma biblioteca padrao
para algebra linear numérica, a qual dispoe de rotinas para resolver sistemas de equacoes
lineares e minimos quadrados linear, problemas de autovalores e decomposi¢ao em valores
singulares. Além disso, dispoe também de rotinas para implementar fatoracoes matriciais
associadas aos problemas mencionados. LAPACK foi originalmente escrito em FORTRAN
77 mas migrou para FORTRAN 90 na versao 3.2 (2008). Suas rotinas podem tratar

matrizes com entradas reais ou complexas, com precisao simples ou dupla.

LAPACK evoluiu como sucessor de algumas bibliotecas com propdsitos mais
particulares, escritas nas décadas de 70 e 80 (e.g., LINPACK para rotinas de solver
e minimos quadrados e EISPACK para rotinas relacionadas a autovalores). Todavia,
ao contrario de seus ancestrais, escritos para trabalhar com memodria compartilhada
(vector computers), LAPACK foi designado para explorar o modelo de meméria cache
das arquiteturas modernas e assim poder rodar mais rapido. Além disso, em pacotes mais
atuais como ScaLAPACK e PLAPACK, houve extensoes para rodar em arquiteturas de

memoria distribuida como, por exemplo, GPU’s.

B.1.1 Convencao de nomes

Devido ao fato de que os primeiros padroes de FORTRAN apenas suportavam
identificadores com até 6 (seis) caracteres, as subrotinas do LAPACK possuem uma
convencao de nomes bem particular. Ou seja, o nome de uma subrotina qualquer do
LAPACK é da forma pmmaaa, onde

e p denota o tipo numérico ou precisao a ser usada. S e D indicam, respectivamente,
aritmética de ponto flutuante simples e dupla; enquanto C e Z representam aritmética

complexa com precisao simples e dupla, respectivamente.

e mm especifica o tipo de matrix a ser passada para o algoritmo. A lista dos diferentes
tipos é um tanto extensa. Para citar alguns exmplos apenas, temos: GB (matriz
de banda), GT (matriz tridiagonal qualquer), SY (matriz simétrica), TR (matriz

triangular) , etc..

3 <http://www.netlib.org/lapack/lug/>
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e aaa é um indicador, podendo ter de uma a trés letras, que designa o algoritmo
implementado na subrotina. Para citar alguns:
— TRD: reduz uma matriz simétrica a uma matriz simétrica tridiagonal;
— TRF': computa uma fatoragao triangular (LU, Cholesky, etc.);
— TRI: calcula a inversa (baseado na fatoracao triangular);

— TRS: resolve um sistema de equagoes lineares (baseado em fatoragao triangular);

CON: estima o nimero de condigao;
— EQR: computa autovalores e/ou a forma de Schur usando o algoritmo QR;

— etce..

Vamos discutir, brevemente, algumas rotinas utilizadas neste trabalho.

B.1.1.1 Solver

A rotina DGBSV computa a solu¢gdo para um sistema real de equagoes
AX = B, onde A é uma matriz de banda com, K L subdiagonais e KU superdiagonais.
Neste caso, é usado fatoracao LU com pivoteamento parcial e troca de linhas para fatorar
a matriz A como A = LU, onde L é um produto de matrizes de permutacao e matrizes
triangular inferior unitarias com K L subdiagonais, e U é uma matriz triangular superior
com KL + KU superdiagonais. A forma fatorada é entao usada para resolver o sistema

usando, obviamente, retrosubstituicao.
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