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Resumo

O objetivo desta dissertagao é entender a formulagao do Teorema de Calabi-Yau, algumas
de suas consequéncias relacionadas a holonomia especial SU(m), estudar a existéncia
de métricas Kéahler-Einstein em variedades com primeira classe de Chern com sinal e

apresentar uma demonstragao para esse teorema via fluxos de Ricci.

Palavras-Chave: Calabi-Yau. Métricas de Kéhler-Einstein. Holonomia Especial SU(m).
Fluxos de Ricci. Fluxos de Kéhler-Ricci.



Abstract

The aim of this dissertation is to understand the formulation of Calabi-Yau theorem and
present a proof for this theorem via Ricci flow, understand some of it consequences related
to special holonomy SU(m) and to study the existence of Kéahler-Einstein metrics on

manifolds with first Chern class with sign.

Keywords: Calabi-Yau. Kéhler-Einstein metrics. Special holonomy SU(m). Ricci flow.
Kahler-Ricci flow.
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Introducao

O objetivo desta dissertagao é entender a formulagao, consequéncias e de-
monstragao do classico Teorema de Calabi-Yau, provado em 1978 por Shing-Tung Yau
em [Yau78|. O teorema foi oriundo de uma conjectura proposta por Eugenio Calabi na
década de 50 que trata sobre a existéncia de métricas kihlerianas com forma de Ricci

prescritas.

Dado o fato que a forma de Ricci p em uma variedade Kéahler determina a
primeira classe de Chern desta e que p pode ser obtida via o tensor de Ricci da conexao

de Levi-Civita associada & g segundo
p(X,Y) :=Ric(JX,Y),

caracterizamos o sinal da primeira classe de Chern de acordo com o tensor de Ricci. Se
a forma quadratica definida por Ric for positiva definida, dizemos que a primeira classe
de Chern é positiva, escrevendo ¢;(M) > 0. Analogamente para os casos que é nula ou
negativa definida. Assim, essencialmente, o Teorema de Calabi-Yau responde a pergunta:
uma vez que a primeira classe de Chern tem sinal, existe uma métrica de Kéhler-Einstein
com a constante obedecendo este sinal? A resposta para tal pergunta é sim nos casos
em que a primeira classe de Chern é nula e também no caso em que é negativa. Para o
caso em que c;(M) > 0, Yau forneceu um contra-exemplo antes mesmo de ter dado a
prova para os outros casos. Ele constréi uma variedade de Kéhler, utilizando técnicas de
geometria algébrica, com primeira classe de Chern positiva, e que nao admite métricas
Kahler-Einstein.

O caso de existéncia de métricas Kéhler-Einstein segue se respondemos prima-

riamente a questao:

Dada uma variedade de Kdahler (M, J, g,w) com forma de Ricci p, e uma (1,1)-
forma p' cohomdloga a p, existe uma métrica de Kihler g em M, com forma de Kdhler

W' cohomdloga a w tal que sua forma de Ricci é p'?

Para responder a esta pergunta, procedemos de duas maneiras: a primeira foi
seguir a demonstragao classica de Yau para esse teorema, assumindo estimativas dificeis

oriundas de equacgoes diferenciais parciais e utilizando o método da continuidade. Tal
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abordagem ¢ imediata uma vez que aceitas as estimativas. No6s nao apresentamos aqui

como calculé-las, indicando as referéncias [Joy00, Yau7§|.

Uma segunda abordagem para prova do Teorema de Calabi-Yau foi proposta
por Cao em [Cao85] e assume algumas poucas estimativas de Yau. Cao aproveitou-se das
técnicas desenvolvidas por Hamilton em [Ham82| no estudo do recém introduzido fluxo
de Ricci, para deformar métricas segundo uma equacao analoga a do calor, s6 que para
métricas kdhlerianas. Tal prova nds apresentamos em todos os detalhes nesta dissertacao,

seguindo o artigo original e [San12].

Em [Ham82|, Hamilton provou que qualquer 3-variedade compacta (M, g) com
curvatura de Ricci positiva admite uma métrica de Einstein com curvatura escalar positiva.

Para tanto, ele considerou a equacao de evolucao

0Gi: ~ 2
a—tj(t) = —2R;(t) + 57i;(t),

3 (1)
f?z'j(o) = Gij»

1 .
onde r = w0l (M) /MSgd,u(g).

Esse resultado, junto ao fato que 3-variedades com métrica de Einstein possuem

curvatura seccional constante foi a motivacao para que o fluxo de Ricci fosse utilizado em
uma tentativa de demonstragao da conjectura de Poincaré. De fato, esses dois resultados
mostram que 3-variedades com curvatura de Ricci positiva admitem uma métrica de

curvatura seccional constante positiva.

Em seu trabalho, Hamilton garantiu a existéncia de uma solugao em M x [0, 00)

0Gij : .
para o problema (1), e mostrou que %(t) — 0 na topologia suave quando t — co. Assim,
a métrica limite tem a propriedade

~ 1 _
Rij(o0) = 57"92‘]‘(00)7 (2)

satisfazendo o procurado, ja que r > 0.

Dada uma variedade de Kéhler (M, g,w), a versao complexa do fluxo de Ricci

foi introduzida em 1985 por Cao

(3)

onde p(t) ¢ a forma de Ricci de g(t), a métrica kihleriana associada a forma de Kéhler
w(t).

A equagao (3) tem o nome de Fluxo de Ké&hler-Ricci ¢ em coordenadas
holomorfas se escreve como _

W% _ o 4

o = Ra), (4)
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onde Rjg(t) ¢ o tensor de Ricci de g;z(t). Resultados sobre existéncia em tempo curto e

estimativas para evolugao dos tensores associados a g,z podem ser vistos em [SW12].

Mostramos que:

Teorema (Cao-Calabi-Yau). Seja M uma variedade de Kdihler compacta de dimensdo

¢ i
dz’ que represente a primeira classe de Chern c¢i(M) de M, podemos deformar a métrica

complexa n com métrica de Kdihler g, Entao, para qualquer (1,1) forma p' =

mnictal sequndo a equagao do calor

ag E ~

SR (1) = —Rr(t) + Ty: (5)
para outra métrica g;z cuja forma de Kdihler estd na mesma classe que a forma de Kdihler

de g5 € tal que sua forma de Ricci € 0.

A ideia é seguir os passos de Hamilton e mostrar que o problema (5) tem
solu¢do em [0, 00] e que quando ¢ — oo, tem-se }?ﬁ — T, sendo portanto a métrica

definida em t = 0o a que satisfaz a tese.

A fim de tornar mais familiar o conceito de fluxos de Ricci, faremos uma
incursao por boa parte da teoria ja consolida deste fluxo. Nos embasando em referéncias
classicas como [Top06, AH10|, apresentamos resultados mais antigos, como a existéncia de
solucao em tempo curto para o fluxo de Ricci, e outros mais recentes, como o blow-up da
norma do tensor de Riemann segundo o fluxo, além formulacao do fluxo de Ricci como um

fluxo gradiente, proposta por Perelman [Per(2].

Apresentamos também as chamadas variedades de Calabi-Yau, que sao varieda-

des Kéhler com holonomia igual a SU(n), tendo sua existéncia relacionada ao Teorema de

Calabi-Yau.

Os capitulos sao divididos por grupos de contetido, evitando sempre misturar fa-
tos de geometria diferencial complexa com fatos de geometria riemanniana, exclusivamente.
Ao inicio de cada um dos capitulos, buscamos expor o que sera apresentado, relacionando

com o trabalho total.

Assume-se como bem conhecido contetdo basico de geometria diferencial,
embora busquemos sempre oferecer referéncias para aprofundar as discussoes. Além disso,
¢ exigida muito da teoria de anélise, que tem alguns resultados utilizados discutidos no

unico Apéndice.
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Capitulo 1

Preliminares em Geometria

Riemanniana

1.1 Conteddo e objetivos deste capitulo

Este capitulo tem como objetivo introduzir conceitos de geometria riemanniana
nao costumeiramente vistos nos cursos de pos-graduacgao. Tais conceitos serao essenciais
para o desenvolvimento desta dissertacao, sendo trabalhados de forma mais completa
possivel. Assumiremos, entretanto, bom conhecimento de geometria riemanniana bésica,
como as defini¢oes de derivada covariante, transporte paralelo, mapa exponencial e os
principais tensores de curvatura. Assume-se também conhecimento em geometria de
fibrados vetoriais e suas conexoes. Quando necessario daremos maiores detalhes e/ou

referéncias sobre estes objetos.

Iniciaremos tratando de Holonomia no &mbito de conexoes em fibrados vetoriais.
Posteriormente particualirzamos para o caso de Holonomia em geometria riemanniana.
Entender bem tal conceito sera fundamental quando tratarmos de holomoia em variedades
Kéhler e Calabi-Yau. Veremos como tal assunto tem relagao direta com a topologia dessas
variedades. Destacam-se nesta se¢ao o Teorema de Ambrose-Singer junto do importante

Corolario 1.2.

Com o objetivo de entender a Lista de Berger, que caracteriza os possiveis grupos
de holonomia que uma grande classe de variedades pode assumir, faz-se necessaria uma
incursao no estudo de Variedades Simétricas. Buscamos caracterizar estes objetos sob um
ponto de vista intrinsicamente relacionado com geometria riemanniana e consequentemente,

com holonomia.

Seguidamente, estudamos as variedades Einstein. Ganhando destaque por
serem solucgoes das equagoes de campo de Einstein, tais variedades sao bons exemplos de

variedades riemannianas com curvatura de Ricci (consequentemente escalar) constante.
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Umas das consequéncias da demonstracao do Teorema de Calabi-Yau é garantir a existéncia
de variedades Kéhler-Einstein assumindo condig¢oes topologicas (sinal da primeira classe
de Chern), sendo portanto interessante apresentar as variedades de Einstein no caso

riemanniano para fomentar a discussao entre as relagoes entre esses dois tipos de objetos.

A dltima se¢ao destina-se a apresentar exemplos concretos de toda a teoria

aqui estudada.

1.2 Holonomia e a Lista de Berger

Em 1955, Berger provou o seguinte resultado:

Teorema 1.1 (Berger). Suponha que M seja uma variedade simplesmente coneza de
dimensao n e que g seja uma métrica riemanniana em M. Assuma que g seja irredutivel

e nao simétrica. Entao, exatamente um dos sete casos ocorre:

1. Hol(g) = SO(n),
2. n=2m comm > 2, Hol(g) = U(m) C SO(2m),
3. n=2m comm > 2, Hol(g) = SU(m) C SO(2m),
4. n=4m com m > 2, Hol(g) = Sp(m) C SO(4m),
5. n=4m com m > 2, Hol(g) = Sp(m)Sp(1) C SO(4m),
6. n="7, Hol(g) = G C SO(7),
7. n =8, Hol(g) = Spin(7) C SO(8).
O primeiro objetivo desta dissertacao consiste em tornar entendivel este enunci-

ado como motivacao para o estudo de holonomia, que sera necessario quando discutirmos

variedades de Calabi-Yau.

1.2.1 Holonomia e Variedades Simétricas e Irredutiveis

Seja M uma variedade suave e m : E — M um fibrado vetorial suave munido
de uma conexao V. Sejam 7 : [0, 1] — M uma curva suave por partes em M.Suponha que
v :[0,1] = M seja uma curva suave por partes tal que v(0) =x € M e y(1) =y € M.
Entao, para cada v € E,, existe unica se¢do suave s € C*°(y*(F)) tal que %s(t) =0,Vt €
[0,1] e s(0) = v. Definimos P, : T, M — T,M colocando P,(v) := s(1). A esta aplicagao

(linear) damos o nome de transporte paralelo ao longo de 7.
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Se considerarmos vy uma curva fechada, isto é, v : [0,1] — M é tal que
7(0) = v(1) = = € M, o transporte paralelo P, fornece um isomorfismo em 7,M.

Chamaremos tais curvas de lagos.

Definicao 1.1. Seja E — M um fibrado vetorial suave com conexao V. O grupo de

holonomia da conexao V em x € M € definido por

Hol, (V) :={P, : v € um lago com base em x}. (1.1)
Observamos que:

1. Hol,(V) é de fato um grupo, sendo subgrupo de GL(E,). De fato, se 7, d sdo lagos

com base em z, entao definimos um novo lago

B RICORTIRTE o)
st —1), te/2 '

Ainda mais, podemos definir o lago inverso, y(t) ™ := (1 — t).

Assim, a estrutura de grupo de Hol,(V) é dada por

P,YP(; = P,y*g, (13)
Pw_l = P,Y—l(t) (14)

2. Sex,y € M e~:[0,1] = M é um caminho suave por partes que liga x a y, entao
Hol,(V) = P, 'Hol,(V)P; . (1.5)

Em particular, se uma variedade é conexa por caminhos, nao importa a escolha de
ponto base, pois os grupos de holonomia em quaisquer dois pontos serao sempre

isomorfos.

3. Se denotarmos por Hol?(V) o subconjunto de Hol,(V) onde consideramos apenas

lacos contrateis, entao existe uma sobrejecao
71 (M) — Hol,(V)/Hol"(V), (1.6)

onde (M) é o grupo fundamental de M. Em particular, se M é simplesmente
conexa, entdao Hol’(V) = Hol,(V).

Vale observar que o grupo de holonomia Hol, (V) define uma agdo em 7, M. De fato, dado

veT,Me P, comv(0) =~(1) = z, podemos definir tal acdo por

¢ : Hol, (V) — GL(T, M)
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P, — (P : v~ Py(v)), (1.7)
ou seja, ¢ : Hol, (V) < GL(T,M) define a inclusao.

Especializaremos o estudo para o caso em que E = T'M considerando uma
métrica riemanniana g em M. Nesse caso, utilizaremos a conexao de Levi-Civita em T'M
e denotaremos Hol,(V) = Hol(g), uma vez que como observamos, em variedades conexas

por caminho nao hé importancia quanto a escolha de ponto base.

Existe uma extensao natural da agao de Hol,(V) em poténcias de T, M (e de
T:M). Se S é uma seco de (R*T'M) ® (®'T*M), entdo definimos a acdo estendida, a

qual também denotaremos por ¢, em S(x) por

(p(P)S(x)) (1, vns f1 .. L fY = S() (P, .. P floPy, .. LftoP). (1.8)

Teorema 1.2. Seja M uma variedade suave com conexdao NV em T'M (nao necessariamente
a conexdo de Levi-Civita). Para cada x € M seja Hol, (V) o grupo de holonomia de V em
x. Entdo, se S é uma secio de ("TM) @ (2'T*M) tal que VS =0, para cada x € M, o
elemento S(z) € fivado pela acio de Hol,(V) em (2"T,M) ® (®'TFM). Reciprocamente,
dado S € C((R*TM) @ (R'T*M)), se S(x) € fizrado por todo elemento de Hol,(V) entdo

existe tinica extensio S de S(x) tal que VS = 0.

Como consequéncia deste teorema e do fato que Vg = 0 se V é a conexao de
Levi-Civita associada a uma métrica riemanniana g em M, temos necessariamente que
Hol(g) € O(n). Ou ainda, uma outra forma de verificar este fato é que para conexoes

compativeis com a métrica o transporte paralelo define uma isometria linear.

1.2.1.1 Variedades riemannianas irredutiveis

Sejam (P, g) e (Q, h) variedades riemannianas. Lembramos rapidamente que a

variedade produto P x @ tem a propriedade que para quaisquer (p,q) € P x Q
TP x Q=T,P & T,Q,

e ainda,

g X hipg) = gp+ hg

Uma variedade riemanniana (M, ¢') é dita localmente redutivel se, para cada
ponto de M existe uma vizinhanga aberta que é isométrica a um produto (P x @, g x h).

Quando M é nao redutivel, dizemos que esta é irredutivel.

Dadas as projecoes no primeiro e segundo fator,

p: P xQ— P,
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p2:PXQ_>Q7

podemos construir um isomorfismo de grupos entre Hol(h x g) e Hol(g) x Hol(h). De fato,

este é dado explicitamente por
Py, = (Pyiov, Ppyoy)s (1.9)

onde v é um lago em P x ) com base em (p,q) € P X Q.

Lembramos rapidamente que uma representagao de grupos é um homomor-
fismo
p:G— GL(V),

com V um espaco vetorial. Naturalmente, uma representacao pode ser pensada como
uma acao do grupo GG em V. Dessa forma, podem existir subespagos de V que sao
invariantes pela acao definida por p. A restricao de p a cada um destes subespagos
fornece uma sub-representacao. Diremos que uma representacao é irredutivel se as tinicas
sub-representacoes sao definidas pela restrigao de p ao espago todo, que é naturalmente
invariante, e ao {0} C V. Dito de outro maneira, os tinicos subespagos invariantes por p

sao a origem e o espago todo.

Note que no caso de métricas riemannianas e conexao de Levi-Civita, a agao
pelo grupo de holonomia define uma representagdo com imagem em O(n) C GL(n).
Portanto, tome 2 € M e considere a agdo de Hol?(V) em TM. Se E ¢é subespaco invariante

pela representacao de holonomia, entdo E+ também é invariante, o que permite decompor
T.M=F&...E,

onde E;,j € {1,...,k} sdo subespagos invariantes pela representacio de Hol?(V). Podemos
transladar estes subespacos via transporte paralelo para todo ponto de M assumindo a
hipoétese de que M seja conexa por caminhos. Isso produz uma decomposicao do fibrado

tangente T'M em sub-fibrados
TM=m&...En.

Teorema 1.3 (de Rham). Dada uma decomposicao de TM =m @ ...n, em sub-fibrados
obtidos por translagao de subespacos invariantes pela representacao de Hol, (V) em um

ponto x € M, entdo existe uma vizinhanga U S x tal que (como variedades isométricas)
(U,9) =2 (Ur x ..Uk, g1 X ... X g&),

onde TU; =n;| e U; sao subvariedades de M. Ainda mais, se M ¢é simplesmente conezxa,

entio a decomposicio é global.

Demonstragao. Veja |[Pet06, Pagina 253, Theorem 56]. |
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Corolario 1.1. Seja (M, g) uma variedade riemanniana e g uma métrica irredutivel em

M, entao, a representacao de holonomia em R™ € irredutivel.

Seja M uma variedade suave compacta, £ — M um fibrado vetorial de posto
k sobre M e V uma conexao em E. Observamos que fixado x € M temos que em z a
algebra de Lie hol, do grupo de holonomia Hol, (V) é subespago vetorial da algebra de
Lie gl(k,R) de GL(k,R). Entao, podemos pensar em hol, como um espago vetorial de

transformacoes lineares numa fibra fixada.

Lembramos ainda que se V é uma conexao em F, entao sua curvatura é a
2-forma Fy com valores nos endomorfismos de E. Logo, para x fixado e v, w € T, M, temos

que Fy(v,w) é uma transformagao linear na fibra F,.

Teorema 1.4 (Ambrose-Singer). Seja M wvariedade suave compacta e E — M fibrado
vetorial sobre M munido de uma conexao V, fite x € M. Seja Fy a 2-forma de conexao

de V. Entao, hol, € gerada pelos elementos da forma

Pl o Fy(v,w) o Py, 4(0) = 2,7(1) = y,v,w € T,M,

com 7y curva suave por partes.

Demonstracao. Veja [Joy00, Capitulo 2, Pagina 33, Theorem 2.4.3|. |
Observacao 1.1. Note que o y tem que variar por todos os pontos da variedade, inclusive
y=u.

Um importante corolario é o seguinte:

Corolario 1.2. Nas condigées do Teorema anterior, fixrados x,y € M temos que Hol, (V) =

{1} se, e somente se, para cada v,w € T,M Fg(v,w) € a transformagao nula.

1.2.1.2 Variedades Simétricas

Defini¢ao 1.2. Uma variedade riemanniana (M, g) € dita um espago localmente si-
métrico, se para cada p € M existe uma isometria s, em uma vizinhanga de p, chamada
de stmetria, tal que 3123 = I,, a aplicagao identidade, e tal que p € o unico ponto fixo s,

em tal vizinhanca.

Definigao 1.3. Uma variedade riemanniana (M, g) € dia espago simétrico se a simetria

da definicao 1.2 pode ser estendida para todo M.

A seguir algumas propriedades de espagos simétricos.
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Proposicao 1.1. Seja (M, g) um espago simétrico conezxo e simplesmente conexo. Entdo
g € métrica completa. Ainda mais, se G € o grupo de isometrias de (M, g) gerado por
elementos da forma s, o s,, para y,z € M, entao G € um grupo de Lie conexo que age
transitivamente em M. Assim, toda variedade simétrica € um espaco homogéneo difeomorfo

ao quociente de G pelo grupo de isotropia em um ponto qualquer x € M.
Demonstracao. Veja |Pet06, Captiulo 8§]. |

Sejam M e M duas variedades riemanniana de mesma dimensdo, e sejam
p € M,p € M. Escolha uma isometria linear i : M — T};J\Zf. Seja V. C M uma
vizinhanga geodésica de p tal que exp; esteja definida em 7 o expgl(V). Defina f:V — M
por
f(q) == expsoioexp,’(q), g€ V. (1.10)
Para cada g € V existe uma tnica geodésica normalizada v : [0,f] — M com v(0) =p e
7(t) = q. Seja P, o transporte paralelo ao longo de « ligando v(0) a y(t). Se definirmos
o Ty M — Tf(q)M por

pi(v) = Pyoio P ' (v), veT,M, (1.11)

com P5 denotando o transporte paralelo ao longo da geodésica ¥ em M com F0)=pe
7'(0) = i(7/(0)). Denote por R e R os tensores de curvatura associados as conexoes de

Levi-Civita em M e M, respectivamente. Enunciamos o seguinte lema.

Lema 1.1 (Cartan). Com as notagoes acima, se, para cada q € V, e para cada t, vale
que

¥/ R =R, (1.12)

entio f:V — f(V) C M € isometria com df, = i.

Demonstragao. Veja [dC88, Capitulo 8, Pagina 174, Teorema 2.1]. [

Proposicao 1.2. Sejam My, My dois espacos simétricos com My simplesmente conexo e
pi € M; pontos fixados. Considere a isometria A : T, M, — T,,M,. Definindo ¢, como
antes, se o;(Ry) = Ry, entao existe um recobrimento riemanniano f : My — My com
df,, = A, isto € f € uma aplicagio de recobrimento onde troca-se todos os adjetivos

"homeomorfismo"na definicao de espago de recobrimento por "isometrias”.

Demonstracao. Seja V' C M; uma vizinhanca normal de p; em M; de modo que a

exponencial exp,, esteja definida em A o exp;ll(V). Definamos
f VvV - M1 — M2

por
f(q) = exp,,0Aocexp,'(q), Vg€ V.
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Da hipotese de que A é isometria segue que dim M; = dim M,. Se mostrarmos que f
define uma isometria local com sua imagem e que o mapa f é sobrejetivo, seguird que f
define um recobrimento riemanniano com uma tunica folha, porque M; é simplesmente

conexa. A parte da isometria local segue imediatamente pelo Lema 1.1.

Para a sobrejetividade note que dado que f:V — f(V), como M; é completa
por ser espaco simétrico, entao f pode ser estendido para M; todo. Resta mostrar que
f(My) = My. Dado p € M, defina, escolha ¢ em M; dado por ¢ = exp,, oAl o e:><p1;21 (p) e
note que f(q) = p. |

Discutamos em mais detalhes algumas propriedades das variedades localmente

simétricas.

Proposicao 1.3. Em uma variedade riemanniana (M, g) vale o sequinte:

1. Se (M, g) € variedade riemanniana tal que VR =0 e c: I — M € uma curva suave

por partes em M e X,Y,Z sao campos paralelos ao longo de ¢, entao R(X,Y)Z é

paralelo ao longo de c,

2. Se (M, g) € variedade riemanniana tal que VR = 0, coneza e tem dimensao 2, entao

M tem curvatura de Gauss constante,

3. Se M tem curvatura seccional constante, entao VR = 0.

Demonstracao. 1. Tome X,Y, Z campos paralelos ao longo de c¢. Sabemos da regra de

derivar campos tensoriais que

Vv \Y% \Y \Y \Y
——(R(X,Y)Z)=—(—R)(X,Y,Z2)—R(—-X,Y)Z—R(X,—-Y)Z—R(X,Y)(—2).
S (R(X,Y)Z) = (5 R)(X.Y, 2) = R X, Y) 2= R(X, 2 V)2~ R(X,Y) (5, 7)
Como XY, Z sao paralelos e VR = 0, entao

\Y

—(R(X,Y)Z) =

~(R(X,Y)Z) =0,

de onde segue o resultado.

2. Defina O := {p € M : K(ey,e2) = constante }, onde K denota a curvatura de Gauss
de M e ey, es sao vetores tangentes unitarios em p. Claramente O é nao vazio. Da
continuidade de K segue que O é fechado. Provemos que O é aberto. Da conexidade
de M seguird que O = M. Tome p € O qualquer e ¢ € M em uma vizinhanga
geodésica de p. Transportando paralelamente e;, e; vetores ortonormais em 7, M
para g segue do item anterior que a curvatura em ¢ é a mesma que em p, de onde O

é aberto.

3. Este ponto é imediato.
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Teorema 1.5. Seja (M, g) uma variedade riemanniana com conexao de Levi-Civita V e
tensor de curvatura R. Entao (M, g) € um espago localmente simétrico se, e somente se,

VR =0. Ou seja, R € fixrado pelo grupo de holonomia de g.

Demonstragao. (<) Fixe p € M e considere um referencial geodésico em T,M, isto é,
um referencial onde os simbolos de Christoffel se anulem em p. Denote por R;ju =
g(R(ei, e;)ex, e). Como VR = 0, entdo R;j; é constante (veja proposicdo anterior) ao
longo de geodésicas que partem de p. Faga i : T,M — T,M a isometria linear i(v) = —v.
Note ainda que como R;j;; tem um nimero par de componentes, entao ¢; R;jr = Rijg-
Portanto, se definirmos f := exp, oi o exp,, ! segue do Lema 1.1 que f é uma isometria

local de p com a propriedade que f* = I, sendo portanto uma simetria.

(=) Sejap e M e Z € T,M. Considere uma geodésica v : (—e,€) — M com
v(0) = p e 7/(0) = Z. Tome uma base ortonormal {ey, ..., e,} em T,M e transporte tal

base paralelamente a um referencial {e;(¢)} ao longo de 7. Denotemos por

Riju(t) == g(R(ei(t),e;(t))er(t)), e(t)).

Entao,

(V2R = 5

o1
= lim —
t—0 2t

Riju(t),
{Riju(t) — Riju(—t)} =0,

ja que como (M, g) é localmente simétrico, existe uma simetria s, ao redor de p tal que
spRijri(t) = Rijr(—t). Assim, como s, ¢ também uma isometria, segue que sy Riju(t) =

R;jii(t), de onde, VR = 0 porque p e Z sao arbitrarios. [ |

Agora que estamos em condi¢oes de entender o Teorema de Berger, notemos
que: as hipoteses assumidas para g, simplesmente conexa, irredutivel e nao simétrica nao
tem consequéncias quanto & perda de generalidade sobre a determinacao do grupo de

Holonomia. Em verdade,

e Se M é simplesmente conexa entao Hol(g) é conexa. Se M nao fosse simplesmente
conexa entao a lista de Berger conteria grupos de Lie nao conexos tais que cada

componente conexa ja estaria na Lista de Berger.

e Se g é irredutivel, entdo a agao de Hol(g) em R" é irredutivel. No caso em que g néo
é irredutivel a representacao de holonomia seria decomponivel em sub-representagoes
onde valeria o teorema de Berger para cada sub-representacao. Portanto, nao seria

acrescida informagao sobre qualquer grupo que nao esta na lista.

e Se g é nao simétrica entao VR # 0. Por outro lado, o caso de variedades simétricas

j& havia sido resolvido por Cartan, entao pode ser descartado.
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Cabe observar que Berger provou que somente estes grupos da lista sao possiveis,
mas nao provou sob que condigoes estes ocorrem. Somente 30 anos apos este Teorema
foram expostos exemplos de variedades e métricas cuja holonomia é uma dentre as listadas.

Um dos objetivos desta dissertacdo ¢ entender a holonomia SU(m).

1.3 Variedades Einstein

Poderia-se fazer uma longa incursao sobre este tema. Os livros [O'N83] e [Bes87|
fornecem oOtimas discussoes sobre o assunto, que por brevidade de tempo discutimos

sucintamente.

A equagao de campo para relatividade geral é dada por

&G

ct

1
Ric(g) + Ag — ESQ = T, (1.13)

onde ¢ ¢ a velocidade da luz no vacuo, G é a constante universal de gravitagao e A

¢ chamada de constante cosmoldgica. O tensor 7" é um (0, 2)-tensor chamada de tensor
81G )
I —Agé

c
chamado de tensor de Einstein. Um adendo importante é que as métricas de interesse

de energia e momento e S é a curvatura escalar de g. O tensor G :=

em relatividade geral tem assinatura (n — 2)', onde n é a dimensdo da variedade, que em

geral é 4.

Esta é uma segunda variante da equagao de campo, sendo introduzida em 1917,
a fim de considerar a possivel expansao do universo. Ha controvérsias sobre considerar
ou nao o fator A, e se de fato este deve ser uma constante. Tal determinacao ou nao
depende da modelagem dos problemas em fisica. No nosso caso introduzimos a nocgao
de variedades Einstein a seguir: faremos uma conta simples que motiva a defini¢ao
de Variedades de Einstein para os matematicos: imagine a auséncia de matéria, isto é,
facamos T = 0. Assuma que a métrica g é riemanniana e tem assinatura 4, pois estamos

assumindo que n = 4. Tomando o traco na equagao (1.13) temos

S+4A — 28 =0, (1.14)
ou seja,
S = 4A. (1.15)
Substituindo S = 4A na equagao (1.13) com 7" = 0 obtemos
Ric(g) + Ag —2Ag = 0, (1.16)
ou ainda,
Ric(g) = Ag. (1.17)

1 Adotamos a nomenclatura assinatura para denominar a diferenca entre o namero de autovalores

positivos da métrica em cada ponto, com o numero de autovalores negativos
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Definigao 1.4. Uma variedade riemanniana (M, g) € dita variedade de Einstein se

existe uma func¢do suave A : M — R tal que
Ric(g) = Ag.

Teorema 1.6. Seja (M, g) uma variedade de Einstein. Entao,

1. Se M ¢ conexa e tem dimensdo maior ou igual que 3, entdo A € constante,

2. Se M tem dimensao 3 e é conexa, entao M tem curvatura seccional constante.

Demonstracao. 1. Faremos uso do seguinte Lema:

Lema 1.2 (Segunda Identidade de Bianchi). Seja (M, g) variedade riemanniana
com tensor de curvatura R. Sejam XY, Z W, T campos vetoriais em M e denotemos
por Rm(X,Y,Z, W) :=g(R(X,Y)Z,W). Entdo,

VrRm(X,Y,Z,W) +V,Rm(X,Y,W,T) + ViwRm(X,Y,T,Z) =0.  (1.18)

Considere um referencial {e;} ortonormal e geodésico, com i € {1,2,...,n},n>3
em um ponto p € M. Da segunda identididade de Bianchi (veja o Lema anterior)

temos que em p
es(Rniji) + €;(Rhiks) + €x(Rpisj) = 0. (1.19)
Se multiplicarmos (1.19) por d;,05; € somarmos em 4, k, h, j teremos
Z OnjOires(Ruujr) = 65(2 OnjOik Rhujr) = es(z OnjRnj) = 65(2 Onj(Aons)) =
ikjh ikjh hj hj
nes(A).
Por outro lado,
Z5hj5ik€j(Rhiks) = —eg(N),
ikjh

Z Onj0inei(Rhuisj) = —es(A).

ikjh
Logo, inferimos que
(n —2)es(A) =0.

Como o ponto p é arbitrario necessariamente A é constante.

2. Para este item note que se tomarmos um referencial ortonormal em p € M, entao

Ric(el) =A= K(€1, 62) -+ K(el, 63)
RiC(GQ) =A= K(eg, €1> + K(627 63)
Ric(es) = A = K(es,e1) + K(es, e3).
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A
A tnica solugao para este sistema é K (e, eq) = K(e1,e3) = K(eq,e3) = 7 Como
dim M = 3, pelo item anterior segue que A é constante, de onde M? tem curvatura

seccional constante.

Teorema 1.7. Se (M, g) é uma variedade riemanniana irredutivel, isto €, g € uma métrica
wrredutivel, e ainda, V Ric = 0, onde Ric € o tensor de curvatura de Ricci associado a
conexao de Levi-Civita de g, entdo (M, g) € variedade de Einstein com A constante. Em

particular, espacos localmente simétricos sao variedades Finstein com A constante.

Demonstragao. Veja [Pet06, Pagina 254, Theorem 57. |

1.4 Exemplos

Exemplo 1.1 (Espago projetivo quaterniénico). O espago projetivo quaternionico é

definido como sendo o espaco das linhas quaternionicas em H™ . Os quaternions sdo

=

Se identificarmos H com R* escrevendo x1 + ixy + js + kxy definimos a sequinte tabela

matrizes complexas na forma

de multiplicacao

ij =k = —Ji,
gk =1 = —kj,
ki =75 =—ik

E um cdlculo imediato que as matrizes do enunciado satisfazem as relagoes

pedidas para i, j, k como quaternions. Ainda mais, note que se
2 =T + 122,

W = T3 + 1Ty,
z W r1+1re T3+ 14
—w z Tr3 — iZE4 1 — ’iZEQ

10 i 0 0 1 0
x + 29 |+ + 24 . =
0 1 0 —z 1 0 —7 0

1+ 1x9 + Jr3 + Jx4.

entao
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O grupo simplético Sp(n) C SU(2n) C SO(4n) consiste nas matrizes ortogonais
que comutam com as 3 estruturas complexas geradas por i, j,k em R*™. Podemos olhar para
este grupo considerando matrizes A n x n com entradas quaternionicas tais que A™' = A*.

A conjugacao de um quaternion € dada por

r1 +ixe + jrsz + kry = 11 —iwe — ju3 — kuy.
Entao,
lq1*= qq.

Temos que
HP" = "' — {0}/ ~,

onde (hy,..., hy) ~ (ﬁl, ..., hy) se, e sd se, existe A # 0 € H tal que

(hi ... hy) = A ha, ..., hy).
Podemos considerar a esfera quaternionica dada por
wo={(hey . b)) € HY by P [ |P= 1)
Assim como no caso de espagos projetivos reais/complexos temos que
HP" — Sﬁ/{h, AR},
onde h é um ponto de Sp e |[A\|=1, com X € H.

ote agora que a esfera quaterniomica € difeomorfa a esfera padrao .
Not t Sik € d drao S*+3

Em particular, sabemos que S = Sp(n)/Sp(n — 1). Portanto,

i3 = Sp(n + 1) / Sp(n).

Podemos entao introduzir uma agdo transitiva de Sp(n+1) em HP™ definindo simplesmente
como sendo a projecao da a¢ao de Sp(n+ 1) em S que jd era uma agao transitiva.
Realizando a inclusao

Sp(1) x Sp(n) — Sp(n +1)

pela diagonal, temos de verificar que o grupo de isotropia em um ponto qualquer da agao

de Sp(n + 1) em HP"™ ¢é isomorfo a Sp(1) x Sp(n). Por conveniéncia escolhamos o ponto
[[:0:...:0]

onde I é a matriz identidade. Note que a ac¢io de qualquer matriz de Sp(n+ 1) neste vetor

so vai deixd-lo fixo se ela se quebrar como sendo:

A4><4 ‘ O
0 |BesSpmn) |

onde A € uma matriz no grupo de isotropia de uma acdo em de R* em H. Como devemos

ter que a agao de Sp(n+1) em H" preserva a norma dos quaternions, necessariamente

A e Sp(1).
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Exemplo 1.2. Lembremos rapidamente que SU(2) = S como variedades diferencidveis.

Ezxiste uma base { X1, Xo, X3} para su(2) tal que

(X1, Xo] = 2X5, [Xo, X5] =2X,, [X;, Xq] =2Xs.

Coloquemos uma familia de produtos interno gy em su(2) de tal maneira que
AX1, Xy e X3 seja um referencial ortonormal. Como existe uma correspondéncia 1 — 1
entre métricas invariantes a esquerda em SU(2) e produtos interno em su(2) seque que
esta familia de p.i. define uma métrica invariante o esquerda em SU(2). Isto permite uma
grande simplificagao para expressao da conexao de Levi-Civita em SU(2). Em verdade,
utilizando que se XY, Z sao campos quaisquer em SU(2), entio Z(X,Y) = 0, pois a

métrica nao depende do ponto escolhido em SU(2).

Temos
29\(VxY, Z) = ga([X, Y], Z) — aa([Y, 2], X) + aa([Z, X1, Y),
de onde consequimos
ViXo=(2-M)X3 ViXs=(A—2)X5, VoX; =—-)\Xj,

VX3 =X, VsXy = —-X;, V3X; = )\Xo.

Em particular, o tensor de Riemann é dado por
Ry =N, Riyy = =\ Ripy =0k €{1,2,3}.

R, =X, Riyp=0ke{1,23} Rl = —\
Rb =0k € {1,2,3}, Ry = (4—3)\), Ry = (3N —4).

Vamos calcular as curvaturas seccionais:
K (X1, Xs) = (R(X1, X2) X1, X) = ZRm (9j2)r =

Xl,Xs ZR131 9;3 A=

3
K(X2,X3) = > Rlg(gja)a =4 -3\

J=1

Lembrando que o tensor de Ricci € dado por R, = Rijklgjl, temos
Ris = Ri3 = Ra3 = 0,

Ry = lellgjl = Riz12 + Rizi3 = 2%,
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Roy = Rigig + Rogps = A +4 — 3,

Rsz = Riz13 + Rogos = A2 +4 — 3\

Para procurar métricas Finstein devemos resolver a equag¢ao A # 0

Ric(g) = Ag,
que € equivalente a
202 = AN,
N +4-3\=A.

Multiplicando a sequnda equagao por 2 e substituindo a primeira
AN+ 8 — 6 = 2A,

A(A = 6) = —8+ 2A.

Portanto,
2N — 8
A\ —
A—6"
ou ainda,
6\ — 8
AN=——
A—2

. . . : : L 8 : o
entao X\ = 2 nao admite métrica métrica de Fistein, A\ = 6 € métrica Ricct flat, X\ > 2
garante curvatura de Ricci constante e positiva e nenhuma métrica admite curvatura de

Ricci constante e negativa.



31

Capitulo 2

(Geometria diferencial complexa

2.1 Conteudo e objetivos deste capitulo

Este capitulo visa apresentar conceitos usais em geometria diferencial complexa.
Comecamos introduzindo variedades complexas e quase complexas, e seus principais
tensores e formas diferenciais. Um dos principais resultados apresentado é o Teorema 2.1,

decisivo para diferenciar estes dois conceitos de variedades.

Apos tal caracterizacao de variedades complexas, estudamos como métricas
riemannianas definem a geometria deste espaco a partir da sua relagao com a estrutura
complexa nessas variedades. Tentamos entender a geometria kdhleriana como extensao C-

linear da geometria riemanniana nas variedades reais subjacentes as variedades complexas.

Admitindo-se boa familiaridade com a geometria de fibrados vetoriais, estuda-
mos fibrados vetoriais holomorfos e holomorfos hermitianos, isto é, munidos de métrica
hermitiana em cada fibra. Mostramos a existéncia de uma conexao privilegiada neste
espaco, a conexao de Chern, e mostramos que quando a variedade base é uma variedade de
Kéhler e o fibrado considerado é o fibrado tangente holomorfo, entao a conexao de Chern
coincide com a conexao de Levi-Civita estendida C-linearmente para o fibrado tangente

holomorfo.

A forma de Ricci em uma variedade Kéahler carrega toda informacao do tensor
de Ricci de tais variedades, ao introduzir as Classes de Chern mostramos como esse objeto
geométrico tem uma contra-parte topologica. Isto é, mostraremos que a forma de Ricci de
uma variedade Kéahler é um representante da primeira classe de Chern do fibrado tangente

holomorfo sobre a variedade.

Finalmente, discutimos brevemente Teoria de Hodge em variedades kihlerianas
a fim de entender obstrugoes para existéncia de métricas kihlerianas em variedades
complexas. Apos introduzir a Cohomologia de Dolbeault, mostramos que no contexto

Kéhler esta tem relagao direta (surpreendentemente) com a cohomologia de de Rham na
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variedade a coeficientes complexos.

Terminamos expondo exemplos concretos acerca da teoria estudada.

2.2 Variedades complexas

Como referéncia para esta se¢ao indicamos |Taull, Capitulo 17].

Se V' & um espaco vetorial real de dimensao finita qualquer, existem duas formas
de tornar este espaco vetorial complexo. A primeira delas é considerar V° := V @ C.
Assim, um elemento arbitrario deste espaco se escrevera como v ® z, comv € V e z € C.
A multiplicagao por escalares complexos w € C é dada por w+ (v ® z) := v ® (w - z). Deste
modo, se {e1,...,e,} é base para V como espago vetorial real, {e; ® 1,... e, ® 1} sera

base para V como espaco vetorial complexo, de onde dimg V = dim¢ V.

Por outro lado, se V' é um espago vetorial real de dimensao finita e existir
J : V — V uma aplicacio linear tal que J? = —1, onde 1 é a transformacéo identidade,
entao J da origem a uma multiplicagdo por escalar em V por (a + ib)v := av + bJv, com

a,b € Rewv e V. Una estrutura J deste tipo tem o nome de estrutura complexa.

Para que uma estrutura como essa exista em um espaco vetorial V' é necessario
que dimg V = 0 (mod 2). De fato, uma vez que (det J)* = det J? = det —1 = (—1)%m=V
e (det J)* > 0 necessariamente dimg V = 0 (mod 2).

O espaco vetorial R?™ possui uma estrutura complexa natural J, obtida via

k

identificacao (z*,... 2" y', ..., y") = (2',...,2") com zF = 2¥ + iy*. Precisamente, .J, &

definida por
Jo(xt, o2yt oy = (=Y =yt ). (2.1)

A dimensao do espago vetorial complexificado (como espago vetorial complexo) ¢ a mesma
do espago vetorial real. Isto nao acontece quando pedimos que a multiplicacao por escalares
complexos seja oriunda de J. Neste caso, a dimensao de V' como espaco vetorial complexo
¢ a metade da dimensao de V' como espago vetorial real. Vejamos que é conveniente
muitas vezes em um espago vetorial real V' de dimensao par com estrutura complexa
J, complexificar este espago, preservando assim a dimensao par, e estender .J para a

complexificagao de V.

Se V' é espaco vetorial real, a aplicacao J nao possui autovalores reais uma
vez que seu polinémio minimo é p(z) = 2 + 1, que tem como raizes +i. Uma alternativa
para utilizar os auto-espagos de J para descrever expressoes para os elementos de (V J)
consiste em complexificar V' e estender J por C-linearidade. Ou seja, J(v® z) := J(v) @ 2,
comv € Ve z € C. Isto permite decompor (VC, J)' em termos dos auto-espacos de J.

Se denotarmos por V; o o auto-espago associado ao autovalor ¢ e por Vy; o auto-espago

! Estamos também denotando por J a extensdo de J a V complexificado
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associado ao autovalor —i, entao V' = V; o @ V(1. Denote u = v + tw. Se u € Vo, entao
Ju = iu e, portanto, u = v — iJv. De fato, basta escrever u = v + iw e notar que
Ju =i(v+iw) = J(v) + iJ(w), se u € Vio. Assim, J(v) = —w e u =v —iJv. O caso de

u € V1 € analogo.

Se{e1,...,en, f1,--., fn} € uma base de V com a propriedade de que J(ex) = f,
1 1
entao Vi = <§(ek —ify)) e Vo1 = <§(ek +ifr)), onde (-) é a notacdo para espago gerado.

Lema 2.1. Sempre existe uma base {e1,...,en, f1,..., fu} para’ V- com a propriedade de

que J(ex) = f.

Demonstragao. Note que dado e; # 0 qualquer, entao Je; # e;. Assim, se dimg V = 2,
escolhendo qualquer vetor v, o conjunto {v, Jvu} é base para V. Suponha que o resultado
valha para dim = 2n—2. Entao, seja {ej1,...,e,_1, Je1,. .., Je,_1} base para um subespago

H de dimensao 2n — 2 de V, espago vetorial real de dimensao 2n. Afirmamos que se v é L.I.

com {ey,...,e, 1,Je1,...,Je, 1}, entdo Jv é L.I. com este conjunto. De fato, suponha o
contrario. Entao,
Jv = Zaiei + Zﬁﬂei,
i i
com «; e f3; nimeros reais nao todos nulos para i € {1,...,n — 1}. Entao,
V= ZCY,L'JGZ' — Zﬁlez
i i
Mas por hipétese temos v é L.I. com {ey,...,e,_1,Je1,...,Je,_1}, 0 que é uma contradi-
¢ao. Logo, o conjunto {ey,...,e,1,Je1,...,Je, 1} U{v, Jv} é L.I. e tem dimensao 2n,
formando, portanto, uma base para V. |

Torna-se mais facil caracterizar o espaco dual a (V©,.J). Deve valer uma
decomposicao V* = V0 @ VO ao definir a aplicacio J*(£)(v) = £(J(v)), E€ Vv eV
e a estendendo para (V*)€. E imediato que V' = (eF +if*) e VO = (¥ —if*), com
{et, ... e f ..., f"} base de V* com a propriedade e"(e;) = 61; e f¥(f;) = 0kj, €*(f;) =
fi(er) = 0.

Como observagao final, notamos que (V, J) é isomorfo como espago vetorial
complexo a Vi e VOJ. De fato, se {ey,...,e,, Jei,..., Je,} é base para V' como espago
vetorial real, entao {ej,...,e,} é base para (V,J), visto como espago vetorial complexo.

Assim, os isomorfismos requeridos sao dados por
1
e §(ek — zJek) = (‘/, J) = ‘/170, (22)
1 —
er = glen +iJer) = (V. J) = Vo, (2:3)

Definicao 2.1. Uma variedade real e suave M de dimensao 2n munida de um campo
tensorial suave J : M — End(TM) tal que J* = —1, com 1(p) : T,M — T,M a
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transformacao identidade, € chamada de variedade quase complexa e denotada por

(M, J). Chamamos o campo tensorial J de estrutura quase compleza.

Podemos utilizar a argumentacgao inicial sobre estruturas complexas em espagos
vetoriais para descrever variedades quase complexas e seus tensores. De fato, seja (M, J)
uma variedade quase complexa, para cada ponto p € M consideramos 1), M C=1 »M @rC.
Tal processo permite transformar o fibrado tangente de M em um fibrado vetorial complexo
TME.

Estendendo a estrutura quase complexa J para o complexificado T'M, podemos
decompor TMC em sub-fibrados associados aos auto-valores +i de .J. De fato, para cada
peM

T,M® = (T,M)10 ® (T,M)o,,

onde (T,M)10 = {v € T,M : J(v) = w}, (T,M)1 ={v e T,M: Jv) = —iv}. Esta

decomposi¢ao pontual induz a decomposicao de fibrados
,,117\4(C - TMI,O @ TMOJ,

onde T'M; o € o fibrado vetorial complexo cuja fibra tipica é (T,M )19 e T My, € o fibrado

vetorial complexo cuja fibra tipica ¢ (T,M )1 0.

Um campo vetorial complexo X é uma secao suave de TMC. Dizemos que
X ¢édo tipo (1,0) se X ¢ uma secao suave de T'M; o. Se X for segao suave de 7'M 1, entao
dizemos que X é do tipo (0,1). Pelo que discutimos no contexto de espagos vetoriais, um
campo vetorial X ¢ do tipo (1,0) se existir um campo vetorial real Z tal que X = Z —iJZ.

Analogamente, X é do tipo (0, 1) se existir um campo vetorial real Z tal que X = Z+iJZ.

Uma 1-forma em TM®, chamada de 1-forma complexa, é secao de (TM *)(C7
onde a construcao deste fibrado ¢ analoga a que fizemos de TMC, considerando como fibra
tipica as fibras duais as de T'M, tensorizadas por C. Parafraseando toda a construcao
feita com espagos vetoriais, podemos dar uma descri¢ao precisa do espaco vetorial das
1-formas complexas. Uma 1-forma complexa w se escreve como w = « + i3, onde «, 3 sao
1-formas reais. Uma 1-forma complexa w é do tipo (1,0) se existir uma 1-forma real « tal
que w = a + i o J. Por outro lado, w é do tipo (0, 1) se existir uma 1-forma real a de
maneira que w = « — i o J. De maneira indutiva, uma k-forma complexa w se escreve
como

w=a-+1if,
onde «, 3 sao k-formas reais.

Estendendo o produto exterior de forma C-linear para 1-formas complexas,
qualquer k-forma se escreve como produto exterior de 1-formas complexas. Podemos

bigraduar as formas complexas. Isto é, uma k-forma complexa pode ser produto de

uma quantidade r de 1-formas do tipo (1,0) e uma quantidade s de 1-formas do tipo
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(0,1). Se para cada p € M temos {w'(p),...,w"(p)} uma base para (T,M)"°, entdo
{@'(p),...,w"(p)} é uma base para (T, M)*'. Assim, se (ji,..., ), (k1,...,ks) denotam
multi-indices ascendentes com r + s = k, entao

{W () AW (p) AT () AW (p)}

forma uma base para o espago das k-formas do tipo (r, s), isto é, com r componentes do

tipo (1,0) e s componentes do tipo (0, 1).

Como k-formas sao regras que associam para cada ponto p € M um k-covetor,
podemos definir Q™*(M) como o C*°-mo6dulo das k-formas complexas em M que sao do
tipo (r, s). Naturalmente, se Qfé(M ) denota o C"*°-modulo das k-formas complexas em M,
entao

Q(’E(M) = ®T+S=kQT7S(M)'

Dada uma 1-forma complexa w = a+i(3, o operador derivada exterior d defindo
em 1-formas se estende C-linearmente, isto é, dw = da + id. Uma vez que temos tal
extensao e também a ja definida extensao do produto exterior de 1-formas, temos um
operador derivada exterior d para k-formas complexas que satisfaz as mesmas propriedades

do operador derivada exterior no caso real. Segue em adicional que
Lema 2.2. Valem as seguintes continéncias:
dQ™(M) C Q&(M) = QYO(M) @ Q' (M),
dQ"(M) C QL(M) = Q*°(M) @ QY1 (M) @ Q1 (M),
dQ"H (M) C QZ(M) = Q*°(M) @ QY1 (M) © Q°*(M).
dQS(M) C Q21 (M) @ Q" TH(M) @ QT (M) @ Q152 (M),

para cada par de inteiros positivos r,s > 1.

Demonstracao. Usamos inducao e observamos que os dois primeiros pontos sao imediatos.
Suponha que a formula seja valida para (r — 1, s — 1). Entao,
er—l,s—1<M) g Qr+1,s—2(M) D Qr,s—1<M) D Qr—l,s(M) D QT_ZS—H(M).

Como,
QT,S(M) — QT—1+1,$—1+1 (M) — QF—1,§—17

onde r =r+1,5 =s+ 1. Entao,
dQns(M) g Qf-ﬁ-l,é—l(M) D QF,g—l(M) D Qf—1,§(M) D QF—Z,E—H(M)’
e por fim,

er,s(M) g QT—}—Q,S—l(M) D Qr+1,s(M) D Qr,s+1(M) D QT_L‘H—Q(M)_
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Quando tratamos de variedades diferencidveis consideramos um espago topolo-
gico M que admite base enumeravel, ¢ Hausdorff e localmente euclidiano, no sentido
de que M admite um sistema de coordenadas na vizinhanca de cada ponto. O adjetivo
diferencidvel enfatiza que dadas duas vizinhangas de um mesmo ponto, a regra que leva
um sistema de coordenadas no outro é um difeomorfismo. Uma variedade diferenciavel
de dimensao par sera dita complexa quando ao identificar R*" com C", as mudancas de

coordenadas, agora vistas entre abertos de C", sejam biholomorfismos.

Definicao 2.2. Uma variedade complexa M de dimensao complexa n € um espago topo-
logico Hausdorff, satisfazendo o segundo axioma de enumerabilidade, que admite
um atlas holomorfo de dimensao n. Ou seja, M admite uma familia de homeomorfismos

Yo : Uy — C" tais que

1. {Us} € uma cobertura aberta de M;

2. As mudangas de coordenadas @, © gogl sao fungoes biholomorfas em seu dominio de

definicao.

Costuma-se denotar as coordenadas” de ¢, por (2}, ..., z"), onde z* : U, — C"

YadeY

¢ funcao holomorfa para cada k. Se escrevermos z* = 2% + iy*® e virmos C" como R,

o espaco tangente da variedade real subjacente M?" em um ponto p € M sera gerado

9, 0

por e A a—yl, cee 8_3/” Podemos complexificar T,M e estender a aplicagao Jy de

R?" para T,M fazendo
Jo(X) = ((90;1)* 0 Jo 0 (¢a)e)X,

com X € T,M ¢ (¢q)« 0 push-forward por ¢,. Isto define uma estrutura quase complexa

0 0
Jl—=) ==
(31”“) dy*
0 0
J|l=— ) =—5=.
(W“) Ot
Se considerarmos a extensio de J, para T,M®, entdo T,M® = (T,M), o & (T,M )y, com
g 1
ok 2

sendo uma base local de T,M; e

9 1(0 9

natural em T'M que satisfaz

Chamadas de coordenadas holomorfas.
Omitimos o indice o mas fica implicito que estamos trabalhando em um aberto coordenado.
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base local de T,,My ;. Por dualidade,

{dF = da* +idy* - k€ {1,...,n}}
é base local de T"OM e

{dz" .= da* —idy* - k€ {1,...,n}}
¢ base local de T M.

Observacao 2.1. Se M ¢ uma variedade complexa e f : M — C uma funcao suave, entdao

0
a?f O7vze{ ) 7n}

f € holomorfa se, e somente se,

Vamos dar uma descricao bastante precisa sobre as poténcias exteriores de
oM € para cada p € M, que segue imediatamente da descricdo de k-formas complexas

em variedades quase complexas.

Para cada p € M e para cada k € N, denotamos por AkT;,C M o espaco vetorial
dos k-covetores, gerado por {dz"* A.. . Adz"" AdZ*'A. . AdZ"}, onder+s =ke (1,...,75),

(k1,...,ks) sao multi-indices ascendentes. Entao,

kpx A sC __ r1,0 s0,1
MNTIME = @5 NT)°M @c AT M.

r+s=k

De maneira analoga a que tratamos variedades quase complexas, denotaremos
por Qé o espago das k-formas complexas em M, que é um C°°-moédulo sobre as fungoes

complexas definidas em M. Novamente observamos que vale a decomposi¢ao

QE(M) = @ (T°M) @c QT M).

r+s=k

A presenca de uma estrutura holomorfa em M permite dar uma melhor carac-
terizagao do operador de derivada exterior em M. Para cada par (7, s) de inteiros positivos
definimos

T QIR (M) — QP (M), (2.4)

as projegoes de formas de grau r + s no espago das formas de grau (r,s). O operador

derivada exterior ¢é estendido no contexto de variedades complexas por
d=0+0, (2.5)
com

O:=nt0d: QEJFS(M) — QTJ’l’S(M),
0:=7"Tlod: QEJFS(M) — QT’SH(M).

Definicao 2.3. Os operadores 0,0 sao chamados de Operadores de Dolbeault de M.
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Lema 2.3. Se M ¢ wma variedade complexa, dado que d*> =0 e que d = 0 + 0 temos

O=d>=0>+(00d+0D0d)+0 . (2.6)

De onde seque que
2=0,9 =0 (2.7)
D0d+00d=0. (2.8)

Para discutir a prova deste Lema precisamos fazer uma incursao sobre quando
variedades quase complexa sao de fato complexas. De fato, uma vez que conseguimos
caracterizar variedades complexas utilizando estruturas complexas no espaco tangente
complexificado, a pergunta natural é: toda variedade quase complexa admite uma estrutura
de variedade complexa, isto é, admite um atlas holomorfo? O objetivo das préoximas linhas
é apresentar uma resposta satisfatoria para esta pergunta.

92 o operador

Considere (M, J) uma variedade quase complexa e denote por 7
projecio de Q2(M) sobre o espaco das (0, 2)-formas Q°?(M). Definimos o operador N :=
™2od : QY(M) — Q°*(M), chamado de tensor de Nijenhuis. Repare que N ¢ de fato
um tensor pois se f : M — C funcio suave e w € Q'(M), entdo d(fw) = df Aw + fdw.
Por outro lado, df Aw € Q"(M) e assim, 7%2(df Aw) = 0. Logo, Ny(fw) = 7n%*(fdw) =

fr?(w) = fN;(w).*

A importancia deste tensor é que ele da o critério para uma variedade suave

com estrutura quase complexa admitir atlas holomorfo.

O seguinte teorema caracteriza quando uma estrutura quase complexa provém

de um atlas holomorfo.

Teorema 2.1 (Newlander-Nirenberg). Seja (M, J) uma variedade quase complexa. Entao,

J provém de um atlas holomorfo se, e somente se, Nj = 0.

Demonstragao. (<) Esta é a implicagao dificil do Teorema e foge dos propositos desta

dissertagdo. Recomendamos consultar [NS73].

(=) Suponha que J provenha de um atlas holomorfo. Assim, Q'°(M) é gerado
como C*(M) moédulo por {dz*} e ainda mais, z* sdo fungdes holomorfas para cada k.
Como N & tensor, basta mostrar que N;(dz*) = 0, Vk € {1,...,n}. Mas note que
Nj(dzF) = 7%2(d?*2*) = 7°2(0) = 0 porque o operador d s6 terd componente que produz
derivada na direcao dos campos coordenados holomorfos, pela observacao 2.1, de onde
d* =0. |

Um corolario facil e que fornece muitos exemplos é o seguinte.

4 Esta definicao para o tensor de Nijenhuis é dada em [Taull] e é equivalente & classica com colchetes

de campos



Capitulo 2. Geometria diferencial complexa 39

Corolario 2.1. Toda 2-variedade diferencidvel com estrutura quase complexa J € integrdvel.

Chamamos tais variedades de superficies de Riemann.

Demonstracao. Seja J uma estrutura quase complexa em M. Como M tem dimensao real

2, temos que T;’OM e TZ?’IM sao espacos vetoriais complexos de dimensao complexa 1, para

cada p € M. Logo, Q**(M) = Q"*(M) = {0} e Q&(M) = Q"' (M), de onde 7> =0. W

Se X,Y, X" Y' € C*°(T M), variedade diferencidvel munida de estrutura quase
complexa J, o colchete entre campos complexos é estendido C-linearmente e satisfaz
(Z, W] =[Z,W].

Voltemos a questao dos operadores de Dolbeault. O Teorema 2.1 ainda permite
uma série de equivaléncias que caracterizam quando variedades quase complexas sao

complexas, como sumarizado a seguir.

Teorema 2.2. Seja (M, J) variedade quase complexa. Sao equivalentes:

1. Para cada p € M, tem-se [Tpl’OM7 Tpl’OM] C Tpl’DM;

2. Para cada p € M, tem-se [I))' M, T)»"*M] C T"' M ;

3. dQYO (M) C Q*°(M) @ QM (M) e dQ™ (M) € QYN (M) @ Q¥2(M);
4. dQP (M) C QN (M) @ QL (M),

5. NJEO

Ideia da prova. Mostramos apenas que 5 = 3 = 1 = 5.

(5=13)

Esta implicacao segue ja que se Ny = 0, como Ny := 1% od : Q"(M) —
QY2(M), entdo dQ"O(M) C Q*°(M) @ QY (M).

(3=1)

Lembre-se que se  é uma 1-forma, entao df(X,Y) = X0(Y)+Y (X )—0([X,Y]).
Se X,Y sao do tipo (1,0) e 6 é do tipo (0, 1) entdao df(X,Y) = —0(|X,Y]) pois O(Y )
0(X) = 0. Ainda mais, por hipdtese temos que df nao tem componentes (1,1) e (0,2), d
onde df(X,Y) = 0. Dai, 0([X,Y]) = 0 e segue que [X,Y] é do tipo (1,0).

(1=15)

Seguira novamente do fato que df(X,Y) = X0(Y) + YO(X) — 0([X,Y]). Seja
¢ uma (1, 0)-forma. Entao, se escolhermos X, Y do tipo (0, 1) seguiré que df(X,Y) = 0,
de onde a componente (0,2) de d ¢é nula, dai, N; = 0. |
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2.3 Geometria Kahler via geometria riemanniana

Discutiremos sucintamente variedades complexas munidas de métricas riemanni-

anas e ap0s introduzirmos fibrados hermitianos focamos na geometria destes. Para maiores
detalhes veja [Bal06] e [Mor03].

Seja (M*",.J) uma variedade quase complexa e considere uma métrica riemanni-
ana g em M. Diremos que a métrica riemanniana g ¢ hermitiana se g(J X, JY) = g(X,Y),
sempre que X,Y € C°°(T'M). Neste caso, chamamos a tripla (M, J, g) de variedade quase
hermitiana. Se N; = 0, isto é, se J provir de um atlas holomorfo, entao dizemos que

(M, J,g) é uma variedade hermitiana.

Toda variedade complexa admite uma métrica riemanniana g. Se definirmos
1
9(X,Y) = §(g(X, Y)+g(JX,JY)), com X,Y € C(TM), esta sera claramente uma

métrica hermitiana em (M, J).

Se estendermos ¢ por C-linearidade para TM conseguimos definir uma métrica
hermitiana h no sentido de 4lgebra linear em T'M, o fazendo h(X,Y) := g(X,Y), onde
X, Y € C*(T M), por isso damos o nome de métrica hermitiana a g. Tal C-extensao

ainda garante as seguintes propriedades:

1. g(ZW)=g(Z, W), Z,W € C(T*M).
2. 9(Z,7)>0,se Z#0, Z € C®(TM);

3. 9(Z,W) = 0 para quaisquer campos Z do tipo (1,0) e W do tipo (0, 1).

Associada & toda métrica hermitiana existe uma 2-forma w do tipo (1,1),
chamada de 2-forma fundamental, definida por w(X,Y) := ¢(JX,Y), com X,Y €
C*(TM). Considerando (M, J, g,w) uma variedade quase hermitiana qualquer, é sempre
possivel construir um referencial ortonormal em M ao redor de cada ponto. De fato, se
tomarmos é; um vetor real com norma 1 em 7,M, entdo g(é;,Jé;) = 0 e ainda mais,
g(é1,61) = g(Jéy, Jé;) = 1. Assim, temos um subespago ortonormal real de dimensao 2 em
T, M. Para o préoximo passo, escolha é; vetor de norma 1 que seja ortogonal a tal subespaco.
Novamente, g(€éz, Jé3) = 0 e ainda, g(éy, €2) = g(Jéz, Jé3) = 1, de onde {é;, Jéy, €, Jéo} é
subespaco de dimensao real 4. Procedendo por indugao, obtemos {é;, .Jé;} base ortonormal
para 1,M.

Podemos utilizar este referencial para mostrar que toda variedade quase com-
plexa é orientavel. Em verdade, a 2n-forma de volume dada por w" :=w A ... Aw é real e
nunca nula, verifiquemos: para mostrar que w" é nunca nula note que para o referencial

ortonormal que escolhemos em cada ponto vale que

w(éj, Jéj) = h(JéJ, Jé]) = (Sw’,
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w(éj, ék) = W(Jéj, Jék) =0.

Assim,

WHEr, Jer, ., JE) = Y w(Eot), o) - - W(Eon), TEam))

[

=nlw(éy, Jéy)...w(é,, Jé,) =n!,
onde ¢ um elemento do grupo S,, das permutagoes de n-elementos.

Uma vez que temos uma métrica riemanniana em (M, J), dada a conexao de
Levi-Civita V em (M, J, g), pode-se requerer uma condigdo de compatibilidade entre J
e V anéloga a de V e g, pedindo que VJ = 0. Nao é sempre verdade que a conexao de
Levi-Civita em uma variedade quase hermitiana satisfaz tal condigao (veja [KN09, Pagina,

149]). Na verdade, mostra-se que sao equivalentes

1. A conexao de Levi-Civita V associada a g satisfaz VJ = 0;
2. Se V ¢ a conexao de Levi-Civita de (M, J, g), entdo Vw = 0;
3. A estrutura quase complexa J é integravel e a 2-forma fundamental w é fechada.

Definigao 2.4. Uma variedade quase hermitiana (M, J, g) serd chamada de variedade de
Khler se satisfizer uma (e portanto ambas) das condigoes em 2.3. Neste caso, chamaremos
a 2-forma fundamental w de 2-forma de Kdhler e a métrica hermitiana g de métrica

de Kdhler. Usaremos a notag¢ao (M, J, g,w).

Existe uma extensao natural da conexdo de Levi-Civita V para TMC, e a
condicao VJ = 0 embora pareca artificial, garante que transporte paralelo segundo a
conexao de Levi-Civita em (M, J, g) preserva a decomposicao de T'M; g e T My 1 no sentido
de que campos do tipo (1,0) sdo transportados para campos do tipo (1,0), analogamente

para campos do tipo (0, 1). (Reveja o Capitulo 1, em especial o Teorema 1.2.)

Nos especializaremos daqui em diante em varidades Kéhler, portanto, descreva-
mos a conexao de Levi-Civita de variedades Kéhler e os tensores de curvatura associadas

em termos da métrica g.

Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kihler. Escolha {(U, (z',...,2")} um atlas

0 0
holomorfo para M. Sejam {@} e {ﬁ "
U vizinhanga coordenada. Utilizando que d = 0 + 0 verifica-se que a condi¢ao dw = 0 é

} referenciais locais para TU; e TUp; com

equivalente a

99 = 939

(2.9)
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0 0
onde ak = @, e aE: %
Observagao 2.2. Serd comum denotarmos Zy := O e Z; = 0; quando quisermos

considerar os campos coordenadas e Oy, 05 quando denotarmos a derivada de fungoes

suaves definidas em M .

Utilizando o item 3 da observacao 2.3 obtemos que
git = 9(Z. 2) = 9(Z;, Zi) = 0 (2.10)
e por argumento analogo que g = 0. Pela simetria de g
95k = 9xj» ik = 95 (2.11)
Logo, a métrica hermitiana e forma de Kéhler se escrevem nestas coordenadas como:
g =gz ® dz* + gd? @ d2F, (2.12)

W= ingde A dz (2.13)

Se X,Y,U,V € C*(TM), a extensao C-linear da conexao de Levi-Civita V de

M, a qual também denotaremos por V, para campos vetoriais complexos é dada por:
VU+iVX + 1Y = VUX - Vvy + Z(VVX + VUY)

Observacao 2.3. Tual extensao satisfaz as propriedades:

1. VwZ =N W =[W,Z], VZ,W € C®(T M), (Sem tor¢io)

2. Vzg(U V) =g(VzUV)+g(UV5V), YUV €C®TM), Zec C®T M), (Com-

patibilidade com a métrica)

8. Vil =VwZ, VYZ,W € C(T*M).

A fim de que M seja Kéhler devemos ter VJ = 0, onde V é a conexao
de Levi-Civita de M estendida para campos vetoriais complexos. Assim, VxJY =

J(VxY) VXY € C*(TM). Portanto, se X,Y sao tais que [JX,Y] = 0 entao,

Vrisx (Y —iJY) = Vy_iy(X +iJX) = 0. (2.14)
_ 0 3} . .
Assim, como X = — Y = — e J(X) = Y sdo tais que [JX,Y] = 0, os campos
0x7 oyl
1. 0 .0 -~ 1, 0

0
coordenados Z; = +iJ m) satisfazem
x

29w~ am) ¢ =55

V2,2 =V7,2y =0, Vi, ke {l,...,n}. (2.15)
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Deste modo, todos os simbolos de Christhoffel com termos mistos sao nulos e vale

I =T, (2.16)
V2,2 =12 (2.17)
V2, 2k =157, (2.18)

Vi k,le{l,...,n}.

Vamos obter as expressoes para os simbolos em termos das derivadas da métrica.

Note que utilizando o item 2 da observagao 2.3 e a equagao (2.15) temos

09,0 = 9(V 2,2k, Z21) (2.19)
= Z;9(Zn, Z1) — 9(Zk, V 2,71) (2.20)
= 0i9u- (2.21)

Portanto,

Fé‘k = mffkg@ = gmajgk;.

Agora que caracterizamos a conexao de Levi-Civita de uma variedade Kéhler,
descrevemaos seu tensor de curvatura R. Lembramos que no contexto riemanniano o tensor
R ¢ dado por

R(X,)Y)Z =VxVyZ —NVyVxZ — Vixy)Z.

Considere agora a extensao C-linear de R para campos vetoriais complexos. Para todos
XY, Z, U,V € C®(TM®), a curvatura R, agora C-linear, deve satisfazer as propriedades

que R, quando visto como R-linear, satisfaz e, ainda mais,
1. R(X,Y)Z =R(X,Y)Z,
2. R(X,Y)JZ = JR(X,Y)Z, (Primeira condigdo de compatibilidade)

3. g(R(X,Y)JU,JV) =g(R(JX,JY)U,V) = g(R(X,Y)U,V). (Segunda condigao de
compatibilidade)

Com respeito aos campos coordenados holomorfos, devido & equagao (2.15)

temos
R(Z;,Zx) 7 = 0, (2.22)
R(Z;, Zy)Z, =0, (2.23)
R(Z;, Z1) 7, = R Zy, (2.24)
R(Zj, Zy)Z) = R, Z,, (2.25)
R(Zj, Zy) 7, = R%JZ“ (2.26)
R(Z;, Zy)Z, = R"_Z, (2.27)
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Segue do item 1 das propriedades listadas que

no . pp Lo pH
Rsz = ij e ij = Rﬂ;l. (2.28)
Utilizando explicitamente a definicao de R obtemos
ory; ory,
T Jl I ki
= = (2:29)

o que permite caracterizar completamente o tensor de curvatura de Riemann.

O objeto geométrico principal desta dissertacao é o tensor de Ricci. No

contexto Kahler este pode ser obtido como
Ric(X,Y) :=tr(Z = R(Z,X)Y), X,Y € C=(T*M), (2.30)

onde o trago ¢ tomado sendo um endomorfismo C-linear a fim de considerarmos Ric definido
também em campos vetoriais complexos. O tensor de Ricci ¢ simétrico e Ric(X,Y) =
Ric(X,Y).

Em analogia ao que fizemos ao obter a 2-forma de Kéhler a partir do tensor
métrico, que também é um tensor simétrico, podemos obter uma 2-forma do tipo (1, 1)
associada ao tensor de Ricci fazendo p(X,Y) := Ric(JX,Y). Chamamos tal 2-forma de

forma de Ricci. Em coordenadas holomorfas,

Ric(Z;, Zx) = Ry, = Rz = Ric(Z;, Zy) = 0. (2.31)

Como Ric(Z;, Zx) = R%j% = —@-Fg—k concluimos que
Ric(Z;, Zy,) == Ric; = —0,T; = —0;T;, = Ricz, = Ric(Z;, Zy). (2.32)
Denotando por G := (gjg) a matriz cujos coeficientes sao os coeficientes da métrica

hermitiana e por det G o determinante desta matriz, lembrando a relacao para matrizes

simétricas
trlog G = logdet GG,
temos
0 oG
Assim,
Ric; = -0, (2.34)
— 0T, (2.35)
= —05T},. (2.36)
Utilizando as equagoes (2.33) e (2.36)
Ric;z = —(9%6 log det G. (2.37)

Como localmente p = i Ric dz? A dz*, temos
p = —i00logdet G, (2.38)

é uma verificagao direta que forma de Ricci p é fechada.
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2.4 Geometria de fibrados holomorfos e fibrados holomorfos

hermitianos

Nosso objetivo é revisar a descrigao de variedades Kéhler a partir de um ponto
de vista mais amplo: o de fibrados holomorfos hermitianos. A principal referéncia para

esta segao ¢ [Kob87|. Forneceremos quando necessario referéncias mais especificas.

Seja £ — M um fibrado vetorial complexo de posto r, com M e FE variedades
suaves (Consulte |[Taull, Capitulos 3, 6]). Denote por C*°(E) o espago das segdes suaves
de E e Q' (E; M) o espaco das secdes suaves de E @ T*M.

Lembramos rapidamente que uma conexao V em M é uma aplicagao C-linear
V:0®(E) = QYM;E),
tal que
V(if@o)=df @ + fVo, Vf € C°(M),0 € C*(E).

(Veja por exemplo [Taull, Capitulos 11, 12]). Se denotaremos por Q*(M; E) o espaco
das se¢oes suaves de A*T'M ® E, entéo é possivel estender a nogao de conexdo para uma

familia de mapas V*) da seguinte maneira:
v QF(E; M) — QFY(E; M)
VP we®o) =do®o+ (-1)*w A Vo, 0 € C°(E), we QF(M).
Tal extensao ¢ chamada de Derivada Covariante Exterior.

Sendo {si,...,s,.} um referencial local em E, qualquer secao o se escreve

localmente como o = f's;. Assim,

Como devemos ter Vs; € C®°(A'(E)) existem 0,5, j € {1,...,k} tais que Vs, = 0;; ® s;.
Portanto,
V(fZSZ) = df] ® Sj + f’@w & Sj. (240)

A partir da extensao de V supracitada, faz sentido definir o operador
Fy:=VWoV:C®M)— Q*E;M).

Podemos verificar que Fy € Q*(M;End E). Ou seja, Fy é um tensor. De fato, se f €
C>®(M) e o € C*(F) temos

Fy(fo)=VY(Vfo)=VI(df @ 0+ fVo), (2.41)

= —df NNo+df N\Vo+ fFyo (2.42)
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Em um referencial local podemos interpretar a partir da equagao (2.4) a conexao
V como

V=d+0, (2.44)

considerando cada secao um vetor coluna, isto é, aplicamos V desta forma no vetor
(f',...,f7), onde w é a matriz cujas entradas sdo as 1-forma ¢;;. Da mesma maneira, se
denotarmos por © a matriz de 2-formas que representa o tensor de curvatura Fy, isto é, ©
é a matriz que representa a acao do tensor curvatura de F em secoes representadas por

vetores coluna em um referencial local, vale a equacao

©=di— 00, (2.45)

Passemos agora ao caso onde a variedade base é complexa. Nesse caso, temos
a bigraduacao das k-formas complexas de M ja descrita. Tal bigraduagao fornece uma

decomposicao de QF(M; E) = ®,—1Q"*(M; E) da maneira que se espera.

Se V é uma conexao em F podemos escrever V = V1Y 4 VO com V10 =
700V e VO := 7% 0V, onde 7Y e 7% sdo as extensdes dos mapas 7 definidos pela

equagao (2.4) definidas como
0 AYE) = AY(E)
™ (w®o) =" (w) @0, weQk(M), o € CF(E).

A definicao de 7% ¢ analoga.

Note que a matriz de 1-formas de conexao se quebra em parte holomorfa e
antiholomorfa.
0 =004 6% (2.46)

Desta forma, a curvatura se quebra como
Fo = (VM2 £ V0 o VO 4 VOl o IO (V012 (2.47)

e em notagao matricial

0 =0*"+0e" +e". (2.48)

Caracterizaremos agora quando um fibrado vetorial complexo sobre variedade
complexa admite uma estrutura de fibrado holomorfo. Isto é, o espago total F é variedade

complexa e as trivializagoes locais sao biholomorfismos.

Proposicao 2.1. Seja E um fibrado vetorial holomorfo. Entao, existe uma conexao V
em E tal que V%! = 0.
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Demonstracao. Escolha uma cole¢do de trivializagdes {U} para este fibrado e uma partigao
da unidade {¢y} subordinada a aos abertos desta cole¢ao. Seja U um aberto trivializante.

Tome {sy,...,s,.} referencial local holomorfo em U. Escolhemos a conexao plana em U
Vusi =0, Vie{l,...,r}.

A conexao assim definida em cada aberto tem a propriedade que V%! = 9. Definimos uma

conexao global com tal propriedade fazendo

V.= Z ¢UVU~
|

Proposicao 2.2. Seja E — M um fibrado vetorial suave. Se V € uma conexao em E tal

que (VO1? = 0, entdo existe uma tinica estrutura de fibrado holomorfo em E para qual

v =3

Demonstracio. Fixe uma trivializacio para E| = C" x U. Denotemos por (z,...,z")
U

coordenadas holomorfas em M e (w',...,w") coordenadas de C". Nesta trivializacio

teremos

10 0,1

Definimos uma estrutura quase complexa em E definindo a seguinte base para a componente

(1,0) do espago tangente de E:
{dz", dw' +> 6% w}. (2.49)
j=1

Verifiquemos que o tensor de Nijenhuis desta estrutura se anula identicamente. De fato,
d?2F =0, (2.50)

d(dw' + 05w’y =3 do e’ + 3 0% A du. (2.51)
j=1 j=1 j=1

Entao, utilizando a definicao da estrutura holomorfa considerada podemos considerar a

expressao anterior modulo o ideal dado em (2.49) para obter

T T T T
> doft e )00 Adw? = do% el + 3 o A0k
j=1 j=1 j=1

J,k=1

,

Ja que (V*1)? = 0 segue que Z(dﬁ?,;l + Z@%l A 9?,;1)111’“ = 0, de onde o tensor de
k=1 j=1

Nijenhuis da estrutura quase complexa assim definida é nulo e E e esta estrutura quase

complexa provém de uma estrutura holomorfa em F.
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Para a segunda parte note que a expressao para uma secao local ¢ dada por

s:U—=UxC" (2.52)
s(z) = (2,£(2)). (2.53)

Se mostrarmos que V%'s = 0 implica que o pull-back de qualquer (1,0)-forma por s é

uma (1, 0)-forma, entdo concluiremos o objetivo. Para tanto, é necessario apenas verificar

que o pull-back de duw’ + Z Gz%fle por esta se¢ao é uma (1,0)-forma.
j=1

0=V"s=0¢+> )¢ =0, Vie{l,... r},
J
e portanto,
s'(dw' + ) 05 wT) = dg' Yy 0 =06 + (06 + ) 0'¢) = 06" € ©1(M),
j=1 J J
o que conclui o resultado. [ ]

Sumarizamos a discussao na seguinte proposicao.

Proposicao 2.3. Para uma conexdo NV em um fibrado vetorial holomorfo E sao equiva-

lentes:

1. VO =B
2. Para toda segao holomorfa s, Vs tem grau (1,0);

3. Com respeito ao sistema de coordenadas holomorfos, a conexdo ¥V tem grau (1,0).

Discutiremos agora estruturas hermitianas em fibrados vetoriais complexos.

Seja E — M um fibrado vetorial complexo suave. Uma estrutura hermitiana
em F ¢ uma regra h que associa de forma suave cada ponto p em M um produto interno

hermitiano em F,, a fibra sobre p.

Dado um referencial local {s;...,s,} em U definimos
hﬁ = h(Si, Sj),i,j S {1, - ,7’},

Denotamos a matriz de H neste referencial por Hy, lembrando que esta matriz é positiva
definida em cada ponto. Se em U tivermos que Hy = I, a matriz identidade, dizemos que

o referencial é unitario.

Se A é a matriz de mudanga de um referencial local {sy,...,s,} em U para

outro {31,...,5,} em V| na intersegao de dois abertos trivializantes U NV vale entao

Hy = A'Hy A, (2.54)
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Uma conex@o V em (E,h) ¢ dita hermitiana se
dh(&,n) = h(VE n) + h(&, Vn), V&, n € C=(E). (2.55)
Escolhendo um referencial local {si,...,s,}, teremos
dhg = h(Vsi, s5) + h(si, Vs;), (2.56)
de onde conseguimos
dh;; = Ze)m@sk,sj )+ h sZ,ZQW ® sy) (2.57)
= Z Orihus + Z hiz0,; (2.58)
Em notagao matricial
dH = 0'H + HO. (2.59)
Se aplicarmos d na equagao (2.59) teremos
0=d0'H—0"'NdH +dH N+ Hdb. (2.60)
Utilizando que
O=di—-0N0, (2.61)
e a equagao (2.59) teremos
0=(O0"+0"'NO"YH —0"AN(0'H+ HO) + ('"H+ HO) NI+ HO+0NE).  (2.62)
Reagrupando os termos, obtemos
0=0'H+ HOe. (2.63)
Assim, se num referencial local H = I, teremos
0" = -0 2.64)
' = -0, (2.65)

e o tensor de curvatura Fy toma valores em u(r), a algebra de Lie de U(r).

Agora estamos em posicao de estabelecer a existéncia de conexoes compativeis

com métrica em fibrados vetoriais holomorfos.

Teorema 2.3 (Conexao de Chern). Dada uma estrutura hermitiana h em um fibrado

vetorial holomorfo E, existe unica h-conexio ¥V em E tal que V' = 0. A esta conexdo

damos o nome de conexao de Chern de E.
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Demonstracao. Suponha que exista tal conexao V e considere {s,. .., s,} referencial local

holomorfo em E. Pela equagao (2.59) temos
(0+0)H = 0'H + HO.

Como 6 = 6'° obtemos que
0H = ("°)'H,

pois H esté escrita em um referencial holomorfo. Assim,
(0 = (OH)H . (2.66)

Isto prova a unicidade de V. Agora tome abertos trivializantes U e V' e defina 650 =
(OHy)H' e Oy = (8HV)H;1. Se ¢y € a matriz de mudanca de referencial em U NV segue
que Hy = (¢uy) Hy¢py . Portanto, temos 6 = qﬁa%/HVqSUU + (bﬁ/dqﬁ(]v, 0 que assegura

que a familia {0y} define uma conexao em E. |

Observagao 2.4. Sendo E — M um fibrado holomorfo, temos que E, M sao variedades
complexas. Tomando h uma estrutura hermitiana em E e V sua conexao de Chern, a
componente (0,2) da curvatura ¢ nula ji que (V°')? = 0. Em verdade, a componente (2,0)
também € nula pela equacio (2.63). De fato, © = 6*° + O, Como (6*° + OV )'H =
—H(6% +@1’1) = —H@l’l, comparando os graus ©*° = 0, assim, em um referencial

holomorfo vale que © = 0.

2.5 Revisitando variedades Kahler

Utilizaremos a discussao anterior para caracterizarmos variedades Kéahler. Em
particular, mostraremos que no contexto Kéhler, a conexao de Chern do fibrado holomorfo
(TM,.J) de M coincide com a conexdo de Levi-Civita em T M.

Seja (M, g,w) uma variedade Kéhler. Isto é, M é uma variedade real que admite
estrutura quase complexa integravel e uma métrica riemanniana g e tal que a 2-forma

fundamental w associada a g é fechada. Seja T'M o fibrado tangente a M.

De maneira analoga a que fizemos no contexto de espacos vetoriais, existe um

isomorfismo de fibrados vetoriais complexos

0 0
onde J(%) = a_yj

Consideramos em (T'M, J) a métrica h(0;, ) := g(0;, O%). Assim, se denotamos

por Fy o tensor curvatura da conexao de Chern associada a h, que é um elemento de
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C>®(AMTM ® End(TM, J)), podemos obter sua descricio em termos de da métrica h.
Antes, no entanto, gostariamos de concluir que no contexto Kéhler a conexao de Levi-Civita
associada & métrica riemanniana g em M coincide com a conexao de Chern do fibrado
tangente holomorfo com métrica hermitiana h. Para tanto, resta mostrar que esta tultima
conexao ¢é livre de torcao. Da compatibilidade com a métrica h ja garantida, e do fato que
h e g coincidem em campos vetoriais reais, pela unicidade da conexao de Levi-Civita, se a
conexao de Chern V for livre de torcao, esta deve coincidir com a conexao de Levi-Civita

associada a métrica g.

Note que de dw = 0, onde w é a forma de Kéhler da métrica g, e do também
do fato que as expressoes em coordenadas holomorfas de g e h coincidem, segue que
Oihz = O;hyg. Ainda mais, como a 1-forma de conexao associada a conexao de Chern V é
do tipo (1,0), entéo a torgao desta Ty (X,Y) := VxY — Vy X — [X,Y] é do tipo (2,0).

Se denotarmos 605 a (j, k)-componente da matriz de conexao de V, entao
T(@k, aj) - Vkaj - Vjak - er(ﬁk)ar - Hkr(aj)&,.

Como 0;,(0x) = 6khﬂhl;1 e 0,4(9;) = 9;h, k., segue que T(9;,0x) = 0, de onde a torgao

ir >

da conexdo de Chern é nula.

Agora podemos usar a teoria desenvolvida para calcular os tensores curvaturas

da conexdo de Chern = Levi-Civita de uma variedade Kahler.

Como,
.0
Fv = @ijdzj (%9 ﬁ’ (267)
com
0y = R} zdz" Ndz". (2.68)
Como V ¢é por hipétese a conexao de Chern (§™°)' = (OH)H ' podemos calcular explici-
tamente
0 =0((H YHYoH"), (2.69)
obtendo 22 o
. — = — _Oh z Oh.=
R . = _hzk jk hzkhpq pk 749 2.70
jab 0207 * dze 9z° (270)

3 pi
Se colocarmos Rjp; = h I 5 teremos

0?h. _Oh 1
R = LR 2.71
dka 0z00%° + 0z9 ( )
Verifica-se ainda que
Ry = Ri = Ry (2.72)

fornece o tensor de Ricci. A forma de Ricci p é obtida fazendo p = iR,zdz" A dZ". Segue

portanto da equagao (2.68) que

p= iz@iz‘, (2.73)
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isto ¢, a (1, 1)-forma p é dada por i vezes o trago do tensor R.

Se o posto de um fibrado F é r, entao o fibrado A"E é um fibrado de posto 1
chamado de fibrado determinante. Um referencial local para E é dado por s; A...As,,

onde {s;} é um referencial local de A'(E).

Verifica-se que, se V é conexao em £ com formas de conexao 6;;, portanto a
extensao de V (a qual denotaremos por V) a A" E satisfaz Vy(sy A... As,.) = (Z 0;i)s1 N\
i

...\ 5. E imediato que 0,4 = Z(@u) No caso de £ = T'M concluimos que a forma de

(2
Ricci p é justamente ¢ vezes a curvatura do fibrado determinante de T'M. Se h é uma

métrica hermitiana em um fibrado vetorial F, entao h, definida por
ha(si A .. .Spys1 Ao ANSy) i =det H (2.74)

¢ uma métrica hermitiana em A"E. No caso em que E = T'M podemos calcular explicita-

mente a forma de Ricci p em termos da métrica h.

0
Se V é conexao de Chern, no referencial holomorfo {8_} tem-se que a

ZZ
O4 = O((H;")'0OH}) é a forma de curvatura de A"T'M, onde H, denota a matriz de
hg. Mas Hy é uma fungio complexa pois Hy = det H. Assim, (0Hz)H;"' = d(log Hy) e

portanto ©4 = ddlog(det H) e p = i04 = 100 log(det H). Como 90 = —A0 temos que

p = —00ilog(det H). (2.75)

2.6 Classes de Chern

Mostraremos como a forma de Ricci p numa variedade Kéahler M define um
elemento topoloégico chamado primeira classe de Chern do fibrado holomorfo (7'M, J).

A principal referéncia é [Hus94|.

A matriz de curvatura © de uma conexao V em um fibrado vetorial complexo
E & um tensor. Se ¢y € a matriz de funcao de transicao do fibrado entre dois abertos U
e V com intersecao nao vazia e Oy e Oy sao as matrizes de curvatura nos referenciais U e

V respectivamente tem-se Oy = gzﬁUV@VqS[}%/.
Considere *A o anel dos polinémios P : M,,,(C) — C tais que se X,Y €

M, (C) entao
P(XY) = P(YX).

Exemplo 2.1. 1. A funcdao tragco que soma os elementos da diagonal de qualquer

matriz, A € M,«.(C) é um polinémio invariante por conjugagao,

°  Esta notacdo nio é padrao.
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2. Analogamente, a funcao determinante, que associada o cada matriz A € My, (C)

seu determinante, € um polindmio invariante por conjugacao.

Este anel de polinomios é gerado pelas fungoes ¢, : M,«,(C) — C definidas por

det(I + Xt) = > ¢ (X)t, (2.76)

0<g<r
com X € M,.,.(C) e I a matriz identidade em M,.,,.(C). Em verdade, mostra-se que os
anéis Cley (X)), ..., e (X)] e Cltr(X), tr(X?), ..., tr(X")] sdo isomorfos. (Veja por exemplo
IMS74]).

Dado P € A e © matriz de curvatura de uma conexao V em um fibrado
vetorial complexo E — M, faz sentido avaliar P(©). Neste caso, P(0) ¢ uma forma
diferencial global de grau par em M. De fato, dados U,V abertos trivializantes em M
e Oy, Oy matrizes da curvatura nestes referenciais, como Oy = (bUV@V(bg%, temos que
P(Oy) = P(éyyvOvoyy,) = P(6y), e portanto, P(0) é um objeto global.

Lema 2.4 (Identidade de Bianchi). Seja E — M wm fibrado vetorial complexo com

conexao V e 0, © matrizes de conexao e curvatura de V, respectivamente. Entao

O =0NO—ONb. (2.77)

Demonstragdo. Sabemos que © = df—OA. Assim, como d?6 = 0 vale dO = —dONO+ONH.
Como dff = © + 0 A 0 temos que

dO =—(O+0NONO+ON(O+0OND) (2.78)
=—ON0—O0NONO+ONO+ONOND (2.79)
—ONO—O A (2.80)

|

A partir de agora, fixemos F — M, V, 0,0 e seja P qualquer em A. Mostremos
que P(O) é uma forma de grau par fechada. Como A é gerada pro tr(X),...,tr(X") para
todo X € M,,(C) basta mostrar que tr(©7) é uma 2¢-forma fechada.

dtr(09) = tr(dO9) = gtr(dO A 07 1) (2.81)
=qtr((0ANO —OAO) ANOTT) (2.82)
=q(tr( AO7) —tr(OAOA BT (2.83)
=0, (2.84)

uma vez que o trago é simétrico. Dai P(©) é um elemento da 2¢-ésima cohomologia de de

Rham se P é um polindmio homogéneo de grau q.
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Definigao 2.5 (Classes de Chern). Definimos a q-ésima classe de Chern do fibrado

E — M por
1
(271'2')‘16(1(@)’ (285>

onde ¢,(O) sao as fungoes definidas na equagao (2.76).

C,E, V) =

Se Vi e Vi s@o conexdes em E — M, (1 — 1)V, + tV; é uma conexao em
E x[0,1] = M x [0,1]. Isto é, para t € [0,1] a expressao (1 — )V + tV; é uma conexao
em E x {t} — M x {t}. Se 6y e 0; sao formas de conexao de V, e Vi, respectivamente,
temos que (1 — t)fy + t6; é uma forma de conexao de V; := (1 — t)Vq + tV;. Pode-se
mostrar por calculo direto que O, = (1 —)0q + 1O + t(1 — t)(6y — 61)* + (6o — 01) A dL.

Se w € QP(M x [0,1]) entdo w = a + S Adt, com a € QF(M x [0,1]) e
B € Q""Y(M x [0,1]), onde nem a nem f estdo multiplicadas por dt. O operador
derivada exterior d se decompoe como d = d, + d;. Se w = a + [ A dt definimos os

operadores

Qo+ B A dt) = /01 B, (2.86)

Jsla+ B Adt) :=a(x,t=3s),z € M. (2.87)

Proposicao 2.4 (Férmula de Homotopia). Na situag¢io acima vale que
dQ + Qd = j1 — jo. (2.88)
Demonstragao. Consulte [Hus94, Péagina 283, Proposition 1.9]. |

Se P € A polinémio homogéneo de grau ¢ entdao P(0;) é uma 2¢-forma em
M x [0,1] e denotamos por P(0,0;) := Q(P(6,)) € C=(A*"'M).

Teorema 2.4 (Teorema de Chern-Weil). Sejam Vo e Vi conexdes em um fibrado vetorial
complexo E — M de posto r. Se P € A é um polinémio invariante homogéneo de grau q,
entio P(©g) e P(©1) definem a mesma classe de cohomologia de de Rham. Em particular,

cada classe de Chern C,(E, V) independe da conexdo.

Demonstracao. Utilizando a férmula de homotopia fornecida pela Proposigao 2.4 apli-

cada a P(€);) teremos

dQ(P(6y)) + Q(dP(6,)) = P(61) — P(6y) (2.89)
dP(©0, 01) = P(61) — P(60), (2.90)

onde usamos que P(0) é 2¢-forma fechada e que P(0¢,0;) := Q(P(©;)). Assim, P(0;) e
P(0O) diferem por uma forma exata, definindo portanto a mesma 2¢-classe de cohomologia
de de Rham. |
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Se considerarmos T'M; o — M o fibrado holomorfo com conexao de Chern V,

a forma de Ricci p = zz ©;; ¢ um elemento da primeira classe de Chern de T'M, o, uma

vez que Z O; =tr0 e ¢ (0) = tr(0) = 2miC,(E, V). Portanto,

' -1
CU(BE, V) = —— t2(0) = —p, (2.91)
27 27
de onde concluimos que
[,0] = 27TC1 (TM1,07 V) = 27T01(M). (292)

Note que como conclusao desta equagao, se M é tal que ¢ (M) = 0, entao p é cohomologa

a (1,1)-forma nula.

2.7 Teoria de Hodge em variedades Kahler

O objetivo desta curta se¢ao é apresentar obstrugoes topologicas para existén-
cia de métricas Kéahler em uma variedade hermitiana. Explicitamente, estas obstrugoes
aparecem nas restrigoes quanto aos nimeros de Hodge que uma variedade Kéhler pode
assumir. Ressaltamos que a descricao aqui deve ser curta e auto contida sendo que maiores

detalhes sobre Teoria de Hodge podem ser vistos em [Huy06]| e [Joy00].

Lembre que no contexto riemanniano (M",g) podemos definir um produto

interno (, )2 no espago das p-formas QP (M) da seguinte maneira:

(w, B) 2 ::/Mw/\*ﬁ, (2.93)

onde x é o operador estrela de Hodge associado & métrica g. (Veja por exemplo [Joy00]).

Ainda mais, dado o operador derivada exterior, podemos definir o operador
codiferencial exterior ¢ := (—1)""~Y « dx que mapeia p-formas em p — 1-formas. Em

particular, se § é uma (p — 1)-forma, entao

(w,dB)r2 = (0w, B) 12, (2.94)

isto é, 0 é o operador adjunto, segundo (, )2 a d.

Existe um operador de Laplace natural neste contexto, chamado de operador

de Laplace-Beltrami, definido por
A:=dod+dod. (2.95)

E uma verificacao direta que A é um operador que mapeia p-formas em p-formas e é

auto-adjunto segundo (, )2. Ainda mais,

(Aw, w) = [|dw]|L2+[|0w]|7:, (2.96)
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de onde uma p-forma w é harmonica se, e somente se, dw = dw = 0.

Existem dois teoremas importantes em teoria de Hodge que sao muito dificeis
de provar e nao cabem a esta dissertacao, mas que podem ser vistos nas primeiras paginas

de [Joy00]. Os enunciamos a fim de tratar a discussao paralela no contexto Kéhler.

Lembremos rapidamente que o p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham HY,
de M consiste no conjunto das classes de equivaléncia das p-formas fechadas médulo exatas.
Como toda forma harménica é fechada, entao existe uma inclusao natural do espaco das
p-formas harmonicas, que ¢ um R-espaco vetorial, o qual denotaremos por HP em HY,. De

fato, este é dado por

hP :HP — HYR(M), (2.97)
w i [w]. (2.98)

Teorema 2.5 (Teorema do Isomorfismo de Hodge). Para cada p o mapa h? é um isomor-

fismo.

Veja [Huy06] para uma prova ou [Joy00| para indicagoes de outras referéncias.

Dado que h? define um isomorfismo para cada p, entdao ker A? =p HY,(M).

Em particular, o segundo teorema de Hodge que apresentamos diz:

Teorema 2.6 (Decomposi¢ao de Hodge). Seja (M™,g) uma variedade riemanniana com-
pacta e sem bordo. Entao, se QP (M) denota o R-espago vetorial das p-formas sobre M

temos

OP(M) = dP~ (M) @ A(QP(M)) @ QP (M), (2.99)

isto €, cada p-forma w se escreve como w = wy + ws + wa onde dwy = dws = Awa = 0.

Parafrasearemos agora estas linhas para apropriadamente entender o que é a

Teoria de Hodge em variedades Kéhler.

Seja (M, J,g,w) uma variedade de Kéhler compacta. Podemos definir uma
métrica b em TMC por h(X,Y) := g(X,Y) que pode ser restrita & uma métrica hermitiana
em cada fibrado holomorfo T'M; o e T'M 1, realizando TM® = TM @LTMOJ. Ainda mais,
esta se estende as poténcias exterior de TM® promovendo uma decomposicéo ortogonal
de QE(M) = @y ok 2 (M),

Dado que (M, J, g,w) é uma variedade riemanniana orientével e que w" define
uma 2n-forma nunca nula em M, pode-se extrair uma forma de volume dj, a partir de
g. Portanto, se considerarmos a extensao C-linear do operador estrela de Hodge x,

associado & métrica g, verifica-se que

a A x,B = h(a, B)du,, Yw,B € Q" 5(M). (2.100)
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Isto permite induzir um produto interno em Q"*(M), que se estende para
QL(M) se r 4+ s = k. De fato, este ¢ dado por

(o, B) :—/Mw/\*gﬁ—/Mh(a,B)d,ug, Vo, B, Y, B € (M), (2.101)

Se 0,0 denotam os operadores de Dolbeault associado & estrutura complexa J
de M, definimos

0" 1= — x, Okg, (2.102)
D" = — %, Ok, (2.103)
que sao operadores
O Q™ (M) — Q" (M), (2.104)
QM) — QY (M), (2.105)

E uma verificacao direta, similar & realizada para o operador diferencial exterior d e seu
adjunto formal d*, que 0" é o adjunto formal de 9 segundo ao produto interno (,) e d éo

adjunto formal de 9. Em particular,

d=0+0, (2.106)
§=0"+0. (2.107)

Definimos os operadores de Laplace correspondentes aos operadores de Dolbe-

ault e seus duais,

Ny =008 +0" 00, (2.108)

Ag:=080d +8 00, (2.109)
e verificamos que se a € €2"*(M) entao,

(Ap(a), a) = [0 (@)[I*+]0all?, (2.110)

(A5(a),a) = 1|87 (@) >+ 9all?, (2.111)
onde |lof|:= (a,a)é.

Disso segue que o é Ap-harmonica (resp. Az-harmonica) se, e somente se,

d*(a) = Do = 0 (resp. 0 (o) = da = 0).

Definigao 2.6. Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kdhler compacta. Definimos

HE(M, g) = {o € QE(M) : Ag(er) = 0}, (2.112)
HE (M, g) = {o € Q" (M) : Ay(a) = 0}. (2.113)
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Como consequéncia do fato de h separar Qé‘; = B y5=12"*(M) ortogonalmente,
temos

HE(M, ) = @y s ' (M, g).

Verifica-se (Veja [Huy06, Pagina 120, Capitulo 3, Proposition 3.1.12]) que
Ay = Ay. Esta ¢ uma das identidades de Kéhler. Outra relacao importante que pode

ser vista na mesma referéncia ¢ 99 = — 0. Calculamos
A=dod+dod, (2.114)
= (0+0)o (8" +0), (2.115)
= No+ Ay + (00 +0°0)+ (00 +00), (2.116)
= Ay + Ay, (2.117)
= 2/, (2.118)
=27, (2.119)

ou seja, o operador de Laplace-Beltrami tem o mesmo ntcleo que Ay e Ag. Entao, podemos

utilizar o teorema da decomposi¢ao de Hodge para concluir que

Teorema 2.7 (Teorema da Decomposi¢ao de Hodge). Seja (M, J, g) hermitiana compacta.
Entao,

r,s __ Aa0nrs—1 r,5 3*Or,s+1
Q7 (M) = 99" (M) & H;" (M, g) &0 Q7 (M),
e o espago Hz*(M, g) tem dimensao finita.®

Uma breve digressao se faz necesséria. Seja o uma k-forma complexa em uma

variedade hermitiana. Estamos interessados na solu¢ao do problema
a =08, B Qi (M). (2.120)

Note que uma condi¢ao necesséria para solucao deste problema consiste em da = 0, ji

que 9° = 0. Similarmente a cohomologia de de Rham, podemos considerar

B {a € Q™ : 0w = 0}
{acQrs:3B€Qrs—1:a=0a}

H™ (M) :

Com esta abordagem podemos converter a solu¢ao do problema descrito na
equagao 2.120 em um problema de cohomologia. A grande surpresa é que como veremos a
seguir, no contexto Kéhler, este problema coincide com o problema tratado na Cohomologia

de de Rham, e tal relagao é obtida por meio do Teorema da Decomposicao de Hodge.

6 N&o mencionamos isso, mas isto ocorre porque o nicleo do operador de Laplace tem dimensao finita

em dominio compacto.
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Ainda mais, no contexto Kéhler, uma relagao importante é a Dualidade de

Serre (para maiores detalhes consulte [Huy06, Pagina 127, Secao 3.2|) que estabelece

My (M, g) = (Hz ™" ")(M, g)". (2.121)

Note que se o € QP9(M) satisfaz Az = 0, entdo dw = 0 e existe uma inclusio
canonica
a € Hz*(M,g) — [a] € H™*(N). (2.122)

Acontece que esta inclusao é na verdade um isomorfismo (veja [Huy06, Pagina 128, Secao
3.2, Corollary 3.2.9] ou simplesmente, decorre de maneira analogo a discussao que fizemos
de teoria de Hodge em variedades riemannianas) e isto permite concluir o resultado

principal desta secao.

Teorema 2.8. Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kihler compacta. Entdo, se H%,(M,C)

denota o k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham com coeficientes complexos, entao
HJjp(M,C) = &, H™ (M), (2.123)

sendo que esta decomposicao nao depende de escolha de estrutura Kdihler. Ademais,

H™(M)=H"" (M) e H**(M) = H"""5(M)*.
Os ndmeros b"* := dim H"*(M) sao chamados de niimeros de Hodge e em

variedades Kéahler temos as obstrugoes:

prrnTs — prs — ST — pTSnTT (2124)

Para finalizar esta secao, outro operador de relevancia no contexto Kéhler
¢ o operador d° := i(0 — 0). Verifica-se que dd® = 2i00. Especialmente no nosso caso
este operador é importante porque a forma de Ricci p de uma métrica Kahler se escreve
localmente como )

p= —§dalC log det g,z (2.125)

Ademais, tal operador é importante para entender o comportamento global de formas

diferenciais em uma variedade Kahler.

Teorema 2.9 (dd°-lema global). Se (M, J, g,w) é uma variedade de Kdhler compacta e
a € Q(M) é uma k-forma d°-exata e d-fechada, entio existe uma k-forma 3 € Q" 2(M)
tal que av = dd°p.

Demonstragao. Este resultado usa Teoria de Hodge e pode ser visto em [Huy06, Capitulo

3]. n

Especialmente para o Teorema de Calabi-Yau, de interesse desta dissertacao,

convém provar o seguinte:
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Corolario 2.2. Se (M, J,g,w) € uma variedade de Kdhler compacta e a, &’ sio tais que
[a] = [o/] € H3z(M,R), entio existe uma fungdo real f tal que o = o' + i0Of.

Demonstracao. Note que o — o é d-exata e denotemos esta diferenca por &. Dai, ne-
cessariamente & = dn para alguma 1-forma 7. Escrevamos 7 = 7" + 7%' e notemos
que

a=dn=(0+9)n"" +n™") =on"" + @n"" + ™) + o

Comparando os graus obtemos

ot =0
o'’ +on™ =a
Gt =0,

Definindo 7’ := —i(n"® — n°") temos que

dcn/ — _idc(nl,O . 770,1)
= —(0=9)(n"* =™
— _anl,O + (8,'71,0 + 87’]0’1) _ 5770,1
=a,
entao a é d°-exata. O resultado segue do Teorema 2.9 e também do fato que & por ser

d-exata é também d-fechada. [ |

Uma reciproca para o Corolario 2.2 consiste em estudar quando uma (1, 1)-
forma real fechada o em uma variedade de Kéhler é dd-exata. Isto é, quando existe uma

funcao suave ¢ : M — R tal que a = dd¢p.

Teorema 2.10 (dd’-lema local). Seja o uma (1,1)-forma real, suave e fechada no disco

unitdrio em C". Entao, existe uma fungao real e suave ¢ no disco unitdrio tal que o = dd¢.
Demonstragao. Veja [Huy06, Capitulo 3|. |

Ao invés de dar uma demonstracao para este resultado, procuremos entender

como ele caracteriza as formas de Kéahler de uma variedade hermitiana.

Note que se w é uma forma de Kéahler em uma variedade hermitiana, entao
dw = 0. Neste caso, o Teorema 2.10 diz que em cada aberto de um atlas holomorfo para
M, w = dd°¢p, para alguma ¢ real e suave neste aberto. Reciprocamente, dada uma colecao
de abertos coordenados {U,} em M e uma colegao de fungoes suaves ¢, definidas nestes
abertos que concordam em possiveis intersegoes, se definirmos w, := dd°¢, e verificarmos

que sempre que U, N Uz # 0 valer que w, , entao a familia {w,} define

UamUﬁ

p UaﬁUﬁ
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uma (1, 1)-forma real, fechado e global em M. Se tal familia for positiva no sentido de
que we(v, Jv) > 0", Vp € U,, Yo # 0 € T,M, entdao {w,} define uma forma de Kihler em
M. Chamamos a colegao {¢,} de potencial de Kéhler.

Note que se M é compacta e sem bordo, como todas as variedades assumidas
nesta dissertacao, entao nao ocorrem potenciais de Kéhler globais. De fato, suponha que
exista ¢ : M — R tal que w = dd°¢. Por um lado,

/ w™ = nlvol(M).
M

Porém, w = dd°¢, é d-exata, de onde segue que / w" = 0.
M

2.8 Exemplos

Exemplo 2.2. Seja U C C" um conjunto aberto e {(U,id)} com id: U — U a aplicagdo
identidade. Este € um atlas (com apenas uma carta) para a variedade complexa U. E
evidente que C" também € variedade complexa, sendo este o exemplo mais simples de

variedade Kdhler. Em coordenadas holomorfas temos g = 3 Z(dzj ®dz +dzZ @ d2’) e

J

forma de Kdhler w = 3 Z dz? NdZ.
j

Exemplo 2.3 (Esfera de Riemann). Considere o sequinte conjunto:
S? .= {(w,h) € C x R;ww + h* = 1}.
Sejam N = (0,1),S = (0, —1) pontos em S*. Definamos
N:S*—{N}—=C

mv(w, h) = 11—
ms5:S8%—{S} = C

w
ms(w, h) = 1+ h

as projecées estereogrdficas. Nao ¢ dificil ver que (S —{N})U(S*—{S}) = S?. Temos
que {(S* — {N},7n), (S* — {S},7s)} formam um atlas para S?, chamada de Esfera de

Riemann.

Entretanto, tal atlas nao € holomorfo pois

rsomy : C—{0} — C— {0}

7 Isto é necessario para que possamos obter uma métrica de w
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Q|| =

(msomy')(2) =

0 L .

Temos no entanto que 5(719 o 71;,1) % 0 e portanto a aplicacdo mg o 7@1 € nao holomorfa.
Porém, se considerarmos o atlas com mesmos abertos mas trocando mg por Tg, teremos
_ . ‘
(Tsomy')(2) = =, e isto define um atlas holomorfo para S*. Com tal atlas S* ¢ variedade

z

compleza.

Exemplo 2.4 (Espacos projetivos complexos). Considere o conjunto X := C"** — {0}.

Podemos definir uma agdo de C* := C — {0} em X da seguinte maneira:
(A, 2) = Az = (A0, ..., 02", YA eCr, z € X.

O conjunto CP" := X/(C* possui a topologia quociente, de onde verifica-se que tal espaco

¢ Hausdorff e satisfazendo o sequndo axioma de enumerabilidade. Usualmente denota-se

os elementos de CP" por [z : ... : z,]. Uma carta U, para CP" € um subconjunto de X
1 ~

tal que z* # 0 junto do mapa p(2°,...,2") = —(2°,..., 29, ..., 2")® cuja inversa ¢ dada
z¢ .

por p t(wh, .. w™) = [w' ... 1w, com 1 na a—ésima posicio. E imediato

verificar que as mudancgas de coordenadas sao holomorfas.

Calculemos uma forma de Kdhler e uma métrica de Kdhler natural associada a

esta variedade especifica, conhecida como métrica de Fubini-Study.

Considere a sequinte func¢ao positiva definida

K = — .
o) =2 || PEUa
7j=1
Tome p € U, NUz e note que
B
z
ICoz<p) | 7a 5<p)

z

Entao
B B

log Ko, = log K3 + log = + log =
2% z%

«

z
Como 3 € funcao holomorfa temos que
z

_ B
810gz— =0.
Za

Ademais,

B _ B
8log2— = 8logz— =0.
A z¢

Logo,
901og Ko, = 901og K.

8 A notacéio z® simboliza que este termo esta sendo omitido
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Assim, a 2—forma do tipo (1,1) dada por
w =00 log K,

estd bem definida, e € localmente a expressao para a forma de Kdhler de CP" associada
2 j j+1

N ., ; z . ; . .

a métrica gz = —— log K, onde ¢, := o € <a—-1le( = o S€J > a+1, sao
j

chamadas as coordenadas homogéneas.

E interessante descrever a existéncia de um biholomorfismo® entre a esfera

de Riemann (exemplo 2.3) e CP*. Tal mapa pode ser descrito da sequinte maneira:
f:8% = CP!

[ﬂ-N(p)7 1]; sep 7é N
[1,7s(p)], sep#S.

Este exemplo ainda mostra que a esfera de Riemann é variedade de Kdhler com a métrica

de CP'.

Mais geralmente temos:

Exemplo 2.5 (Superficies de Riemann). Considere M uma variedade complexa de di-
mensdo complera 1'°. Note que dimg Q% (M) = dimg Q*(M) = 1 e dime Q% (M) = 0, de
onde a 2—forma fundamental w associada a qualquer métrica hermitiana em M € fechada

e toda métrica hermitiana em M é de Kdahler.

Como vimos, uma variedade complexa pode nao admitir nenhuma métrica

Kahler devido as obstrucoes topologicas para tal. Aqui damos dois exemplos simples.

Exemplo 2.6. O produto das esferas S* x S' possui niimero de Betti iqual a 1, isto
¢, a dimensao do primeiro grupo de cohomologia de de Rham desta variedade é 1. Nao é

dificil verifica isto utilizando formula de Kiinneth. Mas note que como
bl — bO,l + bl,O _ 2b1,0

no contexto Kdihler, entdo em variedades Kdhler b é um nimero par, de onde S x S*

nao admite métricas Kdhler.

SQZ+1 % S2k+1

Masis geralmente, o produto nunca admite métrica de Kdhler por

argumento indutivo ao que utilizamos.

9
10

Isto é, existe uma mapa f : S? — CP™ holomorfo com inversa holomorfa.
Chamamos tais variedades de superficies de Riemann.
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Capitulo 3

O Teorema de Calabi-Yau

3.1 Conteudo e objetivos deste capitulo

Este capitulo devota-se a expor o enunciado cléssico e a subsequente formulacao
analitica do Teorema de Calabi-Yau. Apresentamos para critério de exposi¢ao, um esboco

da demonstracao deste teorema seguindo a prova classica apresentada por Yau.

Estudamos as principais consequéncias deste resultado no ambito de geometria
Kéhler. Tal resultado permite inferir como holonomia e classe de Chern estao amarradas

em geometria kidhleriana.

Introduzimos as variedades de Calabi-Yau e fazendo uso de resultados cléssicos
e extremamente dificeis em geometria complexa, como os Teoremas de Chow e Kodaira,
mostramos que variedades de Calabi-Yau sao variedades projetivas complexas, sendo

portanto, a geometria algébrica, o ambiente natural de estudos desses espagos.

Sugere-se fortemente que o leitor se dirija ao Apéndice para checar qualquer

davida quanto ao contetido analitico desta secao.

3.2 A conjectura de Calabi e a prova de Yau

Esta secao tem por objetivo entender e demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.1 (Conjectura de Calabi). Seja (M, J, g,w) uma variedade Kdhler com forma
de Ricci p. Considere uma (1,1)-forma real p' em M tal que [p]| = [¢']. Entdo, existe uma

métrica g em M com forma de Kdhler o' tal que [w] = [W'], cuja forma de Ricci € p'.

Esta é a primeira formulagao do Teorema de Calabi-Yau, e foi proposta por
Calabi entre 1954 e 1957. Convém darmos uma formulacao analitica para este problema.
que ainda tem a vantagem de simplificar consideravelmente o enunciado pois elimina a

dependéncia explicita da forma p'.
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Observacao 3.1. Para entender o proximo pardgrafo reveja a equagao (2.125).

Dada (M?",J, g,w) uma variedade Kihler (com dimensdo complexa n) com-
pacta e sem bordo com forma de Ricci p, e uma (1, 1)-forma real p’ satisfazendo [p] = [p'],
gostarfamos de encontrar uma métrica ¢’ em M, cuja forma de Kihler estd na mesma
classe que w e tal que sua forma de Ricci seja p’. Pelo Corolario 2.2, existe f : M — R

uma funcao real e suave tal que

1

p—p = —§ddcf. (3.1)
det g’ det ¢’ 1
Como ()" = —%w", denotemos F := Ik e p = —=dd°log det 9z
det g3 det g3 2 J
1
p= —§ddc log det gz, entao,
1 C / ]' C
—dd°log ' = p — p' = =dd°f.
2 2
Desta forma,
dd(f —log F') = 0. (3.2)
Como M é por hipétese compacta, entao f — log F' é constante em M. Seja A > 0 tal que
f —log F = —log A. Desta maneira temos
F = Aef ()" — Aelw™. (3.3)

Como necessariamente
W] = [w] € Hiz(M,R),

e M nao tem bordo, pelo Teorema de Stokes,
/ (W)™ = / w™. (3.4)
M M

A/ el du, :/ dpy = Vy(M) := volume,(M). (3.5)
M M

A equagao (3.5) caracteriza completamente a constante A.

Deste modo,

Como [w] = [w'], novamente pelo Corolario 2.2, existe ¢ : M — R suave tal que

W =w+dd¢. (3.6)
Para que ¢ seja unicamente determinada pedimos que
| éduy =0 (3.7)
M

Isto permite a seguinte formulagao da conjectura de Calabi, a qual damos o nome de

Teorema de Calabi-Yau.
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Teorema 3.2 (Teorema de Calabi-Yau). Seja (M, J, g,w) uma variedade Kdihler compacta
e sem bordo. Seja f € C*°(M) uma fungao real e defina A > 0 por A/ el dp, = V,(M).
M

Entao, existe unica funcgao ¢ : M — R suave tal que

1. w4+ dd°¢ é uma (1,1)-forma positiva;

2. [ odn,—0,
M
3. (w+ dd°¢)" = Aefw™ em M.

Ainda mais, localmente a equacao (w + dd°¢)" = Aefw™ tem a expressdo:

det(gz + 0%0) = Ae’ det(g7). (3.8)

A equagao (3.8) é uma equagao diferencial parcial eliptica de Monge-Ampére.

Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kéahler compacta e sem bordo. Utilizando
as propriedades da estrela de Hodge pode-se mostrar que se f € C°(M), A > 0 e existe
¢ € C*(M) que satisfaz a tese do Teorema 3.2, entdo

1

dp Ndp AWt = —|V¢]§w". (3.9)
n
Ainda mais, para cada j € {1,...,n — 1} existem fung¢oes nao negativas F; tais que
dp Ndd AW TN (w+ ddg) = Fyw™. (3.10)

Com isso conseguimos provar a unicidade (se houver existéncia) de ¢ no Teorema 3.2.

Teorema 3.3 (Calabi.). Considere as hipdteses do Teorema 3.2. Entdo, existe no mdximo

uma funcao ¢ que satisfaz a tese.

Demonstracao. Suponha por absurdo que o Teorema 3.2 seja verdadeiro, mas que duas
fungoes ¢, @9 diferentes satisfazendo a tese. Sejam wy, wy formas de Kéahler associadas a
@1 € @9, respectivamente. Isto &, wy = w + dd°¢y, k € {1,2}. Entao,

Wl = Aefw™ = Wi (3.11)
Como W1 — Wy = ddc(d)l — ¢2), entao
0=wl —w)=dd(¢1 — p2) A (WP +WP 2 Awg + ... +wih). (3.12)

Considerando a expressao (¢, — ¢2)d°(¢1 — ¢2) A (W) + W 2 Awy + ... +wy™ ), como

dwy = dwy = 0 e vale a equagao (3.12) temos pelo Teorema de Stokes

/ dl(¢r — ¢2)d(P1 — p2) A (W] + w2 Awp + ... +wi )] = 0. (3.13)
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Podemos utilizar as equagoes (3.9) e (3.10) em (3.13) para concluir que
dd°(6y — by) = 0. (3.14)

Como / Ordpg = / ¢adpg = 0, entao @1 = ¢2, 0 que é absurdo. ]
M M

Enunciaremos agora trés estimativas dificeis (a dedugao destas pode ser vista
em detalhes em [Joy00, Yau78]) que a eventual solu¢ao do Teorema de Calabi-Yau deve
satisfazer. Estas sao chamadas de estimativas a priori, e sao em geral muito dificeis de
se obter. A dificuldade da equacao de Monge-Ampeére foi fator decisivo para tao longa
espera da prova desse teorema. O contetido analitico utilizado doravante neste capitulo

pode ser visto no apéndice.

Teorema 3.4. Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kdhler compacta e sem bordo. Seja
@1 > 0. Entao, existem constante QQa, Q3, Qs > 0 dependendo somente de M, J, g e Q4
tais que: se f € C*(M), ¢ € C°(M) e A > 0 satisfazem

Ifllcs< Q1 /Mgbdug =0e(w+ddo)" = Aefw", (3.15)

entdo |[lco< Q2 [|dd o< Qs € |Vdd | co< Qu.

Teorema 3.5. Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kihler compacta e sem bordo. Sejam
Q1,...,Qs > 0 e« € (0,1). Entdo, eziste constante Q5 > 0 dependendo apenas de
M,J,q,Q1,Q2,Q3,Q4 e a tal que: se f € C** ¢ € C°(M) e A > 0 satisfazem (w +
dd°¢)" = Aefw™ e

[fllcza< @1, |9llco< Q2, [|dd°¢llco< Q3 € [|[Vdd ol co< Qu, (3.16)
entio ¢ € CO(M) e ||¢|lcs«< Q5. Ainda mais, se f € C™, entio ¢ € C*™.

Teorema 3.6. Seja (M, J,g,w) uma variedade de Kdihler compacta e sem bordo. Fize
a € (0,1) e suponha que f' € C**(M),¢' € C>*(M) e A’ > 0 satisfacam as equacies

/ ddpy =0 e (w+ ddg)” = Alel W (3.17)
M

Entdo, sempre que f € C**(M) e ||f — f'|lcse for pequeno o bastante, existe ¢ € C>*(M)
e A >0 tal que

/ pdpy, =0 e (w+ dd°¢)™ = Aelw". (3.18)
M

Em posse destas estimativas, utilizemos uma abordagem classica para solugao
de equagoes diferenciais parciais elipticas conhecida como método de continuidade. A
ideia é construir uma familia a 1-parametro de equagoes diferenciais indexadas em [0, 1] de

modo que a equacao no parametro 1 é a que desejamos resolver a equagao no parametro
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0 ja tem solucao garantida, possivelmente a trivial. Depois da definicao daremos mais
detalhes.

Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kéhler compacta e sem bordo. Fixe a € (0, 1)
e considere f € C**(M). Defina

S:={tecl0,1]: 3¢, € C>*(M) : / Grdpg =0e Ay >0: (w+dde)" = Aefw}.
M

Note que se t =0 entdao Ay =1e ¢ =0 € S, de onde S é nao vazio. Vamos mostrar que
S é fechado, utilizando os Teoremas 3.4 e 3.5, e aberto, utilizando o Teorema 3.6. Neste

caso, S = [0,1] e a equagao para t = 1 tera solugao, como queriamos.

Teorema 3.7. O conjunto S € aberto e fechado.

Demonstragio. S é fechado em [0, 1]. Tome ¢ € S. Entdo, existe uma sequéncia {t;} C S

tal que t; — t. Mostremos que t € S. Pela definigao de S segue que para cada j € N existe
by, = @5 € C>*(M) tal que / ¢jdp, = 0 e A; tal que (w+ dd°¢;)" = Ajetjfw". Seja
Q1 := ||fllcs.« e sejam @Qa, Qs, 54 como no Teorema 3.4 e seja Q5 como no Torema 3.5
(esta ultima dependendo de @1, @2, Q3 € Q).

Como t; € [0, 1], entao ||t; f]|cs.« < Q1. Dai, podemos aplicar os Teoremas 3.4 e
3.5 para ¢; no lugar de ¢ e t; f no lugar de f. Desta maneira, ||¢;||co< Q2, [|[dd°¢;]|co< Q3
e ||Vdd¢;|lco< Qu, para cada j. Dai, do teorema 3.5 temos que ||¢;|/cs.o< @5 para
cada j. Entdo {¢;} é uma sequéncia de fungdes limitadas em C**(M). Pelo Teorema de
Kondrakov A.2 segue que a inclusdao C>* — C® é compacta, de onde existe subsequéncia

{¢;, } convergente em C°(M). Chamemos o limite desta sequéncia de ¢.
Definimos 0 < A := lilgn A, . Desta maneira, 0 = lillgn{ (Ajk/ etjkfdug)} =
M

A/ e dyu,. Ainda mais, como C*(M) C C?*(M), entdo {¢;, } converge para ¢ em C?(M),
M
de onde

lm{(w + dd°gy, )" = A e} = {(w+ dd¢)" = Acfu").

Por fim, ¢ satisfaz as hipoteses do Teorema 3.4, consequentemente do Teorema
3.5, de onde segue que t € S, e portanto S é fechado.

S é aberto em [0, 1]. Tome ¢ € S. Entao, pela definigdo de S segue que existe
¢ € C>*(M) tal que / ¢du, =0 e A >0 tal que (w+ dd°¢) = Ae'’w™. Seja t’ > 0 tal
que [t —H|[| fllcz.a (M) é/[eja pequena o bastante para satisfazer as hipoteses do Teorema,
3.6. Entdo, existe ¢/ € C>*(M) e A > 0 tais que

/ duy, =0 e (w+dd¢)" = At
M

Ora, entao t' € S e em particular, S contém uma vizinhanca pequena contendo ¢ e ', onde

segue que S é aberto. |
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Antes de concluir a prova do Teorema de Calabi-Yau, precisamos garantir que

(w+ dd°¢) é uma (1, 1)-forma real positiva. Provemos o seguinte lema:

Lema 3.1. Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kihler compacta e conexa. Seja f € C°(M)

e defina A/ eldu, = V,(M). Suponha que ¢ € C*(M) satisfaga (w + dd°¢p)" = Aelw"
M

em M, Entao w + dd°¢ € uma (1,1)-forma positiva.

Demonstracao. Lembrando que se 9,5 representa a matriz hermitiana associada a métrica
g, entao w + dd°¢ é representada em coordenadas locais holomorfas por g;% = g5+ 0;0¢.
Ainda mais, para cada ponto p € M temos que det gﬁ(p) > 0, ja que g é uma métrica, logo
é positiva definida em cada ponto. Definindo 9;% = g, + 0;05¢ localmente, temos que g;%
define uma matriz que tem determinante positivo em cada ponto ja que (w+dd)" = Aefw™
e w" é uma 2n-forma positiva. Dai, segue que os autovalores de 9;% sao nao nulos. Se
mostrarmos que em pelo menos um ponto p € M estes sao positivos, entao pela continuidade
dos seus autovalores e pela conexidade de M seguira que g;E tem seus autovalores positivos

em todo ponto, de onde (w 4 dd°¢p) define uma (1, 1)-forma positiva.

Como M é compacta, entao ¢ tem um ponto de minimo p € M. Neste ponto
temos que 9;0¢4(p) > 0 e ainda, g;z(p) > 0, de onde segue que neste ponto os autovalores

de ¢'- sao positivos, e o resultado segue. |
gk ’

Demonstracao do Teorema 3.2. O Teorema 3.7 garante a existéncia de ¢ solugao para o
problema, que pelo Teorema 3.5 é suave se f for suave. O Lema 3.1 garante que w + dd¢
¢ positiva, de onde pode-se abstrair uma métrica associada a esta (1, 1)-forma. Por fim, o

Teorema 3.3 garante a unicidade de ¢. |

3.3 Variedades com Holonomia contida ou igual a SU(n)

Esta secao segue de perto as referéncias [Joy00] e [Yau77].

Seja (M*",J, g,w) uma variedade Kihler compacta. Considere o fibrado tan-
gente holomorfo (T'M, J), que pode ser identificado com T'M; 5. Tomemos a (n, 0)-ésima
poténcia exterior do fibrado TM"? que é dual a T M, . Isto é, considere o fibrado de linha
APOT A0 Este ¢ o fibrado cujas secoes sao (n, 0)-formas, ou ainda, n-formas holomorfas.
Uma pergunta natural sobre este fibrado é sobre a admissao de uma se¢ao suave global.
Denotemos por conveniéncia Ky := A™OT M. vamos determinar sob que condicgoes este

fibrado admite uma segao suave global, isto é, sob quais condigoes este fibrado é trivial.

Para cada ponto p € M podemos considerar um sistema de coordenadas
holomorfo e definir a n-forma dz' A ... A dz". Em variedades Kihler, dado que V.J = 0,
Vw =0e Vg =0, a holonomia de g é subgrupo de U(n). Suponha que consigamos reduzir

esta holonomia para SU(n). Neste caso, a (n,0)-forma dz' A ... A dz" fica invariante pela
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representacao de holonomia. Dai, pelo Teorema 1.2 existe tinica extensao dz' A ... A dz"
para uma (n,0)-forma global €2, de onde K, é trivial. Por outro lado, se existe uma
(n,0)-forma global em M tal que VQ = 0, entao a holonomia de g, pelo mesmo teorema, é
subgrupo de SU(n). Entao, toda variedade Kahler compacta (M", J, g,w) com holonomia,

contida em SU(n) apresenta K, trivial.

Provamos ainda que:

Teorema 3.8. Seja (M*",.J,g,w) uma variedade de Kdihler compacta. Entdo, Hol’(g) C
SU(n) se, e somente se, a forma de Ricci p associada & métrica g € nula. Ou seja, M

tem curvatura de Ricci nula.

Demonstragio. Sendo Ky := A™OTM0, a conexdo V em TM induz uma conexao
VE em K);. Ainda mais, se VX for compativel com a métrica de Kj; induzida por g,
entdo o grupo de holonomia de V* (aqui confundimos a holonomia da conexdo em K,
com a da métrica em K;) é subconjunto de U(1). Considerando o mapa determinante,
det : U(n) — U(1), temos que Hol’(V*) = det(Hol’(V)), onde V é a conexao de Levi-
Civita em (M, g). Dai, temos que Hol’(V¥) = {1} se, e somente se, Hol’(V) C SU(n).
Mas note que pelo Corolario 1.2 Hol’(V¥) = {1} se, e somente se, o tensor de curvatura

de Ky, é nulo.

Como a forma de Ricci p da métrica g é o tensor curvatura de K, entao p =0
e M tem curvatura de Ricci nula se, e somente se, Hol’(g) € SU(n), entdo o resultado

esta provado. [ |

Definigao 3.1. Uma variedade de Kdhler (M, J, g,w) compacta tal que Hol(g) = SU(n)

é chamada de variedade de Calabi- Yau.

Antes de dizer mais sobre estas variedades, vejamos alguma consequéncia do

Teorema de Calabi-Yau.

Seja (M, J) uma variedade complexa compacta admitindo métricas Kahler. Se
g ¢ uma métrica Kéahler em M, entao a forma de Kéhler w associada & métrica g é uma
2-forma real e fechada, e portanto, define uma classe de cohomologia [w] € H3z(M,R)
chamada classe de Kihler, que é um invariante topologico associado a g. Como w é
também uma (1, 1)-forma, [w] pertence a intersecio H"'(M) N H3z(M,R), se pensarmos
em Hip(M,R) e H"'(M) como subespacos vetoriais de Hip(M, C).

Definigao 3.2. O cone de Kdhler K de M ¢é o conjunto de todas as classes de Kdhler

em M. Este ¢ um subconjunto convexo e aberto em H"'(M) N Hiz(M,R).

Teorema 3.9. Seja (M, J) uma variedade complexa compacta admitindo métricas de

Kihler e tal que c1(M) = 0. Entao, existe uma unica métrica de Kdhler com curvatura de
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Ricci nula em M para cada classe de Kihler em M. Ou seja, a familia de métricas Kihler

com curvatura de Ricci nula em M € isomorfa ao cone de Kdahler K em M.

Demonstragao. Supondo que (M, J) admita métricas de Kéhler e que ¢;(M) = 0, entao
dada uma métrica de Kahler g com forma de Kéahler w em M, temos que sua forma de Ricci
p é cohomologa a forma de Ricci nula, isto é, [p] = [0]. Assim, pelo Teorema de Calabi-Yau,
existe uma tinica métrica de Kéhler ¢’ em M com forma de Ricci w’ cohomologa a w e tal
que sua forma de Ricci p’ é nula, isto ¢, a métrica ¢’ tem curvatura de Ricci nula. Isto
prova que existe uma injecao do cone de Kéahler nas métricas Kahler com curvatura de
Ricci nula. Mas como cada métrica Kéhler com curvatura de Ricci nula naturalmente

define um elemento no cone de Kéhler, temos a sobrejetividade garantida, de onde segue o

afirmado. [ |

O seguinte teorema fornece uma importante caracterizacao de variedades Kéhler

com primeira classe de Chern nula.

Teorema 3.10. Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kihler compacta. Entao, sao equiva-

lentes:

1. Cl(M) = 0,
2. M admite uma métrica de Kdhler com curvatura de Ricci nula,

3. M admite métrica de Kihler h tal que Hol’(h) C SU(n).

Demonstragao. Se ¢;(M) = 0 = M admite métrica de Kéhler com curvatura de Ricci

nula: segue imediatamente do Teorema 3.9.

Se M admite métrica de Kihler h com curvatura de Ricci nula entdo Hol”(h) C

SU(n): segue imediatamente do Teorema 3.8.

Se M admite métrica de Kihler h tal que Hol’(h) C SU(n), entdo ¢;(M) = 0:
de fato, considere a conexdo de Levi-Civita associada a h. Note que como Hol’(k) C SU(n),
entao pelo teorema 3.8 temos que a forma de Ricci p desta conexao, que coincide com a
conexao de Chern do fibrado holomorfo hermitiano associado a h, é nula. Como p define a

primeira classe de Chern de M, que independe da conexao, entao ci(M) = 0. |

Corolario 3.1. Caracterizagao de variedades de Calabi- Yau.

Demonstracao. Se usarmos a lista de Berger vemos que se conseguirmos exibir uma métrica
g irredutivel e nao simétrica com forma de Ricci nula em uma variedade simplesmente
conexa de dimensao complexa impar, entdo esta variedade sera tal que Hol(g) = SU(n =
2k + 1). Estes sao exemplodes de variedades de Calabi-Yau. |
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O proximo resultado faz uso da formula de Weitzenbock e sera apenas
enunciado com referéncia para a prova. A importancia desta proposicao reside no fato de
que tensores constantes em uma variedade munida de métrica e conexao sao determinados
pelo grupo de cohomologia de Dolbeault da métrica/conexao. Em suma, este resultado
diz que em variedades Kéhler compactas e com curvatura de Ricci nula, as (r,0)-formas

fechadas sao exatamente os tensores fixados pelo grupo de holonomia da métrica de Kéahler.

Proposicao 3.1. Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kihler compacta e com curvatura
de Ricci nula. Seja € € H™°(M). Se V € a conexdo de Levi-Civita de M, entdo V& = 0.
Reciprocamente, se & € uma (r,0)-forma em M tal que V& =0, entao d§ = 0. Ou seja, o
espago das (r,0)-formas fechadas em M é isomorfo ao espago das (r,0)-formas constantes
em M.

Demonstragao. Consulte [Joy00, Pagina 125, Proposition 6.2.4]. |

Com este resultado em maos, se escolhermos r = n, entao temos:

Teorema 3.11. Seja (M, J, g,w) uma variedade de Kdhler compacta com curvatura de

Ricci nula. Entao, Hol(g) C SU(n) se, e somente se, Ky € trivial.

Demonstragao. Se Hol(g) C SU(n) mostramos no comego da se¢ao que Ky ¢ um fibrado
de linha que admite secao global, de onde é trivial. Por outro lado, se Kj; é trivial,
entdo existe uma (n,0)-forma global ( em M, a qual chamamos de forma de volume
holomorfa. Note que d{ = 0. Assumindo que g tenha curvatura de Ricci nula, pela
Proposicao 3.1 temos que V{ = 0. Assim, ( é fixada pelo grupo de holonomia de g, de
onde Hol(g) C SU(n). [

Podemos usar a Proposi¢ao 3.1 para entender os nimeros de Hodge de variedades
de Calabi-Yau. Como variedades de Calabi-Yau tem holonomia igual a SU(n), e as unicas

(r,0)-formas fixadas por SU(n) séo as (n,0)-formas e as O-formas, entao concluimos que
O =pm0 =90 =1, 0 =0, 1 <r <n. (3.19)

Teorema 3.12. Seja (M, J, g,w) uma variedade de Calabi-Yau de dimensao complexa

n > 3. Entao, M € projetiva. Ou seja, (M, J) € uma variedade algébrica isomorfa a uma
subvariedade de CP".

Ideia da prova. Note que como n > 3, entdo v*° = v°? = 0. Entdo, H"'(M) = H3z(M,C).
Ainda mais, H"' (M) N H3,(M,R) = H3,(M,R). Em particular, o cone de Kéhler K de M
é subconjunto aberto e convexo de Hi,(M,R). Como Hin(M,Q) é denso em Hip(M,R),
entdo Hin(M,Q) é denso em K. Dai, K N Hiz(M,Q) é ndo vazio.
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Podemos portanto escolher o € K N H, gR(M ,Q) um inteiro positivo k tal que
ka € Hip(M, 7). Assim, ka € K, porque K é um cone. Portanto, existe uma (1, 1)-forma
real positiva (3 tal que [3] = ka. O resultado segue ao utilizar teoria de fibrados holomorfos
para mostrar que existe um fibrado de linha L sobre M tal que ¢1(M) = ka. Assim, como
ko & positivo, segue do teorema de Kodaira que existe um mergulho de M em CPY. O
Teorema de Chow garante que qualquer subvariedade de CPY ¢ algébrica, o que conclui o

resultado. (Veja os Teoremas citados em [Joy00].) |
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Capitulo 4

Fluxos de Ricci

4.1 Conteudo e objetivos deste capitulo

J& discutimos nesta dissertacao o conceito de variedades de Einstein. Vejamos

como motivar o problema do fluxo de Ricci através deste tipo de variedade.

Na década de 80, o matemaético Richard Hamilton estava interessado no pro-
blema da conjectura de Poincaré , que essencialmente trata sobre decidir se toda 3-variedade
simplesmente conexa e fechada é ou ndo homeomorfa a esfera padrdo, S°. Hamilton,
baseando-se nos trabalhos de Eells e Sampson acerca de mapas harmoénicos, conjecturou
que dada certa plausibilidade da veracidade da conjectura, toda 3-variedade com curvatura
de Ricci positiva deveria possuir uma métrica de curvatura seccional constante. De fato,
Hamilton pensou que poderia deformar essa métrica de acordo com um fluxo gradiente
associado a determinado funcional, de modo que a equacao de evolugao associada tivesse
como meétrica limite uma métrica de Einstein com curvatura escalar constante e positiva.
Seguiria portanto (como vimos no Teorema 1.6) que esta seria uma métrica para qual a

variedade possuiria curvatura seccional constante.

Como as equagoes de campo de Einstein motivam a existéncia de variedades
de Einstein, é natural tomar como funcional candidato para evolugao o funcional de

Hilbert-Einstein, agindo no espago das métricas riemannianas em uma variedade fixada,

Fl(g) = /AJSdu(g),

onde S é a curvatura escalar de g.

Usando formulas de variagao para S e du(g) conclui-se que

% t:o]:(g +th) = /Mg(—2 Ric(g) + 297 h)du(g).

Portanto, a equacao de evolugao procurada para métrica seria
g

5 (t) = —2Ric(g) + Q%g. (4.1)
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No entanto, esta equagao implica numa evolugao ruim para a curvatura escalar.
De fato, a equagao de evolugao da curvatura escalar é uma equacao do calor do tipo
backward, e ndo se experaria portanto existéncia de solugao para a equacao (4.1) em

tempo curto.

Como o problema se da pela evolucao da curvatura escalar, pode-se considerar
a média desta funcao por toda M, a qual denotamos por r := / Sdu(g)// du(g), e
M M

tentar resolver a equagao de evolugao

dg r
—(t) = —2Ric(g) + 2—g. 4.2
5 () (9) +2-9g (4.2)
Esta equacao sim é satisfatoria para os propositos de Hamilton (veja [Ham82]),
e é conhecida como fluxo de Ricci normalizado. A equagao geral do fluxo de Ricci nao
r
contém o termo 2—g, sendo simplesmente
n
dg
— = —2Ric(g).
Y (9)
A equagao do fluxo de Ricci normalizado evita fatos indesejados que sao
comuns no fluxo de Ricci, como colpaso de variedades em tempo finito. Por exemplo, se

considerarmos a esfera padrao S™ com a métrica redonda gy, entao dada a familia de

métricas g(t) = r*(t)go, como Ric(g(t)) = Ric(go), procuramos solugao do tipo
(2rr')(t)go = —2Ric(go0) = —2(n — 1)go, (4.3)

ja que Ric(go) = (n — 1)go. Desta forma,

rr'(t) = —(n—1), (4.4)
ou seja,
r(t) = —2(n — 1)t + 1, (4.5)
r(t) =+/—2(n — Dt +1, (4.6)
de onde
g(t) = A/—2(n — 1)t + 1gj, (4.7)
que colapsa para t = ﬁ

Hamilton tinha esperancas de formular essa equagao como o gradiente de
algum funcional, mas nao obteve sucesso. Em verdade, Robert Bryant mostra que nao é
possivel associar essa equacio como fluxo gradiente se considerar a norma L>-habitual no
espago das métricas riemannianas. Felizmente, [Per(2| apresenta uma formulagao como

gradiente de um determinado funcional para o fluxo de Ricci, e seguindo as ideias que
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Hamilton tentara sem sucesso, prova a conjectura de Poincaré, numa sequéncia de mais
dois artigos |Per03a|, [Per03b].

Neste capitulo estudaremos os resultados mais classicos da teoria referente a
esta equacao, como existéncia em tempo curto, blow up da norma do tensor curvatura de
Riemann e como alguns tensores evoluem segundo o fluxo. O principal objetivo é adquirir
familiarizagao com este tipo de fluxo para poder trabalhar em detalhes no caso complexo,
onde buscamos condigoes para obter métricas Kéler-Einstein em variedades compactas.
Veremos que a ideia de Hamilton é copiada de forma satisfatoria no caso complexo,

implicando em uma demonstragao bastante simples para o Teorema de Calabi-Yau.

4.2 Exemplo pratico de fluxos de Ricci

Aqui daremos um exemplo da aplicagao do fluxo de Ricci no contexto homogéneo.
Isso serviré para ganhar familiaridade com a aplicacao dessa equagao. A referéncia base
é [San12|. A ideia sera tentar generalizar a ideia de como, no contexto de grupos de Lie,
podemos tornar o tensor de Ricci globalmente diagonal, e a partir dai, estudar o fluxo de

Ricci da familia de métricas de Berger, definida na Secao de Exemplos do Capitulo 1.

4.2.1 Fluxos de Ricci como um sistema de EDO’s

Seja G um grupo de Lie de dimensao 3 e denote por g sua algebra de Lie.
Sabidamente, existe uma bijecao entre métricas invariantes a esquerda em G e produto
internos ad-invariantes em g. Entao, o conjunto das métricas invariantes a esquerda em G
pode ser identificado com o conjunto das matrizes simétricas vistas como endomorfismos
de g. Em particular, para cada métrica inicial gy em G, o fluxo de Ricci define uma curva
g(t) no espago das matrizes simétricas S,, € End(g). Naturzzlment)e, isto ja implica numa

n(n+1

redugao no nimero de equagoes associadas ao fluxo para —

A ideia sera considerar um referencial apropriado para g que permita diago-
nalizar o fluxo. Para tanto, tome um referencial F; invariante a esquerda em G, isto é,
considere uma base apropriada para a algebra de Lie g. Definimos as constantes de

estrutura por
3
[Ei, Ej] =) kB (4.8)
k=1
A representacao adjunta é entao definida por

ad(V)(W) = [V, W]. (4.9)

Assumindo que o referencial {F;} é ortonormal, as constantes cfj sao determi-

nadas por
k. = ([Ei, Ej], Ex). (4.10)
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Definimos um endomorfismos C' em g identificando

E1 — [EQ, Eg], (411)
E2 — [Eg, El], (412)
E3 — [El, EQ], (413)

o que faz com que as entradas da matriz C' sejam as constantes de estrutura cfj

Com a hipétese que o grupo de Lie G seja conexo e que trad(V) =0, VV € g,
a matriz C serd auto-adjunta. Assim, C' serd diagonalizavel por base ortonormal de

autovetores.

Entretanto, abriremos mao da ortonormalidade e pediremos que C' seja escrita

como
200 0

C=10 2u 0|, (4.14)
0O 0 2w

onde A < p < v, \,u,v € {—1,0,1}. O referencial que promove essa decomposi¢ao é

chamado de referencial de Milnor.

Se denotarmos por {F;} o referencial de Milnor e por {n'} seu referencial dual,

entao o produto interno ad-invariant em g é escrito como
g=An'@n' + Bt en® +Cn @nd. (4.15)

Ainda mais, no contexto invariante, a conexao de Levi-Civita associada & métrica g (que

confundiremos toda hora com o produto interno ad-invariante) é dada por
1
VxY = 5 {[X,Y] = (adX)'Y — (adY)* X}, (4.16)

e vale que

de onde o tensor de Ricci é diagonal e o fluxo de Ricci se reduz a um sistema de 3 equagoes.

4.2.2 Fluxo de Ricci na esfera de Berger

Mais geralmente ao que fizemos no Capitulo 1, considere uma familia de métricas

escritas no referencial dual a um referencial de Milnor em SU(2) = S* dada por
g =eAw' @ w? + Bw? @ w? + Cw® ® W, (4.18)

onde € € (0, 1].

Isto é equivalente, num grupo conexo, ao grupo ser unimodular.
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Observacao 4.1. Observe que diferentemente do Capitulo 1, o pardmetro aqui ndao €

denotado por A\, e sim por €, dado que usamos a letra A com outro significado nesta se¢ao.

Com célculos similares ao que fizemos no Capitulo 1, concluimos que as com-

ponentes do tensor de Ricci no referencial {F}, Fy, F3} séo:

Ric(E;) = Bic (eA)? — (B - C)*}, (4.19)
Ric(E,) = % {B*— (eA-C)*}, (4.20)
Ric(Fy) = 1 {C7 — (eA — B)*}. (4.21)

Assim, considerando A = A(t), B = B(t),C = C(t), a equagao do fluxo de Ricci fica
determinada e dependente de € € (0, 1].

Proposicao 4.1. Para qualquer € > 0 e qualquer escolha de dado inicial Ay, By, Cy > 0,

existe uma solugao do fluzo de Ricci em SU(2) em um tempo mdzximo T, < oc.

Demonstragao. Veja [San12, Pagina 20, Capitulo 3, Proposition 3.2.1]. |

4.3 Evolugoes e estimativas

Nesta subsecao obteremos estimativas para o comportamento da curvatura

escalar segundo o fluxo de Ricci, do volume da variedade e da norma do tensor de Riemann.

Chamaremos de tensor de Riemann a aplicagdo R : (X,Y, 7)) — R(X,Y)Z =
—VxVyZ+VyVxZ+V|xy)Z e de tensor curvatura de Riemann o tensor Rm(X, Y, Z, W) :=
g(R(X,Y)Z,W).

Proposigao 4.2. Faga Ric = Ric(t) denotar o tensor de Ricci associado a métrica g(t) no
instante t, Rm = Rm(t) denotar o tensor de curvatura Riemann associado a métrica g(t)
no instant t, S = S(t) denotar a curvatura escalar associada ¢ métrica g(t) no instante t,
du(g) = du(g:) denotar a forma de volume associada a métrica g(t) no instante t e V()

denotar o volume da variedade M associado a métrica g(t) no instante t.

Entao, as sequintes formulas sao verdadeiras:

1. %S:2AS+21Ric]2,
0

. —dp=—Sd

2 57 Sdp,
AV

3. — =— [ Sdu.
dt /M a

)
4. §|Rm|2: 2|V Rm|*+2¢g(Rm, ARm), onde Rm(X,Y, Z, W) = g(R(X,Y)Z, W),
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0
5. §|Rm|2§ A|Rm|*—2|V Rm|*+C|Rm|*, onde C' é uma constante que depende s6 da

dimensao de M.

Observagao 4.2. Para prova destas formulas consulte [Top06, Capitulo 2]. Apresentamos
apenas uma ideia da técnica para este tipo de cdlculo.
Para a primeira equacao, por exemplo, note que S = ginl-j, onde g e R;;

dependem do tempo. Assim, lembre que

gijgjk = 5zk (4.22)
Portanto,
0 .. 0
—q"g; Y —gir, = 0. 4.23
0
Logo, como —2R;, = Egj’“ obtemos
9 i — 99k i R (4.24)
8tg = 29" 9" k. .
Portanto,
9SS  0g¥ OR;;
— =2 R, Ky 4.25
ot o T Ty (4.25)
o OR;;
= 29" ¢"*RyjR;), + g 815]’ (4.26)
OR;;
= 2\Ric\2+g”a—tj. (4.27)

A ideia agora € usar que R;; = gkleiﬂ e a expressao de Ry;; em termos dos
simbolos de Christofell. Para tanto, € importante saber como os simbolos evoluem. Isto é

obtido a partir da formula,

= %gim (Gmkg + Gmik — Grim) (4.28)
lembrando que
OtGmk, = Gmkt = Gkl (4.29)
onde .
Gmk it = 895—/(;15 (4.30)

0
Adiantamos que se denotarmos por h := a—i, entao a formula para a evolug¢ao dos simbolos

¢ dada por:

%r;; = %gkl ((V;h)(8;,0) + (Vih)(8;,0) — (Vih)(8;, Y)) - (4.31)

O seguinte Lema serd importante para obtermos estimativas para evolugao
de grandezas com valores em R, como a curvatura escalar, volume e norma do tensor de

Riemann de acordo com o fluxo de Ricci.
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Lema 4.1 (Principio do méximo fraco para escalares). Sejam M uma variedade fechada
ete0,T) (0<T < o) tal que g(t) é uma familia de métricas riemannianas, X (t) é
uma familia de campos de vetores suaves em M. Seja F: R x [0,T) — R e suponha que
u€ C®(M x[0,T),R) satisfaz

du
ot
Seja ¢ : [0,T) — R solugao de

< Ay + g(X (1), V) + F(u,t). (4.32)

do B
) )

»(0) =a eR.

Se u(-,0) < a, entdo u(-,t) < ¢(t) para todo t € [0,T).

Demonstragao. Pode ser vista em [Top06, Capitulo 3, Pagina 44, Theorem 3.1.1.]. |
Observagao 4.3. O Lema 4.1 € também verdadeiro revertendo todas as desigualdades.

Teorema 4.1 (Evolugao da curvatura escalar). Suponha que g(t) seja um fluxo de Ricci
em uma variedade fechada, com t € [0,T). Se S > o em t =0, entao para todo t € [0,T),
a
S>> —. 4.34
@) .
2
Demonstragio. Note que do item 1 da Proposicdo 4.2 e também do fato que |Ric|*> —,
onde n é a dimensao de M, podemos utilizar o Lema 4.1 com todas as desigualdades

2
invertidas tomando v = S, X =0 e F(r,t) = —r% Neste caso
n
a
=—
A
[

Corolario 4.1. Suponha que g(t) seja um fluzo de Ricci em uma variedade fechada M
para todo t € [0,T). Se S>a €R emt =0, entao S > « para todo t € [0,T).

Corolario 4.2. Curvatura escalar positiva (ou ndo negativa) € preservada pelo fluxo de
Ricca.

Corolario 4.3. Suponha que g(t) seja um fluxo de Ricci em M para todo t € [0,T). Se
S>a>0emt=0, ent&oTSi.

2a

Demonstracao. Como
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e o > (0 teremos
de onde

n n
Assim, o tempo méaximo permitido é T' < —. Note que para T = % o fluxo desenvolve
Q

uma singularidade (caso nao tenha desenvolvido antes). |

Corolario 4.4. Suponha que g(t) seja um fluro de Ricci em uma variedade fechada M
para todo t € [0,T). Se em em t = 0 valer S > 0, entdo o volume V(t) de M é nao

crescente.

Demonstragao. Pelo item 3 da Proposicao 4.2 temos que

dv
v / Sdp.
dt M
Se em t = 0 tivermos S > 0, entao pelo Corolario 4.2 vale que S > 0 para todo t. Assim,
- [ sduzo
M
de onde
ad <0
dt —

Corolario 4.5. Suponha que g(t) seja um fluro de Ricci em uma variedade fechada M

para todo t € [0,T). Se em t =0 tivermos o := iJl\}fS < 0, entao

2(—a)t)n/2'

V(t) < v<o>(1 + =

(4.35)

Demonstracgao.

el ] = e (0 529)

_1dv (—a) 1

— /Sd +—
TV Ty v T ey

n

— Sd :/—Sdg—infS/d:—infSV.
[ siu= [ —sau<(-ings) [ dn=(-igts)

b

(1+222)

< -
< 1j\n4fS—|— 1+2(;a)t <
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Como log é uma funcgao crescente obtemos que

%log[(l : ﬁt)”/“’] -
n
entao, ; v
t
dt (1 N 2(—a)t>n/2 <0,
de onde i

40
<1 n 2(;04) t> n/2

é uma funcgao decrescente. Assim,

0 <),
<1 + 2(_a>t>n/2

n

o que conclui o afirmado. [ |

Corolario 4.6. Se o fluxo de Ricci estd definido em [0,00), entao o limite

o V(t)
V= tllglo 2(—a) \/2’
(1 n —t>

n

(4.36)

existe.

Demonstracao. Note que do corolario anterior essa quantidade é limitada e tanto divisor

como dividendo sao fungoes mondtonas. [

Curvatura escalar é uma dentre as curvaturas que tem positividade preservada
pelo fluxo de Ricci. Um importante resultado devido a Hamilton, é que em dimensao 3
(ndo necessariamente acontece em outras dimensoes), curvatura de Ricci positiva continua

positiva. Para maiores detalhes consulte [Ham82, Pagina 280, Corollary 9.2.|.

Teorema 4.2. Suponha que g(t) seja um fluro de Ricci em uma variedade fechada M
para todo t € [0,T) e tal que em t = 0 tenhamos |[Rm|< K. Entdo, para todo t € [0,T)

Ruf< —
11

. 4.37
LCKt (4.37)

Demonstracao. Note que usando o item 5 na Proposicao 4.2 conseguimos que

0
§|Rm|2§ A|Rm|*+C|Rm|?.
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Se escolhermos u = |[Rm|?, X =0, F(r,t) = Cr¥? e a = K?, entdo, utilizando o Lema 4.1

e que

é solucao de

o resultado segue. |

4.4 Existéncia e unicidade de solugao para o Fluxo de Ricci

A existéncia de solucao global para problemas de EDP depende da topologia do
espaco. Em geometria riemanniana, a topologia esta intimamente relacionada a geometria,
uma vez que a primeira fornece obstrugoes para existéncia de métricas de tipos arbitrarios
no espago. Entretanto, assim como as equagoes das geodésicas e de campos de Jacobi em
uma variedade riemanniana, para garantir a boa colocacao da equacao, é necessario que se
consiga pelo menos solugao em tempo curto sobe hipoteses minimas, como compacidade.
Buscamos nesta secao fornecer a prova para existéncia em tempo curto do fluxo de Ricci
em variedades riemannianas fechadas e analisar o comportamento da solugao quando esta

nao existe para todo tempo.

Para a solucao em tempo curto, a ideia é construir uma equacao analoga a
do fluxo de Ricci, que nao é uma EDP parabélica, de forma que a equagao analoga
seja parabolica. Utilizando entao de teoremas de existéncia para este tipo de equacao, e
difeomorfismos na variedade, construiremos uma solucao para o fluxo de Ricci. Tal método
¢é conhecido como DeTurck trick e fornece uma alternativa a forma encontrada por
Hamilton, que inicialmente utilizava Teorema da fungao implicita de Nash-Moser,
e foi feito apenas para dimensao 3 em [Ham82, Pagina 262, Theorem 4.2.]. Na forma que
apresentaremos nao ha restrigoes quanto a dimensao, e o procedimento ¢é inspirado no

estudo de mapas harmonicos.
A demonstragao que apresentaremos é baseada em |Brel0O, Capitulo 2].

Sejam (M, g) e (N, h) variedades riemannianas fechadas. Um mapa harmo-
nico em M é uma aplicagao f : (M, g) — (M, h) que é ponto critico do funcional de
Dirichlet

E(f) = /M \df 2dp, (4.38)

onde du, = \/gdz' A ... Adx", com g := det(g;;) e ||-|| ¢ a norma induzida no fibrado
T"M ® f*(TN).

Mostra-se que f ¢ um mapa harmoénico se, e somente se, try Vdf = 0, onde
V é a conexao induzida em TM ® f*(T'N). Neste contexto, se f : (M,g) — (N,h) é
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qualquer mapa, definimos um operador de Laplace por
Agpf = try Vdf. (4.39)
Lema 4.2. Nas condigoes anteriores, se ¢ é um difeomorfismo da variedade M, entdo

(Ape).nf 0 0)(0) = (Bgnf)(0(p) € Ty N, ¥V p € M. (4.40)

Demonstragao. Veja [Brel0, Pagina 17, Lemma 2.3]. [

Fixe (M, h) uma variedade riemanniana fechada. Chamamos h de métrica
de referéncia. Suponha que g(t),t € [0,7) é uma familia a um parametro de métricas

riemannianas em M. Dizemos que § é solugao do fluxo de Ricci-DeTurck se g satisfaz

0
5:9(t) = —2Ricg(t) — Leg(t), (4.41)
onde £ denota a derivada de Lie, Ric j(t) o tensor de Ricci da métrica g e § = Ay nl,

com [ o difeomorfismo identidade.

Derivemos uma expressao para &. Tome (z') carta local em M. Utilizaremos

extensivamente a convenc¢ao de soma de Einstein. Temos que dI = dx' ® J;, onde 0; =
e Se denotarmos V a conexao riemanniana associada a g, com t fixo e V a conexao
x

riemanniana associada & métrica h e por conexao D em T*"M ® T'M temos que D =
V®14+1®V,onde 1 ¢ a aplicacio identidade entre secdes. Dai,
D(dI) = (Vda') ® 0; + dz’ @ (V). (4.42)

Utilizando que Ajj ¢ um traco, teremos:

Agnf = G (DydI)(), (4.43)
= 5" ((Vida") (@), + dz*()(V4D)) ) (4.44)
= 3 (T80 + 6T,y ) (4.45)
= g™ (T}, — T4, (4.46)

onde a ultima igualdade segue de um rearranjo de indices.

Concluimos portanto que para t fixo & = §**(I',, — I'},)d;, onde I' denota os

simbolos de Christoffel na métrica h e conexio V e I’ denota os simbolos para § e V.

Utilizando as expressoes para os simbolos de Christoffel em termos das métricas

g e h obtemos que

1 ., .
£ = _§§’k§ﬂ(8i§jk + OkGij — 0;0ir)0; + termos de ordem menor.
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Utilizando que a conexao Vé compativel com a métrica teremos que
Le(Gudr? @ da') = ¢[gi)da’ @ dat + gi(Ledr’) @ dat + gudr! @ (ngxl),

e do fato que
Leda? = 0;¢7da’,

Ledr' = 0, da’,
concluimos que
Le(Gpda’ @ da') = E[gp)da? @ da' + g;10,8 da’ @ da' + g0, da? ® d'.
Disso vemos que os termos de mais alta ordem sao
gjlaigjdxi ® dat + gjl@{ldxj ® dz'.
Dai,
Leg = —gi’“(aialgjk + 0;0kGa — 0;00Gix,)dz? ® dx' + termos de menor ordem.
Como em coordenadas locais
Ricg = —%gik(&»@kgjl — 0,0G;k — 0;0kGat + 0;019ix)dr? @ dz! + termos de ordem menor,
obtemos

—2Ric§ — L¢(§) = §%0:0kGjdr’ ® dr' + termos de ordem menor.

Como estamos interessados em verificar que a equacgao de Ricci-Deturck é
parabolica precisamos olhar para a linearizagao do operador —2 Ric —L¢, agindo no espacgo
das formas bilineares simétricas e positivas definidos, verificando que seu simbolo define
um isomorfismo (veja no apéndice uma discussao sobre operadores diferenciais, stmbolos e
operadores elipticos). Como lineariza¢ao nao altera a ordem, basta olharmos para o termo

de mais alta ordem. Fixemos uma métrica qualquer h. Entao,

{(ﬁzk + sglk)aﬁk(ﬁ]l + Sle)dSCj (029 d&ll} = ”kai(?jhﬂdxj X dl’l + izlk&@k(gﬂ)dazj X dxl,

dsls=o
(4.47)
indica que o simbolo do operador linearizado é dado por
o (p; 0) :== h™(p)0,0x, p € M,0 € T; M — {0} (4.48)
Mas note que h'*6,0, = ||0||%7 de onde o simbolo ¢é claramente um isomorfismo para todo

p € M,0 € T;M — {0}. Dai, a equagao de Ricci-DeTurck ¢ uma equagio parabolica e

portanto vale o seguinte teorema:
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Teorema 4.3. Sejam M uma variedade suave fechada e h uma métrica de referéncia fiza
em M. Dada qualquer métrica inicial gg, existe um niumero real T' > 0 e uma familia a
um pardmetro de métrica riemanniana §(t),t € [0,T) tal que §(t) € solugao unica suave
do fluxo de Ricci-DeTurck.

Demonstracao. Mostramos que a equagao de DeTruck-Ricci é parabolica. Pelo Teorema
de Existéncia e Unicidade para equacoes diferenciais parabolicas A.5 com condicao inicial

suave o resultado segue. [ ]

Proposicao 4.3. Fize uma variedade riemanniana fechada (M, h). Assuma que g(t),t €

[0,T) é uma familia a um pardmetro de métricas em M que satisfaz

0 . - 5
50 = —2Ricg(t) — Lewg(t),

onde & = Ngpl e que i, t € [0,T) € uma familia a um parametro de difeomorfismos de
M satisfazendo

0
E%(p) = &(ei(p)),
para todo p € M e para todo t € [0,T), entao as métricas g(t) = ¢;(g(t)),t € [0,7T)

formam uma solugao do fluxo de Ricci.

Demonstracao. Lembre que ¢} (Ric g(t)) = Ricg(t), pois ¢; é isometria. Ainda mais,

9 000) = 20+ )5 = 0) = G (S5(0) + L)

Logo,

9 9(1) + 2Ricg(t) = ¢i(29(1) + Led(t) + 2Ricg(1) = 0.

Proposigao 4.4. Fize uma variedade riemanniana fechada (M, h) e assuma que g(t),t €
[0,T) € um fluxo de Ricci em M. Assuma ainda que @i, t € [0,T) € uma familia a um

pardmetro de difeomorfismos de M que evoluem sequndo a equag¢ao

0

5= Agw),npr-
Para cada t € [0,T) definimos g(t) por ¢ (g(t)) = g(t). Entao §(t) satisfaz a quagao de
Ricci-DeTurck e ainda mais, Ay npe(p) = &(0e(p)) para todop e M et e [0,T).

Demonstrag¢ao. Como,
0
E‘Pt(p) = (Ag(t),h(pt)(p)a
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pelo Lema 4.2 temos que

(Agt),npr) (P) = (App(e)nt) (D), (4.49)
= (A0 1) (0(p)), (4.50)
= &i(e(p))- (4.51)

Por outro lado,

9 001) = @i (25(1) + Lealt),
de onde,
Gi(23(0) + Leilt) + 2Ricg(t) = 2 g(t) + 2Ricg(t) = 0.
Portanto,
9 3(t) + £g00 + 2 Ricg(t) =0,
o que conclui o resultado. m

Estamos em condicao de provar a existéncia de solugao para o fluxo de Ricci.

Teorema 4.4 (R. Hamilton [Ham82|). Seja M wuma variedade fechada e gy uma métrica
riemanniana em M. Entao, existe um nimero real T'> 0 e uma familia a um pardmetro
de métricas g(t), t € [0,T) tal que g(t) € solug¢do para o fluro de Ricci com g(0) = go.

Ainda mais, a solugao g(t) € unica.

Demonstragao. Para a existéncia basta notar que pelo Teorema 4.3 existe solugao g(t) em
[0,7) para o fluxo de Ricci-DeTurck com §(0) = go. Pela Proposicao 4.3 existe solugao
para o fluxo de Ricci em [0, 7). Pode acontecer que a solugdo nao seja unica. Vejamos que

isto nao ocorre.

Suponha que ¢*(t), g*(t) sejam solucdes do fluxo de Ricci definidas no mesmo
intervalo [0,7) e tais que ¢g'(0) = ¢*(0). Afirmamos que g'(t) = ¢*(t), Vt € [0,T) pela
continuidade das métricas. Suponha o contrério, isto é, suponha que exista t € [0,7") tal
que g'(t) # ¢*(t) para algum t € [0,7). Defina 7 € [0,T) por

:=1inf{t € [0,T) : ¢*(t) # ¢*(t)}.
Note que g'(7) = ¢*(7). Seja p; a solugdo de

0
E%l = Ayt nfr

com condicdo inicial ¢} = I, a identidade. Similarmente, denotamos por ¢ a solugio de

0
590? = Agz(t),h@f,
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com 903 = [. Por Teorema de existéncia e unicidade de EDO’s segue que as solucoes
estao definidas em [r, 7 + ¢€), para algum € > 0. Se pegarmos € pequeno o bastante, entao

podemos garantir ¢; e o7 difeomorfismos em seu intervalo de definicdo.

Para cada t € 7,7 +¢), conside §', §* dadas por (¢!)*(¢'(t)) = ¢'(t),i € {1,2}.
Segue da Proposicio 4.4 que §' e §* sdo solucoes do fluxo de Ricci-DeTurck. Como
§'(1) = 3*(7) segue que §' = §* em [1,7 +¢€). Para cada t € [r, 7 + ¢) definimos o campo
& em M por
& = Agnl =Dz nl.
Pela Proposicao 4.4 temos

%%1 (p) = & (i (p)),

95 0) = &)

para todop € M et € [r,7 + €). Como ¢! = ©?, temos @, = 7, Vt € [1,7 + ¢). Segue
portanto que

g'(t) = (9)"(5" (1) = (¥})"(5°(t)) = 9" (1),
para todo t € [7,7 + ¢). Ora, entdo 7 ndo é o infimo de {t € [0,T) : g*(t) # ¢*(t)}, o que &

contradicao. [ ]

Passemos agora a analisar o comportamento da solugao se esta nao pode ser

estendida para todo Rxy.

4.5 O blow-up da curvatura de Riemann

Teorema 4.5 (Curvatura blow-up para singularidade). Se M ¢é uma variedade fechada e

g(t) é um fluxo de Ricci definido no intervalo mdzimo [0,T) e T < oo, entdo

sup|Rm|(t) = o0 set S T. (4.52)
M

A ideia da prova do Teorema 4.5 é supor que a tese é falsa e obter que o
intervalo de existéncia do fluxo de Ricci pode ser aumentado. Para tanto, usaremos a
limitacao da curvatura e o Lema 4.4 para estender a solu¢ao do fluxo de forma continua em
[0, T]. Embora consigamos definir uma métrica em ¢ = 7', precisamos de mais estimativas
para garantir que ¢g(7') é métrica riemanniana. Tais estimativas surgem ao se conhecer
o bom comportamento das derivadas do tensor de Riemann no sentido: se o tensor de
Riemann for limitado espacialmente e temporalmente, gostariamos que suas derivadas

fossem limitadas espacialmente e temporalmente.

Antes de passarmos & prova, sao necessérios os seguintes resultados e definigoes.
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Definicao 4.1. Se A e B sao tensores do mesmo tipo, A x B simboliza o tensor que €

obtido de A ® B via combinacio de uma ou mais das sequintes operagoes:

1. Soma sob quaisquer dois pares de indices,

2. Contracao de indices via métrica ou métrica dual.

O algoritmo para chegar na expressao correta para A* B deve ser independente
de escolhas particulares para A e B, isto é, o procedimento nao pode contar com nada
que seja especifico a um tensor, mas sim a classe de tensores daquele tipo. Tendo isso em

conta, a proxima proposi¢ao deve valer:

Proposicao 4.5. Dados A e B tensores do mesmo tipo, considere o tensor A x B. Entao,

valem as sequintes propriedades:

1. |Ax B|< C|A||B|, onde C nao depende de A nem de B.
2. Como Vg =0, entio V(Ax B) = (VA)* B+ Ax(VB).

Teorema 4.6 (Bernstein-Bando-Shi). Seja g(t),t € [0,T), um fluzo de Ricci em uma
variedade fechada M"™. Entao, para cada p € N existe C, dependendo somente de n tal que
se sup|Rm|< K para todo t € (0,T), entao

M

VP Rm|< min{ sup |V? Rm(0)[e? !, O, maX{K¥,
Mx{0}

~
[ SIS N

}} (4.53)

em M x (0,T).

Ideia da prova. Daremos apenas um esboco da demonstragao, que pode ser consultada
em detalhes em [AH10, Capitulo 8, Paginas 137 - 140, Theorem 8.1].

Sejam A, B sao tensores do mesmo tipo que dependem do tempo e satisfazem

ViA=AA+ B, (4.54)
entao 5
a|A|2: A|A]P=2|VA*+2(B, A), (4.55)
e
ViVA=A(VA)+VB+ R+«VA+VRxA. (4.56)

Neste teorema estamos interessados na evolugio de |Rm|?. Fazendo A = Rm e
B = Rm * Rm obtemos de (4.55)

0
§|Rm|2: A|Rm[*-2|V Rm[*+ Rm * Rm * Rm . (4.57)
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Se utilizarmos novamente as equagoes (4.55) e (4.56) com A = VR e B = R*V R, obtemos

0
&W Rm|’= A|V Rm|?*—2|V? Rm|*+ Rm *V Rm *V Rm . (4.58)
Gostariamos de estimar |V Rm|* a partir destas equacdes. Para isso, definimos
F = t|V Rm|*+|Rm|?. (4.59)

Note que em ¢ = 0 ndo temos o termo |V Rm|?. Assim, F(0) < K*. Ainda mais, note que
para t pequeno o termo |V Rm|2 nao fara diferenca, porque este seré controlado pelo termo
—2|V Rm|? obtido da diferenciacio de |[Rm|? com respeito ao tempo. (Veja a equacio
(4.57)). Derivando F' em t e utilizando (4.57) e (4.58) temos

F
%—t < |VRm[*+#(A|V Rm[*+ Rm *V Rm *V Rm)+A|Rm|*~2|V Rm|*+ Rm * Rm * Rm .

Notando que AF = tA|V Rm|[*+AV|Rm/?,

F
(?3_25 < AF — 2|V Rm[*+tRm *V Rm *V Rm + Rm * Rm * Rm .

Utilizando que |Rm|< K podemos escolher Cy, Cy tais que Rm +«V Rm+«V Rm < 2C1 K e
Rm * Rm * Rm < C,K?. Assim,

OF .
o7 SAF+(IGK -1V Rm[*4+CyK°. (4.60)
. . . . 1
Agora podemos utilizar o principio do méaximo (Lema 4.1) no intervalo <O, C—K] , obtendo
1
2 2 3 Cy 2
1|V Rm[?< K2 + 10, K% < (1+5)K .
1
Se t >~ util fo em [t — —— 1] bt
e ——, utilizamos o mesmo argumento em [t — —— ra obter
ClK’u a argu R para
|V Rm|? < CQ> )
— < (14 = )K"
arx ~\UTg

Assim, combinando estas duas estimativas conseguimos

<1+%>K2

|V Rm|*< max{ ;

7(01 + 02)K3}7

de onde provamos o caso p = 1.

Para concluir utiliza-se indugao e a féormula

a k k - j k—1q
av Rm = AV Rm—i—jZOVij*V I Rm,
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junto do seguinte truque:

Tome »
G = 1"|VPR+5, > apt” |V FR|%.
k=1
A ideia é utilizar o mesmo argumento de EDP utilizado anteriormente, considerando uma

escolha apropriada de f3,.

Lema 4.3. Fixe uma métrica g e uma conexao V em M. Para qualquer solugao g(t) suave

do fluzo de Ricci em M x [0,T'), para as quais sup |Rm|< K, existem constantes C,
Mx[0,T)
para cada q € N tais que

sup [Vig[3< C,. (4.61)
Mx[0,T)
Demonstracao. A prova em detalhes pode ser vista em [AH10, Paginas 141 e 142, Capitulo
8, Lemma 8.6]. A ideia consiste em mostrar por indugao que
%vq Y VPR« Vigx.. xVing. (4.62)

jot+ji+...+im=q

Uma vez que tenhamos verificado isso, se tivermos controlado as V-derivadas de g até

ordem ¢, a derivada g + 1 é controlada, ja que

VQ-H

- ‘ < 1+ )vq“ D (4.63)

Observacao 4.4. A ideia deste Lema reside em entender como as derivadas da métrica se
comportam. A tdatica de utilizar uma métrica de referéncia se dd pelo fato que a estrutura
diferencidvel da variedade estd sempre fiva, entao derivar covariantemente sequndo uma
conezxao aparentemente arbitrdaria serve para limitar as derivadas parciais (nao temporais)

dos coeficientes da métrica que evolui.

Lema 4.4 (Equivaléncia de métricas). Se g(t) é um fluro de Ricci para t € [0,s] e
|Ric|< K em M x [0, s], entdo

e 25(0) < g(t) < e*Fg(0), Vt €0, s]. (4.64)
Demonstragao. Tome p € M e seja v # 0 € T,M. Entao,

0 :
ag(v, v) = —2Ric(v,v).

Assim,

9 9o, < 2[Riclg(v,v)
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Logo,
1 0
— < 2|Ric|.
o a0 < 2R
Como |Ric|< K por hipotese e
1 0 0
— =|=1 <2K
oy p0000)| = [ oo < 28,
temos (v,0) "
g\, v
lo §/ —logg(v,v)|dt < Kt,
pos 55| < ) [ st

de onde, dado que v # 0 é arbitrario,

e *g(0) < g(t) < e™'9(0).

Agora estamos em condi¢oes de provar o Teorema 4.5.

Demonstracao do Teorema 4.5. Assumindo a contrapositiva, existe K < oo e uma sequén-
cia t; /T tal que

sup|R(-, t;)|< K.

M

Vale em particular do Teorema 4.2 que

K

[Rm|<
1—-3CK(t—t)

,‘v’tth,pGM

Pegando 7 grande o suficiente, isto é, tal que t; =T — € para 0 < € << 1 temos

K
1— ICK(t— (T —¢))

sup|Rm|< ,Vie [T —¢T).
M

1 1 1
Entao, como 1 — §CK(t —(T—-¢)>1- §CK(T —(T—-¢)=1- §CK6, temos

K

K, sete[T—¢T).
" Iloke ~ Kusetell—ed)

sup|Rm|<
M

Por outro lado, como [0, ¢;] é compacto, entao sup|Rm| é uniformemente limitada em [0, ¢;]
M

por alguma constante K,. Fazendo K = max{ Ky, K} temos que
sup|Rm|< K,
M

em [0,7).

Afirmamos que a métrica g pode ser estendida suavemente para [0, T]. De fato,

pelo Lema 4.4 temos que para quaisquer t;, ¢ vale que para v # 0 € T, M fixo

v, V) (t ~
|1ogg(—>(t’f>yg 2R |tx — 1.

g(v, v)(1L;)
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Como a sequéncia t; ¢ convergente, ela ¢ de Cauchy. Concluimos que g(¢;)(v,v) é de Cauchy.
Dai, g(t;)(v,v) converge (pela completude de R) para um niamero ¢g(7')(v,v), para cada
v. Isto permite definir a métrica ¢(T")(v,v) := lim g(¢;)(v, v). Resta verificar que g(T) &
suave, no sentido de que se X e Y sao campos suazves em M, entao g(X,Y) é fungao suave.

Note que pelo Lema 4.3 temos

J & q Jo 71 véi

avmg Z |V Rm «V7gx...x Vingl.
Jot+jit...+im=q+1

Mas dai,

a v q 7o v J1 v Jm

av 91< (¢ + 1) maxyiji 4. 4jn=gt1 |V Rm V7 g o5 VImgl.

Integrando em ¢ em ambos os lados temos
- - b - -
[Vig(t;) = Vig(te)|< (g + 1) maxjo g+ 4 j=q+1 / (VP Rm*V7 g« ... VImgldt.
ty
Pelo Lema 4.3 existem constantes Cj,, ..., ()}, tais que
|V Rm +V7ig % ... % Vimg|< Oy, ... C;, |V Rml.

Assim,

tj - ~
(g + 1) max o+ j,+. 4jm=gt1 / IV Rm «V7g x...x VImg|dt

tg
t; ]
< (q + 1) MaX;g4ji4..4+jm=q+1 / le e ij |VJO R,I'Il|dt
173

Note que [ty,t;] é compacto, de onde V7 Rm é uma funcao uniformemente continua.

Assim,

t; )
(g + 1) Max, 4, 4.4 jm=q+1 / Cj, ... G5,V Rm|dt
tg

< (g + D) maxjy 4. tjm=gt1 Cjy -+ Gy, [V Rl o (t; — ).

Gostarfamos de concluir que (V?g(t;)) é sequéncia de Cauchy. Note que ||V Rm|o esta
atrelado aos extremos [ty,t;] e poderia ocorrer que ao tomarmos j, k — oo essa quantidade
divergisse. Mas pelo Teorema 4.6 esta quantidade esta bem controlada e como |t; — tx|— 0
se j, k — oo, entao (@qg(tj)) é sequéncia de Cauchy. Entao, essa sequéncia é limitada e
segue da extensao de g em T (que é uniforme), que estas sao as derivadas de g em T.
Assim, é possivel estender o fluxo de Ricci em [0, T]. Comegando um novo fluxo com a
condigao inicial em T temos que a extensao vale para [0,7 + §), para algum 6 > 0 pelo

Teorema 4.4, de onde [0,7") nao ¢ o intervalo maximal de solug¢ao do fluxo. |
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4.6 Fluxo de Ricci como um fluxo gradiente

Os matematicos Robert Bryant e Richard Hamilton estabeleceram que a equagao
do fluxo de Ricci em dimensao maior que 2 nao é uma equagao gradiente de nenhum
funcional em et, o espaco vetorial das formas bilineares simétricas positiva definidas em

uma variedade riemanniana fechada (M, g) com o produto interno

(h,h") 5=/Mgikgjlhzjh§czdu(9)-

Nao existe uma tunica referéncia para esse fato. A ideia é entender os chamados Ricci
solitons, nao abordados nesta dissertacao. Para uma discussao de trabalhos recentes sobre

esse fluxo, recomendamos [Cao06].

Uma das maiores contribui¢des provenientes dos trabalhos de Perelman foi
considerar um funcional com uma dependéncia extra atribuida, no caso, considera-se o
espago Met xC°(M), o que torna o fluxo ndo mais uma tnica equagao, mas um sistema
de equacoes que mostraremos ser equivalente, em um sentido analogo ao fornecido pelo
DeTurck trick, a equagao do fluxo de Ricci. Isso contorna o problema exposto por Hamilton

e Bryant de maneira satisfatoria.

Seja H um espaco de Hilbert. A derivada de Gateaux de uma funcao®

€ :'H — R num ponto u € H ¢é a transformagao linear d€(u) continua tal que
o1
d€(u)(v) = 1151_{% z(é’(u +tv) — E(u)).

Mais geralmente pode-se definir a derivada de £ no sentido de Fréchet, que
segue analogia similar com a teoria de fungoes de varias variaveis em R", estando a
derivada de Fréchet para a derivada de Gateaux como a derivada total esta para a derivada
direcional. Precisamente, £ sera diferenciavel no sentido de Fréchet em u se para qualquer

v € H tivermos

E(u+ tv) — E(u) — dE(u)(tv) = o(||tv]]),
onde lim %O(Htvﬂ) 0.

Mostra-se, em particular, que um funcional £ diferenciavel em um ponto
u € H no sentido de Gateaux admite derivada no sentido de Fréchet se a dependéncia de
d€ : H — H* for continua (como aplicagao linear, isto é, se d€ define um operador linear

limitado) em um aberto contendo w.

Formalmente, o gradiente de um funcional definido em um espago de Hilbert

¢ definido como:

Definigao 4.2. Se £ : H — R € uma aplicagao suave de H, um espago de Hilbert, dizemos
que VE € o gradiente do funcional £ se VE for a unica aplicagao linear VE : H — H

2

Esta definigao vale para aplicagoes gerais entre espagos de Banach.
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tal que o funcional linear
d€(u) : H — R,

com d denotando a derivada no sentido de Gateaux, é representado® por
d&(u)(v) = (VE(u), v), (4.65)
para cada v € H.

Dada a devida introdu¢ao, de modo ingénuo, um fluxo gradiente é a solucao
¢ : I — H do problema

d
50 = —VE@(), (4.66)

onde I é um subconjunto aberto da reta. O adjetivo ingénuo apenas enfatiza que em
verdade um fluxo ¢ uma aplicagao ¢ : I x H — H de modo que para cada t fixo a aplicacao

¢ H — H é suave no sentido de Gateaux, ou Fréchet, a depender da anélise.

O exemplo classico de fluxo gradiente é obtido a partir do funcional de Dirichlet

1
E(u) := 3/ |Vul*dz.

Entretanto, este funcional j& traz problemas como nossa formalizagao de fluxos gradientes.
A funcdo u no dominio deve pertencer a L? N C*(R), que nio é completo, entdo, nao ha
como garantir que que a derivada deste funcional seja representada por um vetor pelo
Teorema de Riesz. No entanto, a discussao lancada anteriormente é s6 uma motivacao
para trabalhar com fluxos gradientes em contextos mais gerais, porque nas aplicagoes nao
é razoavel esperar que, a principio, os funcionais estejam sempre definidos em espagos de

Hilbert. Note pois que

dt

t=0

1d
E(u+tv) = §E‘tO/R|Vu—I—tVU|2d:E,

0 que permite concluir
Z ) =- / (Au, ), (4.67)

de onde o fluxo gradiente associado a esta equacgao é

t=0

—u = Au,

ot

a classica equagao do calor.

Se considerarmos uma variedade riemanniana fechada (M, (,)) e o funcional de
Hilbert-Einstein £ : 9let — R dado por

E(g) = /M Sdu(g),

Pelo teorema da representagao de Riesz

3
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podemos calcular sua derivada de Gateaux em ¢ na direcao de h:

d
— th) = — S th)d th
7|, £l +th) dtt:o‘[; (9 + th)du(g + th),
obtendo s
— th) = —g — Ri hyd .
7l Elg+th) /L<2g Ric(g), h)dp(g)
Assim, podemos considerar o fluxo gradiente:
0 S .
5 (t) = 59~ Ric(g). (4.68)

Se nos restringirmos a dimensao 2 e denotarmos por K a curvatura gaussiana
da métrica g, entao
Sg = 2Ky, Ric(g) = Ky,

de onde concluimos que

0

S .
a(ﬂ—gg—&dm—a

recuperamos que solucoes estacionarias do Funcional de Hilbert-Einstein sao solugoes das
S
equacgoes de campo de Einstein no vacuo ja que 59~ Ric(g) = G, onde G é o tensor de

Einstein.

Em dimensao maior que 2 nao se espera que a equagao (4.68) tenha solugao
haja vista que segundo esta equacgao, a curvatura escalar S evoluiria no fluxo de acordo
com

0

g _(_ oL
6255_ (2 1)AS + |Ric| 25’, (4.69)

que é uma equagao do calor do tipo backward, nao admitindo solugoes para t > 0.

A ideia de Perelman foi considerar a aplicacao F em et x C°°(M) definida

por
Flg.f) = /M (S + |V P)edutg). (4.70)

onde S ¢é a curvatura escalar da conexao de Levi-Civita associada a métrica g. A fungao f

¢ chamada de dilatagao.

Mostra-se [AH10, Capitulo 10, P4gina 164, Remark 10.3| que esta aplicacao F

é invariante por difeomorfismos e satisfaz

F(ctg, f+b) =e"2eF(g, f), Ve,b > 0.

A proxima proposicao tem uma demonstragao direta, que omitiremos, podendo
ser encontrada em [AH10, Capitulo 10, Pagina 165, Proposition 10.4].

Proposicao 4.6. Se M ¢ uma variedade fechada, entao a variagao de F € dada por

d 0 1.0 9
70 = [ (et Bess0) Gheta [ (G, o) @AT- VAP +S)e~

(4.71)
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Gostarfamos de variagoes onde o volume é preservado.

d
Corolario 4.7. Assuma que f e g sao tais que E(e’fdu(g)) = 0. Entao, a equagao (4.71)

tem a forma
d

E}-(g’ f)=— /M(Ric—l—Hess(f), %>€_fdﬂ(9)'

Fixada uma medida dw em M, isto é, dada uma forma de volume dw em M

podemos definir o volume de qualquer boreliano em M por

w(U) ::/wa.

Assim, considere o mapa X : et — Net xC°(M) dado por

d
g — (g,log %)-

Gostarfamos de obter a solugao do fluxo de Ricci como solucao do fluxo gradiente de um
certo funcional. Note que a composicao F™ := F o X : Met — R define um funcional em

Met com a forma

d
F"(g) = /M (S—i— \Vlogﬁﬁ)dw.

d
Aqui vale percerber que f = log d—'u, de onde dw = e du(g). Mostremos que este & o
w

funcional procurado.

Como %dw = %(e‘fdp(g)) = 0, pelo Corolario 4.7 a variagao de F™ é dada
por
%]—"m = — /M(Ric(g) + Hess(f), %M@u,
d
onde f = log ,u(g).
dw

Segue portanto que
VF"™(g) = —(Ric(g) + Hess,(f)).

Dai, se considerarmos g = ¢g(t) como solu¢ao do sistema

9 _ —2(Ric(g) + Hess,y(f)),

g
g} (4.72)
— = =2(S+Af),

L a5+ Af)
onde a primeira equagao é o fluxo gradiente e a segunda vem de pedirmos volume constante,

terfamos que o funcional F™ evoluiria segundo a equacao,

d
%}"m =2 /M|Ric(g) + Hess(f)[2edu(g) > 0, (4.73)

e g poderia ser vista como um fluxo gradiente do funcional F™.

Surgem duas questoes:
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1. Este fluxo tem solucao?
2. Como isso se relaciona ao fluxo de Ricci?
A primeira equagao do sistema (4.72) é similar a do fluxo de Ricci e & primeira

vista nao ha indicativos de que este sistema tem solucao. Entretanto, mostraremos que

este pode ser modificado, via difeomorfismo que depende do parametro ¢, no sistema

-, = —2Ric(g),
gf ) (4.74)
=-Af+|Vf]"=

Neste caso, podemos sim garantir solu¢ao para o sistema (4.74) notando que:

1. A primeira equagao é a equacao do fluxo de Ricci que, como mostramos, tem solugao

com condicao inicial dada em tempo curto pelo Teorema 4.4.

2. Se definirmos

T=-2 _aAss

ot
e fizermos a mudanca u = e/ teremos que
0
8{ = —-Af+|Vf*-S < Tu=0.

3. O operador []* é um operador do calor no sentido contrério, isto ¢, a equacao [*u = 0
¢ uma equacao do calor do tipo backward. Se impormos condicao final, ou seja, no

tempo maximo de defingao do fluxo de Ricci, esta equagao tem solugao até t = 0.

Assim, resta mostrar que existe solugao de (4.72) se, e somente se, existe solugao

de (4.74). Para tanto, sejam g(t), f(t) solugdes de (4.74) e considere o sistema

Dy .
v Vf(pet),

(Pt(o) =1,

(4.75)

onde V é a conexao da métrica g(t) e I é a identidade de M. Defina § := ¢; g e lembre
que ¢} Ric(g) = Ric(g) uma vez que a aplicagao ¢; : (M, g) — (M, g) é, por construgao,

uma isometria. Como —Ly g = 2 Hess(f), onde £ denota a derivada de Lie, entao

8@ L0g
—2H .
20— 1% o Hess())
Jg :
Mas — = —2Ric(g), de onde
ot
99

5, = —2Ric(g) — 2Hess(f).
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Por fim, note que

ALo) O o) — Lorf ot (476)
— (=2, +IVP=85) = [V /1) (21 1) (4.77)
= —A;(f o pr) — S5 (4.78)

Assim, conseguimos construir uma solu¢ao de (4.72) sempre que temos uma solugao de
(4.74). Uma conta analoga, porém considerando V f e ndo mais —V f, mas com mesmo

procedimento, permite transitar de uma solugao de (4.74) para uma solugao de (4.72).

Teorema 4.7. Dada gy wma métrica arbitrdaria em uma variedade fechada M, existe T' > 0

e uma n-forma w, tal que existe solugcdo do fluzo gradiente associado ao funcional
Frig) = [ (S + VI, (4.79)
M

onde f é determinada por w = e 'du(g). Ainda mais, este fluro gradiente ¢ precisamente

o fluxo de Ricci modificado por um difeomorfismo dependente de t.
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Capitulo 5

Teorema de Calabi-Yau e Métricas de

Kahler-Einstein via fluxos de Ricci

5.1 Conteado e objetivos deste capitulo

Este capitulo tem por objetivo utilizar as estimativas derivadas do trabalho
original de Yau a fim de apresentar outra prova para o Teorema de Calabi-Yau e garantir
a existéncia de métricas de Kéahler-Einstein em variedades complexas compactas com

primeira classe de Chern negativa ou nula, seguindo as referéncias [Cao85, San12]

Ao fim, discutiremos de maneira sucinta levantamentos recentes sobre por que

este problema no caso de primeira classe de Chern positiva.

5.2 Como provar o Teorema de Calabi-Yau usando fluxos
de Ricci

Em [Ham82|, Hamilton provou que qualquer 3-variedade compacta (M, g) com
curvatura de Ricci positiva admite uma métrica de Einstein com curvatura escalar positiva.

Para tanto, ele considerou a equagao de evolucao

Gij v o0 2
S (1) = 2Ry (0) + 3y (1), o)
gij(o) = Gij,

1 .
onde r = ool () /MSgdu(g).

Este resultado junto do Teorema 1.6 mostrou que o fluxo de Ricci era a
alternativa natural para demonstracao da conjectura de Poincaré. De fato, estes dois
resultados mostram que 3-variedades com curvatura de Ricci positiva admite uma métrica

de curvatura seccional constante e positiva.
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Em seu trabalho, Hamilton garantiu existéncia de solu¢ao em M X [0, co| para

99 : .
o problema (5.1), e mostrou que %(t) — 0 na topologia suave quando ¢ — 0o. Assim, a
métrica limite tem a propriedade
~ 1 .
Rij(o0) = grgij(oo), (5.2)

satisfazendo o procurado ja que r > 0.

Utilizaremos o mesmo tratamento para prova do Teorema 3.2. Em verdade, a
equagao (5.1) é uma variante da equagao do fluxo de Ricci. Dada uma variedade de Kéhler

(M, g,w), a versao complexa do fluxo de Ricci é a equagao

L1y = —a0),

w(0) = w,

(5.3)

onde p(t) é a forma de Ricci de §(t), a métrica kihleriana associada a forma de Kéhler w(t).
A equagao (5.3) tem o nome de Fluxo de Kéhler-Ricci. Em coordenadas holomorfas
esta equagao (5.3) se escreve como

0§+ 5
af:—&ﬂ& (5.4)

onde Rjg(t) ¢ o tensor de Ricci de gz(t).

Resultados sobre existéncia em tempo curto e estimativas para evolucao dos
tensores associados a g,z podem ser vistos em [SW12] e sdo inteiramente analogos aos
que apresentamos no Capitulo 4 para o fluxo de Ricci classico. Utilizaremos a ideia de
Hamilton ao modificar a equacao do fluxo de Ricci para o caso riemanniano, ao fornecer
uma equagao modificada do fluxo de Kéahler-Ricci para fornecer uma demonstragao do

Teorema de Calabi-Yau 3.2. Mostramos:

Teorema 5.1 (Cao-Calabi-Yau). Seja M uma variedade de Kdhler compacta de dimensao

t i
dz’ que represente a primeira classe de Chern ci(M) de M, a solugdo do problema em

compleza n com métrica de Kahler g;z. Entao, para qualquer (1,1) forma p' =

t =00 o
w ~ /
Fri O (5.5)
ou ainda, coordenadas )
@ng ~
SR (1) = —Ryglt) + Ty (5.

tem forma de Ricci p.

Gostarfamos de re-escrever a equagao (5.6) sem a dependéncia de p’. Para
tanto, considere (M, g) uma variedade Kéhler compacta com forma de Ricci p. Seja pf

uma (1, 1)-forma cohomologa a p, isto é, seja p’ um outro representante da primeira classe
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de Chern de M. Em coordenadas holomorfas, LR.Edzj A dz", 7 Zdz1 A\ dZ". Estamos
2 2 7

interessados em garantir solugao e todo tempo do problema

0

5p0r(t) = =Ry (t) + T,

9;50) = g7

(5.7)

Utilizando o Lema 2.2 temos que existe uma fungao suave f definida em M x [0,T) tal que

Ry =Ty —df.

J J

Para cada tempo ¢, considere uma métrica de Kéhler w(t) = igjg(t)dzj A dz* na mesma
classe de cohomologia de w = Z'ngde A dz*. Novamente, pelo Lema 2.2 temos que existe
u (agora com dependéncia também temporal, porque para cada t fixo existe uma fungao
diferente) tal que

9;5 = 9;% T O;5u.

Entao, o problema (5.7) é convertido em:

0 -
@Eau = —Rjg + RjE + ajgf, (58)
u(0) = 0.
Como (veja a equagao (2.125))
I:ng = —0logdet gz = —0;zlogdet(g;; + O;zu), (5.9)
Rz = —0;zlogdet gz (5.10)
entao,
0
%au = O{logdet(g;; + Ozu) — logdet gz + f}. (5.11)
Note que
0
@ﬁgu —logdet(g;z + dzu) +logdet gz — f} =0, (5.12)
dai, como a variedade é compacta,
0
priie log det(g,z + O;zu) + logdet g,z — f = (1) (5.13)
onde ¢ s6 depende do tempo, sendo determinada por
0
prih log det(g,z + 0;z) — logdet g,z + f + ¢(t).
De fato,
log det(g;z + dzu) — logdet g,z = log %, (5.14)
0 wn
—u—f= log — 1
= f = ot) +log =, (5.15)

~n

W

exp <%u - f) = exp(6(t))—. (5.16)

wn
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Concluimos que
0 -
exp (Eu — f) w" = exp(op(t))w" (5.17)

/M exp( 5~ f)dlg) = exp(o(1) ol (M). (5.18)

No que segue consideraremos ¢(t) = 0, e portanto, buscamos solugao para o problema

ou 9
i log det <ng + GjEu> —logdet g,z + f, (5.19)
u(z,0) =0,

com solu¢ao definida em [0,7") onde T é maximo valor para o qual

¢é positiva definida, definindo portanto uma meétrica Kéhler em M para todo tempo
tel0,7).

Observagao 5.1. E importante notar que a equagio (5.20) garante ainda que se a solugdo
limite (t = o00) existe, entao ela ainda sim € cohomdloga a forma de Kdihler original, como

requerido pela conjectura de Calabi.

5.3 Solucao para todo tempo

A equagao (5.19) é uma equacao diferencial parcial nao linear parabdlica,
diferentemente do Fluxo de Ricci, admitindo, portanto, solucao em tempo curto. Usaremos
estimativas a priori para mostrar que de fato T' = oo, isto é, a solucao existe e define uma

métrica de Kéahler para todo tempo. Recordamos algumas defini¢oes

O operador de Laplace no caso Kéahler, A := gjgﬁj%, (5.21)

O operador de D’Lambert, [1:= A — %, (5.22)

onde A ¢ o operador de Laplace na métrica g.

Se diferenciarmos a equagao (5.19) obtemos

0 (ou - ou ~ (Ou
Z 22 ) —qikg2 ( Z2) — i
ot (at) J aﬂ"f(at) A(at)' (5.23)

O nosso objetivo sera o seguinte: mostraremos que podemos estender o intervalo
[0,T) para [0, T]. Feito isso, pode-se considerar o problema de valor inicial com condigao
em T. Aumentaria-se portanto um pouco mais o intervalo de solugao ja que se trata de

uma EDP parabélica. Ou seja, existiria € > 0 tal que a solu¢ao do problema se da em
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[0, T + €]. Pode-se realizar este procedimento iterativamente de modo a concluir que o
dominio na solugao é dado por [0,00|. Mais ainda, isto implica na existéncia de uma
sequéncia de fungoes u(z, t,), onde t,, sdo tomados como os extremos do intervalo em cada
acréscimo, de onde t,, — 0o. Assim, pode-se considerar uma fun¢ao limite u(x, o), onde
u(x,t,) = us(x) na topologia suave definida em M. A solugao estara portanto definida

em [0, 0o].

Faremos isso comegando por tentar limitar uniformemente em M x [0,7) a
funcdo u e suas derivadas de terceira ordem. Isto implica que u € C**(M x [0,T)).
Usaremos o operador [] que é de ordem 2 para mostrar via teoria de regularidade de
EDP’s elipticas que v € C**(M x [0,7")). Repetiremos o mesmo argumento para concluir
que u € C*(M x [0, 00]).

Comegamos por tentar limitar o laplaciano de u. Sera importante obter uma
limitacao atemporal. Nao provaremos os proximos dois resultados que decorrem das

estimativas de Yau.

Lema 5.1. Ezistem constantes positivas Coy e C tais que

0<n+Au<Ciexp <C’0 (u — inf u)> , Vtel[0,7). (5.24)

Mx[0,T)
Para as estimativas a priori é pode ser interessante considerar a fungao

vi=u—a, (5.25)

1
vol (M)

onde u := / udp(g), pois v tem integral nula em M.
M

Lema 5.2. Ezistem constantes positivas Cy, C3 tais que

sup v < Oy, (5.26)
M x[0,T)
sup [ Joldulg) < G (5.27)
Mx[0,T) J M

Lema 5.3. Existe uma constante Cy > 0 tal que

sup |v|< Cy. (5.28)
Mx[0,T)
Demonstracao. Lembremos que
w = %gﬁdzjdz’f, (5.29)
O = LjpdPdzt, (5.30)

2
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e que
_ _ - i j =k | _ 1 n
du(g) = det gjkjl;[l <§dz] A dz ) =W (5.31)
_ ~ - i j =k | _ 1 ~n
du(g) = det gjkl_[l <§dz3 A dz > = (5.32)
]:
Como
. ou
dp(g) = exp <E - ) dp(g), (5.33)

temos que para p > 1, se renormalizarmos v de tal forma que supv < —1, o que é possivel
M

pelo Lema 5.2, obtemos

Lot (~op~ :
- | S —am = - [ S o) — auta)) (5.34)
(—v)P~1 ou
- S | . .
| S (enG -0 =1) dute). 539
Por outro lado, como
Loy (=) FrAN
el (w —w)——/M P w" — w+288v : (5.36)
_ <_U)p_1 U os — J oA ~m—j—1
—/M P 2881} /\;w N, , (5.37)
i n—1
_ o2t 5 J oA sn—i—l
/M( v) (281)/\8@) /\;w A @ : (5.38)
> / (—v)P—2 (3(% /\51}) Aw" (5.39)
M 2
onde a tltima desigualdade segue de (3.10).
¢ 3 n-1 _ 2 2 0v Ov
Como (581) A 81}) Aw" " = |Vo|*du(g), onde |Vu|*= ¢’ 92 95 obtemos
1 (_U)p_l n ~n p—2 2
el (W" —@")du(g) > M(—v) [Vol*du(g). (5.40)
Uma vez que
(—0)P 2| Vo= 4p™2|V (—0)?? %, (5.41)

segue da equagao (5.40) que

2

[ v orPrau < ¢ | opaus). (5.42)

p_
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Dali,

(=)= /M V(o) du(g) + /M (—o)Pdulg). (5.43)

2
<o [ (Copauty), (5.44)
p—1Jm
<Cp [ (opdutg), p>>1 (5.45)
M
2 1
Segue da Desigualdade de Sobolev Teorema A.1 com k=1=0, q = n T=3 que
n—
—v oan S —v 25 .

(=) 212 20, < Cll (=)} (5.46)

porém, como / vdp(g) = 0, segue que de fato,

M

|K—UV”H1%%S(NK—UVMH%L (5.47)

Logo, combinando as equagoes (5.42) e (5.47) e observando que HUHI;%: H’U”i% obtemos

[l e, < CllvliZe, p = 1. (5.48)
Facamos p = 7/, onde v = Ll’ 7=20,1,2,.... Por indugao em j obtemos
n —
S5 &
Joll gy < CFHo0 34205 G (5.49)
Fazendo 7 — oo obtemos
H’UHLoog 04. (550)

Como Cy nao depende de t, entao

sup |v|< Cy. (5.51)
Mx[0,T)

Podemos combinar os Lemas 5.1, 5.2 e 5.3 para concluir que

0<n+Av=n+ Auy, (5.52)

< — i .

< Cyexp (C’o (u Mg{l(%) u)) : (5.53)

< Chrexp (C’O (v — inf v)) , (5.54)
Mx[0,T)

< Ciexp (Co sup v) exp (Co sup |v]> , (5.55)

Mx[0,T) Mx[0,T)

< G, (5.56)

jaAque — inf v= sup —v< sup |y
Mx[0,T) Mx[0,T) Mx[0,T)
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Teorema 5.2. As derivadas espaciais até terceira ordem de v sao uniformemente limitadas
em M x [0,T).

Ideia da demonstracao. Como n + Au é limitado, entao 1 + E%u ¢ limitado por cima para
n

todo i. Em particular, H(l + Q%u) é limitado por cima. Dai, existem constantes A, B tais

i=1
que

A <1+ 9%u < B,Vi. (5.57)

Disso segue em particular que as métricas gﬁ(t) e g;z sao equivalentes. De fato, basta

olhar a equagao g;z = g;5 + 0;zu e lembrar que ng(?]?Eu = Au e ¢’* nio tem dependéncia

temporal.
Para provar as estimativas de terceira ordem para funcao v, Yau considerou a
quantidade
F = g7¢"¢"vi0r- (5.58)
Segue das suas estimativas que
CI(F 4 CsAv) > CoF — Cyy, (5.59)

onde Cy, Cy e C'y sao constantes positivas que podem ser estimadas. No ponto de maximo

p(t) de S 4+ CsAv no tempo ¢, Yau mostra que
CoF — Cio < 0, (5.60)

e portanto,
CQ(F + CgAU) S ClO + CgCgAU, (561)

em p(t). Segue portanto que sup F + CgAv é limitado. Usando novamente que Av é
M x[0,T)

limitado em M x [0,T) concluimos que existe C >0tal que sup F <C, o que conclui
M x[0,T)
o afirmado. [ |

J& discutimos na prova do Teorema anterior que as métricas g;z e g;; sao
equivalentes. Enunciamos este resultado como um Lema para melhor referenciar mais a

frente.

Lema 5.4. §z € Co(M x [0,T)) se v € C**(M x [0,T)). Em particular gz(t) €

uniformemente equivalente a gz

Lema 5.5. Eziste uma constante C' > 0 tal que sup
M x[0,T)

ot

Demonstracao. Note que a equagao (5.19) é equivalente a

ou

B fr =g (562)

exp
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ou

ot

w" 9
log (J)‘ < max ‘log det (gjg + ﬁﬁu> ’ .
(5.63)

max
M

ou <
E_f < max

— <
mﬁx]ﬂ_ max

max ‘log det <ng + 8]2Eu>‘ < max ‘det (gjg + 3]2Eu>‘ < mj\z}XHH + 0Zu|< B",  (5.64)
i=1

pelo Teorema 5.2.

Uma vez que utilizamos as estimativas de Yau para obter limitacoes atemporais
para u e suas terceiras derivadas, a principal diferenca entre a demonstracao com fluxos
de Ricci e a prova classica se da ao notar que na prova classica as estimativas a priori sao
obtidas com o intuito de utilizar o método da continuidade. Aqui, estamos interessamos
em utilizar as estimativas a priori e as estimativas de Schauder para garantir existéncia de

soluc@o do fluxo em [0, o).

Teorema 5.3 (Estimativas de Schauder). Seja M uma variedade riemanniana compacta
e E, E fibrados vetoriais sobre M de mesma dimensdo. Seja P um operador linear eliptico
de ordem k entre E ¢ E. Seja av € (0,1) el > 0 um inteiro. Suponha que os coeficientes
de P pertencam a C** e que P(s) = § para algum s € C**(V) e § € C**(W). Entao,
s € CFay) e

Isllerta< C([I8llcra +lsllco) (5.65)

onde C independe de s e §.

Teorema 5.4. Seja u uma solugao de (5.19) com intervalo mdximo de solugao [0,T) e
seja v :=u — u. Entao, a norma C* de v € uniformemente limitada para todo t € (0,T),
e consequentemente, T = oo. Ainda mais, existe uma sequéncia de tempos t, — oo tal que

v(x,t,) = V() na topologia suave em M quando n — co.

Demonstragao. Considere o operador []. Verifica-se que
ou - 0 )
u (@) = gjk@(gjﬁ) - gjkﬁ(gﬂ)- (5.66)

Pelo Lema 5.4 temos que [] tem coeficientes em C%*(M x [0, T')). Ainda mais, o lado direito
da equacdo (5.66) tem limitacio em C**(M x [0,T)). Como pelo Teorema 5.2 temos que
as derivadas até terceira ordem de u s@o uniformemente limitadas em M x [0,7T), entao
u € C**(M x [0,T)), de onde % € CY*(M x [0,T)). Note que estamos nas hipoteses
do Teorema de Schauder 5.3 com P = []. Dai, segue que dado que a ordem de P é 2,

du
entao — € C' 2’O‘(M x [0,T)). Podemos repetir o processo iterativamente, ja que agora os

07
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coeficientes e o lado direito da equacio (5.66) pertencem a C*(M), pela equagio (5.20).
Isto permite concluir que v € C*(M x [0,7)). Juntando essa limitacao e o Lema 5.5
podemos estender o dominio de u para M x [0, T]. De fato, tal Lema garante que a funcao
nao explode ao tomar ¢ — T'. Para ver isso, tome t,, — T'. Note que tal sequéncia é de

Cauchy pois é convergente. Ainda mais,
tj a
sup |u(t;) — u(t;)] < / sup ‘8—7:‘ dt < Clt; —t;]— 0, i,j — . (5.67)
M ti M

Logo, {u(t;)} é de Cauchy na norma uniforme, de onde existe o limite u(7"). Assim,
consideramos a mesma equagao com condi¢ao de inicial em 7" e aumentamos novamente
(pelos mesmos argumentos) o intervalo de solugdo da equacao para [0,7T + ¢€). Faz-se
isso de maneira iterativa de modo a obter que u esta definida em M X [0, 00| e ainda,
tomando {t,} a sequéncia com os extremos do intervalo para cada iteragao, obtemos que

u(x,t,) = us(x) na topologia suave em M. [

5.4 Convergéncia

Novamente assumiremos que temos solugao para o problema de valor inicial

(5.19), desta vez com definigdo em M x [0, oo]. Provaremos que v(z,t) converge uniforme-
u
mente na topologia suave em M X [0, 00] a uma fungdo v, () e que — converge (também

ot

na topologia suave) para uma constante quanto t — 0.

Teorema 5.5 (Li-Yau). Seja M uma variedade compacta de dimensao m e seja g;;(t),

0 <t < oo uma familia de métricas riemannianas em M com as sequintes propriedades:

onde C1,Cs,C3 e K sao constantes positivas independentes de t. Seja A; o Laplaciano de

gi;(t). Se o(x,t) € solugio positiva do problema

(At - %) o(z,t) =0, (5.68)

em M x [0,00], entao para qualquer o« > 1 temos

sup g0($,t1) < inf Qp(xatQ)’Ya (569)
xeEM zeM

para todos 0 < t1 < ty < 0o onde 7y depende de ty,to,m do didmetro de M sequndo a
1
métrica g;;(0) e de A = ||V?1log ¢||ee. Ainda mais, sety =1 et = 3’ entao v > 1.
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0
Se denotarmos F' = —u, entao pela equagao (5.23) temos que F' satisfaz a
equagao (5.68) com condigao inicial F'(x,0) = f(x). Ainda mais, segue do principio do

méximo para equagoes diferenciais parabolicas que se t; > t; > 0, entao

sup F(z,ty) < sup F(z,t1) < sup f(z), (5.70)
xeM xeM xeM
;&EF(;E,@) > xlél]\f/[F(l',tl) > xlél{/jf((l?) (5.71)
Defina
on(z,t) =sup F(z,n —1) — F(z,(n — 1) + t), (5.72)
xeM
p(x,t) = F(z,n—1+1t) — in}& F(z,n—1), (5.73)
re
osc(t) = sup F(z,t) — inf F(z,t). (5.74)
zeM zeM

E claro que ¢, e v, satisfazem a equacdo (5.68) e de acordo com as desigualdades (5.70)

1
estas fungoes sao positivas. Assim, se aplicarmos o Teorema 5.5 com t, = 1 e t; = 3
obtemos
1
sup F(z,n—1) — inf F(x,n— =) <~ (sup F(z,n—1)— sup F(m,n)) : (5.75)
zeM zeM 2 zeEM zeM

1
supF(x,n—é)— inf F(z,n—1) gfy(inf F(x,n)—miélj‘f/lF(x,n—l)). (5.76)

zeM reM zeM

Adicionando as duas equacoes obtemos

osc(n — 1) 4+ osc(n — %) < 7 (osc(n —1) —osc(n)), (5.77)

de onde
osc(n) < dosc(n — 1), (5.78)
-1
onde 0 := y=—- < 1. Note que § nao depende de n.! Segue indutivamente que osc(n) <

Y
0™ 0scg, onde

osco = sup f(z) — xlg]fw f(x). (5.79)

zeM
Novamente, pelas desigualdades (5.70) temos que osc(t) decresce com o tempo. Assim,
existe Cy > 0 tal que
osc(t) < Cue™ ™ (§ =e™?). (5.80)

Definamos agora

ou 1 ou .

n NAO é a dimenséo da variedade aqui, embora a notacdo seja ambigua. Segue do enunciado do
Teorema 5.5 que v ndo depende de n de onde d ndo depende de n.

(5.81)

1
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Note agora que como

du(g) = iY™e M (dime M)! det (9,5 + Oj5u) H dz? N dZ, (5.82)
j=1
entao
du(3) T i n i
. = dz> N\ dz’, 5.83
jdime M(dime M)! det (gjg + @-Eu) U : : ( )
Pu 0
de onde se lembrarmos que — 52 = 5 log det(g,7 + 8 ~u) e utilizarmos a equacao (5.23)
entao
O (@) = 2 [[meM (dime M) det (g5 + 0,5 Tas A as 5.84
Eu(g)—a i (dimg¢ ).e(gjk—i— jku)jlj[lz/\z : (5.84)
— (L 1oga d%u) ) du(g 5.85
= | gy log det(g;z + I7u) | du(g), (5.85)
< (Ou _
=A (E) dp(g). (5.86)
Definindo 1
B=; [ ) (5.87)
M
segue de (5.86) que
d (% 1 9% [ Ou _
e atd“(g)+§/M*DA<E)d 1(9),
ou 1 ou du ou  (Ou
_/M(E_UOZ(M) Mﬁd )( (E) vol 8tA(8t>d'u( )>+
@
ot

i au@), (559

:/M(—Hgo)'? . du(g)gj/M’@%g

onde |V()[*= QJE()j()E e a ultima igualdade pode ser conseguida ja que para t grande

sup p(z,t) < osc(t) < 3 pois osc(t) decresce quando ¢ cresce. Como
xeM

/M pdp(g) =0, (5.89)

segue da desigualdade de Poincaré Teorema A.3 que
_2
[ 9] du@ = n00) [ Pauta) (5.90)
M M

onde \{(t) é o primeiro autovalor do operador —A no tempo t. Como as métricas g;z(t)
sdo uniformemente equivalentes a g;z existe Cs > 0 tal que A(t) > Cs para todo t > 0, de

onde
d

—B(t) < ~CsE. (5.91)
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Assim, pela Desigualdade de Gronwall Teorema A.4
E < Cee 5t (5.92)

Como as métricas sao uniformemente equivalentes, de onde as formas de volume o sao,

obtemos
| iutg) < e (5.93)
M
.~ . . ou
Proposicao 5.1. Quanto t — oo a fun¢ao v(x,t) convege a uma fungdo ve(z) e 5
converge a uma constante, ambas as convergéncias na topologia suave.
Demonstracao. Para todo 0 < s < s’ temos
/|vxs ) —v(z, s)|du(g) // xt‘dtdu() (5.94)
1 Ou
d dt 5.95
~ all ) 5| dulg)dt, (5.95)
ou
ledu dt+ atd“< 9)|du(g),
(5.96)

onde a ultima desigualdade vem da desigualdade trinagular obtida ao somar e subtrair

ou
W —du(g). Usando que

/ " leldu(g) < vol(M)1 | ( / @2)1/2 it (5.97)

e ainda,

[ st | G = [ Grauta|auto) < oo, (599

dadas as desigualdades (5.93) e (5.80), concluimos que

s’ 1 au a 00 oo /oo 7at
< 5 )

(5.99)
Tomando s — oo o lado direito se anula, de onde v(z,t) com ¢t — oo é uma sequéncia de
Cauchy em L'(M). Entdo v(z,t) converge na norma L'(M) para uma fungdo v (z). Por

unicidade da convergéncia temos que v/ (x) ¢ igual a v (x) fornecida pelo Teorema 5.4.

Nao resta outra alternativa que ndo a convergéncia de v(x,t) para v (z) na
topologia C*°(M x [0, 00]). De fato, do contrario existiria € > 0, um inteiro 7 > 0 e uma
sequéncia t, tal que

[v(2,tn) — Voo () |om (M x[0,00) > €- (5.100)
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Mas como v(z,t,) ¢ limitada na toplogia suave em M x [0,00] entdo existe v(z,t,,)
sequéncia convergente para uma func¢ao suave U, (x). Da equacao (5.100) temos que
oo () # Voo (x). Ora, como v(z,t,,) também converge a v.,(z) na norma L'(M) isso é um
absurdo, de onde v(z, ) "= v () na topologia suave. Como osc(t) — 0 se t — oo entio
—u(x, 00) é constante. [ |

ou
Dado que —(x,00) é constante e

ot
977(t) = g5 + Ou, (5.101)

diferenciando essa equagao em t concluimos que

0§ %
;;k (t) = 8t3]2Eu = 8?E8tu(a:, t). (5.102)
Tomando ¢ — oo em ambos os lados,
. 8§]E . 2
tlgcr}o W(t) = tlgglo O70pu(z,t) = 0. (5.103)

Isto conclui a prova do Teorema 5.1.

5.5 Existéncia de métricas Kahler-Einstein

Note que se (M, g) é uma variedade de Kéhler com ¢;(M) = 0 entéo a (1,1)-
forma nula é cohomologa a forma de Ricci p de g e podemos aplicar o Teorema 5.1 para

garantir a existéncia de uma métrica Einstein com constante de Einstein nula em M.

Se ¢;(M) < 0 entao uma variante da equagao usada para deformagao poderia

ser empregada. A saber, poderia-se considerar o problema

(5.104)

Neste caso, poderia-se seguir as mesmas etapas empregadas na demonstracao
do Teorema (5.1) para garantir solugao para este problema. Em verdade, mostraria-se que
09,7
ﬂ(t) converge para 0 quanto ¢ — oo na topologia suave, de onde

ot

Ry(00) = —iij5(00), (5.105)

sendo a métrica limite Kahler-Einstein com constante de Einstein —1.

Yau mostrou que o caso de existéncia de métricas Kéhler-Einstein na mesma
classe da métrica original com ¢;(M) > 0 nem sempre é verdadeiro. Em verdade, Yau

constroi uma variedade de Kéhler com ¢;(M) > 0 que nao admite nenhuma métrica,
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Kahler-Einstein (veja [Yau77]). Ha resultados ainda que garantem que mesmo quando a

métrica de Kéhler-Einstein existe, nao ha garantia que seja tnica.

Uma condicao necessaria para a existéncia de uma métrica de Kéhler-Einstein
é que a algebra de Lie de campos de vetores holomorfos seja redutiva. Yau conjecturou que,
quando a primeira classe de Chern é positiva, uma variedade Kéhler possui uma métrica
Kahler-Einstein se e somente se for estdavel no sentido da teoria geométrica invariante

(Geometric Invariant Theory).

O caso de superficies complexas foi resolvido por Gang Tian. As superficies
complexas com classe Chern positiva sao produto de duas cépias de uma linha projetiva
(que tem uma métrica Kahler-Einstein) ou um blow-up do plano projetivo em até 8 pontos
em posi¢ao geral. O plano projetivo tem uma métrica Kahler-Einstein, a saber, a métrica
de Fubini-Study, e o plano projetivo explodido em 1 ou 2 pontos nao. Tian mostrou que o
plano projetivo explodido em 3, 4, 5, 6, 7 ou 8 pontos em posicao geral possui uma métrica
Kéhler-Einstein (veja [Tia90]).

Mais recentemente essa conjectura de Yau foi resolvida independentemente

em [CDS12b, CDS12a, CDS13,CDS14] e [Tial2).
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APENDICE A

Topicos de Analise

Neste apéndice destacaremos elementos importante no campo da Analise que
serao uteis ao longo do texto. Nao pretende-se fazer uma exposi¢ao em todos os detalhes.

Gostariamos de situar o leitor sobre o assunto com defini¢oes e principais teoremas.

A.1 Analise basica em variedades

A.1.1 Espagos de Lebesgue e Sobolev

Seja (M, g) uma variedade riemanniana com forma de volume du(g). Para ¢ > 1
definimos o espago de Lebesgue LI(M) como sendo o conjunto das fungoes localmente

integraveis f em M cuja seguinte norma ¢é finita

1= ( /M |f|qdu(g))l/q <. (A1)

1 1
Suponha que r,s,t > 1 e que fraclr = — + I Se ¢ € L¥*(M),yp € L'(M),
s
entdo ¢y € L"(M), e ainda, a seguinte desigualdade de Holder ¢ satisfeita:

0] - < [l

Yllze. (A.2)

LS

E conveniente estender o conceito de derivada fraca usualmente visto em R"

para variedades. Lembrando que
VEC(M) @ QF (M) — C®(M) @ QT (M),
entdo a derivada fraca de f € C*°(M) é a tnica 1-forma V f que satisfaz
o(V10) = [ IV pdua), (4.3)

para toda 1-forma ¢ com suporte compacto em M, e V* é o adjunto formal de V segundo

a métrica g.
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Indutivamente,
g(V*fop) = g(VE V). (A4)

Seja ¢ > 1 e k um inteiro nao negativo. Definimos o espago de Sobolev
L{(M) como sendo o conjunto das fungoes f € LI(M) tais que f ¢ k-vezes fracamente

diferenciavel e |V’ f|€ L para j > k. Munimos este espaco com a norma

k 1/q
nm%:<§;@wwwmg), (A5)

onde V ¢é a conexao de Levi-Civita de g.

O espago L{(M) é um espago de Banach com tal norma, e L2 (M) := H*(M) é
um espago de Hilbert.

Os espagos LY(M) e LI (M) sao espagos vetoriais de fungdes. Serd conveniente

estender as defini¢coes destes espacos a fim de consider se¢oes de fibrados vetoriais.

Seja (M, g) uma variedade riemanniana e V' — M um fibrado vetorial suave.
Equipe V com uma familia de métricas euclidianas variando suavemente com as fibras.
Seja V uma conexdo em V que preserve a métrica em V. Entao, as defini¢coes acima sao
as mesmas considerando |v| no lugar de |f| e [V7v| no lugar de |V7f|, onde || representa

a métrica em V.

A.1.2 Espacos de classe C* e de Holder

Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Para cada inteiro k > 0 defina o espago
C’k(M ) como sendo o espago das fungoes f : M — R cujas k-primeiras derivadas sao
existem e sao continuas e limitadas munido da norma

k

[flloxi='" supl 77, (A6)

J=0
onde V ¢é a conexao de Levi-Civita de g.

Dada a métrica g em M, podemos considerar uma funcao distancia d : M x M —
[0,00] em M de forma natural, como sendo o infimo dos comprimentos de arco de curvas
ligando x a y. Desta maneira, uma funcao f : M — R serd dita Holder continua com

expoenten «, onde o € (0,1), se satisfizer

[fla = supM < o0. (A7)

TF#Y d($, y)a

Uma observagao imediata ¢ que fungdes Holder continuas também sao continuas.

Assim, podemos definir uma norma no espago destas fungoes, o qual denotaremos por
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C%*(M). A saber, esta ¢ dada por:

[ fllgo.c:= [1f loa[fa (A.8)

A mesma maneira, podemos definir o espaco das se¢coes Holder continuas
de um fibrado vetorial V' — M. Dados x,y € M numa mesma vizinhanca geodésica,
chamamos a diferenga |v(x) — v(y)| da norma da diferenga entre v(z) e do transporte
paralelo de v(y) a v(x), definido pela conexdo V em V| associada & métrica euclidiana em
V. Assim, uma segao v € V é dita Holder continua se satisfizer:

[V]q = sup [olz) = v(y)| < 00, (A.9)
x#y d(xv y)a
onde d(z,y) < 6(g), onde §(g) € o raio de injetividade da métrica g.

A discussio anterior permite definir o espaco das fungdes C**(M). De fato,
dada f € C*(M), como V*f é uma secao de @*T* M, podemos considerar V = @*T*M e
pedir que

J o &
(V7 fla = iig CRNE < 00. (A.10)

Se esta relacio é verificada para todo j € {1,...,5}, dizemos que f € C**(M).

A norma natural deste espaco é dada por

k
£ llcra:= [l flcet D [V fla- (A.11)
J=1

Com esta norma, o espago C”W(M ) é de Banach, sendo chamado de Espacgo

de Holder com expoente a.

A.2 Sobolev, Kondrakov e Poincaré: inclusoes e desigualda-
des

Em equacoes diferenciais parciais é usual entender como incluir espacos de
Sobolev e espacos de Holder de forma apropriada em outros espacos. O objetivo desta

se¢ao € o de enunciar os teoremas de inclusoes necessarios nesta dissertacao.

Teorema A.1 (Teorema do Mergulho de Sobolev). Sejam M uma variedade riemanniana

compacta de dimensao n, k,l nimeros inteiros com k > 1 > 0, q,r nimeros reais com

¢.r>1leac(0,1). Se
1 1 k-1
- S -+ —
q - T n
ent ao L} (M) admite um mergulho continuo em L] (M) pela inclusio. Se

1 k—1—«
_S—
q n

)
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entdo LL(M) é continuamente mergulhado em C**(M) pela inclusdo.

Teorema A.2 (Teorema de Kondrakov). Sejam M uma variedade riemanniana compacta,
k,l inteiros tais que k > 1> 0, q,r nimeros reais com q,r > 1 e a € (0,01). Se

L1 ke

q n
ent ao o mergulho Li(M) — Lj(M) €é compacto. Se

1 k—1—a«

q n
ent ao L{ — C"*(M) é compacto. Ainda mais, C**(M) — C*(M) ¢é compacto.

Y

Teorema A.3 (Desigualdade de Poincaré). Sejam (M, g) uma variedade riemanniana

compacta e 1 < q < o0. Entao, existe C' > 0 tal que
H'LLHLQS CHVUHL(J, (A12)
onde V € a conexao de Levi-Clivita de g.

Ainda mais, se g =2 e A\ € o primeiro autovalor de —A, onde A é o operador

de Laplace associado a g, entdo C' = IV
1

Teorema A.4 (Desigualdade de Growall). Seja v : I C R — R onde I é um intervalo

ou compacto ou com o maior extremo sendo 0o e o menor extremo sendo a € R, e u €

diferencidvel no interior de I e continua em I. Assuma que

u'(t) < B(t)u(t),

onde B € uma fun¢ao continua em I. Entao,

u(t) < u(a) exp ( / t B(s)ds) vtel

A.3 Operadores Diferenciais em Fibrados Vetoriais

A.3.1 Definicoes gerais

Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e V a conexao de Levi-Civita associ-

ada a métrica g.

Definicao A.1. Um operador diferencial parcial, ou simplesmente, operador di-
ferencial, P em M, de ordem k, € uma aplicacao que leva funcgoes reais u definidas
em M em funcoes reais Pu definidas em M, e que depende de u e de suas k-primeiras
derivadas. Ezplicitamente, se VIu, j € {0,...,k} denotam as k-primeiras derivadas de u
(possivelmente no sentido fraco), entao existe QQ uma funcgao real, pelo menos continua em

cada um dos seus arqumentos, tais que

(Pu)(z) = Q(x, u(x), Vu(z),..., VFu(z)). (A.13)
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Se () é suave nos seus argumentos dizemos que o operador P é operador
diferencial suave. Se P(au + fv) = aP(u) + fP(v), onde «, § € R, entao dizemos que

P é linear. Se P é nao linear, dizemos que P é nao linear.

Exemplo A.1. Seja U C R" um conjunto aberto. Um operador diferencial linear de

ordem 2 ¢ da forma

(Pu)(x) = Z au(x)g;ja(iz + Zbk@)agg:) + c(z)u(z),

ij=1 k=1

onde os coeficientes a;;, b, c sao fungoes em M e cuja reqularidade define o operador. Por
exemplo, se o coeficiente mais reqular é Hélder continuo com expoente a, entao o operador

P € dito Hoélder continuo com coeficiente a.

Exemplo A.2. Se P é um operador diferencial suave em uma variedade riemanniana

(M, g), entao claramente P mapeia fun¢oes suaves em M em fungoes suaves em M.

Por outro lado, em geral, P decresce reqularidade. A saber, se os coeficientes
de P sao limitados, entao
P i L, (M) = LI(M),

P: C*Y(M) — CY(M).

Seré conveniente entender o que sao operadores elipticos. Antes, no entanto,

faz-se necessario saber como dada alguma regularidade para P, como podemos linearizé-lo.

Definigao A.2. Seja P um operador linear de ordem k tal que Q@ como em (A.13). Se @
¢ de classe C' em seus argumentos, entdo, a linearizacdo de P em u é definida como

sendo o limite .
L,P(v) :=lim = (P(u+tv) — P(v)). (A.14)

t—0 t

Observamos que em geral, mesmo se o operador P for suave, nao hé garantias
de que sua linearizacdo seja suave. Em verdade, se u € C*¥*(M) e P ¢ de ordem k, entdo
L, P tem ordem I.

Em coordenadas locais, um operador diferencial linear de ordem k tem a

seguinte expressao geral
Pu = Ail“'i’fvil_,iku + Bil'”i’“‘lvil._,ik_lu + ...+ K"V, u+ Lu, (A.15)

onde A, B, K sao tensores simétricos e L é uma funcao real. Para cada ponto x € M e

cada £ € T, M. Considere a expressao
oc(P;x) i= AR gt (A.16)
O simbolo de P é a aplicagao
o:T"M — R
o:(z,8) — oe(Psx).
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A.3.2 Operadores Elipticos e equagoes diferenciais parabdlicas

Definicao A.3. Um operador diferencial P de ordem k linear é dito eliptico se para todo
(x,6) € T"M — {0}, onde 0 € a se¢ao nula, o¢(P;x) # 0.

Um operador nao linear é dito eliptico se sua linearizacao na direcao de toda

funcao for um operador eliptico.

Se M é variedade riemanniana com métrica g e V e W sao fibrados vetoriais
sobre M munidos de métrica e VYV é uma conexdo compativel em V', entao podemos lancar

mao da seguinte defini¢ao:

Definicao A.4. Um operador diferencial de ordem k em fibrados vetoriais € uma associa-
cao que aplica segoes v de V' em segoes de W, e que depende de v e das suas primeiras
k-derivadas com respeito a VV . Precisamente, se v é uma secio de V', entdo existe uma

fungdo Q) pelo menos continua em seus argumentos e com valores nas fibras de W tais que

P)(z) = Q(z,v(z), VVu(z),...,(VV)0(x)) € W,, (A.17)

para cada x € M.

O operador P é é dito suave se () depende suavemente de seus argumentos.
Se P(aw + pw) = aP(v) + BP(w) onde v,w sao se¢oes e «, f fungoes suaves em M,
entao dizemos que P é linear. Analogamente ao que discutimos, faz sentido definir uma

linearizacao para P.
Exemplo A.3.

d: QF(M) — Q¥Y(M), derivada exterior ( )
5 QF M) — QY (M), operador codiferencial ( )
A:=dod+0dod, laplaciano de Beltrams (A.20)
V:T(V)=T(V)2Q (M), derivada covariante ( )

sao exemplos de operadores diferenciais entre fibrados vetoriais.

Em coordenadas locais, um operador diferencial linear de ordem k entre fibrados

vetoriais tem a seguinte expressao geral
Py = A", v+ BV, o v+ KUV v+ Lo, (A.22)

onde A, B, K sao tensores com valores em V* ® W e L é uma aplicacao de fibrados entre
VeW.

Assim, o simbolo de um operador diferencial entre fibrados é a aplicacao

o: QY M) = T(V: W),
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definida por
o (2,8) = AN L = (P ).

Se para cada (z,§) a aplica¢do o(x,&) definir um isomorfismo entre V, e W,

entao P é dito eliptico.

Agora que entendemos o conceito de um operador eliptico, convém entender o

que é uma equagao diferencial parabélica.

Dado um fibrado vetorial V' sobre uma variedade riemanniana (M, g) e um
operador diferencial P levando se¢oes de V' em secoes de V', se I é um intervalo na reta e

v =v(x,t) é uma secao de M x I associada a V' x I, entdo o problema

d
L ofa,t) = Po)(x.0) (A.23)

U(l’, O) = 1]0(1'),
é dito um problema de equacgao diferencial parabdlica se P for eliptico.

Para essa dissertacao s6 nos interessa o caso em que V = M x R, isto é, as
secoes sao fungoes R-valoradas definidas em M x R. Em particular, faremos uso do seguinte

resultado:

Teorema A.5 (Teorema de Existéncia de Solugdo para Equagdes Parabolicas). Uma

equagao diferencial parabdlica como (A.23) tem solugao cldssica em tempo curto.

Veja o enunciado preciso (com variantes) em |[WYWO06, Pagina 251].
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