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Resumo

O ciclo de mosquitos é dividido em dois estagios: fase aquatica (ovos,
larvas e pupas) e fase alada (mosquitos adultos). Apresentamos um modelo
de controle 6timo de mosquitos que consiste na introducao de mosquitos
machos estéreis obtidos pela técnica de irradiacao. Nosso modelo é baseado
em equagoes diferenciais ordinarias que descrevem a dinamica dos mosquitos
na fase aqudtica, dos mosquitos fémeas imaturas (antes de acasalar), dos
mosquitos femeas fertilizadas (depois de acasalar), dos mosquitos fémeas
nao-fertilizadas (depois de acasalar), dos mosquitos machos (macho natu-
ral) e dos mosquitos machos estéreis (irradiados). O problema é colocado
no formato de um problema de controle étimo no qual minimizamos o custo
com inseticida, o custo com a producao de mosquitos irradiados e o custo
social (nimero de mosquitos fémeas fertilizadas).

¢ Palavras-chave: controle 6timo; principio do maximo de Pontryagin,
Aedes aegypti, modelagem matematica, técnica de insetos estéreis.
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Summary

The life cycle of mosquito Aedes aegypti is comprised by two phases:
aquatic (egg, larvae and pupae) and winged form (adult mosquitoes). We
present a model to describe the dynamics of mosquito population in which
sterile male mosquitoes (prodeced by irradiation) are introduced as a form
of biological control, besides the traditional application of insecticide. Our
model is formulated taking into account a system of ordinary differential
equations which describes the dynamics of the mosquitoes in the aquatic
phase, of the immature female mosquitoes (before mating), of the fertilized
female mosquitoes (after mating), of the unfertilized female mosquitoes
(after mating), of the natural male mosquitoes (wild) and of the sterile
male mosquitoes (irradiated). In order to analyze the minimal effort to
reduce the fertile female mosquitoes, we search for the optimal control
considering the cost of insecticide application, the cost of the production
of irradiated mosquitoes and their delivery and the social cost (number of
fertilized female mosquitoes, potential transmissor of dengue). The optimal
control is obtained by applying the Pontryagin’s Maximum Principle.

¢ Key words: optimal control; Pontryagin’s Maximum Principle; Aedes
aegypti; Mathematical modeling; Sterile insect technique.

xiil



Sumario

Resumo Xi
Summary xiii

1 Introducao 1
2 Teoria de Controle Otimo 14
2.1 O Problema de Lagrange . . . . . ... ... .. ...... 16
2.2 O Problema de Mayer . . .. ... ... .......... 16
2.3 O ProblemadeBolza . . . .. ... ... .......... 16
2.4 O Principio do Maximo de Pontryagin . . . . . ... ... 17
2.5 Condicoes de Transversalidade . . . . . . .. ... ... .. 19

3 Dinamica do Controle Biolégico 20
3.1 OModelo . . ... .. . .. ... 20
3.2 Pontos de Equilibrio . . . ... ... ... 000 23
3.3 Estabilidade . . . . . ... ... L 26

4 O Problema de Controle Otimo 29
4.1 O Indice de Desempenho . . . . . . . ... 29
4.2 O Problema de Controle Otimo . . . . . . . ... ..... 30
4.3 Caracterizacao de um Controle Otimo. . . . . . ...... 32
4.4 O Sistema Adjunto . . . . ... ... L 35
4.5 O Sistema de Otimalidade . . . . . .. ... ... ..... 35
4.6 Resultados Numéricos . . . . . . . .. .. ... ... ... 37

4.6.1 Caso 1: Elevado Custo Social e Producao Cara de

Mosquitos Estéreis . . . . . . . . ... ... .. .. 39

XV



4.6.2 Caso 2: Custo Social Barato e Producao Cara de

Mosquitos Estéreis . . . . . . ... ... ... ... 45

4.6.3 Caso 3: Custo Social Barato e Producao Barata de
Mosquitos Estéreis . . . . . . . ... ... ... .. 49
4.6.4 Caso 4: Elevado Custo com Inseticidas . . . . . . . 53
5 Problemas Alternativos e Discussao dos Resultados 59

5.1 Caso 1: Elevado Custo Social e Producao Cara de Mosquitos
Estéreis . . . . . . ... 59
5.1.1 Problema Alternativo 1.1 . . . . . . . . . ... ... 61
5.1.2 Problema Alternativo 1.2.. . . . . . . . . . .. ... 64
5.1.3 Problema Alternativo 1.3 . . . . . . . . .. ... .. 69

5.2 Caso 2: Custo Social Barato e Produgao Cara de Mosquitos
Estéreis . . . . . . ... 74
5.2.1 Problema Alternativo2.1. . . . . . . . .. .. ... 74
5.2.2 Problema Alternativo 2.2. . . . . . . . . ... ... 78
5.2.3 Problema Alternativo 2.3. . . . . . . ... ... .. 82

5.3 Caso 3: Custo Social Barato e Producao Barata de Mosquitos
Estéreis . . . . . . ... 87
5.3.1 Problema Alternativo 3.1. . . . . . . . . ... ... 88
5.3.2 Problema Alternativo 3.2 . . . . . . . .. ... ... 91
5.3.3 Problema Alternativo 3.3 . . . . . . . .. ... ... 96
5.4 Caso 4: Elevado Custo com Inseticidas . . . . ... .. .. 101
5.4.1 Problema Alternativo4.1. . . . . .. .. ... ... 101
5.4.2 Problema Alternativo4.2. . . . . .. ... .. ... 104
5.4.3 Problema Alternativo4.3. . . . . . . . . ... ... 109
Conclusao 114
Bibliografia 117

xvil


Roberto Thomé
xvi

Roberto Thomé
xvii


Capitulo 1

Introducao

A dengue é uma das mais importantes viroses e é atualmente um im-
portante problema de satiide publica. O causador da dengue é um virus,
mas seus transmissores, chamados tecnicamente de vetores, sao mosquitos
do género Aedes, popularmente conhecidos como mosquito da dengue. Nos
paises de clima tropical, as condi¢oes do meio-ambiente favorecem o de-
senvolvimento e a proliferacdo do mosquito Aedes Aegypti [73], seu prin-
cipal transmissor. O Aedes Aegypti (figura 1.1), o mais comum do género

Figura 1.1: Mosquito Aedes aegypit.



Aedes, é um mosquito domiciliado e urbano que se alimenta durante o dia.
A transmissao da doenca ocorre a partir da picada das fémeas adultas do
mosquito, pois somente elas sao hematofogas. A fémea acasala uma tnica
vez em sua vida e apds o acasalamento ela evita outros machos. Além
disso, a fémea do mosquito nao deposita seus ovos de uma s6 vez. Ela
libera aos poucos e em lugares diferentes aumentando a probabilidade de
nascimento de novos mosquitos. De 8 a 10 dias (periodo de incubacao do
virus no mosquito) apds ter sugado o sangue de uma pessoa contaminada,
a féemea infectada estd apta a transmitir o virus a individuos suscetiveis.
As femeas infectadas podem transmitir o virus para sua prole por meio da
transmissao transovariana, mas a sua importancia na transmissao do virus
aos seres humanos ainda nao foi esclarecida [82]. Nao hé transmissao por
contato direto de um doente ou de suas secrecoes para uma pessoa sadia,
nem através da agua ou alimento. Em 45 dias de vida, um tinico mosquito
pode contaminar até 300 pessoas. O periodo de incubacao do virus no ser
humano varia de 3 a 15 dias apods a picada do mosquito, sendo, em média,
de 5 a 6 dias [78].

Os quatro sorotipos do virus da dengue sao denominados DEN-1,
DEN-2, DEN-3 e DEN-4. Esses quatro sorotipos do virus pertencem a
familia Flavivirus e estao relacionados, porém sao antigenicamente dis-
tintos. A infeccao por qualquer um dos quatro sorotipos pode provocar
diversas reacoes no ser humano, desde infeccoes assintomaticas até a forma
hemorragica da doenca. Apods a infeccao por um destes sorotipos, o in-
dividuo desenvolve imunidade somente a esse sorotipo. Assim, pessoas que
vivem em areas endémicas de dengue podem ter mais de uma infeccao de
dengue durante sua vida.

Nas duas ultimas décadas, houve agravamento da sua situacao epi-
demiolégica devido a expansao geografica da distribuicao do vetor e do
virus, aumentando a freqiiéncia de epidemias e o desenvolvimento de en-
demicidade e emergéncia de dengue hemorragico em novas areas.

Os primeiros relatos de epidemia de dengue ocorreram em 1779-1780
na Asia, Africa e América do Norte. A ocorréncia simultanea nos trés con-
tinentes indica que o virus e o seu vetor tiveram uma distribuicao mundial
nos tropicos por mais de 200 anos. Durante a maior parte deste tempo,
a dengue foi considerada uma doenca moderada, nao letal com ocorréncia



nos visitantes aos trépicos. Geralmente, ha longos intervalos (10-40 anos)
entre a maioria das epidemias, principalmente porque a introducao de um
novo sorotipo em uma populacao suscetivel ocorre somente se os virus e
seu mosquito vetor puderem sobreviver ao transporte lento entre centros
da populacao.

Em 2005, a dengue foi considerada a mais importante doenca vi-
ral que afeta humanos veiculada por mosquitos. Sua distribuicao global
¢ comparada a malaria e estima-se que 2,5 bilhoes de pessoas vivem em
areas de risco de transmissao epidémica (figura 1.2). A cada ano, dezenas

F

Figura 1.2: Distribuicao mundial de virus da dengue e de seu mosquito vetor, Aedes
aegypti, em 2005.

de milhoes de casos de dengue ocorrem e, dependendo do ano, até centenas
de milhares de casos sao de dengue hemorrdgica. A taxa de mortalidade
da dengue hemorrédgica na maioria dos paises é aproximadamente 5%, mas
esta pode ser reduzida a menos de 1% com tratamento apropriado. A
maioria dos casos fatais sao entre criancas e jovens adultos.

H& um risco pequeno de surto de dengue no continente dos Estados
Unidos. Dois vetores competentes do virus, Aedes aeqypti e Aedes Albopic-
tus, estao presentes e, sob determinadas circunstancias, cada um poderia



transmitir o virus da dengue [32, 33]. Este tipo de transmissao foi detec-
tada seis vezes num periodo de 25 anos no sul do Texas (1980-2004) [62]
e foi associado com epidemias de dengue no norte do México pelo Aedes
Aegypti e no Haval (2001-2002) [27] devido ao Aedes albopictus.

Além disso, varias viroses sao introduzidas anualmente por viajantes
que retornam das areas tropicais onde o virus da dengue é endémico. De
1977 a 2004, um total de 3.806 casos suspeitos de dengue importada foram
relatados nos Estados Unidos. Embora alguns espécimes coletados nao fos-
sem adequados para o diagnéstico do laboratério, 864 casos (23%) foram
confirmados como dengue [76]. Provavelmente, muitos casos nao sao re-
latados todos os anos porque a vigilancia nos Estados Unidos é passiva e
confia em médicos para reconhecer a doenca, investigar a histéria do curso
do paciente, obter amostras diagnosticadas, e relatar o caso. Estes dados
sugerem que estados no sul e no sudeste dos Estados Unidos, onde o Aedes
aegyptt ¢ encontrado, correm o risco de transmissao da dengue com surtos
esporadicos.

No Brasil, segundo informagoes do Ministério da Saude, a transmissao
da dengue tem sido registrada anualmente desde 1986, com crescente ex-
pansao da sua area de ocorréncia, atingindo no ano de 1998 o numero de
537.507 casos distribuidos em 24 Estados, sendo que em 9 destes foi cons-
tatada a ocorréncia de 98 casos de dengue hemorragico (Ministério da
Saude). No Estado de Sao Paulo, neste mesmo ano, foram computados
10.629 casos em 102 Municipios, a despeito do crescente envolvimento do
poder publico municipal e da populacao no controle do mosquito vetor, o
Aedes aeqypti.

Diversos fatores relacionados com o mosquito influenciam de forma
preponderante na transmissao da doenga. Esses fatores dizem respeito
a capacidade vetorial do Aedes aegypti em funcao das variacoes sécio-
ambientais como a especificidade da interacao mosquito-hospedeiro, a fre-
quencia de picadas e o periodo do dia em que ocorre maior numero de
picadas, formas de acasalamento, nimero médio de ovos resultantes de
cada ciclo gonotréfico, vida média dos mosquitos e vida média em cada
etapa do ciclo vital. Também ha fatores sociais relacionados com o hos-
pedeiro como tipos de construcao da habitacao humana, densidade popu-
lacional e em relacao a moradia, atividades economicas e condigoes sécio-
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sanitarias. Porém, fatores ambientais, alheios aos mosquitos e induzidos
pelos homens, podem ter contribuicao preponderante como modificagao do
meio-ambiente, ocasionando periodos irregulares de chuva (“FEl Nino”), e
elevagao de indices de poluicao ambiental, resultando no aumento da tem-
peratura ambiente (aquecimento global).

Como os 4 sorotipos distintos (sorotipos 1, 2, 3 e 4) apresentam baixa
imunidade cruzada, ocorrem as chamadas “infeccoes secundarias” apos a
primeira infec¢ao por um determinado sorotipo. Mostrou-se que individuos
infectados com um sorotipo de dengue eram suscetiveis a infeccao por outro
sorotipo seis meses apés a primeira exposicao, entretanto nao ha evidéncia
de que possa ocorrer uma reinfeccao pelo mesmo sorotipo, uma vez que a
inducao da imunidade ¢é perene. E aceito que a infeccao primaria por um
dos sorotipos do virus da dengue ocasione o quadro classico da virose, com
pequeno risco de ocorréncia da forma hemorragica, porém, a reinfeccao por
outro tipo antigénico de virus da dengue, em um intervalo de tempo inferior
a H anos, representa maior risco de desenvolvimento do quadro hemorragico
da dengue. Este periodo pode ser muito maior, como demonstrou a tltima
epidemia de dengue em Cuba [65], onde 16 anos apés a epidemia de 1981,
foram confirmados 2.946 casos, sendo 205 com dengue hemorragico e 12
6bitos.

Admite-se que todos os 4 sorotipos de dengue possam provocar quadros
hemorrégicos, porém estudos clinicos e virologicos evidenciaram uma maior
correlacao entre os casos de dengue hemorragica e o sorotipo 2, quando este
ocorria como “infeccao secundaria”. Porém ha relatos de epidemias de
dengue hemorrégica causadas pelo sorotipo 3. Dessa forma, hé indicagoes
que cepas virulentas e/ou uma “infecgao secundaria” podem provocar uma
resposta imunoldgica mais intensa, com sintomas de dengue hemorragica.
Outro aspecto epidemioldgico interessante é que, ao contrario do que sucede
com a maioria das doencas infecciosas, um bom estado nutricional parece
ser mais um fator de risco no desenvolvimento da dengue hemorragica [41].
No Estado de Sao Paulo ja houve a circulacao dos sorotipos 1 e 2 do virus
da dengue, e isolamento do sorotipo 3 na Cidade de Limeira, em caso de
dengue importado da Nicardgua [64].

O ciclo de vida completo de um mosquito é composto de quatro fases:
ovo, larva, pupa e adulto. Existem varios mecanismos de controle para



evitar a proliferacao do mosquito transmissor da dengue. Esses mecanis-
mos podem agir em qualquer uma das quatro fases mencionadas. Os
mecanismos de controle utilizados pela SUCEN! sao:

1. Controle mecéanico: este controle deve ser feito pelos agentes de satide
publica no momento da visita e pelos moradores continuadamente,
portanto, necessita de participacao popular, consistindo na remocao

ou inviabilizacao de criadouros. Quando se retira criadouros, no caso
de conterem uma das fases aquaticas do mosquito, esta-se eliminando
todas as trés fases aquéaticas (ovo, larva e pupa). Entretanto, trabalha-
se com a hipdtese de que o controle mecanico elimina apenas os ovos,
uma vez que este efeito serda imediatamente propagado as outras duas
fases aquaticas pela dinamica.

2. Controle quimico larvicida: o impacto do controle de larvas por pro-
dutos quimicos de longa duracao pode ser medido pela morte de lar-
vas. Assume-se que este tipo de controle induza a uma mortalidade

adicional tanto para larvas quanto para pupas.

3. Controle quimico adulticida: existem duas formas de controle quimico

de adultos. Uma pelo uso de equipamentos portateis de aplicacao de
inseticidas (dentro das casas) e outra pelo uso de equipamentos pesa-
dos (pulverizagao nas ruas). O efeito da agdo de inseticida é induzir
a mortalidade de adultos.

Um outro tipo de controle ainda nao utilizado pelo SUCEN ¢ o:

* Controle biolégico: este controle é um processo natural de regulacao
populacional através de inimigos naturais. Consiste basicamente no
emprego de um organismo (predador, parasita ou patégeno) que ata-
ca outro que esteja causando danos economicos. Esta técnica tem-
se mostrado muito eficiente no controle de pragas agricolas e aparece
como uma medida alternativa a técnica usual de aplicacao de inseti-

cida, que além de promover resisténcia do inseto ao produto quimico
utilizado é nao seletiva, isto é, prejudica outras espécies que vivem no
mesmo habitat do mosquito [39].

L SUCEN: Superintendéncia de Controle em Endemias



A principal tatica adotada no Brasil para o combate do mosquito é
o uso intenso de produtos quimicos para o controle de mosquitos adultos
e larvas [58]. Entretanto, o uso maci¢o de agentes quimicos eleva o custo
de controle e pode afetar a saude publica. Este tipo de estratégia para o
controle gera o problema do desenvolvimento da resistencia, resultando na
reducao da eficiéncia do produto devido a morte de grande proporcao de
mosquitos suscetiveis, dando oportunidade ao aumento dos resistentes ao
produto [52, 83]. Esses fatores induzem ao aumento do risco ambiental e
a elevacao do custo de controle, uma vez que se torna necessario realizar
um numero cada vez maior de aplicagoes para se garantir um resultado
satisfatorio.

Existem alternativas para se evitar este tipo de problema e uma de-
las é a utilizacao de produtos com diferentes modos de acao. Estes pro-
dutos podem atuar em mais de um processo bioquimico e/ou fisiol6gico,
matando o inseto de diferentes maneiras. A bactéria Bacillus thuringiensis
israelensis (Bti) [58, 48] possui trés diferentes toxinas Cry (cristal toxico),
e uma Cyt (toxina com atividade citolitica e hemolitica) [25]. Este grande
numero de toxinas reduz a probabilidade do desenvolvimento da resisténcia
do mosquito [13, 63]. Um fator muito importante que devemos levar em
consideracao é que a Bti nao é téxica aos seres humanos. E como a maioria
das estratégias de controle sao executadas em areas urbanas, com pessoas
proximas a pulverizacao, a Bti representa uma alternativa eficiente no con-
trole do Aedes aegypti [58]. Um outro fator importante é a possibilidade da
Bt ser usada juntamente com produtos quimicos pra aumentar a eficiéncia
do controle [19].

De acordo com Polanczyk et al. [58], o uso de bactérias no controle
biologico das larvas de mosquitos tem-se destacado entre as diversas es-
tratégias que compoem os programas de manejo integrado. As principais
razoes para isto sao as suas vantagens em relacao aos inseticidas quimicos.
Esses produtos possuem intimeras formulagoes e sao usados contra diver-
sas espécies de mosquitos, com um pre¢o um pouco superior aos produtos
tradicionalmente utilizados, mas competitivos quando considerados os cus-
tos sociais e ambientais do uso de inseticidas nao seletivos em ecossistemas
aquaticos [77].

Um outro tipo de controle no combate a dengue é o emprego do mi-



crosporidio Fdhazardia aedes. Esse microsporidio é um protozoario que
parasita especificamente larvas de Aedes aegypti. Este parasita, uma vez
que tenha infectado larvas de mosquito, é transmitido para a fase pupa
e adulta. Posteriormente os ovos, pela transmissao transovariana, sao in-
fectados. Quando eclodem e chegam a fase larva, entao 70% das larvas
infectadas morrem, quando os microsporidios sao liberados na agua para
infectar outras larvas. As restantes das larvas seguem o ciclo natural. Os
ovos, as pupas e os mosquitos adultos sofrem uma mortalidade adicional
quando parasitados e, além disso, diminui a oviposicao das féemeas. Por-
tanto, a primeira geracao de larvas infectadas nada sofrem, sendo que os
efeitos da mortalidade adicional e transmissao de microsporidios sao no-
tados a partir da segunda geracao dos infectados. Note que, para este
tipo de controle, nao se deve fazer nenhum tipo de controle tradicional
(mecanico ou quimico), para que estes microsporidios possam proliferar
nos criadouros [54].

Outra forma de controlar insetos causadores de pragas e doencas é
alterar o processo de reprodugao liberando insetos estéreis [45]. Insetos
estéreis sao liberados no ambiente natural, de tal maneira que o resul-
tado de acasalamentos resulte na inviabilizacao de ovos, podendo assim
levar a extingao do inseto [11]. Os insetos se tornam estéreis devido ao
uso de agentes que causam mutacoes tais como a radiagao gama. Criada
pelo entomologo americano Edward Knipling, a técnica de esterilizagao
com energia nuclear ja é utilizada em paises como Chile, Argentina, Por-
tugal, Australia, Africa do Sul, Tailandia, Japao e Peru, além dos Estados
Unidos, lider nesta técnica [3]. Esta técnica, conhecida como Sterile In-
sect Technique (SIT) [12], tem-se mostrado muito eficiente no controle de
pragas agricolas e aparece como uma medida alternativa a técnica usual
de aplicacao de inseticida, que além de promover resisténcia do inseto ao
produto quimico utilizado ¢ nao seletiva, isto é, prejudica outras espécies
que vivem no mesmo habitat do mosquito.

A técnica de liberacdo de insetos machos estéreis (SIT) foi utilizada
com sucesso na Florida, EUA| para controlar mosca varejeira ( Cochliomya
omnivorar) em 1958 [46, 47]. Foram liberados em um periodo de 18

meses um total de 2 bilhoes de moscas, tendo um custo em torno de
U$10.000.000,00 [11].



Embora o programa de erradicacao da mosca varejeira seja o caso
mais bem sucedido de SIT, a técnica ja foi empregada em outras espécies de
insetos. Como exemplos, podemos citar as moscas-do-mediterraneo (Cer-
atitis capitata Wiedemann) nos Estados Unidos e México, as moscas-do-
melao (Dacus cucurbitae Coquillett) no Japao e Taiwan, a lagarta-rosada
(Pectinophora gossypiella Saunders) nos Estados Unidos, as moscas-tsé-
tsé (Glossina species) na Tanzania, Zimbabwe e Repiblica do Burkina, o
bicudo-do-algodoeiro (Anthonomus grandis Boheman) no sudeste dos Esta-
dos Unidos, as moscas-das-frutas-mexicana (Anastrepha ludens Loew) nos
Estados Unidos e México e a traga-cigana (Lymantria dispar Linnaeus)
nos Estados Unidos e Canada [12].

No Brasil, foi realizada com sucesso a liberacao de moscas estéreis no
polo de fruticultura de Livramento de Nossa Senhora, na Bahia, em junho
de 2005 [34]. O objetivo foi combater a mosca-das-frutas Ceratitis capitata,
conhecida em todo o mundo como mosca-do-mediterraneo, ou moscamed,
uma praga das mais destrutivas que vem causando elevados prejuizos a
fruticultura mundial e especialmente ao pélo de fruticultura irrigada, no
Nordeste. Conforme matéria da Revista Pesquisa Fapesp [28], os prejuizos
sao causados pelas féemeas das moscas, que depositam os seus ovos dentro
dos frutos. As larvas se desenvolvem e alimentam-se da polpa, inviabi-
lizando a comercializagao. Para combateé-las, machos estéreis criados em
laboratério sao soltos nas plantagoes para cruzar com féemeas selvagens.
O controle bioldgico da populacao de moscas ocorre porque essas fémeas
ao cruzarem com machos estéreis nao deixam descendentes. Elas cruzam
apenas com um macho ou poucos machos durante o seu ciclo reprodu-
tivo. A liberacao dos machos estéreis ¢ feita com aeromodelos monitorados
por controle remoto, desenvolvidos por alunos da Universidade Federal do
Vale do Sao Francisco. Cada aviao tem 3 metros de envergadura e con-
segue levar 1,5 milhao de moscas. Os insetos também podem ser liberados
manualmente, mas esse é um processo mais demorado e caro [28].

Os custos para utilizagao da moscamed esterilizada também sao com-
petitivos. De acordo com matéria publicada na Revista Brasil Nuclear [3],
enquanto se gasta, em média, 30 délares por hectare por ano com os in-
setos, o uso de agrotéxico consome 25 doélares. E estes investimentos se
igualam e até mesmo caem a favor das moscas a partir do segundo ano



de aplicacao, quando se reduz o numero de machos estéreis liberados no
cultivo das frutas.

A Biofabrica Moscamed do Brasil, criada em 2002 a partir de uma ini-
ciativa do Ministério da Agricultura, Pecuaria e Abastecimento, com apoio
do Ministério das Ciéncias e Tecnologia e financiamento da Financiadora
de Estudos e Projetos (Finep), foi instalada no municipio de Juazeiro, na
Bahia. Ao adotarem essa técnica na fruticultura do Vale do Sao Francisco,
os agricultores chegam a economizar 50% do que consomiriam com inseti-
cidas e processos de preparacao e manutencao das frutas para exportacao.
Nos Estados Unidos, pais que mais gasta com programas de combate a
praga das frutas no mundo, essa conta ja foi mais do que equacionada. O
governo destina US$ 80 milhoes anuais aos projetos da Califérnia, Flérida
e Guatemala-México para evitar uma perda estimada em U$ 1,2 bilhao,
caso a moscamed se estabelecesse em territorio americano [3].

Fatores que devem ser levados em consideracao na liberacao de insetos
estéreis sao competitividade dos insetos estéreis na fertilizacao, liberacao
em ndmero insuficiente, forma de liberacao inadequada, etc. [7, 8, 10, 23,
26, 56, 57, 59]. Pode-se combinar com o uso de inseticidas [5], liberacao de
outros parasitéides [9, 38| ou insetos geneticamente modificados [21].

Do ponto de vista qualitativo, todos os mecanismos mencionados po-
dem ser eficazes para a prevencao da dengue. Entretanto, por mais eficiente
que seja o controle utilizado, levando em consideracao todos os fatores
técnicos, o seu emprego esta condicionado ao fator sécio-economico. Ou
seja, alguns mecanismos podem tornar-se inviaveis devido ao custo elevado
para a sua implementacao.

Em paises como o Brasil, onde os recursos sao escassos, ao utilizar as
estratégias de controle, é natural o surgimento de perguntas como:

- qual sera o custo desta operacao?

- que combinacao de mecanismos de controle deve ser feita
para erradicar ou controlar em niveis baixos a doenga em
um periodo de tempo determinado com a menor verba
possivel?
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E importante mencionar que os mecanismos de controle estao ligados
diretamente com o fator de sazonalidade, uma vez que o verao é a época
em que a incidéencia da dengue chega a indices alarmantes.

Portanto, o uso de um controle deve ser feito de maneira otimizada.
O objetivo é aplicar a menor quantidade de inseticida dentro de um tempo
pré-fixado, de maneira a matar a maior quantidade de mosquitos. Um
importante fator que deve ser ressaltado é que nao basta apenas matar
mosquitos, mas também manter a sua populacao em niveis aceitaveis para
que nao ocorra um desequilibrio ecolégico (impacto ambiental). E assim,
desse modo, estariamos indiretamente diminuindo o niimero de pessoas in-
fectadas.

Nesse sentido, a introducao da teoria de controle 6timo exerce um
papel fundamental. O problema de controle 6timo possui uma estreita
relacao com o calculo de variacoes, sendo os primeiros resultados formais
datando do século XVII [30]. No entanto, a aplicagao da teoria de controle
6timo em epidemias ocorreu no final dos anos 60, devido ao surgimento do
Principio do Méximo de Pontryagin, em 1961.

Um dos objetivos do controle 6timo no estudo de epidemias consiste
em reduzir o nivel de individuos infecciosos. Esta estratégia de controle
pode ser adotada visando minimizar um custo que combine os diversos
mecanismos de controle.

No que se refere a aplicacao de controle 6timo na biologia encon-
tramos diversos trabalhos. Entre eles podemos citar controle 6timo de
pragas [61, 68, 69, 70, 75, 85], HIV [24, 40, 44], dengue [17, 74], epidemias
[14, 36, 53, 79, 80, 81], sistema imune [71] e cancer [22, 72].

Uma vez que os modelos matematicos utilizados no controle 6timo da
dengue sao problemas nao-lineares, é grande a dificuldade em se obter re-
sultados analiticos. Dai, a utilizacao de métodos computacionais se torna
indispensavel.

Existem modelos matematicos que descrevem a transmissao de para-
sitas envolvendo duas populacoes. Alguns modelos, que consideram uma
forma de transmissao diferente da que ocorre com a dengue, descrevem
populacoes com fases bem determinadas de desenvolvimento sexuada e as-
sexuada, como esquistossomose e malaria. Existem, também, outros mode-
los matematicos que descrevem a transmissao de virus diretamente do in-
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dividuo infeccioso (em vez do termo infectante) ao individuo suscetivel
por meio de “contato” (ou intermediado por um agente fisico, em muitas
situagoes, o ar). Todos estes modelos, como no caso da dengue, a carac-
teristica principal do virus de induzir o desenvolvimento de imunidade é
levada em consideracao, sendo que a imunidade pode ser temporaria ou
perene.

Estudos tem sido desenvolvidos, em anos recentes, no Estado de Sao
Paulo, com o objetivo de ampliar os conhecimentos sobre a biologia do
vetor, medidas de controle e estratégias de envolvimento da populacao no
seu controle. Desta forma, o presente trabalho tem por objetivo seguir as
linhas:

1. Estudar os parametros envolvidos na dinamica da infestacao por Aedes
aegypti e da transmissao da dengue, considerando o controle do vetor.

2. Avaliar os mecanismos de controle do vetor e determinar estratégias
considerando controle étimo.

Nosso trabalho é fundamentado no desenvolvimento de Esteva & Yang,
2005 [29], onde os autores apresentam um modelo para analisar o efeito da
introducao de insetos machos estéreis no meio ambiente. Os autores estu-
daram a aplicacao da técnica de liberacao de mosquitos Aedes aegypti, que
é o transmissor da dengue e da febre amarela, cujo controle é dificultado
por ter ciclo de vida complexo. Os autores também estudaram os pontos
de equilibrio e a estabilidade do sistema dinamico, que foram reproduzi-
dos neste trabalho com pequenas modificacoes para tornar esta obra tao
didatica quanto possivel. Também estamos nos apoiando fortemente em
Culshaw et al., 2004 [24], que nos ajudou a fundamentar o problema de
controle 6timo e o sistema de otimalidade.

A seguir a forma de apresentacao do trabalho ird conter no capitulo
2 a apresentagao de técnicas chamadas de “Teoria de Controle Otimo” e o
Principio do Méaximo de Pontrygin. No capitulo 3 reproduzimos de maneira
resumida a técnica utilizada pelos autores de [29], apresentando o modelo,
os pontos de equilibrio e a estabilidade desses pontos. No capitulo 4 esta-
belecemos o problema de controle 6timo aplicado ao modelo de contro-
le do mosquito transmissor da dengue com a utilizacao de mosquitos ma-
chos estéreis por irradiacao e os resultados numéricos obtidos. No capitulo
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5 temos a discussao dos resultados com uma analise de estratégias para
aplicagao do controle bioldgico, sendo o trabalho concluido com os co-
mentarios finais e as perspectivas para projetos futuros.
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Capitulo 2

Teoria de Controle Otimo

Quando lidamos com problemas nao-lineares e multidimensionais ne-
cessitamos de técnicas sofisticadas de otimizacao. Nesse capitulo iremos
descrever técnicas chamadas de “Teoria de Controle Otimo”.

O problema de controle 6timo possui uma estreita relacao com o
calculo de variacoes, donde os primeiros resultados formais datam do século
XVII. As técnicas utilizadas na teoria de controle 6timo, em particular
o famoso principio do méaximo de Pontryagin (1962), sdo extensoes de
técnicas classicas variacional de Euler, Lagrange, Legendre, Weierstrass,
Hamilton e Jacobi. De fato o principio do maximo é uma condicao necessaria
de otimalidade (ou mais precisamente uma colegao de condi¢oes necessarias)
que engloba a maioria das condicoes necessarias classicas em um caminho
especial que simplifica aplicacoes. Mas a teoria de controle 6timo é mais
do que uma mera generalizacao da teoria classica. Ela é significantemente
uma melhoria da teoria que abrange tanto problemas nao-lineares e lineares
de otimizacao e restrigoes de desigualdades (problemas que nao podem ser
tratados com as técnicas cldssicas).

Nao temos o objetivo de fazer a dificil demonstracao do principio do
méximo neste trabalho. Trabalhos como Pontryagin et al. [60] e Lee &
Markus [49] apresentam a demonstragao. Para uma discussao sobre con-
trole 6timo discreto e continuo vide Canon, Cullum e Polak [18] e Clark
[20]. O Principio do Méximo de Pontryagin pode ser obtido através de
argumentos diretos como em Athans e Falb [4], ou mediante uma for-
mulagao abstrata como a de Neustadt [55]. Para uma verificacao baseada
no principio da otimalidade vide Faleiros & Yoneyama [30]. Sao textos
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classicos e de facil leitura Athans e Falb [4], Fleming & Rishel [31] (inclui
também a versao estocastica), Kirk [43], Lewis & Syrmos [51]. Outras re-
feréncias interessantes sao Brogan [16], Sage [66] ¢ Yong & Zhou [84].

Um tipico problema de controle 6timo requer, além do modelo mate-
mético do sistema, a definicdo de um indice de desempenho (funcional de
custo) e a caracterizacao das diversas restrigoes sobre a natureza da lei
de controle (controle admissiveis) e o comportamento do sistema (regioes
onde o estado pode evoluir). Os elementos basicos do problema de controle
6timo sao:

(1) varidveis de estado x(t),

(2) variaveis de controle u(t) € U,

(3) um conjunto U de controles admissiveis, e

(4) uma fungao objetivo ou indice de desempenho J[x(t), u(t)].

Queremos encontrar um controle u* € U que faz com que o sistema

oy = fx(t),u(t),t), 0<t<T, (2.1)

z(0) = x,, (2.2)

siga uma trajetéria * que minimiza (ou maximiza) o indice de desempenho
J[x(t),u(t)]. Em muitos problemas podemos impor uma condi¢ao final

Trés formulagoes equivalentes bastante conhecidas do problema de
controle 6timo sao a forma de Lagrange, de Mayer e de Bolza. A fim
de simplificar a notacao, algumas vezes iremos escrever x ao invés de x(t).
De maneira andloga, algumas vezes escreveremos u ao invés de u(t).
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2.1 O Problema de Lagrange

A funcao objetivo para o problema de Lagrange é uma integral: o
indice de desempenho é acumulado através do tempo. Para um problema
com uma unica variavel de estado e uma tinica variavel de controle, a forma
de Lagrange ¢ dada por:

T
minimizar J|x, u] :/ g(z,u,t) dt,
0

dx
sujeito a  — = f(x,u,t).

dt

Também podemos ter condigoes iniciais x(0) = x, e/ou condigoes finais
z(T) = xy.

2.2 O Problema de Mayer

A funcao objetivo para o problema de Mayer é um custo terminal: o
indice de desempenho é calculado no instante final 7". Para um problema
com uma unica variavel de estado e uma tnica variavel de controle, a forma
de Mayer é dada por:

minimizar J[x,u] = h(x(T),T),

d
sujeito a & _ f(x,u,t).

dt

Também podemos ter condigoes iniciais x(0) = x, e/ou condigoes finais
z(T) = xy.

2.3 O Problema de Bolza

O problema de Bolza combina as caracteristicas do problema de La-
grange e do problema de Mayer. Uma parte do indice de desempenho é
uma integral e outra parte ¢ um custo terminal. Para um problema com
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uma unica variavel de estado e uma tnica variavel de controle, a forma de
Bolza é dada por:

T
minimizar J[x,u] = h(z(T),T) +/ g(x,u,t) dt,
0
dx (2.4)
sujeito a pri f(x,u,t).
Também podemos ter condigoes iniciais z(0) = z, e/ou condigbes finais
ZU(T) = Tf.

Embora um ou outro autor tenha preferéncia por um determinado
formato, sob determinadas condigoes de regularidade, as trés formulacoes
sao equivalentes: um problema de um tipo sempre pode ser reformulado
como um problema de outro tipo (ver capitulo 6 de Faleiros [30]). Além
disso, ao invés de minimizar, poderiamos maximizar o indice de desem-
penho. Para isto, basta observar que max{F(x)} = — min{—F(z)}.

Iremos estabelecer agora o Principio do Mdximo de Pontryagin [4].

2.4 O Principio do Maximo de Pontryagin

O Principio do Mdximo de Pontryagin é o principal resultado da
teoria de controle 6timo e pode ser interpretado como um teorema de mul-
tiplicadores de Lagrange em espacos de dimensao infinita [50]. O principio
basicamente estabelece um conjunto de condigoes necessarias de otimali-
dade para problemas de controle 6timo.

Utilizaremos a forma de Bolza, uma vez que essa versao do principio
pode ser aplicada de maneira simples para a forma de Lagrange e de Mayer.
A aplicacao do Principio do Maximo de Pontryagin ao problema de Bolza
com uma unica variavel de estado e uma tnica variavel de controle pode
ser adaptada ao problema de Bolza multidimensional. No problema mul-
tidimensional podemos considerar um vetor de n variaveis de estado e m
variaveis de controle. Para isso, é conveniente utilizar a funcao H, chamada
de Hamiltoniano, definida por:

H(z,u, M\ t) = gz, u,t) + N f(a,u,t), (2.5)
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Figura 2.1: Lev Semenovich Pontryagin.

onde AT = (A\; Xy --- \,) é o vetor transposto formado por funcoes
adicionais chamadas de variaveis adjuntas ou variaveis de co-estado. As
variaveis adjuntas determinam o sistema adjunto que, junto com o sistema
de estado, formam o sistema de otimalidade. Com o objetivo de sim-
plificar a notagao, algumas vezes escreveremos \; ao invés de \;(t), para
i=1,2,--- ,n. Se u(t) é um controle étimo e x(t) é a resposta correspon-
dente, o principio do maximo assegura a existencia de uma variavel adjunta
A(t) tal que as seguintes equagoes sao satisfeitas, para todo t, 0 <t < T

dA 0H dyg of
= or = o MW (26)
H (x(t),u(t), \(t),t) = rgeach(a:(t),u, A(t),t). (2.7)

Devemos enfatizar que essas equagoes se referem ao controle 6timo u(t),
sua resposta associada z(t), e a variavel adjunta A(¢) correspondente. Elas
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sao condicoes necessarias que devem ser satisfeitas por um controle 6timo
e sua resposta.

A equagao diferencial (2.6), chamada de equacao adjunta, é facil de
ser entendida, mas a equagao (2.7), algumas vezes chamada como o préprio
principio do méximo, requer uma melhor explicagdo. A equacao (2.7) as-
segura que em todo tempo t fornecido, o valor u(t) do controle 6timo deve
maximizar o valor do Hamiltoniano sobre todo valor admissivel u satis-
fazendo u € U. E ntil observar que se acontecer do controle Gtimo u(t)
ficar no interior do intervalo de controle U, entao a equagao (2.7) implica
que

(9_[-[ =0. (2.8)

ou
Note que agora temos trés fungoes desconhecidas para determinar: z(t),
u(t) e A(t). Para essas trés fungbes temos trés equagoes: a equacao de
estado (2.1), a equagdo adjunta (2.6) e o principio do méximo (2.7). As
equacoes de estado e adjunta sao equacoes diferenciais ordinarias de primeira
ordem e suas solugoes requerem a especificacao de condigoes iniciais ou ter-
minais.

2.5 Condicoes de Transversalidade

O componente final num sistema de otimalidade é o conjunto for-
mado pelas condigoes de transversalidade. No nosso caso, isso resume-se
a n condicoes finais nas variaveis adjuntas. Elas sao conseqiiéncias de um
resultado que pode ser encontrado em Fleming e Rishel [31].

Em certos problemas, nenhum valor terminal x(T") é especificado para
a variavel de estado. Em tais problemas, chamados de problemas de valor
terminal livre, o principio do maximo ¢é extendido adicionando a condigao
de transversalidade

A(T) = 0. (2.9)

Desse modo, temos um problema de valor de contorno de dois pontos para
as equagoes diferenciais (2.1) e (2.6).
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Capitulo 3

Dinamica do Controle Bioldgico

Esteva & Yang propuseram em [29] um modelo para analisar o efeito
da introducao de insetos machos estéreis no meio ambiente. Os autores
estudaram a aplicacao da técnica de liberacao de mosquitos Aedes aegypti,
que ¢ o transmissor da dengue e da febre amarela, cujo controle é dificul-
tado por ter ciclo de vida complexo [6]. A eficiencia do controle bioldgico
do mosquito Aedes aegypti via introducao de mosquitos irradiados inférteis
na populacao nativa é analisada. Os mosquitos machos nao picam, por-
tanto podem ser liberados para copular com a populacao de fémeas, sem
representar qualquer risco para os seres humanos.

Neste capitulo sera reproduzida de maneira resumida a técnica uti-
lizada pelos autores do artigo. Esta técnica, conhecida como Sterile In-
sect Technique (SIT), tem-se mostrado muito eficiente no controle de pra-
gas agricolas e aparece como uma medida alternativa a técnica usual de
aplicacao de inseticida, que, além de promover resisténcia do inseto ao
produto quimico utilizado, é nao seletiva, isto €, prejudica outras espécies
que vivem no mesmo habitat do mosquito. No caso do Aedes aegypti, a
distribuicao espacial heterogénea dos criadouros e as caracteristicas com-
portamentais do inseto dificultam a aplicacao do controle biolégico.

3.1 O Modelo

Com o objetivo de descrever a dinamica do controle biolégico, iremos
considerar o ciclo de vida dos mosquitos dividido em dois estagios: fase
aquatica (ovos, larvas e pupas) e fase alada (mosquitos adultos). Utilizare-
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mos a notacao:

A(t) — Populacao de Mosquitos na Fase
Aquatica (ovo, larva e pupa);

I(t) — Populagao de Mosquitos Fémeas
Imaturas (antes de acasalar);

F(t) — Populagao de Mosquitos Fémeas
Fertilizadas (depois de acasalar);

U(t) — Populacao de Mosquitos Féemeas
Nao-Fertilizadas (depois de acasalar);

M(t) — Populagao de Mosquitos Machos
(Macho Natural);

S(t) — Populagao de Mosquitos Machos Estéreis
devido a técnica de Irradiacao.

As taxas de mortalidade per capita dos mosquitos serao dadas por
pa (fase aquatica), py (fémea imatura), pp (fémea fertilizada), py (fémea
nao-fertilizada), py; (macho natural) e pg (macho estéril).

A taxa de oviposicao da femea fertilizada F é proporcional a sua
densidade, mas também regulada pela capacidade efetiva que dependera
do numero de criadouros disponiveis. Nesse modelo iremos assumir que
a taxa de oviposigao per capita é dada por ¢(1 — é), onde ¢ é a taxa de
oviposicao intrinseca e C' é a capacidade do meio relacionada com o ntimero
de nutrientes, espaco, etc. Os mosquitos na fase aquatica A passam para
a fase alada com uma taxa per capita v, onde uma propor¢ao r sao de
femeas e (1 — ) sdo de machos. A mudanga de fase das fémeas imaturas 1
para as fases fertilizadas F' e nao-fertilizadas U depende principalmente do
nimero de encontros com os machos naturais M e com os machos estéreis
S (irradiados). Assumiremos que a probabilidade de encontro entre uma
femea I com um macho natural M é igual a MiJrSﬁ.MDai, a taxa per capita

com que as femeas sao fertilizadas é dada por j75, onde [ ¢ a taxa de
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acasalamento dos mosquitos naturais.

Como os mosquitos irradiados sao colocados artificialmente no meio
ambiente, é natural pensar que a probabilidade de encontro de um macho
estéril S com uma fémea I nao depende apenas do ntimero de mosquitos
machos irradiados (MLJFS), mas também da proximidade com que eles sao
colocados em relacao aos criadouros. Assumiremos, entao, que a proba-
bilidade desse encontro é dada por Mp—fs, com 0 < p < 1. O parametro
p representa a proporcao com que os mosquitos estéreis sao colocados nos
locais adequados. Além disso, a fertilizacao efetiva durante o acasalamento
pode ser diminuida devido a irradiacao. Portanto, iremos assumir que a
taxa de acasalamento efetiva dos mosquitos estéreis é dada por ¢3, com
0 < q < 1. Logo, a taxa per capita Com que as femeas [ sao fertilizadas
pelos mosquitos estéreis S é dada por M n S Temos que Bs = pq3, onde qf3
¢ a taxa de acasalamento dos mosquitos irradiados e ¢ é a reducao do in-
teresse em acasalamento do mosquito macho apds o processo de irradiacao.

Finalmente, assumiremos que a populacao de mosquitos estéreis S sao
colocados no meio ambiente a uma taxa constante a. A figura 3.1 ilustra

a dinamica decrita acima. De acordo com essas hipoteses, a dinamica com

Gt

_BM
M+S F
1
ry
A _BsS U
M+S
(I-ryy M

Figura 3.1: Diagrama da Dinamica Populacional.
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controle biologico ¢ descrita por:

(4 = (1 —2)F — (y+pa)A
@ = MA= s~ as —ul
@ = s e
Sw sy (3.1)
O = (1—r)yA—puM
% = a— ugS.
\

Observe que a variavel de estado U (Populacao de Mosquitos Fémeas
Nao-Fertilizadas) do problema (3.1) esta desacoplada do sistema dinamico.
Em outras palavras as outras equacoes nao dependem da variavel U. Por-
tanto, para definir o nosso problema de controle 6timo iremos considerar o
sistema dinamico:

(G = ¢(1—E)F — (v +pa)A

@ = A= s~ Nis

! % = irs —wrF (3.2)
4L = (1—r)yA—puM

% = a—pugS

3.2 Pontos de Equilibrio

A populacao de mosquitos estéreis possui equilibrio em 5—5, indepen-

dentemente das condigoes iniciais. Portanto, o sistema (3.2) possui um
ponto de equilibrio trivial em P, = (0,0, 0,0, M%), com U, = 0. O ponto de

equilibrio nao-trivial (A,, I,, F,, M,, ;%s) satisfaz a relacao
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1 (Mot %)

lo = Grpt o=
_ (Hpa)CA, 3.3
| o= S (33)
M — (1_T)7Ao
e pvo

O valor de A, é a solucao da equacao

p(A) = aA?+bA+c=0, (3.4)
com coeficientes
=
b = 1-R (3.5)
c = CQ,
onde
R = (7+HAQ;€gf‘N1)MF (3.6)
e

_ (Bstur)pma
Q = C(ﬁ+uz)(11—?"4)vus‘ (3.7)

As fémeas nao-fertilizadas sao dadas por

P aﬁSIo
Uo = pu(sMo+ar)

De F, nota-se que solucoes positivas devem satisfazer 0 < A, < C. E
nos extremos deve-se ter

p(0) = ¢>0
p(C) = C+c>0
() = R+1>0.

Segue-se que p(A) tem uma ou duas raizes no intervalo (0, C') se, e somente

| () 20 < 0

(it) b* —4ac > 0.
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Com os coeficientes a,b e ¢ dados em (3.5), a equagao (3.4) pode ser escrita
como

p(A) = ZA’—(R-1)A+CQ =0, (3.8)
e as condicoes para a existéncia biologica do equilibrio nao-trivial sao
R > 1 (3.9)
e
" (3.10)

Quando ambas as condicoes sao satisfeitas, tem-se

_(R-1) iR
4, = Bheli- - 5 | (3.11)
(&
4, = B4 1- 588 ). (3.12)

Logo, sob as condigdes (3.9) e (3.10), o sistema (3.2) tem duas solugoes
P, e Py, correspondendo respectivamente a A, e A,,. No caso de igual-
dade em (3.10), os pontos P, e P, colapsam para um equilibrio P, com
A, = E-1) o , de onde obtém-se o valor maximo R* que garante a existéncia

2R
de solucao nao-trivial positiva, dado por

R = (1+2Q)[1+,/1—m}. (3.13)

Note que R* > 1.
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3.3 Estabilidade

A estabilidade dos pontos de equilibrio é analisada por meio da matriz

Jacobiana do sistema (3.2

), dada por

[ —&F, — (pa+7) 0 o(l—%) 0 0
ﬁMo‘i‘ﬁ S (6 7ﬂ)SoIo (ﬂfﬂ )MOIO
™ K Vs 0 QL5715
IBMO /350‘[0 BMOIO
0 Mo+, —HE L+5)72 ~—OL+S.7 |
(L—=r)y 0 0 — i 0
\ 0 0 0 0 —Uus )
calculada nos valores correspondentes aos pontos de equilibrio.
Os autovalores da matriz Jacobiana do equilibrio trivial P, = (0, 0,0, 0, %)

sao —(v+pa), —(B+pr), —pr, —prr € —pg. Portanto, P, é sempre local-
mente e assintoticamente estavel.

Analisando os equilibrios P;_ e P, temos que um dos autovalores ¢é
—us. Os demais autovalores sao solugoes do polinomio

M azA? 4+ a)? + ai )+ ag (3.14)

com coeficientes

i = (ua+7) (S ) +mr+ S 4 e+ o
o = - () o+ )

N (u T Mt 0S, > (ur + ,UM) + prpar

So 1
ao= (b ) Gt ) [ () e (05) )+
S,

"+ upp (M + ﬁj‘f/ﬁ? ) + (ppa + V) r [(Cgﬁio)—é—ﬂ%,ﬁ()so)}

o = [HRESEHERE] (2004, - C0)
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Utilizando critérios de Routh-Hurwitz, as raizes do polinomio de quarto
grau téem parte real negativa se, e somente se, a; > 0, com ¢ = 1,2,3,4, e
(agzas — a1)a; > aja,. Os coeficientes a1, as e az do polindomio (3.14) sdo
positivos. E possivel mostrar que para A, positivo, a tultima condicao é
satisfeita. Logo a estabilidade de P, e P, é dada pelo sinal do coeficiente
a,, que é positivo se, e somente se,

s(A,) = A2 +20QA, — C*Q (3.15)

¢ maior que zero. Note que s(A,) tem uma tunica raiz real positiva

1
Ag=A"=CQ (- =
Q(-1+yf1+5)

e, da desigualdade (3.10), satisfaz

A > 29 (3.16)
Usando (3.15), e as desigualdades (3.10) e (3.16), o valor do polinémio

(3.8) calculado em A* é dado por

p(A%) = E(—20QA" +C?Q) — (R - 1)A* + CQ
= —(2RQ+ R—-1)A*+ (R+1)CQ
< —(2RQ+R-1)*2 + (R+1)CQ

RO L (R - 1)0Q

(R=1)0Q (% —1)

_ 4RCQ? ((R-1)
= TR <4RQ _1> <0,

de acordo com as condigoes de existéncia biolégicas (3.9) e (3.10). A de-
sigualdade p(A*) < 0 implica A, < A* < A,, devido a positividade
do coeficiente de A2. Como s(A,) é tal que s(A4,) < 0 para A, < A* e
s(A,) > 0 para A, > A*, tem-se as < 0 para A, e as > 0 para A,,. Por-
tanto ;€ sempre instavel e P, ¢é localmente e assintoticamente estavel.
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Teorema 1 : O equilibrio P, = (0,0,0,0, M%) do sistema (3.2) é sempre

estavel. Quando R > 1 e (]L;g > 1, os equilibrios nao-triviais Pi_ e Pp,

sao vidveis. Nesta situacao Pi_ € sempre instdvel e Pi, € sempre estdvel.

De acordo com o Teorema 1, para R > 1, se () situa-se acima do valor
(R—1)? ~ , . s
TR entao é possivel controlar a doenga, independentemente da condigao
inicial fornecida ao sistema dinamico.
O equilibrio trivial P, é estavel para R < R*. Quando R = R,

o equilibrio tnico P, aparece, dado por P, = (AO,]O,FO,MO,M%), onde

A, = (}3;1)0, e os valores I,, F, e M, sdo obtidos de (3.3) substituindo
A, obtido acima. Para R > R* e a > 0, P; divide em dois valores P; e
Pi_, que sao instavel e estdavel, respectivamente. Chamamos R* de valor
limiar uma vez que este separa a regiao onde existe somente machos estéreis
(R < R*) da regiao onde existe coexisténcia de mosquitos machos naturais
e estéreis (R > R*).

O valor limiar R* depende de (), que é funcao linear de «, conforme
equacao (3.7), com Q(0) =0 e Q(a — o) — oo. Portanto, os valores
extremos sao R*(0) =1 e R*"(Q — o0) — oc.

No caso em que R > R*, chamamos de equilibrio de ruptura [15]
para o ponto de equilibrio instavel P, = (A,_, I, ,F, ,M,_, M%), onde os
valores I, , F, e M, sao obtidos de (3.3) substituindo A, por A, dado
por (3.11). A raiz menor A, da equacao (3.8) forma o ramo decrescente

da solucao do polinonio, com valor maximo em R = R* (AO = (R;R_*UC'> e
tende assintoticamente para A, = 0, quando R — oco. Para R > R* este
ramo decrescente separa duas regioes de atracao de pontos de equilibrio
P, e Pi,. Em outras palavras, tem-se uma hipersuperficie gerada pelas
coordenadas do equilibrio P;_, por exemplo, f(A, ,I, ,F, ,M,_, ;?_s) =0,
tal que um dos pontos de equilibrio P, e P, ¢ atrator dependendo da
posigao relativa da condicao inicial aplicada ao sistema dinamico (3.2) com
relacao a hipersuperficie.
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Capitulo 4

O Problema de Controle Otimo

Nesse capitulo iremos estabelecer o problema de controle 6timo apli-
cado ao modelo de controle do mosquito transmissor da dengue com a
utilizacao de mosquitos machos estéreis por irradiacao.

4.1 O Indice de Desempenho

Queremos minimizar o custo com inseticida, assim como o custo com
mosquitos estéreis. Para isso iremos considerar as variaveis de controle do
problema de controle étimo:

uy(t) — investimento em inseticidas;

us(t) — investimento com mosquitos estéreis (producao e liberagao).

A variavel de controle u; ird nos informar a quantidade de inseticida que de-
vemos liberar em cada instante do tempo. De maneira andloga, o controle
otimo uy mostrara a quantidade de mosquitos machos estéreis que devemos
introduzir na natureza, formando assim, a populacao de mosquitos machos
estéreis S(t).

Além disso, queremos minimizar o nimero de mosquitos fémeas fer-
tilizadas. Dai iremos adotar o seguinte indice de desempenho:

1 (7
Juy, us) = 5/ (clu% + CQU% + c3F? — 6452) dt, (4.1)
0
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onde
ci — custo com inseticida;

co — custo de producao e liberacao de mosquitos estéreis;
c3 — custo social;

cy — custo de preservacao de mosquitos estéreis.

Neste trabalho, optamos por um custo funcional quadrético [17, 24,
44)], por acreditar que o indice de desempenho é uma fungao nao-linear de
u*. Os quadrados nas varidveis funcionam como uma penalizagao [40, 71],
fazendo com que amplie os efeitos de grandes variacoes e enfatize as con-
tribuicoes de pequenas variacoes. Cada elemento quadratico foi multipli-
cado por um coeficiente (¢;) que estabelece a importancia relativa de cada
fator no custo do controle da dengue. Esses coeficientes podem refletir o
custo financeiro associado com cada variacao. Como o indice de desem-
penho J dado em (4.1) serd minimizado, o sinal negativo na frente do
custo ¢4 provocara a maximizacao da permanéncia dos mosquitos estéreis.
Em suma, queremos liberar machos estéreis de acordo com us, sem que o
inseticida liberado u; provove reducao da popupacao de machos estéreis
S(t). Para outros tipos de indice de desempenho vide Clark (]20], capitulo
IV), Behncke [14] e Zotin [85].

4.2 O Problema de Controle Otimo

Introduzindo as variaveis de controles uy e uy na dinamica (3.2), obte-
mos o sistema de estado:

(U = p(1—2)F — (v+pa)A
% = r”yA—%—ff—fé—(MﬂLul)I

! = = (pr+w)F (4.2)
DL = (1—r)vA— (p +w)M
B = uy— (ug+w)S.
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Repare que a taxa constante « foi substituida pela func¢ao de controle uy(t)
com o objetivo de introduzir a populacao de mosquitos estéreis (.S) no meio
ambiente de maneira controlada. A primeira equagao de (4.2) ndo possui
a variavel de controle u;, uma vez que o inseticida sé tera efeito na fase
alada do mosquito e nao na fase aquatica.

Utilizaremos condicoes iniciais no equilibrio para o sistema de estado
(4.2). Fazendo o = 0, temos ¢ = 0 na equagao (3.4). Assim, teremos:

A, = 0

CLAQ—I—bA =0 = (aA-I—b)A =0 = A, = b_ _1-R _ C(R-1) .

Observe que devemos ter R > 1, uma vez que A, > 0. Com isso, reescre-
vendo o ponto de equilibrio nao-trivial (A,, I,, Fy,, M,, N%) com a relacao
(3.3), obtemos as condigbes iniciais no equilibrio para o sistema de estado
(4.2):

( - __ C(R-1)
A0) = 4, = 9
_ _ M4
[0y =1L = 5
_ _ (Hpa)C4,
FO) = Fo = S5eta; (4.3)

M©O) = M, = &0t
S =S, = 0.

\

Matematicamente, o problema de controle 6timo pode ser formu-
lado como a minimizagdo do funcional (4.1) sujeito ao sistema de estado
(4.2) e as condicdes iniciais (4.3). E interessante observar que ao uti-
lizar as condigoes de equilibrio (4.3), estamos considerando a pior situagao
possivel do ponto de vista da dengue. Aplicaremos o controle partindo da
situacao que acontece de fato, onde o mosquito se alastrou na natureza. As
condicoes iniciais que gostariamos para controle da dengue, seriam valores
inferiores aos do equilibrio (4.3). Com isso, nosso problema de controle
6timo ¢é dado por:
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T
minimizar :  J{uy, us| = %/ (clu% + cous + c3F? — 0452) dt
0

sujeito a: H=@(1—4)F — (v + pa)A

dI M1 SI
o =rvA = iis — ifs — (wr +w)l

dF __ BMI (MF+U1)F

dt T M+S
U= 0= r)yA = (par + w)M
% = uy — (s +u1)S (4.4)
A(0) = A, = S
ryA,
1(0) = I, = 0. 55

+ua)CA,
FO) = F, - pca
7‘[(0) — M. = (1—r)vA,
0 IYs
S(0) =S, =0

4.3 Caracterizacao de um Controle Otimo

Utilizaremos o Principio do Méximo de Pontryagin [31] para deter-
minar a formulacao precisa do nosso controle 6timo uj e uj. Assim, o
Hamiltoniano (2.5) para o nosso problema de controle 6timo é dado por:
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[c1u2 + coud + c3F? — esS?] + A1 [o(1 — 2)F — (v + pa)A] +

D=

s [% — (ur + ul)F} (= 1)y A — (g + ) M]

+)\5 [UQ — (,MS + ul)S] + viul + vaus.

Aqui v; e v9 s@o multiplicadores de penalizagao (variaveis de folga)
para assegurar a limitacao u; > 0 e wup > 0. No controle 6timo uj e uj
devemos ter viu; =0 e vou; = 0.

Temos que Aj, j = 1,2,3,4 e 5, sao as variaveis adjuntas. Elas de-
terminam o sistema adjunto que junto com o sistema de estado (4.2) irdo
fazer parte do nosso sistema de otimalidade.

Iremos considerar todos os valores possiveis para as variaveis de con-
trole, incluindo o caso na fronteira em que u; =0 e wuy = 0.

(i) Considere o conjunto: {t|u; >0 e us > 0}

Com base na condigao necessaria (2.8), temos que as varidveis de con-
trole irrestritas uj e u; satisfazem:

OH O0H
our  Ouy

Segue dai, que:

00 — cout — Xol — MAgF — MM — X\sS +v, =0

*
ouj

oOH __ * _
oy = cous + A5 + vy = 0.

Dessa maneira, isolando u] e us, obtemos

x A+ F+H A M+M55—v;
Ul = e

* ()\54%12) (45)
UQ = —— .

C2
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Como nesse caso temos v; = vy = 0, nosso controle 6timo é caracteri-

zado por:
wf = AlHFMAS
C1
'U;2 - _6_25
(ii) Considere o conjunto: {t|u; =0 e uy =0}
Da definigao do controle étimo em (4.5), temos
0 = AelEMF\MirsS—u
C1
0 = — Qstva) (4.7)

C2

Como, por defini¢ao, temos v; > 0 e vo > 0, vemos que (4.7) implica

vi = XNl +XF+ MM+ X5 >0

Vo = —>\5 > 0. (48)

Portanto, para garantir que u] e u; nao assumam valores negativos, resum-
imos os resultados obtidos em (4.6) e (4.8) na seguinte proposicao:

Proposicao 1 : O controle étimo para o problema de controle étimo (4.4)
¢ caracterizado por

X ma {0 ’ )\21+)\3F+)\4M+)\5S}

C1

(4.9)
Uy = max{O, —&}.

C2
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4.4 O Sistema Adjunto

As condigoes necessarias (2.6) também estabelecem que as varidveis
adjuntas satisfacam:

(dn . _0H
i~ 0A
d _ _0H
a  — ol
s _ _oH
a — ~ OF
dy . _0H
a  —  OM
d\s _ _0H
\ dt — T 95
Dai, teremos o sistema adjunto formado pelas equagoes diferenciais or-
dinarias:
(d)\ F
d_tl = <§b6+’}/—|—,u,4> /\1—T’Y)\2—(1—T)’)//\4
d)a BM BsS pM
- Ao — A
dt <M+S+M+S+M+m>2 M+57
dA A
Ay ST
— = — Bs) o — BA3] ——— A
oy [(B = Bs)A2 — BA3] (M+S)2+(,LLM+U1) 4
dXs MI
— = 45 — — Bs) Ay — BA3| ———= As.
7 1S — [(B — Bs) A2 — BA3] (M + 5)? + (s + u1)As

Finalmente, analisaremos as condigoes de transversalidade. No nosso
caso, nao existe valor terminal para as variaveis de estado. Portanto, assim
como em (2.9), as condigoes de transversalidade para as variaveis adjuntas
sao dadas por

N(T) =0, i=1,2,34¢eb5. (4.11)

4.5 O Sistema de Otimalidade

O sistema de otimalidade é uma parte importante do problema. Ele
descreve matematicamente como o sistema se comporta com a aplicacao do
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controle. Portanto, tomando o sistema de estado (4.2) junto com o sistema
adjunto (4.10), o controle 6timo uj e u} definido em (4.9), as condigoes
iniciais (4.3) e as condigoes de transversalidade (4.11), o sistema de otima-
lidade para o nosso problema de controle 6timo é dado por:

= uy — (s +up)S

(¢g +’Y‘|‘,LLA) )\1 —7”’7>\Q — (1 —7“)’}/)\4

M S M
(J\?HS + J\gis +pr+ ul) A2 — J\f/+5)‘3

= —c3bF' — gb (1 — é) A1+ (,LLF -+ ul))\g

[(B = Bs)Aa — BA3] (Msﬁ)z + (par + u1) Mg
c1S = [(B — Bs) A2 — BAs] % + (s + u1)As

ma {O, )\2[+)\3F+)\4M+>\55}

C1

(4.12)

max {0, —&}

C2

R
ryA,
(n1+0B)

— (+pa)CA,

¢(C_Ao)
(1—r)vA,
1227}

0

— 0, i=1,234eb.

Na secao 4.6, iremos tratar das estratégias utilizadas para resolver o
sistema de otimalidade (4.12) exibindo os resultados numéricos obtidos.
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4.6 Resultados Numéricos

Neste capitulo, iremos discutir o método numérico utilizado para a
solucdo do sistema de otimalidade (4.12) e os resultados obtidos.

Note que temos um problema de contorno de dois pontos, com as con-
dicoes de fronteira separadas nos tempos t = 0 e t = T". Em nossos testes
utilizamos o periodo de T' = 120 dias. Esse valor foi escolhido para repre-
sentar o tempo (em dias) no qual a estratégia de liberacao de mosquitos
estéreis seria utilizada (em torno de 4 meses).

Nosso problema ¢é dificil de resolver numericamente devido ao fato do
sistema de otimalidade apresentar comportamento instavel nas varidveis
adjuntas. Uma maneira de resolver o sistema de otimalidade (4.12) é usar
uma aproximacao por diferencas finitas. Em [24], os autores utilizaram
o pacote computacional COLDAE [2], que resolve equacgoes diferenciais-
algébricas e equacoes diferenciais com valor de contorno utilizando aproxi-
macoes por pontos Gaussianos. O pacote COLDAE esta disponivel na bib-
lioteca eletronica netlib (www.netlib.org). Esses métodos sao equivalentes
a sofisticados esquemas de diferencas finitas de um passo de alta ordem.
Para resolver o sistema de otimalidade (4.12), utilizamos o pacote bupdc
[67] do Matlab®, que resolve problemas de equacoes diferenciais ordinérias
(EDO) com condigoes de contorno.

Um outro fator importante ¢ que o sistema de otimalidade (4.12) é um
problema nao-linear e, portanto, necessita de uma aproximacao inicial para
comecar uma iteracao do método de Newton. O fato é que a convergeéncia

do método de Newton depende criticamente de uma aproximacao inicial
suficientemente perto da solucao desejada. No caso do sistema de otimali-
dade (4.12), é praticamente impossivel prever uma aproximacao inicial que
garanta a convergencia na iteracao do método de Newton. Uma maneira
de contornar esse problema é utilizar o método da continuacao analitica
[1, 42]. Esta é uma técnica padrao e poderosa, utilizada para resolver pro-
blemas nao-lineares com valores de contorno.

A idéia que esta por tras do método da continuacao analitica é trans-
formar um determinado problema em uma familia de problemas relaciona-
dos que dependem de algum parametro. No caso do sistema de otimalida-
de (4.12), usamos o parametro T. Para T' = 120 dias, o problema parame-
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trizado se torna o problema original. No entanto, o problema é resolvido
facilmente para 7" = 1. A solucao do problema com T = 1 pode ser
utilizada como aproximacao inicial para o problema com T = 1+ AT,
onde AT ¢ suficientemente pequeno. Esse processo é repetido até que
o problema desejado seja resolvido. Os sucessivos valores do parametro
escolhido ¢ conhecido como um caminho homotopico. Para resolver o sis-
tema de otimalidade (4.12), com esta estratégia, basta fazer a mudanca de
variavel T = t/T fazendo com que 7 € [0, 1] e obtendo o sistema:

(4 = T[p(1—2)F — (v + pa)4]

8= T A - L 3 ]

T S R

o TI(L=r)yA—= (par + ur) M|

% T [ug — (ps + u1)S)]

Do = T(QE + 7+ pa) A — r9Aa — (1= r)yAy]

4.13

< % - [(M+S J\isfs T pr T u1> Az — M+S)‘3} ( )

% = [ CgF ¢ (1 — —) )\1 + (,LLF + ul))\g]

o = [ B — Bs)X2 — BNs] sy + (ko +U1))\4}

Do = T [esS = [(5— ) — ON] ilhs + (s + 1) ]

wi(r) = maz {07 >\21+)\3FJ(;>\4M+>\55}

% _ _Xs

\ uy(17) = mazx {O : 62}.

Usando T' como nosso parametro de continuacao, estamos aptos para
convergir para a solucao do problema com 7" = 1. Dessa maneira, basta
fazer AT = 0,1 (por exemplo) e incrementar 7' de modo que o resultado
desejado com T = 120 dias seja obtido. Vale a pena ressaltar que esse nao
é necessariamente o inico ou o mais eficiente caminho homotépico possivel.
No entanto, isso € suficiente para produzir uma resposta acurada aceitavel
em um determinado espaco de tempo.
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Neste trabalho, optamos pela estratégia de dimensionalizar o proble-
ma (4.12). Para isso, os parametros e as varidveis de controle u; e uy
do problema (4.12) foram multiplicados por 120. Com isso, foi possivel
trabalhar com o intervalo de tempo [0, 1] para representar o periodo de
T = 120 dias. Valores como ¢, pia, jir, pF, far, ¥ € r foram obtidos de [29]
e estao de acordo com valores relatados na literatura sobre o mosquito A.
aegypti [35]. Os valores dos parametros usados nos testes numéricos estao
no quadro 1.

Quadro 1 : Pardmetros utilizados no sistema de otimalidade (4.12).

o C ~v r B Bs pa pHr  PF  HM HS
0,5 13 0,07 0,5 1 0,7 0,05 0,05 0,05 0,1 0,1

Com os valores do quadro 1, as condigoes iniciais no equilibrio (4.3)
apos serem dimensionalizadas sao dadas por:

(A(0) = 8,3200
1(0) = 0,2773

{ F(0) = 5,5467 (4.14)
M(0) = 2,9120

| 5(0) = o

4.6.1 Caso 1: Elevado Custo Social e Producao Cara de Mosquitos
Estéreis

No quadro 2 estao os custos relativos utilizados nesta simulacao numérica.
Consideramos um custo social bastante elevado fazendo c3 = 100 e producao
cara de mosquitos estéreis fazendo ¢y = 10. Os custos ¢c; =1 e ¢4 = 1 re-
fletem um preco barato de inseticida e de preservacao de mosquitos estéreis.
As solucoes das variaveis de estado e variaveis de controle obtidas para o
sistema de otimalidade (4.12) estao ilustradas nas figuras 4.1-4.7.

Quadro 2 : Custos relativos utilizados no caso 1.

C1 Co Cy3 (4
1 10 100 1
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fase aquatica A
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Figura 4.1: Populacao na Fase Aquatica A.

Como inseticida é mais barato do que producao de mosquitos estéreis,
consideramos c¢; < co. O principal motivo do elevado custo social c3 = 100
é eliminar doenga (situagao ideal). Devido a este fato, tivemos uma forte
diminuicao das fémeas fertilizadas F' (vide figura 4.3). Conseqiientemente,
obtivemos uma significativa redugao na fase aquética A (vide figura 4.1)
que no instante inicial era de 8,3200 e no instante final praticamente zero.
A reducao na fase aquatica A se propaga causando reducao em toda fase
alada, com excecao dos machos estéreis que sao colocados por acao do
homem. Além disso, tinhamos uma populacao grande de fémeas ferti-
lizadas no instante inicial (F(0) = 5,5467). Dal, foi necessario reduzir
rapidamente sua populac¢ao no inicio do controle (em torno dos 3 primeiros
dias). Para isso, foi necessario liberar bastante inseticida no periodo inicial
(vide figura 4.6) e bastante mosquitos estéreis (vide figura 4.7). Podemos
observar ainda que, apds os primeiros dias do controle, foi utilizado pouca
quantidade de inseticida e mantido a liberacao de mosquitos estéreis para
que a populacao de femeas fertilizadas [’ permaneca em niveis baixos.

Na figura 4.2, podemos perceber uma reducao da populagao de fémeas
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Figura 4.3: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 4.4: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 4.5: Populagao de Mosquitos Machos Estéreis S.
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Figura 4.6: Variavel de Controle u; (investimento em inseticidas).
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Figura 4.7 Varidvel de Controle uy (investimento com mosquitos estéreis).
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imaturas I provocada pelo uso intenso de inseticida nos primeiros dias, mas
como inseticida também mata os machos, as fémeas imaturas demonstram
uma tendéncia de aumento logo em seguida. Apds um certo periodo, a
populacao de fémeas imaturas volta a diminuir devido a reducao da fase
aquatica A e também devido aos acasalamentos, uma vez que maximizamos
a permanéncia de machos estéreis S (vide figura 4.5).

O uso intenso de inseticida no periodo inicial também provoca uma
queda brusca na populagdo de machos naturais M (vide figura 4.4) que
parte de 2,9120 no instante inicial e fica rapidamente abaixo de 0,5 logo
apoés uns 3 dias de tratamento. Os machos naturais demonstram certa
resisténcia (durante o primeiro més) apés a redu¢ao no uso de inseticida,
mas perdem espaco devido a competicao com os machos estéreis S.

As oscilagoes da populacdo de machos estéreis S (vide figura 4.5) e
do controle 6timo uj (vide figura 4.7) sdo comportamentos bastante inte-
ressantes neste caso 1, onde temos um alto custo social ¢3 = 100. Como o
uso intenso de inseticida nos primeiros dias de tratamento provoca rapida
diminuicao das femeas fertilizadas F', entao é necessario manter sua popu-
lacao em niveis baixos com o uso de mosquitos machos estéreis S. No en-
tanto, o custo com a producao de mosquitos irradiados cy = 10 é caro se
compararmos com o custo com inseticida ¢; = 1. No indice de desempenho
J dado em (4.1) podemos ver que o termo cou3 reflete o desejo de econo-
mizar com a liberagao de machos estéreis. Por outro lado, o termo com
sinal negativo —c4S? ilustra a necessidade da permanéncia dos mosquitos
machos estéreis. Esses dois termos trabalham em conjunto de maneira
que o indice de desempenho J seja minimizado. Como no inicio do con-
trole nao temos mosquitos estéreis (S(0) = 0), é necessario liberar bastante
mosquitos estéreis, aumentando us, até que sua populacao S atinja uma
quantidade capaz de competir com os machos naturais M. Feito isso,
comega a redugao na liberagdo de mosquitos (vide figura 4.7). Como os
machos estéreis comegam a morrer (ug = 0,1), é necessario renovar sua
populacao S introduzindo mais mosquitos estéreis. Em suma, quando S
diminui muito é necessario reverter esse processo aumentando wus. Esse
comportamento oscilatorio se da basicamente durante os dois primeiros
meses do tratamento, onde a populacao de mosquitos tende a uma estabi-
lidade em niveis relativamente baixos.
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O intenso uso de inseticida diminui rapidamente todas as fases, ex-
ceto aquatica. Como inseticida nao age nos ovos, nas larvas e nas pupas,
o declinio suave deve-se ao armazenamento de ovos postos pelas fémeas
fertilizadas.

Na secao 4.6.2 consideramos o caso 2, onde estamos preocupados em
saber o que acontece quando diminuimos o custo social c¢3. Para isso, o
caso 2 foi obtido alterando o caso 1, fazendo a mudanca de c3 = 100 para
c3 = 1 no intuito de representar uma situacao onde pudéssemos fazer o
controle sem se preocupar com a doenca.

4.6.2 Caso 2: Custo Social Barato e Producao Cara de Mosquitos
Estéreis

No quadro 3 estao os custos relativos utilizados no caso 2. Considera-
mos um custo social muito barato fazendo c3 = 1 e mantivemos producao
cara de mosquitos estéreis fazendo ¢y = 10. Os custos mantidos ¢; = 1 e
cy = 1 refletem um preco barato de inseticida e de preservacao de mosquitos
estéreis. As solucoes das variaveis de estado e variaveis de controle obtidas
para o sistema de otimalidade (4.12) estao ilustradas nas figuras 4.8-4.14.

Quadro 3 : Custos relativos utilizados no caso 2.

Ci1 Cy C3 (4
1 10 1 1

A mudanca de c¢3 = 100 para c3 = 1 significa a aplicacao do controle
sem a preocupacao de eliminar a doenca. Em outras palavras, nao ¢é tao
importante a reducao da populacao de fémeas. Como mantivemos ¢; < ¢s,
entao, do ponto de vista economico, é mais interessante aplicar inseticida
durante todo o processo (figura 4.13) do que liberar mosquitos machos
estéreis. Na figura 4.14 é possivel notar um valor limitante em torno de
0,007 para o controle us. Este valor é praticamente dez vezes inferior ao
valor limitante de ug do caso 1 (vide figura 4.7).

Na secao 4.6.3 consideramos o caso 3, onde estamos preocupados
em saber o que acontece quando diminuimos o custo com a producao de
mosquitos estéreis c,. Para isso, o caso 3 foi obtido alterando o caso 2,
fazendo a mudanca de co = 10 para co = 1 no intuito de representar uma
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Figura 4.9: Populacao de Mosquitos Femeas Imaturas I.
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Figura 4.10: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.

machos naturais M

/120

Figura 4.11: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 4.12: Populagao de Mosquitos Machos Estéreis S.
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Figura 4.13: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).
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Figura 4.14: Variavel de Controle us (investimento com mosquitos estéreis).

situacao onde o custo de liberacao de mosquitos estéreis fosse competitivo
com o custo de liberacao de inseticida.

4.6.3 Caso 3: Custo Social Barato e Producao Barata de Mosquitos
Estéreis

No quadro 4 estao os custos relativos utilizados no caso 3. Conside-
ramos um custo social muito barato fazendo c3 = 1 e producao barata de
mosquitos estéreis fazendo co = 1. Os custos ¢; = 1 e ¢4 = 1 refletem
um preco barato de inseticida e de preservacao de mosquitos estéreis. As
solucoes das variaveis de estado e varidveis de controle obtidas para o sis-
tema de otimalidade (4.12) estao ilustradas nas figuras 4.15 -4.21.

Quadro 4 : Custos relativos utilizados no caso 3.

Cl1 C C3 C4
1 1 1 1
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Figura 4.15: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 4.16: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 4.17: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 4.18: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 4.19: Populagao de Mosquitos Machos Estéreis S.
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Figura 4.20: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).
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Figura 4.21: Variavel de Controle us (investimento com mosquitos estéreis).

Ao diminuir o custo com a producao de mosquitos estéreis de co = 10
para c; = 1 estamos permitindo colocar mais mosquitos estéreis. Esse
fato fica notério na figura 4.21, onde tivemos um aumento consideravel
na funcao us comparado a figura 4.14 do caso 2. Além disso, houve uma
pequena diminui¢ao na quantidade de inseticida liberado (vide figura 4.20).

Na secao 4.6.4 consideramos o caso 4, criando uma hipotética situacao
ao supor que liberar inseticida seja mais caro do que liberar insetos estéreis.
Para isso, o caso 4 foi obtido alterando o caso 3, fazendo a mudanca de
c¢1 = 1 para ¢; = 3. Com isso, estamos impondo que nao vale a pena colocar
tanto inseticida, forcando uma maior liberacao de mosquitos estéreis.

4.6.4 Caso 4: Elevado Custo com Inseticidas

No quadro 5 estao os custos relativos utilizados no caso 4. Consi-
deramos um custo elevado para inseticidas fazendo ¢; = 3. Considera-
mos também um custo barato com a producao de mosquitos estéreis com
cos = 1, um custo social muito barato com c3 = 1 e um custo barato
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com a preservacao de mosquitos estéreis fazendo ¢4, = 1. As solucoes das
variaveis de estado e variaveis de controle obtidas para o sistema de oti-
malidade (4.12) estao ilustradas nas figuras 4.22-4.28.

Quadro 5 : Clstos relativos utilizados no caso 4.

C1 C C3 (4
3 1 1 1

fase aquatica A

/120

Figura 4.22: Populacao na Fase Aquatica A.

Ao aumentar o custo com inseticida de ¢; = 1 para ¢; = 3 estamos
forcando reduzir o uso de inseticida (vide figura 4.27) e permitindo assim,
colocar mais mosquitos estéreis (vide figura 4.28).

Entre os quatro casos considerados, o caso 4 foi onde tivemos uma
maior liberacao de mosquitos estéreis com valor limitante em torno de 0,1
para a fungao us (vide figura 4.28). Esse comportamento foi provocado pelo
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Figura 4.23: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 4.24: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 4.25: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 4.26: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.
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Figura 4.27: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).
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alto custo com inseticida e pelo baixo custo com a producao de mosquitos
estéreis. Ja o caso 2 foi onde tivemos uma menor liberacao de mosquitos
estéreis com valor limitante em torno de 0,007 para a funcao usy (vide figura
4.14). O motivo de tal comportamento se deve ao fato de inseticida ser
mais barato do que liberagdo de mosquitos estéreis (¢; < ¢3). Além disso,
ao considerar um baixo custo social c3, fez com que nao houvesse a neces-
sidade de manter a populacao de fémeas em niveis baixos, implicando em
pouca liberacao de machos estéreis.

Vimos neste capitulo a utilizacao da teoria de controle 6timo aplicada
no combate a dengue. Utilizamos a estratégia de combinar o uso de inseti-
cida com a liberacao de mosquitos machos estéreis de forma otimizada.
Analisamos diversas situacoes com modificagoes dos custos ¢y, co, c3 e
¢4 no indice de desempenho J. Observamos nos resultados, que tal es-
tratégia 6tima de combate a dengue, foi eficaz, reduzindo a populacao de
mosquitos. No entanto, do ponto de vista de aplicabilidade, tal estratégia
se torna inviavel. Ao analizar os controles 6timos u; e us percebemos que na
pratica seria impossivel reproduzir tais comportamentos. Por exemplo, as
industrias fabricam os insetos estéreis e precisam libera-los imediatamente,
inviabilizando a estratégia 6tima de liberar mosquitos estéreis variando no
tempo.

No capitulo 5 iremos propor estratégias alternativas ao combate da
dengue com uso combinado de inseticida e mosquitos machos estéreis. Para
isso, faremos modificagoes nos controles u; e us simulando estratégias rea-
listas que denominaremos de problemas alternativos. Para cada caso con-
siderado no capitulo 4 (casos 1, 2, 3 e 4), iremos analisar trés possibilidades
para os controles u; e us. Calcularemos o valor do indice de desempenho
J para cada problema 6timo e para cada problema alternativo.

o8



Capitulo 5

Problemas Alternativos e Discussao
dos Resultados

Neste capitulo sao discutidos os resultados numéricos apresentados na
secao 4.6 referentes a analise dos diferentes custos para o indice de desem-
penho J dado em (4.1). Sao apresentados também propostas realistas para
o controle da dengue com o uso combinado de mosquitos machos estéreis
e inseticida.

5.1 Caso 1: Elevado Custo Social e Producao Cara
de Mosquitos Estéreis

Na secao 4.6.1 resolvemos o sistema de otimalidade (4.12) levando em
consideracao um elevado custo social (¢3 = 100) e uma producao cara de
mosquitos estéreis (co = 10). O valor 6timo encontrado para o indice de
desempenho (4.1) foi J* = 2,3273. Nas figuras 4.1-4.4 podemos notar
que o uso combinado de inseticida e mosquitos machos estéreis provoca a
reducao da populacao de mosquitos nas fases consideradas. Os controles u4
e 1y podem nos fornecer um direcionamento estratégico de como devemos
aplicar o controle de maneira eficiente e otimizada. A figura 4.6 sugere
que devemos liberar uma quantidade elevada de inseticida no inicio do
tratamento (periodo de controle). Na figura 4.7 podemos observar que de-
vemos liberar mosquitos estéreis durante todo o processo, porém reduzindo
gradativamente a quantidade durante o periodo de 120 dias. No entanto,
as variagoes de u; (figura 4.6) e us (figura 4.7) sao impossiveis de se colocar
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em pratica. Por exemplo, quando as industrias fabricam os insetos estéreis
em grande escala, elas precisam libera-los imediatamente na natureza de-
vido ao tempo curto de vida do mosquito. Isso dificulta a estratégia 6tima
de liberar mosquitos machos estéreis variando no tempo. Uma estratégia
realista para o controle da dengue seria a introducao de mosquitos machos
estéreis combinado com o uso de inseticida de forma constante no tempo.
Iremos analisar trés maneiras diferentes de aplicacao do controle:

12) Liberar uma quantidade constante fixa tanto de inseticida quanto de
mosquitos machos estéreis durante todo o periodo de 120 dias.

2¢) Liberar somente inseticida de forma constante durante os dez primeiros
dias. Apds esse periodo, suspender o uso de inseticida e iniciar o uso

de mosquitos machos estéreis de forma constante até o fim do periodo
de 120 dias.

3%) Liberar somente inseticida de forma constante durante os 36 primeiros
dias. Apds esse periodo, suspender o uso de inseticida e iniciar o uso

de mosquitos machos estéreis de forma constante até o fim do periodo
de 120 dias.

Para isso, iremos resolver o sistema de estado (4.2) utilizando fungoes u; e
uo adequadas a cada caso. Nessas situacoes nao teremos um problema de
controle 6timo, mas para que possamos manter o indice de desempenho J
em valores baixos (queremos minimizar) iremos aproveitar as densidades

(areas das figuras 4.6 e 4.7) obtidas no problema de controle 6timo. Iremos
T

T
calcular os valores uy(t) dt e / us(t) dt e utiliza-los para definir os
0 0

novos controles u; e us. O objetivo é manter a populacao de mosquitos

femeas em niveis baixos. Teremos entao problemas alternativos. Diferente-
mente dos problemas 6timos do capitulo 4, onde tinhamos condigoes de
contorno, os problemas alternativos possuem condicoes apenas no instante
inicial. Neste capitulo iremos resolver o problema (4.2) com condig¢oes
iniciais no equilfbrio (4.3) utilizando o pacote ode45 do Matlab®. Esse
pacote é um método explicito de um passo, de Runge-Kutta de ordem
média (quarta e quinta ordens) e é adequado para problemas nao-stiff que
exijam precisao moderada [37]. Este é, geralmente, o primeiro método a
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se tentar em um novo problema. Em cada caso, iremos calcular os novos
valores do indice de desempenho J e compara-los com o caso de controle
otimo.

5.1.1 Problema Alternativo 1.1

Como uma estratégia realista para o controle da dengue, iremos pro-
por a introducao de mosquitos machos estéreis combinado com o uso de
inseticida de maneira que as variaveis u; e us sejam constantes no tempo.

Utilizando a regra de Simpson para calcular a integral uy(t) dt, en-

0
contramos o valor 0,0931 representando a area abaixo da funcao u; na

T
figura 4.6. De maneira andloga, calculamos a integral / us(t) dt e encon-
0

tramos o valor 0,0156 representando a area abaixo da funcao uy na figura
4.7. Com isso, resolvemos o sistema de estado (4.2) utilizando os controles
Alternativos

u = 0,0931 (5.1)

uy = 0,0156. (5.2)

Nessa primeira situacao, o valor encontrado para o indice de desem-
penho (4.1) foi J = 91,8557. Tivemos um consideravel aumento no valor
do indice de desempenho se compararmos ao valor 6timo J* = 2,3273. Os
resultados obtidos para as variaveis de estados estao nas figuras 5.1-5.5.

Podemos notar nas figuras 5.1-5.4 reducao da populagao de mosquitos
tanto na fase aquatica quanto na fase alada. Ao colocar mosquitos ma-
chos estéreis de forma constante, percebemos que sua populacao permanece
estavel (figura 5.5).
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Figura 5.1: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.2: Populacao de Mosquitos Femeas Imaturas I.
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Figura 5.3: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.4: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.5: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.

5.1.2 Problema Alternativo 1.2

A estratégia anterior de liberar mosquitos machos estéreis simultane-
amente com inseticida gera um grande aumento no indice de desempenho.
Além disso, temos desperdicio de dinheiro, uma vez que o inseticida também
mata os mosquitos machos estéreis liberados. Uma outra estratégia rea-
lista seria colocar inseticida somente nos 10 primeiros dias sem liberar os
mosquitos machos estéreis nesse periodo. Como utilizamos T' = 120 dias e
o problema foi dimensionalizado, entao o valor 10/120 & 0, 0833 representa
o periodo de 10 dias para o uso do inseticida. Para mantermos a area da
figura 4.6, a funcao uy sera dada por (vide figura 5.6):

<
u1:{0,0931/0,0833, se 0 <t< 0,0833 (53

0, se 0,0833 <t< 1.

Apos o periodo de 10 dias, suspenderia o uso de inseticida e comecaria
a liberacao de mosquitos machos estéreis. Para preservar a area da figura
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Figura 5.6: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).

4.7, a funcado us sera dada por (vide figura 5.7):

0, se 0 <t< 0,0833

w2 = { 0,0156/(1 — 0,0833) se 0,0833 <t< 1. (5:4)

Nessa situacao, o valor encontrado para o indice de desempenho
(4.1) foi J = 249,6486. Observe que este valor é ainda maior do que na
situacao anterior. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.8-5.12.

Podemos notar nas figuras 5.8-5.11 que enquanto fazemos uso de in-
seticida a populacao de mosquitos tende a diminuir. No entanto, ao cessar
o inseticida e liberar apenas mosquitos machos estéreis, percebemos que a
populacao de mosquitos aumenta, tanto na fase aquatica quanto na fase
alada. Isso nos leva a pensar que sem o uso de inseticida, a estratégia de
controlar a dengue apenas com mosquitos machos estéreis nao sera eficaz.
A menos que se libere uma quantidade muito alta de mosquitos machos
estéreis, mas nesse caso teriamos um indesejado aumento de custo. Ao
colocar mosquitos machos estéreis de forma constante apds o periodo ini-
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Figura 5.7: Variavel de Controle uy (investimento com mosquitos estéreis).
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Figura 5.8: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.9: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.10: Populagao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.11: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.12: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.
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cial de dez dias, percebemos que sua populagdo permanece estavel (figura
5.12).

5.1.3 Problema Alternativo 1.3

Vimos que usando a estratégia de colocar inseticida somente nos dez
primeiros dias sem liberar os mosquitos machos estéreis gerou um signi-
ficativo aumento no valor do indice de desempenho J. Com o objetivo
de reduzir esse custo, fizemos simulagoes com varias possibilidades para
o uso de inseticida. O teste com uso de inseticida nos 36 primeiros dias
provocou uma boa reducao no valor de J. Como utilizamos 7' = 120 dias
e o problema foi dimensionalizado, entao o valor 36/120 = 0, 3 representa
o periodo de 36 dias para o uso do inseticida. Para mantermos a area da
figura 4.6, a fungao u; sera dada por (vide figura 5.13):

<
u1:{0’0931/0’3’ se 0 <t< 0,3 (55)

0, se 0,3 <t< 1.

Apébs o periodo de 36 dias, suspenderia o uso de inseticida e comecaria
a liberacao de mosquitos machos estéreis. Para preservar a area da figura
4.7, a funcado us serd dada por (vide figura 5.14):

<
UQZ{ 0 se 0 <t< 0,3 (5.6)

0,0156/(1 —0,3) se 0,3 <t< 1.

Nessa situacao, o valor encontrado para o indice de desempenho
(4.1) foi J = 26,9683. Este valor é ainda alto se compararmos com o
problema 6timo. No entanto, se compararmos com os outros problemas
alternativos, vemos que a estratégia de liberar inseticida por 36 dias reduz
de maneira significante o indice de desempenho J. Os resultados obtidos
para as variaveis de estados estao nas figuras 5.15-5.19.

Podemos notar nas figuras 5.15-5.18 que enquanto fazemos uso de
inseticida a populacao de mosquitos tende a diminuir. No entanto, ao
cessar o inseticida e liberar apenas mosquitos machos estéreis, percebemos
que a populacao de mosquitos aumenta, tanto na fase aquatica quanto na
fase alada.
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Figura 5.13: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).
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Figura 5.14: Variavel de Controle us (investimento com mosquitos estéreis).
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Figura 5.15: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.16: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.17: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.18: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.19: Populagao de Mosquitos Machos Estéreis S.

O quadro 6 resume esses resultados.

Quadro 6 : Valores do indice de desempenho J no caso 1. No primeiro
problema alternativo, os machos estéreis sao liberados por 120 dias. Nos
dois ultimos, a liberacao de machos estéreis é complementar a aplicacao de
inseticida.

Caso 1
(c1 =1, co =10, Valor de J
c3 =100 e cy = 1)
Problema 2,3273
Otimo

Problema Alternativo 1.1 91,8557
(inseticida por 120 dias)
Problema Alternativo 1.2 249,6/86
(inseticida por 10 dias)
Problema Alternativo 1.3 26,9683
(inseticida por 36 dias)
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Nesse primeiro caso, o alto custo social c3 = 100 tem influéncia direta
no valor do custo terminal J (vide quadro 6). Se a populacao de fémeas
fertilizadas F' nao for reduzida de maneira significativa, isso ira provocar
aumento no indice de desempenho J, que leva em consideragao o termo
c3F?. Podemos observar na figura 4.3 do problema 6timo que a quase
extingao das femeas fertilizadas F' resultou no baixo valor J* = 2,3273.
Ja no problema alternativo 1.1, o indice de desempenho aumentou para
J = 91,8557, uma vez que a reducao das fémeas fertilizadas F' nao foi tao
acentuada (vide figura 5.3). No problema alternativo 1.2, onde adotamos
a estratégia de interromper o uso de inseticida apds o periodo de 10 dias,
tivemos o indesejado aumento das fémeas fertilizadas F' (vide figura 5.10),
levando o indice de desempenho para J = 249,6486. No problema alter-
nativo 1.3, conseguimos reduzir o custo final para J = 26,9683, uma vez
que o uso prolongado de inseticida (36 dias) provocou uma boa redugao
das fémeas fertilizadas (vide figura 5.17).

5.2 Caso 2: Custo Social Barato e Producao Cara de
Mosquitos Estéreis

Na sec¢@o 4.6.2 resolvemos o sistema de otimalidade (4.12) levando
em considera¢do um custo social barato (c¢3 = 1) e uma producao cara de
mosquitos estéreis (co = 10). O valor 6timo encontrado para o indice de
desempenho (4.1) foi J* = 0,4241. Nas figuras 4.8-4.11 podemos notar a
reducao da populacao de mosquitos nas fases consideradas. No entanto, as
figuras 4.13 e 4.14 sugerem que para se obter um controle 6timo devemos
colocar inseticida e introduzir mosquitos estéreis variando no tempo. Assim
como foi mencionado no caso anterior, esta estratégia se torna inviavel. De
maneira analoga ao que foi feito na secao anterior, iremos resolver o sistema
de estado (4.2) de trés maneiras, propondo diversos problemas alternativos.

5.2.1 Problema Alternativo 2.1

Como uma estratégia realista para o controle da dengue, iremos pro-
por a introducao de mosquitos machos estéreis combinado com o uso de
inseticida de maneira que as variaveis u; e us sejam constantes no tempo.
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Figura 5.20: Populacao Fase Aquatica A.

T
Utilizando a regra de Simpson para calcular a integral uy(t) dt, encon-

0
tramos o valor 0,0786 representando a area abaixo da funcao u; na figura
T

4.13. De maneira analoga, calculamos a integral us(t) dt e encon-

0
tramos o valor 0,0055 representando a area abaixo da funcao us na figura
4.14. Com isso, resolvemos o sistema de estado (4.2) utilizando os controles

alternativos
u; = 0,0786 (5.7)

us = 0,0055. (5.8)

Nessa situagao, o valor encontrado para o indice de desempenho (4.1)
foi J = 1,2027. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.20-5.24.

Podemos notar nas figuras 5.20-5.23 reducgao da populagao de mosquitos
tanto na fase aqudatica quanto na fase alada. Ao colocar mosquitos ma-
chos estéreis de forma constante, percebemos que sua populacao permanece
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Figura 5.21: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.22: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.

76



machos naturais M

/120

Figura 5.23: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.24: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.
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estavel (figura 5.24).

5.2.2 Problema Alternativo 2.2

Uma outra estratégia realista seria colocar inseticida somente nos 10
primeiros dias sem liberar os mosquitos estéreis nesse periodo. Como uti-
lizamos T" = 120 dias e o problema foi dimensionalizado, entao o valor
10/120 ~ 0, 0833 representa o periodo de 10 dias para o uso do inseticida.
Para mantermos a area da figura 4.13, a fungado u; serd dada por (vide
figura 5.25)

0,0786/0,0833, se 0 <t< 0,0833

0, se 0,0833 <t< 1.

Apébs o periodo de 10 dias, suspenderia o uso de inseticida e comecaria

0.9F

0.8

1

0.7F

0.6
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0.31

0.2F

0.1
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Figura 5.25: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).

a liberacao de mosquitos machos estéreis. Para preservar a area da figura
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4.14, a fungado us serd dada por (vide figura 5.26)

0, se 0 <t< 0,0833

0,0055/(1 — 0,0833) se 0,0833 <t < 1.
Nessa situacao, o valor encontrado para o indice de desempenho (4.1)

0.01

0.009
0.008 -
[a\)
0.007

0.006 -

0.005

0.004

0.003

liberagdo de machos estéreis u

0.002

0.001

/120

Figura 5.26: Variavel de Controle us (investimento com mosquitos estéreis).

foi J = 3,4852. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.27-5.31.

Podemos notar nas figuras 5.27-5.30 que enquanto fazemos uso de
inseticida a populacao de mosquitos tende a diminuir. No entanto, ao
cessar o inseticida e liberar apenas mosquitos machos estéreis, percebemos
que a populacao de mosquitos aumenta, tanto na fase aquatica quanto na
fase alada. Ao colocar mosquitos machos estéreis de forma constante apods
o periodo inicial de dez dias, percebemos que sua populacao permanece
estavel (figura 5.31).
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Figura 5.27: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.28: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.29: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.30: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.31: Populagao de Mosquitos Machos Estéreis S.

5.2.3 Problema Alternativo 2.3

Assim como no caso 1, iremos utilizar a estratégia de liberar inseti-
cida somente nos 36 primeiros dias sem liberar os mosquitos estéreis nesse
periodo. Como utilizamos 7" = 120 dias e o problema foi dimensionalizado,
entdo o valor 36/120 = 0, 3 representa o periodo de 36 dias para o uso do
inseticida. Para mantermos a area da figura 4.13, a funcao u; sera dada
por (vide figura 5.32)

0,0786/0,3, se 0 <t< 0,3

uy = (5.11)

0, se 0,3 <t< 1.

Apébs o periodo de 36 dias, suspenderia o uso de inseticida e comecaria
a liberacao de mosquitos machos estéreis. Para preservar a area da figura
4.14, a fungao us serd dada por (vide figura 5.33)
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Figura 5.32: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).

0, se 0 <t< 0,3

uy = (5.12)

0,0055/(1—0,3) se 0,3 <t< 1.

Nessa situagao, o valor encontrado para o indice de desempenho (4.1)
foi J = 0,7120. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.34-5.38.

Podemos notar nas figuras 5.34-5.37 que enquanto fazemos uso de
inseticida a populacao de mosquitos tende a diminuir. No entanto, ao ces-
sar o inseticida e liberar apenas mosquitos machos estéreis, percebemos
que a populacao de mosquitos aumenta, tanto na fase aquatica quanto na
fase alada. Ao colocar mosquitos machos estéreis de forma constante apods
o periodo inicial de 36 dias, percebemos que sua populacao permanece
estavel (figura 5.38).
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Figura 5.33: Variavel de Controle us (investimento com mosquitos estéreis).
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Figura 5.34: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.36: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.37: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.38: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.
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O quadro 7 resume esses resultados.

Quadro 7 :  Valores do indice de desempenho J no caso 2. No primeiro
problema lternativo, os machos estéreis sao liberados por 120 dias. Nos
dois ultimos, a liberacao de machos estéreis é complementar a aplicacao de
inseticida.

Caso 2
(c1 =1, co =10, Valor de J
cs=1lecy=1)
Problema 0,4241
Otimo

Problema Alternativo 2.1 1,2027
(inseticida por 120 dias)
Problema Alternativo 2.2 3,4852
(inseticida por 10 dias)
Problema Alternativo 2.3 0,7120
(inseticida por 36 dias)

5.3 Caso 3: Custo Social Barato e Producao Barata
de Mosquitos Estéreis

Na segao 4.6.3 resolvemos o sistema de otimalidade (4.12) levando em
considera¢ao um custo social barato (c3 = 1) e uma producao barata de
mosquitos estéreis (c; = 1). O valor 6timo encontrado para o indice de
desempenho (4.1) foi J* = 0,3075. Nas figuras 4.15-4.18 podemos notar a
reducao da populacao de mosquitos nas fases consideradas. No entanto, as
figuras 4.20 e 4.21 sugerem que para se obter um controle 6timo devemos
colocar inseticida e introduzir mosquitos estéreis variando no tempo. Assim
como foi mencionado nos casos anteriores, esta estratégia se torna inviavel.
De maneira analoga ao que foi feito no caso 1 e no caso 2, iremos resolver o
sistema de estado (4.2) de trés maneiras, propondo problemas alternativos.
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5.3.1 Problema Alternativo 3.1

Como uma estratégia realista para o controle da dengue, iremos pro-
por a introducao de mosquitos machos estéreis combinado com o uso de

inseticida de maneira que as variaveis u; e us sejam constantes no tempo.
T

Utilizando a regra de Simpson para calcular a integral uy(t) dt, encon-

0
tramos o valor 0,0602 representando a area abaixo da funcao u; na figura
T

4.20. De maneira andloga, calculamos a integral us(t) dt e encon-

0
tramos o valor 0,0441 representando a area abaixo da funcao us na figura
4.21. Com isso, resolvemos o sistema de estado (4.2) utilizando os controles
alternativos

w = 0,0602 (5.13)

uy = 0,0441. (5.14)

Nessa situagao, o valor encontrado para o indice de desempenho (4.1)
foi J = 1,4446. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.39-5.43.

Podemos notar nas figuras 5.39-5.42 reducao da populacao de mosquitos
tanto na fase aquatica quanto na fase alada. Ao colocar mosquitos ma-
chos estéreis de forma constante, percebemos que sua populagao permanece
estavel (figura 5.43).
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Figura 5.39: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.40: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.41: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.42: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.43: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.

5.3.2 Problema Alternativo 3.2

Uma outra estratégia realista seria colocar inseticida somente nos 10
primeiros dias sem liberar os mosquitos estéreis nesse periodo. Como uti-
lizamos T' = 120 dias e o problema foi dimensionalizado, entao o valor
10/120 =~ 0, 0833 representa o periodo de 10 dias para o uso do inseticida.
Para mantermos a area da figura 4.20, a fungado u; serd dada por (vide
figura 5.44)

0,0602/0,0833, se 0 <t< 0,0833

0, se 0,0833 <t< 1.

Apébs o periodo de 10 dias, suspenderia o uso de inseticida e comecaria
a liberacao de mosquitos machos estéreis. Para preservar a area da figura
4.21, a funcao uy sera dada por (vide figura 5.45)

0, se 0 <t< 0,0833

0,0441/(1—0,0833) se 0,0833 <t< 1.
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Figura 5.44: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).

Nessa situagao, o valor encontrado para o indice de desempenho (4.1)
foi J = 1,2664. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.46-5.50.

Podemos notar nas figuras 5.46-5.49 que enquanto fazemos uso de
inseticida a populacao de mosquitos tende a diminuir. No entanto, ao
cessar o inseticida e liberar apenas mosquitos machos estéreis, percebemos
que a populagao de mosquitos aumenta, tanto na fase aquatica quanto na
fase alada. Ao colocar mosquitos machos estéreis de forma constante apods
o periodo inicial de dez dias, percebemos que sua populacao permanece
estavel (figura 5.50).
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Figura 5.45: Variavel de Controle us (investimento com mosquitos estéreis).
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Figura 5.46: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.47: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.48: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.49: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.50: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.
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5.3.3 Problema Alternativo 3.3

Utilizaremos agora a estratégia de colocar inseticida somente nos 36
primeiros dias sem liberar os mosquitos estéreis nesse periodo. Como uti-
lizamos T" = 120 dias e o problema foi dimensionalizado, entao o valor
36/120 = 0,3 representa o periodo de 36 dias para o uso do inseticida.
Para mantermos a drea da figura 4.20, a fungdo u; serd dada por (vide
figura 5.51)

0,0602/0,3, se 0 <t< 0,3

0, se 0,3 <t< 1.

Apébs o periodo de 36 dias, suspenderia o uso de inseticida e comecaria

0.5

0.451

0.4

;- 0.35F

0.3

0.25

0.2

liberagdo de inseticida u

0.15F

0.1

0.05F

/120

Figura 5.51: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).

a liberacao de mosquitos machos estéreis. Para preservar a area da figura
4.21, a fungado us serd dada por (vide figura 5.52)

0, se 0 <t< 0,3

0,0441/(1 —0,3) se 0,3 <t< 1.

96



0.1

0.09 b

0.08 1

0.07 i

0.06 ]

0.05F i

0.04 b

0.03F 1

liberagdo de machos estéreis u,

0.02 i

0.01 b

/120

Figura 5.52: Variavel de Controle us (investimento com mosquitos estéreis).

Nessa situagao, o valor encontrado para o indice de desempenho (4.1)
foi J = 0,3091. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.53-5.57.

Podemos notar nas figuras 5.53-5.56 que enquanto fazemos uso de
inseticida a populacao de mosquitos tende a diminuir. No entanto, ao ces-
sar o inseticida e liberar apenas mosquitos machos estéreis, percebemos
que a populagao de mosquitos aumenta, tanto na fase aquatica quanto na
fase alada. Ao colocar mosquitos machos estéreis de forma constante apods
o periodo inicial de dez dias, percebemos que sua populacao permanece
estavel (figura 5.57).
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Figura 5.53: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.54: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.55: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.56: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.57: Populagao de Mosquitos Machos Estéreis S.

O quadro 8 resume esses resultados.

Quadro 8 :  Valores do indice de desempenho J no caso 3. No primeiro
problema alternativo, os machos estéreis sao liberados por 120 dias. Nos
dois ultimos, a liberacao de machos estéreis é complementar a aplicacao de
inseticida.

Caso 3
(cp =1, co =1, Valor de J
c3=1lecy=1)
Problema 0,3075
Otimo

Problema Alternativo 3.1 1,4446
(inseticida por 120 dias)
Problema Alternativo 3.2 1,266/
(inseticida por 10 dias)
Problema Alternativo 3.3 0,3091
(inseticida por 36 dias)
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5.4 Caso 4: Elevado Custo com Inseticidas

Na segao 4.6.4 resolvemos o sistema de otimalidade (4.12) levando em
consideragao um custo elevado com inseticidas (¢; = 3). O valor étimo
encontrado para o indice de desempenho (4.1) foi J* = 0,3130. Nas figu-
ras 4.22-4.25 podemos notar a reducao da populacao de mosquitos nas
fases consideradas. No entanto, as figuras 4.27 e 4.28 sugerem que para se
obter um controle 6timo devemos colocar inseticida e introduzir mosquitos
estéreis variando no tempo. Assim como foi mencionado nos casos ante-
riores, esta estratégia se torna invidavel. De maneira andloga ao que foi
feito nos casos 1, 2 e 3, iremos resolver o sistema de estado (4.2) de trés
maneiras, propondo problemas alternativos.

5.4.1 Problema Alternativo 4.1

Como uma estratégia realista para o controle da dengue, iremos pro-
por a introducao de mosquitos machos estéreis combinado com o uso de

inseticida de maneira que as variaveis u; e us sejam constantes no tempo.
T

Utilizando a regra de Simpson para calcular a integral uy(t) dt, encon-

0
tramos o valor 0,0323 representando a area abaixo da funcao u; na figura
T

4.27. De maneira andloga, calculamos a integral / us(t) dt e encon-

0
tramos o valor 0,0738 representando a area abaixo da funcao us na figura
4.28. Com isso, resolvemos o sistema de estado (4.2) utilizando os controles

alternativos
u; = 0,0323 (5.19)

ug = 0,0738. (5.20)

Nessa situagao, o valor encontrado para o indice de desempenho (4.1)
foi J = 2,6450. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.58-5.62.

Podemos notar nas figuras 5.58-5.61 redugao da populagao de mosquitos
tanto na fase aquatica quanto na fase alada. Ao colocar mosquitos ma-
chos estéreis de forma constante, percebemos que sua populacao permanece
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Figura 5.58: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.59: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.60: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.61: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.62: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.

estavel (figura 5.62).

5.4.2 Problema Alternativo 4.2

Uma outra estratégia realista seria colocar inseticida somente nos 10
primeiros dias sem liberar os mosquitos estéreis nesse periodo. Como uti-
lizamos T" = 120 dias e o problema foi dimensionalizado, entao o valor
10/120 =~ 0, 0833 representa o periodo de 10 dias para o uso do inseticida.
Para mantermos a drea da figura 4.27, a fungao u; serd dada por (vide
figura 5.63)

0,0323/0,0833, se 0 <t< 0,0833

u = (5.21)

0, se 0,0833 <t< 1.

Apébs o periodo de 10 dias, suspenderia o uso de inseticida e comecaria
a liberacao de mosquitos machos estéreis. Para preservar a area da figura
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Figura 5.63: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).

4.28, a fungdo us serd dada por (vide figura 5.64)

0, se 0 <t< 0,0833

Uy = (5.22)

0,0738/(1 —0,0833) se 0,0833 <t< 1.

Nessa situagao, o valor encontrado para o indice de desempenho (4.1)
foi J = 1,2742. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.65-5.69.

Podemos notar nas figuras 5.65-5.68 que enquanto fazemos uso de
inseticida a populacao de mosquitos tende a diminuir. No entanto, ao
cessar o inseticida e liberar apenas mosquitos machos estéreis, percebemos
que a populacao de mosquitos aumenta, tanto na fase aquatica quanto na
fase alada. Ao colocar mosquitos machos estéreis de forma constante apods

o periodo inicial de dez dias, percebemos que sua populacao permanece
estavel (figura 5.69).
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Figura 5.64: Variavel de Controle us (investimento com mosquitos estéreis).
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Figura 5.65: Populacao na Fase Aquatica A.

106



0.3

0.281 1

0.26 i

0.24

0.22

0.2

0.18

fémeas imaturas |

0.16

0.14

0.12

0-1 1 1 1 1
' 1120

Figura 5.66: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.67: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.68: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.69: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.
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5.4.3 Problema Alternativo 4.3

Finalmente, utilizaremos a estratégia de colocar inseticida somente
nos 36 primeiros dias sem liberar os mosquitos estéreis nesse periodo. Como
utilizamos T' = 120 dias e o problema foi dimensionalizado, entao o valor
36/120 = 0,3 representa o periodo de 36 dias para o uso do inseticida.
Para mantermos a drea da figura 4.27, a fungdo u; serd dada por (vide

figura 5.70)

0,0323/0,3, se 0 <t< 0,3

Uy = (523)

0, se 0,3 <t< 1.

Apos o periodo de 36 dias, suspenderia o uso de inseticida e comegaria a
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Figura 5.70: Varidvel de Controle u; (investimento em inseticidas).

liberacao de mosquitos machos estéreis. Para preservar a area da figura
4.28, a fungao us serd dada por (vide figura 5.71)
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0, se 0 <t< 0,3

0,0738/(1 —0,3) se 0,3 <t< 1.
Nessa situagao, o valor encontrado para o indice de desempenho (4.1)
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Figura 5.71: Varidvel de Controle us (investimento com mosquitos estéreis).

foi J = 1,0835. Os resultados obtidos para as variaveis de estados estao
nas figuras 5.72-5.76.

Podemos notar nas figuras 5.72-5.75 que enquanto fazemos uso de
inseticida a populacao de mosquitos tende a diminuir. No entanto, ao ces-
sar o inseticida e liberar apenas mosquitos machos estéreis, percebemos
que a populagao de mosquitos aumenta, tanto na fase aquatica quanto na
fase alada. Ao colocar mosquitos machos estéreis de forma constante apos
o periodo inicial de 36 dias, percebemos que sua populagao permanece
estavel (figura 5.76).
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Figura 5.72: Populacao na Fase Aquatica A.
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Figura 5.73: Populacao de Mosquitos Fémeas Imaturas I.
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Figura 5.74: Populacao de Mosquitos Fémeas Fertilizadas F.
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Figura 5.75: Populacao de Mosquitos Machos Naturais M.
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Figura 5.76: Populacao de Mosquitos Machos Estéreis S.

O quadro 9 resume esses resultados.

Quadro 9 : Valores do indice de desempenho J no caso 4. No primeiro
problema alternativo, os machos estéreis sao liberados por 120 dias. Nos
dois ultimos, a liberacao de machos estéreis é complementar a aplicacao de
inseticida.

Caso 4
(c1 =3, ca=1, Valor de J
c3=1ecy,=1)
Problema 0,3130
Otimo

Problema Alternativo 4.1 2,6450
(inseticida por 120 dias)
Problema Alternativo 4.2 1,2742
(inseticida por 10 dias)
Problema Alternativo 4.3 1,0835
(inseticida por 36 dias)
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Conclusao

Neste trabalho utilizamos um modelo matematico de controle bioldgico
existente para analisar o efeito da introducao de mosquitos machos estéreis
no meio ambiente. Como em qualquer situacao economica, desejamos obter
a maior eficiéncia com o menor custo possivel. Nesse sentido, introduzimos
a teoria de controle 6timo para controlar a dengue de maneira otimizada
com o uso combinado de mosquitos machos estéreis e inseticida. Usamos
o Principio do Méaximo de Pontryagin para determinar o controle 6timo
analitico.

Fizemos simulagdes numéricas com diferentes custos (pesos) no indice
de desempenho J para analisar diversos cenarios. Em todos os casos, pude-
mos notar que o uso combinado de inseticida e mosquitos machos estéreis
provoca a reducao da populacao de mosquitos tanto na fase aquatica quanto
na fase adulta. O controle 6timo nos fornece um direcionamento estratégico
de como devemos aplicar o controle de maneira eficiente e otimizada. Os
resultados numéricos sugerem que devemos liberar uma quantidade ele-
vada de inseticida no inicio do tratamento (periodo de controle) e libe-
rar mosquitos machos estéreis durante todo o processo, porém reduzindo
gradativamente a quantidade durante o periodo de 120 dias.

No entanto, as variacoes dos controles 6timos sao impossiveis de se
colocar em pratica. Por exemplo, quando as industrias fabricam os inse-
tos estéreis em grande escala, elas precisam libera-los imediatamente na
natureza devido ao tempo curto de vida do mosquito. Isso dificulta a es-
tratégia 6tima de liberar mosquitos machos estéreis variando no tempo. E
inviavel liberar inseticida e mosquitos machos estéreis variando no tempo
seguindo exatamente como preconiza os controles 6timos uj e u;. Propo-
mos estratégias realistas para o controle da dengue com a introducao de
mosquitos machos estéreis combinado com o uso de inseticida de forma
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constante por um determinado tempo. Nessas situacoes nao temos um
problema de controle 6timo, mas para manter o indice de desempenho J
em valores baixos aproveitamos as areas obtidas no problema de controle
6timo, criando, assim, problemas alternativos. Em cada problema alterna-
tivo calculamos o valor do indice de desempenho J e comparamos com o
custo terminal J* do problema de controle 6timo.

Pudemos perceber que quando liberamos inseticida e mosquitos ma-
chos estéreis de forma constante ao longo de todo periodo de 120 dias,
conseguimos reducao na populacao de mosquitos. Em contra partida, essa
estratégia de controle gerou um significativo aumento no custo terminal
J, com destaque para o caso 1, onde consideramos um alto custo social
com c3 = 100. De fato, essa é uma estratégia nao recomendada, pois, além
do indesejado uso prolongado de controle quimico, temos desperdicio de
dinheiro ao matar os mosquitos machos estérieis com inseticida.

A situacao ideal seria usar controle quimico por pouco tempo. Pen-
sando nisso, simulamos a estratégia de liberar de maneira constante so-
mente inseticida nos dez primeiros dias e mosquitos machos estéreis apos
esse periodo. Curiosamente tivemos um aumento ainda maior no custo ter-
minal J. Esse aumento fica mais evidente no caso 1 com alto custo social
(c3 = 100). Além disso, percebemos que a populagao de mosquitos tende
a aumentar quando interrompemos o uso do inseticida.

Pensando em reduzir o custo terminal J, simulamos o uso de inseti-
cida por mais tempo. O teste com 36 dias de inseticida produziu uma boa
reducao no custo terminal J.

Ao analisar os resultados numéricos dos problemas de controle 6timo
e problemas alternativos, podemos concluir que quando a populacao de
mosquitos é grande, vale a pena liberar bastante inseticida. Mas quando
temos a populacao de mosquitos em niveis baixos, é interessante man-
ter o controle com a liberacao de mosquitos machos estéreis. Uma boa
estratégia para o controle da dengue seria liberar inseticida no verao e li-
berar mosquitos machos estéreis no inverno.

Todavia, um das dificuldades de se implementar a técnica de liberacao
de mosquitos machos estéreis no Brasil, para combater a dengue, se deve ao
fato da grande extensao territorial do pais, quando comparada, por exem-
plo, a utilizacao desta técnica em uma lavoura.
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# Trabalhos Futuros:

Vimos que para cada caso considerado, propomos trés problemas al-
ternativos apenas modificando os controles u; e us. Queremos encontrar
um novo problema alternativo que diminua ainda mais o valor do indice
de desempenho J.

O indice de desempenho J proposto neste trabalho é apenas uma
das diversas possibilidades existentes. Em estudos futuros pretendemos
analisar outras possibilidades para este funcional, como, por exemplo, a
introducao do controle mecanico e controle quimico larvicida. Além disso,
podemos incorporar no modelo matematico estudado o uso da bactéria
Bacillus thuringiensis israelensis (Bti) e analisar o efeito combinado com
mosquitos machos estéreis.
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