Do Teorema de Cauchy ao Método de Cagniard

por

Rubens de Figueiredo Camargo

IMECC UNICAMP

2005



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecario: Maria Jilia Milani Rodrigues - CRB8a. / 2116

Camargo, Rubens de Figueiredo
C14t Do teorema de Cauchy ao método de Cagniard / Rubens de Figueiredo
Camargo - - Campinas, [S.P. :s.n.], 2005.
Orientador : Edmundo Capelas de Oliveira.
Dissertagao (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto
de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Cauchy, Augustin Louis, Baron, 1789-1859. 2. Equacoes diferenciais

parciais. 3. Funcoes de variaveis complexas. 4. Transformadas integrais.

I. Oliveira, Edmundo Capelas de. II. Universidade Estadual de Campinas.

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica. III. Titulo.

Titulo em Inglés: From Cauchy’s theorem to Cagniard’s method

Palavras-chave em Inglés (Keywords): 1. Cauchy, Augustin Louis, Baron, 1789-1859, 2.
Differential partial equations, 3. Function of complex variable, 4. integral transform.

Area de concentracao: Andlise complexa.
Titulagao: Mestre em Matemaética.

Banca examinadora: ~ Prof. Dr. Edmundo Capelas de Oliveira (UNICAMP)
Prof. Dr. Ary Orozimbo Chiacchio (UNICAMP)
Prof. Dr. Bruto Max Pimentel Escobar (UNESP)

Data da defesa: 22/02/2005.



Do Teorema de Cauchy ao Método de Cagniard

por Rubens de Figueiredo Camargo

Dissertacao submetida ao Corpo Docente do Instituto de Matematica Estatistica e Com-
putacao Cientifica da Universidade Estadual de Campinas, como parte dos requisitos
necessarios para obtencao do grau de Mestre em Matematica.

Area de Concentracao: Matematica Aplicada

Dissertacao defendida em 22 de Fevereiro de 2005 e aprovada pela Banca Examinadora
composta pelos Profs. Drs.:

A7 N, ,/\ f ! Yiceeg A€~ {

Prof (a). Dr (a). BRUTO MAX PIMENTEL ESCOBAR

\A#i*\ @ éf’-—kobﬁf LM

Prof (a). Dr (a). ARY OR@ZIMBO CHIACCHIO



“Este nosso rapazinho tem a vista curta. Espera ai, Miguilim...
E o Senhor tirava os dculos e punha-os em Miguilim, com todo o jeito.
-Olha, agora!

Miguilim olhou. Nem podia acreditar! Tudo era uma claridade, tudo novo e lindo e
diferente...”

De Joao Guimaraes Rosa, MANUELZAO E MIGUILIM.



Agradecimentos

Gostaria de agradecer a todos que contribuiram direta e indiretamente para a elaboracao
deste trabalho, em especial:

- Ao meu orientador Edmundo, com quem divido os méritos deste trabalho, pela amizade,
dedicacao, paciéncia e exemplo.

- Ao professor Ary pelo excepcional curso ministrado em varidveis complexas, fonte de
inspiracao para o primeiro capitulo deste trabalho.

- Ao CNPq por ter financiado este projeto.

- A minha mae e minha irma por terem sido sempre meu porto seguro de carinho e
amor.

- A minha namorada Claudia pelo carinho, auxilio e compreensao.

- Aos meus familiares pelos incentivos e pela confianca, em particular ao meu tio Imail
por ter sido muito mais que um tio.

- A todos meus irmaos de Canil, pelos seis maravilhosos anos de convivéncia dos quais
sempre me lembrarei com saudade.

- Aos amigos Cairo, Luis Andre e Tiago por terem sido uma extensao de minha familia.

- A todos meus amores e amigos de treino da UNICAMP Swimming Society Reloaded
por terem cuidado da satde do meu corpo e da minha mente.

- A todos colegas de curso e amigos que fiz durante esses seis anos de UNICAMP, em
particular agradeco ao Sid e ao Murilo pela amizade e convivio.

- Acima de tudo agradeco a Deus por ter me concedido a dadiva de conviver com todas
estas pessoas maravilhosas.



Resumo

Este trabalho versa sobre variaveis complexas, em particular sobre o teorema
integral de Cauchy, suas conseqiiéncias e aplicacoes.

Como conseqiiéncia do teorema integral de Cauchy temos o teorema dos residuos,
peca chave para o desenvolvimento deste trabalho.

Nas aplicagoes nos concentramos no estudo das transformadas integrais como
metodologia na resolucao de equacgoes diferenciais parciais, em particular no calculo da
inversao das transformadas de Laplace, Fourier e Hankel, bem como na justaposi¢ao das
transformadas.

Para inversao da justaposicao das transformadas nos concentramos no método
de Cagniard e algumas de suas variacoes.



Abstract

This work is about complex variables, in particular about Cauchy’s integral
theorem and its consequences and applications.

We have, as consequences of Cauchy’s integral theorem, Cauchy’s theorem and
the residue theorem, a keynote to the development of this work.

As for the applications, our main objective was to study the integral transforms
as a method to solve partial differential equations and, specifically, the inversion of the
Laplace, Fourier and Hankel transforms, in the same way, the juxtaposition of transforms.

In order to invert the juxtaposition of transforms our main concern was to study
Cagniard’s method and some of its variations.
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Introducao

O teorema dos residuos é um dos mais belos e poderosos resultados da analise
complexa. E uma conseqliéncia da chamada férmula integral de Cauchy [1789 — Augustin
Louis Cauchy — 1827] que, tem como outra conseqiiéncia o teorema de Cauchy, também
conhecido como teorema de Cauchy - Goursat [1858 — Edouard Goursat — 1936] visto
que este ultimo provou o teorema enfraquecendo as hipoteses.

O referido teorema, dentre outras aplicagoes, ¢ uma importante ferramenta no
calculo de integrais reais via variaveis complexas. Em particular, na inversao das trans-
formadas® integrais, dentre elas as transformadas de Laplace [1749 — Pierre Simon de
Laplace — 1827] e Fourier [1768 — Jean-Baptiste Joseph Fourier —1830], isto é, para
recuperar a solucdo do problema de partida deve-se efetuar uma integragao no plano
complexo, que, no caso especifico da transformada de Laplace é feito mediante os con-
tornos de Bromwich [1875 — Thomas John Ianson Bromwich — 1929].

Por outro lado, uma equacao diferencial parcial linear de segunda ordem, tendo
dominio espacial infinito ou semi-infinito e condigoes de contorno especificadas pode ser
resolvida através da metodologia das transformadas de Fourier e Hankel[1839 — Hermann
Hankel — 1873] na parte espacial e Laplace, para eliminar a dependéncia temporal, o
chamado método da justaposicao de transformadas. Este belo e poderoso método nos
conduz, em geral, a equagoes algébricas, cujas solucoes sao, na maioria dos casos, mais
simples de serem obtidas. Neste ponto, para recuperar a solucao do problema de partida,
deve-se calcular as transformadas inversas. A ordem de inversao das transformadas, em
geral, depende do problema em consideragao.

No caso da justaposicao menciona-se o método proposto por Cagniard [1900 —
Louis Paul Emile Cagniard — 1971] [1], que reduz o problema de inversao da transformada
numa integral conhecida a qual é obtida por inspecao. Outros métodos aparecem na lite-
ratura como modificacoes do método de Cagniard, em particular cita-se o método de de
Hoop|2] que modifica o método para problemas envolvendo pulsos sismicos, Gakenheimer-
Miklowitz [3] que adaptaram o método para o estudo de propagacao de ondas transientes,
num meio homogéneo e isotrépico e Murrel-Ungar [4] que retomam o problema de pulsos
sismicos propondo o método das transformadas diferenciais.

LA metodologia das transformadas supde que o problema auxiliar(transformado) é, em geral, mais
simples de ser solucionado, ou seja, transfere a dificuldade do problema de partida para o calculo da
transformada inversa, ou ainda na recuperagao da solugao do problema de partida.



Este trabalho esta disposto da seguinte maneira: apés uma abordagem detalha-
da da teoria basica de fungoes de uma varidvel complexa, apresentada no primeiro
capitulo, conclui-se com o importante teorema dos residuos. No segundo capitulo passa-
se ao estudo da metodologia das transformadas integrais, em particular, as transformadas
de Laplace, Hankel e Fourier. O terceiro capitulo é todo dedicado ao estudo das equagoes
diferenciais parciais, lineares e de segunda ordem. A classificacao de uma equacao dife-
rencial parcial e de segunda ordem é apresentada e estudada.

O objetivo do quarto capitulo é a apresentacao do método de Cagniard que
originalmente foi proposto para resolver equacoes diferenciais parciais advindas de proble-
mas de propagacao de pulsos sismicos. O capitulo é concluido com o método proposto
por de Hoop, isto é, uma conveniente mudanca no método de Cagniard. O capitulo cinco
apresenta uma série de aplicacoes envolvendo a metodologia anteriormente estudada, em
particular estuda-se uma equacao de onda anisotropica gerada por uma funcao do tipo
impulso.

Devido a esta funcao impulso apresenta-se, como um apéndice, um breve estudo
da funcao delta de Dirac. Num outro apéndice apresenta-se o laplaciano em coordenadas
cilindricas e esféricas. Finaliza-se o trabalho com as conclusoes.



Capitulo 1

Teorema de Cauchy

Neste primeiro capitulo vamos introduzir os conceitos, relativos a andlise complexa,
necessarios para a apresentacao do teorema dos residuos que, dentre outras aplicagoes, ¢
de fundamental importancia no calculo de integrais reais e, em particular, no calculo da
transformada inversa, isto é, recuperamos a fungao transformada ou mesmo a solucao de
um problema de valores no contorno ou de um problema de valor inicial.

Sao apresentadas algumas defini¢oes e resultados preliminares a fim de que
possamos enunciar e demonstrar trés versoes da féormula integral de Cauchy. A partir
da terceira versao da féormula integral de Cauchy apresentamos a versao mais geral do
teorema de Cauchy, o assim chamado teorema de Cauchy-Goursat.

Concluimos o capitulo com a introdugao do conceito de residuo e do teorema dos
residuos que, junto ao lema de Jordan, se constitui numa das ferramentas fundamentais
para, por exemplo, calcular integrais reais via varidveis complexas, mais precisamente,
fungoes analiticas.

1.1 Integracao no plano complexo

Definicoes

1.1 Seja G C € um dominio. Uma funcado v : [a,b] C IR — € é uma curva se
for continua.

1.2 Uma curva 7(t) é dita regular se sua derivada ~'(t) existe e é continua V ¢
€ [a, b].

1.3 Uma curva v é dita regular por partes se existir uma particao de [a, b, a
=ty < 1< ...< t, = b tal que ~y é regular em cada [t;_i,t;] para 1 <i <n.



1.4 Sejam G C € um dominio (regiao aberta e conexa), v : [a,b] C R — €
uma curva regular por partes e f : G — € continua. Indicando a derivada de ~(t) por
7'(t) definimos a integral de f sobre v por:

Lf<2>dz -/ " Fa) Y (Bt

Lema 1.1 Regra de Leibniz (1646 — Gottfried Wilhelm Leibniz — 1716)

Sejam ¢(s,t) : [a,b] X [¢,d] — € uma funcado continua e g : [¢, d] — € definida
b 0
por g(t) = / (s, t)ds. Entao g é continua. Além disso, se ik la,b] x [¢,d] —C

a

b9
existe e é continua entao g é continuamente diferenciavel e ¢'(t) = / agp(s, t)ds.

Demonstracao: Claramente g é continua, uma vez que ¢ o é. Observemos que se
provarmos que g é diferenciavel, com ¢’ como acima, entao seguird da primeira parte e da

continuidade de 2 que ¢’ é continua. Sendo assim, devemos apenas verificar que ¢'(t)

ot
b9 0
= / agp(s,t)ds. Fixemos um ponto ty € [¢,d]. Seja € > 0 e denotemos a—f por .

Desta forma, @ é uniformemente continua em [a,b] X [c,d], ou seja, dado £ > 0 existe
§ > 0 tal que: |po(s, ) — pa(s,t)] < e se (s — )+ (t —t)? < 6> Em particular
lpa(s,t) — pals,to)| <esel|t—ty)] <d e a<s<b.

As condigoes acima implicam que para [t —fy| < e a <s <,

/t[SOZ(Sau) - 802(57t0)]du < €‘t — to’.

to

Mas para s fixo em [a, b], ®(t) = ¢(s,t) — (s, tp) é uma primitiva de ¢a(s, o). Aplicando
o teorema fundamental do cédlculo na desigualdade acima temos:

lo(s,t) — (s, to) — (t —to)pa(s, to)| <elt—to| Vs, se |t—to| <.

Pela definicao de g temos que:

<e(b—a) se 0<|t—t| <6,

|g(t)—g(t0) - /b a(s,t)ds

t—to

o que mostra o resultado desejado =



Corolério 1.1: Se |z| < 1 entao

2w is
/ 'e ds = 27r.
0

e — 2

s
com z €C

Demonstragao: Seja ¢ : [0,27] x [0,1] — € definida por ¢(s,t) = —

elS _—
fixo e tal que, |z| < 1. Sendo assim, ¢ tem derivada parcial continua em relacao a t e
vale

% - eis(_z)
ot (eis —tz2)?

2
Pela regra de Leibniz g(t) = / ©(s,t) ds é continua, diferencidvel e
0

27 is
g(t) = / s,
0o (

els — tz)?

Para t fixo temos que a funcdo ¢(s) = eiszj = é tal que ¢'(s) = (e:‘*zietzlﬁ = (eiszi El

de onde segue-se que ¢'(t) = ¢(27) — ¢(0) = 0 = g é constante. Como ¢(0) = 27 temos
2 is
que g(1) = /0

Tendo em vista o resultado do Coroldrio 1.1 bem como o Lema 1.1 vamos,
através de um caso particular, introduzir a féormula integral de Cauchy, que sera o resul-
tado mais importante desta secao.

- ds = 2w que ¢ justamente o que queriamos demonstrar m
e — z

1.1.1 Caso particular da féormula integral de Cauchy

Proposicao: Sejam G um dominio, f : G — € analitica, isto é, dado a € G f tem
derivadas de todas as ordens em a, ¢ B(a,7) C G (r > 0) a bola de centro a e raio r. Se
Y(t) = a+ re' para 0 <t < 27, entao

para |z —al| < r.

Demonstracao: Consideremos inicialmente o caso particular! a =0er = 1.

10 caso geral se reduz a esse se tomarmos G = {2(z —a), z € G} e g(2) = f(a +rz).

5



Seja z fixo tal que |z] < 1 de onde

) = 217”/ (@) dw = o f(e") e ds <= (1.1)

w—Zz omi ets — 2

27rf<15) 13 21
e - 27rf()—0<:>/ [

is)
s

— ¢ - f(z)] ds = 0. (1.2)

et =2 pyiep

es €0,2n]. Como |z+t(e”—2)| = [2(1—t)+te’| < |2|(1—t)+t < 1—t+t = 1, segue-se
2

Utilizamos a regra de Leibniz para a fungao ¢(s,t) =

que ¢ estd bem definida. Sendo assim, g(t) = / ©(s,t) ds tem derivada continua e
0

2m
gt) = %0 ds. Além disso, pela definigao de ¢ temos que:
0
a(p eis ! 15 18 is £/ is
i el.s_zf[z—l—t(e —2)|(e” —2z) = e f[z + t(e” — 2)].

Seja ¢(s) = —%f[zj%(e“—z)] comt € (0,1]. Entao ¢'(s) = —;f’[z—i-t(eis—z)](ite“) :%—f.

Sendo assim, podemos escrever, pelas definicoes de ¢ e de g, que

J(t) = 02“ %f ds = /0 T G (s) ds = ¢(2r) — 6(0) = 0.

HE g s =

2
Sendo assim, ¢/(t) é continua e g(t) é constante. Como ¢(0) = / [
0

2m is o is
f(z)/ s — 27 f(z) e pelo Corolédrio 1.1 temos que / ° s = 27, sendo
0 els — Z 0 eZS —Z
assim, concluimos que g(0) = 0 e conseqiientemente g(1) = 0.
o _ . f(eis)eis B
Pela defini¢do de g(t) temos que, p(s,1) = 0, ou seja, ——— — f(z) = 0.
e’ —z

Pelas equagoes (1.1) e (1.2) concluimos que:

o que conclui a demonstracao m

1.2 Férmula integral de Cauchy

De modo a mostrarmos nosso resultado fundamental, isto é, o teorema de Cauchy opta-
mos pelo caminho: a partir do conceito de indice de uma curva e de algumas propriedades
a ele relacionadas, bem como de dois lemas, vamos enunciar e demonstrar nossas trés



versoes da férmula integral de Cauchy. A primeira versao envolve propriedades associ-
adas a uma funcao analitica com respeito ao interior de uma curva fechada, a segunda
envolve as mesmas propriedades da primeira para uma familia de curvas fechadas e pode
ser vista como um lema para a terceira e mais completa versao, que envolve as derivadas
da funcao e a partir da qual vamos demonstrar o teorema dos residuos. As trés versoes
da férmula integral de Cauchy véem dadas em termos de teoremas.

Definicdo 1.5: (Indice de uma curva) Seja v : [b,¢] € R — € uma curva regular
por partes? e fechada, i.e., v(b) = v(c). Entdo, para todo a nao pertencente & imagem da
curva v, que denotamos por {7}, o indice de v com respeito a a, denotado por n(vy;a), é
definido através da integral:
1 dz
n(yia) = o [
v

omi Jy z —a’

Proposicao: O indice de uma curva é um ntimero inteiro.?

Demonstragao: Seja g : [0,1] — € definida por:

g(t) = /tﬂ ds.

0o Y(s)—a

d "t
Pela definicao de g temos, g(0) =0, g(1) = / e g't) = ) . Sendo
Y
() =e 99 [y(t) — a] temos

af  d

Y T a9 _ — —9 ~ _ A9 _ —_ —g(~! _ A _ —1 _ —
il (v —a) e 99 —geI(y—a) eIy =9 (y—a)(y—a)] =0.

Sendo assim, f é uma fungdo constante e conseqiientemente f(0) = f(1), ou
seja, podemos escrever

e 1O (0) —a] = e#D[y(1) - d].

Visto que, 7(0) = (1) e g(0) = 0 temos que 1= e™91) de onde segue-se —g(1) =
2kmi com k € 7. Portanto, para algum k; € 7, temos
d
[ -5 = 2hmi
y2—a

de onde concluimos que

o que demonstra a proposicao =

2Nas demonstragoes seguintes utilizamos, sem perda de generalidade, v definida no intervalo [0, 1].
30 fndice de v em relacdo a a mede o “ntimero liquido”de voltas de v ao redor do ponto z = a.

7



Lema 1.2 Sejam v : [b,¢] C IR — € uma curva regular por partes e ¢ definida e
continua sobre . Para cada m € IN seja

_ [ ow)
Fo(z) = [y (w—2)" dw com z ¢ {v}.
Entdo, cada F,, é analiticaem A ={z€C |z & {7} } e F,,(2) =m F11(2).

Demonstragao: Mostremos primeiramente que F,, é continua. Uma vez que, {7} é um
subconjunto compacto* de© e ¢ é continua em {v}, ¢ é limitada em {v}°, i.e., 3 M > 0
tal que: |p(w)| < M Y w e {v}.

A partir da expressao

1 _ 1 _ 1 _ 1 } U 1 1
(w—2)"  (w—a)™ w—2z w—aliz(w—2)"*(w—a)!
=(z—a) = + ! +-F !
B (w—2)"(w—a) (w—2z)"Yw-—a)? (w—=2)(w—a)"]|
segue-se
pw)  o(w)

(=2 (w—a)"

$(w) ¢(w) . ¢(w)
w—2)™(w — a) i (w—z)" N w — a)? T (w—z)(w—a)™

-G

ou ainda, apods a integracao, a seguinte igualdade

e A A e A

o(w)dw
fﬁw-aw-wJ’

de onde concluimos que

4Por definicdo um subconjunto A é dito compacto se dada uma cobertura aberta M de A podemos
extrair de M uma subcobertura finita, mas como todo subconjunto fechado e limitado de @ é completo
e totalmente limitado, temos que em @ um subconjunto ser compacto equivale a ser fechado e limitado.
Os detalhes destes fatos podem ser encontrados na referéncia [5].

®Os detalhes deste fato podem ser encontrados na referéncia [5].
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d d
Fulz) — Fula)] < |z—a|M[/ ol il 1
y |w—z|m|w—a| v |w—Z||w_a|m

Por outro lado, seja r =d(a, { v }). Se |z —a| <d < g entao:

|Fm<z>—Fm<a)|g5MM|w [du] . [du] ]

— z|™w — af lw — z||w — a|™

Como z & {7}, lw — 2| > ; |lw —al > g e sendo L(y) o comprimento de {7} temos:

2" L() 2"L(y) | _ dMm2m T L(y)
+ . e + = 1 .
rmr rrm rm
r . 7nm—i—lg
2" M2m+imL(y)
Vamos mostrar agora que F,, é analitica em A. Para isso, consideremos a e z € A com
a # z. Pelo resultado da equacao (1.3) temos:

Fin(2) = Fu(a) _ / pw)w-—a)? / ol =)™ (1)
v (w—2z)m | |

zZ—a v w—z

Dado € > 0 se tomarmos 6 = min [ ] entao F;, sera continua.

Como a & {7} a fungao ¢(w)(w — a)* é continua em {~} Vk € {1,2,.. .m}.
Temos, em decorréncia da primeira parte da prova deste lema, que cada uma das integrais
acima é uma funcao continua para qualquer valor de z € A. Tomado o limite 2 — a na
equacgao (1.4) podemos escrever, pela defini¢ao de F'(m + 1), que:

l _ ¢(w) w 7¢(w) w = m a
Fol) = || G gy 4+ | g = mEaa(e)

o que completa a demonstracao =

Lema 1.3 Sejam G C € um dominio, f : G — € uma funcao analiticae ¢ : G xG — €
definida por:

(b(z,w):M se z#w e ¢(z,2) = f'(2).

z—w
Entao ¢ é continua e para cada w € G fixado, a funcao g(z) = ¢(z,w) é analitica em G.

Demonstracao: Uma vez que z # w, a continuidade de ¢ é imediata. Sejam zy € G,

A w e < d(z(;,w)

Tomemos z € B(zp,d). Vamos escrever o quociente

. A defini¢ao de 4 implica que B(zp,0), estd contida em G.

9(2) ~ 9(20)

na seguinte forma



f)—f(w) _ flzo)—f(w)
g(Z) — g(zo) _ z—w B go—w

_ SRz = f(R)w = flw)zo + flw)w — f(z0)z + flz0)w + f(w)z — flw)w
(z — 20)(z —w) (20 — w)
_ Sw)(z = 2) = [f(2) = f(z0)]w + f(2) 70 — f(20)z
(z —20)(z — w)(20 — w)
f(w)(z = 20) = [f(2) = f(20)]w + f(2)20 — f(20)20 + f(20)20 — f(ZO)Z‘

(z —20)(z — w)(20 — w)

Enfim, simplificando temos

9(z) —g(20) f(w) w+ 2o f(z) = f(z0) f(20)

z— zo (z—w)(zo—w) (z—w)(z0—w) 2z— 2 (z —w)(z0 —w)

Como as equagbes acima sao vélidas para qualquer valor de z € B(zy, §) podemos
tomar o limite z — 2y na equagao acima, logo

QI(ZO) _ f(w) . w + ZOQf/(ZO) —

(20 —w)* (20 —w)

f(20)

(20 — w)

V 20 € G, 2zyF#w.

Consideremos agora o caso em que zg = w, de onde segue-se, para o mesmo quociente,

9(x) —glw) _ LI - w)  f(z) = flw) = )z —w)

- 2

z—w z—w B (z —w)

Novamente tomando o limite z — w e utilizando a regra de L'Hopital [1661 — Guillaume
Francois Antoine de L’Hopital — 1704] temos:

lim M — lim f(z) = f(w) — f(w)(z — w)
Z—w Z— W Z—wW (Z N w)2
i LR =) e f1E) M)
z—w 2(2 — w) Z—w 2 2

e, como por hipétese, f é analitica, g(z) também o é, o que conclui a demonstracao =

1.2.1 Férmula integral de Cauchy (Primeira versao)

A partir dos conceitos anteriormente apresentados passamos ao estudo da formula integral
de Cauchy. Neste trabalho, vamos discutir trés versoes da féormula e suas respectivas
demonstragoes.
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Teorema: Sejam G um subconjunto aberto de € e f : G — € uma funcgao analitica.
Se v é uma curva fechada e regular por partes em G tal que n(vy;w) =0 paraw € C— G
entdo, para a € G—{v} temos

1
) fo) = o [ L5 a
Demonstracgao: Defina ¢ : G x G — € por:
f(z) = f(w)
(2, w) — po— se z #w
f(z se z = w.

Segue do Lema 1.2 que ¢ é continua e para cada w € G, z — ¢(z,w) é analitica. Seja
H ={w € C | n(y;w) = 0}. Como n(v;-) é continua, H é aberto e além disso, pela
hipétese, H UG = C. Definamos g : C — €, através da expressao

/¢(2,w)dw seze G
o

9le) = /f(w dw seze H.

w—z

Primeiramente vamos mostrar que g estd bem definida. Considere z € G N H, entao:

L¢(z,w)dw:/f(w) — f2) dw = LJC(w) dw — f(z)[{ dw

v W —z w— 2 w—z

dw
Como z € H temos, por hipétese, que n(v; z) = 0, ou seja, / ——— =0 logo:
YW —Z

w—z

/ f(w) dw = /qb(z,w)dw, se z € H.

Sendo assim, g estd bem definida. Pelo Lema 1.2, g é analitica em todo C, isto é, g é
intetra e podemos considerar o limite abaixo

lim g(z) = lim [y J(w) dw = 0.

zZ—00 Z—00 w — z

A dltima igualdade se deve aos fatos de f ser limitada em {7} e lim = 0.

2000w — 2
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Em particular, 3 R > 0 tal que |g(z)] < 1 se |z] > R. Como ¢ ¢é limitada
em B(0, R) segue, do Teorema de Liouville® [1809 — Joseph Liouville — 1882] que g é
constante. Pela equacao acima temos que g = 0.
Se a € G—{~} temos:

d
Pela definicao de indice de uma curva temos que / : dz = 2mi n(vy;a), de onde
zZ—a
segue-se: !
1 f(z)
= — d
n(ya)f(a) = 5 [ S50 d

que é o resultado desejado =

1.2.2 Férmula integral de Cauchy (Segunda versao)

Teorema: Sejam G um aberto deC e f : G — € analitica. Sejam 7y, . . . , ¥, curvas
fechadas e regulares por partes, em G, tais que:

n(y;w) + ... +n(yw) =0 YwelC\G.

Entao para todo a € G tal que a & {71} U. ..U {7} temos:

Demonstracao: Procedemos de maneira analoga a demonstracao anterior definindo

¢:GxG—C por:

f(z) = f(w)
szw) =4 " 2w se z #w
(= se z = w.

Seja H ={w €C | n(y;w) + ...+ n(ym;w) = 0}. Como n(y;w) + . . . + n(ym;w)
=0, f é continua, H é aberto e por hipétese, C = GU H. Defina g : € — C por:

6Se f é uma funcdo inteira e limitada entdo f é constante. A demonstracio do teorema pode ser
encontrada na referéncia [6].
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i o(z,w)dw  sezeG

g(z) =4 ="
Z zij(iU)z se z € H.
k=1""k

Célculos andlogos aos da demonstracao anterior mostram que g estd bem definida, é in-
teira e limitada, ou seja, g é constante. Novamente tomando o limite lim g(z) concluimos
zZ— 00

que g =0. Sea € G—{{m}U...U{yn}} entdo:

Z/vif@dz—i/ﬂz) i/

=1 Z—a kzlyz—a =1

Z—a

Pela definicao de indice temos que:

kz::lnfyk, :Z:L/7 /() dz.

k=1

que é o resultado desejado. =

1.2.3 Férmula integral de Cauchy (Terceira versao)

Teorema: Sejam G um dominio de C, f : G — € analitica e v, . . ., v, curvas
fechadas e regulares por partes, em G, tais que:

n(y;w) + ... +n(yw) =0 YwelC\G.

Entao para todo a € G tal que a € {71} U ... U {7y} temos:
- 1 f(2)
= k! / — = dxz.
z:: (3. jzzl 2mi Jy; (2 — a)kt? :

Demonstracao: O resultado desejado seguird de uma combinacao do Lema 1.2 com a
segunda versao da féormula integral de Cauchy.

Consideremos a funcao F,(z) = > / M dw. Pela segunda versao da
j z)"

férmula integral de Cauchy, temos:

Em:ln Vi a —Em:i/7 /(z) dz:i,Fl(a).



Temos, pelo resultado do Lema 1.2, que F! (2) = m F,,;1(z) sendo assim, derivando k
vezes a expressao acima em relacao a a, temos:

k) — e S
o ]le’ _2 H Fale 22 /72_a>k+1 =

o que demonstra o resultado” m

1.3 O teorema de Cauchy

A seguir encontra-se o teorema de Cauchy, que foi originalmente demonstrado pelo
mesmo utilizando-se como hipétese uma funcao analitica com primeira derivada continua.
Sua demonstracao foi obtida através do teorema de Green e das condicoes de Cauchy-
Riemann|7].

Goursat provou o teorema sem impor a continuidade da derivada primeira, por
esta razao, o teorema a seguir é também conhecido como teorema de Cauchy-Goursat.
A demonstracao proposta por Goursat [8] é feita inicialmente para curvas triangulares e
fechadas e depois estendida para quaisquer curvas fechadas e regulares por partes.

Neste trabalho a demonstragao que serd dada para o referido teorema [6] seguird
da segunda versao da férmula integral de Cauchy. Esta demonstracao foi escolhida por
ser mais simples e direta que a demonstracao original.

1.3.1 Teorema de Cauchy-Goursat

Teorema: Sejam G C € um dominio, f : G — € uma funcgao analitica e vy, . . ., Y
curvas fechadas e regulares por partes tais que:

> n(ysw) =0 VuwéG, entao i/ f(z) dz = 0.
k=177

Demonstracao: Consideremos a funcao g(z) = f(z)(z — a). Como f é analitica g

também o é, além disso, Z n(y;w) = 0, sendo assim, podemos aplicar a segunda versao
k=1

da férmula integral de Cauchy para g(z):

"Note que para k = 0 recuperamos o resultado da segunda férmula integral de Cauchy.
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/kf iL 9(z) . _

Ms

k=1 k=1 <—a
2mig(a Z n(yg;w) = 2mif(a)(a — a) Z n(yg;w) =0,
=1 =1

que mostra, de maneira mais imediata, o resultado desejado m

1.4 Residuos

Para que possamos passar ao resultado de maior aplicabilidade desta secao, a partir
do qual podemos calcular integrais reais via variaveis complexas, que serd um conceito
vital para o célculo das transformadas inversas®, devemos primeiramente introduzir os
conceitos de ponto singular, série de Laurent (1813 — Pierre Alphose Laurent — 1854)
bem como o conceito de residuo. Enfim, concluimos a segao com o lema de Jordan.

1.4.1 Singularidades

Nesta secao sao estudadas fungoes analiticas em um disco furado, isto é, um disco cujo
centro foi removido. Através do comportamento da funcao nas vizinhangas do centro do
disco alguns resultados tteis e interessantes sao obtidos. Em particular, utilizamos estes
resultados para calcular algumas integrais reais. Passemos a definicao e classificacao de
um ponto singular.

Definicao 1.6: Dizemos que uma funcao f tem uma singularidade isolada em a se f
nao ¢ analitica em a, mas existe R > 0 tal que f é analitica em B(a, R) \ {a}.

Vamos ver, na Secao 1.4.4, que o calculo do residuo de uma fungao esta dire-
tamente relacionado com a classificacao de pontos singulares, por esta razao passamos
agora a classificacao de pontos singulares isolados.

Definicao 1.7 Dizemos que um ponto singular a é uma singularidade removivel se existe
uma fun¢ao analitica g em B(a, R) tal que g(z) = f(z) para 0 < |z — a| < R.

Definigao 1.8 Dizemos que um ponto singular isolado a é um pdlo de f se ll_rg |f(2)] = o0,
ouseja, VM > 036 >0 tal que, se 0 < |z —a| < d entdo |f(z)] > M. O menor inteiro
m tal que a funcao (z —a)™ f(z) tem uma singularidade removivel em a é chamado ordem
do polo. Neste caso dizemos que a é um polo de ordem m.

Definicao 1.9 No caso em que o ponto singular isolado a nao é uma singularidade
removivel nem um poélo dizemos que a ¢ uma singularidade essencial de f.

8Ver secoes 2.2, 2.4, 2.5 e 2.6 do Capitulo 2.
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1.4.2 Série de Laurent

Além de ser uma pega fundamental para uma demonstragao do teorema dos residuos, o
chamado desenvolvimento em série de Laurent nos permite analisar o comportamento de
uma fung¢ao nas vizinhangas de um ponto singular. Tal série é obtida através do seguinte
teorema:

Teorema: Seja f(z) analitica no anel ann(a; Ry, Ry).? Entao!”

o0

f(z)= Y an(z—a)" (1.5)

n=—oo

na qual a convergéncia é absoluta e uniforme sob o ann(a;r,79) se Ry <11 < ry < Ra.
Além disso, sendo Ry <7 < Ry e o circulo |z — a| < r, os coeficientes a,, sdo dados por:

ap = ! /f(Z)dz (1.6)

C2miJy (2 —a)ntT
onde 7 é uma curva fechada, regular por partes e contida em |z — a| < r.

Demonstragao: Sejam 7 e 7, respectivamente as curvas |z —a| = ry e |z — a| = ro com

r1 < ro. Pelo teorema de Cauchy-Goursat temos que para qualquer funcao g analitica em

ann(a; Ry, R2) temos / g= / g. Em particular a integral da equagao (1.6) independe
" V2

de r sendo assim, para cada inteiro n, a, é uma constante. Desta forma, a funcao
fa: B(a, Ry) — € dada por:

fg(z) _ L/ f(w) dw,

271 z—al=ro W — Z

onde |z —a| < ry, Ry < ry < Ry, estd bem definida e é analitica em B(a, Ry). De maneira
andloga, se G = {z : |z — a| > R} entdo a fungao f; : G — € definida por

fi(2) = 1/|w fw) dw,

271 —al=r1 W — 2

onde |z — a| <1y, Ry <11 < Ry, é analitica em C.

Seja Ry < |z — a| < Ry tomemos 11 e 9 de tal forma que Ry < r; < |z —al| <
ry < Ry. Sejam 7 (t) = a + rie e () = a + me, 0 < ¢t < 27. Consideremos um
segmento de reta A unindo um ponto de v, a um ponto de v, pertencente ao mesmo raio,
como nos mostra a Figura 1.1. Para qualquer ponto z pertencente a regiao delimitada
por 1 e 2 temos que n(vyq;2) =1 e n(y;2) = 0.

9ann(a; R1, R2) é o anel de centro a e raios Ry e Ry (R) < Ry).
10Esta série é tnica.
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Sendo v = v5 + A — 11 — A temos, pela férmula integral de Cauchy, que

Figura 1.1: Definicao da curva ~.

f(z) = LL J(w) dw = L/w f(w) dw — L/71 f(w) dw = fo(z) + fi(z). (1.7)

w— z 271 w—z 271 w—z

Vamos expandir f; e fo em séries de poténcias, f» tendo poténcias positivas de (z—a) e f;
negativas. A assim chamada série de Laurent vird como conseqiiéncia do desenvolvimento
em série da equagao acima. Como fy é analitica no disco B(a, Ry) esta possui série de
Taylor em torno de a e vale

folz) = i an(z — 0",

cujos coeficientes a,, sdo dados pela equagao (1.6).

1 1
Definamos ¢(z), para 0 < |z] < & por: 9(z) = f1 <a+ ); desta forma, 0 ¢é
1 z

uma singularidade isolada'! de g(z). Mostremos que z = 0 é uma singularidade removivel.
De fato, sejam r > Ry, u(z) = d(z,C) onde C é a circunferéncia {w : |w —a| =1} e
M = maz{|f(w)| : w € C'}. Entao para |z — a| > r temos

Mr

()< oy

Como lim u(z) = oo temos

zZ— 00

. , 1
llir(l)g(z) = llir(l)fl (a—l— z) = 0.

1Ver Secdo 1.4.1.
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1

Sendo assim, se definirmos ¢(0) = 0 entao ¢ é analitica em B(0, R—), de onde podemos
1

tomar a série de Maclaurin de ¢(z), dada por:

9(2) = iann = fi(z) = ia_n(z —a)™";

com coeficientes a_, dados pela equagao (1.6). A partir da segunda igualdade da equagao

(1.7) podemos escrever:

f(z)= > an(z—a)™

n=—oo

Como a convergéncia de f; e fo é absoluta e uniforme!? em algum anel contido no
o0

ann(a; Ry, R2), o mesmo pode-se dizer da convergéncia da série Y a,(z —a)™.

n=-—00
A partir da convergéncia absoluta e uniforme de f, temos a unicidade da série
oo

de Laurent, pois se f(z) = > a,(z—a)" e a convergéncia ¢ absoluta e uniforme, entao
n=—o00

os coeficientes a,, devem ser dados pela equagao (1.6) =

Definicao 1.10: Sejam f uma funcao com uma singularidade isolada em z = a e

o

fe)= > an(z—a)

n=—oo

sua expansao em série de Laurent em torno de z = a. Definimos o residuo de f em z = a,
denotado por Res(f;a), como sendo o coeficiente a_; da série de Laurent.
A importancia do residuo fica clara ao observarmos que, paran = —1 a equacao

1

(1.6) implica em a_; = T/f(z)dz. A generalizacao deste conceito é dada pela
™Y Jy

definicao e pelo teorema que se seguem.

Definicao 1.11: Sejam G um conjunto aberto e v uma curva fechada e regular por

partes em GG. Dizemos que uma curva v é homotdpica a zero e denotamos por v =~ 0, se
n(y;w) = 0 para todo w em € — G.

1.4.3 Teorema dos residuos

Sejam G um dominio e f : G — € analitica exceto nas singularidades isoladas ay, - - -, .
Se v é uma curva fechada e regular por partes em G tal que, ay, -, a, € {7} e v =0
entao . .
o | 20z = Y n(ia) Res(f: ). (18)
™Y J~ k=1

120s detalhes da demonstragiao deste fato podem ser encontrados na referéncia [6].
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Demonstragao: Sejam my = n(y;a;) para 1 < k < m. Como as singularidades
sao isoladas existem nimeros positivos rq,---,ry, tais que B(a;,r;) N B(aj,rj) = 0 e
Blagri)Nn{y} =0 V 1 < 4,57 < m tal que i # j. Definamos vx(t) = ax + 7
exp(—2mimyt) para 0 <t < 1. Entao para 1 < p < m temos'?

n(v;ap) + Y n(y ap) = 0.
k=1
Como v~ 0 e B(ag, ) C G, segue-se
n(y;a) + Y n(wsa) =0
k=1
para todo a € G — {ay, -+, a,,}. Como f é analitica em G — {aq,---,a,,} temos, pelo

teorema de Cauchy-Goursat, que:

Lf(z)dz = é/% f(2)dz. (1.9)

Seja f(z Z b (z —ax)™ a série de Laurent em torno de a; entao esta série converge
n=—oo
uniformemente em {B(ax, )} e conseqiientemente / Z bn / z —a)".
Tk n=-—co

Uma vez que, (z — ax)" tem primitiva para todo n # —1 temos que, / (z—ap)"dz=10
T

se n # —1. Além disso, / (z — ap) " 'dz = 2mi n(yy; ar)Res(f;ar). Pela equacio (1.9)
71
temos

1 n
—/ = n(y;ar)Res(f; ar).
v k=1

que ¢é o resultado desejado =

1.4.4 Calculo dos residuos

Consideremos o seguinte problema: calcular / f(2)dz sendo G um dominio, f: G — C

analitica, exceto nas singularidade isoladas aq,---,a, e v uma curva fechada e regular
por partes em G tal que ay,---,a, € {7} .

Pelo teorema dos residuos o problema estara solucionado se tivermos o valor do
residuo de f em cada uma das singularidades. A equagao (1.6) nos fornece uma forma
de calcular os termos da série de Laurent, em particular o residuo mas, uma vez que

13Note que assumimos que v e v, V 1 < k < m, sdo orientadas em sentido contrario.
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os termos da série podem ser obtidos por outros métodos, podemos utilizar a referida
equacao para calcular a integral. Nesta secao discutimos alguns destes outros métodos.

Vemos a seguir que no caso em que as singularidades sao pélos'? nao serd
necessario expandir a série para obtermos o residuo.'®

p(2)
q(z)

tais que p(a) # 0 e ¢ tem um zero de ordem 1 em z = a.'® Entao

Teorema: Sejam G um dominio e f : G — C tal que, f = com p e ¢ analiticas,

Res(f;a) = p,(<2)>

L

Demonstracao: Como a é um pdlo simples a série de Laurent em torno de z = a é dada
por:

f(z):Zaja+a0—|—a1(z—a)—|—a2(z_a)2+...

ou ainda, na seguinte forma
= (z—a)f(z) =a_1+ (2 —a)[ag + ar(z — a) + az(z —a)* +---].
Tomando o limite z — a na equacao anterior temos que
Res(f;a) :liir}l(z—a)f(z). (1.10)

Pela definigdo de zero simples temos que ¢(z) admite uma série de Taylor do tipo:

(Z B CL)2 "

q(z) = (z —a)d'(a) + TR (a)+ -

Agora substituimos esta expressao para f = L equacao (1.10) e obtemos
q

. . (z = a)p(z) p(a)
Res(f;a) =lim(z —a)f(z) = lim =
(f ) Z_m( )f( ) Zoa (Z B a) {q/(a) + Z;%]”(a) 4. } q/(a)

que é a expressao para o residuo no caso em que o polo é simples =

Uma extensao da equacao (1.10) para um pélo de ordem k é dada pelo préximo teorema.

“Ver referéncia [7].

15No caso em que a singularidade da funcao nio for um pélo devemos calcular explicitamente a série
de Laurent de modo a termos o coeficiente a_1, isto é, o residuo.

160u seja, a é um pélo simples de f.
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Teorema: Sejam G um dominio e f : G — € uma fungao analitica exceto por um pédlo
de ordem k£ > 1 no ponto z = a. Entao

Res(fi) = gy i {2 e = (e (L1

Demonstracao: Como a é um pdlo de ordem k a sua série de Laurent é dada por:

L R
f(z)_(z—a)’l€+ +z—a

+ap+a1(z—a)+---

na qual a_j # 0. Multiplicando-se ambos os membros por (z — a)* obtemos
(z—a)f(z)=ap+ -+a_i(z—a)f T +a(z —a) +a(z —a)tt+--.

de onde vemos que o residuo, a_q, de f em z = a é agora o coeficiente da poténcia

(z — a)*! na série de Taylor da funcio g(z) = (2 — a)*f(2) em torno de z = a. Assim

pelo teorema da expansao de Taylor[7] o coeficiente a_; é dado por

1
(k —1)!

1 = gy @ = Restfia) = gt G- 0G|

que ¢é o resultado desejado =

Enfim, a outra ferramenta, junto ao teorema dos residuos, para o calculo de
integrais reais, via variaveis complexas, ¢ dada pelo lema que se segue.

1.4.5 Lema de Jordan

Sejam C'r uma semicircunferéncia de raio R no semiplano superior e centrada na origem,

1
f(2) uma fungdo que tende uniformemente a zero mais rapido que W para arg(z) € [0, 7]
z

quando |z| — 0o e @ um numero real ndo-negativo, entao

J%EI;OIR = RIE};O CRe f(z)dz = 0.

Demonstracao: Para z € C'r podemos escrever
z=Re"?® = dz=iRe?df

bem como
iz = ia(Rcos O + iRsen ) = iaRcos — aRsen 6.

Assim, tomando o médulo de I, podemos escrever
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|Igr| = )/CR e f(z)dz

< [ 1€l (:)lld=] =

™

e aRseneR‘f(ReiO)‘de.

eiaR cos@—aRsen 6

[

Supondo que R|f(Re®)| < e(R) é independente de 6, onde £(R) é um parametro
positivo e arbitrario que tende a zero quando R — oo, entao

10 o
F(Re)| Rab = [

x| < £(R) / "emaRsend g — 9o(R) / ? gmaRsend g,
0 0

s
Ainda mais, para # no intervalo 0 < 0 < 5 temos que

senf) > 279 _— efaRsene < e@H
= >

de onde concluimos que

3 2 me(R
[Iz| < 2¢(R) /0 e 0df = a(R)

(1 —ef),
Se R — 0o temos
z%ii%o Ir=0.
E de se notar que o lema de Jordan também se aplica para a = 0 visto que
(1—e " =0
quando a@ — 0.'7 Enfim, se o < 0 o lema de Jordan permanece valido se a semi-

circunferéncia Cg for tomada no semiplano inferior e f(z) for uniformemente a zero para
m<arg(z) =

1.5 Valor principal de Cauchy

Vamos concluir este capitulo apresentando o chamado valor principal de Cauchy'® que
também pode ser considerado como conseqiiéncia do teorema de Cauchy.

Seja I = / f(z)dz, entdo temos, por definigao, que

1"Usamos aqui a regra de L’Hbpital.
18Este resultado é de grande importancia, por exemplo, no estudo das chamadas relacdes de dis-
persao[9].
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I= /_O; f(z)dz = lim /ao f(z)dz + blilglo /Ob f(z)dz.

a——00

No caso em que os limites da equacao anterior existem temos

T

I= /_OO f(z)dz = lim f(z)dz

T

definimos o valor principal de Cauchy como sendo o valor do limite acima. Este conceito
serd de grande utilidade no calculo de algumas integrais como vamos ver a seguir.

Seja f(z) uma fungao complexa, racional, cujo denominador é nao nulo para
todo =z € IR e que satisfaz as hipdteses do lema de Jordan. Consideremos Cr uma
semicircunferéncia de raio R no semiplano superior e centrada na origem, e v a curva
obtida pela unido do segmento de reta (—R, R) com Cg, orientada no sentido anti-horario.
Supondo que nenhuma das n singularidades de f(z), denotadas por z;, estd no eixo real,
podemos tomar R tal que, as singularidades de f no semiplano superior estejam no
interior de v como nos mostra a Figura 1.2.

Im(z) 4

-Zl

Rgz)

.22

Figura 1.2: Contorno para o calculo da integral de f(x).

Utilizando o teorema dos residuos, podemos escrever:

Lf(z)dz = /CR f(z)dz + /_];f(x)dx = 27 zn: Res(f,z;)n(7v; z;).

Jj=1

Tomando o limite R — oo na equagao acima temos, pelo lema de Jordan, que

/_O:O f(z)dx = 2mi zn: Res(f, zj)n(v; z;).

J=1
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Analisemos novamente o caso anterior, porém agora tomemos f(z) tendo uma de suas n
singularidade no eixo real, mais precisamente em z = 0%, que sem perda de generalidade,
tomamos como sendo a primeira, isto é, z; = 0.

Afim de calcular a integral [ = / f(z)dz procedendo de maneira andloga ao

o0
que fizemos anteriormente, ou seja, utilizando o teorema dos residuos, temos que tomar
o contorno 7y como sendo tal que, z = 0 ¢ {v}. O contorno = escolhido esta ilustrado na
Figura 1.3, a seguir.

Cr

Figura 1.3: Contorno v que exclui a singularidade z = 0.

20

Neste contorno C. é a semicircunferéncia de raio £ no semiplano superior®’, centrada na

origem e orientada no sentido horario.

Dividindo o contorno ~ temos

/ dz—/f dz+_ i d:c+/f dz+/f

e uma vez que, z; = 0 ¢ {7} utilizando o teorema dos residuos e a equagao anterior
podemos escrever

/CR f(Z)dz—i—/_: dx+/ dz+/ dr = 2m'zn:Res(f, zin(y;z;). (1.12)

=2

Tomando o limite R — oo na equagao (1.12) e utilizando o lema de Jordan temos

190s casos mais gerais em que a singularidade nao estd em z = 0 bem como o caso em que f(z) tem
mais de uma singularidade no eixo real sao conseqiiéncias deste particular caso.

20Também poderiamos considers-la no semiplano inferior. Note que neste caso z = 0 contribuiria para
a integral.
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Lf(z)dz = lim }:f(x)d:c + Blgl;o /_I: f(x)dx = QWiJZZ;Res(f, zi)n(7; zj) — . f(z)dz.

R—o0 J—

Uma vez que

R —€ R
lim / f(z)dz = lim lim f(z)dx + lim lim [ f(x)dx
-R R R—ooe—0/_¢

R—oo —o0e—0 J_R

tomado o limite € — 0 na equagao (1.12) obtemos

lim ) f(z)dz = 2mi Xn: Res(f,zj)n(v;z;) —lim [ f(2)dz.

R—oo J_R = e—0Jc.

Em geral, para resolver a integral / f(2)dz escrevemos z na forma polar, ou
Ce

seja, escrevemos z = e com 0 < § < 7 e conseqiientemente dz = ie df e utilizamos

a Definicao 1.4.

Outras aplicagoes do Lema de Jordan e do valor principal de Cauchy vao ser
apresentadas e discutidas no Capitulo 5.
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Capitulo 2

Transformadas integrais

Este capitulo é constituido de um estudo do método das transformadas, o qual se baseia
em transformar o problema original em um problema auxiliar(transformado), em geral,
mais simples de ser solucionado, ou seja, transfere a dificuldade do problema de partida
para o calculo da transformada inversa, ou ainda na recuperacao da solucao do problema
de partida.

Efetuamos aqui, um estudo das transformadas de Laplace, Fourier e Hankel com
o objetivo de posteriormente utilizd-las como ferramentas para a resolugao de equagoes
diferencias parciais, lineares e de segunda ordem. O método consiste em transformar
uma equacao diferencial parcial em uma outra equacao diferencial parcial ou ordinéria
ou mesmo numa equacao algébrica, resolver esta equacao e através da transformada
inversa! obter a resolucao do problema original.

Mais precisamente, utilizamos o assim denominado método da justaposicao de
transformadas, que em nosso caso, se baseia em utilizar a transformada de Laplace para
eliminar a dependéncia temporal e as transformadas de Fourier ou Hankel para a parte
espacial, como vamos ver no Capitulo 5.

2.1 Transformada de Laplace

Seja f(t) uma fungao definida no intervalo 0 < t < oo. Definimos a transformada de
Laplace de f(t), denotada por F'(s) ou por L[f(t)], como sendo a integral®

F(s)= LU0 = [~ e syt

0

na qual s, chamada varidvel transformada, é tal que Re(s) > 0.

!'Neste ponto sdo utilizados os conceitos desenvolvidos no Capitulo 1.
2Também denotamos, no quinto capitulo, a transformada de Laplace de u(t) por u(s).
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A convergéncia da integral acima, numa regiao do plano complexo, pode ser
garantida por uma classe bastante ampla de fungoes chamadas admissiveis.

Definigao 2.1: Uma fungao f : [0,00) — IR é chamada admissivel ou de ordem
exponencial se as condigoes abaixo sao satisfeitas:

a) A funcao f for continua por partes em [0, 00).

b) Existirem duas constantes positivas M e u tais que para todo t € [0, 00) vale
a desigualdade
lf ()] < Met.

Neste caso também dizemos que f(t) é de ordem exponencial p.

A prova de que a transformada de Laplace de uma funcao admissivel existe é
dada pelo teorema que se segue.

Teorema: Seja f(t) uma fungao de ordem exponencial p no intervalo [0,00). Entao, sua
transformada de Laplace F'(s), existe para todos os pontos da regiao do plano complexo
tais que Re(s) > u.

Demonstracao: Por hipdtese temos que |f ()] < Me* logo, pela definigdo da transfor-
mada de Laplace, podemos escrever

e_t(s_/"‘) . e_t(s_;u')

)

cirw) < [ [rwe

dt < /oo Mett=stdt = M | lim ———— — lim ————
0 =0 —(sp) =0 —(sp)

como |e7tE7H)| = |e (=1 | para que o primeiro limite da equacio acima exista devemos

ter que Re(s — p) > 0, ou seja, Re(s) > u, que é o resultado desejado =

2.1.1 Linearidade

Mostremos agora uma importante propriedade da transformada de Laplace, a lineari-
dade?.

Teorema: Sejam f(t) e g(t) fungdes de ordem exponencial « e 3 respectivamente e ambas
definidas no intervalo [0, 00). Entao, para quaisquer constantes A e B a combinagao linear
h(t) = A f(t)+ B g(t) é de ordem exponencial maior que ou igual a v = max {a, 3} e
além disso temos:

LIh(B)] = A LIF[)] + B LIg(1)].

3A linearidade da transformada de Laplace, bem como a linearidade das transformadas de Fourier
e Hankel, vem do fato das transformadas estarem definidas em termos de integrais, que sao operadores
lineares.
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Demonstracao: Temos, por defini¢ao, que L[h(t)] = / e *'h(t)dt, ou seja
0

Lin(®)] = [~ e Af(t) + By(t)at
em decorréncia da linearidade da aplicacao integral temos
LIa(t)] = A LIf(t)] + B Lg(1)],

ou seja, a transformada de Laplace é linear =

2.1.2 Convolucao

Em geral, a transformada de Laplace do produto de duas fungoes nao é o produto das
transformadas, porém introduzimos a seguir o conceito de produto de convolucao, que
¢ um produto conveniente no sentido em que esta propriedade seja valida, isto é, a
transformada do produto de convolucao é o produto das transformadas.

Definigao 2.2: Sejam f(t) e g(t) duas fungoes de ordem exponencial a e § e com
transformadas de Laplace F'(s) e G(s), respectivamente, no intervalo [0, 00). Definimos
a convolucao de f(t) e g(t), denotada por (f * g)(t) como sendo

(90 = [ ft=ng(r)dr= [ f()glt =) dr.

Calculemos a transformada de Laplace de um produto de convolucao, isto é,

LI(f*g)(1)] = / ‘Stdt/ gt —7)dr.

Introduzindo a mudanca de varidvel t — 7 = 7/ podemos escrever

0= [Tar [ e

Definindo-se g(t) = 0 para t < 0, o limite superior em vez de t pode ser tomado oo, logo

LI(f % g)(0)] = /0 ~ (e dr / T H (e dr = F(s)G(s),

0

ou seja, a transformada de Laplace do produto de convolucao é o produto das transfor-
madas.
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2.2 Transformada de Laplace inversa

Tendo utilizado a transformada de Laplace, para que possamos recuperar a equacao
original, ou ainda, a solucao da equacao associada ao problema de partida devemos
introduzir o conceito de transformada de Laplace inversa o qual é dado pelo teorema que
se segue.

Teorema: Seja F(s) = L[f(t)] a transformada de Laplace da fungao f(t). Entao
L7YF(s)] = f(t) é dada por:

! /WOOF( Jetds  set >0
— >
OER = . s)e’tds  se

0 set <0,

onde a integracao deve ser efetuada ao longo de uma reta s = v no plano complexo,
com s = x + iy. O ntmero complexo v deve ser escolhido de tal forma que todas as
singularidades do integrando estejam a sua esquerda, isto é, Re(s) > . No caso em que
nenhuma das singularidades é ponto de ramificacao podemos utilizar o chamado contorno
de Bromwich que é dado pela Figura 2.1.

Im(z) 4

I \
R B

v+1iR

Re(z2)

Figura 2.1: Contorno de Bromwich.

1
271
pressao para o caso em que [F'(s)] é a transformada de Laplace de f(t), isto é

ol
Demonstragao: Sendo £ '[F(s)] = / F(s)e®ds, calculemos o valor da ex-
o

—100

1 Y+i00

LR = o [ etds /Ooe_suf(u)du
T Jy—ioco 0
o l { 1 /’Y+iw Std /oo su ( d }
= lim 2m,7_iwe s)oe flu)dup .
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Calculamos a integral em funcao de w e depois consideramos o limite w — oo.
Como por hipétese Re(s) > 7 temos que £~ '[F(s)] converge absolutamente e uniforme-
mente neste subespago? e desta forma podemos comutar as integrais da equagao acima,
ou seja,

LV F(s)] = lim {i [ flwydu [ T s
211 Jo y—tw '
Temos que

iw s(t—u) —
1 /VJ“ eS(t—u) gg — 1 L )wiw = wew*“)
ol

—iw 2% t—qy T t—u

De onde temos

w—oo | 71 t—u

1 oo —
L_l[F(S)] = lim {—/ f(u)e7(t_“)wdu}
0
Introduzindo a mudanga de varidvel v = u — t e a notagao g(v) = e 7V f(t + v) podemos

escrever L)) = Tim {l/oog(v)wdv}

w—o0 | J—y

= lim {l/ooog(v)wdv+%/ooog(—v)wdv}

Pela férmula integral de Dirichlet[10] temos que, para uma fungao continua por partes

, a sen (At) 1
1 ——dt = = +
Jim | f(t)——dt = 5 f(07),
de onde segue que

. a sen(At) 1 N

Jim. ; flx+1t) 1 dt—gﬂ'f(.f )
a At 1

lim / flo— 2D gy Ly,
A—00.Jo t 2

Desta forma temos

LOF(s)] = F(7) + 5 (),
e no caso em que f(t) é continua temos
LTF(s)] = f(t)

que ¢ o resultado desejado =

4Ver referéncia [10].
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2.2.1 Calculo da transformada

No caso em que o integrando nao possui pontos de ramificacao o célculo da transformada
de Laplace inversa basicamente se reduz ao cdlculo dos residuos de e F'(s), pois tomando
R do contorno de Bromwich tal que todas as n singularidades de e F(s), denotadas por
zj, estejam no interior de I', temos pelo teorema dos residuos

y+i00
F(s)e* ds +/ ~ F(s)e’ds =
Y—1i00

F(s)eds = [ F(s)ed
/r (s)e* ds o (s)e™ ds +

1 n
—_— Z Res(e”" F(s); 2;),
7j=1

C-A

2mi =

onde B — (C e C — A sao os arcos de circunferéncia de raio R, orientados no sentido
anti-horario, que unem os pontos B e C e os pontos C' e A, respectivamente, como nos
mostra a Figura 2.1.

Tomando o limite R — oo na equagdo acima, utilizando a definigao de f(t) e aplicando
o lema de Jordan temos que as integrais sobre B — C' e C' — A tendem a zero, ou seja

f(t) = L /:Hoo F(s)e ds = zn: Res(e” F(s); z;). (2.1)

211 —100 j=1

2.2.2 Ponto de ramificagao e a transformada de Laplace inversa

Passemos agora ao caso em que z = 0 é uma das n singularidades de F(s)e* e que esta
seja um ponto de ramificacao, que sem perda de generalidade consideramos como sendo
a primeira, isto é, z; = 0°. Neste caso, devemos considerar o contorno I' como sendo o
chamado contorno de Bromwich modificado, ilustrado pela Figura 2.2, de modo a calcular
a integral:

L. /;HOO F(s)eds = f(t)

271 Jy—ico

Sendo u = F(s)e’ e X —Y o segmento de reta ou arco de circunferéncia que liga o
ponto X ao ponto Y conforme mostra a figura e percorrendo o contorno I' no sentido
anti-horario obtemos:

/uds:/ uds + uds + uds + uds + uds + u ds.
r A-B B-D D—E E—H H—L L—A

50s casos em que o ponto de ramificacdo de f ndo é z =0 e o caso em que f tem mais de um ponto
de ramificacao seguem como conseqiiéncia deste caso particular.
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Im(z)l

Figura 2.2: Contorno de Bromwich modificado.

Tomando o limite R — oo na equagao acima temos, utilizando o lema de Jordan,

que as integrais / uds e / uds tendem a zero e pelo o teorema dos residuos
B-D L—A

podemos escrever

1 py+ico 1 n

— uds = ——— lim lim{/ uds + uds + uds}—i— Res(f;z;).

271 /y—ioo 27 R—ooe—0 (JD—F E—H H-L JZQ (f52)
Em geral, para resolver lim uds escrevemos z na forma polar, ou seja,

e—=0JE-H
. 10 . d _ . 7/9 d@ . ., 1 d . ~ ~
z = e e conseqlientemente dz = cie e com isso a variavel de integragao nao
dependera de ¢, logo podemos comutar o limite com a integral e utilizar a Definicao 1.4
para calcula-la.

2.3 Série de Fourier

Antes de introduzirmos o conceito de transformada de Fourier destacamos alguns resul-
tados a respeito das série e férmula integral de Fourier[11], que sao de grande utilidade
tanto para definir quanto para extrair propriedades da transformada de Fourier, bem
como de sua inversa.

Uma fungao f(t), peridédica, com periodo 27 e integravel pode ser representada
por uma série infinita da forma

50 Z a, cos nt + b, sennt),
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onde

Gy = %/_7; F(t)cosntdt  (n=0,1,2,..), (2.2)
by — i/_i ft)senntdt  (n=1,2,..), (2.3)

sendo os coeficientes a,, ¢ b,, chamados de coeficientes de Fourier.

Uma vez que todos os termos da série de f(t) sao periddicos com periodo T' = 2,
podemos restringir nosso estudo a um intervalo de comprimento® 27.

Teorema de Riemann-Lebesgue: Seja f(t) uma fungao absolutamente integrével em
um intervalo (a,b). Entdo tomando o limite A — oo temos

lim bf(t) cos(At)dt =0 = /\h_}m bf(t) sen (At) dt. (2.4)

A—00 Ja a

Demonstracao: Seja ¢ um niimero positivo qualquer. Sabemos que’ existe uma funcao
g(x), suave por partes tal que:

[ 17@) — gta)ldr < (2.5)

3
5%

Temos que

/(zb[f($) — g(@)] cos(Az)dz + /abg(m) cos(Az)dx
b b
/a |f(fE) - g(l‘)l dx + /a g(m) COS()\I‘)dx

/ab f(z) cos(Ax)dx

<

Temos, integrando por partes, que

1 b

-3 g'(z)sen (\x)dz.

[ @) cos(ard = lo(e) sem )=,

Claramente, o lado direito da equacao acima é limitado. Desta forma para A suficiente-
mente grande podemos escrever

€
< -
-2

/a ’ () cos(Az)

5De maneira ansloga poderiamos estudar o caso de um intervalo com comprimento arbitréario 21, para
. nm -
isso basta trocar 7w por [ e n por T nas equagoes dadas.

"A demonstracao deste fato pode ser encontrada na referéncia [11].
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Da equagao (2.5) e da equagao anterior temos o resultado desejado, ou seja,

lim [ (1) cos(M) dt = 0.

A—o00 Jg

b
De maneira andloga demonstra-se que /\lim f(t)sen(At)dt =0 =

Neste trabalho, a maior utilidade do teorema de Riemann-Lebesgue é dada pelos
coroldrios que se seguem:

Corolario 2.1 Os coeficientes de Fourier de qualquer funcao integravel tendem a zero,
quando n — oo.

Corolario 2.2 O comportamento de uma série de Fourier num ponto ¢ depende somente
do comportamento da funcao em uma vizinhanga deste ponto.

2.3.1 Formula integral de Fourier

Seja f(t) uma fungao de periodo 2[. Substituindo o resultado das equagdes (2.1) e (2.2)
na definicao da série de Fourier podemos escrever

2l/f dT—i—Z /f cos[ (T—t>:|d

n
Tomando a mudanca de varidvel Tﬂ = A, ? = A\ e formalmente tomando o limite

Il — 00, o somatodrio da equacao acima passa a ser uma integral e temos a féormula
integral de Fourier

ﬂt:—/ w/’ 7) cos \(r — t)dr. (2.6)

Esta expressa uma funcao definida no intervalo —oo < t < oo de maneira analoga a
que a série de Fourier representa uma fungao de periodo limitado. Podemos reescrever a
equagao (2.6) das seguintes formas

f_Jm—/’“/ ¢~ F(7)dr dA (2.7)

l—oo 27

ou ainda
1 o senl(t—7)

f(t) = lim —

l—oo T J—0o t—T

f(r)dr. (2.8)

As equagoes (2.6), (2.7) e (2.8) sao conhecidas, respectivamente, como fdrmula integral
de Fourier dupla, formula integral de Fourier complexa e formula integral de Fourier
simples.

Passemos agora ao teorema que estabelece as condigoes para que as equagoes
acima sejam validas.
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Consideremos f(t) como sendo uma fungao integravel no intervalo —oo < t < oo e
limitada em qualquer intervalo finito. Entdo as equagoes (2.6), (2.7) e (2.8) sao validas

1
se trocarmos f(t) por 5[ f(t") + f(t7)] nos pontos onde f(t) é descontinua®. Além disso

estas equagoes podem ser reescritas da seguinte formal[l1]
f(t) = / [a(u) costu + b(u) sen tu] du, (2.9)
0

onde
a(u) = %/_OO f(t)cosutdt, blu)= %/_OO f(t)senutdt. (2.10)

No caso em que f(t) é uma fungdo par podemos escrever, a partir das equagdes (2.8) e
(2.9), que

f(t) = 2 /OOO costudu/ooo f(7) cosur dr. (2.11)

T
que é conhecida como féormula integral de Fourier em co-senos.

De maneira anéloga, quando f(t) é uma fun¢ao impar temos a férmula integral de Fourier
em senos, dada por

f(t) = 2 /OOO sen tu du /Ooo f(7)senur dr. (2.12)

™

2.4 Transformada de Fourier direta e inversa

De posse dos resultados da se¢ao anterior passemos ao estudo da transformada de Fourier.

Dada uma fungao real f(t) definida em toda reta —oo < x < oo definimos a sua
transformada de Fourier, denotada por F(u) ou por F[f(t)], como sendo a integral

Flu) = FIF(#)] = \/12_77 | rwetar (2.13)

desde que a integral exista. Pela formula (2.7) podemos escrever?

£(t) = \/12_71' " Fluetdu (2.14)

Se f(t) é integrével no intervalo —oo < t < 00, a funcao F'(u) existe para todo t.
As fungoes f(t) e F(u) sao a transformada de Fourier uma da outra. F(u) é a chamada
transformada de Fourier direta enquanto que f(t) é a chamada transformada de Fourier
inversa.

8f(t*) é notagao para lim+ f(z) e de maneira andloga para f(t7).
r—t
90ptamos por introduzir o fator ﬁ de modo que tanto a transformada direta quanto a inversa

contenham tal fator.
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Definamos F.(u) como sendo a integral

F.(u) = \/g/ooo f(t) cosut dt, (2.15)

pela equagao (2.10) temos

ft) = \/z/ooo F.(u) cos tu du. (2.16)

As equagbes (2.15) e (2.16) sao conhecidas como par de transformadas de Fourier em
CO-Senos.

De maneira similar, temos o par de transformadas de Fourier em senos, isto é

Fy(u) = \E /O (b senut dt, (2.17)

pela equacao (2.11) temos

£(t) = \E /0 ” F,(u) sen tu du. (2.18)

A aplicabilidade das equacoes acima estd diretamente ligada aos seguintes fatos:
Se f(t) é uma funcao par, entdo, utilizando a equagao (2.13) temos
F(u) = Fo(u);

e se f(t) é uma fungao fmpar, entao

2.4.1 Convolucao

Em analogia ao que foi feito para a transformada de Laplace vamos definir o produto de
convolugao para o caso em que as fungoes estejam definidas em toda a reta.

Dadas duas fungoes f(t) e g(t) definidas em —oco < t < oo definimos a con-
volugao destas pela integral

(95 N(t) == [ gt =r)dr,
desde que a integral exista.
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Teorema: Sejam F(u) e G(u) as transformadas de Fourier das fungdes f(t) e g(t),
respectivamente, entao (g* f)(t) e F'(u)G(u) sdo um par de transformadas de Fourier, ou
seja, a transformada de Fourier do produto de convolucao é o produto das transformadas.

Demonstracao: Calculemos a transformada de Fourier de F'(u)G(u) e mostremos que
esta ¢ igual a (g * f)(?).

\/12_7T /_O:O F(u)G(u)e " "du = 217r /_O:o F(u)e ""“du /_O:O g(r)e'"dr

1 oo o0 .
= %/ g(T) dT/OOF(u)e_’“(t_T)du

f(t—7)dr,

NG

ou seja, (g* f)(t) e F(u)G(u) sdo um par de transformadas de Fourier, o que demonstra
O teorema =

2.4.2 Transformada de Fourier dupla

Em analogia ao que foi feito para fungoes de uma variavel consideramos o caso em que
temos uma fungao f dependendo de duas varidveis, ou seja, f = f(x,y). Definimos a
transformada de Fourier dupla de f por:

F(&,m) = F[f( =5 / / SHEEm) f (2, y)d dy.

Demonstra-se, de maneira similar a que foi feita para funcoes de uma variavel, que a
inversa da transformada de Fourier dupla ¢ dada por

fe) = FEEn) = o [* [T @R mdgdy.

2.5 Transformadas de Bessel

Transformadas integrais da forma
- / FIOK ) dt
0
1 10

onde K(z) é uma fungao de Bessel, sdo conhecidas como transformadas de Bessel.
Vamos considerar agora um caso particular desta classe de transformadas conhecida
como transformada de Hankel.

10Ver Definicdo 2.3.
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Primeiramente vamos introduzir o conceito de integral de Fourier-Bessel que,
assim como as férmulas integrais de Fourier'!, sao de grande importancia em intdmeros
problemas de Fisica e Matematica, e em nosso estudo nos auxiliarao na definicao da
transformada de Hankel, bem como na definicao de sua inversa.

Definicao 2.3: Sejam v > —% e J,(z) uma funcao de Bessel de ordem v, isto é,?

00 (_1)k ($/2)2k+l’

Jo(@) :,;0 K Tw+k+1)

Definimos, para 0 < x < 0o, a integral de Fourier-Bessel por

flz) = /0 T I (ew)udu /O T () (ut)tdt. (2.19)

A convergéncia da integral acima é garantida no caso em que f(x) é uma funcédo
limitada em qualquer intervalo da forma (0, R) e que satisfaga a condigao

[T 1@ < .

Além disso, sendo v > —%, a equagao (2.19) é valida nos pontos onde f é continua e nos
pontos de descontinuidade podemos escrever!?

U@ @l = [ e da [0 1) bt

0

2.6 Transformada de Hankel direta e inversa

Sejam f(t) uma fungao definida e v como na Defini¢ao 2.3. Definimos a transformada de
Hankel de f(t), denotada por F,(u) ou H,[f(t)], como sendo a integral

F(u) = H,[f(t)] = /0 T R8T, (ut) dt.

A partir da equagao (2.19) podemos escrever a inversa da transformada de Hankel, dada
por

F(t) = Ho\[F, (u)] = /O (), (ut)u du.

"Dadas pela férmulas (2.6), (2.7) e (2.8).
12Utilizamos aqui a defini¢io da fungao gama devida a Euler, isto é, I'(z) = / e 't*71dt com
0

Re(z) > 0. Note que para z = n inteiro positivo temos que I'(n 4+ 1) = n!.
13A demonstragdo deste fato pode ser encontrada na referéncia [10].
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2.6.1 Propriedades da transformada de Hankel

A seguir vamos considerar algumas propriedades da transformada de Hankel que serao
de grande utilidade nos capitulos seguintes.

Propriedade 2.1 Seja F,(u) a transformada de Hankel da funcao f(¢). Entao

Hulf(ar) = 5 ().

a? a

Propriedade 2.2 Seja f(t) uma fun¢ao definida para 0 < = < oo e que satisfaca as
condicoes abaixo

limt”ﬂzf =0 =limt"f(¢) e tlim \/Efé]; :O:tlim VEf().

t—0 t t—0
Entao'4

EF LI Ve )

Hy a2 tdt 2

2.7 Justaposicao das transformadas

Vamos estudar agora a metodologia da justaposicao de transformadas, com o objetivo de
utiliza-la como ferramenta, por exemplo, na resolucao de uma equacao diferencial parcial
do tipo hiperbdlico, isto é, aquela associada a um problema de propagacao.

Consideramos uma equacao diferencial parcial tendo dominio espacial infinito
ou semi-infinito e condigoes de contorno especificadas. Podemos resolvé-la através do
assim chamado método da justaposicao de transformadas, isto é, aplicar a transformada
de Fourier ou Hankel na parte espacial e utilizar a transformada de Laplace para eliminar
a dependéncia temporal, conhecida a condigao inicial.

Este poderoso método nos conduz, em geral, a uma equagao algébrica, cuja
solugao é mais simples de ser obtida. Neste ponto, para recuperarmos a solucao para
o problema de partida, devemos calcular as transformadas inversas apresentadas neste
segundo capitulo. Para isso, propomos estudar o método de Cagniard e algumas variagoes
do mesmo. Os resultados deste estudo sao material a ser discutido no Capitulo 4.

14A demonstracio deste fato vem da definicdo da transformada de Hankel e pode ser encontrada na
referéncia [10].
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Capitulo 3
Equacoes diferenciais parciais

O estudo da propagacio de ondas basicamente consiste em encontrar a solucao! de uma
equagao diferencial parcial? (ou um sistema de equagoes diferenciais parciais) do tipo
hiperbdlico, sujeita a certas condi¢oes tanto de contorno quanto iniciais. Exemplos deste
tipo de estudo sao: propagacao de ondas eletromagnéticas, tais como a luz e propagacao
do som. Neste trabalho particularmente vamos estudar a propagacao de pulsos sismicos?,

isto é, estudo da propagacao de ondas progressivas® elésticas.

Com o intuito de caracterizar a equacao que estamos interessados em estudar
definimos o que é uma equacao diferencial parcial, em sua forma mais geral, e através
de algumas restrigoes reduzimos ao caso de maior interesse neste trabalho, isto é, uma
equacao diferencial parcial, linear, de segunda ordem e do tipo hiperbdlico.

Definicao 3.1 Chama-se equacdao diferencial parcial a toda equagao que apre-
senta uma ou mais derivadas parciais da variavel dependente

ou ou 0*u  *u  O%u 0%u 0%u
flzy, ..z, u, eees i , e e ,oe ] =0
0, oz, Ori 0x2’ 0x10x, 0x10x, 0T,_101y,

na qual (z1, s, ) s@o as varidveis independentes e u(zy, s, - - -) é a variavel dependente
chamada funcao funcdo incégnita® definida num dominio D de IR".

'Vamos discutir apenas solucoes analiticas, isto é, metodologias para a obtencdo de solucdes analiticas.
Possiveis solugdes numéricas nao serao abordadas.

2Com o intuito de tornar tanto a leitura quanto a escrita mais simples utilizamos a notacdo EDP
para nos referirmos a uma equacao diferencial parcial.

30Ondulacdes e abalos no solo, nos tremores de terra.

4Também conhecida como caminhante, é aquela em que nao existem frentes de onda estaciondrias.
Uma onda estacionaria é aquela que, em um meio, determina a existéncia de perturbacoes nulas em
pontos fixos e nao provoca um transporte de energia ao longo desse meio.

5Note que u deve ser funcao de pelo menos duas varidveis independentes, caso contrario temos uma
equacao diferencial ordindria.
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Definigao 3.2 Definimos a ordem de uma EDP como sendo a mais alta ordem da derivada
parcial que aparece na EDP.

Definicao 3.3 Uma EDP ¢ dita linear quando a funcao desconhecida u e todas suas
derivadas tém coeficientes dependendo apenas das variaveis independentes, caso contrario
a EDP é dita nao linear.

3.1 Equacao diferencial parcial de segunda ordem

Passemos a estudar o caso particular de maior interesse para nés, isto €, estudar equacoes
diferenciais parciais, lineares e de segunda ordem. Pela Definicao 3.1 temos que a
forma mais geral de uma equagao diferencial parcial de segunda ordem dependendo de n
varidveis independentes é dada por®

LR ou " ou
DI +3 BY = 4 @y 4 G® =0 (3.1)
J=1 k=1 J 8%8% ) J aZL‘j
onde A%), Bj(-m), C@ G ey sao funcdes de z = x4, -+, xp € A,(é) é tomado como sendo
uma matriz real simétrica em k, ;.
Seja a mudanga de varidvel
Yp = > Rux
=1
onde £ = 0,1,---,n e R uma matriz constante em relacao a x;. Derivando a equacao
acima podemos escrever
0 0?
g, o Pu oy
ox; 0%, 01
Definamos as matrizes
Ul = O u e UW = O
™ 02,0, ki 0yr0y,;
e utilizando a regra da cadeia podemos escrever
@ — Iy Oy; _ UYR, R —(RUYR 3.2
5o = Uiy R Rjm = ( Jmn (3.2)

e " 0w, O,

onde R denota a matriz transposta de R e os indices repetidos interpretam-se como uma
soma.

6Estamos considerando tanto u quanto os coeficientes da equacdo como sendo duas vezes continua-
mente diferenciaveis.

"Caso A,(;;-) nao seja uma matriz simétrica escrevemos %[A,(;;) + Aﬁ)].
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Considerando somente o termo quadrético da equacao (3.1), uma vez que é o
tnico que vai caracterizar o tipo de EDP e sendo tr[A] o trago da matriz A temos

Q= Z Z = Z - tr[A(I)U(I)]
j=1 k=1 k=1
que pode ser reescrito, em termos de y, como

Q = tr[AYR'UYR] = tr[RA® R'UW)].
Em um ponto zg = (zo1, - -, Zon), 08 elementos da matriz A s30 nimeros reais.

Desde que a matriz A seja real e simétrica, ela pode ser diagonalizada por uma
matriz ortogonal. Seja R a matriz que diagonaliza A® ou seja, a matriz

RAWR™ = RA® Rt

é diagonal, cujos elementos da diagonal sdo os autovalores de A®. Logo, sendo dij a
funcao delta de Kronecker dada por

5 — 1 sei=7
Yl 0 sei#y,

podemos escrever
[RA(xo)Rt]]k = b§x0)5jk _ ag‘yO)éjk
n
na qual xq foi substituido por y, através da mudanca de varidvel y, = Z Rux;eb; éo
=1
j-ésimo autovalor de A. Entao em um ponto zy temos

Q = tr[RAC R U] = 3" [RAWRNU,,; = Z a5, Up; = Zayo U
Jik=1 4 k=1
ou ainda . (’32
u
Q al (o) - -
]; Oy;

Desta forma, podemos transformar a equagao (3.1), que contém termos de
derivada mista, na equacao abaixo
" 0*u ou
Z a§-y°) (F) + F Yo, U, <a_> ] =0 (33)
j=1 Y5 7 y=yo Y7 y=yo
que nao contém termos de derivada mista, sendo
( ) <8u> [ ou ou 1
Yo = Yo1, " Yon € a a3 ey
9y Y=Yo Oy OYn Y=Yo
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3.2 Classificacao de uma EDP de segunda ordem

A classificacao de uma EDP estd baseada na possibilidade de reduzi-la, por meio de
uma conveniente transformacao de coordenadas[12], na forma canonica®, em um ponto.

A equagao (3.3) é classificada quanto ao tipo, em um ponto xy de um dominio D, em
(

funcao dos coeficientes aiyO) da seguinte forma:

(y

Equacgao do tipo eliptico Se os coeficientes a; %) forem todos nio-nulos e

tiverem o mesmo sinal.

Equacao do tipo ultra-hiperbdlico Se os coeficientes agy(’) forem todos nao
nulos e nao tiverem o mesmo sinal.

(Yo
i

Equacao do tipo hiperbdlico Se os coeficientes a ) forem todos ndo nulos

e apenas um dos coeficientes tem sinal oposto aos demais.
Equacao do tipo parabdlico Se pelo menos um dos coeficientes aEyO) for nulo.

Notemos que se os coeficientes agy(’) de uma equacao diferencial parcial forem
todos constantes, ela sera invariante quanto ao tipo. Neste caso dizemos que ela é do
tipo eliptico, parabdlico ou ultra-hiperbdlico em todo seu dominio. Por outro lado, se
os coeficientes tiverem dependéncia nas variaveis independentes, as equacoes poderao
mudar de tipo de um ponto para outro, estas equagoes sao conhecidas com Equacgoes
do tipo misto. Neste caso, podemos estender a classificagao introduzindo os seguintes
tipos:

Equacao do tipo eliptico-parabdlico Se em todo dominio D os coeficientes
tiverem apenas duas possibilidades: todos nao-nulos e de mesmo sinal; ou pelo
menos um deles seja nulo sendo arbitrario o sinal dos demais.

al(yo)

Equacao do tipo hiperbdlico-parabdlico Se em todo dominio D os coefi-
cientes agyo) tiverem apenas duas possibilidades: todos nao-nulos, nao sendo de mesmo
sinal; ou pelo menos um deles seja nulo sendo arbitrario o sinal dos demais.

" Equacao do tipo eliptico-hiperbdlico Se em todo dominio D os coeficientes
Yo
a.:

;7 tiverem apenas duas possibilidades: todos nao-nulos e de mesmo sinal; ou todos
nao-nulos, nao sendo de mesmo sinal.

3.2.1 EDP de segunda ordem com duas variaveis independentes

Passemos a estudar um caso especial que nos é de particular interesse. Pela Definicao
3.1 temos que a forma mais geral de uma EDP de segunda ordem dependendo de apenas

8 A forma canénica é a forma mais conhecida de um determinado tipo de equacdo, em geral, obtida
através de uma transformacao de coordenadas que exclua o termo envolvendo a derivada mista, como
foi visto na secao anterior.
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duas variaveis independentes é dada por:

d*u 9%u 0*u ou ou
Aw+238$ay+ca—y2+D%+Ea—y+Fu_G. (3.4)

Temos que se os coeficientes da equacao acima sao constantes, ou fungoes de x e y, a
equacao acima € linear e se algum dos coeficientes for funcao de u entao a equagao é nao
linear. Além disso, se G = 0 a equagao é dita homogénea e se G # 0 a equacao é dita
nao-homogeénea.

3.2.2 Classificagao

A classificacao de uma EDP linear de segunda ordem dependendo de duas variaveis pode
ser feita de maneira mais direta que a que foi anteriormente apresentada, a partir da
introducao do conceito de discriminante como se segue.

Definigao 3.4 Sejam D o dominio onde os coeficientes da equagao (3.4) estao definidos
e (o, yo) um ponto pertencente a D, definimos o discriminante associado a equagao (3.1)
no ponto (o, ¥o), denotado por A(xg, yo), como sendo:

A($07 yo) = BQ(%,?JO) - A(ﬂfoyyo)c@o’ yo)

Definicao 3.5 Tendo em vista a Definigao 3.4 classificamos uma EDP, linear e de segunda
ordem num ponto (xg, y) da seguinte forma:

Se A(zg,y0) >0 entdo A EDP ¢é do tipo hiperbdlico
Se A(zg,y0) =0 entdao A EDP é do tipo parabdlico
Se A(zo,90) <0 entdo A EDP é do tipo eliptico.

No caso em que A(xg, yo) é positivo, nulo ou negativo em todo dominio, dizemos
que a EDP ¢ do tipo hiperbdlico, parabdlico ou eliptico, respectivamente®.

Vamos deduzir, no capitulo que se segue, que a EDP°

2

10
—V2U([L’, y7t) + E@u('xﬁ%t) - f(xa Y, t)7 (35)

satisfazendo a certas condicoes iniciais e de contorno, é a equacao diferencial associada a
problemas de propagacao de sinais.!!

9No caso em que o discriminante muda de sinal dizemos que a EDP é do tipo misto.
100) «f 2 : , . 2, OYf  OPf | O*f
O sfmbolo V*f(x,y, z,t) é o chamado laplaciano de f e é tal que V*f = — + — + —.
ox?  0y? 02?2
1 Claramente a EDP ¢ linear, de segunda ordem e do tipo hiperbdlico.
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3.3 Metodologia de resolucao

Existem varios métodos para obtermos a solucao de uma equacao diferencial parcial do
tipo hiperbdlico satisfazendo certas condigoes de contorno e iniciais. Dentre eles vamos
citar os seguintes:

(a)Separacao de varidveis[13]. Talvez o mais simples e aplicdvel somente quando a
EDP ¢é homogénea. Impoe-se que a solugao pode ser procurada na forma de um produto
de funcgoes, cada uma delas sendo funcao de apenas uma variavel independente. Emergem
constantes de separacao que devem ser determinadas através das condi¢oes do problema.

(b)Transformadas integrais[10]. Converte o problema de partida num outro (proble-
ma transformado) aparentemente mais simples de ser resolvido, resolve-se o problema
transformado e recupera-se a solu¢ao do problema de partida através da respectiva trans-
formada inversa. As transformadas integrais mais utilizadas sao as transformadas de
Laplace, de Fourier e de Hankel.

(c)Fungao de Green[13]. Particularmente importante em problemas nao-homogéneos,
isto é, com EDP nao-homogénea. Fornece uma solucao na forma de uma integral ou uma
série infinita. Determina-se a solu¢ao da EDP com o termo nao-homogéneo sendo uma
fonte pontual. Usando o principio da superposicao'?, o termo forcante é tratado como
uma ‘colecao’ de fontes pontuais.

(d)Principio de Duhamel[12]. Fornece uma representagao integral em termos da
solugao de uma EDP mais simples. Uma EDP com termo fonte (termo de nao-homogenei-
dade) variando no tempo e condigoes de contorno também variando no tempo fica deter-
minada através de uma representacao integral envolvendo a solu¢ao de uma EDP com
termo forcante constante e condi¢oes de contorno constantes.

Convém ressaltar que para uma EDP, linear, de segunda ordem, com duas
variaveis independentes temos, também, o chamado Método de Riemann. Este método
fornece uma solucao em termos da solucao da respectiva equacao adjunta.

Neste trabalho, vamos discutir um outro método para obtencao da solucao,
isto é, o chamado Método da Justaposicao das transformadas,'® algumas vezes
conhecido como Método de Cagniard-de Hoop. O método de Cagniard-de Hoop € o
método de Cagniard[1] com a modificagao proposta por de Hoop[2]. A diferenca bésica é
que o método de Cagniard propriamente dito reduz o problema em questao ao calculo de
uma integral que pode ser efetuada por inspecao enquanto que no caso da justaposicao
propriamente dita devemos efetuar o cdlculo explicito das transformadas inversa.

Em resumo temos: (i)Justaposicao. Método para resolver uma EDP, linear

12Pelo principio da superposicao temos que se cada uma das n funcdes u1, - - - , u,, satisfaz a uma EDP
linear e homogénea entao qualquer combinacao linear destas fungoes também é uma solugao.

130 objetivo final é utilizar o teorema dos residuos para o célculo das transformadas inversas, ou seja,
vamos encarar o método como sendo uma aplicagao propriamente dita.
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cujo dominio espacial ¢ infinito ou semi-infinito com condigoes iniciais especificadas. O
procedimento geral é: usar a transformada de Laplace para eliminar a dependéncia tem-
poral e a transformada de Fourier ou Hankel na parte espacial. O resultado é uma equagcao
diferencial ou mesmo uma equagao algébrica, supostamente mais simples de ser resolvida,
cuja solucao é a transformada justaposta. Para recuperar a solugao do problema de par-
tida devemos proceder com as respectivas transformadas inversas, sendo a ordem delas
determinada pelo problema em questao. (ii) Método de Cagniard. Através de uma
série de transformacoes converte a justaposicao da transformada de Laplace de onde
segue-se que a solugao do problema de partida é obtido por inspecao.(iii) Método de
de Hoop. Substitui a transformada de Laplace no método de Cagniard pela transfor-
mada de Fourier.
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Capitulo 4

Integral de Carson e o método de
Cagniard

Neste capitulo é estudado o método proposto por Cagniard[1] para o célculo da inversao
da justaposicao de transformadas e este é comparado ao método proposto por de Hoop|[2]
ambos para o problema de pulsos sismicos.

O assim chamado método da integral de Carson|[1] permite solugoes bastante ele-
gantes para problemas relacionados com fenomenos transitérios, os quais sao governados
por equacoes diferenciais lineares'. Mesmo que restrinjamos nosso interesse puramente na
parte matematica vemos que o método de Carson é perfeitamente adaptavel a problemas
do tipo considerados neste trabalho,? nos quais devemos calcular certas integrais num
sistema de equacgoes diferenciais parciais satisfazendo as condicoes iniciais e expressé-las
em termos de uma “func@o de excitagao” arbitraria F(t).

O método de Cagniard consiste em através de minuciosos célculos, envolvendo
a transformada de Laplace, utilizar o método de Carson e assim transformar o problema
de resolver as equacoes de propagacao em resolver as chamadas integrais de Duhamel.?

Inicialmente, deduzimos as equacoes de propagacao para um meio elastico, ho-
mogéneo e isotrépico e em seguida mostramos que considerando um grupo adequado de
hipoteses sobre a forma da solucao da equacao podemos concluir que o método da inte-
gral de Carson provavelmente ira nos conduzir a solugao. Em seguida, é enunciado um
teorema que, em geral, nos possibilita fazer a verificagao de que as funcoes obtidas por
este método sao de fato as solucoes do problema.

Wer Capitulo 3.
2Isto é, problemas de propagacao de onda em meios semi-infinitos.
3Como vamos ver na Secdo 4.3
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4.1 Equacoes de propagacao, condicoes iniciais e de
contorno

Consideremos dois meios semi-infinitos, homogeéneos, isotropicos e perfeitamente elasticos.
Tomemos, no sistema de coordenadas z, y, z, o plano de interface dos dois meios como
sendo o plano xy, como nos mostra a Figura 4.1. No instante t = 0, os dois meios estao

z

P

Primeiro meio

Segundo meio ¥y
x

Figura 4.1: Plano zy separando os dois meios.

em repouso e uma fonte pontual P de coordenadas (0,0, ) com h > 0, comega a vibrar
de tal forma que o deslocamento da onda produzida é radial e isotrépico. Consideramos
a fonte como sendo uma esfera de raio arbitrariamente pequeno e o deslocamento como
sendo uma funcgao arbitraria do tempo.

Neste capitulo nos propomos a estudar o método proposto por Cagniard para
equacionar as ondas elasticas provenientes da situagao descrita acima. Este é o problema
geral de reflexdo de uma onda sismica de compressao®*, considerada esférica e isotrépica
por uma superficie plana.

4.1.1 Notacao

Denominamos por “primeiro meio”o meio que contém a fonte P e por “segundo meio”o
outro. Para designar os parametros que caracterizam os dois meios usamos as mesmas
letras porém, sempre que necessario, especificamos a qual meio estamos nos referindo.
Além disso, utilizamos as notacoes:

p = densidade
c, = velocidade de fase de ondas planas harmonicas de compressao
cr = velocidade de fase de ondas de cisalhamento
S = lentidao de propagacao de ondas de compressao, isto é, S = é
s = lentidao de propagacao de ondas de cisalhamento, isto ¢, s = é
A, p = constantes de Lamé.

40Ondas formadas pelo aumento da pressdo no sistema ocasionado pela acio de agentes externos.
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Em meios actisticos® as particulas nao possuem ligacao quimica, portanto o
deslocamento de uma particula sé pode ser transferido para outra se esta estiver no
caminho do deslocamento. Desta forma a propagacao da onda sé pode ocorrer na direcao
do deslocamento, ou seja, em meios acusticos s6 se propagam ondas longitudinais (ou
ondas de compressao). Denominamos tais ondas por W.

No caso em que um dos meios nao for acustico, isto é, no caso em que um dos
meios for sélido, as particulas possuirao ligacoes quimicas. Assim, um deslocamento de
uma delas também afeta particulas nas direcoes perpendiculares ao deslocamento. Desta
forma uma onda pode ser gerada com direcao de deslocamento perpendicular a direcao de
propagacao, tais ondas sao conhecidas como ondas transversais’ (ou ondas de distorgao).
Denominamos tais ondas por U.

4.1.2 Equacoes de propagacao

Nas primeiras secoes deste capitulo introduzimos o problema geral que nos propusemos
a estudar e introduzimos as notagoes que serao utilizadas. De posse de tais conceitos,
nesta se¢ao, introduzimos as chamadas equacoes de Navier e a partir delas deduzimos as
equacgoes de propagacao.

4.1.3 Equacoes de Navier

Um corpo elastico possui um tnico estado natural, ao qual retorna quando nao hé forcas
externas atuando sobre ele. Apoés medir todas as forcas e deslocamentos deste estado
consideramos estes como sendo os estados iniciais.

Existem duas maneiras de descrever um corpo deformado[14] a saber: pelo ma-
terial e pelas condicoes espaciais. Consideramos a descri¢ao pelas condigoes espaciais. O
movimento de um continuum é descrito em termos do campo de velocidades instantaneo
vi(x1, X9, x3,t). Para descrever a forga aplicada no corpo utilizamos um campo de deslo-
camentos u;(x1, g, x3,t) que descreve o deslocamento de uma particula em fungao do
tempo t. Existem varias formas de medir o campo de deslocamento. Utilizamos aqui o
tensor de forga de Almansi[14] que é expresso em termos de wu;(xy, T9, 73, ) pela equagao®

Ou; | Oui _ Oui Oue | (4.1)

1
iy = 5 81‘2 8x]~ 81’1 a.’ll'j

5Gases e liquidos.

6Também conhecidas, na sismologia, como ondas P, abreviacio de ondas primarias, uma vez que,
num registro sismico em uma estacao distante sao elas que dao o primeiro sinal de um terremoto.

"Também conhecidas como ondas S, abreviacio de ondas secundérias. Em casos de terremoto este
tipo de onda é o que costuma causar os maiores danos.

8 A notacdo giwf indica que estamos considerando todas as combinagoes para os indices k =1,2e 3 e
i=1,2¢e3.
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Temos que cada u; é fungao do tempo e da posicao da particula. A velocidade da particula
¢ dada pela derivada do deslocamento em relacao ao tempo, ou seja’

E +Uja—xj. (42)

V; =

De maneira analoga a aceleragao da particula é dada pela derivada da velocidade
em relacao ao tempo, logo

a'UZ' i Gvi
R /Ij.i.
ot J 8:1:]-
O deslocamento do corpo deve satisfazer a lei de conservag¢ao de massal[l4] a qual dé
origem a equagao de continuidade

(4.3)

o; =

9, Oev) _ (4.4)

onde p = p(x,t) é o campo de densidade. Também temos que o deslocamento do corpo
deve satisfazer a equagdo de movimento de Euler [14], isto é

aO'Z'j

J

onde o;; é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna do tensor e X; = (21, 22, x3).

Além disso, para as equagoes (4.4) e (4.5) a teoria da elasticidade linear estd
baseada na lei de Hooke[14], que para um material isotrépico e homogéneo nos permite
escrever

045 = )\ekk@j + Q,ueij (46)

na qual A e y sao as constantes de Lamé que independem das coordenadas espaciais.

Para que possamos progredir com nossa analise, isto é, chegar as equagoes de
Navier devemos linearizar o problema, ou seja, considerar o deslocamento e a veloci-
dade como sendo suficientemente pequenos para que possamos desconsiderar termos nao
lineares'® nas equagoes (4.1), (4.2) e (4.3). Com estas hipéteses podemos escrever

eij = 5 (wij +uji),
2
i (4.7)
S T

O sistema de equagoes de (4.1) — (4.6), bem como o sistema de equagoes de
(4.4) — (4.7), somam 22 equagoes e 22 incégnitas p, u;, v;, €;;, 0;; substituindo a equagao

90s detalhes para obtencdo das equacdes que se seguem fogem do objetivo deste texto e podem ser
encontrados na referéncia [14].

10Fstas consideracoes nao restringem muito o problema, uma vez que se utilizam em uma boa parte
das aplicagoes nas quais estamos interessados.
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(4.6) na equagao (4.5) e utilizando a primeira das equagoes (4.7) chegamos as assim
chamadas equacoes de Navier!!

pig; + A+ pug i + Xi = p—5 (4.8)

que também podem ser escritas na forma
82Ui
- p atQ )
onde e é o divergente associado ao vetor de deslocamento u;, isto é,'2

o o o
S dxr Oy 0z

uV2u; + (X + e, +X;

(&

Love[15] reescreveu a equagao (4.9) da seguinte forma

2

0 9 9
ox’ 0z’ Ox

u? /U7 w)?

MVQ(u,v,w)nL()\—l—,u)( >e+<X’Y’Z>:p8t?(

a qual pode ser escrita na forma mais simplificada

0 0?
uV2u+(A+u)£+X u

4.1.4 Equacoes de movimento

Consideremos o vetor campo de deslocamento uy, uy, uz como sendo representado por um
potencial escalar W(zy,x9,x3,t) e por uma tripla de vetores potenciais ¢;(z1, T2, T3,1),
tal que, para i = 1,2, 3 e para forca volumétrica nula tenhamos'?

ov Ggpk

6@ jk(‘?xij i, ( )
Temos, pela equacao de Navier, para um corpo homogéneo e isotréopico, que
02ui
ot?

1% = HU; 54 + ()\ + M)ijji, (412)

de onde segue'?

o (670 0 (P o,
il Y — U
P o, (at2>+pe”’“axj ( o2 > At n)g Vs

0 0
VU + peijp=—V>3pp. (4.13)
8:1:1» J 8:6]-

~ . . . 82w . .
1A notacao u;,;; indica que estamos considerando 6$_5;_ para todos os valores de i e de j.
, O,

aui_'_aui_’_aui_@_’_@_’_@
or Oy 0z Ox 0Oy Oz
13Sendo e o tensor de permutacao[14].

14Utilizamos nesta passagem o fato que @; ; = 0.

12Note que pelas hipéteses temos que
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Considerando o deslocamento como sendo infinitesimal, qualquer mudanca na densidade p
também serd infinitesimal. Na equacgao (4.12) p é multiplicado por quantidades pequenas,
tomamos p suficientemente pequeno para que possamos considerar cada u; como sendo
constante. Tomando estas consideragoes temos que a equagao (4.13) serd satisfeita se as
fungoes ¥ e ; forem solugoes das equagoes:

1 0V
VA = 5o
ci Ot
(4.14)
T2 ot

As equacoes acima sao as equacoes de onda. Elas indicam que podemos ter dois tipos de
perturbagoes com velocidades ¢y, e ¢r, dadas por[14]

1/2 1/2
cL = <A+2M) e op= (H> . (4.15)

p p

De fato, ¢y, e ¢; sao as velocidades de propagacao de ondas longitudinais e transversais,
respectivamente.

Em boa parte das aplicacoes presentes nos proximos capitulos sao estudadas
ondas esféricas geradas por fontes pontuais. A simetria esférica nao é mantida durante
a propagacao em meios solidos, entretanto em muitos casos a simetria axial ¢ mantida,
nestes casos ¢ bastante 1til o uso de coordenadas cilindricas'®. Consideremos 7, ¢, z
como definidos na equagao (B.1)'®, z como sendo um eixo de simetria e sejam I, [, e I,
os deslocamentos nas diregoes r, z e ¢, respectivamente, como nos mostra a Figura 4.2.

Figura 4.2: Coordenadas cilindricas e dire¢oes de deslocamento.

Temos que as equacoes de movimento nas diregoes r e z sao respectivamente
dadas por|[16]

022 0z0r

L, 1ol 1. 9L, 821, 2L, 821,
p (4.16)

2 - — .
(A+2p) <87“2 + ror r? + 0z0r p ot?

(A -+ 200) 9?1, +1%+821Z w0l Ol B 9%, B 9%, B 9%,
H 0z0r r 0z 022 K 0z0r  Or? 7p8t2

5Ver Apéndice B.1.
16Ver Apéndice B.1.

r

0z  Or
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Note que as equagoes acima nao possuem dependéncia angular (¢) pois o eixo z é de
simetria. Utilizando a definigao de potencial[16]

LY U9 o6)

or 0z = 9. T ar (4.17)

e substituindo as equagoes (4.17) nas equagoes (4.16) mostra-se que as equagoes (4.16)
sao satisfeitas se as funcoes ¥ e U forem solucoes das equacoes!'”

1 oV
c2 ot?

vy Lty LU

2 2 942
r cp Ot

V20U =
(4.18)

Utilizando a notagao introduzida no inicio desta secao podemos reescrever as
equagoes (4.18) na seguinte forma

0%

VA = 52—

ot?

1 o*vw

2 2

que em coordenadas cilindricas podem ser escritas, utilizando as simetrias do problema,
como’® PV 9T 100 0

e & 4.19
or? + 022 + r or ot2’ (4.19)

de maneira andloga, U satisfaz a equacgao

U U 19U U U
ot e e (4:20)

Notemos que a equagao (4.19) é a equacdo de uma onda escrita na sua forma
mais conhecida, ao passo que a equacao (4.20) somente tem esta forma mais conhecida
se considerarmos U da seguinte forma

0
U=-7,
or
pois neste caso se ¢ for solucao da equagao
d¢
Vip=s*—L
()0 atg Y

entao U satisfard a equagao (4.20).

: . : o : 9% 19* 9
1"Mais uma vez utilizamos o fato de o eixo z ser de simetria, ou seja, V2 = 2 T T
r ror z
BNote que as equacdes que se seguem devem ser satisfeitas no interior de ambos os meios. No segundo
meio U, S e s devem ser substituidos por U’, S’ e s/, respectivamente.
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4.2 Hipoteses para a integral de Carson

Suponhamos que as fungoes W(t,r,2) e U(t,r, 2) sejam as solugoes das equagoes (4.19) e
(4.20), respectivamente e que satisfacam as seguintes condigoes:

[)- ¥ e U, e todas suas derivadas sao nulas para todo r e z quando ¢t = 0.

IT)- ¥ e U sao continuas, limitadas e de classe C*° em cada um dos pontos de
seus dominios, com excecao da fonte P e da fronteira z = 0.

III)- ¥ e U tendem a um limite finito a medida que se aproximam da fronteira
z = 0, independentemente do meio pelo qual se aproximam, entretanto nao necessaria-
mente os valores obtidos para os limites devem coincidir.

IV)- No ponto P, U é limitada e infinitamente diferencidvel. O mesmo é véalido
para a fungao'® G = ¥ — F(t — RS)/R, onde F(t) é uma fungao dada, infinitamente
diferenciavel para todo ¢, nula e com derivadas nulas para t < 0.

V)- Para todos valores finitos de ¢, pontos de ambos os meios que estejam em
movimento ou comec¢ando a se mover estao a uma distancia finita da fonte P. Por esta
razao em problemas deste tipo dizemos que ndo hd condicées no infinito.

VI)- ¥ e U satisfazem as equagoes de propagacao e no limite z — 0, as condigoes
de fronteira z = 0 sao satisfeitas, isto é,

ov U U _ov U U
0z or z 0z or z

v OU oV U

or 0z  Or 0z

4.3 Construcao da solucao

Vamos agora, em oito etapas, construir a solucio para o nosso problema inicial?:

1- Suponhamos conhecidas as solugoes para as equagoes de propagacao, isto é,
U(t,r,z) e U(t,r, z). Sendo u um parametro qualquer, temos que as fungoes

U(t+ u,r, z)

Ut +u,r,z)

9Lembremos que R é a distancia do ponto em questdo & fonte.
2ONote que com 0s passos que se seguem nao estamos propriamente deduzindo a solucdo do problema
e sim tentando construi-la.
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também constituem uma solugao para o nosso sistema de equagoes diferenciais parciais,
isto é, satisfazem as condigoes de propagacao e condigoes na fronteira z = 0, ignoradas
as condigoes iniciais.

2- Seja p um numero real positivo. Supomos que as integrais

U, = / e PV (t +u,r, z)du

—t
oo
U = / e Ut +u,r, 2)du
—t
convirjam, apesar de ¥ e U, nao serem necessariamente limitadas quando u tende ao
infinito.?!

Uma vez que, temos o fator e P na integral, ¥ e U, bem como todas suas
derivadas sao continuas e todas derivadas de W e U com respeito a u sao nulas para
u = —t, podemos concluir que as derivadas de ¥, e U; podem ser obtidas diretamente
pela diferenciacao de ¥ e U de acordo com o sinal da integral.

Conseqiientemente, tomamos como hipdtese o fato que ¥y e Uy, satisfazem as
equacoes de propagacao e as condicoes de fronteira em z = 0.

3- Introduzindo a mudanca de variavel
T=1{+u

na definicao das funcoes ¥, e U, podemos escrever

\Ill = ept/(; eipT\Ij(T) r, Z) dT = eptxp(p, T Z)

U, = ept/o e_pTU(Ty T, Z) dr = eptyp(pv T, Z)a

e desta forma definir as fungoes ez, (p,r, z) e e’y,(p,r, z) como sendo

xp(p, 1, 2) = /OOO e T (T,r, z)dr (4.21)

yp(p, 7, 2) = /OO e PTU(T,r, z)dr. (4.22)
0

4- Pela hipdtese IV) na fonte P temos que U é limitada e conseqiientemente
e’y,(p,r, z) também o é. Também pela hipdtese IV) temos que G = ¥ — F(t — RS)/R é
uma fun¢ao limitada, ou seja, ¥ = G + F(t — RS)/R. Da linearidade da integral temos
que 7, é a soma de uma fungao limitada com a fungao®?

/o e’pTEF(T — RS)dr = Ee’pRS/0 e PTE(T)dr.

21De fato, em geral, neste tipo de problema ¥ e U divergem quando u tende ao infinito.
22Introduzindo as mudancas de varidvel 7 — RS = h e depois T = h.
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5- Seja M(r, z) um ponto que se afasta uniformemente da fonte P, neste caso,
as fungoes ¥ e U sao nulas para t = 0 e permanecem nulas com o decorrer do tempo.
Por esta razao, nao é necessario manter os limites inferiores das integrais (4.21) e (4.22)
como sendo zero, podemos escolher um limite menor e que cresce a medida que o ponto
M(r, z) se afasta da fonte P. Este fato torna provével o decaimento exponencial de z, e
Yp, Vistas como funcoes de r e z.

6- Tendo em vista os passos anteriores, estamos aptos a tentar diretamente
determinar uma solugao para as equacoes de propagacao, que devem ter a seguinte forma,

% = ethp(pa T, z)

up = Yy (p, 7, 2)

na qual p é um nimero real positivo e as funcoes X, e Y, sao tais que, ambas decaem
exponencialmente a medida que r e z tendem ao infinito e permanecem limitadas para
todo espaco com a excegao da fonte P, onde X, com um termo de limitacao, deve tender

1
aR.

Uma vez que as equagoes acima nao tém dependéncia temporal, encontrar uma
solucao para o problema acima ¢ notavelmente mais simples que encontrar uma solucao
para o problema inicial. Além disso, se existirem X, e Y, que satisfazem as equacoes
acima, entao estes serao Unicos.

7- Suponhamos agora que X, e Y, sejam conhecidos. Levando em conta o
comportamento que impusemos para as solugoes no ponto P, temos que x, e ¥, sao

proporcionais a X, e Y, com fator de proporcionalidade dado por / e PTE(1)dr, isto
0
é,
=X, / P F(7) dr (4.23)
0

bem como

=Y, / T e R(r) dr. (4.24)
0

De fato, podemos concluir que X, e Y},, que denominamos por “coeficientes exponenciais”,
sao as transformadas de Laplace®® da solugao da fungao fonte degrau®* e z, e y, sao as
transformadas de Laplace da resposta associada & fungao fonte F'(t) e as equagoes (4.23)
e (4.24) expressando o principio da superposicao.

De posse das equagoes (4.23) e (4.24) podemos escrever, pelas definigdes de z,,
e Yp, que
/ e P (r, 1, 2) dr = X, / e P F(7) dr (4.25)
0 0

/oo e "U(r,r,z)dr =Y, /OO e PTE(T)dr. (4.26)
0 0

23Ver Capitulo 2.
24Ver footnote 31.
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Sejam A(T,r, z) e B(T,r, 2z), que denominamos por “fatores de transmissao”, as respecti-
vas transformadas inversas de p~' X, e p~'Y,, ou seja,

Xolor2) _ | ermae 2 dr (4.27)
D 0

Y. 0o

719(29, r,2) :/ e " B(t,r, 2)dr. (4.28)
D 0

Entao, as funcoes A, B, F', ¥ e U estao relacionadas pelas equacoes,
/ e P (u,r, z)du=p [/ e PTA(T,r, 2) dT:| [/ e PF(u) du]
0 0 0

/OOO e "U(u,r,z)du=p [/000 e " B(T, 1, 2) dT} [/OO e PF(u) du} :

0

8- Nas definicoes de ¥, e U;?® transformamos o lado direito das equacoes em
uma integral dupla, como a que se segue para ¥y

[T ermwydu=p [ [T e A F(m)dg dn.
0 o Jo
Introduzindo a mudancga de variavel £ + n = u, podemos escrever
/oo e PU(u)du = p/oo e P du /u A(§)F(u — &) dE. (4.29)
0 0 0

Integrando, por partes, o lado esquerdo da equacao acima temos

/OOO e P (u) du = [epu /ou U (u) du]:O _ p/ooo o—Pu [/0“ () dﬂ] o

Levando em consideracao as hipdteses feitas no inicio deste capitulo temos que a integral

o [ ¥

é nula tanto para u = 0 quanto para u tendendo ao infinito. Por esta razao podemos
escrever

/ e PV (u) du = —p/ e P U U(p) du] du.
0 0 0
Substituindo o resultado acima na equagao (4.11) obtemos

p [T | [Cuan] du=p [T e [P A©P@- ) de] du

de onde concluimos que

[ v dn = [T A©F@ - ¢ de.

25Ver passo 3.
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Rearranjando a equagao acima e utilizando as hipdteses sobre a natureza da fungao F
temos

d t t
(t,rz) = o /0 F(t — 1) A(r,r, 2)dr = /0 F'(t — 7)A(r, 7, 2) dr.

Inserindo as mudancas de variavel | =t — 7 e depois [ = 7 podemos escrever
t
U(t,r, 2) = / F'(7)A(t — 7,1, 2)dr. (4.30)
0

Utilizando o mesmo procedimento, ou seja, refazendo os oito passos para U concluimos

que?

Utz = [ "F'(7)B(t — 7,7, 2)dr. (4.31)

4.4 Verificagcao da solucao

Como vimos na se¢ao anterior, o método para obtencao das equagoes de propagacao se
baseia em obter diretamente os coeficientes exponenciais X, Y}, e de posse destes, através
da resolucao das equacoes integrais de Carson, obter os fatores de transmissao A e B.
Uma vez determinados A e B obtemos, pelas equagoes (4.30) e (4.31), ¥ e U. Estas
equacoes estao separadas em duas partes da seguinte forma: a primeira parte depende
apenas das caracteristicas fisicas e geométricas do meio?” e a segunda dependendo apenas
de uma funcao de excitacao®.

Devemos ainda mostrar que as func¢oes encontradas ¥ e U sao de fato as solucgoes
do problema. Para isso, nao ¢é suficiente mostrar que ¥ e U satisfazem as hipdteses do
inicio da Secao 4.3, além disso, devemos mostrar que ¥ e U satisfazem as condicoes do
inicio da Secao 4.2.

Claramente, as funcoes obtidas satisfazem as cinco primeiras condigoes da Secao
4.2, desta forma, devemos apenas mostrar que as funcgoes satisfazem as equacoes de
propagacao e as condicoes de fronteira, isto é, a condigao seis da referida secao.

4.5 Discussao do método

Fazemos nesta secao uma breve discussao do método proposto na Secao 4.2 para obter a
resolucao das equagoes de propagagao.

Sejam U(t,r, z) e U(t,, z) as solugdes para nosso problema e F'(t) nossa fungao
de excitagao. Para um nuimero real positivo p definimos, a partir das transformadas de

26 As equacoes (4.30) e (4.31) sao conhecidas como integrais de Duhamel.
27Que sdo expressas pelos fatores de transmissdo A e B.
28Que sao expressas por F(t).
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Laplace?® de W(t,r, z), U(t,r, z) e F(t), as funcoes ¥, U e F da seguinte forma:
U(p,r,2) p/ U(t,r, z)e P dt,

Up,r,2) p/ (t,r,z)e P dt, (4.32)

:p/ F(t)e " dt.
0

De posse das equagoes acima definimos X, e Y}, como sendo tais que

\y(pa Ta Z) = Xp<p7 T’, Z)F(p) (4 33)
Ulp,r,z) =Y, (p,r,2)F(p). '
Para valores fixos de p, temos que U e U satisfazem, respectivamente, as transformadas
de Laplace das equacoes (4.19) e (4.20). Uma vez que F(p) ndo depende de r e z, as
equagoes (4.33) nos mostram que X, e Y, também satisfazem as transformadas de Laplace
das equagoes (4.19) e (4.20).

Utilizamos as equagoes (4.27) e (4.28) como definigdes de A(t,r,2) e B(t,r, z).
Utilizando as propriedades do produto de convolucao da transformada de Laplace®® pode-
mos inverter as equagoes (4.33) e chegar as equagoes (4.30) e (4.31).

Ressaltamos novamente, que os passos anteriores nao se constituem propria-
mente em uma dedugao da resposta e sim em uma tentativa de obté-la. Desta forma, as
equagoes (4.30) e (4.31) sao as solugdes, que obtivemos por tentativa, para uma fungao
entrada W na fonte de F'(t — SR)/R. Sendo assim, se encontrarmos a resposta para uma
entrada ¥ = §(t — SR)/R, onde 0(t') é a funcao degrau unitaria, conhecida como fungao
de Heaviside,®' as solugoes serao denotadas por A(t,r,z) e B(t,r,z). O procedimento
anterior sugere que devemos iniciar com uma entrada tipo degrau W.

A principal vantagem que temos ao proceder desta forma é que hd um ganho
em termos de simplicidade no processo de construcao da solugao. Tal procedimento
usualmente introduz “func¢oes”do tipo impulso, que requerem um cuidadoso estudo para
que possam ser utilizadas em calculos mais rigorosos. Um esboco de tal estudo pode ser
visto no Apéndice A.

Outra vantagem de trabalhar com fungoes degrau aparece quando temos de
diferenciar tais fungoes em relacao ao tempo, uma vez que, diferencid-las praticamente
equivale a multiplicar por p, pois

p/ t)e Pdt = [p/ooo f(t)eptdt} —pf(0)

sempre que a integral fizer sentido.

29Ver Capitulo 2.
30Ver Subsecio 2.1.2.
319(t') = 1 se t' > 0 e zero caso contrério.
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De posse destes conceitos utilizamos 6(t) no lugar de F'(t). Desta forma A(t,r, z)
e B(t,r, z) sao as respostas para uma entrada ¥ = 6(t — SR)/R e U = 0.

Para calcular A(t,r,z) e B(t,r, z) inicialmente calculamos X, e Y, aplicando
a transformada de Laplace nas equacoes diferenciais parciais envolvendo ¥ e U, assim
como nas condicoes e utilizando os passos descritos na Segao 4.3. De posse de X, e Y,
invertemos as equagoes (4.27) e (4.28) e assim obtemos A e B. Finalmente, a partir das
equagoes de Duhamel (4.30) e (4.31) obtemos ¥ e U em termos da fungao de excitagao

F(t).

Em suma, o método de Cagniard consiste em através de minuciosos célculos,
envolvendo a transformada de Laplace, utilizar o método de Carson e assim transformar
o problema de resolver as equacoes de propagacao em resolver as chamadas integrais de
Duhamel.

4.6 O método de Cagniard-de Hoop

Ao aplicar o método proposto por Cagniard com o intuito de obter a solucao exata para
problemas tridimensionais envolvendo pulsos sismicos é comum nos depararmos com
expressoes bastante complicadas para as componentes do vetor de deslocamento.

O método de Cagniard utiliza a transformada de Laplace tanto para eliminar a
dependéncia temporal quanto para a parte espacial. de Hoop propos a seguinte mudanca:
considerar na parte espacial ora a transformada de Fourier e ora a transformada de Han-
kel, dependendo das condicoes do problema. Tal método é também conhecido por método
de Cagniard-de Hoop e como vamos ver, no capitulo que se segue, tal procedimento, em
geral, conduz a expressoes bem mais simples.
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Capitulo 5
Aplicacoes

No primeiro capitulo deste trabalho desenvolvemos a teoria bésica, referente a analise
complexa, para que pudéssemos chegar ao teorema de Cauchy-Goursat e ao teorema dos
residuos e conseqiientemente estarmos aptos a calcular integrais reais via variaveis com-
plexas. No Capitulo 2, utilizamos os conceitos desenvolvidos no primeiro capitulo para
discutir as transformadas de Laplace, Fourier e Hankel bem como suas respectivas inver-
sas e a justaposicao das transformadas. O terceiro capitulo foi destinado a caracterizacao
de equacoes diferenciais parciais e a discussao das possiveis formas de resolugao de uma
equacao diferencial parcial de segunda ordem do tipo hiperbdlico. Por fim, no capitulo
anterior foi introduzido e discutido o método de Cagniard e este foi comparado com a
modificacao do mesmo proposta por de Hoop.

Neste capitulo sao estudadas aplicacoes da teoria desenvolvida nos capitulos
anteriores. Iniciamos com um estudo do célculo de uma integral real[17] que envolve
basicamente a teoria desenvolvida no primeiro capitulo. Em seguida um estudo feito por
Paul e Banerjee[18] no qual os autores fazem um interessante uso da transformada de
Hankel para o estudo do potencial elétrico devido a uma fonte pontual.

Na terceira aplicagao, em analogia ao trabalho de Dix[19] resolvemos, via método
de Cagniard um problema bastante simples de propagacao de pulsos sismicos.

Nas duas ultimas aplicagoes utilizamos o método de Cagniard-de Hoop primeira-
mente para determinar as equacoes de propagacao de uma onda anisotropica gerada por
uma fungao impulso e em seguida para equacionar os efeitos de uma explosao em fluido
a uma profundidade h.
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5.1 Contornos de integracao

Como ja citamos anteriormente, uma das grandes vantagens da teoria das funcoes de
variaveis complexas ¢ permitir em muitos casos o calculo de integrais reais utilizando-
se convenientemente o teorema dos residuos. Nesta secdo, seguindo a referéncia[l17],
utilizamos dois contornos convenientes para calcular uma integral real dependendo de
dois parametros. Alguns casos particulares sao discutidos. Como uma outra aplicagao
determinamos, em uma forma fechada, uma soma envolvendo um produto de funcoes
trigonométricas e hiperbdlicas.

5.1.1 Uma classe de integrais reais

Consideramos a fungao real Fj(x) definida por

f(i[f, M])
Fi(x) = ———=
() cosh x
na qual j = 0,1,2,--- e p; sdo parametros e f(z, ;) é uma outra fungao real. Vamos
discutir a classe de integrais reais do tipo
o f(xv :u])
J(pi) = ——dz.
(1) o coshx

Para calcular a integral acima consideramos a seguinte integral no plano complexo

f(va“j) dz

r, cosh z

onde z = x + 1y, x,y € IR e o contorno de integracao I'; é dado pela Figura 5.1.

(=R, ) Im(z) A (R, )

A

A

(_R7 O) (R’ O)Re(z)

Figura 5.1: Defini¢cao do contorno I'y.

T
onde R é tal que apenas a singularidade (pdlo simples) z = 25 esta no interior de I';.
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Além disso, supomos que
i (R + iy, ) = 0 (5.1)

e que f(z,p;) é uma fungdo que nado tem singularidades no interior de I'y. Percorrendo
o contorno no sentido anti-horario a partir do ponto z = —R temos, pelo teorema dos
residuos!, que

f(%‘”)dz::zwiljxi%“”>]——2wf( 4@) (5.2)

r, coshz senh (7 7)
Percorrendo o caminho no sentido anti-horario podemos escrever

. R—Hﬂ'
f(zhuj) dZ: f x /‘1’] d +/ Z :u] dZ+
r, coshz —_r coshzx

R+l7r f z ,LL] +/ dZ
R+ir  coshz Rein coshz ’

Tomando o limite R — oo e utilizando as equagoes (5.1) e (5.2) podemos escrever?

+

[ f) o i)

coshz

dz —2wf( ,ﬂJ (5.3)

— T a6 : 5 —
onde z = i§ nao é uma raiz da equacao f(z, ;) = 0.

Por outro lado, utilizando os mesmos argumentos e hipoteses anteriores, substi-
tuindo coshz por senh x na definigdo de Fj;(x) e utilizando o contorno dado pela Figura
5.2 obtemos|20]

/00 f(x, p;) + flo +im, py)

senh z

da = im[f(0, ;) = fim, ;)] (5.4)

na qual z = 0 e z = 47 nao sao raizes da equacao f(z,u;) = 0.

5.1.2 Uma funcao particular

Utilizando a metodologia da transformada de Fourier para resolver a equacao diferen-
cial parcial associada ao potencial eletrostético entre quatro chapas condutoras® com
condicoes de contorno conveniente nos deparamos, ao aplicar a transformada de Fourier

inversa, com a seguinte integral

2V oo cosh ky senkx
m Jo coshka Kk

o(x,y) = dk

Wer Secdo 1.4.

2Tomando a seguinte mudanca de varidvel z =  + i7 na terceira integral do lado direito e utilizando
o fato que a segunda e quarta integrais tendem a zero, pela equacao (5.1), quando R tende a infinito.

3Equacao diferencial parcial de Laplace bidimensional.
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(—R,7) Im(z) ‘5 . (R,m)

A

. an .

(=R, 0) - € (2,0) J—:Te(z)

Figura 5.2: Contorno para o calculo da integral (5.4).

na qual 2a é a separagao entre as chapas e V' é uma constante[21].

Calculamos aqui a seguinte integral

A, ) = /00 cosh at sen (3t

dt
o cosht t

onde « e f sd0 parametros reais tais que |a] < 1e 3> 0.

Afim de calcular a integral da equacao acima simulamos uma derivada em
relagao ao parametro 3, isto é,

o cosh at

A o cosh 1
oA coS atcosﬁtdtZQ/

% ~Jo cosht

O
tdt = — .
o~ cosht cos 2 (55)

na qual a segunda igualdade é devida ao fato do integrando ser uma fungao par.
Para calcular €2, consideremos a seguinte fungao real
fi(t, a, B) = cosh at cos ft.

Substituindo f por f; na equacao (5.3) temos

/00 cosh at cos Bt + cosh a(t + i) cos B(t + i) dt — 2 cosh (Z.O”T) cos ( ﬁﬂ>
= 47T -

11—

o cosht 2
ou ainda
a, +/ cosh a(t + im) cos B(t + i) dt — 271 cosh (Zﬂ) cos 2@ ' (5.6)
oo cosht 2 2
Escrevendo

cosh a(t + i) cos B(t +im) =

= (cosh at cosh avim + senh ot senh «vim)(cos Bt cos Fim — sen Bt sen Fim)
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= (cosh at cos am + i senh at sen arr)(cos Gt cosh 7 — i sen St senh [57r)
= cosh at cos (3t cos am cosh S — 7 cosh at sen St cos am senh G+
—+1 cosh at sen (5t cos amr senh G + senh at sen (5t sen awr senh (7
ou ainda
cosh(t + im) cos B(t + im) = cosh at cos Bt cos am cosh B + senh ot sen Gt sen ar senh G,

e substituindo na equacao (5.6) podemos escrever

o0 hat t
Q4 4 cos am cosh () + sen am senh 3 senh at sen ft dt = 27 cos (ﬂ> cosh pr )
—o0 cosht 2 2

Rearranjando os termos da equacao acima temos

o0 hat t
(1+ cos arr cosh 7)€ + sen ar senh 3 senh at sen 5t dt = 27 cos (%> cosh pr )
—c0 cosht 2 2

Introduzindo a notacao

00 hat
QQE/ g sen Bt dt

—0o cosht
temos que

(1 4 cos am cosh f)§2; + sen am senh 5y = 27 cos (%) cosh (ﬁ—;) . (5.7)

Consideremos agora a seguinte fungao
fa(t, o, B) = senh ot sen [3t.
Substituindo f por f» na equagdo (5.3) temos que

/00 senh ot sen Bt + senh a(t + im) sen B(t + i) dt — 97 senh <ZC”T> sen. ( 67T>

—00 cosht 27

Pela definicao de €25, podemos escrever

o0 ha(t+1 t+41
Qy +/ senha(t + i) sen (¢ + im) dt = 2w isen (O”T) ¢ senh b (5.8)
—o00 cosht 2 2

Em analogia ao que fizemos anteriormente temos que
senh a(t + im) sen G(t + im) =
= (senh at cosh avim + senh i cosh at)(sen Bt cos fim + sen (im cos [5t)

= (senh at cos am + i sen ar cosh at) ( sen Bt cosh B + ¢ senh [ cos Gt)
= senh at sen (Bt cos am cosh G + 7 senh at cos [t cos am senh B+
+i cosh at sen (Bt sen am cosh B — cosh at cos Bt sen ar senh G.
Substituindo o resultado da equagao acima na equagao (5.8) podemos escrever
Q@
sen ar senh G718 — (1 + cos am cosh G7)$2 = 27 sen (;) senh (ﬁ;) . (5.9)

Das equagoes (5.7) e (5.9) temos o sistema
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(1 4 cos am cosh )82y + sen o senh 5§y = 27 cos (%) cosh (5—;>
sen am senh S8 — (1 + cos ar cosh f7)y = 27 sen (Oé;) senh (%T) )
Sendo A o determinante
| (1 + cosamcosh B) sen ar senh 7
| senamsenh 7 — (1 + cosam cosh ) |’
temos que
A = —1 — 2cos ar cosh B — cos? ar cosh? B — (1 — cos® ar)(cosh? fr — 1)
A = —1—2cos ar cosh B — cos? ar cosh? B — cosh? B + 1 + cos? ar cosh? A — cos? an

A = —(cosh A7 + 2 cosh 37 cos ar + cos® ar),

de onde podemos escrever
A = —(cosh 7 + cos ar)?. (5.10)

Calculemos agora o determinante Ag, dado por

27 cos (om) cosh <6F> sen a senh g
Ag, — 2 2
27 sen (%) senh <%> — (1 + cos ar cosh G)

ou seja,

A
Z = cos (%) cosh pr (14 cos arr cosh f) — sen ar senh sen (ﬂ) senh pr
2 2 2 2 2

A
N~ cos (O;W> cosh (@) (1 + cos am cosh B)

2
—4sen ? (%) senh ? (ﬁ—;> coS (%) cosh <%>

A
™ — _cos (om) cosh @ 1 + cos o cosh 7 + 4sen? <om) senh 2 B—W :
2m 2 2 2

Uma vez que

sonh 2 (Z) _ cosh29— 1 . son2 <9> 1 —cosd



podemos escrever

A
291 = — oS (0427r> cosh (?) [1 4 cos am cosh fm + (cosh B — 1)(1 — cos )]
T

Aq,
2
Finalmente, obtemos

= — o8 (%) (1 4 cos am cosh B + cosh 7 — cosh G cosam — 1 + cos ar).

Aq, = —27 cos (%) cosh (6—;> (cosh Bm + cos arr). (5.11)

Como

A, —27 cos (O;T> cosh (?) (cosh B + cos ar)

Q =
N —(cosh B + cos am)? ’

podemos escrever, pela equagao (5.5), que

am O
- Ao, A 27 cOS <2) cosh (2>

0 =92 = 5.12
! A op cosh B + cosar ( )
Calculos similares mostram que?
27 sen <%> senh <@>
2 2
Qy = . (5.13)

cosh O + cos ar
Lembrando que coshx = 1 + 2senh?(z/2) equacao (5.12) temos que

cosh(zm/2)
cosam + 1+ 2+ senh?(x7/2)

A, B) = 7 cos(am/2) /06 dx.

Sendo senh (z7/2) = y temos que g cosh(zm/2)dx = dy e substituindo na equagao acima

temos
1

14 cosam + 2y

senh (87 /2) dy
— cos(onr/?)/O 7T Temar
2

senh (87/2) 9
Ao, B) = 7rcos(om/2)/0 - 5 dy

1 + cosam

5 = cos®*(am/2) na equacgdo acima

Introduzindo a mudanca de varidvel u? =

podemos escrever

dy

Ao B) = cosfamy2) [
a, 3) = cos(a —_—
" 0 y? + p?

4Para os objetivos deste trabalho estamos interessados apenas em 2.
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Finalmente, sendo y = ptan@ temos que senh (57/2) = ptané e dy = psec’§ de onde
podemos escrever

A, p) = % cos(am/2) /aman[i e (/2] df = % cos(am/2) arctan [% senh (57?/2)]

0

ou ainda b (3r/2)
1 sen /2
A = 2 tan | —————=| .
(, 8) cos(am/2) cos(am/2) arc an[ cos am /2 1
Sendo assim, podemos escrever
% coshat sen 3t senh (O7/2)
A = / = _ 14
(@.5) o cosht ¢ dt = arctan [ cos ar /2 (5.14)

na qual |a] <1lef>0.

Uma vez que sabemos o valor de {2, podemos calcular vérias integrais simulando
derivadas em relagao aos parametros « e 3.

Note que para determinar a solu¢ao do problema inicial desta secao, isto é,
calcular a integral associada ao problema eletrostatico, devemos introduzir as seguintes
mudancas de varidvel na equagao (5.14): ¢ = ak e definir os parametros a = y/a e

B =z/a.

5.1.3 Owutro contorno

Nesta segao obtemos o valor de A(«, 3) a partir do célculo da seguinte integral no plano
complexo

dz

coshaz e'#*
/Fg coshz =z
onde z é uma variavel complexa, I's é contorno orientado no sentido anti-horario, dado
pela Figura 5.3, e |¢] < g

Seja C. a semi-circunferéncia centrada na origem, de raio € e orientada no
sentido horario. Calculamos o limite

. cosh az eP?
L =lim
e=0Jo. coshz =z

dz,

introduzindo a mudanca de varidvel, z = e na integral acima temos

; 6
. [0 coshage? e95¢"
L = lim > ——(ice™db)
e=0Jr coshee? ee

0 cosh aee 0
= zhm/ 7.0(3556 do
e—0Jr cosheet

68



—-R —£ € R Re(z)
Figura 5.3: Definicao dos contornos I's e C..

Visto que na equagao acima estamos integrando em #, podemos comutar o limite e a
integral de onde segue que
L=—im.

Percorrendo o contorno I's no sentido anti-horario, tomando os limites R — oo, ¢ — 0,
utilizando o Lema de Jordan e o teorema dos residuos, podemos escrever, tomando a
parte imaginaria, que

/00 cosh at sen 3t
0

7T o0
dt = —
cosht t 2 +W§)R63(fa )

20+ 1)im
2

h i 6z
— (1 +1/2)i7 de f(z) = 2022 C

na qual a; é a singularidade z = .
coshz =z

Uma vez que as singularidades de f sao pdlos simples podemos escrever
(cosh aa;) etF @ [cosh au(l + 1/2)i ] e B (+1/2)im

Res(f,m) = cosh a; + (senha;) q; - cosh(l +1/2)im+ [senh (I +1/2)ix] (I 4+ 1/2)i7

Substituindo o valor de a; podemos escrever®

/00 cosh at sen 3t
0

_ S (_1)l —pm(14+1/2)
cosh ¢ t dt = 2 2 [+1/2 coslam (I +1/2)]e : (5.15)

=0

5.1.4 Resultado principal e casos particulares

Nesta secao consideramos a tltima equagao de cada uma das secoes anteriores e recupera-
mos varios resultados envolvendo integrais e séries reais.

SLembrando que cosh(if) = cosf e que senh (i 0) =i sen 6.
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Utilizando as equagdes (5.14) e (5.15) podemos escrever

senh (ﬂw/Z)] |

cos amr /2

; n 1/2 coslam(l 4 1/2))e Pr+1/2) — 5 arctan l

De onde segue o principal resultado desta secao, isto é, calculo de uma soma através do
teorema dos residuos, que é dado por

(5.16)

o)
Z coslam(l +1/2)]e P"H1/2) — arccotan
= ! 1/ 2

e/

e valido para |a| <1e 3> 0.

Utilizando as equagoes (5.14), (5.15) e (5.16) podemos recuperar alguns re-
sultados conhecidos. Por exemplo, substituindo o« = 0 na equacao (5.16) obtemos as
expressoes

arctan [senh ((7/2)] Z +1/2 0B (1+1/2)

=0

l\3|>1

(5.17)

= (=1 ety
arccotan [senh (87/2)] = 3 ——— e AmIH1/2),
= l+1/2

Como um segundo e tltimo exemplo tomamos § = 0 na equagao (5.16) e obtemos

i (=1 coslan(l +1/2)] = =

i l+1/2

Um vez que o lado direito da equacao acima nao depende de a podemos escolher qualquer
valor para a desde que —1 < a < 1. Tomando o = 0 obtemos a famosa representagao de
7 atribuida a Leibniz, isto é

> (—1)! ( 1 1 1 1 1 )
4 :4 1__ - - — .. = . ].
T +r-o+t m (5.18)

=0

E importante ressaltar que, podemos obter valores para séries através do calculo
da série de Fourier de funcoes adequadas em pontos convenientes.

70



5.2 Transformada de Hankel: Uma aplicacao

O nome Buddhadeb Banerjee é bastante conhecido pelos estudantes de engenharia uma
vez que ele é um dos criadores do assim chamado Método de elementos de contorno, que
é um método bastante pratico para resolver equacoes diferenciais associadas a problemas
de mecanica de fratura, actstica e transferéncia de calor. Seguimos aqui um estudo feito
por Banerjee em parceria com K. Paul[18] no qual os autores obtém as expressoes para o
potencial elétrico devido a uma fonte pontual constante em um ponto na superficie livre
de um semi-espaco.

Para nos, o referido estudo é de particular interesse uma vez que para obter
as expressoes para o potencial elétrico além de serem utilizadas coordenadas cilindricas®
também é feito um interessante uso da transformada de Hankel.

5.2.1 Formulacao do problema

Seja z = 0 a superficie livre nao perturbada do semi-espago z > 0 onde z é medido na
direcao normal a superficie para o interior do semi-espaco.

Tomemos o(z) como sendo a condutividade a uma profundidade z e dada por
o(z) = pe”?, (5.19)

com v uma constante. Suponhamos que na origem do nosso sistema de coordenadas
tenhamos uma corrente de magnitude /. Uma vez que para esse tipo de problema temos
uma simetria circular em torno do eixo z é bastante conveniente introduzir as coordenadas
cilindricas e desta forma o potencial elétrico do meio pode ser definido em um ponto
qualquer por

v(z,y,z) =v(r,¢,z) = v(r, z). (5.20)

5.2.2 Equacgoes e resolucao

Pela segao anterior, v(r, z) deve satisfazer a EDP7 [18]:

v 10v 0*v 1000v
w + ;5 + w + ;&& — —2[p0(5(1})5(y)5(2>. (5'21)

Substituindo o resultado da equagao (5.19) na equacao (5.21), podemos escrever

Pv  10v 0% ov
— 4+ ——+ — +v—==21p0(x)0(y)d(2). 5.22
Sl Sy S = 20 (a)3()02) (5.22)
5Ver Apéndice B.1.
"Utilizamos o fato do eixo z ser um eixo de simetria e escrevemos o Laplaciano em coordenadas
cilindricas como no Apéndice B.1.

71



Seja

v(r,z) = /OOO Ao(Az,1)e(A, z) dA.

Substituindo esta equagdo na equacao (5.22) podemos escrever

/0 S AJo(Ar) <322 n % L ) d\ = —21pe8(2)6 ()8 (2) (5.23)

a qual invertida, com o auxilio da integral de Fourier Bessel e da transformada de Hankel
fornece

Fe 0 N — orpes(s) | s@etyrss(aryar

dz? dz 7
= —ﬂcS(z / () / y)Jo(A :1:2 +y )dy
(5.24)

na qual as duas ultimas igualdades sao devida a propriedade de filtragem da funcao delta
de Dirac.”

Tomemos agora ¢ como sendo
(N 2) = / T A, D, (5.25)
onde A(\,t) deve ser determinado.

Substituindo a equagao acima na equacao (5.24) obtemos
o0 . 1
/ (=82 4 ivt — XA, eidt = —L26(2).
—0o0 ™

A transformada de Fourier de uma funcao delta de Dirac é sempre igual a 1, desta forma,
tomando a transformada inversa temos que'’

5(z) = ;ﬁ et (5.26)
Pelos resultados das duas equagoes acima podemos escrever
00 , o1 T .
/_OO[(—t2 Fivt— A A, D]edt — /_OO b(-%)} it dt
Da equagao acima concluimos que
1 Ipo 1

A1) = M2 42—yt + N2

(5.27)

8Para maiores detalhes sobre a integral de Fourier-Bessel veja Segao 2.5 e referéncia[11].
9Ver Apéndice A.
1005 detalhes deste fato, bem como sua demonstracio podem ser encontrados no Apéndice A.3.
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e consequentemente

IPO 0o eitz
A z) = —/ S
N =55 E i e

ou ainda ; y
00 ) eitz
(A z) = 0 / . — dt. (5.28)
272 J_ o [t . (u+\/l/;+4)\2)] [t . (u \/1/;+4>\2>]
Para calcular a integral acima consideremos a seguinte funcao
eifz
f(&) = . :
R e,

y+\/m>eQ <y_¢m>
g |

onde £ = t+ia é uma variavel complexa, P = ( 5

Sendo v o contorno descrito pela Figura 5.4, podemos escrever, pelo teorema
dos residuos e pelo fato de apenas a singularidade (pélo simples) & = iA pertencer ao
interior do contorno'!, que

Im(z) A
vy Cr
1P
R o i0 B R Re(z)

Figura 5.4: Definigao do contorno +.

Lf(g) d¢ = 2w iRes(f;iP).

Uma vez que £ = i P é um polo simples temos que

. | | it ei [l ( vt V22+4)\2 )} .
Res(f;iP) = Jim (€ — iP) _ ,

(E—iP)(—iQ) iVIZ + AN2

ou seja,
_ ( v+vV 1/2+4)\2 )Z
2

Lf(g) d¢ = 2miRes(f;iP) = 21 (5.29)

HUNote que P,QcReque P>0e Q <O0.
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Percorrendo o contorno v descrito pela Figura 5.4, no sentido anti-horario temos

[ #ode= [ royar+ [ se)a:

onde C'r é uma semi-circunferéncia de raio R, no semi-plano superior e orientada no
sentido anti-horario, como nos mostra a Figura 5.4.

Tomando o limite R — oo na equacao acima, utilizando o Lema de Jordan e a
equacgao (5.29) podemos escrever
_(u+ V22+4)\2)z

V2 4+ 4)2

/_O:o F(t)dt =21

Pela equagao (5.28) temos que

[ [ 7(u+\/l’22“l’w)z
po [ po e
(), 2) = 27‘;/_00 ftyat = L Ny (5.30)

A equacao (5.30) é uma solugao particular da equagao (5.24). Para obtermos a solugao
geral devemos resolver a equagao homogénea associada a equagao (5.24), isto é

d*c dc
- - R
722 + de c=0
cuja solucao é dada por'?
I W EereA (e
el [B(A)e( ) +C(Ne (=) ] (5.31)
T

onde B e (' sao funcoes arbitrarias de A e devem ser determinadas pelas condigoes de
contorno.

Pelas equagoes (5.30) e (5.31) temos que
_ (u+\/ u2+4A2>Z
2

(—u+\/ V2+4)\2)Z 7(1/4—\/ u2+4)\2)z
2 2

_I,OO e

WA= e

+ B(Me + C(Ne (5.32)

Lembrando que v(r, z) = /Oo Ao(Az,7)c(A, 2) dA temos, pela equagao (5.32), que
0

Ipo o e_(’/"'i W)z (—V+\/m)z
) B\ 2 +
7T Jo V2 4+ 4)2 (5.33)

v(r,z) =

V24402

L oo (5 )] AMo(Ar)dA.

Ipo
120 fator == é uma constante e foi inserido por conveniéncia.
T
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A primeira integral do lado direito da equacao (5.33) pode ser calculada com o auxilio
da integral de Sommerfeld'?, a qual fornece
o0 r1/2 o=BVr7+a?
J, TV IRy = e
AL/2 g-ay/ N2 432

para f()‘) = \/m

. Sendo assim, podemos escrever

(v, -
w5 )AJ (Ar)dA ! /OO A2z VA JoAr) (A r)/2d
o VErme N T gy \T paan )0

1 efz//2\/r2+z2
2 VT

Substituindo o resultado da equagao acima na equagao (5.33) podemos escrever

Ipy |e7 "V A2 4122 00 (7u+\/12/2+4>\72)z
,:—72/)\3)\ Jo(Ar)d\
Rl (v S TR BB
~ (), '
+2 / ACOe VT ) r)dA] .
0
Para determinar as constantes B()\) e C'(\) impomos as condicoes de contorno'
1) g,: =0 para z2=0
2) lim v =0
As condigoes 2) e 1) aplicadas a equacao (5.34) implica, respectivamente, que
B(A\) =0
N . (5.35)
| ACONw + VP AR Jo(Ar)dA = e,
0 r
ou seja,®
CONW+ Vi +202) = [~ R (;”e—wﬂ) ar==1 Y e Jy(r)dr
0 T 0

Pela equagao acima ao obter o valor de / e /2 Jy(Ar)dr obtemos também o valor de
0

C()). Também pela referéncia'® temos que

|7 5RO ) e = R+ a?) 2,

13Ver referéncia [22] pagina 9 equacgao (24).

14 A condigao 1) significa que na superficie o potencial elétrico é constante, ao passo que a condigao 2)
implica que a uma profundidade suficientemente grande o potencial elétrico é nulo.

15Esta passagem ¢ devida a transformada de Hankel inversa.

16Ver referéncia [22] pagina 9 equagao (18).

75



—ar

€ P
para f(r) = SYCR Concluimos que

)2 1 oo (elmv/2r 1/2 2 2/ 4\—1/2
/0 e Jo(Ar)dr:W/o S | AT oy = (N 02y,

de onde temos que
v

C\) =— . 5.36
9@ (v + V2 +402)V/12 + 4)2 (5.36)
Substituindo as equagoes (5.35) e (5.36) na equagao (5.34) podemos escrever
IO reve
v<r Z) B @ efz/\//\2+l/2/2 B /oo e ( 2 )JO()‘ T) d\ (5 37)
U om | VP E 22 0 (v+ V2 ANV 14N '

Sendo assim, para obter o valor de v(r, z) devemos apenas obter o valor de
_Z(V+\/ V22+4/\2)

o\ Jo(A

—2v / © o(Ar)

o (

f(z) = V4 V2 4+ 4X2)\/12 + 402

),

de onde!”
()
2 J(](/\ 7”)

dA
V2 4 4)2

ﬁ B I//OOAe
dz 0

v e—V(z+\/r2+zz)/2
2 Vriya2
U oo e—V(Z+\/7‘2+Z2)/2
fz) =2 &z
2 /) V24 22

Introduzindo a mudanga de variavel, p = v(z + Vr? + 22) /2 podemos escrever

e conseqiientemente

v [oe®?
f(z)=—5 [ —dp
(=) 2Jp p
oo ep
Sendo Ei(p) = / — dp, a exponencial integral, temos que
p D

f(z) = 2 Fi [—g(z + m>] .

Substituindo a equagao acima na equacao (5.37) podemos escrever

[,00 efzz(z+VT2+z2)/2 v v - -
v(r, z) —g{ N —|—§Ez [—5(24—\/7" + 2 )] . (5.38)

que ¢é a solucao para o problema eletrostatico neste caso.

17A segunda igualdade também ¢ devida a integral de Sommerfeld.
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5.3 Meétodo de Cagniard para problemas de pulso
sismico

Em um notével livro[l], L. Cagniard aprimorou de maneira formidavel o estudo da
propagacao de pulsos sismicos em dois meios homogéneos separados por um plano de in-
terface. Porém, os artificios matematicos utilizados neste livro sao, em varias instancias,
tao complexos que tornam o livro inacessivel a uma grande gama de leitores que necessi-
tam de conceitos nele contidos. Por esta razao, varios geofisicos envolvidos no estudo de
propagacgao de pulsos sismicos solicitaram que C. Hewitt Dix[19] redigisse uma exposi¢ao
mais simples do referido método.

Dix atendeu as solicitagoes dos geofisicos e resolveu, via método de Cagniard
e sem entrar muito a fundo nos detalhes matemaéticos, o caso em que temos uma fonte
pontual em um meio infinito. Seguimos, nesta aplicagao, o trabalho feito por Dix com
o intuito de dar uma visao mais clara do método de Cagniard e para que possamos
posteriormente comparé-lo ao assim chamado método de Cagniard-de Hoop.

5.3.1 Formulacao do problema

Seguindo os passos efetuados no Capitulo 4 devemos encontrar'® ¢ = ¢(p, z, ) em funcio
da fonte de excitacao, que no caso desta Secao sera uma fonte pontual. Devemos resolver
a seguinte equagao

Y 1oy 0% 1 0%

8p2+p8p+8z2 V2 o2

impondo as condicgoes iniciais e de contorno definidas na Secao 4.2, a saber:
[)- ¢ e U e todas suas derivadas sao nulas para quaisquer r e z em ¢t = 0.

IT)- ¢ e U sao continuas, limitadas e de classe C* em cada um dos pontos de
seus dominios, com excecao da fonte P e da fronteira z = 0.

III)- ¢ e U tendem a um limite finito a medida que se aproximam da fronteira
z = 0, independentemente do meio pelo qual se aproximam, entretanto nao necessaria-
mente os valores obtidos para os limites devem coincidir.

IV)- No ponto P, U é limitada e infinitamente diferencidvel. O mesmo é véalido
para a func¢ao® G = ¥ — F(t — rS)/R, onde F(t) é uma funcao dada, infinitamente
diferenciavel para todo t e nula e com derivadas nulas para t < 0.

V)- Para todos valores finitos de ¢, pontos de ambos os meios que estejam em
movimento ou comecando a se mover estao a uma distancia finita da fonte P.

18Nas aplicacoes, em geral, salvo mencdo em contrario, z denota uma coordenada e nao deve ser
confundido com a varidvel complexa z = = + iy.
Lembremos que r é a distancia do ponto em questio & fonte.
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5.3.2 Transformadas diretas

Resolvemos a equacao pelo método de Cagniard, para isso iniciamos introduzindo a
o0

transformada de Laplace, ¥(p, z, 5) = / e " (p, z,t) dt, de onde podemos escrever
0

0 10y 0% s -
A i J )
dp p Op 0z V
Visto que a equagao acima é homogénea podemos resolve-la pelo assim chamado método
de separacao de varidveis®, ou seja, supomos que ¥ (p, z, s) = R(p)Z(z), substituimos na
equacao acima e dividimos a equagao por RZ de onde obtemos
R// 1 R/ Z// 52
—_— - — =4 —
R pR Z V2
Visto que o lado esquerdo da equacao acima nao depende de Z e que o lado direito nao
depende de R, podemos considerar que ambos os lados da equagao acima sao iguais a
uma constante?!, que por conveniéncia tomamos como sendo —\?, de onde

P*R" + pR + (M\p)’R =0

(5.39)
7" = (N +s*/VHZ.
Segue que as solugoes sao tais que
Rip)=Jo(hp) e Z(z) = eIV (5.40)

na qual desconsideramos a funcao de Bessel de segunda espécie, Yy, utilizando a condigao
I1T) e o fato de Yj ser infinita ao longo do eixo p = 0.

Uma vez que as equagoes (5.39) sdo lineares podemos utilizar o principio da
superposi¢ao, isto é, como a soma de quaisquer duas solugoes é uma nova solucao genera-
lizamos este conceito e escrevemos uma integral a fim de representar nossa simetria
esférica em coordenadas cilindricas e o fato de nossa fonte de excitacao ser do tipo
Heaviside, ou seja,

oo §(t — —sr/V 00 2 2 /7/2Y1/2
J BTV gy = |7 F) (e =2V gy, (5.41)
0 0

r ST

na qual # é a funcao de Heaviside, a origem se encontra no centro da fonte, z é tomado
como sendo positivo e F()\) deve ser determinada.

Para obter F'(\) procedemos de maneira andloga ao que fizemos na aplicagao
anterior??. Utilizando a transformada de Hankel inversa podemos escrever

1 2242 /12)1/2 o0
L E(\)e— 2 +s/V) :/
A (Ae 0

e—sr/V

] Jo(Ap) pdp.
ST

20Ver Secdo 3.3 ou referéncia [13].
21Conhecida como constante de separacao.
22Ver Secao 5.2.2.

78



Lembrando que por definicao 22 +y* = p? e que 22 +y*+ 22 = r? temos que p? + 22 = r?,

substituindo este resultado na equacgao acima podemos escrever

[e%¢) e*ST/V 1 [e%¢)
/ l 1 Jo(Ap) pdp = —/
0 ST S Jo

A Integral do lado direito da equacao acima pode ser calculada com o auxilio da integral
de Sommerfeld??, a qual diz que

efs(p2+z2)1/2/\/

(p? + 22)1/2

] Jo(Ap) pdp.

1/2 e—ﬁ\/p2+a2
VPt a?

|70V R0 ) () 2 = 2

\L/2 o=/ X242
A p—
para’ f( ) \/m

1/00
S JO

. Sendo assim, temos

efs(p2+22)1/2/V 1 00 p1/2 e—s/VA/ PP+2*
————75 | Jo(Ap)pdp = /
e | P ede = S o T

1 e—z\/k2+52/v2

s /\2 +32/V27
A
F(\) = A— (5.42)

Uma vez que obtemos F'(\) estamos aptos a iniciar o processo de inversao.

] Jo(Ap)(Ap)'?dp

de onde segue que

5.3.3 Inversao

Utilizando as equagoes (5.42) e (5.41) podemos escrever?!, tomando a mudanga de varidvel
A = su, que

e—sr/V z (W2 41/V2)1/2

/00 udo(sup)e™®
0 (u? 4+ 1/V2)1/2

Expandindo a fun¢ao exponencial em série de poténcias em torno de 7z cosw e integrando
termo a termo obtemos|11]

du = /OO e A(p, z,t) dt. (5.43)
0

ST

1 m _.
Jo(Z) _ A e izcosw g

™

A fim de facilitar os calculos reescrevemos a equacao acima, em analogia ao que foi feito
na referéncia[l], da seguinte maneira
1 = 1 [T
Jo(z) = —/ cos(z cosw) dw — —/ sen (z cosw) dw. (5.44)
0 0

s s

ZVer referéncia [22] pagina 9 equacio (24).
24Esta equacdo corresponde a primeira equacio do quinto capitulo da referéncia[l].
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As Figuras 5.4 nos mostram, respectivamente, o primeiro e segundo integrandos
da equacao acima, o primeiro para a parte real e o segundo para a parte imaginaria.

cos(z cosw) sen (z cosw)
A

sen z

Figura 5.5: Representagao grafica dos integrandos da equagao (5.44).

Claramente a integral da parte imaginaria é zero e utilizando a simetria, em relacao a
reta w = 7/2, do grafico para a parte real podemos escrever

Jo(z) = 2 /(:/2 Re [e‘i“"s“’} dw.

™

Substituindo a equagdo acima na equagao (5.43) e tomando a = (u* +1/V?)/2 podemos
escrever

_/ /Tr/2 s az+zupcosw)} dwUdU’ — g /ﬂ—/2 Re [/OO efs(aeriupcosw)UdU“ dw.
a m™Jo 0 a

(5.45)

Notemos que ao tomar a mudanca de variavel
t'=az+iup cosw, (5.46)

temos a chance de deixar a integral da equagao (5.45) numa forma similar ao lado direito
da equagao (5.43), isto é, como a transformada de Laplace de uma funcao A e neste
momento este é o nosso objetivo. Tomando a mudanca de variavel dada pela equacao
(5.46) na equacao (5.45) obtemos®

w/2 ,
{/ dw/ ptzgz t}, (5.47)

onde H, é o caminho dado pela equacao (5.46) quando u varia entre 0 e co e também
pela equagao (5.46)%
du 1

dt’ ~ ipcosw+uz/a

25(0s detalhes desta passagem podem ser encontrados na referéncia[l], pagina 61, equagao (15).
26Note que a é funcio de wu.
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Além disso, resolvendo a equacio (5.46) em u obtemos®’
t' —ipucosw = (u* +1/V?)z.

Elevando ambos os lados da equacao acima ao quadrado e rearranjando obtemos

—it' pcosw + z\/t’Q —1/V2%(22 + p cos? w)

u =
22+ p cos?w

Neste momento, a tinica complicacao para resolugao do nosso problema é que o caminho
de integragdo da equagao (5.47), H,, é um caminho hiperbdlico, como nos mostra a
Figura 5.6. Uma vez que H, depende de w, uma pequena mudanca é necessaria. Afim de

A A

IPCOSW[--~—--==—--==--=--~

Plano ¢

Plano u

Y

Figura 5.6: Representagao da transformagao dada pela equacao (5.46).

obter a solugao da equacao (5.47) tomamos o contorno formado pelo caminho H,, unido
ao eixo real por um arco no infinito e voltando, pelo eixo real e contornando o ponto?

v_p_ Vp? cos®w + 22

conhecido como contorno de Cagniard.

ao ponto z/V como nos mostra a Figura 5.7. Tal contorno é

Uma vez que o integrando nao tem singularidades no interior do referido con-
torno e que, pelo lema de Jordan, a integral ao longo do arco infinito é nula podemos
reescrever a equacao (5.47), pelo teorema de Cauchy?’, da seguinte maneira

2 /2 oo o u Ou
—pt /!
—Re {/0 dw /Z/ e <_a _t’> dt } . (5.48)

ou
Pela definicao de ET temos que, além do ponto P o integrando tem singularidade nos
pontos onde
) Uz
1pcosw=——,
a

2TLembrando que a = z(u? + 1/V?)!/2.
28Note que pela definicao de u em relacdo a t’ que o ponto P é um pondo de ramificacio.
29Ver Capitulo 1.
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Plano ¢/

Ry

2V P

Figura 5.7: Representacao do contorno de Cagniard.

lembrando que a = (u?+1/V?)/2, elevando ambos os lados da equacio acima ao quadrado
e isolando u temos que o integrando tem singularidades nos pontos

1pCosw
V(p?cos? w + 22)1/2

A Figura 5.8 mostra o contorno da Figura 5.7 quando voltamos ao plano w.

u=1uy ==+

A

Uo

—1 P COoS

Plano u

Figura 5.8: Representacao do contorno de Cagniard no plano u.

Note que ao fazer as mudancas anteriores e aplicar o teorema de Cauchy pas-
samos do caminho H, para um caminho que praticamente independe de w como nos
mostra a equagao (5.48).

Nosso préximo passo consiste em mudar a ordem de integragao da equacao

(5.48), isto é,
o0 , 12 w/2 0
/ e P! lRe{/ uudw}] dt'.
2/V s o a ot

Sendo assim, segue por inspecao e pela equacao (5.43) que

/2y Ou

2
Alp, z,t") = - Re {/0 Y dw} para  t' > z/V, (5.49)

e A(p, z,t') = 0 para t' < z/V. Desta forma obtemos a solugdao para o nosso problema.
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5.4 Difusao eletromagnética

Nesta segao é apresentado um estudo, originalmente feito por de Hoop e Oristaglio[23],
para problemas de difusao eletromagnética aqui ilustrado por um exemplo bidimensional
de dois meios semi-infinitos com diferentes condutividades elétricas, excitados por uma
fonte linear de corrente elétrica, situada na interface dos dois meios. As equacoes de
campo sao resolvidas através do método de Cagniard-de Hoop, isto é, aplicamos a trans-
formada de Laplace na parte temporal das equagoes de campo e a transformada de Fourier
na parte espacial. Através de uma deformacao no contorno de integragao para o calculo
da transformada de Fourier inversa obtemos a inversa da transformada de Laplace por
inspecao.

5.4.1 Descricao do problema

Consideramos um espago com dois campos eletromagnéticos transitérios separados por
um plano de interface, como nos mostra a Figura 5.9. Consideramos o plano de inter-
face como sendo z = 0, cada semi-espaco homogéneo e isotropico, com constante de
condutividade®® o e de permeabilidade p.

Primeiro meio

sY

Segundo meio

z

Figura 5.9: Geometria do problema.

Além disso, consideramos que o deslocamento da corrente nao influencia o
campo eletromagnético, sendo assim desconsideramos a constante de permisividade e
de cada um dos meios. Tomamos o deslocamento da corrente com sendo ao longo do eixo
y e a magnitude da corrente como sendo independente de y.3!

A coordenada temporal é denotada por t e consideramos que no instante t = 0
a fonte estd em repouso.

300s indices 1 e 2 denotam, respectivamente, grandezas no primeiro e segundo meio.
31Desta forma temos um problema bidimensional.
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5.4.2 Equacoes de campo

Em um meio homogéneo, isotrépico, o campo eletromagnético bidimensional pode ser
gerado por uma fonte do tipo linha de corrente com densidade volumétrica J = (0, J,, 0).
Neste caso, o campo elétrico é dado por

E=(0,E,0)

e 0 campo magnético por

H= (Hxa 07 Hz)

onde E,, H, e H, sao funcoes de z, z e t. Considerando a aproximacao de difusao[23]
(desprezando deslocamentos de corrente), as equagdes que regem o campo sao dadas por

0OH, O0H,

%2 T8, oE, = J,, (5.50)
OF OH.
oF 0H,

_a—zy e 0. (5.52)

Por conveniéncia, consideramos a fonte situada na origem do sistema de coordenadas e
que

Jy = 1(t)d(2)d(2)

na qual I(t) é a corrente na fonte e 0 é a funcdo delta de Dirac. As condigoes de
fronteira podem ser obtidas introduzindo a equagao acima nas equagoes (5.50) e (5.52) e
integrando-se, em relacao a z num intervalo arbitrariamente pequeno, de onde podemos

escrever>2

lilr(r)l+ H, — lirgli H, = I(z)0(x), (5.53)
Zlir(l)qu E, - zli%l* E,=0. (5.54)

onde a primeira igualdade é devida a propriedade da filtragem da funcao delta de Dirac.3

5.4.3 Transformadas diretas

A fim de obter as soluc¢oes das equagoes de campo inicialmente eliminamos a dependéncia
temporal das equacoes através da transformada de Laplace em relagao ao tempo, com
um parametro real e positivo s. Em seguida introduzimos a transformada de Fourier em
relacdo a varidvel espacial z, com parametro de integracao s'/2a. A escolha atipica do

32 As notacoes lim,_,o+ e lim,_,o- denotam, respectivamente, o limite z tendendo a zero por valores
positivos e por valores negativos.
33Ver Apéndice A.1.
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parametro na transformada de Fourier tem por objetivo facilitar o célculo das transfor-
madas inversas através do método de Cagniard-de Hoop. Denotamos a transformada de
Laplace de E, por*

E,(x,z,s) :/ e By (z,2,t)dt

0
e a justaposicao das transformadas por

~

E,(a,z,s) :/_ e(isl/zam)Ey(x,z,s) dx.

Através da transformada de Fourier inversa®® temos

~ 51/2

Ey(x,z,s) = / e(_“m”)Ey(a, z,8) dao.

21 J oo

Aplicando a transformada de Laplace e em seguida a transformada de Fourier nas equagoes
de campo (5.50)-(5.52) podemos escrever

—  OH, .
is'?aH, + 5. ok, =0,
z

—1 SI/QQEy + S;J-I\z =0,

OE —
——2 +suH, = 0.
0z

Isolando H, na segunda das equagoes acima e substituindo na primeira obtemos o seguinte
sistema

oH, L

5, — M "o+ D NE,, (5.55)
IE, —
v _ g, 5.56
5, — SH (5.56)

na qual D = (ou)~! é o assim chamado coeficiente de difusao. Além disso, aplicando a
transformada de Laplace e em seguida a de Fourier nas condigoes de contorno (5.53) e
(5.54) obtemos

lim H, — lim H, =1 .
- S 37
Zlir(l)@r E, — zli%l* E, =0, (5.58)

na qual I é a transformada de Laplace da fonte I.

Deste ponto em diante a distingao entre grandezas em cada um dos semi-espacos
serd feita através dos indices (1) e (2) para grandezas, respectivamente, no primeiro e no
segundo semi-espacos.

34 Denotamos a transformada de Laplace, bem como a justaposicdo das transformadas, das demais
fungoes de maneira andloga a que fizemos para I,.
35Ver Secdo 2.4.
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Pelas equagoes (5.55) e (5.56) temos que as solugdes no primeiro meio devem ser
limitadas quando z — —o0. Derivando a equacao (5.55) em relacdo a z, e substituindo
o resultado na equagdo (5.56) podemos escrever

0*H,  OE . T
52 —H "a®*+ D 1)0—Zyzsu,u Yo+ D Y)H,.

Resolvendo a equacao acima e impondo a limitacao para z — —oo podemos escrever

para o primeiro meio®®

HY = L fgemst/? (5.59)
T m
onde v, = /a2 + D;' > 0. Substituindo o resultado da equacdo acima na equacdo (5.55)
podemos escrever
EY = —s1 24 e, (5.60)

Procedendo de maneira andloga para o segundo meio podemos escrever®?

H® = 2[a,e2s2) (5.61)
T L1
onde 75 = y/a? + Dy ' > 0. Novamente utilizando a equacio (5.44) temos
E® = —s12[Aye25" 2, (5.62)

As constantes A; e Ay sdo determinadas através das condigoes (5.57) e (5.58). A partir
da equacao (5.58) temos que A; = Ay e pela condicao (5.57) podemos escrever

1
A= Ay = — M2y (5.63)
i/t 2 e e + Yol

5.4.4 Inversao

Para obter a solucao do nosso problema devemos inverter as transformadas de Fourier
e Laplace, isto é, voltar ao nosso sistema espacgo-tempo inicial. Como nosso objetivo
é mostrar a aplicabilidade do método de Cagniard-de Hoop para resolver o problema
em questao, vamos efetuar aqui apenas os célculos para obter a componente E,, pois o
calculo para as demais componentes é completamente analogo.

Como ja mencionamos anteriormente a esséncia do método de Cagniard-de Hoop
é através de modificacoes no caminho de integracao da transformada de Fourier inversa
transformé-la de tal forma que esta possa ser reconhecida como sendo a transformada de
Laplace de alguma funcao conhecida e desta forma obter a solucao para o problema de
partida, no nosso caso £, por inspecao. Comecemos por supor que

o1 < Oafly e Dy > D,.

36 A constante de integracao foi tomada como sendo g A; para facilitar os célculos.
) M1
37Note que agora as solucdes devem ser limitadas para z — oo.
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O caso em que nao temos condutividade em um dos meios, por exemplo quando temos ar
acima de um semi-espaco condutor, é obtido tomando o limite quando a condutividade
tende a zero por valores positivos. Calculamos a solucao para o caso em que a fonte é

uma funcao degrau,®® ou seja,

- 1
I =-. 5.64
- (564)

Consideramos inicialmente o dominio mais difusivo como sendo D;. Através da férmula
para a inversa da transformada de Fourier,

81/2 0 c.1/2 (1
/ elis M)Ez(/ Na, 2, 5) da,

21 Joo
bem com pela equagoes (5.49) e (5.53) podemos escrever

1

EW _
Yy (x7z7 S) 27T

[ et A) da,
—0o0

onde A é dado pela equagao (5.63). Devemos considerar mudangas no caminho de inte-
gracao da equacao acima de tal forma que possamos reconhecer a integral acima como a
transformada de Laplace de uma funcao conhecida pois assim obtemos, por inspecao, o
valor de E,,. Iniciemos pela mudanga p = i, de onde temos

— 1 @00 1/2 5 ~
EW(z, 2. 5) = __/ e~ 2w+l () dp.
v (@29 =00 (p) dp
onde 7; e A denotam, respectivamente, v e A apés a mudanca p = i a.*® Notemos que
o integrando acima é continuamente analitico em todo plano complexo p. Consideremos
agora a mudanga
pr+ 1|zl =k (5.65)
com k real e positivo. Neste processo, mantemos Re(3;) > 0 e Re(7,) > 0. Para isso,
uma vez que 3; = (o + D;")"/? para j = 1,2, introduzimos os ramos de corte

Im(p) =0  D;"* <|Re(p)| <0 e

Im(p) =0 Dy ""* < |Re(p)| < .

Para valores nao pertencentes aos ramos definidos acima o integrando é bem definido.
Além disso, o integrando é real quando Im(p)=0 e D2 < Re(p) < D2,

Com as condicoes acima temos, pelo Principio de Reflexao de SchwarZ*® apli-
cado ao integrando, que existe uma continuacao univoca do integrando, f, no semi-espaco
Re(p) < 0 tal que o valor do integrando em a + i b é igual ao conjugado de f(a —ib).

38Note que apesar de estar calculando a resposta para uma funcio degrau continuamos denotando,
para facilitar a notagao, as fungoes pelas mesmas letras.

39Por exemplo, 7, = (D' — p?)1/2.

40Para maiores detalhes consulte a referéncia [7].
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Nos problemas de propagacao de ondas, contornos que satisfazem a equacao
(5.65) como uma deformagao continua do eixo imaginéario do plano p sdo conhecidos
como “Caminhos de Cagniard-de Hoop”. Resolvendo em p a equagao (5.65) encontramos
o referido contorno que sera dado por dois ramos conjugados p = p; e p = p; como nos
mostra a Figura 5.10. Podemos escrever:

k= px+ |z = pr + (D7 — p?)Y?)2),

ou seja,
v*p? + 2*p* — 2kap + k* — 2% /D, = 0.

Sendo 7?2 = 22 + 22 temos

2kx + \/4k:2:1:2 — 4r2(k? — 22/ Dy)

p:

ou ainda,

D

Por fim, sendo k; =1/ Di/ 2 podemos escrever para p; € pj

plzk%—l—’iﬁy/kz—k}% com ki <k < oo (5.66)
r

r2

p’{:k%—il—z‘\/k‘?—kf com ki < k < oo.
r r

Im(p) A

_D2—1/2_Dl—1/2

Figura 5.10: Caminho de Cagniard-de Hoop.

O caminho hiperbdlico formado por p; e pj é obviamente simétrico em relacao
ao eixo real do plano p. Além disso, a interseccao com o eixo real se da quando k = kq,
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isto é, no ponto p = :U/?”Di/2 que esta entre os pontos de ramificacao —Di/2 e D%/z, como

nos mostra a Figura 5.10.

Tomamos agora o contorno de integragao como sendo o caminho original, ao
longo do eixo imaginario, unido ao caminho dado pela uniao de p; e pj por arcos no
infinito. Temos, pelo Lema de Jordan®!, que os arcos no infinito nao contribuem para o
célculo da integral pois*?

~  _1/2z
’A el quando p — Q.

Pelo teorema de Cauchy temos que a expressao para Ez(/l) pode ser escrita como

_ 1 oo 1/2 ~8p1
EM=—— [ "Bim (A2 ) dk, 5.67
v 7 Jky ok (5:67)
onde é utilizada a mudanca na variavel de integracao de p para k dada pelas equagoes
(5.65) e (5.66). Foram utilizados os fatos de k e s serem reais e que em pontos no
caminho p = p] o integrando da equagao para Eysl) tem valores complexo conjugados a
valores correspondentes no caminho p = p;*3. Ao longo do caminho de integracio da
equagao (5.67) temos

. z|

o :kﬁ—zT—Q(kQ—kf)l/z com ki <k < oo,
a0 passo que B

op Gl

Ok (K2 -k

Desta forma, a transformada de Fourier inversa tem a forma de uma transformada de

x4 (1) 1 yHeeo st (1)
Laplace. Como, por definicao*, E;”(x,z,t) = Py e” B, (x, 2, s)ds, podemos
T Jy—ioo

1 Y+ioo 1 oo ) ~3p1
EN(z,2,1) = —/ st —f/ (=0 [ A2 ) ak L g
(@ 2) 271 Jy—ioco ¢ 7w Ji © m ok s

1 o ~(9p1 1 Y+ioo _1/2
[T (A dk{/ stol(-s ’“)d}
T Jky m( 8k> 271 Jy—ioco ©° °

Sendo H(t) a fungao de Heaviside e k > 0 temos que a transformada de Laplace®® da

escrever

k
fungao G(t, k) = H(t) me(_k2/4t) ¢ e """k sendo assim, podemos escrever
7
1 foo ~Jp
EN(x,2,t) = ——J, Gtk (Aak1> dk

que ¢é a solugao para o nosso problema inicial.

41Ver Secdo 1.4.5.

42Note que s é real e positivo e que a parte real de 4; foi mantida positiva pela escolha dos ramos de
corte.

43Desta forma, podemos combinar os caminhos de em p = P e p=p; e escrever a equagao (5.67).

44Ver Secao 2.2.

45Ver referéncia [22].
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5.5 Equacao de onda anisotrdopica gerada por uma
funcao impulso

Como ja citamos anteriormente, o método de Cagniard foi desenvolvido para resolugao de
problemas envolvendo propagacao de pulsos sismicos em meios homogéneos e isotropicos.
Nesta se¢ao seguimos um estudo feito por Y. Sakai e I. Kawasaki[24] no qual os autores
mostram que introduzindo uma modificacao no método de Cagniard, isto é, fazendo uso
do método Cagniard-de Hoop o referido método passa a ser perfeitamente adaptavel
para obter a solucao exata para a propagacao de uma onda anisotropica gerada por uma
funcao impulso.

5.5.1 Transformadas diretas

Como outra aplicacao utilizamos o método de Cagniard-de Hoop para resolver a equacao
diferencial associada & propagacao de uma onda anisotrépica ¢SH? em um meio nao-
homogéneo, isto é ) ) )
0“u 0°u 0°u
Pap = N8x2 + L822 (5.68)
onde u = u(z,z,t) e —00 < x < 00, —00 < z < 00, t >0, p, N e L sdo constantes e o
eixo z foi considerado como sendo o eixo vertical e de simetria como nos mostra a Figura

5.1147

Z A

Figura 5.11: Sistema de coordenadas.

Além disso, consideramos que o sistema esta inicialmente em repouso, ou seja,
0
u(z, z,0) = au(m,z,t)h:o = 0.

Tomando a transformada de Laplace, u(zx, z, s) = / u(x, z,t)e*dt, na parte temporal
0

46 As notagdes ¢SH e ¢SV vém do Inglés quasi-shear waves [24].
47Consideramos que a propagacio se d4 na direcio de R.
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da equagao (5.68) e utilizando a condigao acima temos™®

0*u 0*u
9 _
s‘u=N—+ L—, 5.69
P 0x? + 072 ( )
onde u denota a transformada de Laplace de u na parte temporal, logo u = u(z, z, s).
Seguindo o método de Hoop, aplicamos a transformada de Fourier,

u(k, z,s) :/ a(z, z,s)e" " dx,

—0o0
na parte espacial da equagao acima e obtemos

d*u ps®+ k*N
— =1 5.70
dz? L “ (5.70)
onde u denota a transformada de Fourier de @, com respeito a varidvel x, logo u =
u(k, z,s). A solugao da equagao (5.70) é dada em funcao das constantes arbitrarias ay
por

Bz
. B a,e se z <0
u(k,z,s) = { o e se >0, (5.71)

na qual

2, 12
[ ps®+ kN
o= ("

>§ e Re(p) >0.

Além disso, k é o nimero de onda. Os indices na equagao (5.71) indicam, respectivamente,
quantidades definidas no semi-espago z > 0 e no semi-espago z < 0. Vamos considerar
que na interface z = 0 temos as seguintes condicoes de contorno: uma descontinuidade
tipo delta de Dirac ao longo do eixo y e com magnitude [o,,] e que no limite para z
tendendo a zero, tanto pela esquerda quanto para direita u(z, z,t) seja nulo, isto ¢

u(x, 07, t) = u(x,07,t)

O =
0 0
L, 2 0)mgr — Ll 2, 8) mo- = [0, ]5(0)6(0).

Tomando as transformadas de Laplace e Fourier nas equagdes (5.72), de maneira similar
aquela efetuada na equagao (5.68), podemos escrever™

(5.72)

o 0
Lau(k, 0,8)|.=0+ — Lgu(k, 0,5)]=0- = [oy0]
Concluimos, pela equagao (5.71) que
ay =a_ = —[oy]/(2L3). (5.73)

48Note que a dependéncia temporal foi eliminada.

9+ e 2~ denotam, respectivamente, o limite a direita e & esquerda de x.

50Para a igualdade da segunda equacio utilizamos a propriedade de filtragem da funcéo delta de Dirac
demonstrada no Apéndice A.1.
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5.5.2 Inversao

Para obter a solucao do problema utilizamos o método de Cagniard de Hoop. Iniciamos
as inversoes com a transformada de Fourier inversa, u(x, z,s) = — / a(k, z, s)e*™dk,

da equagao (5.71) e nela substituindo o resultado da equagao (5. 73 ) podemos escrever®!

[Uyo] o 1 —Bz , +ikx
il o\ 3 e PPe dk sez>0

—ngog /_OO (ﬁ) PretFr il se 2z < 0.

Como estamos lidando apenas com deslocamentos eldsticos, consideramos ape-
nas o semi-espaco z > 0 pois para o semi espago z < 0 os resultados serao analogos.

u(k,z,s) = (5.74)

Com o intuito de utilizar o método de Cagniard para resolver as integrais da
equacao (5.74) devemos reescrevé-la de tal forma que ela possa ser vista como a trans-
formada de Laplace de uma funcao. Para isso, consideremos a mudanca na variavel de
integracao de k para p, bem como as seguintes mudancas

k=— VSH =y/1+p% Veyg=,/N p e VSV—\/H

Substituindo a equacao acima na definicao de 3 podemos escrever

ps®+ Nk* s+ (N/p)k?> s+ Vigk®

32— _ _
L L/p Viv
_ 52 + s%p? _ s2(1+ p?) _ s21? NP
Vszv VS?H VSV VSV

Introduzindo o parametro de anisotropia ¢ = (L/N)Y? = Vgy /Vsy temos, pela equacio
(5.74), que®

[e's) 1 _s vz+iCpax
ﬂ(x,z,s):—% . (;)e ( Vsv >dp. (5.75)

Uma vez que o integrando numa regiao onde p < 0, é o conjugado do integrando na
regiao onde p > 0, podemos escrever

u(z,z,8) = [gj:l]fRe {/oo (%) es(”‘gém)dp} . (5.76)

Consideremos agora outra mudanca na variavel de integracao, desta vez de p para w da

seguinte forma: ‘
oo VETiCpT (5.77)
Vsy

5INote que 3 depende de k.

S s
52Como k = _VL’ temos que dk = —V—dp.
SH SH
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Resolvendo a equagao (5.77) com relagdo a p temos

wVsy —iCxp = 2zy/1+ p?
w2ngV — 2iCzwVsyp — CCap? = 224 %P

ou ainda, rearranjando a equacao acima
(22 + C2?)p? + 2iCxwVsyp + 2% — w?*Va, =0

de onde

—iCzwVsy £ z\/V52V w? — (% 2% 4 22)
CZ 72 + 22 :
Uma das duas raizes corresponde a propagacao de uma onda no semi-plano superior z > 0.

A outra raiz nao é de fato uma solugao da equacao (5.77) e é desprovida de sentido fisico.
A partir da expressao que fornece u(z, z, s) s6 nos interessa o sinal positivo, de onde

p:

op 1 0 .
a—w = ma—w(—ZCl’wVSv+Z\/w2 VS?V—CQZLQ—ZQ)
1 z 2w V2
e - _q V + - SV
224 <2x2 ( iCr Vsy 2 \/w2 ng — §2m2 — 22>
B Vsv . 2C
o224 (2x? 6w+ 2 — C2€22+22

SV

Pela equacgao (5.77) podemos escrever

wVsy = zy/1 + p? +ilxp.

Derivando a equacao acima em relacao a w temos®

Vsy = \/% (25}) + z'gng} = (ﬁ) ;i(zp+ invm)-
Lembrando que v = /1 + p? podemos escrever
(1) Op __ Vsv
v) ow  zp+ilxv
Além disso, sendo t3 = (¢*2* + 2%)/V&, temos
(pz +iCav)? = Viyw® — Vi tey,
de onde®

53Note, pela equagao (5.77), que p é funcio de w.
540 sinal negativo na equacdo (5.78) é escolhido em coeréncia com o semi-espaco no qual estamos
trabalhando.
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1 0 1
(_> (a_p> - (5.78)
v w fw? — 3,
Quando p varia de 0 até oo, w varia de z/Vgy até oo 4 i 0o, ao longo do caminho AB no
primeiro quadrante do plano complexo w, como nos mostra a Figura 5.12.5°

A

Plano w

o—— ¢
A tsH

Figura 5.12: Representagao do contorno ABCA.

Os dois pontos destacados na Figura 5.12 representam os dois pontos de ramificagao

w = —tgy e w = tgy. Pela equagao (5.76) temos
o0 1 s vz4+i(pxz
u(x, z,8) = _[;/:]LCRG {/0 (1/) e ( Vsv >dp}

o 00+ ico (5.79)
- _ [jSnge {/Z/st <i> <§Z> e_swdw} .

Uma vez que que nao ha singularidades na regiao interna delimitada por ABCA,
podemos transformar o contorno de integracao®® AB em C'A, contanto que o ponto de
ramificacdo w = tgy nao pertenca nem ao interior do contorno nem ao seu bordo, ao
longo do eixo real no plano w. Entao

u(z, z,s) = —[;’T—O]LCRe {/Z;SV (%) (S—Z) eswdw} : (5.80)

55Note que iremos deformar o caminho AB no caminho CD, por esta razio tomamos a orientacao
dada pela Figura 5.12.
56Ver Capitulo 1, curvas homotépicas.

94



Desta forma, os dois pontos de ramificacao do eixo real nao tém influéncia no
calculo das integrais. A integral ao longo do arco BC' é nula para um raio infinito, pelo
lema de Jordan.

Uma vez que para w < tgy a equagao (5.78) nos diz que o integrando é um
imaginario puro podemos escrever, a partir da expressao acima

u(z,z,8) = /Ooo u(w, z, t)e dt = — [;ZJTO]I?Re {/OOO <i) (35}) e_swdw} . (5.81)

Conseqiientemente, por inspegao e utilizando a equagao (5.78), temos

[O-yo]( H(t - tSH)

u(z, z,t) = (5.82)
2w L [+2 — t?S’H
onde
ts = [(CPa® +2°)/Viy]'/?
_ [p(Ncos® 0 + Lsen?0) 12 . (5.83)
B NL

na qual r = (2% 4 22)V/2, tanf = x/z e H(t) é a funcio de Heaviside.
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5.6 Efeitos de uma explosao em um fluido

Nesta secao é estudado um importante problema envolvendo ondas gravitacionais na
superficie de um fluido: equacionar ondas produzidas em um fluido semi-infinito, nao
viscoso e incompressivel sobe efeito da gravidade que encontra-se inicialmente em re-
pouso quando num determinado instante ocorre um distiirbio num ponto da superficie;
fisicamente, este problema corresponde a uma pedra sendo lancada num lago cuja agua
se encontra em repouso. Muitos estudos deste problema foram feitos, sendo as primeiras
analises atribuidas a Cauchy e Poisson.

Um problema consideravelmente mais dificil é estudar ondas no caso em que
o fluido é compressivel. Nesta secao o método de Cagniard-de Hoop é utilizado para
obtencao da solucao exata do problema dos efeitos de uma explosao em qualquer profun-
didade de um fluido compressivel.

5.6.1 Formulacao do problema e notacao

Consideramos z = &(z,t) a superficie do fluido (z = 0). Consideramos o plano xy como
sendo a superficie livre nao perturbada, e o eixo z na direcao da superficie para o interior
do fluido como nos mostra a Figura 5.13

X

Y 2z

Figura 5.13: Sistema de coordenadas.

Uma vez que a explosao se dé na forma de uma fonte do tipo linha na direcao
do eixo y, a coordenada y de todas grandezas mencionadas sera desconsiderada.

Além disso, consideramos a seguinte notacao:

= Velocidade do fluido

Constante gravitacional

= Velocidade do som

Potencial de todas forgas externas atuando sobre o fluido
= Profundidade em que ocorre a explosao.

>S0Dow
|

Além disso, denominamos o potencial velocidade por

o= ¢<£L’,Z,t)
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com —o0 < x,2z < oo et >0. Desta forma v = —-V¢.

Louguent-Higgins[25] mostraram que

62¢ 2 8¢ o /1, 1,y 09
g OV 0y~ g (5) v (30) = (584)
No caso em que v é tdo pequeno que v? pode ser desconsiderado temos
82gb 2 8gb of)
el V3¢ — & =~ (5.85)

Utilizando o mesmo tipo de aproximacao feito para a equacao acima obtemos, para a
fronteira z = 0

¢ 09
assim como o deslocamento na superficie é dada por
1 (0¢
=— | = . 5.87
g g ( 8t >z=0 ( )

Sendo assim, tomando uma escolha apropriada de e isto é, uma escolha que represente
uma explosao a uma profundidade®” z = h,
0N}
ot
Nosso problema se reduz a resolver a equagao (5.85) impondo a condi¢ao dada pelas
equagoes (5.86) e (5.88) bem como as condigoes iniciais

= 26(2)8(2 — h)S(t). (5.88)

0
QS(CU? <, t)|t:0 =0= (’“)_? t=0 - (589)
5.6.2 Justaposicao das transformadas
Introduzindo a transformada de Laplace, ¢(z,z,5) = / - e *'¢(x, z,t)dt, na equacio
0
(5.85) e utilizando a equagao (5.88), podemos escrever®
27 ons 00,
s“Pp(x, z,8) — c*Vp — 95, =¢ d(x)d(z — h). (5.90)
2

Tomemos agora a transformada de Fourier dupla,®

Sems) = [~ e [T e NG 5)ds

para cada um dos termos da equacao (5.90) temos

5TIsto corresponde a um impulso radial no ponto (z,2) = (0, k) no instante t = 0 com magnitude c.
580 lado direito da igualdade é devido & propriedade de filtragem da funcéo delta de Dirac.
590 deslocamento de —h na varidvel z foi tomado por conveniéncia.
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Sow,z8) = $HEm, S)

—V20(r,2,8) — < 252 )&5(5 7,5)
2pi 2pz

o _ _
—g&(b(m,z, S) - Zgn¢(£ n,s )
A6(x)6(z —h) — 02.

Rearranjando os termos acima podemos escrever

3€,m,5) = 1( 1 ), (5.91)

E 402+ % — 4

que representa a solucao do problema transformado.

5.6.3 Inversao da justaposicao

Seguindo o método de Cagniard-de Hoop iniciamos o processo de inversao da justaposicao
aplicando a inversa da transformada de Fourier dupla,

Ba,ors) =5 [ e [ emGE . )

na equagao (5.91), ou seja

_ 1
i zEm z
88 = s [ e [~ ( +W+§_%)m,

c2

Calculamos inicialmente a integral na varidvel 7, ou seja,

= _explin(z = 1)
dn. 5.92
[ el (5.9

Para tanto, consideremos as seguintes mudancas de variavel

2 .
42 2= o N2 =2 p?

c?’ c2

2 .
:‘£2+772+‘Z—2—Zc—g77=f12+772—2377=(772—2377+32)—BQ+A2=(77—B)2+A2-

Além disso, sendo v = n — B podemos reescrever a integral 5.92 na seguinte maneira

/o:o expli (B;;::}z\g —h)] dv = exp[iB(z — h)] /O:O eXpI[)Z'QU—(:’)\—z bl dv.

60Para facilitar a escrita e a visualizacao utilizamos a notacio exp(x)= e®.
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Sendo u = v + ia uma varidvel complexa, v o contorno dado pela Figura 5.14 e f(u) =
expliu(z — h)]

calculamos
uz 4+ 22

Af(u)du:/CR f(u)du+/1;f(v)dv. (5.93)

Uma vez que as singularidades de f(u) sdo os pdlos i\ e —i), e a tnica singularidade de

Tm (u )

Cr

2y
S

R R

—iNe

Figura 5.14: Contorno para o calculo da integral de f(v).

f(u) no interior de v é i\ podemos escrever, pelo teorema dos residuos®, que

[y = 2 s :3) = 2 i = )1 () = 2P
de onde obtemos
[yf(U)du = /CR fuw)du + /};f(v)dv = ;exp[—/\(z — h)]. (5.94)

Tomando o limite R — oo na equacao acima temos, pelo Lema de Jordan, que / f(u)du
Cr

tende a zero de onde podemos escrever

[ etk 1)

PRt E Z.]_gndn = exp[iB(z — h)] {Zexp[—)\(z — h)]} )

Substituindo o valor de B, B = Z—,
2c2

na definicao da inversa da transformada de Fourier dupla podemos escrever

B2 5) = ﬁexp [_gz;ﬁh] /_O:o expliéx —)\|z — h|A] dé (5.95)

na equagao acima e substituindo a equacao acima

61Ver Secao 1.4.3.
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na qual
2
— VBB = e+ 4 I
c C

Em analogia ao que fizemos na aplicacao anterior®®, devemos destacar duas regioes do
plano complexo £ a partir dos pontos de ramificacao do integrando da equagao (5.95),
isto é, a partir dos pontos

2 g2
§==+1i& onde &= —+— € R.
4ct

Tomamos os ramos de corte como sendo os segmentos a partir dos pontos de ramificagao
£ =& e & = —i&y até oo e —o0o, respectivamente, ao longo do eixo imaginario do
plano complexo £, como nos mostra a Figura 5.15. Na regiao onde —¢&; < Im(§) < &

Plano &

23]

A\
&

B

Figura 5.15: Plano £ e representacao do caminho de integracdo sendo os pontos A e B os
correspondentes aos valores p = 0 e p = 00, respectivamente.

temos que Re(\) > 0 e desta forma a integral da equagao (5.92) converge. A integral
da equagao (5.92) é uma solugao particular da equagao (5.90). Para obtermos a solucao
geral, calculamos a solucdo geral do problema homogéneo, ¢y (z, z,s), e somamos com
uma solucao particular da equagao nao-homogénea, anteriormente obtida.

Pela equagao (5.90) temos que a equagao homogénea é dada por

on

g82 =0.

82(51{(1’7 z,8) — Vi —

Introduzindo, na equacao acima, a transformada de Fourier na varidvel z, 5(5 ,2,8) =
o0 —

/ exp|—i & x]oy(x, z, s)dx, temos
—o0

5,02 0 ~
R

62Ver secao 5.5.
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Como a equagao acima é uma equacao diferencial ordindria em z consideramos que ¢ =
eP? e substituimos na equacao acima, de onde obtemos

—p" —gp+ (s° +FE) =0

| g
Loafez 2L T
P=5a £+ +4

A partir da definicao de A podemos escrever

com solugoes dadas por

-9
= — 4 ),
p 2c2

de onde segue que®?

36,209 = Sal@esp |5 22| + g |22 +22].

Como, por hipétese, ¢ deve ser limitada no infinito temos que b(§) = 0. Introduzindo a
_ 1 00 ~
transformada de Fourier inversa na variavel £, ¢y (&, 2, s) = o / expli x &|d(z, z, s)dzx,
T J—o0

podemos escrever a expressao geral para ¢(z, z, s) satisfazendo a condi¢ao de limitagao
no infinito, isto é

o(z,2,8) = 417T exp l_ng—Czh] /O:o ol _)\‘Z i e (5.96)
+e><1°[f7j/20] | esplige = A2)a()de,

onde a(§) é uma fungao arbitraria de £. Aplicando a transformada de Laplace na condi¢ao
(5.86) podemos escrever

0¢(x, 2, s)

o para z = 0. (5.97)

s*¢(r,2,8) =g

Temos, pela equagao (5.96), que:

A 0¢(x, 2, ) oo = {—Cg} exp [gh] /00 expli§ x — h\| it

0z 2¢2 2¢2 o0 A
gh oo expli€z — h)] 5.8
+exp [ 2021 /_ - . (\)de (5.98)

+ [;—C“Z] / expliz]|a(&)dE —i—/ expliz|(—=A)a(&)dE.
Além disso, podemos escrever

s s [gh} /00 expi§ x — h\|

4 E(b(a:,(),s) ?exp S| | ) dé + — / expli§z|a(§)dé  (5.99)

630 fator 1/2 foi introduzido nas fungdes a(€) e b(€) por conveniéncia.
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Igualando o lado direito das equagoes (5.98) e (5.99), agrupando as duas primeiras in-
tegrais da equac@o (5.98) e a primeira integral da equagao (5.99) e agrupando as duas
ultimas integrais da equagao (5.98) e a ultima integral da equagao (5.99), podemos escre-
ver

exp l%l {/_O;exp[igx—hx] l‘;—i Qi _ ]dg}

2\
2
Ao o

ou ainda
oo , 52 g 1 gh 52 g
/_Ooexp[zfx] {a(f) [5+@+Al + 3, eXP [@ —)\h] [;—F@ — Al pd€ =0,
de onde segue que
1 gh 2\
=—= “— — A {l— 55— . 5.100
a(§) )\eXp[QQ ]{ %JF%JF)\} (5.100)

Substituindo o valor de a(§) na equagao (5.96) e separando a parte real podemos escrever

z—h o explifx — (z + h)A

1 z—h % expliéx — (z + h)A]
TP [_g 2¢2 ]Re{/o R Y d{f}'

Segundo o método de Cagniard, para obter o valor de ¢(z, z, t) devemos reescrever o lado
direito da equacgao acima como a transformada de Laplace de alguma funcao, ou seja,
oo

b= / exp|—st|T(t)dt, pois desta forma seguird, por inspegao, que ¢ = 7. Para tanto,
0

iniciamos por procurar « tal que®
ix — PN = —st +ia (5.102)

onde, [ serd ora (z — h) e ora |z — h|. Isolando a), introduzindo a definicdo de A e
elevando os dois lados da igualdade ao quadrado temos

9 1/272
{ﬁ (62 + 5+ g) ] = [~st —i(¢x — @))%,

4ct

de onde

5282 N 6292

ST S+’ 2ista=0.

(5% 4 2%) — 26x(a +ist)* +

64Note, pela equacao (5.101), que tal a é conveniente.
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Resolvendo a equacao acima em £ podemos escrever

2x(a+ist) + \/4 [1}2(0( +ist)2 — (8% + 22) (5252 48 404
7 2(5% + 22?)
(5.103)

—$2t2 +a? + 2istoz)]

Sendo A o termo no interior da raiz quadrada temos que

4.2 4.2
6 B + 325%2 — 20’ — 2iF%st o

A = (2%a® — 2*s** + 2ix’sta) — %4
2322 © 232
! fzs fc + (2%s%*? — 2%a® — 2iz?st a).

Como os termos entre parénteses se anulam rearranjando a equacao acima podemos

escrever
282 2 2 )
A=) B0 ) (- o) 2is o
1
Mostremos que ao escolher o = 29\/ t* — — (8% 4+ 2?) podemos escrever A como um
C

quadrado perfeito.

62 2 52 2 2 1
: Lr @) S0 DR - (8 )

o (22 + %) —
—2if*st %\/lf/2 - 6—12(52 + 22),

A= —

de onde segue que

A 2 22 gt 1
%(:BQ—J—ﬁQ)—{—SQtQ—L—@ tz_g(ﬁQ_‘_xZ)

32 - 4c? c
ou ainda )
1 1ty
A = 32 12— (32 2y 222
4 [S\/ c? (6% +27) 2c ]
Substituindo o valor de A e de a na equagao (5.103) obtemos
1 1 1 ’
qx . ttyg
5 2 — 9(52 +a2?) +wist+ | [? {3\/# — §(52 +22) — gl
7 (8 +a?)
Tomando apenas o valor negativo da raiz quadrada e substituindo = (z + h) podemos
escrever
. [% —(z+ h)g] Ve —a? — (2 + h)? + it {%(z +h)+ xs] 5108
B 22 + (2 + h)? '
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na qual £ é um parametro real que varia de zero a infinito, como nos mostra o caminho
AB destacado na Figura 5.15. Para a primeira integral substituimos z+h por |z —h|. As
deformagoes nos caminhos de integragao dadas pela equagao (5.103) sdo possiveis uma
vez que pelo teorema de Cauchy e pelo Lema de Jordan nao existem contribuicoes dos
polos e os arcos no infinito vao a zero. Visto que para t = 0 temos

_i[#5 -
(22 + (2 + h)?] 2

Y

uma parte do novo caminho de integracao se da ao longo da parte negativa do eixo
imaginario. Entretanto, ao longo do eixo imaginario os integrandos sao imaginarios puros
e sendo assim, nao contribuem para o calculo das integrais.

Desta forma, podemos escrever as duas primeiras integrais da equagao (5.101)
em termos da varidvel ¢, isto é5°

Lol M f o e g ]
%eXp [_g 2¢2 ] e /0 (12 — k2)1/2

_ s exp | —st + L(t2 — k2)1/?
e [—g—z h] Re {/ all el — ) }dt
0

(5.105)

27 2c2 (12 — k3)1/2

onde

1 1
ki = E[I2+(z+h)2]1/2 e ky = E[x2+(z—h)2]1/2.

Claramente a primeira integral da equacao (5.105) é nula para 0 < p < ky, e a
segunda é nula para 0 < p < ko. Sendo assim, por inspecao, temos que a contribuicao
da primeira e segunda integrais da equagao (5.101) para o valor de ¢(z, z,t) é dada por

2c2
o (2 — k212
1 exp |—g52]| cos [L(1 — k3)V2| H(t — k)
I (82— k3)1/2

1 exp [—gz_h} cos {%(F - k%)l/ﬂ H(t — k)

(5.106)

na qual H(t) é a funcao de Heaviside.

Passemos agora ao calculo da terceira integral da equacao (5.101). Introduzindo
a mudanca de variavel de £ para t temos:

Lt g

—exp

27 2¢? 1 s+ Gu(b)](t* — kT)1/?
1 2 —h oo Fy(t)exp [—st + Lt - ]{;%)1/2]
——exp |—¢g Re / dt
o 2c2 oy [s + Ga(D)](£* — kP)1/2

550Observe que para obter estas integrais utilizamos a equagao (5.102), com as definicdes de o e f3,
sendo 8 = z + h na primeira integra e § = z — h para a segunda.
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na qual

Fia(p) = ;[(w%ﬂ) + w_z_7],

Gi2(p) = [( 12)1/2 (w - ﬂ , (5.108)
irs — (z + h)(s? — k?)1/?
2k? '

A partir da expressao dada pela equagao (5.107) e lembrando que

e P

— —st ,—G1,2(p)(t—p)
= e e 7L dt
S + Gl’g (p) /p

podemos reconhecer a integral como a transformada de Laplace de alguma funcao e
conseqilentemente encontrar a contribuigao da terceira integral da equagao (5.101) para
o(x,2,t), isto é

z—h ¢
~Fexp [—9 53 ] H(t — k1)Re {/k Fi(p)(p® — k) ~'/?

T
exp | 5207 — k)2 — (t = p)Ga(p) | dp}
g z—h ot _ )
—;GXP [—9 9c2 ] H(t — kp)Re {/kl F2(P)(p2 - k%) 2
exp %(p2 — k})"? = (t — p)Ga(p) dp}

Finalmente, das equagoes (5.98) e (5.101) temos que®
1 exp [—g52

y [ cos [£(2 = )V H(t = ky)

x,z,t) = - 2 )i
1 exp {—g";rf] oS [%(tQ — k%)l/z} H(t — ky)
27 (12 — k3)1/2

[ z—h] t
~Lexp | g5 | Ht = k)Re { [ F(p)(* = k)

2¢% | .
ex ER 2V (t - p)G —d

[ 2z —h] t
~Loxp | —g% 7| Hit = kRe { [ Fao)? ~ k)

2c¢% |

exp [0 — )2 — (1 — p)Gilp) | d

que ¢ a solucao do problema de partida.

66Note que k; depende de z.

105



Apendice A
Funcao delta de Dirac

Na mecanica o impulso de uma for¢a f(¢) atuando no intervalo de tempo a <t < a-+¢é
definido por uma integral de f(t) de a até a+¢e. O caso em que £ — 0, ou seja, o impulso
de uma forca atuando somente por um instante, é de particular interesse pratico.

Vamos considerar a funcgao:

Da defini¢ao de f.(t) concluimos que a drea abaixo da curva é unitdria, isto é, o impulso
é unitario, ou seja, a integral:

a+e ate ]
Igz/ fg(t)dt:/ —dt=1.

sea<t<a+e

OMm | =

set<aout>a+e.

Agora representamos f.(t) em termos de duas fungdes degrau

£(8) = éu(t —a)—ult—(a+2).

Tomando a transformada de Laplace temos

—ES
1—e

LIf(0)] = /0 TR (betdt = /0 Lt —a) = ut — (a+ &)Je—tdt = o

9 ES

O limite de f.(t) para ¢ — 0, denotado por §(t — a), é chamado “funcao”delta de Dirac.
Utilizando a regra de L’Hopital para calcular o limite temos:
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LI5(t — a)] = e~

que, para a = 0 fornece L[0(¢)] = 1.

A defini¢ao de 0(t — a) implica que esta nao é uma fungao no sentido ordindrio
do calculo, mas uma funcgao generalizada, isto ¢, uma distribui¢ao, uma vez que, a partir
de f.(t) temos, para € — 0, que

5(t—a):{ o sef=a

0 weiza /Oé(t—a)dtzl.

A.1 Propriedade de filtragem

A funcao delta de Dirac tem uma importante propriedade conhecida como filtragem, isto
[ee]

él, / d(z)f(x)dx = f(0). Para que possamos verificar essa propriedade calculemos a
—00

seguinte integral:

na qual f é uma funcao continua.

Vimos que d(x) é nula para  # 0, logo os limites de integracgdo podem ser
substituidos por —e e . Ainda mais, como f(z) é continua em z = 0, seus valores
no intervalo (—e¢,¢), para ¢ pequeno, nao serdo muito diferentes de f(0). Desta forma
podemos escrever?:

/ Y S(a) f()dr = / " 8(x) f(x)dx = £(0) / C §(x)da.

—oo —€ —€

!De maneira mais geral podemos escrever / 0(x —a)f(z)dx = f(a).

— 00

2Esta aproximacao melhora & medida em que € se aproxima de zero.
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A.2 Convolugao

Em conseqiiéncia da propriedade de filtragem temos que a funcao delta de Dirac é a
funcao unitaria da convolucao, ou seja,

ORTIOR |

—0o0

[e.9] o0

@) —rydr = [ f(m)o(r — t)ydr = f().

—00

A.3 Transformada de Fourier e funcao delta de Dirac

Outra interessante e 1util propriedade da funcao delta de Dirac é que sua transformada
de Fourier é bastante simples de ser calculada. Temos que

FIs(t)] = [ o; 5(t)e kidt — o= — 1.

Aplicando a transformada de Fourier inversa na equacao acima podemos escrever
5(t) = - / otk
27 '

—0o0

Uma interessante utilizacao desta representacao para a fungao delta pode ser encontrada
na aplicacao 5.2.
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Apendice B

Laplaciano em coordenadas
cilindricas e esféricas

B.1 Coordenadas cilindricas

Com o intuito de facilitar a resolugao da equagao (3.2), bem como explorar as simetrias
do problema em questao costuma ser de grande utilidade escrever o Laplaciano num
conveniente sistema de coordenadas, em particular, aqui em coordenadas cilindricas,
como nos mostra a Figura B.1, isto é

r = Trcos¢
y = rsen¢ (B.1)
z = z,

onde —oco < x,y,z2 <00, r>0e0< <27

Figura B.1: Relacoes entre coordenadas cartesianas e cilindricas.

Visto que o Jacobiano da transformacao é diferente de zero podemos escrever os inversos,
ou seja

r=2?+y)"Y?* e tang = % (B.2)

Pela regra da cadeia podemos escrever

109



0 oro 9009 0920

9z 0zor 0106  0z0:
g  ord 090 0z 0
dy ~ dyor  oyde  dyoz
o 0
9z 9z

Utilizando as equagoes acima, bem como as equagdes (B.1) e (B.2), podemos escrever o
laplaciano em coordenadas cilindricas, isto é!
ou 10u 10%°u 0*u

2 _ou 1 Louw gy
Viu(r, ¢,2) = or? +T8T +r28¢2 + 022"

(B.3)

B.2 Coordenadas esféricas

Consideremos agora as coordenadas esféricas como nos mostra a Figura B.2, ou seja

xr = rsenfcoso
y = rsenfsenq (B.4)
z = zcosb,

onde —co < z,y,2 <00, 7>0,0<p<2me <l <.

Figura B.2: Relagoes entre coordenadas cartesianas e esféricas.

Efetuando célculos similares aos da secao anterior, porém agora utilizando a
equagao (B.4) ao invés da equagao (B.1), temos que o laplaciano em coordenadas esféricas
é dado por

Pu  20u 1 0%*u cothou 1 0%
2u(r, ¢,0) = 24y 200 Z U cotfou 1 G B.
Viu(r, ¢,0) Or? + r Or + r2 062 + r2 00 * r2sen 26 0¢? (B5)
!Lembrando que % = g—; =0.
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Conclusoes

Os numeros complexos tém sua primeira aparigao na literatura no livro Ars Magna,
de G. Cardano, publicado em 1545 onde foram utilizados como uma ferramenta para
a resolucao de equacoes de terceiro grau, entretanto a teoria de numeros complexos
ganhou importancia apenas dois séculos e meio mais tarde, em 1806, quando J. R. Argand
traduziu, para o franceés, o texto de C. Wessel, originalmente escrito em noruegués, no
qual se faz uma associacao entre um ntimero complexo e um ponto no plano.

A importancia dos nimeros complexos ficou evidente no século XVIII com o
surgimento da teoria de fungoes de variaveis complexas, uma das mais notaveis e apaixo-
nantes descobertas da matematica. Da contribuicao dada por Gauss, Euler, Cauchy,
Riemann, Weierstrass, entre outros, a teoria se desenvolveu e encontrou aplicagoes em
varios campos da matemaéatica como, por exemplo, na teoria dos niimeros, na geometria
e na topologia algébrica.

Neste trabalho, a teoria de fungoes de uma variavel complexa é estudada. Tal
teoria tem aplicacoes em diversos ramos do conhecimento que dependem de formulagoes
matematicas como, por exemplo, a Fisica Tedrica e diversos problemas em Engenharia,
principalmente os descritos por equagoes diferenciais. Nestes casos, o conceito de trans-
formadas integrais é de fundamental importancia. Com seu auxilio pode-se transformar
uma equacao diferencial dada em uma outra equacao, mais simples de ser resolvida,
recuperando-se a solucao da equacao original através da transformada inversa. E no
calculo das transformadas inversas que se faz uso da teoria de varidveis complexas, em
particular, do teorema dos residuos.

Além do interesse de estudar mais a fundo a teoria de varidveis complexas,
tinhamos neste trabalho o intuito de resolver problemas de propagagao de ondas, em
particular, pulsos sismicos. Por estas razoes, no primeiro capitulo desenvolvemos a teoria
necessaria para obter o teorema dos residuos e no segundo capitulo fizemos um estudo
das transformadas de Fourier, Laplace e Hankel.

Em geral, problemas de propagacgao de pulsos sismicos sao descritos por equacoes
diferenciais parciais de segunda ordem do tipo hiperbdlico, tendo dominio espacial infinito
ou semi-infinito e condig¢oes de contorno especificadas. Tais equacoes podem ser resolvi-
das através da metodologia das transformadas de Fourier e Hankel na parte espacial e
Laplace, para eliminar a dependéncia temporal, o chamado método da justaposicao de
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transformadas. Este belo e poderoso método nos conduz, em geral, a equacoes algébricas,
cujas solucoes sao, na maioria dos casos, mais simples de serem obtidas. Neste ponto,
para recuperar a solucao do problema de partida, devemos calcular as transformadas
inversas. A ordem de inversao das transformadas, em geral, depende do problema em
consideracao.

No quarto capitulo deste trabalho nos dedicamos ao estudo do método proposto
pelo famoso matematico francés L. Cagniard, bem como uma de suas modificacoes, pro-
posta por de Hoop, para o calculo de inversao da justaposicao de transformadas.

No quinto capitulo foi dado um sentido prético aos conceitos anteriormente
desenvolvidos, na segao 5.1 é feito um interessante uso de contornos de integracao no
plano complexo, através do qual obtemos importantes relagoes entre fungoes hiperbélicas
além de uma representacao para o nimero irracional 7 historicamente atribuida a Leibniz
a0 passo que na Secao 5.2 foi utilizado um principio andlogo ao do método de Cagniard
envolvendo a transformada de Hankel para a resolucao de um problema de céalculo do
potencial elétrico. Além disso, no quinto capitulo pudemos compar o método de Cagniard
com o método de Cagniard-de Hoop, uma vez que resolvemos uma série de problemas
praticos utilizando, ora o método de Cagniard e ora o método de Cagniard-de Hoop.

Apoés o desenvolvimento do quarto capitulo ficou nitido o porqué da solicitacao
de alguns geofisicos junto com C. Hewitt Dix para que este publicasse um estudo sobre o
método de Cagniard evitando os detalhes matematicos utilizados. O método de Cagniard-
de Hoop além de ser mais simples de ser compreendido nos possibilita resolver uma gama
maior de problemas como pode ser visto nas segoes 5.4, 5.5 e 5.6. Além disso, ao utilizar
o método de Cagniard para resolver problemas de pulsos sismicos é comum encontrar
expressoes bastante complicadas, as quais sao, em boa parte dos casos, evitadas ao utilizar
o método de Cagniard-de Hoop.

Sendo assim, concluimos que, apesar de o método de Cagniard ser uma excelente
ferramenta para o calculo da transformada inversa na justaposicao das transformadas, o
método de Cagniard-de Hoop se mostra mais eficiente e aplicavel.

Convém ressaltar, ainda, a evolucao da teoria de variaveis complexas bem como
sua contribuicao tecnoldgica que passou de um estudo de raizes de equagoes ciibicas para
uma contribuicao no entendimento de fendmenos ondulatérios como a propagacao de
terremotos, maremotos e transmissao de dados por satélites.

Um continuacao natural deste trabalho é atacar problemas um pouco mais com-
plicados (talvez um pouco mais reais) onde as chamadas fungoes especiais desempenham
papel importante. Em particular citamos os trabalhos de Moshinskii[26] onde as fungoes
de Legendre de segunda espécie se constituem na solugao e Nikoskinen-Lindell[27] onde
agora as funcoes de Bessel fornecem a solugdo. Por outro lado, Duffy[28] utilizando a
transformada de Hankel, conduz um problema envolvendo ondas advindas de explosoes
vulcanicas, num outro problema cuja solugao também é dada em termos de fungoes de
Bessel.
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Uma outra abordagem pode ser o estudo de variagoes mais eficientes do método
de Cagniard conforme a proposta de Murrel e Ungar[4]. Enfim, como um outro tipo de
aplicacdo podemos citar o estudo das relagoes de dispersao[9] onde o teorema dos residuos
e o valor principal de Cauchy desempenham um papel crucial.?

2Convém resaltar que devemos preparar uma nova versio do trabalho[17] a fim de submeté-lo a
publicacao.
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