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Resumo vi

Resumo

Nesta dissertagdo apresentamos uma descrigio do formalismo matematico
das teorias de gauge introduzindo os conceitos de grupos e &dlgebras de
Lie, fibrados principais, conexdes e curvatura. Em seguida introduzimos
as dlgebras de Clifford e os spinors, tais conceifos so utilizados no capitulo
final onde apresenta-se algumas de suas aplicagoes em teorias de gauge. Uma
aplicagio é dada pelas formas diferenciais assumindo valores em uma dlgebra
de Clifford: mostra-se como as formas de conexao e curvatura sdo dadas por
formas a valores em dlegebras de bivetores, estas (iltimas so as &lgebras de
Lie dos grupos Spin. Outra aplicagao consiste em mostrar, usando o Teore-
ma de Periodicidade das dlgebras de Clifford, como algumas transformacoes
conformes do espago-tempo sdo dadas pela acdo do grupo $pin(2.4) sobre
paravetores R + B!, Finalizamos mostrando 2 construgdo de monopolos
¢ instantons através do teorems de inversio para spinors de Pauli € Dirac.
vistos como elementos de sub-dlgebras pares de dlgebras de Clifford. e a es-
treita relacio deste teorema com as fibracdes de Hopf, ilustrando a relacio
existente entre Topologia e Fisica.
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Abstract

This dissertation begins with a description of the mathematical formulation
of gauge theories, introducing the concepts of Lie groups and Lie algebras,
principal bundles, connection and curvature. Then, Clifford algebras and
spinors are introduced. The final chapter presents some applications of Clif-
ford algebras in gauge theories. The first application is given by Clifford
algebra valued differential forms: we shown how the connection and curva-
ture 2-forms are given by bivector algebra valued forms, bivector algebras
are the Lie algebras of Spin groups. Another application consist of showing.
through the Periodicity Theorem of Clifford algebras, how some conformal
transformations of the space-time are given by the action of the $pin(2.4)
group over the paravectors B+R*%!. In the last application, the construction
of monopoles and ingtantons is presented through the Inversion Theorem for
Pauli and Dirac spinors, considered as elements of the even sub-algebra of
the Clifford algebra. The close relationshin between this theorem and the
Hopf fibrations is emphasized. ilustrating the link between Topology and
Physics.
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Introducao

Nag Gltimas décadas do século XX viu-se uma notavel e frutffera reapro-
ximagdo da Matemética e da Fisica, mals especificamente nas dreas da ge-
ometria e topologia e na fisica de particulas e campos, gracas aos trabalhos
de vérios eminentes clentistas, alguns dos guals agraciados com medalhas
Fields como por exemplo Atiyvah, Connes e Witten. Disso emergiu uma
ativa drea de pesquise atual, até mesmo porque, em fungio da escassez de
dados experimentaig, a fisica de altas energias tem visto nessas areas da
Matematica uma espécie de laboratdrio para procurar desenvolver suas teo-
rias. O objetivo desse trabalho, modesto é verdade, nio s6 pela natureza
de uma dissertagido mas sobretudo pela sofisticagio inerente 4s pesquisas
atuais, € abordar alguns assuntos gue se encontram nessa interface. Desses
assuntos, nos parecen oportuno e importante considerar as teorias de gauge,
que sem duvida sdo o principal paradigma da fisica de particulas e campos,
e as dlgebras de Clifford, que além da sua importdncia fundamental na des-
cricdo de particulas de spin 1/2 como o elétron, mostrou-se fundamental na
formulacao da geometria ndo-comutativa de Connes, que é um ambicioso
programa visando formular uma nova € mais abrangente base para a fisica
e a geometria, aproveitando para ainda discutir algumas aplicagGes dessas
algebras de Clifford nas teorias de gauge.

Com relacdo s teorias de gauge, neste trabalho abordaremos alguns
conceltos matemdticos que permitem descrever de maneira rigorosa os ob-
jetos estudados nessas teorias. E bem conhecido hole em dia que & teoria
de conexdes em fibrados principais desempenha perfeitamente esse papel,
embora a Teoria dos campos de Gauge tenha sido estudada, em seu infeio, a
partir do trabalho de Yang e Mills publicado em 1954, independentemente
da matematica das conexGes em fibrados principais.

O fato de que o concelic de simetria é fundamental em teorias de
gauge fol expresso pelo préprio Yang em seu artigo! intitulado ‘Magnetic

TEste artigo pode ser encontrado nos Selected Papers de C. N. Yang.



Introducao xi

monopoles, fiber bundles and gauge fields™

“Maxwell's equations and the principles of quantum mechan-
ics led to the idea of gauge invariance. Attempt to generalize
this idea, motivated by physical concepts of phases, symmetry,
and conservations laws, led to the theory of non-Abelian gauge
fields.”

A simetria dos campos de gauge ¢ descrita matematicamente por um grupo
de Lie ¢ denominado grupo estrutural do fibrado que descreve a teoria de
gauge em questdo. Em muitos casos, o grupo G € um grupo Spin(p, g), o
qual € construido a partir de uma algebra de Clifford.

As dlgebras de Clifford surgiram em 1878 através da unificacdo da 4lgebra
dos quatérnions e da dlgebra exterior de Grassmann em um Unico sistema
algébrico. O sistema assim obtido é perfeitamente adaptado & descricdo
da geometria ortogonal de um espaco vetorial arbitririo de dimensdo fini.
ta. Como a maloria das simetrias estudadas em teorias de gauge sao dadas
por transformacoes ortogonals, € natural que existam diversas aplicacoes de
dlgebras de Clifford em teorias de gauge. Estudar conexges em fibrados prin-
cipais assim como as algebras de Clifford e os spinors e apresentar algumas
destas aplicaces é o objetivo deste trabalho de mestrado.

No capitulo 1 sao apresentados os conceitos matematicos necessdrios para
a compreensdc da formalizacio das teorias de gauge. Assim, introduzimos
um minimo de grupos e Algebras de Lie, o conceito de espaco fibrado, fibrados
principais e vetoriais incluindo alguns exemplos de fibrados. Em especial,
apresentamos as fibracdes de Hopf 81 — —5° — 5% & 8% — —§7 ——y §4,
as quals serao usadas no capitulo final quando abordarmos a construcio de
monopolos e instantons.

O capitulo 2 introduz as teorias de gauge via conexdes em fibrados princi-
pals. Sdo apresentadas trés defini¢des equivalentes de conexao e comentamos
sobre seu significado relacionando o conceito geométrico de “levantamento
horizontal” ao conceito fisico de “escolha de gauge”. Definimos a curvatura
da conexao cujo significado fisico é a intensidade do campo. Apresentamos
o Lagrangiano de Yang-Mills e deduzimos a equagio de Yang-Mills no vécuo
a partir do principio variacional. Finalizamos o capitulo com uma discussio
sobre teorias de gauge formuladas via conexdes em fibrados vetorials, pois
este conceito sera necessdrio no capituio final.

As élgebras de Clifford sdo introduzidas no capitulo 3. Merece destaque o
teorema de periodicidade das dlgebras de Clifford. Dentre as aplicacdes deste
teorema estd a classificacdo das dlgebras de Clifford em termos de dlgebras
de matrizes sobre R, C ou H e o estudo das transformagdes conformes do
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espaco-tempo de Minkowski R através da acdo do grupo $pin(2,4) sobre
os paravetores de Cé; ;. Definidos os grupos Spin(p, ¢), podemos apresentar
o conceito de spinor. Spinors podem ser vistos como objetos contendo as
informacgoes sobre o sistema fisico estudado e pertencendo a algum espago
que estd submetido a acio de uma simetria; pode-se dizer gue esta sime-
tria fornece a “estrutura” do objeto estudado. Apresentamos a definigdo
de spinors operatoriais. Em muitos casos, o espago dos spinors operatoriais
coincide com a sub-dlgebra par de uma dlgebra de Clifford. Utilizando tais
spinors, as operagoes que associam suas grandezas observaveis (og covari-
antes bilineares) podem ser dadas de maneira bastante compacta, conforme
visto no capitulo final.

No capitulo 4 sdo apresentadas algumas aplicacoes de dlgebras de Clifford
em teorias de gauge. Comecamos definindo o fibrado de Clifford e mostran-
do como conexdo e curvatura podem ser dadas em termos de formas que
assumem valores em bi-vetores. As dlgebras de Lie associadas aos grupos
Spin sdo dlgebras de bi-vetores. Comentamos sobre as diversas aplicacGes
em {isica das formas a valores em 4lgebras de Clifford. Discutimos as trans-
formacgdes conformes do espago-tempo através da acdo do grupo $pin{2.4)
sobre os paravetores de Cés; e a possibilidade de aplicar os resultados obti-
dos para encontrar solucdes invariantes por transformacgdes conformes das
equacoes de Yang-Mills. Finalmente estudamos a construcgio de monopo-
los e instantons usando spinors operatorials. As operacdes gie associam o$
covariantes bilineares a0 spinor, quando restritas a spinors unitarios, coinci-
dem exatamente com as fibragdes de Hopf: 5% — 52, no caos dos spinors
de Pauli e §° — &%, para os spinors de Dirac. O Teorema de Inversio, que
permite obter o spinor a menos de uma fase a partir de seus covariantes bi-
lineares € apresentado e verificamos como & expressao obtida dé exatamente
as trivializacdes locais das fibragdes de Hopf correspondentes. Com isso, cal-
culamos as fungdes de transicio cuja classe de homotopia permite classificar
os fibrados em termos dos niimeros inteiros, pois 71(S?) ~ m3(S%) > Z. As
fibragdes de Hopf correspondem & classe 1 de homotopia. Este € apenas um
exernplo do vasto campo de aplicacdes da topologia na Fisica de particulas
€ Campos.



Capitulo 1

Preliminares Matematicos

A idéia fundamental por tris das teorias de Gauge ¢ a simetria das
interagoes, ou seja, a Invaridncia dos campos frente certas transformacoes.
As simetrias sdo estudadas matematicamente pela teoria de grupos. Por
essa razédo, vamos iniciar esta dissertagdo com uma abordagem de grupos e
dlgebras de Lie.

1.1 Grupos e Algebras de Lie

Definigdo 1.1.1 (Grupo de Lie) Um grapo de Lie é uma variedade di-
ferencidvel G que também estd munida de wma estruturae de grupo tal gue
a& Operagoes

(i) -:GxG— G dade por (g1.92) — ¢1- g2
(i) ~:G— G dada por g g~}

sdo diferencidveis.

Um exemplo imediato é o grupo GL,(R) = {4 € M,(R) : det 4 #
0}. A estrutura de variedade segue-se naturalmente pois GL,{R) é um
subconjunto aberto do R“”z; as operacdes de multiplicacdo e inversio de
matrizes séo obviamente diferencidveis, portanto GL, (R} é de fato um grupo
de Lie. Nesta digsertacio estaremos interessados apenas em grupos de Lie
de matrizes, i.e. subgrupos de GL,(R).
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1.1.1  Grupos Cléssicos
O grupo ortogonal

Consideremos uma métrica g em R® de assinatura (p.¢g) comp+g=n

glv.w) = plpt A e PP PPt eyt

denotamos por B*? ¢ espago vetorial (B, g).
Definimos o grupo ortogonal’ O{p.¢) como sendo o conjunto das ma-
trizes reais n X n que preservam g, ou seja

Olp.q) = {T & My(R) : g(Tv, Tw) = glv, ). Wo.we B},

Denotamos por SO{p.¢) 0 grupo ortogonal especial, constituido pelas
matrizes de O(p, ¢} gue tém determinante igual a 1,
Considere a matriz da forma bilinear g em relagdo & base candnica

_{ 5 0
o=(7 %)
T € Olp. q) se, e somente se, T'GT = G, portanto det T = 1.

Proposicao 1.1.1 O grupo ortogonal O{p.¢) ¢ o grupo ortogonal especial
SO{p, q) sdo subgrupos de Lie de GL,(R), ambos de dimensdo n{n—1}/2.

No caso em que a méirica ¢ tem assinatura (n, (), denotamos o grupo
ortogonal simplesmente por O(n), o qual é constituido pelas matrizes T tais
que

T = T. (1.1)

Usando o fato de que 7" € igual ao produto de rotacdes e reflexdes, pode-
se verificar que existe um caminho continuo inteiramente contido em O{n)
ligande T & matriz

10 {3
01 - {
006 - =*1

" Tradicionalmente, no case em que pg # 0, o grupo Olp,g) é chamado de grupo
pseude-ortogonal; a terminologia usada acima ficando resirita aog casos em que pg = 0.
No entanto, para simplificar a terminologia, seguiremos Benn e Tucker {3} ¢ usaremos
“grupe ortogonal” em ambos 03 ¢asos.
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onde o sinal do Gltimo elementc da matriz depende de det T = x1. Portanto
O(n) tem duas componentes conexas Oy(n) = {T € O(n) : detT = 1} ¢
O_{n) ={T € O{n) : detT = —1}. em particular o grupo SO{n) = O, (n)
é conexo.

No caso em que pg # {, dado T € O(p, ¢}. escrevendo na seguinte forma

A, B

Cop Dy
verifica-se [23! que o grupo O{p. ¢) tem guatro componentes conexas descritas
abalxe:

(1} q): det Ay > 0.det Dy > 0
(i1 0 (p g): det A, > 0,det Dy < 0
(ii) O3(p,q): det 4y < 0,det D, > §;
{iv) OZ(p.g): det 4, <0.,det D, < 0.

Além do subgrupo Oi(p, g). também denotade por SO, {p.¢), o qual na-
da mais é do que a componente conexa contendo a identidade. merecem
destaque os subgrupos O7(p, ¢} = O, {p, q)UO_(p,q) e OL(p,q) = O} (p.g)U
0 (p. q)-

O grupo unitario

Consideremos o espago vetorial complexe T". Denotamos por A,(C) o
conjunto de todas as matrizes n x n com coeficientes em C. Note-se que ao
espaco M, (C) = C* pode ser dadsa uma estrutura de variedade diferen-
cidvel real difeomorfa & B2 . Denotamos por GLn( C) o grupo das matrizes
complexas inversivels, o qual é um aberto em B?® ; analogamente ao caso
real, as operagdes de multiplicagdo e inversdo sdo diferencidvels, portanto
GL,(T) é um grupo de Lie.

Definicdo 1.1.2 Dizemos que uma matriz T € Mp{(C) ¢ uma matriz unitéria
se {(Tz, Tw) = {z.w), Yz wel".

Segue-se que uma mairiz é unitiria se, e somente se, T°T = T7T™ = I,
onde T% € a matriz complexa conjugada. O conjunto das matrizes unitérias
forma um grupe que denotaremos U(n}. chamado grupo unitaric. Note-
se gue, pela igualdade acima, det T é um nimero complexo unitério, VT €
U(n). SU(n) = {T € U(n} : det T = 1}, é um subgrupo de U{n) chamado
grupo unitdrio especial.
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Proposicao 1.1.2 Os grupos Uln) e SU{n} sao subgrupos de Lie de
GL,{C), sendo que dimU{n) = 1% ¢ dim8U{n) = n* - 1.

Toda matriz T € U{n) é diagonalizdvel, portanto existe uma matriz
unitaria V tal que T = V' DV, onde D é uma matriz diagonal constituida
pelos autovalores de T, ou seja, qualquer mairiz T € Uln) ¢ equivalente a
uma matriz da forma

ety g 0
0 ei92 1§
O 0 v 6i@n

assim, podemos definir um caminho continuo contido em Uln) ligando qual-
quer matriz T € Uln) & matriz identidade. Portanto, os grupos Uin) e
ST{n) sdo conexos.

Quatérnios e ¢ -grupo simplético

A 4lgebra dos quatérnios H é uma algebra de dimensao 4 sobre o corpo dos
reais R com uma base {1,1. 7.k} (onde 1 é o elemento identidade da algebra)
que satisfaz &s seguintes regras de multiplicacdo.

égmj2=i§,'2m—1;
= —ji=k, k= —kj=1i, ki=—ik=j

assim, um elemento arbitriario ¢ € H se escreve de maneira tnica como
g = apl + a1i + asj + ask. Adicdo e multiplicacdo sao definidas de modo
a satisfazer as propriedades usuals de distributividade e assoclatividade.
Definimos o conjugado de wm gquatérnio ¢ como sendo o quatérnio § =
agl —agi - azj — ask. Vale observar que gg = 47 = 23 af € K. Definimos a
norma de um quatérnio ¢ por: N(g) = {¢g)*/2. Assim como a norma de um
niimero complexo corresponde & norma de um vetor em R?, vemos que a
norma de um quatérnio corresponde & norma de um vetor em B, Podemos
ver que todo quatérnio ndo nulo € inversivel

g#0 == g éinversivel: ¢! = -,

Considerando as matrizes de pauli

= (12) == () (i )
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verifica-se facilmente que a dlgebra dos guatérnics é iscmorfa 4 dlgebra ger-
ada pelas seguintes matrizes de M:(C)

lef: T =—v=loy, Tf:_\f_ig?.: Ty = —+v—log.

De fato. tals matrizes satisfazem as mesmas regras de multilicagdo satisfeitas

por 1,1, 7, 4.
H pode ser considerado um espaco vetorial bidimensional ¢ direite sobre
C. De fato: se identificarmos & = —+/~1, temos que qualquer guatérnio

g = agl + a1 + asj + azk, se escreve de maneira tnica como: ¢ = 1{ag —
azv/—1) + jlaz — a1/ —1). portanto H ¢ um espaco vetorial & direita sobre
. Mais explicitamente, temos o isomorfismo €@ — H dado por

ay + 1 . )
8, ) T ou— B oaj - Bk 2
{ az +if; ) o = Byt + af — ik (1.2)
Se g = (q1,---.gn); P = (p1.....pn) € H' slo vetores quaternidnicos,

definimos seu produto simplético:

(@.p) =Tp1 + -+ Tpon

O conjunto das matrizes n x n com coeficientes em H serd denotado por
My, (H). Como variedade diferencidvel, o espaco M, (H) pode ser identificado
com R

Definicao 1.1.3 Uma mairiz T € M, (H) € dita simplética se {T'q,Tp) =
(g.p), Yg.pe I

Segue-se que uma matriz T € M,(H)} é simplética se, e somente se,
T*T = TT* = I, onde T" é a matriz conjugada complexa. Portanto toda
matriz simplética admite inversa, a qual é também uma matriz simplética.
Segue-se que que tais matrizes formam um grupo, chamado grupo sim-
plético, que denotaremos por Spin).

Proposicdo 1.1.3 O grupo Sp(n) é um grupo de Lie, com dimensdo igual
a 2n° +n.

podemos representar g; = lz; + 92, onde 2, 2,5 € €. Assim, temos uma
correspondéncia natural de H* em £%" dada por:

Como H é um C-espago vetorial & direita, se ¢ = {¢1.....¢,) € H,
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tal aplicaciio define um isomorfismo entre ' e €2 como espagos vetoriais
sobre €. Assim. dada uma {ransformacio linear T sobre H'. temos uma
tranformagio correspondente? T em C%. Esta correspondéncia define um
isomorfismo entre Sp{n) e um subgrupo de GLy,{C). Com um pouco de
conta, prova-se [6] a seguinte

Proposigac 1.1.4 O grupo Sp{n) é isomorfo ao subgrupe de GLo,(C) for-
made pelas matrizes unitdrias gue preservam a sequinte forma bilinear:

n
Z(mi Yign = LitnYi)

=1
chemada forma simplélica.

A matriz dos coeficientes da forma simplética na base candnica é:

=(55)

onde I é a matriz identidade n x n. Portanto uma matriz T € GLo,(T)
preserva a forma simplética se, e somente se, T?JT = J. O conjunto de tais
matrizes forma um grupo que se denota por Sp,(C). Obviamente pode-se
dar uma definicdo andloga do grupo Sp,(RE). E imediato ver que Sp{n) =
Sp2n(C) NTU{2n).

1.1.2 Acdo de grupos de Lie em variedades

Definicdo 1.1.4 Seja G um grupo de Lie ¢ M uma variedade. Uma agao
de G sobre M € uma aplicacdo diferencidvel ¢ : G x M — M gue satisfaz
as sequintes condicdes:

(i) oleep)=p VpeM

(i) olar,0(92.p)) = a(g192.0).
onde e € G € ¢ elemento identidade do grupo.

Definigio 1.1.5 Seja 0 : G x M —3 M a acdo de um grupo de Lie G em
uma variedade M. Dizemos gque a agdo ¢

{a) transitiva se, pare cada p1,pe € M, existe um elemento g € G tal que
‘g(g:pi} == Dy

ZNoie-se que toda transformacic H-linear em I é C-linear, mas a reciproca nie é
vélda em geral.
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{6) livre se todo elemento ndo frivial de G ndo tem pontos fixes, i.e., se
existe um ponto p € M tal que o{g.p) = p, entdo g =e;

{c) efetiva se o inico elemento gue define a agdo triviel € o identidade, i.e.,
se olg,p) = p para todo p € M, entdo g deve ser o elemento identidade
e.

Definicdo 1.1.8 {subgrupo de isotropia) Seja G wmn grupo de Lie que
atua sobre uma varieadade M. () subgrupo de isotropia de p€ A € um
subgrupo de G dado por

Hip)={g9€G:0lg.p) = p}
Hp) é também chamado estabilizador de p.

E facil verificar que H{p) é de fato um subgrupo de G, o qual, pela
continuidade de o, é fechado em G. Um teorema sobre grupos de Lie cuja
demonstragio®, um pouco longa, foge ao escopo dessa abordagem superficial
sobre grupos de Lie. nos diz que: se H.€ um subgrupo fechado de um grupo
de Lie G, entdo H é um subgrupo de Lie de G. Segue-se que qualquer
subgrupo de isotropia H{p) é um subgrupo de Lie de G.

Seja G um grupo de Lie ¢ H um subgrupo de Lie de G. O conjunto
guociente G/H admite uma estrutura diferencidvel que faz de G/H uma
variedade chamada espago homogéneo.

Exemplo 1.1.1 Pode-se provar [34] que
0O(n)/O{n — 1) = SO(n}/SOn — 1) = 57+

Uln}/U{n —1) = SUM}/ST(n - 1) = 5!

Sp(n)/Sp(n — 1) = §4n-1

ou seja, as esferas podem ser vistas como espacos homogéneos.

1.1.3 Campos de vetores invariantes a esquerda

Iniciaremos agora uma abordagem das dlgebras de Lie associadas aos gru-

pos de Lie. Lembramos que um campo de¢ velores sobre uma variedade M

é definido como uma derivagdo: v : C®{M) — C°(M) ou, equivalente-

mente, como uma secado do fibradoe tangente: v : M — TM. Dados dois
3%er Spivak 28] vol. 1 cap. 10.
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campos de vetores v, w em M, definimos seu colchete de Lie como sendo
o campo [v, w] dado por

wwl(f) = vlwf) —wlvf), VfeCT(M)

Pode-se mostrar atraves de um caleulo direto que ¢ colchete satisfar as
seguintes propriedades:

() [X.Y]=-[V.X]

(1) [X,[YVZj+VZX]+Z.[X.Y]=0 identidade de Jacobi

() [fX.gY]=fglX. Y] - f(Xg)V +g(Y [ X

Suponhamos que o campo v gera o fluxo ¢y e que 0 campo w gera o fiuxo
Uy, ou seja, para qualquer f € C(M)

d | d .
= f wr e F {q) I
whllp) = fledp))],_ e (wiilp) = flblp))]
Através de um cdlculo simples, podemos verificar que
2

.0](1)8) = s [ £ 60(0))) — £ (Bl () (13

[

t=s=0

Definicdo 1.1.7 Sejam o e g elementos de um grupo de Lie G. 4 trans-
lacio a direita R, : G — G ¢ a translacdo & esquerda L, : G — G
de g por a sdo definidas por

R,g=ga
Log=ag

As aplicactes Fy e Ly s30 difeomorfismos de G em G, logo suas derivadas
induzem isomorfismos Ly, : TyG — TG e Ry, 1 TG — T3 G. Consi-
deraremos apenas as transiactes a esquerda. O estudo das translagbes a
direita ¢ equivalente.

Definigdo 1.1.8 Sejae X wm campo de vetores sobre um grupo de Lie G. X
é dito um campo de vetores invariante & esquerda se

- !
LG*XLQ = 'Xiag \7!9 £ G

Um vetor V € T,G define wmn dnico campo de vetores invariante & es-
querda Xy sobre G dado por

Xy

=Ly, V. geG
g
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de fato, Xv| = Lo,V = (LoLghV = LauLyV = Lo Xy . Por outro
lado, um campo de vetores invariante & esquerda X define um nico vetor
Vo= X :e € T.F. Vamos denotar o corgunto dos campos de vefores in-
variantes & esquerds sobre G por g. A aplicagdo T.(G — g definida por
V — Xy é um isomorfismo; segue-se que g é um espago vetorial isomorio
a T.G.

Mostremos gue para dois campos de vetores X, Y € g, ¢ colchete [X. Y
também pertence a g. De fato, para qualquer funcio diferencidvel f €
C(M). temos:

LadX,Y]f = [X.Y)foLa)=XY(foLy)=YX(foL)
X(Lon¥ 1) = Y((Loa Xf) = XYf - YXf
XY

i

portanto L, [X, Y1 =[X. V], 1e. [X,Y] €3

Definicao 1.1.9 {dlgebra de Lie) O espago g dos campos de vetores in-
variantes & esquerda em G com o colchete de Lie [-,-] : gxg — g € chamado
algebra de Lie do grupe G.

A seguir mostraremos como construir a aplicacio exponencial de T.G em
G que é uma genersalizacdo. para grupos de Lie arbitririos, da exponencial de
matrizes (ver pag. 10) usada no estudo de sistemas de equagoes diferenciais
ordinéarias.

Definigao 1.1.10 {subgrupo a l-parametro) Uma curva diferencidvel
¢ : R > G € chamada wm subgrupo a l-pardmetro de G se satifaz
a seguinte condicdo

p(t)o(s) = ot + 5).
isto €, ¢ € um homeomorfismo de B em G.

E imediato verificar que ¢(0) = e e ¢(¢)~* = ¢(—t). Dado um subgrupo a
l-pardmetro ¢ : R — G, existe um campo de vetores X tal que

dg
2 X().
7 (&)

Mostraremos agora que ¢ campo X é Invariante 4 esquerda. Considerando
a aplicacdo derivada ¢. : TR — Ty G temos

A2 =% — x| de g = B{t).
¢ (dt't) dt |+ o ondeg=alt)
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Seja L; : R —» R dada por Li(z) =+ z, vemos que (Lt)*gf% = %et logo

. d
{OLt)«

__1\ = . L ia = X|
dlo = Ol = ly

Observando a comutatividade® ¢L; = L,é, onde g = ¢(¢)temos

_ d ) d|
@*Lt*&—t- o — gg*Qx’JgiO [ Lg*X’S.
= Ly Xl =X|,

logo, a tode subgrupc a l-pardmetro estd associado um campo de vetores
invariante 4 esugerda. A reciproca também € verdadeira ({28 vol.l cap. 10).
Segue-se que existe uma correspondéncia biunivoca entre subgrupos a um
parametro de G e campos de vetores invariantes & esquerda.

Definigdo 1.1.11 (aplicagao exponencial) Seja G um grupo de Lie e
V e T.G. A aplicacdo exponencial exp : T,G — G € definida por

exp{V) = ¢y (1)

onde ¢y € 0 subgmpo a I-pardmetro de G gerado pelo campo de vetores
invariante @ esquerda Xy%g =Ly (V).

Seja G um grupo de Lie de matrizes e A € T.G, nesse caso a aplicagio

exponencial € dada por

2 n
exp( A) =I+§L%—---+%+m

pode-se provar com facilidade que essa série converge absoluta e unifor-
memente sobre qualquer conjunto limitado de mairizes. Dadas matrizes
A, B tais que AB = BA, temos que exp{4 + B} = exp{A)exp({B). Dados
A, B € g, o colchete de Lie [A, B] € g coincide com o colchete usual da
dlgebra de matrizes [4, B] = AB — BA.

Agora vamos “calcular” as dlgebras de Lie de alguns dos grupos classicos
vistos anferiormente. Para isso, precisamos de algumas propriedades da
aplicacdo exponencial, pois esta nos déd a ligacdo entre o grupo de Lie e sua
dlgebra. Para tanto. precisamos da seguinte

4

oLi(z) = olt+2) = o{D)(x) = Lyb(a).
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Propoesicaoc 1.1.5 Para gualguer matriz T,
det(exp(T)) = (T2

Seja V € u{n) um elemento qualquer da dlgebra de Lie do grupo U(n).
Entao V = +'{0), onde v(¢) é uma curva passando pela identidade 7, como
~(t) &€ U{n), temos para quaisquer v.w € T

(Yo ythw) = (v, w) = (o, ¥ (0w + {(Y{D)v,w) = 0.

Segue-se dai que V' = +/{0) é uma matriz anti-hermitiana complexa, ou
seja, V = [Vl e Vi = =V 4.

Dada uma matriz T anti-hermitiana, considere o caminho (#) = exp(¢7T).
Logo

t

o~ d
+{t) T /1)
7 {2) Zdt /n

n=0
o0

= > M (n-1)!

=l

= Tv(t).

Segue-se gque para todo v, w € T

%('r(t)v; y(thwy = (v, Y (Bw) + (Y (), v(t)w)
= {y(t)v, Ty(thw) + (Ty{t)v, y{t)w)
= 0

ou seja 0 produto interno acima é constante {(y(¢)v,v{(f)w) = {v,w). Logo
() € Uin), T' € u{n), e u(n) é constituida precisamente das matrizes anti-
hermitianas complexas.

Exatamente ¢ mesmo raciocinio pode ser aplicado ao caso em que {-,+) é
o produto interno euclidiano ou simplético. Concluimos que a dlgebra de Lie
s{n} do grupo O(n) consiste das matrizes anti-simétricas e & dlgebra de Lie
sp{n) de Sp(n} das matrizes anti-hermitianas quaternidnicas @ = [Q;;]
onde Qi = —@ji; a barra indica conjugacido gquaterniénica.

Como SO(n) é a componente conexa de O{n) contendo a identidade,
temos obviamente que so{n} = o{n). Por outro lado, su(n;} é um sube-
spago de codimensdo 1 de u{n). De fato, su{n) consiste das matrizes anti-
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hermitianas complexas de trago nulo:

A
J

Se T € su(n) == exp{T) € SU{n) = detlexp(T)} =" =1

= tr(T) =0

Se tr(T) = = detv{t) = det(exp(tT)) = (7 = ot'r{T) = 1

= ~{t) € SU(n).

Tesun) & Teculn) & tr{T) =0
Exernplo 1.1.2 {0 grupo SU(2)) Fazendo algumas contas, pode-se veri-
fiear gue as matrizes de SU{2) sdo todas da forma {; _uv} onde u,v € C

e |uf® + ul? = 1. Tomando u = u1 +v—Tuz e v = v, + /=122, @ matriz
acima pode ser escrita como uma combinacdo linear das matrizes dadas na
pégina 5

]—_ -y

U
|7 = uiTy 4+ wsT; + v1 7Ty + v Ty

onde (u1)? + (u2)? + (01)% + (v2)? = 1. Como a algebra de tais matrizes é
isomorfa 4 dlgebra dos quatérnios, podemos abusar da notacdo e denotd-las
por 1.4, §. k. Assim, temos que

SU{2) = {al +bi+cj+dk : abcdeER ed® +b° 4 +d> =1}

Portanto, SU(2) pode ser identificado & esfera unitdria 5° de R,

Pelo que vimos anteriormente, a dlgebra de Lie su(2) do grupo SU(2) €
o espago formade pelas matrizes 2 x 2 complezas anti-adjuntas ¢ de trago
nulo, isto €, as matrizes da forma

—ib ~{c++/~1d} ]

c—+/—1d b
Segue-se que a dlgebra de Lie su{2) € isomorfa ao espace dos quatérnios
puros bi + cj + dk, onde b,e,d € B sdo nimeros reais arbitrdrios.
Referenciais ¢ equacio de estrutura

Seja {V1.V5,...,V,} uma base de T.G com n = dimG. Essa base de-

fine n campos de vetores invariantes & esguerda linearmente independentes
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{X1, Xo...., X} que, em cada ponto g € &, forma uma base para T,G.
Portanto ¢ campo invariante & esquerda [X,. X yﬂg pode ser decomposto em
relacio a essa base como

7 3 A
'LXM:XVE = C;_w }&A

onde os escalares ¢, $30 chamados constantes de estrutura do grupo
G. Precisamos mostrar que ¢,,” sio de fato constantes que independem de
g. Com efeito, se aplicamos Ly, ao colchete [XWXJQE = C#VA(B)XAIE, por
linearidade temos

[X;;.-. X.vf lg = CﬁuA(e)XA 39-

Tomamos a base {#*} dual de {X,}, L.e.. 67(X,) = d},. Vamos mostrar
que a base dual satisfaz a equacfio estrutural de Maurer-Cartan,

464 = ﬂ%@ﬁ 8" A 62, (1.4)

De fato. usando propriedades da diferencial exterior® d, temos

04X, Xn) = XJBH(X0)] - XalfH(X,)] — 04((X,. X0
= X.65] — Xa[6h] — 0*{cn" X)) = —en®.

Definicao 1.1.12 (forma de Maurer-Cartan} Definimos a seguinte I-
forma com valores ne dlgebra de Lie: para cada g € G 8 : T,G — TG

§: X — (Lg-1 ). X = (L)' X X eT,G
§ € chamada 1-forma candnica oy forma de Maurer-Cartan em .

Proposicio 1.1.6
(a) A I-forma candnice 8 se decompde como

=V,
onde {V,} € uma base de T.G e {6*} sua base dual em T, G.

(b) A I-forma candnica 8 satisfaz

dé +

[NY

BAg =0

S

onde df = V, Add* e [BAEG =[V,AV,] @6 n8Y.

¥

5Ver Spivak [28] vol.1 cap.7, pagina 292 da segunda edicio.
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Demeonstragio: (a): Seja ¥V = Y*X, € T,G um vetor qualquer. Lem-
brando que Xﬁig = L, V. temos

B(Y) = YHO(X,) = YH(L,, )7 L V] = YFV,.

{b}: Usandc a equacio estrutural de Maurer-Cartan (1.4}

) 1 1
[BA0=—5Vyen 6 A ¢ + 3OV @6 A 6 = 0.

Representacao adjunta
Definigao 1.1.13 Para gualguer o € G definimos um homomorfismo

’?”Q:G*%G

g — aga™!

chamado conjugagdo por a.

Denotamos a aplicagio induzida 7,, : ToG — T.G por Ad,, a qual é
inversivel, pois 7, ¢ um difeomorfismo. Identificando T.G com a dlgebra de
Lie g, obtemos uma aplicacio

Ad: G — GL({g)

chamada representacio adjunta de G. E imediato verificar que: Ad,Ad, =
Adgy e Adg—r = Ad,~ L
Tomando a derivada de Ad restrita a 7T.G = g obtemos a aplicagéo

ad: g - glig)
Vo Ad V.

Teorema 1.1.1 Para todo V' € g, Ad{exp(V}) = exp{ad(V)).

Demonstracao:

. d j

diV) = Ad,V = —Ad V)
ad(V) = AdV = ZAd(exp(tV)| _
mas Y{t) = Ad{exp(fV) é um caminho em GL{g) passando pela identidade
e y(t+ s} = Ad{exp((t + s)V) = Ad{exp(tV) exp(sV)) = v(t)v(s}. logo ¥(t)
é um subgrupo a I-pardmetro tal que vV(0) = ad(V). Assim, exp(ad{V)) =
(1) = Ad{exp(V). |
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Teorema 1.1.2 Para tode A, B g ad(4)(B)=[A B

Demonstragao: Bleecker 4] pg. 20 2

Se G é um grupo de matrizes. tome g € G e Xy € g. Seja exp{tV) o
subgrupo a 1-pardmetro gerado por V € T,G. A agdo de ady sobre esse
subgrupo nos dé gexp(iV)g™! = exp(tgVg™!). segue-se que

f

. d y
AdgV = —ladgexp(tV])]

=0

d, ot o= 11] -1
praad —_—iex% = V .
S lexpltgVg™)]  =4aVg

portanto, V — gV g™* é a aplicagio adjunta para grupos de matrizes.

1.2 Espacos Fibrados

Agora passaremos ao estudo de certos tipos de variedades gue sao carac-
terizadas por se parecerem localmente com o produte cartesianc de duas
variedades. Tals variedades sdo chamadas de espago fibrade ou simples-
mente fibrado. Nas aplicacles &s Teorias de Gauge, os fibrados vao servir
para englobar numa 86 variedade os graus de liberdade “externos”, devidos
a0 espaco-tempo, € os graus de liberdade “internos” devido & estrutura do
objeto estudado. i.e., suas propriedades de simetria.

Defini¢do 1.2.1 Um fibrado diferencidvel {E,w, M, F. G} consiste dos se-
guintes elementos:

{i) Uma variedade diferencidvel E chamada espago total.
(i) Uma variedade diferencidvel M chamada espago de base.
(14} Uma variedade diferencidvel F chamade fibra (ou fibra tipica).

{iv) Uma aplicagdo sobrejetora e diferencidvel # : E — M chamada
projecdo. 7 (p) = F, = F ¢ chamada fibra em p.

(v} Um grupo de Lie G chamado grupo estrutural, o qual age em F pela
esquerda.

(vi}) Uma cobertura aberta {U;} de M com uma familie de difeomorfismos
¢i 2 Uy X F e 77 YUY tal que 7ge(p, f) = p. A aplicagdo ¢; é
chamada trivializacio local pois ¢] ' leva =~ 1(U;) sobre o produto
cartesiano Uy x F.
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fvid) Fazendo ¢i{(p, f) = ¢:p(f), a eplicagéo ¢ + F — Fp € um difeo-
morfismo. Em U;NU; # 0, tiy = ¢, : F — F deve ser um
elemento de G. Entdo ¢; ¢ ¢; estio relacionados por uma aplicagao
diferencidvel t;; : U; MUy — G da seguinte moneira {ver diagrama
1.5)

{ti;} sdo chamadas fungBes de transicéo.

(U, N U?) CFE

o
et
it

—

(-1 ‘ .
Un U x F =228 (A x F

(p.F) {p.tii(p)f)

frequentemente usaremos a notagdo « : £ — M para denoctar o fibrado
(E.w. M, F.G), a fibra tipica e o grupo estrutural ficardo claros pelo con-
texto.

Antes de explorarmos algumas propriedades dessa importante estrutura
matematica chamada fibrado, vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.2.1 {a): O produto cartesianc E = M x N de duas variedades
M. N com a projecéo w: E= M x N — M ¢ um exemplo de fibrado com
fibra tipica N. Nesse caso, o grupo estrutural € o grupo triviel G = e pois a
inica funcdo de transicdo é a identidade. Logo, o cilindro §* x R e o plano
R? ~ B x B sdo ezemplos de fibrados.

(b): Seje M uma variedade diferencidvel, considere TM = |, T, M
a reunido dos espagos tangentes a cada ponto de M e w: TM — M dade
por w(vp) = p. para v, € TpM. Enido w : TM — M é um fibrado. De
fato, para cada vizinhancga coordenada (U, z} de M, a aplicagdo

Sy UxE — 77HU)
(pran. e = (prare| L ansae] )
»iar, .- . y iafilp:”" ﬂ@x”’p

é uma trivializacdo local de TM. Nesse caso, o grupo estrutural é ¢ GL,(R)
o qual age em B* considerando os elementos de GLn{R} como transfor-
magdes lineares, firada uma certe base. Dadas duas vizinhancas coorde-
nadas (U, z,) e (Us,2,), a fungdo de transicdo t,, em Uy MUz € dada por
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t.o{p) = Dz e x,){p). Como xT" ¢z, é um difeomorfismo, sua derivada
é inversivel, t,.{p} = D{zT  cx,)(p) € GL,(R). 7 : TM — M € ¢ velho
conhecido fibrado tangente que tem grupo estrutural GL,(R) e fibra tipica
E.

Vamos analisar com um pouco malis de detalhe as fungoes de transicaoc.
Seja w : B — M um fibrado, tome um aberto U; € M. A trivializacéo
iocal (55;1 s a~ ;) — U; x F é um difeormorfismo. Tomando dois abertos
U; nU; # 0 temos duas aplicagdes ¢; e ¢; em U; MU;. Seja u € F tal que,
u pertence a fibra F, onde p € U; NU;. Cada trivializacio ¢; Le géj*l: leva
o ponto u em elmentos distintos da fibra tipica F:

¢ w) = (p. 1), 67w} = (p.f4)

o papel da fungao transicdo ¢;; : U; NU; — G consiste em estabelecer uma
relagao entre esses dois elementos: f; = t:;:{p)f;.

Como t;(p} = ¢ ;@f)j,p-, pode-se verificar facilmente que as funcdes de
transicio satisafazem as condicGes de cociclo:

tulp) = e pe Uy
tii(p)tslp) = e pel;nly (1.6)
ti(pltwPtuilp) = pelUinlU;nU

onde e é 0 elemento identidade,

O proximo teorema nos mostra que, dada uma fibra tipica e um grupo
estrutural, as funcdes de transicdo nos permitem caracterizar os fibrados.
Para a demonstragdo ver {7).

Teorema 1.2.1 Seja F uma variedade diferencidvel, G um grupo de Lie
agindo em F pelo esquerda ¢ {U; 1 i € I} uma coberture aberta de uma
variedade M. Suponha que para cadai,j €I com UyNU; # 0

p— ti{p)

€ uma aplicagdo diferencidvel de U; NU; em G que satisfaz ds condigdes de
cociclo (1.6). Enitdo existe um fibrado (B, n, M, F, G) tendo as aplicagdes t;;
como fungées de transicdo. Qualguer ocutro fibrado sobre M com as mesmas
fungdes de transicao € isomorfo a E.

1.2.1 Fibrados vetoriais

Um fibrado vetorial 7 : £ -+ M é um fibrado cuja fibra tipica V é
um espaco vetorial real ou complexo tal que as trivializacdes locais &;
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U; x V — 77 H{U;) definem. em cada ponte p € I, um isomorfismo entre
V e a fibra V, = 7~ {p).

O cilindro §' x R visto anteriormente € um exemplo de fibrado vetorial
tendo R como fibra tipica. o fibrado tangente TAJ é um fibrado vetorial cuja
fibra tipica é E®.

Definigdo 1.2.2 (Morfismos) Sen: E —> M e r : E — M sdo fibra-
dos vetoriais com fibras isomorfas a V e V' respectivamente e f + M — M’
é uma aplicagio de classe C7, entdo uma aplicagdo F : E — E' de classe
C7 € chamada um morfismo de fibrado vetorial, sobre f, se leva o fibra
E, linearmente sobre a fibra E}(p} para cada p € M.

F
F  E
T i
-,«M p— f = ey N

Caso | seja um difeomorfismo e F atue como uwm isomorfismo linear
sobre cada fibra, dizemos gque F é um isomorfismo de fibrado vetorial.
Nesse caso dizemos que 05 fibrados E ¢ E' sdo equivalentes.

Dada uma variedade M e um espago vetorial V', podemos formar um
fibrado vetorial com espaco total M x V e projecio dada por:

proj: M xV — M
(pv) = p

Um fibrado da forma (M x V. proj) serd chamado de fibrado vetorial
local.

Definicao 1.2.3 Um fibrado vetorial E € dito trivial se for equivalente o
um fibrado vetorial local; e € dito nAo-trivial, caso contrério.

Definicao 1.2.4 (se¢bes) Uma secho de um fibrado vetorial n: E — M
é uma aplicagdo diferencidvel o : M — E tal que moolp) = p, Vp & M.
O congunio de todas as segdes sobre N € denotado por TE.

Suponha que ¢y : Uy x V — 77 YT é uma trivializacdo local de um
fibrado vetorial 7 : F — M de dimensao® k. Assim, temos k seccbes

oi(p) = d1(pe;), i=12....k pelh

£A dimenso de um fibrado é definida como sendo a dimensdo de sua fibra tipica.
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do Hbrado restrito :rr5 o 77 () — U3, chamadas de seccdes locals, onde

{e1.....¢ex} é uma base fixada de V. Segue-se que {o1{p),.... oy(p)} é uma

é chamada de referencial local para F sobre U;. Qualguer secio s € I'E
tem uma expressao local

s(p) = s'(p)or(p) + - + " (p)owlp). pelh

onde cada st € C®(I7).
Tomando outra trivializacio ¢o : Us x V s 77 H10) com U3 N Uz # 0,
temos o referencial

p— {&(p). ... &ip)}

seja gg? {p)] a matriz da fungio de transigio t12(p) em relacdo & base {¢;},
facilmente verifica-se que £; = g}m +oe+ g?ck._ de fato:

&i(p) = ¢2(p,ej) = d1o (7" o ¢y)(p.e)
= du{p tiz(ples) = d1lp, gier + - + gfex)
= gidi(p.er) + -+ gig(p ex)
= 9;01-5----—}—9_];0;;

O Teorema {1.2.1) nos permite efetuar varias construcdes com fibrados,
basta tomar as funcdes de transicBo adequadas. Como exemplo, temos o
fibrado de homomorfismos Hom(E, F’) entre dois fibrados E, E’ sobre
a mesma variedade de base M, cujas fibras sdo L(E, — E). os espagos
vetoriais das transformacdes lineares entre as fibras de E e E'.

Exemplo 1.2.2 {construcdo de Hom{E, E")) Aqui daremos um eshogo
da construgdo do fibrade de homomorfismos. Considere as fungdes de tran-
51030 {gar} de E e {9} de E' sobre uma mesma cobertura {U. o0 € T} para
M. Vamos aplicar o Teorema (1.2.1), tomando a fibra tipice L{(V — W),
onde V e W sdo as fibras tipicas de £ ¢ E'. Considerando que as trivi-
alizacées locais mos ddo um referencial local para o fibrado, as funcgdes de
transicéo nos ddc a mudanga de referencial. Para obtermos as funcdes de
transicde do fibrade de homomorfismos, basta considerarmos o efeito da mu-
danca de referencial sobre uma transformacdo linear. Assim, as fungdes de
transi¢do hy. de Hom(E. E') sde definidas da seguinte forma:

hany(P)A = oy (D) Agralp), YA E LV — W)
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¢ smediato verificar que ha~{p) satisfaz as condigées de cociclo (1.8). Pelo
Teorerne (1.2.1} obternos um fibrado vetorial denotado por Hom(E, E'}.

De maneira inteiramente andloga, podemos construir o fibrado soma di-
rete £ E', tomando as fungdes de transicio

hag(p) = 9ap(P) € ¢ aplp): VEW — VeWw
(vew) = gas(v) &g os(w)

o fibrado produto tensorial E @ F’, através das funcdes de transicio
Rag(p) = 90s(P) @ g oplp): VEW —s VaoWw
(v@w) == gus(v) @ ¢ wslw)
o fibrado produto exierior AYE com
hoplp) = Agas(p) AV s ATV
(v A-e A U} = (Gaglori) A A Qaﬁ{vn}}
e ¢ fibrado dual E* com

hoaslp) = g5 (@) V' — V*
Qf? —_ @ © gﬁa (p)

1.2.2 Fibrados principais

Um fibrado principal é um fibrado cuja fibra F ¢ idéntica ao grupo es-
trutural . Um fibrado principal = : P — M também ¢é denotado por
P(M.G). As fungdes de transicio atuam sobre a fibra pela esquerda como
em qualquer fibrado. Num fibrado principal, podemos também definir uma
acao de G sobre F pela direita. De fato seja ¢; : U; x G — 77 H(U;) uma
trivializacio local. Dado u € 77 H{U;) onde u = ¢;(p, ¢:). a acdo pela direita
de G em 7«1 {(U;) é definida como

ua = ¢;(p, gia), Yag G
essa definicdo é independente da trivializacdo local: se p € U; N U,
uo = ¢;i(p. gja) = ¢;(p. t;:(p)gia) = ¢:(p. gia).

Agsim, a acho pela direita estd bem definida sem referéncia a trivializagoes
locais. Tal aglo serd denotada por P x G — P ou {u,a) — wua a qual
¢ transitiva sobre cada fibra 77 '(p). pois esta dltima ¢ difeomorfa a G.
Segue-se que se 7(u) = p, entdio 771 (p) = {ua :a € G}.
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Dada uma secio’ &;{p) sobre U;, definimos uma trivializacio local ¢ :
U, x G — #~HU;) como segue. B imediato verificar que para u € 7~ (p)
existe um dnico elemento g, € G tal que u = 5;(p)g,, assim definimos ¢;
pondo: &;{p.g) = s:(p)g. segue-se que, em relacdo a essa trivializacdo, a
secdo §;(p) é expressa como

si(p) = &y(p.e).

FEsta trivializacio é chamada de trivializag@o local candnica. Se p €
U;nU;. duas se¢bes s;(p) € s;{p) estdo relacionadas pelas fungoes de transicéo
tijlp)

si{p) = dulp.e) = ¢;ip tilple) = o;(p t;:(p))
= ¢ip.eltulp) = s;{p)tjlp).
Vejamos agora alguns exemplog de fibrados principais.

Fxemplo 1.2.3 (fibrado dos referenciails) Seja TM o fibrado tangente
de uma variedade M. Tomamos LM =, Ly M -onde LyM ¢ o conjunto
dos referenciais em p, i.e., das bases de T,M. C’onszdere uma vizinhanga
coordenada (z*,U;} de M. Um referencial u = (X5,.... X)) em p € U; se
eTPTESSA COMO
Xo= Xt 1<a<m
“ < Ok lp -

como { Xa} sdo linearmente independentes, (X*,) é uma matriz de GL,(R).
Definimos a trivielizacdo local ¢; : Uy x GLp(R) — =« HU;) fazendo
d:(p. (X*o)) = u, onde u € o referencial dado acima.

Seuw=(Xy....,Xp) € um referencial em T, M, definimos 7, : LM
M pondo = (u) = p. A agdo pela direita de a = {a*;) € GLy(R) sobre o
referencial u = (X5, ..., Xp) € dada por (u,a) —— ua, onde ua é um novo

referencial em p dado por
Y = X, - a%.

Por outro lado, as fungdes de transicdo devem ser dadas pela acdo d esquer-
de do grupo na fibra. De fato, sejam (z#,U;) e (y*. U;) duas vizinhangas
coordenadas. Para cada p € U; NU;, temos
d : i a
Ko = X, 82:1-‘ = X*, 53}5
"{Ima secio num fibrado principal é deﬁmda de modo inteiramente andlogo ao caso de
um fibrado vetorial.
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onde (X"’"Q},(f“&) € GL,(R) e, pela regra da cadeia, XF, = 25
temos gue as funcbes de transicdo é%{p} sao as seguinies

dxk
% !
- = j GL (R,
tz_;(p) (Cr}yy 5;0) € m (R
Assim, construimos um fibrado principal LM com grupo estrutural GL,, (IR)
e variedade de base M.

Para o proximo exemplo, precisamos de um resultado sobre espacos ho-
mogéneos cuja demonsiracdo pode ser encontrada em [34] pg. 120

Teorema 1.2.2 Sejamm H um subgrupe fechado de um grupo de Lie G,
G/H = {gH 1 g € G} o conjunto das classes laterais ¢ esquerda de H e
7 G — G/H a projecio candnica w(g) = gH. Entio G/H admile uma
unica estrutura de variedade diferencidvel tal que:

a) w € diferencidvel;

b) Existem secdes locais diferencidveis de G/H em G; ie, se gH €
G/ H, existe umae vizinhance W de gH e uma aeplicagdo o : W — G tal
que oo = Fy.

Exemplo 1.2.4 Sejam H e G como no teorema acima. Mostraremos que
G € um fibrado principal com fibra H ¢ espaco de base G/H. Defina a agdo
pela direita de H em G por g — ga, g € G,a € H. Temos claramente que
7{g} = w(ga). Para definir trivializacdes locais, tome uma secdo local s sobre
U; dada pelo item &) do teorema acima. Definimos ¢; : U x H — o~ HU;)
di(gH. h)=s(gH)h onde gHeU; CG/Hehe H
observando que s{gH) € n~Y{gH), temos que s{gH) = ga, para algum a €
H. Segue-se que s{gH) lg=a"'g7 g = o= € H portanto ¢; tem inversa
diferencidvel
¢~ Hg) = (¢H.s(gH) " g).

Portanto w : G — G/H € um fibrado principal. O Exemplo 1.1.1 nos
fornece alguns fibrados principais sobre esferas

0{n) /O(n — 1) = SO(n)/SO(n — 1) = §n-1
Un)/U(n ~ 1) = §U(n)/SU{n - 1} = §1

Sp(n)/Sp(n — 1) = §4-1.
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Fibrade vetorial associado a um fibrado principal

Dado um fibrado vetorial 7w 1 £ — M, pele teorema 1.2.1 & trivial ver que
existe uin fibrado principal com grupo estrutural GL, (R} {ou GLi(T}} e as
mesmnas funcdes de transicie do fibrado vetorial dado.

Abaixe veremos como associar um fibrado vetorial a um fibrado principal
dado & partir de uma representacio de seu grupc estruiural.

Sejam P{M,G) um fibrado principal e p : G — GL({V} uma represen-
tacdo de G em um espaco vetorial V. Consideremos a acic & direita de &
sobre ¢ produto P x V dada por.

(z,v)g = (zg.p(g) "0},
onde {(z.,v) € PxVeg e G Seja F=PFPxV/G o espago quociente pela
acao de G.

Dado [p, f] € E. definimos 7, : E —— M por = {[p, f]) = n(p) onde = é
a projecdo de P(M, &). Como a acdo pela direita de &G no fibrado principal
preserva as fibras, segue-se que 7, estd bem definida.

Seja 9 : U x G — 7 H{U) uma trivializagio local do fibrado principal
P(M., ). Considere a secdo o(z) = ¥{z, e) associada a essa trivializacio.
Definimos ¢ : U x V' —— 771 (U} por ¢(z,v) = [o{z),v]. ¢ ¢ um homeomor-
fismo, lembrando gque E estd munido da topologia quociente. Podemos in-
troduzir uma estrutura natural de variedade diferencidvel em £ de modo que
as aplicagoes ¢ sejam difeomorfismos. Com isso, a projecdo 7, : B — M é
diferencidvel.

Para verificarmos que 7, : E — M ¢é de fato um fibrado vetorial,
precisamos introduzir uma estrutura de espago vetorial na fibra fr;}“(z) €
mostrar que as trivializacdes locais s8o isomorfismos lineares em cada ponto.
Obeservando que 7' (z) = {[p.v] : v € V}, definimos [p, v]+[p. | = [p. v+4]
ea-pv =[pav], onde u,v € V,p € n7Hz) e € R {ou C). Verifica-se
facilmente que tais operagdes estdo bem definidas. Tomando a trivializacdo
local ¢(z.v) = [o(z).v], vemos que, fixado z, ela nos d4 um isomorfismo de
espago vetorial entre Ve ’;T;}(:C). Concluimos que 7, : E — M é um fibra-
do vetorial com fibra tipica V tende a representagio p: G — GL{V} como
grupo estrutural. Tal fibradoe serd chamado de fibrado vetorial associado
a0 fibrado principal P{(M, G). O fibrado vetorial associado também pode ser
denotado por P xg V.

Fibrac¢oes de Hopf

Daremos agora dois exemplos de fibrados principais onde o espaco fotal,
o grupo estrutural e a variedade de base sao esferas. Tals fibrados sao
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chamados de fibragdes de esferas por esferas [29]. Essas fibragdes serdo
utilizadas no tltimo capitulo para apresentarmos os potenciais de gauge que
descrevem monopolos (primeira fibracdo de Hopl) e instantons (segunda
fibracao de Hopf). Veremos entio como a estrutura de tais fibragdes pode
ser dada pelo teorema de inversio para espinores de Pauli e de Dirac, o qual
permite reobter, a menos de uma fase, o espinor a partir de seus covariantes
bilineares {[16] cap. 11).

Considere o conjunte T? — {0} = {(zg,21) € O : {z0,21) # (0,0)},
definimos uma relagio de equivaléncia dada por

{zg,21) ~ {wo,w1) < (20, 21) = Mwp, w1}, A& T nao nulo.

A reta projetive complexa CP! é definida como o quociente (C% — {01)/ ~.

Consideremos o plano complexo compactificado CU{oo} o qual pode ser
identificado A esfera 5% através da projeciio estereogrifica. Ohservamos que
CP' é difeomorfo & esfera S?. De fato, basta tomar a aplicacio

CP! s §?

[{Zszzl)] b 21 /20

onde z;/2p € CTU{oc} = 5% e [(0,2)] = 2/0 = oc. Esta aplicacio estd
bhem definida e é um difeomorfismo.

Assim, podemos definir a fibraciio de Hopf 5° — S$? com fibra tipica
51, Observando que S® = {{zg, 21} € C . 1z + |z ? = 1}, definimos

St ceeeans P g
(20:21} — E(Z@',Zl}]'

Note-se que, se (20, 21) e (2], #1) 880 levados no mesmo ponto, entdo (zy, 21) =
Azh.2}). onde |A| = 1. Portanto, a imagem inversa de um ponto em 5% &
obtida a partir de gualquer ponto na imagem inversa multiplicando-o por
e? (0 < 6 < 2%), ou seja a fibra tipica deste fibrado é de fato S*.
Fazendo {29, z1) = (wy +iws, wy+iws) e usando a projecio estereografica
a partir do péle Sul {0,0, —1), temos que
2 _ 2%

S (1 + iz2)
Zn |.~2’0J2 1+ m3

onde z§+$§+$§ =1. Segue-se que 1 +z3 = a|z|? e zy+izs = anF, ac
R. Para determinar a, observamos que z3 = alz/* ~ 1 = (a —1)]z|? — |z1]%
por outro lado, a fibracdo de Hopf leva (1,0) — [(1,0)] € §%, mas [(1,0)] =
(0,0,1), segue-se que: 1 =g —1 = a=2.
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Concluimos que, em termos das coordenadas {wr.wa, wa.ws) € S° e
(z1. 22, 73) € §%, a fibracio de Hopf 5% — 5% é dada por

zy = 2{uwnws + wows ),

I

xo = 2{uwrwy — wows), (1.

$3=w%+w§~w§—w§.

)

A préxima fibracio de Hopf é §7 — 5% com fibra tipica 5% = SU(2).
Nesse caso, consideramos a reta projetiva quaternionica HIP! definida como
o quociente (¥ — {0})/ ~

(q1.q2) ~ (p1.p2) & {q1.¢2) = Alpr,p2). A€ H  ndo nulo.
() espago quaternidnico compactificado H U {co} pode ser identificado & es-
fera §* através da projecio estereogrifica.Observamos que HP? é difeomorfo
3 esfera §*. De fato, basta tomar a aplicacdo
151§ 22
g1 @) —— a2/a

onde ¢2/q1 € HU {oc} = 5% e [{0,9)] = ¢/0 = oc. Esta aplicagio estd
bem definida e é um difeomorfismo.

Assim, podemos definir a fibracfo de Hopf S7 — $* com fibra tipica
5%, Observando que §7 = {{q1,¢2) € ¥? : || + |g2/? = 1}, definimos

8% e 5§ — 5
{g, @) — ({1, @2)]-

Lembrando que o grupo SU(2) =~ 5% ¢ idéntico ao grupo dos quatérnios
unitarios (ver pagina 12), temos que, analogamente & fibracio de Hopf sobre
S2. a fibra tipica da fibracdo de Hopf §7 — S§* & §°. Para (g1, q2) € 87
usando a projecdo estereogrifica, temos que

G2 gl 1 . .
—— = . = — 5 e, — A’:
@ g 1+ 3;5{%1 zot = 73] = 2ik)

onde 23 + z3 + 23 + 27 +z¢ = 1. Analogamente A expressdo (1.7), temos que

a fibragdo de Hopf 87 — S* ¢ dada em termos de coordenadas cartesianas
por

( 71 = 2Re(g27,)
zy = 2Re{g2G; 1},

{ 25 = 2Re(g:7): (18)

z4 = 2Re{g2G, k),

e § oy 12 I
LT3 = g1 — g,



Capitulo 2

Conexoes em Fibrados e
Teorias de Gauge

Neste capitulo descreveremos como as conexdes em fibrados principais cons-
tituem-ge num ohjeto matemitico adequado para uma descrigio precisa das
teorias de gauge. Este fato € surpreendente, pois a teoria de fibrados e as
teorias de gauge foram desenvolvidas de maneira fotalmente independente:
esta tltima a partir dos trabalhos, em 1954, do fisico chinés C. N. Yang que,
no seus tempos de estudante, frequentou as aulas de geometria diferencial do
professor S. 8. Chern, um dos responsiveis pelo desenvolvimento da teoria
de fibrados. Ironicamente, Yang sd reconheceu a interligacdo entre as duas

teorias cerca de vinte anos depois da publicacio de sen primeiro trabalho
com R. L. Mills'.

2.1 FEqguacoes de Maxwell

A teoria de Yang-Mills é uma generalizacdo, com grupo de simeiria nao-
abeliano, do eletromagnetismo que. por sua vez, é uma teoria de gauge sobre
o grupo abeliano U{1}. Assim sendo, iniclaremos com uma exposi¢io sobre
as equacdes de Maxwell escrevendo-as em termos de formas diferenciais.
Tomandoe um sistema de unidades em que a velocidade da luz ¢ = 1,
os campos magnético e elétrico B = B(t. 2%, 2%, 2%) e E = B(t, 2}, 2%, %)
podem ser expressos em termos de um potencial escalar ¢ e um potencial

' A esse respeito, vale a pena ler a entrevista de Yang em The Mathematical Intelligencer
Vol 15 No. 4, 1983,

26
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vetor A da seguinte maneira:

B=VxA E:—%-—Vqﬁ.
gt

Considere as conhecidag equacdes de Maxwell

V.-B=1{ (2.1}
R
VXET&B—O (2.2}
V-E=p (2.3}
8
B — B = 4. 2.4
V x B 3 (2.4)

Estas altimas equacgdes sdo invariantes por transformacdes de gauge dos
potenciais

: aA
¢ 3 P— 5%
A — A4+ TA

A seguir mostraremos de forma resumida como, usando ¢ formalismo das
formas diferenciais, as equacgdes de Maxwell podem ser escritas como duas
equacdes envolvendo uma 2-forma F chamada 2-forma de Faraday e uma
1-forma J chamada corrente; veremos como a invaridncia de gauge aparece
naturalmente dentro desse formalismo.

Considere o espago-tempo de Minkowski; B! = (R*,5), onde n é 2
métrica cuja matriz em relagdo & base candnica é diag{—1,1,1,1]; com as
coordenadas (20, 2, 2%, %) ou (t,z,y,2). Os campos elétrico e magnético
sio representados como 1-formas e 2-formas em E>!

F = Eydr+ Eydy + E.dz
B = Bydy Adz + Bydz Adz + B.dz A dy
Podemos combinar os dois campos num campo eletromagnético unificado

F, uma 2-forma em R>!

F= B+ FEAdt.
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Explicitando as componentes do campo eletromagnétice em termos das
coordenadas canénicas do B!

1
F= 5 wedzt A dzh,

temos
0 ~F, mEy - B
o E, 0 B, -5,
WV E, =B, 0 B,
E. B, =B 0

Primeire par de equacdes

Denotando por ds a diferencial exterior em relagdo as coordenadas espacials
de B3, temos que
dF = dB-~dEAdt
= deBa4+ditANGB+dsEAdL
= dgB+ (B +dsFE)ndt

segue-se que

dsB =10

dF =) <=
GB+dsE =10

mas dsB = (0,8, +3,B,+ . B;)dxndynrdz e
ds B = (0, B, — 0. Ey) dyndz+ (8, By — 8, E;) deNdz+ (8, B, — 8, B, ) dz Ady.
Portanto, dF = { € equivalente ao primeiro par das equacdes de Maxwell.

Operador estrela de Hodge

Podemos combinar a corrente j e a densidade de carga p num Unico campo
J = pd + 528 + jy0y + 7:0., 0 qual corresponde, no espago-tempo de
Minkowski, & seguinte I-forma

Jv) =nld.v) J = —pdt + jpdz + jydy + j.dz

Para escrever o segundo par de equacdes de Maxwell usando formas
diferenciais, precisamos introduzir o operador estrela de Hodge.
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Seja (M. g) uma n-variedade orientada semi-riemanniana com méirica g.
Sobre cada vizinhanc¢a coordenada (U, 2#) de M, definimos uma forma

vol = 4/ detg,u| dzt A ndz”

chamada forma volume. Pode-se mostrar® que estas formas coincidem nas
intersecoes das vizinhancas coordenadas, portanto existe uma forma volu-
me vol bem definida globalmente em M.

A métrica g nos permite associar a cada campo de vetores v em M
uma I-forma f.{-) = g{v,-}. ou seja, temos uma correspondéncia biunivoca
entre i-formas e campos de vetores dada pela métrica. Assim, dadas duas
1-formas w e y, definimos seu produto interno da seguinte maneira: sejam
2 e w 08 campos de vetores associados & w e u, entao

fw, 1y = glv,w).

A partir dal podemos definir naturalmente o produto interno de p-formas:
(e Ao NP FEA - AP det[{et, 1))

onde cada enirada da matriz no lado direito da definicdo ¢ um produto
internc de 1-formas.

Agora estamos em condicdes de fazer a seguinte definicdo:

Definicdo 2.1.1 (Operador estrela de Hodge) Seja M uma variedade
n dimensional orientada semi-riemanniana. Definimos o operador estrela
de Hodge

51 QP (M) — QU P(M)

come sendo a unica aplicagdo linear de p-formas em (n — p)-formas tal que
para cade w, p € P(M)

w A xu = {w, pivol
*u € frequentemente chamado dual de u.

Suponhamos que ¢', ..., e™ formam uma base ortonormal positivamente

orientada de 1-formas sobre alguma vizinhanga coordenada de M, entdo

(e, e”) =0 sep#v e (e e) =€y
*Ver Baez [2] pagina 82.




2. Conexdes em Fibrados e Teorias de Gauge 30

onde ¢(u) = £1. Vejamos como calcular o dual de Hodge de uma p-forma:
para cada p inteiros distintos 1 <4y,.... ip<n

w( A e AE?P) = ke AL A et
onde: {ipr1,. - inf ={1,....n} — {{1,...4p}. O sinal £ é dado por

signin, . .. in)e(in) - - elip).

onde sign(ii,...in) ¢ a assinatura da permutacdo (1,...,n) = (i1....194)-

Segundo par de eguagdes

Pode-se mostrar com alguns cdleulos simples que o segundo par das equagdes
de Maxwell é equivalente & seguinte equacio de formas diferenciais

i Foa J

Concluimos que as equagdes de Maxwell podem ser dadas pelas seguintes
equagoes em formas diferenciais

dF = () .
(2.5}
*dxF =]

Transformacdes de gauge no eletromagnetismo

As equagdes de Maxwell na forma diferencial, além de se mostrarem como
um caso particular das equagdes de Yang-Mills {(conforme veremos a seguir),
nos permitem provar de modo natural a invariancia por transformacdes de
gauge.

De fato, combinamos 0s potenciais escalar ¢ e vetor A, num 1inico campo
vetorial @0 -+ az 8, + 0,8, + 0.8, ao qual corresponde a 1-forma

= —¢dt + azdz + aydy + a.dz
verifica-se facilmente que:
dl' = d(—¢dt + aydz + aydy + e.dz)
—dgp Ndt —FHANdE+dsA
s —{dgp -+ GAY Adt+dsA

mas as igualdades B =V x Ae E = -%:‘i — V& expressam-se em formas

diferenciais como E = —{ds¢ + & A) e B = ds A. Segue-se que

dl =B+ Endt=F.
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Vemos assim que os potenciais escalar e vetor ficam combinados numa i-
forma T, a qual satisfaz F = JI'. Esta I-forma serd frequentemente denotada
por A e chamada de petencial vetor, desde que nac haja risco de confusdo
com o potencial vetor definido anteriormente.

Uma transformacdo de gauge dos potencials

em termos de formas diferenciais é dada simplesmente por
I'— T +dA.

Sabemos que, para qualquer forma diferencial w, d{dw) = 0; costumamos
escrever esta identidade na forma d° = 0. A invariincia de gauge segue-se
naturalmente deste fato, pois

Fy=d(T +dA) =dT + d{dA} =dT = F

ou seja, 0 campo eletromagnético e portanto as equagoes de Maxwell, ficam
invariantes por transformacoes de gauge.

2.2 Conexoes em fibrados principais

Conexio € o conceito matematico fundamental para se estudar teorias de
gauge. Do ponto de vista do fisico, a conexdo é o potencial gue estd cau-
sando uma distor¢do no espaco de estados(fibrade) que descreve os graus de
liberdade internos do objeto fisico estudado. Do ponto de vista geométrico,
supondo que estamos percorrendo um caminho no espago de base do fibra-
do. a conexfo nos fornece uma maneira de identificar as diferentes fibras
percorridas, tal identificacio é chamada de transporte paralelo.

Primeiramente precisamos definir o gue seja uma forma diferencial a
valores vetoriais.

Definigio 2.2.1 SejaV um espaco vetorial (frequentemente V serd a digebra
de Lie associada ao grupo estrutural de algum fibrado principal) com uma

base {v1,....Um}. Se ol,....a™ € A¥(M) sdo formas diferenciais or-

dindrias, entdo a aplicacdo r— ot {zjvy + -+ ™ {zjuy, € AS(TL M, V) €

chamada uma forma a valores em V. O espago das k-formas a valores

em V é denotado por A¥(M, V).
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Podemos definir a diferencial exterior de tais formas: para o = alvg + - +
&My, € AF(M, V), temos: do ¥ (dal)vy + -+ + (da™)v, € AR, V).

Conexdes podem ser definidas. pelo menos, de trés modos distintos que
apresentaremos a seguir. As trés definicdes dadas sdo equivalentes, a demon-
stracio de sua equivaléncia pode ser encontrada em Bleecker [4] cap. 1. No
que segue, vamos considerar um fibrado principal 7 : P — M com grupo
G, dmM = n.

Definigac 2.2.2 (Conexao, primeira definicdo) Uma conezdo associa
a cada p € P um subespago Hp, C T,P tal que, para V; = {X € T,P :
T (X)) = 0}, temos T,P = H, ®V,. A conexdo deve satisfazer duas con-
dicdes:

1. H, depende diferenciavelmente de p, no sentido de que ezistem n cam-
pos de vetores definidos numa vizinhancae U de p gue geram H, para
cada g € U;

2. Ryu(Hp) = Hyq.

V, é chamado subespacgo vertical de TP ao passo que H, é o subespago
horizontal (dado pela conezdo).

Esta primeira definicdo tem um significado geométrico importante. Co-
mo V, = ker {m.|,), temos para cada p € P um isomorfismo 7, : Hy — T, M
que varia diferenciavelmente com o ponto p. Assim, um campo vetorial X
em M pode ser “levantado”, através dos isomorfismos. a um campo vetorial
horizontal X em P, onde X € Hy,. Logo, as curvas integrais do campo X
podem ser levantadas a curvas integrais de X Tal levantamento é tinico
e, pelo item 2 da definicdo acima, RQ*X_D = ng Portanio, se ¥ é a curva
integral de X passando por u € 77 (z), R, ¥ € a curva integral passando
por ug.

O levantamento horizontal de curvas define um “transporte paralelo™ em
P, isto é, uma maneira de identificar as fibras percorridas quando seguimos
um caminho no espaco de base do fibrado. O transporte paralelo carac-
teriza a conexdo do ponto de vista geométrico. Como de praxe, a descrigdo
precisa das idélas aqui esbogadas pode ser encontrada no livro do Spivak [28].

A seguir veremos duas definicbes de conexfo, ambas dadas em termos de
formas diferenciais a valores em g, que séo titeis do ponto de vista da real-
izagdo de cdlculos que seriam impossiveis se utilizdssemos apenas a primeira
definicéo.
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Definicio 2.2.3 {Conexio, segunda definigdo) Sejo g a dlgebra de Lie
de G. Uma conexdo é uma 1-forma w a velores em g definida em P satis-
fozendo as seguintes propriedades:

1. seja A€ g e A o campo de vetores em P definide por

: d
Ap = —(pexpltd))|

entdo w{A;) = A. A" é chamado campo fundamental.

2. para g € G, wpe{RpuX) = Adg-1wp(X) para todo g € G, p € P e
X € T,P. Mais simplesmente, podemos escrever’ Hyw= Ad,-w.

w € chamada 1-forma de conexio.

Vemos assim a conexfio como uma forma definida globalmente no fibrado
P. Esta definicdo serd 1itil do ponto de vista tedrico, pols o fato de estar
definida globalmente facilitard a definicc de conceitos importantes comoe
a curvatura e a demonstracio de propriedades como a equacio estrutural.
No entanto, precisamos dar uma definicio que esteja mais de acordo com o
conceito fisico de campo de gauge, esta é a razfo da préxima definicio.

Definigéo 2.2.4 {Conexao, terceira definigao) Uma conezdo associa
cada trivializacdo local T, - #~H{U) — U x G uma I-forma w, o valores
em g definida em U. Se T, é outra trivializacdo local € g : UMV —
G € a fungdo de transicdo de Ty, para T,, entde as I-formas devem estar
relacionadas por

wolYa) = L7 0 (Gune (Y2)) + Adyg, ()= (wn(¥2))

para todo Yo € T, M ez ciNV,

Uma trivializacao local T, é chamada escolha de gauge e as 1-formas
wy, sdo chamadas potenciais de gauge. A expressio dada na definicio
acima nos mostra como o potencial de gauge se transforma mediante uma
transformacao de gauge dada por £ — gy {z).

3T*w denota o pull-back da k-forma w pela transformacio T, definido por
T (X, X)) B W{T(X0),. . T X))
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No caso em que & é um grupo de matrizes, tome uma curva v tal que
~ () = Y., assim temos

d
Lgi (g’u%*(y"”) = Lguv(z}"?* (&E(gm(”f(t))}>
_ d 1. .
- dtgut( ) gut!( f(t)}
= Qm;(m}_ dgu(Yz)

onde dgy, € o diferencial da aplicacio g, gue assume valores no espaco das
matrizes, o qual contém G.

Na secgo 1.1.3 pagina 14 vimos a expressio para a representagéio adjunta

no caso de um grupo de matrizes, logo: Ady, (-1 wu(¥z) = Gt (2w (Y2 ) Gun ().

Segue-se que, no caso em que & é um wrupo de matrizes, a transformacio
de gauge de w,, para w, pode ser expressa como:

wy = gt gy + Gy W Gus- (2.6)

2.2.1 Derivada exterior covariante e Curvatura

A curvatura da conexfo, gue serd definida a seguir, pode ser pensada como
a distorgdo produzida no fibrado pelo campe externo. Do ponto de vista
fisico, ela pode ser identificada com a intensidade do campo de gauge.

Definicdo 2.2.5 (Colchete de formas a valores em g) Considere uma
variedade N ¢ uma digebra de Lie g. Sejam ¢ € AY(N,g) ey € AN, g),
definimos [¢. 4] € A*™"T{N, g) pondo

1 S
= A L D78ty Kot) 9 Xoteeny -+ Kooy

onde o percorre todas as permutagdes de {1,2,...,1+7}; {(~1) € a paridade
de permutagdo o; | . ] no lado direito da expressio é o colchete de Lie da
dlgebre g e X5, ..., Xiy; sdo campos de vetores arbitrdrios em N.

Seja {E1,..., E;} uma base para g com constantes de estrutura c,z”
dadas por [E,, Egl = 3 cag” ET para ¢ € A*(N.g) e ¥ € AT{N.g) dadas
pord=>3.6°® E, ey =3 4% @ Ej, é facil verificar que

CRUE Z(@ AP) @ [Boy Bgl = > cas™(¢” 1 9°) @ B,
a8,
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segue-se imediatamente que
dlé, ¥] = [do, ¥] + (1) [¢.de].

Dada uma I-forma de conexdo w num fbrado principal v« P — M
com grupo G, podemos escrever cada X € T, P como X = X V4 X" onde
XV & vertical (i.e. 7. (XY) =10) e X & horizontal (ie. (X7} =0).
Definicio 2.2.6 (derivada exterior covariante) Seje ¢ € A*(P, g), de-
finimos a derivada exterior covariante de ¢, denotada por D¥¢ da seguinte
maneira:

Quando a conexrdo w estiver clara pelo contexto, escreveremos Do.

Definicao 2.2.7 (curvatura) 4 curvatura de conexdo w € AP g) é
definida por :

0 ¥ puw e AP g).

Quando w € considerada um potencial, Q € chamada intensidade do campo
assoctade a w.

A eguagido estrutural

1
0 =dw+ Zlw, W]

2

nos permitird escrever uma expressao para a intensidade do campo que é
mais Tamillar para os fisicos. Para demosntrar a equacdo estrutural, precis-
aremos de alguns resultados preliminares

Lema 2.2.1 Dado um campo vetorial X em M, existe um dnice campo
vetorial X em P tal que w(X) = 0 ¢ m(X,;) = Xy(p) para todop € P. O
campo X ¢é chamado levantamento horizontal de X.

Demonstragio: Grosseiramente, podemos definir )?p para cada p € P
através do isomorfismo 7. @ Hy — Tri;) M que estd variando diferenciavel-
mente com O ponto p, pois a conexdo é diferencidvel. Uma demonstracio
rigorosa deste fato pode ser encontrada em Spivak [28] vol. 2 cap. 8. n

Observamos que 1. (R ,jfp) = {ﬁORg)*(}?p) = 7. ()Afp} = Xr(p): portanto
temos por unicidade que Rg. X, = X~pg, le, Ry X = X,
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Lema 2.2.2 Se A, B € g, entdo [A, B = [AL, B¥), considerands o colchete
de campos vetoriais em P.

Demonstragéo: Aqui usaremos o fato de que o colchete [X, Y7 é igual &
derivada de Lie do campo Y pelo fluxc de X, ie., [X, Y], = %gc;f(}@i(p));
onde ¢ € o fluxo de X.

Seja ¢ : P — P dadoe por ¢:(p} = pexp(tA}. entdo ¢ € o fluxo gerado
pelo campo A, Assim temos que

i s d d d -
(A By = dt@t*l(B@{p)) g hlp Jexp(s B)exp(tA)™*
dd . dd
= Eypexp(ﬁﬂ)exp(sg)exp(fﬁ} = E;-&mpexp(s AdesptaB)

d d d r r ,
= &gpexp(.s%mdexm;z BD = Egpexp(siﬁ, B]) = [A, BE};-

Aqui usamos o fato de que, para A, B € g. [4.B] = C—%{AdexpMB) ver
Bleecker [4] cap. 0. -

Lema 2.2.3 Se A€ ge X € um campo vetorial em M, entdo [Ai,f} = {3,
onde X € o levantamento horizontal de X.

Demonstracio: Deﬁmndo éf como no lema anterior temos, pelo comentério
apés o lema 2.2.1, ¢! (X) = X. Entio

d
@txl (X) =10

[
Agora estamos em condicdes de demonstrar ¢ seguinte

Teorema 2.2.1 (Equacgdo estrutural) A4 curvatura € uma 2-forma dada
por O = dw + e, wl.

Demonstracdo: 3w, (¥, Z) = [w(Y).w(Z)]. Assim, basta provar a
equacao

dw(Y". 27) = du(¥. Z) + [w(Y). w(2)]
Por linearidade, é suficiente considerar trés casos:

Caso 1 (Y e Z sio horizontais). Nesse caso, w(Y)=w(Z) =0, Y7 =Y e
zZ" = Z.
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Caso 2 {Y e Z sdo verticais). Tomamos ¥ = Ay e Z = Bfg onde A, B € g
dwlY, Z) = Aw(BF)] - BHw(Ah)] — w([AF, B*)) = —w([AF, BF]) =
= (|4, BY) = ~[4, B] = ~[w(4%), w(B")] = —[w(Y), w(2)}.
onde usamos o fato de que w{B*) = B = constante. A equacio é
verificada nesse case, pois ambos os lados se anulam.

L.

Caso 3 (Y vertical e Z horizontal). Podemos supor que Z, = jfp onde X ¢
o levantamento horizontal de algum campo vetorial X em M. e ¥ =

§ para algum A € g. dw(Y. Z) = A% w(X] — X]w(AD] — w(45, X])

pois, w(f ) =0, w{A®) = A = constante e pelo lema anterior. A
equacao é verificada nesse caso. pois ambos os lados se anulam. g

Como corolario da equacdo estrtural, obtemos a identidade de Bianchi
D =1.

Mostraremos a identidade d2 = [, wi (a identidade de Bianchi segue-se
dai pois w se anula sobre campos horizontais): dQ = d{dw + %[w,w]) =
d%w+ 3 ([dw, W]~ [w, dw]) = [dw, ] = [dw+ 3w, W], w] = [Q, w]. Aqui usamos
o fato de que {[w. w], w] = 0, pela identidade de Jacobi para colchetes de Lie.

Apgora vamos estudar a curvatura definida localmente no espaco de base
através de uma trivializagdo local, ver como ela se comporta mediante uma

transformacgdo de gauge e analisar o caso em que G € um grupe de matrizes.
Teorema 2.2.2 Para todo g € G, Byl = Ad—- Q.

Demonstracao:

; * 1, 1 % , 1:’ * %
Rl = Ryldw+ Sl wi} = d(Ryw) + igﬂgw, Ry

1
= d(Adyw) + 21Ady 1w, Adg-ra]) = Adyos (dwr + %p W)
= Adg—xﬂ . |

O potencial de gauge w, estd relacionade & 1-forma de conexdo w por
wy = 0w € AYU. g), onde o, é a secdo local o, : U — P associada 3
trvializagio local T),. A intensidade do campo associado a wy é O, & oSl
Observamos que 2, = o0 = of{dw + f{w,w]) = d{ojw) + Sotw, onw]) =
dwy + %‘[wu wy]. Ou seja, a intensidade do campo é escrita em termos do
potencial de gauge da seguinte maneira

Q= dwy, +
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Se N é uma variedade e G € um grupo de Lie de matrizes, entio para
p € N(N,g) e € AJ(N, g) pode-se verificar facilmente (ver [4]) que [p, ¢! =
whp— (=1} Ap. onde e 1 sdo consideradas matrizes de formas e A1) ¢
uma multiplicacdo matricial onde onde as entradas séo multiplicadas através
de A. Segue-se que se G € um grupo de matrizes. entdo

D=dw+whuw e Qo == dwy, + Wy A Wy (2.7)

Teorema 2.2.3 {transformacioc de gauge dos campos locais) Sejam
T, e T, duas triviclizacbes locais com fungdo de transicdo gy, 1 UNV — G.
Entde, em UV, O, = Adg;"j Q.. No caso de um grupo de mairizes,
Qo = G QG-

Demonstracao: ver [4 pg. 40. B
Para concluir, observamos que tomando a intensidade do campo 2, a
identidade de Bianchi fica dada por d2, = [y, wy]. No caso de um

grupo de matrizes, termos dfl, = O, A wy, — wy A Q.

2.3 Teorias de gauge

Aqui mostraremos como as equagdes de Maxwell s80 um caso particular de
equacdes de campo formuladas em termos dos potencials de gauge, mais
especificamente, das equagbes de Yang-Mills. Para tanto, é interessante es-
tabelecermos uma nova notacio para os termos abordados na secio enterior.

Denotaremos por F a expressio local da curvaturs £ dada por uma
trivializacdo local qualquer o, ou seja. F = ¢™{2. O potencial associado serd
denotado por A = ¢*w. Como vimos anteriormente, o campo F é expresso
em termos de A por

1
F=dA+ s[4 A

e a identidade de Bianchi se escreve como dF = [F, A]. Em termos de
um sistema de coordenadas (U, z) de M, o potencial A ¢ o campo F ficam
dados por A = Aydz* e F = $F,,da* A dz¥. Lembrando as propriedades
do diferencial exterior: dn(X.Y) = Xn{Y¥} — Yn{X) — n[X, Y], temos que

Fu = F(B,,0,)=dA8,,8) + 4, A)]
= B#Ay - ﬁyAﬂ - A[a‘un ayé —i—i‘A,LL‘ Ay}
R —

=)
Fﬂu = 6#,14;/ b 8;)44‘1‘,5 - gA“, ,A.y].
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No caso em que g é umea dlgebra de matrizes, a expressio acima fica
dada em termos das entradas por®

F.?

v

= B Al ~ 8, AL + AL AR — AT AR

“ale a pena ressaltar que, pelo teorema 2.2.3, se em relacdo a cartas
distintas U e V o campe é dado por F, e F,., entio

Fy = 9;@1 Fy guu-

Considere uma forma 7 a valores em g definida localmente no espaco de
base M, definimos a derivada exterior covariante associada ao potencial A
pondo

Dy =dn+[A 7.

Como dF = [F, Al, temos que DF = dF +[A, F] = dF — [F. 4], portanto

DF =) (identidade de Bianchi)

A indentidade de Bianchi, obtida a partir de propriedades puramente ge-
ométricas das conexdes em fibrados, generaliza a primeira das equagdes de
Maxwell (2.5) vistas anteriormente. A segunda equacao em {2.5) é generali-
rada pela equacio de Yang-Mills «D»F = J; onde J é uma 1-forma a valores
em g chamada corrente e o operador « é definido de modo natural para
formas a valores vetoriais. A equacio de Yang-Mills descreve a dindmica do
campo, ou seja. € obtida a partir do principio da acio estacionaria aplicado
a uma densidade lagrangeana adequada. _

A seguir mostraremos como obter a eguacio de Yang-Mills para uma
tegria de gauge cujo grupo estrutural & é um grupe de matrizes e 0 €spago
de base é M = R>! (espago de Minkowski).

Em analogia com o eletromagnetismo, a Lagrangeana de Yang-Mills é a
4-forma dada por

1
Ly = ";)“”GI‘(F Ax ).

escrevendo em coordenadas locals, temos Ly = %tr(FwF B0l

‘Durante um semesire em que estava lecionande Relatividade Geral, Yang percebeu
que esta expressfio ¢ exatamente igual & expressdo para o tensor de curvatura de Riemann
em termos des simbolos de Christoffel ¢ a partir daf passou a investigar as relacGes entre
Teorias de Gauge ¢ Geometria.
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Integrandc sobre M. obtemos a agio de Yang-Mills

1
Sy = = tr{F A% F).
2 S
Vamos primelramente assumir que essa integral converge, posteriormente
mostraremos como aplicar ¢ principio da acdo no case em gue tal integral
nio seja convergente (ver pigina 41). Vamos considerar uma variagio do
potencial dada por A; = A+ 364, onde §A € AY{M, g) e 3 é um pardmetro
real. Assim, a variacio do campo {curvatura) fica dada por

d

§F = d,g(dAS + A AN AL o

d d d
= — A i — + AN —
d(ds s)(d$A5>/\A xi/\(dsf-is)
= déA+SANA+ANA

= d6A+ A, 64
= DiA.

=0

ou seja. a variacdo do campo € igual a derivada exterior covariante da vari-
acao do potencial. Nio é diffcil verificar que tr{w A u} = (—1)P%r{p A w).
Como [w,pl = wA p— (—DPu A w, segue-se que tr{{w.pul) = 0. E dai
concluimos que

tr{Dw) = tr(dw + [4, w]} = dir{w).

Se w é uma p-forma e u uma ¢g-forma a valores em g com p+ g = 3, entio
0= [, dtr(wAp) = [, tr(D(w A p)). Segue-se dai que

f tr{Dw A p) = (—})pHJ/ triw A Dy).
A M

Apgora temos condicies de encontrar a variacdo da acdo de Yang-Mills

5Sva = =6 | tr(FAxF) =2 / te(8F AxF + F A+ F)
2 M 2 At
= / tr(6F A %F) = / tr(DSA A <F) (2.8)
AT M

= / tr(5A A DxF)
A

em (2.8) usamos o fato de que, para w, 7 € A2(M, g), tr{wAxn) = tr(n Axw).
De fato: por linearidade, podemos supor que w = AQ L en = B &7
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Ty

onde & e # sdo 2-formas ordindrias em M e A. B € g logo tr{w A %7) =
tr(AB ®@ O Axfj) = tr{AB) @ (0. )vol = tr{BA) @ (7. &)vol = tr(n A xw).

Pelo principio da acdo estaciondria, 65y, = 0 para qualguer variagao
§A do potencial, mas isto ocorre se, e somente se, a equacho de Yang-Mills
for verificada

D F =1

Se Ap € o potencial em relagio a uma trivilizacdo {ou gauge) local, e Ay
em relagdn a outre gauge, vimos qile a transformacio de gauge do campo €
dada por Fy = g} Fyguy. O lagrangeanc fica invariante por transformagdes
de gauge:

1
Lywu(Ay) = ‘z'fl"(Fv Ax By )

1 1 -
= '§t1‘(guz,l Fﬁguv A gq_gz,l (* FL’)QIH,{;)

1
w :?'tI‘(FL A *FL)
= Lym{dy)

A invariancia das equagdes de Yang-Mills frente a tranformagoes de gauge
segue-se diretamente da invaridncia do seu lagrangeano.

Ainda resta uma observagio sobre a convergéncia da integral Sy s (agio).
Como estamos tomando um espaco de base B! nfio compacto, a integral
Sv ar pode ndo convergir. Porém, podemos considerar variacbes 64 de su-
porte compacto. le., nulas fora de algum conjunto compacto, de forma que
a integral 65v s (variacdo da acglo) é convergente e concluir, pelo que vi-
mos acima, que para variagbes dA com suporte compacto o principio da
agd0 05y = 0 € equivalente & equacdo de Yang-Mills. Tomando uma par-
ticdo da unidade sobre B*!, concluimos que tal equivaléncia é valida para
variaghes arbitréirias,

Exemplo 2.3.1 O eletromagnetismo é uma teoria de gauge tendo U{1) co-
mo grupo estrutural. Considere o fibrado trivial B> x U(1). Nesse caso,
temos um potencial A = A,dz* definido em todo o espaco de base B>, o
gual é uma I-forma a valores em u(l) = iR.

Conforme vimos anteriormente, o potencial se transforma mediante uma
transformagdo de gauge g da seguinte maneira

A, = Efff‘{i#.‘}’m1 + g@#g'i.
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Como U(1l) € um grupo comutative, temos gue
Fazendo g = e, com f fungdo real: ¢B,g7' = e~ Hi(8,f)e = id,f.
Portanto A, = A, +i8,f, isto é

A=A+ idf

que é exatamente a transformacdo de gauge do potencial eletromagnético (o
menos do fator i) vista anteriormente {ver pigina 31). Em u{l) o comutador
T, ] € identicamente nulo. seque-se que o campo (curvatura) é dado por
F = dA e a derivada exterior covariante se reduz o Dn = dn, portanto as
equagoes de Yang-Mills reduzem-se s equagdes de Mazwell.

No caso de uma teoria de gauge com grupo estrutural SU(2), temos o
potencial dado por

A=A T,dz"

onde T, = —io,. pois a dlgebra de Lie su(2) € gerada pelas marizes —iog,
onde o sa0 as matrizes de Pauli. Pelas propriedades destas 1ltimas, temos
que

[Ter: T3] = €05 T-
O campo em termos do potencial € dado por
Fpw = 0p Ay — oAy + [ A, Al = Fl T,
Fu® = 8, A% — 8,A,° + 205, AP AL

Vemos assim que, contrariamente ao caso do eletromagnetismo onde a ez-
pressao para o campo em termos do potencial € linear, numa teoria de gauge
com o grupo ndo comutative SU(2}, aparece um termo quadrdtico no cam-
po € as correspondentes identidade de Bianchi ¢ equacdo de Yang-Mills sdo
equacdes nao-lineares nesse caso.

2.4 Conexodes em fibrados vetoriais

As conexdes em fibrados vetorials generalivam a derivagdo de um campo
vetorial segundo uma dada direcio do espago. Até aqui, as teorias de gauge
foram apresentadas através do conceito de conexdo em fibrados principais.
A seguir veremos brevemente como ¢ potencial de gauge pode ser abordado
através das conexdes em fibrados vetorials. O conceito fundamental que
relaciona as duas formulactes é o Transporte Paralelo.
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Definicdo 2.4.1 Dade um fibredo vetorial m: E — M, uma conexdo de
Kaoszul V em F € uma aplicagao

ViveetiM) x TE —s TE
(X ol b——sV, 0o

gue satisfaz as seguinies propriededes:

1. \7(}(.“;&.)0 = V/\.cr + VXJ

2. Vylo+€)=V,o+V £
T V,yo = Vo
4. Vyfo=X(flo+ Vo Cregra de Leibniz”

onde f € C®(M) e vect{M) € o espaco dos campos de vetores fangentes a
M, i.e., vect{M) =T(TM).

Seja w: £ — M um fibrado vetorial de dimensio m sobre uma varieda-
de n-dimensional M e 1 < ¢ < n. Considere ¢ fibrado Hom{AYTM: F), cuja
fibra Hom{AYTM; E), sobre r € M consiste do espaco das aplicagdes linear-
es de AYT, M em E,. i.e.. aplicacoes g-lineares alternadas de T, M x-- - x T, M
a valores em E.. Assim podemos definir as formas a valores num fibrado E

ou formas E-vetorials.

Definicdo 2.4.2 (Formas E-vetoriais}) Uma g-forma E-vetorial € uma
secdo do fibrado Hom(AYT M E). O conjunto de g-formas E-vetoriais serd
denotado por (M, E).

QUM E) = T(Hom(AMTM, E)), ¢=1.2...,n;, QYM:E)=TE

A agdo de g-formas E-vetoriais sobre o produto “cunha” de g campos
veroriais em M serd denotada da maneira usual

pe XA A X, € QM E).

Considere uma carta (U, z) em M e um referencial {dz’, ..., dz"} para o

H i

fibrado cotangente (TU)*. Se {s1...., $m} € um referencial local para E

sobre U, entdo u tem expressao local
m .
”JU = Z Z‘th-g(cgﬁi(l) A Adzi9))

J=r 0
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onde usamos o multi-indice I = (1 <i(1) < - - <ilg) < n)e h*; sdo funcoes
diferencidveis em U/, Como

3 hlde™ A nde' ) € QI(M)
T
¢ interessante escrever u € 9(AM; E} da seguinte maneira

m TR
,u,‘L = Zsj' Al = Z?}j Asi ol € QI(M).
P =1

Podemos definir o produto “cunha” entre uma g-forma F-vetorial u €
Q4(M; E) e uma p-forma diferencial ordindria w € M. Primeiro defi-
nimos localmente:

m

m
w/\g‘U def Z(w/\nj)/\sj, ulU/\w o Z.sj/\{'nj/\w),
F=1 =1

esta definicdo independe do referencial local para E. portanto pode ser es-
tendida para todo o fibrado.

Definigao 2.4.3 (derivada exterior covariante) Uma derivada exteri-
or covariante sobre um fibrado w: E -~— M é uma aplicacdo

d¥ CQP(MLE) = QP YME), p=0.1,....n

linear sobre os escalares e que satisfaz 4 “regra de Leibniz”: Para toda forma
E-vetorwal y e toda forma diferencial w em M

d¥(p A w) =d¥uAw+ (=1)%9 A dw

Teorema 2.4.1 {Conexac e Derivada Exterior Covariante)
Dada uma conezdo de Koszul ¥V num fibrado vetorial w . E ~—— M, existe
uma Unica derivada exterior covariante d° tal que:

o X =V, o
para todo campo vetorial X e toda o € TE = QM E).

Vale a pena mencionar que para toda u € Q'(M : E) e todo par X, Y
de campos vetoriais.

P XAY =V (g Y) -V (u X))~ pu-[X,7]
= dP(p-Y) X =d(u-X)- Y —p- (X, Y] (29)
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dﬁsé = Ql_(M; F) para cada 1, entdo deve existir uma matriz m x m de 1-
formas @] € QM tal que:

Seja {s1...., 8  wm referencial local para o fibrado 7 : £ — M. Como

m
dPs; = s Ao (2.10)
j=1

as 1-formas {mj } 80 chamadas formas de conexao relativas ao referencial
{81.} cee .Sm}.

Considere duas trivializaces locais @y e @y com U N U’ #£ § as quals
estao assoclados os referenciais {s1,...,8,,} e {t1.....%,}. Vamos denctar
poT {w;} as formas de conexio relativas ao referncial {¢;.... ¢, }. Seja g”; o
elemento (4, 7) da matriz da funcdo de transicdo gppr em relagdo & uma base
fixa da fibra tipica V, temos facilmente ¢; = g} 81+ + g8, segue-se daf

a seguinte identidade matricial
b=g"tdg+ ¢ g (2.11)

a qual significa que 3, gfihufb =dg, + 3, @ gl. A expressio acima deve ser
comparada com (2.6).
Simbolos de Christoffel

Considerando ¢ fibrado tangente TM de alguma variedade M, definimos os
simbolos de Christoffel através das 1-formas de conexao

I’ii = wf (D)

onde os vetores J, sdo dados por uma carta local z#. Note-se que

V, 0i=d ™0 8, =% dinwl 8, = T8
i

7

Curvatura

Considerando a derivada exterior de formas diferenciais ordindrias d, sabe-
mos que ddw = () para qualquer forma w € Q{A). No caso da derivada ex-
terior covariante ocorre frequentemente que d*d™ o # (), pois aqui nio pode-
mos usar & mudanga na ordemn da derivacdo, em outras palavras, a derivada
covariante ndo comuta. Intuitivamente, 2 curvatura é uma grandeza que

e A S Y
i




2. Conexdes em Fibrados e Teorias de Gauge 46

mede o quanto d”d” deixa de se anular, i.e., o quanto a derivada covariante
deixa de comutar.

Considere um fibrado vetorial 7 : F —— M com uma conexdo. Tomando
o € Q%M; E). temos que a aplicacio o — d7(d"0) é C®(M)-linear, de
fato: para guaiquer fun¢io diferenciavel A, usando a regra de Leibniz

d¥(d"(ho)) = d¥(hd"0 + dh A o)
= hd®{d") + dh Ad¥o —dh Ad"o + d{dh) Ao
= hd”(d" o).

Segue-se que d”{d% o) ¢ uma 2-forma F-vetorial que varia linearmente em
relagdo a o, portanto existe uma 2-forma B € O2(M; Hom(E; E)) chamada
curvatura da conexao tal que

d¥(dFo)y =R no voe QUM E). (2.12)

Tomando um referencial local {s1,...,8,,} para E, ] é expresso em

relacdo a ele pela matriz mxm de 2-formas ordingrias { Rf } chamada formas
de curvatura definida por:

. ,
d™(d"s;) = Z Rf N B4
i=1
Vejamos como relacionar as formas de curvatura com as formas de conexio
{w!} definidas em (2.10). A regra de Leibniz nos d4:
EiiF E ' /3E i J
d”{d"s;) =d (Zsj ANwl) = Z\d s ANw] + 8; A dw])
3 b

ZR?AS;; =Zsk/\w;-‘/\mf+z‘8k/\dwf
k jok k

portanto temos

de maneira mals compacta, podemos escrever simplesmente
Eedod+onw

onde R é a matriz [R]], w a matriz {wﬂ & o produto A denctado na expressio
acima € um produto matricial. Esta dltima expressio deve ser comparada
com (2.7) pagina 38.

Verifica-se facilmente. usando (2.9) e (2.12), que

RAC-XAY =V, V, 0~V ,V 0~V 0o

XY
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Transformacstes de Gauge

Um fibrado cujo grupo estrutural é ¢ grupo G serd chamado de G-fibrado.

Definigdo 2.4.4 (G-conexfo) Ume conexdo de Koszul V num G-fibrado
vetorigl @+ B~ M € dite uma G-conexac se a matriz de conezdo asso-
ciada (2.10), guande vista como uma I-forma em M a valores em KM*™,
assume valores em L(G), a dlgebra de Lie de G.

Note-se gue esta definigdo estd bem colocada pois. por (2.11), se as
formas de conexdo em relacio a um referencial assumem valores em L{G),
entao o mesmo acontece em relacho a qualguer outro referencial.

Considerando uma trivializagdo local ®, do fibrado numa vizinhanga do
nonto 7 € M, podemos fazer G agir sobre a fibra E., a qual é iscmorfa ao
espacge V da seguinte forma:

g r vy = 7 (v, gu)

mas esta agio depende da trivializacio local; de fato, tomando outra trivi-
alizacgio 3 com fungdes de transicio gs,(r) temos

983" (r,w) = 85 (1, g5a(r) 9gas(r)w),

mas gsa(7)g9:5{r)w) € G, logo faz sentido dizer que uma transformacio
linear T : B, — E, é dada pelo grupo G, ou “mora” em &. embora nio de
uma forma candnica.

Uma Transformacgdo de Gauge é uma aplicagdo C™ que a cada ponto
r € M da variedade de base associa uma transformacio linear T, na fibra
E. que “mora” em (. Mals precisamente, uma transformacio de gauge
T e T{End{E)) é uma secdo do fibrado dos endomorfismos tal que T{r)
mora em (G para tode r € M. O conjunto de todas as transformagdes de
gauge de E formam um grupo denotado por G.

Cada transformacao de gauge ¢ € § induz uma transformacéo V —
V¥ para cada G-conexdo V |, dada por

V4o = g(V (g7 ).

Verificar que VY satisfaz as propriedades de conexiio é um célculo rotineiro.
Para verificar que ela de fato é uma G-conexfo, l.e., que suas formas de
conexio “moram” em L{G). tomamos um referencial local {s1,... 8,x}: sejam
{{w9)} as formas da conexdo V9 e [g;;] a matriz da transformacio de gauge
g em relacdo a esse referencial. Pode-se mostar, com algumas contas, que
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S oki = dgg + 3 (w9)kg5, usando a notagdo de matrizes temos que
gw = dg + w9g, esta Oltima expressio é equivalente a

W9 = gdg™t + gwgt {2.13)

Esta € a conhecida condic@o de gauge para o potencial, segue-se dal que se
w “mora” em L{G)}, o mesmo ocorre com w?. Concluimos entdo que V9 é
uma G-conexdo.

Sejam d¥ e d¥9 as derivadas exteriores covariantes associadas a V e V9,

4 9(4P50) = 4P (gd"(5740)) = d" (4P (g™
= MY’ Ao =g(RY Aglo)

Esta ltima expressdo nos diz como a curvatura muda por uma trans-
formacao de gauge. Em termos de matrizes temos RY = gRg™*, comparar
com o teorema 2.2.3.

Portanto, vimos como apresentar 08 conceitos de conexfo, curvatura e
transformacio de gauge no contexto dos fibrados vetoriais. As equacdes de
Yang-Mills podem agora ser introduzidas de maneira inteiramente andloga
aquela desenvolvida anteriormente para fibrados principais.



Capitulo 3

Algebras de Clifford e
Spinors

As algebras de Clifford s@o construidas para facilitar o estudo das transfor-
magdes ortogonais, permitindo-nos construir os grupos Pin e Spin (grupos
de recobrimento do grupo ortogonal e subgrupos) e definir os spinors. Ou
seja. as algebras de Clifford se constituem puma ferramenta muito 4til no
tratamento de guestOes relacionadas 4 simetria. E natural, portanto, que
tenham aplicagoes em teorias de gauge.

3.1 Conceitos Fundamentais

Seja V um espago vetorial real munido de uma forma bilinear simétrica
néo-degenerada ¢g. Tomando uma base {¢;} para V', o produto tensorial
V @V € um espaco vetorial tal que as expressdes da forma e; ® e; formam
uma base e, para u,v € V, temos u®v = v'v’e; ®¢;. Uma definigdo rigorosa
do produto tensorial, no entanto, deve ser dada de maneira independente
da base escolhida, para tal defiri¢do pode-se consuitar [3] ou [12]. Podemos
estender naturalmente o produto para r céplas do espaco V:

ﬂ({/‘}:V@V@...@V:@TV_

Tomando a soma direta de todos os espagos T,(V') para todo r € N, onde
Ta(V) = R, obtemos uma &lgebra associativa com unidade

T(V) = DTV)

()

49




3. Algebras de Clifford e Spinors 50

denominada algebra tensorial. Seja J o ideal de T(V') gerado pelo con-
junto A={z@z—glz.z)lz eV} e, J=T(V)® A@T(V). A dlgebra
de Clifford associada ao espago V' é denotada por CE(V, g) e definida como
o guocienie

CEHV, g) = T(V)/J.

Dada uma base {e;}7., para o espaco real V com 2 métrica g, a dlgebra de
Clifford associada a V' é a algebra associativa gerada pelos vetores da base
{e;}2, satisfazendo 2 seguinte regra de multiplicagdo:

eie; + g4e; = 2g(ei.; 6_?‘).

A definicao dada pelo gquociente, no entante, é independente da base escol-
hida. Assim, é mais conveniente supormos que a base {e; }/., é ortonormal,
nesse caso temos ee; = glege;) = =1 e gie; +eje;, = 0, se ¢ # 7. Um
produto de k vetores distintos €;,,....e; ¢ chamado de k-vetor e denotado
POT €iy,.4, = €, - €. Qualquer elemento A € C4(V, g) pode ser escrito
como combinagio linear de k-vetores com 1 < k < n. Denotando por A, {V)
o espago vetorial dos k-vetores, temos que a dlgebra de Clifford se escreve
como soma direta:

n

CEV.g) = P Ar(V)

k=0

onde Ag(V) = R, logo A = (A)p + (A} + -+ + {4),. onde { }; denota a
projecdo de CZ{V, g} em Ap(V). O conjunto de todos os produtos, e;, -« €,
com 43 < -+ < {p para todo k = 1.....n, e a unidade 1 € R forma uma
base para C#{V,g). Pode-se verificar que dimC4(V,g) = 27 . Quando nio
houver risco de cofusdo, denotaremos a dlgebra de Clifford simplesmente por
CE(V).

Dados Ar € A (V) e B, € A(V), definimos o produto exterior:

Ay A B = <A?'Bs>r—§—5
e o produtc interno:

gei | (ArBelp_y seris >0
Are By = {0 ser=0ous=0.

! Nessa dissertacio, estamos considerando apénas as chamadas dlgebras de Clifford
Universais. Pode-se definir dlgebras sobre um espaco n-dimensional que satisfaz as regras
do produte de Clifford e que tém dimensfo inferior a 27, ver [32].
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Owira operacio importante é a contracgso, & esquerda ¢ & direita, defini-
da a seguir:

. Ao B, r<s of Boe A, r <y
def T & = def 8 T =~
Ar}By = {{} r>s5 Bslar = {0 P> 8

Os produtos se estendem por bilinearidade para toda a dlgebra C6{V). Para
dois vetores u,v € V. verifica-se com facilidade que u | v = {wy + vu}/2 =
glu, 2} e u Av = {uv — vu)/2. Observando gue o produto A é associativo,
podemos dispensar os parénteses e escrever 1ty Ave A+ A € AV, v e V.

A seguir vamos definir algumas involugdes dentro da dlgebra de Clifford.
As definicdes sfo feitas primeiramente sobre os k-vetores e estendidas por
linearidade para toda a &lgebra.

e Reversao ™
fop A A )™ =y Ao Ay = (wi)k{k—l}/‘z’vl A N,

s Involugdo graduada ~ :
para qualquer k-vetor Ay, A = (~1)FA4,.

s Conjugacio de Clifford ™~ :
composicao da reversio com a involucdo graduada, A= A" .

As dlgebras de Clifford C4(V) admitern uma Zo-graduacao natural
CEVYy=Cer{V)yacs (V)

onde CFT (V) = {A € cg{v')gﬁi = A} é 0 espago dos multivetores pares e
Ci (V)= {4 ¢ CLHVIA = —A}, dos multivetores impares. Note-se que,
além de ser um subespago, C#H{V) é uma sub-dlgebra de C£(V), chamada
sub-dlgebra par.

Agora enumeramos algumas propriedades das operac¢io de contracio e
produto exterior cuja verificacdo é rotineira.

Proposicao 3.1.1 Segjam Ac C4(V}, A, € A V), B,eA(V)eveV
LAy | Be= (=17G-UB | A ¢ A AB=(=1/"B, A A
2. vjAm%(vA—ﬁv) e U/\A=%(UA“P“_E’U};
goul{vi Ao nw) = =1 glu v)ur A A A A

onde v; indica que o elemento v; estd ausente da ezpressio.
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Algebras de Clifford complexas

A rigor, podemos definir dlgebras de Clifford para espacos vetoriais sobre
gualguer corpo F. Neste estudo, estamos interessados apenas em espagos
reais ou complexos. Seja (V. g) um espaco reale V' =C @V o seu comple-
xificado com a métrica ¢ estendida para V' por bilinearidade. Prova-se [32)
que a 4lgebra de Clifford complexa C£{V', ¢') é isomorfa & complexificacio
da &lgebra real C4(V, g), Le.

CHV' ,¢) ~C @ CEV. g).

Assim, uma ver estabelecida a classificacéo das dlgebras de Clifford reals, a
das Algebras complexas segue-se diretamente.

3.2 Periodicidade das Algebras de Clifford

Vamos denotar por Cép, a dlgebra de Clifford do espaco? BP9, ie. Cép, =
C#{RP2). O Teorema® a seguir estabelece isomorfismos importantes entre
diferentes dlgebras de Clifford.

Teorema 3.2.1 Sep> 0 ou g > (:

Clpsrgrr =~ Clhi®Cl,
Clyjop = Chg®Clyy:
Clopra =~ Clys @Cly,.
Além dos isomorfismos acima, temos ainda informacio sobre os antiautomor-
fismos das dlgebras de Clifford. Denotando a reversdo ™ por 1 e a conjugacao
" por —1 temos a seguinte correspondéncia entre os antiautomorfismos

(Clpirger.e) = (Clpy, —) @ (Ch1.2) &= £L.

Como consequéncia desse importante tecrema. podemos determinar qual-
quer algebra de Clifford Cé,, a partir das dlgebras Cly 1, Clg, Clyy. Clpo e
Cé3. Mas pode-se verificar sem grande dificuldade que

Céya <

CEI,O ~ Rol,

Ch1 = Chy= M(2,R),
Clyo =~ H

4

Como ilustracio, mostraremos um dos isomorfismos acima.

D R
“Ver pagina 2.
*Para a demonstracio, ver [3].
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Exemplo 3.2.1 (Céo =~ Hj
Ml € o dlgebra dos quatérnios gerada por i, 4k (ver pagina 4). Sejo
{ey, &2} uma base ortonormal para RO-2

gler.en) = glea, ea) = —1, gles.e2) = glea, e1) = 0.

Os elementos de Clyq sdo 1 = a+bey +cey +dejez, coma.b,c,d € R. Das
regras do produto de Clifford. segue-se que

(61)2 = (8:2)2 = (6162)2 = -1, €16ey = —e€;.

Um isomorfismo entre Cly o e H pode ser dado. por exemplo, pela seguinte
correspondéncia

T—1, e i, ey 18— k.
Vejamos mais algumas consequéncias do teorema 3.2.1:

Cloa®@Clpg = Clo@Clg®Clpg=Clyr®Clyyap =Clpais
Clap®Clyg = Clo®Clho®@ClgxClog @0l pro =Clpray

e dal segue-se que
Clpgug o Clya @ Cly g ® Clp g ox Clog ® Clp g

Usando o fato de que M(n. R) @ M{m, R) =~ M(mn,R) {(ver [3]) e €4, =
Clpo = M(2, R}, podemos determinar a dlgebra Clys.

Clog =~ Cla®Clys=Clo®Clhg®Clyy®Chy~
= Clha®Clya ®Clg & Clg=Clhr@Cly®Clayg

portanto
Clos =~ Cli®Ch ®Clg®Cho= M2 R) = M(16,R).
Com isso mostramos que a periodicidade médulo 8 de C{;, é dada por
Cépgrs > M(16.R) ® Clyp

A partir desses isomorfismos podemos classificar todas as dlgebras de
Clifford sobre espacos de dimensao finita.

Teorema 3.2.2 {Classificacdo das dlgebras de Clifford reais)
Sen=p+gq e[n/2 = (parte inteira de n/2), Cly, é dada por
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p—g mod 8 Clyg
0 M2 R)
1 M2 2 R) & M2 R)
2 M2l Ry
3 M2 C)
4 M(2n/2A=1
5 M(g[ﬁ,@}—lji‘_ﬁ) = Jw(Qin/%—l:H)
6 M{2r/2=1 )
7 M2 T

Embora forneca uma classificacdo completa das dlgebras de Clifford, o teo-
rema 3.2.2 ndo mostra como construlr explicitamente os isomorfismos. Ve-
jamos alguns exemplos titeis de isomorfismos entre dlgebras de Clifford e
dlgebras de Matrizes.

Exemplo 3.2.2 (A dlgebra de Pauli) A dlgebra Cés € também conhecida
como dlgebra de Pauli. Pelo teorema 5.2.8, tal dlpebra € isomorfa 4 dlgebra
das matrizes complexas 2 x 2. Podemos consiruir um isomorfismo explicito
através das matrizes de Pauli:

81++<§)(1}>= 62(—)(? —(—]ﬁ) ey—%(é _01) (3.1)

Basta relembrar as regras de mutiplicagdo das matrizes de Pouli para ver
que esta aplicagdo € de fato um isemorfismo. Pode-se verificar facilmente
que a operacdo de reversdo = em Cés corresponde & conjugacdc hermitiana
de matrizes 2 x 2 complezas.

Como ei1en + (8 _Oz) eg€3 > (? 8) e1€;3 ((1} 53‘)7 0s elementos

de CE§ correspondem 4s matrizes da forma

z =25
) Z; ’

Assim, temos o ismorfismo de espaco wetorial * CE;’ ~ ?. Denotando o
pseudoescalar eieses por I, € imediato ver que I = =1 e I = —1.

“Esse é apenas um isomorfismo de espago vetorial, como édlgebras de Clifford, temos o
seguinte isomorfismeo (67 =~ H



3. Algebras de Clifford e Spinors

(W]
&t

Exemplo 3.2.3 (A Algebra C#y) Scbemos que a digebra Cly do espago
euclidianc {-dimensional € isomorfa ¢ M{2.H). Tal isomorfismo pode ser
dado explicitamente por

s {10 N
CT o -1 ) — 0 )
)

Nio € dificil verificar que tais matrizes safisfazem as regras do produto de
Clifford. Observamos também gque a reversdo ~ em Céy corresponde & trans-
posta conjugada de matrizes 2 X 2 quaterniénicas.

Analogamente ao caso da dlgebre de Pauli, verifica-se que os elementos
de C4F correspondem s matrizes da forma

(q@ g2
g a1 ;)
Assim, temos o isomorfismo de espaco vetorial C4; ~ HP. Nessa dlgebre,

escrevemos o pseudoescalar como es = epereges, para o qual vale es” =1 e

€5 = €5.

(3-2)
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O centro de uma dlgebra 4 é definido como o conjunto dos elementos
z € Atals que za = az, Va € A. Verifica-se facilmente que o centro de €4,
¢ dado por

R, se n é par .
Cen(Cl, ) = ’ .
enClpg) { R & Ap(BPY). se n ¢ impar. (3-3)
Lembrando a definicdo de sub-dlgebra par da pigina 51, femos mais um
resultado importante sobre a estrutura das dlgebras de Clifford

Teorema 3.2.3 C4) ~ Cly, 1~ Clpay o cLr,

Assim, a classificacgo das sub-dlgebras pares é obtida diretamente do teore-
ma 3.2.2.

Para concluir, observamos que a classificacdo das dlgebras de Clifford
complexas é mais simples do que no caso real. Denotamos por C4,(C) a
4lgebra de Clifford complexa sobre o espaco " munido da forma bilinear

g{z,w) = z1wy + -+ + Zpwn
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note-se que C6,{C) ~ € ® CL{RP9), para qualsquer p,¢ com p-+ ¢ = n.
Segue-se dos isomorfismos j& vistos que

Cluia(C) o C6,(T) ® CLH(T),
CH{C) = CoaC,

CE;(C) o~ ;MQ(C}.
Com isso, fica ficil verificar o préximo

Teorema 3.2.4 (Classificacfio das dlgebras de Clifford complexas)
A menos de isomorfismo, as dlgebras de Clifford complezas sao dadas por

Clyp = M(QAC\J
Clopp1 =~ ME*,C)a M(2P,C). vYheN

3.3 O grupo de Clifford

Agora mostraremos como as algebras de Clifford sdo utilizadas para & cons-
trucdo explicita de grupos de recobrimento do grupo ortogonal e subgrupos.
Considere um vetor u € RP9 tal que g(u, ») # § {um tal vetor é chamado
nao-isotrépico). Qualquer vetor v € BP9, pode ser decomposto num vetor
paralielo e outro perpendicular a u., ou seja v = vy + v, basta tomar

g g
T R O

U.

Denotando por S, a reflexdo ortogonal em relacdo ao hiperplano perpendi-
cular ao vetor u, temos gue

g(v. u)
Su{y)=v-2
W) ==

Vale lembrar que det S, = —1. Vejamos como expressar a reflexao em termos
do produto de Clifford:

VU T - -

Sulv) mvauzv—{vu+u@)u Ve y — v —wvn™!
glu. u)
= S, (v} = —uwwu~! = Gou~ .

Enunciamos um teorema importante cuja demonstracac pode ser encon-
trada em [3].
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Teorema 3.3.1 {Cartan-Dieudonée) Qualguer transformacdo ortogonal
T & O(p.q) pode ser escrita como wm produto de reflezbes em relagcdo a
hiperplanos perpendicuiores o vetores ndo isolrdpicos.

A partir dessas idélas. lembrando que nosso objetivo é estudar transfor-
magOes ortogonals através das dlgebras de Clifford, chegamos a uma defi-
nicio natural®.

Definicao 3.3.1 {Grupo de Clifford) O grupo de Clifford Ty, é ¢ grupo
gerado pelos vetores ndo isotrdpicos de Cly ., ou seja

Tpg % {v1-- v € Chyy : vy € ndo isotrdpico }.
Consideremos a seguinte representacio do grupo de Clifford
ad - Tpe — Aut{Cl, ). @T{A}v = AvA~t

chamada representacio adijunta contorcida. Ohservamos que ad( A} é uma
transformagdo ortogonal quando restrita a RP?, assim podemos redefinir o
contradominic de ad

ad: Tpy — O(p, q).

Note-se que (E(u) = 5, para gualguer u ndo-isoirépice. Portanto, pelo teo-
rema de Cartan-Dieudonege, dado T € O{p,q) temos que T = 5§, -+ 8, =
ad{uy) - --ad{ug) = ad{uy - - -ug). Portanto ad € sobrejetora, isto é

;E(Fp,.q) = O(p. g}

Além disso, kerod = R — {0} = R*. De fato, dado A€ Ty, A= A, + A_,

onde Ay € C, A€ kerad = AzA™ = z,vz € BP9 = 4.2 =

zA4, V2. Usando a proposi¢ido 3.1.1: z/A4A_ = é—(mA_ + A_z) =0 Vz, logo

A_ = {1. Segue-se que A ¢ par e comuta com todos 0s vetores, l.e. A € par

e A€ Cen(Cly,). Por (3.3), A€ R Mas A é inversivel, logo A € R ~ {0}.
Concluimos daf que

rp‘q

R= {0} = O{p,q),

donde I'p, € um recobrimento de O{p, g).

"Em Benn-Tucker [3] o leitor encontrard uma definigiio ligeiramente diferente para o
grupo de Clifford. A terrninclogia adotada nesta dissertacio estd de acordo com Lounesto
[16]
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Como a/&(u) ¢ uma reflexdo:
det a&{?}} e ?),1;) = {——1)}{

asgim, considerando o subgrupo dos elementos pares I'f | =T, ,OCE} | temos
que

T {0} =~ 50(p, q).

Observagao: O grupo de Clifford T, ;, pode ser definido como o grupo dos
elementos s € (4, , que tém paridade definida e tais que szsTl e RPY Y e
RP4 (ver [16] pg. 220), ou seja:

Tog={sE Cﬁiq UCL,, | Vo € R, szs”h € BRI,

Grupos Pin e Spin

Para obtermos recobrimentos duplos, cujo niicleo é o grupo Zs = {~1,1},
dos grupos ortogonais e de alguns subgrupos, consideramos uma norma N :
Clyq — R, dada por N{A) = (A4}, e tomamos o subgrupo dos elementos
unitarios do grupo de Clifford.

Observando que N(AB) = N{A)N(B}, VA, B € T, ; definimos os grupos
Pin e Spin

Pin{p,q) = {A€Tp,: N(4)==1}
Spin{p,q) = {Ae€T}, : N(A)=+1}
segue-se imediatamente que
ad : Pin(p,q) — O(p,q) com ker@[pm( = {1} =Z;
= {F1} =7y

(p.g)

ad : Spin{p, g} — SO(p,q) com kerad (Spnipgy T

portanto

*-——"sz(p’g) =~ O(p. ) Spip.9) . 5o, q).
2 Zy

Concluimos dai que Pin(p. ¢) e Spin{p, ¢) sao os recobrimentos duplos de
O(p.q) e SO(p. ¢}, respectivamente.

Podemos também utilizar a norma N~ : Cép 4 — R definida por N({4) =
{AA)y, onde A é a conjugagio de Clifford definida na pagina 51. Observa-
mos que N (Ay) = (~1}*N(A;), para qualquer k-vetor A;. Normalizando
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o grupo de Clifford em relacfo a essa norma, também obtemos os grupos
Pin e Spin.

Restringindo-nos s certos subgrupos de Pin{p, ¢} e Spin(p, g;. obtemos
recobrimentos duplos de alguns subgrupos importantes de O(p, ¢) e SO(p. ¢).
De fato, consideremos os subgrupos

PH}:F(;O Q) = {A = yp,q : N’{A) B 1}
Pin +(PQ) = {A € Y?:Q : N (A} = 1}
Sping{p.q) = {AeT], : N4 =1}

Dado um elemento qualquer A; = vy € Tp, tal que N(4y) =
1, temos [w|l- - lvgll = N{v)--- N{yy) = N{4;) = 1. logo devemos ter
um ntmero par de vetores v; com v < 0 (Le., com 5, € O.(p q))
Logo T = @(A;c) = Sy -8y, € 04{p.q). Se, por outro lado, tivermos
N (Ag) =1, entic {=|jn ]|} - (=l l) = 1 e assim devemos ter um niimero
par de vetores v; com [Jv;f| > 0 (e, com S, € O+{p.q)). Nesse caso,
T = ad{Ar) € O%(p,q). Concluimos dai que

ad(Pin, (p.q)) = O4(p.q).
ad(Pin 4(p.q) O"(p.q).

Ainda temos que Spin, {(p, ¢) = Piny(p, ¢) N Pin 4 (p,q), logo:

ad(Spin, (p, q)) = OL (1, ¢) = 50, (p.q)

e dal vém os seguintes recobrimentos duplos

Pini(p.q))/Z: = O4(p.q).
Pin .(p.¢))/Z2 = O'(p.q),
Spin, {p.q))/Z2 = B50.{(p.q).

Para o caso em que n = p+ ¢ < 5 temos como caracterizar o8 grupos
Spin, {p, q) e Pin{p, ¢} através do seguinte resultado [32].

Proposicao 3.3.1 Se n=p- g <3, entdo

Spin, (p.q) = {Re€ Cl;,: RR=RR =1}
Pin{p,q) = {Re€ Cl,,: R=+R, RR=RR==1}
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Exemplo 3.3.1 (Os grupos Spin(3) e 8Spin(4)) Pela proposicic 5.3.1
temos gue 0 grupo Spin(3) € composto dos elementos R € C!}g' fais gue
RR = RR=1. Mas Cii = Cly o = H, onde os bivetores correspondem aos
nUMeros quaternidnicos puros € a operacdc de Teversao corresponde & con-
jugagdo guaternidnica. Segue-se que Spin(3) pode ser identificado ao grupo
dos guatérnios unitdrios Spll) o gual nada mais € do gue o grupe SU(2)
conforme vimos no exemplo 1.1.2. Assim temos a identificagdo

2

Spin(3) ~ SU(2).

For outro lado, temos, Spin{4) = SU(2) x SU(2). De fato, considerando
a aplicagao

SU{2) = 8U{2) — 50(4)
(pQ) Py ,T{p_.gj

onde Ty, oy € dado pelo produto quaterninico Tj, () = pzg™!, Yz € B =
H. Segue-s¢ do teorema de Cartan-Dieudonée, gue a aplicagdo acima € um
epimorfismo de grupe com nicleo igual o Zy {ver Porteous [21] pg. 182).
Ou seja, SU(2) x SU{2} é um recobrimento duplo simplesmente conexo de
S04}, portanto Spin(4) = SU(2) x SU(2).

3.4 Spinors

Spinors sdo bem conhecidos por descreverem o estado de particulas em
mecinica quantica. Na teoria de Pauli, por exemplo, o estado do elétron é
descrito por um spinor que pode ser pensado como um elemento de C2 e,
na teoria de Dirac, pode ser pensado como um elemento de C*. Cabe men-
cionar, no entanto, que spinor nao é um conceite exclusivamente quintico e
estd presente na mecanica cldssica {32]. A principal propriedade definidora
dos spinors € o tipo de transformacio que estes sofrem quando o sistema
fisico é submetido & acdo de uma simetria (representacéio de grupo) que
pode ser um elemento de SO(3) na teoria de Pauli ou de SOL{1,3) na teoria
de Dirac. A representacdo de grupos simplesmente conexos tém, de certa
forma, propriedades melhores do que de grupos que nio sido simplesmente
conexos®. Por essa razio, vamos considerar representacdes de grupos de
recobrimento Spin, dos grupos de simetria. Dito isso. definimos’

®Para uma discucio sobre esse ponto, ver [2] pagina 179.
"No que segue, apresentaremos duas definicdes nio equivalentes de spiner. Para dis-
tingul -las, usaremos a terminologia nic-usual de spinors cldssicos e algéhricos.
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Definicao 3.4.1 (spinor c¢lassico) Um spinor cldssico é um elemento do
espago de representagao irredutivel de Spiny (p,q).

Observando que Spin, (p, ¢) € um conjunto de geradores de CZ7 , vernos
que as representacdo irredutiveis de Spin, (p, ¢) sdo obtidas restringindo as
representacio irredutiveis de Cé;q. Pelo teorema 3.2.3 temos ums clagsifi-
cacdo de todas as sub-digebras pares como algebra de matrizes ou como soma
direta de duas algebras de matrizes. Portanto, podemos fazer uma carac-
terizagdo completa dos spinors cldssicos. No caso em que Cé;; ¢ = Mim, X);
onde X = K, C ou H; um spinor classico é um elemento de K™. Quando
Cé;q = M{.X) & M(l.X), novamente um spincr cldssico é um elemento
de K' mas nesse caso temos duas representacoes irredutiveis gy e p.. nio-
equivalentes associadas aos subespagos M(I.K) & {0} e {0} &8 M{. K). Ele-
mernttos do espaco de representagio de po @ po sio chamados de bi-spinors.
O espaco dos bi-spinors carrega uma representacio redutivel Sping (p. q).

Exemplo 3.4.1 (Cé3 o e Cl1 3 ) Como CE;O o~ Cly o o= H, um spinor cldssico
associado a algebra Clsg € um gquatérnio. )

Comao C:?‘{a ~ Cly g =~ M(2.C), temos que um spinor cldssico associado
a dlgebra real do espago-tempo Céy 3 € um elemento de 2.

Exemplo 3.4.2 (C£4(C)) Como CLI{(C) = C45(T) = M{2,C) & M(2.C),
temos que um spinor clissico associado & digebra complexificada do espago-
tempo Cly 3(C) =~ C44(T) é um elemento de C2. Por outro lado, um bi-spinor

¢ um elemento de T' que & ezatamente o espaco dos spinors de Dirac da
Mecénica Qudntica Relativista.

Vejamos agora outra definicdo de spinor. Considerando a representacio
regular L : Cly o — End(Cé, ,) dada por L{A)B = AB. temos que L deixa,
em geral, varios subespacos Invariantes. Estes sdc chamados de ideais 3
esquerda. Os ideais & esquerda minimais sdo exatamentes aqueles sube-
spagos invariantes 7 C Clp, tal que L : Cf, , ~ End(I) é uma represen-
tacao irredutivel. Uma algebra da forma M(m. X) é uma 4lgebra simples, ao
passo que M{m, K)& M{n, K} é uma dlgebra semi-simples®. Agora estamos
em condicoes de dar a seguinte

Definicao 3.4.2 (spinor algébrico) Um elemento de um ideal a esquerda
minimal de Cly, , € dito um spinor algébrico se CE, , for simples e um semi-
spinor algébrico se Cly 4 for semi-simples.

5Para uma discussio mais detalhada de tais conceitos, ver [3] apéndice A.
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Observamos que um ideal 3 esquerda minimal em M{n, X} pode ser dado
pelo espago das maitrizes cujas entradas s&o nulas com excecao da primeira
coluna. Tal espaco € obviamente isomorfo a K. No caso de uma dlgebra
da forma M{n, K) & M(n K}, um ideal T se decompde come T =71 & Ty,
nesse caso, um ideal minimal deve necessariamente ser da forma J @ {0} ou
{0 & J, onde J é um ideal minimal em M{n.K).

Exemplo 3.4.3 (Cf3 e CLy) Cly ~ M{2,C): nesse caso, um spinor algé-
brico € um elemento de C°.

Cly = M(2,H): aqui um spinor algébrico é um elemento de H?. Note-se
gue em ambos 0s cases o espaco dos spinors € isomorfo a subdlgebra par.

Exemplo 3.4.4 (C8(T)) CLI{C) ~ MMA.T), um spinor algébrico é um
elemento de C' que ¢ exatamente o espago dos spinors de Dirac da Meca-
nica Qudntica Relativista.

Spinors Operatoriais

Nas duas defini¢oes apresentadas até aqui, os spinors sao vistos como objetos
que estao sujeitos a operagbes de uma “maneira passiva”. Por exemplo,
no caso dos spinors de Pauli; vistos como elementos de €2 ou Cf3f, onde

= 10 ; tomando o isomorfismo C% == C4I, podemos considerar os
00 3

spinors como elementos da subdlgebra par. Tsso nos permite dar um carater
ativo ac spinor. De fato, fazendo o spinor & € Cégf agir através da operacio
J = $esd obtemos, de uma s6 ver, as grandezas observédveis associadas ao
spin: J; = (Jeijo = ¢Toub, onde ¢ € C? representa o spinor de Pauli no
sentido usual, ver Lounesto [16] pg. 63.

Para dar ao spinor este cardter ativo, vamos definir os spinors opera-
toriais como elementos da sub-dlgebra par Cf; o ou de alguma sub-algebra
dela. Para tanto, ao invés de tomarmos um subespaco de representacdo
regular irredutivel (i.e. um ideal minimal & esquerda), definimos os spinors
operatorials como elementos de um espage de representagao graduada irre-
dutivel de {4y, que, em muitos casos, € a propria sub-dlgebra par CZ7 .

Dado o € Clpq, temos a = ay + a- € 47, & C47 . Vamos escrever a
representagao o : Cép g — End(CE7 ) como pla) = pilay) + p-(a_), onde

as representacdes p: sdo definidas do seguinte modo:

pelat)@) = asd, Vo € Cly,
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e. para definir p_, tomamos um elemento Impar x € C£; e fazemos
p-la)(@)=a-¢r, Vol .

Se escolhermos & tal que &% = 1, entdc® é facil verificar que p = py + p_ &
uma representacio de Cip .

A guestac agora € saber se a representacao p é redutivel ou ndo. Suponha
que exista um elemento par 1 € CE;Q tal que

(m)? =1emn = rm.

Nesse caso temos, Cl, = LC& o _Cif, onde +CE, = C{f‘;qé(} = m).
Verifica-se facilmente que as sub-dlgebras +C, s8o invariantes pela agdo
de g.

Se existir ainda outro elemento par 73 tal que (2)% = 1.mem = mmp e mk

%19, entdo enconiramos ouiras sub-dlgebrag invariantes por p

. ,
___.CET —Cgpqg(ltﬁl) ( ?]2).

Continuando esse processo, quando néo existiremn mais elementos satis-
fazendo essas condicbes, temos uma representacdo irredutivel. Com isso. fea
justificada a prdoxima defini¢do:

Defini¢ao 3.4.3 (spinor operatorial) Os elementos de um espaco de rep-
resentacdo graduada irredutivel de CL, , sdo chamados de spinors operatori-
ats.

Exemplo 3.4.5 Vejamos como no caso das dlgebras Cés e Cls o espaco dos
spinors operatoriais € a pripria sub-dlgebra par.

Seja{er. ez, e3t C R uma base ortonormal, es € um elemento fmpar cujo
quadrado € igual o 1. Em Cé; ndo ezistem elementos pares {além de =1)
gue quadram 1, portanto a sub-dlgebra par CLF = Clyo >~ T € um espago de
representagao graduada irredutivel de Céy. Portanto, os spinors operatoriais
de Pauli sdo elementos da forma a + aia€189 + a1s€1€3 -+ a23€2€3.

Seja {ep.e1.€2.e3} C R uma base ortonormal, e3 é um elemento impar
cujo quadrado € igual o 1. Em (Cfy 0s elementos pares {além de =1) que
guadram 1 360 Ze5 = Tegeieses, mas e; ndce comuita com ez. Portanie a
sub-dlgebra par Céf{ =~ TP é um espaco de representacdo graduada irredutivel
(i& C£4

PExistern exatamente dois casos onde nfo existe um elemento {mpar com essa pro-
priedade: Clo1 = C e Clyy =~ H



Capitulo 4

Algumas Aplicacoes de
Algebras de Clifford em
Teorias de Gauge

4.1 Teorias de Gauge no fibrado de Clifford

Conforme vimos no capitulo 2, o potencial de gauge é definido como uma
conexdo num fibrado principal, a qual é dada por uma I-forma a valores na
4lgebra de Lie do grupo estrutural. Tal definicio pode ser levada natural-
mente para o contexto de fibrados vetoriais (Cap. 2 pg. 42}. Mostraremos a
seguir como gualquer dlgebra de Lie de dimensao finita pode ser representa-
da numa Algebra de bi-vetores, esta tdltima ¢ a dlgebra de Lie de um grupo
Spin. Nesse sentido, formas a valores numa &lgebra de Lie podem ser pen-
sadas como formas a valores numa dlgebra de bi-vetores. Introduziremos ¢
fibrado de Clifford sobre uma variedade pseudo-riemanniana e mostraremos
como o potencial(derivada covariante) e o campo{curvatura), que sio formas
a valores na Algebra de bi-vetores, agem neste fibrado através de comuta-
dores na algebra de Clifford.

4.1.1 A Algebra de Lie de Spin{p,q)

O grupo de Clifford e seus subgrupos estudados no capitulo anterior sdo
grupos de Lie, como pode ser facilmente verificado lembrando que toda
algebra de Clifford ¢ isomorfa a uma dlgebra de matrizes.

Denotamos por (4, o grupo dos elementos inversiveis da dlgebra de
Clifford. A 4lgebra de Lie deste grupo é a prépria dlgebra de Clifford C¢,,

64
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com © colchete dado pelo comutador [a, b] = ab~ba. A aplicagio ezponencial
é definida para a € Cl,,, fazendo?

o

Gjn
CHD g = —-
o al
Como (expa)™! = exp(—a), temos expla) € Cfy . A série acima nos dé

portanto a aplicaggo exponencial exp : L{CL, ) = Clypy — Ce, .

A algebra de Lie do grupo de Clifford I'p , < €4}, | € uma subdlgebra de
Cép, o Para determinar £{T';,), observamos que X € L(T',,) se, e somente
se, v(t) = exp(tX) é uma curva em ', se, e somente se, exp{tX) tem
paridade definida ¢

Ft) = exptX)vexp(—tX) = Adexp(tX){v) € BP9, vy c R,

Mas exp(tX) tem paridade definida se, e somente se, X for par. Pelas
propriedades da aplicacdo adjunta, ver pagina 14, temos que Ad(exp(t X)) =
exp(ad{tX)) e ad(X) (v} = Xv — vX. Portanto
o5 tn

f(t) = explad(tX))(v) = > —

n=0

(ad(X))" (v)

logo fit) € R &= ad(X){v) = Xv—vX € R MasvX =0/ X+4+vAX =
~X v+ X Av, pois X é par. Assim Xv —vX = 2X v
Portanto

Xell,)esX=XeXveR, vyycRh,

com isso, fica facil ver que X deve ser uma soma de escalar com bivetor, ou
seja’:

L{T,4) =R & Ao (B,

Agora podemos calcular a dlgebra de Lie de Spin{p.q). Podemos nos
restringir & sua componente conexa & identidade Spin_(p,¢). Basta ob-
servar que um vetor X € £(T", /) estd em L(Spin(p.g)) se. e somente se,
Niexp(tX})) = 1. Mas X = a+ B € R & Ax(RP9), logo Niexp{tX)) =

' A convergéneia uniforme desta série segue-se da convergéncia uniforme da exponencial
de matrizes.

2Vale lembrar que, nesta dissertacio, estamos considerando o grupo de Chifford definido
segundo Lounesto [16]. No caso do grupo de Clifford definido por Benn ¢ Tucker [3], a
algebra de Lie correspondente é Cen(Cép ) & A (BP9,
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exp(tf} expltX) = expt{c — Blexptla + B) = exp(2ta) = 1 <= ¢ = 0.
Portanto

L{Spin(p. q)) = A (B> (4.1)

Assim, provamos que as dlgebras de Lie dos grupos Spin sdo as dlgebras
de bivetores da 4lgebra de Clifford com o colchete dado pelo comutador®.
Vale a pena observar que L(Spin(p,q)) = so{p.g). pois Spin{p. g} € 0 reco-
brimento duplo de SG{p, g).

O teorema de Ado, ver [26] pigina 281, afirma que toda dlgebra de
Lie de dimensao finita admite uma representacac fiel em dimensio finita,
em outras palavras, toda ilgebra de Lie de dimensdo finita® é isomorfa 2
alguma subdligebra de Lie de uma algebra de matrizes.

A partir deste resultado importante podemos mostrar que toda dlgebra
de Lie é isomorfa a uma subdlgebra de so(n, n) = L{Spin(n, n}} = Ao{R™").
Portanto, toda algebra de Lie pode ser representada numa dlgebra
de bivetores.

Observagao: No artigo “Lie groups as Spin groups” [10], Chris Doran et
Al. concluiram erroneamente, a partir deste fato, que todo grupo de Lie
pode ser representado como um grupo Spin (i.e., é isomorfo a um subgrupo

de um grupo Spin}. O grupo de recobrimento universal SL,.(R) de SL,, (R}
nao admite representacio fiel em dimensao finita. Um isomorfismo entre
algebras de Lie ndo implica, em geral, num isomorfismo entre os grupos cor-
respondentes. Esta implicagdo é verdadeira no caso de grupos simmplesmente
conexos {ver [34] pg. 101), mas infelizmente os grupos Spin, (n,n) ndo sio
simplesmente conexos em geral, ver Lounesto [16] pagina 220 (por exemplo:
o grupo Sping(3.3) ndo é simplesmente conexo).

Exemplo 4.1.1 A digebra de Lie do grupo Spin(3) = SU(2) € formada pelos
quatérnios “puros”, ou seje, € o digebra gerade por i, 3, k, a qual € isomorfa
& dlgebra de bivetores de Cl3.

No caso do grupo Spin{4) = SU{2} x SU(2), observando qgue a digebra de
bivetores de Cly ¢ obtida a partir de C£; sem escalares e pseudoescalares e
lembrando do isomorfismo Cly o~ MI{2.H) dado no ezemplo 3.2.3, a dlgedra

*Fese fato nos garante que o comutador de dois biveiores também é um bivetor. Isso
também pode ser verificado diretamente através de um calculo simples.
“Nesta disserta¢do, quando aparecer dlgebra de Lie, leia-se: de dimensdo finita.
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de bivelores € representade pelas metrizes da forma

<fm(€f1) fm(@z)}
Im{q) Imlq) /

Em outros termos, o digebra de bivetores ¢ dada por pares de nimeros
quaternidnicos puros os quais formam precisamente a digebra de Lie su(2) x
su(2} do grupe SU{2) x SU(2).

Do gue fol discutido acima, conchuimos que o potencial de gauge; uma
1-forma a valores numa édlgebra de Lie; pode ser visto como uma um 1-
forma a valores numa dlgebra de bivetores onde ¢ colchete de Lie é dado pelo
comutador na dlgebra de Clifford. Este fato nos permite obter simplificacdes
anélogas aquela apresentada no exemplo 2.3.1 onde o potencial de gauge para
uma teoria com grupo SU(2) assume valores na algebra gerada por —io;
(que é a mesma dlgebra gerada pelos guatérnios puros) e as propriedades
algébricas das matrizes de Pauli ¢; nos permitiram obfer uma expressio
mais simples para o campo F.

4.1.2 O fibrado de Clifford

Vejamos uma situacdo interessante onde aparecem as 1-formas a valores em
As{V'). Vimos na secio 2.4 como o potencial de gauge pode ser introduzido
no contexto de fibrados vetoriais através de uma conexao de Koszul V e como
o campo, ou curvatura, £ é dado por uma 2-forma a valores em End{F).

Seja M uma variedade pseudo-riemanniana e V uma conexio no seu
fibrado tangente TM, entio a 2-forma R de curvatura é dada por

RX.Y)Z=V V2=V, VZ =V 2

Dizemos que uma conexdo em T M tem torgdo nula quando
VY -V, X = [X.Y],
e se a cOnexac satighzer
XgY.Z2)=g(V V. Z)+g(Y.V Z)

dizemos que a conexao ¢ compativel com a métrica. Agora enunciamos
um fato bem conhecido {ver, Manfredo [9]).

Teorema 4.1.1 {conexio de Levi-Civita) Dada uma variedade pseudo-
riemanniana M, eziste uma inica conexdo V tal que
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(1) ¥ é compativel com a méirica;
(ii; ¥V tem torcde nula.

tal 7 € chamada conexdo de Levi-Civita,

A partir de fibrados vetoriais dados, podemos construir novos fibrados
através de operacdes como soma direta e produto exterior, conforme visto no
Capitulo 1. Da mesma maneira, a partir do fibrado tangente 7'M, podemos
construir ¢ fibrade de Clifford sobre A cuja fibra em cada ponto m € M
é a algebra de Clifford C4(T, M) dada pels métrica de M e cujas funcdes
de transi¢io sdo aquelas dos fibrados soma direta e produto exterior, pois
CUT M) = AT M) S M (T M) S - - 2 A (T M) como espagos vetoriais.

Dada uma conexdo qualquer ¥V em TA, podemos estendé-la para uma
conexao em Cf {M} basta definir ¥V para secdes da forma fer A--- Aeg, onde
f e C®(M)e e . ...en} é¢ um referencial local em TM. Assim, definimos

VX(fel/\---/\ek} =X{flexn-nep + f(Ver)n--heg + -
c+ fer Ao A (Vg ep).
Note-se que esta conexdo satisfaz a regra de Leibniz em relagdo ao produto
exterior: V(AN B) = (V, A)AB+ ANV . B). Existe uma tinica conexéo
que concide com a conexio de TM e satisfaz a regra de Leibniz, portanto a

conexao acima estd bem definida independeniemente do referencial.

Quantc ao comportamento de V em relacio ao produto de Clifford, pode-
ge verificar facilmente a seguinte

Proposicao 4.1.1 Pare gualquer X € T(TM)
VX(AB) = (VXA}B —+ A(V}\,B), VA, B e T{CLM))
se, e somente se, V € compativel com o métrica.

No que segue, consideraremos a conexdo de Levi-Civita. Portanto a
igualdade acima serd sempre valida. Vamos tomar um referencial ortogo-
nol {e1,...,en} localmente deﬁmdo em TM. Se;am ¢i;* suas constantes
de estrutura dadas por [e;. e-l = G ker e sejam w? ag formas de conexao,

definidas em (2.10), relativas a este referencial. Vamos denotar por I';;* os
coeficientes das formas de conexdo, ou seja

— ke Tk
Vez.ej = €; (T:&'? . ei) = Iﬂij €L.
Como a conexao tem torcdo nula, segue-se imediatamente que

I‘ijk - I“j?;k = ij.
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A conexao de Levi-Civita pode ser expressa em termos da métrica g e do
colchete por uma expressio que estd na pigina 55 de Manfredo [9], 2 qual,
em termos de coeficientes, fica dada por

Tigh = z {ejlgin) + eilgrs) — enlgii) ~ ciri — cing — Cin)

[ RS A]

onde os indices sdo abaixados através da métrica® g;;. Como estamos toman-
do um referencial ortonormal, esta expressio simplifica-se bastante:

1 -
Pigie = 5 (ergi + cuij + cign)

onde usamos ¢ fato de gue as constantes de estrutura sdo anti-siméiricas nos
dois primeiros indices. Com isso, concluimos que

Dikg = =Ty

Formas de conexao

Vejamos agora como as formas de conexdo, que no capitulo 2 formavam uma
i-forma a valores numa 4lgebra de Lie de matrizes {pagina 47), podem ser
vistas aqui como uma I-forma a valores numa dlgebra de bi-vetores.

1
(@ eijer = TipPey = Digpe? = 5 (Tinpe” — Tigre)

1 .1
= Eféqp(égep — éfeq} = -Q—I}gp eyl {e? A el)
1
= Zl“iqp(ek(eq AeP) — (e% A ePler) proposicao 3.1.1

1 1
= e (gf’z‘g})eg A 6p> - (z?iq:ﬂeq AN ep> €x.

Definindo o bivetor

1
PR N g P
= 41}@6 Me
temos que
Veer = (w-e)er = (T ep —ep T3) = [Ty, ex].
SPor exemplo: e; = gi;e’. Pode-se também levantar {ndices e = g¥e;, onde [¢7] é a

matriz inversa de [gi;].
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Pela proposicdo 4.1.1, temos que V,, (et el) = ;. gl e-jé logo, dado
A=A e e’ € CL{M), segue-se que

V. A= e(A) + [Tz A

onde, 6@(14) = t’fi{Ai,m’S)ei T
Concluindo, mostramos que existe uma I-forma I', definida localmente
em fungdo do referencial {e1....,en;. a valores na dlgebra de bi-vetores,

dada por T'(e;) = T'; e tal que, para todo X = fiet + -+ + fre®
VA= X{A)+[I(X), AL (4.2)

Formas de Curvatura

A curvatura da conexdo pode ser expressa em termos dos bi-vetores T
conforme veremos a seguir.

Vamos relembrar algumas simetrias do tensor curvatura de Riemann
Ry = g{Rles, e5)er. er), (9] pg. 91):
(1) Ry = — Ry,
(11)  Riju = — Ry
(¢4} Ryjp + Bjpa + Brizi = 0.

Agora introduzimos a 2-forma de curvatura
1 kol
Rij = —5 Rijue” Ne'.

a anti-simetria dos dois ltimos indices nos permite demonstrar, de modo
completamente andlogo as formas de conexdio T, que

1
Rlei. e5)er, = -2—(77»1.1% ~ e; Rij).

Usando a proposicdo 4.1.1, verifica-se facilmente que a expressdo acima
generaliza~se para qualquer A € T(C4(M)), ou seja: Re; e)A = 1(R;;A—
A curvatura da conexdo V em C#{M) é dada por
R(eé,ej)A: VEiVejAm-VEJ VeéA—V. 4,

iei.€;

como V € uma extensdo da conexdc em TA, R também é uma extensio da
curvatura de Riemann em TAM. A igualdade obtida acima se escreve como

1
(T’IV? - VT‘Z?Z - Cgvm}ﬂ = 5(7?1?14 - Aﬁi_;;)j YA e T{CEM).
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Note-se que R;; é 0 lnico bi-vetor com essa propriedade. Pois qualquer
outro multivetor satisfazendo a igualdade acima deve diferir de Ry por um
elemento do centro de C4{Af). Mas o centro de uma dlgebra de Clifford néo
contém bi-vetores.

Agora estamos em condicOes de expressar 7;; em termos dos I';, de fator:

(Vz.vj - \7'?.‘&72. — iV, e = v, (Tier —erly) — \7}.(?@6& —ep L5} —
~ i (Tjep — exTj)

usando a proposicao 4.1.1, segue gque

\“/i (i[“jek - ekI‘j) = (Vifj)ék +T; (Tier —epl;)
—{Tiep — e TiT; — e (V. T,

com 1850, obtemos facilmente

(Vz.vj - VjV’Z. - cg-jmvm}ek =
= (Vz.f-j - \“/jl“z- + ;0 —T4F; —¢;; " Dom)eg —
- ek(\?éf‘j - VJ,I}- -+ I’jfi - I‘iI‘j - Cijmrm).

Mas a expressao entre parénteses multiplicando e € um bi-vetor, pois V.I'; =
e;(T;)+T;T; ~ ;T por (4.2), e o colchete de bivetores é¢ um bivetor. Pela
unicidade discutida anteriormente, temos que

1
"2"7?1‘3' = V_iI‘j o er,; + I‘jI‘z- - PiI‘j _— ijmfm.

Assim, obtemos uma expressio para a 2-forma de curvatura em termos
da 1-forma de conexfio inteiramente andloga Aquela para a curvatura de
Riemann em termos dos simbolos de Christoffel.

4.1.3 Formas a Valores em Algebras de Clifford

Vimos no Capitulo 2 a definicdo de formas a valores num filkrads vetorial
ou formas E-vetoriais. Esta definicio pode naturalmenie estender-se para
as formas a valores em dlgebras de Clifford, ou seja, formas a valores no
fibrado de Clifford. Este iltimo, por sua vez, ndo precisa necessariamente ser
obtido a partir do fibrado tangente de uma variedade pseudo-riemanniana.
Podemos considerar, mais geralmente. o fibrado de Clifford obtido a partir
de uma fibrado vetorial qualguer 7 : E —+ A munido de uma métrica g.
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Obtemos assim o fibrado de Clifford C£(F) cuja fibra em cada ponto p € M
é Cé(Ein, g). Uma forma 2 valores em uma 4lgebra de Clifford é definida
entdo como uma forma a valores num fibrado C£(E).

Se {e1.... ,en} € um referencial ortonormal definido localmente no £-
brado (E, g}, entdo uma forma a valores em C4(FE) é dada localmente por
uma combinacio linear de expressdes do tipo

ei, ey, flaydat - dz’

onde = (z*....,2™) é um sistema local de coordenadas em M.

Dimakis e Miiler-Hoissen [8] deram a tais objetos o nome de clifformas.
Sejam A(z)dz’ - - dz? e B{z)dz' - -- dz® duas clifformas, onde A(z), B{z) sio
segoes de C4(E), definimos seu produto de Clifford da maneira natural

(Alz)dz®- - da?)(Bla)de! - - da*) = A(2)Blz)ds - dx'dzt - d2¥

onde A{z)B(z) é o produto de Clifford em cada fibra de C4(E} e dzdy
¢ o produto exterior usual de formas diferenciais ordindrias. Da mesma
maneira, as operagbes definidas numa digebra de Clifford; como produto
interno, contracdo e produto exterior: podem ser levadas para as clifformas.

As formas de conexfo e curvatura vistas acima sdo exemplas de apli-
cactes das clifformas em teorias de gange. Tals formas ainda aplicam-se em
muitas outras situagdes, algumas das guais comentaremos brevemente. O
leitor interessado pode consultar Dimakis e Miller-Hoissen [8].

Identidade de Bianchi

Suponhamos que o fibrado # : E — M esteja munido de uma conexao
dada pelas 1-formas de conexdo w* e cuja curvatura ¢ dada pelas 2-formas

RY. Tomando um referencial ortonormal {e1,... .en}, definimos as seguin-
tes formas a valores em C£(E)
! ij ! i
wmé—iefi/\ejw € Rzzei/’\e‘j}%-

segue-se que a identidade de Bianchi dR}+ wj A RE —wf A R = 0 se escreve
em termos de clifformas como

dR+wANR—-—RAw=1{.

Além disso, a clifforma R pode ser expressa em termos de w através da
seguinte expressao

R=dw-+wh w.
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Geometria dos grupos de Lie

Seja G um grupo de Lie conexo, um co-referencial {##} invariante 2 esquerda
deve satisfazer & equacio de Maurer-Cartan (1.4)

1
dg# = —gcm g* A 8.

Sejam X, os campos invariantes & esquerda correspondentes. Tomando uma
métrica g invariante & esquerda em G temos o fibrado de Clifford C{TG) e
definimos

i
6=0"X, e CV=Zen"XHA x*
entdo a equagao de Maurer-Cartan é dada por
dé = (6%« C*) X,

onde e € o produto interno definido na pdgina 50. No caso em que g € a
métrica de Cartan-Killing, a equagio assume uma forma ainda mais simples

d9 =6

onde C = 3C* A X,,.

Este resultado aplica-se no estudo das teorias de Kaluza-Klein. Tais
teorias interpretam simetrias de gauge “internas” como isometrias de um
espago-ternpo aumentado. Conforme mostrado em [8), as clifformas per-
mitem obter de modo simples a expressio para a curvatura em teorias de
Kaluza-Klein onde o espaco € dado por M x G sendo A uma variedade
n-dimendional e G um grupo de Lie m-diemnsional conexo que age como
um grupo de isometrias sobre M x G.

No gue segue precisaremos da seguinte definigio: seja {?#',... 9"} o co-
referencial dual a {e1,... .ex} no fibrado 7 : £ — A, definimos & seguinte
clifforma

== e j’ﬁj.

Lagrangianos de Gauss-Bonnet

Considerando a seguinte n-clifforma a valores em n-vetores

Ly = Ky RAYPO" 2
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onde
iy = {=1)%47/{n - 2p)},
ou seja
Lp=rATFRE N AR p 9T A A ey

L, é chamado forma de Gauss-Bonnet.

Combinagdes lineares de £, com p > {§ sdo generalizagbes interessantes
do Lagrangiano de Einstein-Hilbert £; da relatividade geral. As equacdes
de campo dadas por estes lagrangianos ficam expressas de forma bastante
compacta em termos de clifformas.

Concluindo. os exemplos acima ilustram algumas das muitas aplicaces
em Fisica das formas a valores em dlgebras de Clifford.

4.2 Teorema de periodicidade (1,1) e solugbes in-
variantes por transformacoes conformes

Encontrar solugtes para as equacoes de Yang—MiHsﬁ é, em geral, uma tarefz
extremamente dificil. No estudo de equagdes de Yang-Mills no espago de
Minkowski, urna maneira de simplificar as equagdes € procurar por solugdes
gue sejam invariantes por transformacoes conformes. Em [5] esta técnica
é explorada usando o fato de que as transformacgdes conformes do espaco-
tempo de Minkowski R sdo dadas por rotacées num espaco de dimensio
major B>* que contém o hipertoro S x §° visto como a compactificacdo
conforme de R, A teoria de Yang-Mills é formulada sobre o hipertoro e
as solucdes obtidadas sfo levadas para B'® através da projecdo St x §° —
R, A vantagem desta aboradgem é que os elementos do grupo das rotagies
em R?* sfio transformagdes lineares, o que ndo ocorre com o grupo conforme.
Assim, solugdes das equacdes de Yang-Mills so encontradas resolvendo-se
equagdes diferenciais ordindrias bastante simples, ver [5].

Os pontos do espago-tempo R*® podem ser vistos como paravetores da
da dlgebra Cf3, ou seja, como elementos de B + B C Cl, assim como B> &
identificado ao espaco dos paravetores R ~ R4 C Cl4 ;. No capitulo anteri-
or, fol introduzido o grupe Spin{p. g) que, conforme vimos, age nos vetores
do espaco RP? através da representacdo adjunta contorcida. No que segue,

SVer secio (2.3},
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vamos introduzir o grupo $pin(g + 1,p) que, por sua ver, age nos parave-
tores R + BPY através d’g representacdo adiunta contorcida. Em particular,
temos a representacdo ad : $pin{2.4) — S0.(2.4) e, pelo teorema de pe-
riodicidade (1,1), esta representacic nos di diretamente as transformacdes
conformes do espago-tempo de Minkowski BH?, conforme mostrado em [23].

4.2.1 Compactificaggo conforme

Vejamos como mergulhar o espago pseudo-euclidiano B¢ no hipertoro 5% x
57 contido em RFFLETL

Seja K C RPHH4TL o cone nulo contendo a origem, ou seja, K = {z €
Re+19+1 - gly 2} =0}, onde ¢ € a métrica pseudo-euclidiana em RPHOTL
Vamos denotar os pontos de RPTL4H por o = (u,2,0) onde z € BPY ¢
w,v € R. Seja M a interseccdo do cone nulo K com o hiperplano dado por
v —u = 1. Definimos a aplicacdo ¢ : F*? — M dada por

z) = (9(@;} -1, g(z,;;) + 1) |

Verifica-se facilmente que ¢ € uma isometria, portanto podemos identificar
RPY com a subvariedade M C K., a qual denotaremos por M{RP9).

Seja w € RPHL4Y dado por w = (u, (z,y),v), onde {z,y) € RBP4, Tome
ri= (4 zi o+ 2V e rom (P 4+ + BV Entdo glw,w) =
r% —rZ. Portanto a subvariedade N de K dada por r1 = rg = 1 é difeomorfa
a0 produto de duas esferas, ou seja, NV é um hipertoro

N = §F x 59,

Em Felsager [11] pg. 565, mostra-se que existe uma transformacio con-
forme levando M(RP9) no hipertoro N = 57 x 59, esta transformacio é na
verdade uma projecdo segundo as retas geradoras do cone K. E importante
ressaltar que esta transformagio associa a cada ponto de M{BP9} um par
de pontos antipodas em S7 x §9, portanto cada ponto do espaco P pode
ser representado por um par de pontos antipodas do hipertoro SF x 59,
Em funcio dessa identificacio, S¥ x 59 é conhecido como compactificacdo
conforme de KP4,

Vejamos como construir transformacdes conformes em BP9 usando a
compactificacdo conforme vista acima. Seja T € O(p, ¢} uma transformacio
pseudo-ortogonal em B9, Obviamente, T preserva ¢ cone nulo K, ou se-
ja, T(K} € K e o hipertoro S* x 5§79 ¢ levado isometricamente num novo
subconjunto T{S5? x §9) C K projetando segundo as retas geradoras de K,
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obtemos uma transformacio conforme do hipertoro nele mesmo. Esta Gltima
pode ser considerada como uma transformacio conforme de B4, Temos as-
sim wmna cotrespondéncia entre rotagoes de O{p+ 1. ¢ + 1) e fransformacdes
conformes de BP9,

Deve-se observar, no entanto, que a correspondéncia acima néo & injeto-
ra, pois a cada ponto de BP? corresponde um par de pontos antipodas de
S§P % S9. Tal correspondéncia é de fato 2 para 1. Assim sendo, & natural
definir o grupo conforme como

Clp.g) = O{p+ 1,qg+ 1)/Za.

4.2.2 A agao de $pin{2,4)

Pelo que vimos acima, algumas transformacoes conformes em R sio obti-
das a partir de rotagdes em R%*. estas. por sua vez, podem ser dadas pela
agdo do grupo $pin(2,4) = {g € Oy : g§ = 1} através da representagio
adjunta contorcida ad : $ping(2,4) — S0.(2,4). Vejamos a seguir como
obter as transformagdes conformes em B diretamente a partir da repre-
sentacdo acima. De acordo com o capitulo 7 de [25], isso serd feito através
do Teorema 3.2.1 de periodicidade (1,1) das algebras de Clifford.

Tomando o espaco dos paravetores R + B3 C Cf; munido da métrica
glz,y) = (zl)g. vemos que podemos identificd-lo com o espaco-tempo de
Minkowski B"? através da seguinte correspondéncia

($g,$1,5§2,x3) & Iel3 3 Zg + L3161 & L2639 + T35 € R Rg,

a qual é obviamente uma isometria. Da mesma maneira, o espago B>, cujos
pontos sdo dados por (u, z,v) com z € R e u,v € R, pode ser identificado
aos paravetores R + R ¢ Cfy com a métrica g{z,y) = (2o através da
isometria

3
(w.z,0) € B e (2o 3 wifi +0fa +ufs) € R+ RY,

=1

onde {f;}2_, é uma base pseudo-ortonormal de R*!,

O teorema 3.2.1 nos garante que Césy ~ Cl11 @ Clag. Portanto, Céy
é isomorfa & dlgebra de matrizes 2 x 2 com entradas em Cls g, pois Cfy 1 =
M(2,R). J& vimos que os paravetores associados ac espaco-tempo R5® estio
contidos em Cé3. Conforme veremos a seguir, é possivel obter a subvariadade
MR} C K, discutida no infcio desta secfio, em termos de matrizes com
entradas em (3.
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Seja b € R+ R um paravetor qualquer. b = g %—‘2?:1 it vfs+ufs.
Vamos fixar o bivetor § = fi4f5 e fazer a seguinte identificacio

fir— fifafs = ¢ i=1.2,3.

como fi =1e ff=—1, temos que ¢} = L.
Assim temos que

L o 3
- éu(ﬂa 4 fs) + (e - fs) + Z.rie,i,{:’.

b=xzy+
0 2

=1

Escolhemos uma representacic matricial tal que
g 1 0 -1

bz(zgﬁermieim B U )

V4 u o~ P L€y

portanto temos

Para caracterizar as matrizes b que pertencem a M{R>?), observamos
primeiramente que, pela isometria dada acima, é imediato que b pertence ao
cone nulo K se, e somente se, bb = (. A seguir, como discutimos anterior-
mente. tomamos a interseccio de K com o hiperplano dado por v —u = 1.
Portanto

, 0 e e . . I
bo=af+ul— 2t 2k 0P =0 = vtu=ai—2f -2l

ouseja, v +u=2x% onde x=mzp+ Y. 76
Com isso, mostramos que as matrizes b que correspondern aos pontos de

M(R**) sio da forma
z 1 \
b == < A ) . {4.3)

Verifica-se diretamente que a aplicacdo

x

I€R+R3»—>< )6]1%-&&‘1’1

1
z

é uma isometria sobre a sua immagem M (R},
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Vamos usar a expressio matricial acima para obter transformacdes con-
formes no espago-tempo através da agdo do grupo $pin(2,4) = {g € Céy 1 :
g9g = 1}. Novamente o teorema de periodicidade (1,1} nos garante gue os
elementos deste grupo pertencem ac espago Cly; = Cf ) @ Clz g, ou seja,
cada g € $pin{2.4) ¢ da forma

a ¢
g= ( b od ), a.b,e.d & Cls.

Podemos efetuar rotagles 5_nos paravetores R + B! através da represen-
tagdo adjunta contorcida ad : $pin.(2,4) — SO, (2,4) dada por ad(g)b =
ght—1 = ¢b§. Para isso usamos a correspondéncia entre os antiautomorfis-
mos estabelecida pelo teorema 3.2.1:

( ¢ ¢\ _[d >
b d ) - ( b ’

congequentemente, a representacdo adjunta contorcida é dada por
a ¢ z 1 d _A 1
b d ¥ Z b B 2y 2

¥ = (ze+a) H{zd+b)

Q@ o

=T e

onde

A={cT+a){cZ+a) e R

Com base na expressdo acima, podemos encontrar as matrizes de $pin, (2,4]
que correspondem as transformacdes conformes de R ~ R + RB® listadas
abaixo

e Translacoz+s z+h, HER+ B

(i 1)

o Dilatacdo x> pz. p€eR, p>0Q

(¥ &)

[y
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s Rotagdo x~+ gzg, ¢ € $pin, (1.3)

(23)

(¢ resultados agui apresentados podem ser usados, por exemplo, no es-
tudo de solugdes (da Teoria de Yang-Mills) invariantes por transformacdes
conformes, atacando estas Gltimas com as ferramentas das dlgebras de Clif-
ford que, conforme vimos, através do teorema de periodicidade (1,1}, dao
um cardter algébrico aguelas transformacdes.

4.3 Construcao de Monopolos e Instantons

O espaco dos spinors algébricos” associados & dlgebra Cf; é C7, logo pode ser
identificado ao espage dos spinors de Pauli. Conforme vimos no capitulo
anterior, tal espago é isomorfo & subdlgebra par C#; . O espago dos spinors
de Dirac, por sua vez, é definido usualmente em Mecinica Quantica Rela-
tivista como C*. Conforme vimos, este é o espago dos spinors algébricos de
C£4{C). Para os nossos propdsitos. no entanto, vamos considerar os spinors
de Dirac dados pelos spinors algébricos de ¥4y, uma dlgebra real. Lembrando
que Cly =~ Cy 5 ~ M(2, H), nesse trabalho os spinors de Dirac® serdo vistos
como elementos de H?; este espaco, por sua vez, é isomorfo & subdlgebra par
cey.

A seguir, apresentaremos o teorema de inversfo, (ue permite reobter
os spinors {de Pauli e Dirac) a partir de seus covariantes bilineares [16].
Veremos entdo que tal teorema nos dé a estrutura das fibracdes de Hopf ?,
§'-—83% — 82 no caso dos spinors de Pauli e $3 ~ ~ 87 —» §* para spinors
de Dirac, conforme demonstrado em [33]. Mais precisamente, o teorema de
inversdo nos fornece trivializagfBes locais das fibragdes de Hopf. Os po-
tenciais de gauge, tanto de monopolos gquanto de instamtons, apresentam
singularidades quando definidos no espaco de base S% e §* respectivamente.
Com o teorema de inversio, obtemos extensGes sem singularidade dos po-
tenciais para o espaco total 5% e §7.

TVer pagina 61.

¥Para mais esclarecimentos a respeito dos spinors de Dirac comoe elementos de B,
pode-se consultar [33].

#Ver pagina 23.



4. Aplicagbes em Teorias de Gauge &0

Monopolos

Um monopolo magnético de carga g situado na origem v = ( do espage
temn um campo magnético B definido em RB® independente do tempo tal que
V. B = 4rgs(r). Como A(ljr) = —4rxs*(r) e V(1/r) = —r/r®, segue-se
gque o campo do monopolo é

B = gr/r®

Assim, vamos estudar o monopolo através do campo B = gr/r® definido em
R — {0}. Tomando o potencial

— gy g
A= (T(r—}-z): T(T+Z>:0>

vemos que V x A = B para r # —z. O potencial é singular scbre 0 eixo
z negativo. B conveniente escrevermos o campo e ¢ potencial em termos de
formas diferenciais usando coordenadas esféricas (r, 6, ¢):

d
Bz*g?;:gsenédﬁf\dqb, A= g{1 — cos8)de.

Instantons

Seja F uma 2-forma a valores vetoriais definida em R*, dizemos que F ¢
auto-dual se x F = F. Lembrando a identificacio entre B* e H, podemos
considerar a forma diferencial quaternidnica

dr = dzy + dagi + dzsy + dag k.
Caleulando dx A dx”, obtemos
dz A dz* = (dzy + dzot + dasgi + dzak) A {dzy — dazsi — dzsj — dzak)

e —2{ (d:r; Adzo +dzg A d$4)i - {dm Adrs + daoa A d.’L‘g)j +
+ {dzy A dzq + dzo Adas)k }
com essa expressdo, verifica-ge facilmente que a 2-forma dx A dz” € auto-

dual. Os Instantons sdo solugdes auto-duais da equagido de Yang-Mills com
grupo SU(2). Consideremos o SU{2)-potencial A dado por:

A(z) =Im{ zdz” }ZE{M}

1+ |z}2 2 1+ iz)?
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Calculando {1] a curvatura desse potencial, obtemos o campo auto-dual ¥
dx A dz*

T+ PP

chamado Instanton Fundamental. Note-se que o potencial apresenta uma

singularidade no infinito co.

Foum

4.3.1 Teorema de Inversao para Spinors de Pauli
Conforme vimos no exemplo 3.2.2, ¢s spinors de Pauli $ £ C.»?gf
$ = wy + waeres + wyere3 + Wye2e3, (4.4)
sfo representados por matrizes complexas da forma
P ( U —;—zw;g — 1wy —i—‘i’w‘g ) - (4.3)
Wz +— 1 Wy - Wy

Definigdo 4.3.1 (covariantes bilineares) Para cada spinor & € CE estio
associados os seguintes elementos

o g1 @&51 J et @8351
8§ = @8162@7 W= @816263@,
chamados covariantes bilineares.
A motivagdo para esta definicio vem das quantidades covariantes biline-
ares da MecAnica Quéntica associadas aos spinors de Pauli ¢ € C&:
iy Ji = ¢ioid,
Si; = o' 5o 0410, w=¢To0203¢,
o wr twe Y i )
onde ¢ = ( w3 + i ) —@( L
De fato. usando a representagio matricial de © dada pela expressdo (4.5)

e dos vetores ¢; dada pelas matrizes de Pauli, vé-se facilmente gque as duas
expressoes para os covariantes bilineares se correspondem, ou seja

Ji={Jei)o. Sij = (Seiejlo.
Se caleularmoes J = <I>~93$ em termos de matrizes, temos

J= ( |z;§2 - &22’2 2225

= « o ), A mawn Fiwg e mp = wy +iuy
2w |zl ] )

i 01 S S U NN SR TRE N S
mQRe(zgz}}(l D)—i—?lm(zgzl)(é Oﬁ>+§z12_§z232<0 wl)‘
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Assim, temos que J é dado por
J = (wrwz + waws e +
(wiwy — wawszles +

(lun|? + juwel® = Jwsl® — [wal*Jes.

Comparando com a expressdo (1.7}, vemos que, no caso em que & = |27 +
12912 = 1, a aplicaclio & — J € exatamente a fibragio de Hopf 53— 5.

Identidades de Fierz

Os covariantes bilineares estdo relacionados pelas seguintes identidades

g% = —w?, J? =2,
S =eresezd  (Sy =l

conhecidas como identidades de Fierz.

A questéo levantada pelo teorema de inversdo € a seguinte: dados o..J, 5
e w, ¢ possivel determinar o spinor @7 Devido as identidades de Fierz,
temos apenas trés quantidades independentes Ji,.Jo e J3, a0 passo que o
spinor de Pauli tem quatro graus de liberdade. Este grau de liberdade extra

é considerado como relacionado a uma fase arbitraria.

Considerando ® dado pela expressio {4.4), supondo que wy +wpejey # 0

{ou seja, z; # 0), temos que

1

5(@ +e3des) = wy + uneres = et e2f

de forma gue

1
“2“ (@ -+ 83@83)681629

é um escalar ndo nulo. Segue-se que para algum escalar C temos
1 = =z e1enf
P oo @C—O—(@ + egdey e e
= Cl(qf{; + @egéeg}ee‘; €29
= Ci({o + Jeg)e® &b,
Para determinar 7, fazemos
=8 =Clo + Jes) (o +e3])
= (%(20% + 20J3) onde Jz = (Jes)q,
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1

V2o + 05

——2 Cl =
Segue-se dal que

B = e (o + Jeg)e? 0.

v 2{c + J3}

Portanto, ¢ spinor ¢ = Q’)( (1] ) ¢ dado por

. 1 R 1
6= —mms(ol+ Joe (o) (4.6)

onde # é uma fase arbitraria. Este ¢ o Teorema de Inversdo para spinors
de Paull, Para o caso de spinors em que z; = {, basta aplicar uma rotagio
no spinor e utilizar a expressdo acima gue pode ser colocada na seguinte

forma
¢=\ 3 (;mj.)eg

U‘E‘J?,

No entanto. para relacionar o teorema de inversio com a fibragéo de Hopf,
é interessante estabelecer a expressdo para o caso em que 22 # (.

Seja ® um spinor tal que zo # O, aplicando a rotacdo R = eje3 € Spin(3).
obtemos um spinor & = R® tal que 2] # 0 e a expressdio acima é valida
para ¢'. Vejamos como relacionar os covariantes bilineares. Primeiramente,
é 6bvio que ¢ = 5. Além disso, J' = ®ez® = e1e;Pebeze; = erezfeser.
Verifica-se facilmente que J| = —~Ji, Ji = Jo, J, = —J;. Aplicando o
teorema de Inversdo, temos que

¢ = \/ 3 — J1-tids

a—.J3
Para obter o spinor ¢, devemos aplicar a rotagdo inversa ¢ = R¢/. Mas
5 _ {01
Concluimos portanto gque a expressiao para ¢ teorema de inversdo no caso
que z2 %= 0 é a seguinte

[—— 1 — 3
cf>=\/g_j3 R e
' 2 1

Note-se que zz #F () <= Jy £ 0.
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4.3.2 Spinors de Pauli e Monopolos

Considerando o spinor de Pauli ¢ € C?, temos que ¢ = w? + wd + wi + wi.

Assim, o conjunto dos spinors que satisfazem ¢ = 1 pode ser identificado a

esfera 5°. Pelas identidades de Fierz, para o vetor J = Jie; temos que
J=1

ou seja, os vetores J pertencem a §7. Segue-se que para o = 1, a aplicagéo

@*———%@635:‘7

¢ uma aplicacio de 5% em 57 que, conforme vimos na secio anterior, nada
mals € do que a fibragdo de Hopf.
Quando ¢ = 1, as expressdes para 0 teorema de inversac,

_, /’1+J3( 1 )e@‘f’

o1 = V3 Ty tide para z; # {

- 1-+Js

. Iy iy _
2 = \ L ( ofs )819 para z # {.

2 1

correspondem a trivializacoes locais da fibracdo de Hopf 5% — 52 definidas
em §° — {pdlo Sul} e §% — {pélo Norte} respectivamente.

Para determinar a estrutura do fibrado, devemos estudar & funcio de
transicio que relaciona as duas trivializacbes. Para isso. restringimos os
abertos a uma vizinhanca do hemisfério Norte de 5% e uma do hemisfério
Sul, de forma que a intersecdo das vizinhancas é uma pequena faixa con-
tendo o equador S*. Assim., podemos tomar a funcio de transicio co-
mo uma aplicacio ¢ @ §' — S', definida no equador J; = { da es-

3 y+ids

fera, com valores no grupo estrutural S*, tal que W( Jy it )eze =
I+Js

7 J1—ida ) 3 i
Il 5T Vi{p)et?, onde ¢ é dado por €% = J; + iJs. Para determi-
2 1

nar t(y), note-se que Jz = 0, logo

( Jl;iwg ) = ( hk )ﬁ(g{)},

Segue-se que t(¢} = J: +1Jo = %%, ou seja, a fungio de transigio ¢ : St —
51 ¢ a identidade. Este resultado estd de acordo com o fato conhecido de
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que a fibracdo de Hopf §° — 57 & caracterizada pela classe de homotopia
1€ Z ~ m(8'). Estd portanto justificada 2 afirmacdo de que o Teorema
de Inversdc para spinors de Paull tem ligacdo estreita com a estrutura da
fibracdo de Hopf 52 sobre 5°.

Conforme vimos anteriormente, o potencial de um monopolo de carga
g = 1/2 é descrito em coordenadas polares por A = %(} ~ cosf)dg. definido
em R —{0}. Singular sobre o eixo z negativo. Assim, vemos que o monopolo
pode ser descrite por um fibrado pricipal com variedade de base B — {0} e
grupo estrutural St

Em vista do difeomorfismo R? — {0} ~ 5% x R, considerando que to-
do fibrado sobre E® & trivial. podemos considerar o fbrado restritec a S°
como descrevende o monopolo. Entdo vamoes tomar ¢ monopolo descrito
por um fibrade principal sobre % com grupo estrutural S* =~ U(1) descrito
localmente pela U(1)-conexdo

A= %(1 — cos 0)dg.

Consideramos agora a fibracdo de Hopf §' — — 5% — 5% e tomamos a
seguinte U{1)-conexio definida sem singularidade sobre o espago total S

A= S(¢ds — (dsh)o).

Para verificar que A é de fato uma U(l)-conexio, vamos mostrar que sua
expressio local satisfaz a condigio de gauge dos potenciais expressa na defi-
nigao 2.2.4. De fato, considerando uma se¢io U do fibrado e uma transfor-
macio de gauge agindo sobre ela ¢ = Ue obtemos facilmente que

1, . - I foyey L -
5(@’)*{14‘3 —~ (dé")¢) = —2—(6’ U — (dUTU) + id8
que € extamente a condicio de gauge para um U(1)-potencial.
Tomando uma secdo local U da fibracdo de Hopf dada pelo teorema de

Inversao
. 1475 1
U=d=1\/—=( sz
1+Ja

temos que o U(1) potencial definido na variedade de base S° é dado pelo
puil-back:

A=U"A= —;—(U*drf — {dUHU).
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—_— —
] 1+ 1 1+ J. 1
at/ = dv 5 2 ( Jr+ido ) T‘\/ 2 : ( d(Htida )

1+J3 I+J3
EE%—jg 1 1+ .J3 1
= d\/’ 5 Lyl |t V3 (4] £ida) (1 Ty )= () Fida)dds
s gENAL

= A=iIm(UTdlU) =i

1+ Jy [ JidJy — JadJy
2 (1+ J3)?

Concluimos que ¢ potencial A é definido localmente em 5% por

o 1 (iD= Bdd,
T 9 1+ .03 '

Tomando coordenadas esféricas (6, ¢):
Jy =senficosgp. Jo =senfisend, J3 = cosb.

é facil verificar que ¢ potencial A fica dado por

A = %(1 — cos 8)de.

Concluimos que o potencial A, definido sem singularidade sobre §°, é
de fato uma extensio do potencial de monopolo de carga 1/2 definido sobre

52, Se tomarmos uma secdo local V dada pela segunda expressio para o
teorema de inversao

4 1./ Ji=ide
VmVLQE e
2 1
temos que o potencial A4 = V* A definido localmente nesse caso é
v :
A = ——2—(1 + cos 8)de.

Conforme esperado, A e 4 estdo relacionados pela transformagdo de gauge
A = A+idy.
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4.3.3 Teorema de Inversao para Spinors de Dirac

Conforme haviamos dito anteriormente, vamos considerar P como sendo o
espaco dos spinors de Dirac. Tal espaco é isomorfo & subglgebra par 4] e.
de acordo com o exemplo 3.2.3, seus elementos ¥ € Cf]
T = o+ agrepe1 + agacper + apzcoes 4
+ 12€1€2 + A13€1€3 + G2382€3 + 4012365,

s&o representados por matrizes da forma

\1;<—><Q1 9‘2) (4.8)
g2 41

onde g1 = o —axi+oy3] — a2k € g2 = agizz + Go1t + Go2J + 2osk.
O spinor de Dirac 15 € H? & obtido a partir de ¥ da seguinte forma:

=(5)-(22)0)

Definicio 4.3.2 (covariantes bilineares) Pare cada spinor ¥ € C4/ estdo
assoctados os seguintes elementos

o= (T}, w=(Tes;T)y, J=Tepl,
S = @6162@, K= @63@.

chamados covariantes bilineares.

A motivacao para esta definico vemn dos observaveis associados ao spinor
de Dirac “usual” ¢ € C* que sdo dados pelas seguintes quantidades covari-
antes bilineares:

o=y, w=glye Jy=¢ne,
S,wx = @nT%E’Yu: '71/199: K,LL = ‘:9%75'}'@@‘

Quando estamos trabalhando no espaco de Minkowski B, a0 invés de
usarmos a conjugacio hermitiana do spinor ©f, as quantidades acima sdo
definidas usualmente através do adjunto de Dirac @ = o'y, A multipli-
cacio do conjugado hermitianc pela matriz ~y € necessiria para deixar a
equacao de Dirac em forma covariante mediante a conjugacdo. No caso do
espaco euclidiano R*, a equacéo de Dirac é covariante mediante a conjugacio
hermitiana e a multiplicacéo pela matriz 45 € portanto desnecessaria.

No contexto da algebra de Clifford do espago R*® os covariantes biline-
ares sao definidos em termos do spinor ¥ £ Céf3 pelas mesmas expressdes
do caso Céy com excessio de

W= —<‘I’e5{§)0.
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Identidades de Fierz

Os covariantes bilineares associados o spinor de Dirac ¥ € Céj" egtdo rela-
cionados pelas seguintes identidades

JP=c% —u? =K

JK = (w—e50)8.
Para demonstrar as identidades de Fierz, vejamos primeiro a seguinte iden-
tidade U¥ = ¢ + wes. Representando ¥ matricialmente como em {4.8}

e usando a representacio matricial de eg, e1.e2,e2 dada no exemplo 3.2.3
temos que

T = (ig1]* + 12| W + (15 + G205 )es
= (U} + (TesThges = o + wes.

consequentemente:

J? = \1169@\2@9@ = Weplo + wes)eoﬁ
= \I’{G - weg}(f’ = (G’ - we5)\11‘:ff

= (g — wes){o + wes) = 0% ~ &,

onde usamos o fato de que ¥, por pertencer & subdlgebra par. cormuta com
o pseudo-escalar es. A verificacdo das demais identidades de Fierz é similar.
Usando a representagdo matricial da dlgebra €4y dada no exemplo 3.2.3

e o fato de que e5 = egereses = (g} {1)) segue-se que w = 2Rel{q¢]) e

;- ( a1 — ol 9165 ~ q24
G0 - qd e -laP? /o

mas q1¢5 ~ ¢297 = 2Re(g2q{i)i + 2Re{q2q5 7)7 + 2Re{qzqi k}k, portanto

J= (a1 = |g21)es
+ 2Re(q2q71)er
+ 2Relgzq3j) e
+ 2Re(g2q5 k)es.
Comparando com a expressio (1.8), quando ¢ = w? 4 J? = 1, vemos que a

aplicacao ¥ — w+ .J nada mais é do que a fibracio de Hopf §% — —57 —
54,
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No caso da algebra Cf 3 do espago pseudo-euclidiano B temos que

es? = —1. Contrariamente & digebra C4;, na qual es? = 1. Como conse-
quéncia deste fato, as identidades de Fierz para o spinor ¥ € Cf 3 séo as
seguintes: J? = g% +w?, J? = —K? ¢ JK = —(w + e350)5. Em particular

5 .
JP =t =t

portanto, nesse caso, ndo podemos estabelecer 2 mesma relacio entre os
covariantes bilineares e a fibragao de Hopf vista acima, razdo pela qual op-
tamos por tomar os spinors como elementos de C4) .

Vejamog agora como “recuperar” ¢ spinor de Dirac a partir dos seus co-

variantes bilineares. Seja ¥ € (4] representado matricialmente por ( gé gf ),
com g1 # 0. Escrevendo ¥ como em (4.7} tem-se gue

1 . f
~2~(\If +egWey) = a + aype1e0 + Qi3e1€3 + an3zeaey

Tomando a representacido matricial do exemplo 3.2.3, vemos que os elemen-
tos da forma a + ajoe1es + ayzeies + aszesey podem ser identificados aos
quatérnios H através da relagao

i <> eges, 7 eres, ke eqe;.
Portante podemos escrever
a + aizeiex + a1ze1e3 + agaeoes = /p U
onde p € um escalar positive e U pode ser identificado com um quatérnio

unitdrio, i.e., pertence a SU({2) 2~ Spin(3). Assim, podemos parametrizar U
pelos angulos de Euler

7= e egm/’Qeeg eg&;gf?‘eeﬁ_\‘_’g&gfz‘
Concluimos que
1 eneras/2 ezeran/2 eoer1q /2
5(@"}“6@‘1’6@)6“ T s gt R/ s ptatn
é uma quantidade escalar. Portanto, existe um escalar € tal que

T = CU(T + egTeq) R
= (o + esw + Jeg) R,
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onde R € Spin(3) ~ SU(2). Como RR=RR=1eé& =e¢; e, com o auxilio
das identidades de Fierz, fazemos
o+ epw = TV = C*o + esw+ Jegllo + esw + epJ)
= C%o? + 2oesw + 20y + ' + wesep + Jepesw + J?)
= C%(26% + 2oe5w + 200y + 2Jpesw)

= 20% o + esw)(o + Jy),

segue-se que
1
C = oo
2{o + Jy)

onde'® Jy = {Jeg)y.
Segue-ge do que foi visto acima que
1
V= ——— (0 + e5w + Jeg ) R.

INCICEAS

O spinor de Dirac ¢ € H?, é dado por o = ¥ ( (1) ) Usando a represen-
tacéo matricial da dlgebra C4s temos que

Iy 1
zé:(gz_):\/?—‘—{g w=Ji—TJoj=Jzk |Q (4.9)

o+ .Jy
onde ¢ € o quatérnio unitirio que representa o elemento R € Spin{(3). Este
é o Teorema de Inversao para spinors de Dirac.
Analogamente ao caso do spinor de Pauli, o teorema de inversio para
spinors de Dirac no casc em que ¢ % O pode ser obtido através de uma
rotacao.

Tomando a rotacio dada pelo pseudoescalar e; = (2 é) € Spin(4},

obtemos o spinor ¥ = ex ¥ tal que ¢ # 0 para o qual vale a expressio acima.
Quanto aos covariantes bilineares, temos obviamente ¢’ = o, J' = esJes =
~Jew = {esVesTVes)y = w. Aqui usamos o fato de que e anticomuta com
vetores, comuta com elementos da subdlgebra par e es? = 1. Portanto

fo — T 1
z,fz"ﬂv’gzo WA Jii A Jag+ Bk Q.

a—Jy
“Note-se que o+ Jo = {g1]* +ga*) + (g ] — {g2]") # 0 4= a1 # O
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Aplicando a rotagac novarmente, obtemos ¢ = ez1), assim chegamos & ex-
pressdo para o teorema de inversdo no case ¢o # 0

w+ it + Jad + Jak

o —Jy Q.
1

o—Jy
2

¢*='\V.

Noje-se que go # ) & ¢ — Jy £ 0.

4.3.4 Spinors de Dirac e Instantons

Agora mostraremos como generalizar a construcdo de um potencial sem
singularidade para o caso de instantons. Conforme vimos, a construcdo do
monopolo estava baseada na fibracio de Hopf §1—— 5% — §2. A estrutura
deste fibrado, isto é suas trivializaces locaig e funcoes de transicdo, é dada
pelo teorema de inversio para spinors de Pauli. A descricdo dog instantons
é feita através de fibrados principais com grupo estrutural SU(2) =~ 5% ¢
variedade de base $*. ,

Descreveremos o instanton Tondamental [1] usando a fibracio de Hopf
5% - — §7 ey §4 Quando ¢ = |g1|* + |g2/® = 1. temos que o spinor

de Dirac ¢ = ( gé ) pertence & esfera 57 e, conforme vimos (pg. 88), a

aplicacdo que o associa aos covariantes bilineares J e w é a fibracio de Hopf
ST — 5% Lembrando das identidades de Fierz, J? + «% = 1, ou seja
{w, Ji,J2, S5, Jg) € 54,

Quando ¢ = 1, as expresses para o teorema de inversdo,

e 1
14 ] .
1y = ,/ +Jo w—Jii—Jei—Jak 1 Q para q; # {
V2
14+ Jy
e
w+ Jit+ Jag + Sk
v2=4/"3 Jo o para g2 # 0,
i

correspondem a trivializages locais da fibracio de Hopf §7 — §* definidas
em 5% — {pdlo Sull «— Jy # ~1 e §* — {pélo Norte} +— Jy # 1 respecti-
vamente. Restringindo os abertos de forma que sua intersecio se reduza a
uma pequena faixa contendo o equador Jy = 0 de §*, verifica-se facilmente
que a fungdo de transicdo ¢ definida no (equador de §%) = 8% a valores no
grupo estrutural S° é a aplicacio identidade ¢ : $° — S§%. Novamente
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verificamos que a funcdo de transicdo pertence & classe 1 de homotopia de
w3 {(SU(2))= Z. Portanto, o Teorema de Inversio para spinors de Dirac nos
d3 a estrutura da fibracio de Hopf §7 sobre 5°.

De modo inteiramente andlogo ao potencial de monopolo, definimos a
SU(2) conexio

i, . i,
A= §(¢!d¢ - (d¥")).
Para verificar que A é de fato uma SU(2)-conexdo, vamos mostrar que sua
expressao local satisfaz a condicdo de gauge dos potenciais expressa na defi-
nicao 2.2.4. De fato. considerando uma sec¢ho local ( g; ) do fibrado € uma

transformacio de gauge agindo sobre ela

; a1
i O
v (sz) )

onde |q11* + g2l =1 e Q*@Q = 1, obtemos facilmente que

E i-;- B ,-'? — *-;I'_ * P d‘fh H £ q
S e =0y (e (52 ) - as (4 )]
)

que é extamente a condigdo de gauge para um SU(2)-potencial.
Tomando ¢ pull-back pela trivializagfo local dada pelo tecrema de in-

versdo temos que
x4
V2
i+Jo fw— Jii— Joj— J3k
2 1+ Jy :

41
42
nos da o seguinte potencial A = ( gé ) A definido localmente na variedade
de base S*

(14 o\ [K*dK — (dK*)K
e e

onde

w—Jyi—Ja3 — Sk
1+ Js )

K =
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Para escrever A definido em R, necessitamos da projeciio estereogréfica

34— R* definida por

5

wEIT

Ji
7y = . =1.2,3.
IZ 1_{_(]@, 2 M :

Segue-se que K = 14 ~ 111 = z27 ~ 23k = 2", Observando que

- 11—
|2 = —=,
‘ 1+
temaos
1+ _ 1
2 1|z’

O potencial de gauge é portanto dado por

1 {xda:* —d;cas*}

A= .
2 1+ jzf?

Concluimos que o potencial A, definido sem singularidade sobre 57, é
de fato uma extenséo do potencial de instanton fundamental definido sobre

s



Conclusao

Este trabalho explora as interligaches entre trés dreas do conhecimento: Ge-
ometria Diferencial, através dos grupos de Lie e das conexdes em fibrados
principals: Algebras de Clifford; e Fisica dos campos de gauge. As apli-
cacOes apresentadas no capitulo final evidenciam as vantagens de se utilizar
uma linguagem matematica (grupos de Lie, fibrados, dlgebras de Clifford)
adeguada para tratar certos problemas fisicos.

Através das formas assumindo valores em algebras de Clifford mostramos
a possibilidade de utilizar as propriedades destas dlgebras para facilitar os
célculos no estudo de teorias cldssicas de campo [8]. A abordagem das trans-
formagoes conformes através da acdo do grapo $pin(2,4) certamente tem
aplicacdes no estudo de solucdes invariantes por transformagdes conformes
das equacdes de Yang-Mills. No estudo de monopolos e instantons afravés
de fibrados principais sobre as esferas S° e §* respectivamente, vimos como
a projecdo do spinor (de Pauli e de Dirac) nos seus covariantes bilineares
coincide exatamente com as fibracdes de Hopf. A possibilidade de consi-
derar o potencial como uma I-forma globalmente definida no espago total
do fibrado permite-nos uma descricdo, livre de singularidade, dos monopo-
los e instantons. Essa é uma clara demonstracio do poder das ferramentas
matematicas desenvelvidas pela geometria diferencial.

Quanto as fibragdes de Hopf, comentamos o fato de que elas correspon-
dem & classe 1 de homotopia do grupo Z ~ m{S') ~ n3(S%). De fato,
os fibrados principais sobre esferas §" podem ser classificados em termos
da classe de homotopia de sua fungdo de transicdo [291. A quantizacio
da carga elétrica a partir da existéncia de um monopolo magnético pode ser
faciimente deduzida usando-se o fato de que os S'-fibrados sobre 5% sdo clas-
sificados pelo grupo =;(8') = Z. Os monopolos magnéticos sio, portanto,
um interessante elo de ligacio entre Topologia e Fisica. O mesmo acontece
com o8 instanfons, uma ver que é possivel mostrar que esses objetos séo
os responsidveis pelo mecanismo de tunelamento quantico entre diferentes
e ndo-equivalentes estados de vicuo que surgem da quantizag@o de teorias

94
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de gauge nac-abelianas. Para uma discussdo sobre esse assuntc bem como
putras questdes de interesse fisico relacionadas, pode-se consultar K. Huang
[13].

Asg interligacGes entre topologia e flsica de particulas e campos € uma bela
ilustracac da reaproximacgao entre Matematica e Fisica e uma interessante
Area Ce pesguisa atual.
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