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INTRODUÇÃO 

A motivação desta dissertação se originou pelo surgimento de um problema 

para análise estatística, na área de medicina. Tratava-se de um estudo observacional 

onde precisávamos comparar as médias de dnas populações, uma de pessoas sadias e 

outra, de pessoas acometidas de osteoartrose na cabeça do :Femur, doença caracterizada 

pela degeneração óssea. A variável de interesse era uma medida da irrigação local do 

sangue. Havia também o registro de uma segunda variável, medida da irrigação do 

sangue do grande trocanter (outra região do :Femur ). Seria ideal uma análise estatística 

utilizando esta segunda medida como covariável, numa análise de covariância. Os 

dados já coletados eram de tal forma, qne a medida de irrigação local de sangue foi 

observada várias vezes para indivíduos da população acometida por osteoartrose e 

apenas uma vez para indivíduos na outra população. Gostariamos portanto de analisar 

o ajuste de um modelo que considerasse as várias observações dos indivíduos, bem 

como levasse em consideração a segunda medida de irrigação. Uma solução 

apresentada por nós foi o uso de um modelo linear misto de simetria composta com uma 

covariável. 

Neste trabalho, o Capítulo I apresenta partes da teoria básica de modelos 

lineares que justificam os resultados utilizados nos capítulos seguintes. Em sua 

apresentação, várias demonstrações úteis ao entendimento do Capítulo 2 são 

explicitadas, uma vez que estas são usualmente omitidas na literatura da metodologia 

de análise de covariância. As provas de teoremas e resultados de Álgebra Linear e 

Teoria distribucional foram deslocadas para o Apêndice A . 
O Capítulo 2 tem como objetivo a apresentação do modelo de análise de 
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covariância. Uma reparametrização do mesmo é apresentada, pennintindo de forma 

mais fácil a obtenção dos estimadores dos parâmetros estimáveis. Alguns exemplos 

foram escolhidos como ilustração. 

Por fim, no Capítulo 3 apresentamos um modelo linear que se utiliza de efeitos 

fixos e aleatórios: Modelo de Laird-W are de Simetria Composta. O passo seguinte foi 

acrescentar uma covariável a este modelo de modo a compatibilizar o problema médico 

acima exposto. 



CAPÍTULO 1 
Teoria Básica de Modelos Lineares 

Este Capítulo apresenta resultados básicos da teoria de modelos lineares. O 

nosso objetivo foi fazer uma seleção, dentre os resultados na literatura, de aspectos 

fundamentais e expô-los de maneira clara e formal. Assim, o conteúdo deste Capítulo 

é tido como suporte para resultados dos Capítulos seguintes. 

Iniciamos com a apresentação do modelo de Gauss - Markov. Antes de 

mencionar a estimação dos parâmetros do modelo, o conceito de estímabilidade é 

apresentado. O método de estimação abordado é o de múrimos quadrados . Dois outros 

tipos de modelos, relacionados ao modelo de Gauss- Markov são analisados. Fazemos 

um destaque especial para o procedimento de teste de hipóteses, ou, alternativamente, 

escolha de modelo, com a organização em tabelas de análise de variância. Finalmente, 

abordamos a técnica de reparametrização. 

Muitos resultados de Álgebra Linear são constantemente utilizados, como, por 

exemplo, espaço coluna e espaço linba de uma matriz projeções ortogonais. Para 

continuidade da apresentação dos resultados da modelagem estatística, resultados 

exclusivos de Álgebra Linear foram deslocados para o Apêndice A 

1.1 Modelo de Gauss- Markov 

Geralmente estamos interessados em estudar uma variável aleatória Y 

com base em p variáveis X1, ••• , X.. Na literatura, Y é denominada variável dependente 

e xb ... , X. variáveis independentes, porque os valores destas últimas são considerados 
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fixos, a priori. Na nossa dissertação, iremos estudar a relação linear apresentada a 

segwr. 

O modelo linear de Gauss - Markov( GM) é definido como : 

(U) 

onde 

y é a variável aleatória de interesse ; 

x' = [ x1, ... , x,] é um vetor cujos elementos x~> ... , x, são os valores das 

variáveis independentes; 

p ' = [p ~> ... , P ,] é um vetor de parâmetros desconhecidos, de dimensão p e 

e é a variável aleatória erro, com E(e) = O e Var(e) =o 2
, 

desconhecido. 

a> O 

Observamos que o modelo deve ser linear nos parâmetros, e não 

necessariamente nas variáveis independentes. Logo, se considerarmos um termo 

quadrático para uma variável independente, por exemplo : 

y =x1P1 + x,p, + x,'p, +e, E (e)= O e V ar( e)= o2
, 

temos um caso particular do modelo Gauss - Markov. 
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O modelo amostra! de Gauss - Markov correspondente é : 

(1.2) 

onde 

y' = [ y,, ... , y,] é um vetor de n observações da variável y ; 

X= [x 1, .•• , x ,] é uma matriz conhecida, nxp, onde x ,, i= 1, ... , p, são 

vetores correspondentes às variáveis independentes; 

11 ' = [ P 1, .•. , P ,l é o vetor de p parâmetros desconhecidos e 

e= [ e1, •.. , e,] é um vetor aleatório, tal que E( e)= O e V ar( e)= a'I. 

Definição 1.1 

Seja o modelo de GM e J. um vetor px I. A combinação linear J.' p é estimável, 
-

se existe um estirnador de J.' p não viciado, função linear de y, isto é, se existe tun 

vetor a, nx!, talque E(a'y)= J.'ll· 

Uma consequência imediata da definição é que a 'y é um estimador não viciado 

para À' 11, se, e somente se, À' = a•x, isto é, se, e somente se, J.' c ;i(X), onde 

;i (X) é o espaço linha de X. 

Existem outras condições necessárias e suficientes (equivalentes) para À' p ser 

estimável. Uma destas é apresentada abaixo. 
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Resultado l.l 

Seja s ~ p - r (X), onde r (X) denota o posto da matriz X. Sejam c 1, .•• , c, s 

vetores, p x I , linearmente independentes, tais que X c 1 ~ ... ~ X c·' ~ o . Ã ' p é 

estimável se, e somente se, '-'c 1 ~ ••• ~ '-'c,~ O. 

Prova : Harville, D. A. (1985). 

• 
O resultado 1.1 apresenta uma maneira prática de investiga<;ão da estimabilidade 

de ). 'p, especialmente quando o valor de s é pequeno. Por exemplo, se s ~ I, 

precisamos evidenciar apenas uma relação entre as colunas de X e verificar se a mesma 

relação ocorre para os correspondentes elementos do vetor Ã '. 

Algumas propriedades das funções estimáveis são listadas abaixo: 

•todas combinações lineares das funções estimáveis são estimáveis; 

•combinações lineares de funções não estimáveis podem s,er estimáveis; 

•se r (X)~ p, então, todas funções Ã' p são estimáveis, inclusive, p 1, ••• , P,; 

•se r (X) < p, então, pelo menos mn dos elementos de p não é estimável. 

Exemplo 1.1 : Modelo de Classificação 

Em alguns estudos é usada uma subdivisão do conjunto das unidades observadas 

em classes, baseada em algum critério. Estas classes são disjuntas e exaustivas. Ao 

critério usado é dado o nome de Fator, enquanto que, as classes de unidades 

correspondem aos Níveis do Fator. Por exemplo, suponha que o diretor, de um 

determinado colégio, deseja comparar o rendimento de alunos submetidos a um dentre 
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três métodos de ensino, A, B e C . O fator neste exemplo é o método de ensino e seus 

níveis A, B e C. 

Se neste caso a variável de interesse, y, é modelada conforme o modelo de GM, 

a matriz X é denominada matriz de delineamento e usualmente sua primeira coluna é 

um vetor unitário, e as demais colunas são variáveis indicadoras dos níveis do 

fator. 

Assim, para um fator com p níveis e 11; observações na classe do i-ésimo nível, 

i ~ 1, ... , p, temos : 

1 1 o ... o ) n, linhas 
• . . 
1 o l ' ) n, linhas 
- - -

x~ 

., ·, o 

1 o ... o 1 ) n.linhas 

e 
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notando - se que o posto da matriz X é p e usando o resultado 1.1, ,;om s = 1, l. ' p será 

estimável, para : 

p 

l.' = [1: À,,)." ... ,)., 1 
i-1 

Por exemplo, (\ + ~" ~I - ~ 2 , ~I + ~'- 2 ~ 3 são estimáveis, no entanto 

~ 0 , ~I> .•. , ~', isoladamente, não são estimáveis. 

c 

Exemplo 1.2 : Modelo de Regressão 

Na nossa natureza sempre estamos querendo explicar algum fenômeno. Há 

ocasiões, em que esta explicação pode ser obtida através de fatos relacionados a este 

fenômeno. Na nossa linguagem, nós chamamos estes fatos de variáveis explicativas, 

ou aioda, variáveis regressaras, as quais irão explicar uma determinada variável 

dependente. Simplificando tudo, nós queremos um modelo que mostre esta relação. 

A este modelo daremos o nome de modelo de regressão . 

Um modelo de regressão com p variáveis regressaras é o modelo de Gauss -

Markov, onde a matriz X é denominada matriz de regressão e usualmente sua primeira 

coluna é um vetor unitátio, sendo as demais colunas compostas pelos valores da i-ésima 

variável regressara, i= I, ... , p. 

Geralmente, a matriz X é de posto coluna completo, logo, l.' p é estimável para 

qualquer vetor l.. Assim, ~o e ~I são estimáveis isoladamente para o modelo de GM 
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com uma variável regressara, onde: 

I XI 

I x, [p· l x~ e p ~ - pl 
I x, 

Voltando a uma sitnação geral, sejam À' 1, ••• , À 'm, vetores I xp, e seja 

À • 
I 

À ' .. -
À 'P .. 

9 

Dizemos que o vetor A p é estimável, se cada elemento i. '1 p é estimável. Ou ainda, 

A p é estimável se, e somente se, existe uma matriz A, mxn, tal que A~ AX. Então, 
-

considerando A ~ I, temos que X p é sempre estimável. 

Seja Q: IR' - IR uma função definida por Q(b) ~ (y- Xb )' (y- Xb ). O nosso 

objetivo é achar todos vetores de IR' que minimizem Q( b ). Uma maneira de achar o 

minimo de Q( b) é calcular as derivadas parciais de Q( b ), com respeito a b, 

a Q( b) I a b, e resolver o sistema Q( b) I a b ~ o. Seria ainda necessário investigar 
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se os pontos extremos encontrados são pontos de mínimo. Assim, obtemos 

Q(b)là b ~-2X'y +2X'Xb 

= - 2X'y + 2X'Xb ~ o 

= X'Xb~X'y. (1.3) 

O sistema acima, em h, é denominado sistema de Equações Normais (EN). 

Proposição 1.1 

As equações normais são consistentes, isto é, existe pelo menos uma solução para 

o sistema (I .3). 

Prova: 

Pela proposição A2, apêndice A, 

X' ~ X'P ~ X'X(X'X)- X' 
' ' 

onde (X'XY é qualquer inversa generalizada de X'X e P x é a matriz de projeção sobre 

o espaço coluua de X. Então, 

asstm, (X'XY X'y é uma solução do sistema de EN. 

• 
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Resultado 1.2 

a) A ftmção Q(b) atinge o valornúnimo em h, se, e somente se h é uma solução 

das equações nonnais. 

b) l. 'Pé estimável, se, e somente, se l. 'b é invariante para qualquer solução, h, 

das EN. 

Prova: Harville, D. A. (1985). 

• 
Os resultados apontados em 1.2 permitem a definição de um estimador para uma 

combinação linear dos elementos de p , dada a seguir. 

Def'mição 1.2 

O estimador de núnimos quadrados ordinário, MQO, da ftmção estimável l. 'P 

é definido por 

l. ·C = l. '(X'XY X'y . 

O estimador MQO do vetor de ftmções estimáveis A p é definido por 

11.6 = A(X'XYX'y . 
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Proposição 1.2 

O estimador de MQO de X~ é dado pela projeção ortogonal de Y em 'i';(X), 

Prova: 

Seja A = X . Então pela definição 1.2, temos que o estimador MQO de X~ é 

• 
Exemplo 1.1 ( Continuação) 

Voltando ao modelo de classificação, onde a matriz do modelo e o vetror de 

observações são respectivamente 

1 1 o ... o 
- - -
1 o 1 
- - -X= e 

' .. o 

1 o o 1 
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temos 

X'X= 

=> (X'X)· = 

• 
En

1 
n1 n2 ··· nP 

l-I 

nl o ... o 

o n2 ' 

' ' o 
o ... o nP 

o o o o 

o I o o 
nl 

o o I 
' 

n2 

' ' o 

o o o I 

n, 

uma inversa generalizada de X'X. Agora, temos que 

p ., 

E EYlf 
t-lj-1 

X'y 

13 
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logo, wna solução das EN é : 

o o o o 
p ., 

o I o o [ [ylj o 
n1 

t·li·l 

., Yt. 
o o I [ylj (X'X)"X'y ~ ' Y,, n, j-1 

' ' o ., 
Y,. 

o o o I [ypj 
n J-1 

p 

e o estimador de MQO de X ~ é 

-
Yt. 

1 1 o ... o o - - -
-

1 o 1 ' Y,, Yt. 
- - - -X(X'X)"X'y Y, 

' ' o 
p. 

1 o o 1 -
Y,. 

Os estimadores de MQO das fimções Po + P~o p,- [3 2 e [3 1 + [3 2 - 2[3 3 apresentadas 

anteriormente são : 

-
Y1. ' 
- -
Y1. - Y,, e 
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respectivamente. D 

Exemplo 1.2 (Continnação) 

Agora, voltando ao modelo de regressão, onde a matriz do modelo é 

I r, 

I r, 
X= 

I X 
" 

temos 

" 
n l:X, 

X'X= 
l· I 

" " Ir, 2 
Lx, 

i·l i·l 

" 2 Ix, 
i-1 

" ni(r,-X)' - (X'X)"' = 
i-l 

a inversa de X'X. 

" -Ix, .. , 
' 

ni(x,-X)' 
l·l 

' 
n I (r, - X)2 

,_, 

I 

' I(x,-X}' .. , 

15 
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Agora temos que 

" 
LY, 

X'y~ 

,_, 

Logo, o estimador de MQO de p é 

Mas, 

. " 
LX:LY, 
1-1 j-1 

" 

" " LxJ:x1y1 
i-1 j-1 

• 
ni(x,-i)' ni(x,-i)' 

" 

(X' X)" I X' y ~ 

" " 

' ni(x,- x)' 
i·l 

" " " LY,(Ix,'- x1Ix,) 
J·l 1-1 i-l 

i-l 
,_, 

" " ' Ix,y, L",LY1 
i-1 1-1 J-l 

' . 
L(x,-i)' ni(x,-i)' 
i-1 i-l 
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' ' LY/L (x, - x) 2 
• nx' - n x,x) 

= j-1 i-1 

' 
nL(x;- X)2 

' ' 
, porque [(x1 - X) 2 ,Lx/- nX 2

, 

1-1 1-1 

i-1 

' 
LY/X,- X) 

- - - ~i·ccl ___ _ -y-x-
' 
E<x,- x)' 
1-1 

' E (y
1 

- y)(x
1 

- x) 

- - - ''""-'-------y-x-

e 

' ' ' 
Eyixl EYrE xi 
i-1 i-1 i-1 

' ' E<x,- x)' •E<x,- x)' 
1-1 1·1 

' ' n LY,x, . nxEr, 
i-1 i-1 
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• 

• 
L (x, - ii)' 
••• 

' L (y, - y)(x1 - ii) 
;.1 

• 
J:(x,- ii)2 

i-I 

Então: 
' L (y, - y)(x, - ii) 

- - ''''"-'------y- X-

' L (x, - ii)2 

;.I ~'] = (X'X) 'X'y = 
P, ~ • 

L (y, - y)(x, - ii) 
i·l 

Agora, seja r o coeficiente de correlação amostrai entre y (! x , dado por 

• 
l: (y, - y)(x, - ii) 
i·I . ' 

[J:(x,- ii)'J:(y,- y)2
[

2 

1·1 1·1 
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então, 
• 1 

I (y, - y)' • ,_, 
r . 

• 
};(r,- r)2 

,_, 

c 

Nesta Seção, abordamos a estimação de mínimos quadrados para contexto do 

modelo Gauss - Markov. Em seções seguintes iremos abordar a estimação de 

mínimos quadrados para contexto dos modelos de Aitken e Gauss - Markov 

restrito. O modelo de Aitken é uma generalização do modelo de GM, no tocante à 

matriz de variâncias e covariâncias do vetor de erros. O modelo de GM restrito adiciona 

uma restrição com respeito ao vetor de parâmetros, no contexto do modelo de GM. 

A questão da estimabilidade de combinação linear de parâmetros dos modelos de 

Aitken e Gauss - Markov restrito será investigada, tomando-se por base o conteúdo 

desta Seção. 

1.2 Modelo de Aitken 

Quando definimos o modelo de GM, supomos que, para qualquer observação da 

variável y, o erro correspondente tem a mesma variância. Algumas vezes, porém, não 

é adequada a suposição de que a matriz de variâncias e covariâncias do erro seja cr 21. 

Consideremos todas as suposições do modelo GM, modificando apenas o seguinte : 

V ar( e) ~a 2 V, para V, matriz positiva definida (p.d.) conhecida. Tal modelo é 

conhecido como modelo de Alfken. A seguir vamos mostrar que o modelo de Aitken 

pode ser expresso como um modelo de GM. Desta forma, podemos usar os resultados 
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já apresentados na Seção anterior. 

A matriz V é positiva definida. Portanto, sua inversa existe e nós podemos fatorá­

la como V -I = Q'Q, para alguma matriz Q, nxn, não singular . Então, se pré­

multiplicarmos ambos lados da equação (1.2) por Q, nós teremos 

Qy • QX~ • Qe, 

ou, 

(1.4) 

onde y· =Qy, X' = QX e e'= Q e, observando que E( e·) = O e 

V ar( e') = o 2 QVQ' = o 2l. Isto é, nós expressamos o modelo de Aitken, como um 

modelo de Gauss Markov. 

Usando os resultados já apresentados sobre o modelo de GM, observamos que 

no modelo de Aitken, À·~ é estimável se À E ;;!'(X'), ou seja, se: À' E ;;í'(QX). Mas, 

a matriz Q é não singular, portanto, ;;í'(QX) = ;;!'(X). Assim, podemos dizer que 

À 'P é estimável, sob o modelo de Aitken, se À' E ;;!'(X). 

O estimador de mínimos quadrados para À·~, estimável, sob o modelo de GM 

de equação (1.4), é ). •6, onde b' é qualquer solução das EN, 

conforme definição 1.2, da Seção anterior. 
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Definição 1.3 

O estimador de mínimos quadrados para ). 'P, estimável, sob o modelo de GM 

da equação (1.4 ), denominado de estimador de minimos quadrados generalizado 

(MQG), com base em V, é 

expressando em termos de X, y e V, temos 

!. '(X''X'YX''y' =!. '(X'Q'QXYX'Q'Qy =!. '(X'V- 1XYX'V- 1y. 

O estimador MQG do vetor de funções estimáveis A~ é definido por 

As equações normais expressas em função de X, y e V, denominadas equações 

normais de Aitken (ENA) são : 

(QX)' (QX)b = (QX)' (Qy), 

ou, 

(15) 
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Proposição 1.3 

O estimador de MQG de X ~ é dado pela projeção não ortogonal, com base em 

V, de ~ em ~(X), ou seja, 

onde A= X(XV 1XY xv 1. 

Prova: 

Seja A =X. Então, pela definição 1.3, temos que o estimador de MQG de X~ é 

Pelo Apêndice A, Proposição All, temos que A é a matriz de projeção não ortogonal 

sobre ~(X). 

• 
1.3 Modelo de Gauss - Markov Restrito 

O modelo GM, com restrição no vetor de paràmetros ~ , denominado modelo 

restrito, é definido por todas suposições do modelo de GM, com o acréscimo de 

c~= c, 

onde o sistema, em b, Cb = c é consistente. 
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Sob o modelo restrito, vamos, agora, obter 

minQ(b)= min (y -Xb)'(y-Xb), 
• 

para b E IR', satisfazendo o sistema consistente C b = c . Isto equivale a achar o 

mínimo em b e k, para b E IR' e kE IR', da função 

Q
1(b, k)= (y -Xb)'(y -Xb)+2k'(Cb- c), 

onde k é um vetor de multiplicadores de Lagrange. As equações normais no modelo 

restrito são definidas por 

aQ(b, k)/a h =-2X'y +2X'Xb +2C'k =o 
e 

aQ(b, k)lak=2(Cb- c)= o. 

Assim, nós teremos o seguinte sistema de equações normais restritas (ENR): 

[

X'X C'] ~ 
c o k c 

X'y 

1 Por simplicidade, usamos a mesma notação Q(.) para esta função de b e k . 
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ou ainda, 

X'Xb , C'k • X'y 

(1.6) 
Cb ·c 

Agora apresentaremos alguns resultados importantes, considerando o modelo 

restrito, que serão úteis para o presente trabalho. 

Resultado 1.3 

a) As equações normais restritas são consistentes. 

b) Q( b, k) atinge o mínimo em b ~ ti, e k · · k se, e somente se, as equações 

normais restritas tem uma solução cujas primeiras p componentes são ti, . 

Prova: Harville, D. A. (1985) . 

• 

Sob o modelo de GM restrito, .< 'P é estimável, se, e somente se, .<' E ~[X]. 
- - - c 

Portanto, todas fimções .< 'P , estimáveis sob o modelo GM, in-estrito, são também 

estimáveis no modelo restrito. 
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Proposição 1.4 

Se a matriz C é de posto linha completo e C ~é estimável, os vetores 

k = [C(X'XtC'J'(Cb- c) 

e 

6', = b - (X'XtC'[C(X'XtCl'(Cb- c) 

compõe urna solução para as ENR, do modelo de GM sujeito à restrição C ~ = c, onde 

6' é qualquer solução do sistema de EN do modelo GM ( irrestrito) . 

Prova: 

Notemos que C é de posto linha completo => C(X'X) ·C' invertível. 

Agora a primeira parte do sistema de ENR é : 

X'Xb + C'k = X'y. 

Substituindo os vetores 6', e k aCima, em b e k, temos : 

X'Xb,+C'k =X'X(b -(X'X)C'[C(X'XtCl'(Cb- c)) 

+ C\[C(X'XtCl'(Cb'- c )). (1.7) 

Notemos que , 

X'Xb=X'y 
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e 

X'X(X'X) ·c ~ X'X(X'X) -x'W' , porque C E ~'(X) = C ~ WX, 

para alguma matriz W, 

Logo, ( 1.7) é dado por : 

~x·w· 

=C'. 

X' y C'[C(X'X)'C']''(Ch- c) + C'[C(X'X)'C']' 1(Cb- c) - X' y, 

ficando a primeira parte do sistema de ENR satisfeita . 

A segunda parte do sistema de ENR é : 

Cb ~c. 

Substituindo o vetor h, no lugar de b, temos : 

C[ h (X'X)'C'[C(X'X)'C']'(Ch- c)] ~c h -C(X'X)C'[C(X'X)'C']''(ch- c 

) 

~ C h - ( C h c ) 

= c, 

ficando satisfeita a segunda parte do sistema de ENR. 

• 
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Assim, o vetor das pnmerras p componentes de uma solução das ENR é igual 

ao vetor de solução das EN (irrestritas), menos uma certa quantidade. 

Defmição 1.4 

O estimador de mínimos quadrados da função estimável l. 'P, sob o modelo de 

GM restrito, denominado estimador de mínimos quadrados restrito (MQR), é definido 

por l.' b, onde b, corresponde ãs primeiras p componentes de qualquer solução das 

equações normais restritas. 

Em ocasiões especiais , dada uma restrição C P ~ o , podemos definir um modelo 

denominado modelo reduzido. Este modelo incorpora ao antigo vetor de parâmetros a 

condição C p ~ o e utiliza uma nova matriz de modelo, cujo espaço coluna é sub­

conjunto do espaço coluna da matriz do modelo irrestrito. 

1.4 Estimador da variância do erro 

Considerando o modelo de GM, verificamos que a esperança de y, X p , é sempre 

estimável e o estimador de MQO é P, y,onde P,~ X(X'XYX', para qualquer inversa 

generalizada de X'X, (X'X)- . 

Definimos o vetor de erro2
, ê, como a diferença entre o vetor de observações y 

2 Chamaremos de vetor de erro o que seria de fato o vetor de resíduos . Como estamos 

usando a notação ê, não haverá confusão com o vetor erro, e . Desta fonna , estamos seguindo o 

usual na literatura . 
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e o estimador de sua esperança : 

é'·y-Ê(y) 

• (I - p ,)Y 
(1.8) 

Uma suposição relativa ao erro foi V ar( e) = a 2l. Logo, é intuitivo usarmos o 

vetor de erro (I- P, )y na estimação de a 2 Consideremos 

( y -X h')' ( y -X h')= ( y - Px y )' ( y- Pxy) = y' (I - P J' (I- F'Jy = y' (I- P Jy, 

denominada soma de quadrados do erro (SSE). Seja 

y' (I- P Jy I r (I- P J, 

denominado quadrado médio do erro (MSE), e r (I - P J, denominado graus de 

liberdade associados ao erro. A estatística MSE é um estimador não viciado de a2
, 

como apresentaremos no teorema l. 1. 

Teorema l.l 

Um estimador não viciado de a 2
, no contexto do modelo d•~ GM, é 

y'(I-Px)y /(n-r(X)) 
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Prova: 

Pelas suposições do modelo de GM e pelo teorema A2, apêndice A, 

E[ y'( I- Px )y] = Tr'( a'( I- P J) + ~'X( I- Px )X~. 

Mas, 

Tr( a2
( I- P J) = a2Tr( I - P J= a2 r (I- Px) 

e 

=> p'X'(I-Px)XP =0. 

Portanto 

E[ y'(I-Px)y]= a 2 r(I-PJ 

e 

E[y'(I-P,)y 1 r(I-P,)]=a2 

Mas, no apêndice A, proposição A6, r (I- P,) = n- r (X). Logo, segue o resultado . 

• 
Consideremos agora o estimador de a2 no contexto do modelo de Aitken. Na 

Seção 1.2, fizemos uma transformação no modelo de Aitken, de maneira que 

passamos a usar os resultados do modelo Gauss - Markov. V amos agora 

utilizar essa transfonnação para a estimação de a 2 

3 Tr é a notação para o traço de uma matriz . 
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Proposição 1.5 

No contexto do modelo de Aitken, o quadrado médio do erro (MSEJ, 

y'(l - A w·'u - AJy 

n - r(X) 

é um estimador não viciado de o 2
, onde A~ X(X'V-'XY X'V-' . 

Prova: 

Pelo teorema 1.1, temos o seguinte estimador não viciado de o 2
,. após transformação 

do modelo de Aitken : 

onde y • ~ Qy, x' ~ QX, e, Q'Q ~ v- 1 
. 

Expressando em termos de y, X, V e 

A ~ xcxv 'xy xv • , 

P,. ~ X'(X''X'yx'• ~ QX(X'V' 'XYX'Q' 

temos que 

y ''(I- Px. )y • = y'Q'[ I- QX(X'V' 'X)-x'Q']Qy 

= y'[ Q' Q- Q'QX(X'V''X)-x'Q'Q]y 

~ y'[ v-•- Q'QX(X'V' 1X)'X'V' 1]y 

= y'[ v-•- v-•xcxv 'x)-xv 'Jy 

= y'[ v-•- v-'A!Y 
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= y'V- 1 [!- A1y 

·v-I = y y 'V- 1A y y. 

Alternativamente, notamos que 

v-IA= v-I xcx·v- 1X)"X'v-l =A' v-I 

e usando o fato de I - A ser idempotente, 

y- 1 [ I- A 1 = y- 1 [I- A][ I- A 1 

=[V- 1 -V- 1A][l-A1 

=[V·'-A'V- 1 ][I-A1 

= [I-A]'V- 1 [I-A) . 

Assim, podemos expressar o numerador do estimador de a' como : 

y' (I- A)'V" I (I- A)y. 

Também temos 

r(X')=r(X), 

logo, um estimador não viciado para a 2 é dado por 

31 

(1.9) 

(1.10) 
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ou 

y' (I- A)'V" 1(1- A) y I (n- r (X)), 

onde A= X(XV'XYXV'. 

• 

Consideremos agora o estimador de o 2 no contexto do modelo GM restrito . Seja 

b', uma solução da primeira parte do sistema das ENR e h uma solução das EN, sob 

o modelo de GM (irrestrito), então, 

SSE,=(y -Xh+X(h- h,))'(y -Xh+ X(h- h,)) 

- SSE +(h- 6, )'X'X(b'- 6, ) + 2{6- 6, )'X' (y- Xb), 

mas X' (y - Xb' ) =X' y - X'Xh =O, pois X'X6 = X'y, EN do modelo de GM 

(irrestrito), logo, 

SSE, = SSE + ( h - h, )'X'X( 6 - 6, ). (UI) 

Notemos que a forma quadrática da segunda parcela não é negativa, e observemos que 

a imposição de restrições provoca , em geral , um aumento na soma de quadrados do 

erro , pois dificihnente C 6 = c . Isto é , observamos que a soma de quadrados do erro 

no modelo de GM restrito é geralmente maior que a soma de quadrados do erro no 

modelo de GM (irrestrito). 

Consideremos agora, C~ estimável, sendo a matriz C de posto linha completo. 



Capítulo 1 - Teoria Básica de Modelos Lineares 33 

Desta fonna C E :;f(X). A soma de quadrados do erro (SSE,), sob o modelo de 

GM restrito, expressa em tennos de uma solução das EN, sob o modelo de GM 

(irrestrito), ,; , e usando 

será: 

o= (x·xrqqx·xrcr I (cc-c J, 

SSE,=SSE+ (,;- C,)'X'X( h- h,), por (1.11), 

Resultado 1.4 

= SSE + [ h- (h- D)]'X'X[ h- (b'- D)], pela proposição 1.4, 

= SSE + D'X'XD 

= SSE + (Cb.- c)' [C(X'XYC']' 1(Cb.- c). (1.12) 

No contexto do modelo de GM, restrito a C p = c, C de posto completo, o 

estimador abaixo é não viciado para o2 
: 

SSE • (Cb •. c)'[C(XX)'CT'(Ch- c) 

n . r(X) • r(C) 

Prova: Harvi/le, D. A. (1985). 

• 
1.5 Análise de Variância - ANOV A 

Seja y, nx I, um vetor de observações . 

Sejam AI> ... , 1\, k matrizes, nxn, com r (A;)= r,, i= I, ... , k. 
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Uma análise de variância, ANOV A, é definida como uma partição da soma de 

quadrados total do vetor y, isto é, y'y = y'A1y + ... + y'A.y, 
• 

tal que 

r1 + ... + r• = n. Notemos que esta igualdade implica em E A,= I. 
t-1 

Esta partição é comumente organizada em uma tabela, a qual chamaremos de 

Tabela de ANOVA. 

Tabela ANOVA 2.1 

Fonte de Graus de Soma de Quadrado 

Variação(FV) Liberdade(GL) Quadrados(SS) Médio (MS) 

I r, y'A,y y 'A1ylr1 

••• -·· ... 
k r. y'AkY y 'A.,yylr. 

Total n y'y 

Resultado 1.5 

• 
Sejam A ~o ... , A" matrizes nxn, simétricas e E A,= I. Então, as seguintes 

i-1 

condições são equivalentes. 

b) A, idempotente, i = I , ... , k. 

• 
c) Er(A,)=n. 

1-1 

Prova : Graybill, F A. (1961) . 

• 
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O resultado 1.5 nos proporciona meios alternativos para verificarmos se uma 

partição de y 'y é de fato uma análise de variància . 

Proposição 1.6 

Sob o modelo GM , 

y'y ~ y'P,y + y'(I-P,)y 

é uma ANO V A, onde P, é a matriz de projeção ortogonal sobre '€'(X). 

Prova: 

Temos que 

Px e I-Px 

são simétricas e 

P, + I-P, =I e P, (I-P,)=O, 

então, pela condição (a) do resultado 1.5, provamos a proposição acima . 

• 
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Vimos na Seção 1.4 que y' (I- P, )y é a soma de quadrados do erro. Logo o que 
- -

resta de y 'y , y' P J, é atribuído ao modelo. Por isso, y' P J é denominada soma de 

quadrados do modelo. 
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Proposição 1. 7 

Sob o modelo GM, 

é uma ANO V A, onde '€;'(X0) c '€;'(X) e P,0 é a projeção ortogonal em '€;'(X0) • 

Prova: 

Temos que P :..{)' P x - P :..{) e I - P x são simétricas e 

Temos 

porque as colunas de P ,0 pertencem a ~(X,)c 'i';(X). Logo, 

P""(I-P,)=O 

e 

o resultado segue pela condição (a) do resultado 1.5. 

• 
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Proposição 1.8 

Sob o modelo GM, 

y'y =.!.y'(ll')y+ y' (Px- .!.tl')y + y'(I-Px)Y 
11 - 11 

é ANO VA se e somente se 1 E ~(X) . 

Prova: 

Seja X, = 1. Então, a matriz de projeção ortogonal em ~(X,) é -

P,.,= 1(1'1)" 1 1' = .!.1 1'. 
--- n--

Temos que 

X, = 1 E ~(X) - ~(X,) c ~(X) , 

e o resultado segue a proposição 1. 7. 

• 

O seguinte teorema é um clássico na literatura estatística: Teorema de Cochran. 

Ele pode ser utilizado para definir as distribuições das variáveis aleatórias 

correspondentes ás parcelas da análise de variância, divididas por o', sob o modelo GM 

normal. · 
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Teorema 1.2 
Teorema de Cochran 

Seja y um vetor aleatório, nxl, com distribuição N( 11 , a' I) . 
• Sejam A" ... ,A. matrizes simétricas, tal que I: A; =I,, ou equivalentemente, tal 

• • 

que I: y 'A;y - y 'y para todos valores de y . 
.... -

• 
Sejar(A;) =r;, i= I, ... , k, e I: r; =n. ,_, 

a) y' A;y - x~,,,.,..,.l' i= 1, ... , k. 
- -

b) y'A,y, ... ,y'A.Y são distribuidas independentemente. 

Prova : Harville, D. A. (1985). 

• 
Vimos nesta seção que, quando decompomos a soma de quadrados total do vetor 

y em uma análise de variãncia, estamos lidando com um parcelamento bem especial. 

Com o conhecimento da distribuição das somas de quadrados, toma - se possível a 

comparação de certos modelos, conforme será visto ua próxima Se9ão . 

1.6 Teste de Hipóteses 

Esta Seção apresenta resultados sobre testes de hipóteses sobre os parâmetros da 

equação básica do modelo GM. Na literatura encontramos duas versões: uma versão 

trata da escolha entre um modelo mais complexo e uma simplificação deste, e, a outra 

versão define um teste de hipóteses da maneira convencional, baseado em uma variável 

pivô. As duas versões são aqui expostas e apontamos em seguida que, se para uma 
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dada hipótese podemos exibir o modelo reduzido correspondente à hipótese , então, as 

duas versões são equivalentes. A obtenção do valor observado da estatística do teste 

(ambas versões) pode ser organizada através da tabela de ANOV A. 

1.6.1 Comparando Modelos Completo e Reduzido 

Fm Christensen (1987), Capítulo 11I, é furnecida uma versão intuitiva para o uso 

de uma estatística no processo de escolha entre modelos, um uma siroplificação do 

outro. Apresentamos um resumo seguido de um teorema com resultados distribucionais 

de tal estatistica. 

Consideremos o modelo de GM, normal, 

y=X~+e, e- N(o, a 2I), 

definido em (1.2). Seja agora , um modelo de GM reduzido, uma siroplificação do 

modelo anterior : 

e -N(o, a2I), (1.15) 

reduzido, porque 'i';'(X,) c 'i';'(X) , sendo 1> um vetor p0 x 1 , p0 < p . 
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Exemplo 1.1 (Continuação) 

Considere o modelo de GM exemplo 1.1 onde 

X= 

1 1 o ... o 

1 o 1 

•. o 
1 o ... o 1 

e ~ 

Um modelo de GM reduzido é dado por 

X= o 

1 1 

1 1 

1 1 

notando que '(S'(X,) c ~(X) 

Seja P"' a matriz de projeção ortogonal sobre '(S'(X0) e Px a matriz 

de projeção ortogonal sobre '(;(X). Sob o modelo (1.15) ambos P, 0 y e PxY são 

estimadores não viciados da mesma quantidade, porque : 

E( p ,.,y ) 



Capítulo 1 - Teoria Básica de Modelos Lineares 41 

e 

pelo apêndice A, proposição A2. Assim sob o modelo (1.15), 

deveria ser relativamente pequena. A escolha pelo modelo mais simplificado (1.15), 

depende da "grandeza " do vetor ( P x - P xO ) y, grandeza esta que poderia ser medida 

por função da soma dos quadrados de seus componentes, 

A estatística 

y'(P, - P r,)Y I r(P, - P r,) 
- -

incorporaria aspectos dos espaços 'i';(X) e ~(X,) . 
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Teorema 1.3 

Sejam dois modelos GM nonnais , para o mesmo vetor d(: observações : 

e - N( o, a2l), modelo completo 

e 

y~X 0 ô +e, e - N(o, a2I), modelo reduzido 

onde x;( X0 ) c xg'( X). 

Sejam Px e P,0 as matrizes de projeção ortogonal sobre '€' (X ) e 

'€' ( X0 ), respectivamente. Então, 

a) sob o modelo completo , 

y'(P - P )y I r(P - P ) 
- x xo_ :c 11> 

y'(l- P,)Y I r(!- P) 

b) sob o modelo reduzido 

(1.16) 
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Prova: 

a) Pela proposição I. 7, a partição 

y'y ~ y'Pxay + y'(Px -P"')y + y'(I-Px)Y 

é uma ANO VA . E pelo teorema de Cochran 

,.. x2 
1 1 

(r(Pz- Pllti),[E(-y)]'(Pz- Pzo)(E(-y)] 
o- o-

e 

y'(I - P.)Y 
2 

X(r(/ - Pz), [li.l.!y)]'(/ - Pz)[E( .!y)]) ' 
o- o-

além de serem independentes. Agora, sob o modelo completo, E(y) ~ X p , logo, 

e 
y'(l - P.)Y 
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Notando que, p 'X'( I- Px)Xp = p '(X'- X'Px)Xp = p '(X'- X' )Xp= O, 

y'(l - P.)Y 

o' 

O resultado (a) segue porque temos a razão entre duas distribuições Qui - quadradas 

independentes, divididas pelos respectivos graus de liberdade, sendo a do denominador, 

Qui - quadrada central. 

b ) Sob o modelo reduzido, 

I I E(-y) = -X0 6. 
o - o 

Logo, os parâmetros de não - centralidade são 

" - " -
...!.._ 6'X' (P -P )Y 6 

2 
OxxO..,~ 

" - -
- _I 6' (X'.,P - X'.,Px0)){,6 

02 - X -

- o, 
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e 

E(_!_y)'(I-P,)E(_!_ y) ~ 
o- a -

~ 6 'X'0 (I -P, )X.& 
o - -

o. 
Logo, segue o resultado (b ). 

• 

Então, a escolha pelo modelo reduzido, ao invés do completo, pode ser feita 

quando a estatística (1.16) é menor do que algum quantil da distribuição 

1.6.2 Testando uma Hipótese 

Definição 1.6 

Considere o modelo de GM. Seja A uma matriz mxp. A lúpótese A p ~ d é 

!estável se: 

a) A p é estimável e 

b) r(A) ~m. 

Esta definição é clara e intuitiva, pois, se A p não fosse estimável, nós não 

poderíamos definir um pivô para um teste desta lúpótese e achar estimativas da 

estatística do teste. Se r (A)< m , ou o sistema, em p , A p ~ d, é inconsistente, ou 

é redun<jante, assim, devemos requerer r (A)~ m. 

Pela Seção 1.4, a soma de quadrados do erro, sob o modelo de GM restrito, com 
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a restrição A ~ ~ d , 

SSE, ~SSE + SQ, 

por (1.12), onde SQ~ (Ab- d)' (A(X'X)" A' )" 1 (Ab- d) e Ab ~ A(X'X)"X' y. 

Temos 

(Ab- d) - N( A~ - d ; a 2A(X'X)" A'). 

Então, pelo teorema A4, apêndice A, 

- -
Agora, vamos reescrever SQ e SSE de maneira que eles tenham formas quadráticas com 

o mesmo vetor. 

Proposição 1.9 

a)SSE~ (y -XA'(AA'fd)'(I-Px)(y -XA'(AA'fd) 

b )SQ ~ (y - XA'(AA')"1 d)'[(X(XX)"A'(A(X'X)" A')" 'A(X'X)"X')]( y- XA'(AA')"1 d). 

Prova: 

(a) O resultado segue 

X'(I-Px)~X'-X'P,~ O. 
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(b) 

SQ ~ (A h- d)' (A(X'X)" A' r 1 (A h- d) 

~ ( A(X'Xr X'y - d)' (A(X'X) A' r 1 
( A(X'X)" X'y - d), 

mas, 

[(M') "1AX']X(X'X)"A' ~ (M') "1AX'X(X'X)· X'A', pois A~ AX para alguma matriz A, 

logo, 

~ (M') "1AX'P,A' 

~ (AA') "1AX'A' 

~ (AA') "1M' ~!,, 

SQ ~ (y - XA'(M')" 1 d)'[(X(X'X)"A'(A(X'X)" A')" 1 A(X'X) X')](y - XA'(M')" 1 d) . 

Proposição 1.10 

F~ SQ /r(A) " F(,(A);•- •<XJ;(AP- d)'(A(rxrA?"1(AP- d)l•'> 
SSEI(n-r(X)) - · 

e sob a hipótese A~ ~d , 

F~ SQ/r(A) 

SSE I (n - r(X)) 
·F (r(A);n- r(X);O) · 

• 
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Prova: 

Como: 

(I- Px )[X(X'XYA'(A(X'XYAY 1 A(X'X)"X'] ~ Ü, 

SSE I a' - x:. _,~;o> 

e, SQ e SSE são independentes, o resultado segue porque temos a razão entre duas 

distribuições Qui - quadradas independentes, divididas pelos respectivos graus de 

liberdade, sendo a do denominador, Qui - quadrada central. 

• 
Logo, para um nível de signíficância o:, a estatística de um teste para: 

H.,:Ap ~d 

versus 

é dada por: 

SQ /r(A) 
F~ ---"'"'-'-'--""'--- - F<•<A>;• _ •<XJ;OJ , sob Ho, 

SSE I (n - r(X)) 

onde rejeitamos a hipótese A p ~ d, se F > F . ((1- c),(r(A),n- r{l')) 
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1.6.3 Comparando Modelos Restrito e Reduzido on Testando uma 
Hipótese? 

49 

Voltando ao exemplo 1.1, temos a matriz de delineamento e o vetor de 

parâmetros do modelo completo : 

1 1 o ... o 
- - - ~. 

1 o 1 ' P, 
x~ - - - e ~ 

' ' o 
1 o ... o 1 ~p 

- - -

e 

1 1 

1 1 
x~ o 

' ' 
1 1 

para um modelo reduzido. Observemos que obtemos o modelo reduzido a partir do 

completo fazendo 

ou seja, impondo 
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Esta última expressão é estimável. Logo, escolher o modelo de GM reduzido é o 

mesmo que escolher o modelo GM restrito com a restrição acima. Pela 

proposição 1.9 uma estatística F central, sob a hipótese A~ ~ O, é dada por 

y'X(X'XYA'(A(X'X)N)-1A(X'XYXy I r(A) 

F~--------------------~----
SSE I (n - r(X)) 

(1.17) 

Agora, a proposição 1.7, evidencia a seguinte ANO VA: 

(1.18) 

onde 

y '( I - P ,~)y é a soma de quadrados do erro, sob o modelo de GM reduzido, e 
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y '( I - P ,Jy é soma de quadrados do erro, sob o modelo de GM, irrestrito. 

No eutauto, se especificamos uma hipótese (!estável) causadora da redução do modelo 

completo, temos 

y '(I - P x0JY = SSE" 

a soma de quadrados do erro, sob o modelo de GM restrito. 

Assim, 

y'( P,- p xO)Y = y'(l- p xO)Y - y'(I- p Jy 
- -

= SSE,- SSE 

= SSE + SQ- SSE, pela equação (112), 

=SQ 

= (Ab )'(A(X'XYA'Y '(Ab) 

A matriz P, - P"' é uma matriz idempotente , logo, usando a igualdade de posto 

e traço para matrizes idempotentes , temos : 

r ( P,- P"') = Tr ( Px- P x0l 
= Tr ( P,)- Tr (P "") 

= r(X)-r(X0 ) 

=m=r(A). 

Então podemos dizer que as estatísticas (1.16) e (1.17) são equivalentes, quando temos 

ambos: modelo reduzido e hipótese !estável associada. 
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Resumindo, sob o modelo de GM, seja H,: A p ~ o uma hipótese !estável, onde 

A é uma matriz de m linhas e de posto m. E seja X, a matriz do modelo reduzido 

correspondente. Denominando : 

SSH, ~ y'X(X'X)"A'(A(X'X)"A')" 1A(X'X)"X'y ~ y' cPx -P,.)y, a soma de quadrados sob 

a hipótese H,; 

SSM,. ~ y' P x0Y, a soma de quadrados devido ao modelo de GM restrito (reduzido); 

SSE ~y'( I- Px )y a soma de quadrados do erro, sob o modelo de GM irrestrito e 

SSTot ~y'y, a soma de quadrados total, 

por (1.18), temos a seguinte ANO VA 

SSTot ~ SSM,. + SSH, + SSE, 

apresentada na seguinte tabela . 

Tabela ANOVA 1.7.1 

FV GL 

Modelo Restrito r (X)- r (A) 

Hipótese A p ~ O r(A) 

Erro n- r (X) 

Total n 

SS MS 

SSM, SSM, I (r(X)- r(A)) 

SSHo MSH, = SSHo I r (A) 

SSE MSE ~ SSE I (n- r (X)) 

SSTot 

Logo, para obtermos a estatística F em (1.16), basta usarmos a razão entre MSH, 

e MSE da tabela de ANOV A. 
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Frequentemente é utilizada a tabela de ANO VA com a soma total do vetor y 

ajustada. Neste caso, juntando os resultados das proposições 1.7 e 1.8, temos a 

ANOVA: 

y'y ~ !y'(l l')y +y'(P,0 - !1 l')y + y'(P,-P,0 )y + y'(I-P,)y 
n---- n--

, I '( ') yy--y lly 
n -

apresentada na seguinte tabela . 

Tabela ANOVA 1.6.2 

FV GL 

y'(P,0 - !11')y + y'(P,-PxO)Y + y'(I-P,)y, 
n - -

ss 
Modelo Restrito r (X) - r (A) - 1 SSM,- nf2 

SSH0 Hipótese A~ = O 

Erro 

Total Ajustado 

r(A) 

n- r (X) 

n-1 

SSE 
-2 SSTot- ny 

Notando que apenas a primeira e a quarta linha se modificaram. 

1. 7 Reparametrização 

Algumas vezes são usadas estruturas diferentes para modelos GM para o mesmo 

conjunto de observações. Dependendo da modificação entre duas modelagens é 

possível "transferir" os resultados obtidos sob um dos modelos para o outro. Vamos 

expor a seguir, quando é que toma-se possível o intercâmbio de resultados entre dois 
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modelos. 

Definição 1. 7 

Considere dois modelos de Gauss - Markov, para o mesmo vetor de observações 

y, 

y =X p + e , onde p é um vetor px I (modelo I) 

e 

y = W'" + e , onde '" é um vetor qx I (modelo II) _ 

Por definição, o modelo II é uma reparametrização do modelo I, se para 

V h E JRP, existe a E IR.q, tal que W a = h, e para V a E IRq, existe h E JRP, 

tal que b = W a_ 

Notemos que o conceito de reparametrização é simétrico_ 

Uma condição necessária e suficiente para o modelo II ser uma repararnetrização 

do modelo I, e vice versa, é '\';(X) = '\';(W). Consequentemente, existem matrizes 

F, pxq, e G, qxp, tais que W = XF e X= WG. 

Proposição 1.11 

Se os modelos 1 e II são reparametrizações, e, se a fimção À •p é estimável sob 

o modelo I, então : 

a) À 'F'" é estimável sob o modelo II; 
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b) o estimador de MQO de '- 'P, sob o modelo I, é o estimador de MQO de '-'F a., 

sob o modelo li. 

Prova: 

a)'- 'P é estimável, sob o modelo I, logo 

~ '-' E SJ'(X) 

~ '-' = a'X, para algum a 

~ '-'F= a'XF= a'W 

~ '-'F E ;;il(W) 

~ À 'F a. é estimável sob modelo I!. 

b) Sob o modelo li, o estimador MQO de '-'F a. é 

'-'F(W'WYW'y. 

Sob o modelo I, o estimador MQO de '- 'll estimável é 

À '(X'XYX'y = a'X(X'XYX'y = a'Px y = a'Pw y, pelo apêndice A, proposição A7, 

= a'W(W'WYW' y 

- a'XF(W'WYW' y 

À'F(W'WYW' y. 

• 
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Exemplo 1.1 (Continuação) 

Voltaodo ao exemplo de classificação, temos 

1 1 o ... o 
- - - llo 
1 o 1 ' P, 

x~ - - - p , modelo e • 

' ' o 
1 o ... o 1 llp 
- - -

Usualmente, textos básicos trabalham com a reparametrização 

Assim, 

1 o ... o 

o 1 ' 
w~ 

' ' o 

o ... o 1 

-
Y,. 

ii ~(W'WY'W'y-

" . 

é solução única das EN do modelo li. 

.., 

.. , 
. (li) 

"P 

(il) 
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Usando 
o o .. o 
I o - o 

F= o I ' 

' o 
o .. o I 

.l. 'P é estimado por 

o 

I. 

l'Fâ -

P· 





CAPÍTUL02 
Análise de Covariância 

O modelo de análise de covariância (ANCOVA) incorpora características dos 

modelos de classificação e de regressão. Na maioria das vezes, os objetivos de análises 

de covariância coincidem com os objetivos de modelos de classificação. No entanto, 

o uso de covariáveis (aspectos do modelo de regressão) pennite, por exemplo, a 

comparação de grupos," tirando o efeito " de alguma variável secundária, relevante. É 

como que fizéssemos uma comparação, nivelando previamente com respeito à variável 

secundária ( covariável). 

Além da vantagem acima citada, o uso do modelo de análise de covariância 

pode acarretar em um melhor ajuste do modelo linear. Tradicionalmente, a análise de 

covariância tem sido usada como uma ferramenta em análise de experimento. Quando 

as unidades experimentais são homogêneas entre si, realiza-se um plano completamente 

aleatorizado. No entanto, o erro experimental pode ser grande caso as unidades 

experimentais sejam heterogêneas. Neste caso, o uso de blocos poderia ser uma 

solução, isto é, agrupar as unidades experimentais em blocos que contenham 

unidades as mais homogêneas possíveis e consequentemente, que os blocos sejam 

os mais heterogêneos possíveis. Mas, nem sempre uso do bloco é viável. E uma 

maneira alternativa para reduzir este erro seria usar a análise de covariância. Isto é, 

introduzir uma covariável no modelo, como será visto neste Capítulo. Neste caso, a 

covariável teria o mesmo objetivo dos blocos. 

Este Capitulo é iniciado com a apresentação do modelo de Análise de 

covariância. Antes de mencionarmos a estimação das funções estimáveis dos 
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parâmetros do modelo, uma reparametrização do mesmo é apresentada, permitindo de 

forma mais fácil a obtenção dos estimadores destes parâmetros. O método de estimação 

abordado, como no Capítulo I, é o de mínimos quadrados . Em seguida abordamos a 

análise de covariãncia com a matriz de variância e covariãncias do erro igual a a 2V, 

seguido de Teste de Hipóteses. Finalmente, apresentamos cinco exemplos para um 

melhor entendimento. 

Para obtermos a análise dos exemplos apresentados, foram feitos programas em 

SAS utilizando procedimentos ANOV A e programação em linguagem IML, os quais 

são encontrados no Apêndice B. 

2.1 Modelo de Análise de Covariância 

No capítulo anterior nos referimos ao modelo de classificação, quando todos 

as variáveis independentes eram indicadoras e ao modelo de regressão, quando as 

variáveis independentes eram variáveis gerais. Neste Capítulo iremos tratar de um 

modelo de GM onde são usadas simultaneamente variáveis classificatórias e 

regressaras. Este modelo é denominado de modelo de análise de covariância, onde às 

variáveis regressaras daremos o nome de variáveis concomitantes, ou ainda, 

covariáveis. Sendo um caso particular do modelo de Gauss Markov, quando usamos 

o modelo de análise de covariãncia estaremos interessados em estudar uma variável 

aleatória dependente Y com base em p variáveis independentes X,, ... ,X, e com base 

em s covariáveis Z1, .•. , Zs. 
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O modelo de análise de covariância amostrai em fonna matricial é dado por 

p 
y , [X Z] • e ' (2.1) 

y 

onde 

y' = [ y 1, ••• , y,] é um vetor de n observações ; 

X= [ x 1, ••• , x,] é uma matriz de delineamento, nxp; 
- -

Z = [z 1, ... , z ,] é uma matriz de regressão nxs; 

p' = [ ~ 1 , ••• , ~,] é um vetor de parâmetros desconhecidos, de dimensão p; 

y' = [ y 1, ••• , y ,] é um vetor de parâmetros desconhecidos, de dimensão s; 

e' = [e,, ... , e,] é um vetor aleatório, tal que E( e)= o e V ar( e)= o 2I. 

Portanto, o modelo de análise de covariância é apenas um modelo de GM onde 

particionamos a matriz do modelo e o vetor de parâmetros. 

Vamos, agora, reescrever a equação do modelo (2.1 ), somando e subtraindo 

a parcela P xz : 

y , XP • Zy • e 

onde Px é a matriz de projeção sobre o espaço coluna de X, x;'(X). 
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Proposição 2.1 

Os modelos de análise de covariância com equações dadas por 

e 

y 

y o Xô , (/ - P )Z6 • e 
X 

ô 

o [X (/- P)Zj 
6 

• e 

(23) 

onde Px é a matriz de projeção sobre ~(X), são reparametrizaçôes. 

Prova: 

Pela proposição A2, apêndice A, 

~(X)~ ~(PJ. 

(2.2) 

As colunas da matriz P,Z são combinações lineares das colunas da matriz Px, logo, 
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'€;'(P ,7:) c '€;'(P J = '€;'(X) 

= '€;'(X • P ,Z) = ~(X) 

= ~(X • P ,7: • (I- P, )Z) = ~(X • (I- Px )Z). 

Portanto, pela Seção L 7, Capítulo I, os dois modelos são reparametrizações . 

• 

63 

Note que X e (I - P JZ são ortogonais, isto é, X' (I - P JZ = o. De maneira 
-

análoga ao modelo (1.2), Capítulo I, as equações normais referentes ao modelo (2.3) 

são: 

6 

[X (I-Px)Zj' [X (1-Ppj O • [X (I-P)Zj' y 

ou 

X'X o x:v 

O Z'(I-Px)Z O Z'(I-Px)Y 

ou dois sistemas com vetores de incógnitas distintos, 

X'X6 • Xy 

(2.4) 
Z'(I - P )ZO • Z'(I - P )y 

X X 

de modo que uma solução da primeira parte do sistema é 
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e uma solução da segunda parte do sistema é 

~ • [Z'(J- P.)ZJ Z'(l- P.)J::. 

A matriz Z consiste de colunas de variáveis regressaras, port:mto, em muitos casos 

Z'(l - P ,JZ será tipicamente uão singular. Logo, para Z de posto coluna completo, a 

solução da segunda parte do sistema de EN (2.4) será 

Ô • [Z'(J- P.)zr Z'(I- P,)y, 
- -

sendo esta solução única. 

A reparametrização (2.3) é bastante útiL Uma maneira de determinarmos a 

estimabilidade de uma função 

pela resultado 1 .l, Capítulo l, é observarmos em [ À '1 À' 2 1 as mesmas relações 

lineares presentes entre as colunas de [ X ' ( I - P JZ 1 . E, se ( I - P, )Z é de posto 

coluna completo, as relações lineares residem nas colunas de X. Desta forma, neste 

caso, é suficiente verificar se as relações entre as colunas de X prevalecem entre os 

elementos de À' 1 • 
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Sendo X uma matriz de delineamento, não é necessariamente de posto coluna 

completo, e temos que ~ não é necessariamente estimável. No entanto, X ô é sempre 

estimável e seu estimador é 

XÕ • X(X'X)Xy • P ,.Y· 

Uma vez que o modelo (2.3) é uma reparametrização do modelo (2.2), o 

estimador da função estimável 

A ~ , sob o modelo (2.2), 

y 

é igual ao estimador da função estimável 

ô 

AF , sob o modelo (2.3), 
o 

como visto na seção 1.5, Capítulo I , onde F é mna matriz tal que 

[X ' (I- p JZ l = [X ' PXZ ' (I- p JZ l F. 
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Proposição 2.2 

Uma matriz F tal que [ X ' (I - P JZ ] ~ [ X ' P x2 ; (I - P JZ ] F é 

I - (X 'X) :X'Z 
p 

O I, 

Prova: 

I - (X'X) :X'Z 
p 

[X' PxZ' (l-PJZ] F~ [X' PxZ' (!-PJZ] 
0 

I, 

O I, 

-[X' (!-PJZ] 

• 
Sob o modelo (22), de matriz de modelo 

[ X ; P x2 ; (I - P JZ ], 

se Z é matriz de posto coluna completo, a estimabilidade de 

se verificará se os componentes de 1. ', atenderem às mesmas relações lineares 

existentes entre as colunas de X, conforme Capítulo I, Seção I , 1 , 
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Proposição 2.3 

Os estimadores de MQO de X p e y, para o caso da matriz Z de posto coluna 

completo, são 

ô 

Prova: 

Os componentes do primeiro bloco de colunas em 

X o O 

O I, O 

atendem às mesmas relações lineares existentes entre as colunas de X, logo, 

é estimável sob o modelo (2.2) e seu estimador é 

I
X ~ 

O I, 

OIIP - o 
o -
- o 

- cx·xrx·z 
& 

I, 

I, 

_X - P,Zl ~ 
Ô O I, Ô 
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pela proposição 1.11 , Capítulo I, e pela proposição 2.2. Logo o resultado segue . 

• 
Proposição 2.4 

No contexto do modelo de análise de covariância, um estimado r não viciado 

para a' é 

y'(l- P)y 

MSE • --=~--=--• n- r([X• Z]) 

onde P é a matriz de projeção ortogonal sobre ~([X ' Z]) . 

Prova: 

O resultado segue o teorema 1.1, Capítulo I, porque o moddo de análise de 

covariância é um modelo de GM , onde particionamos a matriz do modelo e o vetor de 

parâmetros, sendo a matriz do modelo (2 .1) igual a [X ' Z] . 

• 
Proposição 2.5 

A sorna de quadrados do erro (SSE,), sob o modelo de análise de covariância 

pode ser decomposta em duas parcelas 

y'(I- P)y • y'(l- P.)y- y'(l- P.)Z[Z'(J- P,)zrz'(J- P.)y. 
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Prova: 

Pelas proposições AS e A9, apêndice A, 

é a matriz de projeção ortogonal do espaço coluna da matriz do modelo de análise de 

covariãncia, ~([X ' Z]) . Logo, 

y'(I ~ P)y • y'(I ~ P, ~ (I~ P)Z[Z'(I ~ P)Zrz'(I ~ P,))y 

• 
Pela proposição acima observamos que a forma quadrática da segunda parcela não é 

negativa, portanto, a soma de quadrados do erro, sob o modelo de análise de 

covariãncia, é menor que a soma de quadrados do erro sob o modelo GM 

correspondente sem covariáveis. Além disso, a proposição 2.5 indica mna maneira de 

usar matrizes de menores dimensões, ao usar P x ao invés de P. 

2.1.1 Modelo de Análise de Covariância Generalizado 

Consideremos todas as suposições do modelo de análise de covariãncia, 

modificando apenas o seguinte : Var(e) = a2V, para V matriz positiva definida 

conhecida. T ai modelo é conhecido como modelo de análise de covariãncia 

generalizado, sendo um caso particular do modelo de Aitken, visto na seção 1.2, 
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Capítulo I. Pré-multiplicando ambos lados da equação (2.2) do modelo por Q, onde 

v- I = Q'Q, nÓS teremOS 

~ 

Qy " Q [X Z] • Qe 
y 

ou 

~ 

y' [X Z]' • e (2.5) 
y 

onde y= Q y, [X Z ]' = Q[ X, Z] e e·= Q e, observando que E( e·)= o e 

V ar( e·) = a' Q V Q' = a21. Isto é expressamos o modelo de análise de covariância 

generalizado como um modelo de análise de covariância. 

Usando os resultados já apresentados sobre o modelo de análise de covariância 

e sobre o modelo de Aitken, observamos que no modelo de análise de covariância 

generalizado, J. ·~ é estimável se 

l.' c~( X). 

Proposição 2.6 

Os estimadores de mínimos quadrados para X'~ e y, para Z de posto coluna 

completo, sob o modelo de análise de covariância generalizado, denominados 

estimadores de mínimos quadrados generalizados, com base em V, são 
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Xb ~ Ay- AZ[Z'(J- A)'V" 1(1- A)Z]- 1Z'(J- A)'V- 1(1- A)y 

e 

y ~ [Z'(J- A)'V- 1(1- A)zj·' Z'(J- A)'V- 1(1- A)y 

onde 

A= X(X'Y1X)-x'Y1 é uma matriz de projeção não ortogonal sobre o espaço 

colllila de X 

Prova: 

Pela proposição 2.3, o estimador de mínimos quadrados de X'P da equação (2.5) é 

expressando em termos de X, y e V temos 

QX jl = QX(X'Q'QX)"X'Q'Qy 

- QX(X'Q'QX)"X'Q'QZ[Z'Q'(I- QX(X'Q'QX)"X'Q)QZ]"1 

Z'Q'(I- QX(X'Q'QX)-x'Q')Qy, 

Pré- multiplicando por Q-1 
: 

X jl = X(X'V" I X)"X'V" I y 
-

- X(X'V- 1X)XV- 1Z[Z'(V" 1
- V" 1X(X'V" 1X)"X'V" 1)Z]-1 

z'(V- 1
- v- 1X(X'V" 'X)"X'V" 1)y 
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=A y - AZ[ZV 1(I- A)Z] 1 Z'V" 1(I- A) y 

=A y - AZ[Z'(I- A)'V- 1(I- A)Z]-1 Z'(I- A)'V-'(I- A) y, por (I.! O). 

Também pela proposição 2.3, o estimador de mínimos quadrados de y da equação 

(2.5) é 

expressando em termos de X, y e V, temos 

y = [Z'Q'(I- QX(X'Q'QX)X'Q')Q Z]-'Z'Q'(I- QX(X'Q'QX)-x'Q')Q y 

= [Z'(I- A)'V- 1(I- A)Z]-1 Z'(I- A)'V" 1(!- A) y 

• 
Proposição 2. 7 

No contexto do modelo de análise ele covariância generalizado, para Z de posto 

coluoa completo, 

MSE, 
y'(l - A )'V- 1(1 - A )y • • 

(n - r([X' Z])) 

é um estimador não viciado de o 2
, onde 
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A • A, (I- A)Z[Z'(I- A)'V- 1(1- A)Z]- 1Z'(J- A)'V- 1 

• 
é a matriz de projeção não ortogonal sobre '(;([X • Z]). 

Prova: 

Pela proposição 2.4, temos o seguinte estimador não viciado de a2
, após transformação 

do modelo de covariância generalizado : 

Y''(I-P')Y' /(n-r([X' Z'])) 
- -

onde y' = Qy, X'= QX, z• =QX e Q'Q = v- 1
• 

- -
Expressando em termos de X, y , v- I , 

A= X(XV 1X)-x·v- 1
, 

P'x = QX(X'Q'QX)X'Q' , pelo teorema AI, Apêndice A e 

p' = [ QX(X'Q'QX)-x'Q' + ((!- QX(X'Q'QX)X'Q')Q Z) 

[Z'Q'(I- QX(X'Q'QX)X'Q')Q z]-1 

((!- QX(X'Q'QX)-x'Q')Q Z )'],pelas proposições AS e A9, Apêndice A. 

temos que 

SSE, = y '• (I - P') y' 
- -

= y'Q' {I- [ QX(X'Q'QX)"X'Q' +((!- QX(X'Q'QX)X'Q')Q Z) 

[Z'Q'(I- QX(X'Q'QX)X'Q')Q z]-1 

((I- QX(X'Q'QX)X'Q')Q Z )'] }Qy 
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Agora, 

~ y'{ V" 1
- v·'X(XV 1X)-x'Q'- ((V" 1

- V' 1X(XV 1X)-xV') Z) 

[Z'( v-'- v-'x(xv 1XfXV 'l z]·' 

(W'- v·'X(XV 1X)XV 1)Z )' }y 

~ y'V·' [I- A-(!- A)Z[ZV 1( I- A) z]-1Z'(I- A)'V- 1]y 

~ y '(I- A,)'V- 1( I- A,) y, por (1.1 0). (2.6) 

~( [QX • QZ]) ~ '(;([X • Z] ) , pois Q é uma matriz não singular, 

~ ~(X : (I- A)Z) , pela proposição AIO, apêndice A 

E corno AX ~X, X e (I- A)Z são ortogonais. Logo, pela proposição A9, apêndice A, 

A, é a matriz de projeção não ortogonal sobre ~([X · Z]) . 

Ternos também, r ([X • Z]') ~r ([X • Z]). Então, segue o resultado. 

• 

2.1.2 Teste de Hipóteses no Modelo de Análise de covariância 

Denomina-se análise de covariância urna análise de variância sob o modelo de 

análise de covariância. 
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Proposição 2.8 

A partição da soma de quadrados total, sob o modelo de análise de covariãocia, 

para Z de posto coluna completo, 

y'y = y'P,y + y'(I-PJZ[Z'(I-PJZl 1Z'(l-Px)Y + y'(l-P)y, 

é uma ANCOV A. 

Prova: 

Temos que 

P" (I- P jZ[Z'( I- P JZl'Z'(l- Px) e (I- P) 

são simétricas , 

Px + (I- P ,JZ[Z'( I- P ,Jz]- 1Z'(I- Px) + (I- P) =I 

e 

e (I- P JZ[Z'( I- P JZ]- 1Z'(I- Px) ( I- P) =O . 

Então, pela condição (a) do resultado I .5, Capítulo I, segue o resultado . 

• 
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Uma Tabela de ANCOV A que destaca a soma de quadrados devida à co variável 

é dada por: 

Tabela ANCOVA 2.1 

FV GL SS 

Modelo(sem Z) r (X) y' P, y 

- -
Covariáveis r (Z) y '( I- P,)Z[Z'( I- P,)Z]·'Z'(I- P,) y 

Erro n- r(X)- r( Z) y' ( I - P)y 

Total n y'y 

onde 

y'( I- P JZ[Z'( I- P JZ]" 'Z'(I- Px )y é a soma de quadrados devida à covariável Z; 
-

y' P, y é a soma de quadrados do modelo sem a covariável Z; 

y' (I- P)y é a soma de quadrados do erro. 

Uma estatística do teste para verificar rnna hipótese testável H0 : A p ~ o é 
-

análoga às estatísticas (I. 16) e (I. 17) do Capítulo I, alterando o espaço coluna, que 

antes era o espaço coluna X e agora é o espaço coluna [X • Zl Consequentemente 

alteramos a matriz de projeção ortogonal . 

Quanto ao modelo de análise de covariància generalizado, uma estatística do teste 

ainda será análoga às estatísticas (1.16) e (1.17), mas agora o espaço coluna é 

[QX QZ]. 

Seja X" uma matriz de delineamento reduzida, onde '(;(X0) c '(;(X). E sejam 

p•" e Ag0 projeções ortogonal e não ortogonal sobre x;( [ X0 Z] ) . Assim, 
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expressando o numerador em termos de X, y, V, A, e A" temos 

y ''(P'- P',)y • ~ y'Q' { [ QX(X'Q'QX)-x'Q' +( (I- QX(X'Q'QX)-x'Q' )Q Z) 

[Z'Q'(I- QX(X'Q'QXYX'Q')Q z]-' ( (I- QX(X'Q'QX)-x'Q')Q Z )'] 

- [ QX,(X',Q'QX,)-x',Q' + ( (I - QX,(X',Q'QX,)-x',Q')Q Z ) 

[Z'Q'(I- QX0(X'0Q'QX0YX'0Q')QZ]-1 

((I- QX0(X'0Q'QX,)-x',Q')QZ)'] }Qy 

~ y' { [v- 'X(X'v- 'X)-xV' + ((V-'- v- 'X(XV 'X)-xV ')Z) 

77 

[Z'( v-' - v- •xcxv- 'xyxv 'l ZJ ' c cv-' - v- 'xcxv 'xyxv- 'lZJ' 1 

- [v-'x,cx·, v-'x,yX',v-' +c cv-'- v- 'x,cx·, v- 'x,)-x', v-')z l 

[Z'( v-' - v-'x,(X', v- 'X,YX', v- 'l z]-' 

((V ' - V 'X,(X'0 v- 'X,)-x', y- 1
) Z)'] y 

~ yV '{ [A+ (I- A)Z[Z'( I- A)'V 'zr'Z'(I- A)V '] 

- [ Ao+ (1- Ao)Z[Z'( I- Ao)V' Z]-'Z'(I- Ao)'V '] } y 

~ y V' { [A+ (I- A)Z[Z'(I- A)V '(I- A)Z]-'Z'(I- A)V '] 

- [ Ao + (I - Ao)Z[Z'(I - Ao)'V '( I - Ao)Z]-' Z'(I - AoJV 1] } y 

~ y'V-'(-\- A,J y , 
- -

~ y '(-\-A") V'(-\- Ag0) y, por (110), 
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Sabemos por (2.6) que 

y'' (I- P') y' ~ y'(I- A,)V" 1
( I- A,) y 

logo, a estatística do teste , sob o modelo de covariância generalizado, é 

y'(A
1 

- A
10

)'V- 1(A, - AgO)y I r(A, - A
10

) 

F~ - -
y'(l- A )'V- 1(1- A )y I r(I- A ) • • • - -

2.2 Modelo com um Fator e uma Covariável 

Vamos analisar o modelo de classificação em p ruveis de rum fator, além de wma 

covariável. Este é o modelo (2.1) onde 

1 1 o ... o 

1 o 1 ' ' - - -
x~ 

' ' o 

1 o ... o 1 

z,"' 
z~ 

z,, 

~. 

~I 
e y~[y] 

A equação do modelo para a j-ésima observação da vmiável y, pertencente 

ao i-ésimo nível, fixando a covariável no valor zij é 

(2.7) 
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A inteipretação deste modelo é que o valor esperado da variável y é dado por uma reta 

de inclinação y, independente do nível do fator, reta esta, função da variável Z, cujo 

intercepto varia conforme o nível do fator. 

e 

Proposição 2.9 

Os estimadores de MQO de X~ e v são 

p ., 

zl. '"J:(y - y )(z, - z
1

) 
~ I] I. IJ . 

-
Y,. 

p ., 

-z 
p 

-z 
p. 

1-lf·l 

l:J:(y" - j,)(z" - i,) 
y = ~··ccV·::• _____ _ 

p ., 

J:L(z. - z. )2 
f} I. 

i-V-t 

p ., 

LL(zij- ~y 
1-lJ-1 

Prova: 

Como a matriz Z tem apenas uma coluna, pela proposição 2.3, temos 

p .}'- P,z[z'(I- P,)z]'1z'(I- P)y 

= 
v [z'(I- P.)zr'z'(I- P.)y 
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V amos agora expressar estes estimadores em termos das variáveis y e z . Pelo 

exemplo l.l, Capítulo 1, página 14, temos que 

-
I Yu - Yt. 

I 

p y = 
' 

= (I-P,) y = 

De forma análoga a P, y e (I- P J y temos: 

p z 
X 

-z 
p. 

z 
p. 

-z . z 
ln 1 L 

e (I- P jz = 

z . z 
pl p. 

z . z 
pn/1 p. 

z ' (I- P J z = [ z '(I- P J] [ z '( I- P,)]' 

p "i 

I I ( Z;;- z;. )' 
i-lf·l 
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- I 
p ., 

I: I:l•,1 - zJ' 
i-tj-1 

Analogamente à z ' ( I - P J z temos : 

z '(I-P,Jy =[z'(l-PJ][ y'(I-P,J]' 

p ., 

I L(z,i- z '· )(yij- .Y,. l. 
i-lj-1 

Logo o resultado segue. 

• 
Proposição 2.10 

A esperança da variável y, para o i-ésimo nível do fator considerado, fixando a 

covariável em z, i• é estimada por 

Y;. +(z,i- z,.lv . 

Prova: 

Ê ev,j) = ex nj + v z,j 

= y-,.- z,. y + y z,, , pela proposição 2.9 

= .Y,. + ( z,i- z,.)v . 

(2.8) 

• 



82 Análise de Covariância com enfoque em Modelos Lineares Mistos de Simetria Composta 

Sejam os modelos de GM, de regressão linear simples, de y em z, separadamente 

para cada nível do fator, com equações básicas dadas por: 

Yij=Õoi+Õ 1izij+eu, j=t ... , 1\,separadamenteparai=l, ... ,p. 

Então, as retas de núnimos quadrados, pelo exemplo \.I, Capítulo\, página 18, são 

dadas por: 

., 
};(y,.- j.)(z .. - z.) 

'} !. IJ I. 

Z i,) cci·'--' ------., 
L(z .. - z, )2 

u . 
f·l 

~ y-- + ( Z; - z ) & ,_ J 1. I1 (2.9) 

Ou ainda, podemos reescrever Ê(yJ em termos do coeficiente de correlação amostrai 

isto é, 

L (y, - Y; )(z, - Z, ) 
ri= --"'"-'-' -------

" " [};(z,- z,)'};(y,- .Y,l'l' 
1-1 1-1 

" ' 
"( -)' 2 L, y ... y. 

IJ I. 

J·' 
" 
L(ztf-Z~_)2 ,_, 

(2.10) 



Capítulo 2 -Análise de Covariância 83 

No Capítulo I, página 14, vimos que Ê(y,) ~ .Y,., i~ I, ... , p, para o modelo de 

classificação de um fator em p mveis. Observando (2.10), notamos que se a correlação 

linear entre y e z for próxima de zero, os valores esperados de y, serão 

aproximadamente iguais sob os modelos com ou sem a covariável. 

Proposição 2.11 

O estimador de MQO da inclinação y no modelo de análise de covariância, y, 

é uma combinação linear dos estimadores de MQO dos parâmetros de inclinação das 

retas separadas por mvel 

• • 
311,···,3lp 

Prova: 

Pela proposição 2.9, temos 

p ., 

n:(y,j -Y,)(zlf - <;) 
y ~ t-Ij-I 

p ., 

EL(z,1 - <;)' 
1-lj-1 

., 
p L(Zif - z;y 

- L ...!.1:..:.·'--­
t- p "t 

EL(z,1 - <;)' 
t-lj-l 

., 
L(Yif - Y,)(z,1 - <;) 
J-l 

., 
L(z,f- <;)' 
j-1 

(2.11) 
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., 
p [(z'f- z,l 
t J-t 

t-1 p 111 

tH•,1 - Z:l 
I·IJ·l 

• 

O resultado da proposição 2.11 é razoável porque se assumimos um modelo que 

especifica a mesma inclinação para a reta y em z, independente: do nível do fator, o 

estimador da inclinação deveria ser algmna função dos estimadores das inclinações das 

retas individuais por nível. Observamos que maiores pesos são dados aos estimadores 

de inclinação de reta individual para níveis onde há maior espalhamento dos valores da 

variável z. 

Quanto aos interceptos da reta do modelo de análise de covariância e do modelo 

de reta individual, para o i-ésimo nível do fator, os estimadores de MQO tem a estrutura 

comum: 

y1• - z1• y , sob modelo de análise de covariância 

e 

y1• - z1. 8 1 1 , sob modelo de reta no i-ésimo nível , 

lembrando que y e 8 1 1 estimam a mesma quantidade, mas, y é baseado em um 

número maior de observações . 

Observemos ainda que por (2.8) temos que o valor esperado da variável y, dentro 

do i-ésimo nível, para um valor fixo z da variável regressora, é dlado pela reta 
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y,. + C z - z,.) '( , i ~ 1, ... , p , sob modelo de análise de covariância. 

Comparando estes valores esperados, para, por exemplo, z ~ Z:. , a média de todos os 

valores utilizados da variável regressara , temos 

-+c- -l. Y1. z __ - z'- y 

-+c- -l. Yp. z .. - zp. y C2.12) 

como valores esperados para os vários mveis. 

Os estimadores em (2.12) não são importantes por si próprios, mas sim as 

diferenças destes, que estimam as diferenças entre mveis. Vamos comparar os 

estimadores em C2.12) com y 1 • , ... , .Y,. , estimadores das médias dos níveis, sob o 

respectivo modelo sem covariável. 

Em primeiro lugar notemos que se os valores z I. , ... , z,. forem praticamente 

iguais, os estimadores em (2.12) serão aproximadamente iguais a y 1 • , ... , .Y, ·' 

respectivamente. No entanto, se a correlação entre a z e y for forte, a soma de 

qnadrados do erro será bem menor no modelo com covariável, e também o quadrado 

médio do erro, apesar de ter um denominador menor. Desta forma, uma diferença 

significante entre os mveis poderia ficar evidente apenas no modelo de análise de 

covariância. E uma diferença já sigllificante no modelo sem covariável, seria mais 

acentuada no modelo com covariável. Por outro lado, se a correlação não é forte, os 

quadrados médios do erro podem ser aproximadamente iguais nos dois modelos e neste 

caso os dois modelos teriam o mesmo desempenho. 
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e 

O que ocorre se os valores z I. , ... , z,. forem bem dispersos ? 

Se observarmos '( positivo, 

- -z > z = y + ( z - <t. )'( < -.. l ' . . YL 

- - -z < z = f,.+ C 
- <t.lY > i. z - Yi. . . 

sendo a difereuça entre y,+ (z - < .. )'( e y,. mais pronunciada para os níveis 

correspondentes aos maiores e menores valores do conjunto z1 . , ... , z,. . Se a 

correlação entre y e a covariável é forte (positiva), aos menores" maiores valores do 

conjunto <~. , ... ,<,.podem corresponder os menores e maiores valores do conjunto 

Y1., ... , Y,., respectivamente. Assim as estimativas de (2.12) sentam menos dispersas 

em comparação ás estimativas sob o modelo sem covariável . Por esta razão, às vezes, 

diferenças que parecem significantes , sob o modelo sem covariável, ficam diluídas sob 

o prisma do modelo de análise de covariância, mesmo que neste a soma de quadrados 

do erro seja bem menor . Os dois modelos concordariam, no entanto, se sob o modelo 

sem covariável não houver evidência de diferenças entre os túvt:is. Se, no entanto, a 

correlação entre y e a covariável não é forte, os quadrados médios do erro podem vir 

a ser aproximadamente iguais, de modo que sob os dois modelos teríamos resultados 

similares . 

Nesta seção consideramos a inclinação y independente do nível do fator. Por isso 

antes de fazermos inferências, ou mesmo aplicar o teste da hipótese de igualdade entre 

os níveis do fator, deveríamos verificar como se comportam as inclinações em cada 

túvel do fator. 
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Considere o modelo 

p 

Yij = Po +Pi +y zij + Lei ZuXu + eij 'i= 1, ... , p, (2.13) 
i-1 

onde 

x1i é o j-ésimo valor de variável indicadora do i-ésimo nível . 

Este modelo é o mesmo modelo (2. 7) acrescentado das interações entre os níveis dos 

fatores e a covariável z. Isto é, estamos considerando agora, que para cada nível do 

fator existe uma reta com uma inclinação diferente. Então, para verificarmos se estas 

retas tem uma mesma inclinação , iremos testar a segnínte hipótese : 

Ho : el ~e,~ ... ~e, ou Ho : e,- el ~ ... ~e,- el ~ o, ou ainda 

o I -I o ... o y 

fio: AB~ o I o -I a, 
=o, 

o 
o I o ... o -I a, 

p 

hipótese !estável, pois À'i ~ [0,[ À, i, À1i ... , À,i ], j ~I, ... , p -I. 
i-1 

2.3 Ilustrações 

Nesta seção são apresentados inicialmente quatro exemplos para avaliar o 

desempenho de covariáveis quando no modelo de classificação por um fator . Em 

seguida é apresentado o exemplo comentado na introdução desta dissertação para 
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ilustração do modelo de análise de covariância quando conhecemos a matriz V. No 

Capítulo 3 este exemplo será mais explorado. Em todos os exemplos deste Capítulo a 

suposição de normalidade e homogeneidade da variância do eno foi verificada, não 

sendo apresentadas as análises por não haver nada especial a ser destacado. Também 

foi verificado, nos exemplos, a suposição de igualdade de incünação das retas dos 

diferentes níveis. 

Exemplo I: 

Snedecor, G. W: & Cochran, W: G. (1982) apresentam um exemplo de um 

experimento realizado sobre o uso de drogas no tratamento de certo tipo de lepra, num 

hospital de crianças ( Eversley Cbilds Sanítarium, nas Filipinas). Numa etapa preliminar 

em cada paciente foram selecionadas seis regiões do corpo, infectadas por leprosy 

bacilli. F oi, então, medida através de testes laboratoriais a quantidade de leprosy bacilli 

nessas regiões sendo produzido um escore, antes de ser realizado um tratamento com 

drogas. Meses após um tratamento com drogas, a mesma medida., observada na etapa 

preliminar ao tratamento, foi observada, obtendo-se um escore para a quantidade de 

leprosy bacilli. 

No experimento foram utilizadas três drogas, dois antibióticos A e B e C, uma droga 

neutra usada como controle. Dez pacientes foram selecionados para cada droga. O 

escore da quantidade de leprosy bacilli, medida antes do tratamento, é considerado 

como uma covariável ( z) e o escore da quantidade de leprosy bacilli, medida após o 

tratamento, como a variável dependente (y). Os dados estão apresentados na tabela 2.1. 
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Tabela 2.1 

Escores para leprosy bacilli antes ( z ) e após ( y ) o tratamento 

A B c 

z I y z I v z I v 

11 6 6 o 16 13 

8 o 6 2 13 10 

5 2 7 3 11 18 

14 8 8 I 9 5 

19 li 18 18 21 23 

6 4 8 4 16 12 

10 13 19 14 12 5 

6 I 8 9 12 16 

11 8 5 I 7 I 

3 o 15 9 12 20 

Z~.=9,3 I j/~.=5,3 il.. = 10,0 I .v, =6.o z-}.=12,9 I .v, = 10.3 

Esquecendo a covariável e usando o modelo de análise de variância, nós teremos o 

modelo de GM (1.2), Capítulo I, onde 

y é o vetor dos escores da quantidade de leprosy bacilli, medida após o 

tratamento, em cada um dos 30 pacientes ; 

X é uma matriz de delineamento ( 30 x 4 ) , do tipo da página 77 e 

P' ~ [ Po, P 1 , Pz , p, ]', onde Po representa o efeito médio das drogas e p,, 

i~ I ,2,3, representam os efeitos adicionais individuais das drogas . 

Usando os resultados apresentados na página 82, as estimativas para o escore 
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esperado após tratamento com as drogas A, B e C são, respectivamente, 

~53 - =60 Yt. - , , Y2. , e y 3 . = 10,3. 

Resta investigar se os escores médios são estatisticamente diferentes. Então, para 

testar se existem diferenças entre as drogas A, B e C consideramos as hipóteses 

versus 

o ,onde A= [o 
1 

-I 
0

] 
O I O -1 

H1 : p, * P; , parape1omenos wni * j, ouAp * o, (2.14) 

e obtemos o seguinte resultado. 

Tabela ANOV A 

FV GL ss MS 

Modelo( droga) 2 293,6 146,8 

Erro 27 995,1 36,856 

To tal corrigido 29 1288,7 

Logo, F = 3,98 > F, o,os: 2 , 271 = 3,35 implica em termos algwna evidência em 

rejeitar a hipótese H, ou seja, temos evidência de diferenças entre as drogas. 

Agora, considerando a covariável, nosso modelo passa a ser o modelo (2.1), deste 

Capítulo, onde 

z é o vetor dos escores da quantidade de leprosy bac:illi, medida antes do 

tratamento, em cada um dos 30 pacientes. 

Obtemos para estimativas do escore médio, para 'i = 1 O, 7, os seguintes 
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valores, para as drogas A, B e C : 

A 5,3 + ( 10,7- 9,3) 0,99 = 6,686 

B 6,0 + ( 10,7- 10,0) 0,99 = 6,693 

c 10,3 + ( 10,7- 12,9) 0,99 = 8,122. (2.15) 

Resta, agora, analisar se são estatisticamente diferentes. Assim, considerando a 

covariável no modelo, obtivemos a seguinte tabela de análise de covariância para o 

teste do par de hipóteses em (2 .14) 

Tabela ANCOV A 

FV GL ss MS 

Modelo restrito I 803,000 803,000 

Hipótese A ~ ~ o 2 68,554 34,277 

Erro 26 417,203 16,046 

To tal corrigido 29 1288,757 

Logo, F= 2,14 < F(o.os, 2 , 26 , = 3,37 implica em não rejeitarmos a hipótese H", 

ou seja, não temos evidência de que existem diferenças entre as drogas. 

Assim, observamos divergências com o uso dos dois modelos. Ao que tudo indica, 

as diferenças que antes se apresentavam, poderiam não ser devidas ás diferentes 

drogas, mas a uma outra fonte de variação. Para entendermos melhor o que está 

acontecendo observemos os próximos gráficos . 
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Gráfico 2.1 :Escores de leprosy bacilli, após meses de tratamento ( lO crianças por 

droga). Reta de estimativa do escore esperado. 

O gráfico 2.1 ilustra a informação usada na análise de variância ( sem a covariável). As 

retas indicam as estimativas de escores médios e os resíduos que geram o valor do 

quadrado médio do erro de 36,86 podem ser visualizados. Notemos que a estimativa 

do escore médio, sob a droga C, foi mais elevada do que as estimativas das outras 

drogas. Mesmo em meio à variação ilustrada, um teste, a mvel 0,05, conc!IÚ pela 
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rejeição da hipótese de igualdade dos efeitos das drogas. 

Droga A 
"" 
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:1 
I • 
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l • • 

·~ 
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• • • " • • 
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• • 
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Gráfico 2.2 : Escores de leprosy bacilli antes, z (eixo horizontal), e depois, y (eixo 

vertical ), de tratamento. Retas de minimos quadrados, sob o modelo de análise de 

covariância. 

O gráfico 2.2 ilustra a informação utilizada na análise de covariáncia. Podemos notar 

que a maioria das crianças que receberam a droga C (Controle) já estavam a nivel mais 
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avançado da doença, contrário ao observado com as crianças que receberam as drogas 

A e B, no início dos tratamentos. Observando a linha inferior da tabela 2.1, 

confinnamos isto, verificando que os escores médios da quantidade de leprosy bacilli, 

antes do tratamento, são bem próximos para A e B, sendo inferiores ao valor de C . 

Como as medidas anteriores e após o tratamento parecem ser diretamente 

correlacionadas, os valores em (2.15), usados para estimativas das diferenças entre 

escores esperados, estão menos dispersos do que os valores obtidos pelo modelo sem 

covariável. Isto contribuiu para um numerador menor na estatistica F do teste de 

igualdade de efeitos das drogas, e, apesar de observarmos uma menor variação em 

tomo das retas, on seja, um MSE menor, o valor observado da estatística F não superou 

o ponto critico para rejeição. 

c 

Exemplo 2 

Neter, J. & Wasserman, W (1977) apresentam um exemplo sobre o estudo de 

uma empresa que deseja analisar o efeito de três esquemas promocionais de vendas 

para seus biscoitos. Os esquemas são : 

Esquema 1. Colocar nas lojas estante com amostras grátis do produto para os 

consumidores. 

EsQJiema 2. Aumentar o espaço que as lojas reservam regularmente para expor o 

produto aos clientes. 

Esquema 3. Colocar material publicitário sobre o produto ( cartales, panfletos, ... ) no 

final do corredor da loja onde os biscoitos ficam normalmente expostos. 

Para o experimento foram selecionadas 15lojas (unidades experimentais). Cada 
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loja foi aleatoriamente designada para trabalhar com mn dos três esquemas 

promocionais de vendas. Em todas as lojas manteve-se o mesmo preço do produto e 

padrão básico de propagandas. 

Os dados referentes ás vendas do produto no " periodo promocional ", denotados 

por y, são mostrados na tabela 2.2, onde também se encontram os dados referentes às 

vendas do produto nmn periodo precedente, denotados por z . 

Tabela 2.2 

Quantidades de vendas no período p~edente (z) e durante (y) as promoções 

Esquema I Esquema 2 Esquema3 

z I y z I y z I y 

21 38 34 43 23 24 

26 39 26 38 29 32 

22 36 29 38 30 31 

28 45 18 27 16 21 

19 33 25 34 29 28 

zl =23,2 I yl = 38.2 Z1 =26A I y2 ""36,0 Z, = 25,4 I yl =27,2 

Esquecendo a covariável e usando o modelo de análise de variância, nós teremos o 

modelo de GM (1.2), Capitulo I, onde 

y é o vetor das quantidades de vendas durante a promoção nas quinze lojas. 

X é mna matriz de delineamento ( 15 x 4 ) , do tipo da página 77 e 

~' = [ P0 , P1 , p, , p,], onde Po representa o efeito médio dos esquemas e p1, 

i = I ,2,3 , representam os efeitos adicionais individuais dos esquemas. 

Usando os resultados apresentados na página 82, as estimativas para a quantidade 
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de vendas esperadas após os esquemas I, 2 e 3 são, respectivamente, 

Yt. =38,2 , f 2 . =36,0 e y 3. =27,2. 

Resta investigar se esses resultados são estatisticamente diferentes. Então, para testar 
se existem diferenças entre os esquemas 1, 2 e 3 consideramos as mesmas hipóteses 
(2.14), do exemplo anterior, e obtemos o seguinte resultado. 

Tabela ANOV A 

FV GL ss MS 

Modelo( droga) 2 338,80 169,40 

Erro 12 307,60 25,63 

Total corrigido 14 646,40 

Logo, F = 6,63 > F( o.os; 2 , 12 l = 3,88 implica em termos alguma evidência em 

rejeitar a hipótese H0 , ou seja, temos evidência de diferenças entre os esquemas 

promoc10nats. 

Agora, considerando a covariável, nosso modelo passa a ser o modelo (2.1 ), deste 

Capítulo, onde 

z é o vetor das quantidades de vendas no periodo precedente ao 

esquema, em cada uma das 15 lojas, 

obtemos para estimativas das quantidades de vendas média, para 

seguintes valores, para os esquemas 1, 2 e 3 : 

1 38,2 + ( 25 - 23,2)0,99 = 39,82 

-z 

2 

3 

36,0 + ( 25 - 26,4)0,99 = 34,74 

27,2 + ( 25 - 25,4)0,99 = 26,84, (2.16) 

= 25, os 
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que são mais dispersos do que as estimativas sob o modelo sem covariável. 

Considerando a covariável no modelo, obtivemos a seguinte tabela de análise de 

covariância para o teste do par de hipóteses em (2.12). 

Tabela ANCOVA 

FV GL ss MS 

Modelo restrito I 198,678 198,678 

Hipótese A~ = O 2 417,151 208,575 

Erro 11 38,571 3,506 

Total corrigido 14 646,400 

Assim,F=59,48 > F(o.os; 2 ; 11 l = 3,98 implica em rejeitarmos a hipótese 

H,. Neste caso não observamos divergências com o uso dos dois modelos. Porém, com 

o uso da covariável temos mais evidência em rejeitarmos a hipótese (2.12). 

Observemos os próximos gráficos . 

O gráfico 2.3 ilustra a análise de variância. Notemos que as estimativas das 

quantidades de vendas média, sob os esquemas I e 2 foram mais elevadas do que a 

estimativa sob o esquema 3. Aliado ao fato de que o valor estimado do quadrado 

médio do erro 25,63 indicar pouca variação, um teste, a mvel de 0,05, conclui pela 

rejeição da hipótese de igualdade dos efeitos dos tratamentos. 
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Gráfico 2.3 : Quantidades de vendas após esquema ( 5 lojas por Esquema). Reta de 

estimativa da quantidade de vendas esperada. 
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Gráfico 2.4 : Quantidade de vendas antes, z, e após, y, esquema promocional. Retas 

de mínimos quadrados , sob o modelo de análise de covariância. 

Observando a linba inferior da tabela 2.2, notamos que a venda média, anterior 

ao esquema promocional I foi menor. Dada a correlação positiva observada entre 

vendas pré e pós esquema promocionais, os valores em (2.16), usados para estimativas 

das diferenças entre as quantidades de vendas esperadas, estão mais dispersos do que 

os valores obtidos pelo modelo sem covariável, contribuindo para um numerador maior 

na estatística F do teste de igualdade dos efeitos dos tratamentos . Além do acréscimo 
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do numerador, no denominador houve uma redução razoavelm(,nte grande, de modo 

que o valor observado da estatística F supera o ponto crítico para rejeição, com mais 

evidência. 

c 

Exemplo 3 

Kleinbaum, D. G., Kupper, L. L. & Muller, K. E.(l988) apresentam um exemplo 

sobre o estudo do efeito do sódio na urina de cachorros. Para o experimento foram 

selecionados 3 7 cachorros , onde 30 receberam um tratamento com droga (grupo 

controle) e 7 não receberam nenhuma droga (grupo experimental). De cada cachorro 

foi retirada uma amostra de urina e obtida a quantidade de sódio. Os dados referentes 

às quantidades percentuais de sódio na urina após os tratamentos, denotados por y, são 

mostrados nas tabelas 2.3a e 2.3b, onde também se encontram os dados referentes às 

quantidades percentuais de sódio na urina num período preced(onte aos tratamentos, 

denotados por z . 

Tabela 2.3b 

Quantidades de sódio na urina no período precedente (z) e posterior' (y) ao tratamento 2 

y 

1!.1 

5,1 

6,5 

17,2 

11.8 

6,6 

4.1 

Tratamento 2 

y. :=:12.1 

' 
9.4 

5,9 

14,8 

15.5 

23.4 

7.3 

8,2 

z ]_ :=:8,9 
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Tabela 2.3a 

Quantidades de sódio na urina no período precedente (z) e posterior (y) ao tratamento 1 

Tratamento I Tratamento I 

z I y z I y 

17.5 22,1 9,4 11,5 

9,4 12.0 8,2 8.4 

10,0 15,2 6,3 12,7 

7,4 23,1 9,7 17,1 

8,8 9,8 7,1 9.5 

18.9 26,9 7,2 11,0 

10,8 li, I 5,3 8,2 

8,8 13,6 14,3 15,8 

8,8 12,8 7,9 9,5 

9,2 7,5 14,1 14,7 

8,1 8.1 12,8 17,0 

10,3 27,5 12,8 20,2 

10,1 11,2 10,7 13,9 

7,3 !LO 5.9 11,8 

11.1 15,3 3,8 9,0 

Z 1 =9,7 yl = 13,9 

Esquecendo a covariável e usando o modelo de análise de variância, nós teremos o 

modelo de GM (1.2), Capítulo I, onde 

y é o vetor das quantidades de sódio após tratamento nas 3 7 amostras de urina 

dos cachorros. 

X é uma matriz de delineamento ( 3 7 x 3 ), do tipo da página 77 e 

~ ' ~ [ P 0 , p 1 , P 2 ] , onde P 0 representa o efeito médio dos tratamentos e p, , 
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i = I ,2, representam os efeitos adicionais individuais dos tratamentos. 

Usando os resultados apresentados na página 82, as estimativas para a quantidade 

de sódio esperada após tratamento I e 2 são, respectivamente, 

.Y~. = 13,9 e .v,. = 12,1 . 

Resta investigar se esses resultados são estatisticamente diferentes. Então, para 

testar se existem diferenças entre os tratamentos I e 2 consider;amos as hipóteses 

Ho:P~- P,=AP =O versusH0 :AP *O, onde A= [o I -I] (2.17) 

e obtemos o seguinte resultado. 

Tabela ANOV A 

FV 

Modelo( droga) 

Erro 

To tal corrigido 

GL 

I 

35 

36 

ss 

19,465 

1067,408 

1086,873 

MS 

19,465 

30,497 

Logo, F= 0.64 < r; 005 , us 1 = 4,12 implica que não temos evidência para rejeitar 

a hipótese H0 , ou seja, não temos evidência de diferenças entre; os tratamentos. 

Considerando a covariável, nosso modelo passa a ser o modelo (2.1 ), deste 

Capítulo, onde 

z é o vetor das quantidades de sódio no periodo <mterior ao tratamento 

nas 37 amostras de urina dos cachorros. 

Obtemos para estimativas das quantidades de vendas média, para z 
os seguintes valores, para os tratamentos I e 2 : 

I 13,9 + (9,3- 9,7) 0,96 = 13,516 

= 9 3 e , 

2 12,1 + (9,3- 8,9) 0,96 = 12,484, (2.18) 
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que são praticamente iguais às estimativas sob o modelo sem covariável. Assim, 

considerando a covariável no modelo, obtivemos a seguinte tabela de análise de 

covariância para o teste do par de hipóteses em (2.17). 

Tabela ANCOVA 

FV GL ss MS 

Modelo restrito 1 434,487 434,487 

Hipótese AP ~O 1 6,376 6,376 

Erro 34 646,010 19,000 

Total corrigido 36 1086,873 

Portanto, F ~ 0,34 < F(o.os, 1 , 34 l = 4,14 implica novamente em não rejeitarmos 

a hipótese H
0

. Assim, não observamos divergências com o uso dos dois modelos. 

Porém, com o uso da covariável tivemos mn modelo mais ajustado, dado o valor menor 

do MSE. Observemos os próximos gráficos . 

Tratamento 1 Tratamento 2 

:i 
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• • • •• • • • " " • • • • • •• • • • • • • • 
• ·-. - --,-~---,~-~ .-- • -• • • " " m " • • • ' • • • " - -

Gráfico 2.5 : Qualidade de sódio na urina , após tratamento . Reta de estimativa da 

quantidade de sódio esperada. 
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Gráfico 2.6 : Quantidade de sódio na mina antes, z, e após, y, os tratamentos. Retas 

de mínimos quadrados , sob o modelo de análise de covariânciat. 

No gráfico 2.5 notamos qne as estimativas das quantidades de sódio média, sob 

o grupo sob a droga foi um pouco mais elevada que sob o grupo controle. Porém há 

grande variação em tomo destes valores . 

Através do gráfico 2.6, e observando as línbas ínferiores das tabelas 2.3a e 2.3b, 

notamos que a quantidade de sódio média, anterior ao uso da droga foi apenas um 

pouco menor no grupo controle. Os valores em (2.18) estão tão dispersos quanto os 

valores obtidos pelo modelo sem covariável. Observarmos uma menor variação em 

tomo das retas, mas apesar disso, o valor observado da estatística F não superou o 

ponto critico para rejeição. 

c 
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Exemplo 4: 

Este exemplo é fictício. Através dele onde desejamos ilustrar a verificação da 

existência da diferença entre três tratamentos, segundo um detenninado escore. Os 

dados estão apresentados na tabela 2. 4. 

Tabela 2.4 

Escores antes ( z ) e após ( y ) o tratamento 

A B c 
z I y z I y z I y 

3.4 7,2 5,2 7 6,2 6 

1,2 5 3,2 5 4,2 4,5 

2,3 6, I 4 6,2 5,2 5,4 

5,1 9 2,3 4,4 3,2 3,4 

4,2 8,3 6 8,1 7 7, I 

ZJ. ~ 3,24 I Yi. ~ 7,12 z, . ~ 4,14 1 .v,_~ 6,14 z-3.=5,16 I Y3.=5,28 

Esquecendo a covariável e usando o modelo de análise de variância, nós teremos o 

modelo de GM (1.2), Capítulo 1, onde 

y é o vetor dos escores após o tratamento, em cada um dos 15 pacientes; 

X é uma matriz de delineamento ( 15 x 4 ), do tipo da página 77 e 

P ' = [ P 0 , p 1 , p 2 , P 3 ]', onde p 0 representa o efeito médio dos tratamentos e 

P1 , i= 1,2,3, representam os efeitos adicionais individuais dos tratamentos. 

Usando os resultados apresentados na página 82, as estimativas para o escore 
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esperado após tratamento A, B e C são, respectivamente, 

-712 - =614 Yr. - , , Y2. , e i 3 . = 5,28. 

Resta investigar se os escores médios são estatisticamente diferentes. Então, para 

testar se existem diferenças entre os tratamentos A, B e C consideramos as hipóteses 

(2.14) e obtemos o seguinte resultado. 

Tabela ANOV A 

FV GL ss MS 

Modelo( droga) 2 8,476 4,230 

Erro 12 27,368 2,280 

Total corrigido 14 35,844 

Logo, F = I ,86 < F( o. os; 2 , 12 l = 3,88 implica em termos alguma evidência para não 

rejeitar a hipótese H, ou seja, não temos evidência de diferenças entre os 

tratamentos. 

Agora, considerando a co variável, nosso modelo passa a ser o modelo (2 .I), deste 

Capítulo, onde 

z é o vetor dos escores medida antes do tratamento, em cada um dos 15 

pacientes, 

obtemos para estimativas do escore médio, para z = 4,18, os seguintes 

valores, para os tratamentos A, B e C : 

A 7,12 + ( 4,18- 3,24) 0,99 = 8,050 

B 6,14 + ( 4,18- 4,14) 0,99 = 6,180 

c 5,28 + ( 4,18- 5,16) 0,99 = 4,310 (2.15) 
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Resta, agora, analisar se são estatisticamente diferentes. Assim, considerando a 

covariável no modelo, obtivemos a seguinte tabela de análise de covariância para o 

teste do par de hipóteses em (2.14) 

Tabela ANCOV A 

FV GL ss MS 

Modelo restrito I 9,269 9,269 

Hipótese A p ~ O 2 26,222 13,111 

Erro li 0,353 0,032 

Total corrigido 14 35,844 

Logo, F= 408,2 > F;o,os; z; 11 ) = 3,98 implica em rejeitarmos a hipótese f\,, ou seja, 

temos evidência de que existem diferenças entre os tratamentos 

Assim, observamos divergências com o uso dos dois modelos. Ao que tudo indica, 

as diferenças que antes não se apresentavam, poderiam não ser devidas aos diferentes 

tratamentos, mas, a dispersão em torno do valor esperado. Para entendermos melhor 

o que está acontecendo observemos os próximos gráficos . 

O gráfico 2. 7 ilustra a informação usada na análise de variância ( sem a 

covariável). As retas indicam as estimativas de escores médios e os resíduos que geram 

o valor do quadrado médio do erro de 2,28 podem ser visualizados. Notemos que a 

estimativa do escore médio, sob o tratamento A, foi mais elevada do que as estimativas 

dos outros tratamentos. Um teste, a ruvel 0,05, conclru pela não rejeição da hipótese 

de igualdade dos efeitos dos tratamentos. 
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Gráfico 2. 7 : Escores após tratamento ( 5 pacientes por tratamento). Reta de 

estimativa do escore esperado. 
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• 
' • • 

' 
• --,-------------,------ -, 
• ' • • • " ' 

Gráfico 2.8 : Escores antes, z (eixo horizontal), e depois, y (eixo vertical ), de 

tratamento. Retas de núnimos quadrados, sob o modelo de análise de covariância. 

O gráfico 2.8 ilustra a informação utilizada na análise de covariância. Observando 

a linha inferior da tabela 2.4, verificamos que os escores médios antes do tratamento, 

são maiores para B e C. Como as medidas anteriores e após o tratamento parecem ser 

diretamente correlacionadas, os valores em (2.15), usados para estimativas das 
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diferenças entre escores esperados, estão mais dispersos do que os valores obtidos pelo 

modelo sem covariável. Isto contribuiu para um numerador ma:ior na estatística F do 

teste de igualdade de efeitos dos tratamentos. Além do acréscimo do numerador, no 

denominador houve uma grande redução, de modo que o valor observado da estatística 

F supera o ponto critico para rejeição. 

c 

Exemplo 5 

Neste exemplo apresentamos um estudo (não publicado) conduzido por Dr. João 

Camargo, sobre o nível de irrigação do sangue na cabeça do fêmur em pessoas 

acometidas de osteoartrose (OA) . Os ortopedistas questionam se pessoas acometidas 

de OA, na cabeça do fêmur, podem estar com a circulação do sangue reduzida nesta 

área afetada. Um grupo de 12 pessoas acometidas de osteoartrose é observado (grupo 

OA). Essas pessoas estão situadas na faixa etária de 50 a 85 anos de idade. Um 

segundo grupo de 11 pessoas, da mesma faixa etária, é observado ( grupo controle), 

tendo estas pessoas sofrido acidentes com fraturas do fêmur, devido a quedas em suas 

próprias residências. Uma medida da circulação do sangue é obs<!rvada após a injeção 

de substância radioativa, sendo definida como a razão entre as duas quantidades : 

contagem de radiação, por grama de osso, num período de 100 segundos e a 

quantidade de radiação por grama de células vermelhas administrada. 

Duas localidades no fêmur são amostradas: a cabeça do fêmur (objetivo principal do 

estudo), sendo a medida de irrigação considerada como a variável dependente, y, e o 

grande trocanter, sendo a medida de irrigação considerado como uma covariável, z, 

sendo este último área de grande irrigação sanguínea, e, portanto, um tipo de controle, 
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dentro do mesmo indivíduo. No grupo controle, duas medidas são observadas para cada 

uma das 11 pessoas que o compõe, uma na cabeça do remur e outra no grande 

trocanter. No grupo de osteoartrose, uma medida é observada no grande trocanter e, na 

maioria dos casos, mais de uma medida são observadas na cabeça do fêmur, sendo 

medidas repetidas da mesma unidade. Os dados obtidos são apresentados abaixo. 

Tabela 2.5 

Medida de irrigação sanguínea na cabeça do fêmur e no grande trocanter nos grupos 
controle e OA 

Grupo Controle GrupoOA 

GT (z) I Cabeça(y) GT(z) I Cabeça(y) I Cabeça Média 

49 13 18, 14, 15, 19,19 17 

73 12 46 12,17,31,26 21,5 

58 9 50 15,9 12,0 

33 9 91 24, 9, 8, lO, 26, 13 15,0 

84 10 16 13, 19, 6, 3, 12 10,6 

15 8 97 31, 35 33,0 

43 9 102 19, 20,25 21,3 

38 11 73 19. 19 19,0 

90 28 14, 19, 18.24.18.11 17,3 

43 12 67 10 lO 

71 28 70 9, 13, 14, 10 11,5 

56 18 18 

Uma maneira de trabalharmos com esses dados é considerarmos somente as 

médias das observações, de modo que teremos apenas uma observação por unidade. 

Agora, quando seguinnos um modelo de análise de covariância supomos que todos os 

y, i proveêm de uma distribuição normal com mesma média e variância. Porém, se 
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usannos as médias, estaremos tratando de V ar( ,Y,) = a2 1 nii, ignorando covariâncias, 

onde n, 
1 

é o número de observações na i-ésima unidade do i-ésimo nível, isto é, 

estaremos agora tratando do modelo de análise de covariância generalizado, onde 

I o ... o o o 
o I ' 

' ' o } grupo controle 

o ... o I o o 

V= o o I o o ... ... - . .. 
4 

o I 
' } grupo OA 2 

' ' o 
o o o ... o I 

e a covariável é a medida do grande trocanter. Observemos qm: no grupo OA estão 

faltando duas observações no grande trocante, por isso, só iremos considerar os 

indivíduos restantes. 

Assim, verificar se a média de irrigação da cabeça do remur no grupo controle difere 

da média de irrigação da cabeça do remur do grupo OA, equivale a testar as hipóteses 

versus 

(2.18) 
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De modo que obtemos a seguinte tabela . 

Tabela ANCOV A 

FV GL ss MS 

Modelo Restrito 1 1734,0957 1734,0957 

Hipótese H,: p, - p2 ~O I 21,3033 21,3033 

Erro 18 1221,1089 67,8394 

Total corrigido 20 2976,5079 

Logo F~ 0,3140 <fi o.ol: L 18 l ~ 4,4139 não temos evidência para rejeitar a hipótese 

Ho. 
o 





CAPÍTULO 3 
Modelo Linear Misto de Laird - Ware 

Neste Capítulo tratamos de modelos direcionados a análises onde as unidades 

experimentais ou observacionais são observadas várias vezes. Os modelos lineares 

apresentados nos Capítulos I e 2 poderiam ser adaptados, de modo a tratar 

adequadamente a existência de dependência entre as observações de mna mesma 

unidade. Além disso, a heterogeneidade entre unidades pode ser modelada através do 

uso de efeitos individuais aleatórios. Um modelo linear geral que se utiliza de efeitos 

fixos e aleatórios é o modelo de Laird, N. M. & Ware, J. H. (1982). Abordamos 

especificamente o modelo de Laird - W are com estrutura de covariância constante entre 

as observações de mna mesma unidade, denominado modelo de Laird - Ware de 

simetria composta. Este modelo pode vir a ser adequado para situações onde mna 

enmneração das observações não tenlla nenllmn significado. 

Apresentamos os resultados de estimação de máxima verossimilhança, que 

coincidem em parte com a estimação sob o método de mínimos quadrados. Temos 

apenas um parâmetro, ao qual atribuímos valores arbitrários, no cálculo da função de 

verossimilhança e não há problemas em localizar um máximo global. 

A utilização de efeitos aleatórios no modelo, sob a suposição de normalidade, 

nos fornece mais uma maneira de verificar a adequação do modelo ( Ryan, L. M. & 

Lange , N. ( 1989) ). Assim, para o problema que motivou este estudo, ajustamos 

modelos com e sem covariável. O gráfico dos efeitos aleatórios padronizados evidência 

a grande utilidade da covariável, pois, no modelo com covariável a configuração dos 

efeitos aleatórios parece bem razoável. O uso de covariável nos pareceu indispensável 
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na análise deste problema. 

No Apêndice B apresentamos o programa usado para a obtenção das diversas 

estimativas. Este programa pode ser modificado para modelagens diversas de modelo 

de covariáucia com mais de uma covariável ou outros modelos polinomiais com as 

covariáveis. 

3.1 Modelo Linear Misto de Laird -Ware de Simetria Composta 

Os modelos apresentados até agora consideram efeitos elos tratamentos (níveis 

elo futor) fixos. Iremos agora considerar uma abordagem onde utilizamos efeitos fixos 

e aleatórios. 

Laird, N. M & Ware , J. H. (1982) propuseram um modelo, denominado 

modelo linear misto de Laird-Ware, a partir do trabalbo de Harville, D. A. (1977), 

englobando uma variedade de modelos com efeitos fixos e aleatórios e com variedade 

de estruturas de variáucias e covariâncias. O modelo linear misto de Laird- Ware 

definido para a i-ésirna unidade do grupo k é dado por : 

(3.1) 

onde 

Y;k ~ [Y;ki> ... ,Y;k.;]' é um vetor coluna, n;xl, das n; observações obtidas da 

unidade i; 

p 

mk é o número de unidades do grupo k , com L mk ~ m 
>-1 
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X" é uma matriz conhecida n,x p \onde i= I, ... , m,.; 

L,, é uma matriz conhecida n,x q, onde i= I, ... , m, ; 

p = [ p 1, ••• , p, ]' é um vetor de g parâmetros fixos desconhecidos ; 

e,, = [ 8,,,, ... , 8,,, ]'é um vetor de qxl de efeitos aleatórios que representam 

alguma característica, particular à unidade , onde a dimensão q é fixa para qualquer 

unidade, e a,, - N( O; a'B), onde a2 um escalar, e B uma matriz qxq desconhecida; 

e,, =[e"1, ..• , e,,,,]'éumvetoraleatório, n,xl,talquee" -N(o;a2W,J, 

onde W, , pode ser conhecida ou não, e, e, , são independentes entre diferentes 

unidades e independentes dos vetores de efeitos aleatórios. 

Notemos que sob este modelo para cada lmidade i podemos ter diferentes 

números de observações. Notemos ainda que a" - N( O; a2B) e e" -N( o; a'W") 

implicam em 

e 

y"- N( X" Jl ;a' V"). (3.2) 

Observemos que a matriz de variâncias e covariâncias do vetor de observações 

da i-ésima unidade no grupo k evidencia duas fontes de variabilidade B e W,. E, ainda 

1 O número de colunas da matriz X; h bem como o número de parâmetros fixos, aqui 
denotados por p, não são necessariamente o número de grupos, também denotado por p neste 
Capítulo 
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se B=O trata-se do modelo de GM nonnal ou Aitken, definido no Capítulo I, onde cada 

unidade tem n; k observações. 

O modelo de Laird- Ware de Simetria Composta é o modelo que apresenta 

uma estrutura de matriz de variâncias e covariâncias do vetor de observações de uma 

unidade bem particular : covariância constante entre quaisquer observações de uma 

mesma unidade e efeito aleatório unidimensional. Uma situação para qual este modelo 

parece ser adequado é quando tomamos várias observações numa mesma unidade 

sendo que a ordem dessas observações não tem nenhum significado. Nesta dissertação 

só será considerada esta estrutura. O modelo de Laird-Ware de simetria 

composta para a i - ésima unidade do grupo k é dado por (3 .I), com as seguintes 

particularidades 

(3.3) 

onde 

X;,~[~ o ... ~] n, 1 linhas, i~ I, ... , m1; 

X;,~[~ 1 o ... ~] n; 2 1inhas, i~ I, ... , m,; 

X;,~[~ o 1 o ... ~] n;, linhas, i ~ I, ... , m3; 

- - -

X;,~[~ o ... o ~] n;, linhas, i~ I, ... , m,; 
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e,,, ... ,em,, ... , e,,, ... , em,, são variáveis aleatórias unidimensionais N(O;o 2b); 

eik, i= 1, ... , mk e k = 1, ... , p são variáveis aleatórias multidimensionais 
-

N(o; a'I,J e 

os efeitos aleatórios e, b ... , empp são referidos como" efeitos aleatórios entre 

as unidades ". As variáveis e 11, ... , e mp, representam os fatores não controláveis e são 

referidas como "efeitos aleatórios dentro das unidades". 

A definição das matrizes X" implica em que P I> o primeiro elemento do vetor 

~, seja o valor esperado para o grupo I e que P 1 + P K• seja o valor esperado para 

o k-ésimo grupo, k ~ 2, 3, ... , p. 

Para esta estrutura de matriz de variâncias e covariâncias temos que 

b b I o ... o b.t b b 

o I ' h h·! ' + (3.4) 
' ' o ' ' b 

h h o ... o I b b h.t 

3.1.1 Estimação - Máxima Verossimilhança 

No Capítulo I apresentamos o método de mínimos quadrados para estimar 

alguns parâmetros . Neste Capítulo iremos apresentar o método de máxima 

verossimilhança, que para o caso que estamos tratando equivale ao método de mínimos 
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quadrados generalizado, quando supomos as matrizes V1 k conhecidas, isto é, quando 

temos b fixo. 

Por (3.2) e considerando a estrutura de simetria composta temos que a fimção 

de densidade conjunta das observações da i-ésima unidade, y 1" é 

1 
exp {- - 1-( Y;k- X,k~ )'v,-:( y,k- X,.Jl )}. (3.5) 

11
1 .!. 2 a 2 

- - - -

(2,.) 2 (o 2 1V,.I} 2 

Seja L(~ , o2
, b) a ftmção de verossimilhança, a qual é obtida pelo produtório 

-
das densidades conjuntas (3. 5) para todas unidades, considerando os parâmetros como 

variáveis e as observações fixas. Então, 

p •• 

L( 11 , o', b) = II II 1 
exp {- -

1
-(Y;k -X;. li )'v,-:(y~ -X~p)},(3.6) 

"1 .!. 2 a 2 
- - - -.t-11-1 

(2,.) 2 (o 2 1V,.I) 2 

de modo que os estimadores de máxima verossimilhança são obtidos maximizando 

L( 11, o 2
, b), ou, equivalentemente, minimizando- 2lnL = (. 

Resultado 3.1 

O estimador de máxima verossimilhança de 11 , fixado b,. é 

p "'.t p "'.t 

P =(E I;X';kv,~'X,k)"'(E EX'"v,~'y"), (3.7) 
.t-11-1 .t-1 t-1 
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assmnindo a existência da inversa. 

Prova: Jones, R. H.(l993). 

• 
p •• 

Neste Capítulo só iremos usar a matriz O: L X';, V,~' X;,) de posto completo . 
.t-1 t-1 

Logo, notemos que ~ é estimável ou qualquer combinação linear dos elementos de ~ . 

Resultado 3.2 

O estimador de máxima verossimilhança da variância do erro, fixado b, é 

p •• 

â 2 = .!.L L(Y;, -X;,~ )'V,~ 1 (y;, -X;,~), (3.8) 
nt-1t-t-

onde n é total do número de observações. 

Prova: Jones, R. H.(l993). 

• 
Os resultados acima consideram b fixo, mas na realidade não conhecemos o 

valor b. Porém, pelo método de máxima verossimilhança, escolhemos arbitrariamente 

um valor positivo para b e e~ seguida calculamos P ã' e t, onde 

p •• 

e =-2lnL=nln(2rcâ 2 )+L Lln(jVikj)+n, (3.9) 
.t-1 f-1 

efetuando-se este procedimento para diversos valores para b, até e ser minimizada. 

Uma vez que e seja mirnma, temos as estimativas de máxima verossimilhança de ~ , 

o 2 e b. Observemos que, fixado b, conhecemos as matrizes V;" logo, o modelo de 
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Laird-Ware equivale ao modelo de Aitken, normal, com a seguinte equação 

~ + (y " X~ , e) (3.10) 

onde 

E 

tau+e 11 v" o o 

o vz, ' 
V ar = 02 = o 2V. 

' ' o 
1 e ' e mpl' MpP o o vmpP 

De modo que os estimadores de MQG de ~ e 6 2 são respectivamente, pelo 

Capítulo I, seções 1.2 e 1.4, 

p mk p mk 

0: L,X';kV,~ 1

X;,Y 1 0: L,X';kV,:Y;k), 
k-11-1 .t-1 t-1 
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e 

â 2 = I (y -X~ )V'( y -X~ ) 
(n - r(X)) - - - -

I 

(n - r(X)) 

supondo que a inversa de (X' V' I xy I exista. 

Logo, percebemos que o estimador de máxima verossimilhança para ~ é 
-

exatamente o estimador de MQG e o estimador de máxima verossimilhança de a2 é 

equivalente ao estimador de MQG ( denominador menor para o MQG ). 

Vamos expressar esses estimadores em função dos totais, ou médias das 

unidades e de b, para o caso do modelo de Laird- Ware de simetria composta. 

Resultado 3.3 

No contexto do modelo de simetria composta, o estimador de maxtma 

verossimilhança do valor esperado do grupo K é dado por : 

m, 
L (V,. li • bn ,.) 
1·1 

m, 
I;(n,.ll • bn,.) 
1-1 

={ 
~ 1 se kd 

~I • ~. se k• I 

onde y,,. é a soma das observações da unidade i, no grupo k. 

Prova : Guimarães, Paulo R. B. ( 1994) . 

• 
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Resultado 3.4 

No contexto do modelo de simetria composta, o estimador de máxima 

verossimilhança de a2 é dado por : 

(I • bn,.) 

onde ' y,. ~ y,. - x,, ~ é o vetor de resíduos da i-ésima unidade do grupo k e 

é a soma dos elementos do vetor Y, • . 

Prova : Guimarães, Paulo R. B. (1994) 

• 
Exemplo 3.1 

Para ilustrarmos o resultado 3.3, consideremos que num gmpo k, k •1, temos 

3 unidades, com n,, ~ 5, n2 , ~ 20 e n3 , ~ 50 unidades. Vamos ;malisar o que ocorre 

se a estimativa de máxima verossimilhança de b for maior do que I (a) ou menor do que 

I (b) 

a) Suponha b ~ 1,2, então, 

~ Y, •. -·--· Y2k. 

6,3 58,3 

Yn. Y,. l [ 5 20 50 l 
• -~-.-2.:::0c...(l-,2-) • 1 • soÚ.2) + 7 • 25 • 61 

Y,.. 

142,4 
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= 0,30 Yu + 0,34 Y2k + 0,36 Yn , 

onde Y;, é a média das observações da i-ésima unidade do grupo k. 

b) Suponba h~ 0,6, então, 

~ + jl _ [ Ya. Yn. Yu. ]· [ 5 20 50 l 
1 

k- I • 5(0,6) • I • 20(0,6) • I • 50(0,6) ~ 4 ' 13 ' 3J 

y, •. 

17,61 

Yn. Yn. 
• • 

57,22 136,44 

~ 0,28 y;. • 0,35 y,. • 0,37 i, • . 
D 

125 

Pelo exemplo é ilustrado que o estimador das médias dos grupos são médias 

ponderadas das médias por unidade, sempre com maior peso para aquelas unidades com 

maior niunero de observações. Observemos que se h é maior do que I, estamos 

inferindo que a variância do erro é menor do que a variância do efeito aleatório e o 

contrârio se b é menor do que I. Quando a variâucia do erro é maior do que a variância 

do efeito aleatório (caso b ), ou seja, mais variação dentro de unidades do que entre as 

médias das unidades, a ponderação dada à média é maior quanto mais observações 

houver. Assim, quando b é menor que I, os pesos das médias dos indivíduos são mais 

dispersos, em comparação ao caso com b maior do que I. 
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3.1.2 Teste de Hipóteses 

Quanto à estatística do teste para uma hipótese A p '" o, ela é análoga às 

estatísticas (1.!6) e (1.!7) do Capítulo I, onde o MSE apresen1tado naquele Capítulo 

equivale ao â2 deste Capítulo, com pequena diferença no denominador. Uma 

observação a ser feita é que neste Capítulo quando quisermos testar a igualdade das 

das médias dos grupos, devemos testar a hipótese ~' "" ... "" ~.""O, porque 

p,, ... , p, são os incrementos das médias dos grupos em relação à média do grupo I. 

3.1.3 Predição dos Efeitos Aleatórios do Modelo de Laird - Ware de 
Simetria Composta 

Resultado 3.5 

Um preditor do efeito aleatório da i-ésima unidade elo grupo k, 8, , , no 

contexto do modelo geral de Laird-Ware é 

Prova: Harvil/e, D. A. (1976) 

• 
Proposição 3.1 

O preditor do efeito aleatório da i-ésima unidade do grupo k, 8;, , no contexto 

do modelo de Laird-Ware de simetria composta é dado por 
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Prova: 

No contexto do modelo de simetria composta B= beL,= 1;, logo pelo resultado 3.5, 

segue que 

(3.11) 

Temos em Guimarães, P. R. 8.(1994) que no modelo geral de Laird-Ware 

v·' = w-' - w-'L[ B-' + L'W-'L]·'L'W--' t Te l l l l l l l l . 

Logo, temos no modelo de simetria composta 

v- 1 
= 1 - 1 [ 11 6 + 1 '1]-'1' 

tk ' 

bll' 

=I----
' 

(3 12) 

Sabemos que ( y 1 k - X, k jl ) = y
1
• é o vetor de resíduos da i-ésima unidade. Assim, 

-
substituindo (3.12) e y

1
• em (3.11), temos 

. . ' o,k = b 1 1 -
I 

bll' ]· 
,. YtTc 

1 + bn
1

Tc -
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bl'll' 

=b"t•----

bn,. ]-
1 + hn Yn:. 

I> =+­
. [I ~b 

• hn,. -bn,.]-
• y 

I+bn tk. 
I> 

b ---=--Y,.. 
I + bn

11 

I 
... Ytt: 

I/h+ n
1

1t: • 
Observemos que ô;, é quase uma média dos resíduos da i-ésima tm.idade do grupo k. 

Ou seja, 

se h >I = _I_ < I e ô;, é praticamente a média dos elementos de y,. 
b 

se h <I = _I_ > I e ô;, é menor que a média dos elementos de y,. 
b 
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Uma outra observação sobre os efeitos aleatórios é que usamos a suposição de 

normalidade, logo, devemos verificá-la. Uma maneira de fazer esta verificação é 

desenhando o gráfico normal ponderado dos efeitos aleatórios padronizados preditos, 

Dempster, A. P. & Ryan, Louise M(l985). 

3.2 Modelo de Laird - Ware de Simetria Composta com Uma 
Covariável 

Consideremos o modelo de Laird-Ware de Simetria Composta e acrescentemos 

uma covariável no modelo : 

(3.13) 

onde 

z; k é o vetor da covariável correspondente à i-ésima unidade do grupo k e 

y é o parâmetro associado à covariável. 

Notemos que agora 

(3.14) 

onde a estrutura de variâncias e covariâncias permanece a mesma do modelo de 
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Laird-Ware de Simetria Composta. 

Proposição 3.1 

Os estimadores de máxima verossimilhança de ~ e y , fixado b, no contexto 
-

modelo de Laird-Ware de Simetria Composta com nma covariável são respectivamente 

p 111 t p 111 t 

~ ~o: L x•,,v,~'x,, l·'o: L X'" v,~' y,k)-
p "'.t p "'.t 

C L L x·,, v,~'x,,r '(L L X',, v,~· z ") 
k-11-1 k-1 i-1 k-1 t-1 k-1 t-1 

p "'t p "'.t 

[ L L z',k v,~' (I,,- A,,)"' z,,]"' (L L z',, V,~'(I,k- A,,)·' Yikl 
k-1 t-l - k-1 t-1-

e 

p "'.t p "'.t 

'f [ L L z ·,, v,~'(!,, - A,,)" ' z,, l' C L L z ',, v,~'(!,, - A,k)"' y ik ), 
k-1 t-1 - k-11-1 ~ 

assumindo a existência da inversa e definindo A, k como a matriz de projeção não 

ortogonal sobre ~(X,, ) para a i-ésima unidade. 

Prova: 

Observemos que o modelo de Laird-Ware de Simetria Composta, fixado b, com nma 

covariável é equivalente ao modelo de análise de covariância generalizado. De modo 

que, de forma análoga ao modelo de Aitken, os estimadores de MQG do modelo de 

análise de covariância generalizado, Capítulo 2, coincidirão com os estimadores de 

máxima verossimilhança do modelo de Laird-Ware de Simetria Composta com uma 

covariável. Assim, o resultado segue. 

• 
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Proposição 3.2 

Os estimadores de máxima verossimilhaoça de o', fixado b, no contexto 

modelo de Laird-Ware de Simetria Composta com uma covariável é 

1 p "'k 

t12 ~- I I (y,k- x,k~ ·)'v·' ( x " zikY t.t Yik- ikP 
n .t-1 t-1 -

Prova: 

De maoeira aoáloga ao modelo sem covariável, no modelo com a covariável o 

estimador de MQG de a2 
, Capítulo 2, coincide com o estimador de máxima 

verossimilhaoça, a menos de r ([X I Z]) unidades no denominador. 

• 
Observemos que no modelo exposto sem a covariável o resíduo da parte 

sistemática variava em torno da média dos grupos, isto é, variava em torno de uma 

constaote, enquaoto, que no modelo agora apresentado o resíduo da parte sistemática 

varia em torno de uma reta ajustada. 

3.3 Ilustrações 

Exemplo I 

Consideremos o exemplo 5 do Capítulo2 e usaodo o modelo de Laird - W are 

de Simetria Composta, 

para a i-ésima unidade do grupo k, 



132 Análise de Covariància com enfoque em Modelos Lineares Mistos de Simetria Composta 

onde 

x, 1 = [ 1 o ] é a i-ésima matriz de delineamento do grupo controle; 

X" = [ 1 1 ] é a i-ésima matriz de delineamento do grupo OA e 

~ = [ P 1 , p 2 ] é o vetor de parâmetros fixos. 

Agora, para verificarmos se há diferença entre os valores esperados dos grupos, ou seja 

para testar as hipóteses 

Ho: p, =O 

versus 

Ho:fh1'0, (3.15) 

nós obtemos a seguinte estatística do teste 

2 ... 

(A~ )'(A( I IX,,'V,-'x,.y' A 'Y'CA ~) 
F= ____ ::.:•·.:.lio_·':_ _______ _ 

õ' 
0,08920, 

onde A=[Ol], 

Assim, ao ruvel de 5%, l'(o.os' I ,39) = 4,09, logo, não temos evidôncias de que os dois 

grupos tenham médias de irrigação na cabeça do fêmur diferente. 

Agora, quando exibimos o modelo de Laird-Ware de Simetria Composta, 

supomos que os efeitos aleatórios vinham de uma distribuição normal. Assim, vamos 

verificar esta suposição observando como se comportam os valores dos efeitos 

aleatórios padronizados preditos no gráfico 3 .1. 
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Notemos que no grupo controle os valores preditos dos efeitos aleatórios estão 

concentrados em valores negativos, não havendo tun espalhamento homogêneo corno 

é de se esperar, caso a suposição de normalidade com mesma variância seja atendida. 

Além do mais, os pontos não estão muito centralizados na faixa demarcada. Logo, há 

evidência de que o uso deste modelo não é adequado. 

N 

o. 

I 

·1 o 

o grupo OA 
• grupo controle 

1 

Gráfico 3.1: Gráfico de probabilidade normal ponderado para os efeitos aleatórios 

padronizados preditos, sob o modelo de Laird - Ware de Simetria Composta sem 

covariável. D 
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Exemplo 2 

Continuando o exemplo I, ou seja, considerando agora a covariável GT no modelo de 

Laird-Ware de Simetria Composta, nos obtemos a seguinte estatística do teste para as 

hipóteses (3.15), 

{A P )'(A(SQ )A 'Y 1(A P) 
F ~ --=---,....---::__ ~ 0,0176, 

a' 
2 '"t 2 '"t 2 '"J: 

onde SQ~ ( L Lx,,v,k·'X,,t'-( L LX'"v"·'x"y' L L(X'"v,,·' z,J 
k-11-l k-11-1 k-1 t-l 

2 m' 2 "'J: 2 , ... 

[ L L X'" V"·'( I- A;J z "]·' L L (X'lkVlk I z lk)'( L L X'lkVili 'X,J''; 
k-11-1 .t-lt-1 .t-1 t-1 

z" é o vetor n1 x I da co variável do i-ésimo indivíduo do grupo k, k ~ I ,2. 

Neste exemplo o vetor correspondente ao indivíduo i possui todos os seus 

elementos iguais, i= 1 , ... ,mk; 

V" é uma matriz do tipo (3 .4) ; 

xlk é a i-ésima matriz de delineamento do grupo k e 

A;. é a matriz de projeção não ortogonal sobre '(;(X;J para o i-ésimo indivíduo 

do grupo k. 

Assim, ao nível de 5%, F, 0,05 , "", ~ 4,1 O, logo, novamente temos evidências de que 

os dois grupos tenbam a mesma média de irrigação na cabeça do fêmur. Porém, com 

o uso da covariável os efeitos aleatórios do grupos ficaram mais dispersos, provocando 

uma maior mistura entre eles, além de quase todos caírem dentro da faixa de 

normalidade, como é observado no gráfico abaixo. De modo que o uso da covariável 

nos parece ser indispensável na análise deste problema. 
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O grupo OA 
• grupo controle 

:ráfico 3.2: Gráfico de probabilidade normal ponderado para os efeitos aleatórios 

adronizados preditos, sob o modelo de Laird - Ware de Simetria Composta com 

ovariável. 

c 

Nos exemplos anteriores verificamos que não há evidência de diferença entre 

; médias de irrigação na cabeça do fêmur dos dois grupos. Logo, abaixo iremos 

Jresentar as estimativas dos parãmetros do modelo de Laird - Ware de Simetria 

omposta com covariável considerando as populações de pessoas acometidadas por 

;teoartrose e sadias como uma única população, para b ~ 0,409 . 

. â2 ~ 34 37 
' 

• Â ~ 6 335 
~i ' 

'I ~ 0,1517 
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Observemos o gráfico 3.3 e notemos que os valores preditos dos efeitos 

aleatórios padronizados dos grupos continuaram bem distribuídos e quase todos 

caíram dentro da faixa de normalidade, apresentando indícios de que o uso deste novo 

modelo é adequado. 

N 

o 

-. 
~ .... . / 

' 
-2 

..···· 

/ 

-1 o 

./ o 
..... 
' ,/ 

/ 
/ 

,/ 
........ . •... / ...... .. / 

./ ./ .. / . 
./ 

. / ./ 
/ ./ 

/ 
/ .... 

./ 
/ 

' 

o 

o grupo OA 
tt grupo controle 

Gráfico 3.3: Gráfico de probabilidade normal dos efeitos aleatórios padronizados 

preditos sob modelo de Laírd - Ware de Simetria Composta com covariável 

considerando uma única população. 



APÊNDICE A 

No nosso estudo utilizamos várias vezes conceitos e resultados de álgebra 

linear e de teoria distribucional. Apesar de supormos o conhecimento destas teorias, 

pelo leitor, para o entendimento da nossa dissertação, iremos apresentar alguns 

resultados, pois ainda que apareçam na literatura, estão bastante dispersos. 

Definição Al 

Seja A uma matriz, nxm. O espaço coluna de A, '€'(A), é o conjuuto de todos 

vetores coluna, nx I, que sejam combinações lineares das coluuas de A. 

Assim, se A~ [ a 1 a 2 • • • a m ], um vetor a pertence ao espaço coluna de A 
-

se existem c 1, c 2, •.. , em E R, tal que, a= c 1a 1 + ~ c ma mo isto é, se existe um 

vetor c E IRm, tal que, a ~ Ac . 

Analogamente, o espaço linha, ~(A), de UUla matriz A, nxm, é definido como 

o conjuuto de todos vetores linha, I xm, que sejam combinações lineares das linhas de 

A. 

Proposição Al 

Seja A uma matriz nxm e B UUla matriz nxp. O espaço coluna de A está 

contido no espaço coluua de B, se, e somente se, existe UUla matriz F, pxm, tal que, 

A~BF. 

Prova: 

I)~ : Suponha que exista UUla matriz F, pxm, tal que A~ BF. Seja a, wn vetor nx I, 
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tal que a E 'E;'(A), então, pela definição AI, existe um vetor c tal que 

a = A c = BF c = B (F c), 
-

implicando em 

a E ~(B). 

2)= : Suponha ~(A) c ~(B). Então, cada urna das colunas d" A, a 1 , a 2 , ... , a m 

de A, pertence ao 'i:;'( A), e, portanto, pertence ao ~(B). Logo, existem vetores 

J;, tais que a 1=Bf1 , i=l, ... ,m. Logo, 

A =[ a 1 a 2 ••• amJ=[B/,, ... ,B/mJ=B[f,, ... JmJ=BF, 

para F=[/ I ' ... ,f m ]. 

• 

Definição A2 

Seja P uma matriz nxn. A matriz Pé denominada matriz de projeção 

ortogonal sobre o espaço cohma de urna matriz X, se e somente se 

a) a E 'i:;'(X) implica em Pa =a . (Projeção) 

b) c 1_ ~(X) implica em P c= o . ( Ortogonalidade) 

Proposição A2 

Seja P urna matriz de projeção sobre o espaço coluna de urna matriz X, então, 

PX=X. 
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Prova: 

Pela definição A2, x E ~(X) implica em Px ~ x. Logo, para 

X -[X X] dX.Q:i((X) td'l - _ 1 ... _, ,on e _IE k:>l ,para o ot~ , ... ,p, 

teremos 

• 
Proposição A3 

Seja P rnna matriz nxn. A matriz Pé denomioada matriz de projeção ortogonal 

sobre o espaço coluna de rnna matriz X, se e somente se 

a) Pé idempotente . (Projeção) 

b) P é simétrica . ( Ortogonalidade) 

Prova: 

Diretamente da definição A2. 

• 
Definição A3 

Uma inversa generalizada de rnna matriz A é qualquer matriz G, tal que 

AGA~A. 

No presente trabalho usamos a notação A· para desigoar tuna inversa generalizada de 

rnna matriz A. 
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Teorema AI 

A matriz X(X'X/X' é matriz de projeção ortogonal sobre o espaço coluna da 

matriz X. 

Prova: 

Para demonstrar este teorema, basta conferir a validade das condições (a) e (b), da 

definição A2. Pela definição AI, sabemos que a E ~(X) implica na existência de 

um vetor b, tal que a ~ Xb, então, 

X'X(X'X/ X' a ~ X'X(X'X/ X'X b ~ X'X b 

X(X'XYX'a ~Xb =a. 

Temos que c 1_ ~(X) implica emX'c ~O ,logoX(X'X/X'.c =O. 

• 
Proposição A4 

A matriz X(X'X)-x' é invariante quanto à escolha da inversa generalizada de 

X'X. 

Prova: 

Sejam G 1 e G2 inversas generalizadas de X'X, logo, 

(X'X)G1(X'X) = X'X 

e 

(X'X)Gz(X'X) = X'X. 

Pelo teorema AI as matrizes P, = XG,X' e P2 = XG,X' são matrizes de projeção sobre 
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o espaço coluna de X. Então, 

X'XG,X' ~ (X'X)G2(X'X)G,X' 

~ X'XG2X'(XG,X') ~ X'XG2X'P, ~ X'XG,X' , 

• 

Proposição AS 

Seja X mna matriz nxp e P nma matriz de projeção sobre %'(X). Então, 

r (P) ~r (X), 

onde r( A) denota o posto da matriz A. 

Prova: 

O posto de X é o número de colunas linearmente independente de X, logo, 

r (X) ;> r ( X(X'X)' X') ~ r (P) ;> r (PX) ~ r (X) 

que implica em 

r (P) ~r (X). 

• 
Proposição A6 

Seja X nma matriz nxp e P nma matriz de projeção sobre %'(X). Então, 

r(I-P)~n-r(X), 

onde I denota a matriz identidade de ordem n. 
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Prova: 

(I - P)(I - P) ~ I - P - P + PP ~ I - P, 

logo, (I - P) é idempotente. Então, usando a igualdade de posto e traço (Tr) para 

matrizes idempotentes , temos : 

r (I - P) ~ Tr (I - P) ~ Tr (I) - Tr (P) ~ n - r (P) ·~ n - r (X), 

pela proposição A5. 

• 
Proposição A. 7 

A matriz de projeção ortogonal sobre '{g'(X), P,, é igual] à matriz de projeção 

ortogonal sobre '{g'(W), P w , se e somente se, 

'€'(X) ~ '€'(W). 

Prova: 

~Seja P, ~ P w. Então, 

x~ P,x ~ PWX ~ W(wwywx ~wG, 

onde G ~ (W'WY W'X . Analogamente, W ~ XF, onde F ~ (X'XY X'W. Logo, pela 

proposição AI, 

'€'(X) c '€'(W) e '€' (W) c '€'(X), 

o que implica em 

= Seja '€'(X) ~ '€'(W) Então existem F e G, matrizes tais que X~ WG e W ~ XF. 
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Logo, 

P,Pw = P,W(W'W)"W' 

- p )(F (W'W)" W' 

- XF (W'W)" W' 

- W (W'W)"W' = Pw. 

Analogamente P J', = P,. Então, 

Pw= P'w =(PxP,,..)'= P'wP'x~ PwPx = P'l:. 

Proposição A8 

143 

• 

O espaço coluna da matriz [ X · Z] é igual ao espaço coluna da matriz 

[X ' (I. P JZ)], onde P, é a matriz de projeção ortogonal sobre :€'(X). 

Prova: 

Para provarmos esta proposição basta mostrarmos que se um vetor pertence ao 

:€'(X), ou :€'(Z), ou ao :€'((!- P J Z), então ele pertence ao 

:€'([X ' Z] e ao :€'([X '(I · P J Z] . 

a) x E :(g'(X) = x E :(g'([X ; Z]) e x E :(g'([X • (I· P ,JZ]). 

b) X E :(g'(Z) = x E :(g'([X ' Z]), 

mas, 

x E :€'(Z) - r = Za , 
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e fazendo Z ~ P,Z +(I- P JZ, temos 

r ~ P,za +(I- P JZ a , - - -

agora, P ,Z ~ X(X'X)- X'Z é uma combinação linear das colunas de X, então, 

r E ~([X • (I- PJZ]) _ 

c) r E xg'( (I- P JZ) = r E xg'([X (I- P JZ]), 

mas 

r E xg'( (I - P JZ) = r ~ (I - P JZ a ~ Za - P ~ a 

= x E xg'([z · P ~]) , 

- X E ~([X - Z]) -

Proposição A9 

• 

Seja Puma matriz de projeção sobre '6'([ X1 • X,]), onde X1l_X2, 

então P é a soma das matrizes de projeções em X';(X1) e X';(X2), 
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Prova: 

Seja X," X2 então XiX2 ~O , X,'X, ~O e 

P ~ [ X,,X,]([ X1 ,X,]'[ X, ,X,] H X, ,X,]' 

• 

Proposição AlO 

O espaço coluna da matriz [ X , Z] é igual ao espaço coluna da matriz 

[X • (l- A)Z], onde A~ X(X'v- 'X)-xv- 1 para V não singular. 

Prova: 

Como AZ ~ X(X'V- 'X)' X'V · 'Z é uma combinação linear das colunas de X, temos 

'(';( AZ) c '€'(X) . 

Logo, a prova segue similarmente à prova da proposição A8. 

• 
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Proposição All 

A matriz de A~ X(X'Y1XYXV1 é wna matriz de projeçiio não ortogonal sobre 

X, onde V é wna matriz não singular. 

Prova: 

Seja v-1 ~ Q'Q. 

Seja A~ X(X'V-1X)-x'Y1 Então x;'(A) c x;'(X), pela proposição AI. Pela proposição 

A2, (QX)[(QX)'(QX)]"(QX)'(QX) ~ (QX), mas 

(QX)[(QX)'(QX)HQX)'(QX) ~ QX(X'V'1XYX'V-1X ~ QAX 

= QAX~QX, 

AX~X 

'(5(A) "' '(;(X), 

de modo que '(5(A) ~ x;'(X). 

Agora 

AA ~ AX(X'Y1XYX'Y1 ~ X(X'Y 1X)X'V·1 ~A 

e 

A~ X(X'V-1X)'X'Y1 * A'~ Y 1X(X'Y1X)'X'. Logo, pela proposição A3, A 

é wna matriz de projeção não ortogonal sobre x;'(X) . 

Teorema A2 

Sejay wn vetor aleatório com E(y) ~ ,. e Var(y) ~V, então, 
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onde Tr(.) é o traço de(.). 

Prova: 

(y- ~ )'A(y- ~ )= y'Ay- ~'Ay- y'A~ +~·A~. 

Então, 

E[( y- ~)'A( y- ~)]=E[ y'Ay] - ~·A~ -~·A~+ ~·A~ 

=E[ y'Ay ] - ~'A~ . 
- - - -

Assim, E[ y'Ay ] =E[( y - ~ )'A( y - ~ )]- ~'A~. Mas, 

E[( y - ~ )'A( y - ~ )] = E[Tr(( y - ~)'A( y - ~ ))] 
- - - -

= E[Tr(A( y- ~ )'( y- ~))] 

= Tr(E[A( y - ~ )'( y - ~)]) 

= Tr(AE[( y - ~ )'( y - ~)]) = Tr(AV). 

Portanto, 

E( y'Ay) = Tr(AV) +~'A~ 
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• 





APÊNDICEB 

BI Programa para Análises de Variância e Covariância 

Este programa foi utilizado nos exemplos I, 2, 3 e 4, Capítulo 2. Para facilitar 

o entendimento do leitor apresentaremos o programa com os dados do exercício I. 

DATA DROGA; 

INPUT DROG $ z y @@; 

CAROS; 

A 11 6 A 8 O A 52 A 14 8 A 19 li 

A 6 4 A lO 13 A 6 I A 11 8 A 3 O 

B60B62B73B81 B 1818 

B84B 1914B89B51B 159 

C 1613C 13IOC !118C95C2123 

C 1612C 125Cl216C7l C 1220 

PROCANOVA; 

CLASS DRUG; 

MO DEL Y ~ DRUG; 

RUN; 

PROCGLM; 

CLASSDRUG; 

MODEL Y~DRUG Z I SOLUTION, 

LSMEANS DRUG I STDERR PDIFF ; 

RUN; 
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B2 Programa para Análises de Variâncias e Covariâncias ·qnando a matriz de 

variâncias e covariâncias do erro é a 'V. 

O presente programa foi desenvolvido no procedimento IML do SAS, para 

resolução do exemplo 5, Capítulo 2. 

PROC IML ; 

!* Geração da matriz de delineamento completa_ X, de dimensão 

121X3) */ 

X1 shape I I 1 1 O J, 11, 3 I ; 

X2 shapel{1 O 0), 10, 3) 

X ~ X1/ /X2 ; 

/* Geração da matriz de delineamento reduzida XO, de dimensão 
12lx3) */ 

XO shape ( {1 1 } , 21 , 2 ) ; 

/* Especificação do vetor da variável dependente, Y, de dimensão 

121x1) */ 

Y1 ~ I 13 12 9 
21.5 12 

10 11.5 

Y Y1'; 

9 10 
15 

18 

8 9 11 28 12 28 
10.6 33 21.3 19 
) ; 
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/* Especificação do vetor da covariável Z, de dimensão 
121x1) * / 

z ~ 49, 73, 58, 33, 84, 15, 43, 38, 90, 43, 71, 
46, 50, 91, 16, 97, 102, 73, 67, 70, 56 } ; 

/* Especificação dos elementos da diagonal da matriz inversa de 
variâncias e covariâncias */ 

w ~ { 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
4 2 6 5 2 3 2 1 4 1 } 

/* Cálculo da inversa da matriz de variâncias e covariâncias, V */ 

V ~ SHAPE I O, 21 , 21 } ; 
V ~ DIAGIWJ ; 

/* Especificação dos elementos da diagonal da raiz da matriz 

inversa de variâncias e covariâncias */ 

Q1 ~ { 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 1,4142 2,4494 2,2361 1,4142 

1,7320 1,4142 1 2 1 } ; 

/* Cálculo da inversa da raiz da matriz de variâncias e 

covariâncias, V *I 

Q SHAPE I O, 21, 21 I ; 

Q DIAGIQ1) ; 

I* Especificação da matriz identidade I */ 

I ~ I 121} o 
o 
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/* Cálculos para achar a estatística do teste F *I 

/* Cálculos do modelo completo *I 

B SHAPE I o, 3, 3 I ; 

B X' *V* X ; 

c ~ SHAPE I o, 3, 3 I ; 

C GINV (B) ; 

D ~ SHAPE ( o, 21' 21 I ; 

D X*C*X' *V; /* matriz de projeção sobre \';(X) *I 

E SHAPE I o, 21 ,21 I ; 

E ~ I - D . 
' 

G ~ SHAPE I o' 1 ' 1 I 

G Z'*E'*V*E*Z ; 

H SHAPE ( o, 1 I 1 ; 

H ~ GINV(G) ; 

L SHAPE ( O, 21 , 21 ; 

L E*Z*H*Z'*E'*V i 

A SHAPE I O, 21 , 21 ; 

A D + L i /* matriz de projeção sobre ~(X , Z) */ 

I* Cálculos do modelo reduzido */ 

Bo = SHAPE ( O, 1, 1 ) i 

Bo = Xo'*V*Xo ; 

Co SHAPE( O, 1, 1 ) 
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Co GINV(Bol ; 

Do SHAPE I O, 21, 21 I ; 

Do= Xo*Co*Xo'*V; /* matriz de projecao sobre ~(Xo) */ 

Eo = SHAPE( O, 21,21); 

Eo = I - Do ; 

Go SHAPE ( o I 1 I 1 ; 

Go Z'*Eo'*V*Eo*Z ; 

H o SHAPE I O, 1 1 ; 

Ho ~ GINV(Gol ; 

Lo SHAPE( O, 21 ,21 ; 

Lo= Eo*Z*Ho*Z'*Eo'*V; 

Ao SHAPE( O, 21 ,21 ; 

Ao= Do +Lo ; /* matriz de projecao sobre ~(Xo , Z) */ 

/* Cálculo 
da ANCOVA 

do numerador da ANOVA SQHa =Y' (D 
AQHc ~ Y' (A- AoiV(A- AoiY/1 */ 

M ~ SHAPE I o, 21' 21 I ; 

M A - Ao ; 

SQHc SHAPE I o, 1, 1 ; 

SQHc Y' *M' *V*M*Y ; 

u SHAPE I O, 21, 21 

u D - Do ; 

SQHa SHAPE( O, 1, 1 

SQHa = Y'*U'*V*U*Y ; 

- DoiV(D- DoiY/1 e 
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I* Cálculo do MSEal ANOVAI e MSEc 

o ~ SHAPE I O, 21, 21 

o I - A ; 

SSEc SHAPE I O, 1, 1 

SSEc ~ Y' *O' *V*O*Y 

SSEa SHAPE I o ' 1 

SSEa Y'*E'*V*E*Y 

MSEa ~ SHAPE I o, 1 

MS E a SSEa I 19 ; 

MSEc SHAPE I o, 1, 

MS E c SSEc I 18 ; 

Fa SQHa I MSEa 

Fc SQHa I MSEc ; 

/* Fa =Fo (1 ~ a, 1 

/* Fc =Fo ( 1 ~ a, 1 

191 *f 

18 I *I 

; 

' 1 

; 

' 1 

1 

I 

I 

I 

ANCOVAI *I 

; 

; 

; 

; 

I* Cálculo da soma de quadrado total ajustada pela média, SQTa .*/ 

J ~ SHAPE I I 1 } , 21 , 1 I ; 

SQT = Y' *V*Y ; 

AJ = Y'*Ql'*J; 

AJUST ~ AJ*AJI21 ; 

SQTa SQT - AJUST ; 
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PRINT Y Z, SSEa MSEa , SQHa Fa, 

SSEc MSEc ,SQHc Fc , 

SQT AJUST SQTa ; 
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B3 Programa para o Modelo de Laird- Ware de Simetria Composta com ou sem 

Covariável 

Este programa foi desenvolvido para resolução dos exemplos I e 2 , Capítulo 

3. 

Proc Iml ; 

Start DADOS ; 

I* Especificação do vetor de observações */ 

y ~ { 13, 12, 9, 9, 1 o' 8, 9, 11' 28' 12, 2 8' 

12, 17, 31' 2 6' 

15' 9, 

24' 9, 8, 1 o' 2 6, 13' 

13, 19, 6, 3' 12, 

31, 35, 

19' 2 o' 2 5' 

19' 19' 

1 o' 
9, 13' 14' 1 o' 
18 ; 
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/* Especificação do vetor de covariáveis 

z 49' 7 3, 58' 33' 84' 15' 43, 38, 

4 6, 4 6, 4 6' 4 6, 

50, 50, 

91' 91, 91, 91, 91, 91, 

16, 16, 16, 16, 16, 

97, 97, 

102, 102, 102, 

73' 73, 

67, 

70' 7 o' 70' 7 o' 
56 } ; 

/* Geração da matriz de delineamento */ 

X1 shape( {1 0}, 11, 2) 

X2 shape 1 I 1 1 ) , 3 o, 2 I 

X X1//X2 ; 

Finish ; 

Start MATRIZES 

. 
' 

; 

*i 

90, 4 3' 71, 
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/* Construção das matrizes de variâncias e covariâncias de 

Vll (b+1)*I(ll) ; 

W12 ~ shape {0, 4, 4 I ; 

Do i ~ 1 to 4 ; 

Do i ~ 1 to 4 ; 

W12[i,iJ ~ b ; end ; end; 

W13 ~ shape(O, 2, 2) ; 

Do i ~ 1 to 2 . 
' 

Do i ~ 1 to 2 ; 

W13[i,iJ ~ b ; end ; end; 

W14 ~ shape (O, 6, 6) ; 

Do l ~ 1 to 6 ; 

Do i ~ 1 to 6 ; 

W14[i,il ~ b ; end ; end; 

W15 ~ shape{O, 5, 5) ; 

Do i ~ 1 to 5 ; 

Do J ~ 1 to 5 

W15[i,i] ~ b ; end end; 
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Wl6 ~ shape(O, 2, 2 I 

Do i ~ 1 to 2 ; 

Do j ~ l to 2 ; 

W16[i,j] ~ b ; end ; end; 

W17 ~ shape(O, 3, 3 I 

Do i ~ l to 3 ; 

Do j ~ 1 to 3 ; 

Wl7[i,j] ~ b ; end ; end; 

Wl8 ~ shape (O, 2, 2) ; 

Do l ~ l to 2 ; 

Do j ~ l to 2 . 
' 

Wl8[i,j] ~ b ; end . end; ' 

Vl9 b + l ; 

W20 ~ shape(O, 4, 4 I . 
' 

Do i ~ l to 4 ; 

Do j ~ l to 4 ; 

W20[i,j] ~ b ; end ; end; 

V2l b + l ; 

Vl2 Wl2 + I(41 ; 

Vl3 ~ W13 + I(21 ; 

Vl4 Wl4 + I(61 ; 
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Vl5 = Wl5 + I 151 . 
' 

Vl6 = Wl6 + I 121 ; 

Vl7 Wl7 + I I 3) ; 

Vl8 Wl8 + I 12 I ; 

V20 W20 + I I 4) ; 

Finish ; 

Start EXECUT ; 

/*Construção da inversa da matriz de variâncias e 
covariâncias de y *I 

W = block(Vll, Vl2, Vl3, Vl4, Vl5, V16, V17, VlB, Vl9, 
V20, V21) ; 

V inv(W) ; 

D det IW) ; 

/* Cálculo das estimativas de y, [3, r?>.:- ( com a covariável) a-- e 
á': ( com a covariável) */ 

A= X'*V*X ; 

Ao = in v (A) ; 

C= X'*V*Y ; 

Beta = Ao*C ; 

H X' *V* Z ; 

P X*Ao*X' *V 

M Z'*V*II(41) P)*Z ; 

Ml Z'*V*(I(41) - P)*Y i 
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Mo =in v (M) ; 

Gama = Mo *Ml ; 

No = Ao*H*Mo*Ml ; 

Betac beta - No ; 

E = Y - X*Beta ; 

Sigma~ (E'*V*E)/N; 

zGama Z*Gama ; 

Ec = Y - X~Betac ; 

Ecz = Ec - zGama ; 

Sigmac = (Ecz'*V*Ecz)IN ; 

I* Cálculo de e , sob modelo com e sem covariável * / 

Lat = N~log(2*3.1415*Sigma) + log(D) + N ; 

Late ~ N*log(2*3.1415*Sigmac) + log(D) + N 

T~{Ol); 

Covc = Ao - Ao*H*Mo*H'*Ao' ; 

/* Cálculo da estatística do teste F com e sem covariável*/ 

F ~ 

Fc = 

(T*Beta} '*INV(T*Ao*T') * (T*Beta) ) I 

(T*Betac) '*INV(T*Covc*T') * (T*Betac) 

Sigma ; 

) I Sigmac 

Print b Beta Sigma Lat F Fob , 

b Betac Gama Sigmac Late F c Fobc ; 

Finish 

; 
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Do 

w SHAPE I o, 41' 411 ; 

A SHAPE I o, 2, 2 I ; 

c SHAPE I O, 2, 11 ; 

Beta ~ SHAPE I o, 2, 1 I ; 

Betac ~ SHAPE I O, 2, 11 ; 

H SHAPE o, 2, 1 I ; 

p ~ SHAPE o, 41' 411 . 
' 

No ~ SHAPE I O , 2, 1 I ; 

E ~ SHAPE 10, 41, 1) ; 

Ec = SHAPE (0, 41, 1) ; 

Ecz = SHAPE (O, 41, 1) ; 

Co v c = Shape (O, 2, 2) ; 

Run DADOS ; 

Run MATRIZES ; 

Lant = 10000 ; 

Lantc = 10000 

Run EXECUT ; 

Do I ~ 1 to 100 WHILE ILat<Lantl ; 

Lant = Lat ; 

b~b+0.05 

Run MATRIZES ; 
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End ; 

Run EXECUT ; 

End; 

Do j ~ 1 to 100 WHILE(Latc<Lantc) ; 

L ante Late ; 

b ~ b + 0.05 ; 

Run MATRIZES ; 

Run EXECUT ; 

End; 
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