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INTRODUCAO

A motivagio desta dissertagdo se originou pelo surgimento de um problema
para analise estatistica, na drea de medicina. Tratava-se de um estudo observacional
onde precisdvamos comparar as médias de duas populagdes, uma de pessoas sadias e
outra, de pessoas acometidas de osteoartrose na cabega do fémur, doenga caracterizada
pela degeneragfo Ossea. A variavel de interesse era uma medida da irrigagio local do
sangue. Havia também o registro de uma segunda varidvel, medida da irrigagdo do
sangue do grande trocanter (outra regido do fémur). Seria ideal uma analise estatistica
utilizando esta segunda medida como covariavel, numa analise de covaridncia. Os
dados ja coletados eram de tal forma, que a medida de irrigagdo local de sangue foi
observada varias vezes para individuos da populagdo acometida por osteoartrose €
apenas uma vez para individuos na outra populagéo. Gostariamos portanto de analisar
o ajuste de um modelo que considerasse as varias observagdes dos individuos, bem
como levasse em consideragdo a segunda medida de irigagdo. Uma solugio
apresentada por n6s foi o uso de um modelo linear misto de simetria composta com uma
covariavel.

Neste trabatho, o Capitulo 1 apresenta partes da teoria basica de modelos
lineares que justificam os resultados utilizados nos capitulos seguintes. Em sua
apresentagdo, varias demonstragdes fteis ao entendimento do Capitulo 2 sdo
explicitadas, uma vez que estas sio usualmente omitidas na literatura da metodologia
de andlise de covaridncia. As provas de teoremas e resultados de Algebra Linear e
Teoria (?istribucional foram deslocadas para o Apéndice A.

O Capitulo 2 tem como objetivo a apresenta¢do do modelo de analise de
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covaridncia. Uma reparametrizagio do mesmo é apresentada, permintindo de forma
mais facil a obtengdo dos estimadores dos pardmetros estimaveis. Alguns exemplos
foram escolhidos como ilustrago.

Por fim, no Capitulo 3 apresentamos um modelo linear que se utiliza de efeitos
fixos e aleatdrios: Modelo de Laird-Ware de Simetria Composta. O passo seguinte foi
acrescentar uma covariavel a este modelo de modo a compatibilizar o problema médico

acima exposto.



CAPITULO 1

Teoria Basica de Modelos Lineares

Este Capitulo apresenta resultados basicos da teoria de modelos lineares. O
nosso objetivo foi fazer uma selegdo, dentre os resultados na literatura, de aspectos
fundamentais e expd-los de maneira clara e formal. Assim, o contetdo deste Capitulo
¢ tido como suporte para resultados dos Capitulos seguintes.

Iniciamos com a apresentagdo do modelo de Gauss - Markov. Antes de
mencionar a estimacio dos parametros do modelo, o conceito de estimabilidade é
apresentado. O método de estimac¢io abordado € o de minimos quadrados . Dois outros
tipos de modelos, relacionados ao modelo de Gauss - Markov sdo analisados. Fazemos
um destaque especial para o procedimento de teste de hipdteses, ou, alternativamente,
escolha de modelo, com a organizagdo em tabelas de andlise de vanéancia. Finalmente,
abordamos a técnica de reparametrizagio.

Muitos resultados de Algebra Linear sdo constantemente utilizados, como, por
exemplo, espaco coluna e espago linha de uma matriz proje¢des ortogonais. Para
continuidade da apresentagdo dos resuitados da modelagem estatistica, resultados

exclusivos de Algebra Linear foram deslocados para o Apéndice A.

1.1 Modelo de Gauss - Markov
Geralmente estamos interessados em estudar uma vanavel aleatoria Y
com base em p varidveis X, ..., X;. Na literatura, Y é denominada varidvel dependente

e X,, ..., X, varidveis independentes, porque os valores destas ultimas sdo considerados
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fixos, a priori. Na nossa dissertagio, iremos estudar a relagio linear apresentada a
Seguir,
O modelo linear de Gauss - Markov(GM) ¢ definido como :

y=xp+e (1.1)

onde

y ¢é a variave] aleatoria de mteresse ;

' =[x, .., x, ] éum vetor cujos elementos x,, ..., x, sdo os valores das
varniaveis independentes;

B'=[B,, ... B,] €um vetor de pardmetros desconhecidos, de dimensdo p ¢

e ¢é a variavel aleatdria erro, com E(e) = 0 ¢ Var(e) =0%, o > 0

desconhecido.

Observamos que o modelo deve ser linear nos pardmetros, e ndo
necessariamente nas variaveis independentes. Logo, se considerarmos um termo
quadratico para uma variavel independente, por exemplo :

y=xB,+x,p, +xzzﬁ3 +e, E(e)=0e Var(e)= a?,

temos um caso particular do modelo Gauss - Markov.
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O modelo amostral de Gauss - Markov correspondente é :
y=Xp +e (1.2)

onde

y'=[y, ..y, ¢€um vetorden observagbes da variavel y ;

-~

X=[x,, .., x,] ¢éumamatrizconhecida, nxp,onde x,1=1,..,p, sdo

o~ -

vetores correspondentes as variavels independentes;

B'=[B,, ... B,] é ovetor de p parimetros desconhecidos e

e=[e,, ... e)] éum vetor aleatdrio, tal que E(e) = 0 ¢ Var(e) = ¢’L.

Definicao 1.1

Seja o modelo de GM e A um vetor px1. A combinagio linear A" ¢ estimavel,

se existe um estimador de A" B ndo viciado, fung¢do linear de y, isto €, se existe um

vetor a, nxl, tal que E(a';); A'B.

Uma consequéncia imediata da definigdo ¢ que a'y ¢ um estimador ndo viciado

para *' B se e somente se, ' = 94X isto &, sc, e somente se, *' € L(X), onde

S(X) ¢ o espago linha de X.

Existem outras condi¢des necessarias e suficientes (equivalentes) para A'B ser
¢

estimavel. Uma destas ¢ apresentada abaixo.
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Resuitado 1.1

Seja s =p - r (X), onde r (X) denota o posto da matriz X. Sejam ¢, ..., ¢, S
vetores, px1, linearmente independentes, tais que Xe, =...=Xe, = 0. A.'Bu é

estimavel se, esomentese, A'c;=..= A'c,=0.

Prova : Harville, D. A. (1985).
S
O resultado 1.1 apresenta wma maneira pratica de investigacdo da estimabilidade
de A'p, especialmente quando o valor de s € pequeno. Por exemplo, se s = 1,
precigmﬁos evidenciar apenas uma relagio entre as colunas de X e verificar se a mesma
relagédo ocorre para os correspondentes elementos do vetor A"

Algumas propriedades das fungdes estimaveis sdo listadas abaixo:

stodas combina¢des lineares das fungdes estimavets sdo estimaveis;
~combinagdes lineares de fungdes ndo estimaveis podem ser estimaveis;

*se r(X) = p, entdo, todas fungdes A'P sdo estimaveis, inclusive, B, ..., B;

se 1 (X) <p,entdo, pelo menos um dos elementos de P ndo ¢ estimavel.

Exemplo 1.1 : Modelo de Classificacio

Em alguns estudos € usada uma subdivisio do conjunto das unidades observadas
em classes, baseada em algum critério. Estas classes sdo disjuntas ¢ exaustivas. Ao
critério usado ¢ dado o nome de Faror, enquanto que, as classes de unidades
correspondem aos Niveis do Fator. Por exemplo, suponha que o diretor, de um

determinado colégio, deseja comparar o rendimento de alunos submetidos a um dentre
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trés métodos de ensino, A, Be C . O fator neste exemplo é o método de ensino e seus
niveis A, BeC.

Se neste caso a variavel de interesse, y, € modelada conforme o modelo de GM,
amatriz X é denominada marriz de delineamento e usualmente sua primeira coluna é
um vetor unitario, € as demais colunas sdo vanaveis indicadoras dos niveis do
fator.

Assim, para um fator com p niveis e n; observagdes na classe do i-ésimo nivel,

1=1, ..., p, temos :

1 1 2 E } n, linhas

10 1 - :|}nlinhas
X= |

v 0
10 - 01 :
- 71} n,linhas
e
5]

B = Bl 3
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notando - se que o posto da matriz X é p e usando oresultado 1.1, coms=1, A'p serd

estimavel, para :
. P
Jt =[}:lli,l,,..., A1

Por exemplo, B,+ P Bi-B. By+B2-2P; sdo estimavels, no entanto

Bos By, - B, » isoladamente, ndo sdo estimaveis.

Exemplo 1.2 : Modelo de Regressio

Na nossa natureza sempre estamos querendo explicar algum fendmeno. Ha
ocasifes, em que esta explicagdo pode ser obtida através de fatos relacionados a este
fendmeno. Na nossa lingnagem, nés chamamos estes fatos de variaveis explicativas,
ou ainda, varidveis regressoras, as quais irdo explicar uma determinada varidvel
dependente. Simplificando tudo, nds queremos um modelo que mostre esta relagdo.
A este modelo daremos o nome de modelo de regressio .

Um modelo de regressdo com p varidveis regressoras ¢ o modelo de Gauss -
Markov, onde a matriz X é denominada matriz de regressdo e usualmente sua primeira
coluna ¢ um vetor unitario, sendo as demais colunas compostas pelos valores da i-ésima
varidvel regressora, 1= 1, ..., p.

Geralmente, a matriz X é de posto coluna completo, logo, A'p € estimavel para

qualquer vetor A. Assim, B, ¢ P, sdo estimaveis isoladamente para o modelo de GM
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com uma variavel regressora, onde:

1 xl-

1 x ﬂo
X= 1 e B =

i H bd 51

1 x

a

Voltando a uma situagdo geral, sejam A' |, ..., &', , vetores 1xp, e seja

— ~—

[, ¢ [
A, A'B
A =] = AP - ;
Ay' A'B

Dizemos que o vetor Ap ¢ estimavel, se cada elemento ', p é estimavel. Ou ainda,
APB éestimavelse, e sox;1ente se, existe wma matriz A, m;n,wtal que A= AX. Entio,
considerando A = I, temos que X p é sempre estimavel.

Seja @ R® - R uma funcdo definida por Q(5)=(y- X5 (- X5). O nosso

objetivo € achar todos vetores de R? que mimmizem Q(#). Uma maneira de achar o

-~

minimo de Q(b) ¢ calcular as derivadas parciais de Q(%), comrespeito a 5,

o~ ~ ~

0Q(h)/ 3 b,eresolver o sistema Q(b)/ 3 b = 0. Seria ainda necessario investigar

~ Fe ~ -
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se 0s pontos extremos encontrados sdo pontos de minimo. Assim, obtemos

Q(5)/3 5 =-2X'y +2X'Xb

= -2X'y +2X'Xb =0

~

= X'Xb=X'y. (1.3)

O sistema acima, em b, ¢ denominado sistema de Equagdes Normais (EN).

-

Proposigio 1.1

As equagdes normais sdo consistentes, 1sto é, existe pelo menos uma solugdo para
o sistema (1.3).
Prova :

Pela proposicido A2, apéndice A,

X' =XP,= XX(X'X) X,
onde (X'X) ¢é qualquer inversa generalizada de X'X ¢ P, é a matriz de proje¢ido sobre
0 espaco coluna de X. Entdo,

XRMXXy X y]=XP.y = X‘{/,

assim, (X'X) X'y € uma solugdo do sistema de EN.
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Resultado 1.2

a) A fungdio Q(») atinge o valor minimo em &, se, € somente s¢ 5 ¢ uma solugdo

das equagles normais.

b) A'p € estimavel, se, e somente, se A5 é invariante para qualquer solugdo, 5,

das EN.
Prova : Harville, D. A. (1985).

Os resultados apontados em 1.2 permitem a defini¢do de um estimador para uma

combinagdo linear dos elementos de g, dada a seguir.

Defini¢io 1.2
O estimador de minimos quadrados ordinério, MQO, da fungdo estimavel 'p
¢ definido por
A% =1 (XX) X'y .

O estimador MQO do vetor de fungdes estimaveis Ap ¢ definido por

AB = AXX)Y X'y .
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Proposic¢io 1.2

O estimador de MQO de XIE ¢ dado pela projegdo ortogonal de ¥ em %P(X),

XbA=ny.

Prova :

Seja A =X . Entio pela defini¢do 1.2, temos que o estimador MQO de Xp ¢é

AF=XE=XXXyXy=P,y.

Exemplo 1.1 ( Continuacio)

Voltando ao modelo de classificagdo, onde a mairiz do modelo e o vetror de

observagdes sdo respectivamente

¥
110 0 "
- — - ~— i
1 0 ylul
X= T Q2 1
. 0
- yp]
1 1 !
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temos r
k
2”; n,n, - n
1=1
n,.n 0 0
XX =
n, 0 n, ~
i O 1
np 0 0 ”pj
0 0 o 0
0 i 0 0
By
\ 1
=>(XX)'=90—‘ SN
n,
: O |
O 0 0 —}—
n, |

uma inversa generalizada de X'X. Agora, temos que

p M
Ly,
1-1j-1
m
. Xy
X'y = j=1 v
np
ry,
| /-1
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logo, uma solugio das EN ¢ :

o 0 o0 olr ,
p
1 YYy
0 — 0 0 || ! 0
n, -
m 1.
A TaWm 30 1 : Zy T
XX)X'y=|0 0 PR | 2 V1= bl
~ 2
H b LY 0 _=
”p J;}:LJ
0 0 0 L ZJ’H )
n |Lrl
P
e 0 estimador de MQO de X p ¢
1.
110 -0ff) |,
101 - M v,
XXX)X'y = |7 7 o1 P2] =
Vo ol y_p-
DR 179
e

Os estimadores de MQO das fun¢des f, + B, B,-B,e B, + B, - 2P, apresentadas

antertormente sio :

Yy
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Ys. + 372, - 2373 >
respectivamente. 0

Exemplo 1.2 (Continuacio)

Agora, voltando ao modelo de regressdo, onde a matriz do modelo é

1 xl.
X = 11 x,
1 x,
temos
n yx,
XX=| "
L, L
1 i-]
ey :
Exi _Exl
[ %1 {al
WL - nl(x - B
R (X'X)']= il i1 ’

a inversa de X'X.
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Agora temos que

Yy,
f=1

n
Yx.y,
-i- 1 E

Logo, o estimador de MQO de p €

H zﬂ n n
zxi' Elyj Ext):xjyj

i1 - i1 fa1

H)E(x, - x)° n)E(x, - Iy
=1 ial

(XXy'X'y =

1

n n R
Ex,'y,' Ex,‘zyj
i-1 J=1

Y, - D n¥(x, - D
| i1 i-1 ]

Mas,

h

ixiz nlyj irtExf-":

-1 - -l ped —

ni(xi'f)2 Hi(xl"f)z
=1 i«1

Eyj(z x: - szxi)
i=1 i=1 —

= J-1

nY(x, - EY
i=1
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):yj()g(xi—f)2+m?2 - nxx) .
= &k , porque ¥ (x, -
-1

n{"(x‘_ -x)
i=1

E(yj_f)(xj_ f)
=}7'Ej-l )

¥ (x, - )
i=1

.Z.'lyfx' ZyIE x;‘
i=

il il _

)E(xi - %) ni(xi -x )
i-1 i=f

n n
"):yfx,- - "fzy,-
i1 il

ni (x, - x )
i-1

"
_ 2 _
)Y -¥x -nx?,
i1
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Eyi(xi - f)
— =l

i(xi - f)z
il

Ly, - y)x, - %)

— il

L(x, - )
Entio : ,
Z(y, B }'—)(x; - i:-)
j’- _ x— i1
E(x,‘ - 5)2
| = XXy Xy =
Py . T, - 7)x, - F)
i=1
i(x,‘ - 5)2
ial

Agora, sejar o coeficiente de correlagdo amostral entre y ¢ x , dado por

Y, - ¥)x, - x)
i1

l »

¥ (, - x)zz(y 71?
=1
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entao,
i 1t
Z(y; - j’-)z 2
ﬁl NS .
E(xi - x_)2
L i-[ B

o

Nesta Se¢do, abordamos a estimagio de minimos quadrados para contexto do
modelo Gauss - Markov. Em se¢fes seguintes iremos abordar a estimagio de
minimos quadrados para contexto dos modelos de Aitken e Gauss - Markov
restrito. O modelo de Aitken é uma generalizagdo do modelo de GM, no tocante a
matriz de varidncias ¢ covariancias do vetor de erros. O modelo de GM restrito adiciona
uma restri¢io com respeito ao vetor de parametros, no contexto do modelo de GM.
A questdo da estimabilidade de combinagéo linear de parametros dos modelos de
Aitken e Gauss - Markov restrito sera investigada, tomando-se por base o contetido

desta Segdo.

1.2 Modelo de Aitken

Quando definimos o modelo de GM, supomos que, para qualquer observagio da

variavel y, o erro correspondente tem a mesma variancia. Algumas vezes, porém, no
é adequada a suposi¢io de que a matriz de varidncias e covaridncias do erro seja o’
Consideremos todas as suposi¢des do modelo GM, modificando apenas o seguinte :
Var(e) =0* V, para V, matriz posittva defimida (p.d.) conhecida. Tal modelo é
conhecido como modelo de Aitken. A seguir vamos mostrar que o modelo de Aitken

- pode ser expresso como um modelo de GM. Desta forma, podemos usar os resultados
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ja apresentados na Secdo anterior.
A matnz V ¢ positiva definida. Portanto, sua inversa existe ¢ nés podemos fatora-
la como V "' = QQ, para alguma matriz Q, nxn, ndo singular . Entdio, se pré-

multiplicarmos ambos lados da equagéo (1.2) por Q, nos teremos
Qy - QXB + Qe,

o,

y-XB e (1.4)

onde y»=Qy, X' =QX e e =Qe, observando que E(e’)= 0 ¢

Var( e”) = 0” QVQ' = ¢’l. Isto é, nos expressamos o modelo de Aitken, como um

modelo de Gauss Markov.

Usando os resuitados ja apresentados sobre o0 modelo de GM, observamos que

no modelo de Aitken, 'P ¢ estimavel se 4 € SL(X"), ou seja, se &' € L(QX). Mas,

— —

a matriz Q ¢ ndo singular, portanto, L(QX) = L(X). Assim, podemos dizer que

A'B ¢ estimavel, sob o modelo de Aitken, se *' € S(X).

—

O estimador de minimos quadrados para A'p, estimavel, sob o modelo de GM

de equagdo (1.4), é 1'%, onde 5 ¢ qualquer solflqéo das EN,

XX - X'y,

conforme defini¢do 1.2, da Se¢do anterior.
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Definicio 1.3

O estimador de mimimos quadrados para A'g, estimavel, sob o modelo de GM

da equagdo (1.4), denominado de estimador de minimos quadrados generalizado

(MQG), combascem V, ¢
}:, XXy X" -'f* ,
expressando em termos de X, ye V, temos
Jt'(X"X*)' X*'{’ = J_L'(X'Q‘QX)‘ X'Q'Q{ = 7:‘(X‘V‘ Xy Xv! v
O estimador MQG do vetor de fungdes estimaveis AB é definido por
AXXy X™ Jj = AX'QQX) X'QQ y = AXVIXyxXv! y.

As equagdes normais expressas em fungdo de X, y e V, denominadas equacdes

normais de Aitken (ENA) séo :

QXY (QX)e = (QX) (Qy),
ou,

Xv'xs - xv-iy. (1.5)
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Proposi¢io 1.3
O estimador de MQG de X p ¢ dado pela projegio nio ortogonal, com base em

V,de ¥ em EX), ou seja,
X5 =XXVIXyXViy=Ay,
onde A = X(X'V !Xy X'V''.

Prova ;

Seja A =X. Entdo, pela definicdo 1.3, temos que o estimador de MQG de Xp é
A =X5 =XX'VXyXV!iy=Ay.

Pelo Apéndice A, Proposi¢do All, temos que A € a matriz de projegdo ndo ortogonal

sobre @(X) .

1.3 Modelo de Gauss - Markov Restrito

O modelo GM, com restri¢do no vetor de pardmetros #, denominado modelo

restrito, ¢ definido por todas suposigbes do modelo de GM, com o acréscimo de

onde o sistema, em 5, Cs = ¢ é consistente.
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Sob o modelo restrito, vamos, agora, obter

min @(3) = min (y - X8) (v-X5),

b -~

para ® € R, satisfazendo o sistema consistente Cb = ¢. Isto equivale a achar o

o L

minimo em & ¢ ¥ para # € R°e k€ R, da fungio
@b, k)= (y-Xb)(y-Xb)+2k'(Ch- ¢),

onde k¥ ¢ um vetor de multiplicadores de Lagrange. As equagdes normais no modelo

restrito sdo definidas por
OQ(b,k)/0b=-2Xy +2XXb +2Ck =0
dQ(b, k)/dk=2Ch-c)=0.

Assim, nos teremos o seguinte sistema de equagdes normais restritas (ENR):

xx C
C ool

—

i
3

'Por simplicidade, usamos a mesma notagio Q(.) para esta funciode b e k .

-~ ~



24 Andlise de Covaridncia com enfoque em Modelos Lineares Mistos de Simetria Composta

ou ainda,

XXb + Ck =Xy

(1.6)
Ch - ¢

Agora apresentaremos alguns resultados importantes, considerando o modelo

restrito, que serdo Gteis para o presente trabalho.

Resultado 1.3

a) As equagdes normais restritas sdo consistentes.

bYQ(s, k) atinge o minimo em » = §, € k - £ se, € somente se, as equagdes

-— —~ ~ ~—

normais restritas tem uma solugfio cujas primeiras p componentes sdo 5, .

Prova: Harville, D. A. (1985) .

X

Sob o modelo de GM restrito, »'B & estimavel, se, ¢ somente se, 4' € &

- ~

Portanto, todas fungdes A'$, estimaveis sob o modelo GM, urestrito, sdo também

—

estimaveis no modelo restrito.
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Proposigio 1.4

Se a matriz C é de posto linha completo ¢ C B € estimavel, os vetores

kF=[CXX)yCT'(Ch-c)

b, =8 - (XXyCI[CX'XyCT'(Ck -¢)

compde uma solugio para as ENR, do modelo de GM sujeito a restrigdo Cp = ¢, onde
b ¢ qualquer solugiio do sistema de EN do modelo GM ( irrestrito) . C
Prova :

Notemos que C ¢ de posto linha completo = C(X'X) C' invertivel.

Agora a primeira parte do sistema de ENR ¢ :

XXp + Ck =Xy.

Substituindo os vetores 5. e £ acima, em b e &, temos :

. - ~ ~—

XX, +CkE =XX(b - (XXyCICXXyCT'(Ch - ¢ ))
T L O(CXXYCTCE - e ). (1.7)

Notemos que ,

XXb =Xy
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XX(XX)C' = XXXX)XW , porque C € L(X) = C=WX,
para alguma matriz W,
=X'W'
=C.

Logo, (1.7) ¢ dado por :

X'y - CICXXYCT'(Cé-¢) +CICXXYCTHCE-¢) = X'y,

—

ficando a primeira parte do sistema de ENR satisfeita .

A segunda parte do sistema de ENR é :

Substituindo o vetor 4, no lugar de 5, temos :

Cl § - XXyCCXX)YCT (Ch-¢)]=C b -CXX)y C[CXXyCTH(Ch - ¢
)

=Ch -(Ch -¢)

ficando satisfeita a segunda parte do sistema de ENR.
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Assim, o vetor das primeiras p componentes de uma solugdo das ENR é igual

ao vetor de solugdo das EN ( irrestritas), menos uma certa quantidade.

Definicio 1.4

O estimador de minimos quadrados da fungfo estimdvel A'g, sob o modelo de
GM restrito, denominado estimador de minimos quadrados restrito (MQR), ¢ definido
por A' 5, onde &, corresponde as primeiras p componentes de qualquer solugfo das

equagdes normais restritas.

Em ocasides especiais , dada uma restricdo CB = 0 podemos definir um modelo

denominado modelo reduzido. Este modelo incorpora ao antigo vetor de parimetros a
condigdo Cﬂ = 0 e utiliza uma nova matriz de modelo, cujo espago coluna é sub-

conjunto do espag:o coluna da matriz do modelo irrestrito.

1.4 Estimador da variancia do erro

Considerando o modelo de GM, verificamos que a esperanca de Y5 Xp , é sempre
estimavel e o estimador de MQO é P, v, onde P,= X(X'X)y X', para qualquer inversa
generalizada de X'X, (X'X) .

Definimos o vetor de erro®, ¢, como a diferenga entre o vetor de observagdes y

? Chamaremos de vetor de erro o que seria de fato o vetor de residuos . Como estamos

usando a notagdo ¢, ndo havera confuso com o vetor erro, e . Desta forma , estamos seguindo o

usual na literatura .
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¢ o0 estimador de sua esperanga :

¢-y-E
:y_ny
= -P)y

- (1.8)

Uma suposi¢do relativa ao erro foi Var(e) = L. Logo, é intuitivo usarmos o

vetor de erro (1-P) y na estimacdo de 0. Consideremos
(¥ -X5)(y-X6)=(y -Poy) (y-Pop) =y (1-PY A-FIy =»"A-PJy,
denominada soma de quadrados do erro (SSE). Seja
{;‘(I-Px)gj/r(I-Px),
denominado quadrado médio do erro (MSE), ¢ r (I - P), denomnado graus de

liberdade associados ao erro. A estatistica MSE ¢ um estimador néo viciado de o7,

como apresentaremos no teorema 1.1.

Teorema 1.1

Um estimador ndo viciado de 62, no contexto do modelo de GM, ¢

y(I-B)y /(n-1(X)
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Prova :

Pelas suposigdes do modelo de GM e pelo teorema A2, apéndice A,

E[{"(I'PX)J:]=T13(0'2(I'Px))+ [}'X(I-PX)XE.

Mas,
Tr(c¥ 1-P)) = o*Tr(I-PY= o*r(1-P,)
e
(I-P )X =0
= p'X'(I-P )YXp =0.
Portanto
E[ y(I-P)y]= o’r(I-P)
e

E[ J:'!(I-PK)_}: 7 r(I-P ) =0~

Mas, no apéndice A, proposi¢do A6, 1 (1-P,)=n-1(X). Logo, segue o resultado.

Consideremos agora o estimador de 0 no contexto do modelo de Aitken. Na
Se¢do 1.2, fizemos uma transformagio no modelo de Aitken, de maneira que

passamos a usar os resultados do modelo Gauss - Markov. Vamos agora

utilizar essa transformagéo para a estimagdo de o2

* Tr ¢ a notaglio para o trago de uma matriz .
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Proposicio 1.5

No contexto do modelo de Aitken, o quadrado médio do ermo (MSE)),

v - AW - Ay

n - r(X)

¢ um estimador néo viciado de 02, onde A =X(X'V Xy X'V!.
Prova ;

Pelo teorema 1.1, temos o seguinte estimador ndo viciado de ¢°, apos transformacio

do modelo de Aitken :
y'(1-Pu)y” / (n-1 (X)),

onde y"=Qy, X' =QX,e, QQ=V".
Expressando em termos de v, X, V e
A=X(XV'Xy X'V,
P.=X'X"X'Y X" = QX(X'V 'X)X'Q'
temos que
{*'( I-P. )J:‘ = {;'Q'[ I-QX(X'V* 1X)'X'Q']Q3:
=y 1Q Q- QOXX'V IX)"X'Q'Q]{»
=y [ V- QQX(X'VXyX'V Ny
= V- VIXEXVIX)YXV Ty

= Y[ V- VA
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= y'VI[I-Aly

= y'V'ly - y'V'lAy. (19)

Altermativamente, notamos gue
VIA=VIXXVIXIXVI=A V!
e usando o fato de I - A ser idempotente,

VII-A]=VI[I-A][I-A]
=[V'-V'A|[I-A]
—[V!-AV!][I-A]
= [I-AFV'[I-A] . (1.10)

Assim, podemos expressar o numerador do estimador de ¢” como :
y' (I-AYVI(I-A)y.

Também temos
r(X)=r(X),

logo, um estimador ndo viciado para ¢* é dado por

({r'V"Jj_- ;:'V"A{z)/ (n-r(X)),
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ou

;.:' (I-AYV'(I-A) y / (n-r(X}),

onde A= X(XV'XyXV'.

Consideremos agora o estimador de 0 no contexto do modelo GM restrito . Seja
b, uma solugdo da primeira parte do sistema das ENR e # uma solugfo das EN, sob

o modelo de GM (frrestrito), entfo,

SSE,=(y-X5+X(5-5.))"(»-X5+ X(5 -5.))

= SSE+(6-6)YXK(E-8,)+2(8-8. YX (y -X8),

mas X' (y - X )=X'y - XXs =0,pois XXs =Xy, EN do modelo de GM
(trrestrito), logo,

SSE. =SSE+ (& -5, YXX(5 -5, ). (1.11)

Notemos que a forma quadritica da segunda parcela nfo € negativa, e observemos que
a imposigdo de restrigdes provoca , em geral , um aumento na soma de quadrados do
erro , pois dificilmente C# = ¢ . Isto é , observamos que a soma de quadrados do erro
no modelo de GM rest:rito éﬂ geralmente maior que a soma de qiladrados do erro no
modelo de GM (irrestrito) .

Consideremos agora, Cp estimavel, sendo a matriz C de posto linha completo.
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Desta forma C € (X). A soma de quadrados do erro (SSE,), sob o modelo de
GM restrito, expressa em termos de uma solugdo das EN, sob o modelo de GM

(irrestrito), 5, e usando

D= (XXyC[CXXyCT'(Ct ~¢),
serd:
SSE,=SSE+ ( -8, )XX(5-4,.), por (1.11),

= SSE+ [ & -(5 -D)JXX[ # - (5 - D)], pela proposigio 1.4,
= SSE + D'X'XD

=SSE+(Ct - ¢ ) [CXX)yCT ' (CF - ¢). (1.12)

Resultado 1.4

No contexto do modelo de GM, restrito a Cg = ¢, C de posto completo, o

estimador abaixo ¢ nio viciado para ¢ :

SSE + (Ch - ) [CXXYCTNCE - ¢)

MSE, -
r n-rX)+r(C)

Prova : Harville, D. 4. (1985).

1.5 Anadlise de Variiancia - ANOVA

Seja y, nx1, um vetor de observagoes .

Sejam A, ..., A,, k matrizes, nxn, comr (A;)=r,1=1, ..,k
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Uma analise de varidncia, ANOVA, ¢ definida como uma parti¢io da soma de
quadrados total do vetor ¥s 1sto €, y y = v Aly + ...+ y Aky, tal que
I, + ... + 1, =n. Notemos que esta 1gua1dade lmphca em EAi =[.

i=1
Esta partigdo ¢ comumente organizada em uma tabela, a qual chamaremos de

Tabela de ANOVA.

Tabela ANOVA 2.1

Fonte de Graus de Soma de Quadrado

Variacao(FV) Liberdade(GL) Quadrados(SS) Médio (MS)

1 r, y'Ayy Ayl
k I v Ay y'Ayyir,
Total n y'y B

Resultado 1.5

k
Sejam A,, ..., A,, matrizes nxn, simétricas € £ A, = 1. Entdo, as seguintes
i=1
condigdes sdo equivalentes.

AAA=0.Vi#j e i,j=1,.,k.
b) A, idempotente, 1=1, ..., k.

&
¢)Zr(A)=n.

Prova : Graybill, F. A.(1961) .
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O resultado 1.5 nos proporciona meios alternativos para verificarmos se uma
parti¢io de y'y é de fato uma andlise de varidncia .

~

Proposicio 1.6

Sob o modelo GM |

yy =y'Py + y(I-P)y

¢ uma ANOVA, onde P, ¢ a matriz de projegdo ortogonal sobre &(X).

Prova :

Temos que
P e I-P

X X

sd0 simétricas ¢
P, + I-P,=1¢e P, (I-P,)=0,

X

entdo, pela condigdo (a) do resultado 1.5, provamos a proposi¢do acima.

|
Vimos na Se¢do 1.4 que y'(I-P,)y ¢ asoma de quadrados do erro. Logo o que

restade y'y , y' Py, é atribuido ao modelo. Por isso, y' P,y ¢ denominada soma de

quadradosﬂdo modelo.
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Proposicio 1.7

Sob o modelo GM,
yy =yPoy +y'(P . -Poy + y(I-P,)y

¢ uma ANOVA, onde %’(XO) - g(X) e P, é a proje¢do ortogonal em %?(XO) :

Prova :

Temos que Pg, P, -P,e I-P, sdosimétricas e
P,+(P, -Py)+ (I-P )=L

Temos P.,P.=(P,P. )= PP, =P,

porque as colunas de P, pertencem a %ﬁ(xo)c %Q(X). Logo,

Px@(Px -P.\ﬂ) :09

P I-P.)=0

(Px'PxO)(I_Px): Px_ Px - Pxﬂ +Px0Px:Oa

o resultado segue pela condigdo (a) do resultado 1.5.
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Proposigiio 1.8

Sob o modelo GM,
¥ 1 1 1 ] 1 ¥ ]
y'y =;y(11)y+y Py - ;11)y + y'(I-P)y

¢ ANOVA se e somente se 1 € B(X).
Prova :

Seja X, =1. Entdo, a matriz de projecao ortogonal em Z&(X,) é

Po=1(1'1)'1' = LS

T?’_I'“_’Sf_l_‘{c o _ o
X,-1eEX « EX) < EX),

e o resultado segue a proposigéo 1.7.

O seguinte teorema é um classico na literatura estatistica: Teorema de Cochran.
Ele pode ser utilizado para definir as distribuigSes das vartdveis aleatorias
conééﬁondentes as parcelas da analise de varidncia, divididas por o2 sob o modelo GM

normal .
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Teorema 1.2
Teorema de Cochran
Seja y um vetor aleatdrio, nx1, com distribuigdo N( p , 0% 1).

~ H -
Sejam A,, ..., A, matrizes simétricas, tal que ¥ A, =1 ou equivalentemente, tal
‘ i1

¥ .
que L y'A,y =y'y paratodos valoresde y.

i=1 . ~ ~

H
Sgar(A)=r,, i=1,..,k,e £r, =n.

i1

' 2 .
a) y'Ay ~ Xirsnay 1= I, ...k
b) y'Ayy, ....y'Ayy sfo distribuidas independentemente.

Prova : Harville, D. A. (1985).

Vimos nesta segfio que, quando decompomos a soma de quadrados total do vetor
y em uma andlise de varidncia, estamos lidando com um parcelamento bem especial.
Com o conhecimento da distribuigdo das somas de quadrados, torna - se possivel a

comparagdo de certos modelos, conforme sera visto na préxima Se¢do .

1.6 Teste de Hipoteses

Esta Se¢o apresenta resuitados sobre testes de hipoteses sobre os parmetros da
equagio bésica do modelo GM Na literatura encontramos duas versdes: uma versao
trata da escolha entre um modelo mais complexb ¢ uma simplificacio deste, e, a outra
versdo define um teste de hipoteses da maneira convencional, baseado em uma variavel

3

pivd. As duas versdes sdo aqui expostas e apontamos em seguida que, se para uma



Capitulo 1 - Teoria Basica de Modelos Lineares 39

dada hipétese podemos exibir o modelo reduzido correspondente a hipétese , entdo, as
duas versdes sdo equivalentes. A obtengdo do valor observado da estatistica do teste

(ambas versdes) pode ser organizada através da tabela de ANOVA.

1.6.1 Comparando Modelos Completo e Reduzido

Em Christensen (1987), Capitulo III, ¢ fornecida uma versdo intuitiva para o uso
de uma estatistica no processo de escolha entre modelos, um uma simplificagdo do

outro. Apresentamos um resumo seguido de um teorema com resultados distribucionais

de tal estatistica.

Consideremos o modelo de GM, normal,
y=X|3 +e , e NN(O,UZI),

definido em (1.2). Seja agora , um modelo de GM reduzido, uma simplificagdo do

modelo anterior :

y=X,5 +e, e~N(o, o), (1.15)

reduzido, porque E(X,) < BX(X), sendo & um vetor pyxI , p,<p.
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Exemplo 1.1 (Continuagiio)

Considere 0 modelo de GM  exemplo 1.1 onde

11 0 o
10 1
X= - e P P
. o 0 -
1 01 P

Um modelo de GM reduzido ¢ dado por

-
[y

i
1

Pt
i -

60
X0= € LE 2
P - 61

11

-

notando que  &(X,) € BE(X) .

Seja P, a matriz de projecdo ortogonal sobre %9(}(0) e P, a matriz

de projecio ortogonal sobre ElX). Sob o modelo (1.15) ambos P, , y e P,y sdo

estimadores ndo viciados da mesma quantidade, porque :

E(Pyy ) = PuX,0 = X,0
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E(P,X,y ) =E(PPoXoy) = E(PoXoy) =X, ,
pelo apéndice A , proposi¢do A2. Assim sob o modelo (1.15),
Py -Poy=(P,-Poly
deveria ser relativamente pequena. A escolha pelo modelo mais simplificado (1.15),
depende da "grandeza " do vetor ( P, - P, ) y, grandeza esta que poderia ser medida
por fun¢do da soma dos quadrados de seus componentes,
[(Py=Po)y] [(Pe- P )y =y (Pi-Po)y.
A estatistica

{'(P: - Pxo){ / r{P_ - P:o)

incorporaria aspectos dos espagos CX)e EX,) .
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q D

Teorema 1.3

Sejam dois modelos GM normais , para 0 mesmo vetor de observagdes :
y=Xp te, e~N(0,0’D), modelocompleto

y=X.8 te, e ~N(0, 0’I), modelo reduzido

-~ -~

onde %’(X0 yo EX).

Sejam P, e P, as matrizes de projegdo ortogonal sobre %;(X Ye
%’( X, ), respectivamente.  Entdo,

a) sob 0 modelo completo ,

V(P - POy 7(P, - P)

~ F ' ) :
y'{ - Px)y / r(I - Px) (P{P,:-P,o).r(I-P).IEX'(Px PIU).Y?)

b) sob o modelo reduzido

{"(Px - Pxo)}: [ r(P,_ - Pxo)

~ F (1.16)
yd-P)ylr(I-P) (rPy - Prhort - £ 0)
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Prova :

a) Pela proposigdo 1.7, a partigdo
¥y =yPoy +y (P -Poy + y(I-Po)y

¢ uma ANOVA . E pelo teorema de Cochran

y'(Px - Pxo)y

2 (r(Ps - P B, - P IE-A]

g

2
2 (i - B, [E(fgn'(r - P,)[Et%_{r)])

»

além de serem independentes. Agora, sob o modelo completo, E(y) = Xp, logo,

{(P,, - P,o)y

2
o2 Kiotr, - By Z 000, - 2xD)

2

~ x 1
o2 (I - P,).? E'-t"(f - P,)Xgi
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Notando que, p'X(1-P_)Xp = p'(X-XP,)Xp = B'(X' -X)Xp=0,

y'-P)y

2
2 ~ X0
a

O resultado (a) segue porque temos a razdo entre duas distribuigdes Qui - quadradas
independentes, divididas pelos respectivos graus de liberdade, sendo a do denominador,
Qui - quadrada central.

b) Sob o modelo reduzido,

1 1
E(—y) = —X,38.
g . o -

Logo, os parimetros de ndo - centrahidade séo

E(=3) (B~ Po)E(=3) = = 8% (P, Py )Xo
o - O ~ g ~ ~

1

02

8" (XoPy - X'pPo)X, 8
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02

1 ' 1 1 (3%
E(;y) (I-PX)E(: y) = — X, (I-P,)X,8
Logo, segue o resultado (b).

Entdo, a escolha pelo modelo reduzido, ao invés do completo, pode ser feita
quando a estatistica (1.16) ¢ menor do que algum quantil da distribuigdo
Fee, - P-PY)

1.6.2 Testando uma Hipétese

Definiciio 1.6

Considere o0 modelo de GM. Seja A uma matriz mxp. A hipétese Ap =d ¢
testdvel se: " i )
a) Ap éestimavel e

b)r(A)=m.

Esta definigdo ¢ clara e intuitiva, pois, se AB ndo fosse estimavel, n6s nio
poderiamos  definir um ﬁivé para um teste desta l;ipc’)tese e achar estimativas da
estatistica do teste. Se r(A)<m,ouo sistema,em Bp,APp =d, ¢ inconsistente, ou
¢ redundante, assim, devemos requerer 1 (A)=m. I

Pela Segéo 1.4, a soma de quadrados do erro, sob o modeto de GM restrito, com
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arestrigdo Ap =d ,
SSE, =SSE + SQ,

por (1.12), onde SQ= (AE -d) (AXX)y AN )" (Af; -d) e Ab =AMXX)y X' y.
Temos S 7 )

(Ab-d) ~N(APB -d ; PAXXYA").
Entdo , pelo teorema A4, apéndice A,
_ o ' - AT N 'y 2
S/ 0"~ (Al_’ ) ‘f) AXXYAY (Af ) f)/ lszx(r(ﬁo;(ﬁﬁ - d)(AXXYAY (AP - d)/0?)"

Agora, vamos reescrever SQ e SSE de maneira que eles tenham formas quadraticas com

O mesmo vetor.

Proposigio 1.9
a)SSE = ( y- XA(ANY f)’ (I-PoX y- XA(AAY d)
b)SQ = (¥ - XAAA)' @) [XXXYAAXX)Y Ay 'AXK) X)) y- XAAAY! d )-
Prova: H "
(a) O resultado segue

X(1-P,)=X-XP = 0.
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(b)
SQ= (Ab - d) (MXXYA ) (Ab - d)
= (AXX)y X'y - &) (AXXYA' )Y (AXX) Xy - d),

mas ,

[AAD) TAXIX(XXYA = (AA) TAXX(X'XY X'A', pois A= AX para alguma matriz A,

= (AA") 'AXP,A'
— (AA') - lAXIAl
= (AA)AN =1,

logo,

SQ = (v - XAAAY ') [XEXXYAAXX) AY T AXX)Y X))y - XA(AAY) ' d).

Proposicio 1.10

___Sgrwy | | 2
SSE/(n - r(X)) r(ay;n - r(0;(AB - QLT AY (AP - /e’

e sob a hipotese Ap =d,

80 /r(A)

F= ~F, . i
SZSZE/(n _ !‘(X)) (r{A); m - r{X);0)
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Prova:

Como :

(1-P)[XXXYAAXX) Ay AXX) X1 =0,

2., .2
SQ/ 0™~ Xy cas - dA@AYIAB - droh)

2
SSE/ o* ~ Xin- rai0) >
e, SQ e SSE sio independentes, o resultado segue porque temos a razao entre duas
distribuigdes Qui - quadradas independentes, divididas pelos respectivos graus de
liberdade, sendo a do denominador, Qui - quadrada central.

Logo, para um nivel de significincia o, a estatistica de um teste para:

H, :Ap =d
versus o
H,:AB # 4
¢ dada por :
F= SQ/r(A) ~ F , sob H,,

SSE /(n - r(X)) (r(d);n - r(X);0)

onde rejeitamos a hipotese AE =d,s¢ F > F, o iaym-rey -
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1.6.3 Comparando Modelos Restrito e Reduzido ou Testando uma
Hipotese?

Voltando ao exemplo 1.1, temos a matriz de delineamento e o vetor de

parametros do modelo completo :

10 -0 .
. . B,
101 - B,
X= |~~~ e p-| |
T || - '
10 - 01 B,
-~ |
e
11
11 5,
Xe= 1" | & 8&- ,
11 "61
11

para um modelo reduzido. Observemos que obtemos o modelo reduzido a partir do

completo fazendo

ou s¢ja, impondo
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ﬁl"ﬁzzﬁl-ﬁ3="'zﬁl—ﬁp: 0,

01 -1 00 olr. 1
po 0
01 0 -10 OB .
AB: N 0w 1_—'
" lo1 o 0 -1 0
p 0]
01 0 0 0 -1)L7n

Esta Gltima expressdo é estimavel. Logo, escolher o modelo de GM reduzido € o
mesmo  que escolher 0 modelo GM restrito com a restrigdo acima. Pela

proposigdo 1.9 uma estatistica F central, sob a hipdtese Ap = @, € dada por

VXX XA AEXXYAYAX X)Xy | r(A)
F== e ) (1.17)
SSE / (n - r(X))

Agora, a proposi¢do 1.7, evidencia a seguinte ANOVA :

y'y = y'Poy + V(P -Poly +y'(1-PJy (1.18)

= y'(P.-Pyoly — y(I-Pgy-y'(I-Ply,

onde

y'(1-P,)y é asoma de quadrados do erro, sob o modelc de GM reduzido, e
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y'(1-P)y é soma de quadrados do erro, sob o modelo de GM, irrestrito.

No entanto, se especificamos wmna hipdtese (testavel) causadora da redugo do modelo

completo, temos
y'(I-Py)y =SSE,,

a soma de quadrados do erro, sob o modelo de GM restrito.

Assim,

¥ (Pe-Poly = y'(1-Poly - ¥'(1-Poy

)  —SSE,-SSE H
= SSE + SQ - SSE, pela equagéo (1.12),
=38Q

= (A8 Y(AXXyA'y (A%).
A matriz P_ - P, é uma matriz idempotente , logo, usando a igualdade de posto

e trago para matrizes idempotentes , temos :

1(Py-Py) =Tr(P-Py)
=Tr(P,)- Tr(Py)
=1(X)-1(X,)
=m=r(A).

Ent3o podemos dizer que as estatisticas (1.16) e (1.17) sfo equuvalentes, quando temos

ambos: modelo reduzido e hipotese testavel associada.
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Resumindo, sob o modelo de GM, seja H;: Aﬁ = 0 uma hipétese testavel, onde
A ¢ uma matriz de m linhas ¢ de posto m. E sgja X; a matrlz do modelo reduzido

correspondente. Denominando :

SSH, = y XXXy AAXXIAY AXX)X'y =y (P, - Py, a soma de quadrados sob
a hipétese H,;

SSM, = »' Py, asoma de quadrados devido ao modelo de GM restrito (reduzido);
SSE =y'(1- P, )y a soma de quadrados do erro, sob o modelo de GM irrestrito e

SSTot =3'y, a soma de quadrados total,

por (1.18), temos a seguinte ANOVA
SSTot = SSM, + SSH, + SSE,

apresentada na seguinte tabela .
Tabela ANOVA 1.7.1

FV GL SS MS

Modelo Restrito r (X)-r (A) SSM, SSM., / (r(X) - r(A))
Hipotese AB =0 r(A) SSH, MSH, = SSH, / r (A)
Erro n-r(X) SSE MSE =SSE / (n - r (X))
Total n SSTot

Logo, para obtermos a estatistica F em (1.16), basta usarmos a razdo entre MSH,

e MSE da tabela de ANOVA.
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Frequentemente ¢ utilizada a tabela de ANOVA com a soma total do vetor y
ajustada. Neste caso, juntando os resultados das proposi¢des 1.7 ¢ 1.8, temos a

ANOVA :

] 1 ] y t l ' 1 T
y'y=—y"(1 10y +p'(Py- ;1 1')y +p'(P,-Py)y +¥'(1-P)y

— ~ -

[} I 1 1 1 1 1 ] ]
= yy-—y(1 1)y = y(Pxﬁ_;ll W+ y'P-Pyy +y'(1-P )y,
n . — ~ -~ - - -

apresentada na seguinte tabela .

Tabela ANOVA 1.6.2

FV GL SS

Modelo Restrito  r(X)-r(A)-1  SSM, - nj?
Hipotese AB=0 r(A) SSH,

Erro n-r(X) SSE

Total Ajustado n-1 SSTot - ny”

Notando que apenas a primeira ¢ a quarta linha se modificaram.

1.7 Reparametrizacio

Algumas vezes sdo usadas estruturas diferentes para modelos GM para o mesmo
conjunto de observa¢des. Dependendo da modificagdo entre duas modelagens é
possivel "transferir " os resultados obtidos sob um dos modelos para o outro. Vamos

expor a seguir, quando ¢ que torna-se possivel o intercimbio de resultados entre dois
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modelos.

Definicéio 1.7

Considere dois modelos de Gauss - Markov, para o mesmo vetor de observagdes
y=Xp + e ,onde p €umvetor px1 (modeloI)

y=Wea +¢e,onde o éumvetorgxl (modeloIl).

Por defini¢do, o modelo II é uma reparametrizagio do modelo I, se para
V b ERP, existe a €ERY, tal que Wa= b, ¢ para V a € RY existe » € RP,

tal que » = Wa.

Notemos que o conceito de reparametrizagio € simétrico.

Uma condigio necessaria ¢ suficiente para o modelo I ser wmna reparametrizagéo

do modelo I, e vice versa, ¢ 5(X) = &(W). Consequentemente, existem matrizes

F, pxq, ¢ G, qgxp,tais que W=XFe X =WG.

Proposicio 1.11

Se os modelos 1 ¢ II sdo reparametrizagdes, €, se a fungdo A'f € estimavel sob

o modelo I, entdo :

a) A'Fa € estimavel sob o modelo II;
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b) o estimador de MQO de A'p, sob o modelo I, € o estimador de MQO de A 'Fa,

sob 0 modelo IL

Prova :

a)A'p é estimavel, sob 0 modelo I, logo

nuf € (X)

= A'= g'X, paraalgum «
- ' F= aXF= aW
- %'F egE(W) )

= A'Fe ¢ estimavel sob modelo II.

— ~

b) Sob o modelo II, o estimador MQO de A'Fa ¢

2'F (WWY W' 5.

e

Sob o modelo [, o estimador MQO de A'B estimavel é

AMXX) X'y = aX(XX)y Xy = aPyy = aP, y, pelo apéndice A, proposigdo A7,

=a WWWyw'y

—

= a XF(WWYy W'y

= LF(WWYW y.
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Exemplo 1.1 (Continuacio)

Voltando ao exemplo de classifica¢do, temos :

110 .0 L
- - - B,
101 -~ Bl _
X=1" - - e p - , modelo (1)
S O | = i
01 B,

Usualmente, textos basicos trabalham com a reparametrizagdo

1 . 0
- ~ [ 1]
&,
01 -
- - o,
W= o -| 2|0

PR | | - :

.0 1 1% p]

Assim,

& =(WWY'Wy-=[7

¢ solugdo unica das EN do modelo IL.



Capitulo 1 - Teoria Bdsica de Modelos Lineares

57

Usando

-

o o

§ :
=]

A'p é estimado por

—

A'Fa = yz_ s

para A =(AgA,, ..A),onde A, =A; + . +A .






CAPITULO 2
Analise de Covariancia

O modelo de analise de covaridncia (ANCOVA) incorpora caracteristicas dos
modelos de classificagio e de regressdo. Na maioria das vezes, os objetivos de andlises
de covaridncia coincidem com os objetivos de modelos de classificagdo. No entanto,
o uso de covariaveis (aspectos do modelo de regressdo) permite, por exemplo, a
comparagdo de grupos, " tirando o efeito " de alguma variavel secundéria, relevante. E
como que fizéssemos uma comparagdo, nivelando previamente com respetto & varidvel
secundaria ( covanijvel).

Além da vantagem acima citada, o uso do modelo de analise de covaridncia
pode acarretar em um melhor ajuste do modelo linear. Tradicionalmente, a analise de
covaridncia tem sido usada como uma ferramenta em analise de experimento. Quando
as unidades experimentais sdo homogéneas entre si, realiza-se um plano completamente
aleatorizado. No entanto, o erro experimental pode ser grande caso as unidades
experimentais sejam heterogéneas. Neste caso, o uso de blocos poderia ser uma
solugdo, isto €, agrupar as unidades experimentais em blocos que contenham
unidades as mais homogéneas possiveis € consequentemente, que os blocos sejam
os mais heterogéneos possiveis. Mas, nem sempre uso do bloco é viavel. E uma
maneira alternativa para reduzir este erro seria usar a analise de covaridncia. Isto é,
introduzir uma covaravel no modelo, como sera visto neste Capitulo. Neste caso, a

covariavel teria o mesmo objetivo dos blocos.

Este Capitulo é iniciado com a apresentagdo do modelo de Andlise de

covariancia. Antes de mencionarmos a estimagdo das fungOes estimaveis dos
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pardmetros do modelo, uma reparametrizagio do mesmo ¢ apresentada, permitindo de
forma mais facil a obtengfo dos estimadores destes pardmetros. O método de estimagio
abordado, como no Capitulo 1, é o de minimos quadrados . Em seguida abordamos a
analise de covaridncia com a matriz de variincia ¢ covaridncias do erro igual a o2V,
seguido de Teste de Hipoteses. Finalmente, apresentamos cinco exemplos para um
melhor entendimento.

Para obtermos a analise dos exemplos apresentados, foram feitos programas em
SAS utilizando procedimentos ANOVA e programagéio em lingnagem IML, os quais

sdo encontrados no Apéndice B.

2.1 Modelo de Anailise de Covaridncia

No capitulo anterior nos referimos ao modelo de classificagdo, quando todos
as variaveis independentes eram indicadoras e ao modelo de regressdo, quando as
variavets independentes eram variaveis gerais. Neste Capitulo iremos tratar de um
modelo de GM onde sdo usadas simultaneamente variaveis classificatérias e
regressoras. Este modelo é denominado de modelo de andlise de covaridncia, onde as
variaveis regressoras daremos o nome de variaveils concomitantes, ou ainda,
covaridveis. Sendo um caso particular do modelo de Gauss Markov, quando usamos
o modelo de analise de covariincia estaremos interessados em estudar uma variavel
aleatoria dependente Y com base em p variaveis independentes X, ..., X, ¢ com base

Z

. 5

em s covariaveis 7, ..
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O modelo de analise de covaridncia amostral em forma matricial € dado por

—

y-[x z]| |-e, (2.1)

onde
y'={y,..,»] ¢éum vetor den observagdes ;

X=[xp..,x,] €umamatriz de delineamento, nxp;

Z=|z,,.., z,] éumamatrizde regressdo nxs;

p'=[P,... ] ¢ umvetor de pardmetros desconhecidos, de dimenséo p;
v'=[¥y ..., Y] € um vetor de pardmetros desconhecidos, de dimensio s;
e' = {e,, ..., e,] é um vetor aleatorio, tal que E(e) = 0 ¢ Var(e) = 0™ .

Portanto, o modelo de andlise de covaridncia é apenas um modelo de GM onde

particionamos a matriz do modelo ¢ o vetor de parametros.

Vamos, agora, reescrever a equagio do modelo (2.1), somando e subtraindo

a parcela P.Z :

y=X[i+Z‘y+e
-Xp P Zy - (1-P)Iy + e ,

onde P, é a matriz de projegdo sobre 0 espago coluna de X, f@(X).
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Proposicio 2.1

Os modelos de analise de covaridncia com equagdes dadas por

y=XBp+P Zy + (I-P)Zy + ¢

B
- (2.2)
-[x Pz (1-P)Z]|Y|-
Y
c
y=X8+(I-P)ZO s ¢
ol (2.3)

- [X d-PHZ]| |-e

(==}
t

onde P, & a matriz de projegdo sobre (X)), sdo reparametrizagdes.

Prova :

Pela proposicdo A2, apéndice A,
€)= Epy.

As colunas da matriz P Z sdo combinagdes lineares das colunas da matriz P, logo,
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EPrz)c EP)=BX)
- BX:P2)=EX)
= EX PZ:(I-P)2)=EX: (1-P)Z).

Portanto, pela Secdo 1.7, Capitulo 1, os dois modelos sdo reparametrizagdes.

u
Note que X e (I-P)Z sdo ortogonais, isto &, X' (I - P)Z = 0. De maneira

analoga ao modelo (1.2), Capitulo 1, as equagdes normais referentes 20 modelo (2.3)

sdo :
3
[X Ud-P)Z] [Xx (-P)Z] ; - [x U-P)Z] y
ou
XX 0 3 X'y
o zu-p)z|le| |zd-P)y|

ou dois sistemas com vetores de incognitas distintos,

X'Xs - X'y

24
Z(I-P)YZ0 -2’ - Py

de modo que uma solugdo da primeira parte do sistema é
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§ - XXXy,
¢ uma solugdo da segunda parte do sistema ¢
B - [z - PYZ] Z'U - Py .

A matriz Z consiste de colunas de vaniavets regressoras, portanto, em muitos casos
Z'(1 - P)Z sera tipicamente ndo singular. Logo, para Z de posto coluna completo, a

solugdo da segunda parte do sistema de EN (2.4) sera
0 - [2'( - PZ]' Z'(I - Py,
sendo esta sohigdo tmica.

A reparametrizagio (2.3) ¢é bastante util. Uma maneira de determinarmos a
estimabilidade de uma fungio

A8+ 1,0,

pela resultado 1.1, Capitulo 1, é observarmos em [ A", : A', ] as mesmas relagdes

lineares presentes entre as colunasde { X : (I-P)Z]. E,se (I-P,)Z ¢ deposto

coluna completo, as relagdes lineares residem nas colunas de X. Desta forma, neste
caso, é suficiente verificar se as rela¢des entre as colunas de X prevalecem entre os

elementos de 4", .
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Sendo X uma matriz de delineamento, ndo ¢ necessariamente de posto coluna
completo, ¢ temos que & ndo € necessariamente estimavel. No entanto, X é sempre

estimavel e seu estimador &
X8 - X(X'X)X'y - Py.

Uma vez que o modelo (2.3) € uma reparametrizagdo do modelo (2.2), 0

estimador da fungdo estimavel

-

i

, sob o modelo (2.2),

-
[ 4

e

é igual ao estimador da fungédo estimavel

AF ; . sob o modelo (2.3),

como visto na se¢do 1.5, Capitulo 1, onde F ¢ uma matriz tal que

[X:(-P)Z]=[X:PZ: (I-P)Z]F.
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Proposic¢io 2.2

Umamatriz Ftalque { X : ([-P)Z]1=[X: PZ: (I-P)Z]F ¢

I - anxz]
0 I
0 I
Prova:
1 - anxz
[X:PZ:(-P)Z]F=[X:PZ:(1-P)z]|®° %
0 1,
~ [X: ({-P)Z]

Sob o modelo (2.2), de matriz de modelo
[X:PZ: (I-P)Z],
se Z ¢ matriz de posto coluna completo, a estimabilidade de
SRS

se verificard se os componentes de A‘, atenderem as mesmas relagdes lineares

existentes entre as colunas de X, conforme Capitulo 1, Se¢do 1.1.
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Proposicio 2.3

Os estimadores de MQO de XPB ¢ v, para o caso da matriz Z de posto coluna

completo, sdo

g| X8 -Pz8 Yy -PZ[Z - P)ZY'Z'(I - P)y

g ) [Z'( - P)Z]"'2'1 - P)y

Prova :

Os componentes do primeiro bloco de colunas em

g
o
=3

i
t

i @
(-
LI ]

atendem s mesmas relagdes lineares existentes entre as colunas de X, logo,

.ﬂ-
X 0 0|

B\ §
01 0|/
” T

é estimavel sob 0 modelo (2.2) e seu estimador é

I - (@XXXZ|T. ,

x o off” 8| [x _p z])id

~~0 I]‘ ~= * -
o1 of al 1° L lsl

- " -lto I S| b iy
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pela proposigio 1.11, Capitulo 1, e pela proposigdo 2.2. Logo o resultado segue.

Proposigio 2.4

No contexto do modelo de analise de covariancia, um estimador nio viciado
para ¢ é

y'( - P)y

n-r([X:2])

onde P ¢ a matriz de projegfo ortogonal sobre %’([X 2 Z] .

Prova:

O resuitado segue o teorema 1.1, Capitulo 1, porque o modelo de andlise de

covaridncia ¢ um modelo de GM , onde particionamos a matriz do modelo ¢ o vetor de

parametros, sendo a matriz do modelo (2.1) iguala [X : Z] .

Proposigio 2.5

A soma de quadrados do erro (SSE,), sob 0 modelo de analise de covaridncia

pode ser decomposta em duas parcelas

' -Pyy-y-P)y-y-P)HZ[Z'UI - PYZYZ'(I - P)y.



Capitulo 2 - Andlise de Covaridncia 69

Prova :

Pelas proposi¢es A8 e A9, apéndice A,
P-P .+ (I-P)Z[ZU - PYZTZY( - P),

¢ a matriz de projegio ortogonal do espago coluna da matriz do modelo de analise de

covariancia, &([X : Z]) . Logo,

YU -Py-yd-P -U-P)II[ZU-P)YITZ'(I- Py

=y - Py -y -P)YLZ(I - P)YZTZ(I - P,)y.

Pela proposi¢do acima observamos que a forma quadratica da segunda parcela nio é
negativa, portanto, a soma de quadrados do erro, sob o modelo de anilise de
covaridncia, ¢ menor que a soma de quadrados do erro sob o modelo GM
correspondente  sem covaridveis. Além disso, a proposi¢do 2.5 indica uma maneira de

usar matrizes de menores dimensdes, ao usar P, ao invés de P.

2.1.1 Modelo de Analise de Covariincia Generalizado

Consideremos todas as suposi¢des do modelo de analise de covanincia,
modificando apenas o seguinte : Var(e) = o2V, para V matriz positiva definida
conhecida. Tal modelo é conhecido como modelo de analise de covariincia

generalizado, sendo um caso particular do modelo de Aitken, visto na seg¢do 1.2,
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Capitulo 1. Pré-multiplicando ambos lados da equagiio (2.2) do modelo por Q, onde

'=Q'Q, nds teremos

Qv - 0 [X Z] + Qe
ou

yo- X zy| |- € (2.5)

onde y—Qy, [X :Z] =0[X:Z] e ¢ —Qe observandoqueE(e)uo e
Var(e ) = ¢ Q V Q' =o¢. Isto é expressamos 0 modelo de analise de covariancia
generalizado como um modelo de analise de covanancia.

Usando os resultados ja apresentados sobre o modelo de analise de covaridncia
¢ sobre o modelo de Aitken, observamos que no modelo de andlise de covariancia

generalizado, A'p ¢ estimavel se

v e LX)

Proposicio 2.6

Os estimadores de minimos quadrados para X'p ¢ y, para Z de posto coluna
completo, sob o modelo de andlise de covaridncia generalizado, denominados

estimadores de minimos quadrados generalizados, com base em V, sdo
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Xb - Ay - AZ[Z'(I - YV YU - A)Z17'2(I - A)YV-'U - A)y

~

¥ = [Z'(I - AN - A)Z]'l Z - AV - Ay

onde

A=XXV'XyX'V'éuna matriz de projegio nio ortogonal sobre o espago
coluna de X
Prova :

Pela proposigio 2.3, o estimador de minimos quadrados de X'B da equagdo (2.5) é
Xtﬁ — Pt xy * _ Ptx Z*[Zﬂ(:[ _ P‘XZ‘)] - IZ*T(I _ P*x)y *’

expressando em termos de X, y ¢ V temos

QX f = QX(XQQXyX'QQy
- QX(X'QQXYX'QQZ[ZQ(I - QX(X'QQXyX'QQZ]”
ZQ(I- QX(X'QQXyXQ)Qy,

Pré- multiplicando por Q' :
Xf =XXVXyXVly

- X(X'VIXYXVZ[Z(V - VXXV XXV HZ)
Z(V - VXXV Xy XV D)y
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=Ay -AZ[ZV(1-A)Z]" ZV(1-A)y

= Ay - AZ[Z(1- AYV-'(I- A)Z]" Z/(1- AYV-'(I- A) , por (1.10).

Também pela proposi¢do 2.3, o estimador de minimos quadrados de y da equagio
2.5)é )
§=[Z"1-P' Y2 'Z"1-P' )y,

expressando em termos de X, y e V, temos

-~

¥ = [ZQ(- QX(XQQXyXQ)Q Z]"ZQ(I - QX(XQQX)X'Q)Q y

t

= [Z{1-A)V-\1-A)Z]" ZA- Ay V'{1-A) y

Proposicio 2.7
No contexto do modelo de analise de covariincia generalizado, para Z de posto

coluna completo,

Y- AV - Ay

MSE
- r([X:ZD))

¢ um estimador ndo viciado de ¢?, onde
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A -4 -(I-DZ[Z2'{ - AU -4yz11'2yd - AHv!

¢ a matriz de projegdo ndo ortogonal sobre B([X : Z]).

Prova :
Pela proposigéo 2.4, temos o seguinte estimador ndo viciado de ¢ apés transformagdo

do modelo de covaridncia generalizado :
YUI-P) Y [(n-r (X Z)

ondey =Qy , X' =QX,Z =QXeQQ=V"'.

Expressando em temos de X, y , V',

A =XXV XXV,
P’ = QX(X'QQX)X'Q', pelo teorema Al, Apéndice A e
P" = [ QX(X'QQX)X'Q +((I-QX(X'QQX)XQ)QZ)
[Z'Q(I - QX(X'QQX)X'QMQ 21"
(1 - QX(X'QQXYX'Q)Q Z ) |, pelas proposigdes A8 e A9, Apéndice A.

temos que
SSE, =" (1-P") "
- Q' { 1-[ QX(XQQXYXQ H(I - QX(XQQXYXQ)Q Z)
[ZQ( - QX(XQQXyXQ)Q Z] "
(- QX(XQQXYXQIQZ) ] }Qy
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= y{ V- VIXXVIXPXQ - (V! - VXXV XXV Z)
[Z( V' - VXXV XXV Z]
(V- VXXV IXYXVYZ ) by

=y'V[I-A- (- AZIZV(1- A) Z]"Z(- AYV Ty

~

=y Vi(1-Ayy

=y'(I-A)V(I-A) y,por(1.10). (2.6)

Agora,
C[QX : QZ])= E([X : Z]), pois Q ¢ uma matriz ndo singular,
= &IX : (I- A)Z), pela proposi¢do A10, apéndice A.
E como AX = X, X e (I - A)Z sdo ortogonais. Logo, pela proposi¢do A9, apéndice A,
A, ¢ a matriz de proje¢do ndo ortogonal sobre EX : Z).

Temos também, r ([X : Z]") =r ([X : Z]). Entdo, segue o resultado.

2.1.2 Teste de Hipéteses no Modelo de Analise de covariincia

Denomina-se analise de covaridncia uma analise de varidncia sob 0 modelo de

anahise de covaridncia.
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Proposicio 2.8

A partigio da soma de quadrados total, sob o modelo de andlise de covariancia,

para Z de posto coluna completo,
yy=y'P.y +y(1-PYZ[Z(1-P)Z] 'ZA-PHy +y' (1-P)y,

é uma ANCOVA.
Prova:

Temos que
P., (I-P)Z[Z(1-P)Z}'Z(1-P e (I-P)
sdo simétricas ,
P, +(1-P)Z[Z(1-PYZ]'Z(A-P, )+ (1-P)=1
P (1-P)Z[Z(1-P)Z]'Z(0-P,)=0
P,(1-P) =0
c (1-PYZ[Z(1-PYZI'Z/(1-P, ) (1-P)=0.

Entdo, pela condigfo (a) do resultado 1.5, Capitulo 1, segue o resultado .
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Uma Tabela de ANCOVA que destaca a soma de quadrados devida a covartavel
¢ dada por:
Tabela ANCOVA 2.1

FV GL SS
Modelo(sem Z) r (X) y'P.y
Covaridveis  r (Z) Y(1-PYZZ'(1-PYZI'Z'(L-P,) y
Erro n-r(X)-r(Z) ;,' (I-P)y i
Total n ,;'y )

onde

y(Y-PIZIZ(1-PHZT'Z(1-P,)y ¢éasoma de quadrados devida a covaridvel Z;
;' P,y ¢ asoma de quadrados do modelo sem a covarigvel Z ;

y' (1 ) P)y ¢ a soma de quadrados do erro.

Uma estatistica do teste para verificar uma hipotese testavel Hy . Ap = 0 é

analoga as estatisticas (1.16) e (1.17) do Capitulo 1, alterando o espago col?ma, &ue
antes era o espago coluna X e agora ¢ o espago coluna [X : Z]. Consequentemente
alteramos a matriz de proje¢do ortogonal .

Quanto a0 modelo de analise de covaridncia generalizado, uma estatistica do teste

ainda sera analoga as estatisticas (1.16) e (1.17), mas agora o espago coluna é
[QX:QZ].
Seja X, uma matriz de delineamento reduzida, onde %’(XO) c E(X).E sejam

P’, e A, projegdes ortogonal e ndo ortogonal sobre E( [ X, : Z] ) . Assim,
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expressando o numerador em termos de X, y, V, A e A, temos

y'(PT-Py’ = y'Q { [ QXXQQX)XQ +((I-QX(X'QQX)XQ)QZ)

" " [ZTQ'(I - QX(X'QQX)X'Q)Q Z]" ({(I- QXX'QQX)XQNQZ )]
- [ QX(XLQQX )X Q'+ (1= QXX QQX) X' Q) Z)
[2Q'( - QXX QQXo) X,/ Q)QZ] ™
((I- QX((XH,QQX)y X, QIQZ) | 3 Qv

= 3 {[ VXXV IXYKV (V- VXXV XXV )Z )
[Z( V" - VXV X)XV ) Z) (V- VXXV XXV HZ) |
- VXXV XXV o+ (V= VXXV X)X,V )Z)
[Z( V! - VXXV XXV ) Z]
(V7= VXXV XXV D) Z) ] y

= y VY [A+T-AZ[Z(1-A)V ' Z]"Z1 - AyV']
S A+ (I- AYZIZ(1- AYV-' Z]"Z(T- AYV- '] }y

= y'V" HTA+([-AZ[Z{0-A)'V "(1- A)Z] “Z'(I - AV
[ Aot (1= AYZIZ(T - AYV-(1- AYZ]'Z(T - AYV-'] }y

= y'V"(Ag-Ago){,

=¥ (Ag- A) VI Ay - Ay) y, por (1.10),
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Sabemos por (2.6) que

yUL-P)y =y I-ApV'(I-A)y ,

P

logo, a estatistica do teste , sob 0 modelo de covaridncia generalizado, ¢

YA, - AV A, - Ay [ r{d, - 4,)
po - g

(I -AD)V - Ay [ r(I- 4)

2.2 Modelo com um Fator e uma Covariavel

Vamos analisar o modelo de classificagdo em p niveis de wm fator, além de uma

covariavel. Este é o modelo (2.1) onde

z

11
10 -0 o
- e - Bo
101 ~ Zini
. - B,
=1 ol Z=1+ |, B= e y=[y].
-~ b4
pl
10 - 01 ; P
z
|“pnp |

A equacdo do modelo para a j-ésima observagdo da variavel y, pertencente

ao 1-ésimo nivel, fixando a covariavel no valor z; ¢

Vii=Pot Bityz; e (2.7)
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A interpretagio deste modelo € que o valor esperado da variavel y € dado por uma reta

de inclinagfio y, independente do nivel do fator, reta esta, fungdo da variavel Z, cujo

intercepto varia conforme o nivel do fator.

Proposicio 2.9

Os estimadores de MQO de Xp ¢ vy sdo

yl. Zl
7 | Yo, - £
) Ez(yij - yl._)(zu B ZI.)
Xﬁ =1, _ TR
- _ _ p M _
Yo, Zy ZE(% - zi.)l
{=tj~1
H 1
79 Z,
¢
j- _
EZ(J’}U - yi)(zd - Zi‘)
6 _ I--1
rFt _
):E(zfj = zf_)z
i1
Prova :

Como a matriz Z tem apenas uma coluna, pela proposigao 2.3, temos

B y - Pz[z(I - P)z]'z'd - P)y

¥ [z'( - P)z] 'z’ - Py
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Vamos agora expressar estes estimadores em termos das varidveis y e z . Pelo

exemplo 1.1, Capitulo 1, pagina 14, temos que

2 Y - ¥

s Y 14, ~ Y
ny = i = (I'Px) y =

yP- ypl - j)-p

;yp‘_ J’mp - JT’;,

9 2 - 4

Zy, Zim, " %
P .z =|: e ([-P)z=

E - _

P z, -z,

7 =

L PJ zpnp zp

= z'(I-P): =[f‘(I-Px)][§‘(I-Px)]'

= §i(zij'fi.)2

i-17-1
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1

= [Z_'(I-Px)f]'li

My

: =32
) E(Zu - Z)

i1 =1

Analogamente a8 z '([-P)z temos:
2 "(1-PYy =[(I-PYI[ ¥ (1-PJ]

= ﬁz‘(zij'fi.)(yij'fi.)-

i-1j-1

Logo o resultado segue.

Proposicio 2.10

A esperanga da variavel y, para o i-€simo nivel do fator considerado, fixando a
covariavel em z,;, ¢ estimada por

Vit (zZ- 7)Y (2.8)

Prova :
E(yij)z (Xp);+ 9%;
= yi.- z;.¥ + 1%; ,pelaproposigdo 2.9
=yt {z;- 7)1 .
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Sejam os modelos de GM, de regresséo linear simples, de y em z, separadamente

para cada nivel do fator, com equag¢des basicas dadas por:

Vij=08o;+0,,z;+e,; , j=1,.., n,, separadamente parai=1, ..., p.

Entéo, as retas de minimos quadrados, pelo exemplo 1.1, Capitulol, pagina 18, sdo

dadas por:

~ Z(yfj - j;;'_)(z,'j - _Z:)
E(y) = yi.. 7 (%~ 7,.) &

"

):(sz - Ei.)z
=l
= 37i.+(zij' Ei.)sli . (2.9)

Ou ainda, podemos reescrever FE(y,) em termos do coeficiente de correlagiio amostral

Z(yij - j;; )(ztj - Z_] )
r;= £ ,

(LG, - £YL0,- 7, 12

isto &,

=

n E(J",J'J_’;)z
E(Q) =yt (z;- ;) i:— T;. (2.10)
E(ZU - Ej)z
1
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No Capitulo 1, pagina 14, vimos que E(yij) =y, ,1=1, .. p, para o modelo de
classificagdo de um fator em p niveis . Observando (2.10), notamos que se a correlagéo
linear entre v ¢ z for préoxima de zero, os valores esperados de y.  serdo

aproximadamente iguais sob os modelos com ou sem a covariavel.

Proposicio 2.11

O estimador de MQO da inclinagdo y no modelo de andlise de covariancia, ¥,

¢ uma combinagdo linear dos estimadores de MQO dos parametros de inclinagio das

retas separadas por nivel
8,,.,8, . 2.11)

Prova:

Pela proposigio 2.9, temos

ny

p
EZ()’U - JT[_)(ZU - Ef)

o t-1-1

r™ _
ZZ(ZU - z,‘_)z
-14-1

. .
ny

E(zjj - Eg)z Z(yg - }TL)(ZU - Eg)
S-1 J-1 _

I

LY
[ ]

r M *
EE(ZU - z_;)z El(z;f - ‘?;)2
Il I

[ 2153
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E(ztj - E{)z
J=1

il
[
[~}

1

-
L]
p—

P
Ez(zg - z_;)z
1 _

O resultado da proposi¢do 2.11 é razoavel porque se assumimos um modelo que
especifica a mesma inclinagdo para a reta y em z, independente do nivel do fator, o
estimador da inclinagdo de{/eﬁa ser alguma fungdo dos estimadores das inclinagdes das
retas individuais por nivel. Observamos que maiores pesos sdo dados aos estimadores
de inclinagdo de reta individual para niveis onde ha maior espalhamento dos valores da
variavel z.

Quanto aos interceptos da reta do modelo de analise de covaridncia e do modelo
de reta individual, para o i-¢simo nivel do fator, os estimadores de MQO tem a estrutura
comum °

¥ - z; ¥,sobmodelo de analise de covaridncia

¥; - z, &,,, sob modelo de reta no i-ésimo nivel ,

lembrando que 4 e &, estimam a mesma quantidade, mas, 9 ¢ baseado em um
namero maior de observagoes .
Observemos ainda que por (2.8) temos que o valor esperado da varidvel y, dentro

do 1-ésimo nivel, para um valor fixo z da variavel regressora, ¢ dado pela reta
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yi.t(z- z;)% ,1=1, .., p, sobmodelo de analise de covariincia.

Comparando estes valores esperados, para, por exemplo, z= z_, a média de todos os

valores utilizados da varidvel regressora , temos

J71.+(E..' z_l.)?

Yot (z..- 2,09 (2.12)

como valores esperados para os varios niveis.

Os estimadores em (2.12) ndo sfo importantes por si préprios, mas sim as
diferengas destes, que estimam as diferengas entre niveis. Vamos comparar os
estimadores em (2.12) com j, ., ..., ¥,. , estimadores das médias dos niveis, sob o
respectivo modelo sem covariavel.

Em primeiro lugar notemos que se os valores z,_, ..., z,, forem praticamente
iguais, os estimadores em (2.12) serdo aproximadamente iguais a y,  , ..., Voo
respectivamente. No entanto, se a correlagdo entre a z ¢ y for forte, a soma de
quadrados do erro sera bem menor no modelo com covaridvel, e também o quadrado
médio do erro, apesar de ter um denominador menor. Desta forma, uma diferenga
significante entre os niveis poderia ficar evidente apenas no modelo de anatise de
covaridncia. E uma diferenga ja significante no modelo sem covariavel, seria mais
acentuada no modelo com covartavel. Por outro lado, se a correlagdo nio & forte, os
quadrados médios do erro podem ser aproximadamente iguais nos dois modelos e neste

caso os dois modelos teriam o mesmo desempenho.
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O que ocorre se os valores z,_, ..., z,. forem bem dispersos ?

Se observarmos § positivo,

Zo<z = 5.4(z -5)F >y,

sendo a diferencaentre y; +(z - z;)9 e y, mais pronunciada para 0s niveis

correspondentes aos maiores e menores valores do conmjunito z, , .., z, .Sea

P
correlagdo entre y e a covariavel € forte (positiva), aos menores ¢ maiores valores do

conjunto  z, , ..., z, podem corresponder os menores € maiores valores do conjunto

.
V1., ¥y, » Tespectivamente. Assim as estimativas de (2.12) seriam menos dispersas
em comparagio as estimativas sob o modelo sem covariavel . Por esta razdo, as vezes,
diferengas que parecem significantes , sob 0 modelo sem covariavel, ficam diluidas sob
o prisma do modelo de analise de covanancia, mesmo que neste a soma de quadrados
do erro seja bem menor . Os dois modelos concordariam, no entanto, se sob 0 modelo
sem covanavel ndo houver evidéncia de diferengas entre os nivels. Se, no entanto, a
correlagdo entre y e a covariavel néo é forte, os quadrados médios do erro podem vir
a ser aproximadamente iguais, de modo que sob os dois modelos teriamos resultados
simulares .

Nesta se¢do consideramos a inclinagdo y independente do nivel do fator. Por isso
antes de fazermos inferéncias, ou mesmo aplicar o teste da hipotese de igualdade entre

os niveis do fator, deveriamos verificar como se comportam as inclinagdes em cada

nivel do fator.
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Considere o modelo
Yij = PBo Bty z;+ }Eei z;x; te;,1=1,..,p, (2.13)
i=1

onde

x;; € o Jj-ésimo valor de variavel indicadora do i-ésimo nivel .
Este modelo € o mesmo modelo (2.7) acrescentado das interagdes entre os niveis dos
fatores ¢ a covariavel z. Isto €, estamos considerando agora, que para cada nivel do
fator existe uma reta com uma inclinagdo diferente. Entdo, para verificarmos se estas

retas tem uma mesma inclinacdo , iremos testar a seguinte hipotese :

H0281=92=...=6p0u H0282-81=...=9p-61 =0,0uai11da
(01 -1 0 ~ ol|Y
. 1|8
1 0 -1 -
H,: A8 = I =o,
P4 P | ; -
01 0 0 -1 _ep_

hipétese testavel, pois A’ = [O,)E Aip Ao Ayl a=1,..,p-1
i=1

2.3 Ilustracoes

Nesta se¢fo sdo apresentados inicialmente quatro exemplos para avahar o
desempenho de covariaveis quando no modelo de classificagdo por um fator . Em

seguida é apresentado o exemplo comentado na introdugédo desta dissertagdo para
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ilustragdo do modelo de analise de covaridncia quando conhecemos a matriz V. No
Capitulo 3 este exemplo sera mais explorado. Em todos os exe'mjplos deste Capitulo a
suposi¢do de normalidade € homogeneidade da varidncia do erro foi verificada, ndo
sendo apresentadas as analises por nio haver nada especial a ser destacado. Também
foi verificado, nos exemplos, a suposi¢do de 1gualdade de mclinagdo das retas dos

diferentes niveis.

Exemplo 1 :

Snedecor, G. W. & Cochran, W. (G. (1982) apresentam um exemplo de um
experimento realizado sobre 0 uso de drogas no tratamento de certo tipo de lepra, num
hospital de criangas ( Eversley Childs Sanitarium, nas Filipinas). Numa etapa preliminar
em cada paciente foram selecionadas seis regides do corpo, infectadas por leprosy
bacilli. Foi, entdo, medida através de testes laboratoriais a quantidade de leprosy bacilli
nessas regides sendo produzido um escore, antes de ser realizado um tratamento com
drogas. Meses apds um tratamento com drogas, a mesma medida, observada na etapa
preliminar ao tratamento, foi observada, obtendo-se um escore para a quantidade de
leprosy bacilli.

No experimento foram utilizadas trés drogas, dois antibi6ticos A ¢ B e C, uma droga
neutra usada como controle. Dez pacientes foram selecionados para cada droga. O
escore da quantidade de leprosy bacilli, medida antes do tratamento, ¢ considerado
como uma covariavel (z) ¢ o escore da quantidade de leprosy bacilli, medida apés o

tratamento, como a variavel dependente (v). Os dados estdo apresentados na tabela 2.1.
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Tabela 2.1
Escores para leprosy bacilli antes (z ) e apés (y ) o tratamente
A B C
z y z v z y
11 6 6 0 16 13
8 0 ) 2 13 10
5 2 7 3 11 18
14 8 8 1 9 5
19 11 18 I 21 23
6 4 g 4 16 12
10 13 19 14 1z 5
6 1 3 9 12 16
11 8 5 1 7 1
3 0 15 9 12 20
z,, =93 | y,.=53 z, =100 | y,=60 z,=129 V5. =103

Esquecendo a covariavel ¢ usando 0 modelo de analise de vanéncia, nds teremos o
modelo de GM (1 2), Capitulo 1, onde

y € o vetor dos escores da quantidade de leprosy bacilli, medida apds o
tratamento, em cada um dos 30 pacientes ;

X é uma matriz de delineamento ( 30 x 4 ), do tipo da pagina 77 e

B'=[B,, B, ,PB,.B,], onde B, representa o efeito médio das drogas ¢ B;,
1=1273, representam os efeitos adicionais individuais das drogas .

Usando os resultados apresentados na pagina 82, as estimativas para o escore
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esperado apods tratamento com as drogas A, B e C séo, respectivamente,
yi.=53 , 5y, =60 e y;, =103.

Resta investigar se os escores médios s#o estatisticamente diferentes. Entdo, para

testar se existem diferencas entre as drogas A, B e C consideramos as hipoteses

¢1 -1 0
1 0 -1

H: B, =p=08,=0ou Ap= o ,ondeA= {

Versus
H,: B; # B, ,parapelomenosumi# j,oulp # o, (2.14)

e obtemos o seguinte resultado.

Tabela ANOVA
FV GL S8 MS
Modelo(droga) 2 293,6 146,8
Ermro 27 993,1 36,856
Total corrigido 29 1283,7 -

Logo, F= 398 > F 4 2.7, = 3,35 implica em termos alguma evidéncia em
rejeitar a hipotese H,, ou seja, temos evidéncia de diferengas entre as drogas.
Agora, considerando a covariavel, nosso modelo passa a ser o modelo (2.1), deste
Capitulo, onde |
z é o vetor dos escores da quantidade de leprosy bacilli, medida antes do
tratamenzo, em cada um dos 30 pacientes.

Obtemos para estimativas do escore médio, para z _ = 10,7, os seguintes
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valores, para as drogas A,BeC:

A 53 +(10,7- 93)0,99=6,686
B 6,0 +(10,7-10,0)0,99 = 6,693
C 103 +(10,7-12,9)0,99= 8,122. 2.15)

Resta, agora, analisar s¢ sdo estatisticamente diferentes. Assim, considerando a

covariavel no modelo, obtivemos a seguinte tabela de andlise de covaridncia para o

teste do par de hipéteses em (2.14)

Tabela ANCOVA
Vv GL SS MS
Modelo restrito 1 803,000 803,000
Hipdtese Ap =@ 2 68,554 34277
Erro o 26 417,203 16,046
Total corrigido 29 1288757 -

Logo, F=2,14 < F|y4s 2.2, = 3,37 implica em ndo rejeitarmos a hipotese H,,
ou s¢ja, ndo temos evidéncia de que existem diferengas entre as drogas.

Assim, observamos divergéncias com o uso dos dois modelos. Ao que tudo indica,
as diferencas que antes se apresentavam, poderiam nfo ser devidas as diferentes
drogas, mas a uma outra fonte de variagdo. Para entendermos melhor ¢ que esta

acontecendo observemos os proximos graficos .
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Griafico 2.1 : Escores de leprosy bacilli, apés meses de tratamento ( 10 criangas por

droga). Reta de estimativa do escore esperado.

O grafico 2.1 ilustra a informagio usada na anahise de varidncia ( sem a covariavel). As
retas indicam as estimativas de escores médios ¢ os residuos que geram o valor do
quadrado médio do erro de 36,86 podem ser visualizados. Notemos que a estimativa
do escore médio, sob a droga C, foi mais elevada do que as estimativas das outras

drogas. Mesmo em meio a varia¢do ilustrada, um teste, a nivel 0,05, conclui pela
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rejeicdo da hipétese de igualdade dos efeitos das drogas.

Droga A Droga B

-
e

T T T
a B 0 1 = ] n

Grafico 2.2 : Escores de leprosy bacilli antes, z (eixo horizontal), e depois, y (eixo

vertical ), de tratamento. Retas de minimos quadrados, sob o modelo de analise de

covariancia.

O gréafico 2.2 ilustra a informagdo utilizada na analise de covariancia. Podemos notar

que a maioria das criangas que receberam a droga C (Controle) ja estavam a nivel mais
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avangado da doenga, contrario ao observado com as criangas que receberam as drogas
A e B, no inicio dos tratamentos. Observando a linha inferior da tabela 2.1,
confirmamos isto, verificando que os escores médios da quantidade de leprosy bacilli,
antes do tratamento, sdo bem préximos para A e B, sendo inferiores ao valor de C .
Como as medidas anteriores e ap0s o tratamento parecem ser diretamente
correlacionadas, os valores em (2.15), usados para estimativas das diferengas entre
escores esperados, estdo menos dispersos do que os valores obtidos pelo modelo sem
covaridvel. Isto contribuiu para um numerador menor na estatistica F do teste de
igualdade de efeitos das drogas, €, apesar de observarmos uma menor variagdo em
torno das retas, ou seja, um MSE menor, o valor observado da estatistica F ndo superou

0 ponto critico para rejeicdo.

Exemplo 2

Neter, J. & Wasserman, W. (1977) apresentam um exemplo sobre o estudo de
uma empresa que deseja analisar o efeito de trés esquemas promocionais de vendas
para seus biscoitos. Os esquemas sdo :
Esquema 1. Colocar nas lojas estante com amostras gratis do produto para os
consumidores.
Esquema 2. Aumentar o espago que as lojas reservam regularmente para expor o
produto aos clientes.
Esquema 3. Colocar material publicitario sobre ¢ produto ( cartazes, panfletos, ...) no
final do corredor da loja onde os biscoitos ficam normalmente expostos.

Para o experimento foram selecionadas 15 lojas (unidades experimentais). Cada
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loja foi aleatoriamente designada para trabalhar com um dos trés esquemas
promocionais de vendas. Em todas as lojas manteve-se 0 mesmo prego do produto e
padrio basico de propagandas.

Os dados referentes as vendas do produto no " periodo promocional ", denotados
por y, sdo mostrados na tabela 2.2, onde também se encontram os dados referentes as

vendas do produto num periodo precedente, denotados por z .

Tabela 2.2
Quantidades de vendas no periodo precedente (z) e durante (y) as promogdes
Esquemal Esquema 2 Esquema 3
z ¥ z ¥ z y
21 38 34 43 23 24
26 39 26 38 29 32
22 36 29 38 30 31
28 45 18 27 16 21
19 33 25 34 29 28
z, =232 ¥, =382 z, =264 ¥, =360 £, =254 y, =272

Esquecendo a covariavel e usando o modelo de analise de varidncia, nds teremos o
modelo de GM (1.2), Capitulo 1, onde

y é o vetor das quantidades de vendas durante a promogdo nas quinze lojas,

X é uma matriz de delineamento ( 15 x 4 ), do tipo da pagina 77 e

8'=1 P, B, , B, . B, ], onde B, representa o efeito médio dos esquemas e f3,,
1 =123, representam os efeitos adicionais individuais dos esquemas.

Usando os resultados apresentados na pagina 82, as estimativas para a quantidade
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de vendas esperadas apos os esquemas 1, 2 e 3 sdo, respectivamente,

y,. =382 |, y, =360 ¢ y, =272

Resta investigar se esses resultados sdo estatisticamente diferentes. Entdo, para testar
se existem diferengas entre os esquemas I, 2 € 3 consideramos as mesmas hipoteses
(2.14), do exemplo anterior , e obtemos o seguinte resultado.

Tabela ANOVA
FV GL 5SS MS
Modelo(droga) 2 338,80 169,40
Erro 12 307,60 25,63
Total cormigido 14 646,40 -

Logo, F= 6,63 > Fg¢s ,.12, = 3,88 implica em termos alguma evidéncia em
rejettar a hipdtese H,, ou seja, temos evidéncia de diferengas entre os esquemas
promocionais.
Agora, considerando a covariavel, nosso modelo passa a ser o modelo (2.1), deste
Capitulo, onde
z € o vetor das quantidades de vendas no peribdo precedente 20
esquema, em ca&a uma das 15 lojas,
obtemos para estimativas das quantidades de vendas média, para z A =25, os
seguintes valores, para os esquemas 1,2 e 3 :
1 38,2 +(25 - 23,2)0,99 = 39,82
2 36,0 +(25 -26,4)0,99 =34,74
3 27,2 +(25 -25,4)0,99 =26,84, (2.16)
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que sdo mais dispersos do que as estimativas sob o modelo sem covariavel.
Considerando a covariavel no modelo, obtivemos a seguinte tabela de analise de

covaridncia para o teste do par de hipoteses em (2.12).

Tabela ANCOVA
FV GL SS MS
Modelo restrito 1 198,678 198,678
Hipotese A =0 2 417,151 208,575
Erro 11 38,571 3,506
Total corrigido 14 646,400 -

Assim, F=35948 > F 4 5.1, = 3,98 implica em rejeitarmos a hipotese
H_. Neste caso ndo observamos divergéncias com o uso dos dois modelos. Porém, com
0 uso da covariavel temos mais evidéncia em rejeitarmos a hipdtese (2.12).
Observemos os proximos graficos .

O grafico 2.3 ilustra a analise de varidncia. Notemos que as estimativas das
quantidades de vendas média, sob os esquemas 1 ¢ 2 foram mais elevadas do que a
estimativa sob o esquema 3. Aliado ao fato de que o valor estimado do quadrado
médio do erro 25,63 indicar pouca variagdo, um teste, a nivel de 0,05, conclui pela

rejei¢do da hipdtese de igualdade dos efeitos dos tratamentos.
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Grafico 2.3 : Quantidades de vendas apos esquema ( 5 lojas por Esquema). Reta de

estimativa da quantidade de vendas esperada.
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Grifico 2.4 : Quantidade de vendas antes, z, € apos, y, esquema promocional. Retas

de minimos quadrados , sob 0 modelo de analise de covariancia.

Observando a linha inferior da tabela 2.2, notamos que a venda média, anterior
ao esquema promocional 1 foi menor. Dada a correlagdo positiva observada entre
vendas pré € pds esquema promocionais, os valores em (2.16), usados para estimativas
das diferengas entre as quantidades de vendas esperadas, estdo mais dispersos do que
os valores obtidos pelo modelo sem covartavel, contribuindo para um numerador maior

na estatistica F do teste de ignaldade dos efeitos dos tratamentos . Além do acréscimo
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do numerador, no denominador houve uma redugéo razoavelmente grande, de modo
que o valor observado da estatistica F supera o ponto critico para rejei¢cdo, com mais

evidéncia.

Exemplo 3

Kleinbaum, D. G., Kupper, L. L. & Muller, K. I (1988) apresentam um exemplo
sobre o estudo do efeito do sédio na urina de cachorros. Para o experimento foram
selecionados 37 cachorros , onde 30 receberam um tratamento com droga (grupo
controle) ¢ 7 ndo receberam nenhuma droga (grupo expenmental). De cada cachorro
foi retirada uma amostra de urina ¢ obtida a quantidade de sédio. Os dados referentes
as quantidades percentuais de sodio na urina apos os tratamentos, denotados por v, sdo
mostrados nas tabelas 2.3a ¢ 2.3b, onde também se encontram os dados referentes as
quantidades percentuais de sodio na urina num periodo precedente aos tratamenios,

denotados por z .
Tabela 2.3b

Quantidades de sédio na urina no periodo precedente (z) e posterior (y) ao tratamento 2

Tratamento 2

v z
11.1 9.4
5.1 5.9
6.5 14,8
17.2 15.5
11.8 234
6,6 7.3
4.1 8,2
y, =121 z, =89
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Tabela 2.3a
Quantidades de sédio na urina no periode precedente (z) € posterior (y) ao tratamento 1
Tratamento 1 Tratamento 1
z ¥ z y
17.5 22,1 9.4 11,5
9.4 12,0 82 8.4
10,0 152 6,3 12,7
7.4 23,1 9.7 17.1
8.8 9.8 7.1 9.3
18.9 26.9 7.2 11,0
10.8 11,1 5,3 8.2
83 13,6 14,3 15.8
8.8 12.8 7.9 9.5
92 7.5 14.1 14,7
3,1 8.1 12,8 17.0
10,3 27,5 12,8 202
10.1 11,2 10,7 13,9
7.3 11,0 59 11.8
11.1 15,3 38 2.0
z, =97 y, =139

Esquecendo a covaridvel e usando o modelo de analise de varidncia, nds teremos o
modelo de GM (1.2), Capitulo 1, onde

¥ € o vetor das quantidades de sodio apés tratamento nas 37 amostras de urina
dos cachorros.

X é uma matriz de delineamento { 37 % 3 ), do tipo da pagina 77 ¢

B'=1[Bs, B, ,B; ], onde B, representa o efeito meédio dos tratamentos e f3;,
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1=1,2, representam os efeitos adicionais individuais dos tratamentos.
Usando os resultados apresentados na pagina 82, as estimativas para a quantidade
de s0dio esperada apos tratamento 1 ¢ 2 sdo, respectivamente,

y..=139e y, =12]1.

Resta investigar se esses resultados sdo estatisticamente diferentes. Entdo, para
testar se existem diferengas entre os tratamentos 1 € 2 consideramos as hipoteses
Hy:B-B,=APp=0 versus Hy:APp #0 , onde A=[0 1 -1] 2.17)

e obtemos o seguinte resultado.

Tabela ANOVA
¥V GL SS MS
Modelo(droga) 1 19,465 19,465
Erro 35 1067,408 30,497
Total cornigido 36 1086,873 -

Logo,F= 0.64 < Fs .35, =4,12 implica que ndo temos evidéncia para rejettar
a hipotese H,, ou seja, ndo temos evidéncia de diferengas entre os tratamentos.
Considerando a covariavel, nosso modelo passa a ser o modelo (2.1), deste
Capitulo, onde
z é o vetor das quantidades de sédio no periodo amterior ao tratamento
nas 37 amostras de urina dos cachorros.
Obtemos para estimativas das quantidades de vendas média, para z. =93 ¢
0s seguintes valores, para os tratamentos 1 ¢ 2 :
1 13,9+ (9,3-9,7)0,96 = 13,516
2 12,1+ (9,3 -8,9)0,96 = 12,484, (2.18)
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que sdo praticamente iguais as estimativas sob o modelo sem covaridvel. Assim,
considerando a covariavel no modelo, obtivemos a seguinte tabela de analise de

covartdncia para o teste do par de hipoteses em (2.17).

Tabela ANCOVA
FV GL SS MS
Modelo resm'tq 1 434 487 434.487
Hipétese A =0 1 6,376 6,376
Erro 34 646,010 19,000
Total corrigido 36 1086,873 3

Portanto, F = 0,34 < Fi44s 1.3, =4,14 implica novamente em ndo rejeitarmos
a hipétese H,. Assim, ndo observamos divergéncias com o uso dos dois modelos.
Porém, com o uso da covariavel tivernos um modelo mats ajustado, dado o valor menor

do MSE. Observemos os proximos graficos .
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Grafico 2.5 : Quatidade de sodio na urina , apos tratamento . Reta de estimativa da

quantidade de sodio esperada.
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Tratamento 1 Tratamento 2

Grifico 2.6 : Quantidade de sédio na urina antes, z, e apos, y, 0s tratamentos. Retas

de minimos quadrados , sob o modelo de andlise de covaridncia.

No grifico 2.5 notamos que as estimativas das quantidades de sédio média , sob
¢ grupo sob a droga foi um pouco mais elevada que sob o grupo controle. Porém ha
grande variagdo em tomo destes valores .

Através do grafico 2.6, e observando as linhas inferiores das tabelas 2.3a e 2.3b,
notamos que a quantidade de sodio média, anterior ao uso da droga foi apenas um
pouco menor no grupo controle. Os valores em (2.18) estdo t8o dispersos quanto os
valores obtidos pelo modelo sem covaridvel. Observarmos uma menor variagdo em
torno das retas, mas apesar disso, o valor observado da estatistica I ndo superou o

ponto critico para rejei¢ao.
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Exemplo 4 :

Este exemplo ¢ ficticio. Através dele onde desejamos ilustrar a verificagio da
existéncia da diferenca entre trés tratamentos, segundo um determinado escore. Os

dados estfo apresentados na tabela 2 .4.

Tabela 2.4
Escores antes (z) e apos {y ) o tratamento
A | B C _
z y z y z y
3,4 7.2 52 7 6,2 6
1,2 5 3,2 5 42 4,5
2,3 6,1 4 6,2 5,2 5.4
5,1 9 2,3 44 3.2 3,4
4,2 8,3 6 8,1 7 7.1
;. =324 | y,. =712 z, =414 | y, =614 | z;=5,16 ¥3. =528

Esquecendo a covariavel e usando o modelo de analise de variancia, nés teremos o

modelo de GM (1.2), Capitulo 1, onde

y 6 o vetor dos escores apds o tratamento, em cada um dos 15 pacientes ;

X é uma matriz de delineamento { 15 x 4 ), do tipo da pagma 77 e

8'=1Po, B, . B,, B, onde B, representa o efeito médio dos tratamentos e
B.,1=123, representam os efeitos adicionais individuais dos tratamentos .

Usando os resultados apresentados na pagina 82, as estimativas para o escore



106 Andlise de Covaridncia com enfoque em Modelos Lineares Mistos de Simetria Composta

esperado apds tratamento A, B e C sfo, respectivamente,
y. =112 , y, =614 e y3. =3,28.
Resta investigar se os escores médios sdo estatisticamente diferentes. Ent3o, para

testar se existemn diferengas entre os tratamentos A, B e C constderamos as hipoteses

(2.14) e obtemos o seguinte resultado.

Tabela ANOVA
FV GL SS MS
Modelo{droga) 2 8,476 4,230
Erro 12 27,368 2,280
Total corrigido 14 35,844 -

Logo, F= 186 < F s ;.15)= 3,88 implicaem termos alguma evidéncia para nfo
rejeitar a hipétese H,, ou seja, ndo temos evidéncia de diferengas entre os
tratamentos.

Agora, considerando a covariavel, nosso modelo passa a ser 0 modelo (2.1), deste

Capitulo, onde

z & o vetor dos escores medida antes do tratamento, em cada um dos 15
paciente;,
obtemos para estimativas do escore médio, para z = 4,18, os seguintes

valores, para os tratamentos A, Be C:
A 7,12 + (4,18 - 3,24) 0,99 = 8,050
B 6,14 +(4,18-4,14)0,99 =6,180
C 528 +(4,18-5,16)0,99=4310 . (2.15)
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Resta, agora, analisar se sd0 estatisticamente diferentes. Assim, considerando a
covariavel no modelo, obtivemos a seguinte tabela de analise de covaridncia para o

teste do par de hipdteses em (2.14)

Tabela ANCOVA
FV GL S8 MS
Modelo restrito 1 9,269 9,269
Hipétese AP = 0 2 26,222 13,111
Erro - 11 0,353 0,032
Total corrigido 14 35,844 -

Logo, F=4082 > F4s 5.1y = 3,98 implica em rejeitarmos a hipétese H,, ou seja,
temos evidéncia de que existem diferengas entre os tratamentos

Assim, observamos divergéncias com o uso dos dois modelos. Ao que tudo indica,
as diferengas que antes néo se apresentavam, poderiam néao ser devidas aos diferentes
tratamentos, mas, a dispersdo em torno do valor esperado, Para entendermos methor

0 que esta acontecendo observemos os proximos graficos .

O grafico 2.7 ilustra a informagdo usada na andlise de varidncia ( sem a
covariavel). As retas indicam as estimativas de escores médios € os residuos que geram
o valor do quadrado médio do erro de 2,28 podem ser visualizados. Notemos que a
estimativa do escore médio, sob o tratamenio A, foi mais elevada do que as estimativas
dos outros tratamentos. Um teste, a nivel 0,05, conclui pela ndo rejeigio da hipotese

de igualdade dos efeitos dos tratamentos.
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Grafico 2.7 : Escores apés tratamento ( 5 pacientes por tratamento). Reta de

estimativa do escore esperado.
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Tratamento A Tratamento B

Tratamento C

Grifico 2.8 : Escores antes, z (eixo horizontal), e depois, y (eixo vertical ), de

tratamento. Retas de minimos quadrados, sob o modelo de andlise de covaridncia.

O grafico 2.8 ilustra a informag3o ntilizada na andlise de covaridnecia. Observando
a linha inferior da tabela 2.4, verificamos que os escores médios antes do tratamento,
s3o maiores para B e C. Como as medidas anteriores € apos o tratamento parecem ser

diretamente correlacionadas, os valores em (2.15), usados para estimativas das
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diferengas entre escores esperados, estdo mais dispersos do que os valores obtidos pelo
modelo sem covariavel. Isto contribuiu para um numerador maior na estatistica F do
teste de igualdade de efeitos dos tratamentos. Além do acréscimo do numerador, no
denominador houve uma grande reducdo, de modo que o valor observado da estatistica

F supera o ponto critico para rejeigao.

Exemplo §

Neste exemplo apresentamos um estudo (ndo publicado) conduzido por Dr. Jodo
Camargo, sobre o nivel de irrigagdo do sangue na cabecga do fémur em pessoas
acometidas de osteoartrose (OA) . Os ortopedistas questionam se pessoas acometidas
de OA, na cabega do fémur, podem estar com a circulagdo do sangue reduzida nesta
area afetada. Um grupo de 12 pessoas acometidas de osteoartrose € observado ( grupo
OA). Essas pessoas estdo situadas na faixa etaria de 50 a 85 anos de idade. Um
segundo grupo de 11 pessoas, da mesma faixa etana, ¢ observado ( grupo controle),
tendo estas pessoas sofrido acidentes com fraturas do fémur, devido a2 quedas em suas
proprias residéncias. Uma medida da circulago do sangue ¢ observada apos a injegio
de substancia radioativa, sendo definida como a razdo entre as duas quantidades :

contagem de radiagio, por grama de osso, num periodo de 100 segundos e a
quantidade de radia¢do por grama de células vermelhas administrada.
Duas localidades no fémur sdo amostradas: a cabega do fémur (objetivo principal do
estudo), sendo a medida de irmigagdo considerada como a variavel dependente, y, e o
grande trocanter, sendo a medida de irrigagdo considerado como uma covandvel, z,

sendo este illtimo area de grande irrigagdo sanguinea, e, portanto, um tipo de controle,
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dentro do mesmo individuo. No grupo controle, duas medidas sio observadas para cada

uma das 11 pessoas que o compde, uma na cabega do f€mur e outra no grande

trocanter. No grupo de osteoartrose, uma medida ¢ observada no grande trocanter ¢, na

maioria dos casos, mais de uma medida sdo observadas na cabeca do fémur, sendo

medidas repetidas da mesma unidade. Os dados obtidos sdo apresentados abaixo.

Tabela 2.5

Medida de irriga¢iio sanguinea na cabeca do fémur ¢ no grande trocanter nos grupos

controle e QA

Grupo Controle Grupoe OA
GT (z) Cabega(y) GT(z) Cabega(y) Cabeca Média
49 13 - 18, 14,15, 19. 19 17
73 12 46 12,17,31,26 21,5
58 9 50 15,9 12,0
33 9 91 24,9,8,10, 26,13 15,0
84 10 16 13,19,6,3,12 10,6
15 8 97 31,35 33.0
43 9 102 19, 20,25 21,3
38 11 73 19,19 19,0
90 28 - 14,19, 18,24, 18, 11 17.3
43 12 67 10 10
71 28 70 2, 13, 14, 10 11,5
56 18 18

Uma maneira de trabalharmos com esses dados € considerarmos somente as

médias das observagdes, de modo que teremos apenas uma observagdo por unidade.

Agora, quando seguirmos um modelo de analise de covaridncia supomos que todos os

¥ ; proveém de uma distribui¢do normal com mesma média e variancia. Porém, se
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usarmos as médias, estaremos tratando de Var( y;;) = o®/n, i » ignorando covariancias,
onde n;; é o nimero de observagdes na i-¢sima unidade do i-ésimo nivel, isto €,

estaremos agora tratando do modelo de analise de covaridncia generalizado, onde

1 0 - 0 0 0
0 1 -~ ! 1
e v 0 + | } grupo controle
0 - 01 0 0
1
V=|o 0 — 0 - 0
4
1
i 0 — -
2 } grupo OA
: R N ¢
0« - 0 0 -« 0 1]

¢ a covaridvel ¢ a medida do grande trocanter. Observemos que no grupo QA estdo
faltando duas observagdes no grande trocante, por isso, sO iremos considerar 0s
individuos restantes.

Assim, verificar se a média de irrigagdo da cabeca do fémur no grupo controle difere

da média de irmgagdo da cabega do fémur do grupo OA, equivale a testar as hipéteses

Hy: B, -B,=0
VErsus

Hy: B, -p,#0. (2.18)
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De modo que obtemos a seguinte tabela .

Tabela ANCOVA
FV GL SS MS
Modelo Restrito 1 1734,0957  1734,0957
Hipétese Hy B, - B, =0 | 21,3033 21,3033
Erro 18 1221,1089 67,8394
Total corrigido 20 2976,5079 -

Logo ¥ =0,3140 < F45. 1. 15, =4,4139 nfo temos evidéncia para rejeitar a hipotese

Hy.






CAPITULO 3
Modelo Linear Misto de Laird - Ware

Neste Capitulo tratamos de modelos direcionados a analises onde as unidades
experimentais ou observacionais sio observadas varias vezes. Os modelos lineares
apresentados nos Capitulos 1 e 2 poderiam ser adaptados, de modo a tratar
adequadamente a existéncia de dependéncia entre as observagdes de uma mesma
unidade. Além disso, a heterogeneidade entre unidades pode ser modelada através do
uso de efeitos individuais aleatorios. Um modelo linear geral que se utiliza de efeitos
fixos e aleatdrios € o modelo de Laird, N. M. & Ware, J. H. (1982). Abordamos
especificamente o modelo de Laird - Ware com estrutura de covaridncia constante entre
as observagdes de uma mesma unidade, denominado modelo de Laird - Ware de
simetria composta. Este modelo pode vir a ser adequado para situagdes onde uma
enumeragdo das observagdes ndo tenha nenhum significado.

Apresentamos os resultados de estimagdo de méaxima verossimilhanga, que
coincidem em parte com a estimagdo sob o método de minimos quadrados. Temos
apenas um parametro, ao qual atribuimos valores arbitrarios, no calculo da fun¢io de
verossimilhanga e ndo ha problemas em localizar um maximo global.

A utilizagdo de efeitos aleatorios no modelo, sob a suposig¢do de normalidade,
nos fomece mais uma maneira de verificar a adequagdo do modelo ( Ryan, L. M. &
Lange , N. (1989) ). Assim, para o problema que motivou este estudo, ajustamos
modelos com e sem covanavel. O grafico dos efeitos aleatorios padronizados evidéncia
a grande utilidade da covariavel, pois, no modelo com covariavel a configuragio dos

efeitos aleatérios parece bem razodvel. O uso de covaridvel nos pareceu indispensavel
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na andlise deste problema.

No Apéndice B apresentamos o programa usado para a obtengdo das diversas
estimativas. Este programa pode ser modificado para modelagens diversas de modelo
de covariancia com mais de uma covariavel ou outros modelos polinomiais com as

covariaveis.

3.1 Modelo Linear Misto de Laird -Ware de Simetria Composta

Os modelos apresentados até agora consideram efeitos dos tratamentos (niveis
do fator) fixos. Iremos agora considerar uma abordagem onde utilizamos efeitos fixos
e aleatorios.

Laird, N. M. & Ware , J. H. (1982) propuseram um modelo, denominado
modelo linear misto de Laird-Ware, a partir do trabalho de Harville, D. A. (1977),
englobando uma variedade de modelos com efeitos fixos e aleatoros € com variedade
de estruturas de variancias e covaridncias. O modelo linear misto de Laird- Ware

definido para a i-éstma unidade do grupo k ¢ dado por :

Yie =Xix B T L 05 + ey, 3.1)
onde

Vie = Vit o s Vi ] € um vetor coluna , n,x1, das n, observagdes obtidas da
unidade 1;

P
m, é o mimero de unidades do grupok , com ¥ m, =m
k-1
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X.. ¢ uma matriz conhecida nxp',ondei=1, .. m;
L., éuma matriz conhecida nx q,ondei1=1, ..., m;
B =[B, ... B,]éum vetor de g parametros fixos desconhecidos ;

0: =[ 0, .., 0, ] ¢ um vetor de qx1 de efeitos aleatorios que representam

alguma caracteristica, particular a unidade , onde a dimenso q € fixa para qualquer

unidade, e 8,, ~N( 0; 0°B), onde 0° um escalar, ¢ B uma matriz qxq desconhecida;

-~

e =[€ws .. &pqi) € um vetor aleatorio, nx1, tal que e;, ~N( 0; 0°W,}),

onde W, , pode ser conhecida ou ndo, e, e;, sdo independentes entre diferentes

unidades e independentes dos vetores de efeitos aleatorios.

Notemos que sob este modelo para cada unidade i podemos ter diferentes
nimmeros de observagdes. Notemos ainda que 0,, ~ N( 0; 0°B) e e;, ~N( 0; 0°W,,)
implicam em i

Var ( y;, )= 0( LyBLi + Wi ) = 0* V,,
E(y it) = Xix P

= Vie ~ N( X B:06° Vir). (3.2)

Observemos que a matriz de vanéncias ¢ covariancias do vetor de observagdes

da i-ésima unidade no grupo k evidencia duas fontes de varabilidade B ¢ W,. E, ainda

' O nimero de colunas da matriz X;,, bem como o nimero de pardmetros fixos, aqui
denotados por p, ndo s3o necessariamente 0 numero de grupos, também denotado por p neste
Capitulo.
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se B=0 trata-se do modelo de GM normal ou Aitken, definido no Capitulo!, onde cada
unidade tem n,, observacdes.

O modelo de Laird - Ware de Simetria Composta ¢ o modelo que apresenta
uma estrutura de matriz de variincias e covariincias do vetor de observagdes de uma
unidade bem particular : covariincia constante entre quaisquer observagdes de uma
mesma unidade e efeito aleatério unidimensional. Uma situagédo para qual este modelo
parece ser adequado ¢ quando tomamos varias observa¢des numa mesma unidade
sendo que a ordem dessas observagdes ndo tem nenhum sigmficado. Nesta dissertagdo
sO sera considerada esta estrutura. O modelo de Laird-Ware de simetna
composta para a i - ésima unidade do grupo k é dado por (3.1), com as seguintes

particularidades
Vi =X B T 10, + e, (3.3)

onde

>
}
1—;-'—|
—

o] n, linhas,i=1, ..., my

X,={110 - 0] n,, linhas, i=1, ..., my;

~ ~ ) Ll

X,=11 010 - o] n, linhas, i =1, .., m,;

-~ ~ ~— ~— ~

X, =ll 0 - 0 1] n, linhas, 1=1, ..., m;;
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91 I, --.’Bm l, EEETY 8 - 8
e.i=1,..,mek=1,. . p sdo vanaveis aleatorias multidimensionais

N(o; oziQ e

1> -+ Do, 530 varidveis aleatorias unidimensionais N(0;0%b);

os efeitos aleatorios €, ,, ..., Oy, , sdo referidos como " efeitos aleatérios entre
as unidades ". As variaveis e, , ..., e p I€Presentam os fatores ndo controlveis e sdo

referidas como "efeitos aleatodrios dentro das unidades ”.

A definigdo das matrizes X, implica em que f, o primeiro elemento do vetor
B, seja o valor esperado para o grupo 1 e que P, + Py, seja o valor esperado para
0 k-ésimo grupo, k=23, ..., p.

Para esta estrutura de matriz de varidncias e covaridncias temos que

V,.=1b1'+ [, =
b 5] [t o - ol [s+1 @ b
: 1 0 1 ~ : b b+l : (34)
= + = . .
i H i Y ~ 0 H ~ ~ b
b b | 0 01} | b b b+1«

3.1.1 Estimacio - Maxima Verossimilhang¢a

No Capitulo 1 apresentamos o método de minimos quadrados para estimar
alguns parametros . Neste Capitulo iremos apresentar o método de maxima

verossimilhanga, que para o caso que estamos tratando equivale ao método de minimos
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quadrados generalizado, quando supomos as matrizes V,, conhecidas, isto é, quando
temos b fixo.
Por (3.2) e considerando a estrutura de simetria composta temos que a fungédo

de densidade conjunta das observagdes da i-ésima unidade, y;,, ¢

1

f(yic) = leXP {- —1";( Vir - Xy B )'V,_,,l(J’ik ~XiB )} (39)

29° ~

(27) 202 |V, )}

Seja L( B, 0, b) a funcio de verossimithanga, a qual ¢ obtida pelo produtério
das densidades c:)njuntas (3.5) para todas unidades, considerando os pardmetros como

variaveis ¢ as observagdes fixas. Ento,

p M
L(p,oz,b):HH ! eXp{- ——I 2(yik_XikB )'V;tl(yik-Xikﬂ)}:(S-ﬁ)
~ k11i-1 ®, 1 20 ~ - ~ ~

(23)2(0?[V,,)?

de modo que os estimadores de maxima verossimithanga sdo obtidos maximizando

L(B, 0% b), ou, equivalentemente, minimizando - 2InL = ¢ .

Resultado 3.1

O estimador de maxima verossimilhanga de B, fixado b, ¢

B = (5 LXK (E LX), 3.7

k-1 4-1 k-1i-1
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assumindo a existéncia da inversa.
Prova : Jones, R. H.(1993) .

P ™
Neste Capitulo s6 iremos usar a matriz (¥ ¥ X', V,;l X;,) de posto completo.
E-1¢-1
Logo, notemos que B ¢ estimavel ou qualquer combinagéo linear dos elementos de B .

- -

Resultado 3.2
O estimador de maxima verossimithanga da varidncia do erro, fixado b, é

my

=%§,E(J’ik'xmﬁ)rﬂk(%k ikﬁ ), 3.8
h - -

onde n ¢ total do numero de observagdes.

Prova : Jones, R. H.(1993) .

Os resultados acima consideram b fixo, mas na realidade nido conhecemos o

valor b. Porém, pelo método de maxima verossimilhanga, escolhemos arbitrariamente

.- : . a ~7
um valor positivo para b e em seguida calculamos B , 8° ¢ ¢, onde

¢=-2nL=nln(2% &2 )+fgm(w,kn+n (3.9)

ke]it1

efetuando-se este procedimento para diversos valores para b, até¢ ¢ ser minimizada.

Uma vez que £ seja minima, temos as estimativas de maxima verossimilhanga de B,

o2 ¢ b. Observemos que, fixado b, conhecemos as matrizes V,,, logo, o modelo de
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Laird-Ware equivale ao modelo de Aitken, normal, com a seguinte equagio

- )
Vit - - 19,,+¢,
- Xu ~ -
=1 B+ i , (y=XB+e) (3.10)
o | |Xmpe {Bw " Empp
D ~ =~
onde
1 Bll + e”
E 1] = ;
i Bmpp + empp
10, e, Fn 0 0 1
) - 0 ¥, ~
Var ; = g? =g’V .
. o 0
1 empp + mp
0 0V
-7 T L mpP |

De modo que os estimadores de MQG de B e 82 sdo respectivamente, pelo

Capitulo 1, se¢oes 1.2 e 1.4,

~ . p "k - P "k v -
B=XVXy'(XV'y)= (Y ZX'ikV;;Xik)-l(E ZX-ikaklyik),

-~ k-14¢-1 kel¢-1
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¢
0= ————(y - XB)V'(y -XB ) =
¢ (n - r(X))({ E ~ ~
1 z

m E.“Zl({;k lkB) ﬂ;(yxk ikE’ ),

supondo que a inversa de (X'V-'X) ! exista.

Logo, percebemos que o estimador de maxima verossimilhanga para g ¢
exatamente o estimador de MQG e o estimador de maxima verossimilhanga de 52 é
equivalente ao estimador de MQG ( denominador menor para o0 MQG ).

Vamos expressar esses estimadores em fungdo dos totais, ou médias das

unidades e de b, para o caso do modelo de Laird- Ware de simetria composta.

Resultado 3.3

No contexto do modelo de simetria composta, o estimador de maxima

verossimilhanga do valor esperado do grupo K € dado por :

m
tzl(y:k.” + bny) ﬁl se k=1

A

M B +a se k=»1l
izl(nfk‘/l - bn ) 1 Tk

onde y,, ¢ a soma das observagdes da unidade 1, no grupo k.

Prova : Guimardes, Paulo K. B.(1994)
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Resultado 3.4

No contexto do modelo de simetria composta, o estimador de maxima

verossimilhanga de ¢* é dado por :

onde y, =y, - XB €éo vetor de residuos da i-ésima unidade do grupo k e

~

¢ a soma dos elementos do vetor y _ .

~

k.

~

Prova : Guimardes, Paulo R. B.(1994) .
Exemplo 3.1

Para 1lustrarmos o resultado 3.3, consideremos que num grupo k, k #1, temos
3 umidades, com n,, = 5, n,, = 20 ¢ n,, = 50 unidades. Vamos analisar o que ocorre
se a estimativa de maxima verossimithanca de b for maior do que 1 (a) ou menor do que
1 (b).

a) Suponha % =12, entdo,

B,+t P = +

A i V1. Yar, V. L3, 20 30
1.5(12) 1-200,2) 1-:5(2)] |7 25 6l

Yie. Y Vg,

= + +

63 583 1424
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=030y, + 0,34y, + 036y,,,

onde y,, ¢ amédia das observagdes da i-€sima unidade do grupo k.

b) Suponha & = 0,6, entio,

BT+Bk_ — e —

~ ~ _ ylk. ygk. yg;-_ A 5 20 50
1+ 50,6 1+2000,6) 1 +50(0,6) 4 13 31

Yik. V. Yk,

+

17,61 57,22 136,44

= 0,28y, + 0,357, + 037y,, .
O

Pelo exemplo ¢ ilustrado que o estimador das médias dos grupos sdo médias
ponderadas das médias por unidade, sempre com maior peso para aquelas unidades com
maior nimero de observagdes. Observemos que se 4 ¢ maior do que 1, estamos
inferindo que a variancia do erro é menor do que a variancia do efeito aleatorio € o
contrario se b ¢ menor do que 1. Quando a varidncia do erro € maior do que a variancia
do efeito aleatdrio (caso b), ou seja, mais variag3o dentro de unidades do que entre as
médias das unidades, a ponderagdo dada a média ¢ maior quanto mais observagdes
houver. Assim, quando § ¢ menor que 1, os pesos das médias dos individuos sio mais

dispersos, em comparagdo ao caso com 4 maior do que 1.
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3.1.2 Teste de Hipéteses

Quanto a estatistica do teste para uma hipotese Ap = 0, ela € analoga as
estatisticas (1.16) e (1.17) do Capitulo 1, onde 0 MSE apresuemta(i'o naquele Capitulo
equivale ao 6% deste Capitulo, com pequena diferenga no denominador. Uma
observagdo a ser feita € que neste Capitulo quando quisermos testar a igualdade das
das meédias dos grupos, devemos testar a hipotese P2 =...=Pp=0, porque

Ba,.. ., Br sdo os incrementos das médias dos grupos em relagdo a média do grupo 1.

3.1.3 Predicao dos Efeitos Aleatérios do Modelo de Laird - Ware de
Simetria Composta

Resultado 3.5

Um preditor do efeito aleatdrio da i-éstma unidade do grupo k, 8, , no

contexto do modelo geral de Laird-Ware é
éik - BL’in-kl( Yik - Xikﬁ )
Prova : Harville, D. A. (1976)

Proposicio 3.1

O preditor do efeito aleatorio da i-ésima unidade do grupo k, @, , no contexto

do modelo de Laird-Ware de simetria composta ¢ dado por

2 1
Bik - — yik.

1/6 + n,
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Prova:

No contexto do modelo de simetria composta B=b e L; = 1,, logo pelo resultado 3.5,

segue que

8, =4 E'iV,;l({:ik -Xikﬁ ). (3.11)
Temos em Guimardes, P. R. B.(1994) que no modelo geral de Laird-Ware

vl =W, -W LB+ LW L] LW "
Logo, temos no modelo de simetria composta

V. =L-1{l/6+11]"1'
11
=] — (3.12)

1+ bn“

Sabemos que ( y;, - X B ) =y, ¢ 0 vetor de residuos da i-¢ésima unidade. Assim,

-

substituindo (3.12) e y . em (3.11) , temos
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= b1’ - -—;— Vi

= — Y
178 + n,,

Observemos que §,, ¢ quase uma média dos residuos da i-ésima unidade do grupo k.
Ou seja,

e

se 5 >1= Loy 6, ¢ praticamente a média dos elementosde y, ;
b

a~—

se b<1= Loge 0,, ¢ menor que a média dos elementos de y,. .
b
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Uma outra observagdo sobre os efeitos aleatorios € que usamos a suposigdo de
normalidade, logo, devemos verifica-la. Uma maneira de fazer esta verificagdo é
desenhando o grafico normal ponderado dos efeitos aleatorios padronizados preditos,

Dempster, A. P. & Ryan, Louise M.(1985).

3.2 Modelo de Laird - Ware de Simetria Composta com Uma
Covariavel

Consideremos o modelo de Laird-Ware de Simetria Composta ¢ acrescentemos

uma covariavel no modelo :

YVik =Xk T z;0y T10, + ey (3.13)

onde

i-,k ¢ o vetor da covaridvel correspondente 3 i-ésima unidade do grupok e
v € 0 pardmetro associado a covariavel.
Notemos que agora

E(J:ik) = Xik? + ZiY

- Vie ~ N(Xj¢ B+ ziny ;02 Vi), (3.14)

onde a estrutura de varidncias e covariancias permanece a mesma do modelo de
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Laird-Ware de Simetria Composta.

Proposic¢io 3.1

Os estimadores de maxima verossimilhanga de p ¢ v , fixado b, no contexto
modelo de Laird-Ware de Simetria Composta com uma covariavel sfo respectivamente

r ™

B _(Z ZX'Iij::X ) I(E EX'II\ g_k ylk) (E EXrlka;lXIk (Z ZXllkV-l Ik)

-~ k-13-1 k-1i-1 k-11-1 k=1 1.1

[3F 24 Vi (T- Az £l (3 5 2 V(- Ay i)

k=111 ~ k-14¢=1~

F IR

[Ezzrky (Iﬂ\ Alk) zl]\] (E EzlkV{k(Ilk A|k) ylk)

E-11-1 ~ k-11-1~

assumindo a existéncia da inversa ¢ definindo A,, como a matriz de projec¢do nio
ortogonal sobre Z5(X,, ) para a i-ésima unidade.

Prova :

Observemos que o modelo de Laird-Ware de Simetria Composta, fixado b, com uma
covariavel ¢ equivalente ao modelo de analise de covaridncia generalizado. De modo
que, de forma analoga ao modelo de Aitken, os estimadores de MQG do modelo de
anahse de covaniancia generalizado, Capitulo 2, coincidirdo com os estimadores de
maxima verossimilhan¢a do modelo de Laird-Ware de Simetria Composta com uma

covaridvel. Assim, o resultado segue.



Modelo Linear Misto de Laird - Ware 131

Proposicao 3.2
Os estimadores de maxima verossimilhan¢a de o2, fixado b, no contexto

modelo de Laird-Ware de Simetria Composta com uma covariavel ¢

[ 1
o2=1 3_2. Y (i - XiB - zud) V,}l i - XieB - zi®).
n ke1yel ~ ~ ~ ~ ~ ~
Prova :
De maneira analoga a0 modelo sem covaridvel, no modelo com a covariavel o
estimador de MQG de ¢, Capitulo 2, coincide com o estimador de maxima
verossimilhanga, a menos de r ([X | Z]) unidades no denominador.
|

Observemos que no modelo exposto sem a covariavel o residuo da parte
sisteméatica variava em torno da média dos grupos, isto €, varitava em tormo de uma
constante, enquanto, que no modelo agora apresentado o residuo da parte sistematica

varia em torno de uma reta ajustada.

3.3 llustracdes

Exemplo 1

Consideremos o exemplo 5 do Capitulo2 e usando o modelo de Laird - Ware

de Simetria Composta,

Vie = XixB 718, t e,

- ~

para a i-ésima unidade do grupo k,
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onde

Xi1r={1 0 }é ai-ésima matriz de delineamento do grupo controle;

Xi2=[1 1 ] ¢ ai-ésima matriz de delineamento do grupo OA e

-

B = B1,Bz] ¢ o vetor de pardmetros fixos.

Agora, para verificarmos se ha diferenca entre os valores esperados dos grupos, ou seja
para testar as hipoteses

Ho: P2=0
versus

Ho:B2#0, (3.15)

nos obtemos a seguinte estatistica do teste

2 My .
(AB)(A(E I X, 7, X,y 'AY (AB)
Fe — = E1i-1 ~ . = (,08920,
62

onde A=[01],
Assim, ao nivel de 5%, £ 051,39, = 4,09 , logo, ndo temos evidéncias de que os dois
grupos tenham médias de irrigagdo na cabega do fémur diferente.

Agora, quando exibimos 0 modelo de Laird-Ware de Simetria Composta,
supomos que os efeitos aleatodrios vinham de uma distribuigdo normal. Assim, vamos
verificar esta suposi¢do observando como se comportam os valores dos efeitos

aleatOrios padromzados preditos no grafico 3.1.
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Notemos que no grupo controle os valores preditos dos efeitos aleatorios estio
concentrados em valores negativos, ndo havendo um espalhamento homogéneo como
¢ de se esperar, caso a suposi¢do de normalidade com mesma variincia seja atendida.
Além do mais, os pontos néo estdo muito centralizados na faixa demarcada. Logo, ha

evidéncia de que o uso deste modelo ndo é adequado.

; o

H

i
o - ;
/ ey

“,o""l; - ,."'/
- ’..".' “.‘,.".' /l”-,-’-‘
S
) o ’b.-' 0~
VAR A
P L
oS
» o p"
o - .',l‘ J'f‘ _.-"..d
a"{ a".. o
A
A
yd ’ x”f-,x'f ’
A
-~ ,.-""'
- o e O grupo OA
o f..-*’ ® orupo controle

4

Grifico 3.1: Grafico de probabilidade normal ponderado para os efeitos aleatorios

padromzados preditos, sob o modelo de Laird - Ware de Simetria Composta sem

covariavel. o
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Exemplo 2

Continuando o exemplo 1, ou seja, considerando agora a covariavel GT no modelo de
Laird-Ware de Simetria Composta, nos obtemos a seguinte estatistica do teste para as
hipoteses (3.15),

(AB)'(A(SQ)IAY(AB)

F= —= = =0,0176,
62

2 M zZ M 2 My
onde SQ= ( ¥ FX; Vi 'X,) (T X0V XY Y (X5 Vi gy I\)
k1ol kel i-1 k=1 -1
2 M 2 My 2 m

[EZX'II\ ik I(I A1k)z:k]1 EE(X'IK ll\ Z]k)():. ZXH{V IXk)l

ke1i=1 k=111 ~ k-11-1

z,, ¢ovetor n x1 da covariavel do 1-¢simo individuo do grupok, k =1,2.

" Neste exemplo o vetor correspondente ao individuo i possui todos os seus
elementos iguats, 1=1,...,m,;

V. € uma matriz do tipo (3.4) ;

X, € a i-ésima matriz de delincamento do grupok e

A, € a matriz de proje¢do nio ortogonal sobre E(X,,) para o i-ésimo individuo

do grupo k.
Assim, ao nivel de 5%, F 0513, = 4.10, logo, novamente temos evidéncias de que

os dois grupos tenham a mesma média de irrigagdo na cabega do fémur. Porém, com
0 uso da covariavel os efeitos aleatorios do grupos ficaram mais dispersos, provocando
uma maior mistura entre eles, além de quase todos cairem dentro da faixa de
normalidade, como é observado no grafico abaixo. De modo que o uso da covarigvel

nos parece ser indispensavel na anatise deste problema.
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wrafico 3.2: Gréfico de probabilidade normal ponderado para os efettos aleatorios
adronizados preditos, sob o modelo de Laird - Ware de Simetria Composta com
Jvaridvel,
w]

Nos exemplos anteriores verificamos que nio ha evidéncia de diferenga entre
s médias de irrigagio na cabeca do fémur dos dois grupos. Logo, abaixo iremos
sresentar as estimativas dos parametros do modelo de Laird - Ware de Simetria
omposta com covaridvel considerando as populagdes de pessoas acometidadas por

steoartrose ¢ sadias como uma timica populagéo, para b = 0,409.

<82 =3437 - §,=6,335 - § =0,1517
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Observemos o grafico 3.3 e notemos que os valores preditos dos efeitos
aleatorios padronizados dos grupos continuaram bem distribuidos e quase todos
cairam dentro da faixa de normalidade, apresentando indicios de que o uso deste novo

modelo € adequado.
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Griafico 3.3: Grafico de probabilidade normal dos efeitos aleatérios padronizados
preditos sob modelo de Laird - Ware de Simetria Composta com covariavel

considerando uma vnica populacdo.



APENDICE A

No nosso estudo utilizamos varias vezes conceitos e resultados de algebra
linear e de teoria distribucional. Apesar de supormos o conhecimento destas teorias,
pelo leitor, para o entendimento da nossa dissertagdo, iremos apresentar alguns

resultados, pois ainda que aparegam na literatura, estiio bastante dispersos.

Definicio Al

Seja A uma matriz, nxm. O espago coluna de 4, %7(15\), € o conjunto de todos

vetores coluna, nx1, que sejam combinagdes lineares das colunas de A.
Assim,se A=[a, a,... a,), um vetor g pertence ao espago coluna de A

se existem c¢,, ¢4 . .., ;m eR , taique, a=cya,+*..+c,d,,1stoé, se existe um
vetor ¢ € ﬁ“, tal que, ;=Ac : o -

) Analogamente, owespag; linha, L(A), de uma matriz A, n<m, ¢ definido como
o conjunto de todos vetores linha, 1 xm, que sejam combinagdes lineares das linhas de

A

Proposi¢io Al

Seja A uma matriz n¥m ¢ B uma matriz nxp. O ¢spago coluna de A estd

contido no espago coluna de B, se, e somente se, existe uma matriz F, pxm, tal que,
A=BF.
Prova :

1)=: Suponha que exista uma matriz F, pxm, tal que A = BF. Seja @, um vetor nx1,

~
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tal que 4 € Y5(A), entdo, pela definicio Al, existe um vetor ¢ tal que
a=Ac¢ = BFc=B(Fe),
Implicaundo em i

a€ %’(B) :

2)=: Suponha %IA) c &IB). Entio, cada uma das colmas de A, a,, a,, ..., a,

-~

de A, pertence ao %’(A), e, portanto, pertence ao ¥(B). Logo, existem vetores

f, tais que a;=Bf;, i=1,...,m Logo,
A :[al aZ"- am]=[Bfla"':Bfm]:B[j.l=""fm]=BF:

pa‘raF:[fl’“"fm]‘

Definicio A2
Seja P uma matriz nxn. A matnz P ¢ denominada matriz de projegdo

ortogonal sobre o espago coluna de uma matriz X, se e somente s¢

a)? € %?(X) implica em Pa = ¢ . ( Projecdo)

b) 1 g(X) implica em Pe= 0 . ( Ortogonalidade)

Proposicio A2

Seja P uma matriz de projegéio sobre o espago coluna de uma matriz X, entdo,

PX=X.
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Prova:

Pela definicido A2, ¥ € %’(X) implica em Px = x. Logo, para
X=[* ..%],onde*i€ E(X), paratodoi=1,..,p,

teremos
PX=X.

Proposiciao A3

Seja P uma matriz nxn. A matriz P € denominada matriz de projegfo ortogonal
sobre 0 espago coluna de uma matriz X, se € somente se
a) P ¢ idempotente .  (Proje¢do)
b) P é simétrica . ( Ortogonalidade)
Prova .

Diretamente da definigdo A2.

Definicio A3

Uma inversa generalizada de uma matriz A € qualquer matriz G, tal que
AGA = A.
No presente trabalho usamos a notago A~ para designar uma inversa generalizada de

uma matriz A.
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Teorema Al

A matriz X(X'XY X' é matriz de projegio ortogonal sobre o espago coluna da
matnz X.
Prova:

Para demonstrar este teorema, basta conferir a validade das condigdes (a) e (b), da

definicio A2. Pela defini¢dio Al, sabemos que @ € ¥(X) implica na existéncia de

um vetor &, tal que @ = X b, entio,

T XX(XXY X'a = XXX XXb = XXb
=  X(XXyXa=Xb=a.
Temos que € 1+ E(X) implica em X'¢c = 0 , logo X(XX) X'c = 0.

Proposicao A4
A matriz X(X'X)X' ¢ invariante quanto a escolha da inversa generalizada de
X'X.

Prova:
Sejam G, e G, inversas generalizadas de X'X, logo,

(XX)G(XX) = X'X

(XX)G,(X'X) = X'X.

Pelo teorema Al as matrizes P, = XG X e P,= XG,X' siio matrizes de projegido sobre
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o espaco coluna de X. Entdo,

X'XGX' = (XX)G(XX)G,X
= X'XG,X'(XG,X) = X'’XG,XP, = XXG,X' |

=  XGX=XGX.

Proposi¢io AS

Seja X uma matriz nxp ¢ P uma matriz de projegdo sobre %’(X). Entio,

r(P)=r(X),
onde r(A) denota o posto da matriz A.
Prova :

Oposto de X é o numero de colunas lingarmente independente de X, logo,
r(X) > r(XXXyX)=r(P) > r (PX)=r1(X)

que implica em

r(P)=r(X).

Proposi¢cdo A6

Seja X uma matriz nxp ¢ P uma matriz de proje¢io sobre E(X). Entio,

r(I-P)y=n-r(X),

onde I denota a matriz identidade de ordem n.



142 Andlise de Covaridncia com enfoque em Modelos Lineares de Simetria Composta

Prova:
(I-PYI-P)=I-P-P+PP=1-P,
logo, (I - P) ¢ idempotente. Entfio, usando a igualdade de posto e trago (Tr) para
matrizes idempotentes , temos :
r{I-P)=Tr(I-P)=Tr(D)-Tr (P)=n-r(P)=n-r1(X),
pela proposigio AS.

Proposicio A.7
A matriz de projecio ortogonal sobre EX), P,, é igual 4 matriz de proje¢io

ortogonal sobre (W), P, , se e somente se,

E(x) = EW).
Prova -
= Seja P, = P, . Entio,
X=PX=PX= WWWWX =WG,
onde G = (W'WY WX . Analogamente, W = XF, onde F = (X'X) X'W. Logo, pela
proposigdo Al,
Ex) © EW) e EW) = E(X),
o que implica em

EX) = E(W).

— Seja g(X) = ?;-?(W). Entdo existem F e G, matrizes tais que X = WG e W = XF.
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Logo,

PP, = PW(WWyW
= PXF(WW)W
= XF(WW)W

= WWWywW=P,.
Analogamente P P, = P_. Ento,
P“’ = P'W = ( PX PW')' - P‘W P’.‘(= PW’ PX = P‘.‘( N

Proposicio A8
O espaco coluna damatriz [ X : Z] é igual ao espago coluna da matriz
[ X : (I-P)Z)], onde P, é a matriz de projegéio ortogonal sobre @(X).

Prova :

Para provarmos esta proposi¢do basta mostrarmos que se um vetor pertence ao

Ex), ou T(2), ouao E(I-P)Z), entdo ele pertence ao
EUX - Z)eao EX :(I-P)7Z].
2)¥ € BX) =~ x € X Z)e » € (X : (1-PIZD).
b)* € X(Z) = » € E(X: 2D,

mas ,

e E(2Z)e x=Za,
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e fazendo Z=PZ+(I1-P)Z, temos
¥X=pZa+(1-P)Z4a,
agora, P.Z = X(X'X) X'Z ¢ uma combinagdo linear das colunas de X, entdo,

* e E(X: (I-PyZ)).

c) *e€ E((1-PYZ) = x € E(X: I-PYZ]),
mas
fGiﬁﬂ—Rﬂ%ﬁx=aJQZa=Za-ﬂZa

=

€ Bz PZD.

4

= x € E(X: Z]).

Proposicio A9
Seja P uma matriz de projegdo sobre E( X,:X,D , onde X, 1X,,

entdo P é a soma das matrizes de projegdcs em %’(XI) e g(Xz),

P=P +P,.
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Prova:

Seja X, X,entdo X,'X,=0,X,X,=0¢

P=[ XXl X Xo] T Xy X YT X Xl

XX, X%,
=[ X;: X [ X:X,]
X, X%,
X,'X) 0
=[ X;:X,] [ XX,
0 (X,X)

= X(X,' X)X + XAX; X)X

~P,+P,.

Proposicdo Al0

O espago coluna damatriz { X : Z] € igual ao espago coluna da matriz

[X:(I-A)Z], onde A =X(X'V~'X) X'V ! para V ndo singular .

Prova :

Como AZ = X(X'V'X) X'V "'Z ¢ uma combinagio linear das colunas de X, temos

E(AZ) c E(X).

Logo, a prova segue similarmente a prova da proposi¢do A8.
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Proposicio All

A matriz de A = X{X'V'XyX'V" é uma matriz de projegio nfo ortogonal sobre
X, onde V ¢ uma matriz nfo singular.
Prova:
Seja V' =Q'Q.
Seja A = X(X'V'XyX'V'. Entao %’(A) - %’(X) , pela proposi¢do Al. Pela proposigéo

A2, (QX)QXYQX)HQXY(QX) = (QX) , mas
(QX)IQX)QX)QRX)(QX) = QX(X'V'X)X'V'X = QAX
= QAX=0QX,

=  AX=X
- EA)> EX),
de modo que E{(A) =E(X).

Agora
AA = AX(XVIX)XV! =X(XV'X)XV'=A

A=XXVIXIX'V! # A'= VIX(X'V'X)YX' . Logo, pela proposigdo A3, A

¢ uma matriz de projegdo nio ortogonal sobre ¥E(X) .

Teorema A2
Seja y um vetor aleatorio com E(y)= p ¢ Var(y) =V, entdo,

E(y'Ay)=Tr(AV) + p'Ay,
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onde Tr(.) € o trago de (.).

Prova :

(y-p)A(y-n)= yAy - v'Ay- y'Ap +p'Ap.

Batio,

E[(y-u)'A(y-u)]zE[y'Ay] - n'Au - A+ p'Ap
o ) —E[;vAy] -uAu :

Assim, E[yAy] E[(y u)A(y #)] H'Au Mas,

E[( :v B YACY - )l = E[Tr((y - YA(y - )]
= BITr(A y-1)(y-8)]
‘TT(E[A(J’ b )(y u)])
= Tr(AE[( y - u)( y- u)]) Tr(AV).
Portanto , I
E(y'Ay )= THAV) +s ‘A






APENDICE B

B1 Programa para Analises de Varidncia e Covariincia

Este programa foi utilizado nos exemplos 1, 2, 3 ¢ 4, Capitulo 2. Para facilitar

o entendimento do leitor apresentaremos o programa com os dados do exercicio 1.

DATA DROGA
INPUT DROG § z y @@;
CARDS ;

AII6AB0AS2A148A1911
A64A10I3A61A118A30
B60B62B73B81B1818
B84B1914B89B51B159
Cl613C1310C1118C95C2123
Clet2C125C1216C71C 1220

PROC ANOVA;
CLASS DRUG;
MODEL Y =DRUG;

RUN ;

PROC GLM;
CLASS DRUG;
MODEL Y=DRUG Z / SOLUTION,
LSMEANS DRUG / STDERR PDIFF ;
RUN;
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B2 Programa para Analises de Variancias e Covaridncias quando a matriz de

variincias e covariincias do erro é ¢ 2V,

O presente programa foi desenvolvido no procedimento IML do SAS, para

resolugfio do exemplo 5, Capitulo 2.

PROC IML ;

/* Geragdo da matriz de delineamento completa X, de dimensdo

(21x3) */

X1 = shape({1 1 0}, 11, 3)

X2 shape{{1 0 0}, 10, 3) ;

X = X1//¥X2 ;

/* Geracdoc da matriz de delineamento reduzida X0, de dimenséo
(21%3) */

X0 = ghape ({1 1 }, 21, 2 ) ;

/* Especificacdo do vetor da variavel dependente, Y, de dimensio

(21x1) */

Y1 = { 1312 9 9 10 8 9 11 28 12 28
21.5 12 15 10.6 33 21.3 18
10 11.5 18 }
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/* Especificacdo do veteor da covariavel Z, de dimensdo
(21x1) */

Z = { 49, 73, 58, 33, 84, 15, 43, 38, 90, 43, 71,
46, 50, 91, 16, 97, 102, 73, 67, 70, 56 } ;

/* Especificagdo dos elementos da diagonal da matriz inversa de
variancias e covariancias */

w ={11111111111
4 2652321419}

]
’

/* Calculo da inversa da matriz de variéncias e covaridncias, V. */

V = QHAPE( 0, 21 , 21 ) ;
V = DIAG(W) ;

/* Especificacac dos elementos da diagonal da raiz da matri:z
inversa de varidncias e covariancias */
ol = {1 1111111111
21,4142 2,4494 2,2301 1,4142
1,7320 1,4142 1 2 1 } :

/* Calculo da inversa da raiz da matriz de varlancias e
covaridncias, Vv */

Q = SHARPE( 0, 21, 21 ) ;

Q = DIAG(Q1)

/* Especificac&o da matriz identidade I */

I = I(21) :
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/* Célculcs para achar a estatistica do teste F */

/* Calculos do modelo completo */
B = SHAPE{ 0, 3, 3 ) ;

B = X *y*YX ;

C = SHAPE( 0, 3, 3 )
C = GINV(B) ;
D = SHAPE( 0, 21, 21 ) :

D = X*C*X'*V; /* matriz de projecdc sobre &(X) */

E = SHAPE({ 0, 21 ,21 ) :

E =1-1D:

G = SHAPE( O, 1 , 1} ;
G = Z *E *V*E*Z ;

H = SHAPE({ 0, 1 ,1 ) ;

H = GINVIG)

L = SHAPE( 0, 21 ,21 ) ;
L = E*Z*H*Z *E *V ;

A = SHAPE( 0, 21 ,21 ) ;

A =D+ L ; /* matriz de projegido sobre € (X ;s Z2) */

/* Calculos do modelo reduzido */

Bo = SHAPE({ 0, 1, 1 ) ;

Bo X0 *V*Xo

Co = SHAPE( 0, 1, 1 }
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If

Co GINV{Bo) ;

Do

SHAPE( 0, 21, 21 ) :
Do = Xo*Co*Xo *V; /* matriz de projecac scbre T(Xo) */
Eo = SHAPE( 0, 21 ,21 ) ;

Eo

I - Do ;

Go SHAPE( 0O, 1 , 1) ;
Go = Z *Ro *V*Eo*Z

Ho = SHAPE( O, 1 , 1 )} ;

Ho = GINV(Go)

Lo = SHAPE{ 0, 21 ,21 ) ;
Lo = Eo*Z*Ho*Z *Eo *V ;
Ao = SHAPE( O, 21 ,21 ) ;

Ao = Do + Lo ; /* matriz de projecao sobre E(Xo , 21 %/

/* Calculo do numerador da ANOVA SQHa =Y' (D - Do)V(D - Do)Y/1 e
da ANCOVA AQHc = Y'{A - BRo)V(A - Ao)Y/1 */

M = SHAPE( 0, 21, 21 ) =
M = A - A0 ;

SQHc = SHAPE( 0, 1, 1)
SQHC = Y *MTXVHFM*Y ;

U = SHAPE( 0, 21, 21 ) ;

U =D - Do ;

SQHa = SHAPE( 0, 1, 1 )

LT

SQHa Y RUTFVRAUTY
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/* Calculo do MSEa{ ANOVA) e MSEc { ANCOVA} */

0 = SHAPE( 0, 21, 21 ) :
O =1 - A4A;

S5Ec = SHAPE( O, 1, 1 ) ;
SSEc = Y *QTEVHAQOYY

SS5Ea = SHAPE( O ,1 ,1 ) »
SSEa = Y *E*V*E*Y ;

MSEa = SHAPE({ 0, 1 ,1 ) :
MSEa = SSEa / 19 :
MSEc = SHAPE( 0, 1, 1 )}

MSEc = SSEc / 18 ;

Fa = SQHa / MSEa ;

Fc = SQHa / MSEc ;

/* Fa =Fo (1 - o, 1 , 19) */

/* FC =FO (1 - iy 1 7 18) */

/* Calculo da soma de quadrado total ajustada pela média, SQTa .*/
J = SHAPE( {1}, 21,1} ;
SQT = Y *V*Y ;
AJ = Y *Q1°*J ;

AJUST AJ*AJ/21 ;

It

SQTa SQT - AJUST :
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PRINT Y 2, SSEa MSEa , SQHa Fa,
SSEC MSEc ,SQHc Fc ,
SQT AJUST SQTa !

B3 Programa para o Modelo de Laird - Ware de Simetria Composta com ou sem

Covariavel

Este programa fo1 desenvolvido para resolugéo dos exemplos 1 e 2, Capitulo

Proc Iml ;

Start DADOS ;
/* Especificacdo do wvetcr de observagdes */

Y = { 13, 12, 9, 9, 10, 8, 8, 11, 28, 12, 28,
12, 17, 31, 26,
15, 9,
24, 9, 8, 10, 26, 13,
13, 19, 6, 3, 12,
31, 35,
19, 20, 25,
19, 19,
10,
9, 13, 14, 10,
18 b
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/* Especificacdo do vetor de covaridveis */

Z = { 49, 73, 58, 33, 84, 15, 43, 38, 90, 43, 71,

46, 46, 46, 46,

50, 50,

91, 91, 91, %91, 91, 91,
16, 16, 16, 16, 186,

97, 97,
102, 102, 102,

73, 73,

67,

70, 70, 70, 70,

56 }

/* Geracido da matriz de delineamento */
X1 = shape( {1 0}, 11, 2} ;
X2 = shape( {1 1}, 30, 2) :

X = X1//%2 ;

Finish :

Start MATRIZES
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/* Construcdoc das matrizes de varidncias e covaridncias de

y: ¥/

V11l = (b+1)*I(11} ;

W12 = shape({0, 4,4} ;
Do i =1 to 4 ;
Do J =1 to 4 ;

Wl2[(i,31 = b ; end ; end;

W13 = shape(0, 2,2) >
Do i =1 to 2 ;
Do 7 =1 to 2 ;

W13[i,J] = b ; end ; end;

Wl4 = shape(0, 6, 6) ;
Do 1 =1 to 6 ;
Do 3 =1 to 6

Wl4[i,J] = b ; end ; end;

W15 = shape(0, 5,5) ;
Do i =1 to 5 ;
Do j =1 to 5 ;

W15[i,9] = b ; end ; end;
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W16 = shape (0, 2,2) :
Do i1 =1 to 2 ;

Do j =1 to 2
Wle[i,j] = b i end ; end;
W17 = sghape(0, 3,3) ;
Do i =1 to 3 ;

Do j =1 to 3 ;

W17(i,3] = b ; end ; end;

W18 = shape(0, 2,2) ;
Do i =1 to 2 ;
Do 3 =1 to 2 ;

W1l8[i,j] = b ; end ; end;

Vi =b + 1 ;

W20 = shape(0, 4,4} :
Do 1 =1 to 4 :
Do 7 = 1 to 4 ;

W20[1i,3] = b 7 end ; end;

If

V21 b+ 1;
V12 = W12 + I(4) :
V13 = W13 + I(2) :

V14 Wld + I(6) -
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Vi5 = W15 + I(5)
V16 = Wie + I(2)
Vi7 = W17 + I(3}
Vig8 = W18 + I (2)
V20 = W20 + I(4)

Finish ;

Start EXECUT ;
/*Construcdo da

covaridncias de y */

/* CAlculo das estimativas de vy,

g, |

W:

V20, VZ1)
V = inv (W) ;
D = det (W) ;

com a covariavel) */

A = XTFV*X

Ao = 1nv(A) ;

C = X *V*Y ;

Beta = Ao*C ;

H = X *V*2

P = X*RA0*X *V ;

M = Z7*V* (T (41)
M1 = Z *V*(I({41)

inversa

.
!

P)*2 ;

P)*Y ;

da

B,

matriz

de

varidncias e

block(Vv1l, v12z2, V13, V14, V15, Vie, V17, Vvi8, V19,

B. { com a covariavel)o e
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Mo =inv (M) ;
Gama = Mop*M1 ;

No = Ao*H*Mp*M1 ;

Betac = beta - No ;
E =Y - X*Beta ;
Sigma = (E *V*E) /N ;
zGama = Z*Gama ;

Ec = ¥ - X*Betac ;
Fcz = Ec - zGama ;
Sigmac = (Ecz *V*Ecz)/N ;
/* Calculo de¢ , sob modelo com e sem covariavel*/
Lat = N*log{2*3.1415*Sigma) + log(D} + N !

Latc = N*log(2*%3.1415*Sigmac) + log(D) + N ;

T = {0 1} ;

Cove = Ao -~ AC*H*Mo*H *Ao" ;

/* Célculo da estatistica do teste F com e sem covariavel*/
F = { (T*Beta) *INV(T*Ao*T )} * (T*Beta) } / Sigma ;

Fc = { (T*Betac) *INV(T*Covc*T ) * (T*Betac) ) / Sigmac ;

Print b Beta Sigma Lat F  Fob ,
b Betac Gama Sigmac Latc F¢ Fobe ;

Finish ;
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Do
W = SHAPE (0, 41, 41) ;
A = SHAZPE (0, 2, 2) ;
C = SHAPE (0, 2, 1) ;

Beta = SHAPE (0, 2, 1) ;

Betac = SHAPE (0, 2, 1) ;

fl

H SHAPE ( 0, 2, 1) ;

p SHAPE ( O, 41, 41} :

No = SHAPE (0 , 2, 1) ;
E = SHAPE (0, 41, 1) ;
Ec = SHAPE (0, 41, 1) ;
Ecz = SH&PE (0, 41, 1)
Cove = Shape (0, 2, 2) ;
b=240,1;

Run DADOS ;

Run MATRIZES ;

Lant = 10000 ;

Lantec = 10000 ;

Run EXECUT

Do I =1 to 100 WHILE(Lat<Lant) ;

Lant = Lat ;
b=D5b+ 0.05 ;

Run MATRIZES ;
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Run EXECUT ;

End;

Do j = 1 to 100 WHILE (Latc<Lantc) ;
Lantc = Latc ;

b=D5b+ 0.05

Ll

Run MATRIZES ;

Run EXECUT ;

End;
End ;
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