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Resumo

O Problema Discretizdvel de Geometria de Distancias Moleculares (PDGDM) consiste na
determinacao da estrutura 3D de uma proteina, utilizando informagoes de distancias inter-
atomicas obtidas em experimentos de Ressondncia Magnética Nuclear (RMN). As ferramentas
utilizadas para a solugdo deste problema sao a Geometria de Distancias (GD) e a Algebra
Geométrica (AG), também conhecida como Algebra de Clifford, tomada no Espaco Conforme.
A GD trata de determinar pontos, em um determinado espago geométrico, conhecendo as dis-
tancias entre alguns deles. Vale-se, para isto, de ferramentas matematicas como grafos, onde
surge o algoritmo BP — Branch and Prune — proposto para resolver o problema, seguindo uma
estrutura de arvore binaria, onde a solu¢ao do problema é representada por um caminho que
segue desde a raiz até a folha da mesma. A AG é uma area da matematica que integra e
generaliza varios objetos matematicos como quatérnios, matrizes e niimeros complexos e tem se
mostrado particularmente ttil em GD. No titulo deste trabalho aparece o termo “Incertezas”,
tendo em vista que algumas das distdncias (ditas intervalares) fornecidas pela RMN néo sao
precisas. A abordagem cldssica do PDGDM ¢ a discretizagao das distancias intervalares, o que
pode acarretar os seguintes contratempos: aumentar extremamente o espago de busca, caso se
tomem muitos pontos na amostragem, ou simplesmente nao encontrar solugao, caso se tomem
poucos pontos. Com o propésito de contornar tal situagao, empregamos a AG para tratar o
problema de uma forma continua, minorando o entrave proporcionado pela discretizacao.

Palavras-chave: Geometria de distancias, Algebra geométrica, Proteinas-Estrutura, Algo-
ritmos branch-and-prune.



Abstract

The Discretizable Molecular Distance Geometry Problem (DMDGP) consists of determining
the 3D structure of a protein using information of inter atomic distances obtained in experi-
ments of Nuclear Magnetic Resonance (NMR). The tools used to solve this problem are Distance
Geometry (DG) and Geometric Algebra (GA), also known as Clifford Algebra, taken in the
Conformal Space. The DG attempts to determine points in a given geometric space through
the knowledge of the distance between some of them. For this purpose, we use mathematical
tools such as graphs, where the BP (Branch and Prune) algorithm is proposed as solution to
the problem, followed by a binary tree structure, where the solution of the problem is repre-
sented by a path that follows from the root to the leaf. The GA is an area of mathematics
that integrates and generalizes several mathematical objects such as quaternions, matrices, and
complex numbers and has been shown to be particularly useful for use in DG. In the title of
this work the term “Uncertainties” appears, since some of the interval distances provided by
NMR are not precise. The classic DMDGP approach is the discretization of interval distances,
which can lead to the following setbacks: great increase of the search space, if many points
are taken in the sampling, or simply not finding a solution, if few points are taken. In order
to overcome this situation, we use GA to treat the problem in a continuous way, reducing the
constraint provided by the discretization.

Keywords: Distance geometry, Geometric algebra, Proteins-Structure, Branch-and-prune
algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

Quando o estudante dos cursos de matematica, fisica ou engenharia comega o seu estudo de
calculo logo lhe é apresentada a dlgebra vetorial moderna, cujo desenvolvimento é atribuido ao
cientista americano Josiah Willard Gibbs (1839-1903), que em 1881 publicou o primeiro livro
sobre vetores, Vector Analysis [35], e ao inglés Oliver Heaviside (1850-1925), que o fez de forma
independente[10]. A &lgebra vetorial trata as operagoes com vetores, de forma satisfatéria para
o que vai estudar, e utilizando operagoes tais como produto vetorial e produto escalar. Tal
algebra ganhou forga junto a comunidade cientifica a partir do final do século XIX [16]. Como
os estudos vao, em sua grande maioria, ser tratados apenas até a terceira dimensao, a algebra
vetorial é satisfatéria e, portanto, universalmente difundida. Entretanto, para problemas em
dimensbes maiores, a algebra vetorial nao é apropriada.

Para apresentar uma alternativa a algebra vetorial é que alguns fisicos e matematicos, em
particular David Orlin Hestenes (1933- ) , comecaram a “ressuscitar” a até entao esquecida
Algebra Geométrica, ou Algebra de Clifford, assim denominada em homenagem ao seu criador,
o matematico inglés William Kingdom Clifford (1845-1879).

A Algebra Geométrica foi desenvolvida segundo uma feliz juncéo da Algebra dos Quatér-
nios, do matemético irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865), e da Algebra do Produto
Exterior, do matematico alemao Hermann Giinther Grassmann (1809-1877), tendo sido feita
uma sintese e generalizacio destas [36]. Cabe ressaltar que a Algebra Geométrica foi desen-
volvida antes da Algebra Vetorial. Clifford foi um dos poucos matematicos de seu tempo que
conheciam os quatérnios e os sistemas de Grassmann e, em 1878, portanto um ano antes de sua
prematura morte, publicou um artigo, no qual apresenta o produto geométrico, base da algebra
geométrica [10]. Infelizmente, a algebra de Clifford nao teve a devida atengdo na época em que
surgiu, ficando quase esquecida por muito tempo.

Na Algebra dos Quatérnios, foi feita uma extensao dos niimeros complexos para a terceira
dimensdo, e na Algebra do Produto Exterior, aparecem os elementos geométricos que estendem
a ideia de vetores para quaisquer dimensoes, de forma independente. Por exemplo, dois vetores
linearmente independentes, u e v, geram um bivetor, que esta contido no plano gerado por
estes vetores. O bivetor, contido no plano, define a direcao deste, sem que se precise de um
vetor normal para este fim. Além disso, um bivetor tem magnitude e sentido. Novos objetos
vao sendo incorporados em outras dimensoes, assim como os bivetores aparecem em 2D. Por
exemplo, no espaco tridimensional surgem os trivetores, além dos escalares, vetores e bivetores,
e assim sucessivamente.

A Algebra Geométrica possui as vantagens da associatividade e existéncia de elemento in-
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verso, permite formulagao das areas classicas da fisica bem como descrever fené6menos quanticos.
Além do mais, é possivel definir o produto de quatérnios em um espaco vetorial arbitrario e
mesmo em espagos nao euclidianos [37]. Devido a esta versatilidade, sua aceitagdo tem sido
crescente no meio académico.

Mais recentemente foi desenvolvida a Algebra Geométrica do Espaco Conforme (AGC),
bastante apropriada para tratar de operacoes com esferas - nela tomadas como vetores - de
uma maneira intuitiva, sem a preocupagao direta com um sistema de coordenadas [12], para
tratar de intersecgoes destas esferas, bem como lidar com rotagdes, de uma maneira diferente
da estudada em algebra linear, com a utilizacao dos rotores.

Um ramo mais novo da matematica é a Geometria de Distancias (GD), que investiga as
relacOes existentes entre trés situacoes [23]:

« Distancias entre objetos relacionados a um determinado problema,
« Distancias entre pontos (representando tais objetos) em um dado espago geométrico,
o Localizacao desses pontos, possivelmente em um espago geométrico distinto.

As aplicagoes da Geometria de Distancias sao multiplas, e podemos citar, entre outras:
bioquimica, telecomunicagoes, robética, astronomia e nanotecnologia [23].

A Geometria de Distancias langa mao, em seu desenvolvimento, de varios ramos da mate-
mética tais como Grafos, Algebra Linear, Algebra de Matrizes e, objeto do nosso trabalho, da
Algebra Geométrica.

A Algebra Geométrica, tratada no espaco conforme, é ideal para se representarem circulos
e esferas. Um ponto no espaco conforme pode representar um ponto correspondente no R3. A
distancia entre dois pontos do R? ¢ facilmente obtida utilizando-se os seus representantes no
espaco conforme. Com isto, é simples obter a equacao de uma esfera. As esferas sao, portanto,
elementos primarios na AGC, sendo facil a sua manipulagdo tais como interseccdo, que nos
interessa neste trabalho.

Os célculos para este caso sao, entretanto, sistematicas e volumosas, podendo tomar longo
tempo. Por este motivo, a sua implementacao em computadores é recomendada. Um software
adequado para tal é o ClUCalc - Clifford Algebra Library and Utilities - desenvolvido por
Christian Perwass.

Esta tese trata do Problema de Geometria de Distancias - PGD - aplicado ao estudo de
estruturas moleculares, que entao toma o nome de PDGDM (Problema Discretizavel de Geo-
metria de Distancias Moleculares) no qual, como o préprio nome revela, busca-se determinar a
estrutura espacial de moléculas, a partir de dados obtidos das informagcoes obtidas na quimica,
que nos fornecem distancias entre atomos ligados por ligagoes covalentes e das informacoes
obtidas com a Ressonancia Magnética Nuclear (RMN), tecnologia altamente sofisticada que
permite medir a distancia entre atomos préximos, ainda que nao sejam ligados covalentemente.
Como as distancias obtidas por meio de RMN sao fornecidas dentro de um intervalo, no qual
se encontra a real distancia, aparece, no titulo da tese, o termo “incertezas”.

O leitor deve estar familiarizado com os conceitos da algebra linear e da algebra vetorial
para a leitura e entendimento deste trabalho.
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Estrutura do Trabalho

Este trabalho divide-se em sete capitulos sendo o primeiro esta Introducao e o dltimo, uma
Conclusao.

Nos capitulos de 2 a 5 sdo apresentados os fundamentos tedéricos que serao utilizados na
aplicagao, que é desenvolvida no capitulo 6. Assim, temos:

« Capitulo 2 - Algebra dos Quatérnios e Algebra do Produto Exterior: Neste capitulo sdo
apresentadas as dlgebras que deram origem e que compoem a Algebra Geométrica, sendo
discutidas suas principais propriedades.

« Capitulo 3 - Algebra Geométrica: Aqui a Algebra Geométrica é mostrada no Espaco
Euclidiano, e suas relagoes com as algebras que lhe deram origem. E também apresentado
o produto geométrico, operagao caracteristica e fundamental desta algebra.

o Capitulo 4 - Algebra Geométrica no Espaco Conforme: Aqui sdo apresentados o Espaco
Homogéneo e o Espaco Conforme e como a Algebra Geométrica, neste tltimo, é utilizada
para tratar de pontos, retas, planos e, em especial, esferas e circunferéncias, bem como as
intersec¢oes destas. Apresentamos a operagao de rotacao, que serd tutil na nossa aplicacao.

o Capitulo 5 - Geometria de Distancias: Aqui é apresentada a Geometria de Distancias
e com ela o Problema da Geometria de Distancias (PGD). Tratamos aqui do Problema
Discretizével de Geometria de Distancias Moleculares (PDGDM) e de como a Algebra
Geométrica no Espaco Conforme pode ser utilizada em busca da sua solucao.

« Capitulo 6 - Exemplo de Aplicacdo: E um exemplo de PDGDM, em que os trés primeiros
atomos estao localizados em posi¢oes conhecidas e queremos determinar a posicao dos
demais atomos, até o sétimo. Nesta molécula hipotética dispomos, para isto, de algumas
distancias entre os atomos, que retratam aquelas obtidas por meio de Ressonancia Mag-
nética Nuclear (RMN) e da quimica. Algumas distdncias sdo precisas e outras, estimadas
dentro de um intervalo, como o sao as obtidas pela RMN.

Contribuicoes do Trabalho

As contribuigoes deste trabalho sao tedricas. Sao elas:

1. Um método de se descrever de maneira continua os pontos em arcos de intersecgao de
esferas, eliminando os problemas gerados pela discretizacao destes arcos, que sdo o aumento
significativo do espago de busca por solu¢cdes do PDGDM, bem como a possivel perda de so-
lugdo. Isto estd tratado no item “Posicionamento dos atomos subsequentes”, no capitulo 5,
subsegao 5.4.7, e baseia-se no artigo [3].

2. Além da contribuicdo acima, esta tese apresenta o sistema de equacoes 5.4.16, que per-
mite determinar que angulo devemos atribuir a um rotor para que possamos obter um ponto
especifico em um arco. O assunto pode ser lido na subsecao 5.4.10.

3. De posse dos angulos obtidos em 5.4.16, podemos determinar que intervalo de angulos
delimita os arcos marcados por uma ou varias distancias de poda e assim, como mais uma con-
tribuicao, esta tese apresenta um algoritmo, intitulado “algoritmo para reducao ou eliminagao



18

de arco”, capaz de verificar se determinado arco deve ser eliminado por nao atender a todas as
distancias de poda ou se o arco deve ser reduzido por intersec¢ao, proporcionando, desta forma,
uma diminui¢do do espaco de busca por pontos que atendam a todas as distancias.O assunto
pode ser lido na subsecao 5.4.11.
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Capitulo 2

Quatérnios e Produto Exterior

2.1 Algebra dos Quatérnios

Os quatérnios surgiram com o objetivo de estender a ideia de nimeros complexos ao es-
paco tridimensional, com o objetivo de obterem-se rotacoes de vetores em 3-D, de maneira
semelhante as rotagoes obtidas em 2-D com a utilizacado de niimeros complexos. A criagdo dos
quatérnios é devida ao matematico irlandés William Rowan Hamilton, em 1843.

O propdsito foi introduzir novas unidades imaginarias, a semelhanca da unidade 7 dos com-
plexos. Foram elas j e k. Os quatérnios tém a forma ¢ = a + bi + ¢j + dk, onde a,b,c,d € R e
i =52 =k* =45k = —1 ([18], [28]).

Os quatérnios, assim como os nimeros complexos, tém duas partes: a parte real, R(q) = a
e a parte imagindria pura, ou somente pura, P(q) = bi + ¢j + dk. Pode-se ainda, considerar,
respectivamente parte escalar e parte vetorial do quatérnio, ou seja, R(q) = a corresponde a
um escalar e P(q) = bi + ¢j + dk, a um vetor tridimensional.

Nos quatérnios, podemos considerar as operacoes de soma, produto e divisao. Além disso,
os quatérnios sao adequados para se procederem rotagoes.

2.1.1 Operacgoes com os Quatérnios
Soma

Para somarmos dois ou mais quatérnios devemos, tal qual os complexos, somar os termos
semelhantes.

Por exemplo: sendo ¢ = a+ bi +c¢j +dk e p = e+ fi+ gj + hk, entdo teremos q + p =
(a+e)+ (b+ f)i+ (c+g)j + (d+ h)k. A soma é comutativa e associativa.

Produto por escalar

Podemos multiplicar um quatérnio por um escalar, bastando para isso usar a distributivi-
dade, obtendo assim, um novo quatérnio. Sendo, por exemplo, ¢ = a+bi+cj+dk um quatérnio
e A um escalar, obteremos o quatérnio p = Aq = Aa + A\bi + Acj + Adk.

Com isto, podemos combinar soma e produto por escalar para operar com os quatérnios.
Se temos, por exemplo, os quatérnios ¢ = a; + b1t + 17 + dik, g2 = as + bot + o5 + dok, - - -,
Gn = Qp + byt + c,J + dyk e os escalares Aj, g, ..., \,, podemos obter o quatérnio:
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q= M@+ NG+ Ay = (A1 + -+ M) + (Aiby + -+ Anbp )i+ (e + -+ Anen)J +
(AMdy + -+ Audy) k.
Multiplicacao de Quatérnios

O produto de dois quatérnios é definido levando em conta a regra distributiva do produto
e as seguintes relagoes entre as unidades imaginarias:

ij = ki ji = —k;
gk =i kj = —i;
ki = j;ik = —j;

ik = —1,

donde concluimos que o produto entre as unidades imaginarias ¢ nao comutativo.
Se multiplicarmos os quatérnios ¢ = a+bi+cj+dk e p = e+ fi+gj+ hk teremos o quatérnio

qp = ae + afi+ agj + ahk + bei + bfi% + bgij + bhik + cej + cf ji + cgj* + chjk + dek + df ki +
dgkj+dhk? = (ae—bf —cg—dh)+(af+be+ch—dg)i+ (ag—bh+ce+df)j+ (ah+bg—cf+de)k

e o quatérnio:

pq = ea + ebi+ecj + edk + fai+ fbi*+ fcij + fdik + gaj + gbji + gcj? + gdjk + hak + hbki +
hekj+hdk?* = (ea— fo—gc—hd)+(eb+ fa+gd—he)i+(ec+ga+hb— fd)j+ (ed+ha+ fc—gb)k.

Devemos observar que a parte escalar é a mesma em ¢p e em pg, mas que a vetorial, ndo, ou
seja, o produto entre dois quatérnios é nao-comutativo, mas podemos verificar que é associativo.

Podemos escrever ¢ = a+ v e p = e+ w, onde v e w sao as partes vetoriais de ¢q e p,
respectivamente. Neste caso, teremos:

qgp = ae + aw + ev + Vw (2.1.1)

Podemos reescrever
qgp = (ae = bf — cg — dh) + (af + be + ch — dg)i + (ag — bh + ce + df)j + (ah 4+ bg — cf + de)k
como:

qp = ae+a(fi+gj+hk)+e(bi+cj+dk)+[(ch—dg)i+ (df —bh)j+ (bg—cf)k— (bf 4+ cg+dh)]
Comparando esta ultima expressao com 2.1.1 e lembrando, da algebra vetorial, que para os
vetores v = bi + ¢j + dk e w = fi+ gj + hk, temos:
o Produto escalar: v-w =0bf 4+ cg + dh, e

« Produto vetorial: v x w = (ch — dg)i+ (df — bh)j + (bg — cf)k,
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concluimos que o produto das partes vetoriais de q e p é:
VW=V XW—V- W (2.1.2)
ou seja, para ¢ =a + v e p = e + w, teremos:

gp=ae+aw+ev+vVXXW—V- W (2.1.3)

Conjugacao

A conjugacao de um quatérnio é uma operacao semelhante a conjugacao de um complexo,
ou seja, se ¢ = a + bi + c¢j + dk entdo o seu conjugado serd: ¢f = a —bi — c¢j — dk. O quatérnio
conjugado de ¢ denota-se por ¢'.

Seguem-se as seguintes propriedades:

« (g+r)t=q +r
« (qr)t=rTq
« (@' =g

A conjugagao de um quatérnio ¢ = R(q) + P(q) nos permite separar a parte escalar R(q)
(real) e a parte vetorial P(q) (pura) do mesmo, da seguinte forma:

_q+dq
R(q) = 5
o
q—q
° P = —
(q) 5

Considere, agora, um quatérnio ¢ = R(q) + P(q), sendo R(q) a parte real e P(q) a parte
vetorial. Entao:

e Se ¢' = q é porque P(q) = 0 e o quatérnio é um escalar, e
e Se ¢' = —q é porque R(q) = 0 e o quatérnio serd um vetor.

Desta forma, entao, podemos distinguir se um quatérnio é um escalar ou um vetor.

Norma

A norma de um quatérnio nada mais é do que a raiz quadrada do produto com o seu
conjugado. Ou seja: ||q||= 1/qq" = \/q'q = Va® + b* + 2 + d2.
E importante ressaltar que [|¢||= 0 < ¢ = 0.
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Inverso multiplicativo

Um quatérnio ndo nulo ¢ admite, sempre, um quatérnio inverso multiplicativo ¢!, tal que:

Podemos obté-lo da seguinte forma:

1 t -1 q'

=gt = lgllPe =q" =g = o

q¢ ' =1=q'qq

O conjunto dos quatérnios é um campo, no sentido de que todo quatérnio ndo nulo g pos-
sui um inverso, ¢~!, permitindo, desta forma, existir divisdao por quatérnio, fechada dentro do
conjunto, e valendo a lei do cancelamento, ou seja, se q¢’ = q¢” para q # 0, teremos ¢’ = ¢". [18]

2.1.2 Propriedades da soma e da Multiplicacao de Quatérnios

Tendo em vista a soma e o produto dos quatérnios como foram apresentados acima, pode-
mos verificar que as seguintes regras sao validas:
Sendo p, g e r quatérnios, temos:

Em relag¢do a soma:
1) Associatividade: (p+¢q) +7r=p+ (¢+ 7).
2) Existéncia de elemento neutro: ¢+ 0 =0+ ¢ = ¢; 0 é o elemento neutro para a soma.
3) Existéncia de elemento oposto: g + (—¢q) = (—¢q) + ¢ = 0; (—q) é oposto de ¢, para a soma.
4) Comutatividade: p+ ¢ = q + p.

Em relacdo a multiplicacgdo:
5) Associatividade: p(qr) = (pq)r.
6) Existéncia de elemento neutro: 1¢ = ¢l = ¢, onde 1 é o elemento neutro para a multiplicagao.
7) Distributiva de um escalar em relagao a soma de quatérnios: Para A € R, A(p+¢q) = Ap+ Aq.
8) Distributiva da soma de escalares em relagdo a um quatérnio: Para A, « € R, (A + a)p =
Ap+ap. 9) Existéncia de elemento inverso: ¢ 'q = g¢~! = 1, onde ¢! ¢ o inverso multiplicativo
de q.

Em relacao a soma e multiplicacgdo:
- Distributividade: p(q + r) = pg + pr.

Chamamos atencao ao fato de a multiplicacao dos quatérnios ser nao-comutativa.

Espaco Vetorial dos Quatérnios

Tendo em vista as propriedades acima descritas podemos afirmar que o conjunto H de todos
os quatérnios forma um espago vetorial cuja base canonica é {1,1,j, k}.
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2.1.3 Rotacao

Os quatérnios sao ferramentas matemaéticas tteis para descrever rotagoes de vetores no es-
paco tridimensional. A vantagem de se tratar rotacoes de vetores com quatérnios reside no fato
de ser mais simples que o tratamento com matrizes.

Considere um vetor r, considerado como um quatérnio possuindo apenas a parte pura, ou
seja, r = 0+zi+yj+ zk e um quatérnio ¢ = a+bi+ c¢j + dk unitério, ou seja, ||¢||= 1. Podemos
mostrar que a expressio grq' é também um vetor e possui a mesma norma do vetor r:

« B também um vetor: vimos que um quatérnio = serd um vetor se 2f = —z. Entdo:

(qrg")" = (¢")'rq" = q(—1)q" = —(qrq?).

e Possui a mesma norma do vetor r: vimos que a norma de um quatérnio z é dada por
|z||l= Vazxt e, como ¢ é unitério, teremos:

lgrg'|*= (qrq")(qrq")" = qrq’qr’q" = qrriq" = ||r|*qq" = [|r[>
Temos, portanto, uma aplicacao de R?® em R3, dada por:
r — qrq,

que preserva a norma e que mostraremos se tratar de uma rotagao em R3.[28]
Podemos escrever um quatérnio unitario ¢ = a + bi + ¢j + dk na forma:

1o (2) e (2) <o u). o1

sendo u um vetor unitario, bastando para isso verificar que se a® +b%+c? +d? = 1, entdo existe
um angulo 6 para o qual podemos tomar cos (g) = a e sen (g) = Vb? + 2+ d?. [20], onde
devemos observar que, sendo u = uyi + usj + usk, tomemos u; = b/ sen (9), us = ¢/ sen (g) e

ug = d/sen (g) 2

Vimos que a operacdo qrq' representa um vetor com a mesma norma de r. Facamos entdo

r’ ser o vetor resultante desta operacdo, ou seja, ' = qrq’. Pode-se mostrar que este vetor r’

¢ o vetor resultante da rotagao de r, em torno de um eixo [ cuja direcao ¢ dada por u, de um
angulo 6, ou seja,

/ 0 0 0

r' = qrq' = (cos & +u sen?)r(cos § —u senf) = rcos

29
2 2 2 2

+ (ur — ru)senf cos § — urusen??.

Mas, como visto em 2.1.2, sendour =uXr—u-reru=—u Xxr — u-r, temos:
e ur—ru=2(uxr);e
e uru=u(—uxr—u-r)=—(u-rju—uluxr)=—(u-rju—|ux (uxr)—u-(uxr)

=—(u'rlu—ux(uxr)=—(u-r)ju— (u-r)u+ (u-u)r=|ul’r—2u-rju=
uru=r—2(u-r)u.
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Aplicando, agora, estes resultados, temos:

r' =qr¢' =rcos?§ +2(uxr)senfcosd — (r —2(u-r)u)(sen’s) =

r(cos® 4 — sen??) + (u x r)senf + (u-r)u (2sen?s) =

r' = qrq' =rcosf + (u x r)send + (u-r)u(l — cosh), (2.1.5)

que ¢ a “Férmula de Rodrigues” ! [20, 28]. Esta férmula representa a rotacao de um angulo 0 a

que o vetor r é submetido, em torno do eixo cuja dire¢ao é u, tornando-se o vetor r’. Por este

motivo, dizemos que ¢ = cos (g) + usen (9) é um “rotor” em torno de [ (reta que tem dire¢ao

2
u) por um angulo 6.

Agora, se aplicarmos o rotor —¢ ao mesmo vetor r, observamos que ele vai ser submetido a
mesma rotacao, resultando no mesmo vetor r’, ou seja,

N LA o) _ AN 0
q = COSs 9 u sen B = COS | T 5 u sen | m 5

representa a rotacao em torno de —u de um angulo 27 — 6, que é o mesmo que uma rotagao de
¢ em torno de u [20].

Composicao de rotagoes
Suponha que um vetor r seja submetido, sucessivamente, a duas rotacoes:

o Inicialmente, usando um rotor ¢;, em torno de u;, de um angulo 6y, resultando em r/.

« Em seguida, usando um rotor ¢z, em torno de uy, de um angulo 65, resultando em ry,.

Para obter r/, fazemos: rj = ¢rql.

Para obter rj, fazemos: 15 = garigh = ga(qira})ad = (201)r(qlad) = (@2q1)r ().
Fazendo qr = qaq1 € 'y = 1}, podemos escrever:
rly = qrrql

em que qr = ¢2q; € o rotor resultante da composicao das duas rotacoes, ou seja, gg = ¢z © q;.

2.2 A Algebra do Produto Exterior

O matemético alemido Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) desenvolveu a Algebra do
Produto Exterior.

Os vetores, como sabemos, possuem uma magnitude (médulo), direcao e sentido (orienta-
¢ao), e ja eram utilizados & época. Entretanto, para representar um plano, Grassmann elaborou

!Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851), matematico francés, notabilizou-se pelo estudo das rotacdes de

vetores propondo, em 1840, as relagdes de arco-metade para calcular o efeito da composicao de rotagdes finitas
[16].
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o chamado produto exterior entre dois vetores deste plano, a que chamou de bivetor, que é,
portanto, um elemento de plano orientado, da mesma forma que um vetor é um elemento de
linha orientado.

Uma vez definida uma representagao para o plano, fez-se necessaria a representagao para o
R3. Para isso, basta efetuar um produto exterior entre um bivetor e um vetor nao coplanares,
gerando um trivetor que é um segmento de volume orientado.

Na algebra de Grassmann podemos representar objetos geométricos em quaisquer dimensoes,
e nao apenas até 3 dimensoes, ou seja, temos n-vetores para representar objetos n-dimensionais.

2.2.1 O Produto Exterior

O produto exterior é uma ferramenta matematica introduzida por Grassmann, que tem como
simbolo a cunha: A. Vejamos, inicialmente, as propriedades operacionais basicas, considerando-
se os vetores linearmente independentes u, v e w:

o Entre escalares: Sendo \ e « dois escalares, teremos: A\Aa = Aa, ou seja, o produto usual
entre escalares.

o Entre um escalar e um vetor: Sendo A um escalar, teremos: AAv = vAA = Av, o produto
usual entre escalar e vetor.

e uAu=_0;
« uAVv=—(vAu), antissimetria;
e (Au)Av=AuAv)euA (Av) = A(uA v), homogeneidade.

e (U+vV)AwW=uAw+vAwewA (u+v)=wAu+wAv, distributividade.

u/ (VvAW)=(uAv)Aw, associatividade.

2.2.2 k-vetores e k-blades

k-blade - Considere uma quantidade k de vetores linearmente independentes a; em R". Se
fizermos o produto exterior entre eles, obteremos um objeto chamado de k-blade, denotado
como Ay:
Apy =ai Nag N\ ... N\ ay.

Se os vetores a;, constituintes do k-blade forem ortogonais entre si, teremos um k-blade
bésico. Um k-blade pode ser escrito como combinagao linear de k-blades basicos [11].

Como exemplo, vamos considerar o R*, com a base canonica {ey, es, €3, 4 }. Temos:
A<2> =e1 A (62 + 63) = A<2> =e1 N\Ney+ e N es.

k-vetor - E uma combinacio linear de k-blades e é denotado por Ag.

Como exemplo de um 2-vetor no R* temos: Ay = e; A ey + e3 A ey.

Observagoes:
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o Nem todo k-vetor é um k-blade, pois nem sempre podemos fatora-lo como produto exterior
de uma quantidade k de vetores. O 2-vetor As = e; A ey + e3 A ey é um exemplo disto.
Entretanto, todo k-blade é um k-vetor [16].

e Um escalar é um 0-blade e um vetor é um 1-blade.

« Em R” somente 0-vetores, 1-vetores, (n — 1)-vetores e n-vetores sao sempre blades. Como
consequéncia, no espago 3-D todos os k-vetores sao k-blades [14].

Bivetores

O produto exterior entre dois vetores define o que é chamado de bivetor. O bivetor B,
resultante do produto exterior entre os vetores LI u e v, nesta ordem, sera o bivetor B =uAv
, que possui magnitude dada pela area do paralelogramo formado pelos dois vetores, inclinagao
do plano que contém os dois vetores e sentido que neste caso sera o que se obtém percorrendo
a borda de u para v. Por outro lado, o bivetor —B = v A u possui a mesma magnitude, a
mesma direcao, porém sentido oposto ao do bivetor B. Um bivetor nao é nem um escalar, nem
um vetor.

Um bivetor unitdrio ¢ aquele que possui magnitude 1. No R?, por exemplo, se tomarmos
os vetores unitarios da base canonica, entao o bivetor e; A e; ou qualquer bivetor e; A e;,
1,7 = 1,2, 3, sao exemplos de bivetores unitarios.

Figura 2.1: Bivetores B=u A v e —B = v A u, respectivamente.

O bivetor u A v representa, portanto, um paralelogramo orientado sobre o plano gerado
por u e v. Se fizermos o produto exterior entre os vetores A\u e av obteremos o bivetor
(Au) A (av) = A(u A (av)) = Ma(uAv)) = (Aa)u A v, que terd area (Aa) vezes a drea do
bivetor u A v.

Logicamente, devido a interpretacao geométrica do produto exterior de dois vetores, o pro-
duto exterior de um vetor por ele mesmo sera nulo:

vAv=0.

De forma geral, se tivermos dois vetores paralelos, o produto exterior entre eles sera nulo:
seu = Aventao uAv=AvAv=0. 0 inverso disso também ¢ verdadeiro: se soubermos que
u A v =0 entao podemos afirmar que u || v.

Distributividade do produto exterior

O produto exterior ¢ distributivo, e seque as seguintes regras:

e U+ V)AW=UAWF+ VAW e
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e WA(U+V)=wWAu+wAv.

A prova disso pode ser feito com o uso de determinantes, como veremos a frente.

Antissimetria do produto exterior

Usando a distributividade, e fazendo o produto exterior do vetor u 4+ v por ele mesmo,
teremos:
(u+v)A(u+v)=0=uAu+uAv+vAu+vAv=0=

uAv=-vAu.

Trivetores

O trivetor é mais um objeto geométrico que foi imaginado por Grassmann em sua algebra
exterior. Um trivetor T ¢é obtido pelo produto exterior entre um vetor u e um bivetor v A w:

T=uA(vAw).

Um trivetor representa geometricamente o paralelepipedo formado pelos seus geradores, ou
seja, neste caso, pelo vetor u e pelo bivetor v A w e sua magnitude ¢ igual ao volume desse
paralelepipedo. E interessante notar que o mesmo paralelepipedo serd formado se fizermos o
produto exterior dos trés vetores, ou seja, T =u A v Aw ou do bivetor u A v pelo vetor w, ou
seja, T = (uA V) Aw.
Podemos verificar ainda que, como o produto exterior é antissimétrico, teremos:
T=uA(VAW)=uA(wAV)=-T.

Um trivetor é, portanto, um segmento orientado de volume.

Um paralelepipedo gerado pelos vetores \u , av e Sw serd o paralelepipedo representado
pelo trivetor (Au) A (av) A (Bw) = (Aaf)u A v A w, e terd volume (Aaf3) vezes ao volume do
paralelepipedo gerado por u A v A w.

Associatividade do produto exterior

Tendo em vista a interpretacao geométrica de um trivetor, podemos afirmar que o produto
exterior ¢ dotado de associatividade, ou seja (vide figura 2.2 abaixo.):

uUA (VAW)=(UAV)AW=uAVvAW.

E oportuno verificar que:

e UANVAW=—-VAUAW=—-UAWAV=-WAVAU,
e UAVAW=VAWAU=WAUAYV,
e UAVAV=VAUAV=VvAVAu=0,e

e T=uA(vAW)=-T=uA(WAV)=-T=—-uA(vAw) (Vide figura 2.3).
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Figura 2.3: Trivetor oposto

Dimensoes maiores

Na algebra do produto exterior podemos representar objetos geométricos em quaisquer di-
mensoes, € nao apenas até 3 dimensoes, ou seja, se estamos tratando de R", dispomos de
vetores, bivetores, trivetores, ... , n-vetores, que podem ser obtidos pela combinagao linear de
1-blades, 2-blades, 3-blades, ..., n-blades, respectivamente.

2.2.3 Reversao

Reversao de um blade significa reverter a ordem dos fatores do blade, por exemplo:

—_~—

uAv=vAu

o que somente muda a orientacao do blade. Em geral, temos:

k(k—1)

Ak = (—1) 2 Ak
e, ainda: (A”)" =Ae (AAB)" =BAA[L7).

2.2.4 Espacos Vetoriais

Tendo em vista as propriedades que citamos anteriormente, podemos constatar que os obje-
tos na Algebra de Grassmann formam diferentes espagos vetoriais. Por exemplo, os bivetores,
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quando considerados no R?, formam um espaco vetorial que denotamos A?(R?). De modo geral,
o espaco vetorial gerado pelos k—vetores em um espaco R™ é denotado por A*(R") [36].

Espacos Vetoriais da Algebra Exterior no Espaco Euclidiano R3
Espago dos escalares ou 0-vetores: A\"(R?).

A base dos escalares na dlgebra exterior é {1}, possuindo, portanto, apenas um elemento
(escalar).

Espago dos vetores ou 1-vetores: \'(R?).

Vamos adotar inicialmente uma base ortonormal formada por vetores, {e;, €5, €3}, a mesma
base canonica do R3, com a qual possamos escrever um vetor. Neste caso, teremos:

u = uje; + ugses + uses.

Como podemos calcular livremente soma de vetores e produto por escalar, o conjunto de
todos os vetores forma um espago vetorial, cuja base tem trés elementos (vetores).

Espago dos bivetores ou 2-vetores: A\?(R?).

Se quisermos uma expressao para um bivetor u A v, teremos:
UAV = (ure; + usey + uges) A (v1e1 + vaey + vzes) =
uiv1€e1 N\ e; + ujvee; N\ ey + ujvzer A es +
UgV1€9 N €1 + UgUsey A €9 + UgUzeg N e3 +
usvies N\ e; + ugvses N\ €9 + uzvzes A\ eg=
UgV3€9 N\ €3 + Uzloes N\ € + ujvze; N es + uzvies N\ e + ujvser A es 4+ usvies N\ e =

uANv = (UQ’U3 - U3U2)82 VAN es; + (U3U1 — U1U3)eg Nep + (U1U2 — UQUl)el N es. (221)

Verificamos, portanto, que um bivetor é escrito utilizando-se uma combinacgao linear de
e; Aes, e3 \ep e e Aey. Estes trés elementos compoem a base do espago dos bivetores.

Um olhar atento nos faz perceber que a expressao de um produto exterior entre dois vetores,
que resulta em um bivetor, pode ser escrito em forma de determinante como:

esNes es/Ne; e Ner
uAv = Uy U Us (2.2.2)
U1 (%) V3

Podemos inferir de 2.2.2 a existéncia de uma relacao entre o produto exterior e o produto
vetorial, u X v, e entre suas normas, assunto que serda abordado adiante (vide figura 3.1 ).
Ainda, de 2.2.2, podemos provar, como dissemos, a distributividade do produto exterior:

82/\63 eg/\el e; N ey 62/\83 e3/\81 e; N ey eg/\eg 63/\61 e; N ey
(WHV)AW = | up +v; ug+ vy uz+vs | = Uy Ug Us + o Vg U3
w1y Wa w3 w1y Wa w3 wy Wa w3

uAw+vAw
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Aqui usamos uma propriedade dos determinantes que podemos ler em [7]. Da mesma forma
podemos mostrar que wA (u+v) =wAu+wAVv.

As propriedades de soma de bivetores e produto por escalar permitem classificar o conjunto
dos bivetores como um espaco 2-vetorial, cuja base possui, da mesma forma que os vetores, trés
elementos (bivetores), a saber: ey A e3, e3 Aej e e; A es.

Espaco dos trivetores ou 3-vetores: A*(R?).

Se quisermos uma expressao para um trivetor, teremos:
T=uAvAWwW=(uAV)AW=
[(UQU:', — U3U2)€2 N es+ (U3’U1 — U1U3>63 Nep+ (U1U2 — u2v1)e1 VAN 62] A (w1e1 + woeq + w3e3) =
(u2U3w1 - U31}2U}1)82 VAN €3 Nep+ (U3U1w2 - U1U3w2)83 NepANeg+ (Uﬂ)gwg - u201w3)e1 Neg A €3 =
(UQ’Ugwl — U3VaW1 + U3V1 W — U1V3Wo + U VW3 — uzvlwg)el N ey A €s.

Logo, ficamos com:

T=uAvAw= (u2v3w1 — U3V2W1 + U3V W2 — UV3W2 + U VW3 — u21)1w3)e1 N ey N\ €3
e, por conseguinte, podemos escrever o trivetor u A v Aw sob forma de determinante, como:

Uy Uz U3
UAVAW=| v, vy U3 |e]AeyAes. (2.2.3)
w; W2 W3

O volume do paralelepipedo formado por u, v e w é numericamente igual ao médulo do
determinante. Perceba que este valor é idéntico ao médulo do produto misto (u X v) - w.

O volume do paralelepipedo definido por u, v e Aw + 8p é, para quaisquer \ e 3, a soma de
A vezes o volume do paralelepipedo definido por u, v e w e 3 vezes o volume do paralelepipedo
definido por u, v e p, ou seja, u AV A (Aw + p) = Au Av AW+ SuAvAp. Isto também
pode ser verificado por meio do uso de determinantes.

O conjunto dos trivetores forma um espago 3-vetorial, cuja base possui um elemento (tri-
vetor), a saber: e; A ey A eg, o trivetor unitario, que representamos por I, que é o elemento
de volume. Este espago 3-vetorial tem, portanto, a mesma dimensao dos escalares. Por este
motivo, o trivetor unitario é também conhecido como “pseudoescalar” [20, 33].

Espacos k-Vetoriais, graduacao e bases para a algebra exterior no R"

No R™ consideramos a existéncia de k-blades, k = 0...n. Consideramos, também, a exis-
téncia de k-vetores, que sao gerados a partir de combinacoes lineares de k-blades.

Podemos determinar a quantidade de elementos da base de um espaco k-vetorial /\k(R”)
n!

como sendo o numero binomial ey "
k) (n— k) k!
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4!

o O

Entao, por exemplo, no R*, o nimero de componentes de um 2-vetor é ( 9 )

Logo, a dimensao do espaco k-vetorial dos bivetores em R* é 6.

Chamamos de graduacao de um objeto ao niimero de vetores que se multiplicam exterior-
mente para formé-lo, ou seja, um k-blade tem graduacao k.

Ainda considerando o R*, teremos:
o Espagos k-vetoriais de dimensao 1: Conjuntos dos escalares e dos 4-vetores.
» Espacos k-vetoriais de dimensao 4: Conjuntos dos 1-vetores e dos 3-vetores; e

o FEspago k-vetoriais de dimensao 6: Conjunto dos 2-vetores.

Isso se da por causa da conhecida relagao de ntimeros binomiais: < Z ) = < n ﬁ 1 )

2.2.5 Contracao

Considerando os blades A; e Ay, se fizermos o produto entre eles, teremos os seguintes
resultados:

o Contracao a esquerda:
Se j < k, A;| Ay, = Ai_j, ou seja, Blade(s) com graduagdo k — j. Caso contrario, 0.

o Contracao a direita:
Se j >k, A;| A = A,_, ou seja, Blade(s) com graduacdo j — k. Caso contrario, 0.

Se j = k, entdo a contracao a esquerda tem o mesmo resultado que o produto interno usual
[17].

W

Observacao: Neste trabalho utilizaremos o simbolo para contragao a esquerda, a fim

de facilitar a notacao.

Temos, ainda, a seguinte relagdo para j < k [[14], [34]]:
Al A = (—1)7* DA A, (2.2.4)

Para calcular a contragao de um objeto por outro de menor dimensao utilizamos a regra na
qual “o produto interno usual é sucessivamente calculado por alternancia do sinal” [20], ou seja,
de um modo geral, se temos um Blade A;, entdao a regra da contracao deste, pela esquerda, por
um vetor u, sera [33]:

u-Ap=(u-a))(agAhaghasA...ANag) — (u-ag)(a; AagAag A... Aag) + (u-az)(a; Aaz A
aN...Nag)—...=

u Ay =Y (=)D (u-a) A\ a], (2.2.5)

=1
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cujo resultado serd um (k — 1)-Blade. Na equagao 2.2.5, o termo Ay \ a; significa Ay sem o a;,
ouseja, Ay \a;, =a; A...ANa;_1 Aag A...Aay.

Agora, se quisermos o produto dos Blades A; e By, € Cl,, com j < k < n , teremos [33]:
Aj'Bk:al'(EiQ'(... (a]Bk))),

cujo resultado serd um (k — j)-Blade.

Exemplos de contracdo no R3
Contracao de um vetor:

Podemos realizar a contracao de um vetor por outro, resultando em um escalar. Entao,
contrair o vetor u pelo vetor n é fazer:

n-u=nju

A expressao a direita é o produto interno dos vetores n e u.

Contracao de um bivetor:

1. Por um vetor:
O resultado serd um vetor. Se fizermos a contragao do bivetor uAv pelo vetor n, utilizando
a regra de alternancia do sinal, teremos:
n-(uAv)=(n-u)Av—uA(n-v), logo:

n-(uAv)=(n-u)v—(n-vu.
2. Por outro bivetor:
Resultara em um escalar. Se fizermos a contragdo do bivetor u A v pelo bivetor w A t,

utilizando a regra de alternincia do sinal, teremos: (WA t) - (uAvV)=w:-(t-uAv) =
w-((t-u)v—(t-v)u)=(t-u)(w-v)—(t-v)(w-u):

(WAL)- (uAV)=(w-Vv)(t-u)— (w-u)(t-v).

Contracao de um trivetor:

1. Por um vetor:
O resultado sera um bivetor. Se fizermos a contragao do trivetor u A v A w pelo vetor t,
utilizando a regra de alternancia do sinal, teremos:

t-(UAVAW)=(t-u)AVAW—uA(t-v)AWH+uAvA(t -w):
t-(uAvAW)=(t-u)vAw+(t-vV)wWAu+(t-w)uAv.

2. Por um bivetor
O resultado serd um vetor. Se fizermos a contracao do trivetor u A v A w pelo bivetor
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r A t, utilizando a regra de alternancia do sinal, teremos:

(rAt)-(uAVAW)=r-(t-uAvAW)=r-[(t-u)vAw—(t-vuAw+ (t-wuAv] =
((r-w)(t-v) = (r-v)(t-w))u+((r-u)(t-w)—(r-w)(t-u)v+((r-v)(t-u)—(r-u)t-v))w.

. Por outro trivetor

O resultado sera um escalar. Se fizermos a contracao do trivetor u A v A w pelo trivetor
r As A t, utilizando a regra de alternancia do sinal, teremos:

(s-(t-uy)vAw—(t-vuAw+ (t-wuAv) =

[(t-u)((s-v)w—(s-w)v) = (t-V)((s- W)W — (s- w)u) + (t - W)((s - u)v — (s - v)u)]
((t-u)(s-v)w—(t-u)(sw)v—(t-v)(s-u)w+(t-v)(s-w)u+(t-w)(s-u)v—(t-w)(s-v)u)
Er~u) s-wi(t-v)—Er-u)(s~v)(t~w)+(r-v)(s u)(t-w)—(r-v)(s-w)(t-u)+

r —(r-w)(s-u)(t-v).

(rAsAt)-(UAVAW) =T (s (t-uAVAW)) =
)

—~

I' .
I‘ .
I'.
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Capitulo 3

Algebra Geométrica

A élgebra geométrica foi desenvolvida pelo matematico inglés William Kingdon Clifford em
1878, tendo o mérito de ser uma verdadeira sintese e generalizacao dos sistemas de Hamilton e
Grassmann [36], pois nela Clifford criou um andlogo ao sistema quaternionico e adotou a ideia
dos elementos geométricos de todas as dimensoes, como bivetores e trivetores, sendo, portanto,
capaz de representar os fenomenos fisicos nas diversas dimensoes que se fizerem necessarias,
com objetos geométricos adequados. Um conceito que foi introduzido na algebra geométrica
é o de “produto geométrico”, que une os produtos interno e exterior. A algebra geométrica,
assim denominada pelo seu criador, é também conhecida como Algebra de Clifford, em sua
homenagem.

O assunto deste capitulo é tratado com maior profundidade no artigo [36], do Prof. Dr.
Jayme Vaz Jr e também nas referéncias [19], [20], [28] e [31], que foram consultadas para a
elaboracao deste capitulo.

3.1 A Algebra Geométrica do Espaco Euclidiano

Vamos considerar a base ortonormal do espaco euclidiano tridimensional com os elementos
unitarios e, e, e e3. Um vetor nesta base fica descrito como v = x1e; + x2ey + x3€3, com
z; € R. O seu médulo ||v]| é tal que ||v|*= 22 + 23 + 2.

Para calcular o médulo, devemos usar a regra distributiva na multiplicagdo de v por ele
mesmo, adotando um produto P de vetores, tal que P(v,v) = ||v||* [36] e entdo teremos:

”VHzZ VvV = (xlel + x9€9 + 1'383)(1'191 + x9€9 + l’geg) = x%elel + x1T9€1€9 + T1x3€e1e3 +
Tol1€9€e1 + x%egeg + Tox3€9€3 + T3T1€3e1 + T3T2e3€r + x%egeg, =

||VH2: VV = x%elel =+ 1'38262 + I%egeg —+ $1ZE2(€1€2 =+ 6261) =+ 1'111/’3(6163 =+ egel) =+ IQIE3(€2€3 =+
8362>.

Para que tenhamos ||v||*= 21 + 23 + 23, entdo deveremos ter:

ee; =e’ =1, (3.1.1)

)

€,e; = —€,€; (312)
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Esta é a caracteristica fundamental da dlgebra geométrica.

Na algebra vetorial, de Gibbs, é utilizada a relagao e;e; = e;e; = 0, ao invés da (3.1.2)
utilizada na algebra geométrica.

Esta é uma das diferencas fundamentais entre a algebra de geométrica e a algebra vetorial.

Ao admitir que e;e; = eje; = 0, a dlgebra vetorial parte do principio que e;e; serd sempre
um escalar.

Ao adotar e;e; + e;e; = 0, a algebra geométrica assume a existéncia do bivetor, objeto
existente na algebra de Grassmann.

Ao admitir que e;e; = 1, a dlgebra geométrica difere da algebra de Grassmann, ji que esta
admite e; A e; = 0.

Tendo em vista (3.1.1) e (3.1.2) e a associatividade, podemos efetuar operagoes do tipo:

61(9182) = (9181)62 = €9,

(erer)e; = (—ezei)e; = —ey(eje;) = —ey.

Com esta operagao, verificamos que eje; nao pode ser tomado como um escalar [36]. Da
mesma forma, nao podemos considerar como escalar qualquer e;e;.

Podemos, ainda, verificar que (e1e2)2 = e1e,e1€9 = —ejejeey = —1, 0 que mostra que e;es
nao é escalar nem vetor. [2§]

Quanto ao produto ej93, que veremos se tratar do trivetor unitario I, podemos verificar [31]:

I = e = €3 = €312,

—I = ej3 = ey3 = e3.

A Algebra de Clifford pode ser empregada em qualquer dimensdo. Quando se tratar de
um espago de dimensao n, dizemos se tratar da algebra de Clifford Cl,,. Obviamente, quando
tratamos do R?, nos referimos & algebra de Clifford Cls.

3.1.1 Espacgos Vetoriais e Graduacao

O espaco vetorial dos bivetores em R? é denotado, na algebra geométrica, pela notacao
A*(R?). Esta notacdo ja foi verificada na 4lgebra de Grassmann.

De forma analoga aos bivetores, podemos chamar os vetores de 1-vetores, os trivetores de
3-vetores e os escalares, de 0-vetores.

Todos estes objetos, por sua vez, formam espacos vetoriais em Cls.

O espaco vetorial dos escalares é denotado por A°(R?) e o dos vetores por A'(R?). Quanto
aos trivetores, ou 3-vetores, estes constituem um espaco vetorial denotado por A*(R?).

Como vimos anteriormente, temos os espacos A" (R3), k = 0,1,2,3, associados ao R3. Se
fizermos a soma direta A\(R?) = @_, A¥(R?) teremos uma estrutura coerente [36], no sentido
de ser fechada para a soma e para a multiplicacdo, e um elemento desta estrutura chama-se
multivetor. A dimensdo de um multivetor no R? serd a soma da dimensdo de cada espaco
componente, ou seja:
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(o) (1) (3) e (5) -2

Se estivermos, genericamente, tratando do espago R"™ o multivetor sera composto da soma:
escalar, mais vetor, mais bivetor, - -- mais n— vetor e a dimensao de A(M) seré:

<g>+<?>+<g>+...+<z>=2". 38

3.1.2 Graduagoes

Dizemos que os trivetores tém graduacgao 3. Da mesma forma, os escalares, os vetores e os
bivetores tém, respectivamente, as graduacgoes 0, 1 e 2. Um n—vetor tera, portanto, graduacao
n.

3.1.3 Produto Geométrico

Dados dois vetores u = uje; + uses + uses e v=vie; + vs€y + vzes, o produto geométrico
entre eles é a equagao fundamental e caracteristica da algebra geométrica definida por:

uv=u-v+uAv. (3.1.3)

A primeira parcela do segundo membro, u - v, é o produto interno. A outra, u A v, é o
produto exterior, da algebra de Grassmann.

O produto interno, u- v, aqui ¢é calculado da mesma forma que na algebra vetorial, ou seja:
u- Vv = uvy + ugvy + uzvz. Devido ao fato de ser comutativo, constitui-se na parte simétrica do
produto geométrico. Como o produto interno de dois vetores resulta em um escalar, a opera-
¢ao provoca uma reducao de uma unidade na graduacao em relagao aos objetos envolvidos na
operacao.

Ja vimos como obter o produto exterior , também conhecido produto cunha ou produto de
Grassmann [36], uA v, em 2.2.2. O produto exterior de vetores é anticomutativo, constituindo-
se na parte antissimétrica do produto geométrico.

Se fizermos os produtos geométricos entre os vetores ortonormais e;, e; e es, obteremos:
e e, —=¢;-e;+e;Ne; =1+0=1= ef. Por isso, ef = 1, o que esta de acordo com (3.1.1);

e ee;,=¢;-€;+e Ne; = 0+e; A e, =e; \e;j. Por isso, podemos escrever e; A €; = e;e;.
Utiliza-se, ainda, abreviar: e; A e; = e;e; = e;;.

e e =¢ejNe =—e Ne; =—e; = ej; = —e;;, 0 que corrobora (3.1.2).

O médulo do bivetor gerado pelo produto exterior dos dois vetores u e v é numericamente
igual a area do paralelogramo determinado por eles. Se o angulo entre os vetores for 6, com
0 < 6 <, esta area sera calculada por:

[uAv][= [lullflv]| send.



37

E possivel efetuar o produto exterior entre um bivetor B e um vetor v. Esta operacio
gera um paralelepipedo cuja base corresponde ao paralelogramo gerado pelo bivetor e a al-
tura corresponde a projecao de v sobre o vetor normal ao plano de B. O objeto gerado é,
portanto, um trivetor, dotado de magnitude (corresponde ao volume), diregao e sentido, dado
pela regra da mao direita. O produto exterior entre o vetor v e o bivetor B = u A w sera
vVAB=vA(uAW)=VvAuAw.

E importante notar que vAB = BAv, pois: VAB = VAUAW = —UAVAW = UAWAV =
B A v, ou seja, o produto exterior entre um vetor e um bivetor é comutativo.

Propriedades do produto geométrico

a) Nao Comutatividade:

O produto geométrico entre dois vetores quaisquer, u e v, é nao comutativo.
Considerando os vetores u e v, temos:

uv=u-v—+uAv

evu=v-u+vAu=
vu=u-v—-—uAv,

logo:
uv # vu. (3.1.4)

Podemos observar que:
-se u-v =0, ou seja, se os vetores forem ortogonais, teremos uv = —vu.

-se u A v =0, ou seja, se os vetores forem paralelos, teremos uv = vu.

b) Distributividade:

O produto geométrico é distributivo a direita e a esquerda, ou seja, considerando os vetores
u, v e w, temos:

(i) u(v + w) = uv + uw, pois:

uv+w)=u-(v+w)+uA(v+w)=(u-v+u-w)+(uAv+uAw)=(u-v+uA
V)+ (u-w+uAw)=uv+uw;e:

(ii)) (u+ v)w = uw + vw, que se demonstra de modo andlogo.

¢) Multiplica¢ao por escalar (Homogeneidade):

Sendo u e v vetores e A um escalar, temos:

A(uv) = u(Av) = (Au)v.
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Tendo visto as propriedades acima, podemos chegar a uma relacao entre produto geomé-
trico e produto interno e também a uma relagdo entre produto geométrico e produto exterior.
Ambas sdo uteis no caso de se querer chegar ao produto interno ou ao produto exterior se se
conhecem os produtos geométricos.

d) Relagao entre produto interno e produto geométrico:

1
u-v= §(uv—|—vu), (3.1.5)
pois:

1
uv+vu = (W-v+uAv)+(v-u+vAu) = u-v+uAv+u-v—uAv = 2(u-v) = u-v = §(uv+vu).

e) Relagao entre produto exterior e produto geométrico:

1
uAv = §(uv—vu), (3.1.6)
pois:

1
uv—vu = (u-v+uAv)—(v-u+vAu) = w-v+uAv—u-v+uAv = 2(uAV) = uAv = E(uv—vu).

f) Associatividade:

O produto geométrico obedece a regra associativa, ou seja: [31]
u(vw) = (uv)w

g) Produto Geométrico entre um vetor e um bivetor [19]:

Podemos efetuar o produto entre um vetor u e um bivetor B = v A w. Tal produto pode
Ser expresso como se segue:

1 1 1 1
uB = 5(uB +uB) + §(Bu —Bu) = 5(uB —Bu) + 5(uB + Bu).

Como o produto exterior entre vetor e bivetor é comutativo, temos:

o Parte simétrica: )
u/\Bzi(uB%—Bu):B/\u;e (3.1.7)

o Parte anti-simétrica:

1
u-B=u|B= E(uB —Bu) = —B|u, levando em consideracao 2.2.4 (3.1.8)

Com isso, podemos escrever a expressao para o produto geométrico entre um vetor e um
bivetor:

uB=u-B+uAB. (3.1.9)
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1 1 1
Considerando que u-B = i(uB—Bu), que VAW = i(vw—wv) eque v-w = i(vw—i-wv),
teremos:

u-B=u-(vAw)= ;[u(v/\w) — (VAW = ;[u2(vw —wWv) — ;(VW —wv)u| =

Z(HVW —uwv — vwu + wvu). Agora, adicionando-se 1 [vuw — wuv — vuw + wuv] = 0,
teremos:
u- (VAw) = Z[(uv +vu)w — (uw + wu)v — v(wu + uw) + w(vu + uv)| =
i[Q(u VW —2(u-w)v—v2(w-u) +w2(v-u)| = i[4(u V)W —4(u-w)v] =
u-B=u-(vAw)=(u-v)w— (u-w)v. (3.1.10)

Isso significa que o produto interno de um vetor com um bivetor resulta em um vetor.
Podemos, agora, concluir que:

uB=u-B+uAB=[u-v)w—(u-w)v]+uA (vAw). (3.1.11)
Ou seja, o produto geométrico entre um vetor e um bivetor resulta na soma de um vetor e

um trivetor.

Podemos generalizar uv = u-v + u A v para o caso de uVy, onde V. é um k-blade e u é
um vetor, como:
uVy =u V,y+uA Vy,

onde, utilizando as férmulas 3.1.5 e 3.1.6 e, de acordo com as regras da contracao, podemos
escrever [28]:

1 1
X,V = §(ka —(-D)*"Vx) e xAV, = i(ka + (-1D)FVx).

Em se tratando de Cls, se fizermos o produto geométrico entre um vetor e um 3-vetor, o
produto exterior anular-se-a.

h) Quadrado da Norma:

u?=|ul|>. Masu’=uu=u-u+uAu=u-u Logo:

uw’=u-u=|ul®

3.1.4 Multivetores

O multivetor é um elemento que surge na algebra geométrica e constitui-se, na sua forma
mais completa, sendo a soma de escalar, vetor, bivetor e trivetor, quando estamos tratando do
Olg.

Um multivetor M € Cls tem a forma:
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M = (m) + (mie1 + maey + maez) + (Maogess + Mma1€31 + Mi2e12) + (My23€123).

Se quisermos nos referir ao objeto de graduacao k deste multivetor diremos (M), ou sim-
plesmente M;. Por exemplo, nos referiremos ao bivetor que o constitui como:

(M)o = My = maseqs + msi€31 + mizeia.

Entao podemos dizer que M = My + M; + M, + M3, sendo componente de graduacao 0
um escalar.

Podemos considerar qualquer objeto em algebra geométrica como sendo um multivetor. Por
exemplo, um bivetor pode ser entendido como um multivetor em que as partes de graduacoes
0, 1 e 3 sao nulas.

Propriedades dos Multivetores

Considere trés multivetores M, S e Q. Como o conjunto dos multivetores ¢é fechado para a
soma e para o produto, podemos afirmar que eles constituem uma algebra [19]. Sao as seguintes
as propriedades, que se baseiam nas dos componentes:

(1) M+S=S+M (2) (M+S)+Q=M+(S+Q) (3)(MS)Q=M(SQ)
(4) M(S+Q)=MS+MQ (5) (M+S)Q=MQ+SQ (6)M+0=M
(7) 1 M=M (8) M+(-M)=0

Reversao de um Multivetor

A reversao é uma operacao aplicada a um blade, segundo a regra:
k(k—1)

Ay =(-1)"7 A (3.1.12)

“O nome reversao se deve ao fato dela ser equivalente a considerarmos o produto de vetores
na ordem reversa” [37]. Exemplos:

e VU — uv

I:el/\eg/\e3:>i:e3/\e2/\e1:—el/\eg/\egz—l

Para um blade Axy = a; Aas. .. a, temos: f~1<k> =aprN...Nas N aj.

Para um blade Ay, temos: (Ayy) = A.
 Para os blades A,y e By, temos: (Agy A Byy) = B@ A /~1<k>.

O reverso de um multivetor M € Cl3 ¢é obtido revertendo-se cada um dos seus componentes,
ou seja:

M:M0+M1+M2+M3:>
M:M0+M1—M2_M3
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Norma Euclidiana

Utilizando o reverso de um multivetor, poderemos obter a norma deste [36], com:
M |]>= (MM), = (MM)y, de onde:

2 9 2 2 2 2 2 2 2
[M[|"= m* + mj + mj + m3 + my + m3z; +miy + migy.

Involugao graduada (ou graduagio)

Dado um k-blade Ay, definimos Involugao Graduada (ou graduacao), denotada por”

Ay = (=1)*Apy (3.1.13)

[ ]
=
=
>
s

p) = Ay A Byy.
e Sendo M = My + M, + My + M; € Cly, entdo M = My — My + My — M.

O inverso multiplicativo

O inverso multiplicativo de um multivetor M, denotado por M ', é o multivetor que obe-
dece & seguinte equacdo: MM ™' = MM = 1.

Vejamos como ficam os inversos de cada componente de um multivetor ! . Para um Blade

A
A}, temos que seu inverso serd sempre A, ! = A k||2, desde que ||Ag||# 0 2 [33].
k
a) O inverso de um vetor:
Quando se trata de um vetor, u, por exemplo, o seu inverso é dado por u=! = ||1111||2 , Ou seja:
_ u
1:HM7 (3.1.14)
Podemos verificar isso com: vu™! =1 = uuu! =u= ||[uffut=u=u'= e
u

b) O inverso de um 2-blade:

1Se k-vetores ndo forem k-blades a férmula da inversdo aqui apresentada néo se aplica. Entretanto, devemos
levar em consideracao que em Cl3 todos os k-vetores sao k-blades, como ja vimos anteriormente.

2Isto faz sentido pois, no Espaco Conforme, que veremos adiante, é possivel que um Blade ndo nulo tenha
norma nula.
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Quando se trata de um 2-blade, u A v, por exemplo, o seu inverso é dado por:

—_~—

A
(uAv)™t = UAY o seja:
Junv?

vAu uAv
— —— 3.1.15
[unv|? [unv|? ( )

Vejamos o que aconteceria se nao considerassemos o reverso do bivetor, utilizando um
exemplo simples com bivetores unitarios:

(uAv)!

(e; Nej)(e;Nej) = (e Nej)-(e;Nej) = (e -ej)(ej-e)—(e-e)e e)=—1

o que, logicamente, nao denota o inverso do bivetor.

Agora, utilizando o reverso do bivetor, teremos:
(ei Nej)(ej Ney) =(eiNej)-(ejNe) =(e-e)ej-e;) — (e -e)(e;-e) =1

agora, sim, garantindo que o inverso do bivetor seja determinado.
b) O inverso de um 3-blade:

AVAW)”
O inverso de um 3-blade u A v A w é dado por: (uAvAw) = u, ou seja:
luAvAw|?
wWAVAU UAVAW
(UAVAW) = = - (3.1.16)
lu A v A wl|? lu A v A wl?
Aqui podemos verificar, a titulo de exemplo, que:
(et Nes Nes)(ep ANes Aeg) = —1leque (e ANexNes)esNey Aep) = 1.
. —1 Ak , .
Podemos concluir que o reverso do blade Ay em A, " = E é o que garante que o sinal do
k

produto em A,A; ' e em A, Ay seja sempre positivo, garantindo que vamos obter o inverso [33].

Existem multivetores que nao admitem inverso. Com efeito, o multivetor f = %(1 +e3) pode
ser citado como exemplo, pois nio existe, neste caso, um multivetor ' com a propriedade
ffl=f1f=1.

Pode-se verificar que f = %(1 + e3) é idempotente [36], ou seja ff = f, pois:

ﬁ: %(1 —|—83)%(1 —+ eg) = %(1 —|—e3 —+ €3 —{—e%) = i(2 —+ 293) = %(1 —l—eg) = f

Portanto, se houvesse £ neste caso, terfamos: ff ' =1 = fff ' =f= ff ' =f#£ 1, um
absurdo.

A utilizacao do inverso multiplicativo se d4 quando temos a necessidade de dividir um
multivetor por outro.

Para dividirmos o multivetor U pelo multivetor M temos duas opgoes: pela direita ou pela
esquerda. Isto porque nao podemos garantir que U e M~! comutam 3. Temos, portanto:

- Divisao de U por M pela esquerda: MU, e

- Divisao de U por M pela direita: UM ™. [19]

e~ ~ . N .. -1
3A divisdo pela esquerda nao é equivalente & divisdo pela direita, a menos que U comute com M™".
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3.1.5 Dualidade
O dual de um k— blade A,y é representado por AZ‘M e definido por *:

Ay = Ay gy (3.1.17)
Observacgoes:

e O dual A’<“k> tem a mesma norma e a mesma quantidade de componentes de Ay e situa-se

no complemento ortogonal deste. E uma operacao de A* R para A" * R".

e Nem sempre o dual do dual de um k—blade sera igual a este, ou seja, nem sempre
(A%y)" = Ag). Para que obtenhamos o k—blade original, deveremos fazer: Aj, |l =
Ayy. Esta operacao é chamada de “desdualizacao” e representamos-na como [12]:

(Afy) ™ = Al gy = Agry-

e Podemos, também, calcular o dual em Cl; utilizando: Az‘m = —Aw 1.

No Cl3 ®, se considerarmos um 3-vetor, o seu dual serd um escalar (0-vetor) e vice-versa.
Por este motivo, o 3-vetor é chamado de pseudo-escalar. Por sua vez, o dual de um bivetor é
um vetor e vice-versa e por isso chamamos um bivetor de pseudo-vetor [36].

Vamos calcular, como exemplo, o dual de ej5. Temos:

(elg)* = (e1 A 82) . (eg A\ €9 A el) = €1 (82 - €3 A (S)) A\ el) = €1 [(eg . 63)82 A\ e — (eg . 62)83 A\
e+ (ex-ej)esNes] =e;-[—e3sNe| =—[(e;-e3)e; — (e1-e)es] = —(—e3) = e3,

ou podemos fazer:

* -1
(812) =ep- I = ejeesere; = —ejezerere; = —ejeze; = ejeje;3 = ey,

ou seja, (e12)* = e3. De modo semelhante calculam-se os outros duais.

Assim, temos:

1" =—1I;

e? = —€33; e; = —€31; e;; = —€j9;
(e23)" = ey; (e31)" = ey; (e12)* = es;
I"=1.

Entretanto, em algebras geométricas diferentes da Cls isto nao ocorre. Se tomarmos a Cly,
por exemplo, temos que tanto os 1-blades quanto os 3-blades sao representados por 4 compo-
nentes. Logo, em Cl; o dual de um 3-blade é um 1-blade e vice-versa. Ja em Cly, um 2-blade

4H4 outras notacdes para Dual, variando de autor para autor. Em [20] vemos (---)* = —(--+) - I. Em [33]
podemos ler: Ef = E;I~!. Em [36] vemos que o dual do um k— vetor Ay é denotado por Ay e definido por:
*A = AkI, onde Ak é o reverso de Ay, dado por Ak = (—1)k(k_1)/2Ak. Neste caso, temos o Dual de Hodge,
bastante utilizado em aplicag¢oes na fisica.

5Lembrando que em Cl; todos os k-vetores sdo, também, k-blades.
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é dual de um 1-blade e vice-versa, pois ambos sdo representados por apenas um componente
nesta algebra.
Podemos determinar a quantidade de componentes de um k-blade em Cl,. Ele é dado pelo

|
nimero binomial < Z > = (nk)'k' Entao, por exemplo, em Cl; o nimero de componentes
n — k) k!
' 4!
de um 3—blade é m =4 e o de um 1-blade é m = 4.

Vejamos, agora, os duais dos elementos presentes na Algebra Geométrica Cls:

e Escalar: M =m = M* = —me;3

Vetor: M1 = mi€e1 + Mo€s + Mmzes = MT — —1M1€93 — M9€31 — M3e9

Bivetor: M2 = MM3€23 + ms1€e31 + mi2€12 = M; = My3€q + ms1€9 + mig€s

Trivetor: M3 = M123€123 = M; = M123

Multivetor: M = m + mi€e1 + Mo€o + M3€3 + Mo3€o3 + M31€31 + M12€12 + M123€123 =

*
M" = my93 + masze; + mgzie; + myzes — Mmie3 — Mo€3 — M3€12 — Mej23

Geometricamente, o dual de um k-blade A,y em Cl, é um (n — k)-blade que se encontra no
complemento ortogonal do espago de dimensao k do k-blade e ambos possuem a mesma norma.
A sua expressao é dada por:

Ay = (—1)" D2 Ay, Ay (3.1.18)

Por exemplo, o dual (u A v)* do bivetor u A v, em Cl3, é um vetor w, normal ao plano gerado
por uAv, e com norma |w||= [[uAv|. O sentido é determinado pela regra da mao direita. Ja
no Cly, o dual de um 1-blade u serd u* = (—1)%u- I, = u - Iy, um 3-blade.

3.1.6 Produto Geométrico - Caso Geral

O produto geométrico entre um vetor u e um multivetor arbitrario M pode ser obtido
usando a contracao e o produto exterior, como se segue [14]:

uM =u/M+uAM. (3.1.19)
Considerando M = (—1)*M, como em 3.1.13, teremos [14]:
Mu=M|u+MAu=—u|/M+uAM. (3.1.20)

Para o produto geométrico entre blades de quaisquer graduagoes, o leitor deve consultar [16, 33].
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3.1.7 A Algebra Geométrica e os Quatérnios

Mostraremos aqui que a algebra geométrica par (ClJ ), onde se consideram apenas os multi-
vetores do tipo My = (m) + (maseas + mgsie31 + miz€12), ou seja, que possuem somente escalar
e bivetor (ou somente um desses dois objetos, de graduagao par), é isormorfa a dos quatérnios
(H).

Ja dissemos acima que os quatérnios sdo elementos que tém a forma
q=a+bi+cj+dkeH,

onde a,b,c,d € R e i® = j2 = k* = ijk = —1. Temos ainda, nos quatérnios, as seguintes
relacoes: 1 = —ji =k; jk = —kj=1e ki = —ik = .
Seja o multivetor M = m + mozess + mszie3; + misen € Cl}f.

Fazendo i = ez = —eo3, j = €13 = —e3q, e k = e9; = —eq, entdo podemos reescrever M
como:

M=m-— m23i - m31j - mlgk.

E ficil ver, neste caso, que i’

= (ezey)? = ezereze; = —ezezese; = —1. Podemos verificar,
ainda, que:

j=-1; K*=-1; ijk=—-1; ij=—-ji=k; jk=-kj=1i ki=—-ik=]j.

Com isso, fica claro que é possivel fazer as associagoes:
i<ri=eg; jorj=en ko k=ey,
de onde se conclui que podemos identificar as unidades quaternionicas {i,j,k} com os bive-
tores {es, €13, €91} da dlgebra geométrica, estabelecendo-se, assim, o isomorfismo Clj ~ H.

[36]
Utilizando os duais, podemos verificar que:

-i<—>e32:—eggze“{:el-I_lz—el-I
'j<—>613:—e31283262'171:—82'1
'k<—>621:—812:e§:eg‘1_1:—eg'I.

Com isso, podemos escrever: M = m — mgysze] — mgs€5 — mq2€j;, ou seja:

M=m + <m2361 + ms1€2 + mlgeg)l € Cl+ ~ H.

O isomorfismo entre os quatérnios e a algebra geométrica da-se, portanto, com a identi-
ficagdo entre as unidades quaternidnicas (i, j, k) e os bivetores (ou pseudovetores) da &dlgebra
geométrica.

A 4lgebra geométrica, isomorfa a dos quatérnios é, entretanto, mais abrangente que esta
por nao se restringir ao espago tridimensional, podendo ser utilizada em dimensoes maiores.
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3.1.8 A Aalgebra geométrica Cl; e a algebra vetorial

O produto vetorial entre os vetores u = (uy, us, u3) e v.= (vq, v2, v3) é, na dlgebra vetorial de
Gibbs, considerado um vetor w ortogonal ao plano formado pelos vetores u e v, sendo calculado
por:

— — —

i j k ~ - -
W=UuXvVvV=|u U Uz |= (Uzvs - U3U2)i + (USUl - u1U3)j + (Uﬂiz - UQUl)k-
V1 Uy Vs

Observe que, se invertermos o sentido dos vetores u e v, obteremos w' = (—u) x (—v) = w,
pois:

i j kK ) ) )
W= (—u)x(—Vv)=| —uy —uy —ug | = (Ugvz—ugv2)i+ (ugvy —u1v3)j+ (U102 —ugvy )k =
—vV1 —VU2 —U3
UXV=wW.

Era de se esperar que ocorresse, neste caso, uma inversao no sentido de w. Entretanto,
vemos que o sentido de w e de w’ é o mesmo, o que se constitui numa incoeréncia observada
na algebra vetorial [36].

O resultado do chamado produto misto entre os vetores u, v e w , denotado u - (v x w)
possui, também, uma incoeréncia. Ao se inverterem os sentidos dos vetores nao deveria haver
mudanca no resultado, que é um escalar o que, no entanto, nao ocorre, ou seja, mudando-se os
sentidos dos vetores envolvidos muda o sinal do escalar.

Na algebra geométrica, tais incoeréncias ndo ocorrem. Nela o produto vetorial é definido
como:

uxv=(_(uAv) =—-(uAv)

ou seja, u X v é o vetor dual do bivetor u A v.

Elevando ao quadrado a relagdo u x v = —(u A v)I, teremos:
(uxv)?i=(—(uAVI)?=AV) T’ =—-(uAv)?=—[(uAV)(uAv) =
—[(@Av)-(uAV)+AV)A(uAY)] = —[(uv)(vou) = (wu)(vev) +0] = —[(u-v)* —[Ju]*[[v]*] =
[l [ v]*=(u-v)* = [[ul*[[v]*~[[u]*[[v|*cos® & = [lu]]*[[v]*sen’d = ([ul|[|v]|send)* = [uAv]*

ou seja:

(uxv)* = [unvl|

o que significa que a magnitude de u X v é igual a area do paralelogramo formado pelos vetores
u e v que compoem u A v, o que era de se esperar, pois u X v é o dual de u A v.

Calculando, agora, u A v, como em (2.2.2), obtemos:
U AV = (ugus — uzva)eas + (usvy — ugvs)es + (ugvy — ugvy)eqs.

Usando as relacoes de dualidade e3; = eq; €5, = es; e e], = e3 no resultado obtido, ficamos
com:

uXxXv= (u A V)* = (U2U3 — U3U2)el + (Ug’Ul - U1U3>82 + (Uﬂ)g - uwl)eg, (3121)
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(uAV) " =uxv

Figura 3.1: u x v

um vetor, como podemos observar na figura 3.1.

Vamos verificar se, mudando o sentido dos vetores u e v, o sentido do produto vetorial na
algebra geométrica também muda. Temos, portanto, u — —u, v — —v. Como cada e; muda
de sentido, ou seja, e; — —e;, verifica-se que I = ejese3 — —1.

Ficamos, portanto, com:

uxv=—(uAvV)I— —[(—u)A(=V)](-I) = —[uAV](-I) = (uAV)I=—(ux V).

Conclusao: quando fazemos uma inversao nos vetores que compoem o produto vetorial
(como definido na algebra geométrica), bem como dos e;, o vetor resultante sofre, também,
uma inversao, ou seja, o produto vetorial é, neste caso, coerente.

Conforme podemos ler em [19], cabe aqui uma adverténcia: livros de dlgebra vetorial nor-
malmente fazem uma distingao entre vetores polares e vetores axiais, sendo u x v identificado
como vetor axial e u e v, como vetores polares.

Esta identificacao ¢ desnecessaria na algebra geométrica: o produto vetorial de u e v, de-
finido como u x v = —(u A v)I, é um vetor, como vimos em (3.1.21), exatamente da mesma
forma que u e v sao vetores.

Concluimos, portanto, que a algebra geométrica engloba a de Grassmann e a estrutura dos
quatérnios de forma satisfatéria e consistente, ndo apresentando incoeréncias internas [36].

3.1.9 Projecao, Rejeicao e Reflexao

Na algebra geométrica, podemos fazer as operagoes de projecao, rejeicao e reflexdo de um
vetor v em relagdo a um outro vetor, w, como se segue [20]:
Projecao de vetor em vetor

Consideremos o vetor projecao de v sobre w como sendo o vetor v| (vide 3.2). Logo, temos:

e () i
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e entao, tendo em vista 3.1.14, como # = w~!, teremos:
w
v =(v-w)w (3.1.22)
; |

Figura 3.2: Vetor projegao: v

Rejeicao de vetor em vetor

Consideremos o vetor rejeicio de v em relacdio a w como sendo o vetor v, em que
VI =V—V| (vide 3.3). Ficamos, portanto, com: v, =v—(v- W)W_l. Sabemos que o produto
geométrico entre v e w é dado por: vw = v-w+ Vv AW e, portanto, v-w = vw — v Aw. Entao:

vi=v-|[(vw—vAwwl=v-[vww !l - (vAWW l=v-v+(vAw)W ! =

v, =(vVAw)w L (3.1.23)

Vi

u M w

Figura 3.3: Vetor rejeicao: v

Reflexao de vetor em vetor

Consideremos a reflexao do vetor v.em w como sendo o vetor v;. Portanto, temos: v; +
2v, = v (vide 3.4), ou seja, v; = v — 2v |, logo:

1 1

v =(vj+vi)—2v, =v|-v| = (vw)w = (vAW)w ' = (vw—vAW)W ' = (W-vtwAV)W ! =

v, =wvw L. (3.1.24)

T
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v
Vi
0
0 u v w
Vi
Vi

Figura 3.4: Vetor refletido: v

Projecao de vetor em um plano

A projecao de um vetor v em um plano Il cujo vetor normal é n ¢ igual a rejeicao do vetor
v em relagdo ao vetor n, ou seja:
v|=(vAnn . (3.1.25)

Vide figura 3.5

l

vj=(vAnn'

Figura 3.5: Projecao de um vetor em um plano

Rejeicao de um vetor em relagao a um plano

A rejeicao de um vetor v em relagdo ao plano II cujo vetor normal é n é igual a projecao
de v sobre n, ou seja:

v, =(v-n)n . (3.1.26)
Vide figura 3.6

Reflexao de um vetor em relacao a um plano

A reflexao do vetor v em relacao ao plano ¢ dada por v, = v — v, logo:
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Figura 3.6: Rejeicao de um vetor em um plano

-1 1

v, =(vAn)n~'—(v-n)n~' = (vAn—v-n)n~

v, = —nvn L

Vide figura 3.7. Observe, na mesma figura, a reflexao de v em n.

= (—n-v—nAv)n~!' = —(n-v+nAv)n~

N

(3.1.27)

Figura 3.7: Reflexdo de um vetor em um plano.

3.1.10 Rotacgoes

Ja tratamos de rotagoes quando falamos de quatérnios, oportunidade em que foi apresen-
tada a formula de Rodrigues, [2.1.5]. Ali vimos a rota¢ao de um vetor em torno de um eixo.
Vejamos, agora, das rotacoes realizadas no ambito da algebra geométrica.

Rotagao de um wvetor
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A figura 3.8 representa a composicao de duas reflexdes sofridas por um vetor v, sucessiva-
mente nos vetores wi e wp, separados por um angulo a; + as, resultando no vetor v', o que
corresponde a uma rotagao de v, de um angulo 2(«; + a3), no sentido de wy para ws.

Figura 3.8: Rotacao de um vetor v no sentido de w; para wy .

Inicialmente refletimos o vetor v.em wq, o que resulta no vetor vy segundo a operacao:
_ -1
Vi = W1Vw, .

Em seguida, o vetor v; assim obtido é refletido em wy, resultando no vetor v’. Esta segunda
reflexao é dada por:
v = WoViWy .

Aplicando v; = w;vw] ' nesta equacio obtemos:

'wil) = (wowy)v(waw;) L.

/ —1 —1 _

Vv = wo(wivw] )W, = (Wowq ) V(W

O vetor v/, resultante desta operacao tem a mesma norma de v e podemos verificar na
figura 3.8 que a composicao destas duas reflexdes seguidas resultam na rotacao do vetor v, no
plano gerado pelos vetores wy e wo, de um angulo igual ao dobro do angulo entre eles, ou seja,
sendo o angulo entre os vetores wy e wy igual a g = 1 +am, arotacdo de v para v’ serd igual a 6.

O plano onde ocorre a rotagao contém o bivetor A = w; A Wy, que pode ser normalizado

para
w1 A Wy . w1 /A Wy

A= = -
lwi Awsll - flwy ||| wa| sen (§)

Ocorre que quaisquer dois vetores nao paralelos deste plano onde a rotagao acontece podem
formar um bivetor contido no mesmo plano, em particular, os vetores unitarios u; e us, na
diregao respectivamente de w; e wo (0s versores destes, como se chamam em algebra vetorial)
e que podem ser obtidos por u; = —~t-, 1 =1, 2.

[will?

Tomando estes dois vetores unitarios podemos obter o bivetor unitario

~ VAN
P (3.1.28)

0\’
Se1n (2>
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que esta no plano de rotagao e que serd tutil adiante para a formula que designa a mesma.

Se fizermos a operagao de rotagao, refletindo v sucessivamente sobre u; e uy obteremos o

mesmo resultado de refletir sobre w; e wo, ji que sao vetores respectivamente com a mesma
direcao e sentido, e todos coplanares, entao podemos, agora, descrever a rotacdo como:

V, = (112111)V(112111)_1.

O produto usu; é o produto geométrico entre os vetores unitarios us e u; e o chamaremos
de rotor. Portanto,

R =uyuy,
e podemos verificar que R™' = (upu;)™' = uj'uy' e, consequentemente, ficamos com v/ =
RvR™.
_ 1, — u; U = .
Podemos observar que R~! = uj'u, ! = = uuy = R, ou seja:
[ [ [ uzl
R'=R.

Com isto, podemos escrever v/ = (usu;)v(usu; )~ ! = RVR™! como:
)

v/ = RvR (3.1.29)
De R = uyuy, teremos:

0 u; Au
R=uy -uy+uAu =uy-u; —uy Aug = ||ug|||ug]jcos | = | — ! 2

7o\ sen
on ()

N D

. o . . ) .o urAu
Como u; e uy sao ambos unitarios, e considerando o bivetor, também unitario, B =

Q Y
sen (2>
teremos a seguinte expressao:

6

R = cos

— Bsen

(3.1.30)
onde R é o rotor que, aplicado segundo a expressdo v/ = RvR gira o vetor v, de um angulo 6,
no sentido de u; para us, no plano que contém o bivetor B.

Fazendo o produto do bivetor B por ele mesmo e, considerando que este é unitario, teremos
A 2 A A
B =BB=-1.

Tendo em vista isto, podemos exprimir o rotor R como:
R = exp —B§ : (3.1.31)

Observagao: Ha outras formas de se chegar a este mesmo resultado, conforme podemos
observar em [31, 36].
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3.1.11 Versores

Observando as operagoes descritas nas subsecoes 3.1.9 e 3.1.10, podemos verificar:

1. Reflexdo do vetor v no vetor w: v, = wvw !;

1

2. Reflexao do vetor v em relacao a um plano II: v; = —nvn™", onde n é o vetor normal

ao plano II; e

3. Rotacao do vetor v no sentido de u; para uy, ambos vetores unitarios: v/ = RvR, onde
R = uou;.

Percebemos que nao é incomum um vetor que sofre uma operagao (nos exemplos, o vetor
v) aparecer “ensanduichado” entre dois outros, na verdade inversos ou reversos um do outro.
Observamos, ainda, que ora aparece o sinal negativo antes da férmula, ora nao.

Podemos, ainda, observar que o vetor resultante nestas operagoes possui a mesma magnitude
do vetor que lhes deu origem.

Consideremos, agora, por exemplo, uma operacao de reflexdo de um vetor v.em um vetor
w1, como no item 1. acima. Ou seja,
_ —1
=W VW, .

Vo

Se o vetor v;, assim obtido sofrer uma nova reflexao, agora em um vetor ws, teremos como
resultado o vetor vy, que é facilmente calculado: v;, = Wovy, w5 = wo(wivw; wy ' Apli-
cando as propriedades vistas anteriormente, ficamos com: v;, = (Wow)v(wi'wy ') = v, =
(wowy)v(wow;) ™!, Observamos que v novamente aparece ensanduichado entre as expressoes
inversas uma da outra, (wowy) e (wWowy) ™1

Se 0 processo prosseguir, ou seja, se houver sucessivas reflexdes nos vetores ws - - - wy, k < n,
teremos como resultado o vetor v;, que pode ser obtido por meio da operacgao:

~1
Vi, = (Wi W3WoWq)V(Wy - - WaWoWwy) .
Se a operacao fosse de reflexdes sucessivas em planos IIy, Iy, ---, II,,, de vetores normais
respectivamente nq, no, - - -, ng, teriamos:
_ 1 k -1
Vi, = (—=1)"(ny - -nony ) v(ng - -nony ).

O sinal negativo para k impar pode ser entendido devido a férmula da reflexao de vetor em
um plano, que aparece em (3.1.27).

Em geral, consideramos o produto de k vetores
V=vVivip_1---Vq (3.1.32)

como sendo um wersor de graduacao k, sendo o seu inverso dado por:

V= (vivierova) = vt v v (3.1.33)

Como em algumas operagoes devemos considerar o sinal negativo, nelas devemos escrever:

V= (-1)Fv~h
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As operagoes com versores sao, portanto, escritas como:

v = Vvl (3.1.34)

para os casos em que aplicam-se os sinais e

v =Vvy (3.1.35)

quando nao ha necessidade de sinais negativos.

Nas expressoes acima, v’ pode ser o resultado de reflexdo(s) ou de rotagao(s). Quando um
versor produz reflexao ele se chama “refletor” e no caso de produzir rotacao ele é denominado
“rotor”.

Um rotor R é o produto geométrico de um niimero par de vetores unitérios, tais que RR = 1
[14]. De um modo geral, um versor é a combinagao linear de um ntimero par ou impar de 1-
vetores (1-blades). No primeiro caso (ntimero par) temos como resultado rotagoes e no segundo
caso, combinacao de um ntmero impar de 1-blades, temos como resultado a combinacao de
rotagoes com reflexao, as vezes chamada de anti-rotacoes [33].

Podemos combinar sucessivas operacoes com versores. Se inicialmente tivermos v/ = VvV' e
depois submetermos v/ a uma nova operagao com um versor V' para obter v”, teremos:

V// _ V’V’V’T,
logo: v = V' (WwVHV'T = yyv iyt = (W V)v(VV)E ou v/ = VvV onde
V' =V'V,

um produto geométrico entre dois versores. Nos casos em que nao ha necessidade de sinais
negativos, basta que se considere V=1 no lugar de V1 [20].

Considerando que, para um vetor v, observamos v = v, temos que o reverso de um versor
YV = vivi_1--- vy € dado por:

V=vi Vi 1Vp. (3.1.36)

O inverso V~! de V ¢ tal que VV~' = V="V =1 e pode ser calculado por: V7'V =1 =
V=WV = V. Logo [17]:

v

12%

Vl= (3.1.37)
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Capitulo 4

Algebra Geométrica no Espaco
Conforme

4.1 Consideracgoes Iniciais

O assunto que sera apresentado neste capitulo - Espaco Homogéneo - pode ser visto com
maiores detalhes nas referéncias [11], [12], [14], [20], [31] e [33]. O Espago Conforme é obtido
adicionando-se duas dimensoes ao Espago Euclidiano e a vantagem ¢é que neste espaco existe uma
maior facilidade de manipular objetos geométricos com a Algebra Geométrica, em particular
esferas e circunferéncias e, principalmente, tratar de rotagoes, o que terda importancia crucial
neste trabalho.

4.2 Espaco Homogéneo

4.2.1 Homogeneidade

Considere um espaco 4D contando com um eixo ortogonal aos trés eixos do espaco 3D. A
semelhanca dos vetores unitarios e, e; e es, paralelos e associados respectivamente dos eixos
x, y e z, considere o vetor ey, paralelo e associado ao quarto eixo ortogonal do espaco 4D que
estamos considerando.

Dentro deste espago, um ponto p € 3D é referido como:

P =ey+ z1€1 + 29€5 + 13€3.
Devemos estar atentos a origem dos sistemas quando nos referirmos a este espaco:
o A origem 4D deste sistema é O = 0ey + 0e; + Oes + Oes;
« A origem (0,0,0) € 3D corresponde ao ponto P = ey.

Uma caracteristica importante a se considerar e que da origem ao nome - Espaco Homo-
géneo - é a homogeneidade, que é: se tomarmos o ponto P = ey + x1€; + x2e5 + T3€3 € 0
multiplicarmos por uma constante A # 0 obteremos o ponto P’ = Aeg+ Axie; + Axges + Axszes,
que representa 0 mesmo ponto em R3.
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A homogeneidade pode ser associada ao estudo de projegao perspectiva, em que dois pontos
distintos sobre uma mesma linha de projecao se projetam no mesmo ponto sobre o plano de
projecao. Vide as figuras 4.1 e 4.2 abaixo..

PLANO DE PROJECAO

Figura 4.1: Os pontos A e B projetam-se em C', no Plano de Projecao.

Figura 4.2: O R? embutido no espaco homogéneo. Pontos AP projetam-se em P = e; + x. O
plano embaixo representa o R3. O de cima representa uma “copia” do R?, onde os pontos sao
projetados. Figura baseada em [14]

Tendo em vista a homogeneidade e a representacao de um ponto do 3D no espaco homogé-
neo, qual a interpretagao que temos da expressao P = xgeg+ €1 +r2€9+ 363, quando zy # 07

1 1 T T T
Se multiplicarmos P por A = —, teremos: P\ = P— = ey + —e; + —292 + —393, o ponto
Zo Zo o Zo Zo
T, Ty X
P que representa (—1, =2 —3>, de 3D.
Lo Lo Lo

Observagoes:

o A expressao () = xe; + yes + zez significa um “ponto no infinito”, partindo de P =
ey + A\re; + Ayes + Azes, desde que multipliquemos P por 1/X e fizermos A — oo, levando
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em conta a homogeneidade. Trata-se de um ponto em 4D, e podemos ler em [[14]] como
“ponto impréprio”.

o No item acima, se fizermos A — —o0 entao obteremos o mesmo ponto (), significando que
se partirmos da origem seguindo a dire¢ao de uma reta, atingiremos o mesmo ponto no
infinito, independentemente do sentido que nos deslocarmos.

o A expressao P = ey + x € 4D, ou seja, o ponto P = ey + ze; + ye, + zes identifica o
vetor-posicao x = xe;+yes+z2e, € 3D. Esta representagao, P = ey+X, € a representagao
direta do ponto P.

e Enquanto P = ey+x é, em 4D, um vetor-posicao, a expressao X = re; +yes+ ze, € 4D
representa o vetor-dire¢ao e, devido a homogeneidade, tanto X quanto —X indicam a
mesma dire¢do, ou o mesmo ponto no infinito.

4.2.2 Pontos no Espaco Homogéneo

Sejam P e Q € 4D. Se PAQ = 0, entdao Q = aP, a € R. Se P = )ley + X, entao
Q = aley + ax.

1 1
Mas P = \ep+x = XP =ep+ Xx, de onde concluimos que P representa o ponto XX € R3.

1 1

Da mesma forma, ) = aleg + ax = 762 = ey + XX, ou seja, () também representa
o

1

—x € R3, portanto, P A Q = 0 significa que P e @ representam o mesmo ponto no R3.

A
Agora, se temos P = \eg + x e (Q = aeg + y, entao:

PAQ = (Meg+x)N(aeg+y) =AaegNeg+Aeg Ay +axAey+XAy =eyA(Ay —ax)+xAYy.

Logo, temos:

P/\Q:0<:>)xy—ozx:()<:>y:g

/\X<:>X/\y:0

1 1 1 1
Entao: P:)\e0+x:>XP:eO+XX:>Prepresenta XX€R3,eQ:aeo+y:>—Q:
o

1 3
€+ —y=¢€+ XX = () representa 0 mesmo XX € R°.
«Q

Concluindo, P e @ representam o mesmo ponto em R? se, e somente se:

PAQ=0, (4.2.1)

que é a equacao do ponto Q).

Representacao dual de um ponto

Um ponto no espaco homogéneo é representado por um vetor. O seu complemento ortogonal
¢ um trivetor. Logo, o dual de um ponto no espago homogéneo sera um trivetor.
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Sendo P = ey + z1€; + x93 + x3e3, podemos calcular o seu dual usando a férmula (3.1.18),
adotando I = I, = eg/\e; AeaAes. Obteremos, portanto: P* = (eg)*+x1(e1) +x2(e2)" +x3(es)”,
de onde:

pPr = e Nes Nes—xi€egNey ANes —xoeg Neg Nep —xzey N\ e N es. (422)
Como ilustragao, calcularemos o dual de e, utilizando a féormula 3.1.18: e} = (—1)%61[4 =
e] =e - I
el =e -egNe;NesNe3s=(e;-e)ANe;NesNe3s—eyA(er-e)ANey Aest+
eo/\el/\(el '62)/\83—60/\61/\62/\ (61 '63) = —eo/\eg/\eg.
4.2.3 Retas no Espaco Homogéneo
Uma reta R que passa por X; e X no R? é representada no 4D por
R: Pl/\PQ, (423)

com P, =ey)+x; e P, =¢ey+ Xs.

Py

€0

Figura 4.3: Uma reta no espago homogéneo ¢é representada por um bivetor

Podemos observar que a reta ¢ a interseccao entre o plano que contém o bivetor e a “copia”

do R3.

Se fizermos Py AR ou P,AR, teremos: PLA(PLAP,) = 0e P,A(PyAP,) = 0, respectivamente.
De um modo geral, se P € R, entao teremos:

PAR=0 (4.2.4)

como a equagao da reta R no espaco homogéneo.
Isso se justifica pelo fato de, para um ponto P pertencer a reta R = P; A\ P ele deve ser do
tlpO P = )\1P1 + )\QPQ. LOgOI

PAR=(MPL+MP)AN(PLAP) = MPLAN(PLAP)+ P A (PLAPy) =0.
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Representacao dual de uma reta

Uma reta no espago homogéneo é representada por um bivetor. O seu complemento orto-
gonal é um bivetor. Logo, o dual de uma reta no espago homogéneo também sera um bivetor.

4.2.4 Planos no Espaco Homogéneo

Analogamente a uma reta no espaco homogéneo, um plano II passando pelos pontos nao
colineares X;, X, e X3 no R?® é representado no 4D por:

II=P NP, P, (4.2.5)
com P1280+X1, P2280+X2 8P3260+X3.
Uma vez que II é um trivetor, ele possui a seguinte expressao com respeito a base {eg, €1, €2, e3}:

IT = nieg AN es Nes+nqseg/ANes/Nep +nseg ANep A\eg+ h61 N ey A €3, (426)

Equacao de um Plano

Um ponto P = ey + x estd no plano Il = P; A P, A P53 se, somente se, PA Py A P, N\ Py =0,
ou seja:
PAIl=0. (4.2.7)

Esta ¢ a equacao do plano II no espaco homogéneo.
Agora, podemos definir a equacao de um plano que passa por uma reta R = P, A P, e por
um ponto P fora desta como sendo o plano Il = P A P; A P, ou seja:

II=PAR. (4.2.8)

Representacao dual de um plano

Um plano no espago homogéneo 4D é representado por um trivetor. O seu complemento
ortogonal ¢ um vetor. Logo, o dual de um plano no espago homogéneo sera um vetor.

Sendo II = n1ey A ey A ez +ngeg Aes Aep +nseyAep Aes+ hep A ey Aes, podemos calcu-
lar o seu dual usando a férmula (3.1.18), fazendo I = I, = eyAe; Aes Aes. Obteremos, portanto:

II* =ni(eg ANex Aes)* +na(eg Aes Aey)  +ng(eg Aep Aes)* + hiep Aey Aes)*, implicando
em:

I = —ni1€1 — Ngo€y — Nzes + heo (429)
Como ilustracao, calcularemos o dual de ey A e3 A e3:
(eo/\eg/\eg)* = (eo/\eg/\eg) : (eg/\el/\eg/\eg) = €q - (62‘ (83'80/\61/\82/\83) =
e -(ex-((es-e) NegNexNes—eyA(es-e)NesNes+eyAep Aes-e) Aesg—

eo/\el/\eg/\(eg,-eg))):eo-(eg-(—eo/\el/\eg)):
eo-(—((eg-eo)/\el/\eg—eo/\(eg-el)/\e2+e0/\e1/\(eg-eg)):
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e - (—egNey)=—((ey-e) Nep) = —e;.

h
Aqui n = nje; + nges + nges é um vetor normal ao plano e W é a distancia do plano para
n

a origem eg. Isto encontra-se demonstrado em [20].

4.3 A projecao estereografica

O assunto a seguir pode ser visto com maiores detalhes em [11] e [33].

Tomemos a circunferéncia de raio unitario abaixo, figura 4.4, na qual encontramos o vetor
e; e o vetor e, que agora apresentamos. E possivel tomar cada ponto z da reta que contém e;
e obter um ponto correspondente z’ sobre a circunferéncia. Esta relacao entre pontos da reta
e pontos da circunferéncia é a “projecao estereografica” do ponto z.

e x

Figura 4.4: Projecao estereografica

E possivel mostrar que z’ pode ser determinado pelo vetor

, 2 1 —a?

X =——e€e — —
1+a2 & 14 g2

e,. (4.3.1)
Para isto, inicialmente temos que considerar:

e e, e =1

o X' -x' =1, ondex’:(ﬁ; e

e e, -x=0, ondex:a)r:xel.

Considere a figura 4.5.
Entao, temos: X' = e, +A(x—ey),deonde, 1 =x"-x' = (e; +A(x—ey)) (e +A(x—ey)).

Segue que: A\[(x2+1)A—2]=0=A=0ou = Entao:

14+ x2
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Figura 4.5: Determinagao do vetor x’ em uma projecao estereografica

o Para A =0emx' =e;+A(x—e,), temos X' = e, significando que o ponto x encontra-se

no infinito.
2
e Para A = , temos:
L+x* 2 2.2
2X 1 —x%)e 2ze 1 —z%e)e
x' =e; + (X—e+)= _( )+: 12_( 1)2+
1+ x2 1+ x2 1+ x2 1+ z2ef 1+ z2ef
, 2x 1— 22 . ‘ 131
X = ——e — —— e, ousecja, o que consta em 4.3.1.
1+$2 1 1_’_1.2 + ), q

Podemos observar que todos os pontos da reta tém um correspondente na circunferéncia,
bastando para isto verificar a equacao 4.3.1. Destacamos aqui os seguintes pontos: Se x = 0,
entdo X’ = —e,, se x = 1 temos X' = e; e, por ultimo, se x — oo ou x — —oo entdo x’ = e,. Os
pontos x € [—1,+1] tém seu ponto =’ correspondente na semicircunferéncia inferior, conforme
podemos observar em 4.6.

Figura 4.6: Projegao estereogréfica, com |z|< 1.

Com este processo projetamos pontos de uma reta (dimensdao 1) em uma circunferéncia
(dimensao 2). A base utilizada para isto foi {e;,e;}. Além disto, os pontos do infinito sao
projetados no pdlo superior da circunferéncia [31].
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Dizemos, com isto, que todos os pontos da reta estao cobertos pela “imersao” estereografica
[11].

Assinatura de um espaco

Se um espac¢o n—vetorial tem p vetores unitarios e; linearmente independentes satisfazendo
e; - e, = 1 e ¢ vetores unitérios e; lincarmente independentes satisfazendo e; - e; = —1, entao
dizemos que o espago tem p dimensoes positivas e ¢ dimensoes negativas (com n = p+¢q). Neste
caso, ao invés de R" escrevemos RP? e chamamos (p, ¢) de “assinatura” do espago [31]. Um
espago Euclidiano n—dimensional é entao escrito como R™® [14]. Um espaco que contenha em
sua base ortonormal n + 1 vetores com quadrado igual +1 e um vetor com quadrado igual a
—1, por exemplo R"™! ¢ chamado de Espago de Minkowiski [33].

O vetor e_ e a projecio em R?!,

Podemos acrescentar mais um vetor, o vetor e_, ao sistema e;Oe . representado pela figura
4.5. Tal vetor ¢ ortogonal aos vetores e; e e,. Este novo vetor, ora apresentado, é tal que
e -e_=—1.

Com isto, o ponto x da reta que fora projetado na circunferéncia em e;Oe, é agora proje-
tado na circunferéncia unitdria paralela a primeira, e com centro na ponta do vetor e_, como
podemos observar na figura 4.7. Esta circunferéncia unitaria esta contida no plano afim. Temos,
portanto, a projegao do ponto x no espago R%!, onde utilizamos a base {e;,e,,e_}.

0
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Figura 4.7: O vetor e_. Figura baseada em: [31, 33].

Temos que o ponto x € R fica denotado pelo vetor X e, na figura 4.7, vemos que X = x'+e_.
Portanto, de 4.3.1:

2 1— 22

1+22° ' 1+a?

onde re; =x € R' e 2?2 =x-x = x°.

e, +e_. (4.3.2)
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Vetor Nulo

Considerando-se e_ - e = —1, se fizermos X? obteremos X? = 0 e, por conseguinte,
XX =X-X+XAX=0= |X|*= 0, caracterizando X como um vetor nulo, assim como
qualquer dos seus multiplos. Um vetor nulo pode ser diferente do vetor 0. Tal fato ocorre
pela mistura de vetores com assinaturas diferentes na base. Como qualquer multiplo de um
vetor nulo também o é, concluimos que neste espaco também observamos a homogeneidade,
garantindo que os escalares multiplos de X representam o mesmo ponto na circunferéncia

unitéria [[31], [33]].

Cone Nulo

Todos os vetores nulos conforme descritos acima formam um lugar geométrico denominado
Cone Nulo.

Generalizacio para o Espaco Euclidiano 3D - A projecdo em R*! .

O préximo passo ¢ trocarmos x = ze; € R pelo ponto X = x€; + z2ey + 2363 € R3
para definirmos X, projecdo de um ponto no R?* em um espaco R*!, cuja base ortogonal é
{e1,es,e3,e,,e_} [31] [33]. Ficamos, portanto, com:

2 1 — a2
—= X —
1422 14 22

e +e_. (4.3.3)

onde X = z1€; + T9€s + 1363 € R¥ e 22 = x - x = X°.

4.4 O Espaco Conforme

O assunto que serd apresentado neste capitulo - Espaco Conforme - pode ser visto com
maiores detalhes nas referéncias [4, 11, 12, 14, 20, 29, 31, 33].

4.4.1 O Modelo Conforme

A Geometria Conforme é equivalente & Projegdo Estereogréfica no Espaco Euclidiano [4].
Comecamos estendendo o R™ com vetores e, e e_, ortogonais entre si e a base canonica do R,
e satisfazendo €3 =1 ¢ e = —1.

De 4.3.3, temos:

2 1 — 22
X= 1122 1+a2 e+ e
N - N 1+ a?
entao, multiplicando a expressao por ficamos com:
1+ 22 1—a? 1+ 22 1+ 22 x? (e_ —ey)
B X:X—Te++Te_$ 9 X:X+§<e_+e+)+%:
1 2 2
T X:eo—i—x—{—x—eoo, (4.4.1)

2 2
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onde:

1
e = §(e_ —ey) e €, =€e_+e;. (4.4.2)

Para e e e, assim definidos, teremos:

ey - ey =0; € €s =0 ey es = —1. (4.4.3)

Consideremos os elementos da base do R?, {e, es, ez}, e mais os elementos, e ¢ e5. Um
elemento X do espago 5D gerado pela base {eg, e, es, €3, €.} terd a forma

X = To€o + T1€1 + To€o + T3€3 + Too€oo = Tp€o + X + TooCoo- (444)

Os produtos entre os elementos sao, como observados mno espaco homogéneo,
(o€ =0,ex-€ =0ece-e =0d; " 14,7 =123)e mais os observados em 4.4.3. O
espaco 5D com os produtos internos assim estabelecidos é chamado de Espaco Conforme. E
um espaco nao Euclidiano R*1!.

J4 vimos que, neste espaco, ¢ possivel obter X? = 0 com X # 0. E possivel, ainda termos
| X|I?< 0, j& que para X = xpeq+x1€1+To€2+T3€3+Ton€s teremos || X||?= x4+ +232— 21070 .

Quanto ao produto interno de dois elementos X e Y, temos que:

X Y = Z2gyo€o - € + T0Ysc€0 * €0 + T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 + TooY0€oo * €0 T TooYoooo * €00 =

XY = z1y1 + xay2 + 23y3 — (ToYoo + Taol)- (4.4.5)

Horosfera

Vetores que nos interessam no espaco conforme encontram-se no cone nulo, mais precisa-
mente na intersecgao deste com o hiperplano P(ey,, eq), que passa pelo ponto ey. Esta inter-
seccao ¢ uma curva chamada Horosfera, regido em que os pontos sofrem as restricoes X2 =0 e
X - ex = —1. [4]. Vide a figura 4.8, retirada de [15].

Horosphere _» Minkowski Plane

™~

Hyperplane
Ple..e,)

Null Cone
Stereographic Point

or
Homogeneous Point
BT N

e —— S

Euclidean axis

Figura 4.8: A horosfera e o cone nulo [15]

Delta de Kronecker: 8;; =0, se i # j; §;; =1,sei=j
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4.4.2 Representacao de pontos

Existe um isomorfismo entre pontos no espaco conforme e pontos no espago euclidiano [4].

Da expressao 4.4.1, segue:

1+ 22 x? 1
X=x+"—e,+eg=X=——|x+ -2, +e
2 2 0 1+ 22 2 0

Como o espaco conforme ¢, também, homogéneo, segue que:

1
X=ey+x+ §HXH2eOO € R (4.4.6)

A expressao acima é a de um ponto associado ao vetor posicao X = 1€, + x99 + z3€5 € 3D. 2

J& dissemos que X, definido desta forma, ¢ um vetor nulo, ou seja, || X|[|?= 0, e isto pode
ser verificado assim:

1 1
IXI#= (e0 +x + 5lIx[[*exc) - (€0 + x + SlIx[|*exc) = €0~ €0 + €0 x + S][x[*€0 - €0c +x- €0+ x-

1 1
X+ S 0o + S xIPen - 00+ 5 xlPen - x + l1x| e - 020 = — x5 = 0.

Distancia entre dois pontos

Pode-se verificar que, para dois pontos X e Y no espago conforme, teremos:

1
XY =—llx -yl (4.4.7)

1 1

pois, sendo X = ey + x + §||x|]2ec,O eY =e+y+ §||y||2eoo7 teremos:

1 1 1 1 1
XY = (ep+ x + G xlPex) - (e +y + S llyle) = —3llylP+x -y = SlxlP= 50— x-

1
y-y-x+y?) = —i(x —y)-(x—y) = —§||x — y]|?, ou seja, a distancia entre dois pontos x
ey de R? ¢ proporcional ao produto interno entre seus representantes no espaco conforme. A
expressao 4.4.7 é facil de ser calculada a partir de 4.4.5.

Interpretacao geométrica dos vetores ¢; e e,

1
a) Em X =ey+x+ §||XH2600, se fizermos x = 0, obteremos: p = €y, o0 que significa que eq

é a representacao, no espago conforme, da origem do espaco euclidiano; e

b) Devido a homogeneidade do espago conforme, as expressoes X = €y + X + 3 ||x[|%ex ¢

€0
X' = +
sl 3l
fizermos ||x||— oo ou [|x||— —o0, teremos X = e.,. Por isto, dizemos que e, representa
um ponto no infinito.

+ e, representam o mesmo ponto em R®. Se na tltima expressao

2Existem outras expressdes para isto, de acordo com diferentes autores. Na referéncia [13], encontra-se
X =2z + 2°n — 0 e na referéncia [39], X = (2z + 2°n — n).
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E interessante notar, ainda, que, sendo P € R*! um ponto do espaco conforme, sao obser-
vadas as seguintes relagoes [4]:

« Sendo X = t(eg + x + 3]|x[|*ex), um vetor nulo genérico, entdo, se fizermos
X -ey,

teremos —X - ex = —t(eg + X + 1[|x[|?ex) - €x = —t(—1) = ¢, ou seja, teremos o valor

X
do coeficiente de ey de X. A importancia disto é que, se fizermos —x .o vamos obter:

X

—X ey
entao, que X foi normalizado.

= ey + X + 3[|x||’ex ¢, assim, saberemos quem X representa no R?. Dizemos,

« Caso tenhamos P normalizado, ou seja, P = ey + p + 3| p||%€x, entao a expressao
€x - (P—e€y) =0

representa um hiperplano com vetor normal e,, e passando pelo ponto ey. Aqui, P — eg
representa um plano.

4.4.3 Representacao de esferas

J& vimos, em 4.4.7, que a distancia entre dois pontos quaisquer x e y do R? ¢ proporcional
ao produto interno entre X e Y dos pontos que o representam no espaco conforme, segundo a
expressio X - Y = —1|x — y||%.

Podemos verificar, baseados nisto, e considerando uma esfera em R? com centro em c, raio
r, e ainda, um ponto p localizado na superficie esférica, qual seria a equacao da mesma.

Sendo P e C' os representantes de p e ¢ no espaco conforme, entdao, de 4.4.7, temos:
P-C=-ir=P - C+1ir’=0.

Logo, de P-C' 4 ir* =0 segue: P-C+ir? = P-C —ir’(=1) = P-C — 31’ (P -ex) =
P-(C-— %rQeoo) = 0, ou seja, para um ponto P sobre uma esfera de centro C' e raio r, teremos:

1
P-(C— 51«2%) = 0. (4.4.8)
Portanto, dizemos que
* 1 2

é a representacao dual de uma esfera no espaco conforme. Como veremos, a esfera possui outra
representacao e usamos S* para nos referirmos a representacao dual.

Posicao relativa entre ponto e esfera

Para verificar a posi¢ao relativa entre um ponto W = ey + w + 1||w||?ex ¢ uma esfera

S*=C — %r2eoo, devemos avaliar o produto W - S*, como se segue:
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W.S*=W-(C—irfex) =W -C—1ir’W-es. Mas W-C = —1|lw—c|? e W-e, = —1,
logo:

O teste entao sera:

« Se W-5* >0, o ponto estd dentro da esfera, pois: ir* — L|lw —c[?> 0=1r> ||[w —c||;
o Se W-58* =0, o ponto estd na superficie esférica pois: r = ||w —c||; e
e Se W-8* <0, o ponto é exterior a esfera pois: r < ||w — c||.

Representacao direta de uma esfera

Podemos obter a representagao de uma esfera a partir de quatro pontos distintos, p;, ps, P3
e p, € R? localizados na superficie esférica. Sendo P, P,, P; e P; os representantes destes
pontos no espaco conforme, entdo a representacao direta da esfera sera:

A partir desta representacao também é possivel saber se um ponto w esta sobre a esfera,
bastando verificar se W A S = 0.

4.4.4 Representacao de circunferéncia

Podemos determinar uma circunferéncia a partir de trés pontos distintos localizados sobre
esta. Suponha que sejam os pontos py, P, € P3, de R3, com representantes no espago conforme,
respectivamente P;, P, e P3. Entao a representacao direta da circunferéncia C' sera dada por

e sua equacao sera P A C = 0.
Uma circunferéncia C' pode ser obtida pela interseccao de duas esferas, S; e S;. Neste caso,
teremos a representagdo dual da circunferéncia, que é dada pela expressao [33]:

C* = S; NS (4.4.12)

Sabemos que uma esfera, S = P, A P, A P3 A Py, é o lugar geométrico (lg) dos pontos
em 3D que sao equidistantes de um dado ponto, o centro da esfera. Ja a circunferéncia ,
C = P, NPy, N\ Ps, é 0lg dos pontos em 2D que sao equidistantes de um dado ponto, o seu
centro. O que dizer sobre a expressao Pp = P; A P,7 Esta expressao representa o “par de
pontos”:

4.4.5 Par de pontos

O par de pontos representados por Pp = P; A P, representa o lg dos pontos em 1D que sao
equidistantes de um ponto dado. Se considerarmos a variante Pp = P; A e, teremos a repre-
sentacao de apenas um ponto, especialmente chamado de flat point, que aparece na interseccao
de uma reta com um plano ou na intersecgao de trés planos [20].
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A interseccao de trés esferas, S, S5 e S; pode ser um par de pontos, pois duas esferas,
ST e 53, por exemplo, se intersectam em uma circunferéncia e a terceira esfera intersecta esta
circunferéncia em no méaximo dois pontos. Temos, portanto, a representacao dual:

Pp* = S A S A S (4.4.13)

Se os pontos sdo P, e P_ entdo temos a representagao direta do par de pontos:

Pp=P, AP (4.4.14)

Para extrairmos os pontos, utilizando quaisquer das representacgoes, utilizamos:

Pp++/Pp-Pp

—ey - Pp

P+ = (4.4.15)

que encontra-se demonstrada em [12].

4.4.6 Representacao de retas

A representacio direta de uma reta R que passa pelos pontos p; e p, € R3 distintos,
representados no espaco conforme por P e P é

A expressao 4.4.16 pode ser escrita como R = (ey + p;) A (€9 + Py) A €, pOis:

P1 A P2 N ey = (e() + P + %Hp1||2eoo) A\ (e() +p2 + %Hngzeoo> N ey =
[eg A€o + €9 APy + € A LIy + Py A€o+ Py APy + D1 A 5[IPolPex + 5lIP1[Pes A€o +
%||p1||2600 APy + %||p1||2600 A %”p2||2900] N € =
[(eo/\90+90/\p2+P1/\30+P1/\P2)+90/\%||P2
%leH%oo APo) A ew =

1
(€0 +P1) A (€0 +P2) A oo + (€0 + P1) A 3llPaf"ecc A€o + SlIP1 e A (€0 + P2) A e =
R=P APy Ney = (ey+Pp;) A€+ Py) A e€n.

Pece + Py A 51IPs [P + 31IP1 [Penc Ao +

Um ponto P pertencera a esta reta se P A R = 0, pois:
PAR= (e +p+ ;lpllPess) A (€0 + Py + 31[P1%ex) A (€0 + Py + 5[[P2]%e) A e =

PANR= (eo—i—p)/\(eo—l-lh)/\(eo—i-Pz)/\eoo
Agora, se fizermos P A R = 0 teremos: (eg +p) A (eg+ p;) A (€0 + Py) A ex = 0.

Como e, é ortogonal a e, e, e es, ele é linearmente independente dos trés primeiros fatores,
logo p A L = 0 implica em (eg + p) A (eg + p;) A (€9 + py) = 0 em um espago homogéneo [20],

o que confirma que P esta em R.

Reta como uma circunferéncia de raio infinito

Vimos em 4.4.11 que uma circunferéncia por trés pontos tem a forma C' = P, A P, A P3. Se
fizermos P3 = e, entao a expressao torna-se C' = P; A P, A €4, 0 que mostra que uma reta
pode ser interpretada como uma circunferéncia de raio infinito.
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Representacao dual de uma reta

Uma reta pode ser representada como sendo a interseccao de dois planos como:

R =1I; AL

4.4.7 Representacao de planos

A expressao de uma reta passando pelos pontos distintos P; e P, como vimos em 4.4.16,

é: R = P, N P, \ey. Caso um ponto P esteja alinhado aos pontos P; e P, entao a equacao

P A (PN PyAey) = 0 ¢ satisfeita. Caso os pontos nao estejam alinhados eles definem um

plano. Portanto, neste caso, teremos a expressao P A P; A P> A e, como definindo este plano.

Por conseguinte, o plano II determinado pelos pontos distintos nao colineares Py, P, e P3 é
dado por:

[I=P AP,AP;ANey (4.4.17)

e sua equagao sera P A Il = 0. Podemos interpretar o plano como sendo uma esfera de raio
infinito, bastando na equacao direta da esfera vista em 4.4.10 considerarmos P, como e, €
entao teremos a equacao do plano como Il = P, A P, A P3 A e4.

Representacao dual de planos

Se fizermos P, = €y + p; + 3||P;|lex, com i = 1,2, 3 teremos:
II = P AP,APsANes = (€0+D1) A€o+ Ps) A€o+ P3) Aes, de onde, utilizando as coordenadas
de Pliicker como em 4.2.6, obteremos:

IT=(njeg ANexs Aes+noeg Aeg Aep +nzeg Aep Aey+ hep Aey Aes) Aes

e, entao, utilizando o dual IT* obteremos, a semelhanga de 4.2.9, a seguinte expressao dual para
um plano:
1" = —ni€e; — Ngey — N3z — heoo = —(Il + heoo), (4418)

onde n = (ny,ng,ng) é vetor normal ao plano representado por IT* e h, a distdncia do plano a
origem, no R3 [20]. Como o espago conforme ¢, também homogéneo, o sinal (—) que aparece
em 4.4.18 pode “cair”.

Distancia de Ponto a Plano [33]:

1
Para P representando um ponto, temos: P = ey + p + §||p||2eoo.

Para IT* representando um plano, com vetor normal unitario n e distancia a origem h, temos:
) )
II* = —n — he,.
Logo, temos:
, :
P-II"=h—p-n

o que fornece a distancia euclidiana entre o ponto e o plano.
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o = 0 i 7é 0
T = 0 | Plano passando pela origem | Esfera passando pela origem/ Origem
T 7# 0 | Plano Esfera/Ponto

Tabela 4.1: Significados no Espago Conforme

Quadro resumo

Se temos X = xgeg+ 1€ + 96 + 383+ Tn€n0, €ntao teremos as seguintes representacoes
no Espaco Conforme [33]:
Exemplos:

e Origem: O = ey;

« Ponto fora da origem: A = ey + 2e; + 2e.,. Representa o ponto (2,0,0) € R3;

o Esfera contendo a origem com centro em (1,0,0) € R? e raio unitdrio: S; = eq + ey;
« BEsfera com centro em (2,0,0) € R?®, com raio unitdrio: S3 = eg + 2e; + Sex;

o Plano contendo a origem: II] = e; +es —e3. Representa um plano que passa pela origem;
e

« Plano nao contendo a origem: II5 = es + e.. Representa o plano com normal e; e que
dista 1 da origem.

Tabela Resumo de Objetos

Objeto Representacao Direta | Representagao Dual
Reta P APy ANey Iy A TI3

Plano PiANPy, NP3 N\ ey n + hey

Esfera Pl/\PQ/\P3/\P4 0—0.51'2600
Circunferéncia | Py A Py A\ P3 STNS;

Equagoes [20] | PA(...)=0 P-(...)=0

Tabela 4.2: Representagoes no Espago Conforme (Direta e Dual)

4.5 A Algebra Geométrica no Espaco Conforme

Para estudarmos a Algebra Geométrica, considerada no Espaco Conforme, vamos introduzir
o produto geométrico neste espaco. Para i,j € {1,2,3}, temos:

€0€s T+ €50€) = —2; €85 + exe; = ;€9 + epe; = 0; (4.5.1)

E, como antes:
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2 _ _
e;=1 e ee;=—eje;

As equagdes 4.5.1 justificam-se por:
el =epep = e - ey + €y A ey = 0. Da mesma forma: e* = 0. Temos, ainda:

€0€0 + €50€) = —2, POIS: €1€n + €x€) = (€0 - €0 + €9 N €x) + (€00 - €0 + €5 A €)) =
(€0 €x0) + (€no - €0) + (€0 N €y + €5 Neg) = (—1) + (—1) + (0) = —2, e também:

e;ey + epe; = 0, pOiSZ e;ey + epe; = (ei ey t+e; N eo) + (eo -e; +eg A\ ei) = (ei : eo) + (eo : ei) +
(e;Neg+eygNe) =040+ (0) =0, e da mesma forma: e;e,, + e,.e; = 0.

Os vetores €( e e, sdo ambos anticomutativos com e;. Por exemplo, para ey, temos:
ee; = €ey-e; +egNe;, =eNe; = —e; A ey = —e;eg. O mesmo acontece com €.

Com estas relagoes, podemos calcular o produto geométrico e outras relagoes. Sendo os
pontos X e Y, pontos do espaco conforme, e x,y € R?, como visto em 4.4.4, ou seja:

X = xp€p + X + Too€oo

Y = Yo€o + y + Yo€o0,

teremos:

a) XY = (erO +x+ %oeoo)(yoeo +y+ yooeoo) =
(YoX — ToY)€0 + XY + Z0Ys0€0€o0 + TooY0€o0€0 + (Yoo X — TooY)€oo-

b) X Y = (XY +YX), pois:
XY +YX = (yox — 2oy + 7oy — Y0X)T0 + Xy + ¥YX + (Z0Yoo + Y0Too)€0€00 + (TooYo +
YooT0)€x0€0 T (YooX — TooY + TooY — YooX)€0o =
XY 4+ YX =Xy 4+ yX + Z0Yoo (€0€00 + €50€0) + Y0Z oo (€0€00 + €50€0) = 2(X - Y) — 22000 —
20T o0 =
XY +YX =2(x1y1 + ToYo + T3Y3 — ToYoo — YoToo) = 2(X - Y) = (X -Y) = %(XY+YX).

¢) X ANY = 1(XY — YX). Demonstragao:
XY =YX = (yox — 2oy — oy + YoX)€o + XY — ¥X + (T0¥Yoo — Y0To0)€0€00 + (TocYo —
Yoo T0)€oc€0 + (Yoo X — TocY — TooY + Yoo X)€oo =
XY =YX = 2ypxeg — 2z0y€0 + 2X A Y + 2YsoX€00 — 2T0Y€00 + (T0Yoo — Y0Too)€0€00 +
(Iooyo - yoo'rO)eoon-
Agora, usaremos o fato de que xeg = x-ey +x Aey = X A ey e, da mesma forma,
yeo =Y A€y, X€ =X N€yx € Yesx =Y N €.
Usaremos, também, o fato de que ege,, = €,€p+2€y /A€y, POIS €p€s = €7 €5 +€pAEs =
€ €) — €5 N €y = €4 €+ €5 N €y — 26, A€y = €69+ 2y A e4.
Continuando, teremos: XY —Y X = 2ypx Aeg— 220y A€y +2X A Y + 2YsoX A €0 — 2Z50Y A
€00 + 2(Z0Yso — Y0Too)€0 N €00 =
XY =YX = 2(20eg ANY+T0Y 0 €0 /N0 T YoX A€+ XAY + Yoo X A€o0+ Lo Y0€00 A€+ T €0 NY ).
Esta ultima expressao entre parénteses é exatamente igual a X AY, pois: X AY =
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(To€o + X + Too€s0) (Y0€0 + ¥ + Yoo€oo) = T0€0 AY + Z0Yoc€0 A €cc + YoX N€g + X ANy +
YooX N\ €00 F+ Tool0€oo N €0 + Too€so NY, 0 que confirma ser X ANY = %(XY -YX).

d) Se fizermos XY = X - Y + X AY, obteremos o mesmo resultado de a), ou seja, a
equagdo fundamental ( 3.1.3 ) da algebra geométrica vale também para os vetores no
espaco conforme.

&) X2=X-X+XAX=X-X=|X|-

f) Um vetor, X por exemplo, anticomuta com €p € Com €y, pOiS, por exemplo:
XeQ:X'eo+X/\80:XA80:—eo/\X:—eg'X—EO/\X:—eQX.

4.6 Operacoes Geométricas

Com a algebra geométrica no espago conforme (AGC), podemos realizar diversas operacoes
importantes com os objetos geométricos ja estudados, tais como rotagao, translacao, reflexao,
dilatagao e inversao. Estas operagoes utilizam-se de versores, como vimos em 3.1.32. Neste
trabalho, serd mostrada a operacao de rotacao, que sera bastante utilizada.

4.6.1 Rotacoes

No capitulo anterior, na se¢do que trata de rotagoes, vimos que se aplicarmos o rotor

0 . 0
R = cos <2> — Bsen <2>

na expressao RvR, estaremos aplicando uma rotagao ao vetor v, de um angulo 8, no plano que
contém B.

Na AGC, se tomarmos um vetor com a expressdo P = ey + X + 1||x[|%e € aplicarmos a
operagao RPR também obteremos uma rotacao:

Vejamos agora o efeito da operacao, se aplicada a origem ey:

B _ 0. &) 0 G eonl 0 | G eonl) —
ReyR = exp (—§W> €p exp (§W) = (cos 5 — Wseng)ep(cos 5 + Wseng) =
~ ~ ~2 .
cos? Leg + cos & senlegw — cos § senfwey — sen?fW” = eg(cos® § + sen’?) = e, ou seja, o
efeito é nenhum:

ReoR = €.
Pode-se verificar, da mesma forma, que:

Re R = e,.

Aplicando o rotor, finalmente, ao ponto P = ey + x + 1[|x||*€s, obteremos:

R(ey + x + 3||x|%ex) R = ReoR + RxR + L||x||?Re.. R = ey + RxR + L||x[]%es =
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eo + RxR + 1| RxR| e, ou seja:
1 I TR
ey + X+ §||XH € — €y + RxR + §||RXRH €co;

o que significa que o efeito da rotacdo é levar o ponto da posicdo x para a posicio RxR.
[20]

Observagao sobre sinal em rotores

O que acontece se, na expressao do rotor, trocarmos o sinal? A resposta a esta pergunta
podemos encontrar em [33]: se utilizamos R = exp (—gB) = cos (g) — Bsen (g) teremos uma
rotacao no sentido matematicamente positivo de valor #, ou seja, no sentido anti-horario, em
relacao ao eixo B

Se trocarmos o sinal, ou seja, se utilizarmos R = exp (g]g) = COS (g) + Bsen (g) o efeito
serd o oposto, ou seja, a rotagao ocorrerd no sentido horério.

A decisao de usar um ou outro sinal dependera do efeito que se deseja.
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Capitulo 5

Geometria de Distancias

5.1 Introducao

Geometria de Distancias (GD) é um ramo relativamente novo da matemaética e que se ocupa
em “determinar um conjunto de pontos em um dado espago geométrico, cujas distancias, entre
alguns deles, sdo conhecidas.” [23]

Sua origem remonta aos trabalhos em geometria de Menger, em 1928 [30], resultados estes
que foram compilados e apresentados por Blumenthal em 1953, dando origem & GD [6, 27].

O problema fundamental com que a geometria de distancias lida pode ser definido como
22, 27]:

Definicao: O Problema de Geometria de Distancias (PGD): Dado um inteiro X > 0
e um grafo simples G = (V, E, d) conectado e cujas arestas sao ponderadas por uma fun¢ao nao
negativa d : E — R, determinar se existe uma funcio z : V — R tal que:

V{u,v} € E, ||z(u) — z(v)||= d(u,v). (5.1.1)

Isto significa que devemos achar x de tal forma que cada aresta {u,v} do grafo G que co-
necta vértices u e v, distantes d(u,v) entre si, obedeca a relagao ||z(u) — x(v)|| estabelecida
por z. A funcdo z é chamada de “realizacdo” de G em R¥, e se ela satisfizer 5.1.1, é uma
“realizagao vélida”. [27]

A definicao do PGD suporta diversas métricas, variados espagos, inclusive os nao euclidi-
anos e em diversas dimensoes, e possui varias aplicagoes tais como robdtica, nanotecnologia,
astronomia, bioquimica, entre outras [5, 32]. Em geral, sdo considerados os casos em que K = 2
ou K = 3, mas todos os resultados podem ser estendidos para R® [23]. Neste trabalho, iremos
considerar problemas associados a estrutura de moléculas no R3. Além disto, assumiremos a
norma euclidiana e o produto interno usual.
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5.2 Solucao do Problema de Geometria de Distancias
(PGD)

Utilizando a norma euclidiana no PGD, para K = 3, por exemplo, sendo x,, = (Zy1, Ty2, Tu3)
e T, = (Ty1, Ty2, Tyz), temos as seguintes equagoes:

3
JZ(&:M — 24i)? = dyy, Y{u,v} € E. (5.2.1)
i=1
Ou seja, temos um sistema de equagdbes quadraticas com 3|V| varidveis e |E| equagoes
[23]. Resolver este sistema quadratico diretamente nao é uma boa estratégia [23], bem como
resolvé-lo numericamente [23], [27].
A forma classica de resolver o PGD ¢é minimizando a fungao [3, 23, 24]:

2
fan,mn) = 3 (o —alP=d2,), (5.2.2)

{i,j}eE
com z; € RE i = 1,...,n, expressdo que engloba todas as equacdes encontradas em 5.2.1.

A solugao para isto é encontrar o minimo global da funcao, dentre os varios minimos locais
existentes, tarefa nem sempre simples de se realizar [25].

Numero de solugoes do PGD e Complexidade Computacional

O conjunto solugao de um PGD pode ser vazio, finito ou infinito ndo enumeravel [23].

O PGD é um problema NP-completo para K = 1 e NP-dificil para K > 2 [23].

5.3 Incertezas

Para o problema que trataremos nesta tese, e que sera estudado deste ponto em diante,
relacionado ao calculo de estruturas moleculares, utilizamos dados obtidos na quimica, que nos
fornece a distancia entre atomos unidos por ligagdes covalentes e angulos planos formado por
duas ligagoes consecutivas (dados esses considerados precisos) e distancias obtidas por meio
de Ressonancia Magnética Nuclear (RMN), experimento altamente sofisticado, com o uso do
qual Kurt Wirthrich (1938- ) recebeu o Prémio Nobel de Quimica de 2002 ao desenvolver um
método para determinacao de distancias entre atomos proximos, ainda que nao ligados cova-
lentemente, em macromoléculas biologicas em solucao.

Ocorre que os dados obtidos por meio de RMN sao representados por intervalos de niimeros
reais que contém o valor correto associado. Mais precisamente, os experimentos de RMN
fornecem apenas os limites superiores destes intervalos, ja que os limites inferiores podem
ser obtidos usando conhecimentos de quimica [25]. Estes dados representados por intervalos
constituem as incertezas que serao tratadas neste trabalho.
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5.4 O Problema Discretizavel de Geometria de Distan-
cias Moleculares - PDGDM

Podemos recorrer a Geometria de Distancias para estudar a estrutura de uma molécula,
particularmente a de proteina. Esse estudo vem sendo realizado com bastante sucesso e pode
ser consultado nos documentos de referéncia [12], [22], [23] e [27]. A finalidade da presente tese
¢ dar continuidade a esta pesquisa, contribuindo para o seu aprofundamento. Nela, trabalha-
remos com a Geometria de Distancias e com a Algebra Geométrica.

Para obtermos as distancias entre atomos de uma molécula de proteina recorremos, inicial-
mente, as caracteristicas quimicas e estruturais da mesma, que sao de fundamental importancia
[3]. As distancia entre atomos ligados por ligagdes covalentes sdo conhecidas. Atualmente, a
utilizagdo de Ressondncia Magnética Nuclear (RMN) [40] permite serem estimadas as distan-
cias entre atomos proximos, mesmo os nao ligados por ligagoes quimicas. Portanto, os atomos
de hidrogénio, que nao se ligam entre si nas moléculas, podem ter as distancias medidas, desde
que atendam as restrigoes de distancia da RMN, de cerca de 5 angstroms [25].

O estudo combinatério PGD requer uma “ordem” nos vértices do grafo associado. Para
o caso especial do estudo da estrutura das proteinas, usando as informagoes de distancias
disponiveis, faz-se necessario que se conhecam as distancias de cada vértice, a partir do quarto,
para os trés predecessores imediatos. Tal classe de instancias do PGD recebe o nome especial
de Problema Discretizdvel de Geometria de Distancias Moleculares (PDGDM) [[3], 9], [22]].
Vejamos a sua definigao [[1],[23], [24]]:

Definicao - PDGDM

Considere o Grafo G = (V, E,d) de um PGD com K = 3 e uma ordem em V, denotada por
vy, -+, U, tal que:

1. Existe uma realizagao valida para vy, vg, vs;

2. Para todo v;, 1 = 4,...,n, existem 3 vértices imediatamente anteriores v;_3, v;_o, v;_1,
com

Hvizs, vi}, {vico, vi}, {vic1, vi}} C E; e
3. A desigualdade triangular estrita é observada, isto é: d,, ;. » + du; 5w > o g0, ;-

Existe uma funcdo z : V — R? tal que Y{v;,v;} € E, ||z, — @y, ||= du,0,?

Observe que, neste caso, qualquer conjunto {v;_s, v;_2, v;—1,v;} ¢ uma “clique”, ou seja, um
grafo completo (aquele que possui todas as arestas possiveis).

Algumas consideragoes sobre a definigdo acima [3, 23]:

o A primeira condicao, de haver uma realizacao valida para os trés primeiros atomos, ga-
rante que excluiremos solugoes congruentes obtidas por meio de rotacao e translacgao.

o A segunda propriedade fornece uma estrutura combinatorial ao espago de busca.
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o A terceira propriedade evita uma quantidade nao enumeravel de solugoes.

No estudo de uma molécula de proteina dispomos das distancias associadas as ligacoes
covalentes, dos dngulos formados por duas ligagoes consecutivas (dngulo plano, que veremos
adiante) e das distdncias fornecidas por RMN [23] de tal forma que, se um dtomo ocupa a
posicao i > 4 teremos, em principio, as informacoes das distancias entre os atomos que estao
entre ¢ — 3 e 7. As distancias fornecidas por RMN contém incertezas, ou seja, a distancia entre
atomos fornecida é representada por um intervalo de niimeros reais que contém o valor correto
associado. Neste caso, dizemos que a distancia é intervalar [25].

Além das coordenadas cartesianas, podemos determinar a estrutura de uma molécula utili-
zando as distancias das ligagoes covalentes, os angulos formados entre as ligagoes de trés atomos
consecutivos, 0 < 0;,_5; < 7, bem como o “angulo de torcao” w;_s; formado entre o plano dos
atomos de posigoes i, 7 — 1 e 2 — 2 e pelo plano dos atomos de posigoes 1 — 1, 7 — 2 e i — 3. Estes
valores definem o sistema de coordenadas internas da molécula [23]. A figura 5.1, retirada de
[24], retrata estes elementos.

Figura 5.1: Angulos de ligacdo, de torcdo e distancias entre dtomos [24]

Uma vez fixados os trés primeiros dtomos da cadeia, surge o problema de se determinar a
posicao do quarto atomo. Se dispusermos de d;_1, 0;—2; € de w;_3; € possivel determinar a
posicao do quarto atomo. Entretanto, o problema é que nem sempre é possivel determinar o
angulo de torcao, pois necessitamos do plano formado pelo proprio quarto atomo e seus dois
atomos anteriores.

Uma maneira de se determinar a posi¢ao do i-ésimo atomo, sendo observadas as condigoes
do PDGDM, é por meio de interseccao de esferas [1, 2[:

« A primeira esfera, S;_; ;, terd centro no atomo ¢ — 1 e raio d;_; ;. Obviamente, o i-ésimo
atomo encontrar-se-a na superficie desta esfera.

» A segunda esfera, S;_o;, terd centro em i — 2 e raio igual a distancia entre os atomos 7 — 2
e i, di_o,;. O dtomo procurado estard na circunferéncia C; = S;_1,; N S;_2;, interseccao
das superficies das duas esferas, S;_1; e S;_2;, lugar geométrico que atende as distancias
di—l,z‘ € di—2,i‘
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« Para a terceira esfera, S;_3;, centrada em 7 — 3 e distancia d;_3;, poderemos ter uma das
seguintes situagoes [2, 1]:

— Se a distancia d,;_3; for precisa, teremos duas posi¢des possiveis para o atomo: os
dois pontos de interseccao das trés esferas, sobre a circunferéncia Cj; e

— Se a distancia d;_3; ¢ dada por meio de um intervalo |:di_37i,di_37i, onde

di—3; < di—3; < di_3;, teremos duas regioes possiveis, os arcos determinados em
C; pelas esferas centradas em i — 3 e com raios d;_5; e di_3;. Vide figura 5.2,
retirada de [2].

Isto é possivel pelo fato de os centros das trés esferas serem nao colineares, devido a
desigualdade triangular estrita.

Figura 5.2: Interseccao entre quatro esferas, sendo duas concéntricas [2]

5.4.1 Arcos de procura

Para melhor visualizar as possiveis posigoes a serem ocupadas por um atomo na sua procura
de posigoes podemos utilizar uma “arvore binaria” do espaco de busca [23] como as apresenta-
das nas figuras 5.3 e 5.4. As condi¢des do PDGDM garantem a possibilidade de representarmos
o espaco de busca por meio da arvore. Nela, os trés primeiros atomos, dos quais conhecemos
precisamente as posigoes, sao representados pelos trés pontos iniciais, na ordem crescente, de
cima para baixo.

Nas figuras 5.3 e 5.4, representamos as possiveis posicoes do quarto atomo. Em ambas, as
distancias ds 4 e da4 sao conhecidas e exatas. Entretanto:

« Na figura 5.3, a distancia d; 4 ¢ conhecida e tem valor exato, dando origem a exatamente
duas posigoes possiveis para o quarto atomo.

« Na figura 5.4, a distancia d; 4 é conhecida, entretanto nao é exata, mas sim dada por meio
de um intervalo [dlAa d1,4}, onde d; 4 < dy4 < dy4. O quarto dtomo, portanto, pode estar
em um dos dois intervalos representados por arcos, a esquerda ou a direita da arvore. Isto
corresponde a situacao retratada na figura 5.2 acima.
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As posigoes possiveis para o quarto atomo sao simétricas em relacao ao plano formado pelas
posicoes dos trés primeiros [23].

Figura 5.3: Distancia d, 4 precisa. Figura 5.4: Distancia d; 4 intervalar.

5.4.2 Distancia de Poda

Em algumas situacoes, devido a conformacao espacial da molécula, é possivel obter-se a
distancia entre dtomos separados por mais de trés atomos na sequéncia [1], o que serd bastante
util. Por exemplo, se quisermos determinar a posicao do quinto atomo, pode ser que, além das
distancias usualmente conhecidas, dy5, d3 5 € dy 5, tenhamos a distancia d; 5 a nossa disposicao.
Esta distancia, conhecida como “distancia de poda”, podera ser usada para eliminarmos posi-
¢des em que o quinto atomo nao poderia estar, pelo simples fato de nao atender a distancia de
poda.

Desta forma, uma distancia de poda serd uma distancia d,_;;, com j > 3.

No caso da procura de posi¢oes para o quinto atomo, tendo as distancias exatas, as posi¢oes
possiveis sao quatro, como mostrado na figura 5.5 abaixo.

Figura 5.5: Exemplo de arvore para procura de posi¢cao para cinco atomos.

E facil perceber que a quantidade de posicoes possiveis para uma molécula de n dtomos com
as distAncias exatas seria 2”73, tendo em vista que os trés primeiros dtomos estao em posicoes
determinadas.

Agora, voltando ao caso da procura por posi¢oes do quinto atomo, devemos considerar que
as possiveis solugoes para este atomo serao simétricas em relagao ao plano formado pelos trés
primeiros dtomos [24]. Caso seja fornecida uma distancia de poda, entao se uma das posigoes
possiveis é confirmada, por atendé-la, automaticamente a posigao simétrica a esta, em relagao ao
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plano formado pelos trés primeiros atomos, também o serda. O mesmo ocorrerd para as posi¢oes
porventura eliminadas por nao atenderem a distancia de poda, pois as posi¢oes simétricas a
elas também serao eliminadas, de tal sorte que “o conjunto solugao tem uma quantidade par
de solugoes” [23]. Mais do que isto: a quantidade de solugoes do PDGDM é sempre poténcia
de dois [25].

Este fato se repete para todos os atomos, nao somente para o quinto. Como consequéncia, a
arvore binaria tera um desenho simétrico. Devemos considerar, ainda, que quando uma posicao
é eliminada por poda, entao todas as outras posi¢oes apds aquela que foi eliminada devem ser
descartadas para a procura da posicao dos atomos subsequentes.

Figura 5.6: Eliminacao de posicoes por distancia de poda.

Na figura 5.6, por exemplo, temos o caso de posi¢oes do quinto e do sexto atomos eliminadas
por nao atenderem a distancias de poda.

E claro que, se quisermos determinar a posicdo do sexto dtomo e a distancia ds ¢ for in-
tervalar, teremos arcos para a possiveis posicoes deste. Na figura 5.6, estas distancias foram
supostas exatas.

5.4.3 O PDGDM com &algebra linear

Para resolver o PDGDM, utilizando algebra linear, temos que lancar mao da féormula da
distancia entre dois pontos, com os dados disponiveis.

De um modo geral, tendo as distancias d;_s; e d;_1; precisas e d;; € [d;, EM], comj <1—3
e 1 > 3, representando uma distancia intervalar, para acharmos a posicao x;, devemos encontrar
a solugao para o sistema [3]:

”331'—1 - %HZ di—l,i
iz — zill= di-2, (5.4.1)

d

di; < |lwj — ai||< dj,
onde x;_s, T;_1, v € R3.

Para exemplificar, vejamos o procedimento para a procura de posi¢oes até o quinto atomo.
As posicoes dos trés primeiros dtomos sao conhecidas. Para o quarto atomo dispomos de: d; 4,

dy4 € d34. Vamos supor que temos estas distancias todas exatas. Fazendo:

|23 — 24||= d3 4,
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determinamos a esfera Ss,4, com centro em z3 e raio ds4, em cuja superficie o ponto x4 se
encontra. Em seguida, fazendo:
|22 — 24]|= das,

determinamos outra esfera, S, 4, de raio ds 4 € centro z,, onde também iremos encontrar o ponto
x4. Entao o ponto estd na circunferéncia Cy, intersecao destas duas esferas.

Por fim, supondo a distancia d; 4 como exata, determinamos uma outra esfera, S; 4, com
centro em z; e distancia d; 4:
|21 — 24]|= dy 4.

Tendo em vista que os centros das trés esferas sao nao-colineares, esta tltima esfera determina
dois pontos em C} (vide figura 5.15). Escolhamos um dos pontos assim determinados, digamos,
Ty

A partir desta escolha para o quarto atomo temos dois ramos que podemos escolher para
prosseguirmos na nossa pesquisa por uma solugao, agora para o quinto atomo.

Vamos supor agora que, na procura para a posicao deste quinto atomo, apés termos definido
a posicao dos quatro primeiros e qual ramo seguir a partir do quarto, nés tenhamos os pontos
todos obedecendo as condi¢oes do PDGDM e disponhamos das seguintes distancias:

« Distancias exatas: d35 e dys.
« Distancia intervalar: dy 5.
« Distancia de poda: d; 5, também intervalar.

Usando procedimento analogo ao anterior, determinamos as esferas, S35 e Sy 5, respectiva-
mente por meio de:
|23 — z5]|= d3 5

||I4 - $5||= d4,5

Estas duas esferas determinam, em sua intersec¢ao, a circunferéncia C5. Em seguida, usamos
a distancia dy 5 € [dy 5, dy 5], intervalar. Usando os raios menor e maior, respectivamente d, 5 e
da 5, teremos, respectivamente, as esferas Sy 5 e Sa5:

|20 — 25]|= dys

||5U2 - 935||: a2,5

Estas duas esferas, concéntricas em x5, determinam, em C5, dois arcos, Ass; e Asse, onde
x5 poderd ser encontrado. Vide figura (5.7).
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Figura 5.7: Arcos na Circunferéncia Cs.

A distancia de poda d; 5 € [d 5, dy 5], que dispomos, para ratificar a posigao de x5, é utilizada
para definir as esferas S; 5 e Sy 5:

lz1 = @s5]|=di 5

=dip

1 — s
Em relagao as esferas S, 5 e S5, uma das seguintes situagoes pode ocorrer:
1. Nao ha interseccao entre as esferas com a circunferéncia Cs.
2. As esferas determinam dois arcos em Cs: A5 e Ajss.

No caso de nao haver intersec¢ao o problema foi a escolha do ramo a seguir a partir do
quarto atomo. Deveremos retroceder e escolher o outro ramo. Este “retroceder” e mudar uma
escolha anterior (troca de ramo ou mesmo de posi¢ao de dtomo anterior em alguns casos) é a
base do processo Branch-and-Prune (BP) [23, 26].

Havendo intersecao, deveremos selecionar pontos nos intervalos Ass; e Asse e testda-los com
as distancias de poda, “a fim de resolver o sistema e continuar a busca pela arvore” [3].

Utilizando este processo de discretizagao podemos nos deparar com dois problemas [1]:
e Se tomamos muitos valores de amostra, o espaco de busca cresce drasticamente;
o Para pequenas amostras, podem nao ser encontradas solucoes.

Na figura 5.8 podemos observar a situagdo em que oito pontos foram testados nos arcos
Asosi e Aoso e, ainda assim, nao foi encontrada uma solugao para o problema, por nao haver
coincidéncia com algum dos arcos A;s; ou Ajse.
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Figura 5.8: Discretizacao nos arcos.

Para resolver tal situacao, outros pontos deveriam ser testados para C'5, na tentativa de se
achar um ponto que atenda a todas as distancias. Se tal fato se repetir em atomos adiante o
processo devera ser repetido para estes atomos, e podemos imaginar o custo computacional que
tal fato acarretaria, tendo em vista o aumento consideravel do espaco de busca.

5.4.4 O PDGDM com Algebra Geométrica Conforme

Podemos utilizar a Algebra Geométrica Conforme (AGC) para determinar a posi¢ao dos
pontos na cadeia que estamos estudando [1]. Uma aplicabilidade da AGC esta em que a procura
se d4 nao por processo de amostragem, mas utilizando-se solugoes analiticas, que descrevem
todos os pontos dos arcos [3]. E, portanto, um método alternativo a dlgebra linear para a
resolugao do problema.

5.4.5 O ponto “percorrendo” o arco

Vamos supor que a distancia d; 4 seja exata, o que disponibiliza exatamente dois pontos em
('}, dos quais escolhemos um. Apéds esta escolha, o quarto atomo terd a sua posicao definida.

Suponha que queiramos determinar a posicao do quinto e do sexto atomos da cadeia, consi-
derando que os quatro primeiros ja estao determinados e que dispomos das seguintes distancias:

o Para o quinto atomo:

— Distancias exatas: dss e dys; e

— Distancia intervalar: dy5 € {dz,sﬂm] .
e Para o sexto atomo:

— Distancias exatas: dyg e dsg; €

— Distancia intervalar: dsg € |:d376,8376:| .

Como temos as distancias dy 5 e d3 ¢ intervalares, teremos a determinacao de arcos respecti-
vamente nas circunferéncias Cs e Cs. Veremos que se pode considerar, em cada arco, um ponto
movel, que percorre o mesmo.
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Sabemos que o quinto atomo estd sobre a circunferéncia Cs, interseccao das esferas S( X3, ds 5)
e S(X4,dyss5), que possuem centros respectivamente em Xs e Xy, posicoes do terceiro e quarto
atomos, respectivamente, e que possuem raios determinados pelas distancias exatas ds5 e dys.

Vimos anteriormente que a distancia intervalar d, 5 nos permite estabelecer duas esferas com
centro em Xy e raios dy5 e 3275 e que a intersegao destas com a circunferéncia C5 determinam
arcos nesta tltima, regioes onde o quinto atomo podera ser encontrado.

Uma maneira de proceder a busca é considerar a posi¢ao do quinto atomo como um ponto
que nao esta fixo em um arco, mas um ponto que percorre o arco. Isto decorre de considerarmos
a esfera S(Xy, do5) como sendo uma esfera de raio variavel. Designamos como X5 o ponto mével
onde esta o quinto atomo.

Portanto, temos: X7, X5 , X3 e X, posicoes fixas definidas dos quatro primeiros atomos, e
X5, posicao do quinto atomo, ponto mével dentro de um arco na circunferéncia Cs.

Como consequéncia, a circunferéncia Cg, que depende da posicao de X5, também nao ¢ fixa.
Entretanto, a distancia ds ¢ é exata, logo, uma variagao na posigdo do quinto dtomo (causada
pela variagdo de dqp5), apesar de ocasionar uma mudanca na posigao do sexto, nao muda a
posicao relativa entre estes dois.

Concluimos que a variacao de dy5 acarreta uma mudanca na posicao de X5 e em toda a
estrutura a partir dai. Entretanto, do sexto dtomo em diante, a mudanca ocorre de maneira
uniforme, sendo mantidas as posicoes relativas, como se fosse uma estrutura rigida [2].

I[sto sera sempre observado. Genericamente, podemos dizer que uma mudanga na distancia
d;_s; acarreta uma mudanca de posi¢cao no dtomo em X; e, a partir do atomo X4, toda es-

trutura é deslocada de maneira uniforme.

As figuras 5.9 e 5.10 ilustram tal fato.

Ti—1

Lit1

Ti+1
Figura 5.10: Estrutura apés o atomo em X;
Figura 5.9: Estrutura mostrando os atomos sofrer rotagao. O dtomo em X;,; “acompa-
em X; e Xjiq. nha”, mantendo a distancia para X;.
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5.4.6 Posicionamento do atomo ¢, ¢ > 4

Inicialmente, devemos determinar a regiao (arcos) ou pontos onde podemos encontrar o
atomo 7. Isto dependera se a distancia d;_s; for, respectivamente, intervalar ou precisa.

A circunferéncia C; ! serd obtida pela interseccao das esferas de raios de distancias exatas,
Sicoi = S(Xi—a,di—2;) € Si—1; = S(X;_1,di—1,), que é expressa como:

Ci = Si_Q’i AN Si—l,i- (542)

A circunferéncia Cj, intersecgao das esferas S;_o; e S;_1,, tem o seu centro sobre a reta Z;
que liga os pontos X; o e X;_, centros daquelas esferas. A reta é obtida pela férmula [2]:

Zz' = Xi_g VAN Xi—l VAN €0, (543)
sendo Zf o seu dual. Além disso, o plano 7, chamado de “radical” [8], que contém Cj, é per-

pendicular a esta reta.

Podemos observar, nas figuras 5.11 e 5.12, exemplos de interseccao de esferas Sg4 € S5.4,
que determinam a circunferéncia CYy.

Nas figuras 5.13 e 5.14, observamos o eixo Z,, que liga os pontos X5 e X3 e que é perpen-
dicular ao eixo radical m. A interseccao entre Z, e w é o centro da circunferéncia CY.

Figura 5.11: Interseccao, em corte, de esfe-
ras Sgq € S3.4. Figura 5.12: Idem, com outros raios.

Figura 5.13: Eixo contendo o centro da cir- Figura 5.14: Idem, para a outra situacao
cunferéncia CY. acima.

!Omitiremos o sinal * para simplificar a notacio.
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Caso a distancia d,;_3; seja precisa.

Se a distancia d,;_s; for precisa, a interseccao entre a esfera S;_s; e a circunferéncia C; dar-
se-4, em principio, em dois pontos, a saber, X! e X2. Neste caso, o 4tomo i estard posicionado
em um destes pontos. Na figura 5.15 podemos observar a intersecao da esfera S;4 com a
circunferéncia Cy.

Cy

Figura 5.15: Interseccao da esfera S;4 com a circunferéncia Cy, sendo a distancia d, 4, precisa.

Caso a distancia d;_3; seja intervalar.

Neste caso a interseccao da esfera S;_s; e a circunferéncia C; ocorrerd segundo dois arcos
nesta tltima, limitados pelas intersec¢oes da esfera S, 3, tendo como raio a menor distancia,
d;_3,; e a circunferéncia e pelas intersecgoes da esfera E_gﬁz- tendo como raio a maior distan-
cia, 32-_371- e a mesma circunferéncia. Podemos considerar que essas duas esferas, S; 5 e gi_gﬂ‘
formam uma “casca esférica” centrada em X;_ 3. Portanto, os arcos sao determinados pela
interseccao desta casca esférica com a circunferéncia C;.

Na figura 5.16, podemos verificar como sao obtidos os arcos onde podem estar o atomo X;
apos considerar-se a distancia intervalar d;_s ;. Esta figura foi retirada de [22]:

Figura 5.16: Arcos de possivel posicionamento de dtomo, com d;_3; intervalar. [22].

Exemplo a partir do quarto atomo

Para ficar mais claro, vamos supor que a distancia d; 4 seja intervalar e entao vejamos o que
ocorre para a localizacao do atomo 4, neste caso:
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Sabendo que o raio da esfera S(X,d;4) ¢ variavel, pois dy 4 € [6_11,4,3174}, é de se esperar
que sejam determinados dois arcos na esfera Cy. Se tomarmos d, 4, serdo obtidos dois pontos
em Cy, X} e X7, ambos extremidades em cada arco. Para determind-los, utilizaremos o par de
pontos [2]:

Pp14_ = S<Xladl,4) AN S(XQ, d274) AN S(X3, d3’4) (544)

e podemos determinar cada ponto utilizando a expressao 4.4.15 [2]:

Ppia_ T/ Pp3,_
xbe o P i (5.4.5)

—€s - Ppia_

Tomando d; 4, obteremos os outros dois pontos extremos em cada arco, X3 e X}. A expres-
sao para o par de pontos correspondente é:
Pp14+ = S(Xl, 8174) A S(XQ, d2,4) A S(Xg, d374) (546)

¢ para determinar cada ponto utilizamos [2]:

3 Ppisr F \/Pp%4+ (5.4.7)
! —ey - Ppuay o
Podemos verificar, na figura 5.17, a circunferéncia Cy com os referidos arcos e pontos mar-
cados:

Figura 5.17: Arcos marcados em Cy

Podemos calcular os arcos sobre a circunferéncia Cy que sao determinados pela intersecgao
desta com a casca esférica S(X1,d;4), com a utilizagdo de um rotor que toma como eixo a reta
Zy. O angulo ¢4, formado pelas extremidades de cada arco, tendo o centro de Cy como vértice,
¢ o angulo maximo que deve ser expresso pelo rotor [1]. A\ metade do valor deste angulo pode

ser encontrada pelo produto interno entre os vetores X3 X 2 e X3X f} e, desta forma, obtemos ¢4
[12]. A figura 5.18 ilustra tal fato.
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Figura 5.18: Angulos e arcos em C,

O rotor ¢ dado pela expressao:

A A
Ry(M\y) = cos ?4 -7 sené, 0< A\ < @y (5.4.8)

onde A4 é 0 angulo de rotacao efetuado pelo rotor.

Para determinarmos a posicao do &tomo com a utilizacao do rotor, comecando pelos pontos
obtidos pela interseccao de Cy com S(Xy,d; 4), devemos fazer:

e X, = RyX}R,, para a rotacdo no sentido X} — X2; ou

o« X, = é4XZR4, para a rotacao no sentido X42 — Xjf, ou usar R4XZR4, tomando o angulo
(—A4). Vide figura 5.18.

Teste do sentido de rotagdo: Devemos testar a operacao X = R4Xi}3b4 para verificar
se o resultado é realmente X?. Se o resultado for diferente, o motivo é que a rotagao estd no
sentido contrario ao esperado e devemos, por isto, mudar o sentido da mesma, mudando o sinal
do rotor ou trocando o sinal do 4ngulo ou, ainda, fazendo X = R, X TRy 2

5.4.7 Posicionamento dos atomos subsequentes [2, 3].

A obtencao do posicionamento do quinto dtomo da-se de maneira analoga ao do quarto.
Para isto, dispomos das distancias exatas dss e dy5, que, a partir respectivamente das esfe-
ras centradas nos terceiro e quarto atomos, vao determinar a circunferéncia Cs. Dispomos,
também, da distancia ds5, que pode ser precisa ou intervalar. Neste tltimo caso, obteremos
a casca esférica S(Xs,ds5), a qual vai determinar em C5 dois arcos de medida ¢5, em que o
atomo estara localizado.

Considerando o quarto dtomo ja posicionado, se o quinto atomo Sofrer uma rotagéo 0 <

As < o5, seu posicionamento serd determinado pelo rotor Rs(A5) = cos— — 43 seng, onde

2Se fizermos Ry(\g) = cos 24 + Z seny,

sentido hordrio (em relacdo ao eixo Z;, no sentido de X5 para X3). Se tomarmos A < 0 ou RyxRy, a rotacio
serd no sentido antihorario. Se tomarmos R4(\4) = cos % —Zy sen%, dar-se-4 o oposto. Tal fato serd sempre
observado para um rotor R;. [33]

com A > 0, a operacio RszR, resulta numa rotacio de z em
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Zs = X3 AN X4 A\ ey € areta que passa por X3 e Xy.

Se temos X4(\;) = Ry X} Ry, por exemplo, e o quinto 4tomo sofre uma rotacao de A5 dentro
de seu arco, a partir de X3, por exemplo, entdo podemos afirmar que [3]:

X5 = RsRyX; RyRs, 0< A <, 0K A5 < s, (5.4.9)

pois o posicionamento de X5 vai depender diretamente do de Xj.

Verificando os dtomos anteriores ao X5 sabemos que os atomos X, X5 e X3 sao fixos e o
quarto atomo, Xy, é mével, o que afeta a esfera S(Xy4,dy5), ou Sy5, tornando esta uma “esfera
movel”, bem como afeta também o eixo Zs, que fica deslocado. Considerando o atomo X,
posicionado em X} teremos [2]:

o Z5 = R4(X3 A Xi VAN eoo)é4

2 com 0 < A5 < ¢

. R5:cos’\2—5—Z§sen2,

o X5(M\s,Xs5) = RsRyX2R,R;

onde X5 sofreu somente a transformacao local dada por Rs. [2]

O posicionamento do sexto atomo segue o mesmo raciocinio, s6 que agora, dos trés ato-
mos predecessores do sexto, somente o atomo X3 encontra-se em uma posicao fixa. Teremos,
portanto:

] Z6 = R5R4(Xi A X51 N GOO)R~4R~5
e Rg :cos’;—G—ngen’\Qi, com 0 < Mg < ¢
L4 X6()\4, )\57 )\6) - R6R5R4Xéé4R~5R~6.

Para concluir, temos o sétimo atomo, cujos trés predecessores nao possuem posicao fixa.
Temos, para ele:

U Z7 = R6R5R4(X§ A X61 N em)R4é5éﬁ
e RR; :cos%—Zé‘sen%, com 0 < A7 < @75 e
o X7(Ag, A5, A6, A7) = R7R6R5R4X71E4R~5R~6R~7 2]

Logicamente, se algum atomo anterior nao for afetado por um rotor, este nao entrara nos
calculos para o eixo e posi¢oes dos atomos subsequentes a ele.
Generalizando, conforme podemos verificar em (3], obtemos:

Ci = SZ;QJ N Sz'fl,i; (5410)

circunferéncia onde iremos encontrar o atomo i,

Xi(M.. M) = (Ri...R)X(Ry ... R)), (5.4.11)



90

onde:

Zi = le_Q(Azl .. )\i—2) A Xzb—l()“l . )\i—l) VAN € (5412)

¢ o eixo de rotacao a ser empregado em R;.

Tudo isso mostra que a circunferéncia em torno de Z; resulta da aplicacao de todos os
rotores Ry ... R;_1, bem como os arcos sao obtidos na circunferéncia pela aplicacao dos mesmos
rotores considerados.

As operagoes com rotores, do tipo X; = Rin’IN?Ji fornecem solugoes analiticas para o sistema
5.4.1. Essas expressoes com rotores descrevem analiticamente todos os pontos dos arcos onde sao
aplicados [3], o que confere uma vantagem sobre a procura de solugoes por meio de discretizagao.

5.4.8 No caso de haver distancia de poda

No caso de haver distancia de poda, deveremos sempre testd-la para ratificar ou retificar as
escolhas das posi¢oes dos atomos que vamos fazendo no desenrolar da procura por posicoes de
cada atomo da molécula.

O uso de distancias de poda intervalares tem duas consequéncias principais: pode mudar
os limites dos angulos de rotagao e pode possibilitar uma definicao do caminho a se escolher
na arvore de procura [1]. Pode ainda inviabilizar ambas as posi¢oes ou nenhuma das posigoes
possiveis para a escolha do atomo . As figuras (5.19 e 5.20) foram retiradas da referéncia [1] e
mostram possiveis situagoes decorrentes das distancias de poda.

Figura 5.19: Nenhum arco podado e ambos os arcos podados [1].

NN

Figura 5.20: Reducao nos limites do angulo de rotagao e poda em um dos arcos [1].

O processo Branch-and-Prune (BP) [26] deve ser sempre utilizado e, se determinada posicao
de d4tomo nao for confirmada, devemos retroceder e fazer novas escolhas para obtermos sucesso
na procura.

Caso haja distancia de poda d;_;; a ser atendida, devemos verificar as extremidades da
intersecao dos arcos e entao determinar a amplitude possivel do angulo a ser aplicado ao rotor:
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[Aj, Aj]. Verifique a figura 5.21, onde o arco A; foi reduzido a [A;, \}], para atender a distancia
de poda e o arco A, foi eliminado, por nao atendé-la.

Figura 5.21: Redugao e eliminacao de arcos por distancia de poda d;_;;.

Pode acontecer que, analisando a posi¢cao de um ¢—ésimo arco, o mesmo disponha de mais
de uma distancia de poda. Neste caso deveremos testar todas elas para que se possa concluir se
o arco ¢ viavel ou nao e, em sendo viavel, que redugao sofrerd, a fim de que se possa determinar
o arco final onde o atomo pode ser encontrado.

5.4.9 Determinacao do angulo para localizar um ponto

Para cada valor de \; lancado em R;, que posteriormente sera aplicado na operacao X =
R; X! R;, teremos como retorno um tinico ponto X (vide figura 5.22). O contrério é verdadeiro,
ou seja, se temos um ponto no arco, teremos um tnico A; correspondente, a menos de angulos
congruos. Fazendo \; variar dentro do intervalo [0, ¢;] podemos obter todos os pontos do arco
X1X3. ) )

Para o outro arco aplicamos o rotor no ponto X? com —\; em R; X?R; ou aplicamos R; X?R;,
com \;, pois o efeito serd o mesmo. A rotacdo, neste caso, ocorrera no sentido oposto ao
observado no primeiro.

Figura 5.22: Um angulo \; aplicado ao rotor retorna o ponto X.

Resta-nos, agora, verificar de que modo deveremos proceder a fim de determinar que angulo
deve ser lang¢ado no rotor para acharmos o ponto X por meio da operagao X = RiX}Ri.

Vejamos, adiante, o caso onde existe uma, depois duas e, por fim, o caso onde existem n
distancias de poda. Em seguida, apresentamos um algoritmo para solucionar tal problema.
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1) O caso do atomo i, com uma distancia de poda:

Para atender a distancia de poda de um atomo 4, no caso d;_;;, com j > 4, tendo os
atomos anteriores ao i devidamente “realizados”, devemos proceder como se segue (levando em
consideragao que d;_3; seja intervalar):

Inicialmente devemos levar em consideracao que o atomo ¢ pode ser encontrado em um
dos arcos marcados pela intersegao de distancia intervalar d;_s;. Estes sao os arcos A;_3;; e
Ai_3;9, e delimitam um angulo maximo ¢;, a ser utilizado no rotor R;. Vide figura (5.23).

CA
) - _ S(l’,‘_g,av‘,—&i)
A Ai 32
S(wi, d;_3;)
-7 1 2 TC
x; Li

Figura 5.23: Angulo méximo a ser utilizado pelo rotor.
Para a distancia de poda, devemos encontrar as intersecgoes entre as esferas S;_;; e S;_j; e
a circunferéncia C;, onde deve se encontrar o &tomo i. Serao estas intersecoes que irdo demarcar
até dois arcos em Cj:

« Oarco A;_j; 1, delimitado pelos pontos X} ;; e X}, ;

« Oarco A;_j;», delimitado pelos pontos X7 ;; e X} ;..
Os pontos X} ;; e X2, sdo obtidos pela pela intersecdo de S;_;; com Cj, e os pontos X} ;

i—7,1 Ei—j,
4 : Y P13 of ” .
e X;;; pela intersec¢ao de S;—;; com Cj. Estes pontos sdo “extraidos” dos pares de ponto

PpF ./ Pp
————. Vide a figura (5.24).
€ - Pp
O préximo passo é verificar se existe coincidéncia ou nao entre os arcos A;_3;1 € Ai_32,
e os arcos da distancia de poda, A;_;;1 e A;_j;2. Vimos nas figuras 5.19 e 5.20 situacoes que
podem ocorrer ao compararmos os arcos iniciais com aqueles gerados pelas distancias de poda.

assim formados pelas formulas = =

Para determinarmos analiticamente qual o efeito que determinada distancia de poda tera
sobre o arco A;_3;1, por exemplo, devemos lancar mao do rotor que é expresso por

i i
R; = cos 5 — Z; sen 5 )

onde \; sera o valor da rotagao que o ponto X! sofrerd, quando submetido & operagio X =
R X}!R;.
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Figura 5.24: Arcos marcados em C; por uma distancia de poda.

Para cada valor de \; registrado em R; e posteriormente aplicado na operagao X = RiXilRi
teremos como retorno um tnico ponto X (vide figura 5.25). O contrario é verdadeiro, ou seja,
se temos um ponto no arco, teremos um tnico \; correspondente, a menos de angulos congruos.
Fazendo \; variar dentro do intervalo [0, ¢;] podemos obter todos os pontos do arco X} X?.

\ A
“ /
.

Figura 5.25: Um angulo A; aplicado ao rotor retorna o ponto X.

!

Para o outro arco aplicamos o rotor no ponto X f, com —\ em R; X f R; ou aplicamos R; X fRi,
com \;, pois o efeito serd o mesmo. A rotagao, neste caso, ocorrera no sentido oposto ao ob-
servado no primeiro arco.

A figura (5.26) abaixo retrata, como exemplo, a situagao do 5 d&tomo de uma cadeia que na
qual se dispoe de uma distancia intervalar entre o 2° e o 52 d4tomos, que determinam os arcos
Assi e Asse, bem como a distancia de poda, entre os 1° e 52 4tomos, que determinam os arcos
Ais1 e Ais2. Como resultado, o arco Asse foi eliminado por nao atender a distancia de poda e
o arco possivel ficou reduzido ao Ai51 = Aozt N Ais1.
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Figura 5.26: Exemplo de um quinto atomo, com distancias de poda.

5.4.10 Obtencao do dngulo correspondente a um ponto X

Para determinarmos qual angulo aplicado a um rotor R; corresponde a um ponto X em um
arco devemos proceder como se segue:

Seja X um ponto na circunferéncia e seja P o ponto inicial do arco, o que sofrerd a acao do
rotor (por exemplo, P = X}). Queremos determinar que angulo A, registrado em R, retornard

o ponto X.
R(\) = cos (%) — sen (%) Z,

Consideremos o rotor
onde Z é o bivetor do plano de rotagao (Z = Z*, assim escrito para simplificar a notagao).
Entao,
X = RI\PR(N).

) e s = sen (%) Entao:

N[>

Sejam ¢ = cos (

X =RANPR\) =(c—sZ)P(c+sZ) =
X =P +cs(PZ - ZP) —s*ZPZ.
Analisando a expressao PZ — Z P, podemos concluir que:

i) PZ—ZP=P-Z— Z|P, tendo em vista que:
PZ—7ZP=P-Z+PNZ—(Z|P+ZNP)=(P-Z—Z|P)+(P\NZ—ZA\NP)=P-Z—Z|P,
pois, sendo P um vetor e Z, um bivetor, temos PA Z = Z A P, conforme vimos em 3.1.7.

i) P-Z—Z|P =2(P-Z), pois, aqui, observamos que P-Z = P|Z e, em respeito a relagao
2.2.4, temos Z|P = (-1)!®*VP|Z = Z|P = -P|Z = Z|P=—-P - Z.

iii) Podemos, entao, pelas consideragoes i) e ii) acima escrever:

PZ—ZP=P-Z—Z|P=P-Z—(-P|Z)=P-Z+P-Z=2P-2).
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Com isto, podemos reescrever a equacao acima como:

X =cP+2cs(P-Z)—s*ZPZ. (5.4.13)

Se ¢ = 0, ou seja, cos (%) = 0, entdo A = w. Considerando ¢ # 0, e fazendo t = tg (%),
teremos:

X
— =P+2(P-7)-t*ZPZ.

2
Agora, fazendo o produto interno pelo préprio X, lembrando que X - X = 0, pois X estd
no cone nulo, teremos:

—[X-(ZP2DP+2X - (P-2)t+X-P =0, (5.4.14)
expressao que é uma equacao do segundo grau em t, que pode nos fornecer até dois valores
para t = tg (%)

Resolvendo % = arctg(t), devemos ter —7 < % < § = —m < A <, ou seja, temos os
valores de A para obter todos os pontos da circunferéncia, exceto A\ = 7, que ja ficara de fora,

pela restricao que impusemos acima, para cos (%) # 0.

Se as raizes de 5.4.14 forem imaginarias, a solucao é vazia ou A = 7, que deve ser testado em
RPR. Se forem duas raizes iguais, o A assim obtido serd o valor procurado. Se obtivermos dois
valores, A\; e Ao, devemos testé-los em RPR e ver qual dos dois valores fornece X, e teremos o
valor buscado.

Devemos ressaltar, ainda, que na equagao 5.4.14 o termo X - (P - Z) s6 serd igual a 0 quando
X = P, ou seja, para A = 0, pois X - (P-Z) = (X AP)-Z [14]. Como consequéncia, para A # 0
teremos sempre valores nao simétricos para tg (%) e, portanto, valores nao simétricos para A
assim obtidos.

Podemos obter outra equagao 1til na procura e determinacao de A. Basta, para isto, efetu-
armos o produto interno de ambos os lados da equacao 5.4.13 por P:

X =cP+2cs(P-2)—s*2PZ=P-X=c(P-P)+2cs[P-(P-2Z)|—s*P-(ZPZ)] =
P.-X =—s[P-(ZPZ)] =

(AN P-X
sen () = P.(2P7) (5.4.15)

Esta equacao fornece, por exemplo: sen? (%) = k? k € [-1,1], de onde sen (%) =tk =

sen (%) = k ou sen (%) = —k. Resolvendo, vamos ter: (%) = arcsenk ou (%) = arcsen(—k),

com—g<g<g¢—w<)\<w.
Como a funcao seno é impar teremos dois valores simétricos como solucao, dos quais apenas
um sera o que resolve X = RPR.
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Comparando as solugoes das equagoes 5.4.14 e 5.4.15, a solugdo comum ¢é a procurada. Logo,
o angulo A que fornecera X é a solugao do sistema:

—[X - (ZPZ))tg? (3) +2[X - (P~ 2)]tg(3) + X - P =0
pox (5.4.16)

2 ()
sen’ (3) = =5 (ZPZ)

Observagao Na equagao 5.4.14, se usarmos RPR com o rotor com sinal negativo, ou o
rotor com sinal positivo em RPR, deveremos usar a expressao —2[X - (P - Z)] tg (%)

Situagoes diversas com uma distancia de poda

Nas figuras de 5.27 a 5.32 abaixo podemos observar situagoes possiveis das interse¢oes ou
nao de arcos de distancia de poda com um arco previamente marcado. Considerando [0, ¢] o
arco previamente marcado pela distancia intervalar d;_s;, os angulos A; e A}, marcados pela
distancia de poda sdao calculados pelo sistema 5.4.16. A situacao é analoga ao outro arco
marcado por d;_s ;.

0<>\1</\1/<(f)=>>\€[)\1,)\1/]

Figura 5.27: Situacao 01 Figura 5.28: Situagao 02

Como resultado temos a intersecao dos arcos, que ¢ o novo intervalo que o angulo do rotor
pode assumir para que as distancias sejam atendidas. Caso nao haja intersecao, todo o arco é
eliminado, por nao atender a distancia de poda. Como podemos observar, nas figuras de 5.27
a 5.32, existe uma redugao do arco nas situagoes 1,2 e 3, uma eliminagao do arco original em 4
e b pois o arco original nao atende a distancia de poda, e nenhum efeito sobre o arco original
na situacao 6.

2) O caso do atomo i, com duas distancias de poda:

Se houver duas distancias de poda teremos que estudar, inicialmente, a relagdo entre o arco
original (Ap) e e o arco de uma das distancias de poda, digamos P, e entao concluir:
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!/ ~ s’ s ~
0<M<d<A =Ae gl A1 < A1 <0 < ¢ = Nao ha intersecao

Figura 5.29: Situagao 03 Figura 5.30: Situagao 04

0 < ¢ < M\ < M\’ = Nio hé intersecao M<0<o< M =2e[0,¢]
Figura 5.31: Situacao 05 Figura 5.32: Situacao 06

a. Se nao houver intersecao entre Ay e Py, o arco original Ag é eliminado por nao atender a
distancia de poda.

b. Se houver intersecao entre Ag e P; passaremos a considerar o novo arco, que ¢ a intersecao
destes dois, ou seja, passaremos a considerar A; = Ag N P;.

i. Se nao houver intersecao entre A; e Po, da segunda distancia de poda, o arco A;
é eliminado, e em consequéncia o arco original Ay é eliminado por nao atender a
segunda distancia de poda.

ii. Se houver interseccao entre A; e P, passaremos a considerar o novo arco, que € a
intersecao destes dois, ou seja, passaremos a considerar As = A; NPy e Ay serd o
arco onde o atomo podera ser encontrado.

Como sao muitas as possibilidades faremos ilustracao de duas. Na primeira had uma redugao
do arco inicial, e na outra ha a eliminagao do mesmo. Vejamos um exemplo para cada possibi-
lidade:
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o Ha intersecao:

— Testamos, inicialmente, se existe intersecao entre Ay, arco inicial, e Py, primeiro arco
de poda, e verificamos que existe: Ay NP; = A;. Vide figura 5.33.

— Em seguida, verificamos se existe intersecao entre A; e o arco P, da segunda dis-
tancia de poda, e constatamos que existe A; NPy = Ay. Logo, o arco resultante sera
As. Vide figura 5.34:

Figura 5.33: Ao NP, = A, Figura 5.34: A, NPy = A,

o Nao ha intersecao:

— Testamos, inicialmente, se existe intersecao entre A, arco inicial, e P;, primeiro
arco de poda, e verificamos que existe: A4y NPy = A;. Vide figura 5.35. Claro que
se nao houvesse intersecao nessa primeira comparagao, o arco Aq seria eliminado ja
nesta fase.

— Em seguida, verificamos se existe intersecao entre A; e o arco P, da segunda dis-
tancia de poda, e constatamos que nao existe, ou seja, A; NPy = @. Logo, o arco

Ao deve ser eliminado. Vide figura 5.36:
C;

Ci Al/
Figura 5.35: Ao NP, = A Figura 5.36: Ay NPy =@

\
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Concluimos que, se nao houver intersecao entre todos os arcos, inicial e os de poda, o arco
Ao ¢ eliminado. Se houver intersecao entre estes eles, a intersecao obtida é o arco reduzido,
onde o atomo pode ser encontrado.

3) O caso do atomo i, com n distincias de poda:

No caso de haver n distancias de poda podemos racionar como sendo uma generalizagao
dos casos anteriores, ou seja: se nao houver intersecao entre o arco original, Ay, e todos os
arcos gerados pelas distancias de poda, P; - - - Py, o arco original deve ser eliminado. Caso haja
intersecao entre todos os arcos, o atomo serad localizado justamente nesta intersecao, ou seja
em:

Ay =AgNPr- NP,

Método para verificar existéncia de intersecao de arcos:

Se considerarmos os arcos como sendo:
A() S [)\0, )\6],7)1 € [)\1, )\/1], ..., P, € [)\n, )\;L],

havera intersecdo entre eles se: max();) < min(\;), para j = 0...n e ndo haverd intersecio
entre eles, caso contrario. Tendo em vista isto, propomos o algoritmo a seguir.

5.4.11 Algoritmo para reducao ou eliminacao de arco:

Entrada: Valores de dngulos maiores e menores de Ay, Py ... P,.
Saida: Arco reduzido A, fornecido pelos seus angulos delimitantes, A, e Ay, ou eliminagao
do arco Aj.

(1) % Inicializar as variaveis.

— Crie uma matriz ARCOS (n + 1,2), em que cada linha possui os angulos de Ay,
P1...P,, sendo a primeira coluna com o menor angulo e a segunda, com o maior
angulo de cada arco.

(2) Faz a comparagao dos angulos, maior e menor, de todos os arcos.

— Az = max(ARCOS(:, 1)) % Acha o maior valor entre todos os menores angulos
de cada arco e lhe atribui o nome \j,.

— Ay = min(ARCOS(:, 2)) % Acha o menor valor entre todos os maiores angulos
de cada arco e lhe atribui o nome Ag;.

(3) Verifica se ha intersecao entre os arcos e finaliza o algoritmo.

— Se )\L < )\U, entao An = [)\L,)\U], FIM.

— Senao: Aj é eliminado. FIM.
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Capitulo 6

Exemplo de Aplicacao

6.1 Introducao

As contribui¢oes desta tese sdo tedricas. Entretanto, apresentamos neste capitulo um exem-
plo pratico do que foi tratado ao longo do trabalho. Trata-se do caso hipotético de uma
pequena molécula, de sete atomos, na qual as distancias sdo estipuladas dentro dos limites em
que ocorrem na realidade.

6.2 Consideracoes Iniciais

Seguindo as condi¢oes do PDGDM, os trés primeiros atomos estao fixados nas posig¢oes, em
R3:

e x; =(0,0,0);
e x93 =(—1,0,0);
e x3=(-3/2,/3/2,0).

Neste exemplo ficticio, as distancias estabelecidas entre os atomos sao as constantes da
tabela de dupla entrada abaixo:

1 2 3 4 5 6 7
1 * 1 V3 2.15 | [2.45,2.55)] * [4.15,4.22]
2 1 * 1 V3 2.2, 2.6] * 3.95,4.03]
3 V3 1 * 1 V3 2.4, 2.6] | [3.12,3.28]
4 2.15 V3 1 * 1 V3 [2.2,2.4]
5| [2.45,2.55] | [2.2, 2.6] V3 1 * 1 V3
6 * * 2.4, 2.6] 3 1 * 1
7| [4.15,4.22] | [3.95,4.03] | [3.12,3.28] | [2.2,2.4] V3 1 *

(6.2.1)

Analisando as distancias disponiveis na tabela podemos verificar que as distancias d; 5, d; 7,
dys, day7, dsg, dsz e dyy sao intervalares e as demais, precisas. As distancias dy 5, di7, do7 €
ds 7 sao de poda
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6.3 Solucio com Algebra Geométrica Conforme

Podemos utilizar, para efetuar os calculos, o software CLUCalc, que é adequado para a
Algebra Geométrica Conforme. No livro [33], encontramos as instrugdes para a utilizagdo do
referido programa. E possivel, também, utilizar o software Mathematica, lancando méao do
pacote CGAbPackage, apresentado em [21], que foi desenvolvido pelos autores para estudos de
origami, mas que se presta para nosso proposito.

Usaremos para este fim as férmulas ja citadas anteriormente, em especial:

1
o Ponto: p=ey+x+ §Hx\|2eoo € R (4.4.6);

o Esfera: S* =c— ir?e,, (4.4.9);

« Circunferéncia obtida por intersegao de duas esferas: C* = ST A S5, (4.4.12);

o Par de pontos: Pp* = S} A S5 NS5, 44.13, para determinacao do par de pontos e

P, _ Pp++/Pp-Pp
= —ex - Pp

, 4.4.15, para a “extracao” de cada ponto.

Observagao: A fim de facilitar a notacdo, e considerando que as esferas, neste exemplo,
serao tomadas com os seus duais, omitiremos os asteriscos nas escritas.

6.3.1 Comandos do Mathematica/CGA5Package

Apresentamos abaixo alguns comandos do Mathematica utilizados no pacote CGA5Package,
que vao interessar para que os resultados adiante sejam obtidos:

« Para definir um ponto p = (z1, 29, x3): p = Put[{zy, 2, z3}].

o Esfera S com centro no ponto c e raio 7: s = ¢ — 0.5 % r *x r * w[{oco}].

« Para obter-se a circunferéncia C', interse¢ao das esferas S; e Sy: C' = OuterProduct[Sy, Sa].

 Para obter-se um par de pontos Pp, intersecao das esferas Sy, Sy e S5: Pp = OuterProduct[S;, Sa, Ss).

o Para “retirar-se” um ponto P, do par de pontos Pp, utilizamos:
q = CGAProduct[Dual[Pp]-CGANorm|[Pp|w[{}], CGAlnverse[InnerProduct|—w[{occ}], Dual[Pp]]]].
Para o outro ponto, basta trocar o sinal “—” no numerador pelo sinal “+".

o Para a expressao de um rotor R, rotacionando de um angulo #, utilizando a reta z como
eixo: R = Expand[Cos|0/2] + (Dual[z]/CGANorm[Dual[z]]) * Sin[0/2]]

« Para obter-se o reverso R do rotor R, fazemos: TR = Reversion|R].

« Para determinar-se um ponto X = RqR, fazemos: X = CGAProduct[R, ¢, TR]
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6.3.2 Posicionamento do quarto atomo

A fim de determinar a posicdo x4 € R?, utilizando a Algebra Geométrica Conforme, deve-
mos:

1. Determinar a esfera S 4 cujo centro estd em X, = ey — e + 0.5e, e cujo raio ¢ igual a
dyy = v/3, que obtivemos na tabela de distancias. Temos, entdao que Sos=e€)—e; —ey.

2. Determinar a esfera S5 4 cujo centro encontra-se em X3 = ey — 1.5e; + 0.866e2 + 1.5e,
cujo raio ¢ d34 = 1. Temos, entao que S34 = €y — 1.5e; + 0.866e; + e.

3. Determinar a circunferéncia CYy, intersecao das esferas Sy 4 € S5 4, onde Xy serd encontrado.
Temos, portanto, Cy = Sa4 A S3.4, Ou seja:
Cy = —0.5ep; + 0.866€e05 + 2€00c — 0.866€15 — 2.5€15, + 0.866€e5.

4. Como a distancia d; 4 = 2.15 é precisa, concluimos que a intersecao da esfera
Si14 = €9 — 2.311le,, com a circunferéncia C; dar-se-4 em dois pontos. A intersecao da
esfera com a circunferéncia é obtida fazendo-se:
Pp14 = 5174 N 04 = —0.8666012 — 1.34460100 — 1.13560200 + 2.00261200. Agora, utilizando

Pp F /Pp?
X = pipp em Ppl4, obteremos (vide figura 6.1):
—€o0 * ITP

X} = ey — 1.311e; + 1.552e5 + 0.702e5 + 2.311en, €

X2 =ey — 1.311e; + 1.552e; — 0.702e; + 2.311e...

5. Como nao ha distancia de poda podemos escolher qualquer uma dessas posi¢oes. Esco-
lhamos, por exemplo, X}. O quarto 4tomo serd, portanto:

x; = (—1.311,1.552, 0.702).

Cy
- - S(x1,dy4)
-7 2 T~~
Ty Ty

Figura 6.1: Posig¢oes em Cy. Opgao por Xj.
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6.3.3 Posicionamento do quinto atomo

Devemos considerar, para determinarmos a posicao do quinto atomo, que a distancia dy 5
é intervalar, indicando a existéncia de dois arcos de busca, onde o ponto pode ser localizado.
Além disso, estd disponivel a distancia intervalar d; 5, de poda, que servira para ratificar ou
retificar posi¢oes dentro da arvore de busca.

1. Comegamos por considerar as esferas S35 e Sy 5, tendo em vista que o quinto dtomo esta
sobre a interseccao de ambas.

o Aesfera S35 = ey—1.5e; +0.866e5,+2.10"16e (o termo de ey, ser praticamente nulo
significa que a origem estd muito proxima da superficie da esfera) tem seu centro
sobre o ponto X3, e o raio ¢ dado pela distancia entre X3 e X5, que é exata, ou seja,
d3s = V3. A esfera S5 =€y — 1.31e; + 1.55e, + 0.702e3 + 1.81e,, tem o seu centro
sobre Xy e raio dy5 = 1.

» O ponto estara localizado sobre a circunferéncia: Cs = S35 A Sys.

2. Os arcos em (5 sao determinados pelas intersecoes desta com as esferas com centro
em zo. Como a distincia dos € [2.2,2.6], a esfera Sy5, de raio 2.2 ¢ Sy, de raio 2.6
sao as limitantes. Para a menor distancia, dys = 2.2 temos o par de pontos &2’5 =
So5 N S35 A Sys. Calculando temos o valor:

@2’5 = —0.5078012+0.3518013—1.26860100+0.608€023+0.251802w—1.34980300—0.6088123+
0.722€195 + 2.023€1350 — 1.168€93.

3. Tendo o par de pontos Pp, . extraimos os pontos:

X3} = ey — 0.409e; + 1.981ey + 0.753e;3 + 2.32%e,, €
X2 = ey — 1.502e; + 1.350e3 + 1.663e;3 + 3.422e..

4. Para a maior distancia, dys = 2.6, temos o par de pontos P_pl5 = So5 A S35 A Sys.
Calculando temos o valor:
P_p275 = —0.5076012—0.3518013—1.44980100+0.608€023—0.40880200—2.02380300—0.6086123+
1.86781200 + 3.03461300 — 1.75262300.

Figura 6.2: Arcos em Cf.



104

. Tendo o par de pontos Pipz5 extraimos os pontos:
X3 = ey — 1.386e; + 2.525e, + 0.484e3 + 4.266e,, e
X = ey — 2.046e; + 2.144e, + 1.033e; + 4.926e. .

Temos, com os pontos X2 e X2, o arco Ags; e com os pontos X2 e X2, o arco Assg,
perfeitamente determinados (fig 6.2).

. Angulo ¢5: Devemos, agora, achar o angulo ¢5, que delimita os arcos. Isto sera feito
o o A . . 5 - .
indiretamente, calculando-se inicialmente o adngulo inscrito, 5 utilizando para isto o

produto interno entre os vetores us = X3 X2 e v = X2 XZ. Temos, com isso, o valor
¢5 = 1.453 radianos.

. Eixo Z5: O eixo que servira para o rotor sera dado pela expressao X3 A X4 A ey, ja que
passa pela posicao dos dois atomos anteriores. Temos, portanto:

Z5 = 0.18980100 + 0.68660200 + 0.70260300 - 1.19381200 - 1.05481300 + 0.60862300 , €

Zg = —0.702612 + O, 686613 — 0.6086100 — 0, 189623 — 1.0546200 + 11938300

. Rotor Rj: Devemos, inicialmente, testar o sinal do Rotor. Fazendo:

A . A
Rs5 = cos <25> — Zg sen (;)

em X}, com \ = 1.453 em R;X}R;5 encontraremos o ponto

X = ey — 0.858e; + 1.29e, + 1.55e; + 2.4e,, # X?.

A5 . A5
Rs = cos <2> + Z5 sen <2>

na mesma operagio, acharemos o ponto X2. Entdo adotaremos o sinal positivo para o
rotor. Para o arco X2X? podemos fazer RsX2R5, com —\ ou RsX2R;, com \. Por
exemplo, usando A\ = 1.453 em R5XZ2R5 vamos obter o ponto X7, como era de se esperar.

Se fizermos

. A distancia d, 5 é de poda e, portanto, deve ser utilizada para testar os arcos que dispomos
e verificar que partes deles podem ser realmente utilizados no posicionamento do quinto
dtomo. Para isto, devemos fazer a intersecao da esfera S(Xi,d;5) com Cs e da esfera
S(Xl,am) com 051

(a) Intersecao: Pp, s = S(X1,d; 5)ANCs5 = —1.193€e012—1.053€013—3.283€(10610.608€023 —
0.491egao — 2.1708e03C>c> + 3.580€e1250 + 3.162€13,, — 1.826€93,,, da qual se tiram os
pontos:

Xl = ey — 0.673e; + 2.299e, + 0.513e3 + 3.001e,, €
Xz = ey — 1.260e; + 1.283e, + 1.664e3 + 3.001e..

(b) Interse(;aoz Piplﬁ = S(X1,8175)/\C5 = —1.1936012—1.0548013—3.33060100+0.6089023—
0.663€0200 — 2.284€0350 + 3.879€195 + 3.425€1350 — 1.978€53+,, da qual se tiram os pon-
tos:

Xf’5 =eg — 0.795e; + 2.379%9¢e5 + 0.470e3 + 3.251e,, €
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X4 = ey — 1.407e; + 1.317ey + 1.670e;3 + 3.251ex.

Os pontos X{- e X3. determinam, em C5, o arco A;5; e os pontos X% e Xi, o arco
Ais2. Precisamos, agora, verificar a interseccao entre estes arcos e os arcos Ags; e
Assa. Onde houver interseccéo, o quinto atomo pode ser localizado. Caso contréario,
temos que eliminar a(s) regido(s) onde esta nao ocorre.

10. Para verificarmos se ha intersecdo entre os arcos, vamos testar inicialmente se existe
alguma entre os arcos Ass; e Aj5;. Para isto devemos ver qual angulo A deve compor o
rotor Rs para locarmos o ponto X e, depois, qual 4ngulo A deve compor o rotor Rs para
locarmos o ponto X3.. Feito isto, poderemos verificar se h& ou nio interseccio entre tais
arcos.

+ De posse do sistema 5.4.16 e fazendo X = X|;, Z = Zf e P = X}, obtemos os
seguintes resultados: —[X-(ZPZ)] = —1.39, —2[X - (P-Z)] = 0.796 (estamos usando
o rotor com o sinal positivo), X - P = —0.114 ¢ —(P - X)/[P - (ZPZ)] = 0.0762.
Com isto, montamos o sistema:

—1.39tg? (3) +0.796tg (3) — 0.114 =0

(6.3.1)
sen? (3) = 0.0796.

- Na primeira equacao do sistema obtemos tg (%) = 0.2863 = % = 0.2788 =

A = 0.558 (aqui consideramos A — 0).

- Na segunda equagao obtivemos sen % = £0.276 = % = +0.276 = A = £0.559.
- Entao, utilizando o valor de A = 0.559, solugao do sistema, realmente vamos obter
o ponto X}; na operagao Rs5X3 Rs, confirmando o resultado.

o Para verificar qual o valor do 4ngulo que fornecera o ponto X3, facamos, no sistema
5.4.16:X = X3, Z = Z e P = X}, e obteremos o sistema:

~1.31tg2(3) + tg(3) — 0193 =0

3.2
sen? (3) = 0.129. (032

- Na primeira equacao do sistema obtemos tg (%) = 0.3817 = % = 0.3646 =
A = 0.7293 (aqui consideramos A — 0).
- Na segunda equagao obtivemos sen (%) = £0.3592 = % = +0.3674 = \ =
+0.7347.
- Entao, utilizando o valor de A = 0.734, solugao do sistema, realmente vamos obter
o ponto X3 na operagao RsX3 Rs, confirmando o resultado.

o Concluimos que para “percorrermos” o arco Ajs; utilizando o sistema 5.4.16, deve-
mos ter 0.559 < A5 < 0.734, o que significa haver intersecao entre A5 e Assp, que
é delimitado por 0 < A5 < 1.453. A interseccao, neste caso, é o proprio arco Ajs;.
Utilizando o nosso algoritmo, terfamos: Ag € [0, 1.453] e P, € [0.559,0.734] e entao
A = 0.559 < Ay = 0.734 e, portanto, A; = [0.559,0.734] = A;5;. Vide figura 6.3.
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11. Devemos, agora, verificar se existe intersecao entre os arcos Asss € A1s2. Para isto devemos
ver qual Angulo A deve compor o rotor R para locarmos o ponto X% e, depois, qual angulo
A deve compor o rotor Rs para locarmos o ponto Xjs. Feito isto, poderemos verificar se
ha ou nao intersecgao entre tais arcos.

« Aqui utilizaremos a forma RXZR. De posse do sistema 5.4.16 e fazendo X = X7,
Z = Z} e P = X2, obtemos os seguintes resultados: —[X - (ZPZ)] = —1.47,
2[X - (P-Z)] = —0.429 (estamos usando o rotor com o sinal positivo), X-P = —0.0314
e —(P-X)/[P-(ZPZ)] = 0.0209. Com isto, montamos o sistema:

~147tg? (3) — 0429tg (3) — 0.0314 = 0 (6.3.3)
sen? (3) = 0.0209.

- Na primeira equacao do sistema obtemos tg (%) = —0.1459 = % = —0.1449 =

A = —0.2898 (aqui consideramos A — 0).

- Na segunda equacgao obtivemos sen (%) = £0.1446 = % = +0.1451 = A = +0.29.
- Entéo, utilizando o valor de A = —0.29, solucao do sistema, realmente vamos obter
o ponto X7 na operagao Rs X 1 Rs, confirmando o resultado.

o Para verificar qual o valor do angulo que fornecerd o ponto X{s, facamos, no sistema

5.4.16:X = X5, Z = ZF e P = X3, e obteremos o sistema:

~1.49tg” (3) — 0.174tg (3) — 0.00504 = 0 (6.3.4)
sen? (3) = 0.00336.

- Na primeira equacao do sistema obtemos tg (%) = —0.0636 e tg (%) = —0.0532
obtendo os angulos A\; = —0.127 e Ay = —0.1063, respectivamente.

- Na segunda equagao obtivemos sen (%) = 40.058 = % = £0.058 = A\ = £0.1160.
- Entao, utilizando o valor de A = —0.11, solugao do sistema, realmente vamos obter
o ponto X7 na operagio Rs X 2 Rs, confirmando o resultado.

o Concluimos que para “percorrermos” o arco Az utilizando 5.4.16, devemos ter
—0.29 < A5 < —0.11, o que significa ndo haver intersecao entre Aiss e Aaso, que
¢ delimitado por 0 < As; < 1.453. Utilizando o nosso algoritmo, teriamos: Ay €
[0,1.453] e Py € [—0.29, —0.11] e entdo A, = 0 > Ay = —0.11 significando nao haver
intersecgao, portanto Ay = Asse deve ser eliminado.

12. A figura 6.3 retrata a situagdo de intersecao entre os arcos em Cj;. Concluimos que
o ponto X5 deve ser localizado dentro do arco Aj51, por ser esta a regiao em Cj5 que
atende simultaneamente as distancias ds5 € d; 5. Entre outras palavras, devemos adotar
0.559 < A5 < 0.734
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Figura 6.3: Intersecao de arcos em Cs.

13. Escolhendo A5 = 0.64, e aplicando x = R5X§R5, teremos:
X5 = €9 — 0.728e; + 2.337ey + 0.491e;3 + 3.115e., ou seja, x5 = (—0.728,2.337,0.491).
Este ponto atende as distancias dy 5 e dy 5. Com efeito, para este ponto teremos:
d2’5 = 2.403 € [22, 26] € d1’5 = 2.496 € [245, 255]

6.3.4 Posicionamento do sexto atomo

Para a escolha deste ponto vamos utilizar o método que foi visto em 5.4.10, 5.4.11 ¢ 5.4.12, ou
seja, vamos considerar que o quinto atomo ocupa uma posicao que pode ser mudada, utilizando
o rotor Rs, ou seja, uma posicao movel.

1. Comegamos por considerar as esferas Sy € S5, tendo em vista que o sexto dtomo esta
sobre a interseccao de ambas.

o A esfera Sy tem seu centro sobre o ponto X4 e o raio ¢ dado pela distancia entre
X4 e Xg, que ¢ exata, ou seja, dyg = V3. O ponto X, nao estd sujeito & acio de
rotor. Temos, portanto, Sy = €y — 1.311e; + 1.552e5 + 0.702e3 + 0.811e.

 Consideremos a esfera Ssg inicialmente centrada em X2. Logo, teremos: Ssg =
ey — 0.409e; + 1.980e, + 0.753e3 + 1.829¢ .

« A intersecao das esferas Sy € S5 determina a circunferéncia Cs = Sy 6 A S56, onde
o sexto atomo sera encontrado, na posi¢ao Xg.

2. A distancia entre os terceiro e sexto dtomos é intervalar. Neste exemplo temos ds¢ €
[2.4,2.6]. Considerando as esferas com centro em X3 com raios ds ¢ e d3 ¢ teremos respec-
tivamente as esferas Sy e S36 Temos, portanto:

° §3,6 = €y — 1.561 —+ 086682 — 138800 € §3,6 =€y — 1.581 —+ 086662 — 188600

3. A intersecao das esferas S34 e S36 com a circunferéncia Cy geram dois pares de pontos,
Pp, e P—p376, respectivamente. Estes pontos determinam os arcos, sobre Cg, onde Xg
esta localizado. Por exemplo, tomando o par de pontos @376 = S35/ S46/\ S5, teremos:
&3 6 = —0.5386012—0.6248013—1.78460100—0.2666023—0.24060200+0.60460300+0.939€123+
2.649€ 90, — 0.044e€13,, + 0.89€230,.
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4. Do par de pontos @376 podemos extraimos os pontos
X = ep—0.266e;+2.89e,+0.366e3+4.28e,, ¢ X2 = ep+0.259¢; +1.66e,+1.43e3+2.43e,.
Ja do par de pontos P7p3’6 podemos extraimos os pontos
X2 = ey—0.323e;+2.93e,+1.06e3+4.9e,, ¢ X§ = eg—0.034e; +2.25e, + 1.64e3+ 3.88e,,

5. A posicao local de Xg vai depender da rotacao sofrida dentro do arco em Cg e provocada
A A ~
por Rg = cos ?6 + Z§ sen ?6 ,onde Zg = Rs5(X4 AN X5 A ex)Rs5 e 2§ é o seu dual.

Para definir o sinal do rotor foi efetuado o teste. Temos, portanto:
Zg = 0.251612 + 0.965613 + 1.0676100 — 0.071623 + 0.2796200 + 13768300

6. Determinamos, entdo, a posi¢ao de Xg como: Xg(As, Ag) = R6R5X§R5}§6.
Para este exemplo devemos ter 0 < A\g < ¢ = 0.823, que é obtido de forma andloga ao
que vimos para a obtencao de ¢5. Tomando o valor A\g = 0.0 e mantendo o que tinhamos
antes, A5 = 0.64, vamos obter o ponto:
X6(0.64,0.0) = ey — 1.14e; + 3.22e5 + 0.27e3 + 5.8e,, ou seja, xg = (—1.14,3.22,0.27).

6.3.5 Posicionamento do sétimo atomo.

Devemos considerar, para determinarmos a posicao do sétimo dtomo, que a distancia dy 7
é intervalar, sugerindo a existéncia de dois arcos de busca em (%, onde o ponto pode ser
localizado. Além disso, estao disponiveis as distancias d; 7, do7 € ds7, de poda, que servirao
para ratificar ou retificar posi¢oes dentro dos arcos de busca. Vamos considerar, agora, que os
pontos anteriores ao sétimos ja estao “realizados”, ou seja, estao em pontos ja fixados.

1. Comegamos por considerar as esferas S5 7 e Sg 7, tendo em vista que o sétimo dtomo estd
sobre a interseccao de ambas.

o A esfera S5; tem seu centro sobre o ponto X5, e o raio é dado pela distancia entre
X5 e X7, que ¢ exata, ou seja, ds 7 = V3. A esfera Se,7 tem o seu centro sobre Xg e
raio dg7 = 1.

« O ponto estara localizado sobre a circunferéncia: C7; = S5 7 A Sg 7.

2. Os arcos em (7 sao determinados pelas intersecoes desta com as esferas com centro em
X,. Como a distdncia dy; € [2.2,2.4], a esfera S,;, de raio 2.2 e Sy7, de raio 2.4
sao as limitantes. Para a menor distancia, dy; = 2.2 temos o par de pontos Pp by =
Sy7 N\ Ss7 N\ Ser.

3. Tendo o par de pontos Pp 7 extraimos os pontos:

X1 =ey— 1.68e; + 3.71ley + 0.955e; + 8.74e., e
X2 =ey— 1.71e; + 3.32e3 — 0.549e3 + 7.11e...

4. Para a maior distdncia, ds7 = 2.4, temos o par de pontos Pp,, = Sy7 A S5z A S 7.

5. Tendo o par de pontos P7p477 extralmos os pontos:
X2 =ep— 1.2e; + 3.93e; + 0.967e3 + 8.93e,, ¢
X;‘ =eg— 1.22e; 4+ 3.51e; — 0.683e3 + 7.14e..
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Temos, com os pontos X+ e X3, o arco A7 e com os pontos X2 e X7, o arco Az,
perfeitamente determinados.

6. Angulo ¢7: Devemos, agora, achar o angulo ¢, que delimita os arcos. Isto sera feito

. . e . N . . 7 1. .
indiretamente, calculando-se inicialmente o angulo inscrito, TR utilizando para isto o

produto interno entre os vetores u; = X2X? e v; = X!2X?. Temos, com isso, o valor
¢7 = 0.63 radianos.

7. Eixo Z;: O eixo que servird para o rotor serd dado pela expressao X5 A Xg A e, ja que
passa pela posicao dos dois atomos anteriores. Temos, portanto:
Z7 = 40.221e13 4 0.883e13 4+ 0.95€14, + 0.412e53 + 0.363€25, — 0.32€34.

8. Realizando o teste do rotor semelhante ao que fizemos para a determinagao do rotor do
quinto atomo, chegamos a conclusao que Rotor R; devera, também, ter o sinal positivo.
Portanto, o rotor R; é expresso como

A7 . A
R7 = cos <2> + Z7 sen <27>

e val agir a partir de qualquer dos pontos dos arcos. Podemos, por exemplo, fazer Rz X 1 Ry,
para o arco Ag7; ou Ry X2R; para o arco Ay!.O angulo A7, 0 < A7 < 0.63, é quem vai
definir a amplitude da rotacao, a partir dos pontos 2(71 ou X2, respectivamente. Se

tomarmos A\; = 0, por exemplo, e fizermos * = R; X} R; teremos z = X2, e se fizermos
T = R7X71R7 com A7 = 0.63, obteremos X = X?, como era de se esperar.

9. Primeira distancia de poda: A distancia dy; € [4.15,4.22] é de poda e devemos
verificar em que pontos as esferas S(Xi,d; ;) e S(X1,d;7) interceptam a circunferéncia
C7 = S57 N\ Se 7, onde deve estar o sétimo atomo.

(a) Da intersecao Pp, .= S(X1,dy7) A Ss7 A Sz, se tiram os pontos:
X1, =ey— 1.82e; + 3.62e, + 0.884e3 + 8.61e,, ¢
X2z, = ey — 0.65%; + 4.07e; + 0.493e3 + 8.61e.

(b) Da Intersecao: Pipm = S(X1,d17) A Ss7 A Sz, se tiram os pontos:
X3 = ey — 1.35€, + 3.87es + 0.999; + 8.9e. e
Xi = ey —1.02e; + 4e; + 0.887e3 + 8.9e.

Os pontos X{, e X3, determinam, em C7, o arco A;7;. Utilizando as coordenadas
destes pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos angulos
—0.2 e 0.42 radianos, ou seja, o arco A7 é obtido pelo intervalo angular [—0.2, 0.42],
aplicando em X = R7X71R7. Logo, temos:

Py € [-0.2,0.42] (6.3.5)

Por exemplo, para achar o ponto X{, o sistema correspondente é:

—148tg? (3) - 0299 g (3) — 0.0151 =0 (6.3.6)
sen? (3) = 0.0101.

'Poderfamos utilizar, também, R7X72]§7, utilizando — .



110

- Na primeira equacao do sistema obtemos tg (%) = —0.102 e tg (%) = —0.100
obtendo os angulos A\; = —0.2033 e Ay = —0.1993, respectivamente.

- Na segunda equacao obtivemos sen (%) = £0.1005 = % = +0.1007 = A =
+0.2013.

- Entao, utilizando o valor de A = —0.2, solugao do sistema, realmente vamos obter

o ponto X}, na operagao R?X%R?, confirmando o resultado.

Os pontos X% e X{; determinam o arco Ajzp. Utilizando as coordenadas destes
pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos angulos 2.55 e
3.19 radianos respectivamente, ou seja, o arco A7z é obtido pelo intervalo angular
[2.55,3.19], aplicando em X = R7X72R7. Aqui, como nao existe intersecciao entre o
arco Aj7y € [2.55,3.19] e 0 arco Az € [0,0.63], este ja pode ser eliminado por nao
atender a primeira distancia de poda.

10. Segunda distancia de poda: A distancia dy7; € L3.95,4.03] ¢ de poda e devemos
verificar em que pontos as esferas S(Xs,dy ) e S(Xs,da7) interceptam a circunferéncia

Cr; =

(a)

(b)

Ss.7 N\ Se,7, onde deve estar o sétimo dtomo.

Da intersecio Pp, . = S(Xa,dy7) N Ss7 A Se7, tiram-se os pontos:
X} = ey — L.53e; + 3.79%; + 0.995e; + 8.83e. e
X2 = ey — 0.599; + 3.93e; — 0.188€; + 7.9€.

Da Intersecao: Pipl7 = S(Xy,da7) A Ss7 A Sz, sdo tirados os pontos:
X3 =ep— 1.3e; + 3.89e; + 0.991e3 + 8.92e,, ¢
X1 = ey — 0.558¢; + 4.01e, + 0.0694e; + 8.18e.

Os pontos X217 e X§’7 determinam, em C7, o arco As7;. Utilizando as coordenadas
destes pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos angulos
0.2 e 0.5 radianos, ou seja, o arco Asy; é obtido pelo intervalo angular [0.2,0.5],
aplicando em X = R7X71]:27. Logo, temos:

P, €[0.2,0.5] (6.3.7)

Os pontos X2, e X3, determinam o arco Aszp. Utilizando as coordenadas destes
pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos angulos 1.72 e
2.04 radianos respectivamente, ou seja, o arco A7y é obtido pelo intervalo angular
[1.72,2.04], aplicando em X = R;X2R;. Aqui nao ha intersecdo entre os arcos
Aoz € [1.72,2.04] e 0 arco Ayzs € [0,0.63], ratificando a eliminagao do arco Ayzs.

11. Terceira distancia de poda: A distincia d3; € [3.12,3.28] é de poda e devemos
verificar em que pontos as esferas S(Xs,ds ) e S(Xs,ds7) interceptam a circunferéncia

Cr; =

(a)

Ss.7 N\ Se,7, onde deve estar o sétimo atomo.

Da intersecao Pp, . = S(X3,ds7) N Ss7 A Sez7, se tiram os pontos:
X1 =ey— 1.46e; + 3.82e, + les + 8.87ey, €
X§7 =¢ep — 0.672e; + 3.85e5 — 0.349e3 + 7.71le..
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(b) Da Intersecao: P7p3’7 = S(X3,d37) A Ss7 A Sz, se tiram os pontos:
X3 = ey — 1.05e; + 3.99e; + 0.906e; + 8.91e. e
X3 = ey — 0.558e; + 4.01ey + 0.0694e3 + 8.19e,.

Os pontos X1, e X5, determinam, em C7, o arco Asy. Utilizando as coordenadas
destes pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos angulos 0.3
e 0.82 radianos respectivamente, ou seja, o arco Asy; é obtido pelo intervalo angular
[0.3,0.82], aplicando em X = R;X!R;. Logo, temos:

Ps € [0.3,0.82] (6.3.8)

Os pontos X2, e X3,, determinam o arco Ajszp. Utilizando as coordenadas destes
pontos assim obtidos, e utilizando a o sistema 5.4.16, chegamos aos angulos 1.50 e
2.04 radianos respectivamente, ou seja, o arco Az é obtido pelo intervalo angular
[1.50,2.04], aplicando em X = R7X$R7. Aqui ndo ha intersecdo entre os arcos
A3z € [1.50,2.04] e o arco Ayzs € [0,0.63], corroborando o que ja havia sido visto
anteriormente.

12. Reducao do arco: Vimos que o arco Az foi eliminado. Entretanto o arco Ayz €
[0,0.63] tem interse¢ao com P; € [—0.2,0.42], P, € [0.2,0.5] e P; € [0.3,0.82], ressaltando
que os valores menor e maior dos arcos podem ser obtidos no sistema 5.4.16. Agora,
para saber se ha interseccao entres os arcos e, caso haja, qual a reducao que deve ser
obedecida, recorremos ao nosso algoritmo. Comparando os valores menores de cada arco,
0, —0.2, 0.2 e 0.3, concluimos que o maior deles é \;, = 0.3. Agora, comparando os
valores maiores de cada arco, 0.63, 0.42, 0.5 e 0.82, concluimos que o menor deles é
Ay = 0.42. Como \j, < Ay, concluimos que ha intersecao entre todos os arcos e que para
obtermos a posicao do sétimo arco devemos adotar um angulo que esteja no intervalo

As = [\, Aol = [0.3,0.42).

13. Escolha do sétimo ponto Devemos escolher o ponto onde locar o sétimo ponto atri-
buindo um valor para A € [0.3,0.42] e aplicando em 5.4.16. Se escolhermos, por exem-
plo, A = 0.4, obteremos o ponto X; = ey — 1.38e; + 3.86e; + les + 8.9e,,, ou seja,
x7; = (—1.38,3.86,1) € R3.

Coordenadas dos pontos

Finalmente, as coordenadas dos pontos localizados foram:
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e X7 =(—1.38,3.86,1).

Tomados os pontos acima, podemos verificar que as distancias entre eles sao:

1 2 3 4 5 6 7
1| * 1 | V3 [215]25|343]4.22
21 1 * 1 | V3 1[24(323] 4
31v3 ] 1 * 1 [ V3] 24 |3.16
41215 V3| 1 * 1 | V3 ]233
5025 |24 | v3 ] 1 * 1 | V3
6343 [323] 24 | V3] 1 * 1
71422 4 1316233 v3| 1 *

Estes pontos atendem a todas distancias da tabela 6.2.1, que reapresentamos abaixo, para
comparagao:

1 2 3 4 5 6 7

1 * 1 V3 2.15 | [2.45,2.55) * [4.15,4.22]
2 1 * 1 V3 2.2, 2.6] * [3.95,4.03]
3 V3 1 * 1 V3 (2.4, 2.6] | [3.12,3.28]
4 2.15 V3 1 * 1 V3 2.2,2.4]
5| [2.45,2.55] | [2.2, 2.6] V3 1 * 1 V3

6 * * 2.4, 2.6] V3 1 * 1

7| [4.15,4.22] | [3.95,4.03] | [3.12,3.28] | [2.2,2.4] V3 1 *

6.3.6 Consideracoes Finais

Procuramos apresentar um exemplo numérico abrangente, dentro do que foi apresentado, e
nele pudemos observar:

1) Os trés primeiros atomos ja “realizados”, atendendo as exigéncias do PDGDM.

2) A distancia d; 4, por ser precisa, deixa exatamente dois pontos possiveis para o quarto
atomo, dos quais se pode escolher um.

3) O quinto dtomo dispoe de arcos em Cj, pois dy 5 ¢ intervalar. Possui também uma dis-
tancia de poda. Como os quatro atomos anteriores a ele estao fixados em suas posi¢oes, usamos
o método aqui apresentado: sistema de equagoes 5.4.16 e algoritmo.

4) O sexto atomo possui uma atomo anterior mével - o quinto - e entdo apresentamos o
método de solugao utilizando associagdo de rotores e eixo mével, apresentado no artigo [3], e
que utiliza as formulas 5.4.11 e 5.4.12.

5) O sétimo atomo possui trés distancias de poda. Para resolver, consideramos que todos os
atomos anteriores ja estdao em posicoes fixadas, ou seja, ja estao “realizados”, e entao utilizamos
o sistema de equacgoes 5.4.16 e algoritmo.
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Resolver distancias de poda, estando os atomos anteriores madveis, é um desafio para o
futuro.
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Capitulo 7

Conclusao

Para o Problema Discretizavel de Geometria de Distancias Moleculares, PDGDM, existe
um método combinatério, chamado Branch-and-Prune (BP), que resolve o problema baseado
em uma ordem nos vértice do grafo do PDGDM e na intersecao de esferas com centros definidos
pelas posigoes de vértices anteriores (calculados pelo BP) e raios dados pelas distancias que
ligam esses vértices aquele cuja posicao deve ser calculada.

Nas instancias do PDGDM relacionadas a determinacao de estruturas de proteinas, algumas
das distancias sao fornecidas por experimentos de Ressonancia Magnética Nuclear, RMN,o que
implica que valores precisos (assumidos nas hipéteses do PDGDM) devem ser substituidos por
intervalos de nimeros reais. A fim de manter a abordagem discreta deste caso, a estratégia
classica precisa considerar amostras nos intervalos de distancias. Entretanto, dependendo do
numero de amostras, nenhuma solugao é encontrada ou o espago de busca aumenta exponenci-
almente.

Neste trabalho, mostramos como a Algebra Geométrica Conforme pode representar o es-
paco de busca do problema, incluindo distancias intervalares, sem a necessidade do processo de
amostragem, evitando as desvantagem decorrentes: aumento exponencial do espaco de busca
e possivel perda da solucao. O método apresentado descreve todos os pontos de um arco de
maneira continua, garantindo que uma solugao seja encontrada.

Além disso, também investigamos como essa nova ferramenta pode ajudar a fase de poda
do algoritmo BP, a fim de gerar solugoes para o problema. Este processo permite que uma
parte de um arco que seja nao factivel de englobar uma solucao seja eliminada ou mesmo todo
um arco seja eliminado na busca de solugoes para o problema.

Como principal extensao deste trabalho, destacamos o estudo da Algebra Geométrica Con-
forme para também descrever solugoes do PDGDM quando os centros das esferas associadas nao
estao fixos. Com pontos moéveis, sdo geradas expressoes com as quais ainda ndo conseguimos
lidar de forma adequada e eficiente.
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