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Resumo

O Problema Discretizável de Geometria de Distâncias Moleculares (PDGDM) consiste na
determinação da estrutura 3D de uma proteína, utilizando informações de distâncias inter-
atômicas obtidas em experimentos de Ressonância Magnética Nuclear (RMN). As ferramentas
utilizadas para a solução deste problema são a Geometria de Distâncias (GD) e a Álgebra
Geométrica (AG), também conhecida como Álgebra de Clifford, tomada no Espaço Conforme.
A GD trata de determinar pontos, em um determinado espaço geométrico, conhecendo as dis-
tâncias entre alguns deles. Vale-se, para isto, de ferramentas matemáticas como grafos, onde
surge o algoritmo BP Ű Branch and Prune Ű proposto para resolver o problema, seguindo uma
estrutura de árvore binária, onde a solução do problema é representada por um caminho que
segue desde a raiz até a folha da mesma. A AG é uma área da matemática que integra e
generaliza vários objetos matemáticos como quatérnios, matrizes e números complexos e tem se
mostrado particularmente útil em GD. No título deste trabalho aparece o termo ŞIncertezasŤ,
tendo em vista que algumas das distâncias (ditas intervalares) fornecidas pela RMN não são
precisas. A abordagem clássica do PDGDM é a discretização das distâncias intervalares, o que
pode acarretar os seguintes contratempos: aumentar extremamente o espaço de busca, caso se
tomem muitos pontos na amostragem, ou simplesmente não encontrar solução, caso se tomem
poucos pontos. Com o propósito de contornar tal situação, empregamos a AG para tratar o
problema de uma forma contínua, minorando o entrave proporcionado pela discretização.

Palavras-chave: Geometria de distâncias, Álgebra geométrica, Proteínas-Estrutura, Algo-
ritmos branch-and-prune.



Abstract

The Discretizable Molecular Distance Geometry Problem (DMDGP) consists of determining
the 3D structure of a protein using information of inter atomic distances obtained in experi-
ments of Nuclear Magnetic Resonance (NMR). The tools used to solve this problem are Distance
Geometry (DG) and Geometric Algebra (GA), also known as Clifford Algebra, taken in the
Conformal Space. The DG attempts to determine points in a given geometric space through
the knowledge of the distance between some of them. For this purpose, we use mathematical
tools such as graphs, where the BP (Branch and Prune) algorithm is proposed as solution to
the problem, followed by a binary tree structure, where the solution of the problem is repre-
sented by a path that follows from the root to the leaf. The GA is an area of mathematics
that integrates and generalizes several mathematical objects such as quaternions, matrices, and
complex numbers and has been shown to be particularly useful for use in DG. In the title of
this work the term ŞUncertaintiesŤ appears, since some of the interval distances provided by
NMR are not precise. The classic DMDGP approach is the discretization of interval distances,
which can lead to the following setbacks: great increase of the search space, if many points
are taken in the sampling, or simply not Ąnding a solution, if few points are taken. In order
to overcome this situation, we use GA to treat the problem in a continuous way, reducing the
constraint provided by the discretization.

Keywords: Distance geometry, Geometric algebra, Proteins-Structure, Branch-and-prune
algorithms.
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Capítulo 1

Introdução

Quando o estudante dos cursos de matemática, física ou engenharia começa o seu estudo de
cálculo logo lhe é apresentada a álgebra vetorial moderna, cujo desenvolvimento é atribuído ao
cientista americano Josiah Willard Gibbs (1839-1903), que em 1881 publicou o primeiro livro
sobre vetores, Vector Analysis [35], e ao inglês Oliver Heaviside (1850-1925), que o fez de forma
independente[10]. A álgebra vetorial trata as operações com vetores, de forma satisfatória para
o que vai estudar, e utilizando operações tais como produto vetorial e produto escalar. Tal
álgebra ganhou força junto à comunidade cientíĄca a partir do Ąnal do século XIX [16]. Como
os estudos vão, em sua grande maioria, ser tratados apenas até a terceira dimensão, a álgebra
vetorial é satisfatória e, portanto, universalmente difundida. Entretanto, para problemas em
dimensões maiores, a álgebra vetorial não é apropriada.

Para apresentar uma alternativa à álgebra vetorial é que alguns físicos e matemáticos, em
particular David Orlin Hestenes (1933- ) , começaram a ŞressuscitarŤ a até então esquecida
Álgebra Geométrica, ou Álgebra de Clifford, assim denominada em homenagem ao seu criador,
o matemático inglês William Kingdom Clifford (1845-1879).

A Álgebra Geométrica foi desenvolvida segundo uma feliz junção da Álgebra dos Quatér-
nios, do matemático irlandês William Rowan Hamilton (1805-1865), e da Álgebra do Produto
Exterior, do matemático alemão Hermann Günther Grassmann (1809Ű1877), tendo sido feita
uma síntese e generalização destas [36]. Cabe ressaltar que a Álgebra Geométrica foi desen-
volvida antes da Álgebra Vetorial. Clifford foi um dos poucos matemáticos de seu tempo que
conheciam os quatérnios e os sistemas de Grassmann e, em 1878, portanto um ano antes de sua
prematura morte, publicou um artigo, no qual apresenta o produto geométrico, base da álgebra
geométrica [10]. Infelizmente, a álgebra de Clifford não teve a devida atenção na época em que
surgiu, Ącando quase esquecida por muito tempo.

Na Álgebra dos Quatérnios, foi feita uma extensão dos números complexos para a terceira
dimensão, e na Álgebra do Produto Exterior, aparecem os elementos geométricos que estendem
a ideia de vetores para quaisquer dimensões, de forma independente. Por exemplo, dois vetores
linearmente independentes, u e v, geram um bivetor, que está contido no plano gerado por
estes vetores. O bivetor, contido no plano, deĄne a direção deste, sem que se precise de um
vetor normal para este Ąm. Além disso, um bivetor tem magnitude e sentido. Novos objetos
vão sendo incorporados em outras dimensões, assim como os bivetores aparecem em 2D. Por
exemplo, no espaço tridimensional surgem os trivetores, além dos escalares, vetores e bivetores,
e assim sucessivamente.

A Álgebra Geométrica possui as vantagens da associatividade e existência de elemento in-



16

verso, permite formulação das áreas clássicas da física bem como descrever fenômenos quânticos.
Além do mais, é possível deĄnir o produto de quatérnios em um espaço vetorial arbitrário e
mesmo em espaços não euclidianos [37]. Devido a esta versatilidade, sua aceitação tem sido
crescente no meio acadêmico.

Mais recentemente foi desenvolvida a Álgebra Geométrica do Espaço Conforme (AGC),
bastante apropriada para tratar de operações com esferas - nela tomadas como vetores - de
uma maneira intuitiva, sem a preocupação direta com um sistema de coordenadas [12], para
tratar de intersecções destas esferas, bem como lidar com rotações, de uma maneira diferente
da estudada em álgebra linear, com a utilização dos rotores.

Um ramo mais novo da matemática é a Geometria de Distâncias (GD), que investiga as
relações existentes entre três situações [23]:

• Distâncias entre objetos relacionados a um determinado problema,

• Distâncias entre pontos (representando tais objetos) em um dado espaço geométrico,

• Localização desses pontos, possivelmente em um espaço geométrico distinto.

As aplicações da Geometria de Distâncias são múltiplas, e podemos citar, entre outras:
bioquímica, telecomunicações, robótica, astronomia e nanotecnologia [23].

A Geometria de Distâncias lança mão, em seu desenvolvimento, de vários ramos da mate-
mática tais como Grafos, Álgebra Linear, Álgebra de Matrizes e, objeto do nosso trabalho, da
Álgebra Geométrica.

A Álgebra Geométrica, tratada no espaço conforme, é ideal para se representarem círculos
e esferas. Um ponto no espaço conforme pode representar um ponto correspondente no R3. A
distância entre dois pontos do R3 é facilmente obtida utilizando-se os seus representantes no
espaço conforme. Com isto, é simples obter a equação de uma esfera. As esferas são, portanto,
elementos primários na AGC, sendo fácil a sua manipulação tais como intersecção, que nos
interessa neste trabalho.

Os cálculos para este caso são, entretanto, sistemáticas e volumosas, podendo tomar longo
tempo. Por este motivo, a sua implementação em computadores é recomendada. Um software
adequado para tal é o ClUCalc - Clifford Algebra Library and Utilities - desenvolvido por
Christian Perwass.

Esta tese trata do Problema de Geometria de Distâncias - PGD - aplicado ao estudo de
estruturas moleculares, que então toma o nome de PDGDM (Problema Discretizável de Geo-
metria de Distâncias Moleculares) no qual, como o próprio nome revela, busca-se determinar a
estrutura espacial de moléculas, a partir de dados obtidos das informações obtidas na química,
que nos fornecem distâncias entre átomos ligados por ligações covalentes e das informações
obtidas com a Ressonância Magnética Nuclear (RMN), tecnologia altamente soĄsticada que
permite medir a distância entre átomos próximos, ainda que não sejam ligados covalentemente.
Como as distâncias obtidas por meio de RMN são fornecidas dentro de um intervalo, no qual
se encontra a real distância, aparece, no título da tese, o termo ŞincertezasŤ.

O leitor deve estar familiarizado com os conceitos da álgebra linear e da álgebra vetorial
para a leitura e entendimento deste trabalho.
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Estrutura do Trabalho

Este trabalho divide-se em sete capítulos sendo o primeiro esta Introdução e o último, uma
Conclusão.

Nos capítulos de 2 a 5 são apresentados os fundamentos teóricos que serão utilizados na
aplicação, que é desenvolvida no capítulo 6. Assim, temos:

• Capítulo 2 - Álgebra dos Quatérnios e Álgebra do Produto Exterior: Neste capítulo são
apresentadas as álgebras que deram origem e que compõem a Álgebra Geométrica, sendo
discutidas suas principais propriedades.

• Capítulo 3 - Álgebra Geométrica: Aqui a Álgebra Geométrica é mostrada no Espaço
Euclidiano, e suas relações com as álgebras que lhe deram origem. É também apresentado
o produto geométrico, operação característica e fundamental desta álgebra.

• Capítulo 4 - Álgebra Geométrica no Espaço Conforme: Aqui são apresentados o Espaço
Homogêneo e o Espaço Conforme e como a Álgebra Geométrica, neste último, é utilizada
para tratar de pontos, retas, planos e, em especial, esferas e circunferências, bem como as
intersecções destas. Apresentamos a operação de rotação, que será útil na nossa aplicação.

• Capítulo 5 - Geometria de Distâncias: Aqui é apresentada a Geometria de Distâncias
e com ela o Problema da Geometria de Distâncias (PGD). Tratamos aqui do Problema
Discretizável de Geometria de Distâncias Moleculares (PDGDM) e de como a Álgebra
Geométrica no Espaço Conforme pode ser utilizada em busca da sua solução.

• Capítulo 6 - Exemplo de Aplicação: É um exemplo de PDGDM, em que os três primeiros
átomos estão localizados em posições conhecidas e queremos determinar a posição dos
demais átomos, até o sétimo. Nesta molécula hipotética dispomos, para isto, de algumas
distâncias entre os átomos, que retratam aquelas obtidas por meio de Ressonância Mag-
nética Nuclear (RMN) e da química. Algumas distâncias são precisas e outras, estimadas
dentro de um intervalo, como o são as obtidas pela RMN.

Contribuições do Trabalho

As contribuições deste trabalho são teóricas. São elas:
1. Um método de se descrever de maneira contínua os pontos em arcos de intersecção de

esferas, eliminando os problemas gerados pela discretização destes arcos, que são o aumento
signiĄcativo do espaço de busca por soluções do PDGDM, bem como a possível perda de so-
lução. Isto está tratado no item ŞPosicionamento dos átomos subsequentesŤ, no capítulo 5,
subseção 5.4.7, e baseia-se no artigo [3].

2. Além da contribuição acima, esta tese apresenta o sistema de equações 5.4.16, que per-
mite determinar que ângulo devemos atribuir a um rotor para que possamos obter um ponto
especíĄco em um arco. O assunto pode ser lido na subseção 5.4.10.

3. De posse dos ângulos obtidos em 5.4.16, podemos determinar que intervalo de ângulos
delimita os arcos marcados por uma ou várias distâncias de poda e assim, como mais uma con-
tribuição, esta tese apresenta um algoritmo, intitulado Şalgoritmo para redução ou eliminação
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de arcoŤ, capaz de veriĄcar se determinado arco deve ser eliminado por não atender a todas as
distâncias de poda ou se o arco deve ser reduzido por intersecção, proporcionando, desta forma,
uma diminuição do espaço de busca por pontos que atendam a todas as distâncias.O assunto
pode ser lido na subseção 5.4.11.
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Capítulo 2

Quatérnios e Produto Exterior

2.1 Álgebra dos Quatérnios

Os quatérnios surgiram com o objetivo de estender a ideia de números complexos ao es-
paço tridimensional, com o objetivo de obterem-se rotações de vetores em 3-D, de maneira
semelhante às rotações obtidas em 2-D com a utilização de números complexos. A criação dos
quatérnios é devida ao matemático irlandês William Rowan Hamilton, em 1843.

O propósito foi introduzir novas unidades imaginárias, à semelhança da unidade 𝑖 dos com-
plexos. Foram elas 𝑗 e 𝑘. Os quatérnios têm a forma 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘, onde 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R e
𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = ⊗1 ([18], [28]).

Os quatérnios, assim como os números complexos, têm duas partes: a parte real, 𝑅(𝑞) = 𝑎
e a parte imaginária pura, ou somente pura, 𝑃 (𝑞) = 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘. Pode-se ainda, considerar,
respectivamente parte escalar e parte vetorial do quatérnio, ou seja, 𝑅(𝑞) = 𝑎 corresponde a
um escalar e 𝑃 (𝑞) = 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘, a um vetor tridimensional.

Nos quatérnios, podemos considerar as operações de soma, produto e divisão. Além disso,
os quatérnios são adequados para se procederem rotações.

2.1.1 Operações com os Quatérnios

Soma

Para somarmos dois ou mais quatérnios devemos, tal qual os complexos, somar os termos
semelhantes.

Por exemplo: sendo 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 e 𝑝 = 𝑒 + 𝑓𝑖 + 𝑔𝑗 + ℎ𝑘, então teremos 𝑞 + 𝑝 =
(𝑎 + 𝑒) + (𝑏 + 𝑓)𝑖 + (𝑐 + 𝑔)𝑗 + (𝑑 + ℎ)𝑘. A soma é comutativa e associativa.

Produto por escalar

Podemos multiplicar um quatérnio por um escalar, bastando para isso usar a distributivi-
dade, obtendo assim, um novo quatérnio. Sendo, por exemplo, 𝑞 = 𝑎+𝑏𝑖+𝑐𝑗 +𝑑𝑘 um quatérnio
e Ú um escalar, obteremos o quatérnio 𝑝 = Ú𝑞 = Ú𝑎 + Ú𝑏𝑖 + Ú𝑐𝑗 + Ú𝑑𝑘.

Com isto, podemos combinar soma e produto por escalar para operar com os quatérnios.
Se temos, por exemplo, os quatérnios 𝑞1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘, 𝑞2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘, ≤ ≤ ≤ ,
𝑞n = 𝑎n + 𝑏n𝑖 + 𝑐n𝑗 + 𝑑n𝑘 e os escalares Ú1, Ú2, . . . , Ún, podemos obter o quatérnio:
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𝑞 = Ú1𝑞1 + Ú2𝑞2 + ≤ ≤ ≤ + Ún𝑞n = (Ú1𝑎1 + ≤ ≤ ≤ + Ún𝑎n) + (Ú1𝑏1 + ≤ ≤ ≤ + Ún𝑏n)𝑖 + (Ú1𝑐1 + ≤ ≤ ≤ + Ún𝑐n)𝑗 +
(Ú1𝑑1 + ≤ ≤ ≤ + Ún𝑑n)𝑘.

Multiplicação de Quatérnios

O produto de dois quatérnios é deĄnido levando em conta a regra distributiva do produto
e as seguintes relações entre as unidades imaginárias:

𝑖𝑗 = 𝑘; 𝑗𝑖 = ⊗𝑘;

𝑗𝑘 = 𝑖; 𝑘𝑗 = ⊗𝑖;

𝑘𝑖 = 𝑗; 𝑖𝑘 = ⊗𝑗;

𝑖𝑗𝑘 = ⊗1,

donde concluímos que o produto entre as unidades imaginárias é não comutativo.
Se multiplicarmos os quatérnios 𝑞 = 𝑎+𝑏𝑖+𝑐𝑗+𝑑𝑘 e 𝑝 = 𝑒+𝑓𝑖+𝑔𝑗+ℎ𝑘 teremos o quatérnio

𝑞𝑝 = 𝑎𝑒 + 𝑎𝑓𝑖 + 𝑎𝑔𝑗 + 𝑎ℎ𝑘 + 𝑏𝑒𝑖 + 𝑏𝑓𝑖2 + 𝑏𝑔𝑖𝑗 + 𝑏ℎ𝑖𝑘 + 𝑐𝑒𝑗 + 𝑐𝑓𝑗𝑖 + 𝑐𝑔𝑗2 + 𝑐ℎ𝑗𝑘 + 𝑑𝑒𝑘 + 𝑑𝑓𝑘𝑖 +
𝑑𝑔𝑘𝑗+𝑑ℎ𝑘2 = (𝑎𝑒⊗𝑏𝑓 ⊗𝑐𝑔⊗𝑑ℎ)+(𝑎𝑓 +𝑏𝑒+𝑐ℎ⊗𝑑𝑔)𝑖+(𝑎𝑔⊗𝑏ℎ+𝑐𝑒+𝑑𝑓)𝑗+(𝑎ℎ+𝑏𝑔⊗𝑐𝑓 +𝑑𝑒)𝑘

e o quatérnio:

𝑝𝑞 = 𝑒𝑎 + 𝑒𝑏𝑖 + 𝑒𝑐𝑗 + 𝑒𝑑𝑘 + 𝑓𝑎𝑖 + 𝑓𝑏𝑖2 + 𝑓𝑐𝑖𝑗 + 𝑓𝑑𝑖𝑘 + 𝑔𝑎𝑗 + 𝑔𝑏𝑗𝑖 + 𝑔𝑐𝑗2 + 𝑔𝑑𝑗𝑘 + ℎ𝑎𝑘 + ℎ𝑏𝑘𝑖 +
ℎ𝑐𝑘𝑗+ℎ𝑑𝑘2 = (𝑒𝑎⊗𝑓𝑏⊗𝑔𝑐⊗ℎ𝑑)+(𝑒𝑏+𝑓𝑎+𝑔𝑑⊗ℎ𝑐)𝑖+(𝑒𝑐+𝑔𝑎+ℎ𝑏⊗𝑓𝑑)𝑗+(𝑒𝑑+ℎ𝑎+𝑓𝑐⊗𝑔𝑏)𝑘.

Devemos observar que a parte escalar é a mesma em 𝑞𝑝 e em 𝑝𝑞, mas que a vetorial, não, ou
seja, o produto entre dois quatérnios é não-comutativo, mas podemos veriĄcar que é associativo.

Podemos escrever 𝑞 = 𝑎 + v e 𝑝 = 𝑒 + w, onde v e w são as partes vetoriais de 𝑞 e 𝑝,
respectivamente. Neste caso, teremos:

𝑞𝑝 = 𝑎𝑒 + 𝑎w + 𝑒v + vw (2.1.1)

Podemos reescrever

𝑞𝑝 = (𝑎𝑒 ⊗ 𝑏𝑓 ⊗ 𝑐𝑔 ⊗ 𝑑ℎ) + (𝑎𝑓 + 𝑏𝑒 + 𝑐ℎ ⊗ 𝑑𝑔)𝑖 + (𝑎𝑔 ⊗ 𝑏ℎ + 𝑐𝑒 + 𝑑𝑓)𝑗 + (𝑎ℎ + 𝑏𝑔 ⊗ 𝑐𝑓 + 𝑑𝑒)𝑘

como:

𝑞𝑝 = 𝑎𝑒+𝑎(𝑓𝑖+𝑔𝑗 +ℎ𝑘)+𝑒(𝑏𝑖+𝑐𝑗 +𝑑𝑘)+[(𝑐ℎ⊗𝑑𝑔)𝑖+(𝑑𝑓 ⊗𝑏ℎ)𝑗 +(𝑏𝑔 ⊗𝑐𝑓)𝑘 ⊗ (𝑏𝑓 +𝑐𝑔 +𝑑ℎ)]

.
Comparando esta última expressão com 2.1.1 e lembrando, da álgebra vetorial, que para os

vetores v = 𝑏i + 𝑐j + 𝑑k e w = 𝑓 i + 𝑔j + ℎk, temos:

• Produto escalar: v ≤ w = 𝑏𝑓 + 𝑐𝑔 + 𝑑ℎ, e

• Produto vetorial: v × w = (𝑐ℎ ⊗ 𝑑𝑔)i + (𝑑𝑓 ⊗ 𝑏ℎ)j + (𝑏𝑔 ⊗ 𝑐𝑓)k,
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concluímos que o produto das partes vetoriais de 𝑞 e 𝑝 é:

vw = v × w ⊗ v ≤ w (2.1.2)

ou seja, para 𝑞 = 𝑎 + v e 𝑝 = 𝑒 + w, teremos:

𝑞𝑝 = 𝑎𝑒 + 𝑎w + 𝑒v + v × w ⊗ v ≤ w. (2.1.3)

Conjugação

A conjugação de um quatérnio é uma operação semelhante à conjugação de um complexo,
ou seja, se 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 então o seu conjugado será: 𝑞† = 𝑎 ⊗ 𝑏𝑖 ⊗ 𝑐𝑗 ⊗ 𝑑𝑘. O quatérnio
conjugado de 𝑞 denota-se por 𝑞†.
Seguem-se as seguintes propriedades:

• (𝑞 + 𝑟)† = 𝑞† + 𝑟†

• (𝑞𝑟)† = 𝑟†𝑞†

• (𝑞†)† = 𝑞.

A conjugação de um quatérnio 𝑞 = 𝑅(𝑞) + 𝑃 (𝑞) nos permite separar a parte escalar 𝑅(𝑞)
(real) e a parte vetorial 𝑃 (𝑞) (pura) do mesmo, da seguinte forma:

• 𝑅(𝑞) =
𝑞 + 𝑞†

2
.

• 𝑃 (𝑞) =
𝑞 ⊗ 𝑞†

2
.

Considere, agora, um quatérnio 𝑞 = 𝑅(𝑞) + 𝑃 (𝑞), sendo 𝑅(𝑞) a parte real e 𝑃 (𝑞) a parte
vetorial. Então:

• Se 𝑞† = 𝑞 é porque 𝑃 (𝑞) = 0 e o quatérnio é um escalar, e

• Se 𝑞† = ⊗𝑞 é porque 𝑅(𝑞) = 0 e o quatérnio será um vetor.

Desta forma, então, podemos distinguir se um quatérnio é um escalar ou um vetor.

Norma

A norma de um quatérnio nada mais é do que a raiz quadrada do produto com o seu
conjugado. Ou seja: ‖𝑞‖=

√︁
𝑞𝑞† =

√︁
𝑞†𝑞 =

√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2.

É importante ressaltar que ‖𝑞‖= 0 ⇔ 𝑞 = 0.
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Inverso multiplicativo

Um quatérnio não nulo 𝑞 admite, sempre, um quatérnio inverso multiplicativo 𝑞⊗1, tal que:

𝑞𝑞⊗1 = 𝑞⊗1𝑞 = 1.

Podemos obtê-lo da seguinte forma:

𝑞𝑞⊗1 = 1 ⇒ 𝑞†𝑞𝑞⊗1 = 𝑞† ⇒ ‖𝑞‖2𝑞⊗1 = 𝑞† ⇒ 𝑞⊗1 =
𝑞†

‖𝑞‖2
.

O conjunto dos quatérnios é um campo, no sentido de que todo quatérnio não nulo 𝑞 pos-
sui um inverso, 𝑞⊗1, permitindo, desta forma, existir divisão por quatérnio, fechada dentro do
conjunto, e valendo a lei do cancelamento, ou seja, se 𝑞𝑞′ = 𝑞𝑞′′ para 𝑞 ̸= 0, teremos 𝑞′ = 𝑞′′. [18]

2.1.2 Propriedades da soma e da Multiplicação de Quatérnios

Tendo em vista a soma e o produto dos quatérnios como foram apresentados acima, pode-
mos veriĄcar que as seguintes regras são válidas:

Sendo 𝑝, 𝑞 e 𝑟 quatérnios, temos:

Em relação à soma:
1) Associatividade: (𝑝 + 𝑞) + 𝑟 = 𝑝 + (𝑞 + 𝑟).
2) Existência de elemento neutro: 𝑞 + 0 = 0 + 𝑞 = 𝑞; 0 é o elemento neutro para a soma.
3) Existência de elemento oposto: 𝑞 + (⊗𝑞) = (⊗𝑞) + 𝑞 = 0; (⊗𝑞) é oposto de 𝑞, para a soma.
4) Comutatividade: 𝑝 + 𝑞 = 𝑞 + 𝑝.

Em relação à multiplicação:
5) Associatividade: 𝑝(𝑞𝑟) = (𝑝𝑞)𝑟.
6) Existência de elemento neutro: 1𝑞 = 𝑞1 = 𝑞, onde 1 é o elemento neutro para a multiplicação.
7) Distributiva de um escalar em relação à soma de quatérnios: Para Ú ∈ R, Ú(𝑝+𝑞) = Ú𝑝+Ú𝑞.
8) Distributiva da soma de escalares em relação à um quatérnio: Para Ú, Ð ∈ R, (Ú + Ð)𝑝 =
Ú𝑝+Ð𝑝. 9) Existência de elemento inverso: 𝑞⊗1𝑞 = 𝑞𝑞⊗1 = 1, onde 𝑞⊗1 é o inverso multiplicativo
de 𝑞.

Em relação à soma e multiplicação:
- Distributividade: 𝑝(𝑞 + 𝑟) = 𝑝𝑞 + 𝑝𝑟.

Chamamos atenção ao fato de a multiplicação dos quatérnios ser não-comutativa.

Espaço Vetorial dos Quatérnios

Tendo em vista as propriedades acima descritas podemos aĄrmar que o conjunto H de todos
os quatérnios forma um espaço vetorial cuja base canônica é ¶1, 𝑖, 𝑗, 𝑘♢.
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2.1.3 Rotação

Os quatérnios são ferramentas matemáticas úteis para descrever rotações de vetores no es-
paço tridimensional. A vantagem de se tratar rotações de vetores com quatérnios reside no fato
de ser mais simples que o tratamento com matrizes.

Considere um vetor r, considerado como um quatérnio possuindo apenas a parte pura, ou
seja, r = 0+𝑥𝑖+𝑦𝑗 +𝑧𝑘 e um quatérnio 𝑞 = 𝑎+𝑏𝑖+𝑐𝑗 +𝑑𝑘 unitário, ou seja, ‖𝑞‖= 1. Podemos
mostrar que a expressão 𝑞r𝑞† é também um vetor e possui a mesma norma do vetor r:

• É também um vetor: vimos que um quatérnio 𝑥 será um vetor se 𝑥† = ⊗𝑥. Então:

(𝑞r𝑞†)† = (𝑞†)†r†𝑞† = 𝑞(⊗r)𝑞† = ⊗(𝑞r𝑞†).

• Possui a mesma norma do vetor r: vimos que a norma de um quatérnio 𝑥 é dada por
‖𝑥‖=

√
𝑥𝑥† e, como 𝑞 é unitário, teremos:

‖𝑞r𝑞†‖2= (𝑞r𝑞†)(𝑞r𝑞†)† = 𝑞r𝑞†𝑞r†𝑞† = 𝑞rr†𝑞† = ‖r‖2𝑞𝑞† = ‖r‖2.

Temos, portanto, uma aplicação de R3 em R3, dada por:

r ⊃ 𝑞r𝑞†,

que preserva a norma e que mostraremos se tratar de uma rotação em R3.[28]
Podemos escrever um quatérnio unitário 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 na forma:

𝑞 = cos

⎠
𝜃

2

⎜
+ u sen

⎠
𝜃

2

⎜
= exp

⎠
u

𝜃

2

⎜
, (2.1.4)

sendo u um vetor unitário, bastando para isso veriĄcar que se 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 +𝑑2 = 1, então existe
um ângulo 𝜃 para o qual podemos tomar cos

⎞
θ
2

⎡
= 𝑎 e sen

⎞
θ
2

⎡
=

√
𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2. [20], onde

devemos observar que, sendo u = 𝑢1i + 𝑢2j + 𝑢3k, tomemos 𝑢1 = 𝑏/ sen
⎞

θ
2

⎡
, 𝑢2 = 𝑐/ sen

⎞
θ
2

⎡
e

𝑢3 = 𝑑/ sen
⎞

θ
2

⎡
.

Vimos que a operação 𝑞r𝑞† representa um vetor com a mesma norma de r. Façamos então
r′ ser o vetor resultante desta operação, ou seja, r′ = 𝑞r𝑞†. Pode-se mostrar que este vetor r′

é o vetor resultante da rotação de r, em torno de um eixo 𝑙 cuja direção é dada por u, de um
ângulo 𝜃, ou seja,

r′ = 𝑞r𝑞† = (cos θ
2

+ u sen θ
2
)r(cos θ

2
⊗ u sen θ

2
) = r cos2 θ

2
+ (ur ⊗ ru) sen θ

2
cos θ

2
⊗ uru sen2 θ

2
.

Mas, como visto em 2.1.2, sendo ur = u × r ⊗ u ≤ r e ru = ⊗u × r ⊗ u ≤ r, temos:

• ur ⊗ ru = 2(u × r); e

• uru = u(⊗u × r ⊗ u ≤ r) = ⊗(u ≤ r)u ⊗ u(u × r) = ⊗(u ≤ r)u ⊗ [u × (u × r) ⊗ u ≤ (u × r)]
= ⊗(u ≤ r)u ⊗ u × (u × r) = ⊗(u ≤ r)u ⊗ (u ≤ r)u + (u ≤ u)r = ‖u‖2r ⊗ 2(u ≤ r)u ⇒
uru = r ⊗ 2(u ≤ r)u.
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Aplicando, agora, estes resultados, temos:

r′ = 𝑞r𝑞† = r cos2 θ
2

+ 2(u × r) sen θ
2

cos θ
2

⊗ (r ⊗ 2(u ≤ r)u)( sen2 θ
2
) =

r(cos2 θ
2

⊗ sen2 θ
2
) + (u × r) sen𝜃 + (u ≤ r)u (2 sen2 θ

2
) ⇒

r′ = 𝑞r𝑞† = r cos 𝜃 + (u × r) sen𝜃 + (u ≤ r)u(1 ⊗ cos 𝜃), (2.1.5)

que é a ŞFórmula de RodriguesŤ 1 [20, 28]. Esta fórmula representa a rotação de um ângulo 𝜃 a
que o vetor r é submetido, em torno do eixo cuja direção é u, tornando-se o vetor r′. Por este
motivo, dizemos que 𝑞 = cos

⎞
θ
2

⎡
+ u sen

⎞
θ
2

⎡
é um ŞrotorŤ em torno de 𝑙 (reta que tem direção

u) por um ângulo 𝜃.
Agora, se aplicarmos o rotor ⊗𝑞 ao mesmo vetor r, observamos que ele vai ser submetido à

mesma rotação, resultando no mesmo vetor r′, ou seja,

⊗𝑞 = ⊗ cos

⎠
𝜃

2

⎜
⊗ u sen

⎠
𝜃

2

⎜
= cos

⎠
Þ ⊗ 𝜃

2

⎜
⊗ u sen

⎠
Þ ⊗ 𝜃

2

⎜

representa a rotação em torno de ⊗u de um ângulo 2Þ ⊗ 𝜃, que é o mesmo que uma rotação de
𝜃 em torno de u [20].

Composição de rotações

Suponha que um vetor r seja submetido, sucessivamente, a duas rotações:

• Inicialmente, usando um rotor 𝑞1, em torno de u1, de um ângulo 𝜃1, resultando em r′
1.

• Em seguida, usando um rotor 𝑞2, em torno de u2, de um ângulo 𝜃2, resultando em r′
2.

Para obter r′
1, fazemos: r′

1 = 𝑞1r𝑞†
1.

Para obter r′
2, fazemos: r′

2 = 𝑞2r′
1𝑞

†
2 = 𝑞2(𝑞1r𝑞†

1)𝑞
†
2 = (𝑞2𝑞1)r(𝑞†

1𝑞
†
2) = (𝑞2𝑞1)r(𝑞2𝑞1)†.

Fazendo 𝑞R = 𝑞2𝑞1 e r′
R = r′

2, podemos escrever:

r′
R = 𝑞Rr𝑞†

R

em que 𝑞R = 𝑞2𝑞1 é o rotor resultante da composição das duas rotações, ou seja, 𝑞R = 𝑞2 ◇ 𝑞1.

2.2 A Álgebra do Produto Exterior

O matemático alemão Hermann Günther Grassmann (1809-1877) desenvolveu a Álgebra do
Produto Exterior.

Os vetores, como sabemos, possuem uma magnitude (módulo), direção e sentido (orienta-
ção), e já eram utilizados à época. Entretanto, para representar um plano, Grassmann elaborou

1Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851), matemático francês, notabilizou-se pelo estudo das rotações de
vetores propondo, em 1840, as relações de arco-metade para calcular o efeito da composição de rotações Ąnitas
[16].
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o chamado produto exterior entre dois vetores deste plano, a que chamou de bivetor, que é,
portanto, um elemento de plano orientado, da mesma forma que um vetor é um elemento de
linha orientado.

Uma vez deĄnida uma representação para o plano, fez-se necessária a representação para o
R3. Para isso, basta efetuar um produto exterior entre um bivetor e um vetor não coplanares,
gerando um trivetor que é um segmento de volume orientado.

Na álgebra de Grassmann podemos representar objetos geométricos em quaisquer dimensões,
e não apenas até 3 dimensões, ou seja, temos 𝑛-vetores para representar objetos 𝑛-dimensionais.

2.2.1 O Produto Exterior

O produto exterior é uma ferramenta matemática introduzida por Grassmann, que tem como
símbolo a cunha: ∧. Vejamos, inicialmente, as propriedades operacionais básicas, considerando-
se os vetores linearmente independentes u, v e w:

• Entre escalares: Sendo Ú e Ð dois escalares, teremos: Ú∧Ð = ÚÐ, ou seja, o produto usual
entre escalares.

• Entre um escalar e um vetor: Sendo Ú um escalar, teremos: Ú∧v = v∧Ú = Úv, o produto
usual entre escalar e vetor.

• u ∧ u = 0;

• u ∧ v = ⊗(v ∧ u), antissimetria;

• (Úu) ∧ v = Ú(u ∧ v) e u ∧ (Úv) = Ú(u ∧ v), homogeneidade.

• (u + v) ∧ w = u ∧ w + v ∧ w e w ∧ (u + v) = w ∧ u + w ∧ v, distributividade.

• u ∧ (v ∧ w) = (u ∧ v) ∧ w, associatividade.

2.2.2 𝑘-vetores e 𝑘-blades

𝑘-blade - Considere uma quantidade 𝑘 de vetores linearmente independentes 𝑎i em Rn. Se
Ązermos o produto exterior entre eles, obteremos um objeto chamado de 𝑘-blade, denotado
como 𝐴⟨k⟩:

𝐴⟨k⟩ = 𝑎1 ∧ 𝑎2 ∧ . . . ∧ 𝑎k.

Se os vetores 𝑎i, constituintes do 𝑘-blade forem ortogonais entre si, teremos um 𝑘-blade
básico. Um 𝑘-blade pode ser escrito como combinação linear de 𝑘-blades básicos [11].

Como exemplo, vamos considerar o R4, com a base canônica ¶𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4♢. Temos:
𝐴⟨2⟩ = 𝑒1 ∧ (𝑒2 + 𝑒3) ⇒ 𝐴⟨2⟩ = 𝑒1 ∧ 𝑒2 + 𝑒1 ∧ 𝑒3.

𝑘-vetor - É uma combinação linear de 𝑘-blades e é denotado por 𝐴k.

Como exemplo de um 2-vetor no R4 temos: 𝐴2 = 𝑒1 ∧ 𝑒2 + 𝑒3 ∧ 𝑒4.

Observações:
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• w ∧ (u + v) = w ∧ u + w ∧ v.

A prova disso pode ser feito com o uso de determinantes, como veremos à frente.

Antissimetria do produto exterior

Usando a distributividade, e fazendo o produto exterior do vetor u + v por ele mesmo,
teremos:

(u + v) ∧ (u + v) = 0 ⇒ u ∧ u + u ∧ v + v ∧ u + v ∧ v = 0 ⇒
u ∧ v = ⊗v ∧ u.

Trivetores

O trivetor é mais um objeto geométrico que foi imaginado por Grassmann em sua álgebra
exterior. Um trivetor T é obtido pelo produto exterior entre um vetor u e um bivetor v ∧ w:

T = u ∧ (v ∧ w).

Um trivetor representa geometricamente o paralelepípedo formado pelos seus geradores, ou
seja, neste caso, pelo vetor u e pelo bivetor v ∧ w e sua magnitude é igual ao volume desse
paralelepípedo. É interessante notar que o mesmo paralelepípedo será formado se Ązermos o
produto exterior dos três vetores, ou seja, T = u ∧ v ∧ w ou do bivetor u ∧ v pelo vetor w, ou
seja, T = (u ∧ v) ∧ w.

Podemos veriĄcar ainda que, como o produto exterior é antissimétrico, teremos:

T = u ∧ (v ∧ w) ⇒ u ∧ (w ∧ v) = ⊗T.

Um trivetor é, portanto, um segmento orientado de volume.

Um paralelepípedo gerado pelos vetores Úu , Ðv e Ñw será o paralelepípedo representado
pelo trivetor (Úu) ∧ (Ðv) ∧ (Ñw) = (ÚÐÑ)u ∧ v ∧ w, e terá volume (ÚÐÑ) vezes ao volume do
paralelepípedo gerado por u ∧ v ∧ w.

Associatividade do produto exterior

Tendo em vista a interpretação geométrica de um trivetor, podemos aĄrmar que o produto
exterior é dotado de associatividade, ou seja (vide Ągura 2.2 abaixo.):

u ∧ (v ∧ w) = (u ∧ v) ∧ w = u ∧ v ∧ w.

É oportuno veriĄcar que:

• u ∧ v ∧ w = ⊗v ∧ u ∧ w = ⊗u ∧ w ∧ v = ⊗w ∧ v ∧ u,

• u ∧ v ∧ w = v ∧ w ∧ u = w ∧ u ∧ v,

• u ∧ v ∧ v = v ∧ u ∧ v = v ∧ v ∧ u = 0, e

• T = u ∧ (v ∧ w) ⇒ ⊗T = u ∧ (w ∧ v) ⇒ ⊗T = ⊗u ∧ (v ∧ w) (Vide Ągura 2.3).
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quando considerados no R3, formam um espaço vetorial que denotamos
⃦2(R3). De modo geral,

o espaço vetorial gerado pelos 𝑘⊗vetores em um espaço Rn é denotado por
⃦k(Rn) [36].

Espaços Vetoriais da Álgebra Exterior no Espaço Euclidiano R3

Espaço dos escalares ou 0-vetores:
⃦0(R3).

A base dos escalares na álgebra exterior é ¶1♢, possuindo, portanto, apenas um elemento
(escalar).

Espaço dos vetores ou 1-vetores:
⃦1(R3).

Vamos adotar inicialmente uma base ortonormal formada por vetores, ¶e1, e2, e3♢, a mesma
base canônica do R3, com a qual possamos escrever um vetor. Neste caso, teremos:

u = 𝑢1e1 + 𝑢2e2 + 𝑢3e3.

Como podemos calcular livremente soma de vetores e produto por escalar, o conjunto de
todos os vetores forma um espaço vetorial, cuja base tem três elementos (vetores).

Espaço dos bivetores ou 2-vetores:
⃦2(R3).

Se quisermos uma expressão para um bivetor u ∧ v, teremos:
u ∧ v = (𝑢1e1 + 𝑢2e2 + 𝑢3e3) ∧ (𝑣1e1 + 𝑣2e2 + 𝑣3e3) =
𝑢1𝑣1e1 ∧ e1 + 𝑢1𝑣2e1 ∧ e2 + 𝑢1𝑣3e1 ∧ e3 +
𝑢2𝑣1e2 ∧ e1 + 𝑢2𝑣2e2 ∧ e2 + 𝑢2𝑣3e2 ∧ e3 +
𝑢3𝑣1e3 ∧ e1 + 𝑢3𝑣2e3 ∧ e2 + 𝑢3𝑣3e3 ∧ e3=
𝑢2𝑣3e2 ∧ e3 + 𝑢3𝑣2e3 ∧ e2 + 𝑢1𝑣3e1 ∧ e3 + 𝑢3𝑣1e3 ∧ e1 + 𝑢1𝑣2e1 ∧ e2 + 𝑢2𝑣1e2 ∧ e1 ⇒

u ∧ v = (𝑢2𝑣3 ⊗ 𝑢3𝑣2)e2 ∧ e3 + (𝑢3𝑣1 ⊗ 𝑢1𝑣3)e3 ∧ e1 + (𝑢1𝑣2 ⊗ 𝑢2𝑣1)e1 ∧ e2. (2.2.1)

VeriĄcamos, portanto, que um bivetor é escrito utilizando-se uma combinação linear de
e2 ∧ e3, e3 ∧ e1 e e1 ∧ e2. Estes três elementos compõem a base do espaço dos bivetores.

Um olhar atento nos faz perceber que a expressão de um produto exterior entre dois vetores,
que resulta em um bivetor, pode ser escrito em forma de determinante como:

u ∧ v =

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

e2 ∧ e3 e3 ∧ e1 e1 ∧ e2

𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
(2.2.2)

Podemos inferir de 2.2.2 a existência de uma relação entre o produto exterior e o produto
vetorial, u × v, e entre suas normas, assunto que será abordado adiante (vide Ągura 3.1 ).

Ainda, de 2.2.2, podemos provar, como dissemos, a distributividade do produto exterior:

(u+v)∧w =

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

e2 ∧ e3 e3 ∧ e1 e1 ∧ e2

𝑢1 + 𝑣1 𝑢2 + 𝑣2 𝑢3 + 𝑣3

𝑤1 𝑤2 𝑤3

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
=

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

e2 ∧ e3 e3 ∧ e1 e1 ∧ e2

𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑤1 𝑤2 𝑤3

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
+

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

e2 ∧ e3 e3 ∧ e1 e1 ∧ e2

𝑣1 𝑣2 𝑣3

𝑤1 𝑤2 𝑤3

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
=

u ∧ w + v ∧ w
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Aqui usamos uma propriedade dos determinantes que podemos ler em [7]. Da mesma forma
podemos mostrar que w ∧ (u + v) = w ∧ u + w ∧ v.

As propriedades de soma de bivetores e produto por escalar permitem classiĄcar o conjunto
dos bivetores como um espaço 2-vetorial, cuja base possui, da mesma forma que os vetores, três
elementos (bivetores), a saber: e2 ∧ e3, e3 ∧ e1 e e1 ∧ e2.

Espaço dos trivetores ou 3-vetores:
⃦3(R3).

Se quisermos uma expressão para um trivetor, teremos:
T = u ∧ v ∧ w = (u ∧ v) ∧ w =
[(𝑢2𝑣3 ⊗ 𝑢3𝑣2)e2 ∧ e3 + (𝑢3𝑣1 ⊗ 𝑢1𝑣3)e3 ∧ e1 + (𝑢1𝑣2 ⊗ 𝑢2𝑣1)e1 ∧ e2] ∧ (𝑤1e1 + 𝑤2e2 + 𝑤3e3) =
(𝑢2𝑣3𝑤1 ⊗ 𝑢3𝑣2𝑤1)e2 ∧ e3 ∧ e1 + (𝑢3𝑣1𝑤2 ⊗ 𝑢1𝑣3𝑤2)e3 ∧ e1 ∧ e2 + (𝑢1𝑣2𝑤3 ⊗ 𝑢2𝑣1𝑤3)e1 ∧ e2 ∧ e3 =
(𝑢2𝑣3𝑤1 ⊗ 𝑢3𝑣2𝑤1 + 𝑢3𝑣1𝑤2 ⊗ 𝑢1𝑣3𝑤2 + 𝑢1𝑣2𝑤3 ⊗ 𝑢2𝑣1𝑤3)e1 ∧ e2 ∧ e3.

Logo, Ącamos com:

T = u ∧ v ∧ w = (𝑢2𝑣3𝑤1 ⊗ 𝑢3𝑣2𝑤1 + 𝑢3𝑣1𝑤2 ⊗ 𝑢1𝑣3𝑤2 + 𝑢1𝑣2𝑤3 ⊗ 𝑢2𝑣1𝑤3)e1 ∧ e2 ∧ e3

e, por conseguinte, podemos escrever o trivetor u∧v∧w sob forma de determinante, como:

u ∧ v ∧ w =

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

𝑤1 𝑤2 𝑤3

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
e1 ∧ e2 ∧ e3. (2.2.3)

O volume do paralelepípedo formado por u, v e w é numericamente igual ao módulo do
determinante. Perceba que este valor é idêntico ao módulo do produto misto (u × v) ≤ w.

O volume do paralelepípedo deĄnido por u, v e Úw + Ñp é, para quaisquer Ú e Ñ, a soma de
Ú vezes o volume do paralelepípedo deĄnido por u, v e w e Ñ vezes o volume do paralelepípedo
deĄnido por u, v e p, ou seja, u ∧ v ∧ (Úw + Ñp) = Úu ∧ v ∧ w + Ñu ∧ v ∧ p. Isto também
pode ser veriĄcado por meio do uso de determinantes.

O conjunto dos trivetores forma um espaço 3-vetorial, cuja base possui um elemento (tri-
vetor), a saber: e1 ∧ e2 ∧ e3, o trivetor unitário, que representamos por I, que é o elemento
de volume. Este espaço 3-vetorial tem, portanto, a mesma dimensão dos escalares. Por este
motivo, o trivetor unitário é também conhecido como ŞpseudoescalarŤ [20, 33].

Espaços k-Vetoriais, graduação e bases para a álgebra exterior no R𝑛

No Rn consideramos a existência de 𝑘-blades, 𝑘 = 0 . . . 𝑛. Consideramos, também, a exis-
tência de 𝑘-vetores, que são gerados a partir de combinações lineares de 𝑘-blades.

Podemos determinar a quantidade de elementos da base de um espaço 𝑘-vetorial
⃦k(Rn)

como sendo o número binomial

⎠
𝑛
𝑘

⎜
=

𝑛!
(𝑛 ⊗ 𝑘)! 𝑘!

.
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Então, por exemplo, no R4, o número de componentes de um 2-vetor é

⎠
4
2

⎜
=

4!
2! 2!

= 6.

Logo, a dimensão do espaço 𝑘-vetorial dos bivetores em R4 é 6.

Chamamos de graduação de um objeto ao número de vetores que se multiplicam exterior-
mente para formá-lo, ou seja, um 𝑘-blade tem graduação 𝑘.

Ainda considerando o R4, teremos:

• Espaços 𝑘-vetoriais de dimensão 1: Conjuntos dos escalares e dos 4-vetores.

• Espaços 𝑘-vetoriais de dimensão 4: Conjuntos dos 1-vetores e dos 3-vetores; e

• Espaço 𝑘-vetoriais de dimensão 6: Conjunto dos 2-vetores.

Isso se dá por causa da conhecida relação de números binomiais:

⎠
𝑛
𝑘

⎜
=

⎠
𝑛

𝑛 ⊗ 𝑘

⎜
.

2.2.5 Contração

Considerando os blades 𝐴j e 𝐴k, se Ązermos o produto entre eles, teremos os seguintes
resultados:

• Contração à esquerda:
Se 𝑗 6 𝑘, 𝐴j⌋𝐴k = 𝐴k⊗j, ou seja, Blade(s) com graduação 𝑘 ⊗ 𝑗. Caso contrário, 0.

• Contração à direita:
Se 𝑗 > 𝑘, 𝐴j⌊𝐴k = 𝐴j⊗k, ou seja, Blade(s) com graduação 𝑗 ⊗ 𝑘. Caso contrário, 0.

Se 𝑗 = 𝑘, então a contração à esquerda tem o mesmo resultado que o produto interno usual
[17].

Observação: Neste trabalho utilizaremos o símbolo Ş≤Ť para contração à esquerda, a Ąm
de facilitar a notação.

Temos, ainda, a seguinte relação para 𝑗 < 𝑘 [[14], [34]]:

𝐴k⌊𝐴j = (⊗1)j(k+1)𝐴j⌋𝐴k (2.2.4)

Para calcular a contração de um objeto por outro de menor dimensão utilizamos a regra na
qual Şo produto interno usual é sucessivamente calculado por alternância do sinalŤ [20], ou seja,
de um modo geral, se temos um Blade 𝐴k, então a regra da contração deste, pela esquerda, por
um vetor u, será [33]:

u ≤ Ak = (u ≤ a1)(a2 ∧ a3 ∧ a4 ∧ . . . ∧ ak) ⊗ (u ≤ a2)(a1 ∧ a3 ∧ a4 ∧ . . . ∧ ak) + (u ≤ a3)(a1 ∧ a2 ∧
a4 ∧ . . . ∧ ak) ⊗ . . . ⇒

u ≤ Ak =
k∑︁

i=1

(⊗1)(i+1)(u ≤ ai) [Ak ∖ ai] , (2.2.5)
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cujo resultado será um (𝑘 ⊗ 1)-Blade. Na equação 2.2.5, o termo Ak ∖ ai signiĄca Ak sem o ai,
ou seja, Ak ∖ ai = a1 ∧ . . . ∧ ai⊗1 ∧ ai+1 ∧ . . . ∧ ak.

Agora, se quisermos o produto dos Blades Aj e Bk ∈ Cln, com 𝑗 6 𝑘 6 𝑛 , teremos [33]:

Aj ≤ Bk = a1 ≤ (a2 ≤ (. . . ≤ (aj ≤ Bk))),

cujo resultado será um (𝑘 ⊗ 𝑗)-Blade.

Exemplos de contração no R3

Contração de um vetor:

Podemos realizar a contração de um vetor por outro, resultando em um escalar. Então,
contrair o vetor u pelo vetor n é fazer:

n ≤ u = n⌋u.

A expressão à direita é o produto interno dos vetores n e u.

Contração de um bivetor:

1. Por um vetor:
O resultado será um vetor. Se Ązermos a contração do bivetor u∧v pelo vetor n, utilizando
a regra de alternância do sinal, teremos:
n ≤ (u ∧ v) = (n ≤ u) ∧ v ⊗ u ∧ (n ≤ v), logo:

n ≤ (u ∧ v) = (n ≤ u)v ⊗ (n ≤ v)u.

2. Por outro bivetor:
Resultará em um escalar. Se Ązermos a contração do bivetor u ∧ v pelo bivetor w ∧ t,
utilizando a regra de alternância do sinal, teremos: (w ∧ t) ≤ (u ∧ v) = w ≤ (t ≤ u ∧ v) =
w ≤ ((t ≤ u)v ⊗ (t ≤ v)u) = (t ≤ u)(w ≤ v) ⊗ (t ≤ v)(w ≤ u):

(w ∧ t) ≤ (u ∧ v) = (w ≤ v)(t ≤ u) ⊗ (w ≤ u)(t ≤ v).

Contração de um trivetor:

1. Por um vetor:
O resultado será um bivetor. Se Ązermos a contração do trivetor u ∧ v ∧ w pelo vetor t,
utilizando a regra de alternância do sinal, teremos:

t ≤ (u ∧ v ∧ w) = (t ≤ u) ∧ v ∧ w ⊗ u ∧ (t ≤ v) ∧ w + u ∧ v ∧ (t ≤ w):

t ≤ (u ∧ v ∧ w) = (t ≤ u)v ∧ w + (t ≤ v)w ∧ u + (t ≤ w)u ∧ v.

2. Por um bivetor
O resultado será um vetor. Se Ązermos a contração do trivetor u ∧ v ∧ w pelo bivetor
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r ∧ t, utilizando a regra de alternância do sinal, teremos:

(r ∧ t) ≤ (u ∧ v ∧ w) = r ≤ (t ≤ u ∧ v ∧ w) = r ≤ [(t ≤ u)v ∧ w ⊗ (t ≤ v)u ∧ w + (t ≤ w)u ∧ v] =
((r ≤w)(t ≤v)⊗(r ≤v)(t ≤w))u+((r ≤u)(t ≤w)⊗(r ≤w)(t ≤u))v+((r ≤v)(t ≤u)⊗(r ≤u)(t ≤v))w.

3. Por outro trivetor

O resultado será um escalar. Se Ązermos a contração do trivetor u ∧ v ∧ w pelo trivetor
r ∧ s ∧ t, utilizando a regra de alternância do sinal, teremos:

(r ∧ s ∧ t) ≤ (u ∧ v ∧ w) = r ≤ (s ≤ (t ≤ u ∧ v ∧ w)) =
r ≤ (s ≤ ((t ≤ u)v ∧ w ⊗ (t ≤ v)u ∧ w + (t ≤ w)u ∧ v) =
r ≤ [(t ≤ u)((s ≤ v)w ⊗ (s ≤ w)v) ⊗ (t ≤ v)((s ≤ u)w ⊗ (s ≤ w)u) + (t ≤ w)((s ≤ u)v ⊗ (s ≤ v)u)] =
r≤((t≤u)(s≤v)w⊗(t≤u)(s≤w)v⊗(t≤v)(s≤u)w+(t≤v)(s≤w)u+(t≤w)(s≤u)v⊗(t≤w)(s≤v)u) =
(r ≤ u)(s ≤ w)(t ≤ v) ⊗ (r ≤ u)(s ≤ v)(t ≤ w) + (r ≤ v)(s ≤ u)(t ≤ w) ⊗ (r ≤ v)(s ≤ w)(t ≤ u)+
(r ≤ w)(s ≤ v)(t ≤ u) ⊗ (r ≤ w)(s ≤ u)(t ≤ v).
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Capítulo 3

Álgebra Geométrica

A álgebra geométrica foi desenvolvida pelo matemático inglês William Kingdon Clifford em
1878, tendo o mérito de ser uma verdadeira síntese e generalização dos sistemas de Hamilton e
Grassmann [36], pois nela Clifford criou um análogo ao sistema quaterniônico e adotou a ideia
dos elementos geométricos de todas as dimensões, como bivetores e trivetores, sendo, portanto,
capaz de representar os fenômenos físicos nas diversas dimensões que se Ązerem necessárias,
com objetos geométricos adequados. Um conceito que foi introduzido na álgebra geométrica
é o de Şproduto geométricoŤ, que une os produtos interno e exterior. A álgebra geométrica,
assim denominada pelo seu criador, é também conhecida como Álgebra de Clifford, em sua
homenagem.

O assunto deste capítulo é tratado com maior profundidade no artigo [36], do Prof. Dr.
Jayme Vaz Jr e também nas referências [19], [20], [28] e [31], que foram consultadas para a
elaboração deste capítulo.

3.1 A Álgebra Geométrica do Espaço Euclidiano

Vamos considerar a base ortonormal do espaço euclidiano tridimensional com os elementos
unitários e1, e2 e e3. Um vetor nesta base Ąca descrito como v = 𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3, com
𝑥i ∈ R. O seu módulo ‖v‖ é tal que ‖v‖2= 𝑥2

1 + 𝑥2
2 + 𝑥2

3.
Para calcular o módulo, devemos usar a regra distributiva na multiplicação de v por ele

mesmo, adotando um produto 𝑃 de vetores, tal que 𝑃 (v, v) = ‖v‖2 [36] e então teremos:

‖v‖2= vv = (𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3)(𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3) = 𝑥2
1e1e1 + 𝑥1𝑥2e1e2 + 𝑥1𝑥3e1e3 +

𝑥2𝑥1e2e1 + 𝑥2
2e2e2 + 𝑥2𝑥3e2e3 + 𝑥3𝑥1e3e1 + 𝑥3𝑥2e3e2 + 𝑥2

3e3e3 ⇒

‖v‖2= vv = 𝑥2
1e1e1 + 𝑥2

2e2e2 + 𝑥2
3e3e3 + 𝑥1𝑥2(e1e2 + e2e1) + 𝑥1𝑥3(e1e3 + e3e1) + 𝑥2𝑥3(e2e3 +

e3e2).

Para que tenhamos ‖v‖2= 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3, então deveremos ter:

eiei = e2
i = 1, (3.1.1)

eiej = ⊗ejei (3.1.2)
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Esta é a característica fundamental da álgebra geométrica.

Na álgebra vetorial, de Gibbs, é utilizada a relação eiej = ejei = 0, ao invés da (3.1.2)
utilizada na álgebra geométrica.

Esta é uma das diferenças fundamentais entre a álgebra de geométrica e a álgebra vetorial.
Ao admitir que eiej = ejei = 0, a álgebra vetorial parte do princípio que eiej será sempre

um escalar.
Ao adotar eiej + ejei = 0, a álgebra geométrica assume a existência do bivetor, objeto

existente na álgebra de Grassmann.
Ao admitir que eiei = 1, a álgebra geométrica difere da álgebra de Grassmann, já que esta

admite ei ∧ ei = 0.

Tendo em vista (3.1.1) e (3.1.2) e a associatividade, podemos efetuar operações do tipo:

e1(e1e2) = (e1e1)e2 = e2,

e
(e1e2)e1 = (⊗e2e1)e1 = ⊗e2(e1e1) = ⊗e2.

Com esta operação, veriĄcamos que e1e2 não pode ser tomado como um escalar [36]. Da
mesma forma, não podemos considerar como escalar qualquer eiej.

Podemos, ainda, veriĄcar que (e1e2)2 = e1e2e1e2 = ⊗e1e1e2e2 = ⊗1, o que mostra que e1e2

não é escalar nem vetor. [28]
Quanto ao produto e123, que veremos se tratar do trivetor unitário I, podemos veriĄcar [31]:

I = e123 = e231 = e312,

e
⊗I = e132 = e213 = e321.

A Álgebra de Clifford pode ser empregada em qualquer dimensão. Quando se tratar de
um espaço de dimensão 𝑛, dizemos se tratar da álgebra de Clifford Cln. Obviamente, quando
tratamos do R3, nos referimos à álgebra de Clifford Cl3.

3.1.1 Espaços Vetoriais e Graduação

O espaço vetorial dos bivetores em R3 é denotado, na álgebra geométrica, pela notação⃦2(R3). Esta notação já foi veriĄcada na álgebra de Grassmann.
De forma análoga aos bivetores, podemos chamar os vetores de 1-vetores, os trivetores de

3-vetores e os escalares, de 0-vetores.
Todos estes objetos, por sua vez, formam espaços vetoriais em Cl3.
O espaço vetorial dos escalares é denotado por

⃦0(R3) e o dos vetores por
⃦1(R3). Quanto

aos trivetores, ou 3-vetores, estes constituem um espaço vetorial denotado por
⃦3(R3).

Como vimos anteriormente, temos os espaços
⃦k(R3), 𝑘 = 0, 1, 2, 3, associados ao R3. Se

Ązermos a soma direta
⃦

(R3) = ⊕3
k=0

⃦k(R3) teremos uma estrutura coerente [36], no sentido
de ser fechada para a soma e para a multiplicação, e um elemento desta estrutura chama-se
multivetor. A dimensão de um multivetor no R3 será a soma da dimensão de cada espaço
componente, ou seja:
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⎠
3
0

⎜
+

⎠
3
1

⎜
+

⎠
3
2

⎜
+

⎠
3
3

⎜
= 23 = 8.

Se estivermos, genericamente, tratando do espaço Rn o multivetor será composto da soma:
escalar, mais vetor, mais bivetor, ≤ ≤ ≤ mais 𝑛⊗ vetor e a dimensão de ∧(𝑀) será:

⎠
𝑛
0

⎜
+

⎠
𝑛
1

⎜
+

⎠
𝑛
2

⎜
+ ≤ ≤ ≤ +

⎠
𝑛
𝑛

⎜
= 2n. [38]

3.1.2 Graduações

Dizemos que os trivetores têm graduação 3. Da mesma forma, os escalares, os vetores e os
bivetores têm, respectivamente, as graduações 0, 1 e 2. Um 𝑛⊗vetor terá, portanto, graduação
𝑛.

3.1.3 Produto Geométrico

Dados dois vetores u = 𝑢1e1 + 𝑢2e2 + 𝑢3e3 e v = 𝑣1e1 + 𝑣2e2 + 𝑣3e3, o produto geométrico
entre eles é a equação fundamental e característica da álgebra geométrica deĄnida por:

uv = u ≤ v + u ∧ v. (3.1.3)

A primeira parcela do segundo membro, u ≤ v, é o produto interno. A outra, u ∧ v, é o
produto exterior, da álgebra de Grassmann.

O produto interno, u ≤ v, aqui é calculado da mesma forma que na álgebra vetorial, ou seja:
u ≤ v = 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3. Devido ao fato de ser comutativo, constitui-se na parte simétrica do
produto geométrico. Como o produto interno de dois vetores resulta em um escalar, a opera-
ção provoca uma redução de uma unidade na graduação em relação aos objetos envolvidos na
operação.

Já vimos como obter o produto exterior , também conhecido produto cunha ou produto de
Grassmann [36], u∧v, em 2.2.2. O produto exterior de vetores é anticomutativo, constituindo-
se na parte antissimétrica do produto geométrico.

Se Ązermos os produtos geométricos entre os vetores ortonormais e1, e2 e e3, obteremos:

• eiei = ei ≤ei +ei ∧ei = 1+0 = 1 = e2
i . Por isso, e2

i = 1, o que está de acordo com (3.1.1);

• eiej = ei ≤ ej + ei ∧ ej = 0 + ei ∧ ej = ei ∧ ej. Por isso, podemos escrever ei ∧ ej = eiej.
Utiliza-se, ainda, abreviar: ei ∧ ej = eiej = eij.

• eji = ej ∧ ei = ⊗ei ∧ ej = ⊗eij ⇒ eji = ⊗eij, o que corrobora (3.1.2).

O módulo do bivetor gerado pelo produto exterior dos dois vetores u e v é numericamente
igual à área do paralelogramo determinado por eles. Se o ângulo entre os vetores for 𝜃, com
0 6 𝜃 6 Þ, esta área será calculada por:

‖u ∧ v‖= ‖u‖‖v‖ sen𝜃.
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É possível efetuar o produto exterior entre um bivetor B e um vetor v. Esta operação
gera um paralelepípedo cuja base corresponde ao paralelogramo gerado pelo bivetor e a al-
tura corresponde à projeção de v sobre o vetor normal ao plano de B. O objeto gerado é,
portanto, um trivetor, dotado de magnitude (corresponde ao volume), direção e sentido, dado
pela regra da mão direita. O produto exterior entre o vetor v e o bivetor B = u ∧ w será
v ∧ B = v ∧ (u ∧ w) = v ∧ u ∧ w.

É importante notar que v∧B = B∧v, pois: v∧B = v∧u∧w = ⊗u∧v∧w = u∧w∧v =
B ∧ v, ou seja, o produto exterior entre um vetor e um bivetor é comutativo.

Propriedades do produto geométrico

a) Não Comutatividade:

O produto geométrico entre dois vetores quaisquer, u e v, é não comutativo.
Considerando os vetores u e v, temos:

uv = u ≤ v + u ∧ v

e vu = v ≤ u + v ∧ u ⇒
vu = u ≤ v ⊗ u ∧ v,

logo:
uv ̸= vu. (3.1.4)

Podemos observar que:
- se u ≤ v = 0, ou seja, se os vetores forem ortogonais, teremos uv = ⊗vu.

- se u ∧ v = 0, ou seja, se os vetores forem paralelos, teremos uv = vu.

b) Distributividade:

O produto geométrico é distributivo à direita e à esquerda, ou seja, considerando os vetores
u, v e w, temos:

(i) u(v + w) = uv + uw, pois:

u(v + w) = u ≤ (v + w) + u ∧ (v + w) = (u ≤ v + u ≤ w) + (u ∧ v + u ∧ w) = (u ≤ v + u ∧
v) + (u ≤ w + u ∧ w) = uv + uw; e:

(ii) (u + v)w = uw + vw, que se demonstra de modo análogo.

c) Multiplicação por escalar (Homogeneidade):

Sendo u e v vetores e Ú um escalar, temos:

Ú(uv) = u(Úv) = (Úu)v.
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Tendo visto as propriedades acima, podemos chegar a uma relação entre produto geomé-
trico e produto interno e também a uma relação entre produto geométrico e produto exterior.
Ambas são úteis no caso de se querer chegar ao produto interno ou ao produto exterior se se
conhecem os produtos geométricos.

d) Relação entre produto interno e produto geométrico:

u ≤ v =
1
2

(uv + vu), (3.1.5)

pois:

uv+vu = (u≤v+u∧v)+(v≤u+v∧u) = u≤v+u∧v+u≤v⊗u∧v = 2(u≤v) ⇒ u≤v =
1
2

(uv+vu).

e) Relação entre produto exterior e produto geométrico:

u ∧ v =
1
2

(uv ⊗ vu), (3.1.6)

pois:

uv⊗vu = (u≤v+u∧v)⊗(v≤u+v∧u) = u≤v+u∧v⊗u≤v+u∧v = 2(u∧v) ⇒ u∧v =
1
2

(uv⊗vu).

f) Associatividade:

O produto geométrico obedece à regra associativa, ou seja: [31]

u(vw) = (uv)w

g) Produto Geométrico entre um vetor e um bivetor [19]:

Podemos efetuar o produto entre um vetor u e um bivetor B = v ∧ w. Tal produto pode
ser expresso como se segue:

uB =
1
2

(uB + uB) +
1
2

(Bu ⊗ Bu) =
1
2

(uB ⊗ Bu) +
1
2

(uB + Bu).

Como o produto exterior entre vetor e bivetor é comutativo, temos:

• Parte simétrica:
u ∧ B =

1
2

(uB + Bu) = B ∧ u; e (3.1.7)

• Parte anti-simétrica:

u ≤ B = u⌋B =
1
2

(uB ⊗ Bu) = ⊗B⌊u, levando em consideração 2.2.4 (3.1.8)

Com isso, podemos escrever a expressão para o produto geométrico entre um vetor e um
bivetor:

uB = u ≤ B + u ∧ B. (3.1.9)



39

Considerando que u ≤B =
1
2

(uB⊗Bu), que v∧w =
1
2

(vw⊗wv) e que v ≤w =
1
2

(vw+wv),
teremos:

u ≤ B = u ≤ (v ∧ w) =
1
2

[u(v ∧ w) ⊗ (v ∧ w)u] =
1
2

[u
1
2

(vw ⊗ wv) ⊗ 1
2

(vw ⊗ wv)u] =

1
4

(uvw ⊗ uwv ⊗ vwu + wvu). Agora, adicionando-se
1
4

[vuw ⊗ wuv ⊗ vuw + wuv] = 0,
teremos:

u ≤ (v ∧ w) =
1
4

[(uv + vu)w ⊗ (uw + wu)v ⊗ v(wu + uw) + w(vu + uv)] =

1
4

[2(u ≤ v)w ⊗ 2(u ≤ w)v ⊗ v2(w ≤ u) + w2(v ≤ u)] =
1
4

[4(u ≤ v)w ⊗ 4(u ≤ w)v] ⇒

u ≤ B = u ≤ (v ∧ w) = (u ≤ v)w ⊗ (u ≤ w)v. (3.1.10)

Isso signiĄca que o produto interno de um vetor com um bivetor resulta em um vetor.
Podemos, agora, concluir que:

uB = u ≤ B + u ∧ B = [(u ≤ v)w ⊗ (u ≤ w)v] + u ∧ (v ∧ w). (3.1.11)

Ou seja, o produto geométrico entre um vetor e um bivetor resulta na soma de um vetor e
um trivetor.

Podemos generalizar uv = u ≤ v + u ∧ v para o caso de uVk, onde Vk é um 𝑘-blade e u é
um vetor, como:

uVk = uyVk + u ∧ Vk,

onde, utilizando as fórmulas 3.1.5 e 3.1.6 e, de acordo com as regras da contração, podemos
escrever [28]:

xyVk =
1
2

(xVk ⊗ (⊗1)kVkx) e x ∧ Vk =
1
2

(xVk + (⊗1)kVkx).

Em se tratando de Cl3, se Ązermos o produto geométrico entre um vetor e um 3-vetor, o
produto exterior anular-se-á.

h) Quadrado da Norma:

u2 = ‖u‖2. Mas u2 = uu = u ≤ u + u ∧ u = u ≤ u. Logo:

u2 = u ≤ u = ‖u‖2.

3.1.4 Multivetores

O multivetor é um elemento que surge na álgebra geométrica e constitui-se, na sua forma
mais completa, sendo a soma de escalar, vetor, bivetor e trivetor, quando estamos tratando do
Cl3.

Um multivetor M ∈ Cl3 tem a forma:
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M = (𝑚) + (𝑚1e1 + 𝑚2e2 + 𝑚3e3) + (𝑚23e23 + 𝑚31e31 + 𝑚12e12) + (𝑚123e123).

Se quisermos nos referir ao objeto de graduação 𝑘 deste multivetor diremos ⟨M⟩k ou sim-
plesmente 𝑀k. Por exemplo, nos referiremos ao bivetor que o constitui como:

⟨M⟩2 = 𝑀2 = 𝑚23e23 + 𝑚31e31 + 𝑚12e12.

Então podemos dizer que M = 𝑀0 + M1 + M2 + M3, sendo componente de graduação 0
um escalar.

Podemos considerar qualquer objeto em álgebra geométrica como sendo um multivetor. Por
exemplo, um bivetor pode ser entendido como um multivetor em que as partes de graduações
0, 1 e 3 são nulas.

Propriedades dos Multivetores

Considere três multivetores M, S e Q. Como o conjunto dos multivetores é fechado para a
soma e para o produto, podemos aĄrmar que eles constituem uma álgebra [19]. São as seguintes
as propriedades, que se baseiam nas dos componentes:

(1) M+S=S+M (2) (M+S)+Q=M+(S+Q) (3)(MS)Q=M(SQ)

(4) M(S+Q)=MS+MQ (5) (M+S)Q=MQ+SQ (6)M+0=M

(7) 1 M=M (8) M+(-M)=0

Reversão de um Multivetor

A reversão é uma operação aplicada a um blade, segundo a regra:

𝐴k = (⊗1)
k(k−1)

2 𝐴k. (3.1.12)

ŞO nome reversão se deve ao fato dela ser equivalente a considerarmos o produto de vetores
na ordem reversaŤ [37]. Exemplos:

• ̃︂vu = uv

• I = e1 ∧ e2 ∧ e3 ⇒ Ĩ = e3 ∧ e2 ∧ e1 = ⊗e1 ∧ e2 ∧ e3 = ⊗I

• Para um blade 𝐴⟨k⟩ = 𝑎1 ∧ 𝑎2 . . . 𝑎k, temos: 𝐴⟨k⟩ = 𝑎k ∧ . . . ∧ 𝑎2 ∧ 𝑎1.

• Para um blade 𝐴⟨k⟩, temos: (𝐴⟨k⟩)˜= 𝐴.

• Para os blades 𝐴⟨k⟩ e 𝐵⟨l⟩, temos: (𝐴⟨k⟩ ∧ 𝐵⟨l⟩)˜= 𝐵̃⟨l⟩ ∧ 𝐴⟨k⟩.

O reverso de um multivetor M ∈ Cl3 é obtido revertendo-se cada um dos seus componentes,
ou seja:

M̃ = 𝑀̃0 + 𝑀̃1 + 𝑀̃2 + 𝑀̃3 ⇒

M̃ = 𝑀0 + 𝑀1 ⊗ 𝑀2 ⊗ 𝑀3
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Norma Euclidiana

Utilizando o reverso de um multivetor, poderemos obter a norma deste [36], com:

‖M‖2= ⟨MM̃⟩0 = ⟨M̃M⟩0, de onde:

‖M‖2= 𝑚2 + 𝑚2
1 + 𝑚2

2 + 𝑚2
3 + 𝑚2

23 + 𝑚2
31 + 𝑚2

12 + 𝑚2
123.

Involução graduada (ou graduação)

Dado um 𝑘-blade 𝐴⟨k⟩, deĄnimos Involução Graduada (ou graduação), denotada por :̂

𝐴⟨k⟩ = (⊗1)k𝐴⟨k⟩ (3.1.13)

Exemplos:

• (𝐴⟨k⟩)^= 𝐴⟨k⟩.

• (𝐴⟨k⟩ ∧ 𝐵⟨l⟩)^= 𝐴⟨k⟩ ∧ 𝐵̂⟨l⟩.

• Sendo M = 𝑀0 + 𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀3 ∈ Cl3, então M̂ = 𝑀0 ⊗ 𝑀1 + 𝑀2 ⊗ 𝑀3.

O inverso multiplicativo

O inverso multiplicativo de um multivetor M, denotado por M⊗1, é o multivetor que obe-
dece à seguinte equação: MM⊗1 = M⊗1M = 1.

Vejamos como Ącam os inversos de cada componente de um multivetor 1 . Para um Blade

𝐴k temos que seu inverso será sempre 𝐴⊗1
k =

𝐴k

‖𝐴k‖2
, desde que ‖𝐴k‖̸= 0 2 [33].

a) O inverso de um vetor:

Quando se trata de um vetor, u, por exemplo, o seu inverso é dado por u⊗1 =
ũ

‖u‖2
, ou seja:

u⊗1 =
u

‖u‖2
. (3.1.14)

Podemos veriĄcar isso com: uu⊗1 = 1 ⇒ uuu⊗1 = u ⇒ ‖u‖2u⊗1 = u ⇒ u⊗1 =
u

‖u‖2
.

b) O inverso de um 2-blade:

1Se 𝑘-vetores não forem 𝑘-blades a fórmula da inversão aqui apresentada não se aplica. Entretanto, devemos
levar em consideração que em 𝐶𝑙3 todos os 𝑘-vetores são 𝑘-blades, como já vimos anteriormente.

2Isto faz sentido pois, no Espaço Conforme, que veremos adiante, é possível que um Blade não nulo tenha
norma nula.
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Quando se trata de um 2-blade, u ∧ v, por exemplo, o seu inverso é dado por:

(u ∧ v)⊗1 =
ũ ∧ v

‖u ∧ v‖2
, ou seja:

(u ∧ v)⊗1 =
v ∧ u

‖u ∧ v‖2
= ⊗ u ∧ v

‖u ∧ v‖2
(3.1.15)

Vejamos o que aconteceria se não considerássemos o reverso do bivetor, utilizando um
exemplo simples com bivetores unitários:

(ei ∧ ej)(ei ∧ ej) = (ei ∧ ej) ≤ (ei ∧ ej) = (ei ≤ ej)(ej ≤ ei) ⊗ (ei ≤ ei)(ej ≤ ej) = ⊗1

o que, logicamente, não denota o inverso do bivetor.

Agora, utilizando o reverso do bivetor, teremos:

(ei ∧ ej)(ej ∧ ei) = (ei ∧ ej) ≤ (ej ∧ ei) = (ei ≤ ei)(ej ≤ ej) ⊗ (ei ≤ ej)(ej ≤ ei) = 1

agora, sim, garantindo que o inverso do bivetor seja determinado.
b) O inverso de um 3-blade:

O inverso de um 3-blade u ∧ v ∧ w é dado por: (u ∧ v ∧ w)⊗1 =
(u ∧ v ∧ w)∽

‖u ∧ v ∧ w‖2
, ou seja:

(u ∧ v ∧ w)⊗1 =
w ∧ v ∧ u

‖u ∧ v ∧ w‖2
= ⊗ u ∧ v ∧ w

‖u ∧ v ∧ w‖2
(3.1.16)

Aqui podemos veriĄcar, a título de exemplo, que:
(e1 ∧ e2 ∧ e3)(e1 ∧ e2 ∧ e3) = ⊗1 e que (e1 ∧ e2 ∧ e3)(e3 ∧ e2 ∧ e1) = 1.

Podemos concluir que o reverso do blade 𝐴k em 𝐴⊗1
k =

𝐴k

‖𝐴k‖2
é o que garante que o sinal do

produto em 𝐴k𝐴⊗1
k e em 𝐴⊗1

k 𝐴k seja sempre positivo, garantindo que vamos obter o inverso [33].

Existem multivetores que não admitem inverso. Com efeito, o multivetor f = 1
2
(1+e3) pode

ser citado como exemplo, pois não existe, neste caso, um multivetor f⊗1 com a propriedade
ff⊗1 = f⊗1f = 1.
Pode-se veriĄcar que f = 1

2
(1 + e3) é idempotente [36], ou seja ff = f, pois:

ff = 1
2
(1 + e3)1

2
(1 + e3) = 1

4
(1 + e3 + e3 + e2

3) = 1
4
(2 + 2e3) = 1

2
(1 + e3) = f.

Portanto, se houvesse f⊗1 neste caso, teríamos: ff⊗1 = 1 ⇒ fff⊗1 = f ⇒ ff⊗1 = f ̸= 1, um
absurdo.

A utilização do inverso multiplicativo se dá quando temos a necessidade de dividir um
multivetor por outro.

Para dividirmos o multivetor U pelo multivetor M temos duas opções: pela direita ou pela
esquerda. Isto porque não podemos garantir que U e M⊗1 comutam 3. Temos, portanto:

- Divisão de U por M pela esquerda: M⊗1U, e
- Divisão de U por M pela direita: UM⊗1. [19]

3A divisão pela esquerda não é equivalente à divisão pela direita, a menos que U comute com M
−1.
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3.1.5 Dualidade

O dual de um 𝑘⊗ blade 𝐴⟨k⟩ é representado por 𝐴*
⟨k⟩ e deĄnido por 4:

𝐴*
⟨k⟩ = 𝐴⟨k⟩⌋𝐼⊗1

⟨k⟩ . (3.1.17)

Observações:

• O dual 𝐴*
⟨k⟩ tem a mesma norma e a mesma quantidade de componentes de 𝐴⟨k⟩ e situa-se

no complemento ortogonal deste. É uma operação de
⃦k Rn para

⃦n⊗k Rn.

• Nem sempre o dual do dual de um 𝑘⊗blade será igual a este, ou seja, nem sempre
(𝐴*

⟨k⟩)
* = 𝐴⟨k⟩. Para que obtenhamos o 𝑘⊗blade original, deveremos fazer: 𝐴*

⟨k⟩⌋𝐼⟨k⟩ =
𝐴⟨k⟩. Esta operação é chamada de ŞdesdualizaçãoŤ e representamos-na como [12]:

(𝐴*
⟨k⟩)

⊗* = 𝐴*
⟨k⟩⌋𝐼⟨k⟩ = 𝐴⟨k⟩.

• Podemos, também, calcular o dual em Cl3 utilizando: 𝐴*
⟨k⟩ = ⊗𝐴⟨k⟩⌋𝐼.

No Cl3
5, se considerarmos um 3-vetor, o seu dual será um escalar (0-vetor) e vice-versa.

Por este motivo, o 3-vetor é chamado de pseudo-escalar. Por sua vez, o dual de um bivetor é
um vetor e vice-versa e por isso chamamos um bivetor de pseudo-vetor [36].

Vamos calcular, como exemplo, o dual de e12. Temos:

(e12)* = (e1 ∧ e2) ≤ (e3 ∧ e2 ∧ e1) = e1 ≤ (e2 ≤ e3 ∧ e2 ∧ e1) = e1 ≤ [(e2 ≤ e3)e2 ∧ e1 ⊗ (e2 ≤ e2)e3 ∧
e1 + (e2 ≤ e1)e3 ∧ e2] = e1 ≤ [⊗e3 ∧ e1] = ⊗[(e1 ≤ e3)e1 ⊗ (e1 ≤ e1)e3] = ⊗(⊗e3) = e3,

ou podemos fazer:

(e12)* = e12 ≤ 𝐼⊗1 = e1e2e3e2e1 = ⊗e1e3e2e2e1 = ⊗e1e3e1 = e1e1e3 = e3,

ou seja, (e12)* = e3. De modo semelhante calculam-se os outros duais.

Assim, temos:

1* = ⊗I;
e*

1 = ⊗e23; e*
2 = ⊗e31; e*

3 = ⊗e12;
(e23)* = e1; (e31)* = e2; (e12)* = e3;
I* = 1.

Entretanto, em álgebras geométricas diferentes da Cl3 isto não ocorre. Se tomarmos a Cl4,
por exemplo, temos que tanto os 1-blades quanto os 3-blades são representados por 4 compo-
nentes. Logo, em Cl4 o dual de um 3-blade é um 1-blade e vice-versa. Já em Cl2, um 2-blade

4Há outras notações para Dual, variando de autor para autor. Em [20] vemos (≤ ≤ ≤)∗ = ⊗(≤ ≤ ≤) ≤ 𝐼. Em [33]
podemos ler: 𝐸∗

i = 𝐸i𝐼
−1. Em [36] vemos que o dual do um 𝑘⊗ vetor Ak é denotado por ⋆Ak e deĄnido por:

⋆Ak = ÃkI, onde Ãk é o reverso de Ak, dado por Ãk = (⊗1)k(k−1)/2
Ak. Neste caso, temos o Dual de Hodge,

bastante utilizado em aplicações na física.
5Lembrando que em Cl3 todos os 𝑘-vetores são, também, 𝑘-blades.
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é dual de um 1-blade e vice-versa, pois ambos são representados por apenas um componente
nesta álgebra.

Podemos determinar a quantidade de componentes de um 𝑘-blade em Cln. Ele é dado pelo

número binomial

⎠
𝑛
𝑘

⎜
=

𝑛!
(𝑛 ⊗ 𝑘)! 𝑘!

. Então, por exemplo, em Cl4 o número de componentes

de um 3-blade é
4!

(4 ⊗ 3)! 3!
= 4 e o de um 1-blade é

4!
(4 ⊗ 1)! 1!

= 4.

Vejamos, agora, os duais dos elementos presentes na Álgebra Geométrica Cl3:

• Escalar: 𝑀 = 𝑚 ⇒ 𝑀* = ⊗𝑚e123

• Vetor: M1 = 𝑚1e1 + 𝑚2e2 + 𝑚3e3 ⇒ M*
1 = ⊗𝑚1e23 ⊗ 𝑚2e31 ⊗ 𝑚3e12

• Bivetor: M2 = 𝑚23e23 + 𝑚31e31 + 𝑚12e12 ⇒ M*
2 = 𝑚23e1 + 𝑚31e2 + 𝑚12e3

• Trivetor: M3 = 𝑚123e123 ⇒ M*
3 = 𝑚123

• Multivetor: M = 𝑚 + 𝑚1e1 + 𝑚2e2 + 𝑚3e3 + 𝑚23e23 + 𝑚31e31 + 𝑚12e12 + 𝑚123e123 ⇒

M* = 𝑚123 + 𝑚23e1 + 𝑚31e2 + 𝑚12e3 ⊗ 𝑚1e23 ⊗ 𝑚2e31 ⊗ 𝑚3e12 ⊗ 𝑚e123

Geometricamente, o dual de um 𝑘-blade 𝐴⟨k⟩ em Cln é um (𝑛 ⊗ 𝑘)-blade que se encontra no
complemento ortogonal do espaço de dimensão 𝑘 do 𝑘-blade e ambos possuem a mesma norma.
A sua expressão é dada por:

𝐴*
⟨k⟩ = (⊗1)n(n⊗1)/2𝐴⟨k⟩ ≤ 𝐼⟨n⟩ (3.1.18)

Por exemplo, o dual (u ∧ v)* do bivetor u ∧ v, em Cl3, é um vetor w, normal ao plano gerado
por u ∧ v, e com norma ‖w‖= ‖u ∧ v‖. O sentido é determinado pela regra da mão direita. Já
no 𝐶𝑙4, o dual de um 1-blade u será u* = (⊗1)6u ≤ 𝐼4 = u ≤ 𝐼4, um 3-blade.

3.1.6 Produto Geométrico - Caso Geral

O produto geométrico entre um vetor u e um multivetor arbitrário M pode ser obtido
usando a contração e o produto exterior, como se segue [14]:

uM = u⌋M + u ∧ M. (3.1.19)

Considerando M̂ = (⊗1)kM, como em 3.1.13, teremos [14]:

M̂u = M̂⌊u + M̂ ∧ u = ⊗u⌋M + u ∧ M. (3.1.20)

Para o produto geométrico entre blades de quaisquer graduações, o leitor deve consultar [16, 33].
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3.1.7 A Álgebra Geométrica e os Quatérnios

Mostraremos aqui que a álgebra geométrica par (Cl+3 ), onde se consideram apenas os multi-
vetores do tipo M+ = (𝑚) + (𝑚23e23 + 𝑚31e31 + 𝑚12e12), ou seja, que possuem somente escalar
e bivetor (ou somente um desses dois objetos, de graduação par), é isormorfa à dos quatérnios
(H).

Já dissemos acima que os quatérnios são elementos que têm a forma

𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 ∈ H,

onde 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R e 𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = ⊗1. Temos ainda, nos quatérnios, as seguintes
relações: 𝑖𝑗 = ⊗𝑗𝑖 = 𝑘; 𝑗𝑘 = ⊗𝑘𝑗 = 𝑖 e 𝑘𝑖 = ⊗𝑖𝑘 = 𝑗.

Seja o multivetor M = 𝑚 + 𝑚23e23 + 𝑚31e31 + 𝑚12e12 ∈ Cl+3 .
Fazendo i = e32 = ⊗e23, j = e13 = ⊗e31, e k = e21 = ⊗e12, então podemos reescrever M

como:
M = 𝑚 ⊗ 𝑚23i ⊗ 𝑚31j ⊗ 𝑚12k.

É fácil ver, neste caso, que i2 = (e3e2)2 = e3e2e3e2 = ⊗e3e3e2e2 = ⊗1. Podemos veriĄcar,
ainda, que:

j2 = ⊗1; k2 = ⊗1; ijk = ⊗1; ij = ⊗ji = k; jk = ⊗kj = i; ki = ⊗ik = j.

Com isso, Ąca claro que é possível fazer as associações:

𝑖 ≺ i = e32; 𝑗 ≺ j = e13; 𝑘 ≺ k = e21,

de onde se conclui que podemos identiĄcar as unidades quaterniônicas ¶𝑖, 𝑗, 𝑘♢ com os bive-
tores ¶e32, e13, e21♢ da álgebra geométrica, estabelecendo-se, assim, o isomorĄsmo Cl+3 ♠ H.
[36]

Utilizando os duais, podemos veriĄcar que:

• 𝑖 ≺ e32 = ⊗e23 = e*
1 = e1 ≤ I⊗1 = ⊗e1 ≤ I

• 𝑗 ≺ e13 = ⊗e31 = e*
2 = e2 ≤ I⊗1 = ⊗e2 ≤ I

• 𝑘 ≺ e21 = ⊗e12 = e*
3 = e3 ≤ I⊗1 = ⊗e3 ≤ I.

Com isso, podemos escrever: M = 𝑚 ⊗ 𝑚23e*
1 ⊗ 𝑚31e*

2 ⊗ 𝑚12e*
3, ou seja:

M = 𝑚 + (𝑚23e1 + 𝑚31e2 + 𝑚12e3)I ∈ Cl+3 ♠ H.

O isomorĄsmo entre os quatérnios e a álgebra geométrica dá-se, portanto, com a identi-
Ącação entre as unidades quaterniônicas (𝑖, 𝑗, 𝑘) e os bivetores (ou pseudovetores) da álgebra
geométrica.

A álgebra geométrica, isomorfa à dos quatérnios é, entretanto, mais abrangente que esta
por não se restringir ao espaço tridimensional, podendo ser utilizada em dimensões maiores.
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3.1.8 A álgebra geométrica Cl3 e a álgebra vetorial

O produto vetorial entre os vetores u = (𝑢1, 𝑢3, 𝑢3) e v = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) é, na álgebra vetorial de
Gibbs, considerado um vetor w ortogonal ao plano formado pelos vetores u e v, sendo calculado
por:

w = u × v =

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

i⃗ j⃗ k⃗
𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
= (𝑢2𝑣3 ⊗ 𝑢3𝑣2)⃗i + (𝑢3𝑣1 ⊗ 𝑢1𝑣3)⃗j + (𝑢1𝑣2 ⊗ 𝑢2𝑣1)k⃗.

Observe que, se invertermos o sentido dos vetores u e v, obteremos w′ = (⊗u) × (⊗v) = w,
pois:

w′ = (⊗u)×(⊗v) =

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

i⃗ j⃗ k⃗
⊗𝑢1 ⊗𝑢2 ⊗𝑢3

⊗𝑣1 ⊗𝑣2 ⊗𝑣3

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
= (𝑢2𝑣3 ⊗𝑢3𝑣2)⃗i+(𝑢3𝑣1 ⊗𝑢1𝑣3)⃗j+(𝑢1𝑣2 ⊗𝑢2𝑣1)k⃗ =

u × v = w.

Era de se esperar que ocorresse, neste caso, uma inversão no sentido de w. Entretanto,
vemos que o sentido de w e de w′ é o mesmo, o que se constitui numa incoerência observada
na álgebra vetorial [36].

O resultado do chamado produto misto entre os vetores u, v e w , denotado u ≤ (v × w)
possui, também, uma incoerência. Ao se inverterem os sentidos dos vetores não deveria haver
mudança no resultado, que é um escalar o que, no entanto, não ocorre, ou seja, mudando-se os
sentidos dos vetores envolvidos muda o sinal do escalar.

Na álgebra geométrica, tais incoerências não ocorrem. Nela o produto vetorial é deĄnido
como:

u × v = (u ∧ v)* = ⊗(u ∧ v)I,

ou seja, u × v é o vetor dual do bivetor u ∧ v.
Elevando ao quadrado a relação u × v = ⊗(u ∧ v)I, teremos:

(u × v)2 = (⊗(u ∧ v)I)2 = (u ∧ v)2I2 = ⊗(u ∧ v)2 = ⊗[(u ∧ v)(u ∧ v)] =

⊗[(u∧v)≤(u∧v)+(u∧v)∧(u∧v)] = ⊗[(u≤v)(v≤u)⊗(u≤u)(v≤v)+0] = ⊗[(u≤v)2⊗‖u‖2‖v‖2] =

‖u‖2‖v‖2⊗(u ≤v)2 = ‖u‖2‖v‖2⊗‖u‖2‖v‖2cos2 𝜃 = ‖u‖2‖v‖2 sen2𝜃 = (‖u‖‖v‖ sen𝜃)2 = ‖u∧v‖2

ou seja:
(u × v)2 = ‖u ∧ v‖2,

o que signiĄca que a magnitude de u × v é igual à área do paralelogramo formado pelos vetores
u e v que compõem u ∧ v, o que era de se esperar, pois u × v é o dual de u ∧ v.

Calculando, agora, u ∧ v, como em (2.2.2), obtemos:

u ∧ v = (𝑢2𝑣3 ⊗ 𝑢3𝑣2)e23 + (𝑢3𝑣1 ⊗ 𝑢1𝑣3)e31 + (𝑢1𝑣2 ⊗ 𝑢2𝑣1)e12.

Usando as relações de dualidade e*
23 = e1; e*

31 = e2; e e*
12 = e3 no resultado obtido, Ącamos

com:

u × v = (u ∧ v)* = (𝑢2𝑣3 ⊗ 𝑢3𝑣2)e1 + (𝑢3𝑣1 ⊗ 𝑢1𝑣3)e2 + (𝑢1𝑣2 ⊗ 𝑢2𝑣1)e3, (3.1.21)
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que está no plano de rotação e que será útil adiante para a fórmula que designa a mesma.

Se Ązermos a operação de rotação, reĆetindo v sucessivamente sobre u1 e u2 obteremos o
mesmo resultado de reĆetir sobre w1 e w2, já que são vetores respectivamente com a mesma
direção e sentido, e todos coplanares, então podemos, agora, descrever a rotação como:

v′ = (u2u1)v(u2u1)⊗1.

O produto u2u1 é o produto geométrico entre os vetores unitários u2 e u1 e o chamaremos
de rotor. Portanto,

𝑅 = u2u1,

e podemos veriĄcar que 𝑅⊗1 = (u2u1)⊗1 = u⊗1
1 u⊗1

2 e, consequentemente, Ącamos com v′ =
𝑅v𝑅⊗1.

Podemos observar que 𝑅⊗1 = u⊗1
1 u⊗1

2 =
u1

‖u1‖
u2

‖u2‖
= u1u2 = 𝑅̃, ou seja:

𝑅⊗1 = 𝑅̃.

Com isto, podemos escrever v′ = (u2u1)v(u2u1)⊗1 = 𝑅v𝑅⊗1 como:

v′ = 𝑅v𝑅̃ (3.1.29)

De 𝑅 = u2u1, teremos:

𝑅 = u2 ≤ u1 + u2 ∧ u1 = u2 ≤ u1 ⊗ u1 ∧ u2 = ‖u2‖‖u1‖cos

⎠
𝜃

2

⎜
⊗ u1 ∧ u2

sen
⎞

θ
2

⎡ sen

⎠
𝜃

2

⎜
.

Como u1 e u2 são ambos unitários, e considerando o bivetor, também unitário, B̂ =
u1 ∧ u2

sen
⎞

θ
2

⎡ ,

teremos a seguinte expressão:

𝑅 = cos

⎠
𝜃

2

⎜
⊗ B̂ sen

⎠
𝜃

2

⎜
(3.1.30)

onde 𝑅 é o rotor que, aplicado segundo a expressão v′ = 𝑅v𝑅̃ gira o vetor v, de um ângulo 𝜃,
no sentido de u1 para u2, no plano que contém o bivetor B̂.

Fazendo o produto do bivetor B̂ por ele mesmo e, considerando que este é unitário, teremos
B̂

2
= B̂B̂ = ⊗1.
Tendo em vista isto, podemos exprimir o rotor 𝑅 como:

𝑅 = exp

⎠
⊗B̂

𝜃

2

⎜
. (3.1.31)

Observação: Há outras formas de se chegar a este mesmo resultado, conforme podemos
observar em [31, 36].



53

3.1.11 Versores

Observando as operações descritas nas subseções 3.1.9 e 3.1.10, podemos veriĄcar:

1. ReĆexão do vetor v no vetor w: v⊺ = wvw⊗1;

2. ReĆexão do vetor v em relação a um plano Π: v⊺ = ⊗nvn⊗1, onde n é o vetor normal
ao plano Π; e

3. Rotação do vetor v no sentido de u1 para u2, ambos vetores unitários: v′ = RvR̃, onde
𝑅 = u2u1.

Percebemos que não é incomum um vetor que sofre uma operação (nos exemplos, o vetor
v) aparecer ŞensanduichadoŤ entre dois outros, na verdade inversos ou reversos um do outro.
Observamos, ainda, que ora aparece o sinal negativo antes da fórmula, ora não.

Podemos, ainda, observar que o vetor resultante nestas operações possui a mesma magnitude
do vetor que lhes deu origem.

Consideremos, agora, por exemplo, uma operação de reĆexão de um vetor v em um vetor
w1, como no item 1. acima. Ou seja,

v⊺1 = w1vw⊗1
1 .

Se o vetor v⊺1 assim obtido sofrer uma nova reĆexão, agora em um vetor w2, teremos como
resultado o vetor v⊺2 que é facilmente calculado: v⊺2 = w2v⊺1w⊗1

2 = w2(w1vw⊗1
1 )w⊗1

2 . Apli-
cando as propriedades vistas anteriormente, Ącamos com: v⊺2 = (w2w1)v(w⊗1

1 w⊗1
2 ) ⇒ v⊺2 =

(w2w1)v(w2w1)⊗1. Observamos que v novamente aparece ensanduichado entre as expressões
inversas uma da outra, (w2w1) e (w2w1)⊗1.

Se o processo prosseguir, ou seja, se houver sucessivas reĆexões nos vetores w3 ≤ ≤ ≤ wk, 𝑘 6 𝑛,
teremos como resultado o vetor v⊺n

que pode ser obtido por meio da operação:

v⊺n
= (wk ≤ ≤ ≤ w3w2w1)v(wk ≤ ≤ ≤ w3w2w1)⊗1.

Se a operação fosse de reĆexões sucessivas em planos Π1, Π2, ≤ ≤ ≤, Πn, de vetores normais
respectivamente n1, n2, ≤ ≤ ≤, nk, teríamos:

v⊺n
= (⊗1)k(nk ≤ ≤ ≤ n2n1)v(nk ≤ ≤ ≤ n2n1)⊗1.

O sinal negativo para 𝑘 ímpar pode ser entendido devido à fórmula da reĆexão de vetor em
um plano, que aparece em (3.1.27).

Em geral, consideramos o produto de 𝑘 vetores

𝒱 = vkvk⊗1 ≤ ≤ ≤ v1 (3.1.32)

como sendo um versor de graduação 𝑘, sendo o seu inverso dado por:

𝒱⊗1 = (vkvk⊗1 ≤ ≤ ≤ v1)⊗1 = v⊗1
1 ≤ ≤ ≤ v⊗1

k⊗1v
⊗1
k . (3.1.33)

Como em algumas operações devemos considerar o sinal negativo, nelas devemos escrever:

𝒱† = (⊗1)k𝒱⊗1.
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As operações com versores são, portanto, escritas como:

v′ = 𝒱v𝒱†, (3.1.34)

para os casos em que aplicam-se os sinais e

v′ = 𝒱v𝒱⊗1, (3.1.35)

quando não há necessidade de sinais negativos.

Nas expressões acima, v′ pode ser o resultado de reĆexão(s) ou de rotação(s). Quando um
versor produz reĆexão ele se chama ŞreĆetorŤ e no caso de produzir rotação ele é denominado
ŞrotorŤ.

Um rotor 𝑅 é o produto geométrico de um número par de vetores unitários, tais que 𝑅𝑅̃ = 1
[14]. De um modo geral, um versor é a combinação linear de um número par ou ímpar de 1-
vetores (1-blades). No primeiro caso (número par) temos como resultado rotações e no segundo
caso, combinação de um número ímpar de 1-blades, temos como resultado a combinação de
rotações com reĆexão, às vezes chamada de anti-rotações [33].

Podemos combinar sucessivas operações com versores. Se inicialmente tivermos v′ = 𝒱v𝒱† e
depois submetermos v′ a uma nova operação com um versor 𝒱 ′ para obter v′′, teremos:

v′′ = 𝒱 ′v′𝒱 ′†,

logo: v′′ = 𝒱 ′(𝒱v𝒱†)𝒱 ′† = 𝒱 ′𝒱v𝒱†𝒱 ′† = (𝒱 ′𝒱)v(𝒱 ′𝒱)†, ou v′′ = 𝒱 ′′v𝒱 ′′†, onde

𝒱 ′′ = 𝒱 ′𝒱 ,

um produto geométrico entre dois versores. Nos casos em que não há necessidade de sinais
negativos, basta que se considere 𝒱⊗1 no lugar de 𝒱† [20].

Considerando que, para um vetor v, observamos ṽ = v, temos que o reverso de um versor
𝒱 = vkvk⊗1 ≤ ≤ ≤ v1 é dado por:

̃︀𝒱 = v1 ≤ ≤ ≤ vk⊗1vk. (3.1.36)

O inverso 𝒱⊗1 de 𝒱 é tal que 𝒱𝒱⊗1 = 𝒱⊗1𝒱 = 1 e pode ser calculado por: 𝒱⊗1𝒱 = 1 ⇒
𝒱⊗1𝒱 ̃︀𝒱 = ̃︀𝒱 . Logo [17]:

𝒱⊗1 =
̃︀𝒱

𝒱 ̃︀𝒱
. (3.1.37)
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Capítulo 4

Álgebra Geométrica no Espaço
Conforme

4.1 Considerações Iniciais

O assunto que será apresentado neste capítulo - Espaço Homogêneo - pode ser visto com
maiores detalhes nas referências [11], [12], [14], [20], [31] e [33]. O Espaço Conforme é obtido
adicionando-se duas dimensões ao Espaço Euclidiano e a vantagem é que neste espaço existe uma
maior facilidade de manipular objetos geométricos com a Álgebra Geométrica, em particular
esferas e circunferências e, principalmente, tratar de rotações, o que terá importância crucial
neste trabalho.

4.2 Espaço Homogêneo

4.2.1 Homogeneidade

Considere um espaço 4𝐷 contando com um eixo ortogonal aos três eixos do espaço 3𝐷. À
semelhança dos vetores unitários e1, e2 e e3, paralelos e associados respectivamente dos eixos
𝑥, 𝑦 e 𝑧, considere o vetor e0, paralelo e associado ao quarto eixo ortogonal do espaço 4𝐷 que
estamos considerando.

Dentro deste espaço, um ponto 𝑝 ∈ 3𝐷 é referido como:

𝑃 = e0 + 𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3.

Devemos estar atentos à origem dos sistemas quando nos referirmos a este espaço:

• A origem 4𝐷 deste sistema é 𝑂 = 0e0 + 0e1 + 0e2 + 0e3;

• A origem (0, 0, 0) ∈ 3𝐷 corresponde ao ponto 𝑃 = e0.

Uma característica importante a se considerar e que dá origem ao nome - Espaço Homo-
gêneo - é a homogeneidade, que é: se tomarmos o ponto 𝑃 = e0 + 𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3 e o
multiplicarmos por uma constante Ú ̸= 0 obteremos o ponto 𝑃 ′ = Úe0 + Ú𝑥1e1 + Ú𝑥2e2 + Ú𝑥3e3,
que representa o mesmo ponto em R3.
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em conta a homogeneidade. Trata-se de um ponto em 4𝐷, e podemos ler em [[14]] como
Şponto impróprioŤ.

• No item acima, se Ązermos Ú ⊃ ⊗∞ então obteremos o mesmo ponto 𝑄, signiĄcando que
se partirmos da origem seguindo a direção de uma reta, atingiremos o mesmo ponto no
inĄnito, independentemente do sentido que nos deslocarmos.

• A expressão 𝑃 = e0 + x ∈ 4𝐷, ou seja, o ponto 𝑃 = e0 + 𝑥e1 + 𝑦e2 + 𝑧e3 identiĄca o
vetor-posição x = 𝑥e1+𝑦e2+𝑧e2 ∈ 3𝐷. Esta representação, 𝑃 = e0+x, é a representação
direta do ponto 𝑃 .

• Enquanto 𝑃 = e0 +x é, em 4𝐷, um vetor-posição, a expressão 𝑋 = 𝑥e1 +𝑦e2 +𝑧e2 ∈ 4𝐷
representa o vetor-direção e, devido à homogeneidade, tanto 𝑋 quanto ⊗𝑋 indicam a
mesma direção, ou o mesmo ponto no inĄnito.

4.2.2 Pontos no Espaço Homogêneo

Sejam 𝑃 e 𝑄 ∈ 4𝐷. Se 𝑃 ∧ 𝑄 = 0, então 𝑄 = Ð𝑃 , Ð ∈ R. Se 𝑃 = Úe0 + x, então
𝑄 = ÐÚe0 + Ðx.

Mas 𝑃 = Úe0 +x ⇒ 1
Ú

𝑃 = e0 +
1
Ú

x, de onde concluímos que 𝑃 representa o ponto
1
Ú

x ∈ R3.

Da mesma forma, 𝑄 = ÐÚe0 + Ðx ⇒ 1
ÐÚ

𝑄 = e0 +
1
Ú

x, ou seja, 𝑄 também representa
1
Ú

x ∈ R3, portanto, 𝑃 ∧ 𝑄 = 0 signiĄca que 𝑃 e 𝑄 representam o mesmo ponto no R3.

Agora, se temos 𝑃 = Úe0 + x e 𝑄 = Ðe0 + y, então:
𝑃 ∧ 𝑄 = (Úe0 + x) ∧ (Ðe0 + y) = ÚÐe0 ∧ e0 + Úe0 ∧ y + Ðx ∧ e0 + x ∧ y = e0 ∧ (Úy ⊗ Ðx) + x ∧ y.
Logo, temos:
𝑃 ∧ 𝑄 = 0 ⇔ Úy ⊗ Ðx = 0 ⇔ y =

Ð

Ú
x ⇔ x ∧ y = 0

Então: 𝑃 = Úe0 + x ⇒ 1
Ú

𝑃 = e0 +
1
Ú

x ⇒ 𝑃 representa
1
Ú

x ∈ R3, e 𝑄 = Ðe0 + y ⇒ 1
Ð

𝑄 =

e0 +
1
Ð

y = e0 +
1
Ú

x ⇒ 𝑄 representa o mesmo
1
Ú

x ∈ R3.

Concluindo, 𝑃 e 𝑄 representam o mesmo ponto em R3 se, e somente se:

𝑃 ∧ 𝑄 = 0, (4.2.1)

que é a equação do ponto 𝑄.

Representação dual de um ponto

Um ponto no espaço homogêneo é representado por um vetor. O seu complemento ortogonal
é um trivetor. Logo, o dual de um ponto no espaço homogêneo será um trivetor.
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Representação dual de uma reta

Uma reta no espaço homogêneo é representada por um bivetor. O seu complemento orto-
gonal é um bivetor. Logo, o dual de uma reta no espaço homogêneo também será um bivetor.

4.2.4 Planos no Espaço Homogêneo

Analogamente a uma reta no espaço homogêneo, um plano Π passando pelos pontos não
colineares x1, x2 e x3 no R3 é representado no 4𝐷 por:

Π = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3, (4.2.5)

com 𝑃1 = e0 + x1, 𝑃2 = e0 + x2 e 𝑃3 = e0 + x3.

Uma vez que Π é um trivetor, ele possui a seguinte expressão com respeito à base ¶e0, e1, e2, e3♢:

Π = 𝑛1e0 ∧ e2 ∧ e3 + 𝑛2e0 ∧ e3 ∧ e1 + 𝑛3e0 ∧ e1 ∧ e2 + ℎe1 ∧ e2 ∧ e3, (4.2.6)

Equação de um Plano

Um ponto 𝑃 = e0 + x está no plano Π = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 se, somente se, 𝑃 ∧ 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 = 0,
ou seja:

𝑃 ∧ Π = 0. (4.2.7)

Esta é a equação do plano Π no espaço homogêneo.
Agora, podemos deĄnir a equação de um plano que passa por uma reta 𝑅 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 e por

um ponto 𝑃 fora desta como sendo o plano Π = 𝑃 ∧ 𝑃1 ∧ 𝑃2, ou seja:

Π = 𝑃 ∧ 𝑅. (4.2.8)

Representação dual de um plano

Um plano no espaço homogêneo 4𝐷 é representado por um trivetor. O seu complemento
ortogonal é um vetor. Logo, o dual de um plano no espaço homogêneo será um vetor.

Sendo Π = 𝑛1e0 ∧ e2 ∧ e3 + 𝑛2e0 ∧ e3 ∧ e1 + 𝑛3e0 ∧ e1 ∧ e2 + ℎe1 ∧ e2 ∧ e3, podemos calcu-
lar o seu dual usando a fórmula (3.1.18), fazendo 𝐼 = 𝐼4 = e0∧e1∧e2∧e3. Obteremos, portanto:

Π* = 𝑛1(e0 ∧ e2 ∧ e3)* + 𝑛2(e0 ∧ e3 ∧ e1)* + 𝑛3(e0 ∧ e1 ∧ e2)* + ℎ(e1 ∧ e2 ∧ e3)*, implicando
em:

Π* = ⊗𝑛1e1 ⊗ 𝑛2e2 ⊗ 𝑛3e3 + ℎe0 (4.2.9)

Como ilustração, calcularemos o dual de e0 ∧ e2 ∧ e3:

(e0 ∧ e2 ∧ e3)* = (e0 ∧ e2 ∧ e3) ≤ (e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3) = e0 ≤ (e2 ≤ (e3 ≤ e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3) =
e0 ≤ (e2 ≤ ((e3 ≤ e0) ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3 ⊗ e0 ∧ (e3 ≤ e1) ∧ e2 ∧ e3 + e0 ∧ e1 ∧ (e3 ≤ e2) ∧ e3 ⊗
e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ (e3 ≤ e3))) = e0 ≤ (e2 ≤ (⊗e0 ∧ e1 ∧ e2)) =
e0 ≤ (⊗((e2 ≤ e0) ∧ e1 ∧ e2 ⊗ e0 ∧ (e2 ≤ e1) ∧ e2 + e0 ∧ e1 ∧ (e2 ≤ e2)) =
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Vetor Nulo

Considerando-se e⊗ ≤ e⊗ = ⊗1, se Ązermos X2 obteremos X2 = 0 e, por conseguinte,
XX = X ≤ X + X ∧ X = 0 ⇒ ‖X‖2= 0, caracterizando X como um vetor nulo, assim como
qualquer dos seus múltiplos. Um vetor nulo pode ser diferente do vetor 0. Tal fato ocorre
pela mistura de vetores com assinaturas diferentes na base. Como qualquer múltiplo de um
vetor nulo também o é, concluímos que neste espaço também observamos a homogeneidade,
garantindo que os escalares múltiplos de X representam o mesmo ponto na circunferência
unitária [[31], [33]].

Cone Nulo

Todos os vetores nulos conforme descritos acima formam um lugar geométrico denominado
Cone Nulo.

Generalização para o Espaço Euclidiano 3D - A projeção em R4,1 .

O próximo passo é trocarmos x = 𝑥e1 ∈ R pelo ponto x = 𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3 ∈ R3

para deĄnirmos X, projeção de um ponto no R3 em um espaço R4,1, cuja base ortogonal é
¶e1, e2, e3, e+, e⊗♢ [31] [33]. Ficamos, portanto, com:

X =
2

1 + 𝑥2
x ⊗ 1 ⊗ 𝑥2

1 + 𝑥2
e+ + e⊗. (4.3.3)

onde x = 𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3 ∈ R3 e 𝑥2 = x ≤ x = x2.

4.4 O Espaço Conforme

O assunto que será apresentado neste capítulo - Espaço Conforme - pode ser visto com
maiores detalhes nas referências [4, 11, 12, 14, 20, 29, 31, 33].

4.4.1 O Modelo Conforme

A Geometria Conforme é equivalente à Projeção EstereográĄca no Espaço Euclidiano [4].
Começamos estendendo o Rn com vetores e+ e e⊗, ortogonais entre si e à base canônica do Rn,
e satisfazendo e2

+ = 1 e e2
⊗ = ⊗1.

De 4.3.3, temos:

X =
2

1 + 𝑥2
x ⊗ 1 ⊗ 𝑥2

1 + 𝑥2
e+ + e⊗,

então, multiplicando a expressão por
1 + 𝑥2

2
Ącamos com:

1 + 𝑥2

2
X = x ⊗ 1 ⊗ 𝑥2

2
e+ +

1 + 𝑥2

2
e⊗ ⇒ 1 + 𝑥2

2
X = x +

𝑥2

2
(e⊗ + e+) +

(e⊗ ⊗ e+)
2

⇒

1 + 𝑥2

2
X = e0 + x +

x2

2
e∞, (4.4.1)
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4.4.2 Representação de pontos

Existe um isomorĄsmo entre pontos no espaço conforme e pontos no espaço euclidiano [4].

Da expressão 4.4.1, segue:

1 + 𝑥2

2
𝑋 = x +

𝑥2

2
e∞ + e0 ⇒ 𝑋 =

2
1 + 𝑥2

⎦
x +

1
2

𝑥2e∞ + e0

⎢

Como o espaço conforme é, também, homogêneo, segue que:

𝑋 = e0 + x +
1
2

‖x‖2e∞ ∈ R
4,1. (4.4.6)

A expressão acima é a de um ponto associado ao vetor posição x = 𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3 ∈ 3𝐷. 2

Já dissemos que 𝑋, deĄnido desta forma, é um vetor nulo, ou seja, ‖𝑋‖2= 0, e isto pode
ser veriĄcado assim:
‖𝑋‖2= (e0 + x +

1
2

‖x‖2e∞) ≤ (e0 + x +
1
2

‖x‖2e∞) = e0 ≤ e0 + e0 ≤ x +
1
2

‖x‖2e0 ≤ e∞ + x ≤ e0 + x ≤

x +
1
2

‖x‖2x ≤ e∞ +
1
2

‖x‖2e∞ ≤ e0 +
1
2

‖x‖2e∞ ≤ x +
1
4

‖x‖4e∞ ≤ e∞ = ⊗1
2

‖x‖2+‖x‖2⊗1
2

‖x‖2= 0.

Distância entre dois pontos

Pode-se veriĄcar que, para dois pontos 𝑋 e 𝑌 no espaço conforme, teremos:

𝑋 ≤ 𝑌 = ⊗1
2

‖x ⊗ y‖2 (4.4.7)

pois, sendo 𝑋 = e0 + x +
1
2

‖x‖2e∞ e 𝑌 = e0 + y +
1
2

‖y‖2e∞, teremos:

𝑋 ≤ 𝑌 = (e0 + x +
1
2

‖x‖2e∞) ≤ (e0 + y +
1
2

‖y‖2e∞) = ⊗1
2

‖y‖2+x ≤ y ⊗ 1
2

‖x‖2= ⊗1
2

(x2 ⊗ x ≤

y ⊗ y ≤ x + y2) = ⊗1
2

(x ⊗ y) ≤ (x ⊗ y) = ⊗1
2

‖x ⊗ y‖2, ou seja, a distância entre dois pontos x

e y de R3 é proporcional ao produto interno entre seus representantes no espaço conforme. A
expressão 4.4.7 é fácil de ser calculada a partir de 4.4.5.

Interpretação geométrica dos vetores e0 e e∞

a) Em 𝑋 = e0 + x +
1
2

‖x‖2e∞, se Ązermos x = 0, obteremos: 𝑝 = e0, o que signiĄca que e0

é a representação, no espaço conforme, da origem do espaço euclidiano; e

b) Devido à homogeneidade do espaço conforme, as expressões 𝑋 = e0 + x + 1
2
‖x‖2e∞ e

𝑋 ′ =
e0

1
2
‖x‖2

+
x

1
2
‖x‖2

+ e∞ representam o mesmo ponto em R3. Se na última expressão

Ązermos ‖x‖⊃ ∞ ou ‖x‖⊃ ⊗∞, teremos 𝑋 = e∞. Por isto, dizemos que e∞ representa
um ponto no inĄnito.

2Existem outras expressões para isto, de acordo com diferentes autores. Na referência [13], encontra-se
𝑋 = 2𝑥 + 𝑥2

n ⊗ n e na referência [39], 𝑋 = 1
2 (2𝑥 + 𝑥2𝑛 ⊗ 𝑛).
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É interessante notar, ainda, que, sendo 𝑃 ∈ R4,1 um ponto do espaço conforme, são obser-
vadas as seguintes relações [4]:

• Sendo 𝑋 = 𝑡(e0 + x + 1
2
‖x‖2e∞), um vetor nulo genérico, então, se Ązermos

⊗𝑋 ≤ e∞,

teremos ⊗𝑋 ≤ e∞ = ⊗𝑡(e0 + x + 1
2
‖x‖2e∞) ≤ e∞ = ⊗𝑡(⊗1) = 𝑡, ou seja, teremos o valor

do coeĄciente de e0 de 𝑋. A importância disto é que, se Ązermos
𝑋

⊗𝑋 ≤ e∞

, vamos obter:

𝑋

⊗𝑋 ≤ e∞

= e0 + x + 1
2
‖x‖2e∞ e, assim, saberemos quem 𝑋 representa no R3. Dizemos,

então, que 𝑋 foi normalizado.

• Caso tenhamos 𝑃 normalizado, ou seja, 𝑃 = e0 + p + 1
2
‖p‖2e∞, então a expressão

e∞ ≤ (𝑃 ⊗ e0) = 0

representa um hiperplano com vetor normal e∞ e passando pelo ponto e0. Aqui, 𝑃 ⊗ e0

representa um plano.

4.4.3 Representação de esferas

Já vimos, em 4.4.7, que a distância entre dois pontos quaisquer x e y do R3 é proporcional
ao produto interno entre 𝑋 e 𝑌 dos pontos que o representam no espaço conforme, segundo a
expressão 𝑋 ≤ 𝑌 = ⊗1

2
‖x ⊗ y‖2.

Podemos veriĄcar, baseados nisto, e considerando uma esfera em R3 com centro em c, raio
r, e ainda, um ponto p localizado na superfície esférica, qual seria a equação da mesma.

Sendo 𝑃 e 𝐶 os representantes de p e c no espaço conforme, então, de 4.4.7, temos:
𝑃 ≤ 𝐶 = ⊗1

2
r2 ⇒ 𝑃 ≤ 𝐶 + 1

2
r2 = 0.

Logo, de 𝑃 ≤ 𝐶 + 1
2
r2 = 0 segue: 𝑃 ≤ 𝐶 + 1

2
r2 = 𝑃 ≤ 𝐶 ⊗ 1

2
r2(⊗1) = 𝑃 ≤ 𝐶 ⊗ 1

2
r2(𝑃 ≤ e∞) =

𝑃 ≤ (𝐶 ⊗ 1
2
r2e∞) = 0, ou seja, para um ponto 𝑃 sobre uma esfera de centro 𝐶 e raio 𝑟, teremos:

𝑃 ≤ (𝐶 ⊗ 1
2

r2e∞) = 0. (4.4.8)

Portanto, dizemos que

𝑆* = 𝐶 ⊗ 1
2

r2e∞ (4.4.9)

é a representação dual de uma esfera no espaço conforme. Como veremos, a esfera possui outra
representação e usamos 𝑆* para nos referirmos à representação dual.

Posição relativa entre ponto e esfera

Para veriĄcar a posição relativa entre um ponto 𝑊 = e0 + w + 1
2
‖w‖2e∞ e uma esfera

𝑆* = 𝐶 ⊗ 1
2
r2e∞, devemos avaliar o produto 𝑊 ≤ 𝑆*, como se segue:
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𝑊 ≤ 𝑆* = 𝑊 ≤ (𝐶 ⊗ 1
2
r2e∞) = 𝑊 ≤ 𝐶 ⊗ 1

2
r2𝑊 ≤ e∞. Mas 𝑊 ≤ 𝐶 = ⊗1

2
‖w ⊗ c‖2 e 𝑊 ≤ e∞ = ⊗1,

logo:

𝑊 ≤ 𝑆* = ⊗1
2

‖w ⊗ c‖2+
1
2

r2.

O teste então será:

• Se 𝑊 ≤ 𝑆* > 0, o ponto está dentro da esfera, pois: 1
2
r2 ⊗ 1

2
‖w ⊗ c‖2> 0 ⇒ 𝑟 > ‖w ⊗ c‖;

• Se 𝑊 ≤ 𝑆* = 0, o ponto está na superfície esférica pois: r = ‖w ⊗ c‖; e

• Se 𝑊 ≤ 𝑆* < 0, o ponto é exterior à esfera pois: r < ‖w ⊗ c‖.

Representação direta de uma esfera

Podemos obter a representação de uma esfera a partir de quatro pontos distintos, p1, p2, p3

e p4 ∈ R3 localizados na superfície esférica. Sendo 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 e 𝑃4 os representantes destes
pontos no espaço conforme, então a representação direta da esfera será:

𝑆 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 ∧ 𝑃4 (4.4.10)

A partir desta representação também é possível saber se um ponto w está sobre a esfera,
bastando veriĄcar se 𝑊 ∧ 𝑆 = 0.

4.4.4 Representação de circunferência

Podemos determinar uma circunferência a partir de três pontos distintos localizados sobre
esta. Suponha que sejam os pontos p1, p2 e p3, de R3, com representantes no espaço conforme,
respectivamente 𝑃1, 𝑃2 e 𝑃3. Então a representação direta da circunferência 𝐶 será dada por

𝐶 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 (4.4.11)

e sua equação será 𝑃 ∧ 𝐶 = 0.
Uma circunferência 𝐶 pode ser obtida pela intersecção de duas esferas, 𝑆1 e 𝑆2. Neste caso,

teremos a representação dual da circunferência, que é dada pela expressão [33]:

𝐶* = 𝑆*
1 ∧ 𝑆*

2 . (4.4.12)

Sabemos que uma esfera, 𝑆 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 ∧ 𝑃4, é o lugar geométrico (lg) dos pontos
em 3𝐷 que são equidistantes de um dado ponto, o centro da esfera. Já a circunferência ,
𝐶 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3, é o lg dos pontos em 2𝐷 que são equidistantes de um dado ponto, o seu
centro. O que dizer sobre a expressão 𝑃𝑝 = 𝑃1 ∧ 𝑃2? Esta expressão representa o Şpar de
pontosŤ:

4.4.5 Par de pontos

O par de pontos representados por 𝑃𝑝 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 representa o lg dos pontos em 1𝐷 que são
equidistantes de um ponto dado. Se considerarmos a variante 𝑃𝑝 = 𝑃1 ∧ e∞, teremos a repre-
sentação de apenas um ponto, especialmente chamado de flat point, que aparece na intersecção
de uma reta com um plano ou na intersecção de três planos [20].
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A intersecção de três esferas, 𝑆*
1 , 𝑆*

2 e 𝑆*
3 pode ser um par de pontos, pois duas esferas,

𝑆*
1 e 𝑆*

2 , por exemplo, se intersectam em uma circunferência e a terceira esfera intersecta esta
circunferência em no máximo dois pontos. Temos, portanto, a representação dual:

𝑃𝑝* = 𝑆*
1 ∧ 𝑆*

2 ∧ 𝑆*
3 . (4.4.13)

Se os pontos são 𝑃+ e 𝑃⊗ então temos a representação direta do par de pontos:

𝑃𝑝 = 𝑃+ ∧ 𝑃⊗. (4.4.14)

Para extrairmos os pontos, utilizando quaisquer das representações, utilizamos:

𝑃∘ =
𝑃𝑝 ∘ √

𝑃𝑝 ≤ 𝑃𝑝

⊗e∞ ≤ 𝑃𝑝
(4.4.15)

que encontra-se demonstrada em [12].

4.4.6 Representação de retas

A representação direta de uma reta 𝑅 que passa pelos pontos p1 e p2 ∈ R3 distintos,
representados no espaço conforme por 𝑃1 e 𝑃2 é

𝑅 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ e∞. (4.4.16)

A expressão 4.4.16 pode ser escrita como 𝑅 = (e0 + p1) ∧ (e0 + p2) ∧ e∞, pois:

𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ e∞ = (e0 + p1 + 1
2
‖p1‖2e∞) ∧ (e0 + p2 + 1

2
‖p2‖2e∞) ∧ e∞ =

[e0 ∧ e0 + e0 ∧ p2 + e0 ∧ 1
2
‖p2‖2e∞ + p1 ∧ e0 + p1 ∧ p2 + p1 ∧ 1

2
‖p2‖2e∞ + 1

2
‖p1‖2e∞ ∧ e0 +

1
2
‖p1‖2e∞ ∧ p2 + 1

2
‖p1‖2e∞ ∧ 1

2
‖p2‖2e∞] ∧ e∞ =

[(e0 ∧ e0 + e0 ∧ p2 + p1 ∧ e0 + p1 ∧ p2) + e0 ∧ 1
2
‖p2‖2e∞ + p1 ∧ 1

2
‖p2‖2e∞ + 1

2
‖p1‖2e∞ ∧ e0 +

1
2
‖p1‖2e∞ ∧ p2] ∧ e∞ =

(e0 + p1) ∧ (e0 + p2) ∧ e∞ + (e0 + p1) ∧ 1
2
‖p2‖2e∞ ∧ e∞ +

1
2

‖p1‖2e∞ ∧ (e0 + p2) ∧ e∞ ⇒
𝑅 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ e∞ = (e0 + p1) ∧ (e0 + p2) ∧ e∞.

Um ponto 𝑃 pertencerá a esta reta se 𝑃 ∧ 𝑅 = 0, pois:

𝑃 ∧ 𝑅 = (e0 + p + 1
2
‖p‖2e∞) ∧ (e0 + p1 + 1

2
‖p1‖2e∞) ∧ (e0 + p2 + 1

2
‖p2‖2e∞) ∧ e∞ ⇒

𝑃 ∧ 𝑅 = (e0 + p) ∧ (e0 + p1) ∧ (e0 + p2) ∧ e∞

Agora, se Ązermos 𝑃 ∧ 𝑅 = 0 teremos: (e0 + p) ∧ (e0 + p1) ∧ (e0 + p2) ∧ e∞ = 0.

Como e∞ é ortogonal a e1, e2 e e3, ele é linearmente independente dos três primeiros fatores,
logo 𝑝 ∧ 𝐿 = 0 implica em (e0 + p) ∧ (e0 + p1) ∧ (e0 + p2) = 0 em um espaço homogêneo [20],
o que conĄrma que 𝑃 está em 𝑅.

Reta como uma circunferência de raio inĄnito

Vimos em 4.4.11 que uma circunferência por três pontos tem a forma 𝐶 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3. Se
Ązermos 𝑃3 = e∞, então a expressão torna-se 𝐶 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ e∞, o que mostra que uma reta
pode ser interpretada como uma circunferência de raio inĄnito.
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Representação dual de uma reta

Uma reta pode ser representada como sendo a intersecção de dois planos como:

𝑅* = Π*
1 ∧ Π*

2.

4.4.7 Representação de planos

A expressão de uma reta passando pelos pontos distintos 𝑃1 e 𝑃2, como vimos em 4.4.16,
é: 𝑅 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ e∞. Caso um ponto 𝑃 esteja alinhado aos pontos 𝑃1 e 𝑃2 então a equação
𝑃 ∧ (𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ e∞) = 0 é satisfeita. Caso os pontos não estejam alinhados eles deĄnem um
plano. Portanto, neste caso, teremos a expressão 𝑃 ∧ 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ e∞ como deĄnindo este plano.

Por conseguinte, o plano Π determinado pelos pontos distintos não colineares 𝑃1, 𝑃2 e 𝑃3 é
dado por:

Π = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 ∧ e∞ (4.4.17)

e sua equação será 𝑃 ∧ Π = 0. Podemos interpretar o plano como sendo uma esfera de raio
inĄnito, bastando na equação direta da esfera vista em 4.4.10 considerarmos 𝑃4 como e∞, e
então teremos a equação do plano como Π = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 ∧ e∞.

Representação dual de planos

Se Ązermos 𝑃i = e0 + pi + 1
2
‖pi‖e∞, com 𝑖 = 1, 2, 3 teremos:

Π = 𝑃1 ∧𝑃2 ∧𝑃3 ∧e∞ = (e0 +p1)∧(e0 +p2)∧(e0 +p3)∧e∞, de onde, utilizando as coordenadas
de Plücker como em 4.2.6, obteremos:

Π = (𝑛1e0 ∧ e2 ∧ e3 + 𝑛2e0 ∧ e3 ∧ e1 + 𝑛3e0 ∧ e1 ∧ e2 + ℎe1 ∧ e2 ∧ e3) ∧ e∞

e, então, utilizando o dual Π* obteremos, à semelhança de 4.2.9, a seguinte expressão dual para
um plano:

Π* = ⊗𝑛1e1 ⊗ 𝑛2e2 ⊗ 𝑛3e3 ⊗ ℎe∞ = ⊗(n + ℎe∞), (4.4.18)

onde n = (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) é vetor normal ao plano representado por Π* e ℎ, a distância do plano à
origem, no R3 [20]. Como o espaço conforme é, também homogêneo, o sinal (⊗) que aparece
em 4.4.18 pode ŞcairŤ.

Distância de Ponto a Plano [33]:

Para 𝑃 representando um ponto, temos: 𝑃 = e0 + p +
1
2

‖p‖2e∞.

Para Π* representando um plano, com vetor normal unitário n e distância à origem ℎ, temos:
Π* = ⊗n ⊗ ℎe∞.

Logo, temos:
𝑃 ≤ Π* = ℎ ⊗ p ≤ n

o que fornece a distância euclidiana entre o ponto e o plano.
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𝑥0 = 0 𝑥0 ̸= 0
𝑥∞ = 0 Plano passando pela origem Esfera passando pela origem/ Origem
𝑥∞ ̸= 0 Plano Esfera/Ponto

Tabela 4.1: SigniĄcados no Espaço Conforme

Quadro resumo

Se temos 𝑋 = 𝑥0e0 + 𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3 + 𝑥∞e∞, então teremos as seguintes representações
no Espaço Conforme [33]:

Exemplos:

• Origem: 𝑂 = e0;

• Ponto fora da origem: 𝐴 = e0 + 2e1 + 2e∞. Representa o ponto (2, 0, 0) ∈ R3;

• Esfera contendo a origem com centro em (1, 0, 0) ∈ R3 e raio unitário: 𝑆*
1 = e0 + e1;

• Esfera com centro em (2, 0, 0) ∈ R3, com raio unitário: 𝑆*
2 = e0 + 2e1 + 3

2
e∞;

• Plano contendo a origem: Π*
1 = e1 +e2 ⊗e3. Representa um plano que passa pela origem;

e

• Plano não contendo a origem: Π*
2 = e3 + e∞. Representa o plano com normal e3 e que

dista 1 da origem.

Tabela Resumo de Objetos

Objeto Representação Direta Representação Dual
Reta 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ e∞ Π*

1 ∧ Π*
2

Plano 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 ∧ e∞ n + ℎe∞

Esfera 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 ∧ 𝑃4 𝐶 ⊗ 0.5r2e∞

Circunferência 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 𝑆*
1 ∧ 𝑆*

2

Equações [20] 𝑃 ∧ (. . . ) = 0 𝑃 ≤ (. . . ) = 0

Tabela 4.2: Representações no Espaço Conforme (Direta e Dual)

4.5 A Álgebra Geométrica no Espaço Conforme

Para estudarmos a Álgebra Geométrica, considerada no Espaço Conforme, vamos introduzir
o produto geométrico neste espaço. Para 𝑖, 𝑗 ∈ ¶1, 2, 3♢, temos:

e2
0 = e2

∞ = 0; e0e∞ + e∞e0 = ⊗2; eie∞ + e∞ei = eie0 + e0ei = 0; (4.5.1)

E, como antes:
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e2
i = 1 e eiej = ⊗ejei

As equações 4.5.1 justiĄcam-se por:

e2
0 = e0e0 = e0 ≤ e0 + e0 ∧ e0 = 0. Da mesma forma: e2

∞ = 0. Temos, ainda:

e0e∞ + e∞e0 = ⊗2, pois: e0e∞ + e∞e0 = (e0 ≤ e∞ + e0 ∧ e∞) + (e∞ ≤ e0 + e∞ ∧ e0) =
(e0 ≤ e∞) + (e∞ ≤ e0) + (e0 ∧ e∞ + e∞ ∧ e0) = (⊗1) + (⊗1) + (0) = ⊗2, e também:

eie0 + e0ei = 0, pois: eie0 + e0ei = (ei ≤ e0 + ei ∧ e0) + (e0 ≤ ei + e0 ∧ ei) = (ei ≤ e0) + (e0 ≤ ei) +
(ei ∧ e0 + e0 ∧ ei) = 0 + 0 + (0) = 0, e da mesma forma: eie∞ + e∞ei = 0.

Os vetores e0 e e∞ são ambos anticomutativos com ei. Por exemplo, para e0, temos:
e0ei = e0 ≤ ei + e0 ∧ ei = e0 ∧ ei = ⊗ei ∧ e0 = ⊗eie0. O mesmo acontece com e∞.

Com estas relações, podemos calcular o produto geométrico e outras relações. Sendo os
pontos 𝑋 e 𝑌 , pontos do espaço conforme, e x, y ∈ R3, como visto em 4.4.4, ou seja:

𝑋 = 𝑥0e0 + x + 𝑥∞e∞

e
𝑌 = 𝑦0e0 + y + 𝑦∞e∞,

teremos:

a) 𝑋𝑌 = (𝑥0e0 + x + 𝑥∞e∞)(𝑦0e0 + y + 𝑦∞e∞) =
(𝑦0x ⊗ 𝑥0y)e0 + xy + 𝑥0𝑦∞e0e∞ + 𝑥∞𝑦0e∞e0 + (𝑦∞x ⊗ 𝑥∞y)e∞.

b) 𝑋 ≤ 𝑌 = 1
2
(𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋), pois:

𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋 = (𝑦0x ⊗ 𝑥0y + 𝑥0y ⊗ 𝑦0x)𝑥0 + xy + yx + (𝑥0𝑦∞ + 𝑦0𝑥∞)e0e∞ + (𝑥∞𝑦0 +
𝑦∞𝑥0)e∞e0 + (𝑦∞x ⊗ 𝑥∞y + 𝑥∞y ⊗ 𝑦∞x)e∞ ⇒
𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋 = xy + yx + 𝑥0𝑦∞(e0e∞ + e∞e0) + 𝑦0𝑥∞(e0e∞ + e∞e0) = 2(x ≤ y) ⊗ 2𝑥0𝑦∞ ⊗
2𝑦0𝑥∞ ⇒
𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋 = 2(𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3 ⊗ 𝑥0𝑦∞ ⊗ 𝑦0𝑥∞) = 2(𝑋 ≤ 𝑌 ) ⇒ (𝑋 ≤ 𝑌 ) = 1

2
(𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋).

c) 𝑋 ∧ 𝑌 = 1
2
(𝑋𝑌 ⊗ 𝑌 𝑋). Demonstração:

𝑋𝑌 ⊗ 𝑌 𝑋 = (𝑦0x ⊗ 𝑥0y ⊗ 𝑥0y + 𝑦0x)e0 + xy ⊗ yx + (𝑥0𝑦∞ ⊗ 𝑦0𝑥∞)e0e∞ + (𝑥∞𝑦0 ⊗
𝑦∞𝑥0)e∞e0 + (𝑦∞x ⊗ 𝑥∞y ⊗ 𝑥∞y + 𝑦∞x)e∞ ⇒
𝑋𝑌 ⊗ 𝑌 𝑋 = 2𝑦0xe0 ⊗ 2𝑥0ye0 + 2x ∧ y + 2𝑦∞xe∞ ⊗ 2𝑥∞ye∞ + (𝑥0𝑦∞ ⊗ 𝑦0𝑥∞)e0e∞ +
(𝑥∞𝑦0 ⊗ 𝑦∞𝑥0)e∞e0.
Agora, usaremos o fato de que xe0 = x ≤ e0 + x ∧ e0 = x ∧ e0 e, da mesma forma,
ye0 = y ∧ e0, xe∞ = x ∧ e∞ e ye∞ = y ∧ e∞.
Usaremos, também, o fato de que e0e∞ = e∞e0+2e0∧e∞, pois e0e∞ = e0 ≤e∞+e0∧e∞ =
e∞ ≤ e0 ⊗ e∞ ∧ e0 = e∞ ≤ e0 + e∞ ∧ e0 ⊗ 2e∞ ∧ e0 = e∞e0 + 2e0 ∧ e∞.
Continuando, teremos: 𝑋𝑌 ⊗𝑌 𝑋 = 2𝑦0x∧e0 ⊗2𝑥0y∧e0 +2x∧y+2𝑦∞x∧e∞ ⊗2𝑥∞y∧
e∞ + 2(𝑥0𝑦∞ ⊗ 𝑦0𝑥∞)e0 ∧ e∞ ⇒
𝑋𝑌 ⊗𝑌 𝑋 = 2(𝑥0e0∧y+𝑥0𝑦∞e0∧e∞+𝑦0x∧e0+x∧y+𝑦∞x∧e∞+𝑥∞𝑦0e∞∧e0+𝑥∞e∞∧y).
Esta última expressão entre parênteses é exatamente igual a 𝑋 ∧ 𝑌 , pois: 𝑋 ∧ 𝑌 =
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(𝑥0e0 + x + 𝑥∞e∞)(𝑦0e0 + y + 𝑦∞e∞) = 𝑥0e0 ∧ y + 𝑥0𝑦∞e0 ∧ e∞ + 𝑦0x ∧ e0 + x ∧ y +
𝑦∞x ∧ e∞ + 𝑥∞𝑦0e∞ ∧ e0 + 𝑥∞e∞ ∧ y, o que conĄrma ser 𝑋 ∧ 𝑌 = 1

2
(𝑋𝑌 ⊗ 𝑌 𝑋).

d) Se Ązermos 𝑋𝑌 = 𝑋 ≤ 𝑌 + 𝑋 ∧ 𝑌 , obteremos o mesmo resultado de a), ou seja, a
equação fundamental ( 3.1.3 ) da álgebra geométrica vale também para os vetores no
espaço conforme.

e) 𝑋2 = 𝑋 ≤ 𝑋 + 𝑋 ∧ 𝑋 = 𝑋 ≤ 𝑋 = ‖𝑋‖2.

f) Um vetor, 𝑋 por exemplo, anticomuta com e0 e com e∞, pois, por exemplo:
𝑋e0 = 𝑋 ≤ e0 + 𝑋 ∧ e0 = 𝑋 ∧ e0 = ⊗e0 ∧ 𝑋 = ⊗e0 ≤ 𝑋 ⊗ e0 ∧ 𝑋 = ⊗e0𝑋.

4.6 Operações Geométricas

Com a álgebra geométrica no espaço conforme (AGC), podemos realizar diversas operações
importantes com os objetos geométricos já estudados, tais como rotação, translação, reĆexão,
dilatação e inversão. Estas operações utilizam-se de versores, como vimos em 3.1.32. Neste
trabalho, será mostrada a operação de rotação, que será bastante utilizada.

4.6.1 Rotações

No capítulo anterior, na seção que trata de rotações, vimos que se aplicarmos o rotor

𝑅 = cos

⎠
𝜃

2

⎜
⊗ B̂ sen

⎠
𝜃

2

⎜

na expressão 𝑅v𝑅̃, estaremos aplicando uma rotação ao vetor v, de um ângulo 𝜃, no plano que
contém B̂.

Na AGC, se tomarmos um vetor com a expressão 𝑃 = e0 + x + 1
2
‖x‖2e∞ e aplicarmos a

operação 𝑅𝑃𝑅̃ também obteremos uma rotação:

Vejamos agora o efeito da operação, se aplicada à origem e0:

𝑅e0
̃︀𝑅 = exp

⎞
⊗ θ

2
ŵ
⎡

e0 exp
⎞

θ
2
ŵ
⎡

= (cos θ
2

⊗ ŵ sen θ
2
)e0(cos θ

2
+ ŵ sen θ

2
) =

cos2 θ
2
e0 + cos θ

2
sen θ

2
e0ŵ ⊗ cos θ

2
sen θ

2
ŵe0 ⊗ sen2 θ

2
ŵ2 = e0(cos2 θ

2
+ sen2 θ

2
) = e0, ou seja, o

efeito é nenhum:
𝑅e0

̃︀𝑅 = e0.

Pode-se veriĄcar, da mesma forma, que:

𝑅e∞
̃︀𝑅 = e∞.

Aplicando o rotor, Ąnalmente, ao ponto 𝑃 = e0 + x + 1
2
‖x‖2e∞, obteremos:

𝑅(e0 + x + 1
2
‖x‖2e∞) ̃︀𝑅 = 𝑅e0

̃︀𝑅 + 𝑅x ̃︀𝑅 + 1
2
‖x‖2𝑅e∞

̃︀𝑅 = e0 + 𝑅x ̃︀𝑅 + 1
2
‖x‖2e∞ =
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e0 + 𝑅x ̃︀𝑅 + 1
2
‖𝑅x ̃︀𝑅‖2e∞, ou seja:

e0 + x +
1
2

‖x‖2e∞ ⊃ e0 + 𝑅x ̃︀𝑅 +
1
2

‖𝑅x ̃︀𝑅‖2e∞,

o que signiĄca que o efeito da rotação é levar o ponto da posição x para a posição 𝑅x ̃︀𝑅.
[20]

Observação sobre sinal em rotores

O que acontece se, na expressão do rotor, trocarmos o sinal? A resposta a esta pergunta
podemos encontrar em [33]: se utilizamos 𝑅 = exp

⎞
⊗ θ

2
B̂
⎡

= cos
⎞

θ
2

⎡
⊗ B̂ sen

⎞
θ
2

⎡
teremos uma

rotação no sentido matematicamente positivo de valor 𝜃, ou seja, no sentido anti-horário, em
relação ao eixo B̂

*
.

Se trocarmos o sinal, ou seja, se utilizarmos 𝑅 = exp
⎞

θ
2
B̂
⎡

= cos
⎞

θ
2

⎡
+ B̂ sen

⎞
θ
2

⎡
o efeito

será o oposto, ou seja, a rotação ocorrerá no sentido horário.
A decisão de usar um ou outro sinal dependerá do efeito que se deseja.
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Capítulo 5

Geometria de Distâncias

5.1 Introdução

Geometria de Distâncias (GD) é um ramo relativamente novo da matemática e que se ocupa
em Şdeterminar um conjunto de pontos em um dado espaço geométrico, cujas distâncias, entre
alguns deles, são conhecidas.Ť [23]

Sua origem remonta aos trabalhos em geometria de Menger, em 1928 [30], resultados estes
que foram compilados e apresentados por Blumenthal em 1953, dando origem à GD [6, 27].

O problema fundamental com que a geometria de distâncias lida pode ser deĄnido como
[22, 27]:

DeĄnição: O Problema de Geometria de Distâncias (PGD): Dado um inteiro 𝐾 > 0
e um grafo simples 𝐺 = (𝑉, 𝐸, 𝑑) conectado e cujas arestas são ponderadas por uma função não
negativa 𝑑 : 𝐸 ⊃ R+, determinar se existe uma função 𝑥 : 𝑉 ⊃ RK tal que:

∀ ¶𝑢, 𝑣♢ ∈ 𝐸, ‖𝑥(𝑢) ⊗ 𝑥(𝑣)‖= 𝑑(𝑢, 𝑣). (5.1.1)

Isto signiĄca que devemos achar 𝑥 de tal forma que cada aresta ¶𝑢, 𝑣♢ do grafo 𝐺 que co-
necta vértices 𝑢 e 𝑣, distantes 𝑑(𝑢, 𝑣) entre si, obedeça à relação ‖𝑥(𝑢) ⊗ 𝑥(𝑣)‖ estabelecida
por 𝑥. A função 𝑥 é chamada de ŞrealizaçãoŤ de 𝐺 em RK , e se ela satisĄzer 5.1.1, é uma
Şrealização válidaŤ. [27]

A deĄnição do PGD suporta diversas métricas, variados espaços, inclusive os não euclidi-
anos e em diversas dimensões, e possui várias aplicações tais como robótica, nanotecnologia,
astronomia, bioquímica, entre outras [5, 32]. Em geral, são considerados os casos em que 𝐾 = 2
ou 𝐾 = 3, mas todos os resultados podem ser estendidos para RK [23]. Neste trabalho, iremos
considerar problemas associados à estrutura de moléculas no R3. Além disto, assumiremos a
norma euclidiana e o produto interno usual.
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5.2 Solução do Problema de Geometria de Distâncias
(PGD)

Utilizando a norma euclidiana no PGD, para 𝐾 = 3, por exemplo, sendo 𝑥u = (𝑥u1, 𝑥u2, 𝑥u3)
e 𝑥v = (𝑥v1, 𝑥v2, 𝑥v3), temos as seguintes equações:

⎯⎸⎸⎷
3∑︁

i=1

(𝑥ui ⊗ 𝑥vi)2 = 𝑑uv, ∀¶𝑢, 𝑣♢ ∈ 𝐸. (5.2.1)

Ou seja, temos um sistema de equações quadráticas com 3♣𝑉 ♣ variáveis e ♣𝐸♣ equações
[23]. Resolver este sistema quadrático diretamente não é uma boa estratégia [23], bem como
resolvê-lo numericamente [23], [27].

A forma clássica de resolver o PGD é minimizando a função [3, 23, 24]:

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥n) =
∑︁

¶i,j♢∈E

⎞
‖𝑥i ⊗ 𝑥j‖2⊗𝑑2

i,j

⎡2
, (5.2.2)

com 𝑥i ∈ RK , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, expressão que engloba todas as equações encontradas em 5.2.1.
A solução para isto é encontrar o mínimo global da função, dentre os vários mínimos locais
existentes, tarefa nem sempre simples de se realizar [25].

Número de soluções do PGD e Complexidade Computacional

O conjunto solução de um PGD pode ser vazio, Ąnito ou inĄnito não enumerável [23].

O PGD é um problema NP-completo para 𝐾 = 1 e NP-difícil para 𝐾 > 2 [23].

5.3 Incertezas

Para o problema que trataremos nesta tese, e que será estudado deste ponto em diante,
relacionado ao cálculo de estruturas moleculares, utilizamos dados obtidos na química, que nos
fornece a distância entre átomos unidos por ligações covalentes e ângulos planos formado por
duas ligações consecutivas (dados esses considerados precisos) e distâncias obtidas por meio
de Ressonância Magnética Nuclear (RMN), experimento altamente soĄsticado, com o uso do
qual Kurt Würthrich (1938- ) recebeu o Prêmio Nobel de Química de 2002 ao desenvolver um
método para determinação de distâncias entre átomos próximos, ainda que não ligados cova-
lentemente, em macromoléculas biológicas em solução.

Ocorre que os dados obtidos por meio de RMN são representados por intervalos de números
reais que contém o valor correto associado. Mais precisamente, os experimentos de RMN
fornecem apenas os limites superiores destes intervalos, já que os limites inferiores podem
ser obtidos usando conhecimentos de química [25]. Estes dados representados por intervalos
constituem as incertezas que serão tratadas neste trabalho.
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5.4 O Problema Discretizável de Geometria de Distân-
cias Moleculares - PDGDM

Podemos recorrer à Geometria de Distâncias para estudar a estrutura de uma molécula,
particularmente a de proteína. Esse estudo vem sendo realizado com bastante sucesso e pode
ser consultado nos documentos de referência [12], [22], [23] e [27]. A Ąnalidade da presente tese
é dar continuidade a esta pesquisa, contribuindo para o seu aprofundamento. Nela, trabalha-
remos com a Geometria de Distâncias e com a Álgebra Geométrica.

Para obtermos as distâncias entre átomos de uma molécula de proteína recorremos, inicial-
mente, às características químicas e estruturais da mesma, que são de fundamental importância
[3]. As distância entre átomos ligados por ligações covalentes são conhecidas. Atualmente, a
utilização de Ressonância Magnética Nuclear (RMN) [40] permite serem estimadas as distân-
cias entre átomos próximos, mesmo os não ligados por ligações químicas. Portanto, os átomos
de hidrogênio, que não se ligam entre si nas moléculas, podem ter as distâncias medidas, desde
que atendam às restrições de distância da RMN, de cerca de 5 angstroms [25].

O estudo combinatório PGD requer uma ŞordemŤ nos vértices do grafo associado. Para
o caso especial do estudo da estrutura das proteínas, usando as informações de distâncias
disponíveis, faz-se necessário que se conheçam as distâncias de cada vértice, a partir do quarto,
para os três predecessores imediatos. Tal classe de instâncias do PGD recebe o nome especial
de Problema Discretizável de Geometria de Distâncias Moleculares (PDGDM) [[3], [9], [22]].
Vejamos a sua deĄnição [[1],[23], [24]]:

DeĄnição - PDGDM

Considere o Grafo 𝐺 = (𝑉, 𝐸, 𝑑) de um PGD com 𝐾 = 3 e uma ordem em V, denotada por
𝑣1, ≤ ≤ ≤ , 𝑣n, tal que:

1. Existe uma realização válida para 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3;

2. Para todo 𝑣i, 𝑖 = 4, . . . , 𝑛, existem 3 vértices imediatamente anteriores 𝑣i⊗3, 𝑣i⊗2, 𝑣i⊗1,
com

¶¶𝑣i⊗3, 𝑣i♢, ¶𝑣i⊗2, 𝑣i♢, ¶𝑣i⊗1, 𝑣i♢♢ ⊆ 𝐸; e

3. A desigualdade triangular estrita é observada, isto é: 𝑑vi−3,vi−2
+ 𝑑vi−2,vi−1

> 𝑑vi−3,vi−1
.

Existe uma função 𝑥 : 𝑉 ⊃ R3 tal que ∀¶𝑣i, 𝑣j♢ ∈ 𝐸, ‖𝑥vi
⊗ 𝑥vj

‖= 𝑑vivj
?

Observe que, neste caso, qualquer conjunto ¶𝑣i⊗3, 𝑣i⊗2, 𝑣i⊗1, 𝑣i♢ é uma ŞcliqueŤ, ou seja, um
grafo completo (aquele que possui todas as arestas possíveis).

Algumas considerações sobre a deĄnição acima [3, 23]:

• A primeira condição, de haver uma realização válida para os três primeiros átomos, ga-
rante que excluiremos soluções congruentes obtidas por meio de rotação e translação.

• A segunda propriedade fornece uma estrutura combinatorial ao espaço de busca.
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determinamos a esfera 𝑆3,4, com centro em 𝑥3 e raio 𝑑3,4, em cuja superfície o ponto 𝑥4 se
encontra. Em seguida, fazendo:

‖𝑥2 ⊗ 𝑥4‖= 𝑑2,4,

determinamos outra esfera, 𝑆2,4, de raio 𝑑2,4 e centro 𝑥2, onde também iremos encontrar o ponto
𝑥4. Então o ponto está na circunferência 𝐶4, interseção destas duas esferas.

Por Ąm, supondo a distância 𝑑1,4 como exata, determinamos uma outra esfera, 𝑆1,4, com
centro em 𝑥1 e distância 𝑑1,4:

‖𝑥1 ⊗ 𝑥4‖= 𝑑1,4.

Tendo em vista que os centros das três esferas são não-colineares, esta última esfera determina
dois pontos em 𝐶4 (vide Ągura 5.15). Escolhamos um dos pontos assim determinados, digamos,
𝑥1

4.
A partir desta escolha para o quarto átomo temos dois ramos que podemos escolher para

prosseguirmos na nossa pesquisa por uma solução, agora para o quinto átomo.
Vamos supor agora que, na procura para a posição deste quinto átomo, após termos deĄnido

a posição dos quatro primeiros e qual ramo seguir a partir do quarto, nós tenhamos os pontos
todos obedecendo às condições do PDGDM e disponhamos das seguintes distâncias:

• Distâncias exatas: 𝑑3,5 e 𝑑4,5.

• Distância intervalar: 𝑑2,5.

• Distância de poda: 𝑑1,5, também intervalar.

Usando procedimento análogo ao anterior, determinamos as esferas, 𝑆3,5 e 𝑆4,5, respectiva-
mente por meio de:

‖𝑥3 ⊗ 𝑥5‖= 𝑑3,5

‖𝑥4 ⊗ 𝑥5‖= 𝑑4,5

Estas duas esferas determinam, em sua intersecção, a circunferência 𝐶5. Em seguida, usamos
a distância 𝑑2,5 ∈ [𝑑2,5, 𝑑2,5], intervalar. Usando os raios menor e maior, respectivamente 𝑑2,5 e
𝑑2,5, teremos, respectivamente, as esferas 𝑆2,5 e 𝑆2,5:

‖𝑥2 ⊗ 𝑥5‖= 𝑑2,5

‖𝑥2 ⊗ 𝑥5‖= 𝑑2,5

Estas duas esferas, concêntricas em 𝑥2, determinam, em 𝐶5, dois arcos, 𝒜251 e 𝒜252, onde
𝑥5 poderá ser encontrado. Vide Ągura (5.7).
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𝑍5 = 𝑋3 ∧ 𝑋4 ∧ e∞ é a reta que passa por 𝑋3 e 𝑋4.

Se temos 𝑋4(Ú4) = 𝑅4𝑋
1
4 𝑅̃4, por exemplo, e o quinto átomo sofre uma rotação de Ú5 dentro

de seu arco, a partir de 𝑋1
5 , por exemplo, então podemos aĄrmar que [3]:

𝑋5 = 𝑅5𝑅4𝑋
1
5 𝑅̃4𝑅̃5, 0 6 Ú4 6 ã4, 0 6 Ú5 6 ã5, (5.4.9)

pois o posicionamento de 𝑋5 vai depender diretamente do de 𝑋4.
VeriĄcando os átomos anteriores ao 𝑋5 sabemos que os átomos 𝑋1, 𝑋2 e 𝑋3 são Ąxos e o

quarto átomo, 𝑋4, é móvel, o que afeta a esfera 𝑆(𝑋4, 𝑑4,5), ou 𝑆4,5, tornando esta uma Şesfera
móvelŤ, bem como afeta também o eixo 𝑍5, que Ąca deslocado. Considerando o átomo 𝑋4

posicionado em 𝑋1
4 teremos [2]:

• 𝑍5 = 𝑅4(𝑋3 ∧ 𝑋1
4 ∧ e∞)𝑅4

• 𝑅5 = cos λ5

2
⊗ 𝑍*

5 senλ5

2
, com 0 6 Ú5 6 ã5

• 𝑋5(Ú4, Ú5) = 𝑅5𝑅4𝑋
1
5 𝑅4𝑅5

onde 𝑋5 sofreu somente a transformação local dada por 𝑅5. [2]
O posicionamento do sexto átomo segue o mesmo raciocínio, só que agora, dos três áto-

mos predecessores do sexto, somente o átomo 𝑋3 encontra-se em uma posição Ąxa. Teremos,
portanto:

• 𝑍6 = 𝑅5𝑅4(𝑋1
4 ∧ 𝑋1

5 ∧ e∞)𝑅4𝑅5

• 𝑅6 = cos λ6

2
⊗ 𝑍*

6 senλ6

2
, com 0 6 Ú6 6 ã6

• 𝑋6(Ú4, Ú5, Ú6) = 𝑅6𝑅5𝑅4𝑋
1
6 𝑅4𝑅5𝑅6.

Para concluir, temos o sétimo átomo, cujos três predecessores não possuem posição Ąxa.
Temos, para ele:

• 𝑍7 = 𝑅6𝑅5𝑅4(𝑋1
5 ∧ 𝑋1

6 ∧ e∞)𝑅4𝑅5𝑅6

• 𝑅7 = cos λ7

2
⊗ 𝑍*

7 senλ7

2
, com 0 6 Ú7 6 ã7; e

• 𝑋7(Ú4, Ú5, Ú6, Ú7) = 𝑅7𝑅6𝑅5𝑅4𝑋
1
7 𝑅4𝑅5𝑅6𝑅7 [2]

Logicamente, se algum átomo anterior não for afetado por um rotor, este não entrará nos
cálculos para o eixo e posições dos átomos subsequentes a ele.

Generalizando, conforme podemos veriĄcar em [3], obtemos:

𝐶i = 𝑆i⊗2,i ∧ 𝑆i⊗1,i, (5.4.10)

circunferência onde iremos encontrar o átomo 𝑖,

𝑋i(Ú4 . . . Úi) = (𝑅i . . . 𝑅4)𝑋b
i (𝑅̃4 . . . 𝑅̃i), (5.4.11)
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Com isto, podemos reescrever a equação acima como:

𝑋 = 𝑐2𝑃 + 2𝑐𝑠(𝑃 ≤ 𝑍) ⊗ 𝑠2𝑍𝑃𝑍. (5.4.13)

Se 𝑐 = 0, ou seja, cos
⎞

λ
2

⎡
= 0, então Ú = Þ. Considerando 𝑐 ̸= 0, e fazendo 𝑡 = tg

⎞
λ
2

⎡
,

teremos:

𝑋

𝑐2
= 𝑃 + 2𝑡(𝑃 ≤ 𝑍) ⊗ 𝑡2𝑍𝑃𝑍.

Agora, fazendo o produto interno pelo próprio 𝑋, lembrando que 𝑋 ≤ 𝑋 = 0, pois 𝑋 está
no cone nulo, teremos:

⊗[𝑋 ≤ (𝑍𝑃𝑍)]𝑡2 + 2[𝑋 ≤ (𝑃 ≤ 𝑍)]𝑡 + 𝑋 ≤ 𝑃 = 0, (5.4.14)

expressão que é uma equação do segundo grau em 𝑡, que pode nos fornecer até dois valores
para 𝑡 = tg

⎞
λ
2

⎡
.

Resolvendo λ
2

= arctg(𝑡), devemos ter ⊗π
2

< λ
2

< π
2

⇒ ⊗Þ < Ú < Þ, ou seja, temos os
valores de Ú para obter todos os pontos da circunferência, exceto Ú = Þ, que já Ącara de fora,
pela restrição que impusemos acima, para cos

⎞
λ
2

⎡
̸= 0.

Se as raízes de 5.4.14 forem imaginárias, a solução é vazia ou Ú = Þ, que deve ser testado em
𝑅𝑃𝑅̃. Se forem duas raízes iguais, o Ú assim obtido será o valor procurado. Se obtivermos dois
valores, Ú1 e Ú2, devemos testá-los em 𝑅𝑃𝑅̃ e ver qual dos dois valores fornece 𝑋, e teremos o
valor buscado.

Devemos ressaltar, ainda, que na equação 5.4.14 o termo 𝑋 ≤ (𝑃 ≤𝑍) só será igual a 0 quando
𝑋 = 𝑃 , ou seja, para Ú = 0, pois 𝑋 ≤ (𝑃 ≤𝑍) = (𝑋 ∧𝑃 ) ≤𝑍 [14]. Como consequência, para Ú ̸= 0
teremos sempre valores não simétricos para tg

⎞
λ
2

⎡
e, portanto, valores não simétricos para Ú

assim obtidos.

Podemos obter outra equação útil na procura e determinação de Ú. Basta, para isto, efetu-
armos o produto interno de ambos os lados da equação 5.4.13 por 𝑃 :

𝑋 = 𝑐2𝑃 + 2𝑐𝑠(𝑃 ≤ 𝑍) ⊗ 𝑠2𝑍𝑃𝑍 ⇒ 𝑃 ≤ 𝑋 = 𝑐2(𝑃 ≤ 𝑃 ) + 2𝑐𝑠[𝑃 ≤ (𝑃 ≤ 𝑍)] ⊗ 𝑠2[𝑃 ≤ (𝑍𝑃𝑍)] ⇒
𝑃 ≤ 𝑋 = ⊗𝑠2[𝑃 ≤ (𝑍𝑃𝑍)] ⇒

sen2

⎠
Ú

2

⎜
= ⊗ 𝑃 ≤ 𝑋

𝑃 ≤ (𝑍𝑃𝑍)
. (5.4.15)

Esta equação fornece, por exemplo: sen2
⎞

λ
2

⎡
= 𝑘2, 𝑘 ∈ [⊗1, 1], de onde sen

⎞
λ
2

⎡
= ∘𝑘 ⇒

sen
⎞

λ
2

⎡
= 𝑘 ou sen

⎞
λ
2

⎡
= ⊗𝑘. Resolvendo, vamos ter:

⎞
λ
2

⎡
= arcsen𝑘 ou

⎞
λ
2

⎡
= arcsen(⊗𝑘),

com ⊗π
2
6 λ

2
6 π

2
⇒ ⊗Þ 6 Ú 6 Þ.

Como a função seno é ímpar teremos dois valores simétricos como solução, dos quais apenas
um será o que resolve 𝑋 = 𝑅𝑃𝑅̃.
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Concluímos que, se não houver interseção entre todos os arcos, inicial e os de poda, o arco
𝒜0 é eliminado. Se houver interseção entre estes eles, a interseção obtida é o arco reduzido,
onde o átomo pode ser encontrado.

3) O caso do átomo 𝑖, com 𝑛 distâncias de poda:

No caso de haver 𝑛 distâncias de poda podemos racionar como sendo uma generalização
dos casos anteriores, ou seja: se não houver interseção entre o arco original, 𝒜0, e todos os
arcos gerados pelas distâncias de poda, 𝒫1 ≤ ≤ ≤ 𝒫n, o arco original deve ser eliminado. Caso haja
interseção entre todos os arcos, o átomo será localizado justamente nesta interseção, ou seja
em:

𝒜n = 𝒜0 ∩ 𝒫1 ≤ ≤ ≤ ∩ 𝒫n.

Método para veriĄcar existência de interseção de arcos:

Se considerarmos os arcos como sendo:

𝒜0 ∈ [Ú0, Ú′
0], 𝒫1 ∈ [Ú1, Ú′

1], . . . , 𝒫n ∈ [Ún, Ú′
n],

haverá interseção entre eles se: max(Új) 6 min(Ú′
j), para 𝑗 = 0 . . . 𝑛 e não haverá interseção

entre eles, caso contrário. Tendo em vista isto, propomos o algoritmo a seguir.

5.4.11 Algoritmo para redução ou eliminação de arco:

Entrada: Valores de ângulos maiores e menores de 𝒜0, 𝒫1 . . . 𝒫n.
Saída: Arco reduzido 𝒜n, fornecido pelos seus ângulos delimitantes, ÚL e ÚU , ou eliminação

do arco 𝒜0.

(1) % Inicializar as variáveis.

Ű Crie uma matriz ARCOS (𝑛 + 1, 2), em que cada linha possui os ângulos de 𝒜0,
𝒫1 . . . 𝒫n, sendo a primeira coluna com o menor ângulo e a segunda, com o maior
ângulo de cada arco.

(2) Faz a comparação dos ângulos, maior e menor, de todos os arcos.

Ű ÚL = max(ARCOS(:, 1)) % Acha o maior valor entre todos os menores ângulos
de cada arco e lhe atribui o nome ÚL.

Ű ÚU = min(ARCOS(:, 2)) % Acha o menor valor entre todos os maiores ângulos
de cada arco e lhe atribui o nome ÚU .

(3) VeriĄca se há interseção entre os arcos e Ąnaliza o algoritmo.

Ű Se ÚL 6 ÚU , então 𝒜n = [ÚL, ÚU ], FIM.

Ű Senão: 𝒜0 é eliminado. FIM.



100

Capítulo 6

Exemplo de Aplicação

6.1 Introdução

As contribuições desta tese são teóricas. Entretanto, apresentamos neste capítulo um exem-
plo prático do que foi tratado ao longo do trabalho. Trata-se do caso hipotético de uma
pequena molécula, de sete átomos, na qual as distâncias são estipuladas dentro dos limites em
que ocorrem na realidade.

6.2 Considerações Iniciais

Seguindo as condições do PDGDM, os três primeiros átomos estão Ąxados nas posições, em
R3:

• x1 = (0, 0, 0);

• x2 = (⊗1, 0, 0);

• x3 = (⊗3/2,
√

3/2, 0).

Neste exemplo Ąctício, as distâncias estabelecidas entre os átomos são as constantes da
tabela de dupla entrada abaixo:

1 2 3 4 5 6 7
1 * 1

√
3 2.15 [2.45,2.55] * [4.15,4.22]

2 1 * 1
√

3 [2.2, 2.6] * [3.95,4.03]
3

√
3 1 * 1

√
3 [2.4, 2.6] [3.12,3.28]

4 2.15
√

3 1 * 1
√

3 [2.2,2.4]
5 [2.45,2.55] [2.2, 2.6]

√
3 1 * 1

√
3

6 * * [2.4, 2.6]
√

3 1 * 1
7 [4.15,4.22] [3.95,4.03] [3.12,3.28] [2.2,2.4]

√
3 1 *

(6.2.1)

Analisando as distâncias disponíveis na tabela podemos veriĄcar que as distâncias 𝑑1,5, 𝑑1,7,
𝑑2,5, 𝑑2,7, 𝑑3,6, 𝑑3,7 e 𝑑4,7 são intervalares e as demais, precisas. As distâncias 𝑑1,5, 𝑑1,7, 𝑑2,7 e
𝑑3,7 são de poda
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6.3 Solução com Álgebra Geométrica Conforme

Podemos utilizar, para efetuar os cálculos, o software CLUCalc, que é adequado para a
Álgebra Geométrica Conforme. No livro [33], encontramos as instruções para a utilização do
referido programa. É possível, também, utilizar o software Mathematica, lançando mão do
pacote CGA5Package, apresentado em [21], que foi desenvolvido pelos autores para estudos de
origami, mas que se presta para nosso propósito.

Usaremos para este Ąm as fórmulas já citadas anteriormente, em especial:

• Ponto: 𝑝 = e0 + x +
1
2

‖x‖2e∞ ∈ Rn+1,1, (4.4.6);

• Esfera: 𝑆* = 𝑐 ⊗ 1
2
r2e∞, (4.4.9);

• Circunferência obtida por interseção de duas esferas: 𝐶* = 𝑆*
1 ∧ 𝑆*

2 , (4.4.12);

• Par de pontos: 𝑃𝑝* = 𝑆*
1 ∧ 𝑆*

2 ∧ 𝑆*
3 , 4.4.13, para determinação do par de pontos e

𝑃∘ =
𝑃𝑝 ∘ √

𝑃𝑝 ≤ 𝑃𝑝

⊗e∞ ≤ 𝑃𝑝
, 4.4.15, para a ŞextraçãoŤ de cada ponto.

Observação: A Ąm de facilitar a notação, e considerando que as esferas, neste exemplo,
serão tomadas com os seus duais, omitiremos os asteriscos nas escritas.

6.3.1 Comandos do Mathematica/CGA5Package

Apresentamos abaixo alguns comandos do Mathematica utilizados no pacote CGA5Package,
que vão interessar para que os resultados adiante sejam obtidos:

• Para deĄnir um ponto 𝑝 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3): 𝑝 = Pnt[¶𝑥1, 𝑥2, 𝑥3♢].

• Esfera 𝑆 com centro no ponto 𝑐 e raio 𝑟: 𝑠 = 𝑐 ⊗ 0.5 * 𝑟 * 𝑟 * 𝑤[¶∞♢].

• Para obter-se a circunferência 𝐶, interseção das esferas 𝑆1 e 𝑆2: 𝐶 = OuterProduct[𝑆1, 𝑆2].

• Para obter-se um par de pontos 𝑃𝑝, interseção das esferas 𝑆1, 𝑆2 e 𝑆3: 𝑃𝑝 = OuterProduct[𝑆1, 𝑆2, 𝑆3].

• Para Şretirar-seŤ um ponto 𝑃 , do par de pontos 𝑃𝑝, utilizamos:
𝑞 = CGAProduct[Dual[𝑃𝑝]⊗CGANorm[𝑃𝑝]𝑤[¶♢], CGAInverse[InnerProduct[⊗𝑤[¶∞♢], Dual[𝑃𝑝]]]].
Para o outro ponto, basta trocar o sinal Ş⊗Ť no numerador pelo sinal Ş+Ť.

• Para a expressão de um rotor 𝑅, rotacionando de um ângulo 𝜃, utilizando a reta z como
eixo: 𝑅 = Expand[Cos[𝜃/2] + (Dual[z]/CGANorm[Dual[z]]) * Sin[𝜃/2]]

• Para obter-se o reverso 𝑅̃ do rotor 𝑅, fazemos: 𝑇𝑅 = Reversion[𝑅].

• Para determinar-se um ponto 𝑋 = 𝑅𝑞𝑅̃, fazemos: 𝑋 = CGAProduct[𝑅, 𝑞, 𝑇𝑅]
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5. Tendo o par de pontos 𝑃𝑝2,5 extraímos os pontos:
𝑋3

5 = e0 ⊗ 1.386e1 + 2.525e2 + 0.484e3 + 4.266e∞, e
𝑋4

5 = e0 ⊗ 2.046e1 + 2.144e2 + 1.033e3 + 4.926e∞.

Temos, com os pontos 𝑋1
5 e 𝑋3

5 , o arco 𝒜251 e com os pontos 𝑋2
5 e 𝑋4

5 , o arco 𝒜252,
perfeitamente determinados (Ąg 6.2).

6. Ângulo ã5: Devemos, agora, achar o ângulo ã5, que delimita os arcos. Isto será feito

indiretamente, calculando-se inicialmente o ângulo inscrito,
ã5

2
, utilizando para isto o

produto interno entre os vetores u5 = ⃗𝑋1
5 𝑋2

5 e v5 = ⃗𝑋1
5 𝑋4

5 . Temos, com isso, o valor
ã5 = 1.453 radianos.

7. Eixo 𝑍5: O eixo que servirá para o rotor será dado pela expressão 𝑋3 ∧ 𝑋4 ∧ e∞, já que
passa pela posição dos dois átomos anteriores. Temos, portanto:
𝑍5 = 0.189e01∞ + 0.686e02∞ + 0.702e03∞ ⊗ 1.193e12∞ ⊗ 1.054e13∞ + 0.608e23∞ , e
𝑍*

5 = ⊗0.702e12 + 0, 686e13 ⊗ 0.608e1∞ ⊗ 0, 189e23 ⊗ 1.054e2∞ + 1.193e3∞.

8. Rotor 𝑅5: Devemos, inicialmente, testar o sinal do Rotor. Fazendo:

𝑅5 = cos

⎠
Ú5

2

⎜
⊗ 𝑍*

5 sen

⎠
Ú5

2

⎜

em 𝑋1
5 , com Ú = 1.453 em 𝑅5𝑋

1
5 𝑅̃5 encontraremos o ponto

𝑋 = e0 ⊗ 0.858e1 + 1.29e2 + 1.55e3 + 2.4e∞ ̸= 𝑋3
5 .

Se Ązermos

𝑅5 = cos

⎠
Ú5

2

⎜
+ 𝑍*

5 sen

⎠
Ú5

2

⎜

na mesma operação, acharemos o ponto 𝑋3
5 . Então adotaremos o sinal positivo para o

rotor. Para o arco 𝑋2
5 𝑋4

5 podemos fazer 𝑅5𝑋
2
5 𝑅̃5, com ⊗Ú ou 𝑅̃5𝑋

2
5 𝑅5, com Ú. Por

exemplo, usando Ú = 1.453 em 𝑅̃5𝑋
2
5 𝑅5 vamos obter o ponto 𝑋4

5 , como era de se esperar.

9. A distância 𝑑1,5 é de poda e, portanto, deve ser utilizada para testar os arcos que dispomos
e veriĄcar que partes deles podem ser realmente utilizados no posicionamento do quinto
átomo. Para isto, devemos fazer a interseção da esfera 𝑆(𝑋1, 𝑑1,5) com 𝐶5 e da esfera
𝑆(𝑋1, 𝑑1,5) com 𝐶5:

(a) Interseção: 𝑃𝑝
1,5

= 𝑆(𝑋1, 𝑑1,5)∧𝐶5 = ⊗1.193e012⊗1.053e013⊗3.283e01∞+0.608e023⊗
0.491e02∞ ⊗ 2.108e03∞ + 3.580e12∞ + 3.162e13∞ ⊗ 1.826e23∞, da qual se tiram os
pontos:
𝑋1

15 = e0 ⊗ 0.673e1 + 2.299e2 + 0.513e3 + 3.001e∞ e
𝑋2

15 = e0 ⊗ 1.260e1 + 1.283e2 + 1.664e3 + 3.001e∞.

(b) Interseção: 𝑃𝑝1,5 = 𝑆(𝑋1, 𝑑1,5)∧𝐶5 = ⊗1.193e012⊗1.054e013⊗3.330e01∞+0.608e023⊗
0.663e02∞ ⊗2.284e03∞ +3.879e12∞ +3.425e13∞ ⊗1.978e23∞, da qual se tiram os pon-
tos:
𝑋3

15 = e0 ⊗ 0.795e1 + 2.379e2 + 0.470e3 + 3.251e∞ e
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𝑋4
15 = e0 ⊗ 1.407e1 + 1.317e2 + 1.670e3 + 3.251e∞.

Os pontos 𝑋1
15 e 𝑋3

15 determinam, em 𝐶5, o arco 𝒜151 e os pontos 𝑋2
15 e 𝑋4

15, o arco
𝒜152. Precisamos, agora, veriĄcar a intersecção entre estes arcos e os arcos 𝒜251 e
𝒜252. Onde houver intersecção, o quinto átomo pode ser localizado. Caso contrário,
temos que eliminar a(s) região(s) onde esta não ocorre.

10. Para veriĄcarmos se há interseção entre os arcos, vamos testar inicialmente se existe
alguma entre os arcos 𝒜251 e 𝒜151. Para isto devemos ver qual ângulo Ú deve compor o
rotor 𝑅5 para locarmos o ponto 𝑋1

15 e, depois, qual ângulo Ú deve compor o rotor 𝑅5 para
locarmos o ponto 𝑋3

15. Feito isto, poderemos veriĄcar se há ou não intersecção entre tais
arcos.

• De posse do sistema 5.4.16 e fazendo 𝑋 = 𝑋1
15, 𝑍 = 𝑍*

5 e 𝑃 = 𝑋1
5 , obtemos os

seguintes resultados: ⊗[𝑋 ≤(𝑍𝑃𝑍)] = ⊗1.39, ⊗2[𝑋 ≤(𝑃 ≤𝑍)] = 0.796 (estamos usando
o rotor com o sinal positivo), 𝑋 ≤ 𝑃 = ⊗0.114 e ⊗(𝑃 ≤ 𝑋)/[𝑃 ≤ (𝑍𝑃𝑍)] = 0.0762.
Com isto, montamos o sistema:

∏︁
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

⊗1.39 tg2
⎞

λ
2

⎡
+ 0.796 tg

⎞
λ
2

⎡
⊗ 0.114 = 0

sen2
⎞

λ
2

⎡
= 0.0796.

(6.3.1)

- Na primeira equação do sistema obtemos tg
⎞

λ
2

⎡
= 0.2863 ⇒ λ

2
= 0.2788 ⇒

Ú = 0.558 (aqui consideramos △ ⊃ 0).
- Na segunda equação obtivemos sen

⎞
λ
2

⎡
= ∘0.276 ⇒ λ

2
= ∘0.276 ⇒ Ú = ∘0.559.

- Então, utilizando o valor de Ú = 0.559, solução do sistema, realmente vamos obter
o ponto 𝑋1

15 na operação 𝑅5𝑋
1
5 𝑅̃5, conĄrmando o resultado.

• Para veriĄcar qual o valor do ângulo que fornecerá o ponto 𝑋3
15, façamos, no sistema

5.4.16:𝑋 = 𝑋3
15, 𝑍 = 𝑍*

5 e 𝑃 = 𝑋1
5 , e obteremos o sistema:

∏︁
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

⊗1.31 tg2
⎞

λ
2

⎡
+ tg

⎞
λ
2

⎡
⊗ 0.193 = 0

sen2
⎞

λ
2

⎡
= 0.129.

(6.3.2)

- Na primeira equação do sistema obtemos tg
⎞

λ
2

⎡
= 0.3817 ⇒ λ

2
= 0.3646 ⇒

Ú = 0.7293 (aqui consideramos △ ⊃ 0).
- Na segunda equação obtivemos sen

⎞
λ
2

⎡
= ∘0.3592 ⇒ λ

2
= ∘0.3674 ⇒ Ú =

∘0.7347.
- Então, utilizando o valor de Ú = 0.734, solução do sistema, realmente vamos obter
o ponto 𝑋3

15 na operação 𝑅5𝑋
1
5 𝑅̃5, conĄrmando o resultado.

• Concluímos que para ŞpercorrermosŤ o arco 𝒜151 utilizando o sistema 5.4.16, deve-
mos ter 0.559 6 Ú5 6 0.734, o que signiĄca haver interseção entre 𝒜151 e 𝒜251, que
é delimitado por 0 6 Ú5 6 1.453. A intersecção, neste caso, é o próprio arco 𝒜151.
Utilizando o nosso algoritmo, teríamos: 𝒜0 ∈ [0, 1.453] e 𝒫1 ∈ [0.559, 0.734] e então
ÚL = 0.559 < ÚU = 0.734 e, portanto, 𝒜1 = [0.559, 0.734] = 𝒜151. Vide Ągura 6.3.
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11. Devemos, agora, veriĄcar se existe interseção entre os arcos 𝒜252 e 𝒜152. Para isto devemos
ver qual ângulo Ú deve compor o rotor 𝑅5 para locarmos o ponto 𝑋2

15 e, depois, qual ângulo
Ú deve compor o rotor 𝑅5 para locarmos o ponto 𝑋4

15. Feito isto, poderemos veriĄcar se
há ou não intersecção entre tais arcos.

• Aqui utilizaremos a forma 𝑅̃𝑋2
5 𝑅. De posse do sistema 5.4.16 e fazendo 𝑋 = 𝑋2

15,
𝑍 = 𝑍*

5 e 𝑃 = 𝑋2
5 , obtemos os seguintes resultados: ⊗[𝑋 ≤ (𝑍𝑃𝑍)] = ⊗1.47,

2[𝑋 ≤(𝑃 ≤𝑍)] = ⊗0.429 (estamos usando o rotor com o sinal positivo), 𝑋 ≤𝑃 = ⊗0.0314
e ⊗(𝑃 ≤ 𝑋)/[𝑃 ≤ (𝑍𝑃𝑍)] = 0.0209. Com isto, montamos o sistema:

∏︁
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

⊗1.47 tg2
⎞

λ
2

⎡
⊗ 0.429 tg

⎞
λ
2

⎡
⊗ 0.0314 = 0

sen2
⎞

λ
2

⎡
= 0.0209.

(6.3.3)

- Na primeira equação do sistema obtemos tg
⎞

λ
2

⎡
= ⊗0.1459 ⇒ λ

2
= ⊗0.1449 ⇒

Ú = ⊗0.2898 (aqui consideramos △ ⊃ 0).
- Na segunda equação obtivemos sen

⎞
λ
2

⎡
= ∘0.1446 ⇒ λ

2
= ∘0.1451 ⇒ Ú = ∘0.29.

- Então, utilizando o valor de Ú = ⊗0.29, solução do sistema, realmente vamos obter
o ponto 𝑋2

15 na operação 𝑅̃5𝑋
1
5 𝑅5, conĄrmando o resultado.

• Para veriĄcar qual o valor do ângulo que fornecerá o ponto 𝑋4
15, façamos, no sistema

5.4.16:𝑋 = 𝑋4
15, 𝑍 = 𝑍*

5 e 𝑃 = 𝑋1
5 , e obteremos o sistema:

∏︁
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

⊗1.49 tg2
⎞

λ
2

⎡
⊗ 0.174 tg

⎞
λ
2

⎡
⊗ 0.00504 = 0

sen2
⎞

λ
2

⎡
= 0.00336.

(6.3.4)

- Na primeira equação do sistema obtemos tg
⎞

λ
2

⎡
= ⊗0.0636 e tg

⎞
λ
2

⎡
= ⊗0.0532

obtendo os ângulos Ú1 = ⊗0.127 e Ú2 = ⊗0.1063, respectivamente.
- Na segunda equação obtivemos sen

⎞
λ
2

⎡
= ∘0.058 ⇒ λ

2
= ∘0.058 ⇒ Ú = ∘0.1160.

- Então, utilizando o valor de Ú = ⊗0.11, solução do sistema, realmente vamos obter
o ponto 𝑋4

15 na operação 𝑅̃5𝑋
1
5 𝑅5, conĄrmando o resultado.

• Concluímos que para ŞpercorrermosŤ o arco 𝒜152 utilizando 5.4.16, devemos ter
⊗0.29 6 Ú5 6 ⊗0.11, o que signiĄca não haver interseção entre 𝒜152 e 𝒜252, que
é delimitado por 0 6 Ú5 6 1.453. Utilizando o nosso algoritmo, teríamos: 𝒜0 ∈
[0, 1.453] e 𝒫1 ∈ [⊗0.29, ⊗0.11] e então ÚL = 0 > ÚU = ⊗0.11 signiĄcando não haver
intersecção, portanto 𝒜0 = 𝒜252 deve ser eliminado.

12. A Ągura 6.3 retrata a situação de interseção entre os arcos em 𝐶5. Concluímos que
o ponto 𝑋5 deve ser localizado dentro do arco 𝒜151, por ser esta a região em 𝐶5 que
atende simultaneamente às distâncias 𝑑2,5 e 𝑑1,5. Entre outras palavras, devemos adotar
0.559 6 Ú5 6 0.734
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4. Do par de pontos 𝑃𝑝
3,6

podemos extraímos os pontos
𝑋1

6 = e0⊗0.266e1+2.89e2+0.366e3+4.28e∞ e 𝑋2
6 = e0+0.259e1+1.66e2+1.43e3+2.43e∞.

Já do par de pontos 𝑃𝑝3,6 podemos extraímos os pontos
𝑋3

6 = e0 ⊗0.323e1 +2.93e2 +1.06e3 +4.9e∞ e 𝑋4
6 = e0 ⊗0.034e1 +2.25e2 +1.64e3 +3.88e∞

.

5. A posição local de 𝑋6 vai depender da rotação sofrida dentro do arco em 𝐶6 e provocada

por 𝑅6 = cos

⎠
Ú6

2

⎜
+ 𝑍*

6 sen

⎠
Ú6

2

⎜
, onde 𝑍6 = 𝑅5(𝑋4 ∧ 𝑋5 ∧ e∞)𝑅5 e 𝑧*

6 é o seu dual.

Para deĄnir o sinal do rotor foi efetuado o teste. Temos, portanto:
𝑍*

6 = 0.251e12 + 0.965e13 + 1.067e1∞ ⊗ 0.071e23 + 0.279e2∞ + 1.376e3∞.

6. Determinamos, então, a posição de 𝑋6 como: 𝑋6(Ú5, Ú6) = 𝑅6𝑅5𝑋
1
6 𝑅5𝑅6.

Para este exemplo devemos ter 0 6 Ú6 6 ã6 = 0.823, que é obtido de forma análoga ao
que vimos para a obtenção de ã5. Tomando o valor Ú6 = 0.0 e mantendo o que tínhamos
antes, Ú5 = 0.64, vamos obter o ponto:
𝑋6(0.64, 0.0) = e0 ⊗ 1.14e1 + 3.22e2 + 0.27e3 + 5.8e∞, ou seja, x6 = (⊗1.14, 3.22, 0.27).

6.3.5 Posicionamento do sétimo átomo.

Devemos considerar, para determinarmos a posição do sétimo átomo, que a distância 𝑑4,7

é intervalar, sugerindo a existência de dois arcos de busca em 𝐶7, onde o ponto pode ser
localizado. Além disso, estão disponíveis as distâncias 𝑑1,7, 𝑑2,7 e 𝑑3,7, de poda, que servirão
para ratiĄcar ou retiĄcar posições dentro dos arcos de busca. Vamos considerar, agora, que os
pontos anteriores ao sétimos já estão ŞrealizadosŤ, ou seja, estão em pontos já Ąxados.

1. Começamos por considerar as esferas 𝑆5,7 e 𝑆6,7, tendo em vista que o sétimo átomo está
sobre a intersecção de ambas.

• A esfera 𝑆5,7 tem seu centro sobre o ponto 𝑋5, e o raio é dado pela distância entre
𝑋5 e 𝑋7, que é exata, ou seja, 𝑑5,7 =

√
3. A esfera 𝑆6,7 tem o seu centro sobre 𝑋6 e

raio 𝑑6,7 = 1.

• O ponto estará localizado sobre a circunferência: 𝐶7 = 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7.

2. Os arcos em 𝐶7 são determinados pelas interseções desta com as esferas com centro em
𝑋4. Como a distância 𝑑4,7 ∈ [2.2, 2.4], a esfera 𝑆4,7, de raio 2.2 e 𝑆4,7, de raio 2.4
são as limitantes. Para a menor distância, 𝑑4,7 = 2.2 temos o par de pontos 𝑃𝑝

4,7
=

𝑆4,7 ∧ 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7.

3. Tendo o par de pontos 𝑃𝑝
4,7

extraímos os pontos:
𝑋1

7 = e0 ⊗ 1.68e1 + 3.71e2 + 0.955e3 + 8.74e∞, e
𝑋2

7 = e0 ⊗ 1.71e1 + 3.32e2 ⊗ 0.549e3 + 7.11e∞.

4. Para a maior distância, 𝑑4,7 = 2.4, temos o par de pontos 𝑃𝑝4,7 = 𝑆4,7 ∧ 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7.

5. Tendo o par de pontos 𝑃𝑝4,7 extraímos os pontos:
𝑋3

7 = e0 ⊗ 1.2e1 + 3.93e2 + 0.967e3 + 8.93e∞, e
𝑋4

7 = e0 ⊗ 1.22e1 + 3.51e2 ⊗ 0.683e3 + 7.14e∞.
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Temos, com os pontos 𝑋1
7 e 𝑋3

7 , o arco 𝒜471 e com os pontos 𝑋2
7 e 𝑋4

7 , o arco 𝒜472,
perfeitamente determinados.

6. Ângulo ã7: Devemos, agora, achar o ângulo ã7, que delimita os arcos. Isto será feito

indiretamente, calculando-se inicialmente o ângulo inscrito,
ã7

2
, utilizando para isto o

produto interno entre os vetores u7 = ⃗𝑋1
7 𝑋2

7 e v7 = ⃗𝑋1
7 𝑋4

7 . Temos, com isso, o valor
ã7 = 0.63 radianos.

7. Eixo 𝑍7: O eixo que servirá para o rotor será dado pela expressão 𝑋5 ∧ 𝑋6 ∧ e∞, já que
passa pela posição dos dois átomos anteriores. Temos, portanto:
𝑍*

7 = +0.221e12 + 0.883e13 + 0.95e1∞ + 0.412e23 + 0.363e2∞ ⊗ 0.32e3∞.

8. Realizando o teste do rotor semelhante ao que Ązemos para a determinação do rotor do
quinto átomo, chegamos à conclusão que Rotor 𝑅7 deverá, também, ter o sinal positivo.
Portanto, o rotor 𝑅7 é expresso como

𝑅7 = cos

⎠
Ú7

2

⎜
+ 𝑍*

7 sen

⎠
Ú7

2

⎜

e vai agir a partir de qualquer dos pontos dos arcos. Podemos, por exemplo, fazer 𝑅7𝑋
1
7 𝑅7,

para o arco 𝒜471 ou 𝑅7𝑋
2
7 𝑅7 para o arco 𝒜472

1.O ângulo Ú7, 0 6 Ú7 6 0.63, é quem vai
deĄnir a amplitude da rotação, a partir dos pontos 𝑋1

7 ou 𝑋2
7 , respectivamente. Se

tomarmos Ú7 = 0, por exemplo, e Ązermos 𝑥 = 𝑅7𝑋
1
7 𝑅7 teremos 𝑥 = 𝑋1

7 , e se Ązermos
𝑥 = 𝑅7𝑋

1
7 𝑅7 com Ú7 = 0.63, obteremos 𝑋 = 𝑋3

7 , como era de se esperar.

9. Primeira distância de poda: A distância 𝑑1,7 ∈ [4.15, 4.22] é de poda e devemos
veriĄcar em que pontos as esferas 𝑆(𝑋1, 𝑑1,7) e 𝑆(𝑋1, 𝑑1,7) interceptam a circunferência
𝐶7 = 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7, onde deve estar o sétimo átomo.

(a) Da interseção 𝑃𝑝
1,7

= 𝑆(𝑋1, 𝑑1,7) ∧ 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7, se tiram os pontos:
𝑋1

17 = e0 ⊗ 1.82e1 + 3.62e2 + 0.884e3 + 8.61e∞ e
𝑋2

17 = e0 ⊗ 0.659e1 + 4.07e2 + 0.493e3 + 8.61e∞.

(b) Da Interseção: 𝑃𝑝1,7 = 𝑆(𝑋1, 𝑑1,7) ∧ 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7, se tiram os pontos:
𝑋3

17 = e0 ⊗ 1.35e1 + 3.87e2 + 0.999e3 + 8.9e∞ e
𝑋4

17 = e0 ⊗ 1.02e1 + 4e2 + 0.887e3 + 8.9e∞.

Os pontos 𝑋1
17 e 𝑋3

17 determinam, em 𝐶7, o arco 𝒜171. Utilizando as coordenadas
destes pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos ângulos
⊗0.2 e 0.42 radianos, ou seja, o arco 𝒜171 é obtido pelo intervalo angular [⊗0.2, 0.42],
aplicando em 𝑋 = 𝑅7𝑋

1
7 𝑅̃7. Logo, temos:

𝒫1 ∈ [⊗0.2, 0.42] (6.3.5)

Por exemplo, para achar o ponto 𝑋1
17 o sistema correspondente é:

∏︁
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

⊗1.48 tg2
⎞

λ
2

⎡
⊗ 0.299 tg

⎞
λ
2

⎡
⊗ 0.0151 = 0

sen2
⎞

λ
2

⎡
= 0.0101.

(6.3.6)

1Poderíamos utilizar, também, 𝑅7𝑋2
7 𝑅7, utilizando ⊗Ú.
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- Na primeira equação do sistema obtemos tg
⎞

λ
2

⎡
= ⊗0.102 e tg

⎞
λ
2

⎡
= ⊗0.100

obtendo os ângulos Ú1 = ⊗0.2033 e Ú2 = ⊗0.1993, respectivamente.
- Na segunda equação obtivemos sen

⎞
λ
2

⎡
= ∘0.1005 ⇒ λ

2
= ∘0.1007 ⇒ Ú =

∘0.2013.
- Então, utilizando o valor de Ú = ⊗0.2, solução do sistema, realmente vamos obter
o ponto 𝑋1

17 na operação 𝑅7𝑋
1
7 𝑅̃7, conĄrmando o resultado.

Os pontos 𝑋2
17 e 𝑋4

17 determinam o arco 𝒜172. Utilizando as coordenadas destes
pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos ângulos 2.55 e
3.19 radianos respectivamente, ou seja, o arco 𝒜172 é obtido pelo intervalo angular
[2.55, 3.19], aplicando em 𝑋 = 𝑅̃7𝑋

2
7 𝑅7. Aqui, como não existe intersecção entre o

arco 𝒜172 ∈ [2.55, 3.19] e o arco 𝒜472 ∈ [0, 0.63], este já pode ser eliminado por não
atender à primeira distância de poda.

10. Segunda distância de poda: A distância 𝑑2,7 ∈ [3.95, 4.03] é de poda e devemos
veriĄcar em que pontos as esferas 𝑆(𝑋2, 𝑑2,7) e 𝑆(𝑋2, 𝑑2,7) interceptam a circunferência
𝐶7 = 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7, onde deve estar o sétimo átomo.

(a) Da interseção 𝑃𝑝
2,7

= 𝑆(𝑋2, 𝑑2,7) ∧ 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7, tiram-se os pontos:
𝑋1

27 = e0 ⊗ 1.53e1 + 3.79e2 + 0.995e3 + 8.83e∞ e
𝑋2

27 = e0 ⊗ 0.599e1 + 3.93e2 ⊗ 0.188e3 + 7.9e∞.

(b) Da Interseção: 𝑃𝑝2,7 = 𝑆(𝑋2, 𝑑2,7) ∧ 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7, são tirados os pontos:
𝑋3

27 = e0 ⊗ 1.3e1 + 3.89e2 + 0.991e3 + 8.92e∞ e
𝑋4

27 = e0 ⊗ 0.558e1 + 4.01e2 + 0.0694e3 + 8.18e∞.

Os pontos 𝑋1
27 e 𝑋3

27 determinam, em 𝐶7, o arco 𝒜271. Utilizando as coordenadas
destes pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos ângulos
0.2 e 0.5 radianos, ou seja, o arco 𝒜271 é obtido pelo intervalo angular [0.2, 0.5],
aplicando em 𝑋 = 𝑅7𝑋

1
7 𝑅̃7. Logo, temos:

𝒫2 ∈ [0.2, 0.5] (6.3.7)

Os pontos 𝑋2
27 e 𝑋4

27 determinam o arco 𝒜272. Utilizando as coordenadas destes
pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos ângulos 1.72 e
2.04 radianos respectivamente, ou seja, o arco 𝒜272 é obtido pelo intervalo angular
[1.72, 2.04], aplicando em 𝑋 = 𝑅̃7𝑋

2
7 𝑅7. Aqui não há interseção entre os arcos

𝒜272 ∈ [1.72, 2.04] e o arco 𝒜472 ∈ [0, 0.63], ratiĄcando a eliminação do arco 𝒜472.

11. Terceira distância de poda: A distância 𝑑3,7 ∈ [3.12, 3.28] é de poda e devemos
veriĄcar em que pontos as esferas 𝑆(𝑋3, 𝑑3,7) e 𝑆(𝑋3, 𝑑3,7) interceptam a circunferência
𝐶7 = 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7, onde deve estar o sétimo átomo.

(a) Da interseção 𝑃𝑝
3,7

= 𝑆(𝑋3, 𝑑3,7) ∧ 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7, se tiram os pontos:
𝑋1

37 = e0 ⊗ 1.46e1 + 3.82e2 + 1e3 + 8.87e∞ e
𝑋2

37 = e0 ⊗ 0.672e1 + 3.85e2 ⊗ 0.349e3 + 7.71e∞.
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(b) Da Interseção: 𝑃𝑝3,7 = 𝑆(𝑋3, 𝑑3,7) ∧ 𝑆5,7 ∧ 𝑆6,7, se tiram os pontos:
𝑋3

37 = e0 ⊗ 1.05e1 + 3.99e2 + 0.906e3 + 8.91e∞ e
𝑋4

37 = e0 ⊗ 0.558e1 + 4.01e2 + 0.0694e3 + 8.19e∞.

Os pontos 𝑋1
37 e 𝑋3

37 determinam, em 𝐶7, o arco 𝒜371. Utilizando as coordenadas
destes pontos assim obtidos, e utilizando o sistema 5.4.16, chegamos aos ângulos 0.3
e 0.82 radianos respectivamente, ou seja, o arco 𝒜371 é obtido pelo intervalo angular
[0.3, 0.82], aplicando em 𝑋 = 𝑅7𝑋

1
7 𝑅̃7. Logo, temos:

𝒫3 ∈ [0.3, 0.82] (6.3.8)

Os pontos 𝑋2
37 e 𝑋4

37, determinam o arco 𝒜372. Utilizando as coordenadas destes
pontos assim obtidos, e utilizando a o sistema 5.4.16, chegamos aos ângulos 1.50 e
2.04 radianos respectivamente, ou seja, o arco 𝒜372 é obtido pelo intervalo angular
[1.50, 2.04], aplicando em 𝑋 = 𝑅̃7𝑋

2
7 𝑅7. Aqui não há interseção entre os arcos

𝒜372 ∈ [1.50, 2.04] e o arco 𝒜472 ∈ [0, 0.63], corroborando o que já havia sido visto
anteriormente.

12. Redução do arco: Vimos que o arco 𝒜472 foi eliminado. Entretanto o arco 𝒜471 ∈
[0, 0.63] tem interseção com 𝑃1 ∈ [⊗0.2, 0.42], 𝒫2 ∈ [0.2, 0.5] e 𝑃3 ∈ [0.3, 0.82], ressaltando
que os valores menor e maior dos arcos podem ser obtidos no sistema 5.4.16. Agora,
para saber se há intersecção entres os arcos e, caso haja, qual a redução que deve ser
obedecida, recorremos ao nosso algoritmo. Comparando os valores menores de cada arco,
0, ⊗0.2, 0.2 e 0.3, concluímos que o maior deles é ÚL = 0.3. Agora, comparando os
valores maiores de cada arco, 0.63, 0.42, 0.5 e 0.82, concluímos que o menor deles é
ÚU = 0.42. Como ÚL < ÚU , concluímos que há interseção entre todos os arcos e que para
obtermos a posição do sétimo arco devemos adotar um ângulo que esteja no intervalo
𝒜3 = [ÚL, ÚU ] = [0.3, 0.42].

13. Escolha do sétimo ponto Devemos escolher o ponto onde locar o sétimo ponto atri-
buindo um valor para Ú ∈ [0.3, 0.42] e aplicando em 5.4.16. Se escolhermos, por exem-
plo, Ú = 0.4, obteremos o ponto 𝑋7 = e0 ⊗ 1.38e1 + 3.86e2 + 1e3 + 8.9e∞, ou seja,
x7 = (⊗1.38, 3.86, 1) ∈ R3.

Coordenadas dos pontos

Finalmente, as coordenadas dos pontos localizados foram:

• x1 = (0, 0, 0);

• x2 = (⊗1, 0, 0);

• x3 = (⊗1.5, 0.866, 0);

• x4 = (⊗1.311, 1.552, 0.702);

• x5 = (⊗0.728, 2.337, 0.491);

• x6 = (⊗1.14, 3.22, 0.27); e
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• x7 = (⊗1.38, 3.86, 1).

Tomados os pontos acima, podemos veriĄcar que as distâncias entre eles são:
1 2 3 4 5 6 7

1 * 1
√

3 2.15 2.5 3.43 4.22
2 1 * 1

√
3 2.4 3.23 4

3
√

3 1 * 1
√

3 2.4 3.16
4 2.15

√
3 1 * 1

√
3 2.33

5 2.5 2.4
√

3 1 * 1
√

3
6 3.43 3.23 2.4

√
3 1 * 1

7 4.22 4 3.16 2.33
√

3 1 *

Estes pontos atendem a todas distâncias da tabela 6.2.1, que reapresentamos abaixo, para
comparação:

1 2 3 4 5 6 7
1 * 1

√
3 2.15 [2.45,2.55] * [4.15,4.22]

2 1 * 1
√

3 [2.2, 2.6] * [3.95,4.03]
3

√
3 1 * 1

√
3 [2.4, 2.6] [3.12,3.28]

4 2.15
√

3 1 * 1
√

3 [2.2,2.4]
5 [2.45,2.55] [2.2, 2.6]

√
3 1 * 1

√
3

6 * * [2.4, 2.6]
√

3 1 * 1
7 [4.15,4.22] [3.95,4.03] [3.12,3.28] [2.2,2.4]

√
3 1 *

6.3.6 Considerações Finais

Procuramos apresentar um exemplo numérico abrangente, dentro do que foi apresentado, e
nele pudemos observar:

1) Os três primeiros átomos já ŞrealizadosŤ, atendendo às exigências do PDGDM.

2) A distância 𝑑1,4, por ser precisa, deixa exatamente dois pontos possíveis para o quarto
átomo, dos quais se pode escolher um.

3) O quinto átomo dispõe de arcos em 𝐶5, pois 𝑑2,5 é intervalar. Possui também uma dis-
tância de poda. Como os quatro átomos anteriores a ele estão Ąxados em suas posições, usamos
o método aqui apresentado: sistema de equações 5.4.16 e algoritmo.

4) O sexto átomo possui uma átomo anterior móvel - o quinto - e então apresentamos o
método de solução utilizando associação de rotores e eixo móvel, apresentado no artigo [3], e
que utiliza as fórmulas 5.4.11 e 5.4.12.

5) O sétimo átomo possui três distâncias de poda. Para resolver, consideramos que todos os
átomos anteriores já estão em posições Ąxadas, ou seja, já estão ŞrealizadosŤ, e então utilizamos
o sistema de equações 5.4.16 e algoritmo.
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Resolver distâncias de poda, estando os átomos anteriores móveis, é um desaĄo para o
futuro.



114

Capítulo 7

Conclusão

Para o Problema Discretizável de Geometria de Distâncias Moleculares, PDGDM, existe
um método combinatório, chamado Branch-and-Prune (BP), que resolve o problema baseado
em uma ordem nos vértice do grafo do PDGDM e na interseção de esferas com centros deĄnidos
pelas posições de vértices anteriores (calculados pelo BP) e raios dados pelas distâncias que
ligam esses vértices àquele cuja posição deve ser calculada.

Nas instâncias do PDGDM relacionadas à determinação de estruturas de proteínas, algumas
das distâncias são fornecidas por experimentos de Ressonância Magnética Nuclear, RMN,o que
implica que valores precisos (assumidos nas hipóteses do PDGDM) devem ser substituídos por
intervalos de números reais. A Ąm de manter a abordagem discreta deste caso, a estratégia
clássica precisa considerar amostras nos intervalos de distâncias. Entretanto, dependendo do
número de amostras, nenhuma solução é encontrada ou o espaço de busca aumenta exponenci-
almente.

Neste trabalho, mostramos como a Álgebra Geométrica Conforme pode representar o es-
paço de busca do problema, incluindo distâncias intervalares, sem a necessidade do processo de
amostragem, evitando as desvantagem decorrentes: aumento exponencial do espaço de busca
e possível perda da solução. O método apresentado descreve todos os pontos de um arco de
maneira contínua, garantindo que uma solução seja encontrada.

Além disso, também investigamos como essa nova ferramenta pode ajudar a fase de poda
do algoritmo BP, a Ąm de gerar soluções para o problema. Este processo permite que uma
parte de um arco que seja não factível de englobar uma solução seja eliminada ou mesmo todo
um arco seja eliminado na busca de soluções para o problema.

Como principal extensão deste trabalho, destacamos o estudo da Álgebra Geométrica Con-
forme para também descrever soluções do PDGDM quando os centros das esferas associadas não
estão Ąxos. Com pontos móveis, são geradas expressões com as quais ainda não conseguimos
lidar de forma adequada e eĄciente.
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