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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo da equacao de Daugavet e da equagao
alternativa de Daugavet para polinomios continuos em espacos de Banach. Estas equagoes
foram inicialmente definidas para operadores lineares nos trabalhos de I. K. Daugavet [§]
e M. Martin e T. Oikhberg [20]. Recentemente Y. S. Choi et al. [5] generalizaram suas
defini¢coes para funcoes limitadas em espagos de Banach e estas tém sido estudadas em

particular para polinomios e polinémios homogéneos.

Na primeira parte deste trabalho, investigamos tais equagoes para polinémios
em C*-algebras. Estudamos separadamente os casos em que as C*-algebras sao comuta-
tivas e nao-comutativas. Nestes casos, obtemos condigoes necessarias e suficientes sobre
tais C*-algebras para que determinadas classes de polindmios satisfacam a equacgao de

Daugavet ou a equagao alternativa de Daugavet.

Na segunda parte do trabalho, estudamos a estabilidade da propriedade polino-
mial alternativa de Daugavet sobre somas c¢q, £, € {1 de espacos de Banach. A partir deste
estudo obtemos novos exemplos de espacos com a propriedade polinomial alternativa de
Daugavet, a saber Lo (i, X) e C(K, X), onde X tem a propriedade polinomial alternativa
de Daugavet.
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Abstract

The main purpose of this work is to study the Daugavet equation and the
alternative Daugavet equation for continuous polynomials on Banach spaces. These equa-
tions were originally defined for linear operators in the works of I. K. Daugavet [8] and
M. Martin & T. Oikhberg [20]. Recently Y. S. Choi et al. [5] generalized their definitions
for bounded functions on Banach spaces and these have been studied in particular for

polynomials and homogeneous polynomials.

In the first part of this work, we investigate such equations for polynomials on
C*-algebras. We study separately the cases in which the C*-algebras are commutative
and non-commutative. In these cases, we obtain necessary and sufficient conditions on
such C*-algebras in order that certain polynomial classes satisfy the Daugavet equation

and the alternative Daugavet equation.

In the second part of the work, we study the stability of the polynomial alter-
native Daugavet property over cg-, £o- and ¢;-sums of Banach spaces. From this study, we
obtain new examples of spaces with the polynomial alternative Daugavet property, namely

Loo(p, X) and C(K, X), where X has the polynomial alternative Daugavet property.
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Notacoes

Neste trabalho, utilizaremos frequentemente as seguintes notacoes:

N

5S8R Aaw 2

Rez

Bx

Sx
L(X,Y)
e

X

xm

P(™X,Y)

conjunto dos niimeros inteiros positivos
conjunto N U {0}

corpo dos ntimeros reais

corpo dos niimeros complexos

corpos R ou C

esfera unitaria em K

disco unitario aberto em C

parte real de um ntmero complexo z
espagos de Banach

bola unitaria fechada em X

esfera unitaria em X

espago das aplicagoes lineares continuas de X em Y, 8
L(X,K)

espaco das aplicagoes lineares de X em K

produto X x --- x X
————
m—vezes

espago dos polindbmios m-homogéneos continuos de X em Y, 9



Cu (K, X*)

Lw(:“a X)

P(mX,K)

espago dos polinémios continuos de X em Y, 9

P(X,K)

espaco dos polinomios fracamente compactos de X em Y, 10

espago dos polindmios m-homogéneos de tipo finito de X em Y, 10
espago dos polinémios de tipo finito de X em Y, 10

espaco dos polinémios aproximaveis de X em Y, 11

extensao de um polinémio de tipo finito P, 10

subconjunto aberto nao-vazio de X

espago das aplicagoes holomorfas de V em Y, 11

espago das fungoes limitadas de Bx em Y, 13

l(Bx,K)

espaco das sequéncias limitadas em X

espago das sequéncias em X cuja somatoéria das normas dos elementos
converge

espago das sequéncias em X que convergem a zero

espaco das fungoes uniformemente continuas de Bx em X, 15

subespago das fungoes em C,(Bx, X) que sao holomorfas no interior de
Bx, 15

espaco das fungoes continuas e limitadas de um espaco de Hausdorff com-
pletamente regular 2 em X

Ch(22,K)

espaco das fungoes continuas de um espaco de Hausdorff compacto K em
X

C(K,K)

espago das fungoes continuas de um espago de Hausdorff localmente com-
pacto L em X que se anulam no infinito

espaco das fungoes fracamente continuas de um espaco de Hausdorff com-
pacto K em X

espago das fungoes fracamente estrela continuas de um espago de Hausdorff
compacto K em X*

espago das (classes de equivaléncia de) fungdes essencialmente limitadas

com valores em X

Loo(pt, K)



LQ[CL, b]

Ll(:u’X>

2

*

w
ST > g
> 0 2 4 B s o R

F(A)
[ @jL XJ} o
[@;il Xj]eoo
[@jozl Xj}zl

espago das (classes de equivaléncia de) fungoes do intervalo [a,b] em K
cujo quadrado do modulo é integravel

espago das (classes de equivaléncia de) fungdes Bochner-integraveis com
valores em X

Li(p, K)

subespago de (. (By)

espaco das fungoes @ : Bx — X tais que " o ® € Z para todo z* € X*,
14

elemento de Z% dado por [ ® zo](z) = ¢(z)zo para todo x € By, onde
peZexye X, 14

conjunto {(z,z*): = € Sx, x* € Sx+, a*(x) =1}, 14

imagem numérica de @, 15

raio numérico de ®, 15

algebra de Banach, 20; C*-algebra, 21

espectro de A, 22

espectro de a em uma C*-algebra, 22

transformada de Gelfand de a, 23

involugao de a, 21; elemento do dual topolégico de X

JB*-tripla, 30

espectro de a em uma JB*-tripla, 32

conjunto Sp(a) N (0, c0)

unidade de uma C*-algebra; tripotente de uma JB*-tripla, 30

projecoes de Peirce, 30

imagem de P;(e), 30

conjunto de indices

conjunto dirigido de todos os subconjuntos finitos de A

soma cg de uma sequéncia (X;)32, de espacos de Banach, 44

soma (o, de uma sequéncia (X;)52; de espagos de Banach, 44

soma ¢; de uma sequéncia (X j);?‘;l de espacos de Banach, 45



Introducao

Em 1963, I. K. Daugavet [8] provou que cada operador compacto linear 7" em

C'0, 1] satisfaz a equagao
[ld+ T =1+ [T, (DE)

que é hoje conhecida como equac¢do de Daugavet. Ao longo dos anos, a validade desta
equacao foi verificada por diferentes autores para varias classes de operadores em diversos
espagos de Banach. Entre outros, mencionamos G. Y. Lozanovskii [18], para o caso dos
operadores compactos em L;[0, 1]; H. Kamowitz [15], para o caso dos operadores compactos
em C'(K), onde K é um espago de Hausdorff compacto sem pontos isolados; J. R. Holub
[12], para o caso dos operadores fracamente compactos em C[0, 1]; J. R. Holub [13], para
o caso dos operadores fracamente compactos em L;(u), onde p é uma medida o-finita
nao-atomica; D. Werner [29], para o caso dos operadores fracamente compactos em C(K),
onde K é um espaco de Hausdorff compacto sem pontos isolados; e T. Oikhberg [25],
para o caso dos operadores fracamente compactos em uma C*-algebra nao-atomica. As
demonstragoes dos casos de J. R. Holub [12], H. Kamowitz [15] e D. Werner [29] também

podem ser encontradas em detalhes na dissertagdo de mestrado de E. R. Santos [27].

Da equacgao de Daugavet surgiu a definicao da propriedade de Daugavet, con-
forme apresentamos a seguir. Dizemos que um espaco de Banach X tem a propriedade

de Daugavet se todo operador de posto um em X satisfaz (DE). Segundo V. M. Kadets

4



et al. [14], se um espago de Banach X tem a propriedade de Daugavet, entao todo ope-
rador fracamente compacto em X satisfaz (DE). Este resultado facilitou a descoberta de
novos espagos onde operadores fracamente compactos satisfazem (DE). Além disto, P.
Wojtaszezyk [30] provou com o auxilio deste resultado que a propriedade de Daugavet
possui uma certa estabilidade sobre somas ¢ e {,. Mais precisamente, se os espagos
(X;)$%2, possuem a propriedade de Daugavet, entao [@j’;l Xj]h e [@;’il thoo possuem
a propriedade de Daugavet.

Voltando um pouco no tempo, em 1970, J. Duncan et al. [10] provaram que
para todo espago de Hausdorff compacto K, toda medida o-finita i e todo operador linear
T em C(K) ouem Lyi(p), a equagao

|m|zi>§ |IId + wT|| =1+ ||T|| (ADE)

é satisfeita. A partir de entao esta equagao passou a ser conhecida como equacao alterna-

tiva de Daugavet.

Fazendo uso da equacgao alternativa de Daugavet, M. Martin e T. Oikhberg [20]
definiram a propriedade alternativa de Daugavet, como definimos a seguir. Dizemos que um
espaco de Banach X tem a propriedade alternativa de Daugavet se todo operador de posto
um em X satisfaz (ADE). Neste mesmo artigo, eles provaram que se um espago de Banach
X tem a propriedade alternativa de Daugavet, entao todo operador fracamente compacto
em X satisfaz (ADE). Com o auxilio deste resultado, eles provaram que uma C*-algebra
tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se, suas projecoes atomicas sao
centrais. E também mostraram que para uma sequéncia de espagos de Banach (X j)J‘?‘;l
vale que [@j’;l Xj]éoo (ou [@;‘;1 XjLO, ou [@;‘;1 Xj]fl) tem a propriedade alternativa
de Daugavet se, e somente se, todo X; tem a propriedade alternativa de Daugavet.

A equagao de Daugavet e a equagao alternativa de Daugavet tém se mostrado
lteis no tratamento de problemas de teoria da aproximacao, no estudo da geometria de
espagos de Banach de operadores lineares e na obtencao de resultados topologicos a respeito

de espacos de Banach.

Recentemente Y. S. Choi et al. [5] generalizaram a definigdo da equagao de
Daugavet e da equacao alternativa de Daugavet para funcoes limitadas em um espaco
de Banach X da seguinte forma: se (. (Bx, X) é o espago de Banach de todas fungoes

limitadas de By para X, munido com a norma do supremo, dizemos que uma funcao



® € ((Bx, X) satisfaz a equagdo de Daugavet se
[1d+ | =1+ 2], (DE)
e dizemos que P satisfaz a equacao alternativa de Daugavet se

max ||/ + w®| =1+ ||P|. (ADE)

lw|=1

Estas equagoes tém sido particularmente estudadas para polindémios. No caso
em que todo polinémio de posto um em um espago de Banach X satisfaz (DE) (resp.
(ADE)), dizemos que X tem a propriedade polinomial de Daugavet (resp. propriedade
polinomial alternativa de Daugavet). De acordo com Y. S. Choi et al. [5], se um espago X
tem a propriedade polinomial de Daugavet (resp. propriedade polinomial alternativa de

Daugavet), entao todo polindémio fracamente compacto em X satisfaz (DE) (resp. (ADE)).

Diversos exemplos de espagos com a propriedade polinomial de Daugavet ja sao
conhecidos. Y. S. Choi et al. [5| provaram que, se 2 é um espago topolégico completamente
regular sem pontos isolados, entao Cy(€2, X) possui a propriedade polinomial de Daugavet.
Y. S. Choi et al. [6] mostraram que, se K é um espago de Hausdorff compacto sem pontos
isolados e p ¢ uma medida ndo-atémica, entdo C(K, (X, w)), C(K, (X*,w*)) e Lo(p, X)
tém a propriedade polinomial de Daugavet. Ainda, M. Martin et al. [19] provaram que

Lq(p, X) tem a propriedade polinomial de Daugavet, se 1 é uma medida nao-atémica.

Além disso, segundo Y. S. Choi et al. [6], a propriedade polinomial de Daugavet
é estavel sobre somas /., e ¢g. De fato, estes provaram que se (X j);?‘;l é uma sequéncia de
espacos de Banach, entao [@;; X j} , (ou [@;’il X j]co) tem a propriedade polinomial

de Daugavet se, e somente se, todo X; tem a propriedade polinomial de Daugavet.
A seguir descrevemos como este trabalho esta organizado.

No Capitulo 1 apresentaremos algumas defini¢goes e resultados preliminares
sobre polinomios e aplicagdes holomorfas em espagos de Banach, e exibiremos uma intro-
ducao detalhada a equacao de Daugavet para operadores e para polinéomios. O intuito
deste primeiro capitulo é facilitar e motivar a leitura do estudo realizado nos capitulos

subsequentes.

O Capitulo 2 e o Capitulo 3 serao destinados ao estudo de polinémios definidos
em C*-algebras. No Capitulo 2 trabalharemos com C*-algebras comutativas. Iniciaremos
com uma breve introducao a C*-algebras e provaremos que uma C*-algebra comutativa

tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, é nao-atdémica. Além disso,



mostraremos que todo polindémio continuo em uma C*-algebra comutativa satisfaz (ADE).
No Capitulo 3 estudaremos C*-algebras nao necessariamente comutativas. Apresentare-
mos primeiramente algumas preliminares sobre JB*-triplas e provaremos que todo poliné-
mio de tipo finito em uma JB*-tripla U satisfaz (DE) (resp. (ADE)), se U néo possui
tripotentes minimais (resp. se todos os tripotentes minimais de U s@o centrais). Destes
resultados deduziremos os resultados principais deste capitulo. Para uma C*-algebra A,
provaremos que todo polinémio de tipo finito em 4 satisfaz (DE) se, e somente se, A é
nao-atomica; e demonstraremos que todo polinémio de tipo finito em A satisfaz (ADE)

se, e somente se, todas as projecoes atomicas de A sao centrais.

Por fim, o Capitulo 4 seré dedicado ao estudo da estabilidade da propriedade
polinomial alternativa de Daugavet sobre somas ¢, ¢y € £1. Para uma sequéncia de espagos
de Banach (X;)22,, provaremos que [@;’il X;] .. (ou [@;’il Xj}CO) tem a propriedade
polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, todo X; tem a propriedade polinomial
alternativa de Daugavet. E mostraremos que se todo polinémio k-homogéneo de posto um
em [@;’il ijl satisfaz (DE) (resp. (ADE)), entao todo polindémio k-homogéneo de posto
um em X; satisfaz (DE) (resp. (ADE)) para j = 1,...,00. Fazendo uso desses resulta-
dos obteremos exemplos de espacos de fungoes a valores vetoriais que tém a propriedade
polinomial alternativa de Daugavet quando o espaco imagem tem tal propriedade. Para
uma medida o-finita u, um espago de Hausdorff compacto K e um espaco de Banach X,
provaremos as seguintes afirmagoes: L., (i, X) tem a propriedade polinomial alternativa
de Daugavet se, e somente se, p € nao-atomica ou X tem a propriedade polinomial alter-
nativa de Daugavet; C'(K, X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e
somente se, K nao possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa
de Daugavet; se todo polinémio k-homogéneo de posto um em L;(u, X) satisfaz (DE)
(resp. (ADE)), entao u é nao-atomica ou todo polindémio k-homogéneo de posto um em
X satisfaz (DE) (resp. (ADE)).



cAPiTULO 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e alguns resultados

que facilitarao a leitura do texto.

1.1 Polin6mios e aplicacoes holomorfas

Nesta secao apresentaremos defini¢oes e resultados sobre polinémios e aplica-
¢oes holomorfas em espacos de Banach. Para um estudo mais aprofundado sugerimos a

referéncia [23].

Definicao 1.1.1. Sejam X e Y espacos de Banach sobre K. Para cada m € N, denotare-
mos por L,(™X,Y) o espago das aplicagbes m-lineares A : X™ — Y, e denotaremos por
L(X™,Y) o subespago das aplica¢oes continuas de £,(™X,Y). Para cada A € L,("X,Y)
definimos

Al = sup {1 4@, @)+ @5 € X, max ol <1}
1<j<m

Por conveniéncia definimos £,(°X,Y) = L(°X,Y) = Y. Quando m = 1,
escreveremos L£,(1X,Y) = L,(X,Y) e L(*X,Y) = L(X,Y). Quando Y = K, escreveremos
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L,("X,K) = L,("X) e L(MX,K) = L£(™X). Finalmente, quando m = 1 e Y = K,
escreveremos L,(X) = X' e L(X) = X*.

Proposigao 1.1.2 (|23], Proposition 1.3). L("™X,Y") é um espago de Banach com a norma

definida anteriormente.

Exemplo 1.1.3. Podemos construir aplicagoes multilineares a partir de funcionais lineares

da seguinte forma. Dados ¢4, ..., ¢, € X', definimos A € L,(™X,K) por

Ay, ..y zm) = p1(x1) oo @m(Tm)

para todos zy,...,x,, € X. Observe que ao tomarmos ¢1,...,¢, € X*, obtemos A €

LX™ K).

Definicao 1.1.4. Sejam X e Y espagos de Banach sobre K. Uma aplicagao P: X — Y
¢ dita um polinémio m-homogéneo se existe A € L,(X™,Y) tal que P(x) = Az, ..., z)
para todo x € X. Denotaremos por P,("X,Y) o espago vetorial dos polindmios m-
homogéneos de X em Y, e denotaremos por P(™X,Y’) o subespaco dos polinémios conti-
nuos de P,("X,Y). Para cada P € P,("™X,Y) definimos

[Pl = sup{[[P(x)]| = =€ X, |lz] <1}

Quando Y = K, escreveremos P, ("X, K) = P,("X) e P("X,K) = P("X).

Proposigao 1.1.5 (23], Corollary 2.3). P(™X,Y) é um espago de Banach com a norma

definida anteriormente.

Definigao 1.1.6. Sejam X e Y espagos de Banach sobre K. Uma aplicacao P: X — Y é
dita um polinémio de grau menor ou igual a m se esta pode ser representada como uma

soma
P=Py+Pi+-+ Py,

onde P, € P,(*X,Y) para k = 0,1,...,m. Denotaremos por P,(X,Y) o espaco vetorial
dos polinémios de X em Y, e denotaremos por P(X,Y) o subespagos dos polinémios
continuos de P,(X,Y).

Quando Y = K, escreveremos P,(X,K) = P,(X) e P(X,K) = P(X). Clara-

mente P(X,Y) é um espa¢o normado com a norma do supremo sobre Bx.
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Proposicao 1.1.7 (|23], Proposition 2.9). (a) P,(X,Y) € a soma direta algébrica dos su-
bespacos P, (" X,Y) com m € Ny.

(b) P(X,Y) é a soma direta algébrica dos subespagos P(™X,Y) com m € Ny.

Proposicao 1.1.8 (|23], Exercise 2.N). Para cada P € P,(X,Y) as sequintes condigoes

sao equivalentes:
(a) P é continuo;
(b) P € limitado em toda bola com raio finito;

(c) P ¢é limitado em alguma bola aberta.

Definigao 1.1.9. Sejam X e Y espacos de Banach sobre K. Um polinémio P € P(X,Y) é
dito um polinémio de posto um se o subespaco gerado pela imagem de P possui dimensao

uml.

Definigao 1.1.10. Sejam X e Y espagos de Banach sobre K. Denotaremos por P,(X,Y)
o subespago dos polinémios P € P(X,Y) tais que P(Bx) é relativamente fracamente
compacto em Y. Os elementos de P,r(X,Y) sdo chamados de polindmios fracamente

compactos.

Definicao 1.1.11. Sejam X e Y espagos de Banach sobre K. Denotaremos por P("X,Y)

o subespago dos polindmios P € P("™X,Y) que podem ser escritos na forma
k
P(z) = Zyl[xf(a:)]m para todo x € X,
i=1

onde y; € Y ez € X*. Denotaremos por Pr(X,Y) a soma algébrica dos espacos
Ps("X,Y) com m € Ny. Cada P € Py(X,Y) é dito um polinomio de tipo finito.

Proposigao 1.1.12. Todo P € Ps(X,Y) possui uma extensao Pe Pp(X*,Y™) satisfa-
zendo Hﬁ|

X*x — HPHX.

Demonstrag¢ao. Como P é um polinomio de tipo finito, temos

k
P(z) = Zyz[xf(x)]m para todo z € X,
i=1



1.1 Polindmios e aplicagoes holomorfas 11

para algum y; € Y, x7 € X* e m; € Ny. Defina P X — Y™ por
R k
P(a™) =Y gl (@)™,
i=1

onde y; é visto como um elemento de Y**. Entao P pertence a Py(X**,Y*) e ¢ uma
extensao de P. Além disso, P & fracamente estrela continuo. J& que Bxs é fracamente

estrela compacta pelo Teorema de Alaoglu, segue que existe z§* € Bx« tal que

1P(5)] = [P

X k.

Agora, pelo Teorema de Goldstine, existe uma sequéncia (z,) C Bx que converge para

x$* na topologia fraca estrela. Dai,

17|

e = [[P(g") || = lm [ P () | < [Pl x-

Logo, || P|

xw = || Pllx. O
Observagao 1.1.13. Dados P, ) € P;(X,Y), observe que P/—i—\Q =P+Q.

Definigao 1.1.14. Sejam X e Y espagos de Banach sobre K. Denotaremos por P4("X,Y)
o fecho de P;("X,Y) em P(™X,Y) e denotaremos por P4(X,Y) a soma algébrica dos
espagos P4(MX,Y) com m € Ny. Os elementos de P4(X,Y") sao chamados de polinémios

aprorimdavels.
Para um estudo de P4(™X,Y’) indicamos a referéncia (9], Capitulo 2).

Definicao 1.1.15. Sejam X e Y espacos de Banach sobre C e seja V' um subconjunto
aberto de X. Uma aplicagao F' : V — Y é dita holomorfa ou analitica se, para cadaa € V,
existem uma bola aberta B(a,r) C V e uma sequéncia de polindmios P, € P(*X,Y) tais

que
F(z) = ZPk(:U —a)

uniformemente para x € B(a,r). Denotaremos por H(V,Y") o espago vetorial das aplica-
¢oes holomorfas de V em Y. Quando Y = C, escreveremos H(V,C) = H(V).

Proposigao 1.1.16 (|23], Example 5.3). P(X,Y) C H(X,Y).
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1.2 A equacao de Daugavet para operadores

Nesta se¢ao apresentaremos diversos resultados importantes envolvendo a equa-

¢ao de Daugavet para operadores.

Definigao 1.2.1. Seja X um espago de Banach e seja T': X — X um operador linear

limitado. Dizemos que T satisfaz a equacao de Daugavet se
IId+T| =1+ |T|- (DE)

Observemos que sempre vale |[|[Id+T|| < 1+ ||T||, pela desigualdade triangular.

A seguir apresentaremos alguns resultados que nos mostram exemplos de espa-
¢os de Banach classicos cujos operadores fracamente compactos satisfazem a equacgao de

Daugavet.

Definigao 1.2.2. Seja (€2, %, 1) um espago de medida. Um conjunto A € ¥ é chamado
um dtomo se pu(A) > 0 e para todo B C A temos p(B) = 0 ou u(B) = u(A). A medida p

é dita nao-atéomica se nao possui atomos.

Teorema 1.2.3 (|13], Theorem 1). Seja p uma medida o-finita nao-atémica. Entdao todo

operador fracamente compacto em Ly (u) satisfaz (DE).

Teorema 1.2.4 ([29], Theorem 5). Seja K um espago de Hausdorff compacto sem pontos

isolados. Entao todo operador fracamente compacto em C(K) satisfaz (DE).

Exemplo 1.2.5. Os espagos R e C nao possuem a propriedade de que todo operador
fracamente compacto satisfaz (DE). De fato, basta considerar o operador linear 7' = —Id.

Este operador é fracamente compacto (compacto) e [|[Id+ 7| =0<2 =1+ ||T].

Defini¢ao 1.2.6. Um espago de Banach X tem a propriedade de Daugavet (DP) se todo
operador de posto um em X satisfaz (DE).

Teorema 1.2.7 ([14], Theorem 2.3). Se um espac¢o de Banach X tem a propriedade de

Daugavet, entao todo operador fracamente compacto em X satisfaz (DE).

Proposicao 1.2.8. Sejam X um espaco de Banach, K um espaco de Hausdorff compacto
e (2,5, u) um espago de medida o-finita. Entao:

(a) (|21], Remark 6) C'(K,X) tem a propriedade de Daugavet se, e somente se, K nao

possui pontos isolados ou X tem a propriedade de Daugavet;
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(b) (|21], Remark 9) Li(u, X) tem a propriedade de Daugavet se, e somente se, u € nao-

atomica ou X tem a propriedade de Daugavet.

Proposicao 1.2.9 (|22], Theorem 5). Seja (2,3, 1) um espago de medida o-finita e seja
X um espago de Banach. Entao Lo (p, X) tem a propriedade de Daugavet se, e somente

se, | € nao-atomica ou X tem a propriedade de Daugavet.

A seguir apresentamos a definicdo de uma versao mais fraca da equacao de

Daugavet, conhecida como equacao alternativa de Daugavet.

Definigao 1.2.10. Seja X um espago de Banach e seja T': X — X um operador linear

limitado. Dizemos que T satisfaz a equac¢ao alternativa de Daugavet se
‘m‘ax IId +wT|| =1+ ||7T]|. (ADE)
w|=1

Teorema 1.2.11 ([10|, pagina 483). Seja K um espago de Hausdorff compacto e seja
p uma medida o-finita. Entao todo operador linear limitado em C(K) ou Li(u) satisfaz

(ADE).

Definicao 1.2.12. Um espaco de Banach X tem a propriedade alternativa de Daugavet
(ADP) se todo operador de posto um em X satisfaz (ADE).

Teorema 1.2.13 ([20], Theorem 2.2). Se um espaco de Banach X tem a propriedade

alternativa de Daugavet, entao todo operador fracamente compacto em X satisfaz (ADE).

Resultados anélogos a Proposicao 1.2.8 e a Proposicao 1.2.9 também sao vélidos
para a propriedade alternativa de Daugavet. Estes serao apresentados em detalhes no
Capitulo 4.

1.3 A equacgao de Daugavet para polindmios

Nesta secao introduziremos a equacao de Daugavet para polinémios, que é o

centro do estudo desta tese.

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por ¢, (Bx, X) o espaco de Banach
de todas as funcgoes limitadas de Bx em X munido com a norma do supremo. Escreveremos

l+(Bx) quando apenas fungoes a valores escalares forem consideradas.
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Defini¢ao 1.3.1. Seja X um espago de Banach e seja ® € (. (Bx, X). Dizemos que ¢

satisfaz a equacao de Daugavet se
[1d+ | =1+ 2], (DE)
e dizemos que ® satisfaz a equacao alternativa de Daugavet se

max [1d + wd| = 1+ ]| (ADE)

Se X é um espago de Banach e Z é um subespago de (. (Bx), denotaremos
por Z% o conjunto de todas as funcoes ® : Bx — X tais que 2* o ® € Z para todo
" € X*. Para ¢ € Z e 29 € X, denotaremos por ¢ ® xg o elemento de Z% dado por
[ @ xo](x) = @(x)zo para todo © € Bx. Apresentamos a seguir uma caracterizacao de

(DE) e (ADE) para fungoes em Z¥ cujas imagens sdo relativamente fracamente compactas.

Teorema 1.3.2 ([5], Theorem 1.1.). Seja X um espago de Banach e seja Z um subespago

de lo(Bx). Sao equivalentes:
(i) Para todo ¢ € Z e todo xg € X, ¢ ® xq satisfaz (DE);
(i1) Para todos ¢ € Sz, xg € Sx e >0, existem w € T e y € By tais que
Rewp(y) >1—¢ e |lzg+wy| >2—c¢;

(iii) Todo ® € ZX cuja imagem € relativamente fracamente compacta satisfaz (DE).

Teorema 1.3.3 (|5], Corollary 1.2). Seja X um espago de Banach e seja Z um subespago

de lo(Bx). Sao equivalentes:
(i) Para todo ¢ € Z e todo x9 € X, ¢ ® xq satisfaz (ADE);
(ii) Para todos ¢ € Sz, xg € Sx e e >0, existem wy,wy € T ey € Bx tais que

Rewip(y) >1—¢ e |lag+weyl >2—¢;

(iii) Todo ® € ZX cuja imagem € relativamente fracamente compacta satisfaz (ADE).

Defini¢ao 1.3.4. Para um espago de Banach X, denotaremos por II(X) o subconjunto
de X x X* dado por

I(X) = {(z,2"): z €8x, € Sx+, z*(x) =1}.
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Dada uma fungao limitada ® : Sx — X, sua imagem numérica é o conjunto
V(@) = {2"(®(2)) : (2,2") € (X))},
e seu rato numérico é o valor

v(®) =sup {|A|: A e V(D)}.

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por C,(Bx, X) o espaco de Banach
das func¢oes uniformemente continuas de By em X munido com a norma do supremo, e
denotaremos por A, (Bx, X) o subespaco das fungoes ¢ € C,(Bx, X) que sao holomorfas
no interior de Bx. E mencionado em ([5], pagina 65) que cada ® € C,(Byx, X) é de fato
limitada. Agradecemos ao Professor Domingo Garcia por comunicarnos uma demonstragao

deste fato, que enunciamos a seguir.

Lema 1.3.5. Cada ® € C,(Bx,X) € limitada.

Demonstra¢ao. Como @ é uniformemente continua, existe 0 > 0 tal que | ®(x) —P(y)|| < 1

para todos z,y € Bx com ||z —y| < 0. Sejan € N tal que % < 9. Entao, para cada

*(i) -2 ()

e portanto ||®(z)|| < ||®(0)] + n. O

x € By, tem-se que

< n,

[8(x) — 20 <>
k=1

Para fungdes no espago C,(Bx, X) podemos caracterizar (DE) e (ADE) da

seguinte forma.

Proposicao 1.3.6 (|5], Proposition 1.3). Seja X um espa¢o de Banach e seja ® um
elemento de Cy(Bx, X). Entdo:

(a) ® satisfaz (DE) se, e somente se, |®|| = sup ReV (®);
(b) ® satisfaz (ADE) se, e somente se, |®| = v(®P).

A equagao de Daugavet e a equagao alternativa de Daugavet tém sido estudadas
especialmente para polindmios e polinémios homogéneos. Apresentaremos a seguir alguns
dos principais resultados deste estudo obtidos até o momento. Alguns outros resultados

serao apresentados ao longo dos préoximos capitulos.
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Exemplos 1.3.7.

(a) Os espagos R e C nao tém a propriedade de que todo polindmio fracamente compacto
satisfaz (DE). Isso segue do Exemplo 1.2.5 ¢ do fato de um operador linear ser um

polinémio.

(b) Todo polindémio em C satisfaz (ADE). De fato, fixe P € P(C) com ||P|| = 1. Pelo
Teorema do Médulo Méximo, existe y € T tal que |P(y)| = ||P|| = 1. Ainda, podemos

encontrar wy € T tal que
Rew P(y) = [P(y)| = 1.

Por outro lado, podemos encontrar w, € T tal que
Rewqy = |y| = 1.
Entao, tomando w = wyws € T, obtemos

[Id +wP| = [y + wP(y)| = |way + w1 P(y)| = 2.

(c¢) O resultado do item anterior nao é valido para R, isto ¢, existe um polinémio (fraca-
mente compacto) P € P(R) tal que ||Id £ P|| < 1+ || P||. De fato, definindo

Pt)=1—-t* (teR),
obtemos ||P||=1e
5
Id+ P|| = +(1-t3)]=-<2.
[Id + P té?_afiﬂt (1 =17 1<

O exemplos anteriores foram extraidos de [5].

Tomando Z = P(X) no Teorema 1.3.2 e no Teorema 1.3.3 obtemos facilmente

os seguintes corolarios.
Corolario 1.3.8. Seja X um espaco de Banach. Sao equivalentes:
(i) Para todo p € P(X) e todo o € X, p® zg satisfaz (DE);

(ii) Para todos p € P(X) com ||p|| =1, xg € Sx ee > 0, existem w € T ey € Bx tais
que

Rewp(y) >1—¢ e |xog+wy| >2—c¢;

(11i) Todo P € P(X,X) fracamente compacto satisfaz (DE).
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Corolario 1.3.9. Seja X um espaco de Banach. Sao equivalentes:
(1) Para todo p € P(X) e todo o € X, p® xy satisfaz (ADE);

(i1) Para todos p € P(X) com ||p|| =1, zo € Sx eec > 0, existem wy,wy € T ey € Bx
tais que

Rewip(y) >1—e e |l@g+ wayl >2—¢;

(1) Todo P € P(X,X) fracamente compacto satisfaz (ADE).

Definicao 1.3.10. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que X tem a propriedade
polinomial de Daugavet se todo polinémio de posto um de X em X satisfaz (DE). E
dizemos que X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se todo polindmio
de posto um de X em X satisfaz (ADE).

Pelo Corolario 1.3.8 e pelo Corolario 1.3.9, segue que se X tem a propriedade
polinomial de Daugavet entao todo polindémio fracamente compacto em X satisfaz (DE),
e se X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet entao todo polinémio fraca-
mente compacto em X satisfaz (ADE). Além disso, fazendo uso desses corolarios foram

provados os seguintes resultados.

Teorema 1.3.11 (|5], Theorem 2.4). Sejam Q um espago de Hausdorff completamente
reqular sem pontos isolados, K um espago de Hausdorff compacto sem pontos isolados e
X um espago de Banach. Entdao Cy(Q2,X) e C(K,X) tém a propriedade polinomial de

Daugavet.

Teorema 1.3.12 (|6], Theorem 6.5). Seja X um espaco de Banach. Entao:

(a) Se u € uma medida o-finita nao-atémica, entao Lo (p, X') tem a propriedade polinomial

de Daugavet;

(b) Se K é um espago de Hausdorff compacto, entio C,(K, X) e Cyp (K, X*) tém a pro-

priedade polinomial de Daugavet.

Teorema 1.3.13 ([19], Theorem 3.3). Seja (2, %, 1) um espago de medida o-finita néo-
atomica e seja X um espago de Banach. Entdo Ly(p, X) tem a propriedade polinomial de

Daugavet.

A seguir apresentaremos alguns resultados sobre a equacao de Daugavet para

polindmios homogéneos.
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Definicao 1.3.14. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que X tem a propriedade de
Daugavet de ordem k (k-DP) se todo polinémio k-homogéneo de posto um satisfaz (DE).
E dizemos que X tem a propriedade alternativa de Daugavet de ordem k (k-ADP) se todo

polinémio k-homogéneo de posto um satisfaz (ADE).

Proposicao 1.3.15 ([5], Corollary 3.3). Seja X um espago de Banach sobre K e seja k

um inteiro, k > 2.

(a) Se K= C, entdo a k-DP e a k-ADP sdo equivalentes.
(b) Se K =R ek € par, entio a k-DP e a k-ADP sao equivalentes.

Exemplos 1.3.16.

(a) Pelo Exemplo 1.3.7.b, o espago C tem a k-ADP para todo £k € N. Entdo, pela
proposicao anterior, C tem a k-DP para todo k£ > 2, mas C nao tem a 1-DP.

(b) Segundo o Exemplo 1.3.7.c, existem polindmios nao-homogéneos em R que nao satis-

fazem (ADE). Entretanto, é facil verificar que R tem a k-ADP para todo k£ € N.

(c) Assim, R tem a k-DP para todo k par, pela proposi¢ao anterior. Por outro lado, se k

¢ fmpar, R nao tem a k-DP. Basta considerar o polinomio P € P(*R) dado por

Pt)=—t* (teR).

Os exemplos anteriores foram extraidos de [5]. Observe que o item (c) mostra
que a k-DP e a k-ADP nao sao equivalentes para k impar, no caso em que X é um espago

real.

Proposicao 1.3.17 ([5], Proposition 3.7). Seja X um espag¢o de Banach e seja k um
inteiro positivo. Se X tem a (k + 1)-ADP, entao X tem a k-ADP.

Exemplo 1.3.18. Segundo (|7], pagina 141), existe um polindémio 2-homogéneo fraca-
mente compacto P € P(2(1, (1) ({1 visto como espago real ou complexo) tal que v(P) <
Il P|l. Segue da Proposi¢ao 1.3.6 que P néo satisfaz (ADE), ou seja, ¢4 nao tem a 2-ADP.

Dai, pela proposi¢ao anterior, ; nao tem a k-ADP para nenhum k > 2.

O corolério a seguir segue diretamente da Proposi¢ao 1.3.15 e da Proposigao
1.3.17.
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Corolario 1.3.19. Seja X um espaco de Banach complexo e seja k um inteiro, k > 2.

Se X tem a (k+ 1)-DP, entao X tem a k-DP.

O resultado acima nao vale no caso real. De fato, como vimos no Exemplo
1.3.16.c, R tem a k-DP para todo k£ par, mas nao tem a k-DP para nenhum £k impar.

Entretanto, um resultado similar pode ser provado no caso real.

Proposigao 1.3.20 (|5], Proposition 3.10). Seja X um espago de Banach real e seja k
um inteiro positivo. Se X tem a (k + 2)-DP, entdo X tem a k-DP.



CAPITULO 2

A equacao polinomial de Daugavet em

C*-algebras comutativas

O objetivo principal deste capitulo é provar que toda C*-algebra comutativa

nao-atdémica tem a propriedade polinomial de Daugavet.

2.1 C*-algebras

Apresentaremos nesta secao a definicao de C*-algebra e alguns exemplos clas-

sicos. Para mais detalhes sobre este conceito indicamos as referéncias [28] e [3].

Definigao 2.1.1. Dizemos que A é uma dlgebra se A é um espago vetorial complexo e
um anel com elemento unidade e # 0 tal que (Ax)y = z(A\y) = A(xy) para todos z,y € A
eXeC.

Dizemos que A é uma dlgebra de Banach se A é uma algebra e um espaco de

Banach tal que

20
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(a)
(b)

lzyll < [lzllllyll para todos z,y € A;

lefl = 1.

A algebra de Banach A é dita comutativa se vy = yx para todos x,y € A. Um elemento

x € A é dito central se xy = yx para todo y € A.

Exemplos 2.1.2.

(a)

Seja © um espago de Hausdorff completamente regular e seja Cy,(£2) o espago de Banach
de todas as fungoes continuas e limitadas de €2 em C, munido com a norma do supremo.
Se a multiplicacao é definida pontualmente, entdo o espago complexo Cy(€2) é uma

algebra de Banach comutativa.

Seja K um espago de Hausdorff compacto e seja C'(K) o espaco de Banach de todas as
funcoes continuas de K em C, munido com a norma do supremo. Se a multiplicacao
é definida pontualmente, entao o espa¢o complexo C'(K) é uma algebra de Banach

comutativa.

Seja (€2, 3, 1) um espago de medida o-finita e seja Lo (1) 0 espago de Banach de todas
as (classes de equivaléncia de) fungoes essencialmente limitadas de € em C, munido
com a norma do supremo essencial. Se a multiplicacao é definida pontualmente, entao

o0 espago complexo L., (p) € uma algebra de Banach comutativa.

Seja X um espaco de Banach complexo com dimensao pelo menos dois. Se a multi-
plicagao ¢ definida como a composi¢ao de operadores, entao £(X, X) é uma algebra

de Banach nao-comutativa.

Defini¢ao 2.1.3. Seja A uma algebra de Banach. Uma aplicacao x € A — 2* € A é

chamada involucao se satisfaz as seguintes condigoes, para todos x,y € Ae A € C:

(a)
(b)
(c)

Az + y)* = Aa* + y*;
(zy)* =y a™;

= .

Uma algebra de Banach A munida de uma involugao ¢ dita uma C*-dlgebra se a involugao

satisfaz a condicao adicional:

(d) ||lz*z| = ||z|*, para todo = € A.
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Exemplos 2.1.4.

(a) Seja © um espago de Hausdorff completamente regular. Se definimos f*(x) = f(x)
para todos f € Cy(Q2) e € 2, entao a élgebra de Banach Cp(€2) é uma C*-élgebra

comutativa.

(b) Seja K um espago de Hausdorff compacto. Se definimos f*(x) = f(x) para todos
feC(K)ex e K, entao a algebra de Banach C(K) ¢ uma C*-dlgebra comutativa.

(c) Seja (£2,%, 1) um espago de medida o-finita. Se definimos f*(z) = f(x) para todos
f € Loo(pt) e x € Q, entdo a élgebra de Banach L. (p) € uma C*-algebra comutativa.

(d) Seja H um espago de Hilbert complexo. Se definimos a involugdo de um operador
T € L(H, H) como o adjunto usual 7* de T', entao L(H, H) ¢ uma C*-algebra.

Definicao 2.1.5. Um elemento p de uma C*-algebra é dito uma projecio se p?> = p = p*.

Definig¢ao 2.1.6. Seja A uma C*-algebra. Dizemos que uma projecao nao-nula p em A é
atomica se, para todo a € A existe A € C tal que pap = A\p. Dizemos que A é nao-atémica

se A nao possui projegoes atomicas.

Alguns exemplos de C*-algebras nao-atomicas serao apresentados na proxima

secao.

2.2 (C*-algebras comutativas

Apresentaremos a seguir algumas defini¢oes e resultados validos para C*-algebras

comutativas.

Definigao 2.2.1. Seja A uma algebra de Banach e seja a € A. O espectro de a, denotado

por o(a), é o conjunto dos A € C tais que a — e nao é invertivel.

Definigao 2.2.2. Seja A uma algebra de Banach comutativa. O espectro de A, denotado

por S(A), é o conjunto dos homomorfismos ¢ : A — C.

Proposicao 2.2.3 (|23], Corollary 30.4). Seja A uma dlgebra de Banach comutativa e
seja a € A. Entao o(a) = {é(a): ¢ € S(A)} e cada ¢ € S(A) é continuo.
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Definicao 2.2.4. Seja A uma algebra de Banach comutativa. Para cada a € A conside-
remos a funcao

a:¢peS(A) — ¢la) € C.

A funcao @ é chamada de transformada de Gelfand de a. Denotaremos por Aa algebra
das fungdes a, com a € A. O espectro S(A) de A sera sempre munido da topologia mais

fraca que torna continua cada funcéo a € A. Essa topologia é chamada de topologia de
Gelfand.

Teorema 2.2.5 ([23], Theorem 30.6). Seja A uma dlgebra de Banach comutativa e seja
a € A. Entao:

(a) S(A) é um espago de Hausdorff compacto;
(b) A transformada de Gelfand é um homomorfismo de dlgebras continuo.

Definigao 2.2.6. Sejam A e B C*-algebras. Dizemos que uma aplicagao T : A — B é
um x-isomorfismo se T é um isomorfismo de algebras tal que T'(z*) = (T'z)* para todo

x € A. Neste caso, dizemos que A é x-isomorfa a B.

Teorema 2.2.7 (Teorema de Gelfand-Naimark, [3|, Theorem VI.5.2). Seja A uma C*-

dlgebra comutativa. Entiao A € isometricamente x-isomorfa a C(S(A)).

Teorema 2.2.8 ([3], Theorem VI.5.4). Seja A uma C*-dlgebra comutativa gerada por um

unico elemento a e seu adjunto a*. Entao a é um homeomorfismo de S(A) em o(a).

O teorema a seguir sera fundamental para a demonstracao do resultado princi-
pal deste capitulo. Como nao encontramos sua prova ao longo de nossos estudos, optamos

por apresenta-la em detalhes.

Teorema 2.2.9. Seja A uma C*-dlgebra comutativa. Entao A € nao-atémica se, e so-

mente se, S(A) nao possui pontos isolados.

Demonstrag¢ao. (=) Suponha que S(A) possua um ponto isolado zy. Defina a fungao

f:S(A) — C por
f(m):{ 0 ,x# xg

1 |z =x.

Como x( ¢ um ponto isolado de S(A), segue que f € C(S(A)). Observe que f? = f = f*,
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ou seja, f é uma projecao em C(S(A)). Além disso, dada g € C(S(A)) temos
0 , T # X

g(l’o) y T = Zg

= g(wo) f (),

para todo z € S(A), ou seja, fgf = g(x)f. Assim, dada g € C(S(A)), existe A € C tal
que fgf = Af. Logo, f é uma projecao atémica em C(S(A)).

f(@)g(x)f(z) = {

Agora, pelo Teorema de Gelfand-Naimark, A é isometricamente *-isomorfa a

C(S(A)). Portanto, A possui pelo menos uma projegao atomica.

<) Suponha que A possua uma projecao atémica p. Entao, dado a € A existe \, € C
Jeq
tal que

pap = Agp-

E facil ver que )\, € tnico, ja que p é nao-nulo. Defina

p: A — C

a —— A4

Mostraremos que ¢ € S(A). De fato, dados a,b € A,
¢(ab)p = p(ab)p = (pap)(pbp) = [¢(a)p][¢(b)p] = [¢(a)d(b)]p,
onde a segunda igualdade vale pois A é comutativa e p é uma projecio. Além disso,
¢(a+ ab)p = p(a+ ab)p = pap + a(pbp) = ¢(a)p + ad(b)p = [¢(a) + ag(b)]p,
para todo o € C. Assim,
¢(ab) = ¢(a)p(b) e @la+ ab) = ¢(a) + ap(b),

para todos a,b € Ae o € C. Logo, ¢ € S(A).

Provaremos que ¢ é um ponto isolado de S(.A), mais precisamente, provaremos

que o aberto

U(dip3) = {v e SA): [wp) —olp)| <35}

é igual a {¢}. Primeiramente, observe que ¢(p) = 1, ja que ppp = ¢(p)p. Agora tome
1 € S(A). Observe que
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Segue que ¥ (p) ¢ igual a 0 ou 1. Se ¥ (p) = 0 entdo

[¥(p) — o(p)| = 1,
ou seja, ¥ ¢ U(¢;p;3). E se ¢(p) =1 entdo
v(a) = P(p)(a)¥(p) = Y (pap) = P(d(a)p) = d(a)d(p) = é(a)

para todo a € A, isto é, ) = ¢. Logo, {¢} =U (qb;p; %)
Portanto, S(A) possui um ponto isolado. O

2.3 Polinémios fracamente compactos em C*-algebras

comutativas

Como motivagao para os resultados principais dos Capitulos 2 e 3, consideremos

os seguintes resultados sobre a equagao de Daugavet para operadores em C*-algebras.

Teorema 2.3.1 (|25], Theorem 2.1). Seja A uma C*-dlgebra. Entao todo operador fraca-

mente compacto em A satisfaz (DE) se, e somente se, A é nao-atémica.

Teorema 2.3.2 (|20, Theorem 4.1). Seja A uma C*-dlgebra. Entao todo operador fra-
camente compacto em A satisfaz (ADE) se, e somente se, todas proje¢oes atomicas de A

sao centrais.

Provaremos a seguir que esses resultados podem ser generalizados quando a
C*-algebra é comutativa. Para tanto, consideremos em particular o seguinte resultado

sobre o espago complexo C(K), onde K ¢é um espaco de Hausdorff compacto.

Teorema 2.3.3 ([5], Corollary 2.6). Seja K um espago de Hausdorff compacto sem pontos
isolados. Entao toda ® € A,(Beky, C(K)) fracamente compacta satisfaz (DE).

Fazendo uso do Teorema 2.2.9, do Teorema 2.3.3 e do Teorema de Gelfand-

Naimark provaremos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.3.4. Seja A uma C*-dlgebra comutativa. Entao toda ® € A,(Ba,A) fraca-

mente compacta satisfaz (DE), se e somente se, A € nao-atomica.
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Demonstragao. (=) Como A é ndo-atomica, segue do Teorema 2.2.9 que S(A) nao possui
pontos isolados. Desta forma, toda ® € A,(Bc(s(ay),C(S(A))) fracamente compacta
satisfaz (DE) pelo Teorema 2.3.3. Pelo Teorema de Gelfand-Naimark, 4 é isometricamente

«-isomorfa a C'(S(A)). Logo, toda ® € A,(B4, A) fracamente compacta satisfaz (DE).

(<) Se A possui pelo menos uma projegao atomica, entao S(A) possui pelo menos um
ponto isolado pelo Teorema 2.2.9. Dai, é possivel construir um operador de posto um de
C(S(A)) em C(S(A)) que nao satisfaz (DE). Para tanto, considere um ponto isolado g
de S(A). Defina a fungdo f : S(A) — C por

ﬂ@:{o,x#m

1 ,z=ux.
Claramente f € C'(S(A)). Agora defina
T: C(S(A) — C(S(A))
g — —g(xo)f-

Entao T' ¢ um operador de posto um. Além disto, se g € C(S(A)) entao (Id+T)g(x) = g(x)
para x # xg, e (Id + T)g(zo) = 0. Isto implica ||[Id+ T|| =1 < 14 ||T]|. Assim, T é uma
funcao fracamente compacta de A, (Be(say), C(S(A))) que nao satisfaz (DE). Portanto a

conclusao segue do Teorema de Gelfand-Naimark. m

Como consequéncia imediata do Teorema 2.3.4 e de sua demonstragao, obtemos

o seguinte corolario.

Corolario 2.3.5. Seja A uma C*-dlgebra comutativa. Entao as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(i) A € nao-atomica;

(i) Toda ® € A,(Ba, A) fracamente compacta satisfaz (DE);
(11i) Todo polinémio fracamente compacto P : A — A satisfaz (DE);
(iv) Todo operador fracamente compacto T : A — A satisfaz (DE);

(v) Todo operador de posto um T : A — A satisfaz (DE).
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Exemplos 2.3.6. Apresentaremos a seguir alguns exemplos de C*-algebras comutativas

nao-atomicas.

(a)

Cy(£2), onde €2 é um espago de Hausdorff completamente regular sem pontos isolados.
Sabemos que C,(€2) ¢ uma C*-algebra comutativa. Vamos provar que C,(2) é nao-
atomica. Suponha que Cy(€2) tenha uma projegao atoémica f. Entdao f2 = f = f* e
dada g € Cy(92), existe A\, € C tal que fgf = A\, f, o que implica fg = A\,f. Ja que
f? = f, temos que f assume apenas os valores 0 e 1. Além disso, f nao é identicamente
nula, entao f~!(1) # @. Suponha que f~!(1) possua pelo menos dois pontos a e b.
Ja que Q é um espago de Hausdorff completamente regular, existe g € Cp,(€2) tal que
gla) =0e g(b) = 1. Assim

0= f(a)g(a) = )‘gf(a) = Ay,

e por outro lado,
1= f(b)g(b) = Agf(b) = Ag,

o que é uma contradigao. Logo, f~*(1) possui apenas um ponto. Portanto f~1(1) ¢

um ponto isolado de 2, pois f € C,(£2) e assume somente os valores 0 e 1.

C(K), onde K é um espago de Hausdorff compacto sem pontos isolados. Segue do

primeiro exemplo.

Lo(pt), onde 1 ¢ uma medida nado-atémica o-finita. Sabemos que Lo, () é uma C*-
algebra comutativa. Mostraremos que Lo (u) ¢ ndo-atdmica. Suponha que Lo, (p)
tenha uma projegao atdomica f. Entao f? = f = f* e dada g € Loo(pn), existe \, € C
tal que fgf = A\,f, o que implica fg = A\,f. Analogamente ao caso (i), temos que
f assume apenas os valores 0 e 1 q.t.p., pois f?2 = f. Defina A = f71(1). Ja que
f é nao-nula q.t.p., A € um conjunto mensuravel com medida positiva e f = xa.

Considere B C A mensuravel. Assim

XB = XA XB = AXA,

para algum A € C. Entdo B = @ ou xyp = xa q.t.p. Segue que pu(B) = 0 ou
u(B) = u(A). Portanto A é um atomo de p.

A subélgebra fechada Ar de L(Ls[a, b], Lo[a, b]) gerada por T', onde [a, b] ¢ um intervalo

limitado e T" é o operador linear limitado de Lo[a,b] em Ls|a, b] definido por Tx = v,
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com y(t) = tz(t) para todo t € [a,b]. J& que T' ¢ auto-adjunto, Ar é uma C*-algebra
comutativa. Provaremos que A7 é nao-atomica. Sabemos pelo Teorema 2.2.9 que Ay
¢ ndo-atdomica se, e somente se, S(Ar) ndo possui pontos isolados. Além disso, pelo
Teorema 2.2.8, S(Ar) é homeomorfo a o(7T). Dai, Ar é ndo-atémica se, e somente se,
o(T) nao possui pontos isolados. Agora, é facil provar que o(T) é o intervalo [a, b].

Portanto, Ar é nao-atomica.

Os Exemplos (a), (b) e (c) ja sdo conhecidos de [5] e [6] por possuirem a
propriedade polinomial de Daugavet, mas o Exemplo (d) ainda nao havia aparecido na

literatura.
Finalmente consideremos um resultado sobre a equacao alternativa de Daugavet.

Teorema 2.3.7 ([5], Proposition 1.3 e Theorem 2.8). Seja K um espago de Hausdorff
compacto e seja X o espago complezo C(K). Entdo toda ® € A,(Bx,X) satisfaz (ADE).

Este resultado implica imediatamente o tltimo resultado que apresentaremos

neste capitulo.

Corolario 2.3.8. Seja A uma C*-dlgebra comutativa. Entao toda ® € A, (B4, A) satisfaz
(ADE).

Demonstracao. Pelo Teorema de Gelfand-Naimark, A é isometricamente *-isomorfa a

C(S(A)). O



CAPITULO 3

A equacao polinomial de Daugavet em

C*-algebras nao-comutativas

O objetivo deste capitulo é estender o Teorema 2.3.1 e o Teorema 2.3.2 para

polinémios de tipo finito.

3.1 JB*-triplas

Os resultados principais deste capitulo serao deduzidos de resultados corres-
pondentes para JB*-triplas. Para tanto, apresentaremos a seguir uma breve introducao a
JB*-triplas, onde apontaremos algumas de suas propriedades, as quais serao necesséarias

para as demonstragoes dos resultados desejados.

29
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Definicao 3.1.1. Um espago de Banach complexo U munido com uma aplicagao continua
UxUxU—U, (a,b,c)— {abc}

(denominada produto triplo) é dito uma JB*-tripla se satisfaz as condigoes abaixo.

(1) O produto triplo (a, b, c) — {abc} € linear em a e em ¢, e antilinear em b.

(2) O produto triplo é simétrico, isto ¢, {abc} = {cba}.

(3) Para todo x € U, o operador D, : U — U, definido por D,u = {xzu}, é Hermitiano
(isto é, ||exp(itD,)|| = 1 para todo t € R) com espectro nao-negativo.

(4) A “identidade principal”

{ab{zyz}} = {{abatyz} —{af{bay} 2} +{zy{abz}} (J)

é satisfeita para todos a,b,z,y,z € U.

(5) Para todo x € U, |[{zzz}| = ||z|>.

Segundo ([11], Corollary 3), |[{abc}|| < ||alll|b||||lc|]| para todos a,b,c € U.

Toda C*-algebra ¢ uma JB*-tripla com o produto triplo
b*c + cb*
{abe} ab*c + cb*a
2
Mais geralmente, subespacos fechados de C*-algebras que sao fechados sob o produto triplo

formam a classe das JB*-triplas conhecidas como JC*-triplas.

Por JBW*-tripla denominamos uma JB*-tripla que é o dual de um espaco de
Banach. Segundo ([2|, Theorem 1.4), se U é uma JB*-tripla, entdo U** é uma JB*-tripla
cujo produto triplo é fracamente estrela continuo em cada variavel. Em particular, U** é
uma JBW*-tripla.

Seja x um elemento em uma JB*-tripla U. Definimos o operador antilinear
Q. : U — U por Q,(u) = {zuzr}. Um elemento e € U é chamado tripotente se {eee} = e.

Para um tripotente e, definimos as projecoes de Peirce:
Pye)=Q% Pile)=2(D.—Q?), Pyle)=1d—-2D,+ Q.

Denotaremos por Uj(e) a imagem de Pj(e) para j = 0,1,2. Observe que >_; Pj(e) = Id,

por definicao. Entao

U = span[Us(e), Ui (e), Up(e)]  (decomposicao de Peirce).
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Essa decomposi¢ao possui importantes regras de multiplicagao, conhecidas como cdlculo

de Peirce:
(i) {Ui(e)U;(e)Ux(e)} C Ui_jir(e) sei—j+ke{0,1,2};
(i) {Ui(e)U;(e)Us(e)} = {0} sei—j+k¢{0,1,2}
(iii) {Uz(e)Uo(e)U} = {Us(e)U2(e)U} = {0}

Essas regras podem ser encontradas em (|26], Proposition V.2.1). Segue de (i) que Uj(e)

é uma JB*-tripla para j = 0,1,2. Ainda por ([26], Proposition V.2.1) sabemos que
reUjle) < D.=(j/2)x.

Além disso, fazendo uso das identidades (J1%*), (J2*) e (J3%*) de [26], é possivel mostrar
que
Pi(e)o Pi(e) =0se k #3j, Pj(e)* = Pj(e) para j =0,1,2.

Defini¢ao 3.1.2. Seja U uma JB*-tripla e seja W um subespaco de U. Um tripotente
e é dito diagonalizante se Uy(e) = {0}, é dito minimal em W se Py(e)[W]| = Ce e é dito

simplesmente minimal se Us(e) = Ce.

Defini¢ao 3.1.3. Seja U uma JB*-tripla. Elementos a,b € U sao ditos ortogonais se

{abU} = {0}.

Para tripotentes e e f, valem as equivaléncias:

{efUr ={0} <= {feU}={0} <= {eef} =0 < {eff}=0.

Observe que pela regra (iii) do célculo de Peirce, os elementos de Uy(e) e Us(e) sao orto-

gonais.

Lema 3.1.4 (|24], pagina 299). Seja U uma JB*-tripla. Se a,b € U sdao ortogonais, entao
la + bl| = max{]|al], [|o]}.

Lema 3.1.5 (|20], Lemma 4.11). Seja U uma JB*-tripla e seja e um tripotente em U.
Entao as projecoes Py(e), Pi(e) e Py(e) sao contragoes, ou seja, |Pj(e)|| < 1 para j =
0,1,2.
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Introduziremos a seguir a decomposi¢cao simultdnea de Peirce de uma JB*-
tripla U. Suponha que ey, ...,e, sejam tripotentes mutuamente ortogonais em U. Para
1 <i,5 < n, defina Uy = Us(e;), Uy; = Uy(e;) NUi(e;) se i # j (observe que Us; = Uy;),

Up = Uy = Uy (e;) N (ﬂUO(ej)> e Uyp= ﬂ Uo(e;).

i#£]
Entao

U =span[U;; : 0 <i < j <n.

Segundo [26], para e = e; + - - - + €, temos

Us(e) =Un= () Usle;), Uile)= @ U e Usle)= & Uy

1<j<n 1<i<n 1<i<j<n
Essa decomposicao também possui importantes regras de multiplicacao:
(1) {Ui;UjxUp} C Uy;
(i) {U;jUnUpey ={0}  se {s,j} N{k, 1} = &;
(i) {UiUjrUp} = {0} se k & {p,q}.
Essas regras podem ser encontradas em (|26], Proposition V.4.1).

Lema 3.1.6. Sejam U uma JB*-tripla e ey, ey tripotentes ortogonais em U. Se e = e+ e

e e; € minimal em Us(e), entao ey € minimal em U.

Demonstracao. Segundo a decomposicao simultanea de Peirce, se e = e; + €5, entao

Uo(e) = Uo(el) N U0(62>,
Ui(e) = [Uo(er) N Ui(ea)] @ [Uo(ez) NUi(e1)],
Us(e) = Us(er) & Uz(e2) @ [Ui(er) NUi(e2)].

Como P2(€1)[U0(61)} = {0} (§ PQ(Gl)[U1(61>] = {O}, segue que Pg(el)[Uo(G)} = {0} €
Py(e1)[Ui(e)] = {0}. Agora, e; minimal em Us(e) implica Ps(e1)[Us(e)] = Cey. Logo,

Py(e1)U = Cey, ou seja, e; € minimal em U. O
Definigao 3.1.7. Seja U uma JB*-tripla e seja a € U. O conjunto
Sp(a) ={ e C:a¢ (Q,— \)U}

é chamado espectro de a.
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Defini¢ao 3.1.8. Sejam A um conjunto de indices, F(A) a cole¢ao de todos os subcon-
juntos finitos de A e (z))xea uma familia no dual topologico de um espago de Banach.

Dizemos que a soma desta familia converge na topologia fraca estrela, se as somas parciais

Zx)\ para F' € F(A)

AEF

convergem na topologia fraca estrela a um ponto AeA T

Proposicao 3.1.9 ([1|, Lemma 3.2 e Proposition 3.6). Sejam U uma JB*-tripla, a € U
e Aa) = Sp(a) N (0,00). Entao existe uma familia (ex)rea) de tripotentes mutuamente
ortogonais em U™ tal que

a= ey
(a)
onde a soma converge na topologia fraca estrela e [|al| = supyepq) |Al-

Segundo ([1], pagina 441), se A ¢ um ponto isolado de A(a), entao e, € U.

Lema 3.1.10 ([20], Proof. of Theorem 4.5). Seja U uma JB*-tripla e seja e um tripotente
em U. Entao:

(a) Se e nao é minimal e Uy(e) possui dimensao finita, entao existem tripotentes ortogo-

nais ey, es € U™ tais que e = e1 + eg € e; € minimal em Us(e);

(b) Se Us(e) possui dimensdo infinita e N € N, entao existem tripotentes mutuamente

. . N
ortogonais eq,...,ex € U™ tais que e = > " e,.

n=1

Lema 3.1.11 ([20|, Lemma 4.16). Dado € > 0, existe N(¢) € N com a seguinte pro-
priedade: se N > N(g), e1,es,...,en sdo tripotentes mutuamente ortogonais em uma
JB*-tripla U e x* € Sy-, entao existe n € {1,2,...,N} tal que ||z*|y, || < €, onde
Vi, = Us(en) + Uiley).

Lema 3.1.12. Dados € > 0 e k € N, existe M € N com a sequinte propriedade: se
€1, €s, ..., ey sGo tripotentes mutuamente ortogonais em uma JB*-tripla U e a7, ... x5 €
Sy, entao existe n € {1,2,..., M} tal que ||z}]y, || < € para i = 1,...,k, onde V,, =
Us(en) + Ui(en).

Demonstrag¢ao. Dado € > 0, seja N(¢) € N como no lema anterior. Provaremos que, para

k € N fixo, M = N(¢)* tem a propriedade desejada. Mostraremos isto por indugao sobre
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k. De fato, pelo lema anterior, a afirmacgao é verdadeira para k = 1. Suponhamos que
a afirmagao seja verdadeira para k — 1. Ou seja, se z%,...,25 | € Sy, M' = N(g)F1 e
ey, ..., ey sao tripotentes mutuamente ortogonais, entao existe n € {1,2,..., M'} tal que
|27l || <eparai=1,...,k—1, onde V,, = Us(e,) + Ui(en).

Provemos a afirmagao para k. Sejam z3,..., 2} € Sy«, M = N(e) e ey, ..., ey

tripotentes mutuamente ortogonais. Definindo
A = {61, e 76M’}7 Ay = {BM'+17 cee 62M’}7 cee AN(a) = {GM—M’+17 . ;€M}7

obtemos N(g) conjuntos disjuntos, cada qual contendo M’ tripotentes mutuamente orto-

gonais. Assim, por hipotese de inducdo, cada A;, j = 1,..., N(e), possui um tripotente

¢; tal que Hxﬂ‘; | < eparai = 1,...,k — 1, onde Vj= Us(e;) + Ui(¢;). Agora, pelo
i

lema anterior, para e~1, e ,EN(E) tripotentes mutuamente ortogonais e x; € Sy-, existe
n € {1,2,...,N(e)} tal que Hxﬂ‘; | <&, onde V,,= Us(e,) + Ui(é,). Como fo]; | <e

parat=1,..., k — 1, segue o resultado desejado. O

3.2 Polinémios de tipo finito em JB*-triplas

Apresentamos a seguir dois resultados obtidos em [20].

Teorema 3.2.1 (|20], Theorem 4.7). Uma JB*-tripla tem a propriedade de Daugavet se,

e somente se, nao possui tripotentes minimais.

Teorema 3.2.2 (20|, Theorem 4.5). Uma JB*-tripla tem a propriedade alternativa de

Daugavet se, e somente se, todos os seus tripotentes minimais sao diagonalizantes.

Motivados por estes resultados sobre a equacao de Daugavet para operadores,

vamos estabelecer os seguintes resultados sobre a equacao de Daugavet para polindmios.
Teorema 3.2.3. Seja U uma JB*-tripla. Sao equivalentes:

(i) U nao possui tripotentes minimais;

(i1) Todo polinémio de tipo finito Q : U — U satisfaz (DE);

(i1i) Todo polinémio aproximdvel Q : U — U satisfaz (DE);
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Demonstragao. (i) = (ii). Segundo o Teorema 1.3.2, é suficiente mostrar que todo polino-
mio de tipo finito de posto um satisfaz (DE), se U nao possui tripotentes minimais. Sendo
assim, considere Q(x) = ¢(z)a, onde ¢ € P(X) é de tipo finito, a € U e ||¢|| = ||a|| = 1.

Como ¢ é um polindémio de tipo finito, temos

k
q(z) = Z[mf(m)]m para todo x € U,
i=1
para algum z} € U* e m; € Ny. Além disso, como ||g|| = 1, dado 0 < £ < 1, existem

x € Bx e w € T tais que Rewg(z) > 1—¢.

Pela Proposigao 3.1.9, existe uma familia (e)) e A(a) de tripotentes mutuamente
ortogonais em U** tal que a = ) . Aa) ey onde a soma converge na topologia fraca estrela
e ||a|| = sup{\: A € Aa)}.

Seja M € N dado pelo Lema 3.1.12. Se 1 é um ponto isolado de A(a), o tripo-
tente e correspondente ao ponto 1 € A(a) pertence a U. Como U nao possui tripotentes
minimais, segue que Uy(e) possui dimensao infinita. De fato, se Us(e) possuisse dimensao
finita existiriam tripotentes ortogonais e; e e; tais que e = e; + €3 e e; minimal em Us(e)
pelo Lema 3.1.10. Entao e; seria minimal em U pelo Lema 3.1.6, o que nao pode ocorrer.

. . . . . M
Dai, existem tripotentes mutuamente ortogonais ey, ...,ey € U** tais que e = )

n=16n-

Agora, se 1 ndo é um ponto isolado de A(a), é possivel encontrar {A;, Aa, ..., A} C A(a) tal
que 1 —e < A\ < Ay < --- < Ay < 1. Neste caso, definindo e,, = e, ,, obtemos tripotentes
mutuamente ortogonais ey, ..., ey € U*. Em ambos os casos, temos Py(e,)a = aye, para
todon € {1,..., M}, com a,, € (1—¢,1]. Pelo Lema 3.1.12, existe n € {1,..., M} tal que
i |y, || < ellxf|| parai = 1,...,k, onde V,, = Ua(e,) +Ui(e,). Defina 2% = Py(e, )z +we,,.
Entiio [lo™ | = max {||Po(ea)ell, [Teall} = 1, pois ea € U(en), |Polen)al] < flall < 1 ¢

|we,|| = 1. Além disso,
r— " = Pi(e,)x + Pye,)x — we, = [Pi(e,) + Pa(e,)](x — We,) € Vi,
ja que x = Py(ey)x + Pi(en)x + Pa(en)x, Pa(ey)e, = e, e Pi(e,)e, = 0. Assim,

(@ — ™)) < elle — ™ lla]] < 2l

- mZ ("j) [e@)]™ ™ - [ — 2)f) + *mz @“) [e(ap)]™ 7 - [~ )],
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obtemos

m.l) ’:E(:c’{)‘ml_] . ‘(:p** — Jr)scﬂj + -+ Z <ﬂ;k> ‘a:(:z;;)‘mk_] . ’(:U** — x)a:ﬂ]
j=1

|

mi mg

mq " o " . mg " s " .

= Z( ' )H”Cl”ml T el 4 ( J )H%Hmk 7 (2e||lai )

j=1
( >

GOEETETEESS o] G PRI

j=1

<

para algum M € N que nao depende de . Logo Rewq(z) — Rewq(x™) < Me, e entao
Rewq(z™) > Rewq(x) — Me > 1 — (M + 1)e.

Observe que
Py(e,)x™ = Py(ey) (Po(en)x) + wWhPy(ey)e, = Wey,

pois Py(e,) o Py(e,) =0 e e, é um tripotente. Dai, como P;(e,) é uma contragao,

|27 + gz )al| = || Palen) (2™ + g™ )a) || = [[wey + q(@™)anenl| = [len + wg(@™)anen||.
(3.1)

Agora, ||e,|| = 1 implica
len + wg(z™)ane,|| = |1+ wg(x™)a,| > Re (1 +wq(x™)a,) = 1+ ay, - Rewg(z™). (3.2)
Sabemos que a, > 1 —¢ e Rewq(z™) > 1 — (M + 1), entdo
1+ a, - Rewqz™)>14+(1—¢)- (1= (M+1)e) >2— (M +2)e. (3.3)
Segue de (3.1), (3.2) e (3.3) que
[y +0)) > 2%+ )all > len-+ 0@ )amenll > 1+anRewq(s™) > 2— (M +2)e.

Finalmente, como ||Idgy« + @H = ||Id + Q||, a afirmagao fica provada.
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(1) = (z). Como todo operador de posto um é um polindmio de tipo finito, segue que
todo operador de posto um satisfaz (DE). Logo, U nao possui tripotentes minimais pelo

Teorema 3.2.1.
11) < (112) é claro. O
(i) < (idi)

Como consequéncia do Teorema 3.2.3, do Teorema 3.2.1 e do Teorema 1.2.7,

obtemos o seguinte corolario.
Corolario 3.2.4. Seja U uma JB*-tripla. Sao equivalentes:
(i) U nao possui tripotentes minimais;
(i1) Todo polinémio de tipo finito Q : U — U satisfaz (DE);
(ii) Todo polinémio aproximdvel Q : U — U satisfaz (DE);
(iv) Todo operador fracamente compacto T : U — U satisfaz (DE);

(v) Todo operador de posto um T : U — U satisfaz (DE).

A demonstracao do resultado a seguir utiliza basicamente as mesmas técnicas

da prova do teorema anterior.

Teorema 3.2.5. Seja U uma JB*-tripla. Sao equivalentes:
(i) Todos os tripotentes minimais de U sdao diagonalizantes;
(11) Todo polinémio de tipo finito Q : U — U satisfaz (ADE);

(11i) Todo polinémio aproximdvel Q : U — U satisfaz (ADE);

Demonstragao. (i) = (ii). Segundo o Teorema 1.3.3, para provar (ii) é suficiente mostrar
que todo polindémio de tipo finito de posto um satisfaz (ADE). Sendo assim, considere
Q(z) = q(z)a, onde ¢ € P(X) é de tipo finito, a € U e ||¢|]| = ||a|]| = 1. Como ¢ é um

polinémio de tipo finito, temos
q(z) = Z[mf(m)]m para todo x € U,

para algum x; € U* e m; € Ny.
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Suponhamos primeiramente que 1 seja um ponto isolado de A(a) e que Us(e)
possua dimensao finita. Considere e o tripotente correspondente a 1 € A(a). Como 1 é
um ponto isolado de A(a), temos e € U. Se e ndo ¢ minimal, entdo existem tripotentes
ortogonais ey, ey € U™ tais que e = e; + €3 e e; ¢ minimal em Us(e) pelo Lema 3.1.10.
Pelo Lema 3.1.6, e; é minimal em U. Agora, por hipotese todo tripotente minimal é
diagonalizante, entao e; é diagonalizante. Segue que todo x € U pode ser escrito na forma

x = Aep + xp, com A € C e xg € Uy(ey). De fato, temos

Id = P0(61> + Pl(el) +P2(61) = P()(@l) + Pg(el).
0

Assim, dado x € U, temos
x = Py(er)r + Py(er)r = Py(er)x + Ney,

para algum A € C, ja que e; é minimal. Desta forma, como ||¢|| = 1, dado & > 0, existe
r = Xey + xyg € By tal que |g(x)] > 1 —e. Sendo ||z]| < 1 e ||z]| = max{|A|, ||zo] }, segue
que |A| < 1. Provaremos que existe Ay € T tal que |[g(Ae;+20)| > 1—¢. Defina f: D — C
por f(a) = g(ae; + x¢). Entdo f é continua em D e holomorfa em D. Dai, pelo Teorema
do Moédulo Méaximo,

max{|f(a)| : a € D} = max{|f(a)| : @ € T}.

Assim, existe A9 € T tal que |g(Aoe1 + x9)| > 1 — . Definindo T= \ge; + xo, obtemos
[ T | = max{||Aoe1]], |xol|} = 1, ja que [[Aoer]] =1 e |Jzo]] < 1. Além disso,

P2(€1> .%: P2(€1)()\0€1 + iL'o) = )\oPg(el)el -+ Pg(el)l’o = )\061,

pois e; é um tripotente e xg € Up(e1). Ainda a =e; +ex+ (a—e€) e (ea+a—e) € Up(e),

pois D, (ea +a —e) = 0. Logo, Py(e1)a = e;. Dai, como Py(e;) é uma contragao,
x| & +ug@al] > max [ P(en) @ +uq@a)] = max oes + wq@enll. (34
E como [\g| =1e |e1] =1,

x| Aoes + 0| = mua e + B | = max |1+ WD) 2 1+[3(5)] > 2 =
(3.5)
Entao de (3.4) e (3.5) segue que

|max Tdyes + wQ|| > max || T +wq(T)al > |max [ Xoer + wq(@)ey|| > 2 — ¢,
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ou seja, @ satisfaz (ADE).

Caso e seja minimal, basta reescrever esta parte da demonstracao com e no
lugar de e; para obter que @ satisfaz (ADE).

Agora suponhamos que a condic¢ao anterior seja falsa, isto é, 1 nao é um ponto
isolado de A(a) ou Us(e) possui dimensdo infinita. Dado 0 < € < 1, seja M € N dado
pelo Lema 3.1.12. Conforme a demonstracao do teorema anterior, podemos encontrar
tripotentes mutuamente ortogonais ey, ...,ey € U™ tais que Py(e,)a = aye, para todo
ne{l,...,M}, com a, € (1 —¢,1]. Sejan € {1,..., M} tal que ||z}|,, || < e||z}|| para
i=1,...,k Como ||g|| =1, existe z € Bx tal que |¢(x)| > 1—&. Defina x** = By(e,)x+ep,.
Daf, [|™]| = max {[[Fo(en)z[l, lleall} = 1, pois [[Fo(en)z|| < [lz]l < 1 e flen]| = 1. Além
disso,

x— 2™ = Pi(ey)r + Py(en)r — €, = [Pilen) + Pa(en)] (x — €,) € V.

Assim, seguindo os passos da demonstra¢ao anterior, |g(z**) — q(z)| < Me para algum

M € N que nao depende de . Logo
lq(z™)| > |q(x)| — Me >1— (M + 1)e.
Note também que
Py(ey)x™ = Py(ey,) (Polen)x) + Py(en)e, = ey

Como P(e,) é uma contragao,

e e + 0 )all 2 | Palen) (a** +uie)a)| = mallen +ule Yl (36)
Agora, |le,|| = 1 implica
mas e+ e )aneal] = max 1+ 0de Yool =1+ aalae). (37)
w|= w|=

Sabemos que o, > 1 —¢ e [g(a*)| > 1 — (M + 1), entao
L+ a,|qz™)| >14+(1—¢)- (1 = (M+1)e) >2— (M + 2). (3.8)
Segue de (3.6), (3.7) e (3.8) que

|l + wQ| > max |2 + w(a™)al| > 2= (M +2)e,

ou seja, @ satisfaz (ADE).
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Por fim, como ||Idy+ + w@|| = ||Id + wQ||, a afirmagdo fica provada.

(17) = (7). Como todo operador de posto um é um polinomio de tipo finito, segue que
todo operador de posto um satisfaz (ADE). Logo, todos os tripotentes minimais de U s@o

diagonalizantes pelo Teorema 3.2.2.
(1) < (iit) ¢ claro. O

Como consequéncia do Teorema 3.2.5, do Teorema 3.2.2 e do Teorema 1.2.13,

obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.2.6. Seja U uma JB*-tripla. Sdo equivalentes:

(i) Todos os tripotentes minimais de U sao diagonalizantes;
(ii) Todo polinémio de tipo finito Q : U — U satisfaz (ADE);
(iii) Todo polinomio aproximdvel Q : U — U satisfaz (ADE);
(i) Todo operador fracamente compacto T : U — U satisfaz (ADE);

(v) Todo operador de posto um T : U — U satisfaz (ADE).

3.3 Polinémios de tipo finito em C*-algebras

A partir do Teorema 3.2.3 e do Teorema 3.2.5 provaremos os resultados prin-
cipais deste capitulo. Consideremos primeiramente uma proposicao preparatoria que nos

permitira constatar tais resultados.

Proposigao 3.3.1. Seja A uma C*-dlgebra. Entao:

(a) A € uma JB*tripla;

(b) A possui projegdes atomicas se, e somente se, possui tripotentes minimais;

(¢) Todas as projegoes atomicas de A sao centrais se, e somente se, todos os tripotentes

minimais de A sao diagonalizantes.
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Demonstracao.

(a) Conforme comentamos anteriormente, toda C*-algebra é uma JB*-tripla com o produto

triplo
{abc} — ab*c + cb*a
abep = ————

(b) Suponhamos primeiramente que A possua projecoes atomicas. Seja p € A uma proje-

¢ao atomica. Entao p*> = p = p* e pAp = Cp. Dali,
{ppp} =pp'p=1p
e, dado a € A,
Py(p)a = {p{pap}p} = p(p*ap")p = Ap

para algum A\ € C. Logo, p é um tripotente minimal.

Suponhamos agora que A possua tripotentes minimais. Seja e um tripotente

minimal. Segue que ee*e = e e Py(e)A = Ce. Defina d = e*e e r = ee*. Entao

d* = e*(ee’e) = e*e =d = d*

Além disso, dado a € A,

dad = d*ad = e*(ee*(ea)e*e) = e*Age = \gd
rar = rar® = (ee*(ae)e*e)e* = \ee” = \,r
para algum A\; e A\, € C. Dali, d e r sdo projegoes atomicas.

(c¢) Suponhamos que as proje¢oes atomicas de A sejam centrais. Dado e um tripotente
minimal, sabemos pela demonstracao do item anterior que d = e*e e r = ee* sao projecoes

atomicas. Entao d e r sdo centrais. Dai, dado a € A, temos

Pi(e)a =2(D, — Q*)a = 2({eea} — {e{ecac}e}) = ec*a + ae*e — 2ec*ac*e
=ra+ ad — ee*ad — rae*e = ra + ad — (ed)e*a — ae*(re)

=ra+ad—ee*a —ae*e=ra+ad —ra—ad=0.

Logo, e é diagonalizante.
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Agora, suponhamos que os tripotentes minimais de A sejam diagonalizantes.
Seja p uma projecao atomica de A. Entao p é um tripotente minimal e, portanto, p é

diagonalizante. Assim, dado a € A, obtemos

0 = Pi(p)(pa — ap) = pp*(pa — ap) + (pa — ap)p"p — 2pp*(pa — ap)p*p
= pp"pa — pp*ap + pap"p — app*p — 2pp pap”p + 2pp app’p
= pa — pap + pap — ap — 2pap + 2pap
= pa — ap.

Ou seja, p é central. |
O seguinte resultado segue claramente do Teorema 3.2.3 e da Proposicao 3.3.1.
Teorema 3.3.2. Seja A uma C*-dlgebra. Sao equivalentes:
(i) A € nao-atomica;
(i1) Todo polinémio de tipo finito P : A — A satisfaz (DE);
(11i) Todo polinémio aproximdvel P: A — A satisfaz (DE);

Além disso, pelo Corolario 3.2.4, este teorema pode ser enunciado numa forma

estendida conforme apresentamos a seguir.
Corolario 3.3.3. Seja A uma C*-dlgebra. Sao equivalentes:
(i) A é nao-atomica;
(ii) A néo possui tripotentes minimais;
(iii) Todo polinémio de tipo finito P : A — A satisfaz (DE);
(iv) Todo polindomio aproximdavel P : A — A satisfaz (DE);
(v) Todo operador fracamente compacto T : A — A satisfaz (DE);

(vi) Todo operador de posto um T : A — A satisfaz (DE).

O préximo teorema segue do Teorema 3.2.5 e da Proposigao 3.3.1.
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Teorema 3.3.4. Seja A uma C*-dlgebra. Sao equivalentes:

(i) Todas as projecoes atomicas de A sao centrais;
(i1) Todo polinémio de tipo finito P : A — A satisfaz (ADE);

(i1i) Todo polinémio aproxzimdvel P : A — A satisfaz (ADE);

Também podemos enunciar uma versao estendida deste teorema segundo o
Corolario 3.2.6.

Corolario 3.3.5. Seja A uma C*-dlgebra. Sao equivalentes:

(i) Todas as projegoes atomicas de A sao centrais;
(i1) Todos os tripotentes minimais de A sio diagonalizantes;
(11i) Todo polinémio de tipo finito P: A — A satisfaz (ADE);
(iv) Todo polinomio aproximdavel P : A — A satisfaz (ADE);
(v) Todo operador fracamente compacto T : A — A satisfaz (ADE);

(vi) Todo operador de posto um T : A — A satisfaz (ADE).

Note que esses resultados estendem o Teorema 2.3.1 e o Teorema 2.3.2.



cAPiTULO 4

A propriedade polinomial alternativa de

Daugavet

Este capitulo tem dois objetivos. O primeiro deles é estudar a estabilidade
da propriedade polinomial alternativa de Daugavet sobre somas ¢y, ¢, e ¢1. E o outro
é utilizar este estudo para apresentar exemplos de espagos que possuem a propriedade

polinomial alternativa de Daugavet.

4.1 Estabilidade da propriedade polinomial alternativa

de Daugavet

Seja (X j)]O-‘;l uma sequéncia de espacos de Banach. Os espagos vetoriais

[@;’il Xj]co = {(%);’il Dz € X, li]m |zl = 0}
[EBJO'L Xj]goo = {(z))2 1 25 € X}, sup [|z;| < oo},
J

44
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munidos da norma

1(z)52 [ = sup [zl
J

sao espacos de Banach, chamados soma ¢y e soma (o da sequéncia (X;)°

721, respectiva-

mente. O espago vetorial

(D72, X, = ()52 w5 € X5, 3002 [l < oo},

munido da norma
()52l = ZH%H

também é um espaco de Banach, chamado soma ¢; da sequéncia (X;)32,. Essas defini¢oes

Jj=
podem ser encontradas na referéncia [16].

Segundo (]|20], Proposition 3.1) e (|6], Proposition 6.7) a propriedade alternativa
de Daugavet e a propriedade polinomial de Daugavet sao estaveis sobre somas ¢y e {4

Mais precisamente, valem os resultados enunciados a seguir.

Proposigao 4.1.1. Seja (X;)32, uma sequéncia de espagos de Banach. Entao [EB ¢ }
(ou [@j:l XjLO) tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se, todo X;

tem a propriedade alternativa de Daugavet.

Proposicao 4.1.2. Seja (X )J 1 uma sequéncia de espagos de Banach. Entao [@ ]
(ou [@j:l Xj]CO) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, todo X;

tem a propriedade polinomial de Daugavet.

O primeiro objetivo desta secao é mostrar que a propriedade polinomial alter-
nativa de Daugavet também é estavel sobre somas ¢y e £,. A prova da proposi¢ao a seguir

foi baseada na demonstragao de (|6], Proposition 6.7).

Proposicao 4.1.3. Seja (X ) ° | uma sequéncia de espagos de Banach. Entao [@ ]
(ou [@j:l XjLO) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se,

todo X; tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

Demonstragao. Seja X = [@]oil X j} .- Suponha que X tenha a propriedade polinomial
alternativa de Daugavet e fixe jo € N. Dado P : X, — X;, um polinémio fracamente

compacto nao-nulo, defina o polinémio @) : X — X por

Q(25)721) = 150 (P(25)),
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onde ij ¢ a inclusao natural de X, em X. Claramente () ¢ fracamente compacto e
Q] = || P||- Segue que @ satisfaz (ADE). Entao

L< 141 =1+ [ = max [dx + Q]

=max{max{ sup |leg, + wP(ay)ll, sup {||xjuzj7éjo}}}

|w[=1 llzjol1<1 [lj <1

:max{ sup uxjo+wP<xjo>u}

[w=1 (g, <1

ou seja, P satisfaz (ADE). Assim, X, tem a propriedade polinomial alternativa de

Daugavet.

Reciprocamente, suponha que todo X; tenha a propriedade polinomial alter-
nativa de Daugavet. Sejam p € P(X) com [[p|| =1, y = (y;)32, € Sx e 0 <& < 1. Ja que
[yl = 1, existe jo € N tal que [Jy;|| > 1 — 5. Tome z = (2;)%2, € Bx tal que

1—¢
p(2)| > —,

e defina o polinémio g € P(Xj,) por

Q(xjo) =p(z + ijo(xjo - Zjo))'

Segue que
1—¢
L= lpll = llall = la(z50)l = lp(2)] > —=-
2
Ja que Xj, tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, podemos aplicar o
Corolério 1.3.9 com IIQH’ IIZOII S para obter wy,wy € T e x € By, tais que
0
Rewli(xgo) > 1 H Yia + war) || > 2 — =
]l 190 2

Entao, definindo g = z + i;, (2 — zj,) € Bx, temos

0
Jo

5
Rewp(xg) = Rewlq(x;-)o) > (1 - 5) llg|l > 1 —¢,
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ly + wazol| > llys, + war) ||

Yio H Yo
+'UJ2$ ;
H ||yj0” 7 Tyl 77
>2———( 195011
6 g
9 -9 ¢
> 5 5 €

Logo, X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, pelo Corolario 1.3.9. [

Esta proposic¢ao implica que, para um espago de Banach X, ¢y(X) e £ (X) tém
a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, X tem a propriedade

polinomial alternativa de Daugavet.

A propriedade alternativa de Daugavet também é estavel sobre somas ¢, se-

gundo a proposicao apresentada a seguir.

Proposigao 4.1.4 ([20], Proposition 3.1). Seja (X;)52, wma sequéncia de espagos de
Banach. Entao [@;’il Xj]el tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se,

todo X; tem a propriedade alternativa de Daugavet.

Infelizmente esta proposi¢ao nao pode ser estendida para a propriedade polino-
mial alternativa de Daugavet, conforme mostraremos mais adiante. Porém, uma de suas

diregoes é valida para a k-DP e para a k-ADP.

Proposigao 4.1.5. Seja (X;)52, uma sequéncia de espagos de Banach. Se [@J 1 X}
tem a k-DP (resp. a k-ADP), entdo todo X; tem a k-DP (resp. a k-ADP).
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Demonstracao. Seja X = [@j‘;l Xi]el' Suponha que X tenha a k-DP e fixe jo € N. Dado
P : X, — Xj, um polindémio k-homogéneo de posto um, defina @) : X — X por

Q(25)521) = 150 (P(250)),

onde %;, ¢ a inclusao natural de X, em X. Claramente () ¢ um polinémio k-homogéneo

de posto um e ||Q] = ||P]|. Segue que Q satisfaz (DE). Entao, dado ¢ > 0, existem
(z;)32, € Sx e (v7)32 1€Sx*talsque2x rj)=1le
J=1

QI — & < Re (2))[Q((;)521)]
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pela Proposi¢ao 1.3.6. Como Zx z;) =1, (2;)52; € Sx e (75)52; € Sx+ = Sy, x7),.,

j=1
segue que
o o0 oo
L= i) = D Reajlay) < 3 frj(n)] < Z 5l < Z ] = 1.
j=1 j=1 7j=1
Dai, Rexj (zj,) = ||z, Iz, ||. Caso contrério, terfamos Rex} (zj,) < || [/||75,], que nos

levaria a contradicao

> Reaj(z;) < Y Il
=1 j=1
ja que ZRex;(xj) < Z |z} [[[|z;]]. Como

J#jo J#jo
|25, |20l = Reaj (x,) < 2 (z50)] < |2, 250l
temos 3, (1) = Res, () = [, 2. Assim,

[Pl —e=1@Ql -«
< Re(2}) [Q((%,)521)]
= Rex} (P(zj,))

L -Rex (P(xj,))

= g o l*

iy (29
II%II o

< supReV(P),

xj

Hz;oll

ja que ||I || <1, ||:E]O|| <le Hx* I (
1.3.6. Logo, X, tem a k-DP.

) 1. Ou seja, P satisfaz (DE), pela Proposicao

A demonstracao para o caso da k-ADP é totalmente analogo. O

A demonstragao da proposigao anterior fez uso das ideias de ([4], Proposition
2.8) e de ([21], Proposition 1).

Observacao 4.1.6. Uma pergunta natural apos esta proposicao é se a sua reciproca é
verdadeira. A resposta para esta pergunta é negativa. Segundo os Exemplos 1.3.16, C
tem a k-DP para todo k£ > 2 e R tem a k-DP para todo k par. Entretanto, de acordo
com o Exemplo 1.3.18, ¢,(C) e ¢;(R) nao possuem a k-ADP para nenhum k > 2. Logo, a

reciproca da proposicao nao é valida nem para espacos reais nem para espacos complexos.
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Observagao 4.1.7. A seguinte questao ainda esta em aberto. Se o espago [@;’il X j} o
tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, entao todo X; tem a propriedade
polinomial alternativa de Daugavet? Porém sabemos que sua reciproca ¢ falsa no caso
complexo. De fato, C tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, segundo o
Exemplo 1.3.7.b, enquanto que ¢;(C) nao possui a k-ADP para nenhum k > 2, e portanto

nao tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

4.2 Espacos com a propriedade polinomial alternativa

de Daugavet

Sao conhecidas caracterizacoes da propriedade alternativa de Daugavet e da

propriedade polinomial de Daugavet para alguns espagos de fungoes a valores vetoriais.

Proposicao 4.2.1 ([20], Theorem 3.4). Sejam X um espago de Banach, K um espaco de
Hausdorff compacto e (Q, 2, u) um espago de medida o-finita. Entdo:

(a) C(K,X) tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se, K ndao possui

pontos isolados ou X tem a propriedade alternativa de Daugavet;

(b) Loo(pt, X) tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se, u € nao-atémica

ou X tem a propriedade alternativa de Daugavet.

Proposigao 4.2.2 (|6], Corollary 6.9). Seja (2, %, i) um espago de medida o-finita e seja
X um espago de Banach. Entao Lo (p, X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se,

e somente se, | € nao-atomica ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.

Proposigao 4.2.3 ([6], Proposition 6.10). Sejam X um espago de Banach complexo, K
um espaco de Hausdorff compacto, L um espaco de Hausdorff localmente compacto e 2

um espago de Hausdorff completamente reqular. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

(a) C(K,X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, K ndo possui

pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.

(b) Cu(K, X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, K ndao possui

pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.

(c) Co(L,X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, L nao possui

pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.
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(d) Cy(2, X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, ) nao possui

pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.

A seguir apresentaremos dois resultados que estendem a Proposicao 4.2.1 e
generalizam a Proposi¢ao 4.2.2 e a Proposicao 4.2.3 para a propriedade polinomial al-
ternativa de Daugavet. As provas destes resultados foram baseadas nas provas de (|6],
Corollary 6.9 e Proposition 6.10) e (|21], Remark 6).

Utilizando a Proposicao 4.1.3 conseguimos uma caracterizagao da propriedade
polinomial alternativa de Daugavet para espacgos de fungoes essencialmente limitadas a

valores vetoriais. Para provar este resultado faremos uso do seguinte lema.

Lema 4.2.4. Seja (2, %, 1) um espago de medida o-finita. Entdo jn possui no mdzimo

uma quantidade enumerdvel de dtomos.

Demonstragdo. Seja I' o conjunto dos atomos de p. Como pu é o-finita, Q = J;2, £; com

1(€2;) < co. Entao

F=|J{Aer:Ac}

i=1

:GG{AGF:ACQm M(A)G(%’niJ}'

i=1n=1

Agora, fixados i e n,

0o > pu(€;)

ZM(U{AEF:ACQZ', 1(A) € (%vnil}}>
_ > f(A)

{Aer:aco, u(ae(L 2]}

n—1

1
> > —.
n
{Aer:Aco,wAe(L, 4]}

n’n—1

Segue que o conjunto {A el AcCQ,u(A) e (%, ﬁ]} é finito para todos i,n € N.
Como I' é a uniao enumeravel destes conjuntos, temos I' enumeréavel. Logo, p possui no

méaximo uma quantidade enumeravel de atomos. ]

Proposigao 4.2.5. Seja (2, %, 1) um espago de medida o-finita e seja X um espago de
Banach. Entao Lo(u, X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e

somente se, |1 € nao-atomica ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.
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Demonstragao. Pelo Teorema 1.3.12, sabemos que se i é uma medida o-finita ndo-atomica
entao L. (i, X) tem a propriedade polinomial de Daugavet e, em particular, a propriedade
polinomial alternativa de Daugavet. Agora, se y é uma medida o-finita com pelo menos
um atomo, entao g possui no maximo uma quantidade enumeréavel de dtomos pelo lema
anterior. Dali, existem um conjunto enumerével nao-vazio J e uma medida o-finita nao-
atomica v tais que
Loo(1t, X) = Loo (v, X) @oe [@X] .
jeJ oo
Neste caso, pela Proposi¢ao 4.1.3 temos que Lo (i, X) tem a propriedade polinomial al-
ternativa de Daugavet se, e somente se, X tem a propriedade polinomial alternativa de

Daugavet. O]

Também conseguimos uma caracterizacao da propriedade polinomial alterna-
tiva de Daugavet para espagos de fun¢oes continuas a valores vetoriais. Para provar este

resultado faremos uso do seguinte lema.

Lema 4.2.6 ([17], Lemma 1). Seja K um espag¢o de Hausdorff compacto e seja X um
espago de Banach. Para todo f € C,(K,X), o conjunto

{t € K : f € continua em t para a topologia da norma em X }
¢ denso em K.

Proposigao 4.2.7. Sejam X um espago de Banach complexo, K um espac¢o de Hausdorff
compacto, L um espagco de Hausdorff localmente compacto e 0 um espago de Hausdorff

completamente reqular. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

(a) C(K,X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, K

nao possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

(b) Cw(K,X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, K

nao possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

(c) Co(L,X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, L

nao possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

(d) Cy(2, X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se,

nao possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.
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Demonstragao. Provaremos apenas a afirmagao (), pois as demais seguem analogamente.
Suponhamos primeiramente que C, (K, X) tenha a propriedade polinomial alternativa de
Daugavet e que K possua pelo menos um ponto isolado. Entao existe um espaco de
Banach Z tal que C,(K,X) = X @ Z. Dai, pela Proposigao 4.1.3 segue que X tem a

propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

Agora, suponhamos que K nao possua pontos isolados. Neste caso, o Teorema
1.3.12 garante que C,, (K, X) tem a propriedade polinomial de Daugavet e, em particular,
a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

Finalmente, suponhamos que X tenha a propriedade polinomial alternativa de
Daugavet. Dados P € P(C,(K,X),Cy(K, X)) fracamente compacto com ||P| = 1 e
e > 0, existem fo € Sc,(k,x) € to € K tais que fy é continua em ¢, para a topologia da

norma em X e

€
12Cfo)(t)ll > 1 = 5 (4.1)
Como P é continuo em fy, existe § > 0 tal que
1P(fo) = P(g)ll <& se [[fo—gll <0 (4.2)

Além disso, como f; é continua em norma em tg, temos que ty nao pertence ao conjunto
W = {te K:|f(t)— f(ty)| > d}. Assim, pelo Lema de Urysohn, existe uma fungao
continua ¢ : K — [0, 1] tal que

1, t:to

SO(t):{o teW.

Seja o € Sy tal que fo(to) = ||fo(to)||zo. Defina ¥ : C — Cy(K, X) por
(=) = (1= ¢)fo + proz.
Segue que
Ifo = ¥ ([l fo(to) )]l = sup [fo() = (1= ) fot) + @(t) folto)) || = sup (1) fo(t) = folto)l <,
pois (W) = {0}. Dai, por (4.2),
|P(o) = P (I falto) )] < 5

que implica

1P (fo) (o) = P (¥ (Il folto) D) (t0) || <

DO | ™
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Entao, pela equagao (4.1), obtemos

1P (W(|l folto))) (to)|| > 1P (fo)(to)]| — g S1-c

Logo, pelo Teorema de Hahn-Banach, podemos encontrar zj; € Sx- tal que

g ([P(T(fo(to) )] () > 1 .
J& que a fungao
Z2— ([P(\I/(z))} (to))
é holomorfa, o Teorema do M6dulo Méximo garante que existe zg € T tal que
[P (¥(20))(to)]| = |25 ([P(¥(20))](t0))| = 25 ([P(T(lfo(to)ID)] (t0)) > 1 —e.

Agora, defina z, = zgzg € Sx, considere ] € Sy« tal que zj(z1) = 1, e defina & : X —
Cw(K, X) por

O(z) = 21(z)(1 — ) fo + p.

Observe que ||[®(x)|| < 1 para todo x € Bx e que ®(x1) = ¥(zp). Assim,
| P(@(x1)) (to)|| > 1 —e.

Finalmente, defina o polinémio () : X — X por
Q(z) = [P(®(2))] (to)-

Entao () é fracamente compacto e

lQll = swp |10 = Q@) = [[P(eE)] t)]l > 1 —e.

Como X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, segue que @) satisfaz
(ADE). Logo,

sup [|Ide, (x,x) + wP| > sup sup ||®(z) +wP(®(z))]]

|w|=1 |w|=1z€Bx
> \SL\l:p1 ISEUBp ||<I>(x)(t0) + w[P(CID(x))] (tO)H
- lSlllfl Sup |27 (2)(1 = ¢(to)) folto) + ¢(to)z + wQ(z)||

= sup sup [z +wQ(z)]

|’LU|:1 IBGBX

= IStllp [1dx +wQ||
wl=1

=1+|Q| >2—=¢.

Portanto, Cy,(K, X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet. n
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Para os espacos das fungoes Bochner-integraveis a valores vetoriais sao conhe-
cidas caracterizacoes apenas da propriedade de Daugavet e da propriedade alternativa de

Daugavet.

Proposigao 4.2.8 (|21], Remark 9; [20], Theorem 3.4). Seja (2,3, ) um espago de
medida o-finita e seja X um espago de Banach. Entao Li(u,X) tem a propriedade de
Daugavet (resp. propriedade alternativa de Daugavet) se, e somente se, i € nao-atéomica

ou X tem a propriedade de Daugavet (resp. propriedade alternativa de Daugavet).

Como consequéncia da Proposigao 4.1.5 conseguimos generalizar parcialmente

este resultado para a k-DP e para a k-ADP.

Proposicao 4.2.9. Seja (2,3, 1) um espago de medida o-finita e seja X um espago de
Banach. Se Li(p, X) tem a k-DP (resp. k-ADP), entao pn € nao-atémica ou X tem a
k-DP (resp. k-ADP ).

Demonstra¢ao. Suponha que p possua pelo menos um atomo, entao p possui no maximo
uma quantidade enumeravel de d&tomos pelo Lema 4.2.4. Dai, existem um conjunto enu-

meravel nao-vazio J e uma medida o-finita nao-atomica v tais que

Lo, X) = La(v, X) &y [@x] .

jeJ 4
Assim, pela Proposigao 4.1.5, se Li(p, X) tem a k-DP (resp. k-ADP), entdao X tem a
k-DP (resp. k-ADP). O

Observagao 4.2.10. Segue da Observacao 4.1.6 que a reciproca da proposi¢ao anterior
nao é valida. Além disso, pela Observacao 4.1.7, se X é um espaco de Banach complexo
com a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, nao podemos afirmar que Lq(u, X)

tem a k-ADP para algum k € N ou a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.
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