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Resumo

Recursos computacionais mais poderosos tém intensificado a criacao e utilizagao
de metodologias de ajuste e predicao em situagoes em que nao se tem expectativa de
observacoes cujo grau de dependéncia decaia rapidamente ao longo do tempo. Essa
caracteristica de uma persisténcia maior da dependéncia, conhecida também como
longa dependéncia, tem sido objeto de intensos estudos nas tltimas décadas.

Um dos modelos mais utilizados é uma generalizacao, pela integracao fracionéria,
dos modelos classicos de Box e Jenkins. O modelo ARFIMA foi proposto por Hos-
king em 1981 e é caracterizado por um operador em forma de série infinita, depen-
dente de um parametro d. Varios estimadores de d sao encontrados na literatura.
Nossos estudos se concentram nos propostos por: Geweke e Porter-Hudak(1993);
Reisen(1994); e Jensen(1999). Esses estimadores podem ser conjuntamente classifi-
cados como métodos semiparamétricos, em que se transforma o processo ARFIMA
em processo ARMA, de forma que os outros parametros do modelo possam ser
estimados por metodologias usuais.

Uma importante questao nessa forma estimacao ¢ a perda de informagao oca-
sionada pela transformacao citada, uma vez que ha a necessidade de truncamento
da série que caracteriza a longa dependéncia. Estudos da informagao perdida (in-
conclusivo) e EQM e vicio por simulagao foram usados para avaliar de que forma a
escolha do ponto de truncamento afeta a qualidade dos estimadores. Os resultados
indicam que o ponto ideal de truncamento da série varia bastante e sofre grande
influéncia dos valores dos parametros do modelo. Uma ilustracao é realizada em
dados reais.
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Abstract

The growing computer power has enable researchers to develop methodologies
for estimation and prediction in time series whose observations are not necessartily
weakly dependent. Among these developments, ARFIMA models have the nice
property of linking themselves directly to the classical time series analysis ARMA
models.

We will be studying the effects of estimating the long dependence parameter
d on the ARMA parameters. Among the various estimators on the literature, we
will be using the ones proposed by Geweke and Porter-Hudak(1993), Reisen(1994)
and Jensen(1999). The aim of the study is to evaluate the importance of truncation
when transforming the ARFIMA model to the ARMA model for the estimations
thereof. MSE and bias are compared through simulation.

Results indicate that ideal truncation point is strongly dependent on the values
of the parameters themselves but some reasonably broad measures can still be taken
in order to efficiently recover information from the data.
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Introducao

Os primeiros estudos sobre séries temporais tratavam especialmente daquelas
caracterizadas pela nao estacionaridade ou pela independéncia ou quase independeén-
cia entre observacoes muito distantes no tempo. O que se observa em alguns casos, no
entanto, ¢é a existéncia de dependéncia entre essas observacoes que, embora pequena,
nao pode ser desprezada. Essa caracteristica é chamada longa dependéncia.

Para descrever a longa dependéncia, o primeiro modelo proposto foi o chamado
de ruido gaussiano fraciondrio, apresentado por Mandelbrot e Van Ness (1968) e
Mandelbrot (1971). De forma independente, o modelo ARFIMA foi proposto por
Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981). Esse constitui uma generalizagdo dos
modelos ARIMA, dependente de um parametro d, e tem sido utilizado em diferentes
areas tais como a hidrologia, a astronomia e a economia. Os modelos ARFIMA serao
o foco de nosso trabalho.

Um grande ntmero de estimadores do parametro de longa dependéncia do mo-
delo foi apresentado desde entao e esses se dividem em duas diferentes abordagens.
Na primeira abordagem, paramétrica, todos os parametros do modelo sao estima-
dos simultaneamente. Os estimadores que seguem esse método tém mostrado, em
estudos realizados até hoje, resultados muito satisfatorios, embora, em geral, exijam
um alto custo computacional. A segunda abordagem do problema de estimacao é a
semi-paramétrica, em que os parametros do modelo sao estimados em dois passos.
Primeiramente, é estimado o parametro de longa dependéncia. A série é transfor-
mada de modo a se retirar o efeito de longa dependéncia para que, em um segundo
passo, os outros parametros do model possam ser estimados pelos métodos usuais
de estimacao em modelos ARMA. Nesse trabalho, trataremos apenas da abordagem
semi-paramétrica.

Para a estimagao do parametro de longa dependéncia, a decomposicao em fungoes
ortogonais desempenha um importante papel. Entre as formas de decomposi¢ao
devemos destacar as transformadas de Fourier e de ondaletas como ferramentas
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aplicadas pelos estimadores mais usados atualmente. A primeira transformada, de
Fourier, é empregada na anélise de séries temporais e possibilita a analise espectral
do processo. A transformada de Ondaletas, por sua vez, tem sido utilizada com
freqiiéncia cada vez maior em diversos campos da ciéncia e apresentado resultados
excelentes, em particular, na andlise de séries temporais.

Entre os estimadores mais utilizados do parametro de longa dependéncia, estao o
estimadores propostos por: Geweke e Porter-Hudak (1993); Reisen (1994); e Jensen
(1999). O primeiro baseia-se na relacao entre as densidades espectrais dos processos
ARFIMA e ARMA e utiliza o periodograma como estimador dessa densidade. O
segundo utiliza a mesma relagao, mas emprega o periodograma suavizado como
estimador da densidade espectral. O 1ltimo estimador usa a andlise de ondaletas
para obter uma estimativa do parametro de longa dependéncia.

Uma vez escolhido o estimador do parametro de longa dependéncia, um pro-
blema que surge ¢é a forma de transformar o processo ARFIMA em processo ARMA
para que os parametros restantes do modelo possam ser estimados. Essa trans-
formacao exige a escolha de um ponto de truncamento da série infinita que descreve
a longa dependéncia. Essa escolha determina a perda de informacao envolvida na
transformacao e, conseqiientemente, a qualidade das estimativas obtidas. Nesse tra-
balho estudaremos essa perda de informacao do ponto de vista analitico e pelo uso
do método Monte Carlo de simulagao. Usando a simulagao, queremos observar qual
o efeito da escolha do ponto de truncamento sobre a precisao das estimativas obti-
das e a relagao entre o ponto ideal de truncamento e os valores dos parametros do
modelo.

No Capitulo 1 trataremos das transformadas de Fourier e de Ondaletas, que
serao usadas na definicao dos estimadores do parametro que caracteriza a longa de-
pendéncia. Apresentaremos no Capitulo 2 o modelo ARFIMA, proposto por Hosking
em 1981. A estimagao do parametro d em séries de longa dependéncia sera abordada
no Capitulo 3. Nessa parte do trabalho serao descritos os estimadores citados. Discu-
tiremos também, sob o ponto de vista analitico, a perda de informacao causada pela
aplicacao dessas técnicas. Desenvolveremos no Capitulo 4 um estudo de simulacao
para estudar a transformacao de processos ARFIMA em ARMA, necessaria para a
aplicacao dos métodos semi-paramétricos, como aqueles nesse trabalho. A andlise
de um conjunto de dados reais sera apresentada no Capitulo 6.



1 Andlises de Fourier e de
Ondaletas

1.1 Analise de Fourier

A analise de Fourier tem sido usada em diversos campos da ciéncia e podemos
citar a solucao de equacoes diferenciais parcias como exemplo dessas aplicagoes. A
utilizacao da andlise de Fourier neste trabalho se resume a estudar uma forma de
representar uma funcao arbitraria usando a combinacao de senos e cossenos ou, de
forma equivalente, de exponenciais complexas. Nessa secao trataremos de alguns
conceitos basicos de Analise de Fourier que sao fundamentais para a andlise de
séries temporais no dominio da freqiiéncia. Essa abordagem, chamada de analise
espectral, é fundamental em areas em que o interesse principal estd no estudo da
periodicidade das séries. Ainda quando os dados nao apresentam periodicidade, a
analise de Fourier é bastante 1til, como serd mostrado no Capitulo 2. Resultados
mais detalhados sobre essa teoria podem ser encontrados em Korner (1988) e Percival
e Walden (2000).

Trataremos primeiramente dessa representacao no caso de seqiiéncias finitas.
Para isso definiremos fungoes ortogonais para que possamos encontrar uma base
para o espaco n-dimensional e definir a representacao de Fourier.

Definigao 1.1.1 Sejam ¢i(t) e ¢;(t) fungoes assumindo valores complexos e com
dominio D, um subconjunto dos reais.

Se ¢i(t) e ¢;(t) sao definidas em um conjunto D discreto, sdo chamadas fungoes
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ortogonais se

) =0 k#j
;%(t)%(ﬂ{#o k=

onde ¢;(t) € o conjugado complexo de ¢y (t).

Se ¢i(t) e ¢;(t) sdo definidas em um conjunto D continuo, sdo chamadas fungoes

/¢k<t>¢;<t> dt{ =0 k7

ortogonais se
#0 k=7

Nesse trabalho, nos concentraremos em funcoes definidas em um D discreto.

Para k = 0,1,2,...,[n/2], em que [s] indica o maior inteiro menor do que ou
igual a s, a colecao

{sen(2mkt/n), cos(2mkt/n) - k =0,1,2,...,[n/2]} = (1.1.1)

(-1 1 ,
{62ﬁkt/n:_g_’_1§k<ﬁSenépare (n )Skjg(n )senéimpar}

-2 2 2
tem exatamente n fungoes nao identicamente iguais a zero e é colecao de funcgoes
ortogonais. Seja z1, 29, ..., 2, uma seqiiéncia de nimeros. Essa seqiiéncia pode ser
considerada como um conjunto de coordenadas no espaco n-dimensional. Com um
conjunto de n vetores, podemos construir uma base desse espaco, de tal forma que
qualquer vetor nele possa ser representado como a combinagao linear dos vetores que
compoem a base. Sabe-se que qualquer conjunto de n vetores ortogonais forma uma
base para o espago n-dimensional. Portanto, a seqiiéncia {z;} pode ser escrita como
uma combinagao linear das fungoes trigonométricas definidas por (1.1.1). Assim, a
representacao

[n/2]
2 = Z apcos(2wkt/n) + brsen(2wkt/n) t=1,2,...,n (1.1.2)
k=0

¢ chamada série de Fourier da seqiiéncia {z;}, ax e by sendo chamados de coeficientes
de Fourier.

Temos que

0 = 1/n> 0 zeos(wgt) k=0ek=n/2sen épar
"7 2/n Yo zcos(wit)  k=1,2,...,[(n—1)/2]
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2 n
by = — g zsen(2rkt/n) k=1,2,...,[(n—1)/2],
n
k=1

em que wy = 27k/n, k=0,1,2,...,[n/2], sdo chamadas freqiiéncias de Fourier.

As funcgoes trigonométricas e a exponencial complexa sao relacionadas pela
formula de Euler
e = cos(s) + 1 sen(s).

Dada essa relacao, podemos escrever

(1.1.3)

TL/2 Wit

k=—(n/2)—1 k€

(n—1)/2 iwgt ; ;
- he—(n—1)/2 Ck€ sen éimpar
sen é par

e ¢ esta relacionado aos coeficientes ay e by, por

Co = ao
= ap—1 by

_ * _ apti by
cr = ¢ = ek

O mesmo tipo de representacao pode ser feita de uma seqiiéncia infinita e
periddica. Uma funcao f(t) é periédica com periodo P constante se

f)=ft+P) telo,P (1.1.4)

sendo P o menor valor positivo para que (1.1.4) é satisfeita.
Suponha {z;} uma seqiiéncia periédica com periodo n, onde n é um valor inteiro
e positivo, isto é

2=z t=12....n, j=0,+1,42 ..

Entao, para todo m positivo, a subseqiiéncia {z,.¢,t = 1,2,...,n}, define toda a
seqiiéncia e pode ser escrita como (1.1.2) ou (1.1.3). Uma vez que {z;} é periddica,
essa representacao vale para todo t inteiro. Portanto, temos

[n/2]
Zipin = Ly = Z agcos(2wkt/n)+bysen(2rkt/n) t=1,2,...,n, j=0,+1,£2 ...
k=0

Da mesma forma podemos definir a representacao de Fourier de uma seqiiéncia
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nao periodica. Essa representacao é chamada de transformada discreta de Fourier e
é de especial interesse nesse trabalho pois essa transformada desempenha importante
papel na analise de séries temporais. Considere uma seqiiéncia ou fun¢ao no tempo
discreto, z:, de duracao finita, tal que z; = 0 para |t| > M. Definimos n=(2M+1) e
definimos

—(n—1)

(n—1)
Ytnj = 2t 5 <t<

2 )

j=0,41,+2, ...

uma seqiiéncia periédica com periodo n. De acordo com (1.1.3), podemos expressar

Yy COMO
(n—1)/2 .
Y = Z Ckeﬂwkt/n’
k=—(n—1)/2
em que
1 (n—1)/2 A 1 (n—1)/2 ‘
= ﬁ Z yt6—127rkt/n _ E Z Zte—z27rkt/n
k=—(n—1)/2 k=—(n—1)/2
1 :
. Z 2t6_22ﬂ—kt/n.
n
k=—0o0
Seja
1 —
fw) = 7 t_z ze"™". (1.1.5)
Temos que
2T
cr = — f(cAw), (1.1.6)
n

em que Aw = 2. Combinando-se (1.1.5) e (1.1.6)

n

(n—1)/2

2 -
Yy = _f(kAw)ezk:Awt
k——(nZ—I)/Q "
(n—1)/2
= ) Awf(kAw)e, (1.1.7)
k=—(n—1)/2

Note que cada termo da soma em (1.1.7) representa a drea de um retangulo de

altura f(kAw)e* % e largura kAw. Quando n — oo, temos que Y; — Z; e Aw =

27”. Portanto, o limite da soma se torna uma integral. Além disso, como estamos
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somando n intervalos de largura 27/n, o intervalo total de integracao sera sempre
de tamanho 2. Assim, temos

n—oo

n—1)/2
>

(EAw)e™* A Aw

(
f
k= 1)/2

Como f(w)e™! ¢ uma fungao periddica com periodo 27, podemos usar qualquer
intervalo de tamanho 27 na integracao. Usualmente, considera-se o intervalo [—, 7].

Temos, portanto, o par

2 :/ fw)e™dw t=0,+1,42,... (1.1.8)
2
(§]
[ 4
flw) = o t;m Ze" —m<w<T. (1.1.9)

As fungoes em (1.1.8) e (1.1.9) sao chamadas, respectivamente, de transformada de
Fourier (no tempo discreto) de Z; e de transformada inversa de Fourier de f(w),
respectivamente, e formam um par de transformadas de Fourier.

Até este ponto, tratamos apenas da representacao de seqiiéncias. A repre-
sentacao de Fourier pode ser usada também no caso de funcoes definidas em R.
Seja f(+) uma fungao definida em R | periddica, com periodo P. A freqiiéncia fun-
damental da funcao é definida como wy = 27“. Para essa freqiiéncia fundamental, o

conjunto de exponenciais complexas
{ethwol - | =0,41,42,...}

¢ um sistema periédico com periodo P e é ortogonal em qualquer intervalo de tama-
nho P.

Portanto, podemos representar a fun¢ao f(-) como

ft) = i cpe*wot, (1.1.10)

k=—o00
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Se a série converge uniformemente para f(t) temos

1 [P ‘
= — f(t)e kwotqy, (1.1.11)
P ] pp
As condigoes apresentadas no Teorema 1.1.2 sao suficientes para garantir a con-
vergéncia da série em (1.1.10).

Teorema 1.1.2 [Wei (1990)]. Seja f(-) uma fungdo limitada, periddica, com peri-
odo P, um numero finito de mdzrimos e minimos em um periodo e um numero finito
de pontos de descontinuidade. Entao, a sua série de Fourier converge para f(-) em
todo ponto de continuidade de f(-) e para a média dos limites a direita e a esquerda
nos pontos de descontinuidade de f(-).

Considere agora uma fungao geral f(-), ndo periédica, definida em todo t real e
com f(t) =0 para |t| > P/2, definimos uma nova fungao

gt +jP)=f(t), — <t<

A fungao g(-) é periddica com periodo P. De acordo com o que foi estudado para o
caso de fungoes periddicas, podemos expressar g(-) como

g(t) = > e, (1.1.12)
k=—o0
em que wy = 27/P e
1 [P ' wo P/2 ,
= — fte”““’otdt:—/ f(t)etkwotqy, 1.1.13
=5/, e |, 00 (11.13)
Substituindo (1.1.13) em (1.1.12)
g(t) _ U e—ikwoudu eikwot / zkwot u)du
=g/ = o L
1 o0
= o > H(kwo)wy, (1.1.14)
k=—00

em que H(kwy) = ffgz f(u)eFwolt=vdy, Se P — oo, entdo g(t) — f(t),wy — 0 e o
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limite da soma em (1.1.14) é uma integral.

f(t) = lim g(t) = % /_OO H(w)dw

P—oo

P—oo

H(w) = lim H(kwg) = /Oo fuw)e™ =" dy,

onde notamos que, no limite, w = kwy é uma variavel continua. Isto é,

= — iw(t—u) — —twu iwt
f(t) or /OO /OO f(u)e dudw o /OO /OO fuw)e ™" du ™" dw
= / F(w)e™" dw (1.1.15)

F(w) = %/m f(t)e ™tdt. (1.1.16)

A funcao F(-) em (1.1.15) é chamada de transformada de Fourier de f(-) e f(-) em
(1.1.16) é chamada de transformada inversa de Fourier de F(-) e as duas formam
um par de transformadas de Fourier.

As condigoes abaixo s@o suficientes para garantir a existéncia de F(-).
Teorema 1.1.3 [Wei (1990)]. Seja f(-) é uma funcao limitada. Entao, F(-) existe
se

i. f(-) € absolutamente integrdvel, isto €,
/ F(b)|dt < oc.

it. f(-) tem um nimero finito de mdximos e minimos e um nimero finito de pontos
de descontinuidade, para cada intervalo finito.

1.1.1 Transformada de Fourier Janelada

Apesar de ser uma ferramenta importante, a transformada de Fourier, definida
na secao 1.1, apresenta como um de seus maiores problemas a falta de precisao no
tempo. Essa transformada usa funcoes periddicas para descrever o comportamento
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de fungoes que podem ser nao periédicas. Quando a funcao descrita apresenta
um pico severo, por exemplo, sao necessarias exponenciais de alta freqiiéncia para
reproduzi-lo. Por outro lado, como essas exponenciais oscilam em toda a reta, sao
necessarias outras exponenciais para cancelar os efeitos das primeiras antes e depois
da ocorréncia do pico. Outro problema que podemos citar da Transformada de
Fourier é a necessidade de integrarmos a fungao f(t) em toda a reta. Para isso, essa
funcao deve ser totalmente conhecida, o que, em geral, nao ocorre na pratica e nem
¢ de interesse.

Seja f(t) uma funcio definida para t € R e f(t,w) uma transformada de f(t).
Para que se evitem os problemas citados, é desejavel que se considere uma nova
transformada de f(t), f (t,w), que dependa de t e que apenas considere os valores de
t dentro de uma janel, isto é, dentro de um intervalo limitado. Essa caracteristica
pode ser expressa matematicamente usando-se uma fungao g(-), assumindo valores
complexos e tal que supp g C [—T,0], em que supp g representa o suporte da funcao
g(+), como uma func¢ao peso. Nesse caso, T é chamado de tamanho da janela da

transformada.

A transformada de Fourier Janelada (T.F.J.) nos d4 informagao a respeito da
funcao f(-) simultaneamente no tempo e na freqiiéncia e atende as exigéncias des-

critas acima. Seja
fe(w) = g(w —1) f(w)
e supp fi(w) C [t —T,t]. Podemos agora definir

Definigcao 1.1.4 A Transformada de Fourier Janelada de f é

oo

fltw) = / e 2T fiy(u)du (1.1.17)

—0o0

= / e g (u — t) f (u)du,
em que g(-), tal que supp g C [=T,0], é chamada de janela e T é chamado de
largura da janela.

Note-se que, se g(-) é uma fungao continua, entdo o peso dado para valores de u
proximos a t e T' — t sdo pequenos. A suposi¢ao de que supp g C [—7,0] nao é
realmente necessaria para garantir a existéncia de T.F.J. e de sua inversa e foi usada
somente para dar um sentido mais intuitivo a idéia da transformada. Podemos
assumir apenas que essa fungao é quadrado integravel.
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Definigao 1.1.5 A Transformada de Fourier Janelada inversa de f é
1 e A .
g —00 J —00

A T.F.J. também pode ser calculada sob o ponto de vista do dominio da freqiiéncia.
Pela identidade de Parseval

ft.w) = Guif) = Guel),

2miwu

em que gue(u — 1) = g(u— t)e

Podemos escrever f (t,w) como

0
flt,w) = 62”“”/ ™G (v — w) f(v)dw. (1.1.18)
—o0
A igualdade em (1.1.18) é quase idéntica a (1.1.18), mas com a varidvel u de tempo
substituida pela variavel v de freqiiéncia e a janela g(u—t) substituida pela sua trans-
formada g(v — w). A inclusdo da quantidade e 2™*! est4 relacionada & translagao
em tempo e freqiiéncia. Portanto, sob o ponto de vista da freqiiéncia, comecamos
com um sinal f(u) e multiplicamos esse por uma janela § : fo(v) = §(v — w)f(v).
Usamos, entao, a transformada inversa de Fourier desse produto e multiplicamos

por um fator de correcio e 2",

A escolha da janela g(-) funcionard como um balanceamento entre o tempo e
a freqiiéncia. Variac¢oes de f(-) em intervalos muito maiores que T serdo descritos
pelo comportamento temporal de f (t,w) , enquanto a variagdo em intervalos muito
menores que T serdo descritos pelo comportamento freqiiéncial de f (t,w) .

Embora o uso da T.F.J. amenize o problema de falta de localizacao da transfor-
mada de Fourier, esse nao chega a ser completamente evitado. Isso porque, quando
um pico de largura muito menor que T ocorre em f(-), hd a mesma necessidade de
incluir exponenciais de alta freqiiéncia para reproduzi-lo e outras exponenciais para
anular o efeito das primeiras antes e depois da ocorréncia do pico. Isso é amenizado
pois 86 precisamos anular os efeitos das primeiras exponenciais dentro da janela f(-).
Da mesma forma, quando usamos T.F.J., devemos combinar muitas exponenciais
para reproduzir uma estrutura da fun¢ao com largura muito maior que T. Portanto,
se uma funcao apresenta um pico severo e uma estrutura com largura muito grande,
qualquer que seja a largura T da janela escolhida, a T.F.J. nao podera descrever
bem a fungao pois T é fixo ao longo da reta.
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1.2 Analise de Ondaletas

A andlise de ondaletas é uma ferramenta importante aplicada em diversas areas
da ciéncia e que, nos ultimos anos, tem sido aplicada com maior freqiiéncia no es-
tudo de séries temporais. Essa é uma andlise tempo-escala e nao tempo-freqiiéncia,
como as andalises apresentadas nas secoes 1.1 e 1.2. Apresentatemos nesse traba-
lho uma rapida introducao sobre essa teoria. O leitor interessado pode consultar
Kaiser (1994) para obter explicagbes mais detalhadas sobre a Andlise de Ondale-

tas. Aplicacoes especificas a teoria de séries temporais podem ser encontradas em
Percival e Walden (2000) e Vidakovic (1999).

Seja Vup(-), a € R—{0}, b € R, a familia de fungdes definidas como as
translacoes e mudangas de escala de uma fungao ¥(-) € L?(R)

U, ,(z) = \/1@\11 (z - b) .

A fungao ¥ é chamada ondaleta mae e satisfaz a condigcao

2
Cy = / de < 00, (1.2.19)
(vl

em que W(-) representa a transformada de Fourier de W(-).

Para qualquer funcao f(-) quadrado integrével, a transformada continua de on-

daleta de f(-) é definida por

C'WTf(a,b):/Rf(x)\lla,b(x)dx.

Quando a condicao (1.2.19) é satisfeita, é possivel reconstruir f(-) a partir de
CWTy(a,b), usando-se a transformada inversa continua de ondaleta, que é definida

por
da db

a2

, x  €R.

f@) =g [ [ eW st bve)

A transformada continua de ondaleta de uma funcao f de uma variavel é uma funcao
de duas variaveis, o que indica que existe redundancia da informagao. E possivel que
a recuperacao total da funcao original seja feita por pontos amostrais da inversa da
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transformada. Uma amostragem que preserve toda a informagao deve ter freqiiéncia
pelo menos tao grande quanto a chamada amostragem critica definida como

a=27b=k27 j, keZ.

Qualquer outra amostragem com freqiiéncia maior do que essa nao permitird a
recuperacao dos dados de forma unica. Além disso, sob certas condigoes, pode-se
mostrar que com a amostragem critica, {W,x(z) = 2//2W(2/z — k), j, k € Z} forma
uma base ortogonal de L?(R), o espacgo funcional composto pelas funcoes quadrado
integraveis.

A anédlise de multi-resolucao (A.M.R.) nos permite entender de forma mais in-
tuitiva a transformada de ondaletas discretizada pela amostragem critica.

Primeiramente, vamos definir os operadores de translagao, T:Lo(R) — Lo(R), e
de dilatagao, D:Ly(R) — Lo(R):
T"f(t) = f(t —n), n € Z, (1.2.20)

D™ f(t) = 2™/2 f(2™1), m € Z.

Definigao 1.2.1 Uma Andlise de Multi-resolucao em Lo(R), o espaco das fungioes
quadrado integrdveis, é uma seqiiéncia aninhada de subespagos fechados {V;} ez que
tenham as sequintes propriedades:

1. Hierarquia:

V; C Vi C Ly(R) Vj € L.

1. Uniao densa e Interseccao Trivial:

Uvi=L.® e [V;={0}
jez jez
191. Auto-Similaridade:

f) eV, & f(t) eV Vi € Z.

. Eziste uma funcio ¢ € Vy tal que {T*¢(t) = ¢(t — k)Vk € Z} gere o espago Vy,
ou seja:

Vo = {f € La(R)|f(8) = ) exolt — /f)}

keZ
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para uma seqiéncia ¢ apropriada e o conjunto {¢(- — k), k € Z} seja uma base
ortonormal.

Note que a condigao (iii) se refere & resolucao pois f(2’t) é proporcional & versao
comprimida de f(¢).

Quando uma seqiiéncia de subespagos satisfaz as propriedades de uma A.M.R.,
para cada j € Z, existe uma seqiiéncia {V,;x(x),j fizo, k € Z} que forma uma
base ortonormal do espaco WW; definido por

Vien =V © W

Por construgao, W; L Wy, j,k € Z, j # k e, portanto,

L*(R) = DW;.

jez
Dado que {V,x(x),j fizo, k€ Z} é uma base ortonormal de W}, temos que
(U, h(x) = 220(Px — k), j, k€Z}

forma uma base ortonormal de L?(R) e podemos escrever qualquer fungao f € L*(R)

CcCOomo
ft) = Z Z w1 (1)
JEZ k€EZ
em que

Os coeficientes wjj, definidos em (1.2.21) sdo chamados coeficientes da transfor-
mada de ondaletas de f(¢) e serdo importantes para a estimagao do parametro de
longa dependéncia do modelo ARFIMA. Os valores desses coeficiente estao ligados
a resolugao no sentido em que wj;. com j’s maiores estao relacionados a resolugoes
mais altas.

Dado que Wy C Vi e Uy o(z) =V (x) € Vi, U(x) pode ser representada, de acordo
com a definicao de A.M.R. como

U(z) = ng¢(2x — k)

kEZ
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para alguma seqiiéncia de coeficientes g, k € Z. Nao entraremos em detalhes a
respeito da construcgao das fungoes ¢(-) e ¥(-). Explica¢bes mais detalhadas sobre a
obtenc¢ao dessas fungoes estao em Kaiser (1994), Vidakovic (1999) e El-Dash (2002).
Como exemplo de base podemos citar a base de Haar que é ortogonal, tem suporte
compacto e é a tnica com essas caracteristicas para a qual as fungoes ¢(x) e VU(z)
podem ser obtidas explicitamente. Essas funcoes sao dadas por

o(t) =Lp(t) e

\I/(t) = ]1[071/2} (75) — H[1/2,1] (t)
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2 Modelos ARFIMA

2.1 Modelos ARMA (p,q)

A observagao de um fenémeno ao longo do tempo e o estudo de seu compor-
tamento é de grande interesse em diversas areas da ciéncia como a economia, a
hidrologia e a fisica. Nesse contexto, a teoria de séries temporais fornece ferra-
mentas para que esses fenomenos possam ser estudados e para que se possam fazer
previsoes a respeito dos mesmos.

Um processo estocastico é definido como uma familia de varidveis aleatérias { X}
indexadas. A realizacao de um processo estocastico indexado no tempo é chamado
de série temporal.

Os modelos de séries temporais sao usados para descrever tais séries e sao a
especificacao da distribuigao conjunta das variaveis aleatérias (v.a.’s){ X;} das quais
{z;} sdo os valores observados. No inicio desse trabalho, trataremos de algumas
defini¢oes basicas da teoria de Séries Temporais.

Definigao 2.1.1 Seja {X;} um processo estocdstico com E(X}?) < co. A funcao-
média de { X} é
px(t) = E(Xy)

e a func¢ao-covariancia €

vx(t,s) = Cov( Xy, Xy).
Definicao 2.1.2 Um processo estocdstico { X} € dito estritamente estaciondrio se

<X1>X27' - 7Xk) i (X1+h7X2+h7 s 7Xk+h) Vhak >1
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d . . ‘ o ‘ S
em que = indica que 0s dois vetores aleatorios tém distribuicoes conjuntas iguais.

A condicao da definicao de estacionariedade estrita é muito forte e, com excecao do
caso de v.a.’s independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), dificilmente pode
ser verificada na pratica. Por essa razao, em geral, usamos um outro conceito de
estacionariedade.

Definigao 2.1.3 Um processo estocdstico { X} € dito fracamente estaciondrio, ou
estaciondrio de sequnda ordem, se ux(t) e yx(t,t +s) sdo independentes de t.

Nesse trabalho, quando nos referirmos a estacionariedade, estaremos considerando
estacionariedade fraca. Note que, se {X;} é estritamente estaciondrio e F(X;)? < oo,
entdao X; € estaciondrio de segunda ordem. Além disso, estacionariedade fraca nao
implica em estrita. Um caso particular em que isso acontece é aquele em que a
distribuicao de {X;} é Gaussiana, pois essa distribuigao é determinada apenas pelos
dois primeiros momentos.

Definigao 2.1.4 Seja {X;} um processo estaciondrio. A fun¢ao de autocovariancia
de {Xt} é

Vi = Cov(X, Xiy)
e a fungao de autocorrelagao (ACF)

POk = e _ Corr( Xy, Xiik)-

Yo

Além das duas fungoes definidas acima, a funcao de autocorrelacao parcial é uma
importante ferramenta para a identificacao do modelo de uma série temporal. Po-
demos interpretar essa fungao como a correlagao entre Z; e Z;; depois de retirados
os efeitos das v.a.’s entre elas.

Definicao 2.1.5 A funcao de autocorrelagao parcial entre Z, e Zy . € dada por

Ok = corr(Zy, Zysi| Zisas Zigos - - -y Zipk—1)-

Pode-se mostrar que ¢ € obtido de

S
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em que Iyt = [y(i — )IF,_y, v = (71,72, - -, ) € ¢k € a tiltima componente do
vetor ¢y.

O ruido branco é um caso particular de série temporal nao estacionaria e de
especial importancia pois a partir dele sao contruidos os modelos mais usados na
teoria de séries temporais.

Definicao 2.1.6 Um processo {Z;} é dito ruido branco (WN) com média zero e
variancia 0%, {Z;} ~ WN(0,0%), se E(Z;) = 0 e a sua func¢io de autocovariincia

) % se k=0;
= 0 cc.

de dada por

Note que um processo ruido branco nao é necessariamente um conjunto de v.a.’s
ii.d.

Outra classe importante é a dos chamados de processos lineares.

Definigao 2.1.7 {Y;} é um processo linear se pode ser representado na forma

X =p+ Z iy Vi

j=—o00

onde {Zi}~ WN(0,0%) e {1;} € uma seqiiéncia de constantes tais que Y 3° ___|1);] <
0.

Os processos ARMA sao uma classe de processos lineares. A seguir, veremos como
o ruido branco pode ser usado para a construcao desses modelos.

Definigao 2.1.8 {Y;} € um processo ARMA(p,q) se é um processo estdciondrio e,

para todo t,
®(B)X; = O(B)Z, (2.1.1)
em que
{Z,} ~WN(0,0%),®(B)=1—¢B—...— ¢,B?,
eB)=1-6B—-...-6,B9,

B é o operador tal que B"X; = X;_,

e 0s polinomios ®(B) e O(B) nao tém raizes comuns.
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Devemos destacar a importancia da condicao de estacionariedade na definicao de
processos ARMA. O resultado abaixo nos mostra como garantir que essa condigao
seja satisfeita.

Proposicao 2.1.9 [Wei (1990)] Uma solucao estaciondria {Y;} de (2.1.1) existe
se e somente se

O(B)=1—¢1(B)—...—¢,(BY #0 Vz tal que |z| =1.

Existem duas formas bastante uteis de representar processos lineares. A primeira
¢ chamada média moével e consiste em expressa-lo como uma combinacao linear de
uma seqiiéncia de v.a.’s do tipo ruido branco. A existéncia dessa representacao esta
ligada ao conceito de causalidade.

Definicao 2.1.10 Um processo {Y;} ARMA (p,q) € dito causal se existem constantes
{1} tais que 3777 | < oo e

X =Y 1;Z_; VteN (2.1.2)
j=0

em que {Z;} ~ WN(o,0?).
Causalidade é equivalente a condicao de que {Y;} , como definido em (2.1.1), obedece
O(B)=1—¢1(B)—...—¢,(B)Y #0 Vz tal que |z| <1.

Podemos também representar um processo na sua forma autorregressiva, isto é,
como uma combinagao linear de suas observacoes passadas somada a uma varidvel
aleatéria de média zero. O processo que pode ser escrito dessa forma é considerado
invertivel.

Defini¢ao 2.1.11 Um processo {Y;} ARMA(p,q) € dito invertivel se existem cons-
tantes {m;} tais que Y 77 |m;| < oo e

Zt:Z’ﬂ'th_j vVt e N
j=0

em que {Z;} ~ W N(o,0?%)
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Figura 1: Exemplos de ACF e PACF de modelos AR(1)

Invertibilidade é equivalente a condicao

OB)=1-6B—...—0,BT#0 Vz tal que |z| <1

Depois de definirmos o processo ARMA, podemos ver como as fungoes de au-
tocorrelacao e autocorelacao parcial podem ser usadas na identificacao do modelo.
De acordo com os valores de p e ¢, essas fungdes apresentarao um comportamento
diferente. Quando o processo é AR(p), a ACF decai rapidamentemente enquanto
a PACF assume valores iguais a zero para defasagens maiores que p. No processo
M A(q), a ACF é diferente de zero somente para defasagens menores que g e a PACF
tem decaimento exponencial.

As Figuras 1 e 2 mostram exemplos de processos AR(1) e MA(1), respectiva-
mente.
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Figura 2: Exemplos de ACF e PACF de modelos MA(1)
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Figura 3: Exemplos de ACF e PACF de modelos ARMA(1,1)
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ACF ARIMA(0,1,0)

09t ° J
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Figura 4: ACF amostral de processo ARIMA(0,1,0)

Nos modelos ARM A(p,q), a ACF decai a partir de defasagens maiores que
(¢ — p) enquanto a PACF decai em defasagens maiores que (p — ¢). Dois exemplos
desses decaimentos sao mostrados na Figura 3.

Por fim, definiremos a classe de modelos ARIMA, nao estacionarios.

Definigao 2.1.12 Um processo X;€é dito processo ARIMA (p,d,q) se Y; = (1—B)4X,
é um processo ARMA (p,q) causal.

Como caracteristicas dos processos ARIMA devemos destacar a nao estacionariedade
e o decaimento lento da funcdo de autocorrelacao. As figuras 4 e 5 apresentam
respectivamente as funcoes amostrais de autocorrelacao e autocorrelagao parcial de

um processo ARIMA(0,1,0) de tamanho 500.
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PACF ARIMA(0,1,0)
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e
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Figura 5: PACF amostral de processo ARIMA (0,1,0)

2.2 Analise Espectral de Séries Temporais

Até esse ponto do trabalho, analisamos as séries temporais no dominio do tempo.
Nesta secao, trataremos da analise sob o ponto de vista espectral, isto €, no dominio
da frequiéncia.

Seja {Y;} um processo estaciondrio com Y ,- |y < co. Entdo a transformada
de Fourier de {7} existe e é dada por

1 = —iwk 1 =
fw) = 5 k;@ Ve =5 k;oo yrcos(wk) (2.2.3)
! + 1 i (wk) <w<
= — — cos(w —rm<w<m.
27r% 7 T - =

k=1

A transformada de Fourier de 7, f(w), é chamada densidade espectral de {Y;} .
Entre as propriedades dessa funcao devemos destacar que

i. f(w) é continua e assume valores reais nao negativos: |f(w)| = f(w).
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ii. f(w) é periédica com periodo 27: f(w) = f(w + 27).

iii. f(w) é fungao par: f(w) = f(—w).
iv. A fungao v, pode ser obtida de f(w) por

e = /_ f(w)e™*dw. (2.2.4)

Em geral f(-) é representada somente no intervalo (0,7) pois, de acordo com
(ii) e (iii), conhecendo-se a fungao nesse intervalo, conhecemos seu valor em toda
a reta. A relagdo expressa em (iv) é a transformada inversa de Fourier e permite
recuperar 7 a partir de f(-). A seqiiéncia de autocovariancias {7yx} e a funcao f(-)
formam um par de transformadas de Fourier. As anédlises no dominio do tempo e
da freqiiéncia sao portanto equivalentes e a razao da escolha entre uma abordagem
e outra estd na facilidade de apresentacao e interpretacao dos resultados, de acordo
com o objetivo da anélise.

Note que, para a representagao espectral de v, dada em (2.2.3) e (2.2.4) , es-

oo

j=—o0
fungao de autocovariancia {~;}, podemos sempre ter a sua representagao espectral

tabelecemos a restrigao de que » |7k| < oo. De forma geral, para uma dada

em termos da seguinte integral de Lebesgue-Stieltjes.
Vi = / "R dF (w) (2.2.5)
em que F'(-) é chamada fungao distribuigao espectral.

A densidade espectral de um processo ARMA pode ser calculada usando-se o
resultado apresentado no Teorema 2.2.1

Teorema 2.2.1 [Brockwell e Davis (1991)] Seja {X:} um processo ARMA(p,q)
(nao necessariamente causal ou invertivel) satisfazendo

®(B)X; =0O(B)Z;, {Z} ~WN(0,0%), (2.2.6)
em que ®(B)=1-¢B—...—¢,B? e O(B) =1—-6,B—...—0,B7 ndo tem raizes
no circulo unitdrio. Entao {X;} tem densidade espectral

2 Oe~w 2
f(w)za—u —rm<w<m. (2.2.7)
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Como exemplo da funcao densidade espectral de um processo ARMA vamos
considerar {Y;} um AR(1)

e de (2.2.7) temos que

flw) = %m (2.2.8)
_ - ! 2.2.9

T 27 (14 ¢ — 2¢cos(w))’ (22.9)
(2.2.10)

Quando a série é um ruido branco, a sua densidade espectral é constante.

A Figura 6 mostra exemplos de espectros de processos AR(1) e MA(1). O
comportamento da densidade espectral de um processo AR(1) dependera do sinal do
parametro ¢. Quando esse valor é positivo, a série é positivamente correlacionada
e o espectro serda dominado por baixas freqiiéncias, enquanto as altas freqiiéncias
dominam quando ¢ ¢é negativo. O comportamento de f(-) de um MA(1) também
depende do sinal de # mas, nesse caso, sera dominado pelas altas freqiéncias quando
o parametro é positivo e pelas baixas quando o valor é negativo.

2.2.1 Espectro Amostral

Dada uma série temporal, é de interesse obter uma estimativa de sua densidade
espectral para que um modelo possa ser ajustado. Para isso, define-se o periodo-
grama de um série

Definigao 2.2.2 O wvalor do periodograma de {X;} na freqiéncia w; = 2mj/n,
I(wj), € definido em termos da transformada de Fourier discreta por

Z Xtefit’wj
t=1

2

I(w;) = |a;* =n7"

O periodograma é um fungao da transformada de Fourier discreta de {X;} e
também pode ser escrito como uma funcao da autocorrelagao do processo, como
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Figura 6: Exemplos de espectros de modelos AR(1)e MA(1)

mostra a Proposicao 2.2.3.

Proposigao 2.2.3 [Brockwell e Davis (1991)] Seja w; # 0 a j-ésima freqiéncia de
Fourier. Entao

n|X|? se w; =0
[(w;) = o i~ 2.2.11
(13) { > ikj<n V(K)e ki cc.. ( )

em que (k) = n " S0 (n — Z) (2, — Z) € a autocorrelagio amostral de {X,}.

Para discutirmos as propriedades assintoticas do periodograma, consideramos
{X;} uma série temporal de média p e funcao de autocorrelagao y(k), tal que
Y e o I7(k)] < co. Desta forma, a densidade espectral de {X;} ¢ dada por

flw)=— Z v(k)e v w € [—m, ] (2.2.12)
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e o periodograma ¢é definido nas freqiiéncias de Fourier por

n|X|? se w; = 0,
L (w)) = e 2.2.13
(13) { > ikj<n V(K)e bui - c.c.. ( )

Comparando-se (2.2.12) e (2.2.13) vemos que um estimador natural da funcao
densidade espectral para w; # 0 ¢é

fwy) = (2m) " L (w;).
Definimos agora uma extensao do periodograma que sera usada para determinar

suas propriedades assintéticas para qualquer freqiiéncia w € [—m, 7.

Definigao 2.2.4 Para todo w € [—m, 7| o periodograma estendido € definido por

I (w) I(wg) sewp—7m/n<w<wp+7/2 e 0<w<w
n\W) =
I,(—w) c.c.

A proposicao a seguir mostra a esperanca assintética do periodograma.

Proposigao 2.2.5 [Brockwell e Davis (1991)] Se {X:} € um processo estaciondrio
com média p e fungao de autocorrelagao tal que > oo |y(k)| < oo, entao

(i) E(1,(0)) — np* — 27 f(0)
(i1) E(I,(w)) — 27 f(w) se w # 0

Se u =0, entio E(I,(w)) converge uniformemente para 27 f(w) em [—m, 7).

Teorema 2.2.6 [Brockwell e Davis (1991)] Seja {X:} um processo linear

Xi= Y ¥iZ;, {Z}~1ID(0,0%),

k=—o00

em que Yy oo || < oc.
Seja I,(w) o periodograma de {X1, Xo,..., X} e f(w) a densidade espectral de

{Xi}-

(i)Se f(w) > 0 para todo w € [—m, 7] e se 0 < wy < ... < wy <7, entdo o vetor
aleatorio (I, (wy),. .., I,(wy,)) converge em distribuicdo para um vetor composto por
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varidaveis aleatorias independentes com distribuicao exponencial cuja i-ésima com-
ponente tem média iqual a 2w f(w;),1 =1,2,...,m.

(ii)Se S0 |[nl|j|M? < 0o, EZE = no* < oo, w; = 2mj/n > 0 e wy = 2wk/n > 0,
entao

2(27)2 f3(w;) + O(n=Y/?) se w; =w, =0 ou ,
Cov(I(w;), I(wg)) = (2m)2f2(w;) + O(n~1/?) se 0 <w;=wp <0,
O(n™h) se w; # wy,

em que existem constantes positivas ¢, e cy tais que os termos O(n~'?) e O(n™1)

12 ¢ con 1,

podem ser uniformemente limitados em j e k respectivamente por cin

O Teorema mostra que f(w) = I, (w)/2m, apesar do vicio do estimador da funcao
espectral f(w) ser assintoticamente igual a zero, esse estimador ndo é consistente,
uma vez que sua variancia nao tende a zero quando o tamanho da amostra tende
a infinito. Sabendo que, para valores grandes de n, os valores de I,,(w;) e I,(wy,),
Jj # m, sao aproximadamente nao correlacionados com variancias variando pouco
dentro de um intervalo pequeno de freqiiéncia, pode-se considerar um estimador de
f(w) que utilize a média dos valores do periodograma dentro de uma vizinhanga de

w. Essa idéia é desenvolvida na préxima secao.

2.2.2 Periodograma Suavizado

Como visto na secao anterior, a transformada de Fourier f (1) da funcao de
autocorrelagao amostral é um estimador cujo vicio é assintoticamente igual a zero
mas nao consistente de f(-). O periodograma suavizado é uma versao janelada da
transformada de Fourier da autocorrelagao amostral por uma funcao peso W,

i) = [ " Walw — N FO)dA

em que W, é uma funcao continua chamada janela espectral que satisfaz as condigoes:
() 7, WalW)dA =1
(i) Wh(X) = Wi (=))
(iif) limyoo 3 [T Wi(A)A = 0.
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Sob essas condicoes,

E(fw(w)) = f(w)

21 -
Var(fw(w) = (1+8)° (7)) [ W20
em que 6 = 1 para w = 0,+7 e § = 0 caso contrario.

Pela condigao (iii) Var(fw(w)) — 0 quando n — oo. Portanto, fw(w) é um
estimador consistente de f(w). Além disso, o estimador é assintoticamente nao
correlacionado para diferentes freqiiéncias.

Como visto no capitulo anterior, a transformada de Fourier Janelada também
pode ser feita no dominio do tempo e, usando versao discretizada da igualdade em
(1.1.18) com t = 0, obtemos a transformada de Fourier Janelada da ACF amostral.

| M
fo(w) = — > Wy(k)ye ™" (2.2.14)

em que W, (k) é uma seqiiéncia absolutamente somavel obtida de uma fun¢ao W (-)

pela relacao

W (x) deve ser uma fungao continua e limitada satisfazendo:

iv) W(z) =0 para |z|> 1.

M é chamado valor de truncamento e deve depender do tamanho da amostra,
satisfazendo M /n — 0 quando n, M — co. Se assumirmos M = n” onde 0 < 8 < 1,
entao a condicdo é satisfeita. W, (x) é chamada janela de defasagem. Assintotica-
mente, pode-se mostrar que, quando n — oo

Var(fstw)) = (1402 (7)) [ RRENN

lim (%) Cov(fs(wy), fs(wy)) =0, wy # ws.
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A fungao W, e a seqiiéncia W, (k) estao relacionadas uma vez que v é a trans-
formada inversa de Fourier de f(w). Essa relagao é descrita por

W, (k) :/ Wh(w)e™ dw — k=0,+1,42,...,+M.
Ou seja, Wy (w) e Wy, (k) formam um par de transformadas de Fourier e as duas
formas de suavizacao sao equivalentes, como visto no estudo de T.F.J..

Como exemplos de janelas usualmente empregadas, podemos citar a janela re-
tangular, a janela de Bartlett e a de Parzen.

A janela retangular, ou truncada, é definida da seguinte forma

1 |kl <M
W(k) = N
v () {0 k| > M

A janela espectral correspondente é

Ry — isen(w(M—l— 1/2))
Waiw) = 2 sen(w/2)

W5 (z) e WE(x) estdao representadas na Figura 7.

Note que WE(x) assume valores negativos, o que pode causar algum problema
—_—
pois isso permite que fy (w) assuma valores negativos, o que nao é desejavel quando

estamos estimando uma fungao nao negativa.

A janela de Bartlett, W5, é dada por

L—|k] [k <M
WB(k) =
n (F) {0 k| > M,

e calculando-se a transformada de Fourier, encontramos

00z { e -
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Figura 7: (a)W.E ()W (c)WEB (d)W?B

A janela de Parzen, que definiremos agora, é de maior interesse nesse trabalho e
voltaremos a falar dela no Capitulo 4. Nao apresentar estimativas negativas é uma
das principais caracteristicas da janela de Parzen.

1 —6(k/m)* + 6(|k|/M)* [k| < M/2
WE(k) =< 21— |k|/M)? M/2< |kl <M
0 k| > M

Calculando-se a transformada de Fourier, encontramos

P, 3 sen(wM/4)* 5
W (w) = YT { %sen(w/Z) } {1 —2/3[sen*(w/2)]}

WP (z) e WP(z) estao representadas nas Figuras 8 e 9.
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Figura 8: Janela espectral de Parzen
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Figura 9: Janela de defasagem de Parzen
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2.3 Processos ARFIMA

Os modelos ARMA, estudados até aqui, descrevem séries temporais caracteriza-
das pela independéncia ou quase independéndia entre observagoes muito distantes
no tempo. Os modelos ARIMA por sua vez descrevem séries em que as correlagoes
tém um decaimento bastante lento. O que se observa em muitos casos, no entanto, é
que a funcao de correlacao 7, embora diminua com o aumento de k, nao apresenta
um decaimento tao rapido quanto o exponencial mas nao tao lento quanto aquele
que caracteriza os modelos ARIMA. Para modelar esse tipo de comportamento, cha-
mado de longa dependéncia, Hosking propos os modelos ARFIMA(p,d,q) em 1981.
Esses modelos sao uma generalizagdo dos modelos ARIMA(p,d,q) em que se assume
que d pode assumir qualquer valor real.

O processo estocastico ARFIMA(0,d,0) com média zero é definido por
(1-— B) X, =27
onde B é o operador de diferenca finita BX; = X; 1, d é um ntmero real e {Z;} é
ruido branco.

O operador diferenca fracionaria é definido por

[e.9]

T(j—d .
_ 20: I f1)r()—d) B, deR. (2.3.15)

=

Portanto, o processo ARFIMA(0,d,0) pode ser definido por

o0

(1— dXt ZF ]_|_1 )B]Xt Zy.

Jj=

O Teorema 2.3.1 descreve as principais caracteristicas desse modelo.

Teorema 2.3.1 [Hosking (1981)] Seja {Y;} um processo ARFIMA(0,d,0).

(1)Quando d < 1/2, {Y;} € um processo estaciondrio e representagio média
movel infinita dada por

X, =U(B)Z =Y txZis,
k=0
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em que
Cd(l+d)...(k—1+d) (k+d—1)
Vi = k! T K@=

Quando k — oo, Py /K41 ~ 1/(d — 1)!.

(i1)Quando d > —1/2, {Y;} € invertivel e tem representacao autorregressiva
nfinita

em que

Quando k — oo, /KD ~ 1/(—d — 1)!.
Em (iii)-(v), assumimos que —1/2 < d < 1/2.
(11i)A densidade espectral de {Y;} € dada por

w

flw) = <236n <§> > o Lo, (w)

e f(w)/w=2? ~ 1 quando w — 0.

(iv)A fun¢ao de autocovariancia de {Y;} € dada por

_ _ (=D)A(=2d)!
e = EEX) = G
Quando k — oo,
e/ [R[P ~ 1 (2.3.16)

e a funcao de autocorrelacao de {Y;} é

e (—d)(k+d—1)!
Ph = T d— (k- a)!

L k=0,%1,....

Em particular vo = (=2d)!/{(=d)!}* e py = d/(1 —d). Quando k — oo

Pk (—d)!
k=1 (d—1)I
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(v)A fungao de autocorrelagao parcial de {Y;} €

d
=— . k=1,2,....
¢kk k_d7 5y

De acordo com os resultados do teorema, o decaimento da autocorrelacao é hiperbdli-
co, mais lento do que o exponencial que caracteriza os processos ARMA. Essa forma
de decaimento também caracteriza a autocorrelacao parcial e os coeficientes das
representacoes AR e MA infinitas, quando essas existem.

O processo ¢ estaciondrio e invertivel quando —1/2 < d < 1/2. McLeod e Hi-
pel (1978) definem um processo estaciondrio, cuja funcao de autocorrelacao é tal
que Y oo |px| diverge, como processos de memdria longa. Em oposigao, quando
essa série é convergente, o processo ¢ dito de memoria curta. Para processos AR-
FIMA(0,d,0) , quando 0 < d < 1/2, o processo tem memoria longa e, quando
—1/2 < d < 0, tem memoria intermedidria.

A densidade espectral do processo é dominada por baixas freqiiéncias quando
0 < d < 1/2enesse caso f(w) — oo quando w — 0. Quando —1/2 < d < 0, f(w)
é dominada pelas altas freqiiéncias e é igual a zero em w = 0.

Exemplos de espectros desse processo estao na Figura 10.

O modelo ARFIMA(0,d,0) pode ser estendido para {X;} dado na forma
®(B)(1 - B)'X, = ©(B)Z,

sendo ®(B) =1—¢;B— ... — ¢,B?

©B)=1-6B—...—6,B?
e dizemos que {X;} é um processo ARFIMA(p,d,q) com média zero. Nesse processo,
o efeito de d em observacoes distantes no tempo decai hiperbolicamente, enquanto
os efeitos de ® e © decaem exponencialmente. Assim, o valor de d modela a longa

dependéncia da série enquanto a curta dependéncia é modelada por ® e ©. O
Teorema 2.3.2 mostra alguns resultados sobre esse processo.

Teorema 2.3.2 [Hosking (1981)] Seja {X;} wum processo ARFIMA (p,d,q). Entao

(i){X:} € estaciondrio, se d < 1/2, e todas as raizes de ®(z) = 0 estao fora do
circulo unitdrio.
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Figura 10: Exemplos de espectros de modelos ARFIMA(0,d,0)

(11 ){ X} € invertivel, se d > —1/2, e todas as raizes de ©(z) = 0 estao fora do

circulo unitdrio.

Se { X} € estaciondrio e invertivel, com densidade espectral f(w) e fun¢do de
autocorrelacao py, entao

(iii) lim,,_o w?@ f(w) existe, € finito e positivo;
k1_2d

(1v) limy,— 0 pr existe, € finito e positivo.

Definindo-se
U, = ©(B)(®(B))™' Z,

temos
(1-B)X, =U,

e o processo {U,} obtido dessa forma é um ARMA(p,q). Denotaremos a densidade
espectral de {U;} por fy(-).

A relagao entre as densidades espectrais de {X;} e {U;} é dada por

fx(\) = (6?/27){4sen*(N/2)}  fu(A), A € [—m,7]. (2.3.17)
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Figura 11: Exemplos de espectros de modelos ARFIMA(1,d,0)e ARFIMA(0,d,1)

A Figura 11 mostra exemplos de espectros de processos ARFIMA(p,d,q).

A respeito da representacao infinita MA do modelo, temos o seguinte resultado

Teorema 2.3.3 [Hassler (1991)] Os coeficientes da representacdo infinita MA do
modelo ARFIMA (p,d,q), {X:}, dado por

O(B)
®(B)

X, =(1-B)1 Z, = W(B)Z,

tem valor assintotico

De acordo com o Teorema 2.3.3, para d < 0, os coeficientes do processo ARFIMA
satisfazem as condigbes do Teorema 2.2.6, isto é, > - |¢x| < 0o e os resultados
obtidos para a distribuicao do periodograma sao vélidos.
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2.3.1 Transformacao do Processo ARFIMA em ARMA

Seja {X;} um processo ARFIMA(p,d,q). Tomando-se (1 — B)?X; = U, temos
que {U;} é um ARMA(p,q) e, desta forma, os parametros em ¢(B) e §(B) podem
ser estimados pelos métodos usuais para esse modelo. Supondo-se que o valor de d
seja conhecido, a definicio do operador (1 — B)4,

[e.9]

B, deR 2.3.1
ZF]H —gB deR (23.18)

J=

pode ser usada para a retirada do efeito de longa dependéncia de um processo
ARFIMA e a posterior estimacao dos parametros do modelo pelos métodos usuais
para modelos ARMA. Essa idéia é a base do algoritmo proposto por Hosking(1981)
para a estimagao dos parametros de um modelo ARFIMA (p,d,q).

Seja ®(B)(1 — B)¢X; = O(B)Z;, S; = (1 — B)iX; e Y; = (O(B))"'®(B)X,.
Assim, {S;} é um ARMA(p,q) e {Y;} ¢ um ARFIMA(0,d,0). O algoritmo de Hosking
consiste em

1) Estimar d no modelo ARFIMA (1 — B)?X,; = Z,.
2) Definir S; = (1 — B)4X,.

3) Identificar p e q e estimar ¢ e § em ®(B)S, = O(B)Z,.

5) Estimar d no processo ARFIMA(0,d,0) (1 — B)4Y; = Z,.

(1)

(2)

(3)

(4) Definir Y; = (6(B))"'®(B)X,.

(5)

(6) Confirmar a convergéncia de d, ¢ e 6. Se ndo houver convergéncia, voltar ao
o 2.

Para usar (2.3.18), devemos estabelecer um valor m méximo para j na série
infinita descrita. Assim, podemos definir

m

B'X 2.3.19
=2 g+1 d) t (2:3.19)

7=0

e definimos o operador V¢ como

—~ TG-a4
d X, = BiX, = 2.3.2
Vi Ko ;F(jJrl)F(—d) e =l (2:3.20)
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em que {U,;} se aproxima de um processo ARMA quando m — co. A determinagao
de m é de grande importancia pois, se m for muito pequeno, a série obtida nao tera
as caracteristicas de um ARMA(p,q). Por outro lado, se usdssemos um valor de m
muito grande, terfamos uma grande perda de observacoes da série e, conseqiiente-
mente, o aumento da variancia dos estimadores do modelo ARMA(p,q). Além disso,
o custo computacional seria maior e os coeficientes dos ultimos termos da série em
(2.3.19) seriam muito pequenos e fortemente afetados por erros de aproximagao.
Uma possivel abordagem para o problema é a comparagao da informagao amostral
para diferentes valores de m. Essa idéia sera desenvolvida no Capitulo 3. Como
uma segunda abordagem do problema, sera apresentado no Capitulo 4 um estudo
de simulagao para tentar identificar quais valores de m podem ser considerados mais
razoaveis e a relacao de m com os parametros da série.
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3 FEstimadores do Parametro
de Longa Dependéncia

3.1 Estimador GPH

O estimador descrito nessa secao foi apresentado por Geweke e Porter-Hudak
(1986). Considere o modelo (1 — B)4X; = Z;, um processo ARFIMA(0,d,0). Apli-
cando o logaritmo aos dois lados da igualdade em (2.3.17), temos

In(f(w)) = In{(0?/2m)} — dIn{dsen®(w/2)} + In{ f,(w)}. (3.1.1)

Suponha uma amostra de tamanho n. Sejam w; = 27j/n , j € N, as freqiiéncias
de Fourier e I,,(w;) o periodograma de {X;}. Somando-se In I,,(w,) e In fy;(0)) aos
dois lados da igualdade em (3.1.1) temos

InI,(w;) = In{o®fy(0)/27} — dIn{dsen®(w;/2)}
I () f (0} + In{T(awy)/ F ()},

Se restringirmos j a valores menores do que g(n), em que g(-) é uma fungao
satisfazendo g(n) — oo, g(n)/n — 0 quando n — oo, temos que f,(w;)/f.(0) é
desprezivel se comparado com os outros termos da igualdade e obtemos

In I,(w;) =~ In{o” £,(0)/2r} — dIn{dsen®(w;/2)} + In{l,(w;)/f(w;)}  (3.1.2)

A semelhanca entre a igualdade em (3.1.2) e uma regressao linear simples é a
motivacao do estimador GPH, d,. Usa-se b, o coeficiente da regressao linear de
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In{7,(w;)} em In{4sen®(w;/2)}, para estimar d. Se fizermos

yi = In(wy)
z; = In(2sen(w;/2)?

ejr = In(In(w;)/f(w;)) +c
b= —d, a=1nf,(0)—c

e = B(n(w/f(w)

entao temos a forma

yy=a+brj+e;, j=1,...,9(T).

Definiremos a seguir a funcao de distribui¢ao de probabilidade Gumble para que
possamos determinar a distribuicao assintotica do estimador.

Definicao 3.1.1 X € dita varidvel aleatorica com distribuicao Gumble se sua func¢ao
distribuicao acumulada € dada por

Flz) :exp{—exp {_(?5)} } rER.

Os dois primeiros momentos dessa distribuicao sao dados respectivamente por

=€+ B, 0 = B[ (3.1.3)
em que vy ~ 0,577216 (constante de Euler).

Geweke e Porter-Hudak (1986) demostra que, quando d < 0, I,(w,;) tem dis-
tribuicao assintética exponencial com média f(w;). Quando n — oo, a seqiiéncia
In (1, (w;)/ f(w;)), em que w; = 27j/n,j =1,2,...[n/2], é independente e tem dis-
tribuigao Gumble com média 0,577216 (constante de Euler) e variancia 72/6. Logo,
a variancia do estimador de minimos quadrados

q — I @)y

P I (2;-2)

tem as propriedades
71.2
E(dp) =de /UCW’(dp) = m

O Teorema 3.1.2 resume a estimagao do parametro d por d,,.
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Teorema 3.1.2 [Geweke e Porter-Hudak (1986)] Seja {X;} um ARFIMA (p,d,q)
comd < 0 e I,(w;) o periodograma de {X;} nas freqiéncias harmonicas \;,, = 7j/n
para uma amostra de tamanho n. Seja by, o estimador de minimos quadrados
ordindrios de 31 na equacdo de regressao

In1,(A\jn) = Bo + B In{dsen®(\jn/2)} + ujn, 5 =0,1,2,...,n.

Entao, eziste uma funcgdo g(n) (que satisfazlim, . g(n) = oo elim, . g(n)/n=0)
tal que, se T=g(n), entio plim by=-d. Se, além disso, lim,,_...(Inn)?/g(n) = 0 entdo
(by + d) /{var(b)}? =25 N(0,1) onde var(by) € o estimador de minimos quadrados

usual de var(by).

Se g(n) = cn®, 0 < a < 1, entdo g(n) satisfaz as condigdes do Teorema e, para
usarmos este estimador, devemos estabelecer um valor de a.

Ainda que o resultado acima seja valido somente quando d < 0, estudos de
simulagao conduzidos por Geweke e Porter-Hudak mostram que os resultados obtidos
quando d > 0 também sao satisfatorios.

3.2 Estimador de d Usando o Periodograma Sua-
vizado

O estimador proposto por Reisen (1994), d,, é também baseado em uma regres-
sao. Nesse caso, entretanto, o periodograma suavizado é usado como estimador do
espectro. Como visto, esse é um estimador consistente. A janela de Parzen foi
escolhida para o estudo de Reisen, por essa nao produzir estimativas negativas do
espectro. O método é analogo ao do estimador d,, substituindo-se os valores do
periodograma pelo da sua versao suavizada:

In fs(w;) = In{o” fy(0)/2m} — dIn{dsen®(w;/2)} + In{fs(w;)/ f(w;)}

A distribuigao assintética da seqiiéncia In(fs(w;)/ fs(w;) é determinada no Teorema
3.2.1.

Teorema 3.2.1 [Anderson (1971)] Seja Xy = > 7~ YxZi—y, um processo linear,
em que Y o || < oo, {Z;} € ruido branco, com E(Z;) = 0, E(Z}) = 03 ¢
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E(Z}) < oo . Se fs(w) é um estimador da densidade espectral de {X;} da forma

1 M

fs(w) = o= D7 k(s/Mype ™,

em que fs(w) > 0 entdo /57 In fs(w) —In f(w), em que n é o tamanho amostral,
tem distribuicao assintotica Normal com média zero e variancia dada por

0? = [k*(u)du se w # 0,£m onde —1 < u < 1.

Em razao da condigao ) - |tx| < oo, os resultados sao validos somente para
d € (—0,5;0).

No caso particular da janela de Parzen, definida no Capitulo 3, [ k*(u)du = 0,5393.
Logo,

0,539285(M/n)  se w # 0,7

Var(In fs(w) — In f(w)) ~ { 1,07856(M /n) sew=0,7 "

em que n é o tamanho amostral. Portanto, o estimador obtido pelo método de
regressao utilizando o periodograma suavizado pela janela de Parzen é

S0 (@ — T)y;
S I (@ — )2

dsp = —13, em que b=

com

M

9 () — 7)?

Var(dy,) ~ 0.539285 (3.2.4)

Devemos lembrar que, para usar o estimador d,, além do valor a usado na
definicao do estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak, devemos definir tam-
bém um valor de ( para a determinacao do ponto de truncamento da janela espectral
usada na suvizagao do periodograma. Em Reisen (1994), é apresentado um estudo
cuidadoso a respeito da escolha desse parametro no caso estacionario. O caso nao-
estaciondrio é estudado em Olbermann (1998).
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3.3 Estimador por Ondaletas de d

Seja {X;} um ARFIMA(0,d,0) observado nos tempos t = 0,1,...,27 — 1, sen-
do p € Z*. Além disso, sejam w,, j,k € Z os coeficientes da transformada de
Ondaletas de {X;}, definidos em (1.2.21). O Teorema 3.3.1 apresenta a distribuigao
assintotica dos coeficientes w;y sob certas condicoes.

Teorema 3.3.1 [Jensen (1999)] Quando j — 0, os coeficientes w;, associados ao

processo ARFIMA(0,d,0) com média zero e | d |< 1/2, tém distribuicio N (0, 0?27%4),

2

onde o € uma constante finita.

De acordo com o Teorema 3.3.1, os coeficientes w; ;, tem distribuicao cuja variancia
é fungao do parametro j, mas independente de k. Definimos R(j) como a variancia
dos coeficientes de escala j, isto é

R(j) = 0?2724,

Temos que
InR(j) =Ino? — dIn2%. (3.3.5)

Assim, o parametro d pode ser estimado por minimos quadrados da equacao
(3.3.5). Note que essa forma de estimacao de d é uma regressao linear em que cada
observagao esta relacionada a uma resolugao de {X;}.

Para usarmos esse estimador, entretanto, precisamos de um estimador para a
variancia populacional de w;;. Na escala j, definimos a variancia amostral de w;

como .
27 -1

o 1 )
R(j) = 2% Z Wy k-

k=0

Algumas propriedades assintoticas do estimador d, foram apresentadas em Jen-
sen (1999) a partir da expansio de Taylor de In R(a) em torno de In R(a). O autor
prova que f{(J) ¢ um estimador cujo vicio tende a zero quando o tamanho da amostra
tende a infinito e é consistente. Seja

1%~
Yy =In27% — - Zln2_2j.
i
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O estimador d, é

do = [i ?/]2] [iyg In R(j)

Expandindo-se d, em uma série de Taylor em torno de R(j), temos

leyjf?(j) ~ R(j)

p—1 1 rp-1 p—1 -1
dy = [ y; [Z y; In R(j) ny] 70
Jj=0 Jj=0 j=0 j=0
varR(j)
R U 3.3.6
" | RGY (3.3
Logo, substituindo o primeiro R(j) por 022724 o vicio de d, ¢ dado por
p—1 -1 p—1 ~ . ~ .
R(j) — R(j) varR(j)
_ 2
do —d= [Z y]] [Z y]W + 0p W (337)
=0 =0

Como o vicio do estimador de R(j), R(j), tende a zero quando j — oo e 3.y nao
assume valor zero , d, é um estimador consistente de d.

A variancia de d, pode ser encontrada calculando-se a variancia dos dois primei-
ros termos de (3.3.6). Sabendo que w; ¢ assintoticamente normal, com média zero
e variancia R(j), temos

UCLT[R(])] B 2(022—j(2d+1/2))2

= . ~ 27 2.
R(j)? (022-2id)2 ) (3.3.8)

quando j — oo.
Procedendo as substituicoes de forma parecida, podemos chegar ao seguinte

& | [&= RG) - RG)
o ([52) (S0

em que ¥ = 9(1,271 ..., 27P) é uma constante. Combinando (3.3.7), (3.3.8) e
(3.3.9) temos que

resultado

) =927 (3.3.9)

dy —d =9Y227927 4 0,(279/%)

em que Z ¢é uma variavel aleatéria com variancia unitaria e média zero. Portanto,
d, é um estimador consistente de d e com vicio assintoticamente igual a zero.
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3.4 Informacao Amostral

O algoritmo proposto por Hosking (1981) para a estimagdo dos modelos AR~
FIMA tem como conseqiiéncia a perda de observacoes. Ao retirarmos o efeito de
longa dependéncia aplicando o operador

Xm: F]—i—d B
p= rg+nr

a série original, m observacoes sao perdidas, o que prejudica a estimacgao dos parame-
tros @’s e ¢’s na etapa seguinte pois ha um aumento da variancia dos estimadores
desses parametros. A escolha de m é portanto muito importante e uma forma de
avaliarmos a perda causada pela escolha de valores muito altos de m é compararmos
a Informacao de Fisher das amostras obtidas apds a retirada do efeito de longa
dependéncia.

Definigao 3.4.1 Seja X = (X4, Xo, ..., X,,) uma amostra com fun¢ao de verossi-
milhanga I(-|¢). A quantidade

Io = E¢ ((88151 (XIC))2>

¢ chamada Informacao de Fisher

A Informacao de Fisher estd relacionada ao estimador nao viciado de menor variancia
de ¢, como estabelecido no Teorema 3.4.2

Teorema 3.4.2 [Mood, Graybill e Boes (1974)] Seja X = (X1, Xo,...,X,) uma
amostra com func¢do de verossimilhan¢a [(X|C) e seja W(X) = W (X1, Xo, ..., X,)
um estimador tal que E(W(X)) é uma fun¢ao diferencidvel de ( . Suponha que a
funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) conjunta [(X|() satisfaz

8§/ / )(x|¢)dxy .. / / X|C Ydxy ... dx,,

para toda fungao h(-) tal que E¢|h(X)| < co. Entao,

Var(W(X)) > e L(W(X))*

e ((%10x10)°)
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Portanto, quanto menor for a Informacao de Fisher, maior serd o limite inferior
da variancia do estimador nao viciado de menor variancia. Ou seja, sabemos que a
menor variancia de um estimador de ¢ é pelo menos tao grande quanto esse limite,
mas nao podemos garantir a existéncia de um estimador que possa atingi-lo. Nosso
objetivo é avaliar a perda de informagao causada pela diminuicao do nimero de
observacoes da amostra.

Whittle (1953) sugere calcular a informacao de Fisher de uma amostra de um
processo estacionario usando sua densidade espectral. Seja F(y) a distribuigao es-
pectral de um processo {Y;} estacionario. Definimos

A(eiy) _ ag;y) _ Z,yseisy.

De acordo com o trabalho de Whittle, se A(z) e (A(z))~! existem no circulo unitario
e a distribuicao de X depende dos parametros (i, (s, ..., (n, a Informagao de Fisher

Eg<(a;2gl()(|g>)2) _ % <%>2%

o (alogM(z)>2 dz

é dada por

4mi oC z
_n dlog M(z)\”
em que
A
M(z) = U(?

Usando (3.4.10) podemos encontrar a informacao amostral do modelo AR(1).
Sabemos que

1

Jlw) = 27(1 + ¢? — 2¢ cos(w)) (34.11)
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Assim temos que

- () - ()

i ] (st

47 1+ ¢? — 2¢ cos(w

No caso do modelo ARFIMA(1,d,0), a densidade espectral é dada por

(2sen(w/2))~24

) = 50 & — 20 co(w))

(3.4.12)

Procedendo da mesma forma,

I, = E((@logal;xlcﬁ ) ) _ / (mogM )>2dz

oon [T —2¢ + 2 cos(w
T 4rm ((1+¢2—2¢cos >

Os outros elementos da matriz de informagao sao

_on [T (DlogM(z,0)\’
112 = . 7T( 6¢ dz

_n [T (=2¢+ 2cos(w))(—2log(2sen(w/2))) w
 An /_7T (1 + ¢? — 2¢ cos(w) d

_n [T (OlogM(z,¢) ?
mo= g [ (PE0) e

— % ﬂ(—2log(23€n(w/2)))2dw

—Tr
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A informac@o amostral do processo ARFIMA(0,d,1) é dada por
n [T 20 — 2 cos(w) 2
I, = — d
R /,r ((1 + 62 — 20 cos(w)) w,

I, — n 7 (20 — 2cos(w))(—2log(2sen(w/2)))
A J_ (14 62 — 260 cos(w)

dw

hn= 1 /_ Z (—2log(2sen(w/2)))? duw

Como nosso interesse neste trabalho é saber de que forma a informacao amostral
é afetada pela retirada do efeito de longa dependéncia, vamos considerar um processo
ARFIMA (p,d,q)
d(B)(1 - B)!X, = ©(B)Z,

e o processo {U;} gerado da seguinte forma

Xt—k‘ — Ut' (3413)
;0 L'y + 1 ( d)

Seja Cov(Xy, Xi—i) = vx(k) e Cov(Up, Ui—j) = vu(j). Por em (3.4.13) podemos
encontrar a covariancia do processo {U;} em fungao da covariancia de { X, }, obtendo-

:ZZC Crivx(j —1+Fk).

k=0 1=0

se

I(j—d)

em que Crd = 5Grn-a
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Assim, dado o valor de ci, a densidade espectral de U, é

1 = —iwh
= Dl
1 S . m m
= 5= 2. "D D GiCix(h—1+k)
h=—o00 k=0 [=0
1
= Zzokdold Z oy (h— 1+ k)
k: 0 =0 h=—o00
1
_ ZZdeClde—zwl k) Z 6—zwh l+k) (h—l—f—k’)
k 0 (=0 h=—00
1 m m .
fU\d(w) = Z_chk,ziq,df ¢ k)f(w>~
k=0 (=0

Assumindo-se que a distribuicao de d seja aproximadamente Normal com média
d e variancia a , podemos usar a transformada de Fourier dessa distribuicao para
encontrar fy(w )

W= [ fyiwhsiw - o (3.4.14)
em que f;(t) é a transformada de Fourier da fungido densidade Normal

’lUQO'A

fi(t) = exp {z‘d - d} : (3.4.15)

Substituindo-se (3.4.15) em (3.4.14),

em que f(w) é a densidade espectral de {X,}.
No caso do modelo ARFIMA(1,d,0) temos

AB(Qsen(t/Z)) (=20 + 2cos(t))
]11 _n ™ f Zk OZI =0 ( (1 _|_¢ 2¢COS( ))2) dtdw
47T ,,r AB(2sen(t/2))?
f Zk OZI 0 271'( ( +¢2 2(}5608( ))Z)dt
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onde A= Cy,Ci; e B=exp {—z’t(l — k) +id(w —t) — %03}

Como podemos ver pela equagao acima, encontrar a informacao da série trans-
formada pelo operador truncado nao é uma questao simples pois seria necessaria a
utilizagao de integragao numérica. Para esse tipo de aproximacao, o controle sobre
o valor do erro cometido é uma questao bastante complexa. Em vista disso, é de in-
teresse a realizacao de um estudo de simulacao, em que a estimacao dos parametros
correspondentes ao modelo ARMA possa ser avaliada. Nesse caso, os resultados as-
sintoticos garantem que o aumento do nimero de replicacoes da simulagao implica

em aumento da precisao das estimativas da variancia dos estimadores avaliados.
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4 Stmulacao

Como ja comentado no Capitulo 2, valor de m no operador V¢, é de fundamental
importancia na estimagao dos pardmetros de um modelo ARFIMA(p,d,q) pois a
escolha desse valor pode determinar a qualidade da aproximacao obtida. Assim, é de
interesse comparar as estimativas obtidas usando diferentes valores de m, para que se
possa observar quais os valores de m que produzem estimativas mais precisas. Nosso
objetivo é estudar os valores de m que minimizam o EQM e o vicio dos estimadores
dos parametros de ®(B) e ©(B), no modelo ARFIMA. Para a simulagao foi usado
o software Matlab 6.5.

Amostras do modelo ARFIMA(p,d,q) podem ser geradas pelo método pro-
posto por Hosking (1984), que é baseado na distribui¢do condicional de Y; dados
Y, 1,...,Y;. O algoritmo abaixo descreve como obter uma amostra um processo
ARFIMA(0,d,0).

1. Gerar uma varidvel aleatéria da distribuigao Normal(0, o), em que
op = (=2d)!/[(=d)!*;
2. Calcular ¢,;, recursivamente, por

¢ttzi t=1,2,..;

t—d
¢tj = ¢t71,j _Qﬁttgbtfl,t*j ] - 1’2,t_ 17
3. Calcular

M, = 22:1 Cbtht—j;
Vi = (1 - ¢?t)‘/;5—1;

em que Vy = 02;
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4. Gerar Y; ~ N(M,, V;); e
5. Repetir passos 2-4 parat=1,2,...,n — 1.

O método descrito acima é aproximado e a partir dessa amostra podemos gerar
uma amostra de um processo ARFIMA (p,d,q). Para isso, Hosking propoe uma forma
exata e outra aproximada. Entre os dois métodos, optamos por usar o aproximado.
Assim, devemos dividir o modelo

®(B)(1 - B)!X, = 0(B)Z,

em

o(B)X, = 6(B)Y,

(1—-B)Y, = Z,.

{Y;} é obtido pelo algoritmo descrito acima e {X;} é gerado recursivamente por

p q
Xi=Y ¢ Xij—> 0¥ ;+Y. (4.0.1)
j=1 i=1

Para aplicarmos (4.0.1), é necessario que tenhamos uma amostra de tamanho
(n+q) de {Y:} e valores de {X;} para inicializar o processo quando houver uma
forma autorregressiva. Hosking(1984) sugere gerar {X,;}, —r <t < n, em que r é
um numero inteiro; e considerar {X; = 0}, t < —r, eliminando-se X;, —r <t < 0.
O valor de r deve ser escolhido de tal forma que satisfaga |o|” < ¥ onde « é a menor
raiz da equacao em z, 1 — 2?21 $;277 =0 e ¥ é um ntimero positivo pequeno, por
exemplo W = 0,01. Nesse trabalho consideramos r=50. A comparagao de diferentes
métodos de geracao de modelos ARFIMA ¢ feita em Cerezer (1999).

A simulacao Monte Carlo foi utilizada para estudar o efeito que o valor de m
tem sobre as estimacoes dos parametros de ®(B) e O(B). Foram geradas amostras
do processo ARFIMA(p,d,q) e a essas foi aplicado o operador V¢ com diferentes
valores de m. Para as séries resultantes, foram estimados os parametros de ®(B) e
©(B) e calculados 0 EQM e o vicio dessas estimativas. Além do valor verdadeiro de
d, usado na simulagao das séries, consideramos também os valores dos estimadores

dy, dy e dsp.

O objetivo de usar o valor verdadeiro de d é descobrir de que forma o valor
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de m afeta as estimativas sem que qualquer erro na estimacgao de d seja um fator.
Usando os valores estimados de d, queremos estudar as diferencas entre os resultados
obtidos por cada estimador e definir qual valor seria mais apropriado para ser usado
na pratica, quando d nao é conhecido.

Os modelos estudados foram o ARFIMA(1,d,0) e o ARFIMA(0,d,1). Os valores
de d estao no intervalo [-0,4 ; 0,4] e os valores de ¢ e € no intervalo (-1;1). De
acordo com o que foi estudado anteriormente, isso garante que as séries geradas
sao estaciondrias e invertiveis. O tamanho da amostra é 512 e foi escolhido entre
poténcias de 2 para que o estimador d, pudesse ser aplicado sem que dados fossem
acrescentados ou suprimidos . Em cada caso, foram realizadas 1000 replicagoes e a
avaliagao das aproximagoes foi feita observando os valores do EQM e do vicio dos
estimadores, em que

EQM = Zle (dS;{dV e Vicio = Zle @ em que K é o nimero de replicacoes.

Como vimos no Capitulo 4, para calcularmos d, e d, devemos definir um va-
lor para « tal que n® — oo e n*/n — 0 quando n — oo. Nesse estudo, foi
usado o = 0,5, de acordo com os resultados obtidos por Geweke e Porter-Hudak
(1986). Além disso, para definirmos d,, devemos atribuir um valor a M, o ponto de
truncamento da janela de defasagem usada na suavizacao do periodograma. Com
base nos resultados obtidos por Reisen (1994), optamos por usar M = n”, com
0 = 0,9. Apesar dos resultados tedricos desses estimadores serem validos apenas
para d € (-0, 5;0), eles também foram usados quando d é positivo, pois os estudos
citados mostraram que, também nesse caso, os resultados obtidos sao bons.

Trataremos primeiramente dos resultados obtidos quando o valor de d no ope-
rador V& ¢ o seu valor verdadeiro e depois trataremos daqueles obtidos quando d é
estimado por d,, d, e ds,. Como esses resultados sao bastante extensos, apresenta-
remos as tabelas no Apéndice. Entre essas tabelas nao estao incluidos os resultados
para d=-0,3; -0,1; 0,1; 0,3, embora esses valores também tenham sido estudados
e considerados na andlise. Uma vez que as mesmas tendéncias sao observadas em
varios modelos, optamos por escolher apenas alguns deles para a ilustracao da analise
dos resultados. Esses resultados serao apresentados em forma de grafico e o leitor
interessado pode consultar as tabelas completas no Apéndice. Usaremos a notagao
m™* e m para denotar os valores de m que minimizam o EQM e o vicio, respectiva-
mente. Na andlise dos resultados, iremos observar:

(i) A relagao entre m* , m e o parametro d;
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ARIMA(1,d,0) 6=05

Figura 12: Valores de m* e m para o modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d verdadeiro
e »=0,5)

(ii) A relagao entre m* , m e os parametros ¢ e 0;
(iii) Os valores observados de m* e m ; e
(iv) A ilustracao dos resultados por gréficos de alguns modelos.

Na primeira parte do trabalho, usamos o valor de d verdadeiro e temos que:

(i) os valores de m e m* aumentam com o aumento do valor de |d| e sdo menores
para d negativo;

(ii) De forma geral, valores maiores de m* e m estao relacionados a valores dos
parametros ¢ e 6 proximos de 1;

(iii) Os valores observados de m* e m variam dentro do intervalo [0,170]. Esse
intervalo é bastante grande, o que dificulta a escolha de um valor de m ideal para
todo modelo ARFIMA. Além disso os valores de m* sao menores que os de m ; e

(iv) Para ilustrar essa relagoes, apresentamos os graficos referentes aos modelos
ARFIMA(1,d,0) comd =0,4 e ¢ =0,5 e ARFIMA(0,d,1), comd =0,4 e 6§ =0,5.
As Figuras (12) e (13) mostram os graficos dos valores de m* e m em fungao de d.

Nesses graficos podemos observar o aumento desses valores decorrente do aumento
de |d|.
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Figura 13: Valores de m* e m para o modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d verdadeiro

e 6=0,5)

O quadrado do vicio e o EQM desses mesmos modelos sao apresentados nas
Figuras 14 e 15. Note que, quando d = 0,4 e m > 50, nos dois modelos, o EQM
é praticamente estavel. Portanto, a escolha de um m proximo a 50 nao traria um

prejuizo alto na precisao das estimativas. Por outro lado, quando d < 0,4, o EQM

aumenta de forma acentuada apds atingir o minimo.

A variacao de m* e m em funcao de ¢ e € pode ser vista nas Figuras 16 e 17

em que podemos confirmar que valores maiores de ¢ e 6 estao relacionados a valores

maiores de m* e m .
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Figura 14: EQM, variancia e vicio quadrético do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se
d verdadeiro e ¢=0,5)
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Figura 15: EQM, variancia e vicio quadrético do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se
d verdadeiro e 6=0,5)
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ARIMA(1,d,0) d=0.4
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Figura 16: Valores de m* e m para o modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d verdadeiro
d=0,4)

ARIMA(0,d,1) d=0.3
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Figura 17: Valores de m* e m para o modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d verdadeiro
d=0,3)
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Figura 18: EQM, variancia e vicio quadrético do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se
d verdadeiro d=0,4)

Os valores do EQM e do vicio ao quadrado desses modelos estao nas Figuras
18 e 19. Podemos ver que, quando ¢ e 6 sao negativos, o aumento de EQM para
m > m* ¢é maior, portanto a escolha de um m muito grando implica maior perda
de precisao do que a que ocorre quando ¢ e 6 sao positivos .
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Figura 19: EQM, variancia e vicio quadrético do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se
d verdadeiro d=0,3)

Em uma segunda parte do estudo, foi usado o valor de d estimado por d,, d, e
dsp- Como as relacoes descritas em (i) e (ii) s@o bastante parecidas ao usarmos os
trés estimadores, a ilustragao dos resultados por graficos serd feita apenas quando
d é estimado por d).

Quando d é estimado por d,, observamos:

(i) valores maiores de |d| estdo relacionados a valores maiores de m* e m , em
especial quando d é positivo. Quando d negativo, m* e m sao muito baixos e em
diversos casos esses valores sao iguais a zero, o que significa que as estimativas
obtidas a partir da série original foram melhores do que aquelas obtidas das séries
transformadas com qualquer valor de m. Por isso, para d < 0, a relagao entre os
valores de m* e m e d, ainda que possa ser percebida, é bastante baixa;

(ii) Em relacdo a ¢ e 6, os maiores valores de m* e m ocorrem nos modelos em que
¢ e 0 estao proximos de 0. Quando ¢ e 6 estao proximos de 1, o estimador de d deve
ter sofrido influéncia dos efeitos de |¢| e |0| e as estimativas foram comprometidas e

o vicio encontrado foi muito alto;

(iii) HA uma diminui¢do de m e m* em relagao as simulagoes com d verdadeiro
principalmente quando d < 0 e |¢| e |f| se aproximam de 1. Os valores observados
de m e m* estao em todo o intervalo [1,170] mas a maior parte deles ¢ menor do que

)
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50. Também nesse caso, os valores de m sao maiores que os de m* .
O comportamento geral de m* e m parece se manter quando usamos d,:

(i) Observamos valores maiores de m* e m quando d é positivo e |d| esta préximo
0,5;

(ii) Quando ¢ e 6 estao préximos de 0, m* e m sdo maiores. Com esse estimador,
entretanto, se observa uma forte diminuigao do EQM e do vicio quando |¢| e |0] estao
préximos de 1. Nesses casos, m* e m sao maiores quando usamos d, e nao d,; e

(iii) m* e m assumem valores em todo intervalo [0,170] e sdo em geral um pouco
maires que os observados quando d é estimado por d,.

Estimando-se d por d,, vemos que as relagoes:

(i) e (ii) sdo equivalentes as descritas para d,. No entanto, o EQM e do vicio
observado quando || e || estao préximos de 1 é ainda menor quando usamos ds,; €

(iii)Os valores de m* e m , de forma geral, sdo maiores do que os observados
quando d ¢ estimado por d,.

(iv) As Figuras 20 e 21 mostram os mesmos modelos das Figuras 12 e 13 mas
agora com o valor de d estimado por dg,. H4 uma tendéncia de aumento de m* com
o aumento de |d|, principalmente quando esse é positivo. Observando m , vemos
que, quando d é negativo, esse tende a ser muito baixo e sofre o grande salto para
d positivo e préoximo de 0.5.
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ARIMA(1,d,0) ¢=0.5

Figura 20: Valores de m* e m para o modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se dg, e ¢p=0,5)

ARIMA(1,d,0) 6=0.5

Figura 21: Valores de m* e m para o modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se dg, ¢ 6=0,5)
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Figura 22: EQM, variancia e vicio quadratico do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se
dsp € $=0,5)

As Figuras 22 e 23 mostram os valores do EQM e do vicio nesses modelos. Note
que, nos modelos em que d estd proximo de 0,5, apesar de m* e m assumirem valores
proximos a 170, o EQM e o vicio nao variam muito para m > 100. Isso foi observado,
de forma geral, nos modelos em que m* e m assumem valores muito altos.

Os graficos de m* e m dos modelos ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d,1) com
d=0,4 e 0,3 respectivamente, estao nas Figuras 24 e 25. E claro o aumento de m* e
m quando ¢ e 0 estao préximos de zero.

As Figuras 26 e 27 mostram o EQM e o vicio ao quadrado e a variancia dos
estimadores nesses modelos. Nos graficos, podemos observar valores altos do EQM
quando d=0,4 e ¢ =0, 9.

De acordo com os resultados obtidos no estudo de simulacao, os valores de m* e
m variam, assumindo valores em todo o intervalo [0,170], em que m foi considerado.
Devemos chamar a atencao para os modelos em que m* e m assumiram valores
altos. Nesses casos, como foi ilustrado nas Figuras 22 e 23, a variacao do EQM e
do vicio nao foi muito grande quando m é maior que 100 . Portanto, mesmo para
esses modelos, é razoavel escolher valores de m menores do que 100, pois isso nao
provocaria grande perda de precisao das estimativas. Por outro lado, a escolha de m
menor do que 10, em geral, leva a vicios mais altos dos estimadores de ¢ e . Desta
forma, para o tamanho de amostra considerado no estudo (n=512), poderiamos
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Figura 23: EQM, variancia e vicio quadrético do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se

ds, e 6=0,5)
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Figura 25: Valores de m* e m para o modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d, e d=0,3)
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Figura 26: EQM, variancia e vicio quadratico do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se

dsy € d=0,4)
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Figura 27: EQM, variancia e vicio quadrético do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se
dsp € d=0,3)

restringir a escolha dos valores de m dentro ao intervalo [10, 100].

Além disso a relacao entre m* , m e os parametros d, ¢ e 6 é forte e por isso
nao podemos definir um valor ideal de m para todo modelo ARFIMA(0,d,1) ou
ARFIMA(0,d,1). A escolha do valor de m pode ser feita com base em estimati-
vas preliminares dos parametros, considerado-se valores menores de m quando a
estimativa de d estiver proxima de zero e as ¢ e 0 estiverem proximas de 1 ou -1.

Por sugestao da banca examinadora, foi realizado um estudo de simulagdo para
modelo ARFIMA(1,d,1). Neste caso, também foram considerados os valores de ¢ e 6
dentro do intervalo (-1,1). Em razao do grande o tempo necessario para a realizac¢ao
as simulagoes , consideramos para esse modelo apenas o valor verdadeiro de d. Os
resultados obtidos mostraram que:

(i) valores de |d| maiores implicam maiores m* e m . Quando d é negativo, m* e
m sao mais baixos e muitas vezes iguais a zero;

(ii) O efeito da variacao de ¢ é mais evidente do que o de € e valores maiores de
m e m* estao relacionados a valores de ¢ proximos de 0, como foi observado no caso
dos modelos ARFIMA(1,d,0). De forma geral, quando o valor de ¢ esta préximo de
0, o efeito de 6 é o mesmo do efeito observado para os modelos ARFIMA(0,d,1), isto
é, quando esse parametros é proximo de 0, os valores de m e m* sao maiores. Por
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outro lado, quando ¢ esta proximos de 1, os valores de m e m* nao sao apresentam
relacao clara com 6 . Esse comportamento ja era esperado pois, quando o valor de
¢ é préximo de zero, seu efeito é menor e podemos perceber com maior clareza o

efeito da variacao do valor de 6.

(iii) Os valores observados de m sao maiores do que os de m* . De forma geral,
esses valores estdo distribuidos em todo o intervalo (0,170) e sd@o um pouco mais

baixos do que os observados para os modelos ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d,1).
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5 Analise de Dados Reazts

Para ilustrar o efeito do valor de m na estimagao de parametros do modelo AR-
FIMA, analisaremos, nesse capitulo, um conjunto de dados reais. A série analisada
foi obtida na pagina Statlib (http://lib.stat.cmu.edu/). Ela é formada pela medicao
diaria da velocidade do vento em uma estacao metereologica da Irlanda. Apesar do
conjunto de dados originais ser formado de mais de 6000 observacoes, consideramos
nessa analise as 512 primeiras.

A Figura 28 apresenta o grafico dos dados. Podemos ver que a série parece ser
estaciondria e a variancia nao parece se alterar com o tempo. A série tem média
12,49 e variancia amostral 28,43.

L L L L L L L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 28: Grafico da série de velocidades de ventos
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Figura 29: ACF amostral da série original de velocidades de ventos

A fungao de autocorrelacao amostral estd na Figura29 e podemos ver que queda
lenta da autocorrelacao parecendo indicar a existéncia de longa dependéncia na série.

O modelo para série foi ajustado considerando-se os trés estimadores apresen-
tados no Capitulo 3. Estudaremos o modelo usando-se dz, = 0,29 de forma mais
detalhada e ilustrada. Os resultados obtidos para os outros estimadores serao apre-
sentados mais a frente. Desta forma, o valor de d no modelo ARFIMA(0,d,0) foi
estimado por dg, e a estimativa obtida foi dy, = 0,29 com var(ds,) = (0,071)%. A
variancia do estimador foi calculada pela férmula aproximada em (3.2.4). Podemos
usar a aproximag¢ao normal da distribuicao desse estimador para testar a hipétese
Hy:d=0, Hy :d#0. Assim, temos que, z = dg,//var(ds,) = 4,0841. Portanto,
a evideéncia de que d # 0 é altamente significativa (p — valor < 0,0001).
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Figura 30: ACF amostral dos residuos do modelo ARFIMA(0,d,0)

A Figura 30 apresenta a ACF dos residuos obtidos a partir do ajuste do modelo
ARFIMA(0,d,0). Como podemos ver, a autocorrela¢ao amostral desses residuos nao
¢ desprezivel, o que indica que o ajuste de um modelo ARFIMA (p,d,q) deva ser mais
apropriado.

O modelo ARFIMA(1,d,0) foi ajustado e as estimativas de ¢ foram obtidas con-
siderando-se os valores de m estudados no capitulo anterior. Os quadrados médios
dos residuos (QMR) obtidos estao na Tabela 1, assim como os valores das estima-
tivas de ¢. Podemos ver que os valores de gzg sao robustos em relacao a variagao de
m. O QMR é minimo quando m ¢ igual a 150 e, nesse caso, obtivemos qg =0,247.

O modelo ajustado é portanto
(1— B)"*(1 —0,247B)(X; — 12,495) = Z,,

onde Z; ~ N(0;20,124).

Usando-se o estimador d,,;,, o modelo ajustado é bastante parecido com o obtido
anteriormente

(1— B)"2(1 —0,238B)(X; — 12,495) = Z,,
onde Z; ~ N(0;20,154).

Ao considerarmos o estimador d;, o valor de d estimado ¢ mais baixo do que
o obtido pelos outros estimadores. Ainda assim, o modelo que melhor ajustou os
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m &2 o)

2 21,737 0,21478
4 21,843 0,22076
6 22,006 0,22389
8 22,048 | 0,22384
10 22,093 0,22501
12 22,173 0,22439
15 22,225 0,22359
17 22,303 0,22372
20 22,332 0,2251
25 22,321 0,2266
30 22,345 0,22618
35 22,364 0,235
40 | 22,189 | 0,2372
45 21,749 0,23766
50 21,63 0,24334
55 21,29 0,25678
60 20,938 | 0,25678
65 20,968 0,25836
70 20,796 | 0,26307
75 20,601 0,25737
80 20,787 0,25407
90 20,25 0,26376
110 | 20,259 0,257
130 20,572 0,25483
150 20,124 0,24694
170 20,3 0,24825

Tabela 1: Quadrado médio dos residuos e estimativas de ¢ para cada valor de m.

dados foi 0 ARIMA(1,d,0) e obtivemos
(1—B)™7(1 —0,348B) (X, — 12,495) = Z,,

onde Z; ~ N(0;19,904).

Também para esses dois ultimos modelos o valor minimo do QMR foi observado
em m=150. Note que, nos trés modelos ajustados, o valor de d estimado é positivo e
é nao esta préximo de 1. De acordo com as conclusoes obtidas pelas simulagoes, essas
duas caracteristicas estavam relacionadas a valores maiores de m* e m . Portanto, o
valor de m que minimiza o quadrado médio dos erros do modelo é consistente com
o resultado obtido nas simulagoes.

Apresentamos agora, analise de residuos feita para o modelo obtido quando
m=150e d é estimado por d,,. O grafico dos residuos padronizados esta na Figura
31 e a funcao de autocorrelacao amostral na Figura 32. De acordo com os dois
graficos, nao ha indicios de tendéncia dos residuos ou de autocorrelagoes altas entre
eles.

A normalidade dos residuos pode ser investigada pelos graficos das Figuras 33
e 34, que apresentam os escores normais e o histograma dos residuos padronizados.
Esses graficos nao indicam evidéncias de que os residuos nao tenham distribuicao
Normal.

Assim, analisando-se a série de velocidade de vento, o modelo obtido apresenta



4 Andlise de Dados Reais

3 I I I I I I I
200 250 300 350 400 450 500

Figura 31: Residuos Padronizados
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Figura 32: ACF amostral dos residuos do modelo ARFIMA(1,d,0)
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Figura 33: Escores Normais dos residuos padronizados

Figura 34: Histograma dos residuos padronizados
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série d;j dgph dsp

1 0.17773 0.30214 0.29165
2 0.12546 0.10256 0.13111
3 0.26029 0.30199 0.29721
4 0.20519 0.25694 0.2956

5 0.25227 0.26923 0.28221
6 0.24039 0.31207 0.23809
7 0.23078 0.48743 0.36015
8 0.18056 0.45273 0.39402
9 0.12949 0.17788 0.23482
10 0.1184 0.17504 0.2428

11 0.06958 0.14183 0.084271
12 0.16581 0.44212 0.32039

Tabela 2: Estimativas de d divedindo-se a série de velocidades de vento em blocos
de 512 observagoes.

o quadrado médio dos residuos minimo quando m=150 e esse valor é consistente
com os resultados obtidos pela simulacgao.

Nesta analise, consideramos apenas as primeiras 512 observagoes da série com-
pleta. Para observarmos se existe diferenca entre os valores estimados de d ao longo
dessa série, consideramos a divisao dela em blocos de 512 observagoes. A Tabela 2
apresenta as estimativas de d das 12 séries obtidas. Desta forma, a série de niimero
1 refere-se as primeiras 512 observagoes da série original, a série 2, as observagoes
de ntimero 513 até 1024 e assim por diante.

Como podemos ver pela Tabela 2, existe uma grande variacao dos valores de d
estimados ao longo da série, em especial quando d ¢ estimado por dg,, ou dsp. Isso
pode indicar que o valor de d se altera ao longo da série completa.
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6 Conclusoes

A estimacao dos parametros do modelo ARFIMA(p,d,q) feita por métodos
semi-paramétricos depende fortemente da determinagao do valor de m no opera-
dor V¢ quando esse é utilizado na transformagao do processo ARFIMA em ARMA.
Encontrar a informacao da série transformada pelo operador truncado nao é uma
questao simples pois seria necessaria a utilizacao de integragao numérica. Para esse
tipo de aproximacao, o controle sobre o valor do erro cometido ¢ uma questao bas-
tante complexa. Por essa razao, para estudar a relacao entre o valor de m e a
precisao das estimativas encontradas, realizamos um estudo de simulacao. Nesse
caso, os resultados assintoticos garantem que o aumento do nimero de replicagoes
da simulacao implica em aumento da precisao das estimativas da variancia dos es-
timadores avaliados.

Os resultados da simulagao mostram que m* e m , os valores de m que mi-
nimizam, respectivamente, o EQM e o vicio dos parametros da série obtida pela
aplicacdo do operador V¢ | variam muito em funcio dos valores reais de ¢, 0 e d.

Quando d é conhecido, de forma geral, os valores m e m* sao maiores para
valores de |d| préximos de 0,5. Nesse caso, o efeito da longa dependéncia é mais
forte e os tltimos coeficientes de V¢, | mesmo quando m ¢ alto, nao sao despreziveis.
Além disso, observarmos que m e m* s@o maiores também para ¢ e 6 proximos de 0.
Uma explicagao para isso é o efeito relativamente pequeno desses parametros quando
estes estao préximos de 0 e que se confunde com o efeito de longa dependéncia nao
retirado da série quando m escolhido é muito baixo.

Ao estudarmos o mesmo problema considerando d estimado por d,, ds,, d, ob-
servamos que os valores de m e m* foram em geral mais baixos do que os ocorridos
para d verdadeiro. As relacGes entre esses valores e os parametros d, ¢ e 6 foram
mantidas. Os resultados sugerem que m e m* sao maiores quando d é estimado por
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dsp € menores quando usamos d,,.

Na pratica, o que se sugere é que o valor de m usado seja maior quanto d
for positivo e |d| estiver préximo de 0,5. Para o tamanho de amostra usado na
simulagao, a escolha do um valor de m entre 10 e 100, em geral, deve produzir bons
resultados. Isso porque, ainda que o EQM nao seja minimo para esses valores, o
vicio dos estimadores nao é tao grande quanto o observado para m menores.

A andlise de dados reais apresentada ilustrou o uso dos métodos semi-paramétri-
cos de estimagao de d. O QMR do modelo ajustado para a série de velocidade de
ventos foi coerente com os resultados obtidos pela simulacao. Dado que d estimado
é préximo de 0.5 e que $ é préoximo de 0, era esperado que o EQM fosse minimo
para um valor de m alto, préximo a 170.

Nesse trabalho, foi estudado apenas um tamanho de amostra. A anélise de como
a variacao desse tamanho pode influenciar a escolha de m é uma questao interessante
a ser estudada. Outro possivel interesse ¢ o estudo de modelos mais complexos, com
maior nimeros de parametros na sua forma ARMA. Por fim, o uso do algoritmo
iterativo proposto por Hosking e descrito no Capitulo 2 possibilitaria a observacao
da influéncia da escolha de m sobre a velocidade de convergéncia do algoritmo e
sobre a qualidade das estimativas de d.
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d 0.2 20.4

m $=-0.9 $=-0.2 $=0.2 $=0.5 $=0.9 $=-0.9 $=-0.2 $=0.2 $=0.5 $=0.9

0 0.00056597 0.021281 0.037475 0.041844 0.019978 0.0010995 0.056259 0.10873 0.14289 0.11478
2 0.0004018 0.0020073 0.0018235 | 0.0014045 0.0026578 0.00053181 0.0032754 0.0028213 0.0013594 0.0089817
4 0.00042137 0.0018958 0.0018816 0.0014348 0.0010938 0.00045655 0.0029092 0.0029929 0.0018615 0.0025165
6 0.00043717 | 0.0018861 0.0018598 0.0015127 0.0006757 0.00045242 0.0026649 0.0026459 0.0020984 0.0010821
8 0.00045215 0.0018891 0.0018573 0.001528 0.00052807 0.00046363 0.0025532 0.0024666 0.0020672 0.00063123
10 0.00045803 0.0019104 0.0018612 0.0015259 0.00046985 0.00046728 0.002452 0.0023693 0.0020232 0.00047162
12 0.00046036 0.0019075 0.0018668 0.0015236 0.00044822 0.00047425 0.0024255 0.0022694 0.0019638 0.00041189
15 0.00046527 0.0019229 0.0018585 0.001525 0.00043759 0.00049026 0.002389 0.0022216 0.001903 0.00039368
17 0.00046516 0.0019325 0.0018687 0.0015496 0.00043697 0.00048087 0.0023451 0.0021949 0.0018772 0.00039786
20 0.00046929 0.001945 0.0018598 0.0015605 0.00044311 0.0004818 0.0023676 0.0021595 0.001865 0.00040822
25 0.00047416 0.0019768 0.0018548 0.0015733 0.00044868 0.00048154 0.0023539 0.0021002 0.0018278 0.00043311
30 0.00047241 0.0019814 0.0018678 0.0015975 0.0004583 0.00048893 0.0023339 0.0021292 0.0018263 0.00045547
35 0.00047141 0.0019894 0.0018951 0.0015981 0.00046865 0.00048937 0.0023188 0.0021319 0.0017944 0.00047353
40 0.00047681 0.0020129 0.0019146 0.0016129 0.0004706 0.00049425 0.0023223 0.0021407 0.0017811 0.00048264
45 0.00048064 0.0020265 0.0019351 0.0016234 0.00047149 0.00050268 0.0023349 0.0021551 0.0017878 0.00048663
50 0.00048222 0.0020506 0.0019496 0.0016456 0.00047406 0.00050835 0.0023533 0.002174 0.0018027 0.00049061
55 0.00048661 0.0020836 0.0019771 0.001664 0.00047518 0.00051427 0.0023621 0.0021757 0.0018279 0.00050093
60 0.00049054 0.0021188 0.0020158 0.0016892 0.00047925 0.0005204 0.0023845 0.0021682 0.0018569 0.00051058
65 0.00049915 0.0021621 0.0020342 0.0017129 0.00048795 0.00051842 0.0024513 0.0022014 0.0018612 0.00052217
70 0.00050727 0.0021854 0.0020252 0.0017497 0.00049252 0.00052736 0.0024869 0.0022372 0.0018737 0.0005231
75 0.00050832 0.0022234 0.0020545 0.0017974 0.00051152 0.00052839 0.002505 0.0022217 0.0018798 0.00053097
80 0.00051829 0.0022508 0.0020873 0.0018305 0.00052026 0.00053994 0.0025251 0.0022155 0.0018718 0.00053195
90 0.00052689 0.0023103 0.0021109 0.001874 0.00053794 0.00056181 0.0025525 0.0023135 0.0019245 0.00053916
110 | 0.00055174 0.0023711 0.0021684 0.001999 0.00057421 0.00060689 0.0026098 0.0024349 0.0019818 0.00055537
130 | 0.00058778 0.0024778 0.0023291 0.0020579 0.00060287 0.00065483 0.0027619 0.0025662 0.0020856 0.0005776
150 | 0.00063584 0.0026086 0.0024863 0.0021127 0.00064445 0.00070596 0.0030422 0.0026905 0.0022531 0.00061213
170 | 0.00069375 0.0028116 0.0026198 0.0022459 0.00067904 0.0007519 0.0032383 0.0028886 0.0023887 0.00066751

Tabela 3: EQM do estimador do parametro ¢ do

modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d verdadeiro
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d 0.2 0.4

m $=-0.9 $=-0.2 $=0.2 $=0.5 $=0.9 $=-0.9 $=-0.2 $=0.2 $=0.5 $=0.9

0 0.0030511 0.058907 0.062648 0.044105 0.0042757 0.067751 0.47931 0.31971 0.15717 0.008383
2 0.00051053 0.0026271 0.0028832 0.0033717 0.0015891 0.0018865 0.029476 0.033658 0.03012 0.0050789
4 0.00043187 0.0022877 0.0022516 0.0020499 0.00092876 0.00093735 0.013348 0.015943 0.014463 0.0034173
6 0.00041382 0.0021864 0.0021089 0.0018002 0.00069098 0.00071516 0.0083754 0.010169 0.009424 0.0025444
8 0.00040885 0.002146 0.0020398 0.0017128 0.00058874 0.00062337 0.0061242 0.0074754 0.006989 0.0020331
10 0.00040772 0.0021291 0.0020141 0.001676 0.00054246 0.00057939 0.0048778 0.0059767 0.0055787 0.0017067
12 0.00040879 0.0021254 0.001995 0.0016458 0.00051434 0.00055273 0.0041372 0.0050554 0.0046602 0.0014856
15 0.00040618 0.0021441 0.0019946 0.0016279 0.00048917 0.00052813 0.0034833 0.0041954 0.0038085 0.0012582
17 0.00040708 0.0021475 0.0019899 0.0016184 0.00047856 0.00052381 0.003208 0.0038319 0.0034342 0.0011459
20 0.00041102 0.0021551 0.001998 0.0016155 0.00046561 0.00051278 0.0029414 0.0034517 0.0030304 0.0010223
25 0.00041119 0.0021407 0.0019953 0.0015971 0.00045907 0.00050515 0.0026489 0.003065 0.0026065 0.00088972
30 0.0004164 0.0021343 0.002008 0.0016087 0.00044991 0.00050116 0.0024814 0.0028344 0.0023369 0.00080025
35 0.00041598 0.0021437 0.0020454 0.0016148 0.00044731 0.00049752 0.002361 0.0026838 0.0021864 0.00074332
40 0.00042335 0.0021816 0.0020609 0.0016342 0.00044785 | 0.00049676 0.0023001 0.0025375 0.0020655 0.00070048
45 0.00042505 0.0021949 0.0020795 0.0016325 0.00044904 0.00049973 0.0022712 0.0024855 0.0019785 0.00066468
50 0.00043339 0.0022085 0.0020571 0.0016516 0.00044725 0.00050574 0.0022462 | 0.0024646 0.0019415 0.00064125
55 0.00044479 0.0022095 0.0020575 0.0016906 0.00046078 0.00051763 0.0022627 0.0024404 0.0018969 0.0006225
60 0.00044586 0.0022221 0.0021061 0.0017404 0.00046361 0.0005158 0.0022725 0.0024358 0.0018702 0.00061093
65 0.00044795 0.0022414 0.0021191 0.0017778 0.00047423 0.00051524 0.0022772 0.0024385 0.0018651 0.00060088
70 0.00044951 0.002279 0.0021315 0.0017833 0.00047744 0.00052145 0.002286 0.0024501 | 0.0018625 | 0.00059446
75 0.00046016 0.0023038 0.0021544 0.0018063 0.00048762 0.00052804 0.0023103 0.002422 0.0018677 0.00058563
80 0.00046805 0.0023332 0.0021581 0.0018378 0.00049573 0.0005259 0.0022907 0.0024299 0.0018892 0.00058126
90 0.0004698 0.0023637 0.0021885 0.0018845 0.0005073 0.0005386 0.0023232 0.0024816 0.0018996 0.0005724
110 0.00051 0.0024135 0.0023121 0.0019695 0.0005415 0.0005714 0.0024325 0.0025592 0.0019481 0.0005764
130 0.0005527 0.0025467 0.0024024 0.0021049 0.0005863 0.0006087 0.0025701 0.0026505 0.002051 0.0005969
150 0.0005751 0.0027245 0.0025224 0.0021924 0.0006153 0.0006482 0.0028094 0.0027417 0.0021805 0.0006162
170 0.0006144 0.0029266 0.0026867 0.0023336 0.0006686 0.0006935 0.0030039 0.0028728 0.0023091 0.0006437

Tabela 4: EQM do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d verdadeiro (cont.)
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d 0,2 0,4

m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =05 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9

0 0,0025591 0,035817 0,045902 0,038317 0,0033902 0,0094402 0,15272 0,17687 0,12105 0,0055726
2 0,0008142 0,0019731 | 0,0022388 0,0022944 0,0015147 0,0012358 0,0022039 0,0035567 | 0,0040135 0,003805
4 0,00060972 0,0020771 0,0020919 0,0018428 0,00091479 0,00078196 0,0025504 0,0029195 | 0,0028549 0,0024566
6 0,00059863 0,0020578 | 0,0020492 0,001746 0,00079741 0,00060497 0,0024221 0,0025669 | 0,0025048 0,0014618
8 0,00059135 0,002072 0,0020505 0,0016962 0,00068765 | 0,00053137 0,002368 0,0024221 | 0,0023014 0,0011849
10 0,00055647 0,0020691 0,002068 0,0017 0,00071097 0,00054871 0,0022881 0,0023144 | 0,0021848 0,0011001
12 0,00061029 0,0020978 0,0020514 0,0016828 0,00063114 0,00056423 0,0022677 0,0022367 | 0,0021012 0,0010138
15 0,00059606 0,0021231 0,0020512 | 0,0016578 | 0,00062323 0,00059384 0,0022288 0,0022208 | 0,0020258 | 0,00093215
17 0,00060726 0,0021245 0,0020533 0,0016786 0,00060397 0,00060474 0,002227 0,0021993 0,002006 0,00088991
20 0,00060184 0,0021409 0,0020973 0,0017052 0,00063163 0,00056283 0,0022069 | 0,0021549 | 0,0020029 | 0,00084769
25 0,00064778 0,0021787 0,002105 0,0017366 0,00058821 0,00060129 | 0,0022038 | 0,0021719 | 0,001952 0,0007769
30 0,00063128 0,0021649 0,0021353 0,0017601 0,00058502 0,00056014 0,0022316 0,0021721 | 0,0019539 | 0,00072897
35 0,00065261 0,0021974 0,0021512 0,0017942 0,00060235 0,00057318 0,0022405 0,0021753 | 0,0019645 | 0,00070376
40 0,00067416 0,0021672 0,0021881 0,0018275 0,00060694 0,00060439 0,0022314 0,0021982 | 0,0019591 | 0,00069094
45 0,00064957 0,0021965 0,002198 0,0018331 0,0006039 0,0006388 0,0022448 0,0022032 | 0,0019772 | 0,00071671
50 0,00067178 0,0022036 0,0022537 0,0018586 0,00060579 0,00062656 0,0022539 0,0021956 0,001962 0,00071058
55 0,00069649 0,0022354 0,0022853 0,001866 0,00057119 | 0,00066388 0,0022948 0,0022398 | 0,0019962 | 0,00069603
60 0,0006873 0,0022386 0,0023054 0,0018886 0,00061981 0,00064074 0,0023269 0,002276 0,0020059 | 0,00071422
65 0,00066581 0,002263 0,0022991 0,0018736 0,00058661 0,00063326 0,0023632 0,0022907 0,002 0,00070936
70 0,00070422 0,0023203 0,0023542 0,0018922 0,00065389 0,00065372 0,0024105 0,0023179 | 0,0020375 | 0,00077622
75 0,00070291 0,0023722 0,0023529 0,001916 0,00060066 0,00069557 0,00242 0,0023464 | 0,0020644 | 0,00076515
80 0,0006945 0,0023981 0,002375 0,0019358 0,00062808 0,00068947 0,0024595 0,0023621 | 0,0020808 | 0,00073187
90 0,0007516 0,0024138 0,0024597 0,0019815 0,0006364 0,0006697 0,0024674 0,002431 0,002096 0,0007573
110 0,0007835 0,0025449 0,0025858 0,0020954 0,0006856 0,0007573 0,0025578 0,0025201 | 0,0021753 0,0008353
130 0,0008741 0,0027578 0,0026642 0,0021958 0,0007639 0,0008314 0,0027022 0,0026055 | 0,0022447 0,0007958
150 0,0008805 0,0028391 0,0028174 0,0023264 0,000794 0,0008781 0,0028724 0,0027187 | 0,0024258 0,000896
170 0,0009412 0,0029855 0,0029746 0,0024546 0,0009417 0,0009222 0,0031115 0,0029642 | 0,0025222 0,0008961

Tabela 5: EQM do estimador do parametro 6 do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d verdadeiro
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d 0,2 0,4

m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =05 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =05 6=0,9

0 0,00089862 0,033465 0,051752 0,052707 0,023737 0,0028754 0,16054 0,27239 0,29706 0,15775

2 0,00045919 | 0,0023462 0,0027323 0,0027163 0,002427 0,00056453 0,013623 0,023062 0,024543 0,011223
4 0,00052606 0,0020998 0,00241 0,001935 0,0012664 0,00048313 | 0,006715 0,011905 0,012791 0,0057291
6 0,00051479 0,0020615 0,0022793 0,0017823 0,00092168 0,00050878 0,004779 0,0081032 0,0086377 0,0038554
8 0,00052334 | 0,0020455 | 0,0022157 0,0017153 0,0007592 0,00050945 | 0,0038631 | 0,0062229 0,0065865 0,0030213
10 0,00053997 0,0020459 0,0022006 0,001684 0,00072204 0,00050084 | 0,0033775 | 0,0051572 0,0053632 0,002485
12 0,0005303 0,0020468 0,0021744 0,0016653 0,00068742 0,00050383 0,003068 0,0044525 0,0045686 0,0021309
15 0,00055262 0,0020524 0,0021431 0,0016472 0,00066254 0,00054307 | 0,0027825 | 0,0038284 0,0038284 0,0017675
17 0,00054044 0,0020603 0,0021258 0,0016562 0,00062776 0,00053843 | 0,0026526 | 0,0035468 0,0034916 0,0016277
20 0,00055495 0,0020645 | 0,0021176 0,001637 0,0006926 0,00058336 | 0,0025207 | 0,0032484 0,0031398 0,0015164
25 0,00059146 0,0020881 0,0021335 | 0,0016318 | 0,00062099 | 0,00055114 | 0,0024026 | 0,0029688 0,0027274 0,0012677
30 0,00061412 0,002109 0,0021507 0,0016545 0,00063395 0,00057174 | 0,0023855 | 0,0028057 0,0025245 0,001142
35 0,00059623 0,0021148 0,0021403 0,0016863 0,00065508 0,00057318 | 0,0023569 | 0,0027058 0,0023531 0,0010774
40 0,00060513 0,0021183 0,0021311 0,0017074 0,00068108 0,00058252 | 0,002316 | 0,0026374 0,0022486 0,0010171
45 0,00061007 0,0021565 0,0021459 0,0017186 0,00064979 0,00059658 | 0,0023455 | 0,0026075 0,0021711 0,00094417
50 0,00063511 0,00219 0,0021736 0,001726 0,00066689 0,0006284 0,0023552 | 0,0025722 0,0021161 0,00090885
55 0,00058854 0,0022084 0,002179 0,0017334 0,00063561 0,00062786 | 0,0023612 | 0,0025385 0,002052 0,00093519
60 0,00060175 0,002241 0,0022281 0,0017729 0,00068611 0,00062346 | 0,0023735 | 0,0025134 0,0020359 0,00089192
65 0,00066056 0,0022595 0,0022311 0,001775 0,00068762 0,00067055 | 0,0023684 | 0,0025317 | 0,0020427 0,00083707
70 0,00068087 0,0022555 0,0022639 0,0018282 0,00064597 0,00064815 | 0,0024016 | 0,0025361 0,0020299 0,0008263
75 0,00067564 0,002258 0,0022938 0,0018543 0,00073716 0,00068091 | 0,0024119 | 0,0025359 | 0,0020085 | 0,00083635
80 0,00073436 0,0022856 0,0022767 0,0018634 0,00070461 0,00068663 | 0,0024166 | 0,0025603 0,0020277 | 0,00081592
90 0,0007126 0,0023563 0,0023208 0,0018785 0,0007674 0,0006828 0,0024484 | 0,0025846 0,0020268 0,000816
110 0,0007148 0,0024651 0,0024147 0,00196 0,000778 0,000837 0,0025492 | 0,0026298 0,0020471 0,0008789
130 0,0008057 0,002621 0,0025692 0,0020956 0,000801 0,0007579 0,0026152 | 0,0027528 0,0021485 0,0008756
150 0,0008354 0,0027786 0,0027048 0,0022273 0,0009028 0,0008193 0,0027354 0,002906 0,0022348 0,0009347
170 0,0009067 0,0030013 0,0028904 0,0023475 0,0009378 0,000845 0,0029569 | 0,0030464 0,0023399 0,0009634

Tabela 6: EQM do estimador do parametro 6§ do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d verdadeiro (cont.)
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d -0,2 -0,4
m $»=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $»=0,5 $»=0,9 $=-0,9 »=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9
0 -0,01687 -0,14091 -0,1891 -0,20059 -0,13751 -0,02983 -0,2343 -0,32729 -0,37569 -0,33597
2 -0,00364 0,005566 0,004613 -0,01182 -0,04656 -0,01359 0,023403 | 0,031896 -0,01243 -0,09181
4 -6,59E-5 0,005231 0,003624 0,00358 -0,02607 -0,00711 0,022556 | 0,030995 0,019289 -0,04582
6 0,001527 0,003938 0,001581 0,004539 -0,01667 -0,00343 0,018054 0,025187 0,022108 -0,02649
8 0,002392 0,002991 0,000161 0,00382 -0,01154 -0,00113 0,014836 0,021302 0,020134 -0,01616
10 0,002927 0,00252 -0,00072 0,002905 -0,00842 0,000373 0,012579 0,019028 0,018087 -0,00995
12 0,003218 0,002245 -0,00137 0,002184 -0,00645 0,001454 0,010576 0,017053 0,01602 -0,00604
15 0,004403 0,001708 -0,0018 0,001547 -0,00463 0,006758 0,009342 0,014926 0,013644 -0,00256
17 0,004224 0,001329 -0,00196 0,001266 -0,00385 0,005979 0,008076 0,013924 0,012415 -0,00108
20 0,003691 0,001045 -0,00225 0,000821 -0,00314 0,003204 0,007203 0,01253 0,010863 0,00029
25 0,004051 0,001016 -0,00283 0,00025 -0,00264 0,004619 0,006226 0,010663 0,009177 0,001163
30 0,003762 0,000861 -0,00328 -0,0003 -0,00261 0,003658 0,005151 0,008859 0,007502 0,001268
35 0,003792 0,00048 -0,00322 -0,00066 -0,00263 0,003911 0,00503 0,008395 0,006503 0,001053
40 0,003773 0,000435 -0,00361 -0,00085 -0,0027 0,003683 0,00466 0,007873 0,005455 0,000689
45 0,003777 0,000462 -0,00379 -0,00099 -0,00292 0,003868 0,004176 0,007149 0,005095 0,00033
50 0,003736 0,000373 -0,00391 -0,00121 -0,00296 0,00389 0,004048 0,006402 0,004455 -4,16E-5
55 0,003797 0,000677 -0,00385 -0,00116 -0,00299 0,003953 0,003714 0,005897 0,003865 -0,00046
60 0,003811 0,000731 -0,00412 -0,00136 -0,00309 0,004064 0,00359 0,005319 0,00333 -0,00069
65 0,003868 0,000688 -0,00409 -0,00163 -0,00319 0,00412 0,003296 | 0,005063 0,002482 -0,00097
70 0,003977 0,000684 -0,00417 -0,00188 -0,00342 0,00413 0,002922 | 0,004672 0,001868 -0,00116
75 0,004091 0,000521 -0,00416 -0,00207 -0,0036 0,00413 0,002962 0,004265 0,001772 -0,00134
80 0,004204 0,000874 -0,00429 -0,00219 -0,00372 0,004013 0,003099 0,003519 0,001368 -0,00146
90 0,004211 0,000865 -0,0042 -0,00227 -0,00403 0,004017 0,002873 | 0,003055 0,001106 -0,0017
110 0,004223 0,000932 -0,00387 -0,00277 -0,00446 0,003994 0,00236 0,002101 0,00053 -0,00222
130 0,004361 0,001084 -0,0041 -0,00233 -0,00494 0,004461 0,002551 0,002074 -0,00061 -0,00268
150 0,004506 0,001094 -0,00411 -0,00291 -0,00537 0,004975 0,003316 0,00174 -0,00086 -0,00337
170 0,00494 0,000665 -0,00484 -0,00291 -0,00569 0,005437 0,003265 0,002018 -0,00084 -0,00387

Tabela 7: Vicio do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d verdadeiro
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d 0,2 0,4
m $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $»=0,9 $=-0,9 $=-0,2 $»=0,2 $»=0,5 $=0,9
0 0,047833 0,23579 0,24521 0,2068 0,064545 0,23056 0,6789 0,56032 0,39462 0,091396
2 0,009614 0,019175 0,019883 0,035291 0,035465 0,027759 0,12393 0,14186 0,1487 0,069171
4 0,006136 0,011175 0,009006 0,013585 0,022205 0,01576 0,072695 0,084569 0,088613 0,053321
6 0,005013 0,00851 0,005522 0,008001 0,014564 0,011802 0,052068 0,060472 0,064353 0,042261
8 0,00452 0,006968 0,00349 0,005552 0,00965 0,00994 0,040691 0,046979 0,050963 0,034443
10 0,004305 0,006094 0,002294 0,003994 0,006394 0,008807 0,033258 0,038216 0,042228 0,02878
12 0,004157 0,005584 0,001573 0,003153 0,004235 0,00817 0,02833 0,032025 0,035911 0,024521
15 0,003797 0,005156 0,000716 0,002325 0,002123 0,007355 0,023367 0,025805 0,029339 0,01991
17 0,00382 0,004992 0,00015 0,001813 0,001173 0,007158 0,020912 0,022732 0,026008 0,017628
20 0,003938 0,00482 -0,00031 0,001233 0,000215 0,006906 0,018288 0,01928 0,022174 0,015001
25 0,003836 0,004602 -0,00066 0,000797 -0,00084 0,006547 0,014735 0,014991 0,018052 0,011916
30 0,003861 0,00437 -0,00116 0,000437 -0,00131 0,006432 0,01277 0,012361 0,014929 0,009862
35 0,003815 0,003988 -0,00167 5,41E-05 -0,00166 0,006209 0,011305 0,010066 0,012814 0,008313
40 0,00396 0,004046 -0,00176 -0,00022 -0,00183 0,006001 0,009892 0,008362 0,01126 0,006981
45 0,004024 0,004089 -0,00198 -0,00029 -0,00205 0,006012 0,008678 0,007073 0,009946 0,006095
50 0,004135 0,004101 -0,00213 -0,00057 -0,00207 0,005958 0,007665 0,005982 0,008789 0,005238
55 0,004171 0,004204 -0,00219 -0,00074 -0,00235 0,005941 0,006935 0,005406 0,008035 0,004546
60 0,00415 0,00429 -0,0025 -0,00107 -0,00245 0,005937 0,006452 0,004955 0,007479 0,003906
65 0,004188 0,004499 -0,00271 -0,00125 -0,00253 0,005838 0,005948 0,004377 0,006833 0,003355
70 0,004122 0,004488 -0,00298 -0,0013 -0,00262 0,005801 0,00565 0,003833 0,006224 0,002895
75 0,004207 0,004547 -0,00307 -0,00144 -0,00277 0,005837 0,005279 0,003398 0,005852 0,002496
80 0,004328 0,004488 -0,00317 -0,00167 -0,00285 0,005682 0,004948 0,003039 0,005418 0,002107
90 0,00451 0,004307 -0,00332 -0,0016 -0,00289 0,0059 0,004354 2,40E-03 0,004852 0,001631
110 0,004715 0,004206 -0,00371 -0,00133 -0,00324 0,006183 0,003332 0,001283 0,003618 0,000488
130 0,004939 0,004217 -0,0044 -0,00131 -0,00368 0,006565 0,00265 0,000796 0,002997 -0,00021
150 0,005022 0,0041 -0,00393 -0,00121 -0,00397 0,006897 0,002529 8,98E-05 0,001951 -0,00092
170 0,005067 0,004057 -0,00493 -0,00184 -0,00463 0,007548 0,002597 -0,00053 0,001901 -0,00166

Tabela 8: Vicio do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d verdadeiro (cont.)
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9

0 0,03906 0,18211 0,20921 0,19247 0,055242 | 0,083566 0,38603 0,41812 0,34671 0,072143
2 0,014336 -0,00679 -0,00901 0,010571 | 0,031348 | 0,025023 -0,01844 -0,03247 0,012574 0,05688
4 0,008794 -0,00683 -0,00817 -0,00426 | 0,015949 | 0,015263 -0,02097 -0,02838 -0,02362 0,039872
6 0,007319 -0,0054 -0,00625 -0,00443 | 0,006208 0,01074 -0,01767 -0,02271 -0,02145 0,017204
8 0,007712 -0,00436 -0,005 -0,00343 | 0,00074 | 0,008421 -0,015 -0,01883 -0,01853 0,003854
10 0,006015 -0,00384 -0,00425 -0,00251 -0,00201 0,007593 -0,01254 -0,01642 -0,01589 -0,00367
12 0,006494 -0,0036 -0,00382 -0,00168 -0,00303 | 0,007126 -0,01058 -0,01427 -0,01331 -0,00872
15 0,00543 -0,00313 -0,00293 -0,00092 -0,00485 | 0,003511 | -0,00935 -0,01194 -0,01096 -0,01126
17 0,006454 -0,00295 -0,00264 -0,00083 -0,00571 0,003677 -0,00865 -0,01103 -0,01005 -0,01199
20 0,006757 -0,0026 -0,00233 -0,00052 -0,00658 | 0,005597 -0,00747 -0,00964 -0,00867 -0,01307
25 0,006912 -0,00205 -0,00204 | 2,65E-06 | -0,00476 | 0,005585 -0,00632 -0,00813 -0,00701 -0,01261
30 0,007119 -0,00194 -0,0018 0,000126 | -0,00629 0,00537 -0,00532 -0,00722 -0,00574 -0,01194
35 0,007005 -0,00188 -0,00184 0,000437 | -0,00603 | 0,005349 -0,00445 -0,00615 -0,00532 -0,01104
40 0,007591 -0,00186 -0,00207 0,00045 -0,00577 | 0,005373 -0,00381 -0,00553 -0,00482 -0,01049
45 0,006901 | -0,00168 | -0,00214 0,000842 | -0,00577 | 0,006833 -0,00323 -0,00524 -0,0041 -0,01133
50 0,007551 -0,00183 -0,00197 0,000701 | -0,00549 | 0,006492 -0,0029 -0,00453 -0,00324 -0,01098
55 0,007483 -0,00195 -0,00175 0,000798 | -0,00541 0,00634 -0,00285 -0,004 -0,00293 -0,01025
60 0,007289 -0,00181 -0,00153 0,001026 | -0,00609 | 0,006932 -0,00235 -0,00371 -0,00296 -0,01058
65 0,007446 -0,00178 -0,00164 0,000873 | -0,00505 | 0,006723 -0,00226 -0,00395 -0,00245 -0,00977
70 0,007985 -0,00191 -0,00184 0,000972 | -0,00595 0,00678 -0,00213 -0,00364 -0,0024 -0,01075
75 0,00716 -0,00189 -0,00177 0,000971 | -0,00509 | 0,007062 -0,0021 -0,00348 -0,0021 -0,01037
80 0,008208 -0,00213 -0,00173 0,001099 -0,0053 0,006265 -0,00205 -0,00305 -0,00199 -0,00942
90 | 0,0081632 | -0,002063 -0,0014 0,0013652 | -0,00505 | 0,0065406 | -0,00224 -0,002708 -0,0016 -0,00952
110 | 0,0086048 | -0,002538 | -0,00129 | 0,0012611 | -0,00628 | 0,0075745 | -0,00182 -0,002818 -0,00077 -0,01035
130 | 0,0087137 | -0,001741 | -0,00141 | 0,0013598 | -0,00698 | 0,0085634 | -0,00141 -0,002075 | -1,53E-06 | -0,00956
150 | 0,0085531 | -0,00197 -0,00221 | 0,0015645 | -0,00587 | 0,0079959 -0,0012 -0,001977 -6,07E-06 | -0,010077
170 | 0,009458 | -0,002293 | -0,00146 | 0,0017955 | -0,00666 | 0,0088324 | -0,00064 | -0,001497 | -3,13E-05 -0,00995

Tabela 9: Vicio do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d verdadeiro
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d 0,2 0,4

m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =05 6=0,9
0 -0,02382 -0,17833 0,2226 10,2252 -0,14931 -0,05098 -0,39564 -0,51437 -0,53681 -0,3927
2 -0,00016 | -0,01477 -0,02011 -0,03178 -0,04319 -0,0103 -0,08857 -0,118 -0,12877 -0,0973
4 0,002826 -0,00827 -0,01107 -0,0146 -0,02744 -0,00325 -0,0521 -0,07394 -0,08089 -0,06513
6 0,00372 -0,00605 -0,00747 -0,00984 -0,02073 | -0,00023 -0,03767 -0,05463 -0,06035 -0,05032
8 0,005118 -0,0048 -0,00535 -0,00757 -0,01647 0,001298 -0,02955 -0,04372 -0,04842 -0,04202
10 0,005465 -0,00408 -0,00424 -0,00643 -0,01454 0,002101 -0,02425 -0,03663 -0,04081 -0,03646
12 0,005333 -0,00361 -0,00337 -0,00553 -0,01269 0,003242 -0,02077 -0,03123 -0,03525 -0,03281
15 0,004913 -0,00295 -0,00248 -0,00476 -0,01087 0,003829 -0,01687 -0,02574 -0,02959 -0,02819
17 0,004916 -0,00266 -0,00207 -0,00431 -0,00966 0,00429 -0,01508 -0,02295 -0,0266 -0,02597
20 0,005716 -0,00242 -0,00166 -0,00405 -0,01015 0,005184 -0,01297 -0,01991 -0,02323 -0,02434
25 0,005838 -0,00213 -0,00111 -0,00351 -0,00825 0,004265 -0,01068 -0,01634 -0,01935 -0,02106
30 0,006503 -0,00202 -0,00084 -0,00315 -0,00762 0,00485 -0,0088 -0,01401 -0,01665 -0,01936
35 0,005653 -0,00185 -0,00059 -0,00312 -0,00786 0,004835 -0,00773 -0,01235 -0,01465 -0,01831
40 0,006871 -0,00139 -0,00028 -0,00286 -0,00828 0,004775 -0,0063 -0,01103 -0,01313 -0,0169
45 0,005817 | -0,00129 | -2,54E-5 -0,00293 -0,00792 0,005613 -0,0057 -0,00999 -0,01197 -0,01586
50 0,00593 -0,00142 0,000161 -0,00235 -0,00699 0,005854 -0,00521 -0,00913 -0,0108 -0,0153
55 0,005566 -0,00148 0,000192 -0,00258 -0,00777 0,005644 -0,00468 -0,00842 -0,0102 -0,01582
60 0,006408 -0,00139 0,000182 -0,00258 -0,00766 0,005404 -0,00437 -0,00758 -0,00913 -0,01456
65 0,006121 -0,00163 0,000326 -0,00242 -0,00761 0,00673 -0,00394 -0,00698 -0,00873 -0,0134
70 0,006729 -0,00169 0,00011 -0,0024 -0,00683 | 0,006159 -0,00362 -0,00649 -0,00814 -0,01317
75 0,007509 -0,00173 0,000123 -0,00223 -0,00817 0,00665 -0,00347 -0,00632 -0,00766 -0,01335
80 0,007095 -0,00184 | -6,75E-05 -0,00193 -0,00774 0,006652 -0,00312 -0,00579 -0,00734 -0,01259
90 | 0,0069602 | -0,001938 | 3,42E-04 -0,001541 -0,00784 | 0,0064715 | -0,002618 | -0,004785 -0,0061 -0,01231
110 | 0,0073892 | -0,001977 | 2,25E-04 -0,001225 | -0,007634 | 0,0073513 | -0,001948 | -0,004272 -0,005702 | -0,011355
130 | 0,0074442 | -0,002546 | 4,04E-04 -0,000901 | -0,007898 | 0,0073106 | -0,001125 | -0,003562 -0,005238 -0,011788
150 | 0,0075593 | -0,002845 | 4,34E-04 | -0,000585 | -0,008015 | 0,0074724 | -0,00052 -0,003088 -0,004207 -0,01204
170 | 0,0082208 | -0,003087 | 8,45E-04 -0,001354 | -0,007982 | 0,0087368 | 8,22E-05 | -0,002052 | -0,003727 | -0,012442

Tabela 10: Vicio do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d verdadeiro (cont.)
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d 20,2 0.4

m $=-0,9 $=-0,2 $»=0,2 $»=0,5 $=0,9 $=-0,9 $=-0,2 »=0,2 $=0,5 $»=0,9
0 0,00056597 0,021281 0,037475 0,041844 0,019978 0,0010995 0,056259 0,10873 0,14289 0,11478
2 0,00099618 0,0087725 | 0,0099014 | 0,051172 0,35114 0,00051387 | 0,0056634 | 0,014175 | 0,065732 | 0,41029
4 0,001968 0,0096991 0,010392 0,050751 0,38734 0,00055161 0,0059541 0,016709 0,066895 0,42872
6 0,0027118 0,0098347 0,0106 0,050497 0,38917 0,00066169 0,0059865 0,017878 0,068664 0,42875
8 0,0032911 0,0098364 0,010698 0,050462 0,38609 0,00076742 0,0060486 0,01851 0,069763 0,4259
10 0,0037212 0,0098413 0,010761 0,05046 0,38264 0,00085302 0,0059793 0,018868 0,070393 0,42296
12 0,0040395 0,0098083 0,010768 0,050473 0,37995 0,00092948 0,0059683 0,019131 0,070865 0,42074
15 0,0056031 0,0097617 0,010772 0,05048 0,3765 0,00132 0,0059686 0,019428 0,071287 0,41807
17 0,0054975 0,0096423 0,010776 0,050454 0,37459 0,0012594 0,0059501 0,019585 0,07154 0,41676
20 0,0047899 0,0095059 0,010786 0,050423 0,37245 0,0010703 0,0059041 0,019693 0,071733 0,41506
25 0,0054465 0,0096041 0,010792 0,050465 0,37054 0,0011729 0,0058877 0,0199 0,071963 0,41372
30 0,0051999 0,0095768 0,010805 0,050566 0,36979 0,0010949 0,005843 0,0201 0,072179 0,41298
35 0,005449 0,0094551 0,010845 0,050575 0,36921 0,001148 0,0058375 0,020196 0,072173 0,41267
40 0,0054513 0,0094052 0,010881 0,05052 0,36902 0,0011169 0,0058384 0,020268 0,072303 0,41237
45 0,0055601 0,0094245 0,010878 0,050553 0,369 0,0011717 0,0058952 0,020345 0,072275 0,41241
50 0,0055656 0,0093967 0,0109 0,050658 0,36896 0,00115 0,0058243 0,020488 0,072353 0,41271
55 0,0057083 0,0094855 0,01091 0,050649 0,369 0,0011867 0,0058361 0,020559 0,072492 0,41287
60 0,0057074 0,0096068 0,010985 0,050669 0,3692 0,0011702 0,0058219 0,020669 0,072564 0,41278
65 0,0057683 0,009682 0,010981 0,05079 0,36925 0,0011697 0,0059566 0,020679 0,072656 0,41305
70 0,0058655 0,009843 0,010939 0,050963 0,36946 0,0011504 0,0059886 0,020718 0,072823 0,41277
75 0,0058937 0,0098633 0,010974 0,050995 0,36968 0,0011764 0,0060772 0,020767 0,072814 0,41263
80 0,0059557 0,01001 0,011019 0,05105 0,36961 0,0011891 0,0060745 0,020888 0,072854 0,41254
90 0,006068 0,0101 0,010971 0,05109 0,37009 0,00121 0,006147 0,021042 0,072933 0,41259
110 0,00631 0,010373 0,01103 0,05125 0,37075 0,001285 0,00623 0,021242 0,072748 0,41221
130 0,006485 0,010662 0,011193 0,05105 0,37159 0,001351 0,006294 0,02132 0,073148 0,4128
150 0,006688 0,010922 0,01133 0,051357 0,37182 0,001436 0,006676 0,021414 0,073216 0,41344
170 0,006929 0,011139 0,011539 0,051639 0,37328 0,001504 0,006824 0,02164 0,07316 0,4133

Tabela 11: EQM do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d,
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d 0,2 0,4

m $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9 $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,0

0 0,0030511 | 0,058907 0,062648 0,044105 | 0,0042757 | 0,067751 0,47931 0,31971 0,15717 0,008383
2 0,0092651 0,021235 | 0,0060356 | 0,02381 0,24161 0,052755 0,10577 0,037566 | 0,014115 0,1973

4 0,012046 0,020213 0,0062531 | 0,028848 0,28633 0,051786 0,076288 0,022339 0,01644 0,22177
6 0,013708 0,019872 0,0064326 0,0293 0,28982 0,051735 | 0,064171 0,017282 0,018139 0,22611

8 0,014856 0,019622 0,0065284 | 0,029373 0,28796 0,051944 0,057318 0,014844 0,019221 0,22679
10 0,015688 0,019519 0,0065905 | 0,029442 0,28555 0,052175 0,052784 0,013354 0,019953 0,22662
12 0,016326 0,019461 0,0066459 | 0,029409 0,28326 0,052428 0,04964 0,012378 0,020478 0,22633
15 0,017498 0,019428 0,006696 0,029389 0,28088 0,052948 0,046322 0,01141 0,021039 0,2261

17 0,017753 0,019423 | 0,0067038 | 0,029411 0,27983 0,053218 0,044657 0,010944 0,021319 0,22572
20 0,017977 0,019456 0,0067339 | 0,029469 0,27857 0,053515 0,042742 0,010443 0,021653 0,22546
25 0,018726 0,019474 0,0067796 | 0,029358 0,27719 0,054106 0,040281 | 0,0098137 | 0,021853 0,22542
30 0,019229 0,019459 0,0068253 | 0,029303 0,27617 0,054546 0,038616 | 0,0093853 | 0,022095 0,22528
35 0,019764 0,01944 0,0068828 | 0,029372 0,27574 0,054998 0,037332 0,00911 0,022254 0,22519
40 0,020245 0,019525 0,0068972 | 0,029392 0,27547 0,055367 0,036281 | 0,0088003 | 0,022324 0,22542
45 0,020801 0,019593 0,0068864 | 0,029374 0,27538 0,055803 0,035395 | 0,0085912 | 0,022403 0,22545
50 0,021254 0,019598 0,0068294 | 0,029398 0,27505 0,056091 0,03458 0,0084369 | 0,022539 0,22551

55 0,0217 0,019635 0,0068259 | 0,029427 0,27502 0,056434 0,033944 | 0,0082944 | 0,022553 0,22545
60 0,022094 0,019684 0,0068225 | 0,029583 0,27513 0,056713 0,033442 | 0,0081788 | 0,022612 0,22548
65 0,022446 0,019705 0,0067987 | 0,029615 0,27532 0,05688 0,032997 | 0,0080584 | 0,022679 0,22575
70 0,022788 0,019752 0,0068157 | 0,029682 0,27548 0,057138 0,032614 | 0,0080317 | 0,022741 0,22574
75 0,02315 0,019749 0,0068689 | 0,029789 0,27577 0,057297 0,032329 | 0,0079264 | 0,022792 0,2261

80 0,023629 0,019762 0,0068839 | 0,029891 0,27618 0,057455 0,031964 | 0,0078927 | 0,022876 0,22611

90 0,02435 0,019757 0,006931 0,029935 0,27594 0,058134 0,03156 0,0078 0,022895 0,22597
110 0,02538 0,019938 0,007012 0,029887 0,27638 0,059618 0,030677 0,007797 0,023106 0,22652
130 0,026449 0,020097 0,007049 0,029922 0,27671 0,060526 0,030373 | 0,007776 | 0,023242 0,22664
150 0,027212 0,020259 0,007249 0,029961 0,27726 0,06174 0,030248 0,007828 0,023445 0,22699
170 0,027925 0,020493 0,007515 0,030233 0,27787 0,063081 | 0,080233 | 0,007803 0,023467 0,22711

Tabela 12: EQM do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d, (cont.)
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d 0,2 20,4

m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =05 6=0,9

0 0,002559 0,035817 0,045902 | 0,038317 | 0,00339 0,00944 0,15272 0,17687 0,12105 | 0,005573
2 0,002154 | 0,007364 0,01024 0,04464 0,086655 | 0,003891 | 0,011892 | 0,007557 | 0,017261 | 0,00395
4 0,002013 0,007787 0,010541 0,048219 0,13858 0,003215 0,014336 0,007353 | 0,020296 | 0,025092
6 0,002027 0,007928 0,010485 0,049169 0,1241 0,002963 0,015303 0,007241 | 0,019569 | 0,03048
8 0,002105 0,007965 0,010426 0,049979 0,11467 | 0,002869 | 0,015962 0,007247 | 0,019412 | 0,028807
10 | 0,001995 0,00802 0,01033 0,050404 0,1082 0,002927 0,016377 0,007149 | 0,019244 | 0,026772
12 0,002093 0,008062 0,010282 0,05078 0,10521 0,002951 0,016724 0,007056 | 0,018954 | 0,024935
15 0,002087 0,008083 0,010213 0,05101 0,10292 0,003013 0,016917 0,007097 | 0,018647 | 0,023885
17 0,002131 0,008105 0,010165 0,051561 0,10138 0,003012 0,017067 0,007056 | 0,018577 | 0,023082
20 0,002134 0,008174 0,01007 0,051861 0,1007 0,00298 0,017161 0,007091 | 0,018501 | 0,022344
25 0,002185 0,00829 0,009973 | 0,051923 0,10013 0,003094 0,017307 0,00723 0,01819 | 0,021586
30 0,002176 0,008298 0,010019 0,052582 | 0,099535 | 0,002961 0,017549 0,007199 | 0,018046 | 0,021387
35 0,00221 0,008294 0,010052 0,052924 | 0,099851 | 0,002932 0,017723 0,007198 | 0,017984 | 0,020843
40 0,002281 0,008265 0,010094 0,053104 0,10053 0,003007 0,017771 0,007145 | 0,017947 | 0,02069
45 0,002203 0,008303 0,010113 0,053271 0,10006 0,00327 0,017905 0,007172 | 0,017932 | 0,020461
50 0,002267 0,008295 0,010133 0,053548 0,10074 0,00322 0,018014 | 0,007087 | 0,017745 | 0,020706
55 0,002293 0,00832 0,010135 0,053704 0,10039 0,003216 0,018077 0,00713 0,017772 | 0,020663
60 0,00229 0,008411 0,01018 0,053735 0,10098 0,003217 0,018207 0,007178 | 0,017755 | 0,02068
65 0,002304 0,008475 0,010254 0,054057 0,10124 0,003221 0,018303 0,007236 | 0,017744 | 0,020305
70 0,00237 0,008544 0,01037 0,05427 0,10059 0,003283 0,018277 0,007315 | 0,017908 | 0,02057
75 0,002358 0,008651 0,010363 0,054312 0,10084 0,003312 0,01829 0,00729 0,017917 | 0,020533
80 0,002396 0,008643 0,010417 0,054542 0,10093 0,003288 0,018259 0,007359 | 0,017917 | 0,020435
90 0,002461 0,008662 0,010433 0,054577 0,1009 0,003192 0,01827 0,007506 | 0,017834 | 0,020535
110 | 0,002586 0,008782 0,010646 0,054879 0,10244 0,003428 0,018389 0,007596 | 0,017784 | 0,020739
130 | 0,002677 0,009079 0,010904 0,05521 0,10206 0,003656 0,018616 0,007542 | 0,017923 | 0,020376
150 | 0,002702 0,009205 0,011073 0,054988 0,10242 0,003759 0,01867 0,007594 | 0,017974 | 0,020276
170 | 0,002807 0,009331 0,011156 0,055548 0,1021 0,003908 0,019218 0,007826 | 0,018057 | 0,020308

Tabela 13: EQM do estimador do parametro § do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d,
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el 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =05 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9
0 0,000899 | 0,033465 | 0,051752 0,052707 | 0,023737 | 0,002875 0,16054 0,27239 0,29706 | 0,15775
2 0,000815 | 0,00463 | 0,025418 | 0,094601 0,43956 0,000627 | 0,019211 0,078366 0,1887 0,54789
4 0,00103 0,004709 | 0,024561 0,097572 0,41874 0,000754 0,01238 0,060528 0,17554 0,54356
6 0,00105 0,004828 | 0,024173 0,099759 0,40369 0,000863 0,010296 0,053011 0,16848 0,54866
8 0,00109 0,004898 | 0,023894 0,10113 0,40021 0,000862 0,009314 0,048666 0,16391 0,55828
10 0,001089 | 0,004949 | 0,023799 0,10217 0,40126 0,000867 0,008713 0,045847 0,16061 0,56766
12 0,001083 | 0,004959 | 0,023713 0,103 0,40276 0,000911 0,008238 0,043667 0,15826 0,57658
15 0,001128 | 0,005022 | 0,023574 0,104 0,40651 0,000936 0,007839 0,041366 0,1556 0,58887
17 0,001113 | 0,005064 | 0,023518 0,10462 0,41005 0,000953 0,00764 0,040171 0,15417 0,59628
20 0,001143 | 0,005061 | 0,023455 0,10512 0,41454 0,001027 0,00739 0,038875 0,15245 0,60615
25 0,001219 | 0,005062 | 0,023426 0,10595 0,42074 0,000972 0,007167 0,037245 0,15014 0,62175
30 0,001208 | 0,005101 | 0,023474 0,10665 0,42618 0,001016 0,007015 0,036118 0,14843 0,6344
35 0,001179 | 0,005106 | 0,023428 0,1072 0,43193 0,000993 0,006869 0,035263 0,14708 0,64597
40 0,001249 | 0,005118 | 0,023391 0,10748 0,43657 0,001006 0,006737 0,034557 0,14621 0,65668
45 0,001254 | 0,005148 | 0,023391 0,10792 0,4416 0,001053 0,006671 0,034023 0,1453 0,66611
50 0,001263 0,00518 0,023418 0,1081 0,44579 0,001068 0,006609 0,033476 0,14447 0,67445
55 0,001196 | 0,005197 | 0,023449 0,10856 0,45062 0,001083 0,006544 0,033039 0,14391 0,68291
60 0,001248 | 0,005241 | 0,023493 0,10914 0,45362 0,00106 0,006447 0,032636 0,14344 0,68986
65 0,001294 | 0,005268 0,02356 0,10938 0,4569 0,001131 0,006405 0,032355 0,14289 0,6968
70 0,001346 | 0,005268 | 0,023681 0,10981 0,45972 0,001107 0,006368 0,032063 0,14272 0,7034
75 0,001355 | 0,005278 | 0,023778 0,11 0,46345 0,001159 0,006359 0,031907 0,14231 0,70889
80 0,001436 | 0,005318 | 0,023781 0,11 0,46605 0,001156 0,006346 0,031607 0,14202 0,71497
90 0,001377 | 0,005392 0,02378 0,11023 0,47112 0,001123 | 0,006302 | 0,031241 0,14139 0,72559
110 | 0,001396 | 0,005468 | 0,024036 0,11091 0,48047 0,001328 0,006388 0,030869 0,14075 0,7432
130 0,00152 0,005636 0,02433 0,1112 0,48897 0,001266 0,006481 0,030413 0,14011 0,75786
150 | 0,001525 0,00576 0,024415 0,11167 0,49531 0,001323 0,006535 0,030289 0,13977 0,77153
170 | 0,001706 0,00599 0,024366 0,11246 0,50118 0,001353 0,00665 0,029999 | 0,13929 | 0,78425

Tabela 14: EQM do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d, (cont.)
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d 20,2 -0,4
m $=-0,9 $=-0,2 $»=0,2 $»=0,5 $»=0,9 $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $»=0,5 $=0,9
0 -0,01687 -0,14091 -0,1891 -0,20059 | -0,13751 | -0,02983 -0,2343 -0,32729 -0,37569 -0,33597
2 0,017877 0,055976 -0,06455 -0,21419 -0,58686 -0,00973 0,010427 -0,08994 | -0,24617 -0,63531
4 0,031678 0,059588 -0,067 -0,21296 -0,61704 -0,0011 0,009827 -0,10101 -0,24776 -0,64955
[§ 0,039368 0,059195 -0,0689 -0,21267 -0,61857 0,004074 0,005917 -0,10737 -0,25165 -0,64958
8 0,044302 0,058624 -0,07005 -0,21277 -0,61604 0,007445 0,003154 -0,11088 -0,25418 -0,64739
10 0,047711 0,058276 -0,07085 -0,21291 -0,61318 0,009801 0,001092 -0,11297 -0,25564 -0,64514
12 0,050017 0,058072 -0,07133 -0,21303 -0,61095 0,011523 -0,00078 -0,1145 -0,25672 -0,64341
15 0,060448 0,057498 -0,07165 -0,21309 -0,60806 0,02047 -0,00187 -0,11596 -0,25771 -0,64135
17 0,059657 0,056951 -0,07186 -0,21308 -0,60649 0,019291 -0,00303 -0,11661 -0,25824 -0,64033
20 0,054692 0,056425 -0,07213 -0,21304 -0,60471 0,014585 -0,00381 -0,11748 -0,25869 -0,63901
25 0,05858 0,056482 -0,0726 -0,21308 -0,60312 0,01715 -0,00484 -0,11861 -0,25917 -0,63795
30 0,056748 0,056304 -0,07285 -0,2133 -0,60251 0,015333 -0,0059 -0,11969 -0,25961 -0,63739
35 0,058114 0,055831 -0,0728 -0,21333 -0,60207 0,016073 -0,006 -0,11989 -0,25958 -0,63714
40 0,057847 0,055657 -0,07312 -0,21316 -0,60191 0,015413 -0,00618 -0,12012 -0,25987 -0,6369
45 0,05839 0,055697 -0,07326 -0,21321 -0,60189 0,01597 -0,00659 -0,12045 -0,25977 -0,63691
50 0,058225 0,055543 -0,07331 -0,21343 -0,60182 0,015685 -0,00676 -0,12091 -0,25987 -0,63713
55 0,058738 0,05581 -0,07323 -0,21338 -0,60181 0,015989 -0,00719 -0,12127 -0,26014 -0,63728
60 0,058646 0,055993 -0,07335 -0,21338 -0,60197 0,01594 -0,00724 -0,12167 -0,26029 -0,63718
65 0,059033 0,056011 -0,07323 -0,21357 -0,60201 0,016071 -0,00732 -0,12155 -0,2604 -0,63735
70 0,059133 0,05626 -0,07328 -0,21385 -0,60221 0,01591 -0,00773 -0,12178 -0,26059 -0,63708
75 0,059482 0,056058 -0,07322 -0,21391 -0,60237 0,016027 -0,00753 -0,12202 -0,26052 -0,63691
80 0,059576 0,056467 -0,07327 -0,21399 -0,60229 0,015831 -0,00744 -0,12252 -0,26054 -0,63686
90 0,059795 0,05652 -0,07309 -0,21396 -0,6026 0,01578 -0,00742 -0,12288 -0,26057 -0,63684
110 0,060407 0,056807 -0,07271 -0,21407 -0,60302 0,015813 -0,0078 -0,12318 -0,26013 -0,6364
130 0,060785 0,057128 -0,07285 -0,21339 -0,60363 0,016345 -0,00754 -0,12296 -0,26062 -0,63671
150 0,061176 0,057242 -0,07285 -0,21367 -0,60367 0,016887 -0,00664 -0,1231 -0,26072 -0,63705
170 0,061874 0,056852 -0,0735 -0,21378 -0,6046 0,017423 -0,00675 -0,12279 -0,26043 -0,63689

Tabela 15: Vicio do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d,
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d 0,2 0,4
m $»=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $»=0,9 $=-0,9 »=-0,2 »=0,2 $=0,5 $»=0,9
0 0,047833 0,23579 0,24521 0,2068 0,064545 0,23056 0,6789 0,56032 0,39462 0,091396
2 0,088665 0,12476 -0,0004 | -0,13403 -0,47828 0,19868 0,2831 0,13725 -0,01076 -0,42198
4 0,10078 0,11834 -0,01001 -0,15228 -0,52666 0,19372 0,23209 0,08241 -0,07241 -0,45888
6 0,10702 0,11593 -0,01302 -0,15384 -0,53093 0,19154 0,20918 0,059838 -0,0918 -0,46581
8 0,11105 0,11435 -0,01472 -0,15399 -0,52947 0,19045 0,19556 0,04725 -0,10139 -0,46728
10 0,11379 0,1135 -0,01567 -0,1542 -0,562727 0,18966 0,18623 0,039087 -0,10713 -0,46741
12 0,11579 0,113 -0,01633 -0,15412 -0,52509 0,18917 0,17957 0,033391 -0,11107 -0,46726
15 0,11957 0,11254 -0,01699 -0,154 -0,5228 0,18873 0,17249 0,027624 -0,1149 -0,46707
17 0,12028 0,11235 -0,01749 -0,15408 -0,52178 0,18859 0,16881 0,024797 -0,11673 -0,46671
20 0,12062 0,11219 -0,01783 -0,15425 -0,52056 0,18836 0,16465 0,021518 -0,11885 -0,46645
25 0,12275 0,11198 -0,0181 -0,15401 -0,51918 0,18818 0,15916 0,017477 -0,1208 -0,46644
30 0,12383 0,1118 -0,01843 -0,15393 -0,51821 0,18798 0,15569 0,014915 -0,12241 -0,46626
35 0,12508 0,11149 -0,01894 -0,15411 -0,5178 0,18786 0,15297 0,0127 -0,12338 -0,46618
40 0,12609 0,11149 -0,01899 -0,15417 -0,51749 0,18769 0,15043 0,010957 -0,12407 -0,46645
45 0,12723 0,11163 -0,01914 -0,15417 -0,51739 0,18781 0,14827 0,009651 -0,12462 -0,46645
50 0,1282 0,11171 -0,01928 -0,15434 -0,51713 0,18775 0,14633 0,008476 -0,12515 -0,46653
55 0,12903 0,11178 -0,01935 -0,15441 -0,51707 0,18787 0,1448 0,007835 -0,12536 -0,46645
60 0,12971 0,11188 -0,01958 -0,15468 -0,51711 0,18785 0,14367 0,007332 -0,12565 -0,46646
65 0,13034 0,11203 -0,01979 -0,15484 -0,51727 0,18776 0,14253 0,006699 -0,12593 -0,46667
70 0,13086 0,11198 -0,02006 -0,15496 -0,51735 0,18776 0,14163 0,006092 -0,12622 -0,46663
75 0,13146 0,11202 -0,02015 -0,15504 -0,51756 0,18772 0,14087 0,00558 -0,12634 -0,46698
80 0,13222 0,112 -0,02026 -0,15531 -0,51794 0,18763 0,14 0,00516 -0,12659 -0,46693
90 0,13351 0,11184 -0,02045 -0,15521 -0,51768 0,18793 0,13863 0,004496 -0,12672 -0,46675
110 0,13503 0,11173 -0,02089 -0,15465 -0,51792 0,18909 0,13632 0,00337 -0,12734 -0,4673
130 0,13664 0,11185 -0,02138 -0,1543 -0,51811 0,18988 0,13486 0,00275 -0,1275 -0,46725
150 0,13753 0,11179 -0,02108 -0,15409 -0,51849 0,19124 0,13418 0,00195 -0,12822 -0,46751
170 0,13851 0,11154 -0,02184 -0,15454 -0,51912 0,19296 0,13362 0,001247 -0,12803 -0,46738

Tabela 16: Vicio do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d, (cont.)
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =05 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=05 6=0,9
0 0,03906 0,18211 0,20921 0,19247 | 0,055242 | 0,083566 0,38603 0,41812 0,34671 0,072143
2 0,03325 0,048281 -0,06741 | -0,19614 -0,2263 0,051418 | 0,080258 | -0,02609 | -0,0874 | 0,041049
4 0,031161 | 0,050247 | -0,06833 | -0,20663 | -0,35344 0,044906 0,090965 -0,02363 | -0,11459 | -0,09171
6 0,030878 0,05155 -0,06742 -0,2087 -0,33803 0,042325 0,095832 -0,01825 | -0,11198 | -0,13934
8 0,032008 | 0,052632 -0,06679 -0,2103 -0,32477 0,041469 0,099012 -0,01458 -0,1105 -0,14361
10 | 0,03059 | 0,053054 -0,06627 | -0,21109 | -0,31504 0,041478 0,10126 -0,01226 | -0,10916 | -0,14117
12 | 0,031348 | 0,053416 -0,06595 | -0,21181 -0,31003 0,041317 0,10309 -0,01034 -0,1074 -0,13763
15 | 0,031172 | 0,053749 -0,06536 | -0,21232 -0,30619 0,041196 0,10405 -0,00804 | -0,10589 | -0,13413
17 | 0,031843 | 0,053813 -0,06505 | -0,21335 | -0,30385 | 0,040918 0,10464 -0,00712 | -0,10536 | -0,13194
20 | 0,031983 | 0,054142 -0,06452 | -0,21393 | -0,30241 0,041094 0,10541 -0,00565 | -0,10451 -0,13016
25 | 0,032109 | 0,054696 -0,06415 | -0,21385 | -0,30125 0,042086 0,1063 -0,00467 | -0,10313 | -0,12786
30 | 0,032271 | 0,054791 -0,06407 | -0,21493 | -0,30055 0,041189 0,1071 -0,00366 | -0,10203 | -0,12643
35 | 0,032207 | 0,054741 -0,06404 | -0,21529 -0,3009 0,041097 0,10762 -0,0027 -0,10184 | -0,12477
40 | 0,032872 | 0,054683 -0,06425 | -0,21549 | -0,30171 0,041224 0,10795 -0,00204 | -0,10144 0,124
45 | 0,032242 | 0,054924 -0,06432 | -0,21572 | -0,30119 0,042839 0,10854 -0,00177 | -0,10076 | -0,12398
50 | 0,032696 | 0,054718 -0,06413 | -0,21628 | -0,30181 0,042762 0,10876 -0,00099 | -0,09984 -0,1239
55 | 0,032882 | 0,054535 -0,06383 | -0,21644 | -0,30135 0,042186 0,10903 -0,00051 | -0,09969 | -0,12353
60 | 0,032504 | 0,054558 | -0,06374 | -0,21628 | -0,30226 0,042935 0,10928 -0,0003 -0,09975 | -0,12327
65 | 0,032914 | 0,054738 -0,06399 | -0,21696 | -0,30225 0,04267 0,10931 -0,00057 | -0,09932 -0,1225
70 0,0334 0,054603 -0,0643 -0,21716 | -0,30147 0,043038 0,10931 -0,00038 | -0,09954 | -0,12318
75 | 0,032874 | 0,054662 -0,06414 | -0,21707 | -0,30157 0,043255 0,10917 -0,00017 | -0,09908 -0,1228
80 | 0,033626 0,0542 -0,06419 | -0,21726 | -0,30191 0,042503 0,1089 0,000104 | -0,09904 -0,1228
90 | 0,033762 | 0,054324 -0,064 -0,21705 | -0,30179 0,042511 0,10877 0,000276 | -0,09862 | -0,12239
110 | 0,034216 | 0,053738 -0,06399 | -0,21748 -0,30375 0,043515 0,10899 0,000184 | -0,09772 | -0,12295
130 | 0,034074 | 0,054522 -0,06428 | -0,21756 -0,30312 0,044749 0,10903 0,000854 | -0,09704 | -0,12176
150 | 0,034367 | 0,054497 -0,06509 | -0,21706 | -0,30294 0,04464 0,10904 0,001121 | -0,09682 | -0,12194
170 | 0,035024 | 0,053927 -0,06444 | -0,21752 | -0,30227 0,045644 0,10966 0,001538 | -0,09675 -0,1214

Tabela 17: Vicio do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d,
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9
0 -0,02382 -0,17833 -0,2226 -0,2252 | -0,14931 | -0,05098 -0,39564 0,51437 0,53681 | -0,3927
2 0,011715 | -0,00746 | -0,14306 | -0,30027 | -0,65614 | -0,00097 | -0,09999 -0,25778 -0,42116 | -0,73561
4 0,015667 | -0,00133 | -0,13804 | -0,30448 | -0,64124 0,00643 -0,06466 -0,22156 -0,40474 | -0,73262
6 0,016494 | 0,00073 -0,1357 -0,30747 | -0,62934 0,009585 -0,05049 -0,20476 -0,39561 | -0,73571
8 0,018021 | 0,001991 | -0,13417 | -0,30931 | -0,62647 0,010788 -0,04264 -0,19464 -0,38954 | -0,74178
10 0,018123 0,00258 -0,13333 | -0,31067 | -0,62722 0,011567 -0,03757 -0,18789 -0,38516 | -0,74767
12 0,017988 | 0,003063 | -0,13266 | -0,31164 | -0,62839 0,01261 -0,03402 -0,18259 -0,38201 | -0,75327
15 0,017757 0,00368 -0,13192 | -0,31296 | -0,63125 0,012931 -0,03038 -0,17678 -0,37838 | -0,76086
17 0,017655 0,00395 -0,13155 | -0,31372 | -0,63398 0,013442 -0,02858 -0,17374 -0,37641 -0,7654
20 0,018321 | 0,004119 -0,1311 -0,3143 -0,63744 0,01436 -0,02648 -0,1704 -0,37405 | -0,77136
25 0,018499 | 0,004374 -0,1307 -0,3153 -0,64203 0,013316 -0,02423 -0,16623 -0,3709 -0,78074
30 0,01905 0,00441 -0,13054 | -0,31611 | -0,64602 0,013684 -0,02237 -0,16342 -0,36857 -0,7882
35 0,018416 | 0,004482 | -0,13038 | -0,31677 | -0,65022 0,0137 -0,02109 -0,1614 -0,3668 -0,79485
40 0,019708 | 0,004951 -0,1301 -0,31708 | -0,65355 0,013633 -0,01976 -0,15963 -0,36559 | -0,80106
45 0,018825 | 0,005043 | -0,12997 -0,3176 0,657 0,014572 -0,01904 -0,15831 -0,36433 -0,8064
50 0,018783 | 0,004982 | -0,12993 | -0,31772 | -0,65995 0,014817 | -0,01848 -0,15702 -0,36318 | -0,81105
55 0,018328 | 0,004864 | -0,12986 | -0,31826 -0,6633 0,014505 -0,01794 -0,15593 -0,36241 | -0,81577
60 0,0193 0,004865 | -0,12984 | -0,31897 | -0,66529 0,014135 -0,01757 -0,15499 -0,36172 | -0,81959
65 0,018928 | 0,004613 | -0,12994 | -0,31921 | -0,66746 0,015386 -0,01716 -0,15423 -0,36103 | -0,82334
70 0,019491 | 0,004517 | -0,13029 | -0,31975 | -0,66933 0,014792 -0,01683 -0,15334 -0,36074 | -0,82695
75 0,020441 | 0,004551 | -0,13042 | -0,31985 | -0,67179 0,015451 -0,01664 -0,15303 -0,36023 | -0,82989
80 0,020089 0,00437 -0,13058 | -0,31969 | -0,67344 0,015426 -0,01617 -0,15225 -0,35978 | -0,83316
90 0,01991 0,004267 | -0,13027 | -0,31985 | -0,67674 0,01502 -0,01564 -0,15103 -0,35874 | -0,83873
110 | 0,020322 | 0,004227 -0,1305 -0,32028 | -0,68265 0,016022 -0,01494 -0,14995 -0,35773 -0,8479
130 | 0,020572 | 0,003708 | -0,13058 | -0,32022 | -0,68791 0,016251 -0,01376 -0,14857 -0,35669 | -0,85534
150 | 0,020287 | 0,003463 | -0,13056 -0,3204 -0,69168 0,016547 -0,01299 -0,14798 -0,35587 | -0,86213
170 0,02132 0,00317 -0,13006 | -0,32115 | -0,69508 0,01765 -0,01245 | -0,14652 | -0,35494 | -0,86823

Tabela 18: Vicio do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d, (cont.)
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d 0,2 0,4
m $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9 $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=05 $=0,0
0 0,000566 | 0,021281 0,037475 0,041844 | 0,019978 0,0011 0,056259 0,10873 0,14289 0,11478
2 0,00069 0,020091 | 0,027551 | 0,023341 0,11556 0,000726 | 0,019931 | 0,023217 | 0,022139 | 0,13232
4 0,001075 0,0238 0,032836 0,027767 0,13357 0,000787 0,024876 0,030399 0,027344 0,13387
6 0,001421 0,025379 0,034801 0,029434 0,13822 0,000935 0,027156 0,033123 0,030252 0,13384
8 0,001725 0,026297 0,035632 0,030194 0,1396 0,001077 0,028527 0,034408 0,031661 0,1336
10 0,001943 0,02671 0,036078 0,03059 0,1399 0,001192 0,028999 0,035262 0,032393 0,13327
12 0,00211 0,026816 0,036271 0,030685 0,13978 0,001305 0,029252 0,035502 0,03279 0,1332
15 0,002936 0,02684 0,036248 0,030734 0,13929 0,002088 0,029343 0,035488 0,03278 0,13309
17 0,002845 0,026643 0,036139 0,030633 0,13878 0,001969 0,029103 0,035371 0,032721 0,13302
20 0,00252 0,026146 0,035925 0,030452 0,13806 0,001591 0,028746 0,035086 0,032482 0,13279
25 0,002737 0,025805 0,035673 0,030356 0,13725 0,001746 0,028498 0,034655 0,032345 0,13266
30 0,00265 0,02574 0,03576 0,030382 0,13679 0,001693 0,028517 0,034481 0,03246 0,13256
35 0,00281 0,025843 0,035857 0,030376 0,13635 0,001652 0,028618 0,034688 0,032403 0,13258
40 0,002865 0,025756 0,035879 0,030367 0,13614 0,00173 0,028229 0,034579 0,032256 0,13249
45 0,002822 0,025798 0,035769 0,030337 0,13619 0,001605 0,027777 0,034106 0,032146 0,13248
50 0,002851 0,025624 0,0357 0,030299 0,13614 0,001721 0,027403 0,03399 0,032072 0,13252
55 0,002754 0,025819 0,035744 0,030298 0,1361 0,001638 0,027634 0,033948 0,032107 0,13267
60 0,002923 0,025856 0,035852 0,030355 0,13629 0,001697 0,02754 0,034097 0,032092 0,13265
65 0,002636 0,025771 0,035772 0,030447 0,13624 0,001672 0,02733 0,034 0,031999 0,13273
70 0,002791 0,025829 0,035552 0,030492 0,13633 0,001626 0,02742 0,034028 0,031875 0,13255
75 0,002662 0,025955 0,035546 0,030633 0,13638 0,001663 0,027145 0,034158 0,031929 0,13254
80 0,002688 0,026169 0,035503 0,030648 0,13637 0,001643 0,027616 0,034293 0,032046 0,13239
90 0,00264 0,026004 0,035636 0,030672 0,13664 0,001711 0,027655 0,034176 0,032068 0,13263
110 0,00268 0,02581 0,035664 0,030824 0,13704 0,001776 0,027623 0,034179 0,032094 0,13288
130 | 0,002808 0,026231 0,035772 0,030987 0,13744 0,00169 0,027674 0,033981 0,031995 0,13301
150 | 0,003028 0,026588 0,036044 0,031202 0,13743 0,001841 0,028265 0,034116 0,032299 0,13362
170 | 0,002929 0,026768 0,036405 0,031319 0,13823 0,001943 0,028664 0,034371 0,032397 0,13386

Tabela 19: EQM do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d,,
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d 0,2 0,4
m $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9 $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=05 $=0,9

0 0,003051 | 0,058907 0,062648 0,044105 | 0,004276 | 0,067751 0,47931 0,31971 0,15717 0,008383
2 0,00161 | 0,025762 | 0,031746 | 0,025866 | 0,083243 0,006852 0,064188 | 0,062547 | 0,042739 0,086126
4 0,001881 | 0,027264 0,032282 0,027733 0,11773 0,006043 0,051458 | 0,052835 | 0,037854 0,11746
6 0,002079 | 0,027975 0,032772 0,028084 0,1283 0,005949 | 0,046763 | 0,049479 | 0,036422 0,12832
8 0,002214 | 0,028341 0,033154 0,02828 0,1318 0,005986 0,044312 | 0,047791 | 0,035811 0,13268
10 | 0,002319 | 0,028579 0,033346 0,028488 0,13281 0,006043 0,042701 0,04674 0,035525 0,13461

12 | 0,002403 | 0,028715 0,033498 0,028616 0,13277 0,006112 0,041618 | 0,046002 | 0,035312 0,1355

15 | 0,002522 | 0,028889 0,033639 0,028747 0,1322 0,006256 0,040441 | 0,045315 | 0,035051 0,13623
17 0,00255 0,028918 0,033701 0,028783 0,13182 0,006281 0,039839 | 0,044944 | 0,034914 0,13638
20 | 0,002597 | 0,029024 0,033769 0,028876 0,13113 0,006288 0,039142 | 0,044417 | 0,034674 0,13649
25 | 0,002682 | 0,029118 0,03374 0,028828 0,13031 0,006487 0,038253 0,04381 0,034308 0,13661

30 | 0,002803 | 0,029195 0,033849 0,02879 0,1295 0,006604 0,037659 0,04342 0,034067 0,13672
35 | 0,002903 | 0,029366 0,033924 0,028836 0,12909 0,006718 0,037255 | 0,043139 | 0,033849 0,13678
40 | 0,003018 | 0,029388 0,033953 0,0289 0,12876 0,006851 0,036885 | 0,042837 | 0,033656 0,13693
45 | 0,003133 | 0,029445 0,033978 0,028964 0,12869 0,007004 0,036602 | 0,042618 | 0,033509 0,13693
50 | 0,003234 | 0,029502 0,033943 0,028994 0,1285 0,007095 0,036365 | 0,042464 | 0,033389 0,13706
55 0,00333 0,029539 0,034051 0,029004 0,12858 0,007192 0,036059 | 0,042302 | 0,033271 0,13702
60 | 0,003387 | 0,029643 0,034049 0,029174 0,12858 0,007205 0,035964 | 0,042138 | 0,033243 0,13712
65 | 0,003471 | 0,029744 0,034051 0,029195 0,12867 0,007224 0,035724 | 0,042092 | 0,033255 0,13736
70 | 0,003506 | 0,029781 0,034075 0,029194 0,1288 0,007314 0,035557 | 0,042095 | 0,033241 0,13737
75 | 0,003587 0,02977 0,034098 0,02927 0,12884 0,007413 0,035457 | 0,042012 | 0,033137 0,1376

80 | 0,003644 | 0,029822 0,034137 0,029364 0,12909 0,007495 0,035399 | 0,041906 | 0,033162 0,13755
90 | 0,003745 | 0,029797 0,034177 0,029382 0,12879 0,007696 0,035376 | 0,041716 0,03294 0,13759
110 | 0,004075 | 0,030191 0,0343 0,02942 0,12898 0,007971 0,034986 | 0,041682 | 0,032867 0,13787
130 | 0,004246 | 0,030524 0,034565 0,029445 0,12928 0,008164 | 0,034951 | 0,04156 | 0,032791 0,13819
150 | 0,004389 | 0,030976 0,035063 0,029513 0,1296 0,008452 0,035162 | 0,041668 | 0,032838 0,13863
170 | 0,004789 | 0,031232 0,035307 0,029646 0,12987 0,008839 0,03516 0,04155 0,032911 0,13873

Tabela 20: EQM do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d,, (cont.)
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d 0,2 0,4

m 6=-0,9 §=-0,2 6=0,2 6=0, 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0, 6=0,9
0 0,002559 0,035817 0,045902 0,038317 | 0,00339 | 0,00944 0,15272 0,17687 0,12105 0,005573
2 0,001494 | 0,022317 | 0,034521 | 0,029585 | 0,075783 | 0,002249 | 0,019664 | 0,03651 0,03506 0,022426
4 0,001415 | 0,025165 0,037902 0,031239 | 0,096031 | 0,001816 0,025 0,039422 | 0,032836 0,047792
6 0,001451 0,026278 0,03898 0,032292 | 0,089168 | 0,001714 0,02683 0,041771 | 0,082527 | 0,046103
8 0,001451 0,02696 0,039578 0,032795 | 0,085333 | 0,00162 | 0,027752 | 0,043353 | 0,033423 0,043675
10 0,001495 0,027211 0,039977 0,03295 0,082929 | 0,001737 | 0,028095 | 0,044021 | 0,033817 0,041682
12 0,001552 0,027282 0,040023 0,033283 | 0,081166 | 0,001717 | 0,028124 | 0,044128 | 0,033969 0,040085
15 0,001607 0,027305 0,039804 0,033338 | 0,079399 | 0,001954 | 0,028574 | 0,044544 | 0,034024 0,039883
17 0,001569 0,027205 0,039654 0,033238 | 0,078147 | 0,001978 | 0,028499 | 0,044243 | 0,033828 0,038976
20 0,001532 0,027107 0,039438 0,033067 | 0,077351 | 0,001781 | 0,027899 | 0,043977 | 0,033757 0,039002
25 0,001627 0,027169 0,03914 0,032868 | 0,075989 | 0,00188 0,027811 | 0,043961 | 0,033119 0,038565
30 0,001572 0,027112 0,03916 0,033353 | 0,076476 | 0,00178 0,027946 0,04405 0,033488 0,038693
35 0,001657 0,027212 0,039026 0,033353 | 0,077108 | 0,001819 | 0,028003 | 0,043958 | 0,033905 0,038362
40 0,001661 0,027152 0,039125 0,033123 | 0,076588 0,0019 0,028071 | 0,043659 | 0,033825 0,038567
45 0,00165 0,027031 0,038967 0,033012 | 0,077169 | 0,001966 0,02783 0,043506 | 0,033914 0,038689
50 0,001649 0,027136 0,038956 0,032899 | 0,076191 | 0,001899 | 0,027753 | 0,043424 | 0,033893 0,038666
55 0,001746 0,027203 0,039148 0,032772 | 0,076704 | 0,001952 | 0,028054 | 0,043589 | 0,033782 0,038966
60 0,001692 0,027155 0,039266 0,03285 0,077194 | 0,001927 | 0,028084 | 0,043607 | 0,033754 0,03915
65 0,001739 0,027195 0,039283 0,032925 | 0,076964 | 0,001966 | 0,028138 | 0,043645 | 0,033774 0,038396
70 0,001681 0,0272 0,039274 0,032748 | 0,077153 | 0,002003 | 0,028187 | 0,043326 | 0,033834 0,038248
75 0,00176 0,0272 0,0391 0,032698 | 0,077228 | 0,002003 | 0,028162 | 0,043538 | 0,033687 0,038814
80 0,001741 0,027153 0,039289 0,032736 | 0,078127 | 0,001944 | 0,028234 | 0,043748 | 0,033264 0,039079
90 0,001834 0,02733 0,039245 0,032587 | 0,077541 | 0,001951 | 0,028209 | 0,043663 | 0,033641 0,038926
110 | 0,001958 0,027331 0,039282 0,032816 | 0,079008 | 0,001978 | 0,028316 | 0,043091 | 0,033679 0,03908
130 | 0,001937 0,027744 0,039723 0,032824 | 0,079168 | 0,002041 | 0,028414 | 0,043544 | 0,034189 0,039234
150 | 0,002049 0,027896 0,040132 0,033015 | 0,079712 | 0,002125 0,02843 0,04371 0,034329 0,038949
170 | 0,002038 0,027953 0,0402 0,033395 | 0,079539 | 0,002205 | 0,028674 | 0,043942 | 0,034583 0,03937

Tabela 21: EQM do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d,,
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =0, 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0, 6=0,9
0 0,000899 | 0,033465 0,051752 0,052707 | 0,023737 | 0,002875 0,16054 0,27239 0,29706 0,15775
2 0,001051 0,025511 | 0,029912 | 0,025657 | 0,12884 | 0,001134 | 0,035004 0,049359 0,053422 0,16518
4 0,001278 | 0,025404 | 0,033245 0,028419 0,13044 0,001226 0,031497 0,045391 0,047212 0,16167
6 0,001288 0,025694 0,034149 0,029732 0,12686 0,001357 0,030707 0,043797 0,045079 0,16073
8 0,001292 0,02595 0,034549 0,030439 0,12505 0,001339 0,030424 0,043092 0,044009 0,16081
10 0,001305 0,026212 0,034929 0,030771 0,12444 0,001332 0,030151 0,04262 0,043143 0,16083
12 0,001362 0,026318 0,03511 0,03114 0,12392 0,001357 0,029908 0,042264 0,042677 0,16118
15 0,001367 0,026601 0,035267 0,031448 | 0,12387 | 0,001368 0,029749 0,041873 0,042126 0,16144
17 0,001333 0,026736 0,035324 0,031494 0,12401 0,00139 0,029628 0,041718 0,041729 0,16153
20 0,001405 0,026731 0,035372 0,03157 0,12447 0,001422 0,029475 0,041444 0,041392 0,16216
25 0,001439 0,026731 0,035435 0,031702 0,12495 0,001398 0,029232 0,040962 0,040809 0,16312
30 0,001413 0,026714 0,035486 0,03182 0,12581 0,001454 0,029244 0,040513 0,040257 0,16383
35 0,001436 0,026759 0,035451 0,032014 0,12697 0,001411 0,029217 0,040425 0,039929 0,16445
40 0,001502 0,026867 0,035591 0,03196 0,12745 0,001415 0,029166 0,040098 0,03969 0,16518
45 0,001438 0,026877 0,035619 0,031993 0,12823 0,001483 0,029193 0,040066 0,039562 0,16579
50 0,001455 0,026886 0,035696 0,032175 0,12863 0,001509 0,029173 0,039968 0,039347 0,1662
55 0,001416 0,026924 0,035772 0,032234 0,12936 0,001536 0,029064 0,039769 0,039123 0,16712
60 0,001427 0,026987 0,035893 0,032307 0,12985 0,001475 0,029033 0,039734 0,039081 0,16747
65 0,001513 0,027181 0,035927 0,032366 0,13011 0,001558 0,029026 0,039628 0,038948 0,16788
70 0,001557 0,027282 0,036063 0,032502 0,13041 0,001533 0,02901 0,039537 0,038856 0,16832
75 0,001518 0,027366 0,036073 0,032645 0,13118 0,001652 0,029023 0,039501 0,038768 0,16868
80 0,001654 0,027367 0,035949 0,032612 0,13166 0,001551 0,029018 0,039395 0,038573 0,16905
90 0,001563 0,027541 0,03615 0,032671 0,13231 0,00158 0,028839 0,039412 0,038609 0,17
110 | 0,001619 0,027547 0,036348 0,032967 0,13408 0,001755 | 0,028651 | 0,039399 0,038268 0,17144
130 | 0,001749 0,027693 0,036546 0,033013 0,13546 0,001742 0,028772 0,039333 | 0,038263 | 0,17301
150 | 0,001645 0,027866 0,036523 0,033295 0,13691 0,001739 0,028943 | 0,039307 | 0,038445 0,17458
170 | 0,001866 0,028201 0,036619 0,033767 0,13798 0,001765 0,029226 0,039274 0,038467 0,17605

Tabela 22: EQM do estimador do parametro § do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d,, (cont.)
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d 0,2 0,4
m $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9 $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9
0 0,01687 -0,14091 -0,1891 -0,20059 | -0,13751 | -0,02983 -0,2343 -0,32729 -0,37569 ~0,33597
2 -0,00238 | 0,012839 | -0,00074 | -0,04091 -0,30158 -0,01636 0,003773 | 2,81E-05 | -0,05941 -0,3309
4 0,003014 0,019711 0,008616 -0,02096 -0,32333 -0,01047 0,010783 0,00708 -0,02979 -0,32495
6 0,005909 0,021442 0,010719 -0,01661 -0,329 -0,00685 0,011151 0,006735 -0,0252 -0,32178
8 0,007676 0,022169 0,011225 -0,01554 -0,33065 -0,00444 0,010979 0,006277 | -0,02515 | -0,32006
10 0,008888 0,022371 0,011288 | -0,01534 | -0,33098 -0,00276 0,010269 0,005815 -0,02582 -0,31902
12 0,009623 0,022249 0,010919 -0,01581 -0,33083 -0,00154 0,008983 0,00484 -0,02681 -0,31862
15 0,012992 0,021605 0,010461 -0,0163 -0,33021 0,00501 0,008017 0,003255 -0,02845 -0,3185
17 0,012553 0,02088 0,010058 -0,01676 -0,32962 0,00404 0,00662 0,002301 -0,02955 -0,31851
20 0,010898 0,019981 0,009465 -0,01737 -0,32875 0,000539 0,005289 0,000838 -0,03109 | -0,31843
25 0,011779 0,01939 0,008613 -0,018 -0,32784 0,002321 0,003973 -0,00098 -0,03272 -0,3187
30 0,011271 0,019158 0,008416 -0,01842 -0,32745 0,001203 0,003394 -0,00249 -0,03376 -0,31888
35 0,01152 0,018884 0,00872 -0,01855 -0,32701 0,001464 0,003753 -0,0025 -0,03443 -0,31924
40 0,011567 0,018659 0,008338 -0,01871 -0,32679 0,001353 0,003052 -0,00306 -0,0354 -0,31946
45 0,011425 0,018692 0,008013 -0,01902 -0,32684 0,001232 0,00215 -0,00403 -0,03583 -0,31971
50 0,011442 0,018516 0,007789 -0,01929 -0,32668 0,001456 0,001741 -0,00497 -0,03643 -0,32
55 0,011461 0,019016 0,007886 -0,01932 -0,32662 0,001439 0,001642 -0,00523 -0,0367 -0,32031
60 0,011613 0,019088 0,007738 -0,01936 -0,3267 0,00157 0,001452 -0,00551 -0,03705 -0,3204
65 0,011365 0,018892 0,007679 -0,01984 -0,32672 0,001636 0,000849 -0,00595 -0,03793 -0,32053
70 0,011477 0,018884 0,007419 -0,02017 -0,32694 0,001405 0,000581 -0,00621 -0,03865 -0,32034
75 0,011648 0,018861 0,007271 -0,02024 -0,32711 0,00163 0,000383 -0,00641 -0,03869 -0,32026
80 0,011697 0,019207 0,007269 -0,02037 -0,32706 | 0,001251 | 0,000974 -0,00687 -0,03884 -0,32011
90 0,011714 0,019039 | 0,0073702 | -0,02026 -0,32736 0,001343 0,000931 -0,00748 -0,03892 -0,32031
110 0,01182 0,018963 | 0,0076249 -0,0206 -0,32774 0,00136 0,000334 | -0,00839 -0,03927 -0,32037
130 | 0,012105 0,019597 | 0,0075685 | -0,01973 -0,32827 0,001688 0,000591 -0,0082 -0,04016 -0,3206
150 | 0,012428 0,019901 | 0,0076235 | -0,01979 -0,32842 0,00247 0,001496 -0,00843 -0,04035 -0,32118
170 | 0,012732 0,019579 | 0,0069262 | -0,01972 -0,32924 0,002947 0,001608 -0,00802 -0,04014 -0,32137

Tabela 23: Vicio do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d,,
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d 0,2 0,4
m $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9 $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=05 $=0,0

0 0,047833 0,23579 0,24521 0,2068 0,064545 0,23056 0,6789 0,56032 0,39462 0,091396
2 0,014986 0,030173 0,008949 | -0,00577 | -0,22077 0,039318 0,12354 0,10648 0,073714 -0,20395
4 0,013407 0,026783 0,005173 -0,02049 -0,28704 0,029514 0,08404 0,063263 0,022505 -0,27303
6 0,013146 | 0,025886 0,003884 -0,02331 -0,30741 0,026224 0,068338 0,045788 | 0,004131 | -0,29696
8 0,013149 0,025166 0,002958 -0,02451 -0,3148 0,02473 0,059642 0,036173 -0,00551 -0,30723
10 0,013224 0,024722 0,002358 -0,02542 -0,3175 0,023791 0,054013 0,030063 -0,01163 -0,31222
12 0,013246 0,024543 0,002028 -0,02584 -0,31808 0,023235 0,050183 0,025789 -0,0159 -0,31491
15 0,013257 0,02442 0,001555 -0,02628 -0,31775 0,022585 0,046284 0,021491 -0,0202 -0,31716
17 0,013302 0,024433 0,001259 -0,02655 -0,31737 0,022396 0,044325 0,019338 -0,02229 -0,31787
20 0,013401 0,024596 0,001022 -0,02689 -0,31656 0,022103 0,042137 0,016991 -0,02467 -0,3186

25 0,013443 0,024613 0,000931 -0,02682 -0,31546 0,0218 0,039161 0,014026 -0,02712 -0,31945
30 0,013529 0,024641 0,000702 -0,02686 -0,31443 0,021709 0,037423 0,012075 -0,02902 -0,31989
35 0,01358 0,024398 | 0,000386 -0,02699 -0,31386 0,021484 0,036116 0,010279 -0,03022 -0,32025
40 0,013841 0,02454 0,00037 -0,0272 -0,31342 0,021346 0,034707 0,00898 -0,0312 -0,32077
45 0,014045 0,024747 0,000229 -0,02713 -0,3133 0,021376 0,033555 0,008015 -0,03199 -0,32093
50 0,014236 0,024854 0,000145 -0,02733 -0,31298 0,021355 0,032705 0,007315 -0,03274 -0,32121
55 0,014357 0,025032 0,000121 -0,02748 -0,31307 0,021371 0,031864 0,006833 -0,03318 -0,32133
60 0,014377 0,025176 | 3,44E-05 | -0,02779 -0,31306 0,021373 0,031298 0,006421 -0,03351 -0,32149
65 0,014463 0,025441 | -8,02E-05 | -0,02795 -0,31311 0,021262 0,030745 0,006011 -0,03399 -0,32183
70 0,014428 0,025488 -0,0003 -0,02799 -0,31327 | 0,021234 | 0,030312 0,00551 -0,0344 -0,32194
75 0,01453 0,025567 -0,00034 -0,0281 -0,3134 0,02126 0,029825 0,005134 -0,03456 -0,32228
80 0,014738 0,025693 -0,0004 -0,02812 -0,3137 0,021158 0,029483 0,004769 -0,03497 -0,3223
90 0,015045 0,025495 -0,00041 -0,0279 -0,31341 0,021454 0,028891 0,004249 -0,03538 -0,32245
110 | 0,015432 0,025538 -0,00093 -0,02762 -0,31367 0,021757 0,027682 0,003264 -0,03648 -0,32316
130 | 0,015668 0,025798 -0,00113 -0,02763 -0,31394 0,022098 0,02701 0,002823 -0,03701 -0,32349
150 | 0,015923 0,025948 -0,00086 -0,02755 -0,31421 0,022518 0,026813 0,002098 -0,03793 -0,324

170 | 0,016103 0,025748 -0,00174 -0,02787 -0,31463 0,023227 | 0,026666 | 0,001458 | -0,03816 -0,32406

Tabela 24: Vicio do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d,, (cont.)
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0, 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9
0 0,03906 0,18211 0,20921 0,19247 0,055242 | 0,083566 0,38603 0,41812 0,34671 0,072143
2 0,017402 0,016891 | -0,00075 | -0,00857 | -0,14266 0,030955 0,020509 0,014649 0,030625 | 0,015477
4 0,012778 0,008288 -0,00471 -0,0186 -0,21211 0,022085 0,013428 | 0,009671 0,00118 -0,06733
6 0,01138 0,006173 -0,00581 -0,01984 -0,21232 0,018641 | 0,013263 | 0,011235 0,000365 -0,08135
8 0,011511 0,005439 -0,00604 -0,01982 -0,20897 0,016325 0,014161 0,012558 | 0,000209 | -0,08147
10 0,009898 | 0,005402 | -0,00599 -0,01947 -0,2058 0,015568 0,015544 0,013803 0,001 -0,08025
12 0,010374 0,005555 -0,00559 -0,01913 -0,20336 0,014968 0,016842 0,015077 0,002673 -0,08027
15 0,008346 0,006016 -0,00476 -0,01855 -0,2014 0,009923 | 0,017253 0,01682 0,004597 -0,08025
17 | 0,009333 | 0,006226 -0,00403 -0,01816 -0,19999 0,010322 0,018064 0,017761 0,005687 -0,07845
20 0,010568 0,006962 -0,0034 -0,01806 -0,199 0,013757 0,019704 0,019327 0,006914 -0,07951
25 0,009913 0,007443 -0,00282 -0,01716 -0,19668 0,012123 0,021084 0,020679 0,009187 -0,07869
30 0,010472 0,007425 -0,0029 -0,01743 -0,19726 0,013371 0,02164 0,021488 0,010025 -0,07877
35 0,00991 0,007317 -0,00277 -0,01734 -0,19777 0,01246 0,022428 0,021933 0,009579 -0,07862
40 0,011034 0,00723 -0,00289 -0,01712 -0,19728 0,01352 0,022799 0,022863 0,010361 -0,07857
45 0,010406 0,007668 -0,00293 -0,01686 -0,19813 0,013959 0,023873 0,023521 0,011068 -0,07902
50 0,010845 0,00745 -0,00244 -0,01678 -0,19688 0,014368 0,024413 0,024102 0,011617 -0,07972
55 0,010659 0,00726 -0,00243 -0,01675 -0,1969 0,014053 0,024109 0,024573 0,011744 -0,0792
60 0,010603 0,0074 -0,00247 -0,01632 -0,19786 0,01451 0,024614 0,024596 0,011874 -0,0793
65 0,010956 0,00747 -0,00238 -0,0166 -0,19764 0,014069 0,02534 0,024299 0,012184 -0,07862
70 0,011426 0,007451 -0,00266 -0,0164 -0,19781 0,014358 0,025249 0,024804 0,01198 -0,0791
75 0,010902 0,007337 -0,00256 -0,01646 -0,19748 0,014535 0,025075 0,024792 0,012414 -0,07912
80 0,011763 0,007091 -0,0026 -0,01632 -0,19854 0,01362 0,024906 0,024765 0,012676 -0,07862
90 0,011928 0,007309 -0,00221 -0,01617 -0,19717 0,013939 0,024779 0,025159 0,013106 -0,07811
110 | 0,012374 0,006858 -0,0023 -0,01668 -0,19957 0,014606 0,025111 0,025477 0,013551 -0,07965
130 | 0,012158 0,007451 -0,00266 -0,01683 -0,19955 0,015858 0,025285 0,025629 0,013799 -0,07996
150 | 0,012222 0,00733 -0,00385 -0,01672 -0,19872 0,014969 0,025648 0,025263 0,014082 -0,07839
170 | 0,012409 0,007029 -0,00327 -0,01636 -0,19852 0,01574 0,025756 0,025158 0,013819 -0,07972

Tabela 25: Vicio do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d,
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9

0 -0,02382 0,17833 -0,2226 -0,2252 -0,14931 | -0,05098 -0,39564 0,51437 -0,53681 -0,3927
2 0,003598 | 0,002996 | -0,01794 | -0,06263 -0,31069 -0,00402 -0,05525 -0,09269 -0,13958 -0,37274
4 0,006553 0,004351 | -0,00879 | -0,04646 -0,31497 | 0,002459 | -0,02548 -0,05147 -0,09505 -0,36446
6 0,007348 0,005082 -0,0064 -0,04159 -0,31103 0,004947 -0,01359 -0,03512 -0,07617 -0,36168
8 0,0083 0,005718 | -0,00517 -0,0393 -0,30841 0,006054 -0,00727 -0,02633 -0,06533 -0,36063
10 0,008731 0,0063 -0,0044 -0,03816 -0,30767 0,007043 -0,00319 -0,02052 -0,05883 -0,35944
12 0,008777 0,006763 | -0,00376 | -0,03737 -0,30719 0,008017 | -0,00042 | -0,01618 -0,05403 -0,35897
15 0,008125 0,007053 | -0,00317 | -0,03672 -0,3068 0,0081 0,002519 -0,01169 -0,04922 -0,35817
17 0,008144 0,007274 | -0,00279 -0,0365 -0,30674 0,008476 0,003872 -0,00946 -0,04696 -0,35768
20 0,008838 0,007333 | -0,00253 | -0,03625 -0,30766 0,009223 0,005493 -0,00724 -0,04415 -0,35751
25 0,009109 0,007338 | -0,00244 | -0,03614 -0,30788 0,008177 0,007199 -0,00454 -0,04087 -0,35756
30 0,009553 0,007191 | -0,00255 | -0,03625 -0,309 0,008913 0,008643 -0,00278 -0,03883 -0,35753
35 0,00887 0,00726 -0,00242 | -0,03614 -0,30993 0,008602 0,009563 -0,00122 -0,03724 | -0,35748
40 0,009803 0,007745 | -0,00228 | -0,03623 -0,31037 0,008784 0,010648 | -0,00039 | -0,03597 -0,35775
45 0,00888 0,007754 | -0,00228 | -0,03629 -0,31078 0,009562 0,011219 | 0,000561 -0,03485 -0,35767
50 0,009093 0,007738 | -0,0022 | -0,03581 -0,31111 0,009847 0,011517 | 0,001455 -0,03382 -0,35763
55 0,00826 0,007563 | -0,00221 -0,0365 -0,31187 0,009606 0,012187 | 0,002091 -0,0332 -0,35859
60 0,009585 0,007593 | -0,00223 | -0,03662 -0,31221 0,009244 0,012358 | 0,002889 -0,03245 -0,35829
65 0,00898 0,007282 | -0,00232 | -0,03636 -0,31246 0,010621 0,012669 | 0,003273 -0,03202 -0,3581

70 0,009691 0,007176 | -0,00255 | -0,03635 -0,31282 0,009984 0,012794 | 0,003747 -0,03168 -0,35833
75 0,010505 0,007062 | -0,00275 | -0,03622 -0,31367 0,010392 0,012927 | 0,004021 -0,03115 -0,3584
80 0,010355 0,006834 | -0,00294 | -0,03596 -0,31381 0,010764 0,013315 | 0,004437 -0,03065 -0,35848
90 0,00976 0,006707 -0,0025 -0,0359 -0,31436 0,010422 0,01365 0,005251 -0,02967 -0,35902
110 | 0,010641 0,006298 -0,0028 -0,03572 -0,3159 0,010987 0,014352 0,00567 -0,02902 -0,35952
130 | 0,010947 0,005649 | -0,00285 | -0,03585 -0,31687 0,011136 0,015361 | 0,006415 -0,02838 -0,36061
150 | 0,010851 0,005286 | -0,00291 | -0,08565 | -0,31815 0,011812 0,016099 | 0,006882 -0,02736 -0,36124
170 | 0,011864 0,005006 | -0,00255 | -0,03641 -0,3187 0,012483 0,016639 | 0,007889 | -0,02681 | -0,36186

Tabela 26: Vicio do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d,, (cont.)
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d 0,2 0,4
m $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9 $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9
0 0,000566 0,021281 0,037475 0,041844 0,019978 0,0011 0,056259 0,10873 0,14289 0,11478
2 0,000549 | 0,014792 | 0,018188 | 0,015128 | 0,085272 0,000681 0,014288 | 0,014668 | 0,01388 | 0,11257
4 0,00073 0,017091 0,021949 0,018763 0,10063 0,000649 0,017529 0,019369 | 0,017479 | 0,11254
6 0,000856 0,017999 0,023112 0,0201 0,10557 0,000678 0,01889 0,02098 0,019596 0,1123
8 0,000952 0,018527 0,023478 0,020583 0,10743 0,000718 0,019623 0,021693 | 0,020547 | 0,11216
10 0,001013 0,018574 0,023613 0,020782 0,10817 0,000738 0,0197 0,022011 | 0,021007 | 0,11204
12 0,001042 0,018523 0,023489 0,020681 0,10846 0,000759 0,019499 0,021933 | 0,021063 | 0,11208
15 0,001211 0,018268 0,023217 0,020489 0,10837 0,000897 0,019155 0,0215 0,020787 | 0,11223
17 0,001168 0,017915 0,022917 0,020321 0,10811 0,000855 0,018776 0,021107 | 0,020538 | 0,11225
20 0,001056 0,017407 0,022541 0,020021 0,10758 0,000786 0,018237 0,020603 0,02017 0,11214
25 0,001091 0,017006 0,022052 0,019819 0,10693 0,000803 0,017606 0,020096 | 0,019887 | 0,11224
30 0,001073 0,016924 0,022013 0,019777 0,10652 0,000784 0,017586 0,019923 | 0,019974 0,1122
35 0,001079 0,01692 0,021944 0,019771 0,1061 0,000801 0,017719 0,019946 | 0,019852 0,1123
40 0,00109 0,016646 0,021903 0,019755 0,10602 0,000787 0,017341 0,019903 | 0,019738 | 0,11233
45 0,001081 0,016608 0,02181 0,019672 0,10599 0,000791 0,016936 0,019537 | 0,019576 | 0,11243
50 0,001081 0,016506 0,021682 0,019641 0,10591 0,000799 0,016703 0,019382 | 0,019533 | 0,11248
55 0,001096 0,016639 0,021754 0,019598 0,10584 0,000799 0,016768 0,019456 | 0,019602 | 0,11254
60 0,001107 0,016539 0,021861 0,01967 0,10601 0,000829 0,016876 0,019493 | 0,019607 | 0,11255
65 0,001116 0,016456 0,021773 0,019763 0,10598 0,000807 0,016653 0,019321 | 0,019494 | 0,11265
70 0,001112 0,016584 0,021544 0,019818 0,10604 0,000813 0,01662 0,019416 | 0,019437 | 0,11251
75 0,00113 0,016641 0,021599 0,019901 0,10605 0,000812 0,016452 0,019431 | 0,019457 | 0,11245
80 0,001133 0,01682 0,021613 0,019934 0,10601 0,000824 0,016558 0,019539 | 0,019541 | 0,11231
90 | 0,0011447 | 0,016823 0,021727 0,019911 0,10628 0,00085144 0,01688 0,019673 | 0,019653 | 0,11242
110 | 0,0011981 | 0,016828 0,021933 0,020083 0,10667 0,00088807 | 0,016901 0,01978 0,019828 | 0,11248
130 | 0,0012426 | 0,017322 0,022132 0,020258 0,10713 0,00093261 | 0,016765 0,019896 | 0,019815 | 0,11263
150 | 0,0013341 | 0,017681 0,022453 0,02044 0,10709 0,00098459 | 0,017347 0,020141 | 0,020062 | 0,11315
170 | 0,0013743 | 0,017688 0,022728 0,020532 0,10797 0,0010181 0,017591 0,020364 | 0,020275 | 0,11341

Tabela 27: EQM do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se ds,
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d 0,2 0,4

m $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9 $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,0

0 0,003051 0,058907 0,062648 0,044105 | 0,004276 | 0,067751 0,47931 0,31971 0,15717 0,008383
2 0,001471 | 0,021167 | 0,023997 | 0,017456 | 0,044394 0,006146 0,065736 0,061677 0,039208 0,0468

4 0,001538 0,021761 0,024341 0,018559 0,077216 0,004559 0,049057 0,047672 0,03099 0,072615
6 0,001588 0,022062 0,024678 0,018897 0,089581 0,004039 0,042902 0,042777 0,028565 0,083183
8 0,001618 0,022178 0,024925 0,019115 0,094423 0,003789 0,039662 0,040313 0,027464 0,087785
10 0,001643 0,022256 0,025068 0,01929 0,096229 0,003644 0,037599 0,038749 0,02685 0,089929
12 0,001655 0,022299 0,025175 0,019411 0,096722 0,003538 0,036209 0,03768 0,026422 0,091017
15 0,001669 0,022346 0,025261 0,019558 0,096606 0,003412 0,034783 0,036672 0,025964 0,091809
17 0,001658 0,022364 0,025288 0,019602 0,096354 0,003354 0,034057 0,036093 0,02571 0,091965
20 0,001649 0,022388 0,025316 0,019675 0,095831 0,003295 0,033184 0,035411 0,025376 0,092101
25 0,001639 0,022429 0,025275 0,019643 0,095114 0,003229 0,032092 0,034548 0,024891 0,092188
30 0,001637 0,022415 0,025393 0,019627 0,094334 0,003187 0,031412 0,033895 0,024551 0,09222
35 0,001645 0,02244 0,025445 0,019639 0,093937 0,003149 0,030884 0,033441 0,024304 0,09227
40 0,001667 0,02244 0,02549 0,019666 0,093645 0,003129 0,030439 0,033029 0,024052 0,092355
45 0,001685 0,022466 0,025489 0,019693 0,093546 0,003131 0,030108 0,032656 0,023884 0,09239
50 0,001705 0,022485 0,025461 0,019682 0,093324 0,003127 0,02983 0,032444 0,023719 0,092447
55 0,001742 0,022557 0,025479 0,019705 0,093298 0,003129 0,029502 0,032199 0,023542 0,092349
60 0,001751 0,022636 0,025509 0,019841 0,093325 0,003104 0,02933 0,031998 0,023483 0,092412
65 0,001751 0,022729 0,025504 0,01982 0,093345 0,003084 0,029085 0,031905 0,023427 0,092564
70 0,001759 0,022743 0,02553 0,019817 0,093434 0,00309 0,028931 0,031839 0,023374 0,092555
75 0,001766 0,022703 0,025538 0,019912 0,093476 0,003086 0,028758 0,031716 0,023293 0,092748
80 0,001784 0,022679 0,02554 0,019996 0,093657 | 0,003084 | 0,028607 0,031607 0,023263 0,092785
90 0,00179 0,022704 0,025542 0,019999 0,093504 0,003142 0,028547 0,031358 0,023059 0,0928

110 | 0,001863 0,022972 0,025549 0,020071 0,093809 0,003238 0,028079 0,031154 0,022923 0,093083
130 | 0,001926 0,023224 0,02572 0,020192 0,094154 0,00322 0,027991 | 0,030954 0,022866 0,093336
150 | 0,001973 0,023724 0,026069 0,020289 0,094567 0,003225 0,028201 0,030878 0,022817 0,093606
170 | 0,002025 0,024046 0,026317 0,020408 0,094888 0,003292 0,028154 | 0,030801 | 0,022737 | 0,093785

Tabela 28: EQM do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d, (cont.)
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9

0 0,002559 0,035817 0,045902 0,038317 | 0,00339 0,00944 0,15272 0,17687 0,12105 0,005573
2 0,001181 | 0,013564 | 0,023173 | 0,020004 | 0,045831 | 0,001709 | 0,012487 | 0,021484 | 0,023842 0,009014
4 0,001086 | 0,015999 0,025157 0,020883 | 0,070234 | 0,001274 0,016596 0,022669 0,020592 0,021626
6 0,00109 0,016739 0,025826 0,02124 0,066166 | 0,001106 0,017909 0,023875 0,020091 0,021936
8 0,001105 0,017022 0,026133 0,021367 | 0,062948 | 0,001023 | 0,018429 0,024673 0,020183 0,020321
10 0,001128 0,017096 0,02624 0,021267 | 0,060403 | 0,001081 0,018555 0,024932 0,02029 0,019404
12 0,001155 0,01706 0,02603 0,021256 | 0,058515 | 0,001072 0,018523 0,024776 0,020178 0,018422
15 0,001214 0,016868 0,025755 0,020856 | 0,056511 | 0,001215 0,018564 0,024571 0,019717 0,017777
17 0,001215 0,016682 0,025433 0,020615 | 0,055406 | 0,001252 0,018396 0,024129 0,019448 0,017143
20 0,001131 0,016488 0,025092 0,020342 | 0,054051 | 0,001132 0,017857 0,02375 0,019139 0,01643
25 0,001183 0,016431 0,02479 0,020051 | 0,052941 | 0,001181 0,017666 0,023411 0,018593 0,015759
30 0,001177 0,016391 0,024783 0,02023 0,053039 | 0,001122 0,017749 0,02368 0,018615 0,015704
35 0,001207 0,016389 0,024594 0,020292 | 0,053373 | 0,001117 0,01773 0,023532 0,018795 0,015809
40 0,001215 0,016255 0,024513 0,020007 | 0,053032 | 0,001198 0,017765 0,023325 0,018704 0,015912
45 0,001211 0,016148 0,024511 0,01989 0,052858 | 0,001278 0,017562 0,023138 0,018715 0,015374
50 0,001249 0,016133 0,024498 0,019784 0,05257 0,001207 0,017559 0,023056 0,018682 0,01549
55 0,001309 0,01624 0,024511 | 0,019734 | 0,05273 0,001228 0,017701 0,023225 0,018613 0,015404
60 0,001274 0,016193 0,024591 0,01977 0,053305 | 0,001217 0,017699 0,023151 0,018538 0,015521
65 0,001251 0,016181 0,024616 0,019861 | 0,052719 | 0,001223 0,017713 0,023241 0,018555 0,015222
70 0,001254 0,016159 0,024726 0,019807 | 0,052936 | 0,001292 0,017791 0,023162 0,018624 0,015191
75 0,001318 0,016174 0,024593 0,019813 | 0,052538 | 0,001294 0,017932 0,023272 0,018532 0,015338
80 0,001319 0,016162 0,02467 0,019934 0,05326 0,001258 0,017935 0,023243 | 0,018478 | 0,015512
90 0,001348 0,016327 0,024699 0,019784 | 0,052587 | 0,001237 0,017924 0,023344 0,018631 0,015251
110 | 0,001479 0,016526 0,024807 0,020052 | 0,053945 | 0,001343 0,017882 0,023249 0,018645 0,015361
130 | 0,001461 0,016954 0,024983 0,019972 | 0,053652 0,00144 0,018088 0,023676 0,019147 0,015451
150 | 0,001526 0,017064 0,025386 0,020329 | 0,054017 | 0,001478 0,018238 0,023803 0,019165 0,015403
170 | 0,001524 0,017219 0,025373 0,020566 | 0,053883 | 0,001521 0,018498 0,024048 0,01932 0,015593

Tabela 29: EQM do estimador do parametro § do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se ds,
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9
0 0,000899 0,033465 0,051752 0,052707 | 0,023737 | 0,002875 0,16054 0,27239 0,29706 0,15775
2 0,000762 | 0,016949 | 0,022496 | 0,023068 0,14437 0,000875 | 0,029885 0,049897 0,055676 0,18134
4 0,0009 0,017232 0,024151 0,023708 0,1474 0,000902 0,024238 0,041138 0,045036 0,17867
6 0,000898 0,017554 0,02472 0,024164 0,14309 0,000964 0,022569 0,038141 0,040935 0,17787
8 0,000893 0,017726 0,025039 0,024442 0,14091 0,000936 0,021836 0,036523 0,038767 0,17805
10 0,000922 0,017863 0,025351 0,024631 0,13997 0,000969 0,021314 0,035584 0,037421 0,17786
12 0,000947 0,018008 0,025503 0,024764 0,13939 0,000959 0,020906 0,034862 0,036511 0,17828
15 0,000944 0,01812 0,02566 0,024884 0,1392 0,000969 0,020553 0,03413 0,035534 0,17841
17 0,00093 0,018251 0,025677 0,024961 0,13929 0,001004 0,020418 0,033741 0,035087 0,17857
20 0,000975 0,018221 0,025681 0,024974 0,13961 0,001036 0,020187 0,033269 0,034505 0,17897
25 0,001014 0,018287 0,025786 0,025046 0,14018 0,001009 0,019915 0,032584 0,033592 0,1801
30 0,00098 0,018235 0,025861 0,025173 0,14114 0,00103 0,019805 0,031962 0,033057 0,18073
35 0,000988 0,018223 0,025833 0,02528 0,14221 0,001003 0,019633 0,031661 0,032555 0,18137
40 0,001019 0,018278 0,025907 0,02527 0,14274 0,001017 0,019473 0,031312 0,032242 0,18217
45 0,001022 0,018329 0,025986 0,025313 0,14335 0,001055 0,019418 0,031116 0,032007 0,18286
50 0,001006 0,018395 0,026021 0,02546 0,14393 0,001064 0,019322 0,030945 0,031713 0,18341
55 0,000977 0,018456 0,026094 0,025537 0,14478 0,001073 0,019194 0,030755 0,031508 0,18417
60 0,001012 0,018513 0,026207 0,025587 0,14512 0,001059 0,019084 0,030573 0,031386 0,18463
65 0,001065 0,01861 0,026238 0,025682 0,14552 0,001097 0,019107 0,030475 0,031215 0,1848
70 0,001132 0,018623 0,026348 0,025762 0,14576 0,001098 0,019064 0,030375 0,031083 0,18523
75 0,001042 0,018695 0,026398 0,025891 0,14653 0,00113 0,019074 0,030256 0,030902 0,18564
80 0,001181 0,018767 0,026358 0,025879 0,14716 0,001119 0,018968 0,030085 0,030651 0,18609
90 0,001082 0,01892 0,026424 0,025879 0,14794 0,001131 0,018839 0,029985 0,030512 0,18718
110 | 0,001114 0,019032 0,026789 0,026135 0,14962 0,001277 | 0,018665 | 0,029885 0,030198 0,18839
130 | 0,001221 0,019234 0,026942 0,026176 0,15102 0,00123 0,018721 0,029758 0,030183 0,19022
150 | 0,001197 0,01936 0,026998 0,026515 0,15259 0,00125 0,018765 0,029706 0,030183 0,19157
170 | 0,001338 0,019603 0,026984 0,027029 0,15358 0,001235 0,018813 | 0,029632 | 0,030051 | 0,19284

Tabela 30: EQM do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d, (cont.)
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d 0,2 0,4

m $=-0,9 $=-0,2 $=0,2 $=05 $=0,9 $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9

0 0,01687 -0,14091 ~0,1891 -0,20059 -0,18751 | -0,02983 -0,2343 -0,32729 | -0,37569 | -0,33597
2 -0,00233 | 0,027238 | 0,016414 -0,02322 -0,2665 -0,01734 0,011435 0,008011 | -0,04647 | -0,31315
4 0,00235 0,032549 0,02335 -0,00377 -0,28749 -0,0122 0,016135 0,011134 | -0,01775 | -0,30681
6 0,004629 0,033394 0,02419 -0,00017 -0,29401 -0,00931 0,015185 0,008738 | -0,0142 | -0,30396
8 0,005854 0,033613 0,023971 0,000285 -0,29638 -0,00751 0,014026 0,006866 | -0,01512 | -0,30262
10 0,006657 0,033272 0,023529 | -2,08E-05 | -0,29728 -0,00631 0,012633 0,005546 | -0,01625 | -0,30199
12 0,007088 0,032937 0,022833 -0,00077 -0,29761 -0,0055 0,010825 0,003971 -0,0178 | -0,30185
15 0,009207 0,031877 0,021932 -0,00172 -0,29741 | -0,00141 | 0,009099 0,001683 | -0,02006 | -0,30214
17 0,008812 0,030972 0,021287 -0,00241 -0,29706 -0,00218 0,007313 | 0,000217 | -0,02172 | -0,30234
20 0,007552 0,029829 0,020305 -0,00327 -0,29639 -0,00439 0,005672 -0,00184 | -0,02367 | -0,30248
25 0,008117 0,02915 0,019121 -0,00429 -0,29559 -0,00341 0,003773 -0,0042 -0,02595 | -0,30309
30 0,007697 0,028834 0,018676 -0,00485 -0,29524 -0,00416 0,002946 -0,00597 | -0,02729 | -0,30335
35 0,007801 0,028511 0,018741 -0,00512 -0,29474 -0,00393 0,003222 -0,00617 | -0,02812 | -0,30377
40 0,007775 0,028077 0,018218 -0,00544 -0,29463 -0,00416 0,002291 -0,0068 -0,0293 -0,30409
45 0,007736 0,027991 0,017738 -0,00581 -0,29459 -0,004 0,001266 -0,00789 -0,0299 -0,30442
50 0,007651 0,027832 0,017421 -0,00604 -0,29445 -0,00394 0,000849 -0,00882 | -0,03058 | -0,30471
55 0,007774 0,028382 0,017591 -0,00601 -0,29428 -0,00385 0,000566 -0,00912 | -0,03088 | -0,30492
60 0,007746 0,028302 0,017452 -0,00613 -0,29436 -0,00372 0,000783 -0,00959 | -0,03128 | -0,30502
65 0,007832 0,028056 0,01741 -0,00645 -0,29437 -0,00372 0,000232 -0,01003 | -0,03218 | -0,30512
70 0,007863 0,028135 0,017137 -0,00674 -0,29457 -0,00371 -0,00022 -0,01021 | -0,03286 | -0,30493
75 0,008007 0,027994 0,017135 -0,00678 -0,29464 -0,00364 -0,00025 -0,0105 -0,03295 | -0,30477
80 0,008105 0,028457 0,017206 -0,00691 -0,29455 -0,00385 | 2,87E-05 -0,0111 -0,03304 | -0,30462
90 0,008089 0,028456 0,017369 -0,00678 -0,29494 -0,00378 2,79E-04 -0,0115 -0,03317 -0,3047
110 | 0,008226 0,028503 0,017632 -0,00697 -0,2953 -0,00375 | -3,71E-04 -0,01231 | -0,03331 | -0,30451
130 | 0,008364 0,029156 0,017733 -0,00603 -0,29588 -0,00322 | -1,09E-04 -0,01192 | -0,03407 | -0,30471
150 | 0,008662 0,029453 0,017868 -0,00635 -0,29589 -0,00266 1,08E-03 -0,01198 | -0,03411 | -0,30531
170 | 0,009061 0,028997 0,016966 -0,00623 -0,29681 -0,0023 1,11E-03 -0,01156 | -0,03357 -0,3055

Tabela 31: Vicio do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d,
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d 0,2 0,4
m $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,0 $=-0,0 $=-0,2 $=0,2 $=0,5 $=0,9

0 0,047833 0,23579 0,24521 0,2068 0,064545 0,23056 0,6789 0,56032 0,39462 0,091396
2 0,01917 0,060172 | 0,049503 | 0,031936 -0,16542 0,044991 0,16453 0,16047 0,12402 -0,13372
4 0,017187 0,055168 | 0,042988 | 0,015286 -0,23742 0,033191 0,11961 0,11156 0,069551 -0,2085

6 0,016594 0,053512 | 0,040651 | 0,011322 -0,26208 0,02899 0,10125 0,091182 0,048908 0,237

8 0,016416 0,052299 | 0,039206 | 0,009426 -0,27178 0,02695 0,090844 0,079762 0,037798 -0,24975
10 0,016347 0,051579 | 0,038201 | 0,008149 -0,27569 0,025688 0,08415 0,072391 0,030724 -0,25612
12 0,016243 0,051182 | 0,037556 0,00742 -0,27698 0,024876 0,079536 0,067216 0,025717 -0,25968
15 0,016098 0,050813 | 0,036818 | 0,006693 -0,27713 0,023858 0,07485 0,062034 0,020652 -0,26256
17 0,016054 0,050701 | 0,036343 | 0,006291 -0,27686 0,023552 0,072505 0,059481 0,018203 -0,2635

20 0,016088 0,050644 | 0,035956 | 0,005786 -0,27617 0,023185 0,06984 0,056593 0,015384 -0,26448
25 0,016021 0,050556 | 0,035699 | 0,005684 -0,2751 0,022637 0,066287 0,053002 0,012496 -0,26552
30 0,016008 0,0505 0,035368 | 0,005601 -0,27397 0,022361 0,064219 0,050592 0,010173 -0,26607
35 | 0,016002 | 0,050212 | 0,035026 | 0,005361 -0,27336 0,022011 0,062639 0,048558 0,008699 -0,26645
40 0,016181 0,050266 0,03494 0,005154 -0,27288 0,021731 0,061031 0,046981 0,00746 0,267

45 0,016316 0,050371 | 0,034761 | 0,005154 -0,27272 0,021676 0,059666 0,045837 0,006511 -0,2672

50 0,016426 0,050459 | 0,034665 | 0,004967 -0,27234 0,021569 0,058595 0,044814 0,005607 -0,26752
55 0,016483 0,050611 | 0,034641 | 0,004823 -0,27235 0,021484 0,057585 0,044212 0,005028 -0,26764
60 0,016505 0,050686 | 0,034438 | 0,004514 -0,27239 0,02142 0,056914 0,043692 0,004548 -0,2678

65 0,016528 0,050928 | 0,034325 | 0,004366 -0,27242 0,021267 0,056252 0,043146 0,004023 -0,26809
70 0,016487 0,050938 | 0,034111 | 0,004349 -0,27255 0,021192 0,055782 0,042502 0,003457 -0,26822
75 0,016547 0,051012 | 0,034036 | 0,004183 -0,27269 0,021141 0,055241 0,042013 0,003229 -0,26856
80 0,016701 0,051002 | 0,034036 | 0,004113 -0,273 0,020967 | 0,054681 0,041623 0,002766 -0,26865
90 0,016932 0,050821 | 0,033761 0,0043 -0,27278 0,021139 0,053909 0,040981 0,002266 -0,26879
110 | 0,017206 0,050912 | 0,033229 0,00453 -0,27316 0,021427 0,052283 0,039761 0,000948 -0,26955
130 | 0,017373 0,051106 0,03297 0,004511 -0,2735 0,021626 0,051425 0,039162 | 0,000323 | -0,26986
150 | 0,017574 0,051152 | 0,033218 | 0,004653 -0,2739 0,021866 0,051183 0,038261 -0,00072 -0,27036
170 | 0,017617 0,050973 | 0,03237 | 0,004335 -0,2745 0,0224 0,050844 | 0,037416 | -0,00099 -0,2705

Tabela 32: Vicio do estimador do parametro ¢ do modelo ARFIMA(1,d,0) usando-se d, (cont.)
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =0, 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0,5 6=0,9
0 0,03906 0,18211 0,20921 0,19247 0,055242 | 0,083566 0,38603 0,41812 0,34671 0,072143
2 0,014945 | -0,00524 | -0,02184 | -0,02271 | -0,10486 | 0,027934 | 0,008464 | -0,00065 | 0,033568 | 0,042694
4 0,00979 -0,01201 -0,02509 -0,03473 -0,19101 0,018762 | 0,003339 -0,0023 0,001728 | -0,01643
6 0,008126 -0,01309 -0,02525 -0,03567 -0,19592 | 0,014865 | 0,004311 0,001089 | 0,00145 | -0,03693
8 0,00852 -0,01316 -0,02495 -0,03542 -0,19389 | 0,012544 | 0,005775 0,003653 0,00249 -0,03988
10 0,006849 -0,01291 -0,02462 -0,03466 -0,19009 | 0,011775 | 0,007547 0,005345 | 0,003955 | -0,04045
12 0,007208 -0,0125 -0,02407 -0,03418 -0,18724 | 0,011017 | 0,009201 0,007363 0,00613 -0,04205
15 | 0,005511 | -0,01162 -0,02289 -0,03299 -0,18423 | 0,006718 | 0,010034 0,009969 | 0,008583 | -0,04184
17 0,006177 -0,01125 -0,02206 -0,03247 -0,18277 | 0,00691 | 0,011177 0,011263 | 0,010087 | -0,03998
20 0,007445 -0,01028 -0,02124 -0,03201 -0,18084 | 0,009798 | 0,012862 0,012962 | 0,011772 | -0,04038
25 0,007213 -0,00973 -0,02041 -0,03085 -0,17859 | 0,009205 | 0,014493 0,015089 | 0,014212 | -0,03887
30 0,007482 -0,00949 -0,02025 -0,03085 -0,17884 0,00965 0,015143 0,015834 | 0,015541 | -0,03891
35 0,007199 -0,00956 -0,02008 -0,03085 -0,17925 | 0,009126 | 0,016139 0,016618 | 0,015547 -0,039
40 0,008152 -0,00956 -0,01997 -0,03036 -0,17861 0,009727 | 0,016638 0,01781 0,016436 | -0,03894
45 0,007255 -0,00901 -0,0199 -0,03003 -0,17866 | 0,010649 | 0,017713 0,018374 | 0,017149 | -0,03914
50 0,008139 -0,00913 -0,0196 -0,03003 -0,17811 0,010481 | 0,018171 0,019241 | 0,017946 | -0,03929
55 0,008116 -0,00935 | -0,01938 | -0,03003 -0,17784 | 0,010475 | 0,017958 0,01963 0,018064 | -0,03864
60 0,007974 -0,0092 -0,01937 -0,02959 -0,17875 0,01102 0,018591 0,019795 | 0,018125 | -0,03843
65 0,008068 -0,00902 -0,01943 -0,02991 -0,17779 | 0,010601 | 0,019049 0,019355 | 0,018595 | -0,03794
70 0,008188 -0,00913 -0,01955 -0,02986 -0,17812 | 0,010964 | 0,018988 0,019952 | 0,018406 -0,0385
75 0,00799 -0,00924 -0,01959 -0,02993 -0,17739 | 0,011266 | 0,018712 0,020021 | 0,018747 | -0,03828
80 0,008481 -0,00941 -0,01959 -0,02991 -0,17828 | 0,010319 | 0,018766 0,020272 | 0,018698 | -0,03808
90 0,008734 -0,00944 -0,01939 -0,0295 -0,17757 | 0,010637 0,01853 0,020337 | 0,019197 | -0,03757
110 | 0,009111 -0,01009 -0,01969 -0,02994 -0,17944 | 0,011156 | 0,018838 0,020261 | 0,019681 | -0,03835
130 | 0,008984 -0,00967 -0,01994 -0,03005 -0,17889 | 0,012106 | 0,018826 0,020556 0,02007 -0,03891
150 | 0,008983 -0,00962 -0,02107 -0,03023 -0,17854 | 0,011621 | 0,018996 0,020331 | 0,020071 | -0,03835
170 | 0,009698 -0,01002 -0,02048 -0,02988 -0,17809 | 0,012362 | 0,019372 0,020207 | 0,019841 | -0,03849

Tabela 33: Vicio do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d,
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d 0,2 0,4
m 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 6=0, 6=0,9 6=-0,9 6=-0,2 6=0,2 =0, 6=0,9

0 -0,02382 -0,17833 -0,2226 0,2252 -0,14931 | -0,05098 -0,39564 -0,51437 -0,53681 -0,3927
2 -0,00208 -0,03344 -0,05314 -0,09314 -0,34496 -0,01135 -0,1021 -0,14565 -0,18118 -0,40174
4 0,000749 | -0,02987 -0,04523 -0,07995 -0,35201 -0,00508 -0,06926 -0,10471 -0,13902 -0,39653
6 0,000997 -0,0285 -0,04243 -0,07586 -0,3477 -0,00227 -0,05573 -0,08734 -0,11996 -0,3947
8 0,002318 -0,02743 -0,04067 -0,07355 -0,34489 -0,00079 -0,04843 -0,07753 -0,10863 -0,39424
10 0,002411 -0,02666 -0,03949 -0,07234 -0,34396 | -0,00024 | -0,04366 -0,071 -0,10157 -0,3932
12 0,00263 -0,02605 -0,03855 -0,07131 -0,34348 0,000915 -0,04039 -0,06609 -0,09632 -0,39308
15 0,002084 -0,02537 -0,03768 -0,0703 -0,34325 0,001229 -0,03695 -0,06099 -0,09088 -0,39252
17 0,002078 -0,02506 -0,03722 -0,0698 -0,34336 0,001412 -0,03537 -0,05839 -0,08822 -0,39217
20 0,002532 -0,02496 -0,03687 -0,06943 -0,34417 0,002412 -0,03356 -0,05568 -0,08516 | -0,39203
25 0,003071 -0,02484 -0,03656 -0,06918 -0,34475 0,001552 -0,03162 -0,0527 -0,08146 -0,39255
30 0,003491 -0,02486 -0,03656 -0,06904 -0,34584 0,002024 -0,02994 -0,05067 -0,07895 -0,39266
35 0,002716 -0,02465 -0,03643 -0,06892 -0,34682 0,001754 -0,02885 -0,04902 -0,07715 -0,39281
40 0,003694 -0,02432 -0,03622 -0,06893 -0,3475 0,002055 -0,02765 -0,04792 -0,07577 -0,3931

45 0,002833 | -0,02427 | -0,03615 -0,06895 -0,34796 0,00283 -0,02701 -0,04681 -0,07439 -0,3933
50 0,002952 -0,02442 -0,03606 -0,06857 -0,34855 0,00308 -0,02647 -0,04589 -0,07325 -0,39346
55 0,002374 -0,02458 -0,03602 -0,069 -0,34951 0,002889 -0,02589 -0,04513 -0,07251 -0,39419
60 0,00352 -0,02453 -0,03611 -0,06922 -0,34965 0,002349 -0,0256 -0,04426 -0,07186 -0,39421
65 0,003036 -0,0248 -0,03601 | -0,06899 -0,35013 0,003969 -0,02528 -0,04387 -0,07125 -0,3939
70 0,003555 -0,02491 -0,0365 -0,06897 -0,35044 0,003369 -0,02494 -0,04329 -0,07074 -0,39426
75 0,004252 -0,02496 -0,03658 -0,06864 -0,35124 0,003779 -0,02481 -0,043 -0,07012 -0,39431
80 0,003794 -0,02512 -0,03675 -0,06861 -0,35177 0,003789 -0,02444 -0,04256 -0,06959 -0,39451
90 0,003585 -0,02537 -0,03632 -0,0684 -0,35245 0,003525 -0,02386 -0,04158 -0,06836 -0,39536
110 | 0,004331 -0,02572 -0,03668 -0,06821 -0,35378 0,004654 -0,02304 -0,041 -0,06771 -0,39581
130 | 0,004389 -0,02612 -0,03697 -0,06817 -0,35493 0,004445 -0,02189 -0,03992 -0,06702 -0,39701
150 | 0,004095 -0,02655 -0,03688 | -0,06785 | -0,35642 0,004868 -0,02098 -0,03935 -0,06588 -0,39776
170 | 0,005429 -0,02674 -0,03662 -0,06862 -0,35704 0,005864 | -0,02035 | -0,03831 | -0,06527 -0,3983

Tabela 34: Vicio do estimador do parametro # do modelo ARFIMA(0,d,1) usando-se d, (cont.)
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