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INTRODU@O

Neste trabalho sao apresentados dois algoritmos para
resclucdo de sistemas nao lineares esparsos.

No capitule I os métxlos mais conhecidos sao descri-
tos e discutidos.

No capitulo II um metodo para fatorizagao LU de matri
zes esparsas e apresentado.

No capitulo III @ explicadc o armazenamento na memoria
do camputador de matrizes egparsas e de sua decomposicao LiJ.

0 capitulo IV apresenta 0s dois algoritmos propostos
para resolugac de sistemas nao lincares esparsos.

No capitulo V sac apresentadas as experiéncias ruméri-
cas e conclusoes. As experiéncias foram realizadas no camputador PDP-10
da UNICAMP, e o programa foi feito em FORTRAN-10 e sua documentagao, dis
ponivel no Laboratdrio de Matemitica Aplicada encontra-se no apéndice

deste trabalho.
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I. METODO DE NEWIDH E METODOS QUASE-NEWION PARA
RESOLUGAO DE SISTIMAS NAO LINEARES

I.1 Metodo de Newton

. L2 n
O problama consiste en aclar x € 3 C R,

tal que F{ =0 ., onxle
rF —p R
Fay 'I‘
F (fl - Ln)
f, ity —¥n
< i
It aberto
L FEC(a) (1.1)

Dado x* € 0 , uma aproximacac da solucao x°
de 1.1 e desenvolverdc—~se por Taylor, obtamos

X)NI‘XJ+F (x-x ] = Li(x)

onde | F' (x < ) = matriz jacobiana de F.no
Ponto xk

0 metodo de Newton consiste am tomar come a -

. ~ k+1 -~ _ .
proexinagao X » a solugao de L{x)=N , ou seja

xk+l = xk + A xk

onde | F' (xk)&xk = = F{xk) (1.2}

Se n e muito grarde mas o jacchiano € CSpPArso,
podemos permutar linhas e colunas de Ff (xk) a cada iteragao, antes de re -
solver 1.2. Estas permutacOes objetivam reduzir o aparecimento de elemen -
tos n3o nules durante o processo de eliminacac de Gauss, necessario a re -
solugdo de 1.2. Uma técnica de permutagio & explicada em [8].

Uma segunda opgao seria permutar a matriz de
estrutura esparsa E do jacobiano, antes de se iniciarem as iteracces. A ma

triz E se define assim:
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[E= (&)
t - i
) Ft(x) (¥ ij)
Eij:O <> Fij=0,v>(en
El] # 0 caso contrario

As pormutacoes aplicadas em E seriam aplicadas ao
jacobianc calculado a cada iteracac, antes de resclver 1.2. Uma terceira
opcao seria a utilizagao de métodos iterativos para resolver 1.2.

Cada iteracdo do méetodo de Newton exige o calculo
do jacobianc e a resolugao de um sistema lincar. Uma tentativa de barate-
ar cada iteracao da origem ac método de Newton ccm Refinamentos, que con-
siste em utilizar o mesmo jacobiano em ptl iteragoes consecutivas, ou se-
ja, a cada iteragao do metodo de Newton sequem-se p subiteracgoes onde ©
jacobiano nao muda, 1ogo nao precisa ser calculado. O nimero Otimo de sub
iteragoes pode ser calculado usando nogoes tedricas {1,10,14] ou prati-
cas [ll].

I.2 METODOS QUASE-NEWION [2,4,5]

Estes metodos surgiram da tentativa de baratear o
calculo do jacobiano e de sua inversa, mas conservando as propriedades es
senciais do metodo de Wewton. Consiste em substituir o jacobiano por uma
matriz Bk+l , nao singular, que satisfaca :

B 0% =0 = rh - red (1.3)

propriedade esta que seria satisfeita se F fosse linear e B4y © jacobia-
rno verdadeiro. Nesse caso, 1.2 e substituldo por <

xk+l _ xk + &Xk

orde %{&xk = - F(xk)

O que diferencia um metodo quase-Newton de outro
é a formula utilizada para calcular B rois existem infinitas matrizes

que satisfazem 1.3. As formulas mais conhecidas sao :
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- a formula de Rroyden Boa [2,?,J_2,13,15J

By = B+ AT - 5 A 09T/ 0 Tad

- a formula de Browden Ruim [2,7,12,_@]

B ~ k X, T X, T 3
By = B+ (ORRL OFY T/ (67 T o

As principais caracteristicas destas fOormulas sao :

a) as matrizes By, se obtém atraves de atualicaces de pos-
to um a matriz B, ou seja
_ T n
Bk+l—E5{+z_’ka,&Bk—w (v,w € R )
b) a estrutura esparsa de Dknﬁo e conservada

c) a formula 1.4 & a Gnica solugao do problema de minimiza

cao
win {l|B-nm I, @ BOK =AF

orde |. ] r & a norma de Frobenius
S ]
n n
a | =\/ 2 2. a
i=1 J3=1 "i3

Outra £érmmla desenvolvida por Broyden [3,6] con
serva a estrutura esparsa do jacobiano e e apropriada para sistemas espar~

sos de grarde porte. A formula e :

1.5
pk+Apk (1.5)

M

Bia

k., T ko 4+ T k
on = 2 (15,0097 5,049 ol (AF-Be, (5,05

il

I

orde &, sao operadores de projegac "esparsa”, que projeta

Axk ortogonalmente (norma de Frobenius) nos subespa

g)s Zi (l:l; P ,I]) y Omie



Z,= veR" e§v= 0 para tcﬂojtalq)e‘!
Fljj =0, para todo x € N T

i, C R’ & o subespaco que identifica a estrutura es

parsa da i-esima linha do jacobiano.

Entao o subespaco Z £ R * " que identifica

a estrutura esparsa do jacobiano é definido por :
nxn T .
4 = {AEZR :Aeie Zi para 1=1,...,n}

- + - : :
ta formula 1.5, {.) e a irwersa generaliza-
+ + -
da, Para um escalar a, a =0 < a=90c¢ a :al<:> a=%0
Caracteristicas desta formula :
a) as matrizes Bk+l sao obtidas de Bk com um custo propor-

cional ao nimero de elementos distintos de zern de  um

membro de g
b) as matrizes B . sao obtidas por atualizagGes de posto n.

c) a estrutura esparsa do jacobianc e mantida.

d) a formila 1.5 & a Unica sclucao de :

Min {HB BkHF : B sz}

{A E;Rnxn:A&xkzzSEk}

A desvantagem desta formula € que nao se obtem

il

Oorde Y

diretamente a imversa de By @ partir de B . Serdo assim, a forrmla 1.3
€ resolvida a cada iteraca, fatorizando-se a matriz B ,,.

J. E. Dennis e Earl S. Marwil (6] desenvol
veram outra formula baseada na decamposicao LU, da matriz PB_, sendo
P, a matriz de permutacac de linhas resultante da estratégia de pivotamen
to parcial ; L € &, " serdo este Ultimo um subespago afim de matrizes

n x n triangulares inferiores ; Uk & UL o um sutr-



espaco n x n de

raesparsadePkﬁzwau:aAez.P
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matrizes triangulares superiores.

Assume-se que . e U‘k refletan a estrutu -

k

, Pxde ser escolhida para afetar a

esparsidade de £ x © u},

te e atualiza Uk

A cada iteracac, a formula mantem Lk constan

pela atualizacao esparsa de Brovden. Ou seja,

P ™ B

L};+l B Lk

U, = U + AU (1.6)
- |

Ay = i{[ (5,697 (5,8x] Telwe, (Siéhxk)TJ

Onde | Sy s3o operadores de projecac "esparsa” cm\tlk

W=V Ukz’_\xk

=1,k
v = LTOF

Neste caso B B ) =L Uy ,-

Caracteristicas desta formula :

a) as matrizes U sao obtidas de U, Com um custo propor-

k1
cional ao nimero de elementos nao nulos de um mambro de

Yy

b) a estrutura esparsa da decamnposicao LU do jacobiano €
mantida
¢} a formula 1.6 resoclve

k F
em\lkde'i’ J

Min [ [l U - U Il :UeleéOpontDmaispréxirrrf[

d) a formula 1.3 & resolvida a cada iteragao sem a necessi
dade de se fatorizar a matriz B, - apenas resolvendo

dois sistemas triangulares.
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II. RESOLJCAC DE SISTIMAS LINEARES ATRAVES DE DECOMPOSICRO LU

IT.1 Introdugg"o

A decawposicao IJ de uma matriz quadrada nao
sinqular & uma tecnica baseada na eliminagdo de Gauss e consiste em decom
por a matriz em fatores triangulares, L (triang. inferior) e U (triang. su
perior), terdo um deles diagopal unitaria. A decanposigao e obtida atraves
de operagoes entre linhas (fatoracao por colunas) ou colunas (fatoracao
por linhas). No caso de sistemas nao lineares, a matriz a ser decomposta €
o jacobianc do sistema, que € mais simples de ser calculado por linhas,

motivo pelo qual estudaremos a decomposicao II) por linhas.
1X.2 0 Metodo

Aplicam-se operagoes e permutagoes entre colu
nas da matriz de tal formma a reduzi-la a uma matriz triangular inferior.As
permutagoes e operagoes entre colunas sac realizadas através de pos—multi-
plicagao por matrizes de pernutagac simples e por matrizes eleméntares, co |
mo sera visto a segquir.

Uma matriz de permutacao simples Qp & 1ma ma-
triz identidade com a p-esima linha (ou coluna) permutada cam alguma linha
(ou columa) j. Quando pre-multiplicada por wna matriz A, o resultado e a

matriz A com as ceolunas p e j pernutadas.
Exemplo

7
[

( colunas 2 e 4 penmtadas)

o o

p=2 7=4

= oo O o
o o O
D = O

o

11 12 13 14
2
A = 21 22 23 24
31 32 33 34
4

1 42 43 44
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11 14 13 12
21 24 22
31 34 33 32
41 44 43 42

Uma matriz elementar T & una matriz identi-
dade com a parte a direita da diagonal da p-Gsima linha preenchida com ele
mentos escolhidos de tal maneira a zerar a parte a direita da p-esima li-
nha de uwa matriz A.

Estes clamentos sao calculados pela formala -
:(—aij/aii) para 1 =p
3 =4i+l,...,/n

T ..
P.1]

A matriz Tp deve ser pré-multiplicada pela ma
triz A. Exanplos:

& 5 0 3
A = 2 3 45
6 7 8 9
17 6 2
1 -5/8 0 -3/8 100 O
n - 0 1 0 0 T, - 01 0 0
6 0o 1 0 0 0 1 -9/8
6 o o 1 00 0 1
&8 0 0 O 8 5 0 3
AT, - 2 7/4 4 17/4 ay = 23 4 1/2
6 13/4 8 27/4 6 7 8 0
1 518 6 13/8 17 6 -19

As matrizes de permutagOes simples servem pa-
ra escolher o elemento pivo. A escolha do pivo & feita através de dois pa-
rimetros, TOLPIV e TOLABS, e pode ser explicada atraves do sequinte algo -
ritmo :



formula :

orde

09

) L= .
R = Y

Se ‘ apg’ < IULABS, pare {matriz singular)

bl m=rp

el m=m+ 1 A .

a) Se |a TOLABS ¢y | _ PP
SN Tl %

< TOLPIV, va para c)

e) PIVO = a

! QP = matriz identidade com as colunas p e m permmutadas

A fatoracac renliza-se atraves da sequinte

AQlTlQ2T2 ves erlTn"l =L

n = crdem da matriz A
L = matriz triangular inferior
OT;l = matrizes de permutagao simples, determinadas pela
‘ escolha do pivo
Tp = matrizes elementares, utilizadas para zerar a parte
a direita da p-esima linha transformada de A
Dxamplo :  (TOMABS =3 p-10 ; TOLPIV = 0.5 )
3 6 0 12
A = 5/2 5 8 34
1 0 31/3 1
18/5 3 8/3 19
p=1 ; £=4,m=2;PIVO=alr2"6
01 06 0
0, - 1 000
0 0 1 0
0 0 0 1



6 3 o 12
: 4
AQ]_ _ 5 5/2 8 3
6 1 31/3 1
3 18/5 8/3 1{}
A
(1 ~1/2 0 =2
T, - 0 1 0 o
0 0 1 0
o 0 o 1
6 0 00
a7, = 5 0 8 24
0o 1 313 1
3 21/10 8/3

1 0 0 o
0 0
0, - 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
6 0 0 0
A0,T0, - 5 24 8 0
0 1 31/3 1
3 5 8/3 21/10
10 0 o0
T, - 0 1 -1/3 0
00 1 0
©c 0o o 1
,/
6 0 0 O
A TOT, - S 24 0 0
0 1 1o 1
305 1 21/10
p=3 ; £=3 ; m=3

PIVO = a!

3,3

= 10

140
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Q3 = 1 = Matriz Identidade 4x4

0 0 0

24 0 0

110 1

5 1 21/10]
/

L D

L R o

24 ¢
1 1¢
5 1

BT Q150575 =

W O th o,
[ o T T

AT 0, TH0,Ty = L
QR s, S, JE S |
A = LT, Q31T2 Q21Tl Q9

Mas Qp”:L = QP ( facil verificacac )

/l 0 v b

0 1 tiiiiiincncnans 0
-1 . . . .
T = o0 .... 1-T_ see L - lJ_nhap
P : . lprptp P, BN

\O ................. 1

_ S I
Logo A =L { T,70,T, 70, Q)
POs~multiplicando os dois termos da iqualdade por 0,05,

obtemos : 1 1 -
A0, Q0,05 = L AT QT QT 70 109,05 = LU
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Fazendo as contas :

1L 2 0 172
g = o1 13 O

00 1 1/10

0 0 O 1

Assim, consequimos encontrar L (triangular inferior) e U
(triangular superior unitaria) tais que 2O Q)0 = 1U.
Generalizamdo, tamos :
_ _ -1 -1
RO .-.Q g =W = LT, 700 1T 00y -0 )
Se matriz A, antes de ser fatorizada, for sub
metida a trocas de linhas e colunas, a formila fica :

A= 00

orde (P & a matriz de permutaciio das linhas de A ( matriz
identidade com linhas permutadas)

Q € a matriz de permutagao das colunas de A (matriz
identidade caon colunas permatadas)

PAQ e a matriz apos a troca de linhas e colunas, an-

L tes de ser fatorizada

Para rcsolvermos © sistema linear Ax=b ', reca—
lizamos as sequintes etapas :
a) resolva Ly=Fb
b) resolva Uz=y

c) faga x=QQlQ2. . 'Qn-lz
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TIT- ARMAZENAMENTO DA DECOMPOSICAO LU DE UMA MATRIZ ESPARSA

ITI.1 Matrizes a seram armazenadas

Inicialmente temos a aproximacao do jacobiano
permutado PBQ . Apds a decomposicio temos Bk:P"]'I.UQn__l.. .QlQ_l . Para a

resolug&o de um sistama linear, precisamos de P e R { R= QQl' . 'Qn*l) . Para

a decomposicao, precisamos de P e Q.

Portanto, precisamos armazenar Pul {ouP ),
L,U,QeR{ourR’y.

As matrizes de permutacac tém uma inversa fa-
cil de se calcular (& igual a transposta) implicitamente. Nap & necessaric
armazenar a matriz B polis a cada linha calculada desta se obtem a 14 -~
nha correspondente de L e U,

ITT.2 Armazenanento e operaq_séo das matrizes L , U, P e R“:L

a} Armazenanento de L e U
= Vetor real VETIU de dimensao NMEDZ (09 de elunentos dig
tintos de zero apods

a fatorizacao )
Armazena Os valores das matrizes I e U, por linha, alter

nadamente { primeiro a U).

Exemplo :
1 3 2
U= 1

o

-

i
[Pl e Y
L= Y]
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VErw : {( 3,2,1,4,5,1,1,3,1,5,4,1)

_____ ,__Y,___, et .__...._,Y__.J '_-“Y_._. et \_..._,'r_Y_..’_-—I
12 12 2 22 3= 3

linha linha linha  linha linha  linha

da U da L daU da L daU da L
Obs : Os eclanentos de uma linha da L estardo ordenados por
coluna de maneira crescente. Os elanentos de uma 1li-
nha da U virac em qualauer ordem, mas o ultimo ele-

mento sarpre pertencera a diagonal.
~ Vetor inteiro APONTL de dimensac N
Aponta para o inicio de cada linha da L, no vetor VEITD
Exemplo :

—_

- Vetor inteiro APONIU de dimensac N
Aponta para o iniciode cada linha da U, no vetor VFTLU
Exenmplo :
APOWTL : (4, 7, 10 )
VETLU & (3,2, 1,4, 5, 1 1, 3, 1, 5, 4, 1)

ARPONTU : ( 1, 5,9 )
- Vetor inteiro COLUNS de dimensaoc MMEDZ

Indica a coluna a que pertence cada elemento do vetor
VETLL

Exemplo :

APONTL : ( 4, 7, 10 )

APONIU:(LS;‘J)

VETLU (3,2,1,4,5,1,1, 3 1,5,4, 1)
SRR T SR S S U N I

COLUNS . (2,3,1,1, 2, 2,1, 2,3, 2,3)
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b) Armazenamento das matrizes P, Q, R e R"l

A matriz P & fornecida pelo usuirio atraves
do vetor inteiro P, de dimensac n. Neste caso, P(I)=T indica que a
I-esima linha de PBKQ corresporde a J-gsima linha da matriz B .

Exemplo :
11 12 13 0 0 1 e3
B = |21 22 23[p= [1 0 o] = |ef
31 32 33 01 0 e
31 32 33
PB_= |11 12 13
21 22 23

Entac o vetor P sera ¢+ (23,1, 2 )

A prée-multiplicagac de um vetor b pela ma-
triz P resultando no vetor ¢ se fara pelo sequinte algoritmo :
Para I=l ate N faga camego
IND = P(I) / DESLOC
C(I) = R(IID}

fim

Obs: Por motivos de maior compactacao de dados, o con -
teldo que especifica a matriz P estd armazenado na metade esquernda
de cada posigac do vetor P. Para recupera-lo, basta dividir a posi -
¢ao do vetor P pelo valor DESIOC ( no caso do programa implementado,

DESLOC = 217 3.
Ixemplo ;
01 0 b,
P = 0 0 1 Pb = by
1 00 b



16

Vetor P : (2, 3, 1)

Sequirde o algoritmo :

I=1 ; TND=2 ; C(l1) =B
I=2 ; T=3 ; C(2}) =B
I=3 ; D=1 ; C(3) =8

0O usuario tambem fornece a matriz @, atra-
ves do vetor O de dimensao n. Heste caso, Q(I)=J irdica que a I-Csi
ma coluna de PBkQ corresponde a J-esima coluna da matriz B, -

Evemplo :

11
21
31

0

12

PBk = 122

32

Entac o vetor Q scra @

12
22
32

13
23
33

13 0
23 Q= 1
33 0

= o o

o o
ii
)
M

11
21

31

(2,3, 1)

ApdOs a fatoragao U da matriz B, + © armazena-

mento das matrizes de permutagao estara na seguinte situagao :

Vetor P

Vetor Q

ritmos :

: | lado direito - matriz R
lado esquerdo— matriz P

: |1ado direito — matriz R
lado esquerdo- matriz Q

A pos-multiplicacao da matriz R por um ve-

tor x resultardo o vetor vy se fara através de um dos seguintes algo-
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12) Para =] é_t_é N faE canego
TND = Q(I) AND. MASKRR

Y {IND) = X(I)

fim
29) Para I=l ate N faga caneco
D = P(I} .AND. MASKRA
Y(IND) = X(I)
fim

Obs : A expressao P(I) .AND. MASKRA serve para pegar o la-

do direito da I-esima posicao do vetor P ( no caso do programa imple —
17

mentado, MASKRA = 2 -1 ).
Exemplo :
o ¢ 1
R= {1 0 0] = ( e, e, & )
g 1 0
0 1 0
-1 T _
R =R = 0 0 1) = (e3 e e2)
1 0 ¢
*3
R = Xl
)
Vetor P (2, 3, 1)} - metade direita

Vetcr Q9 : { 2, 3, 1) - metade direita

Sequindo os algoritmos :
I=1 ; IND=3 ; Y(2) X(13
I=2 ; =1 ; ¥Y(3) =X(2)

I=3 ; D=2 ; ¥Y() =X(3)

I
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IV ALGORTIMOS PROPOSTOS

A forrula 1.6 proposta por Dennis & Marwil se caracteriza
pela decamposicao I da matriz . e pela atualizacdo do fator que nao tem
diagonal unitaria, a cada iteragio do metodo. Se consideranmos que a fato-
rizagac & feita por linhas, o fator com diagonal unitiria sera a matriz
trianqular superior U. Neste caso, a fOormula 1.6 modificada para o caso
de fatorizagao por linhas e generalizada para o caso da matriz Iy ser mul-
tiplicada d esquerda e 3 direita por matrizes de permutacao, ficaria :

. -1 -1
B = B B,
=P

Pt = B
B = Ry
Uerr = U (4.1)

i

Lag = O T ALy

n
_ ... + 7 T,
&Lk'"izl{((siukyk) (590} eie; (B0 y) )

- — — -_r:‘
onde Si sao operadores de projecac "esparsa” em r:-!:«k

il
L
%

Y

Wk"- Kk

i
o
=
"
<
"

O primeiro algoritmo proposto € a atuwalizacao da matriz
trianqular que possui diagonal unitaria (no caso da fatorizagao por 1i-
nhas, & a U), fazendo com que esta matriz perca a unitariedade da sua di
agonal nas iteracoes onde se realiza a atualizagao. Neste caso, o sub-es
paco afim U K e formado pelas matrizes trianqulares superiores nxn que

refletem a estrutura esparsa de U, , sema restrigao de diagonal unitiria.
A formula, entdac, seria identica a formula 1.6, generalizada para © caso

de Bk ter linhas e colunas permutadas :

R



13

B = ilIkUkR}_ql

Pev1 = B

= ')
Pk+l R}: (4.2}
J = 4+ AU

k+1 k k

_ T + T T
Wy = L TS0 7 6:590) eqvee; By ™
onde (s, sd0 operadores de projegaco “esparsa” em'\ﬁk
e

Rk&x
= ]'_j:lPkAPk - Uhy

0 sequrdo algoritmo proposto € a alternancia na atuvali-
zagao, ou seja, em algqumas iteragoes se utiliza a formula 4.1 e, em ou -
tras, a formula 4.2. O criterio para escolha entre _r[xxlificar aLocuad

pode ser o mesme adotado por L.S.0chi e J.M.Martinez em [:12,13] ¢ Ou se-~

ja realiza-se a modificagao que minimize ” B, 1% kﬂ - L\.Fk—ln
Para a formula 4.1, temos :
“ Bk+1_&xk 1 ‘k—lu .
= {l B Tyl T P f J

-l Ll”

= HP" (L, + ALY, R Lpk
Il %tjkxﬁ\laxk'l + Pj\ AT, U, R L «r'k"ln

I KL P}-;l ALkUkR}:l kL ekl ”
skt - b M“kUkRJ;le -1 Mx—l}J

-1 le

| Pk ALy Uy Ry A

k=1 H

= [lonm e



20

Para a formula 4.2, tomos @

e

) akal}f } -1, k- 1@[

L}')i‘,U]_ka Ax ||

Camo este criteric & muito trabalhoso, optou-se pela

alternancia simples,

ou seja, se na iteragao k houve atualizagao da L,

entac na iteracdo k+l haverd atualizacio da U e vice—versa.

Foi implementado um programa escrito em FORTRAN-10, no
computador PDP-10 da UNICAMP, e sua documentagao encontra-se no apdndice.
O algoritmo deste programa e explicado a sequir :

a)l
b)
c)
d}

e)

£)

q)
h)

i}

Inicializagoes
Impressao da iteracao
Teste de convergéneia ou Fracasso
Decide : f/l" fatorizacao
j2- refatorizacao

J

S 3= atualizagao da L

4- atualizagao da U
k\5— conservagao da fatorizagao

Se a decisac foi 1 ou 2, acha fatorizagéd Ul do ja-
cobianc. Se foi 3 ou 4, atualiza o fator correspon—
dente atraves da formula 4.1 ou 4.2.

acha &, M ped™hy , arf e lippdh |
k+«k+1

Atualiza as variaveis XMIN, FXMIN e NITMIN

Va para b.

ExplicagOes sobre cada passo :

a) InicializagOes

Entre outras variavelis, inicializa :
NFATLU=NTT=NTTMIN=0

XK=X

FXK=FXMIN=F (XK}

NORMFK=NORMIN= || FXX |

. "l

DIST=DISTFX * NORMIN



b}

pal

orde : | NIT = n? da iteragao { K )
NFATLU , NITMTN, X, NORMTN, FXMIN ~ Ver explicacao no apéndice
DISIFX - Ver Item c.

Impressao da iteracao

Imprime-se, & cada IMPR iteragoes, o numero da iteracdo, o tipo da ite
racao e a norma de F (XK). Se IMPR=0, nada € impresso.IMPR . & um pardme
tro de entrada, descritc no apendice.

¢) Teste de convergencia ou fracasso :

d)

Declara-se convergencia (CODIRR=0) quando :
HORMEK < EPSLON
o

NORMFK < \[FPSION' Kl < meston * (1 + Y x| )

N' e |}ax
Declara-se divergéncia ou fracasso (CODERR=5) quando NORMFK > DIST
0 programa tambam para (CODERR=4) se foi excedide o nimero maximo de
iteracoes {(NIT > NTTMAX). CODERR & um parametro de salda, descrito no
apendice. EPSION e NITTMAX sac parametros de entrada, tambem descritos
no apéndice.
Decisdo sobre a matriz By

Deperde dos parametros de entrada QUAL,FREQ e REFAT, exceto se NIT=Q,
neste caso a opcao e a fatorizagdo. Nas outras iteragoes, os seguintes
testes sao feitos :
Se MOD (UIIT,DIFAT)=0 , refatorizagao
Se MOD (NTT+L , RO =0, atualizagao da 1. (se (UAL=l ou se (UAL=3 ¢ a
Gltima atualizacao foi da U) ou da U (se
CUAL=2 ou se (UAL=3 e a ultima atualizagao
foi da T.).
Se nenhum dos testes foi satisfeito : conscrvagao da fatorizagao
No caso de atualizacao da L ou da U, pode acontecer um crescimento
excessivo de um dos elementos atualizados, ou a equacac da formula

1.3 nfo ficar satisfeita. Heste caso, havera uma refatorizagao.



e)

£} calcule diversos vetores

O calculo de DELTAX ( Axk ) se faz atraves do seguinte algoritmo:

~1

“

2) NORDX = | DELTAX!)

1) DELTAX = -1 FXK

3) Se NORMDX > DISTX entdo faga . DELTAX =

0 terceiro passo do algoritmo caracteriza o contrele do pa

1 oDy = DISTX

to atraves do pardametro de entrada DISTX.

Os outros calculos sao :
Je+1

K =X = XK + DELTAX
Acha F (¥K)

DELTAF = FXK ~ I (XK)
FXK = T (¥K)

NORFK = j| x|

g}
h} Atualizagoes

Se [|FXK|| < NORMIN entdo faga | NI = NIT

4 XMIN = XK

I

L ImaImy = FXX
-

22

, Tei-
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V. EXPERIENCIAS WUMERICAS E CONCIUSORS

V.l Experiencias realizadas

Foram testadas as duas fungoes utilizadas

en L3,6‘i , que sdo :
1 - fi (:{)r { 3—klxi)xi+l—xi_l—2xi+l ;  l<i<n
\I:

{B—klxi) xi-i-l-xi_ i=n

l !
L; (3K, )%, +12%

i+l »o =1
2-f.(x) = {k -k }{2) +1-k Z (x +x2) i=1
i - l 2 i Xi \..3 ) j j I — ,-.-,n
jEB,
i
onde Bi={il,...,i2}-{i} , sendo i1=max(l,i—rl) e iz=min(n,i+r2) . Os para-

metros ](l,}<2,}{3 variam para aumentar a ndo-linearidade do problema, en -~
guanto que r er, determinam a larqura da faixa da matriz jacobiano. O
chute inicial foi xi=-l , i=1,...,n. O criterio de convergéncia utilizado
foi “ F ”m<10"6 ( observe que nao foi incluido o sequndo teste de conver -
géncia, especificado no capitulo anterior). Foram rodados os 23 casos espe
cificados em [3,6] , e aqui reproduzidos na tabela I. Cbserve a existeéncia
de mais 3 casos, dois deles (24 e 25) se referindo d fungac 1, apenas vari
ando o tamanho do problema. O caso 26 sc refere a fungao abaixo :
3£, =%+ ] X, =N -1
JEN,

onde N, e um donjunto de Nl Indices entre 1 e n, e diferentes de i gerados
aleatoriamente para cada linha. Neste caso, © chute inicial foi Xi=0'5 '
i=l,...,n. O jacobiano inicial e de cada iteragac de refatorizagao foi o
analitico, fornecido pela rotina JACOB.

Na tabela II encontram—se os resultados das
rodadas, sendo que a colunafROYDIN ESPARSO ¢ DENNIS-MARWIL foram tiradas
de [6 ] . A colura NEWION endica o metodo de Newton, cque se obtém fazendo



REFAT=1 ; a coluna NEWION C/ REF. indica o método de Newton com refina -
mentos, que se obtén fazendo REFAT== ¢ FRLO=~ ; a coluna MDA S0 L indi-
ca o método de Dennis-Marwil modificado (férmula 4.1), cue se obtém fazen
do QUATL~=], FREQ=1 e RIFAT= « ; a coluna MUDA SO U indica o primeiro algo
ritmo proposto {(formula 4.2), que se obten fazerxdo QUAL=2 e FREQ e REFAT
iguais ao caso anterior ; a coluna MUDA L E U indica ¢ sequndo algoritmo
proposto, que e cbtido fazendo (WAL=3 e FREQ) e REFAT iguais a0 caso ante-
rior.

Os casos assinalados com * foram aqueles
que nao convergiram.

Por ndo se dispor de uma rotina de pré-as-
sinalamento de pivos, adotou—-se P(I)=I e Q(I)=I (matrizes de permutacao
iguais a identidade).

As colunas NIT,NFATLU,MUTTLL,MUTTID o
BE indicam o mumero de iteragoes, numero de fatorizacOes IU, nimero de
elementos diferentes de zero na L e na U no pior caso (soma maxima) e o
valor do parametro de entrada BME, respectivamente. Im nenhum dos casos
rodados houve controle do passo e o valor do parametro TOLPIV foi 40—3.
Finalmente, o valor do parametro DISTFX foi 10>, Houve permutacgoes  de
colunas apenas no caso 26 e as refatorizagoes foram devidas a crescimen-
to excessive da L ou da U,

¢ programa teve quatro versdes. A versao
zero equivale ac primeiro programa desenvolvido. As versoes seguintes apa
receram devido 3 necessidade de dimimuir o tempo de CPU no caso 25, prin-
cipalmente, que demorava mais de 27 minutos de CPU para executar, quando
se utilizava © sequnlc algoritmo proposto. A partir deste momento, ficou
clare que um programa para problemas de grande porte nao poderia ser co -
dificado como se fosse um programa comum. Na versao zero, um vetor auxili-
ar era zerado a cada vez que se chamava a rotina JACOB, O que equivale a
ter um codigo do tipe abaixo ( considerando o caso 25)
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DO 10 I=1,6000
X0 10 J=1,6000
10 a(J)=0

Este conjunto de instrugoes leva 4 minu-

tos de CPU para executar. No caso de se rodar o metodo de Newton, isto
seria executado 4 vezes, o que daria 16 minutos sG para zerar um vetor.
Comc este vetor cera utilizado para armazenar uma linha do jacobiano, nas
versoes posteriores, o vetor era zerado um: vez a cada deoc:mposigﬁo 10,
a partir dal, apenas as posigoes preenchidas eram zeradas quando nao eram
mais necessarias. Algqumas outras melhorias foram incorporadas, o que levou
a uma economia de 7 minutos de C1A no caso da utilizacao do sequndo méto-
do proposto, cawo pode ser visto na tabela ITI.

. Nas versoes zero e um, o teste para escolher
o elemento pivo era feito an todos os elementos da linha. Nas versoes pos—
teriores, o teste fol feito apenas para os elementos contidos entre o pri-
meiros e tltime diferente de zero da linha., Outra melhoria feita simulta -
neamente foi a climinacao da chamada das rotinas que realizam permutagoes
no caso em que estas ndo acontecem, ou scja, no caso em que P (I)=I o
R{I}=I. Na ultima versdo outras melhorias foram feitas, o que levou a um

tempo f£inal de 7 minutos de CPU, uma economia de 75%.

V.2 Conclusoas

Cano paxde ser visto na tabela III, o método
de Newton foi o mais demorado de todos. Cano pode ser visto na tabela IT ,
o método de Broyden esparso levaria mais tempo ainda, pois também envolve
uma decamposigao LU a cada iteragao e, nos casos rodados, o calculo do ja-
cobiano & barato de se calcular. Resta-nos analisar os cutros métodos.Os mé
todos DENNIS-MARWIL, MUDA SO L e MUDA SO U sao praticamente iguais {nos ca-
sos rodados), com ligeira vantagem para MUDA 30 U, que sempre ganha ou em-
pata can os outros dois, excete no caso %, em que a L tem mais elementos
diferentes de zero que a U.

0 metodo MUDA L E U pareceu o mais instavel

de todos, mas @ o que ganha na maior parte dos casos, © que leva a crer que
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o desenvolvimento de um critério mais barato para se escolher entre midar
a LouaUnnmacerta iteracido deve campensar,

0 metoxdo de Newton com refinamento levou um
tempo de excugao parccido com os 4 Ultimos citados anteriormente, mas falhou

no caso 26, exatamente por nrao prever refatorizag@o nas primeiras iteracoes.
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"SNLESP"

(Subrotina; Fortran—10)

1.~Proposito

Resolver um sistema nao linear de equacOes algébricas :

fl {Xl,...,xn) =0

fn(Xl, - .,Xn) = 0
de preferencia com jacobiano esparso.
Utiliza-se métodos Quase-Newton com atualizagOes espar-
sas. De acordo com os parametros QUAL, FRIX) o REFAT, pode-se utilizar o
metodo de Newton, o metodo de Wewton com refinamento, o metodo de Dennis
& Marwil (ligeiramente modificado) ou um dos métodos intreduzidos por Lo-
pes, atraves dos pardmetros acima. Pode-se utilizar tambem uma camnbinagao

destes metodos dando a estes parametros valores apropriades ( ver Item 5).

2 .~Parametros

O comaydo de chamada de SHLESP deve ser do sequinte tipo:

CALL SNLEGPE (N, 10R, DISTT, DISTEY, FPSLGH IO IV,
* TOLABS,H4E,NTU 7, IMPR, SATDA, QUAL, FREQ, REFAT,
* P,Q,T,JACOR, X, TRAD, TUMIN, NIT, NITMIN, MUTITY, ’
* MUTTIIU, NEATLL , COUERR)
orde

N - Nimero de fungoes e de variaveis do sistema
MEMCR - Dimensac do vetor TRAB. Deve ser pelo menos 8N + 2 (WL + NU) + 1,
orde NL{IUJ) = N® estimado de clamnentos diferentes de zero da L{U),
incluirde a diagonal.



DISTX

DISTEX

EPSLON

TOLPIV

NTTHRX -

IMPR

QUAL

FREQ)
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Limite superior estimativo para a distancia entre o ponto inici-
al e a solugao ( norma suprema da diferenca dos dois pontos).
Serve para a realizacao de controle do passo. Ver referéncia no
item 4.

Limite superior para a raz3o entre as normas de F{x' ~ ) e

F(x’). Serve para determinacio de divergéncia. Ver referéncia no
Jtem 4.

Precisac desejada na solucao. O programa declararad convergencia
quando a norma suprema de F(x) for menor do que EPSION ou quarxo,
simultaneamente, a norma supranz de F(x) for menor que Vepsron! e

K acrescida de um for

a razao entre as normas supremas de Ax" e x
menor que EPSION. Ver referéncia no itan 4.
Tolerancia relativa de pivd, utilizada durante a decomposicao LU
do jacobiano. Ver referéncia no Item 4.

Tolerdncia absoluto de pivd, utilizada durante a decomposicdo IU
do jacobiano. Ver referéncia no item 4.

Crescimento relativo maximo de cada elemento da L ou da U, duran
te uma atualizagao da fatorizacno Jdo jacobiano.
Himero maximo de iteragdes permitido.

Pardmetro de controle de impress3o : se =0 , nao imprime nada ;

se #0, imprime a norma de Flx,) e diagndstico de cada iteragao
miltipla de | IMPR| .

Unidade de saida para impressao dos diagndsticos.

Controle de atualizac@o da fatorizagdo da aproximagac do jacobia
no. Se =1, atualiza €6 a L ; se =2, atualiza so a U ; se =3, atu
aliza ambas, alternadamente.

Frequéncia de atualizagao da fatorizagac. Atualiza a fatorizagao
nas iteragoes miltiplas de FREQ. O fator a ser atualizado depen—
de do parametro QUAL.O parimetro REFAT tem prioridade sobre o pa-
rametyo FREQ.
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REFAT - Frequéncia de refatorizagdo. Se MOD (K+1,REBFAT)=0, entdo a fato-
rizagac anterior € esquecida e realiza-se nova decamposicdo LU
do jacobiano, antes de se calcular M.
P ~ Vetor especificando a matriz de permutagac das linhas do jacobi-
anc. Ver referencia no item 4.
Q -~ Vetor especificando a matriz de permutagao das colunas do Jjaco-
biano. Ver referéncia no Item 4.
F ~ Subrotina externa fornecida pelo usuvario, utilizada para calcu -
lar ¥ (x).
JACOE - Subrotina externa fornecida pelo usuirio, utilizada para calcu -
lar uma linha da matriz F'(x).
X - Ponto inicial (na entrada) e melhor aproximacac cobtida pelo algo
ritmo (na saida).
TRAR ~ Vetor de trabalho de dimensac MEMOR.
FXMIN - Contém os valores de F{X), onde X & a melhor aproximacao obtida
pelo algoritmo.,
NIT - NMimero de iteracOes realizadas.
NTIMIN - Numero da iteracao onde se conseguiu a melhor aproximagao da solu
Gao.
MUTTLL — Nimero de elementos armazenados na L.
MUTTIU ~ Nimerc de elementos armazenados na U.
NFATLU - Nimero de fatorizagoes LU realizadas.
CODFRR — Codigo de erro :
0 - significa convergencia
+ indica erro nos parametros
-+ indica singularidade no jacobiano

1

2

3 » faltou memOria ~ aumentar MEMOR

4 + excedeu o n@ maximo de iteragoes NITHMAX
5

-+ significa divergéncia
Parametros rotinas — F , JACOB

Pardmetros inteiros ~ N,MEMOR,NTTMAX, TMPR, SATDA, (UAL, FREQ, REFAT, P, O, NIT,
NTTMIN,MUTTLL, MUTTIL , HEATLU , CODERR



Pardmetros reais ~ DISTX,DISTFX,EPSLON,TOLPIV,TOLABS, FME, TRAR  F3MIN, X
Parametros de entrada - N, ... , JACOB

Pardmetros de saida — FXMIN,NTT, NITMIN,MUTILL,MUTIIU, NFATLU , CODERR
Parametros de entrada e saida - X

Parametros de trabalho ~ TRAB

Dimensces de parametros vetores — P{N),Q(N) ,X () ,TRAB (MEMOR) ,FXMIN (N)

3.-Subrotinas providas pelo usuario

A primeira subrotina & aquela especificada pelo para-
metro ¥ , e tem como objetive calcular as componentes fi(x) , para um
ponto dado. Sua forma deve ser :

SUBROUTTNE F (M, X, FX)
DIMENSION X (N} ,FX(N)

RETURN
END
Ela sera chamada em SNLESP que, portanto, fornecera
seus parametros de entrada N e X. Deve ser programada de tal maneira
que a componente fi (x) seja colocada na posigao FX(I).
A sequnda subrotina especificada pelo parametro JACOB,
tenm como objetivo calcular uma linha da matriz jacobiana mun ponto X
dado. Sua forma deve ser :
SUBROUTINE JACOR (N, LINHRA, X, VALORS, COLS , HELEM)

INTEGER COLS (N)
REAL X (N) ,VALORS (N}

a0 .

RETURN

onde :

32
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N - Dimensac do sistema
LINHA - N@ da linha (equacao) do jacobiano desejada
X ~ Ponbo dado
VALCRS - Valores do jacobiano calculados nesta equagac. Devem ser colo-
cados apenas aqueles cm que fi(xj) deparda de xj (i=LINHA)} , ou

seja, apenas as posicoes que possam assumir valores nao nulos
para alqum ponto X dado. Estes valores formecidos devem estar
compactados dentro do vetor VALORS, cm ordem crescente de colu
na.

COLS - Indices das variaveis (colunas) dos valores de VALORS.

NELEM — N@ de elementos preenchidos em VAIORS ou COLS.

l

Exemplo
Seja o sistema (n>l) : fi{x)

1

(3—0.5xi)xi—xi_l~2xi+l+l para l<i<n

I

(3&0.5xi)xi—xiﬁl+l para i=n

= (B“O.Sxi)xi~2xi+l+l para i=l

neste caso o jacohiano {para n=3) fica: 3-x1 -2 0
-1 3-x2 -2
0 ~L 3—x3

4

as posicdes (i,j) para j»i+l e j<i~l serao sempre nulas.

Neste caso as subrotinas I' e JACOB serao :

SUBROUTINE F{N, X, ¥}

DIMENSION X (N) ,FX (N)

DO 10 I=1,N
FX(I) = (3. — X(I)*0.5)*X(I) + 1.0
I (I.NE.N) FX(I) FX(I) - 2. * X{I+1)
IF (I.NE.1}) FX(I) FX{I) — X(I-1)

10 CONTINUE
RETURN
END

]

Il
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SUBROUTINE JACOB (N, LINHA, X, VALORS,COLS , NELEM)
INTEGER CCLS (N),C(3)

REAL X (N) ,VALORS (N) ,D(3)

paTA D /-1, , 0. , 2. /

D{2) = 3. — X(LINHA)
C(l) = LINHA - 1
C(2} = LINHA

C(3) = LINHA + 1
NELEM = 0

DO 10 K=1,3

IF (LINHA. BQ. 1.AND . K.EQ. 1. OR. LINHA.EQ.N.AND . K.EQ. 3} GUIU 10
NELFM = NELEM + 1
COLS (NETEM) = C (K)
VALORS (NELEM) = 1) (K)
10  CONTINUE

RETURN
END
4.-Origem
Ver
T.L.lopes - "Algoritmos para resolugao de sistemas nao lineares

esparsos " — Tese de Mestrade - DMEOC - UNICAMP
Orientador : J. M. Martinez

5.-Altermativas de metodos

S3o fornecidos alqumas combinacces dos parametros QUAL,
FREQ e REFAT e o método utilizado pelo programa em cada caso:



QJAIJ E’Rm_ pr— IWAT Bl ottty £‘IE—::[¥9!)'Q._\___:'_T':;‘
qualquer | qualquer L Nesvton
qualquer o e Newton ¢/ refina/ | - (p~l) subitera
S ] coes
L 1 o Dennis & Marwil
(modificado)
2 1 o Lopes (mula s a U)
1 o Iopes(mxa L e U,
alternada/)
1 1 P Dennis & Marwil cam
refatorizagoes a
cada p iteragoes

6.~Tamanho do programa

As rotinas utilizadas somam ?Clci linhas FORTRAN, das quais
49} s30 comentirios. Ocupam 15K de memdria no PDP-10 da UNICAMP, sem con-—
tar as dimensoes de P,Q,X,FXMIN e TRAB.

7. .~Precisao

Simples.

8.-Acesso 4 subrotina SNLESP

0O codigo FCRTRAN da SNLESP e das rotinas por ela utiliza-
das estdo gravadas na fita MA127. Para joga~las na sua area, oS usuarios do
PDP-10 da UNICAMP devem dar © seguinte comando :

FILE R MALl27 SNLESP.FCOR 4
Este comando ordena ao operador que monte a fita MA127 e jogue ¢ arquivo
SNLESP.FOR na area do usuario. Assim que este arquivo apareca no diretério,
o usuario pode dar o comando abaixo, para executar seu programa principal
que esta gravado no arquivo PRINC.FOR, por exemplo :

EXEC/F10 PRINC.FOR, SNLESP . FOR
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Usuarios externos a UNICAMP podem se comunicar com os
responsaveis no enderego :
Laboratorio de Matematica Aplicada
IMECC - UNICAMD
Ccp 1170
13100 CAMPINAS SP
BRASTI,

9.-Examplo de programa principal

Seja o sistema especificado no item 3, para n=10. As sub-—
rotinas F e JACOB serdo as mesmas descritas no item 3. Supondo-se
xg=(~1rseep=1) , EPSIONS10C , QUAL=3 , FRIO=1 e REFAT=1000 (étodo de
Lopes, mudardo a L e a U, alternadamente). Entac, o programa principal po-—

deria ser :
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TEXC
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10.-Data

13 de maioc de 1982~

HeotaXeXeX KX,
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