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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é fornecer condicoes para garantirmos a
existéncia dos expoentes de Lyapunov. Inicialmente, introduzimos o conceito de
expoente de Lyapunov associado a sistemas de equagoes diferenciais lineares nao-
autonomas e discutimos algumas propriedades que surgem com a introducao deste
conceito. Em seguida, damos duas versoes para a demonstracao do Teorema Ergddico
Multiplicativo de Oseledec para fluxos em tempo discreto associados a cociclos defi-
nidos sobre fibrados vetoriais triviais. A partir disto, estendemos este teorema para
sistemas em tempo continuo, usando a extensao do Teorema Ergddico Subaditivo de
Kingman. Finalmente, apresentamos uma nocao de fluxos em fibrados mais gerais
do que fibrados triviais e obtemos, sob determinadas condig¢oes, um caso particular

do Teorema de Oseledec em cada fibra de um fibrado vetorial nao-trivial.
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Abstract

The main result of this work provides conditions to assure the existence of Lyapunov
exponents. First of all, we introduce the concept of Lyapunov exponents associated
to nonautonomous linear differential equations and we discuss some properties which
appear with the introduction of this concept. We give two versions for the proof
of Oseledec’s Multiplicative Ergodic Theorem for discrete time flows associated to
cocycles which are defined in trivial vector bundles. From this, we extend this
theorem for continuos time systems, using an extension of Kingman’s Subadditive
Ergodic Theorem. Finally, we present a notion of flows in fiber bundles more general
than the trivial vector bundles and we obtain, given some conditions, a particular

case of the Oseledec’s Theorem in each fiber of a non trivial vector bundle.
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Introducao

Seja o sistema
ir = f(xr), (1)
onde f é um campo nao-linear de vetores com uma singularidade em xg, isto é,
f(xg) = 0. Dessa forma, podemos olhar tal sistema como uma “pequena pertubacao”
do sistema linearizado #; = Ax;, A = %(mo), em uma vizinhanca de xy. Sabemos
que a dinamica desse tipo de sistema é completamente descrita pela teoria espectral
de A. Ou seja, com isso podemos determinar localmente a dinamica do sistema (1).
A teoria de estabilidade desenvolvida por A. M. Lyapunov em sua monogra-
fia “Probleme général de la stabilité du movement” em 1892 permitia, sob certas
condigoes, adotar o mesmo procedimento para sistemas nao-autonomos. De fato,

Lyapunov afirma no referido texto que para sistemas lineares nao-autonomos
(ft = A(t)xt, (2)
a solucao trivial é assintoticamente estavel, caso os niimeros reais dados por

1
A(z) = lim sup n log || ®(t)z ||,

t—00
sejam todos negativos, onde ®(t) é a matriz fundamental para o sistema (2) e x é
um vetor nao-nulo. Os numeros reais A\(x) sao chamados de ezpoentes de Lyapunov.

O Teorema Ergddico Multiplicativo, provado por V. I. Oseledec em 1968, afirma

que para uma classe importante de sistemas lineares nao-autonomos da forma

Ty = A(Ttw)xt,



2 Introdugao

os expoentes de Lyapunov para tal sistema existem como limites quase sempre, onde
para cada t, 7 é uma transformacao mensurdvel, em um espaco de probabilidade,
que preserva medida. Este resultado marca o inicio da teoria moderna dos expoentes
de Lyapunov.

Uma aplicagao de significativa relevancia do Teorema Ergdédico Multiplicativo
obtém-se quando dados uma variedade diferenciavel compacta de dimensao d e ¢y,
t € R, um fluxo em M, consideramos a seguinte aplicacao natural no fibrado tan-
gente

(x,v) € TM — dp(z,v) = (i), (dpy).v) € TM.

A aplicagao dada acima é um fluxo sobre o fibrado tangente. Dessa forma, é natural
questionarmos de que forma se comporta a 6rbita de um ponto (x,v) € T'M quando

iterarmos dp;. Ou seja, basta analisarmos quando o limite

o1

existe. Isto é solucionado pelo Teorema de Oseledec. Para a existéncia deste limi-
te precisaremos garantir apenas que o fluxo na base do fibrado tangente preserve
alguma medida.

Desde a demonstragao dada por Oseledec houve vérias tentativas para encontrar
provas alternativas deste teorema. Nesta dissertacao, veremos duas provas distintas
do Teorema de Oseledec. A primeira sera dada no Capitulo 3 e seguiremos a idéia
da demonstragdo dada por Ruelle e Arnold em [18] e [1], respectivamente. Tal
demonstracao usa a decomposi¢ao polar de matrizes juntamente com o Teorema
Ergédico Subaditivo de Kingman. Ja a segunda prova dada no Capitulo 4, na qual
seguiremos o modelo dado por Walters em [20], estuda a acao do cociclo linear no
espaco projetivo.

As provas do Teorema de Oseledec dadas nos Capitulos 3 e 4 sao para sistemas
em tempo discreto. No Capitulo 5, estenderemos o Teorema Ergdodico Multiplicativo
para sistemas em tempo continuo.

No Capitulo 6, estudaremos fluxos em fibrados mais gerais do que fibrados ve-

toriais triviais e veremos, a partir de um exemplo, um caso particular do Teorema
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de Oseledec para fibrados vetoriais nao triviais, onde obteremos a decomposicao de
cada fibra do fibrado.

O Capitulo 1 tera como principal objetivo fornecer-nos as ferramentas basicas da
Teoria Ergodica para o desenvolvimento desta dissertacao. Particularmente, veremos
neste capitulo o Teorema Ergddico de Birkhoff, que se reduz ao caso unidimensional

do Teorema de Oseledec.



Capitulo 1
Teoria Ergddica

Sejam (M,X, ) um espago de medida e 7 : M — M uma transformacao
mensurdvel. Temos que 7,1 é uma medida em 3 dada por T, u(E) = u(t71(E)), E €
Y. Dizemos que T preserva medida se T.p = p, isto é, u(77(E)) = u(F), para todo
E € ¥. A Teoria Ergddica trata principalmente da dinamica das transformacoes que
preservam medida. O objetivo deste capitulo ¢ introduzir alguns objetos e resultados

da citada teoria que serao de muita utilidade nesta dissertacao.

1.1 Transformacoes que preservam medida

Definicao 1.1.1 Seja 7 uma transformacao mensurdvel que preserva medida. Di-
zemos que o subconjunto mensurdvel E C M ¢é invariante (ou T-invariante) se
7 YE) = E qtp. Analogamente, dizemos que a fungdo mensurdvel f : M — R €

invariante (ou T-invariante) se f(tx) = f(x) para qtp x € M.
Lema 1.1.1 Se uy(M) < oo e 7(E) C E, entio 7' (E) = E qtp.

Demonstragao: De fato, observemos que u(E U (771(E) \ E)) = p(t7(E)), pois
E ¢ +(r(E)) € m\(E). Entdo, u(E) + p(r(E) \ E)) = u(r~(F))
como p(E) < oo, temos que u(771(E) \ E) = 0. Portanto, 77 }(F
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Notemos que para espacos com medida finita, a nocao intuitiva que temos de
invariancia de um conjunto por uma transformagao 7 (isto é, 7(F) C E) coincide
com a definigdo dada. J& se u(M) = oo entdo 7(E) C E pode nao significar
invariancia. De fato, seja M = Z com a medida de contagem, ou seja, a medida de
um conjunto é igual a sua cardinalidade. Consideremos a transformacao 7:7Z — Z
dada por 7z = x + 1. Temos que 7(N) = {1,2,...} C N. Entretanto, u(N\ 7(N)) =

p({0}) = 1.

Definicao 1.1.2 Dizemos que a transformac¢ao mensurdvel T : M — M que pre-
serva medida € ergodica se os unicos conjuntos invariantes sao os triviais, isto €, se

E C M mensurdvel € invariante entao
wW(E) =0 ou pu(M\ E)=0.

A proposicao seguinte nos fornece uma importante caracterizagao para a ergodi-

cidade de uma transformacao definida em um espaco de probabilidade.

Proposicao 1.1.1 Seja (M, %, ) um espago de probabilidade e T : M — M uma
transformacao mensurdvel que preserva medida. Entdo T € ergodica se, e somente

se, toda funcao mensurdvel f: M — R, T-invariante, € constante qtp.

Demonstragao: Suponha que 7 é ergddica e seja f : M — R mensuravel 7-

invariante. Definamos
X(k,n)={ze M : k/2" < f(z) < (k+1)/2"},

k € Z e n € N. Haja vista que f é uma funcao mensuravel 7-invariante, temos que
X (k,n) é um conjunto mensurédvel T-invariante para todo k € Z e n € N. Pela ergo-

dicidade de 7, u(X (k,n)) = 0 ou 1. Seja n € N fixo. Notemos que M = U X(k,n).

kez
Ainda convém observarmos que tal uniao é disjunta; logo, para cada n existe um

tnico k(n) de tal modo que pu(X(k(n),n)) = 1. Consideremos X = ﬂ X(k(n),n).
n=1

Entao, u(X) =1 e f é constante em X.
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Reciprocamente, seja E' € ¥, T-invariante. Logo, a funcao caracteristica yg é men-
surdvel e T-invariante. Logo, xg é constante qtp, ou seja, u(E) = [ xgdp = 0 ou
1. ]

Podemos observar que, ainda nos casos de espacos com medida finita, a ergodici-
dade de 7 é equivalente a dizermos que toda funcao 7-invariante em LP(M), p > 1,

é constante em quase todo ponto.

1.1.1 Medidas Invariantes

Sejam M um conjunto e ¥ uma o-algebra de subconjuntos de M. Considere
M(M,X) o conjunto formado por todas as medidas com sinal definidas sobre X.
Esse conjunto se torna um espaco vetorial quando provido das operagoes de soma e
produto por nimeros reais definidas de maneira natural.

Seja 7 : M — M uma transformagao mensuravel. Definimos M, (M,¥) como
sendo o conjunto das probabilidades 7-invariantes definidas sobre X.. E facil ver que
M (M, %) é um subconjunto convexo de M (M, ).

s

Definigao 1.1.3 Dizemos que p é uma medida T-ergddica se p € M.(M,%) et é

uma transformacgao ergédica de (M, %, ).

A proposicao que veremos a seguir caracteriza as medidas ergddicas de 7 como
os pontos extremais do convexo M., (M,X). Dizemos que os pontos extremais de
um convexo C' em um espago vetorial £ sao os pontos x € C' que nao podem ser

escritos como x = Ay + (1 = Nz, y,2€ C,y# 2, 0 < A < 1.

Proposicao 1.1.2 € M. (M,Y) ¢ ergddica se, e somente se, u € ponto extremal
de M.(M,%).

Demonstragao: Suponhamos que p € M, (M,¥) é ergddica e que

o= A+ (1= A)pa,
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com pig, pro € M (M,¥) e 0 < A < 1. Observemos que p; < p, i = 1,2. Entao
i = i, i = 1,2. De fato, pelo Teorema de Radon-Nikodym (ver [17], Capitulo 11,
Teorema 23, pagina 238), existe uma unica fungao f : M — R tal que para todo
AeX

n(A) = /Afdui.

Notemos que f é uma funcao 7-invariante, pois

Jp— — -1 — Jp— 1) .
[ = =y = [ = [ gordn

e assim pela unicidade da f, temos que f = f o7 qtp. Dai, como 7 é ergddica,
f ¢ constante qtp. Logo, u; = p, ¢ = 1,2. Portanto, p é ponto extremal de de
M. (M, %).

Seja u € M, (M,Y) nao-ergddica. Entao, existe Ay € 3 T-invariante com 0 <

p(Ag) < 1. Definamos as seguintes medidas,

pr X — [0,1]
A — w(A) = (AN Ag)

/’LQ:E - [071]

A uz(A)IM(}qg)N(AﬂAS),

onde AS = M \ Ay. E facil ver que pq, i € M, (M,Y). Notemos que

= pu(Ao)p + pu(AG) 2.
Portanto, p nao ¢ ponto extremal de M, (M, Y). U
Pela proposi¢ao anterior, dado pu € M, (M,Y), temos que p é a combinagao

convexa de medidas ergddicas, visto que M, (M, 3) é um conjunto convexo. Dessa

forma, obtemos a decomposicdao ergodica de medidas invariantes.
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1.1.2 Recorréncia

Considere a seguinte equacao diferencial

&= f(z) (1.1)

definida em R”. Suponha que f € C! e que todas as suas solucoes estejam definidas

em R. Assim, temos um fluxo ¢y, t € R, associado a equagao (1.1). Além disso, con-

sideraremos f como um campo de divergéncia nulo, ou seja, V- f(z) = 8f (x) =
L
i=1

0, f = (f1,..., fn), para todo z. Quando isto ocorre, temos que o fluxo ¢y, t € R,
preserva a medida de Lebesgue (ver [14], Coroldrio, pagina 42).

Ainda vamos supor que tais equacgoes possuem uma integral primeira, ou seja,
uma funcao H : R" — R tal que H op; = H para todo t, o que equivale a dizermos
que H é constante sobre as solucoes da equacao diferencial. Sejam a,b € R, a < b,
tais que H'(a,b) ¢é limitado. Nessas condigoes, Poincaré mostrou que quase toda
solugao de (1.1) é recorrente, ou seja, dado € > 0 temos que para quase todo ponto
r € H'(a,b) existe uma sequéncia (¢;) de nimeros reais positivos com t; — oo e
tais que, para todo j,

o1, — 2| <e.

Este resultado decorre do Teorema de Recorréncia de Poincaré, que demonstraremos
a seguir, e foi o primeiro resultado da Teoria Ergddica. O principal interesse por este
resultado surge do fato que sistemas satisfazendo tais hipdteses retornam infinitas

vezes a configuracoes arbitrariamente proximas da inicial.

Teorema 1.1.1 Sejam (M,3, u) um espago de medida com pu(M) < +oo e T :
M — M uma transformag¢ao mensurdvel que preserva medida. Considere A € 3.

Entao, para quase todo ponto x € A, temos que T"x € A para infinitos n > 1.

Demonstragao: Seja C = {z € A: "z ¢ A, ¥Vn > 1}. Notemos que C € 3. De
fato, como A € X, segue que 77 "(A)¢ € X, para todo n > 1. Desse modo,

C=An (ﬁ T"(A)C> ex.

n=1
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Além disso, temos que C'N 77"(C) = (), para todo n > 1. De fato, suponha que
exista n > 1 tal que z € CN77"(C). Entao, 7"z € C' C A, contradizendo o fato de
que € C. Dessa forma, para todo n,m > 1, temos que 7~™(C) N7~ (™) (C) = ().
Logo, (77(C'))n>1 é uma sequéncia disjunta de conjuntos mensuraveis de modo que

pu(r7™(C)) = u(C), para todo n > 1, visto que 7 preserva medida. Assim,

S (O = pr () = p (U T”<0>> < (M) < +o0,

implicando que p(C') = 0. Entao, para todo z € A\ C, temos que existe n > 1 tal
que 7"z € A. Afirmamos que 7"x € A para infinitos n > 1. De fato, como 7 preserva
medida, temos que 7 preserva medida para todo & > 1. Dai, pelo que provamos an-
teriormente, temos que para cada k existe Cj, = {x cA:(th)"w ¢ A, Vn> 1} ey
com u(Cy) = 0 tal que para todo x € A\ Cy, existe n, > 1 tal que (%)™ € A.
Considere N = U Ci. Eclaro que N € X e pu(N) = 0. Assim, para todo z € A\ N,

k=1
temos que x € A\ Cj, para todo k, isto é, existe ny tal que (7%)" € A para todo k.

Portanto, para quase todo ponto x € A, 7"x € A para infinitos n > 1. Ll

Notemos que a situagao apresentada no inicio desta Se¢ao decorre do Teorema
anterior aplicado ao espago H~'(a,b) com medida de Lebesgue e a transformagao

gﬁt,t>0.

1.1.3 O Teorema de Birkhoff

No comeco do século passado, surgiu um problema matematico em diversas areas
que podemos descreveé-lo da seguinte forma:
“Dadas uma transformagao que preserva medida em um espago (M, 3, 1) e uma

funcao integravel f: M — R, sob quais condigoes o limite
1 n—1
lim — 7 (z
fim 3 (e

existe e € constante qtp?”
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Em 1931, Birkhoff provou a existéncia deste limite qtp em espacos de medida
finita, e mostrou ainda que a condi¢ao necessaria e suficiente para que tal limite seja
constante é que nao exista nenhum conjunto A € ¥, 7-invariante com 0 < p(A4) < 1,
ou seja, a transformagao 7 é ergddica.

A seguir segue o enunciado do Teorema Ergddico de Birkhoff.

Teorema 1.1.2 Sejam (M, %, 1) um espago de medida com p(M) < +oo e
7: M — M uma transformagdio mensurdvel que preserva medida. Se f € L*(M),

entao o limite
n—1

¢ integrdvel, T-invariante e € tal que

/A Fu = /A Fd,

para todo A € ¥ T-invariante.

Para demonstrarmos esse teorema precisaremos do lema abaixo, conhecido como

Teorema FErgodico Mazimal.

Lema 1.1.2 Seja f € L'(M) e definamos

E(f) = {x : supi(Tj(:L‘)) > 0}.

n>0 =0

Entao
/ fdu > 0.
E(f)
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Demonstragao: Seja

fn(x) = max {f(fv),f(ﬂf) +f(r(@)), -, Zf(Tj(x))} :

Observemos que E(f) = U {z : fu(x) > 0}. Logo, é suficiente provar que para todo
n=0

n>0

/ fdp > 0.
{z: fn(z)>0}

Observemos que para todo 0 < m < n

falz) > Zf(f”w)
foltz) + flz) > Zf(ﬂ':c)
J= . |
flra) + f(2) > max 37 f(r'x)
folmz) + f(x) = falz). (1.2)

Como f,(z) (x), segue da ultima desigualdade que f,(72) > 0. Definamos

> f
A = {zeM: f(x)>0}Nn{x e M: f,(rx) > 0},
B = {xeM: f(z)>0}n{zreM: f,(rx) =0}

E claro que {z € M : f,(z) > 0} = AU B. Assim,

/{x:fn<x>>0} fi = /Afd“J“/de“- (1.3)

Mas, por (1.2), temos que

[ sn= [ = [ govn (1.4)
Logo, de (1.3) e (1.4),

/ fduz/fdw/fndu—/fnwdu-
{z:fn(x)>0} B A A
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Afirmamos que se f,(z) > 0e f,(72) =0, entao f,(z) = f(x) > 0. De fato,

fre) = fulre) =0

NE

max
0<m<n < 0

<
Il

f(rittz)y = o0, (1.5)

NE

<.
Il
o

para todo 0 < m < n. Além disso, como f,(z) > 0, segue que existe 0 < m < n tal

que Zf(TjSC) > 0. Dessa forma, por (1.5), f.(z) = f(z) > 0. Entao,
=0

/ > / Fudi — / Frordu
{z:fn(z)>0} {z:fn(x)>0} A
_ / anTdu—/anTdu-
T Haz: fn(x)>0} A

Entretanto, 77! {z : f,(x) > 0} = {z: f, o7(z) > 0} 2 A4; logo,

/ anTd,uz/anTd,u.
Tz fn(x)>0} A

Dessa forma,

/ Fp >0,
{z: fn(x)>0}

como queriamos demonstrar. Ll

Corolério 1.1.1 Se A C E(f) € tal que A€ X e 771(A) = A, entao

/AfdMZO-

Demonstragao: Como 771(A) = A, temos que E(fxa) = A. Assim, pelo Lema

1.1.2,
OS/ foduz/foduz/fdu-
E(fxa) A A
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Agora estamos aptos para demonstrar o Teorema de Birkhoff.

Demonstragao: Se f € L'(M), definimos E (f) como sendo o conjunto dos z € M

tais que

lim sup ! Zf(TJ(x)) > .
=0

J

Analogamente, definimos E_ (f) como o conjunto dos z € M tais que

R B
hggolf ——] jgof(ﬂ(x)) < a.
Observemos que
E;(f) = Ey(f—a), (1.6)
E,(f) = EL(-]) (1.7)

Afirmamos que para f € L'(M) e a € R, temos que

/ fdu > ap(EX(f)). (18)
EL(f)

De fato, notemos que

/ fdp = / (f—a)du+/ adp
EX(f) EL(f) EL(f)

- /E+(f )(f—oz)du—i—ozu(E:{(f)). (1.9)

Assim, como 7Y (Ef (f—a)) C E(f—a) étalque 771 (Ef (f—a)) € X e Y ES (f—
a)) = Ef (f — a), temos pelo Coroldrio 1.1.1 que

| -aduzo

0 (f*a)

Dai, tiramos da equagao (1.9),

/ fdu > ap(EL(f)).
EL(f)
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Além disso, se A € 3 é tal que A C EF(f) e 7 1(A) = A, temos que
Afwzamm. (1.10)
De fato, pela desigualdade (1.8),
[ = [ padn= [ pradnz oz () = o),

visto que A = EF(fxa). Afirmamos ainda que se f € LY(M), A € ¥, é tal que
A C E5(f) esatisfaz 77'(A) = A, temos que

| sdu < uta) (1.11)

De fato, da igualdade (1.7), tiramos que A C Efﬁ(—f). Dessa forma, pela desigual-
dade (1.10),

/A (—F)dp = (~B)u(A).

isto é, / fdp < Bu(A). Notemos que, para o > 3, u(E; (f)NE; (f)) = 0. De fato,
A
tomando A = EF(f) N E;(f) nas desigualdades (1.10) e (1.11) temos que
s/f@sﬁM&-
A

Logo, se u(A) # 0 temos que a < 3. Portanto, p(A) = 0.

Finalmente, tomemos (a;,) uma sequéncia densa em R. Notemos que

U EL(HNnES ()

Qnp>0m

Como p(ES (f)NE (f)) =0, temos que p ( U EX (f)n onm(f)> = 0. Dal,

Qn>0m

para todo z ¢ ( U Er (f)NE, (f)), temos que
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Logo, existe o limite

1 n n—1
Jim g 2 () = fim O ()

para qtp x € M.

Provaremos agora a segunda parte do Teorema. Para mostrarmos que f é integravel,

notemos que
< im E J

onde garantimos a existéncia qtp do limite acima na primeira parte do Teorema.

Assim, pelo Lema de Fatou (ver [17], Teorema 8, pagina 83),
_ 1 n—1
[ 1 < timint S [ (70 d = [ fla
M n—oo 1 im0 /M M

onde usamos na ultima igualdade o fato de que / |f o 7l|dp = / |fldu, 7 > 1,
M M

visto que 7 preserva medida. Desse modo, f é integravel. Além disso, é claro que f
é t-invariante. Resta mostrarmos que [ fdu = fdu, para A € X T-invariante.
A

A
Seja, para cadan >1e k € Z,

Dm_{x LEE k*ﬂ.

n

Observemos que, para cada n € N, {D,},., forma uma particio de A. Ainda

temos que D, = E+/ (/)N Ej11y)n(f)- Assim, segue da desigualdade (1.10),

k
[ sz Suo,.
Dn,kz n

Logo, pela defini¢ao de D, ,

k+1 1
/ Fap < B2 (a@s—mmm+/ fdu
nk n D
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Somando sobre k, tem-se que, para todo n,

/fdp< /fcl

Fazendo n — oo, / fd,u < / fdu. Procedendo analogamente para —f, obtemos
A A

/A(/—vﬁduﬁ/A(—f)du;

como (—f) = —f, segue que / fdu > / fdu. Isso conclui a demonstragao. Ll
A A

Seja x4 a funcao caracteristica de um subconjunto mensuravel A C M. Defina-
mos

~ 1 )
fa(@):=lim —#{0<j<n-1:7z€ A}.
n—oo M

Pelo Teorema Ergédico de Birkhoff, f4 estd bem definida. Notemos que fA(x)
representa a média do niimero de vezes em que a érbita de x por 7 volta ao conjunto
A. Por esse motivo, é natural dizermos que a fungao f associada a f € L' é chamada
de média orbital de f.

Com o Teorema Ergddico de Birkhoff, garantimos a existéncia do limite dado
no inicio desta secao, entretanto, para assegurarmos que tal limite é constante pre-
cisaremos da ergodicidade da transformagao 7. Esse resultado segue facilmente da

segunda parte do Teorema de Birkhoff, como veremos a seguir.

Proposicao 1.1.3 Sejam (M, X, ) um espago de probabilidade e 7 : M — M
uma transformacao mensurdvel que preserva medida. As sequintes propriedades sao
equivalentes:

(1) T € ergddica;

i1) Se f € LY(M) é T-invariante, entio f = c qtp, onde ¢ € uma constante;

(
(1ii) Se f € LP(M) € T-invariante, entdo f = ¢ qtp, onde ¢ é uma constante;
n—1

(

iv) Para todo A, B € ¥ vale hm Zu "™ (A)N B) = u(A)u(B);

n—oo N,

(v) Para toda funcio f € L'(M), f = / fdu qtp, onde f(x) = lim — Zf (x
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Demonstragao: Por uma observacao feita logo apds a Proposicao 1.1.1 vimos que
(1) & (ii) e (i) < ().
(ii) = (v) : Pelo Teorema Ergédico de Birkhoff, temos que f € L! e é m-invariante.
Assim, f é constante. Portanto, f:/ fdu.
(v) = (iv) : Para todo A € X, temos qﬁ[e

lim — ZXA (') = falw) = /MxAdu = pu(A) qtp.

n—oo N

Assim, usando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos que para todo A, B €
2,

p(Au(B) = / (T}ggoanA (72 )XBdu
- 7}1:20”2/ Xalriaxsdy

(iv) = (i) : Seja A € ¥ conjunto T-invariante. Entao, por (iv),

pu(A)u(M\ A) = lim — Zu (AN (M A)) =0,
visto que 7 preserva medida. Logo, p(A) =0 ou 1. L]

Assim, podemos concluir que a média de uma funcao ao longo de uma trans-
formacao ergddica é a integral da funcao dada. Voltando ao caso em que f = x4,

A € X, temos que se a transformagao 7 é ergddica

fala) = /M vadp = u(A),

para qtp x € M. Ou seja, se 7 é ergddica entao a média do nimero de vezes que

7% (x) voltam a A é igual ao “tamanho” de A.
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O corolério seguinte sera de muita utilidade na demonstracao do Teorema Ergddico
Multiplicativo (Teorema 3.2.2).

Corolario 1.1.2 Sob as mesmas condigcoes do Teorema Ergddico de Birkhoff, temos
que

1
lim —f(7" 'z) =0

n—oo M

para qtp x € M.

Demonstracao: Observemos que

n—1

for=f+) (for—f)or

1=0

Como f € L', é claro que for — f € L'. Entao, pelo Teorema Ergédico de Birkhoff,

o limite
1= 1
lim E;UOT —Hr'e) = lim ~f(r"z)
.1 1
= lim —f(7" '2) (1.12)
n—oo N

existe para qtp x € M. Resta mostrarmos que o limite (1.12) é zero para qtp x € M.
Seja
1
Q= {I €M : lim —f(r" 'z) # 0}.
n—oo N

E claro que Q € X. Além disso, Q) é T-invariante. Notemos que = € () se, e somente
se, existe € > 0 tal que, para todo n > 0, |f(7"'z)| > en. Como (2 é T-invariante,
temos que essa afirmacao é equivalente a dizermos que |f(z)| > en para todo n > 0.

Assim, podemos escrever
o
Q=[]
n=0

onde
Q,:={zreM:|f(x) >en}.



20 Capitulo 1 - Teoria Ergddica

Assim, como Q,,11 C Q,, para todo n, e u(M) < oo, temos que

p() = lim () =0,

n—od

visto que f € L. O



Capitulo 2
Expoentes de Lyapunov

Seja
iy = f(x4) (2.1)

um sistema nao-linear auténomo, onde f : @ — R? é um campo de vetores de
classe C!, Q C R? aberto, e possui uma singularidade em zy € R?, f(xq) = 0.

O sistema (2.1) pode ser escrito como um sistema quase-linear da forma
jft = Al’t + g(.Tt),

onde A = a—(xo). A dinamica de tal sistema em uma vizinhanga de xy é completa-
x
mente determinada pela dinamica do sistema linear autonomo #; = Ax;, estabelecida

pelos autovalores de A. Ja no caso de sistemas lineares nao-auténomos
.Z.Ut = A(t).rt,

estudar os autovalores de A(t) nao nos fornecerd informagoes acerca das propriedades
assintoticas das solugoes. Precisaremos, entao, encontrar uma formulagao dinamica
da teoria espectral de A : R — M (R), isto é, uma formulagao que descreva os
objetos espectrais em termos do comportamento assintético das solucoes. Para isso,

definiremos na préxima secao os expoentes de Lyapunov.

21
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2.1 Definicao e Propriedades

Antes de definirmos o objeto principal desta se¢ao, provaremos um resultado que

sera muito tutil ao longo deste capitulo.

Lema 2.1.1 Sejam T =R* ou N, f: T — R?, e definamos

A(f) = limsup ~ log || f(£)]| € RU {—00, 00}

t—o0 t
o indice de Lyapunov de f, onde || - || € uma norma em RY. Entao:
i) Se f € uma funcgdo constante nao-nula, entao \(f) = 0 (definamos A(0) = —o0);

it) Maf) = A(f), para todo o € R\ {0};
i11) M f 4+ g) <max{\(f),\(g)} com igualdade se \(f) # A(g);

(
(
(
(iv) Se T =N, entao

A( f(k)) <SAf) se A(f) 20,

k=

A(if(k)) <A(f) se A(f) <.

Demonstragao: As afirmacoes (7) e (i) seguem diretamente da definigao de A(f).

Para mostrarmos o item (iii), observemos que

Hogll(F +)®l < 1 Toa(llF(0) + la(e)])

< log2max{| /)] (1]}

< timsupmax {  log 7). 7 1og l9(8)] | = max{A(7), Ao}

t—o00

logo, A(f + g) < max{A(f),A(g)}. Agora, suponhamos, sem perda de generalidade,
que A(f) > A(g). Entao,

AMf +g) Smax{A(f),A(g)} = A(f) = AMf — g+ g) <max{A(f +g),\(9)}-
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Caso max{A(f+g),A(g)} = A(g), obteriamos A(f) < A(g) na desigualdade anterior,
contradizendo que A(f) > A(g). Dessa forma, max{A(f + g),A\(g9)} = A\(f +g), e
assim, A(f + g) = A(f).

No item (iv), tem-se que

> f(k)

1
—log
n

< “log > I ()
k=0

< %log(wmax{\lf(o)llww||f(n)\|})

< limsup — ! logmax{|’f(0)H> o @}

n—oo

Como A(f) > 0, temos que para n suficientemente grande

max {[|f(O) [}, [F(R)I[} = [lf(n)]].

Entdo, A (Z f(k)) < limsup - ~log [|f(n)ll = A(f).

k=0 n—oo

Entretanto, se A(f) < 0 ent@o

A <§: f(k:)) = lim sup -~ log
k=n

n—oo

< limsup — logz Il f(k

n—oo

Zf

Visto que A(f) < 0, podemos ver a expressao Z || f(k)|| como uma progressao
k=n
geométrica de razao e’V ou seja,

> = x5

onde K(n) é uma fungdo polinomial, indicando o erro obtido nessa aproximagao.

Assim, como
, 1 K(n)
lim sup = log 737

=0,

obtemos o resultado desejado. Ll
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E interessante observar que o indice de Lyapunov nao depende da norma tomada
em R?. De fato, sejam || - ||; e || - || normas em R?. Como todas as normas em R?

sao equivalentes, temos que existem a,b € R positivos tais que

all f(®)ll2 < 1A @)l < OILF(#)l2-

1 1
Desse modo, concluimos que lim sup n log || f(t)]|1 = limsup — log || f (%)=

t—o00 t—o0 t

Definigao 2.1.1 O expoente de Lyapunov (em tempo positivo) de uma solugdo

O(t)z de um sistema linear nao-auténomo

{ iy = Alt)z,

To =T

¢ definido como sendo o indice de Lyapunov de ®(t)x, ou seja,

A (z) = Mz) = litmfup % log || ®(t)x].
Para t <0, definimos o expoente de Lyapunov (em tempo negativo) de ®(t)x como
sendo o indice de Lyapunov de ®(—t)z,
A (x) = liin sup % log [|@(—t)z| = litm sup % log || ®(t)x]|.

Suponha que A(t) é limitada. Entao, pelo Lema 2.1.1, \() satisfaz as seguintes
propriedades:
(i) Mx) € RU{—o0}, para todo z € R%, e A\(0) = —o0;
(ii) Max) = X(z), para todo z € R? e o € R\ {0};
(171) Mz +y) < max{A(z), A(y)} com igualdade se A(z) # \(y).

Obviamente, A~ () também satisfaz tais propriedades.

Dizemos que uma aplicacao A : R — R U {—oo} satisfazendo as propriedades
acima é chamada de expoente caracteristico.

O lema a seguir fornece-nos uma importante informagao acerca das propriedades

da funcao \.
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Lema 2.1.2 Sejam xy,...,z, € R\ {0} tais que \(x1),..., \(xy,) sdo distintos.

Entao, os vetores x4, ...,x, sao linearmente independentes.

Demonstracgao: Suponha que os vetores x1,...,z,, sejam linearmente dependen-

tes, ou seja, existem constantes reais aq, ..., a,,, nao todas nulas, tais que
a1z + -+ agpx, = 0.
Assim, pelo Lema 2.1.1,
—00 = A(0) = Magzy + -+ - + ap@y) = max{\(x1),..., AN(zm)} # —o0,

visto que A(z1),. .., A(z;,) sdo todos distintos. Portanto, os vetores xy, ..., x,, sdo

linearmente independentes. L]

Assim, A pode assumir no maximo d valores para z # 0. Seja s < d o nimero

de valores que a fungao A assume. Sejam
—00 <Ay < Ag_1 < -+ < A\ <00

os diferentes valores de A. Tais niimeros sao chamados de expoentes de Lyapunov do
sistema.

Para cada 1 < i < s, defina V; := {z € R? : X\(x) < )\;}. Tais conjuntos
sao subespacos vetoriais de R?. De fato, sejam z,y € V; e o € R, entdo pelas

propriedades (ii) e (4i7) acima
Az +y) < max{A(x), My)} < A,

AMaz) = Mz) < N\

isto é, © + y,ax € V;. Além disso, tais conjuntos formam uma filtracao (flag de

subespacos) em R?, isto &,

{0} =: Vi ; Vi -

L..CyC... C — R4
Z zViz =z V1 =R

e, A(x) = \; se, e somente se, z € V; \ Viy1,i=1,...,s.
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Seja d; := dim V; —dim V;, 1. Dizemos que d; é a multiplicidade de \;. O conjunto
{(N\i,d;) :i=1,...,s} é chamado de espectro (positivo) de Lyapunov.

Dizemos que o sistema iy = A(t)x; é regular positivo se

- 1
> didi = lim inf —log | det ®(t)]. (2.2)
i=1
Para um sistema regular positivo os limites superiores sao substituidos por limi-

tes.

Proposicao 2.1.1 Se o sistema &y = A(t)xy é regular positvo, entao os expoentes

de Lyapunov (em tempo positivo) existem como limites, ou seja,
o1
Ax) = thm 7 log [|®(t)x]|.

Demonstragao: Primeiramente, temos pelo Lema de Hadamard (ver [15], pagina
201), que
d
[det (1) < [T I@@)esll,
j=1

onde {ey,...,eq} é a base canonica de RY. Assim,

d s
1 1
7 log|det (t)] < ; ~log [ @(t)es| < > di;

=1

implicando, pela regularidade do sistema, que

1 1
lim sup p log [det ®(t)| < lim inf 7 log |det ®(t)] .

t—o00

Ou seja,
S

1
Jim —log|det &(t)| = > dii. (2.3)

=1

Consideremos, para cada t, a decomposigao polar de ®(t), ou seja,
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onde V' (t) e O(t) sao matrizes ortogonais, e D(t) é uma matriz diagonal com entradas
estritamente positivas (ver [13], Se¢ao 17.E, pdgina 220). Denotaremos por 6;(P(¢))
0 i-6simo elemento da diagonal de D(t). Seja z € R4\ {0} de tal modo que z =
O(t)ly, para algum y € R?\ {0}. Assim,

0yl = D0y = (5807 + -+ 8a(2(0)3)

ondey = (y1,-..,yq). Pelaigualdade acima, podemos observar que para mostrarmos

esta proposicao, basta mostrarmos que os limites, dados por

1
tlim i log 6;(®(1)),

existem para todo i = 1,...,d. De fato, como o limite (2.3) existe e
1 1
tll)rglo i log |[det ®(t)| = tll)rglo i log 11 5;(®(t))

1 1
= lim 7 log 01(®(t)) +-- - + Jim i log 04(®(t)),

1
temos que usando indugao sobre i os limites tlim n log 0;(P(t)) existem, para todo
i=1,....d O

Para ¢t < 0, podemos definir analogamente o que fizemos acima para A~ (+). Sejam

s~ o numero de diferentes valores que A~ (-) assume. Consideremos
—00 <AL < <A <00

tais valores com suas respectivas multiplicidades d; . A filtragao correspondente é
dada por
{0} =V-, Cc---CcVy =R%

e A\ (z) = A;

; se, e somente se, x € V;~ \ V;;. Dizemos ainda que o sistema

iy = A(t)xy é regular negativo se

2 1
D diA = lim inf — log | det (—1)|

=1



28 Capitulo 2 - Expoentes de Lyapunov

Defini¢ao 2.1.2 Dizemos que o sistema &y = A(t)x,, t € R, € regular se
(1) &y = A(t)zy € regular positivo e negativo;

(ll) S = S_, dl — d8_+1—Z7 AZ — _)\S_+1—Z7 Z — ]_, e 78;

(i) Vi NV, , = {0}, i=1,... s — 1.

Observemos que de (i) e (i), Vis1 ® V= R% i=1,...,s — 1. Definamos
Wi=VinV_, ,,i=1,...,s

E claro que dim W; = d;. Além disso, tais conjuntos formam uma decomposicao de
RY, isto é,

1
Além disso, tlirin n log [|®(t)z]| = A\ se, e s6 se, z € W; \ {0}. De fato, como

Ai = =M, segue que
1
tli+m glog |2(t)z|| =N <= z€V;\ Vi,

1
Jim TIOg @)zl = A = eV \ Ve,

1
Assim, 1tligcn glog |®(t)z|| = Ai se, e somente se, x € M; := (V; \ Viz1) N (Vi \
ro—i)- Entao, M; = ViN(RAVi)NV o NRAV, ). Como ViV, = {0},

paratodoi=1,...,s — 1, temos que

s:-l—i N (Rd \ ‘/H-l) = sji-l—i \ {0}7
VAR Vi) = Vi\{0)

Ou seja, M; = W; \ {0}.

2.2 Decomposicao Primaria

Nesta secao, obteremos uma decomposicao do espaco euclidiano, chamada de
decomposi¢ao primdria, de tal forma que os expoentes de Lyapunov terao um com-

portamento semelhante aqueles relacionados a um sistema regular. Os resultados
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obtidos aqui serao muito tteis em alguns exemplos que aparecerao ao longo desta

dissertacao.

Seja L : R — R¢ um isomorfismo linear. Considere L¢ a complexificacio de
L, ou seja,
Lc:Ct — ¢
u+iv +—— Lg¢:= L(u)+iL(v).
Para cada autovalor A de L, seja Vi o autoespago generalizado associado a A, ou

seja,
VE:={veC?: (Le — M)Fv = 0},

onde k é a multiplicidade algébrica de .

1
Lema 2.2.1 lim —log(l1 +n+---+n") =0, para algum k € N, k > 1.

n—oo N,

Demonstracao: Basta aplicarmos a regra de L’Hopital. Ll

1
Lema 2.2.2 Sev € V\F, entdo lirin —log || L¢v|| = log |\l
n—=+oo N,

Demonstracao: Note que

n

Lt = ((Le = M)+ A" = > X"'CMLe — M),

i=0
onde C}' := (n—')" Para v € V¥, temos que (L¢ — A\ )¥v = 0, para algum k € N.
Desse modo, 72%:12¥26, para todo n > k. Assim,
1 k—1 . .
Jim —log|Lzv| = lim —log Z AVTICM(Le — M)
1 = k=1 ‘
= lim —log[A|" ZO ATCM(Le — M)

k—1

> ATCH(Le — A
=0

1
= log|Al+ lim —log
n—+too N
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k-1

> ATCHLe = AD)'y
=0

1
Afirmamos que lirin — log = 0. De fato,
n

n—roo

k-1 k—1
D ONTCHLe = ADW|| < ) ATCH(Le = M|
i=0 1=0

k
= aytan+---+an”,

1
onde a; € R, a; > 0. Pelo Lema 2.2.1, temos que lim — log(ag+ain+- - -+axn®) = 0.

n—oo N,
Logo,
k—1
Jlim —log Z;)\ C™(L¢ — M)'w|| = 0.
E assim, tem-se o resultado desejado. L]
Para A autovalor de L¢, definamos
Vi == VENRY se A€R e
Vi = (Vy a Vo) NRY se A ¢ R,

onde \ denota o complexo conjugado para A € C. Tais conjuntos sao ditos auto-
espacos generalizados reais associados ao autovalor A. Sejam A, ..., \. os autova-

lores distintos de L¢. Entao,

RI=V), @ ®Vh, @V, ®---aV, 5 (2.4)

k+1sAet1

(veja [16], Apéndice A, Subsegao A.4.1, pagina 434-435).

Proposicao 2.2.1 Usando a notagao dada anteriormente, sejam x1 < -+ < Xm 0S

valores distintos de log ||, 1 =1,...,r. Sejam
By = Z Vi @ V,\j,Xja
1,JEX]

onde ¥ := {i : log |\i| = xu}, 1 <1 < m. Entdo, os subespagos E,,, 1 <1 <m, sdo
L-invariantes e
d
RI=E,® - ®E,,
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de tal modo que para v € E,, \ {0},

1
lim —log ||[L"v| =
Jim -~ log ||L0]| = xi,
onde || - || é uma norma qualquer em R.
Demonstracao: A demonstracao segue do Lema 2.2.2. L]

2.3 Expoentes de Lyapunov para Sistemas Perio-

dicos

Nesta secao, ilustraremos um sistema linear periédico nao-autoénomo, no qual é

possivel calcularmos explicitamente os expoentes de Lyapunov.

Seja o seguinte sistema
.jft = A(t).flft, (25)

onde A : R — My(R) é uma fungao continua e periédica de periodo w > 0, isto é,
A(t +w) = A(t), para todo t € R.

Nesse caso, dizemos que o sistema (2.5) é um sistema periddico. Para sistemas
desse tipo o Teorema de Floquet diz-nos que a sua matriz fundamental é escrita
como o produto de uma matriz periddica com periodo 2w e uma solugao matricial
de um sistema com coeficientes constantes. O lema seguinte é fundamental para a

demonstracao deste teorema e pode ser encontrado em [6].

Lema 2.3.1 Seja B uma matriz real nao-singular. Entao, existe uma matriz A tal

que e = B2.
Teorema 2.3.1 Seja & uma matriz fundamental para o sistema (2.5), entdo

U(t) =P(t+w), t€R,
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¢ uma solugao de (2.5). Ainda temos que existe uma matriz periddica nao-singular

P, com periodo 2w, e uma matriz constante R tal que
d(t) = P(t)e'™. (2.6)
Demonstragao: Visto que ® é uma matriz fundamental para (2.5) e A é uma
matriz periddica, temos que
V()= (t+w)=At+w)P(t +w) = At)V(1),
para t € R. Além disso, como det W(t) = det (¢t + w) # 0, para todo t € R, con-
cluimos que ¥ é uma solugao para (2.5). Dessa forma, existe uma matriz constante

nao-singular C' tal que
O(t 4+ w) = d(t)C. (2.7)

Sabemos também pelo Lema 2.3.1 que existe uma matriz constante R tal que
C? = *h, (2.8)
Por (2.7), ®(t + 2w) = ®(t + w)C = ®(t)C? e pela equagao (2.8), segue que
O(t + 2w) = O(t)e* ", (2.9)

Definimos para t € R

Assim, por (2.9),

P(t +2w) = O(t + 2w)e 2R — @(1)e™Re~ 2R — @()e R = P(1),

concluimos que P é periédica de perfodo 2w. Além disso, como ®(t) e e sdo

matrizes nao-singulares para todo t € R, temos que P(t) é nao-singular. ]

Seja J a forma canodnica de Jordan associada a matriz R. Entao existe uma
matriz constante T’ nao-singular tal que T-'RT = J. Sejam ®, := ®T e P, := PT.
Dai, por (2.6),

di(t) = P(t)e (2.10)
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e, obviamente, P; ¢ uma matriz periédica de periodo 2w. Sejam p;’s os autovalores

de R. Desse modo,

etjo 0
0 e 0
ot — ' :
0 0 ellr
onde _ .
ettt 0
t
etJO _ O e P2
0 0 ... etPa
. i i
i 10 1t —trjil ]
eﬂm(Pq-‘r]')z t e 0 T (7,,] _ 21)]
0 etm(pg5)i . .. 0 01 ... "~
e = efelp) . . . (r; —2)!
0 0 con etm(pgyy)i
| 1o o0 - 1 |
sao tais que Re(p;) e Im(p;) denotam, respectivamente, a parte real e imaginaria de
pi,J=1....p;q+> 1 =d. E claro que e“’i sao os autovalores de C' = e“%.
Consideremos p1, ..., p, os autovalores distintos de R. Sejam —oo < Ay < -+ <

A1 as diferentes partes reais dos autovalores de R. Tomemos x um vetor nao-nulo
em E)‘l == Z ‘/62“’”2' EB ‘/62ij e2wﬁj, Onde Zl = {Z : log‘egw’)i’ g 2@)\l}7 1 S l S S’ e

1,JEX
Viawps, Vi 2wp; 2wp; 820 08 autoespacos generalizados reais associados aos autovalores

e?@ri ¢ e29Pi de e*f respectivamente. Dal,

1 1
A(z) = limsup - log ||®(¢)z|| = lim sup . log || P(t)e"z]|;
t—o00

t—o0 t

fazendo t = 2nw, usando a Proposicao 2.2.1 e o fato de que P(0) = Id, temos que

1 1
limsup ; log |@(t)e]| = limsup 5 log | P(0)(c*") 2]
1 1
= limsup — log ||(e*F)"z|| = —2w); = \.
n—o00 nw 2w
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Assim, ainda pela Proposigao 2.2.1, temos que
Rd:E/\IGB...@E)\S

de tal forma que .
A(z) = limsup = log ||®(¢)z|| = N,

t—o0 t
para todo z € E), \ {0}.
Concluimos entao que os expoentes de Lyapunov para sistemas lineares nao-

autonomos periddicos sao dados pelas diferentes partes reais dos autovalores de R.



Capitulo 3

Demonstracao do Teorema de

Oseledec segundo Ruelle

Neste capitulo, provaremos o Teorema Ergodico Multiplicativo segundo a versao
dada por Ruelle em [18]. Na verdade, a demonstragao do Teorema de Oseledec segue
quase que diretamente do Teorema 3.1.2, que é chamado de versao deterministica do
Teorema Ergddico Multiplicativo. Entretanto, a prova desta versao (Teorema 3.1.2)
é bem trabalhosa, pois envolve a construcao de subespacos invariantes nos quais o
menor expoente de Lyapunov é dado por um limite. Essencialmente, o Teorema de
Oseledec seguird deste teorema e de um coroldrio (Proposicao 3.2.1) do Teorema

Ergédico Subaditivo de Kingman.

3.1 Versao Deterministica do Teorema Ergddico

Multiplicativo

O objetivo desta secao sera demonstrar o teorema que veremos a seguir, que ¢é
uma versao deterministica do Teorema Ergddico Multiplicativo. Essa versao deter-
ministica serd usada na demonstracao do Teorema Ergodico Multiplicativo. Antes

de enunciarmos o teorema, observemos que a decomposicao polar de matrizes diz

35
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que para toda matriz A € M,(R) existem matrizes ortogonais P,Q € My(R) tais
que A = PDQ, onde D = (d;;) é uma matriz diagonal, isto é, d;; = 0 se i # j. Além

disso, seja r o posto da matriz A; entao para i =1,...,r, tem-se que d;; = o; > 0,
2
i

O lema seguinte terd um papel fundamental na demonstracao da primeira parte

o7 é um autovalor de A*A, onde A* denota a matriz tranposta de A, e para i > r,

da versao deterministica do Teorema Ergddico Multiplicativo.

Lema 3.1.1 Seja S uma matriz simétrica d x d de modo que S = > A\ Py, onde
Ak sao os autovalores de S e P sao as projecoes ortogonais sobre 0s autoespacos
Uy correspondentes a . Considere S,, = > A\g(n)Pr(n) uma sequéncia de matrizes
tais que as sequintes propriedades sao vdlidas para n — 00:

i) Ae(n) — N\ para k € ¥; # 0, onde X; € um conjunto de indices;

ii) Pi(n) == Z Pi(n) — P,.
kex;
Entao, S, — S.

Demonstragao: Observemos que

Sp—8 = Y (Z /\k(n)Pk(n)) — AP,

A key;
= D D ((n) = M) Peln) + A ((Z Pk(n)> - a)
i Lkes ke,
Assim, como ||Pyx(n)|| < 1, para todo n, segue o resultado. O

Seja (T,,)n>1 uma sequéncia de matrizes reais d x d tal que

1
lim sup — log ||75,|| < 0.

n—oo n

Considere T" =T, ---T5 - T}, e suponha que os limites

1 .
lim - log ||(T™)™|| = v € RU{—o0c} (3.1)
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existem para 1 < i < d. Paracadan > 1,sejaV,D,0,, D, = diag(d;(T"),...,d4(T™)),
a decomposicao polar de T", isto é, T" = V,,D,,O,,. Sem perda de generalidade, po-
demos supor que 0 < 04(T") < -+ < 61(T™). Como os limites

lim —log [|(T")"]| = v
n—oo M,
existem, para i = 1,...,d, segue do Lema A.0.2 que ||(T™)"|| = H(Sp(T"). Assim,
p=1
lim Elog I(T™)™|| = lim " (log 61 (T™) + - +1og d; 1 (T™) + log 6;(T™)) .
Como o limite (3.1) existe para todo i, temos que, usando inducao sobre 1,

1
lim —logd;(T")

n—oo N
existe para todo i = 1,...,d. Denotemos por A; := lim 1 log §;(T™). Logo, é claro
que e

lim DY" = diag(e™, ..., ).

n—oo
Usando a notagao acima, a primeira parte da versao deterministica do Teorema

Ergédico Multilplicativo seguiréd facilmente do teorema seguinte.

Teorema 3.1.1 Sejam \; > -+ > s 0s valores distintos em {A1,..., N4}, e Ui(n)

1/2n

o subespaco gerado pelos autovetores de (T"™1T™) = O:D}/nOn correspondentes

1/n

aos autovalores Oy (T™)'" — e*. Considere Py(n) a proje¢io ortogonal sobre

Ui(n). Entao, Pi(n) — P;, quando n — oo, i =1,...,d.

Demonstracao: Podemos assumir que d > 2, visto que o caso d = 1 é trivial. Con-
sidere d; a multiplicidade de \;. Analisemos primeiramente quando s = 1. Entao,
DY"™ — M e Pi(n) = I

Suponha agora que s > 2. Vamos assumir que A, > —oo. As modificagoes ne-

cessarias caso Ay = —oo sao 6bvias ou serao dadas ao longo da prova. Sejam

Ai I:)\Z‘—/\H_I,Z':l,...,s—]_,AI: ‘_%nin 1A¢>O.
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Dado € € (0,A), existe N. tal que parat=1,...,s,n > N,
1 mn
—logék(z)(T ) — )\Z <eg,
n

onde k(i) percorre o grupo 3; de d; indices tais que

1
lim —log &) (1) = A

n—oo 1
Seja Us(n) := span {O}eq,4vdi_y 115 - - -, Oh€aysosdi_y4d, ) € Vi(n) :==Us(n) & --- @
Ui(n), i=1,...,s. A sequéncia de subespagos dada por

F(n) = (Vi(n) C--- C Vi(n) C--- C Vi(n))

forma uma filtracio em R?, correspondendo para cada ¢ € (0,A) e n > N, ao vetor
de dimensao 7 = (ds,ds + ds_1,...,ds + -+ -+ d; = d), independente de € e n.

Seja F-(d) o conjunto de todas as filtragoes correspondentes aos vetores de dimensao
7. Tal conjunto tem uma estrutura de variedade compacta C*. Definamos uma
métrica completa em F,(d). Tomemos F = (Vs C --- C V) € F;(d) e definamos
Us = Vi, e U; como sendo o complemento ortogonal de V.1 em V;, parat =1,...,5—
1. Entao, V, =Us; ®---@U;, i =1,...,s.

Seja h = % Definamos para F, F' € F,(d),

= B/ Ai—A;
O(F,F) = max max |[(z,y)] /" (3.2)
i ell=llyl=1

1
Se As = —00, basta substituirmos h/|\; — Aj| e h/|\; — Ag| por 71

a aplicagao 0(+,-) é uma métrica completa em F,(d) compativel com a topologia

. Desse modo,

natural (ver [8]).

Pela expressao da norma de um operador

[All = sup  [(Az,y)l,

lzl<1,]lyll<1

segue que para quaisquer projecoes ortogonais P, () em um espaco de Hilbert

1PQI = QP = max {[(z,y)|;x € ImP,y € ImQ, [|z]| =1, [|y[| = 1}.
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Entao, dado F' € F,(d), seja P; a projecao ortogonal sobre U;; logo, reescrevendo
(3.2),
O(F,F)= max |PP. Klamel (3.3)

-----

Para prosseguirmos na demonstracao deste teorema precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.1.2 Tem-se que

lim sup % log0(F(n), F(n+1)) < —h. (3.4)

n—oo

Particularmente, a sequéncia (F(n)) € de Cauchy e portanto converge em F.(d),

1sto €,
lim F(n)=F,
de tal modo que
1
lim sup —log 6(F'(n), F) < —h. (3.5)
n—oo 1

Antes de mostrarmos este lema, vamos usa-lo para concluirmos a prova do teorema.

Afirmamos que se F(n) = (Vi(n) C --- C Vi(n)) — F = (Vs C --- C V}) entdo,
para cada i, U;(n) — U; em Grg,(RY), a Grassmaniana formada por subespacos de

dimensao d; em R?, de modo que a métrica completa em Gry(R?) é dada por
0(U,U) = |(I - P)P|| = |(I - P)P|,
onde P e P sdo as projecoes ortogonais em U, U € Grj(R?), respectivamente. De

fato, sejam P; e P;(n) as projegoes ortogonais sobre U; e U;(n), respectivamente.
S

Entao, usando o fato de que I = Z P;(n), temos que
j=1

(Ui, Ui(n)) = [I(I — PH—HZP PH<ZHP )|

J?él J#Z



40 Capitulo 3 - Demonstracao do Teorema de Oseledec segundo Ruelle

Notemos que || P;(n) B;||"/* =%l < §(F(n), F) para todo i,j = 1,...,s,i # j. Como
§(F(n), F) — 0, entdo ||P;j(n)F;|| — 0 para todo i,j = 1,...,s,7 # j. Logo,
Ui(n) — U; em Grg,(R?),i=1,...,s.

Segue de um resultado da Andlise Funcional (ver [9], Teorema 6.34(i), pagina 56)
que se P e P sdo projecoes ortogonais com dim Im(P) = dimIm(P) e ||(I — P)P|| =
c < 1, entao

P =Pl =|(-P)P|=|U-P)P|=c (3.6)

Entao, P;(n) — P; para todo 1. U

No lema a seguir obteremos uma simplificagdo para o Lema 3.1.2.

1
Lema 3.1.3 Se A(A;;(n)) = limsup —log A;;(n) < —|\; — \j|, para todo i,j =
n—oo N

1,...,8,1# 7, onde
Aij(n) := [Fi(n)Pi(n + 1| = [|F;(n + 1) P(n)],
entdo o Lema 3.1.2 € satisfeito.

Demonstragao: De fato, como
O(F(n), F) <) 8(F(k), F(k +1)),
k=n

temos que (3.5) segue de (3.4) pelo Lema 2.1.1(iv). Portanto, basta provarmos

a desigualdade (3.4). E para mostrarmos tal desigualdade, observemos que como

h
MAy(n) < =X = ], temos que A(Ay;(n)"Pimdl) = WA(AU(R)) < —h,
(Y]
para todo i,j com i # j. Assim, pela defini¢do da métrica § em F.(d) dada por

(3.3), segue a desigualdade desejada. O

Demonstracao do Lema 3.1.2: Pelo lema anterior, basta provarmos que A(A;;(n)) <

—|A\i = Aj|, paratodo i,5 =1,...,s, 1 # j.
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1¢ Caso: © > j
Sejam z € U;(n) e y a projecao ortogonal de z em U;(n + 1). Vamos mostrar entao
que

1yl < [lzllexp [(=|X; = Al +€)n]. (3.7)

De fato, como = € U;(n), temos que para todo n > N3
1T ]| < (T[N T" ]| < (| Tosa |z llexp [(As +/3)n] .
Por outro lado, como y € U;(n + 1),
T ]| = (|7l + 1T @ = )2 2 1Ty )| = lyllexpl(\; — e/3)n],

1
para todo n > N./3. Como limsup —log ||7,|| < 0, podemos supor que para n
n—oo N

suficientemente grande
£
[Tl < exp (715) :
Portanto, a desigualdade (3.7) segue das trés desigualdades acima para i > j. Logo,
como

[Pyl _ [yl
< <exp[(—=|\i — A\j| +e)n],
] ] !

Aj(n) <
para todo = € U;(n) tal que y = P;(n + 1)z. Dessa forma, segue que para i > j

AMAij(n)) < =X = Ajl.

22 Caso: 1 < j
Como A(A;j(n)) < —|\; — \j| para i > j, entao

lim |[(Z — P(n + 1) P(n)]| = 0

n—o0

para todo ¢ = 1,...,s. De fato, basta usarmos inducao sobre 7. Para i = s, usando
S

o fato de que I = ZP](TL +1),

I = Paln+ 0P = |3 2+ D) < 30 Al — 0,
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quando n — oo.
Suponhamos que provamos a afirmacao para i < s. Mostraremos para i — 1 > 1.

Para isso, observemos primeiramente que

1—2
[=Y Pin+1)+Pi(n+1) +ZP (n+1).
7j=1

] =1

Assim,

[1Pia(n)(I = Pia(n + 1) < ZHR 1(n)Pj(n +1) H+ZHR 1(n) Pi(n+ 1)

= Z Ai15(n)

+Z [1Pia(n)(I = P;(n) + Pj(n)) P;(n + 1)

S Acyl) + 300~ BB+ 1)

Comoi—1>jparatodoj=1,...,i—2 el(l— Pjn))P;j(n+1)| — 0 quando

IN

n — 0o, para todo j > i (pela hipdtese de inducao), temos que o tltimo termo na

desigualdade anterior converge para 0 fazendo n — o0o. Dessa forma,
[1Pic1(n)(I = Piea(n 4 1)) — 0,
quando n — oo. Dai, usando (3.6), temos que para todo i = 1,...,s,

lim ||Pi(n) — Pi(n+1)|| =0.

n—oo

Podemos assumir entao que || P;(n)—P;(n+1)|| < 1/2 para n suficientemente grande.
Antes de prosseguirmos observemos que dadas duas projegoes ortogonais P e P’ tais

que ||P — P'|| <1/2 e B um operador qualquer limitado, entao

|1P'PB|| = [|PB]|/2.
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De fato,

IP'PB| = |P*B—(P—P)PB| > |P*B|| - ||(P - P)PB|
I1PBII(L =[P = P) = | PB] /2

Y

Fixemos i, j tais que ¢ < j. Entao, como [ = Z Pr(n)
k=1

i Pi(n+1)Py(n)Pj(n+1) = Pi(n+1)Pj(n +1) = 0.

k=1

Por conseguinte,

P(n+1)P(n)Pj(n+1) = ZP (n+1)Pp(n)P;(n +1). (3.8)

Pelo que foi observado acima,
|1Fi(n+1)FPi(n)Pi(n+1)|| > —IIP( )Pi(n+1)]|. (3.9)

Logo, de (3.8) e (3.9), e usando o fato de que P?(n) = Px(n), obtemos

Ayi(n) < 2) ||P(n+1)Pu(n)Pi(n+ 1)

< 2 [|Bi(n+ )P(n)|[[| Pe(n)P, (n+1II—QZAm )Ai(n).
2;1 k;éz

Reescrevendo a expressao acima,

<2<ZAM n)Ag;(n ZA n)Ag;(n +ZA n) AL (n ),(3.10)

k=i+1
onde os termos com indice 0 indicam os termos nos quais o caso ¢ > j aplica-se.
Usando o fato de que A;j(n) < 1, calculemos o indice de Lyapunov do tltimo termo
na expressao (3.10),

(ZA n)AL(n )<)\<ZA > Jmax (= = Al) = =2 = Al

.....
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Mostraremos agora que
A(Aj(n)) < —min{A,..., A} < -A <. (3.11)

A prova deste fato segue por indugao sobre i. Seja i = 1; entdo, por (3.10) e usando
que Ajj(n) <1,

j—1
Alj(mgz(ZAU +ZA (n)AY(n )
k=2

Assim,

AAy;(n)) < A(iA +ZA n) A, (n >

o () (i)

max{klglax (=& — A1), |)\j—)\1|}

-----

IN

IN

= —kmln Ak — M| =—-4A; < —-A<0.

.....

Para i = 2, segue de (3.10) que

Agj(n)§2<A1j(n)+JZA +ZA n)AY. (n )

onde usamos que A;;(n) < 1. Logo,

ABai(m) < m{ Do (e = A~ —

,,,,,

-----

= max {—A, —Ag} = —min{A, Ay}

Dessa forma, segue por inducao que A(A;;(n) < —min{Ay,..., A}

O préximo passo é obtermos uma estimativa melhor para A(A;;(n)). Notemos que
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para os termos da primeira soma do lado direito da desigualdade (3.10) temos k <
i < j. Dai, por (3.11),

Ja para os termos da segunda soma,
MAL(n)Ag;(n)) < —[Ae — Al — A
Logo,
= A= 8-
= max{—2A,-A;, — A, —|\ — )|}
= max {—2A, —|\, — N[ }. (3.12)
Agora obteremos dois casos distintos:
o —|X\i— Al =24y
o —|\i —\j| < —2A.

Ocorrendo o primeiro caso, nao ha mais nada a ser feito, visto que A(A;;(n)) <
—|Ai — Aj]. J& no segundo caso, obteremos uma nova estimativa para A(A;;(n)).

Para o primeiro termo da desigualdade (3.10),

<2Akz n)Ag;j(n ) < max A(Ag(n)Ag;(n))

< max  (A(Aw(n)) + A(Ay(n))).
Pela estimativa (3.12) e pela definigdo de A, segue que para todo k =1,...,i —1

AMAgi(n)) < max{—2A, —|\y — \|}
< , nax. { 20, — |\, — N[} < —A.

77777

Por outro lado, para todo k=1,...,i — 1,
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implicando em
AMAgj(n)) < . nax 1{ 20, —| X — A} =

Finalmente, concluimos que

(ZAM n)Ag;(n >§—3A.

Ja para o segundo termo do lado direito da desigualdade (3.10), temos que

(ZA WA ) < max (MALM)+ M)

k=i+1

para algum ko € {i +1,...,7 — 1}. Assim, pela estimativa (3.12),

MARi(n) + AMA;(n))

< —|)\k0—)\i|+max{—2A,—|)\k0—)\j|}
) PR =l = e = Al = = = Al e [ = A <24,
—[ Ak — Ail =24 < =3A, se | Ak — Aj| > 2A.

Para o ultimo termo da desigualdade (3.10) sabemos que

<ZA n) AL (n >§—\Ai—Aj\.

Dessa maneira,
i—1 s
AA;;) < max {/\ (Z A,%-Akj) : ( > A Ak]) A <Z A%A%) }
k=1 k=i+1 k=j
< max{—3A,—|/\i —)\j|}, (313)

onde o indice n estd subentendido. Novamente temos dois casos:
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[ _’)\z - )\]’ < —3A

No primeiro caso, nao ha mais nada para ser feito. Ja no segundo caso, aplicamos

(3.13) para obtermos a nova estimativa
AMA;(n)) < max {—4A, —|\; — |}
Continuaremos esse processo (finito) até obtermos
AAi(n) < =[x = A,

concluindo a demonstracao. 0

Agora estamos aptos a demonstrar a versao deterministica do Teorema de Ose-

ledec.
Teorema 3.1.2 Seja (T,,),>1 uma sequéncia de matrizes reais d x d tal que

1
lim sup — log ||T7,]| < 0.
n

n—oo

Considere T™ =T, --- Ty - T, e assuma que os limites
: 1 n\ At
lim —log ||(T™)™] = v € RU{—o0}
n—oo M,

existem para 1 < i < d. Entao,
(1) O limite
lim (T™T™)Y? = ¥

n—oo
existe e os autovalores de W coincidem com e, onde A; sio definidos por Ay +-- -+
A=, 1=1,...,d e satisfazem

1
Ai = lim —IOg(SZ(Tn), 1= 1, e ,d,

n—oo N,

onde 6;(T™) é o i-ésimo autovalor de T™.

(ii) Sejam e*s < M=t < -+ < M os autovalores de W (pode ser que Ay = —o0) e
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Us, ..., Uy os autoespagos correspondentes. Considere Vg := {0} e V; :=Us;@--- @

Uy, i=1,...,d; assim,
V;C--'C‘/;C'-'Cvl:Rd
define uma filtracio em R?. Entdo, para cada x € R\ {0}, o expoente de Lyapunov
o1
Az) = lim —log ||T"z||,
n—oo N
existe e, \(x) = \; se, e somente se, x € V; \ Virq, onde V; = {x € R?: \(z) < \;}.

Demonstragao: Vimos anteriormente que ;) (1T")"/" — e e Pi(n) — P
(Teorema 3.1.1). Assim, pelo Lema 3.1.1, (T™7T™)/?" — 3" ) P; = ¥, concluindo,
assim, a primeira parte do teorema. Para provarmos a segunda parte, assumiremos
que d > 2. Suponhamos inicialmente que s = 1. Assim, A filtragdo em (i7) é trivial,

isto é, V; = RY. Resta mostrarmos que para cada z € R¢\ {0},
1
Az) = lim —log ||T"z|| = A1.
n—oo N,
Seja O,r = x,. Visto que a matriz V,, é ortogonal, temos que
|T"2|| = | Dpeall = ((00(T™))? ()" + - -+ (8a(T™))* () ) /2.

n

1
Como —logé;(T") — Ay, temos para todo € > 0
n
en()\lfs) < 5@<Tn) < en()\1+s)7

para n suficientemente grande. Entao, para cada € > 0, existe C; > 0 tal que para

todonei=1,....,d,

ien()\lfe) < 5Z<Tn) < Csen()qus)'
Ce
Logo, dado ¢ > 0, existe C. > 0 independente de x tal que para todo n e z # 0,

1
2l e < [T < el Cuen ™),

€
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onde usamos o fato de que ||z,|| = [|Onz| = ||z||, visto que O,, é uma matriz
ortogonal. Entao, A(z) = Ay, para todo = # 0. A idéia é andloga para \; = —o0.
Suponha agora que s > 1. Sejam i € {1,...,s} ex € V; \ Viy1, |Jz|| = 1, fixos.

=Y Pn)e = ZP

com Pz # 0. O conjunto {T"P(n)z,...,T"P,(n)x} é ortogonal e [|[T"P;(n)z| =
k) (T Pj(n)z ||, para k(j) € ;. Assnn,

Podemos escrever

1P ()| 3,(T™) < | T Py(n)a|| < [|Pj(n)x]|0;(T"),

onde
0,(T") := min d;)(T"), 6;(T") := I%E}X(Sk(j)(Tn),

J

com A(6;(T™)) = A(6;(T™)) = A;. Portanto,
Z 155 (n ™))" < || T"=|* < Z 125 (n)|*(8;(T™))?, (3.14)

visto que {T"P;(n)x}i—
|T"x||. Também temos que como P;(n) — PF;, segue que |P;(n)z| —

|P,()]] > 0. Dai,

77777 s é ortogonal. Logo, é facil ver que || P;(n)x||d;(T") <
el
Ai < liminf —log ||T"z||.
n—oo 1M,
Seja j =1,...,s. Observemos que como ||P;(n)z| <1, temos que
1 - 1 _
—log||P(n)a]|0;(T™) < -~ log 0;(T™).
Assimn, A(|Py(n)al|F(T) < A
Consideremos agora j = 1,...,7 — 1. Notemos que
175 (n)z]| = [ Pj(n ZPMCH < Z 175 (n) Pyl
logo

AP (m)allo;(T™) < AP (n)ll) + A(0;(T™)) < max A([P;(n) Pell) + Ay

.....
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De (3.5) tiramos que A(||P;(n)Pgl|) < —|A; — Ak|; dessa forma, a desigualdade acima

torna-se

AP ()2 ]15,(T)) < max AP (m)Bel)) + A5 = (A = X)) + A = Ai

=y

Pela equagao (3.14),
IT|® < > (1P (n)x ] 6;(T™))* < j:mlaxs(Hfj(n)ﬂngj(Tn))z-
=

Dai, |T"z|| < ||P;(n)z||6;(I™), para algum j € {1,...,s}. Assim, como
AP (n)=llo;(T™) < s,

1
para todo j = 1,...,s, temos que limsup — log ||T"z|| < \;. Portanto,
n—oo n

1
lim —log [|[T"x|| = A,
n—oo M,

concluindo a demonstracao do teorema. L]

3.2 Teorema Ergdédico Multiplicativo - Caso Dis-

creto

Seja (M, X, ;1) um espago de probabilidade. Inicialmente, consideraremos T = R

ou Z.

Definigao 3.2.1 Dizemos que o grupo a 1-parametro {t'}er, 70 M — M, é um
fluro mensurdvel se a aplicagao (x,t) € M X T — 7'z é mensurdvel e satisfaz as
sequintes propriedades:

(1) 7 = idyy;

(i1) 75t =75 o 7, para todo s,t € T.

Além disso, se para cada t € T, ¢ € uma transformacdo mensurdvel que preserva

medida, dizemos que {T'}ier € um fluzo mensurdvel que preserva medida.
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Agora iremos definir um cociclo multiplicativo sobre um determinado sistema

dinamico {7"}ser.

Definigao 3.2.2 Dizemos que a aplica¢ao (x,t) € M x T — TL € My(R) é um

cociclo (multiplicativo) se TSt =T, -T2, para todo s,t € T.

Observemos que um cociclo é um caso particular de um fluxo em um fibrado
trivial.

Sejam T : M — My(R) uma fungao mensuravel e 7 : M — M uma trans-
formacao mensuravel que preserva medida. Observemos que quando T = N, temos

que o cociclo é dado por

" =T(r" '2)---T(rz) - T(2),

xT

ou seja, neste caso T'(x) = T?'. Nesta se¢io provaremos o Teorema Ergédico Multi-
plicativo para T = N, enquanto que no Capitulo 5 faremos a extensao do mesmo para
T = R. Assim, a partir de agora consideraremos 7 : M — M uma transformacao

mensuravel que preserva medida e os cociclos sobre N.

Definigao 3.2.3 Seja (fn)n>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis em M. Di-

zemos que tal sequéncia € subaditiva se

fm+n S fnon+.fm qtp ’

para todo m,n > 1.

Exemplo: Seja T : M — M_y(R) uma fun¢ao mensuréavel. Definimos a norma || - ||
de uma matriz A como
JA]l = sup [|Az].
ll=f|=1
A sequéncia f,(z) = log||T2|| é subaditiva, pois como T é um cociclo temos

1T < (T (7 )] - [T,

implicando que frin(2) < fu(T7™z) + fin(2). O
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O Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman, cuja demonstracao pode ser en-
contrada em [10], trata da convergéncia de uma sequéncia subaditiva de fungoes
mensuraveis e é de grande importancia para a demonstracao do Teorema Ergodico

Multiplicativo.

Teorema 3.2.1 Seja (f,)n>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis de M em RU
{—o0} satisfazendo as sequintes condigoes:
a) Integrabilidade: f;" € L'(M);
b) Subaditividade: frin < fin + fooT™ qtp.
Entao, existe uma funcao mensurdvel T-invariante f : M — R U {—oo0} tal que
frelrl,
lim 1 fn=1r qtp
n

n—oo

im [ fue)duta) = int 5 [ @) = [ f@pdu(o)

n—oo M,

A proposicao que provaremos a seguir é um corolario imediato do Teorema

Ergddico Subaditivo.

Proposicao 3.2.1 Seja T : M — My(R) uma fungdo mensurdvel tal que
log* |[T()]| € LV

Consideremos T = T(7" ') ---T(rz) - T(x) (cociclo multiplicativo). Entdo, existe

uma fungdo mensurdvel T-invariante x : M — R U {—oo} tal que x™ € L',
1 n
lim —log || T[] = x()
n—oo 1,
para quase todo v € M, e

1 . 1 .
ti = [1og T2 duta) = int 5 [ og |T2due) = [ x(odu(o)
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Demonstragao: Pelo exemplo visto anteriormente, a sequéncia f,(z) = log || é
subaditiva. Logo, a Proposi¢ao segue diretamente do Teorema Ergddico Subaditivo.
OJ

Teorema 3.2.2 Seja T : M — My(R) uma fung¢ao mensurdvel tal que
log™ [|T'()I| € L.

Considere T" = T (" 'z)---T(7z) - T(x). Entdo, existe T C M T-invariante com
w(l') =1 tal que as sequintes propriedades sao vdlidas para x € T :

(i) lim (TMT)Y2 = () > 0 existe;

(ii)né_’;z;?am expA1(x) > -+ > expAy(p)(x) 0s autovalores de V(x) e Uy(x), ..., Usq)(x)
0s autoespacos correspondentes com suas multiplicidades d;(x) := dim U;(x). Con-

sidere V41 1= {0} e Vi(z) :=Usp)(z) @ --- @ Ui(x), i = 1,...,s(x); dessa forma,
Viw(z) C -+ CVi(x) C--- C Vi(z) =R
define uma filtracio em R?. Entdo, para cada v € R4\ {0}, o expoente de Lyapunov

1
Ao(v) = lim —~ log |77

n—oo 1,
existe como limite e, A\;(v) = \(z) se, e somente se, v € Vi(x) \ Viy1(x), onde
Vi(z) = {v € RY: N\ (v) < N\i(2)}-

Demonstragao: Como log™ |T(+)|| € L* e 7 : M — M preserva medida, temos
pelo Corolério 1.1.2 que existe I'y € M, 7-invariante com p(I';) = 1 tal que para
rely

lim ~log* | T(~"'2)|| = 0. (3.15)

n—oo M,

Sabemos que ||[T"¢| < ||T||*. Logo, log™ | T"¢|| € L'. Afirmamos que lim — log ||(T2)"||
n—oo N

existe para todoi =1,...,d.

De fato,

(TN = (T(r" '2) - T(r2)T () = T (7" o)™ - - T(z).

xT
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Assim, pela Proposigao 3.2.1, temos que existe I'y C M, 7-invariante com p(I's) = 1

tal que

1 .
1- _1 Tn A
Jim —log || (73)™|

existe para todo?z=1,...,d.

Seja ' = ' NTy. E claro que I' é T-invariante e pu(l') = 1. Entdo, para x € T,
o Teorema Ergédico Multiplicativo segue diretamente do Teorema 3.1.2 para T}, =
T(r" z). O

Assumiremos, a partir daqui, que as aplicagoes

rel — s(x)eN,
ref{rel s(x) >i} —— N(z) € RU{—o0},
re{rel:sx)>i} — Vi(x) € Gr(R?Y

sao mensuraveis. Tal mensurabilidade sera provada no Capitulo 4, Lema 4.2.2.

Assumindo este fato, podemos observar ainda que tais aplicacoes sao T-invariantes.
Corolério 3.2.1 Sejam x € I', v € R?\ {0}; entdo o limite
o1
Ao(v) = Tim — log | T2

n—oo M,

existe, sendo finito ou —oo. Se A € R, o subespaco linear
Va(z) = {v e R : \,(v) < A}

¢ uma fungao mensurdvel de x € T.

Demonstracdo: E claro que existe i tal que v € Vj(x) \ Vigi (). Entdo, A (v) =

Ai(z). Além disso, notemos que
Va(z) = [J{Vile) - Mil) < A} = Vi(a),

onde r é o menor indice tal que \,(z) < X. Como a fungao x € I' — Vj(x) € Gr(R?)

é mensurdvel, é 6bvio que a aplicagio z € I' — Vj(x) € Gr(R?) é mensuravel. [J
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Observemos que
Az (T (z)v) = Ap(v). (3.16)

Logo, temos que T'(z)(Vi(z)) C Vi(rz), isto é, T'(x)(V,.(z)) C V,(7x). Notemos que
se Ag(z)(x) # —oo, entdo T'(xz) € GI(d,R). Assim, como dimV,(z) = dimV,(7z),
temos que T'(x)(Vi(z)) = Vi(rx).
O conjunto
{i(x),di(z)) :i=1,...,s(x)}
é o espectro de (7,7T), ou simplesmente de T, em =z € M. Se 7 é uma trans-
formacao ergddica, temos que o espectro de T' é p-qtp constante, visto que as fungoes

rel—s(z), r €l \(z) e x € I' — d;(x) s@o T-invariantes.

Exemplo: Suponha que a transformacao 7 : M — M possua inversa mensuravel

que preserve medida. Seja

U(z) = lim (77 T™)Y/?,

onde 77 = T*(r~"Hg) ... T*(r~'x) - T*(x) é o cociclo de T* : M — My(R) com

relacao a 771, Como o espectro de (771, T*) é 7-invariante, temos que

lim (Z3777)!/% = lim (T3> qtp,

onde T = T*(x) - T*(tz) - - - T*(r"1a). Assim, como T™*T™ = T™*T", temos que
o espectro de (7,T) ¢ igual ao espectro de (771, T*) qtp. ]

Exemplo: Seja T': M — M,(R) uma transformacao mensurédvel tal que T'(z) é
invertivel para qtp # € M e log™ ||T(-)7!|| € L'. Denotaremos por T* ! a trans-
formacdo mensuravel dada por 7% *(z) := [T(a:)*]*1 para qtp = € M. Seja

U(z) := lim (T;*T;)V%,

onde T = T* (7" 1z) ... T* Y (rz) - T*'(z). Observemos que ¥(z) = U(z)~".

Dessa forma, o espectro de (7,7*"') é obtido trocando o sinal do espectro de (7, T),
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ist0 6, \i(2) = —Ay@)_ir1(2). A filtragio associada a (7, T*~') é ortogonal a filtracio
associada a (7,T), ou seja, V;(z) = Vs(m)_i(:c)l. O

Voltaremos a citar os exemplos anteriores no Capitulo 5, Secao 5.2, onde iremos
demonstrar o Teorema Ergdodico Multiplicativo para o caso invertivel, ou seja, de tal
modo que T'(z) € Gl(d,R).

Exemplo: Sejam X = {a,b} tal que u(a) = u(b) = 1/2 e a aplicagao 7: X — X
¢ dada pelo ciclo (ab). Consideremos ainda A, B € My(R) e T uma aplicacao de X
em My(R) tal que T'(a) = A e T(b) = B. E ficil vermos que:

e (BA)"/2, se n é par,
¢ A(BA)=1/2 " se n é impar;

i (AB)"™/2, se n é par,
’ B(AB)"=V/2 " se n é impar.

Segue do Teorema Ergddico Multiplicativo que para v € V;(a) \ Viy1(a), temos que

lim  log [|(BA)20]| = lim ~ log || A(BA)™ /20| = Ay(a),

n—oo n n—oo M
onde \;(a) é autovalor de ¢ = lim (T"™T™)/?". Notemos que a transformacio 7
é ergédica, dessa forma, \;(a) :né)c\)j(b) Além disso, da equagdo (3.16) segue que
AVi(a) C V;(b) e BV;(b) C V;(a) com igualdade se A e B forem matrizes inversiveis.
Generalizando o que foi feito acima, basta considerarmos o espago X = {ay,...,a,}

com fi(a;) = 1/p, a aplicagdo 7 de X em X dada pelo ciclo (a; ...a,) e T(a;) = A; €
My(R), i =1,...,p. Desse modo,

T = (A AA)"

T = (Ap.. AgAg)”

TC{ZL - (Ap,1 ‘e AlAp)n.
Assim, usando o Teorema de Oseledec e a ergodicidade de 7 temos que os expoentes

de Lyapunov sao todos iguais e a filtragao é tal que T'(a;)V;(a;) C Vi(7(a;)). O



Capitulo 4

Prova Dinamica do Teorema

Ergédico Multiplicativo

Neste capitulo, veremos uma outra demonstracao do Teorema de Oseledec dada
por Peter Walters em [20]. A demonstragao que daremos aqui sera dinamica, livre
de calculos matriciais, como fez-se necessario no capitulo anterior. A existéncia dos
expoentes de Lyapunov e da filtragao associada sera feita como no Capitulo 2. A
parte mais trabalhosa deste capitulo serd mostrarmos que os expoentes de Lyapunov
sao dados por limites, e isto serd feito nos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2; neste utimo,
consideraremos uma transformacio mensurdvel em X x P(RY) de tal forma que
para a definirmos precisaremos assumir que z — log™’ || A, || e z — log™ || A, !]| sdo
integraveis. E como foi visto no capitulo anterior, para demonstrarmos o Teorema
Ergédico Multiplicativo, nao é necessario supor que A, € Gl(d, R), entretanto, neste
caso, As(z) poderd ser —oo. Denotaremos por P(R%) o espaco projetivo, obtido
identificando cada elemento neste espago com uma reta passando pela origem em
R

Uma diferenca muito importante com relagao a demonstracao dada no capitulo
anterior serd a exigéncia de que o espaco de medida, além de finito, seja completo,
isto é, a o-algebra deste espaco contém todos os subconjuntos dos conjuntos de

medida nula. Entretanto, o fato de assumirmos esta hipdtese nao torna essa versao

57
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mais fraca que a demonstrada anteriormente, ja que todo espaco de medida pode

ser completado (ver [17], Proposicao 4, pagina 221).

4.1 Apresentacao do Teorema

Denotaremos por (X, B, m) um espaco de probabilidade completo e T : X — X

uma transformacgao mensuravel que preserva medida.

Teorema 4.1.1 Seja x — A, uma aplica¢ao mensurdvel de X em G1(d,R) tal que

as funcgoes reais
z— log" [| A, ||, 2+ log™ ||(A.)~!

s@o integrdveis. Entdo, existe Y € B T-invariante com m(Y') = 1, satisfazendo as

sequintes propriedades:
(1) existe uma fungao mensurdvel s:Y — N com soT = s;
(11) para cada x €'Y, existem nimeros reais
Mo (@) < A1 (@) < - < Aa(a) < Mi(a),

com \(Tx) = N(x), e a aplicagio © —— \;(x) € mensurdvel em {x € Y :

s(x) > i}, para todo i =1,...,s(x);
(7i1) para cada x € Y, existem subespagos vetoriais
{0} = Vigys1(z) C Vi) () C -+ C Vo) € Vi(a) = RY

tais que A, Vi(z) = Vi(Tx), e x — Vi(x) é uma aplicagio mensurdvel de X

em Gr(R?), a Grassmaniana de R?;
() para todo x € Y, v € Vi(x) \ Viy1(x),

1
lim —log ||ATn—lx s Agy - Aa:UH = )‘i(]:)v

n—oo M

onde || - || denota uma norma qualquer em RY.
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Os nimeros \;(x) sao os expoentes de Lyapunov de (7', A) em z. Para simplifi-

carmos a notacao, denotaremos para n > 0,
no.__
Al = Apn-1y - Apy - Ay

Isto é, A" é o cociclo multiplicativo sobre o sistema dinamico {7"},cn. Assim,
podemos dizer ainda que os nimeros \;(x) sao os expoentes de Lyapunov associado
ao fluxo ®,(z,v) = (T"x, A™v) no fibrado trivial X x R%.

4.2 Prova dos itens (i), (ii) e (ii7)

Lema 4.2.1 Seja A : X — My(R) uma aplicagdo tal que x —— log" || A.| €

integravel. Definimos

x: X xR — RU{+oo}

1
(2,0) — x(x,v) = limsup — log || A%
n—oo N

Entao,

(1) existe X; € B T-invariante, com m(X;) = 1, tal que x(z,v) € RU{—o0}, para
todo v € X1, v € RY;

(i7) x(z,0) = — oo, para todo x € X;
(iii) x(x,v) = x(z,av), para todo a € R\ {0}, v e RY, z € X;
(iv) x(x,v1 + v2) < max {x(x,v1), x(,v2)}, para todo vi,v, € R4, x € X;

(v) x(Tz, Ayv) = x(x,v), para todov € R, v € X.

Demonstracao: Notemos que, para todo x € X e v € R,

n—1

1 1
—log || AGv]| < Ezlof | Azig
=0

[oll-
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Como a fungao = +—— log™ ||A,| ¢é integravel, temos pelo Teorema Ergédico de
Birkhoff (Teorema 1.1.2) que o limite

n—1
.1
nhj{)lo n Z; log™ [| A |

existe para qtp x € X. Logo, existe X; € B T-invariante, com m(X;) = 1, tal que
x(7,v) € RU{—o00}, para todo v € R%, z € X;.
As afirmacoes (ii), (iii) e (iv) seguem diretamente do Lema 2.1.1. Para a afirmagao

(v), basta observarmos que

1
x(Tx, Ayv) = limsup — log || A" ||
n

n—oo

) n—+1
= limsup

msup — n+110g|!z42“v|| = x(z,v),

para todo v € X, v € RY. O

Corolario 4.2.1 Usando a notag¢ao do Lema 4.2.1, temos:

(i) Vi(x) = {v € R?: x(z,v) < t} € um subespaco vetorial de R?, para todo x € X1,
t € R. Além disso, A, Vi(x) C Vi(Tz) e Vy(z) C Vi(x), se s <t;

(i1) para todo x € Xy, x(x,-) : RY — RU{—o00} assume apenas um mimero finito,
s(x), de valores diferentes Ag(2) (%) < Asz)—1(x) < -+ < Mi(x), onde Ay pode
ser —oo. Ainda temos que, s(T'x) > s(z) e, Ni(x) € {\;j(Tx):1<j<s(Tx)},
para todo 1 < i < s(x);

(i7i) para cada v € Xy, definamos Vi(x) := Vi, z)(z), 1 <@ < s(z). Entdo,
{0} =: Vi1 (2) C Viwy(x) C - C Va(z) C Vi(z) = R%

1
Além disso, v € Vi(z) \ Vis1(z) se, e somente se, limsup — log ||ALv|| = \i(x),
n

1 <i<s(x).

n—oo
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Demonstragao: (i) Segue claramente do Lema 4.2.1, itens (iii) e (iv), que Vi(x) é
um subespaco vetorial de R, para todo » € X, t € R. Seja v € V;(z). Pelo Lema
4.2.1(v), x(Tz, Ayv) = x(x,v) < t. Portanto, A,V,(x) C Vi(Tx). Finalmente, a

ultima afirmacao é clara.

(77) A primeira parte é feita analogamente ao Lema 2.1.2. Como x(x,v) = x(T'z, A,v),
para todo v € R?, temos que \;(x) € {\;(Tz):1<j <s(Tz)}, 1 <i< s(z). Logo,
s(Tx) > s(z).

(77i) Segue do item anterior. O

Lema 4.2.2 Usando a notagao do Lema 4.2.1, temos que

(1) s: X1 — N € mensurdvel e existe Xo € B T-invariante, com m(X,) = 1, tal

que soT =s em Xy;

(i) N+ {z € Xi : s(x)

> i} — RU{—o00} ¢ mensurdvel e T-invariante em
Xon{z e X :s(z) >i};

(i1i) © — Vi(z) € uma aplicagio mensurdvel de {z € X; : s(z) > i} em Gr(R?) e

AVi(z) C Vi(Ta).

Demonstracao: A mensurabilidade das aplicacoes dadas neste lema sera discu-
tida a seguir. Pelo Corolario 4.2.1(i7), s(Tx) > s(z), para todo x € X;. Seja
A ={zreX;:s(Tx) > s(x)}. Afirmamos que A tem medida nula. De fato, su-
ponha que m(A) > 0. Assim, pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré (Teorema
1.1.1) tem-se que para qtp z € A, T"x € A, para infinitos n > 1. Assim, para qtp
x € A, existe n € N tal que T"z € A e s(T"x) > d, o que contradiz a defini¢ao de
s. Seja entao Xy = X \ A.

Assim, as outras afirmagcoes seguem facilmente dos itens (i) e (i) do Corolario 4.2.1.

U
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Mensurabilidade

Para mostrarmos a mensurabilidade das aplicagoes dadas no lema anterior, pre-
cisaremos de alguns resultados preliminares. Seja Y um espaco métrico completo e
separavel. Denotaremos por Pk (Y) a colegao de todos os subconjuntos compactos
e nao-vazios de Y. E possivel colocarmos uma métrica de Hausdorff neste conjunto
de tal forma que o mesmo se torne um espago métrico completo e separavel (ver [5],
Capitulo II, Segao 1, pagina 38). Os proximos resultados serdao imprescindiveis na

demonstragao do Teorema 4.2.3 e encontram-se demonstrados também em [5].

Teorema 4.2.1 Sejam (X,B,m) um espa¢o de probabilidade completo e Y um
espago métrico completo e separdvel. Seja I' : X — Pg(Y) uma aplicagio. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) T € mensurdvel (com a o-dlgebra de Borel em Pk (Y'));
(i1) para todo aberto U em Y, temos que {x € X : T'(x)NU # 0} € B;

(1i1) existe uma sequéncia {o,} de aplicagoes mensurdveis o, : X — Y, com

on(x) € T'(x), para todo v € X, e T'(z) = {o,(z)} 2

n:l;
() Graf(I') = {(z,y) :y € I'(x)} € B x B(Y).
Teorema 4.2.2 Sejam (X,B,m) um espaco de probabilidade completo e Y um

espagco métrico completo e separdvel. Considere m : X XY — X a projecao

canonica sobre a primeira coordenada. Se D € B x B(Y'), entao n(D) € B.

O teorema que veremos a seguir sera decisivo para mostrarmos a mensurabilidade

das aplicagoes dadas no Lema 4.2.2.

Teorema 4.2.3 Sejam (X, B, m) um espaco de probabilidade completo e V : X —
Gr(R?) uma aplicagdo. Defina d : X — N por d(z) = dimV(x). As seguintes

afirmacoes sao equivalentes:

(1) V € uma aplicagao mensurdvel;
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(i1) {(z,v): 2z € X,veV(z)} € BxB(RY;
(i) {(z,y) 2z € X,y e P(V(x))} € Bx B(P(R?);
(iv) z+—— P(V(x)) é uma aplicagio mensurdvel de X em P (P(R?));

(v) d: X — N € mensurdvel e para cada k, Vj, = Vl cd Yk} — Gri(RY) €
a=1{k}
mensurdvel;

(vi) d : X — N ¢ mensurdvel e para cada k, existem aplicagoes mensurdveis
vl ... v s d7HkY — R? tais que, para todo x € d7'{k}, {vi(z),...,vk(2)}

¢ uma base ortonormal para V(x);

(vii) d: X — N € mensurdvel e para cada k, existe
fri @)z ed {k}veV(z)} — d ' {k} x R

bijecio bimensurdvel, a qual € linear nas fibras e cobre a aplicacdo identidade
de X ;

(viii) d : X — N é mensurdvel e para cada k, existem aplicagdoes mensurdveis
ur, ..., u : dH{k} — R? tais que, para todo x € d7{k}, {wi(z),... , ux(z)}

¢ uma base para V (z).

Demonstragao: (vi) < (viii): Basta usarmos o processo de Gram-Schmidt.

(viii) = (vii): Fixemos x € d~'{k}. Entao, para todo v € V(z), existem
k

Mg, - - ., Qe € R de modo que v = Z&jmuj(x). Seja
j=1

fi : {(z,v) zed {k}veV(x)} — d'{k} xR
(x,v) — (2, (1), Qz))-
Temos que fj é a aplicacao desejada.

(vii) = (viii): Sabemos que, para cada k, existe fi, : {(z,v) : x € d"Hk},v € V(2)}

— d"Hk} x RE. Como fj, é linear nas fibras (logo, f, ' também o é), temos que
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para todo = € d~'{k}, {7r2fk_1(x, e1),...,mfr t(z, ek)} gera V(x), onde {ey,...,ex}
é a base canonica de R*¥ e 1 é a projecao na segunda coordenada. Portanto,
{mofi ' (z,€1),...,maf; ' (z,er)} é uma base para V(x).
(1) & (iv): A aplicagao
¢:Gr(RY) — Pg(PR?)
E — &(E) = P(E)
é injetiva e continua. Portanto, ¢ é um homeomorfismo sobre sua imagem. Desse
modo, & é mensuravel. Se V' é mensuravel, entao a aplicacao x — P(V(z)) =
€ o V(x) é mensuravel. Reciprocamente, se x —— P(V(x)) é mensuravel, entao
V(z) =& HP(V(x))) é mensurdvel.
(7i1) < (iv): Notemos que {(x,y) :x € X,y € P(V(z))} = Graf(T'), onde
I':X — Pg(PRY)
r — P(V(x)).
Dai, pelo Teorema 4.2.1, temos que Graf(T') € B x B(P(R?)) se, e somente se, I ¢
mensuravel.
(7i1) = (ii): Seja a aplicagao
f:X xGr(RY) — X x Pg(P(RY))
(0, B) — [z, E) = (v, P(E)).

Tem-se que f é continua e portanto, mensurdavel. Assim,
(g ze X,ye PV(x)}) = {(z,v) : 2 € X,v € V(z)} € B x B(R?).

(i1) = (4ii): Queremos mostrar que Graf(T") € B x B(P(R?)), ou seja, pelo Teorema
4.2.1, basta provarmos que para todo aberto U em P(RY), temos que
{re X :P(V(z))NU #0} € B. Consideremos m : X x R? — X a projecio
sobre a primeira coordenada e 7 : R? — P(R?) a projecao canonica. Observemos

que

(reX: P(V(m))ﬂU%@}=w1<{(x,v):xeX;ue V() (X ><7r‘1(U))>.
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Pela hipédtese, temos que {(z,v) :z € X,v € V(z)} N (X x 7= 1(U)) € B x B(R?).
Portanto, pelo Teorema 4.2.2, {x € X : P(V(x))NU # 0} € B.
(i) = (v): A aplicagao

f:Gr(RY) — N
E — dimFE

é continua. Logo, como d = f oV, e V é mensuravel, temos que d é mensuravel.
Assim, é claro que V, é mensuravel para cada k.
(v) = (i): Seja A € B(R?). Observemos que

o0

voHA) = Ji A nd k.

k=0

Sabemos que, para cada k, V,'(A) Nd~*{k} € B. Logo, V"1(A) € B. Portanto, V
¢ mensuravel.

(v) = (viid): Seja E € Gry(R?). Entdao, R? = E @ E+ e, dessa forma, existe uma
vizinhanca V(E) de E tal que cada U € V(E) é o grafico de uma aplicagao linear
Ly : E— E*. Seja{ai,...,a;} basede E. Entao, {(a1, Ly(a1)), ..., (ax, Lu(ax))}
¢ uma base de U.

Como Grg(R?) é compacto, temos que existe uma cobertura finita disjunta
V(Ey),...,V(E,) deste espaco. Para cada k,

dHk}={r e X :dimV(z) =k} ={z € X :V(z) € Gry(R")}.

Seja x € d~*{k}. Entao, V(z) € Grp(RY) C V(E;)U...UV(E,). Logo, V(x) C
V(E;), para algum i = 1,...,r. Dai, existem &;,...,& : V(E;) — R? aplicacoes
continuas tais que {&(V (2)),...,&(V(x))} é uma base para V(z). Tomemos

w;: dH{k} — R

r — u(x) =& o Vi(z).

Pela hipdtese, temos que u; sao fungoes mensuraveis. Além disso, para todo x €
d~{k}, {wi(z),..., ux(z)} é uma base para V (z).
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(viti) = (v): Seja x € d'{k}. Entao, {ui(x),...,ux(x)} é uma base para V(z).
Para cada y € d~'{k}, existe uma aplicacdo linear L, : V(z) — V(z)* com gréfico
V(y), dependendo mensuravelmente de y. Dessa forma, Vj é mensurdvel para todo
k. O

De agora em diante, {V(z)},.y é um subfibrado mensurdvel de X x R* quando

uma, e portanto todas, das afirmacoes do Teorema 4.2.3 sao validas.

Sejam {U(z)},cx, {V(2)},cx subfibrados mensurdveis de X x R? com U(z) C
V(z). Se W(x) é o complemento ortogonal de U(z) em V(z), ou seja, V(z) =
U(z)®W (x), entao {W(x)}, .y ¢ subfibrado mensurdvel. Para vermos isto, basta
notarmos que a afirmacao (vi) é satisfeita para W (z).

Estamos aptos a demonstrar a mensurabilidade das aplicacoes dadas no Lema
4.2.2.

Continuacao da prova do Lema 4.2.2: Desde que a aplicacao x — A, €
Gl(d, R) é mensurdvel, temos que a aplicacdo x : X x R? — R dada no Lema 4.2.1
é mensurdvel. Assim, A(z) = sup {x(z,v) : v € R} = max {x(z,¢;) : 1 <i < d} ¢
mensurdvel. Consideremos Ay = {(z,v) € X x R?: y(z,v) < M (2)} € B x B(R?).
Seja m : X x R? — X a projecdo sobre a primeira coordenada. Entao, pelo
Teorema 4.2.2, m(Ag) € B. Entretanto, m(Ay) = {z € X : s(x) > 1}. Seja a
aplicagio x —— m; '{z} N Ay em m(Ay). Pelo Teorema 4.2.3, existem aplicacoes
mensurdveis d : m(Ay) — Noe uy,...,up : d"H{k} — R? tais que, para todo
x € d kY, {ui(z),... , up(x)} é uma base para ; '{x} N Ay. Desse modo, \y(z) =
sup {x(z,v) : (x,v) € Ay} = max {x(z,u;(x)) : 1 <i <k} é mensurdvel. Seja A3 =
{(z,v) € X xR : x(z,v) < Xo()}. E claro que A3 € BxB(R%). Assim, novamente
pelo Teorema 4.2.2, {z € X : s(z) > 2} = m(A3) € B. Repetindo esse processo, é
possivel mostrarmos que s : X — Ne \; : {z: s(z) > i} — R é mensurdvel para

cada 7. Observemos ainda que, para cada 1,

{(z,v) e X xR?: 2 € X,v € Vi(2)} = {(z,v) : x(z,v) < \i(2)} € B x B(RY),
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jd que x e \; sdo mensuraveis. Portanto, pelo Teorema 4.2.3, x —— V(z) é men-

suravel. 0

4.3 Existéncia do limite em (iv)

Para concluirmos a demonstracao do Teorema de Oseledec basta garantirmos a
existéncia do limite

1
lim —log || AZv]| .
n—oo M,

Nesta secao, assumiremos que m é uma medida T-ergddica; isto pode ser feito pois
é suficiente mostrarmos o limite acima supondo que m ¢é uma medida ergddica.
De fato, assumindo este fato, consideremos o seguinte subconjunto mensuravel de
X x R¢

1
A= {(m,v) € X xR?: lim —log|A™|| existe} :
n—oo N,

Seja X' = m(A) \ m (a7 'm(A)\ A) = {z € X : {2} xRYC A}, onde m : X x
R? — X ¢é a projecdo na primeira coordenada. Observemos pelo Teorema 4.2.2
que X' € B e, além disso, m(X’) = 1. Portanto, dada uma medida p T-invariante,
podemos escrever p como uma combinagao linear convexa de medidas ergédicas m;,

i=1,...,7, ou seja, existem \; € R tais que
'
n= Z )\im’ia
i=1

com Z)\i = 1. Logo, como m;(X") = 1, para todo i, temos que p(X’) = 1.
i=1
O principal objetivo agora é reduzir nosso problema a um caso especial provando

o Teorema 4.3.1. Antes precisaremos de um lema que serd muito 1util na demons-

tracao de tal teorema.

Lema 4.3.1 Considere T : X — X uma transformacao ergodica e v — A, uma

aplicagdo mensurdvel de X em My(R) tal que v — log™ || A,|| € integrdvel. Suponha
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que {U(x)},cx € um subfibrado mensurdvel de X xR? com A,U(x) C U(Tx). Entao,
o limite

lim — log HA” H

n—oo M,
existe e € constante qtp, mas pode ser —oo.

Além disso, suponha que hm —log HA” ‘ <p, p€eR. Parae >0, definimos

o)

ac(w) = sup (|| 42,

n>0

€—n<p+e)) .

1
Entao, —loga.(T"x) — 0 qtp.
n

Demonstragao: A primeira parte segue diretamente da Proposmao 3.2.1. Para

mostrarmos a ultima parte, basta observarmos que, como lim — log ‘A”|U( )H <p,
n—oo N,
dado € > 0, existe ng € N de modo que, para todo n > ny,
it o<1
Sejan € {1,...,ny — 1} tal que
n —n(pte) __ n —n(p+e)
HA ‘U( )H R ! (HA‘AU( |1 € > '
Assim,
ac(x) < maX{HAﬁ Ui )H e nete) 1}

loga.(x) < max{log HA”‘U( H—ﬁ(p—i—é),O}

O lado direito da tltima desigualdade é integravel, portanto loga.(-) € L*. Assim,
pelo Corolério 1.1.2 do Teorema Ergddico de Birkhoff, temos que

1
—loga.(T"x) — 0 qtp.
n
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Teorema 4.3.1 Seja T : X — X wuma transformacdao ergodica. Considere a
aplicagio A de X em My(R) tal que z — log™ | A, || € integrdvel. Sejam {U(z)},c .
{V(2)},cx subfibrados mensurdveis de X x R? tais que U(z) C V(x), A,U(z) C
U(Tz) e A,V (z) C V(Tx), para todo x € X. SejamY € B o conjunto T-invariante,
comm(Y) =1, e p, X € R tais que

limsupl log || AZul| < p

n—oo T

1
limsup — log ||AZv|| = A,

n—oo n

para todo u € U(x) \ {0}, v € V(z)\ U(x), x € Y. Suponha que p < X. Seja
{W(x)},cx o0 subfibrado mensurdvel tal que V(x) = U(x) ®W (x). Sejam as fungoes
lineares

C,:W(x) — W(Tx) e B, : W(x) — U(Tx),
tais que para w € W(x), Az(w) = By(w) ® Cp(w). Entdo, existe Y' € B conjunto

T-invariante, com m(Y") =1, tal que para cada x € Y’

1 1
lim sup — log ||Crw|| = limsup — log || A% (u @ w)|],
n n

para todo w € W(z) \ {0}, u € U(z). Além disso, se existem w € W(z) \ {0}

ex €Y' tais que lim —log||Clw|| existe, entdo o limite lim —log ||AL(u & w)l|
n—oo M n—oo 1
1
eziste, para todo u € U(x), e € igual a lim —log ||Crw]|.
n—oo N,
Demonstracao: Consideremos u € U(x) e w € W (z). Observemos que

A (u® w) = [A%u+ DMw] & Clw,

n—1
onde DI : W (z) — U(T™x) é dado por D{"w = Z AT Bri, Ciw. Pelo Lema
i=0

2.1.1(iii),

1
lim sup — log || A (u & w)||*> =
n

n—oo

1 1
max { lim sup — log || A"u + D{™w]||?,lim sup — log ||C;‘w||2}, (4.1)
n n

n—oo n—oo
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para todo u € U(z), w € W(x). Fazendo u =0 e w # 0 em (4.1), temos

1
lim sup — log ||AZw|| =
n

n—oo

1 1
max { lim sup — log || D™ w]|, lim sup — log || C™w|| } (4.2)
n n

n—oo n—oo
Seja € > 0. Considere

a.(z) = sup ()’AZ‘U(x)“ e*"(p%)) :

n>0

Tomemos (g;,) uma sequéncia tal que g — 0. Assim, usando o Lema 4.3.1 e o
Corolério 1.1.2, segue que, para cada k, existe Y, C Y com m(Y;) =1 tal que, para

todo x € Y,

| — 0.

1 1
—loga., (T"z) — 0 e —log™ || Arn,
n n

[e.e]
Mostraremos agora que, para todo x € ﬂ Yiew #0,
k=1

1 1
lim sup — log ||Chw|| = limsup — log || AZw]].
n n

n—oo n—oo

o
Suponha que existem z € ﬂ Yr e w # 0 tais que
k=1

1 1
limsup — log |Clw|| = 7 < X' = limsup — log [|AZw]|.
n n

n—oo n—oo

Seja k tal que max{T, p} + e < N. Entao, existe ng(z,w, k) tal que, para todo
n Z Ny,
[Caw|| < em(mHen), (4.3)

Observemos ainda que

n—1
IDMw] < Y AR I Breall| Chull
i=0

IN

nmax { | AL || Brio|||Chwl - 0<i <n—1}

= )| AL Bra || Cirw.
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para algum 0 < i,(x,w) < n — 1. Obviamente, (i,) é uma sequéncia crescente.

Assim, se (i,,) é ilimitada temos que, para n suficientemente grande, i,, > ngy. Logo,

- n—1
log az, (T,") + ——(p + &x)

1 1 1
—log || DMw| < =1

nogH awl| < nogn+1+in
n—1 n—1
(maX{T’ p} - p) +

1
- —log™ || Apin
Z x

n

Assim,

1
lim sup —log | DMw]|| < max{r, p} + e < X = limsup — log || A"w]|,
n

n—oo n—o0

contradizendo a equacao (4.2).

Se, por outro lado, (7,) é limitada, ou seja, i,, < M para todo n, entao

IN

1 1 1 o 1 1 .
log[DPwl| < ~logn+ = log | A3 | + — log || Brol| + — log | Cirul

IN

1 1
—logn#—max{—logHA;iljl 1” c0<i < M}
n n

1
+max{—log\|BTim] 1 0<i< M}
n

1 )
+max{—log\|0;w\| :0<i < M} :
n
Dessa forma,

1
lim sup — log |DMw|| < p < max{r, p} +ex < N,

n—oo

contradizendo a equacao (4.2).
o

Portanto, para todo = € ﬂ Vi=Y' eweW(x)\ {0},
k=1

lim sup log |Crw]| = llmsup log |AZw||.

n—oo n—oo
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Assim, usando o fato que p < A, a equagao (4.1) torna-se
lim sup — log ||A"(u @ w)l|

= max { lim sup -~ log | A% + D™, lim sup log ||C"w||}

n—oo n—oo

= max { lim sup log | AZu]|, lim sup — log | DM w||, lim sup -~ log ||C"w||}

n—oo n—oo

= lim sup log |Cw||,

n—o0

para todo z € Y/, u € U(z) e w € W(x) \ {0}.

Suponhamos agora que existem w € W(x) \ {0} e x € Y’ tais que o limite
1
lim — log ||Crwl|
n— N

existe. Assim,

1
lim inf — log || A% (u & w)]|
n—oo M
1
> max { hmlnf—log | A"y + DM, hmlnf— log ||C'"w||}
n
> hm —log |Clw|| = limsup —log | AZ (u @ w)|.
Portanto, para todo u € U(x),
.1 n 1 n
lim —log||AL(u @ w)|| = lim —log ||Crwl||.
n—oo M,

n—oo M,

]

Facamos, para cada i fixado, U(z) = V;11(z) e V(x) = V;(z) no Teorema 4.3.1.
Seja W;(x) o complemento ortogonal de V;i1(z) em Vj(x). Dessa forma, considere-
mos a seguinte aplicagao

Cyp : Wi(x) — W;i(Tx),

como no Teorema 4.3.1. Pelo Corolario 4.2.1, temos que

lim sup —log |AZw|| = \i(z),

n—o0
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para todo w € Wi(x) \ {0}. Assim, ainda pelo Teorema 4.3.1, para todo w €

W)\ {0}, 1
lim sup — log ||Crw|| = A\i(x). (4.4)

n—oo M
Se substituirmos o “limite superior” por “limite” em (4.4), temos pela dltima parte
do Teorema 4.3.1 que nh~>r{olo - log || ALv|| existe, para todo v € Vi(x) \ Vis1(x). Dessa
forma, podemos reduzir nosso problema considerando, para cada i, uma familia
{C,} para a qual o limite superior toma o mesmo valor em todos os vetores nao-
nulos. Para lidarmos com este caso, consideraremos a aplicacdo induzida por A,
no espaco projetivo P(R?). Para definirmos tal aplicacao precisaremos que cada A,
seja invertivel e, de fato, é suficiente mostrarmos o Teorema de Oseledec neste caso,

desde que log™ || A, || seja integravel, como mostra o seguinte lema.

Corolario 4.3.1 Seja T' uma transformacao ergodica. Para provar o Teorema de
Oseledec para o caso em que A, € My(R) ez — log™ || A,|| € integrdvel, é suficiente

provd-lo para o caso em que A, € Gl(d,R) qtp e x — log™ || A,|| € integrdvel.

Demonstragao: Se A, ¢ Gl(d,R), entdao A,v = 0, para algum v # 0. Assim,
As(z) = —00. Se isto ocorre em um subconjunto de medida positiva, entao Ayg) =
—o0 qtp. Seja o subfibrado mensurdvel {W(x)},cx dado por W(x) = Vi, (z)*" de
modo que V;(z) = R? = V,(,y(z) ® W (z). Logo, a aplicagao

Cp: W(x) — W(Tx),

dada pelo Teorema 4.3.1, é a projecao ortogonal de A w sobre W(Tx), para w €
W (z). Notemos que a aplicagdo x —— log™ ||C,|| é integravel. De fato, para todo
w e W(x)\ {0}, temos

[Ca(w)]] < [[As[[[[w]l,

isto &, [[Cull < [[ Al Logo,

log™ [|Col| < log™ || Al
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Visto que a aplicagao z —— log™ || A, || é integrdvel, concluimos que z —— log™ ||C,||
é integravel. Além disso, C, é invertivel para cada x € X. De fato, pelo Teorema

4.3.1, temos que

1 1
lim sup — log ||Cw|| = limsup — log || A% (u @ w)||
n n

n—oo n—oo

para todo w € W(x) \ {0}, u € V(;)(x) e para qtp € X. Logo, u ® w € Vi(x) \
Viy1(x), paraalgum i = 1,...,s(x) — 1. Assim, h?j}ip % log [|AL(u®w)| = N\i(z) #
—oo. Entao, se C,w = 0, tem-se que w = 0. Portanto, C,, é invertivel. Ainda temos
que os expoentes de Lyapunov para a aplicacao x —— C, 580 A\gp)-1(7) < --- <
Ai(z) e Vygy—i(z) N W(x) C --- C Vi(x) N W(x) é a respectiva filtracao. Suponha

que provamos o Teorema 4.1.1 para x —— C, isto é,
.1 n
lim ~ log | CJw] = A, (a)
n—oo M,

pata tp 7 € X e todo w € (V;(2) MW (@)\ (Vi (2) \W(2)) = (Vi(2)\ Via (2)) 0
W (z). Dali, pela tltima parte do Teorema 4.3.1,

. 1 n : 1 n
Jim ~log||Cowl| = lim —log | AZv],

para qtp z € X e todo v € V;(z) \ Vj11(z). Entdo, o Teorema de Oseledec ¢ vélido
para © — A, € My(R). O

Dessa forma, assumiremos, a partir de agora, que A, € Gl(d,R) paratodo z € X.

Definamos

| Az |

o (z,l) € X x P(Rd) — p(z,1) = log T

(4.5)

onde u é um vetor nao nulo em [. Tal funcao é mensuravel e, além disso, para cada
x € X, a aplicagao parcial ¢, : | € P(RY) — ¢, (1) = ¢(x,1) é continua, visto que
¢, o é continua, onde 7 : R4\ {0} — P(R?) ¢é a projegao canodnica.
Seja
D:z€ X — ®(z) =sup{p(z,0): L€ P(RY)}.
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Observemos que ®(z) = log||A,||. Desse modo, z —— log™ || A,|| ¢ integrdvel se, e
somente se, ®* ¢é integrdvel.

Definamos
S:(z,0) € X x P(RY) — S(x,1) = (Tz, Al) € X x P(R?),

onde A, : P(R?) — P(R?%) é o homeomorfismo induzido por 4, : RY — R< e, sem
perda de generalidade, consideraremos a mesma notagao para as duas aplicagoes.
Seja @ # 0 em [ € P(R?). Entao,

n—1
> (S (x,1)) = log || Azal| — log ||ll.
1=0

Desse modo,
n—1

1 1
lim sup — ng (S'(x,1)) = hmsup—log | AZal|. (4.6)
Definicao 4.3.1 Sejam (X, B, m) um espaco de probabilidade e E um espago de
Banach separdvel com espago dual E*. Definimos Lt = L} (X, E) como sendo o
conjunto de todas as m-classes de equivaléncia das fungoes f : X — FE mensurdveis

tais que | ||f(x)||dm(x) < co. Duas fungoes sao m-equivalentes se sao iguais m-qtp.
Temos que (L (X, E),|| -||) é um espaco de Banach, onde

11+ f € Lon(X, B) — |IfIl = / 1/ ()l dm(z).

Observemos que até agora quando nos referfamos aos espagos LP, estavamos consi-
derando F = R.

Definigao 4.3.2 Sejam (X,B,m) um espago de probabilidade e E um espaco de
Banach separdvel com espago dual E*. Definimos L = L2(X, E*) como sendo o
conjunto de todas as m-classes de equivaléncia das fungoes v : X — E* tais que
x — 7,(v) € limitada e mensurdvel para cada v € E. Duas funcoes vV e v?) sdo
m-equivalentes se as funcoes x —— fyél)(v) exr — %(52)(11) sao iguais m-qtp para

todov € E.
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Da Analise Funcional é sabido que L (X, E*) é um espago de Banach com a

norma || - || dada por
I lloe =7 € Ly (X, E¥) ¥— |[7]loc = ess.sup.||7z[,

onde ess.sup.||v.| = inf {sup{|[1z]| : x ¢ N} : N € B,m(N) =0}. Além disso, te-
mos que ||v]|e < oo, para todo v € LS. De fato, seja N € B tal que m(N) = 0.

Pela prépria definicao de LS, temos que sup |7,(v)| < oo, para cada v € E. O
zeX\N

Principio da Limita¢ao Uniforme (ver [22], Teorema 1, pagina 68) afirma que, dados
E um espago de Banach, F' um espago vetorial normado e (T;);e; € L(FE, F'), onde

I é um conjunto de indices quaisquer tais que sup || T;(z) |r< oo para cada x € E,
iel

entdo sup || T; || z(p,r)< 0. Assim,
iel

sup ||7z|| < oo.
zeX\N

Logo, ||7]|lee < 00. Desse modo, a aplicagao
UL (XEY) — (L (X, E))

Y Wy f € LX) e () (f) = / ve(fo)dm(z) € R

¢ um isomorfismo isométrico (ver [3]).
O caso que nos interessa é quando £ = C(P;R) = {f : P — R : f é continua},
onde P é um espago métrico compacto. Seja M(P) o espago de todas as medidas

em P definidas sobre B(P), a o-algebra de Borel em P, com norma dada por

1l = pu(P),

para toda medida p € M(P). Consideremos ainda M (P) como sendo o espago de
todas as probabilidades em P. Um resultado decorrente do Teorema de Represen-
tagdo de Riesz (ver [17], Corolério 9, pagina 311) afirma que o espago dual C(P;R)*
¢ isometricamente isomorfo a M(P).
Seja
Ln(M(P))={a: X — M(P): « é mensurdvel}.
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Dado o € L,,(M(P)), temos que, para cada = € X, a, = a(x) € M(P). Visto
que M (P) é um subconjunto de M(P), usando a identificacdo C(P;R)* ~ M(P),

temos que, para cada x € X, associamos o seguinte funcional linear em C(P;R)

feC(P;R)— F(f /fdozm

Dessa forma, para cada f € C(P;R), a aplicacao z —— / fda, é limitada, visto
que P é um espaco métrico compacto e o, ¢ uma probaﬁilidade. Assim, temos
que L,,(M(P)) C Ly(X,C(P;R)). Na verdade, ainda temos que L,,(M(P)) é
um subconjunto fechado em L°(X,C(P;R)) com relagdo a topologia fraca*. De
fato, seja (a,,) uma sequéncia em L,,(M(P)) tal que ", &, onde w* denota a
convergéncia fraca* em LX°(X,C(P;R)). Logo, an(x) — a(x), para todo = € X.
Assim, ||a,(z)]] — ||a(x)||, para todo x; entretanto, para cada n > 1, ||a,(x)| = 1.
Assim, a(z) € M(P), para todo x € X. Além disso, como o limite da sequéncia de
funcoes mensurdveis ¢ mensuravel, concluimos que o € L, (M (P)).

Dado o € L,,(M(P)), c, é uma probabilidade, para cada = € X. Assim,
concluimos que L, (M (P)) é um subconjunto fechado contido na esfera unitéria em
LX(X,C(P;R)). Como a bola fechada unitaria é compacta na topologia fraca* (ver
[12], Teorema 3, pagina 120), temos que L,,(M(P)) é compacto.

Seja M,,(X x P) o conjunto das probabilidades u em X X P tais que a projecao de
pem X é m. Podemos identificar tal conjunto com L,, (M (P)) através da aplicagao
a € Ly(M(P)) — a € M,,(X x P) de tal forma que

[ Ldate) - /(/u mx) (@),

onde x — f, estd em L} (X,C(P;R)).
A aplicacdo ¢ : X x P(R?) — R, definida em (4.5), induz a seguinte funcao

Yiz€ X — d(z) = ¢, € C(PRY);R),

onde ¢, ¢é a aplicacao parcial de .
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J& vimos que sup {¢(z,1) : 1 € P(RY)} =log||4,|. Notemos que
inf {p(z,0): 1 € P(RY)} = —log || A"

Assim, ¢ € L (X,C(P(R?);R)) se, e somente se, x — log ||A,|| e z — log || A}
sdo integraveis; ou equivalentemente, se, e s6 se, x —— log™ [|A,|| e x — log™ || A7 Y|
sao integraveis. Por este motivo, precisaremos da integrabilidade dessas duas condicoes
na ultima parte da prova.

Seja S uma transformagao mensuravel de X x P cobrindo T, isto é, m.S(z,u) =
T(x), onde m : X x P — X é a projegao na primeira coordenada. Denotaremos
por M, (X x P,S) o subconjunto de M,,(X x P) formado pelas probabilidades

S-invariantes de X x P.

Teorema 4.3.2 Seja (X,B,m) um espago de probabilidade. Consideremos T :
X — X uma transformacao ergodica. Sejam P um espago métrico compacto
eS: X x P — X x P uma aplicagio mensurdvel dada por S(x,u) = (Tx,Su),
onde, para cada x € X, a aplicacdo S, : P — P ¢ continua. Consideremos ainda a
fungao ¢ : X x P — R mensurdvel tal que, para cadax € X, ¢, = p(x,-) : P — R
¢ continua. Se ® : X — R € definida por ®(z) = sup{p(z,u) : u € P} e € tal que
ot e Ll

m’

entao para m-qtp r € X,

n—1
lim s.upl Z@(Si(x,u)) = sup {/gpdu tp € My (X x P, S)} :
i=0

n—00 yc P n

Demonstragao: Sabemos da Proposigao 1.1.2 que os pontos extremais do conjunto
convexo M,,(X x P,S) sdo as medidas ergddicas deste.
Como ¢ : X x P — R é mensuravel e p(z,:) : P — R é continua para cada

x € X, temos que a aplicacao z — sup ¢(x,u) é mensuravel. De fato, visto que P
ueP
é um espaco métrico compacto, temos que P é separavel. Entao,

sup o(x,u) = sup o(x, uy).
ueP n>1

Dessa forma, temos que a aplicagdo x —— sup p(z,u) é mensuravel. Seja
ueP
n—1
M) =sup > (S, u).
v =0
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Logo, M,, é mensurdvel e M, (z) = ®*(z) € L} . Além disso, M, n(x) < M, (z) +
M, (T™(x)). Assim, pelo Teorema Ergddico Subaditivo, existe uma fungao f : X —

R U {—o0} T-invariante tal que f* € L'(X) e

lim M, (z) = f(2),

n—oo N,

para qtp x € X. Assim, como T é ergddica e f é T-invariante, temos que f é uma

fungao constante pela Proposigao 1.1.1. Sejam ¢ := f(z), para quase todo x € X, e

b::sup{/godu:ueMm(XxP,S)}.

Queremos mostrar que ¢ = b. Notemos que ¢, b podem ser —oo. Mostremos pri-
meiramente que ¢ > b. De fato, suponha que b # —oo (se b = —oo, ndo héd

nada para provar). Entao, para cada ¢ > 0, podemos tomar uma medida ergdédica

pe € M, (X x P,S) tal que
/(pd,us >b—e.

Como p. é ergddica, temos pela Proposicao 1.1.3 que

n—1

1 ;

Jim -~ > (S (x,u) = /wdue,
=0

para qtp (z,u) € X x P. Entretanto, para todo u € P,

n—1

Mn(z) 2 p(S(z, ).

s
Il
o

Assim,
b—e</gpdu8§c.

Como € > 0 é arbitrario, concluimos que b < ¢. Resta mostrarmos entao que ¢ < b.

Consideremos, para cada n > 1, o conjunto

A, = {(m,u) eXxP: i@(si(m,u)) = Mn(x)} .

1=0
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E claro que A, € BxB(P). Além disso, temos que 7 (A,) = X, ondem; : X xP —
X é a projecao na primeira coordenada, e o conjunto {u € P : (x,u) € A, } é fechado
para cada x € X, visto que as aplicagoes S, : P — P e ¢, : P — R sao
continuas para todo z € X. Assim, como P é um espago compacto, temos que

{u e P:(x,u) € A,} é compacto. Consideremos a seguinte aplicagao
FNzeXr—{ueP:(r,u) €A} € Pg(P).

Como P é um espaco métrico compacto, temos que P é completo e separavel. Além

disso, ¢é facil verificarmos que
Graf(I') = A, € B x B(P).

Assim, pelo Teorema 4.2.1, existe uma sequéncia (wy) de aplica¢oes mensuraveis

kX — P, com wg(z) € I'(z), para todo x € X, ou seja, (z,wi(z)) € A, para
todo x € X e k € N. Particularmente, quando k = n, tem-se que (z,w,(z)) € A,
para todo x € X. Logo,

=Y (S (@),

Considere, para cada n > 1, o funcional linear «,, em L} (X,C(P;R)) dado por

o %Z / WS (2, wn () dm(z).

Observemos que o, € L,,(M(P)). Como L,,(M(P)) é compacto com relagao a
topologia fraca® em Ly, temos que existe (a,,;) subsequéncia de (o) tal que »,
« € L,,(M(P)). Visto que L,,(M(P)) ~ M,,(X x P), seja @ € M,,(X x P) a medida
correspondente a o em Lm(M(P)) Assim, para todo ¢ € L} |

/nJ Z VS (@, wn, (7)) dm(z) — /@Dda (4.7)

=0

Seja oy = max{p, —N}, N > 1. E claro que ¢y € L! . Observemos que

n;—1 n;—1

My (0) = 3 5 Cain, (2))) < X2 (S, ()

=0
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Fazendo j — oo, temos por (4.7) que, para todo N > 1,

cg/ded.

Dessa maneira, concluimos que ¢ < / eda. Afirmamos que a € M, (X x P,S). De

fato, temos que para v € L},

‘/¢05da _ /wda)

- r}ljgoni] /[@Dsnj(x,wnj(m)) —w(x,wnj(x))} dm(x)‘
< tim 2 [ o) fdm(z) =0

Assim, sejam A € B x B(P). Entao,

/Sl(A)wda:/A@@OSdQZ/AW&

Tomando ¥ = 1, temos que
a(s7(4)) = a(A).

Portanto, & € M,,(X x P,S). E assim, ¢ < /cpda < b, isto é, c = b. U

Corolario 4.3.2 Além das hipdteses do Teorema 4.3.2, assuma que

/sodu =0,

para todo € M,(X x P,S), e que a aplicagio v +—— in£ o(z,u) estd em L .
ue
Entao, para m-qtp x € X,

uniformemente em u € P.
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Demonstragao: Pelo Teorema 4.3.2, temos que existe A € B com m(A) = 0 tal

que
n—1

1 )
lim sup — S'(x,u)) =b,
Jim sup ; P (S (z, 1))

para todo z € X \ A. Aplicando o Teorema 4.3.2 a (—¢), temos que existe B € B
com m(B) = 0 tal que

n—1
1 )
lim inf — E o(S*(z,u)) =0,
0

n—oo u€P N <
7=

para todo = € X \ B. E claro que m(A U B) = 0. Entdo, para todo = ¢ AU B,

n—1

> (S ) — b,

=0

uniformemente em u € P. L]

Finalmente, vamos concluir a prova do Teorema de Oseledec. Como, para cada
r € X, A, € GI(d,R), temos que Ay, # —o0 qtp. Segue do Lema 4.2.2 e da
Proposigao 1.1.1 que, existe X3 € B, T-invariante com m(X3) = 1, tal que as

aplicacoes

x — s(x)
x — N\(x)

x +— dimVj(x)
sao constantes para cada i. Ainda pelo Lema 4.2.2(iii), temos que a aplicagao
r € X3 +— Vj(z) € Gr(RY)
é mensuravel. Seja s := s(x). Dai, pelo Teorema 4.2.3, existe

Jra {‘/;(x>}zeX3 — X3 x R™
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bijecao mensuravel, a qual é linear nas fibras e cobre a aplicacao identidade de X,
onde dim Vy(x) = ry. Definamos entao

[ A

¢ (z,u) € X3 x P(R™) — ¢(x,u) = log eR,

|
onde u € R™ ¢é um vetor nao-nulo no espago gerado por u e que podemos supor,
sem perda de generalidade, que esteja contido em Vi(x). Pelo Corolario 4.2.1(7ii),

temos que, para todo v € V(z) \ {0},

limsup || AZv]| = As.

Assim, segue de (4.6) que, para todo u € P(R"™),

n—1

lim sup — Z(p (S*(w,u)) = A,

n—oo

Pelo Teorema Ergodico de Birkhoff,

1 i d
nggonZsDS:vu /sou,

para toda medida p € M,,(X3 x P(R"™),S). Além disso, como z — log |[|A; Y] =
—inf {p(z,u): ue P(R™)} é integrdvel, temos que as hipéteses do Corolério 4.3.2

sao validas. Logo, existe Xy € B T-invariante, com m(X,) = 1, tal que

n—1
1 .
E Z gp(Sz(q;’ U)) - >‘s
=0
uniformemente em u € P(R"). Portanto, para todo v € V() \ {0},
1
—log ||AZv|| — As.
n
Consideremos {V;_1(7)},cy,- Visto que Vi(z) C V,_1(z), podemos escrever
Vi1 (x) = Vi(z) & W(x).
Pelo Teorema 4.3.1, temos que para qtp z € X e w € W(x) \ {0},
1
limsup — log ||Crw|| = As—1,
n

n—oo

onde C, : W(x) — W(T'z) é a aplicagao induzida por A,. Observemos que:
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1. {W(z)} é um subfibrado mensurével;

2. As aplicagoes x — log||C,|| e  — log||C, || sdo integraveis, j& que ||C,|| <

[Az| e [ICTH < [[AZH]-

Aplicando o argumento acima para z —— C,, temos que, para qtp =z,
1
—log || CYw| — A1,
n

para todo w € W(x) \ {0}. Dali, pela segunda parte do Teorema 4.3.1, para qtp z,
1 n
e P ——
n

para todo v € V;_i(x) \ Vs(x). A prova segue repetindo o argumento acima. O



Capitulo 5

Extensao do Teorema Ergoédico

Multiplicativo

Neste capitulo, estenderemos o Teorema de Oseledec para fluxos em tempo
continuo. Inicialmente, provaremos tal teorema para semifluxos mensuraveis em
tempo continuo, e veremos que a demonstragao seguird, quase que imediata, da
extensao do Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman. Feito isso, provaremos
na Secao 5.2, o Teorema de Oseledec para fluxos definidos sobre fibrados veto-
riais em tempo discreto. Tal demonstragao sera de grande utilidade para a extensao
do mesmo para fluxos em tempo continuo, pois discretizando o tempo, teremos
condigoes de aplicar o Teorema de Oseledec para fluxos em tempo discreto. E in-
teressante observarmos que os fluxos com os quais trabalharemos, estao associados
a cociclos definidos sobre fibrados vetoriais triviais. Denotaremos por (M, X, i) um

espago de probabilidade.

5.1 Semifluxos em tempo continuo

Nesta secao, denotaremos por {7'};>0 0 semifluxo mensurdvel que preserva me-
dida, isto é, tal que a aplicagao (z,t) € M xRT — 7'z € M é mensurdvel e satisfaz

as seguintes propriedades:

85
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(i) 70 = idyy;
(i1) 75t = 7% o 7, para todo s,t > 0.
Além disso, para cada t > 0, 7 : M — M preserva medida.

A seguir faremos a extensao do Teorema Ergddico Subaditivo para o caso continuo.

Teorema 5.1.1 Seja a aplicagiao mensurdvel (x,t) € MxRT — fi(z) € RU{—o0}
satisfazendo as sequintes condigoes:
(a) Integrabilidade:

_ + _ + u 1.
w1 = sup f,, 2= sup fi_,o7" €L
0<u<1 0<u<1

(b) Subaditividade: fsiy < fs+ froT® qtp.
Entdo existe uma fun¢ao mensurdvel T'-invariante f : M — R U {—oo} tal que
frelrl,

gg%ﬁszP

lim / ful@)dp(z) = inf / folz)du(a / F(x)du(z

para todo t > 0.

Demonstracao: Seja n := [t] a parte inteira de ¢, isto é, t = n+{t} com 0 < {t} <
1. Usando a subaditividade de f; é facil vermos que
Jov1 — 20" < fy < fut o7 (5.1)

Como @1, s € L', temos pelo Coroldrio 1.1.2 que, para qtp = € M,

lim —¢; 07"(z) = lim —py 07" (x) = 0.

n—oo 1 n—oo 1
Pelo Teorema 3.2.1, temos que existe uma funcao mensurdvel 7'-invariante

1 n
f: M — RU{—o0} tal que fT € L' e lim —f, = f qtp. Visto que T 1,
n—oo N

temos que para qtp reM

hm (an— pao0T") = hm (an— paoT") = f,

1
l1m (fn+g0107') = limﬁ(fn—irgolm'”):f.
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1
Logo, pela desigualdade (5.1), tlim n fi = f. Ainda pelo Teorema 3.2.1, temos que

i - [ fule)due) =t - [ fule)duta) = [ f@)dute

n—oo N

Assim, usando o Teorema da Convergéncia Dominada e a desigualdade (5.1), obte-

mos

i ;[ fi)dnte) = int 7 [ Flodnto) = [ 1@tz

n—oo

Corolario 5.1.1 Suponha que o cociclo (z,t) € M x Rt — Tt € My(R) é men-

surdvel e que as fungoes

pi(x) = sup log" [T} (5.2)
0<u<l1

pa(z) = sup log" [|T.5| (5.3)
0<u<l1

sao integrdveis. Entao, para quase todo x € M, o limite
1 t\AQ
lim —log ||(7;)"|
t—oo ¢
existe para todo 1 =1,...,d.

Demonstragao: Basta verificarmos o Teorema Ergédico Subaditivo para f;(z) =
log [|(T;)"]|- [

Lema 5.1.1 Sob as mesmas condi¢oes do Corolario anterior, tem-se que

lim sup1 sup log ||T5|| <0,
t—oo b 0<u<i

para quase todo x € M.
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Demonstracao: Seja n a parte inteira de ¢, isto é, t = n + {t} com 0 < {t} < 1.

Notemos que

(el s LN (N L (B

[zl = e mh | < T e >
Dai,
log [ 5 < tog* 5| < tog* 2887 |+ tog b, |+t || T2

implicando que

sup log HTTI;;“H < o1 (7"22) + o1 (7" ) + o (T7).

0<u<l

n
Portanto, segue do Corolario 1.1.2 e do fato que 7 — 1, que para quase todo x € M,

hm sup E Oiugl log || T4t < 0.

U

Assim, podemos demonstrar o Teorema Ergddico Multiplicativo para semifluxos

mensuraveis.

Teorema 5.1.2 Seja (z,t) € M x Rt — TL € My(R) um cociclo mensurdvel tais
que as fungoes 1 e @y definidas por (5.2) e (5.3), respectivamente, sao integrdveis.
Entao, existe T C M t'-invariante para todo t > 0, com u(T') = 1, tal que as
sequintes propriedades sao validas para x € I :

(7) tlirglo(Ti*Ti)l/2t =:VU(x) > 0 existe;

(i7) Sejam expAi(x) > -+ > expAy(z)(x) 0s autovalores de ¥(x) e Uy(x), .. .,
0s autoespagos correspondentes com suas multiplicidades d;(z) = dimU;(z). A
fungao x — X\(z) € T-invariante. Considere Vi1 == {0} e Vi(x) := Usy(x) ®

@ U(x),i=1,...,s(x); dessa forma,

Vi@)(z) €+ CVi(z) €+ C Vi(a) =R
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define uma filtracio em R, Entdo, para cada v € R4\ {0}, o expoente de Lyapunov
As(v) = Jim *log [T
o(v) = Jim " log |72

existe como limite e, \.(v) = \(x) se, e somente se, v € Vi(x) \ Vig1(z), onde
Vi(z) = {v € RY: N\, (v) < N\(x)}-

Demonstragao: Pelo Coroldrio 5.1.1, existe I' C M 7'-invariante para todo t > 0,

com u(I') =1, tal que para x € T" o limite

1 )
lim —log [|(7;;)"|
t—oo ¢
existe para todoi=1,...,d.
Seja x € I'. Entao, para cada t > 0, seja Vi(x)Dy(x)Oy(x) a decomposicao polar de
TE. Assim, procedendo de maneira andloga ao que foi feito para a demonstracao do

Teorema 3.1.2, obtemos uma sequéncia (F(t,z));>0 em Fr(d), onde
F(t,x) = (Vyo(t,z) C--- C Vi(t,z) C --- C Vi(t,x))

e I (z)(d) é o conjunto de todas as filtracoes correspondentes aos vetores de dimensao
7(2) = (ds(a) (%), ds(a) () + dsz)-1(2), . . ., ds@)(z) +- - - +di(x) = d). Afirmamos que
tal sequéncia converge em F(;)(d) para F'(z) = lim F(n,z), onde a existéncia desse
limite segue do Lema 3.1.2 aplicado para T}, = nT_(jj‘_lx) Além disso,

1
lim sup 7 log0(F(t,x), F(x)) < —h,

t—o00

A
onde h = FESEEL A =min{\;(z)—Ay1(z) i =1,...,s(x)—1}. De fato, notemos

1
limsup —log 0(F(n,z), F(n+ s,z)) < —h

n—oo 1
uniformemente em s € [0,1]. Seja n a parte inteira de t, isto é, t = n + {t} com

n
0 < {t} < 1. Logo, usando a desigualdade anterior e o fato que i 1 temos que

lim sup % log §(F(n,z), F(t,x)) < —h.

t—o0



90 Capitulo 5 - Extensao do Teorema Ergddico Multiplicativo

Dessa forma, F(t,z) — F(z), j4 que como lim F(n,z) = F(x) de tal forma que

1
lim sup - log§(F(n,x), F(x)) < —h (ver equagao (3.5)) e pela desigualdade anterior

segue que
S(F(1,2), F (@) < 8(F(t,2), Fln, 1)) + 8(F(n, ), F(x)) < e 4 e —0,
quando t — oo. Além disso,

lim sup % log §(F(t,z), F(z))

t—o0

< max (lim sup % log §(F(n,z), F(t,x)),limsup 1 log §(F'(n,x), F(x))) < —h.

t—o0 t—oo t

Portanto, procedendo analogamente a demonstracao do Teorema 3.1.2, podemos

provar o Teorema Ergddico Multiplicativo para semifluxos mensuraveis. Ll

5.2 Fluxos em tempo discreto

Nesta secao, denotaremos por 7 : M — M uma aplicacao mensuravel com
inversa mensuravel tal que ambas preservam medida. O teorema que veremos a
seguir é uma versao do Teorema Ergddico Multiplicativo para fluxos em tempo

discreto.

Teorema 5.2.1 Seja T : M — Gl(d,R) uma transformacao mensurdvel tal que
log™ |T()[l, log™ [|T(-)~*|| € L".
Considere

™ = T(r" 'z)---T(rx) - T(x),

x

T," = [T(r"z)] g [T(77%2)] . [T(77"2)] -
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Entao, existe A C M T-invariante com u(A) = 1, de tal modo que, para cada x € A,

existe uma decomposicao de R?, ou seja, R? = Wi () @ -+ - & Wy (x). Além disso,
lim 7 log [Z40] = A(z)
Jm, 1B [T20] = M)

para todo v € Wi(z) \ {0}.

Demonstracao: Seja {(\;(z),d;(z)) : i = 1,...,s(x)} o espectro de (7,7) em
z. Considere Vy)(z) C --- C Vi(z) = R? a filtracao associada. Denotemos por
T~ !o771 a tranformagio mensurdvel de M em Gl(d,R), dada por T"'o771(x) :=
[T(T‘lx)]fl. Pelos exemplos vistos na Segao 3.2, temos que o espectro de (771, T 1o
771 em z ¢ dado por

Ao () <+ < 7 (2),

onde \; (z) = —Ay(z)+1—; com multiplicidade d; () = dy)4+1-i(). Seja

Vi

y(z) -V (2)

a filtragao associada. Seja S = {x €M : Vipa(x) N Vi,

(x) # {O}} Afirmamos
que tal conjunto tem medida nula. De fato, dado § > 0, considere, para cadan > 1,
o subconjunto S,, de S tal que para cada x € S, fixadoi € {1,...,s(z)— 1}, tem-se

que

1T ull < flullexp (A (2) +0/2)], (5.4)
1T "l < lullexp [n(=Xi(x) +6/2)], (5.5)

para todo u € Vi 1(z) N ‘/'S(x)+1_i(x). De (5.5), temos que se x € 77(S,,),

175 ull = Jlullexp [n(Ai(2) = 6/2)], (5.6)

para todo u € Vi1 (x) NV, ,;(x). Sejaz € S,N77"(Sy); logo, pelas desigualdades

+1-i
(5.4) e (5.6), concluimos que A;(z) — Ai11(x) < §. Observemos ainda que lim (.S, N
77"(Sp)) = u(S). Logo, \i(z) — N\ir1(z) < 6 para quase todo x € S. Assim, como §

é arbitrario, temos que u(S) = 0. Portanto, Vi1 (z) N \/;Zx)ﬂ_i(x) = {0} qtp.
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Observemos que, para cada € A, obtemos as propriedades (7) e (i7) da Defini¢ao
2.1.2. Assim, procedendo de forma andloga ao que fizemos apds tal definicao, é
possivel mostrarmos que

Vit () © Vi1 () = R,

Além disso, os conjuntos Wi(z) := Vi(z) NV

R? da tal forma que

D41 formam uma decomposicao de

S S
M) = Jim 7 [Th0l] = Aa),
se, e somente se, v € W;(x) \ {0}. O

5.3 Fluxos em tempo continuo

Finalmente, estenderemos o Teorema Ergodico Multiplicativo para T = R.

Teorema 5.3.1 Seja (z,t) € M x R — T! € GI(d,R) um cociclo mensurdvel tal

que as fungoes

Ui(z) = sup log" [T}

0<u<l1

a(r) = sup log" [T,
0<u<1

sao integrdveis. Entao, existe A C M t'-invariante para todo t € R, com p(A) =1,
e tal que, para cada x € A, existe uma decomposicio de R?, ou seja, R? = W (x) @

@ Wy (). Além disso,
.1 ¢
Jim = log || Tovf] = i),
para todo v € Wi(x) \ {0}.

Demonstragao: Seja k a parte inteira de ¢ € R. Entao, t = k + {t}, onde 0 <
{t} < 1. Pela definicao de cociclo, temos que para todo v € R?\ {0}

1 1
|t|10g||Tk+1 vl = || Y(rhe) < |t|10g||Ttv|| |H%(Tﬂf) |t|10g||T'“v|| (5.7)
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onde ¥(x) := sup logt || T."||. Observemos que, como 9,1, € L', temos que
0<u<l1

Y e L

Ainda pela integrabilidade de 9, e ¥, segue que as funcoes log™ ||T(+)|| e log™ [|T(:) 71|

sao integraveis, onde T'(z) := T}. Assim, pelo Teorema 5.2.1, temos que exis-

te A C M com pu(A) = 1, tal que para cada x € A existe uma decomposigao
Wi(x) & -+ & Wy (x) de R?, de tal forma que para todo v € W;(z) \ {0}

1 A
Jim - log | T40] = (o).

Visto que 1, ¢, € L' e 7, 77! preservam medida, segue do Corolério 1.1.2 que, para
qtp x € M, )
R " . ko
S e = B e =0

k
Assim, como n — 1, temos que para qtp z € M

.1 S ko
Jim co(re) =l n(rr) = 0.

Dessa forma, fazendo t — +o0 em (5.7), temos que
lim —log | 74| = A,(x)
Jim7log | Tzv] = (o).

para todo v € W;(x) \ {0}. O

No Capitulo 2, calculamos os expoentes de Lyapunov de um sistema do seguinte
tipo
.I.'t = A(t)xt,
onde A : R — M(R) é uma funcdo continua e periédica de periodo w > 0. No

préximo exemplo, associaremos a tal sistema um cociclo sobre um determinado fluxo

mensuravel {7'}cr.

Exemplo: Consideremos o sistema dado acima. Seja (S',B,m) um espaco de

medida, onde B é a o-algebra de Borel de S! e m é a medida de Lebesgue. Para
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cada t € R, consideremos
v €S 7'r =2z +t(modw) € S,
onde estamos identificando S' a [0,w), via 0 homeomorfismo
z € [0,w) — exp(2miz/w).

E claro que o grupo a l-parametro {7;};cg é um fluxo mensurdvel que preserva
medida, visto que tal grupo ¢é formado por translagoes modulo w.

Dada uma matriz fundamental ® para o sistema dado acima, temos pelo Teorema
2.3.1 que existe uma matriz periédica nao-singular P com periodo 2w e uma matriz

constante R tal que ®(t) = P(t)e'f. Seja a seguinte aplicagao
(2,1) € S' x R — T := &(r'2)®(2) " = P(r'z)e!®P(z)™" € Gl(d,R).

Como {7 }+er € um fluxo mensuravel, segue que a aplicagao dada acima é um cociclo

mensuravel.

Consideremos py, ..., p, os autovalores distintos de R. Sejam —oo < Ay < --- < )\

as diferentes partes reais dos autovalores de R. Tomemos v um vetor nao-nulo em
= Z ‘/;pri @‘/Gprj,GQWEj7 onde El = {Z . 10g |€2wpi’ = 2&)/\[}, 1 < l < S, € ‘/;pri’

ivjezl
Viawp; 2wy 880 08 autoespagos generalizados reais associados aos autovalores e
2w(P(z)RP(z)~!

2wpi @

e2wPi ), respectivamente. Dessa forma,

de e
. 1 t : 1 t tR -1
thm zlog | Tov| = 1thm zlog |P(t'x)e" P(x) vl|;

fazendo t = 2nw e usando a Proposicao 2.2.1, obtemos

1
Jim Flog T80l = Tim Wlognm D5y P() o]
= lim —— log ||e*(P@RP@Dny|| = ).
n—oo ZNw

Portanto, ainda pela Proposicao 2.2.1, temos que R¢ = E\, @& --@® E)_, de tal forma
que
1
tlim Zlog ||| = N,

para qtp € S' e todo v € E), \ {0}. O



Capitulo 6
Fluxos em Fibrados

O principal objetivo deste capitulo sera estudarmos fluxos em fibrados mais ge-
rais que fibrados triviais. Para isso, 0 nosso primeiro passo serd estudarmos os
fluxos em fibrados principais; feito isto, conseguiremos induzir um fluxo na base do
fibrado. Assim, poderemos obter um fluxo em fibrados associados que, se proveni-
entes de representacoes do grupo estrutural, estarao em correspondéncia biunivoca
com os fibrados vetoriais. Desse modo, com o objetivo de facilitar a leitura, na secao
seguinte veremos alguns exemplos e propriedades importantes que serao utilizadas

posteriormente sobre fibrados principais e associados.

6.1 Fibrados

6.1.1 Fibrados Principais

Definigao 6.1.1 Dizemos que P(M,G) é um fibrado principal se as sequintes pro-
priedades sao satisfeitas:
(1) G age livremente a direita em P: (p,g) € P x G — pg € P;

(17) O espaco das drbitas dessa a¢ao € M, isto €, existe uma aplica¢io sobrejetora

T: P—M

95
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tal que as drbitas de G sdio os conjuntos n~{x}, v € M;
(1i1) P € localmente trivial, ou seja, dado x € M existe uma vizinhanga U de x e

uma aplicacao bijetora da sequinte forma
Yo (U) — UxG
p — P(p) = (x(p), o(p)),

onde ¢ : 7 H(U) — G € uma aplicagio satisfazendo a sequinte condigdo

¢(pg) = ¢(p)g, (6.1)
para todop € 7 (U) eg € G.

Denotaremos um fibrado principal por P(M,G,w), P(M,G) ou simplesmente
P. Dizemos que P é o espaco total, M o espaco base, G o grupo estrutural e 7 a
projecao.

O fibrado P ¢é dito um fibrado topoldgico se os espacos envolvidos sao espacos
topoldgicos e as aplicagoes envolvidas sao continuas e homeomorfismos quando bi-
jetoras. O fibrado principal P é de classe C¥, k > 1, se os espacos envolvidos sdo
variedades diferenciaveis de classe C* (particularmente, GG é um grupo de Lie) e as
aplicacdes envolvidas sdo diferencidveis de classe C* e difeomorfismos quando forem
bijegoes. Para cada x € M, 7~ '{x} é uma subvariedade fechada de P, chamada de
fibra sobre x. Denotaremos as fibras do fibrado principal por P, = 7~ {z}, z € M.

Notemos que a condigao (i7) é equivalente a dizermos que M é o espago obtido

do quociente de P pela seguinte relagao de equivaléncia
x~y <= dge€ (G tal que y = xg.

Logo, M = P/G, e os conjuntos 7~ '{z} sao as drbitas de G.

Exemplo: Sejam um grupo de Lie G e uma variedade diferenciavel M. O produto
P = M x G é um fibrado principal com base M e grupo estrutural G, cuja acao a

direita de G em P ¢é dada por

((z,9),h) € P X G+ (x,gh) € P.
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Dizemos que o fibrado principal P(M, G) obtido é trivial. O

O préximo exemplo serd muito importante para definirmos fluxos sobre fibrados.

Exemplo: Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e T'M seu fibrado
tangente. O fibrado das bases ou fibrado dos referenciais de M é o conjunto BM de

todas as bases de T'M, isto é, um elemento p € BM é uma base

{fi,oo  fa} (6.2)

de algum espaco tangente T, M, x € M. Equivalentemente, podemos ver p € BM
como sendo uma aplicagao linear inversivel ou um referencial p : R* — T, M,

x € M. De fato, dada a aplicagao p, o conjunto

{p(er), ..., plen)}

é uma base de T, M, onde {ey,...,e,} é a base candnica de R". Reciprocamente, a
base (6.2) de T, M, x € M, determina a seguinte aplicagao linear inversivel p de R"
em T, M dada por

p(xla"'awn):x1f1+"'+xnfn~

Considere a aplicagao m : BM — M que associa a cada p : R — T, M o ponto
x € M. Ainda temos que existe uma agao natural a direita de Gl(n,R) em BM

dada por
(p,g) € BM x Gl(n,R) — pg:=pog € BM.

Visto que os elementos de BM sao aplicacgoes lineares inversiveis, temos que a agao
definida anteriormente é livre. Observemos que BM tem uma estrutura de variedade
diferencidvel. De fato, seja u = (u',... u") um sistema de coordenadas locais em

uma vizinhanca U de z € M. O conjunto

an), - (a).)
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. 9\ . L :
¢ uma base de T, M, onde <— ¢ uma derivac@o que associa a cada f € F(x) as-

out
O(foul)

I onde F(x) é a algebra das fungoes diferencidveis de
u’l

classe C! definidas em alguma vizinhanca de z. Seja p, : R* — T, M a aplicacao

0
out
g € Gl(n,R) tal que p = p,g. Dessa forma, existe uma correspondéncia biunivoca
entre 7 1(U) e U x Gl(n,R) e assim, p € 71 (U) — (u,g) € R" x Gl(n,R) é um

sistema de coordenadas locais em 7~1(U). Portanto, BM é um fibrado principal

socia o numero real

linear tal que p,(e;) = < ) , i =1,...,d. Entdo, para cada p € BM, existe
x

com base M e grupo estrutural Gl(n,R). U

Assim como na definicao de variedade diferencidvel, na qual as fun¢des de mu-
dancas de coordenadas devem satisfazer certas condigoes, a propriedade de triviali-
dade local na definicao de fibrado principal também estd relacionada com uma certa
classe de funcoes de transicao satisfazendo certas propriedades. A seguir faremos
uma breve discussao sobre tal classe de fungoes.

Seja P(M,G) um fibrado principal. Considere ¢ : 7= (U) — U x G uma

trivializacao local e ¢ : 771 (U) — G a segunda coordenada de 1. O conjunto
v H{(z,1): 2 € U}

¢ uma subvariedade em 7 !(U) e, como a primeira coordenada de v é a projegao
sobre M, temos que tal subvariedade cruza cada fibra 7—'{z}, z € U, em um tnico
ponto que denotaremos por o(z). Entao, obtemos uma aplica¢ao o : U — P de tal
modo que 7(co(x)) = x, ou seja, o é uma segao local de P. Como o(x) € ¥~ {(z,1) :
x € U}, temos que ¢(o(x)) = 1. Assim, pela propriedade (6.1), temos que para
todo g € G

¢(o(x)g) = ¢(o(x))g =g,

onde 77z} = {o(z)g : g € G}. Assim,

P(o(r)g) = (2, 9). (6.3)
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Sejam 1, : 7 H(Uy) — Uy X G e 1y : 7 H(Uy) — U, X G trivializagoes locais
tais que U; NU, # (. Denotaremos por ¢; e ¢, as segundas coordenadas de v, e 1)y,
respectivamente, e, o1 e 0q, as respectivas secoes locais.

Para cada € U; N Us, como w(o;(x)) = x, 1 = 1,2, temos que o1(x),09(x) €

7 {x}; dessa forma, existe f(z) € G tal que
oo(z) = o1(2)0(x).

Com isso, podemos definir a funcao 6 : U; N U; — G e assim, obtemos a mudanca
de coordenadas.

(UL N Us) x G2 (U, N Uy) x G

De fato, pela equagao (6.3),

@D;l({ﬂ,g) = OQ(x)g7

e portanto,
ity H(x,9) = Ui (01(x)0(x)g) = (,0(x)g).

A funcao 6 é dita funcao de transi¢do entre as trivializagdes 1)1 e ¥, (nessa ordem).
A funcao de transicao fornece a mudanca de coordenadas entre duas trivializacoes,
mas nao as trivializagoes propriamente ditas. Entretanto, é possivel reconstruirmos
o fibrado principal se as fungoes satisfizerem algumas condicoes, as quais veremos a
seguir.

Seja 13 : 71 (U3) — Us x G uma outra trivializagao de tal modo que Us
intercepta U; N Us. Denotaremos por 6;; a fungao de transigao entre v; e v;, nessa

ordem. Dessa forma,

¢1¢51($a9) = (-75,912(33)9)>
Vo3 (z,9) = (x,003(2)g),
st (x,9) = (x,615(x)g).
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Observemos que

iipy H(x, g) = Y1y Mhaths (, g) = duihy H(, Ba3(2)g) = (2, O12(2)003()g).

Assim, 013(x) = 012(x)023(x).

Geralmente, dado um fibrado principal P(M,G) é possivel tomarmos uma co-
bertura aberta {U,}, de M, de modo que para cada o existe um difeomorfismo 1,
de 771(U,) em U, x G dado por ¢,(p) = (7(p), da(p)), onde ¢, : 71 (U,) — G é

uma aplicacao satisfazendo a seguinte condigao

ba(Pg) = ba(p)g,

para todo p € 77 1(U,), g € G.
Seja x € U, N Us. Entao, existe 0,3 : U, N Ug — G funcao de transicao de tal

modo que

%ﬂ%l(l’a g) = (x, 6aﬂ<x>g)'
Assim, a familia de funcoes {0a5}, 5 satisfaz a seguinte igualdade
Oap(r) = Oory(z) - Oy(), (6.4)

para todo x € U, N Uz N U,. Supondo que tal igualdade ¢é satisfeita, podemos

reconstruir o fibrado principal a partir das fungoes de transicao.

Teorema 6.1.1 Sejam M uma variedade, {U,}, uma cobertura aberta de M e G
um grupo de Lie. Dada uma aplicag¢io 0,5 : UsNUsg — G, U,NUsz # 0, satisfazendo
a relagdo (6.4), existe um fibrado principal P com base M e grupo estrutural G com

fungoes de transigao O,3.

Demonstragao: Ver [11]. O
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6.1.2 Fibrados Associados

Sejam P(M,G) um fibrado principal, F' uma variedade diferencidvel e uma agao
a esquerda do grupo estrutural G em F.

O grupo G age a direita no produto P x F' da seguinte forma

(PxF)xG — PXxF

((p,v),9) — (p,v)-g:=(pg, g "v).

Essa acao determina a seguinte relacao de equivaléncia ~ em P x F

(p,v) ~ (qw) <= 3JgeG: gq=pgew=g v

A classe de equivaléncia do par (p,v) € P x F serd denotada por p - v ou [p,v].
Denotaremos o espaco quociente de P x F' pela relacao de equivaléncia definida
acima por F = P Xg F. Dizemos que E € o fibrado associado com fibra tipica F' e
base M.

Notemos que se (p,v) ~ (¢, w) entdo p e g estao na mesma fibra de P, isto é,
a aplicagdo g : P xg FF — M dada por mg(p - v) = m(p) estd bem definida.
A aplicacao wg é dita projecao de E sobre M. Para cada x € M, o conjunto
E, = 7' {x} é chamado de fibra de E sobre x.

Proposicao 6.1.1 Sejam P(M,G) um fibrado principal, F' uma variedade diferen-
ciavel e uma ac¢ao a esquerda do grupo estrutural G em F. Considere E = P xXg F
o fibrado associado a P. Entdo, para cada p € P, existe uma bijecio de F' em E,
dada por

vEFv+——p-veEE, v=mup). (6.5)

Demonstragao: Para cada p € P, temos que (p,v) é equivalente a (p,w) se, e
somente se, v = w. De fato, se (p,v) ~ (p,w) entdo existe g € G tal que p = pg e
w = ¢~ 'v. Como a acao a direita de G em P é livre, temos que g = 1; assim, v = w.
Logo, a aplicacao (6.5) estd bem definida e, além disso é injetora. Resta mostrarmos

que (6.5) é sobrejetora. De fato, seja ¢ - w € E,, 7(q) = x. Como 7(p) = x, temos
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que existe g € G tal que ¢ = pg. Dessa forma, ¢-w = p- (gw), mostrando que (6.5)

¢é sobrejetora. O

A bijecao obtida na proposicao anterior mostra-nos que cada p € P parametriza
a fibra E,, © = m(p), pela fibra tipo F.

Seja o : U — P uma secao local de P. Entao, a aplicacao

Vo :UxF — ' (U

(x,v) — o(z)-v

é uma bijegao. De fato, é claro que 1), estd bem definida. Sejam (z,v), (y,w) € UXF
tais que o(x) - v = o(y) - w. Logo, existe g € G tal que o(z) = o(y)g e w = g~ 'v.
Assim,
z=mn(o(x)) =n(o(y)g) =m(o(y) =y

dai, como a acao de G em P ¢é livre, temos que g = 1. Portanto, v, é injetora. Para
verificarmos que tal aplicacio é sobrejetora, seja p-w € 75" (U). Como (o (7 (p))) =
7(p), segue que existe g € G tal que p = o(7(p))g. Desse modo, 1, (7(p), gw) =
p - w. Portanto, os fibrados associados admitem trivializacoes locais herdadas das
trivializagoes do fibrado principal.

Consideremos o, : U; — P outra secao local de P de tal modo que UNU; # (.
Entao, como vimos na Secao anterior existe #(x) € G tal que o(z) = o(x)f(z),
para todo x € UNU;. Assim, oy(z)-v = o(z)-0(z)v e, tomando v, a trivializagao

correspondente a o1, obtemos a seguinte relagao entre ¢, e ¥,

¢;1 © ¢01 (I7 U) = (l’, 6’(1’)1}), (66)

para todo x € U N U;. Portanto, usando essas trivializacoes locais é possivel colo-

carmos uma estrutura de variedade diferencidvel em F.

Proposigao 6.1.2 Sejam P(M,G) um fibrado principal diferencidvel e F' uma va-
riedade diferencidvel. Suponha que exista uma a¢ao diferencidvel (a esquerda) do

grupo estrutural G em F. Entao, E = P Xg F ¢ uma variedade diferencidvel tal
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que a projecao g : B —— M ¢ uma submersdo. Além disso, as fibras E, sdo
subvariedades fechadas e mergulhadas e, as parametrizacoes v € F —— p-v € E,

x =m(p), sao difeomorfismos.

Demonstragao: Para mostrarmos que F tem a estrutura de variedade diferen-
ciavel, basta tomarmos as segoes locais ¢ : U — P e, como a agao de G em F
¢ diferenciavel, temos que as mudangas de coordenadas (z,v) —— (z,0(x)v) sdo
aplicagoes diferenciaveis. Logo, as trivializagoes 1), formam um atlas diferenciavel
em E. A projecao mg é uma submersao, pois ela é identificada com a projecao na
primeira coordenada através do difeomorfismo v,. Logo, as fibras E, sao subvarieda-
des fechadas e mergulhadas. Finalmente, para mostrarmos que as parametrizagoes
veF+——p-veE, x=mn(p),sdo difeomorfismos, basta tomarmos cartas locais
de F. (]

Exemplo: Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Na secao anterior
construimos o fibrado principal BM (M, Gl(n,R)) a partir dos referenciais do fibrado
tangente T'M. Considerando a agao linear candénica de Gl(n,R) em R", podemos
obter T'M de BM associando-o ao fibrado associado BM X gi(»,r) R", ou seja, existe
uma bijegao entre TM e BM Xqnr) R". De fato, considere a aplicacao a que a
cada elemento p-v € BM X qynr)R" associa o vetor tangente a(p-v) =pl) e T,M,
x = m(p), onde p : R" — T, M é um elemento de BM. Se (p,v) ~ (q,w) entao
(¢,w) = (pg,g7'v), g € Gl(n,R), e assim pela acdo linear canonica de Gl(n,R)
em R™ segue que p(v) = q(w), isto é, o estd bem definida. Reciprocamente, sejam
p-v,q-w € BM Xgimpr) R” tais que p(v) = g(w). Dai, como 7(p) = 7(q) = =,
temos que ¢ = pg, g € Gl(n,R). Logo, como p é injetora, segue que w = g~ v, ou
seja, p-v = q - w. Portanto, o é injetora. Resta mostrarmos que « é sobrejetora.
Considere w € T, M, x = 7(p), para algum p € BM. Assim, como p é sobrejetora,
temos que existe v € R"™ tal que p(v) = w. ]

No préximo exemplo, generalizaremos a construcgao feita acima para fibrados ve-

toriais quaisquer.
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Exemplo: Sejam P(M,G) um fibrado principal diferenciavel e p : G — GI(V)
uma representacao de GG no espago vetorial de dimensao finita V', isto é, um ho-
momorfismo diferenciavel entre grupos de Lie no qual o contradominio é um grupo

linear. Considere a acao a esquerda de G em V dada por
(9.v) €GXV—p(g)v €V

Desse modo, obtemos o fibrado associado £ = P x4 V. Pelo que vimos anterior-
mente, podemos notar que E é um fibrado vetorial. De fato, existe uma aplicacao
7 : ' — M de modo que para cada x € M existe uma vizinhanca U de x e um
difeomorfismo ¢ de 7~ }(U) em U x V tal que o diagrama abaixo comuta, isto ¢,

mop=m,onde m : U XV — U é a projecao na primeira coordenada.

W U)—~L=UxV

|

U

Além disso, pela Proposigao 6.1.1, temos que cada fibra E,, x € M, tem a estrutura
de espago vetorial. E finalmente, segue da equagao (6.6) que ¢, ' o @5 preservam as
fibras e sao lineares nas mesmas. Portanto, F é um fibrado vetorial.

Reciprocamente, qualquer fibrado vetorial E — M pode ser construido como um
fibrado associado. De fato, basta definirmos o fibrado das bases BE de E formado
pelos isomorfismos lineares p : R¥ — E,, onde dim E, = k. Isto é, BE é um
fibrado principal com base M e grupo estrutural Gl(k, R). Assim, analogamente ao
que fizemos no exemplo anterior, considerando a acao linear canoénica de Gl(k,R)

em R”, obtemos E associando-o ao fibrado associado BE X Gl(k,R) R*. L]

Convém observar que no exemplo anterior exigimos que a dimensao do espago
vetorial V' seja finita para que possamos colocar uma estrutura de variedade di-
ferenciavel em V', e assim pela Proposicao 6.1.2, E = P xXg V é uma variedade

diferencidvel.
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6.2 Construcao de fluxos em fibrados

Nosso objetivo nesta secao ¢ definirmos um fluxo em um fibrado associado a
partir de um fluxo em um fibrado principal. Mas isso é equivalente a definirmos
um fluxo sobre um fibrado vetorial, ja que como vimos anteriormente, todo fibrado
associado, cuja acao provém de uma representacao do grupo estrutural, pode ser
identificado a um fibrado vetorial.

Seja { ¢}, um fluxo sobre o fibrado principal P(M, G) que comuta com a acao
a direita de G em P, isto é, ¢i(pg) = ¢:(p)g, para todot € R, p € Pe g € G.
Essa propriedade implica que ¢, leva fibras em fibras, ou seja, ¢, leva a orbita p- G
em ¢.(p) - G, p € P. Equivalentemente, como M ¢é o espaco das érbitas da agao
a direita de G em P, temos que ¢; preserva as fibras P,, x € M. Dessa forma,
podemos induzir um fluxo na base M do fibrado principal. Denotaremos tal fluxo
por (z,t) € M xR +——t -2 :=7(¢:(p)) € M, w(p) = x. Consideremos entao uma
variedade diferenciavel F' e uma acao a esquerda de G em F.. E possivel induzirmos
um fluxo ¢; sobre o fibrado associado £ = P X F dado por ¢i(p - v) := ¢u(p) - v,
(p,v) € P x F.

Sejam z € M et € R. Consideremos as vizinhangas U; de x e Uy de t - = e as
segoes locais 0; : U; — P, i = 1,2. Observemos que ¢(01(x)) e o2(t - ) estao na

mesma fibra, visto que

m(¢i(01(2))) =t - m(o1(2)) =1z = 7(oa(t - 2)).

Logo, devido a acao a direita de G em P, existe p,, -, (7, 1) € G tal que

¢1(01(2)) = 02(t - ) oy 0 (1) (6.7)

A aplicacao pg, », € dita cociclo local definido por oy e oy. A proposicao seguinte
justifica a terminologia usada para tal aplicacao.

Proposicao 6.2.1 Sejamxz € M et,s € R tais quex € Uy, t-x €Uy es-(t-x) =
(s +t)-x € Us. Consideremos ainda as se¢oes locais o; : Uy — P, i = 1,2,3.
Entao,

Poy,03 (Z‘, t+ S) - p02,03(t * T, 3)p01,02 (l’, t)'
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Demonstragao: Pela mesma idéia usada anteriormente temos que

di(o1(x)) = 0ot T)poy0(,1),
¢t+s(01(x)) = 0‘3((t—|—8)-1’)p01,03($,t—|—8),
Os(o2(t- ) = 03((t+5) T)poyes(t - 3, 5).

Substituindo as expressoes acima em ¢g+(01(x)) = ¢s 0 ¢(01(x)), obtemos

03((t + S) : x)p01,03(xv t+ S)(p@,m (t " T, 3)/‘)01,02 (:L“, t))_l = 03((t + 3) ’ :L‘)

Como a acao de G em P ¢é livre,

Pa1,03 (:B7 L+ 3) = Pos,03 (t © T s)p01,02 ($’ t)'

Notemos que se tivermos com um fibrado trivial M x R", entao

o(x):R" — {z} xR"

v — o(x)(v) = (z,v).

Sejam @; e ¢; os fluxos em M x R™ e B(M x R")(M, Gl(n,R)), respectivamente.
Assim, pela correspondéncia entre o fibrado associado B(M x R") Xgimr) R" € 0
fibrado trivial dado, temos que p - v estd relacionado a (z,v) € M x R", = 7(p).
Visto que o(t - x) e ¢(p) estdo na mesma fibra, temos que existe p(x,t) € Gl(n,R)

tal que ¢¢(p) = o(t - z)p(x,t) (analogamente ao que fizemos em (6.7)). Logo, como

pi(z,v) = ¢e(p) - v, segue que
oz, v) =o(t-z)p(x, t)v = (t -z, p(x, t)v).

Assim, obtemos o fluxo no fibrado trivial, coincidindo exatamente com aquele até
entao trabalhado nos capitulos anteriores. De fato, ¢ - x é o fluxo na base do fibrado

e p(x,t) é o cociclo T! na notagao dos capitulos anteriores.
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E interessante observarmos que se tomarmos segoes locais o) : U/ — P de tal
modo que U; N U # 0, i = 1,2, os cociclos py, ., € Pol oy €stao relacionados pela

seguinte expressao

P’ ot (ZL’, t) = 92<t : ‘r)pUhO'Q (I7 t)@;l(]j), (68>

paraxz € U NU{ etz € UyNU). De fato, para todoxz € UyNU| et -x € UyNUJ,

temos que
o1(z) = o1(x)01(x) e ab(t - ) = oot - z)02(t - x).

Substituindo as expressoes acima em ¢.(0(z)) = o5(t - ) por o, (2, ) € usando que a
acdo de G em P é livre, obtemos (6.8).

Como P é fibrado principal, temos que P é localmente trivial. Dessa forma, pode-
mos supor que P = U x . Assim, localmente temos que ¢.(z, g) = (f1(z), f2(z, g))
é tal que fa(x,gh) = fa(x, g)h. Assim, podemos induzir um fluxo em £ = U x F

dado por ¢i(z,v) = (fi(x), fa(z, g)v).

6.3 Caso Particular do Teorema de Oseledec

A seguir veremos um exemplo, no qual definiremos um fluxo sobre um fibrado
vetorial satisfazendo algumas condigoes e serd possivel calcularmos explicitamente
os expoentes de Lyapunov para tal sistema. Além disso, a partir da decomposicao
do espaco euclidiano dada pelo Teorema de Oseledec, poderemos obter uma decom-
posicao semelhante de cada fibra via a bijecao do espacgo euclidiano com a mesma.
Durante toda esta se¢ao, consideraremos (M, ¥, ;1) um espago de probabilidade. An-
tes, contudo, introduziremos uma definicao que sera necessaria ao desenvolvimento

do exemplo.

Definicao 6.3.1 Seja m: E — M um fibrado vetorial, onde (M,X) € um espago
de medida. Dizemos que F : E — E é um automorfismo (mensurdvel) se F é

bijecao mensurdavel com inversa mensuravel tal que o diagrama abaixo é comutativo,
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ou seja, To F'= fom, onde f: M — M ¢é um isomorfismo e, para cada x € M,
F,:=F — By, B, =7 Yz}

Eg

F
E——

B B
ML

Exemplo: Seja 7 : E — M um fibrado vetorial sobre uma variedade M de modo
que dimE, = n, x € M. Considere G um grupo e ¢ uma acao a esquerda de G
em E tal que, para cada g € G, &, = ®(g,-) : £ — E é um automorfismo. Tal
acao induz uma agao a esquerda ¢ de G em M. Dessa forma, o diagrama abaixo é

comutativo, isto é, pgom =m0 Oy, o, = (g,-) : M — M.

Suponhamos ainda que esta acao deixa invariante a probabilidade p, isto ¢, g p =
1, onde g, 1(A) = p(w, ' (A)) para todo A € X.
Sejam BE(M,Gl(n,R)) o fibrado das bases de E e a a¢ao a esquerda de G em BE,

obtida pelo levantamento da acao em F, ou seja,
(9,p) € G X BE+—— gp:=®,0p € BE.

Considere o uma se¢ao mensuravel de BE, p : G — Gl(n,R) um homomorfismo
ek:Gx M — K um cociclo mensuravel, onde K é um subgrupo compacto de
Gl(n,R) centralizando p(G), isto é, se A € K temos que Ap(g) = p(g)A, para todo
g € G. Suponhamos ainda que

go(x) = o(gx)k(g, ¥)p(g) (6.9)

para todo g € G e qtp x € M, onde estamos denotando por gz a acao de G em M.
Afirmamos que, para cada g € GG, os expoentes de Lyapunov para a Z-acao gerada

por g sdo os numeros log|A|, onde A sdo os autovalores de p(g).
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De fato, seja ¢, == &, : E, — Eg4, © € M. Note que 1, estd bem definida,

Eg
pois se v € E, entao m(v) = z. Logo, gz = ¢,(z) = ¢4 0m(v) = 7o $y(v), ou

seja, P,(v) € mH{gz} = E,. Tal aplicagao é uma bijegdo, visto que @, é um
automorfismo. Além disso, 1), é linear, ja que cada fibra é isomorfa (linearmente) a
R". Portanto, ¢, é um isomorfismo linear.
Seja

(m,v) €Z x Ev— Y0 = gm-1, -+ - Ygthpv € E, 7(v) = x,

a Z-acao gerada por g. Dessa forma, usando m vezes a equagao (6.9), temos que

w;nU(x) = wgm—lx T T/ng%a(fﬁ)
= Ygm-ry Vg0 (g2)k(g, )p(9)

m—1

= o(g"2)k(g,9™ x)p(g) - - k(g, 92)p(9)k(g, z)p(9).

Logo, como p é um homomorfismo e k£ é um cociclo que centraliza p(G), concluimos

que, para todo g € G e qtp x € M,

Yro(z) = o(g"z)k(g™, x)p(g)" (6.10)

Como 7 : E — M é um fibrado vetorial, temos que F, tem a estrutura de espaco
vetorial. Logo, para cada = € M, seja || - ||, uma norma em E,. Seja || - || uma
norma k-invariante em R", onde a existéncia de tal norma deve-se ao fato de K ser

um subgrupo compacto. Definamos a seguinte aplicacao
|| E, — RT
u — Julp = flo(@) "l
Como || - || ¢ uma norma em R" e o(z) é um isomorfismo linear, temos que | - |, é
uma norma em F,. Notemos ainda que o(z) é uma isometria com relagdo a essa
norma. De fato, |o(z)v], = ||o(z) to(z)v] = ||v|, v € R". As normas |||, e |- |.
em F,, x € M, sao equivalentes. De fato, seja u € E,; logo, existe um tnico v € R"

tal que o(z)v = u. Assim,

lulle = llo@)vlle < lo@)lllvll = llo@)lllo@@) " ull = llo@)lul.-
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Por outro lado,

[ule = llo(z) " ull < flo ()" ulla,

ou seja, ||ul|, > |u|.. Logo,

I
lo () =l

Jule < Julle < llo ()|l (6.11)

1
lo() 1
Consideremos Ay, ..., A, os autovalores distintos de p(g). Sejam yx; > -+ > X
os valores distintos em {log|\{],...,log|\.|}. Tomemos v um vetor ndo-nulo em

Ey =Y Vi@V, onde Sy == {i:log|\| = xi}, 1 <1 <5, eVy, Vys,
i7jezl
sdo os autoespacos generalizados reais associados aos autovalores \; e A; de p(g),

respectivamente. Como o(x) é um isomorfismo linear de R” em FE,, temos que existe
—1 . ~

u € E, tal que o(z)” u = v. Assim, usando a equagao (6.10) e a norma | - [;m, em

Egmg,

1 1 1
—1 m mx:—l m mx:—l m k m, m ma.
- og [¢7ul, - og |y o(x)v|g - oglo(g™x)k(g™, x)p(g")vl,

Como || - || ¢ uma norma k-invariante em R™ e o(¢g™z) é uma isometria com relacao

a norma | - |gm,, temos que
" log U " log [[k(g™. 2)p(g)"
—lo ulgmy = —1lo T v
m g ¥y Ulg m g g P9
1
—log|lp(g)™vll;
Portanto, pela Proposicao 2.2.1,
1 m
lim — log |¥) ul,me = X1,
m—oo M,
com relagao a norma | - [gm, em Egm,. Resta mostrarmos que
.1 m
Jim —log [[¢5"ullgms = xi, (6.12)

onde || - [|gm; é a norma dada em Egm,. Por (6.11), temos que

1 - ) i )
Wl% Ulgma < [0l gmg < |0 (g™ ) || [0 0] g
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Assim, para obtermos (6.12), basta mostrarmos que

o
lim —lo(g" )] = 0.

m—oo M,

Seja A = {z € M : ||lo(z)|| <c¢}. Tendo em vista que a aplicacdo x € M +——
|lo(z)|| é mensurdvel, temos que A € ¥. Para cada g € G, ¢, : M — M é uma
transformacao mensuravel que preserva medida. Logo, pelo Teorema de Recorréncia
de Poincaré (Teorema 1.1.1), temos que para qtp z € A, g™z € A para infinitos

1
m > 1. Logo, —log||o(¢y'(7))|| — 0, m — oo. Dessa forma,
m

1 m
Jim —log |45 ullgpa = X,

para todo g € G e qtp x € A. Notemos que se a norma dada do isomorfismo
o(x) : R" — E, for uniformemente limitada sobre x, os expoentes de Lyapunov

existiriam para qtp x € M. Analogamente caso M seja uma variedade compacta.

Ainda pela Proposicao 2.2.1, obtemos uma decomposicao de R", ou seja,
R"=Ey, & & By,

Identificando cada fibra E,, € M, com R™ via o isomorfismo linear ¢(z) obtemos
uma decomposi¢ao de E, como no Teorema Ergddico Multiplicativo de tal modo
que

.1 "
Jim —log [[¢5"ullgpa = log xi,

para qtp = € M e todo u € o(z)(E,,) \ {0}. O



Apeéendice A
Produto Exterior

Seja E um espaco vetorial de dimensao d e para cada inteiro 1 < k < d, seja
NFE o k-produto exterior de E, ou seja, o espaco vetorial das formas k-lineares
alternadas no espaco dual E*. O espaco A¥E pode ser identificado com o conjunto

dos elementos
m

ci(ugi) A A u,(f)),
i=1

ondemEN,cieReugi)EEe,

(ul Nug N\ -+ /\uk)(flvf% .. 7fk?) = det(fl(u]))lj7

fi, fayoooy fo € B E claro que as seguintes propriedades sao validas em AFE:
o ul/\n-/\(uj%—u;»)/\--~/\u/r€ = (ul/\---/\uj/\---/\uk)+(u1/\-~-/\u;-/\---/\uk);
© Uy N ANcuj AN AN =clug A Auj A A ug);
e para qualquer permutacao 7 de {1,...,k}, ura)/A- - Aty = sgn(T)usA- - -Auy.

Um elemento em A*E da forma u; A - - - A uy, é chamado de k-vetor decomponivel.

Lema A.0.1 Seja AFE o k-produto exterior de E, onde 1 < k < d = dim E.
(i) Se eq,...,eq € uma base de E, entdo {e; N---Nej, 11 <ip <--- <ip <d} €

uma base de NFE.
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(73) O conjunto {uy,...,ux} em E € linearmente independente se, e somente se,
up A -+ Ay, € nao-nulo.

(1i1) Os conjuntos linearmente independentes {uy,...,ux}, {vi,..., v} em E pos-
suem o mesmo subespaco gerado se, e somente se, ug A -+ ANup = ANvg A+ Avg),
para algum 0 # X\ € R.

(1v) Seja (-,-) um produto interno em E. Entdo, a forma bilinear
(g A Aug, vp A+ - Avg) o= det((ug, v;))ij

define um produto interno em A*E. Particularmente, podemos definir uma norma

em AFE proveniente do produto interno, isto €, para uq,...,u, € E temos que
lug A= A =/ det((ui, wy))ij

Considere T' um operador linear em E; definamos T** um operador linear em
AFE dado por
T (uy A~ Aug) = Tug A -+ A Ty,

uy,...,ur € E. Seja{ey, ..., eq} uma base ortonormal em E. Dessa forma, podemos
associar a transformacao linear 7** & uma matriz em R™, m = ( L ) , com relacao

a base {e;; A--- Ae;}. Além disso, convém observamos que se 7' ¢ uma matriz
ortogonal, entao 7% é uma isometria com relacido & norma definida em AFE. De

fato, para todo u; A -+ Aug, vy A+ Av, € AVE,

<T/\k(u1 JANKIEIRIVAN Uk), T/\k(’Ul FANKIEIRIVAN ’Uk)> = det((Tu,,Tu,))U = det((ul, uj))ij
= <U1/\"'/\uk71}1/\"'/\1}k>.

Seja
| 77| = sup {|I T w]|| : w € A*E e [Jw| =1} .

Logo, é facil ver que para quaisquer transformacoes lineares T} e Ty em F,

(GT)™ = (TP)(T5%) e (M) < |77 |75
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Lema A.0.2 Seja T uma matriz em My(R) e 61(T) > --- > §4(T) > 0 os valores
singulares de T'. Entao, para todo inteiro 1 < k < d,

|7 = Héi(T).

Demonstracao: Seja PDQ, D = diag(6:(T),...,04(T)), a decomposicao de T" a
valores singulares, isto ¢, T = PD(@. Como P"* e Q"* sao isometrias em A*RY,

temos que
[ e |

Entretanto,
D" (e Ao Aey) = 63 (T) -+ 65 (T (ew Ao+ Aey).

Dessa forma,

k
| TM]| = sup {6, (T) -+ 6, (T) : 1 < iy < -+ < i < d} = [[ (D).
=1
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