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Resumo

Nesta tese estudamos condigoes para existéncia de 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas em
Sistemas Dinamicos Descontinuos, usando como base a teoria desenvolvida por Filippov.

Inicialmente damos condigoes para a existéncia de érbitas homoclinicas para sistemas pla-
nares lineares por partes, em especial o caso sela-sela.

A seguir provamos a existéncia de um fendémeno andlogo ao de Shil'nikov em sistemas
dindmicos descontinuos em dimensao 3, inclusive no caso em que existe uma 7T-singularidade
numa vizinhanga da variedade de descontinuidade.

Finalmente, estudamos a existéncia de conexdes homoclinicas e ciclos limite em um modelo
descontinuo por partes com um dos sistemas sendo um hamiltoniano nao-linear e o outro uma

sela linear.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais ordinarias; Teoria dos sistemas dinamicos; Filippov,

Sistemas de.



Abstract

In this thesis, we study conditions for the existence of homoclinic and heteroclinic orbits in
Discontinuos Dynamical Systems (using the Filippov’s convention).

Initially, we give conditions for the existence of homoclinic orbits for piecewise linear planar
systems, especially in the saddle-saddle case.

Then we study the existence of a similar phenomenon of Shilnikov in Discontinuos Dynam-
ical Systems in dimension 3. We also included the case in which there exists a T-singularity in
a neighborhood of the discontinuous manifold.

Finally, we study the existence of homoclinic connections and limit cycles in a piecewise
discontinuous model with the associated system being nonlinear and hamiltonian and the other

one a linear saddle.

Keywords: Ordinary differential equations; Dynamical systems theory; Filippov Systems.
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Introducao

O estudo de Sistemas Dindmicos Descontinuos vem amplamente se desenvolvendo nos ulti-
mos anos e existem varios problemas em aberto, principalmente no que se refere a adaptacoes
de resultados e fenémenos classicos da Teoria de Sistemas Dindmicos Suaves.

Nesse contexto, o objetivo dessa tese ¢ fazer um estudo sobre conexoes homoclinicas em trés
diferentes situagoes:

i) no caso sela-sela linear em R?,

ii) para equagoes nao-lineares por partes em R? e

ii) em R? para estudar o fendmeno de Shil'nikov.

Apesar de grandes nomes terem contribuido para os conceitos necessarios para o estudo de
6rbitas homoclinicas, como Poincaré, Birkhoff, Van der Pol entre outros, o grande salto nesse
estudo ocorreu com Stephen Smale. Na década de 60, Smale utilizou um exemplo geométrico
capaz de descrever o complicado comportamento que pode ocorrer no entorno de uma érbita
homoclinica.

Mais tarde Shil'nikov garantiu a ocorréncia de conexdes homoclinicas em que existam uma
quantidade enumeravel de 6rbitas periédicas em qualquer vizinhancga dessa conexao homoclinica
para sistemas dindmicos suaves em R3.

No Capitulo 1 apresentamos os conceitos basicos da Teoria de Sistemas Dindmicos Descon-
tinuos. Usamos como base o artigo [6] de Guardia, Seara e Teixeira.

No Capitulo 2, tendo como pontapé inicial o artigo [13] que apresenta o estudo de érbitas
homoclinicas em dimensao 2 para os casos sela-foco e sela-centro visiveis nao degenerados e
para o caso no-né degenerado com estabilidades opostas, nos inspiramos a buscar condigoes
para a existéncia de érbitas homoclinicas que surgissem em sistemas lineares do tipo sela-sela.
Construimos o problema para a 6rbita homoclinica nesse caso sela-sela e assim os resultados

para Orbitas heteroclinicas seguiram quase de imediato.
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No Capitulo 3 adaptamos o estudo feito por Llibre, Ponce e Teruel em [8] sobre a existéncia
de érbitas homoclinicas do tipo Shil’'nikov para sistemas dindmicos continuos (ao invés de
suaves como feito pelo préprio Shil'nikov) para sistemas dindmicos descontinuos e verificamos
resultados similares ao apresentado nesse artigo original.

No Capitulo 4 retornamos ao problema da existéncia de érbitas homoclinicas e heteroclinicas

R? ist dinimicos d t1 d id t o
em em sistemas dinamicos descontinuos onde consideramos novamente em um campo
linear do tipo sela e em YT tomamos um campo nao-linear como o apresentado no capitulo 6

de [9].
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Capitulo 1

Sistemas de Filippov

A descricao de fendmenos naturais, fisicos e de modelos reais através de sistemas de equagoes
diferenciais é algo comum na teoria classica de Sistemas Dindmicos, entretanto, varios tipos de
fendbmenos nao sdo bem descritos usando essa ferramenta, tais como, suspensao de pontes,
vibragoes, ruidos e alguns sistemas mecanicos.

A fim de conceber uma melhor descricdo para os casos acima citados, surgiu a teoria de
Sistemas Dinamicos Descontinuos que podem ser obtidos através de Sistemas Suaves por partes
ou também conhecidos como Sistemas de Filippov. A ideia bésica é considerarmos um subcon-
junto aberto e conexo U C R"™ e subvariedades de codimensao 1 (regides de descontinuidade)
que dividam essa variedade U em “pedacos”, de forma que, em cada “pedago” podemos definir
diferentes campos suaves. Para que essa teoria fique formalizada, é necessario que adaptemos as
defini¢oes basicas da teoria classica para a teoria descontinua e esse é o objetivo deste capitulo:

apresentar o basico da formalizagdo da Teoria de Sistemas Suaves por partes.
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1.1 Sistemas de Filippov

Seja X" o espaco dos campos de vetores C" definido sobre um subconjunto aberto e conexo

U C R™, com a topologia C", r > 1 e seja Z" o espaco dos campos de vetores Z em U tais que

X(x) se f(x)>0
Z(z) = : (1.1.1)

Y(z) se f(z)<0

onde X,Y € X7, f: U — R tem 0 com valor regular e ¥ = f~1(0) ¢ uma subvariedade de
codimensao 1 em U. Consideramos Z" = X" x X" e um elemento Z € Z" é denotado por
Z =(X,Y)rcom X,Y € X" e dizemos que Z é um sistema suave por partes, descontinuo
ou um sistema de Filippov.

Observe que ¥ divide M em dois conjuntos abertos
St={zeM: flz)>0} e X ={zeM: f(x) <0}

que sao exatamente os conjuntos onde definimos os campos X e Y, respectivamente.

Ap06s definirmos sistemas de Filippov, o préximo passo é definirmos as trajetérias que passam
através dos pontos de U para que assim seja possivel definir a dinamica dada por um sistema
de Filippov Z = (X,Y)s. As trajetérias locais sao descritas pela Convengao de Filippov que
apresentaremos na préoxima se¢ao. Quando nao houver perigo de confusao sobre qual regiao de

descontinuidade estamos trabalhando, abreviaremos a notagao apenas para Z = (X,Y).

1.2 Convencao de Filippov

Para descrevermos a trajetéria local em um ponto p € U, ou seja, seu fluxo ¢z(t,p),
primeiramente precisamos observar se esse ponto pertence a X, X1 ou X,

Se p pertence & ¥ ou X~ definimos a trajetéria local nesse ponto como a trajetéria dada,
respectivamente, pelos campos X e Y da maneira usual.

Se p pertence a > devemos ter um pouco mais de cuidado ao definir trajetéria local e para
isso comegamos observando que ¥ pode ser dividido como o fecho das 3 regides a seguir, que

sdo definidas dependendo da forma como apontam os campos X e Y:
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1. Regiao de costura: = {pec ¥ : Xf(p).Yf(p) > 0},
2. Regiao de deslize estavel (ou deslize): >° = {pe X : Xf(p) <0,Y f(p) > 0},
3. Regiao de deslize instavel (ou escape): X ={pe X : Xf(p) > 0,Y f(p) <0},

onde X f(p) = (X, Vf)(p) e Y[f(p) = (Y,V[f)(p) sdo, respectivamente, as derivadas de Lie de

f com respeito ao campos de vetores X e Y em p.

AN RN
W/

Figura 1.1: Regioes de costura

BN AN
/A

Figura 1.2: Regiao de deslize estével (esquerda) e Regiao de deslize instéavel (direita)

Definigao 1.2.1. Seja p € ¥. Se X f(p) = 0 ou Y f(p) = 0 entdo p é chamado ponto de

tangéncia.

Observagao 1.2.2. A trajetéria que passa por p sé é de fato tangente a ¥ se X f(p) =0 e
X(p) # 0. No caso em que X f(p) =0e X(p) =0, p é ponto critico de X em X e eles aparecem

nas fronteiras entre as regioes »¢, 3° e X°.

Existem diferentes tipos de tangéncia que podem ser distinguidos dependendo do contato

entre a trajetéria que passa pelo ponto e 3. A seguir definiremos dois destes tipos.
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Definicao 1.2.3. Um campo vetorial suave X possui uma dobra ou tangéncia quadratica

com X em pse Xf(p)=0e X?f(p) = (X,VX[)(p) #0.

Definicao 1.2.4. Um campo vetorial suave X possui uma cispide ou tangéncia ciibica com

Yempse X[f(p)=X?f(p)=0e X°f(p) #0.

De maneira nao rigorosa, para definirmos trajetéria em um ponto p € 3¢, basta sobrepormos
as trajetorias de X e Y em p. Sendo assim, no caso de p € ¥°UY?° precisamos definir o seguinte

campo:
Yiw)X(p) - Xf ()Y (p)

Y f(p) — Xf(p)

Esse campo vetorial ¢ chamado de campo vetorial deslizante ¢ a trajetoria em p € 3¢ U X°

Z°(p) =

(1.2.1)

¢ dada por ele. Observe que o campo vetorial deslizante ¢ dado pela combinacao convexa entre

X(p) e Y(p) e que Z%(p) é sempre tangente a ¥ como podemos ver na Figura 1.3:

Figura 1.3: Definicao de Campo Deslizante Z°

A seguir, damos uma definicao formal de trajetoria:

Definigao 1.2.5. A trajetoria local de um Sistema de Filippov como (1.1.1) por um ponto

p é definida da seguinte maneira:

1. Parap € Xt ep € X7, tais que X(p) # 0 e Y(p) # 0, respectivamente, a trajetoria é dada
por pz(t,p) = ox(t,p) e pz(t,p) = py(t,p), para t € I C R, também respectivamente.

2. Para p € X¢ temos dois casos:
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(a) Se X f(p),Y f(p) > 0 e tomando a origem do tempo em p, definimos a trajetéria

por:
SOX(tvp)u teln {t Z 0}7
@Z(t,p) =
ey(t,p), teln{t<0}
e D). p) < 0 e tomando a origem do tempo em p, delinimos a trajetoria
b) Se X Y 0 d i d defini jetori
por:

90Y<t7p)7 teln {t 2 0}7
@Z(tap) =

px(t,p), telIn{t<0}.

3. Para p € ¥ U X tal que Z°(p) # 0, definimos ¢z(t,p) = ¢z (t,p) para t € I, onde Z* é

o campo vetorial deslizante dado pela equagao (1.2.1).

4. Para p € 0X°U 0Y° U 0X° tal que as trajetorias para pontos em > em ambos os lados de
p podem ser estendidas para p e coincidem, a trajetéria por p é essa trajetoria estendida.

Nesse caso dizemos que p é um ponto de tangéncia regular.

5. Para pontos p que nao se enquadram nos itens acima, definimos pz(t,p) = p, vt € R. Esse
é o caso dos pontos criticos de X e Y em YF, e dos pontos criticos do campo deslizante Z*
em X° U X Também estao incluidos os pontos de tangéncia em ¥ que nao sao regulares,

chamados pontos de tangéncia singulares.

Definicao 1.2.6. A dérbita local de um ponto p € U, é o conjunto

v(p) = {ez(t,p); t € I}.

Observe que do ponto de vista topologico, o comportamento do fluxo na regiao de costura

ou em pontos de X+ U X~ é o mesmo.

Observagao 1.2.7. Como trabalharemos com sistemas autéonomos utilizaremos os conceitos

de trajetéria e orbita de forma indistinta, quando nao houver chance de confusao.
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A convencgao de Filippov mantém uma das principais caracteristicas da teoria de sistemas
dindmicos suaves: o espago de fase continua sendo formado pelo pela uniao disjunta de todas

as oOrbitas.

Definicao 1.2.8. Consideramos como singularidade ou equilibrio do sistema (1.1.1) os

pontos:

1. p e ¥* tal que X(p) = 0 ou Y(p) = 0 (pontos de equilibrio de X ou de Y que pertencam,

respectivamente a X7 ou ¥7).
2. p € X*UXE tal que Z%(p) = 0. Nesse caso p é chamado de pseudo-equilibrio.

3. p € I0XeU0X*UOXe tal que X f(p) =0ou Y f(p) =0 (pontos de tangéncia entre Z ¢ 3).

Qualquer ponto que nao seja classificado como singularidade (ou seja, se encaixe nos casos

acima), serd chamado de ponto regular.

Diferentemente do caso suave, em sistemas de Filippov, a trajetéria através de singularidades
nao é necessariamente o proprio ponto e por isso necessitamos de definicbes um pouco mais

especificas.
Definigao 1.2.9. As singularidades do sistema (1.1.1) podem ser divididas da seguinte forma:
1. Uma singularidade p é dita distinguida se v(p) = {p}.

2. Uma singularidade p é dita nao distinguida se p é um ponto de tangéncia regular, e

assim, mesmo nao sendo pontos regulares, possuem 6rbita local homeomorfa a R.

No caso das singularidades distinguidas, podemos ainda fazer uma classificagdo mais espe-

cifica como temos a seguir:

Observacgao 1.2.10. Um ponto p € U é uma singularidades distinguida se p satisfaz um dos

casos a seguir:
1. p € ¥* tal que X(p) =0 ou Y(p) = 0.
2. p € X UXE tal que Z%(p) = 0.

3. p € 0X°UIX*UIX® é um ponto de tangéncia singular.
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Uma observacao importante é que, como as componentes X e Y do sistema de Filippov
Z = (X,Y); estao definidas, respectivamente, em vizinhancas abertas de 3+ e ¥, existem
pontos criticos de X e Y que ndo pertencem a X+ e ¥—, respectivamente. Esse tipo de ponto
critico serd chamado de ponto critico nao admissivel ou invisivel em contrapartida, os
pontos criticos do Sistema de Filippov Z = (X,Y); que sao pontos criticos de X ou Y serao
chamados pontos criticos admissiveis ou visiveis. Note que pontos criticos nao admissiveis

nao sao considerados pontos criticos de Z = (X, Y);.

it

Figura 1.4: Exemplo de foco nao admissivel

A mesma definicao de “nao admissivel” acima fica também valida para os objetos invariantes
(6rbitas periddicas, variedades estéveis e instéveis) dos campos X e Y que nao pertengam,
respectivamente a Y+ e X

Mesmo escolhendo a definicao de o6rbita de maneira a termos unicidade da o6rbita que passa
por um p € U, um ponto p € ¥ pode pertencer ao fecho de muitas érbitas. Sendo assim, se faz

necessaria a seguinte definicdo:

Defini¢ao 1.2.11. Dados um ponto p € ¥ e uma trajetéria ¢z(t,q) € Xt U X, dizemos que
p ¢ um ponto de partida de pz(t,q) se existe o < 0 tal que limt_ng wz(t,q) = p e diremos que

¢ um ponto de chegada de (¢, q) se existe to > 0 tal que hmt—>tg wz(t,q) = p.

Observe que, de acordo com a nossa definicao de fluxo, se p € X entao p é o ponto
de partida de ¢z(t,q) para qualquer ponto g pertencente a érbita v*(p) = {pz(t,q);t €
IN[0,00)} e é o ponto de chegada de pz(t,q) para qualquer ponto ¢ pertencente a érbita
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v~ (p) ={¢z(t,q);t € I N (—0o0,0]}. Assim, para um ponto p € 3¢ temos que

v(p) = {p} Uy*(p) Uy (p).

Definigao 1.2.12. Uma Orbita regular maximal de Z é uma curva suave por partes 7y tal

que:

1. yNYXT e yNYX~ é uma unido de érbitas dos campos vetoriais suaves X e Y, respectivamente.

2. A intersecao yNY é formada apenas por pontos de costura e pontos de tangéncia regulares

em 0X.°.

3. 7 € maximal com respeito a essas condicoes.
Note que uma 6rbita regular nunca atinge >° ou X°.

Defini¢ao 1.2.13. Uma 6rbita deslizante maximal (ou 6rbita singular) de Z é uma curva

suave v C 2% U X¢ que ¢ uma orbita maximal do campo vetorial suave Z°.

Exemplos dessas definicbes apresentadas anteriormente juntamente com informagoes mais

aprofundadas dessa teoria podem ser encontradas em [6].

1.3 Ciclos, Separatrizes e Orbitas Periédicas

Nessa secao apresentamos as defini¢oes de objetos dinamicos usuais em Sistemas de Filippov.

Comecemos com a definicdo que utilizaremos para separatriz:

Definicdo 1.3.1. Seja p € U um ponto de sela para X ou Y em X% ou uma singularidade

distinguida em . Sob essas condigbes temos:

« Se p é um ponto de sela para X em X7, entdo a separatriz instavel de p ¢ a variedade

invariante instavel, denotada por W*(p), dada por
W*(p) = {q € Ulpz(t, q) estd definido para (—o0,0] e lim @z(t q) = p}.
Temos uma definicdo andloga para p € ¥-.

e Se p € ¥ é uma singularidade distinguida, entdo a separatriz instavel é uma orbita
regular que possui p como ponto de partida. Denotaremos esta separatriz por Wi(p),

onde o subscrito &+ significa que a érbita estd contida em X*.
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De maneira analoga, definimos a separatriz estavel de um ponto p € U que serd denotada
por W#(p) e Wi(p) em relagdo a cada um dos casos acima.

Da defini¢do anterior, observe que no primeiro caso, a trajetoria sobre a separatriz alcanca
p em tempo infinito, como no caso de Sistemas Suaves. No segundo caso, isso pode ocorrer em

tempo finito.

Definicao 1.3.2. Se uma separatriz é estavel e instavel, ao mesmo tempo, dizemos que ela é

uma conexao de separatrizes.

No que se refere a 6rbitas periddicas, além das de X em ¥+ ou de Y em X—, existem
aquelas que nao estao contidas em Y+ mas apresentam o mesmo comportamento e a seguir

iremos defini-las.

Defini¢ao 1.3.3. Uma érbita periédica regular é uma érbita regular v = {p(t,p) : t € R}
que pertence & YT U X~ U X¢ e satisfaz ¢z (t + T, p) = ¢z(t,p) para algum T > 0.

Observe que segundo as defini¢oes de trajetéria aqui apresentadas, nao podem existir érbitas
periddicas formada por pontos de ¥ U X~ e X* U X¢ simultaneamente. Dessa forma, faz-se
necessaria a definicdo a seguir para lidar com movimentos periédicos que tenham movimentos

regulares e deslizantes.

Definicao 1.3.4. Um ciclo é o fecho de um conjunto finito de pedacgos de érbitas, 1, Y2, ---; Vn,
tal que 9, ¢ um pedaco de Orbita deslizante e y9,41 ¢ uma orbita regular maximal e os pontos
de chegada e de partida de 79541 pertecem ao fecho das orbitas ok € Vo122, respectivamente.
Definimos o periodo do ciclo como sendo a soma dos tempos que sdo gastos em cada parte da

trajetoria v, 1 =1,....n

Outra importante definicdo quando se trata de equivaléncias topologicas e bifurcacoes em

Sistemas de Filippov sera apresentada a seguir:

Definicao 1.3.5. Definimos um pseudociclo como o fecho de um conjunto de érbitas regulares
Y1572, -5 Yn tal que uma das extremidades (os pontos de chegada e de partida) de qualquer ~;
coincide com uma extremidade de 7;_; e a outra, com uma extremidade de ~;;; (e também
entre 7y, e 7,) formando uma curva homeomorfa a T' = R\Z, de modo que, em algum ponto,

dois pontos de chegada ou partida coincidem.
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Vzal

Figura 1.5: Exemplos de um ciclo (esquerda) e de um pseudociclo (direita).

Na préxima secao apresentaremos dois tipo de equivaléncia para Sistemas de Filippov de

forma a preservarem os objetos definidos nessa secdo que aqui se encerra.

1.4 Equivaléncia Topolégica em Sistemas de Filippov

Nessa se¢ao apresentaremos dois tipos de equivaléncias para Sistemas de Filippov: ¥ —equivaléncia

e equivaléncia topologica.

Definicdo 1.4.1. Dois sistemas de Filippov Z e Z definidos em abertos U e U, com regioes
de descontinuidade ¥ € U e ¥ C U, respectivamente, sio Y—equivalentes se existe um
homeomorfismo h : U — U que preserva orientacio e que leva érbitas de Z em érbitas de Z e

Y em Y.

Uma X —equivalénica preserva orbitas regulares, singularidades distinguidas pontos de che-
gada e partida e, consequentemente, ¥.¢, X5 e ¥.¢ sdo preservados e portanto leva dérbitas desli-
zantes em Orbitas deslizantes e faz o mesmo com separatrizes e suas conexoes, Orbitas peridédicas,
ciclos e pseudociclos.

A seguir temos outro tipo de equivaléncia que deve ser considerada:

Definigio 1.4.2. Dois sistemas de Filippov Z, Z € Z" definidos em aberto U e U com regioes
de descontinuidade ¥ € U e ¥ C U, respectivamente, sao topologicamente equivalentes

se existe um homeomorfismo h : U — U que preserva orientagao e que leva oérbitas de Z em

érbitas de Z.

Segue das duas ultimas defini¢oes que se dois Sistemas de Filippov sdo ¥ —equivalentes entao

eles sao topologicamente equivalentes, porém a implicagdo contraria nao ocorre.
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Diferentemente da X—equivaléncia, no caso de equivaléncia topoldgica a regiao de descon-
tinuidade nao é preservada entretanto essa definicdo garante que o comportamento qualitativo
de Z e Z é topologicamente similar.

No nosso caso, para obtermos uma equivaléncia topologica entre Sistemas de Filippov,
trabalharemos com conjugacoes aplicadas as componentes X e Y de um sistema Z = (X,Y);

como veremos na proxima proposicao.

Proposicao 1.4.3. Consideremos qualquer difeomorfismo h : U — U que conjuga simultane-
amente X em Xt CUe X em St c U alémde Y em X~ C UeY em X~ C U. Entdo h
também conjuga os campos vetoriais deslizantes Z° e Z°. Portanto temos uma equivaléncia
topolégica entre Z = (X,Y); e Z = (f(,f/)f.
Demonstragiao: Como h conjuga X e X além de Y e Y temos que h, X = X ¢ h,Y =Y onde
h.X(p) = Dh(h™"(p)) X (h=*(p)) e h.Y (p) = Dh(h™* (p))Y (A" (p)), p € U.

Sendo ¥ = {p € U : f(p) = 0} segue que ¥ = {p € U : foh~'(p) = 0}. Lembrando que
para uma funcdo g : V.C R® — R, V aberto, temos h,g = g o h™! o objetivo é mostrar que

h.Z* = Z?°. Para isso observe que:

h(X)B) = Xf(h™(p) = X (" ().V (b7 (D)) = LX(h™(p)-V.f(h™"(p))
= Dh™ (p)Dh(h™ ()X (h™'(p))-Vf(h™'(p)) = Dh ™" (p)h. X (p).Vf (h ()
= hX(@)(VFBT (@) (DR (p)" = hX(5)-V(f o h~")(p)
= hX(@).V(hf)B) = hXhf(B) = X f(p).

Analogamente, h, (Y f)(p) = Y ().
E assim usando a definicao de campo deslizante e as igualdades que acabamos de encontrar
temos
h.Z*(p) = Z*(p)-
O
Note que as equivaléncias topoldgicas construidas na Proposicao 1.4.3 também sao Y—

equivaléncias pois preservam ..

Observacao 1.4.4. Como as equivaléncias nao sao difeomorfismos, nao temos conjugacoes
entre campos deslizantes. Entretanto, esse ponto sé é relevante se o objetivo do estudo em

questao sao orbitas deslizantes.
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Finalizamos esse capitulo com as defini¢oes gerais de orbitas homoclinicas e heteroclinicas
em que os equilibrios envolvidos sao visiveis e de forma que essa érbita corte ¥ apenas na regiao

de costura.

Definig¢ao 1.4.5. Uma érbita contida em 2¢UXT U~ é chamada homoclinica se tem ambos
os conjuntos w-limite e a-limite consistidos do mesmo ponto de equilibrio admissivel, chamado
equilibrio limite, que, juntamente com a érbita homoclinica, constituem o loop homoclinico.

Nesse caso, também diremos que temos a ocorréncia de uma conexao homoclinica.

Defini¢ao 1.4.6. Uma 6rbita contida em ¢ U T U X~ é chamada heteroclinica se tem
como conjuntos w-limite e a-limite dois equilibrios admissiveis distintos, que, juntos com a
orbita heteroclinica, constituem o loop heteroclinico. Nesse caso, também diremos que temos

a ocorréncia de uma conexao heteroclinica.

Apresentaremos mais a frente defini¢oes especiais desse tipo de érbita para os casos nos
quais os equilibrios envolvidos nessas defini¢oes sao pseudo-equilibrios.
Nos préximos capitulos trabalharemos com Sistemas de Filippov com o objetivo de garan-

tirmos a existéncia de orbitas homoclinicas e heteroclinicas em diversas situagoes.
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Capitulo 2

Orbitas Homoclinicas e Heteroclinicas
em Sistemas Planares Lineares Por

Partes

A principal proposta deste capitulo é estudar o problema da existéncia de érbitas homocli-
nicas e heteroclinicas em sistemas de Filippov planares e lineares. Apresentaremos condi¢oes
necessarias e suficientes para a existéncia de 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas nesses siste-
mas para o caso sela-sela visiveis.

Em [13], Xu et al. estudaram os casos sela-foco e sela-centro visiveis nao degenerados e o
caso n6-n6 degenerado com estabilidades opostas em R? e com o objetivo de completar esse
estudo optamos por estudar o caso sela-sela visiveis. Utilizamos também como referéncias para

esse capitulo os trabalhos de Artés et al. em [3] e o trabalho de Homburg e Sandstede em [7].

2.1 Construindo o Problema

Considere a funcao h(z,y) =z +y+1e X = h~1(0), ou seja, a regiao de descontinuidade
que trabalharemos ¢ a reta z +y + 1 = 0.

A escolha dessa reta se justifica por nossa op¢ao em deixar a origem “livre”, de maneira que,
na origem ocorrerda uma das selas com a qual trabalharemos ja que isso nao tira a generalidade
dos resultados.

Comecemos construindo o campo X que serd definido em ¥* C R2?. Para esse campo,
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queremos que a sela linear ocorra em O = (0,0) e que os autovalores associados a essa sela
sejam p1 > 0 e —A; < 0. Para descrevermos os autovetores associados a esses autovalores
indicaremos os pontos nos quais as variedades invariantes interceptam X ja que dessa maneira,
os autovetores ficarao automaticamente definidos. Consideraremos (a1, —a;—1) = W{(O)NX e
(B1, =01 —1) = W5(0O)NX onde W (0) e W5 (O) representam, respectivamente, as variedades
instavel e estavel da sela O. Observe que o indice X que acrescentamos a W5 (0O) e W¥(O)
tem a funcao de especificar a qual campo essa variedade esta associada e pode ser dispensado
quando nao houver perigo de confusao. O mesmo acontecera para a construcdo do préximo
campo.

Dessa forma, o campo que construimos é dado por X(x) = Ax, x € X7 onde

AMBr(ar + 1) + pag(By + 1) ai (A + p)
A= oy — 62 a1 — Bl
(DB DN ) (B + D)+ B (aa +1)
ap — B ap — B
o+
(041,—041 — 1) (0,0)
>
(B1,—P1 —1)
- >

Figura 2.1: Campo X

De forma anéloga, construimos o campo Y em ¥~ C R2. Para esse campo, queremos que a
sela ocorra em F = (—&1, —&3) e para que essa sela seja visivel (admissivel), devemos impor que

€142 > 1. Os autovalores serao dados por s > 0 e —\, < 0 e ainda (a9, —as—1) = W (E)NX
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e (P, —fP2—1) = WH(E)NYE onde W{(E) e Wi (FE) representam, respectivamente, as variedades

instavel e estavel da sela E.

Assim, o campo que construimos ¢ dado por Y (x) = Bx + e onde

a9 bQ
B —

Co dQ

. /J/2(52 +€1)(042 — &9 + 1) + )\2(042 + 61)(52 — &9 + 1)

= (g — B2)(e1 + €2 — 1) ’
by — (614 B2)(e1 + ag)(p2 + A2)
(g = fPa)(e1+e2—1)
Cy = [(e2 = 1)? + (a2 + Ba2) (1 — €3) + a2 B2] (A2 + pi2)
(g — Ba)(e1 + 62— 1) ’
dy = (1 —e2)(agpa + Bada) + (A2 + p2)(a2fly — €162) + 1 ha(g + 1) + eqpua(B2 + 1)

(g — Ba)(e1 +e2— 1)

ce—= (CLQE;[ + 6282, Cog1 + dggg).

Z-l—

(B2, —B2 — 1)

Figura 2.2: Campo Y

A seguir, apresentamos algumas propriedades inerentes aos campos X restrito a X7, Y

restrito a X7 e Z. Para os proximos lemas, suponha sempre que as < a; < 1 < fs.

Lema 2.1.1. O campo de vetores X (x) = Ax, para x = (z,y) € X7 satisfaz:
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1. X(0,0) = 0.

2. os autovetores de A sao vy = —(ay, —ag — 1) (associado a py > 0) e wy = —(f1, =51 — 1)

(associado a —A; < 0).

a1 A + B _041)\1 + A+ B +
M+ A1+

3. o ponto (
PN

) € X é o ponto de tangéncia de X com

Demonstracgao: Os dois primeiros itens sao consequéncia direta da construgao dos campos.
Sendo assim, demonstraremos apenas o terceiro item. Temos que Xh(z,y) = V(h(x,y)). X (x,y),

como V(h(z,y)) = (1,1) (pois h(x,y) = x + y + 1), segue que

z(og A + A1+ B + ) + y(oa A + Bi)
a1 — 51

As tangéncias do campo X com ¥ sdo encontradas através da solugao do sistema

Xh(xay) ==

Xh(xay> =

hz,y) =0

oA + B _041)\1 + A+ B +
A +pr A1+

e disso, segue que (
3.

) ¢é o ponto de tangéncia de X com

]
Lema 2.1.2. O campo de vetores Y (x) = Bx + e, para x = (z,y) € ¥~ satisfaz:
1. Y(—€1, —82) =0.

2. os autovetores de B sdo vy = (fa + €1,— 02 + 2 — 1) (associado & ps > 0) e wy =

(g + €1, —aa + €9 — 1) (associado a —Ay < 0).

Qafly + Badg _52)\2 + 2 4+ Ag 4 aops
Ao+ o Ao + o

3. 0 ponto (
DI

> € X é o ponto de tangéncia de Y com
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Demonstracgao: Seguindo a mesma ideia do lema anterior e usando que

 x(aapia + Badg — Mg — pia€a + Ag + pia) + y(aapiz + Bada + piag1 + Aae1)

Yh(x,y) =
(z,y) PO
n (61 + &2)(apa + Ba)a) +€1(Aa + p12)
g — [ ’
A A A
segue que azitz + D 2, —62 2 fla ¥ Az T Qafi ¢é o ponto de tangéncia de Y com X. O
Ao + o Ao + fio

Agora, definimos o seguinte campo de vetores linear por partes

X(z,y), (v,y) ezt
Z(x,y) = (2.1.1)

Y(z,y), (v,y)€¥”

e denotamos por Z = (X,Y).

Z+

(@2, —ap — N[, —a1 — 1)( (0,0)

—< >
(B2, —B2 — 1)N(B1,—p1 — 1)

Figura 2.3: Campo Z = (X,Y)

A seguir temos o primeiro resultado referente ao campo Z.
Teorema 2.1.3. O campo de vetores Z = (X,Y) tem:

1. tangéncias coincidentes em ¥ se

ﬁ () — a1 + P — azpir)

%) B 1Ay — oy + By — Bopr
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2. tangéncias distintas em X, caso contrario.

Demonstragao: Basta compararmos os pontos de tangéncia dos campos X e Y dados respec-

tivamente pelos Lemas 2.1.1 e 2.1.2. ]

2.2 O Campo Deslizante

Nos casos em que as tangéncias sao distintas, surge uma regiao de deslize em X entre essas

tangéncias. Utilizando Xh(z,y) e Yh(z,y) encontrados nas demonstragoes dos lemas 2.1.1 e

2.1.2 e lembrando que estamos sobre X, portanto, y = —x — 1 temos
s ar? 4+ bxr + ¢ az? +bx +c
Z (SU) = T
dr +e dr +e
onde

a = —aA Ay — ooty — Poifia — Bafiipla — €1 A1 Ag — €1\ o + Eo Aoy + Eafhi fl — Aafin — fi1fto

b = aafadiAe + azfoAipia + afadapin + aofapiipia + ae1Aifla — aagapiifiz + Pag1AiAe —
Bagadopn — aaAiAa + aopipiz — BaAipia + Badapis — €1A1 A2 — €11 o

¢ = agfaMAs + aafaAifia + a1 A2 + Pag1 A1 As

d = A1 + agpy — Bod1 — Bapi1 + E1A2 + 12 + €200 + Eafia — Ao — 2

€ = —QaE1flz — afafly — P21 Ag — [ag2a + a1 + Qapia — PaAi + Padg

Seja p a tangéncia associada ao campo X e ¢ a tangéncia associada ao campo Y. Suponha,
sem perda de generalidade, que a 1* coordenada de p seja menor que a 1* coordenada de gq.
Pela construgdo dos campos X = (X, X5) e Y = (Y1, Y5)! segue que X;(p) < 0, Xa(p) > 0,
X1(q) >0, Xa(q) <0, Yi(p) <0, Ya(p) <0, Yi(q) > 0e Ys(q) > 0.

Como h(z,y) =z +y + 1 temos que Vh(z,y) = (1,1) dai:

Xh(x) = X(x).Vh(x) = (X1(x), X2(x)).(1,1) = X1 (x) + Xa(x)
Yh(x) =Y (x).Vh(x) = (Yi(x),Y2(x)).(1,1) = Y1(x) + Y2(x)
Assim,
Xh(p) =0 = Xi(p) + Xa(p) = 0= Xi(p) = —Xa(p)

Yh(q) =0 = Yi(q) + Ya(q) = 0= Yi(q) = —Ya(q)

1Cuidado, aqui estamos apenas nos referindo as coordenadas dos campos X e Y e ndo usando a notacio de

Sistemas de Filippov.
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Lembrando que
! Yh(x)X(x) — Xh(x)Y(x)
Yh(x) — Xh(x) ’

para X € X, nosso objetivo é encontrar pontos x € ¥ tais que Z*(x) = 0, ou seja, x € X tais

que Yh(x)X (x) — Xh(x)Y (x) = 0. Dessa maneira,

Z%(x) =

=(X1(x)Y1(x) + X1 (x)Ya(x) = X1 (x)Y1(x) — Xp(x

=(X1(3)Y2(x) = X5(x)Y1(x), Xo(x) Ya(x) = X (x)Ya(x

~—
~—

Observe entao, que nesse caso, para zerarmos Y h(x)X(x) — Xh(x)Y (x) devemos zerar
X1 (0)Va(x) — Xo()Yi ().

Lembrando que Xi(p) < 0, Xao(p) > 0, Xi(q) > 0, Xa(q) < 0, Yi(p) < 0, Y5(p) < 0,
Yi(g) > 0, Ya(q) > 0, Xi(p) = —Xa(p) e Yi(q) = —Ya(q).

Em p temos

X1(p)Ya(p) — Xa(p)Yi(p) = X1(p)Ya(p) + X1(p)Yi(p)

= Xi(p)[V1(p) + Y2(p)] > 0

Em ¢ temos

X1(q)Ya(q) — X2(9)Y1(q) = X1(q)Ya(q) + Xa(q)Ya(q)
= [Xi1(q) + Xa(q)]Ya(q) <O

Nesse caso particular que construimos, X7 (x)Ya(x)—Xs(x)Y7(x) restrito a ¥ é um polindémio
de grau 2 como vimos anteriormente. Além disso, esse polindmio é positivo em p e negativo
em ¢, entao segue do teorema do valor intermedidrio que existe ¢y € 3 tal que X;(co)Ya(co) —
Xs(co)Y1(co) = 0. A unicidade de ¢y é garantida pelo fato de termos um polinémio de grau 2.

Se a 12 coordenada de p for maior que a 1* coordenada de ¢ as contas sdo analogas. Sendo

assim, temos o seguinte resultado

Proposigao 2.2.1. Considerando Z = (X,Y) o campo de vetores definido nesse capitulo,
temos que se as tangéncias de X e Y em Y nao coincidem entdo existird uma regiao de deslize
em X que serd instavel ou estavel dependendo das posicoes dessas tangéncias em >. Em ambos

os casos, o campo deslizante admitira a existéncia de um tinico pseudo-equilibrio.
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2.3 Caso Homoclinico

Nessa secao apresentamos condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de loop ho-
moclinico com equilibrio limite na origem. A seguir, combinaremos esse resultado com as
possibilidades existentes para os posicionamentos dos pontos de tangéncia de cada um dos

campos X e Y.

Teorema 2.3.1. O campo de vetores Z = (X,Y) tem um loop homoclinico com equilibrio

limite na origem se, e somente se,
Ao o B — [ B — g -
—=—-—In{—— | (In|——— .
Lo a; — [ a; — Qo

Demonstracao: Inicialmente calculamos a érbita do campo Y que passa por x = (o, —a; —1)

e assim temos:

1
B (g +1—e2)(Ba+1—¢ey) {(

Q10 — Q189 — (pfs + Paga + ay — [2)

exp(—Aqt
.<a2€2 — 04252 — 6152 + €160 — Qg — gl)M
g — 3

exp(piat)

+ (a1 — ang — a2 + agg + a — a2) (22 + oer — Poga — €162 + [ + 51)ﬁ
2 — Do

—c1e2(g + B2 — g2 —2) +er(2fa + aa + B2 + 1)}

exp(—Ast
ay — B
exp( ot
+ (182 — @169 — P + ogg + ay — o@)iﬂ .
az — (o

Precisamos agora garantir que essa érbita passe por (31, —1 — 1) e para isso precisamos ter

x(ty) = P1 e y(to) = —P1 — 1 para algum t; € R. Assim, resolvendo o sistema que se forma,

1
i

)\2_ 1 (51—52> (1 (51—042>>_1
— =—1In n|—— .
Lo a; — P ap — Qg

chegamos que para ty = In (%)

o ponto (S, —f1 — 1) € 7« sob a condigao:




35

Corolario 2.3.2. O campo de vetores Z = (X,Y’) tem um tnico ponto de tangéncia em ¥ e

um loop homoclinico com equilibrio limite na origem se, e somente se,

. 1n<51 _62>(ﬂ2—ﬁ1)+1n <M></ﬁ1 ~ o)
1. 2L

' _ a; — B Qp — Qg
H In <—§1 i gz> (Oé1 - 62) + In <7§1 :zz> (042 - Ozl)

Ar (A1 — gy + Brjin — aopiy)

2. =
2 a1 A1+ Bipn — BaAi — Baa

Demonstracao: A condi¢ao de tangéncias coincidentes ¢ dada pelo Teorema 2.1.3 e da exis-
téncia de loop homoclinico é dada pelo Teorema 2.3.1, portanto basta fazer uma combinac¢ao

desses dois resultado que chegamos no resultado esperado. O
Y+ Y+

=) L e |
\—1,0) - (0,0))_ \—1,0) < (0,0))_

Figura 2.4: Exemplos de 6rbitas homoclinicas com: tangéncias coincidentes para os parametros
pr ==X =X =1La=-1,ay=-2,0, =0,y =1ee; =ey =2 (esquerda) e tangéncias
distintas para os parametros (1 =2, o = A\ =X =1, 01 = -2, as = -1, 5, =0, =1e¢e

€1 = g9 = 2 (direita)

No primeiro caso do exemplo acima, nao temos a existéncia de regiao de deslize ja que

as tangéncias coincidem no ponto (—%, —%) No segundo caso, as tangéncias ocorrem nos

1 1 1

2, —%) (para o campo X) e (—— ——) (para o campo Y'). Surge um campo deslizante

pontos <—3 515

formado por uma regido de deslize estavel entre essas tangéncias, que contém um pseudo-

equilibrio atrator no ponto (g — % 33, % — % 33).
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2.4 Caso Heteroclinico

O caso heteroclinico, de forma geral é mais simples que o homoclinico pela maneira como
construimos o problema. Como tomamos na construgao os pontos de interse¢cdo das variedades
invariantes de cada sela com 3., para que ocorram orbitas heteroclinicas, basta que esses pontos

coincidam, ou seja, a; = ap ou 3, = [s.

Teorema 2.4.1. O campo de vetores Z = (X,Y) tem pontos de tangéncia coincidentes em %

e exatamente uma 6rbita heteroclinica se, e somente se

Ao (B —

_ ) =

1. ,u2_ M1(51—52)+/\1(04—52)7nocasoal_%_w
A2 __)\1(@1—042)+M1(5—042) o,

2. —qu = Mlor = ) , o caso 31 = [y = f.

Demonstracgao: Utilizando o resultado encontrado no Teorema 2.1.3 e as hipdteses de a; = ap

ou (31 = Py segue o resultado. O

Corolario 2.4.2. O campo de vetores Z = (X,Y’) tem pontos de tangéncia coincidentes em ¥
A
e exatamente duas Orbitas heteroclinicas se, e somente se a; = g, f1 = s € A= %
H1 2
Demonstracgao: Novamente utilizando o resultado encontrado no Teorema 2.1.3 e que a; = o

e 1 = [y sdo as condigdes para termos duas érbitas heteroclinicas, temos o resultado. n

Nos exemplos em que temos 2 érbitas heteroclinicas (Figura 2.5), na imagem a esquerda,

nao temos a existéncia de regiao de deslize ja que as tangéncias coincidem no ponto (—%, —%)

N T A s 1 2 1 1
No caso a direita, as tangéncias ocorrem nos pontos (—§, —g) (para o campo X) e (—5, —5)

(para o campo Y') e surge um campo deslizante formado por uma regiao de deslize estével entre
A , . 11 3.1

essas tangéncias, que contém um pseudo-equilibrio atrator no ponto (5 —5V33,—5+ 5V 33).

Nos exemplos que contém apenas uma Orbita heteroclinica (Figura 2.6), na imagem & es-

querda, nao temos a existéncia de regiao de deslize ja que as tangéncias coincidem no ponto

1 1 . N oo . A . 1 1
(—5, —5>. Na imagem a direita, as tangéncias ocorrem nos pontos (—5, —5) (para o campo

X) e (%, —%) (para o campo Y) e surge um campo deslizante formado por uma regiao de

deslize instavel entre essas tangéncias, que contém um pseudo equilibrio repulsor no ponto

(=5 +2v/6,4 — 21/6).
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Figura 2.5: Exemplos com 2 érbitas heteroclinicas com: tangéncias coincidentes para os pa-
rAmetros iy = fg = A\ = M =1, a0 = ay = —1, f1 = o =0 e g1 = g9 = 2 (esquerda) e
tangéncias distintas para os parametros u; =2, po =N\ =X =101 =as=—1, 1 =F2=0

e g1 = gy = 2 (direita)

ut Y+
(=1,0) < (0,0))_ (—1,0) - (070))_
A A
(0\71) (0,—1)
E—Z—?) s-2,-2)
> (1, _2\ > (1, _2\
- X - by

Figura 2.6: Exemplos com 1 orbita heteroclinica com: tangéncias coincidentes para os para-
metros gy = pg = Ay = 1, Ay = % ap =ay =—1, 0, =0, By =1ee; =¢e9 =2 (esquerda)
e tangéncias distintas para os parametros pu; = ps = Ay =1, g =2 a1 = as = —1, 1 = 0,

fa=1ee; =ey =2 (direita)
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Observacao 2.4.3. Observe que nos exemplos anteriores em que temos tangéncias coincidentes
e ha uma orbita homoclinica ou duas orbitas heteroclinicas, apresentamos casos em que essa
unica tangéncia ¢ do tipo centro. Procuramos exemplos em que tivéssemos um foco nesses
casos e nao obtivemos sucesso, portanto conjecturamos que nos casos em que temos tangéncias
coincidentes e temos ou uma orbita homoclinicas ou duas érbitas heteroclinicas, o ponto de

tangéncia serd do tipo centro devido a linearidade do campos e suas simetrias.
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Capitulo 3

O Fenomeno de Shil’nikov em Sistemas
Diferenciais Descontinuos Lineares Por

Partes em R’

Em 1965 Shil’'nikov garantiu, sob certas hipdteses nos autovalores da linearizacao, que po-
dem existir infinitas 6rbitas periddicas instdaveis em cada vizinhanca de uma 6rbita homoclinica
associada & um ponto de equilibrio do tipo sela-foco para sistemas diferenciais suaves em R3.

Nesse caso considerou-se um sistema como
&= —pr—wy+ fi(z,y,2)
y=wz—py+ fo(r,y,2) (3.0.1)
Z=yr+ f3(x,y,2)
onde p, v >0, w # 0 e f1, f2, f3 s2o funcdes suaves em R3 que se anulam na origem.

Esse sistema possui uma sela-foco na origem tendo a variedade estavel de dimensao 2 e a

variedade instével de dimensao 1.

Teorema 3.0.1. (Shilnikov, 1965) Suponha que o sistema (3.0.1) possua uma érbita homocli-
nica I" na origem. Se 0 < 5 < 1, entao existe uma quantidade enumeravel de orbitas periddicas

em qualquer vizinhanca de I'.

Mais tarde, em 2007, Llibre, Ponce e Teruel provaram em [8] que essa dindmica de Shilnikov
também ocorre em sistemas lineares continuos, estudados previamente por Arneodo, Coullet e

Tresser em [1].
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Nosso objetivo é mostrar que a dinamica de Shilnikov também pode ocorrer em sistemas

descontinuos lineares e ao fim desse capitulo provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.0.2. Considerando o sistema (3.1.1) e supondo que (A, 0,R) € G onde G ¢é a
superficie definida pela equagao

V3
4" sen(v/30*)

R\, 6) = SO

onde #* é a Unica raiz em (0, %) da funcdo f(0) = 23’ cos (\/30 — %) — 1. Entao as seguintes

afirmagoes sao verdadeiras:

1. Se 0 < 6 < 1, entdo existe uma quantidade infinita enumeravel de érbitas periddicas
acumulando-se na 6rbita homoclinica I'y 5 (ou seja, ocorre um fendémeno similar a ferra-

dura de Smale).

2. Se 6 > 1 mas suficientemente proximo de 1, entao uma quantidade infinita enumeravel
de 6rbitas periddicas do item acima persistem mas nao mais se acumulam na orbita

homoclinica I 5.

Em trabalhos como [11], de Novaes e Teixeira, o fendmeno de Shil’'nikov j4 foi tratado para
Sistemas de Filippov, com a diferenca que o equilibrio limite se encontrava na regidao de des-
continuidade, diferentemente do caso que trabalharemos. Utilizamos também como referéncias
para esse capitulo os estudos feitos recentemente por Novaes, Ponce e Vardao em [10] e o trabalho

de Gouveia et al. em [5].

3.1 O Sistema

Considere o seguinte sistema linear por partes, inspirado no sistema apresentado por Arne-

odo et al. em [1981]:

Aix+b se zeX™
%= (3.1.1)

A x+c se z€X~
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0 1 0 0 1 0
onde x = (x’yjz)’ A+ = 0 0 1 , A = 0 0 1 , b = (O,O,k)T7 c =

0,0, )T, f(a,y,2) =2, ¥ = f710), 2T = {x e R3: f(x) > 0}, ¥~ = {x € R?: f(x) < 0},
B=X20—1), a = AX2X0+ 1), u = (1 +4R* + 4\0R — 2AR)(2R + 2)\d — \). Suponha que
a>0epu>0.

Nesse caso, a regido de descontinuidade serd dada pelo plano yz, ou seja, ¥ = f~1(0) onde
f(z,y,2) = z, ¥t serd dado pelos pontos em que = > 0 e X~ serd dado pelos pontos em
que x < 0. Nas proximas segoes descreveremos o comportamento do fluxo em cada um desses

conjuntos.

Figura 3.1: Comportamento de solugdes do sistema (3.1.1).
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3.2 O Fluxo em X"

Fazendo A,x + b =0, ou seja,

0 1 0 x 0 0
0 0 1 y|Tlo|[T|o
—u —1 - p 2 0

temos que a solugao desse sistema nos da o ponto em que ocorre a singularidade (sela), que nesse
caso serda no ponto e, = (k/p,0,0). Temos ainda que os autovalores de A, sdo —L, R+ i) e
R—1$2 cujos autovetores associados sao (1, —L, L?), (1, R+, (R+i02)?) e (1, R—iQ), (R—if2)?),
respectivamente, onde L = 2R + A\(26 — 1), Q> =1+ R(4\§ — 2A + 3R) e Q > 0.

A variedade estavel W*(e) esta contida na semirreta

k
‘C+ {($7y,2)6 ax_oyy x+1—|—2LR’Z y}

e fazendo x = 0 temos que essa semirreta corta > no ponto

k —kL
e z = .
My = L 0 (0’1+2LR’1+2LR>

A variedade instéavel W"(e ) esta contido no semiplano

k
Py = {(x,y,Z) €R3;$20,(1+2LR)x—2Ry+z—L:()}

e fazendo x = 0 temos que esse semiplano intercepta X na reta

k
DJFIPJFQZ: {<O,y,2) ER3,Z:L+2Ry}

Finalmente, o fluxo em £ com condig¢do inicial no ponto p = (x,, yp, 2,) € dado por
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zi(s) = Cpe cos(Qs) + Clesen(Qs) + Cle ™ + k/p

yf(s) = (CJR+ CrQ)e™ cos(Qs) + (CZR — CiQ)efsen(Qs) — CF Le

zi(s) = [CH(R?*— Q%) +2C2QR]e" cos(Qs)

+[C2(R? — %) — 2C)QR]efsen(Qs) + CL2e1*

onde C,, = (C},C2,C3)T é obtido através de

1

— +
@ = (L+R)2+Q2M (

p—ey)

e M™* é a seguinte matriz

L(2R+ L) 2R ~1

L(R?4+RL—-0?) L*-R*4+Q0?> R+1L
Q Q Q

R? 4+ Q2 —2R 1

Se x, =0ey, >0, entdo e;.p = 2, > 0 onde e; = (1,0,0) e p é o valor do campo de vetores
associados ao sistema (3.1.1) no ponto p. Sendo assim, a dérbita -y, que passa por p cruza X de
¥~ para XF.

Como o sistema (3.1.1) é linear em X U X" e as variedades invariantes de e, interceptam %
transversalmente, temos que se p ¢ W#(e, ), existe um s} > 0 tal que z;} (s}) = 0e z/(s) >0

para s € (0, s;). Dessa maneira, se , = 0 e y, > 0 entao podemos definir a semiaplicacao de

Poincaré, I1, como I1 (p) = (0,4, (s;7), 25 (s7)).
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3.3 O Fluxo em .~

Fazendo A_x+ ¢ = 0, ou seja,

0 1 0 x 0 0
0 0 1 y | Tlol|[T]o
a -1 —p z 1 0

temos que a solucao desse sistema nos da o ponto em que ocorre a singularidade (sela), que nesse
caso serd no ponto e_ = (—1/a,0,0). Os autovalores de A_ sao dados por A, —Ad+iw e —AJ—iw
cujos autovetores associados sao (1, A\, A?), (1, =Ad+iw, (—Ad+iw)?) e (1, =N\ —iw, (—Ad—iw)?),
respectivamente, onde w? = 1+ A\2§(2 — §) e w > 0.

A variedade instéavel W"(e_) esta contida na semirreta

1
L {(z,y,2) e R%x <0,y )\x+1+2)\25,z Ay}

e fazendo x = 0 temos que essa semirreta corta > no ponto

| A
R .
m-=L-0 <0’1+2/\25’1+2>\25>

A variedade estével W*(e_) estd contida no semiplano
P ={(z,y,2) € R%z <0, \(1+2\*0)x + 2\*6y + Az + 1 =0}
e fazendo x = 0 temos que esse semiplano intercepta X na reta

—1
D =P NX={0,y,2) €ER*z= ~ — 2X\0y}.

Finalmente, o fluxo em ¥~ com condicao inicial em um ponto p = (x,,y,, 2,) é dado por
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SU_(S) — Dzl)e_A(SS COS(WS) + Die—)\éssen(ws) + D;’e/\s . 1/@
Yy (5) = (Diw — DjAS)e  cos(ws) — (Dyw — DiAd)e M osen(ws) + Dire

2, (s) = [D)(N26* — w?) — 2D2\dwle % cos(ws)+

[D2(X26% — w?) + 2D} Adwle M4 sen(ws) + DiX%er

onde D, = (D}, D2, D3)" ¢ obtido através de

1

Dy = A2(1+5)2+w2M (p=e-)

e M~ é a seguinte matriz

A2(1 4 26) —2A6 ~1

AA20+ 2262 —w?) A2 - N252 4+ w? A(1+49)
w w w

A20% + w? 200 1

Sez, =0ey, <0, entdo e;.p = 2, < 0 onde e; = (1,0,0) e p é o valor do campo de vetores
associados ao sistema (3.1.1) no ponto p. Sendo assim, a dérbita 7, que passa por p cruza ¥ de
Yt para Y.

Como o sistema (3.1.1) é linear em ¥ U X~ e as variedades invariantes de e_ interceptam X
transversalmente, temos que se p ¢ W?*(e_), existe um s, > 0 tal que z, (s,) =0e x,(s) <0
para s € (0, s, ). Dessa maneira, se x, = 0 e y, < 0 entdo podemos definir a semiaplicacdo de

Poincaré IT_ como IT_(p) = (0,y, (s, ), 2, (s, ))-

3.4 O Fluxo em .

Como f(z,y,z) = z, segue que V f(z,y,z) = (1,0,0). Entao
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Xf(x) = VIx)X(Xx) =y
Yix)=VIx)Y(X =y,
onde X(x) =A,x+beY(x) =A_x+c
As tangéncias dos dois campos de vetores em X coincidem, e ocorrem no eixo z. Assim, a

regiao formada por
“\{(z,y,2);2 =y =0}
¢ a regiao de costura pois

Xf(p).Yflp)=y*>0

para cada p € X\{(z,y, 2);z = y = 0}. Concluimos também que nao existe nenhuma regiao de

deslize nesse caso.

Observagao 3.4.1. Os sistemas de Filippov Z = (X,Y) que satisfazem

Xf(x) =Y [f(x)
para todo x € ¥, como no nosso caso, sao chamados de Sistemas Refrativos.

Na préxima secao trabalharemos para dar condigoes sobre os parametros para a existéncia

do loop homoclinico.

3.5 A Existéncia de Orbita Homoclinica

Nessa secao chegaremos ao resultado que nos da condigoes sobre os parametros para a
existéncia do loop homoclinico. Observe que procuramos uma érbita homoclinica que cortara
¥ nos pontos m_ e I, (m_). Sendo assim, o que faremos é dar condigoes para que a orbita que
passa através de m_ retornar de forma a chegar a variedade estdavel de e_ e assim “fechar” a
6rbita homoclinica.

Vamos entao analisar a variedade estavel W?*(e_) que sabemos estar contida em
Po={(z,y,2) € R%z < 0,A(1+2)%)z + 200y + Az + 1 = 0}.

Lembremos que como vimos na se¢ao anterior, as tangéncias dos campos X e Y coincidem

sempre e sao formadas pelo eixo z, portanto a variedade estavel de e_ contém uma O6rbita



A7

;
:
E;
i
+ S0 -
&2
S :
; i

Figura 3.2: Variedades Invariantes de e, e e_.

espiral que tangencia ¥ no ponto ¢ = (0,0,—1/X). Considere S o segmento cujos extremos
sejam ¢ e I1-!(q), onde II-! denota a inversa da semiaplicagdo de Poincaré I1_. Observe que

S C W*(e—) N D_. Sendo assim, uma condigao para a existéncia de érbita homoclinica é que
H+(m_) € 8

Calculando a solugao do sistema (3.1.1) com condicao inicial x(0) = ¢ temos
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1 A6
_ — | s _ 7 sdA -1
r, (—s) ol cos(ws) e sen(ws) ,
Yy, (—s) = ies‘”sen((,us)
? WA
2z, (—s) = 1635,\ cos(ws) — ées‘”sen(ws)
1 A w

No préximo resultado (ver [8]) apresentamos uma aproximagao para o tempo de viagem
sﬁ,l(q) do ponto IT=%(q) até ¢ e da segunda coordenada do ponto IT~1(q).
Lema 3.5.1. Se A > 0 é suficientemente pequeno e § € (0, 1.3] entdo o tempo de viagem S1-1(g)

da 6rbita que passa por IT-!(q) desse ponto até g satisfaz:
2
Si-1(g) = 27 — 2V TN + g(wé)\)g +O(\?).

Mais ainda, a segunda coordenada do ponto I1=!(q) é

|0
Yq (—Sn-1(9)) = —2 % — 216V TIN+ O(N).

Demonstracao: A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [§]. O

Observagao 3.5.2. Se compararmos o sistema estudado em [8] por Llibre et al. com o sistema
(3.1.1) podemos observar que fizemos modificagdes apenas no campo que estd em X1, portanto
todos os resultados 14 feitos para o campo em X~ podem aqui ser utilizados diretamente sem

necessidade de uma nova demonstracao como no caso do lema anterior.
Agora, denote por P} o plano paralelo a P, e que passa por m_, ou seja,

A—2
Pj;—{(m,y,z) ERS;xZO,(l—i—QLR)x—QRy—l—z—R—O}.

Seja D a intersecao de P% com X e seja B a regido do semiplano {(z,y, z) € R* 2z =0,y < 0}
limitada pelas retas DY e D,. Devido ao comportamento espiral do fluxo, somado ao fato de

P, conter uma variedade invariante de X, segue que I, (m_) € B.
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<Y

Figura 3.3: Regiao B em X..

Observe ainda que como D, tem inclinagao positiva e D_ tem inclinagdo negativa, D_
divide B em duas regioes B; (que serd a limitada) e By. Veja a Figura 3.3.

A seguir, construimos uma condi¢ao sobre o parametro R para que BND_ C S.

Lema 3.5.3. Se A > 0 é suficientemente pequeno, 6 € (0,1.3], k > 1e

1 k 5
R>———+ (2 _s)rr00h),
/RVE DN <2 ) (A2)

entao BND_ C S.

Demonstracgao: Seja ¢+ a intersecao de D, e D_, assim

(o _—L—kA 23k —2RL
= \"INQR + 200) IA2R + 20\0) )

Se |lg — q+||< |lg — 1= (q)|| entao BND_ C S, portanto vamos procurar condi¢oes para essa

desigualdade ser verdadeira. Como I1-*(q) € D_, segue que

1
- (q) = <07 vy - 2A5y*>

para algum y* € R.

Dessa forma, como ¢ = (O, 0, —%), segue que

lg — TN (@)ll= 1100, =y, 228y") [|= \/y™ + 4N262y2 = |y |1+ 4202,
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Pelo Lema 3.5.1, temos

[T
Logo |y*|> 2 % e assim,

Por outro lado,

Yt =2 7;6 — 21V TN+ O(N).

5
g — =" (q)||> 2,/%\/1 T AN,

I O e S5 o Pt 2
T BT\ IR +206) IM2R + 2)9)

_J (L + kA)? AN2G2(L + kN)?

[LAZR + 2)0)]2 | [LA2R + 200)]2

L+ kX
V1 &+ 40252
‘L)\ 2R + 20)) ’
Como k > 1 entao L+EkX > 0 e logo L+ kA > (). Assim, para termos a desigualdade
- ) i
= = OO TNOR 1 20) » bata ter 184
procurada, basta termos

L+ kX o

—_— 2 —.

LA(2R + 2)6) A

Portanto,

LkA
LA(2R + 2)0)

Desenvolvendo essa inequacao, chegamos que aR? + bR + ¢ > 0 onde

a=8V7To\A >0
b =160V 7O\ — AANV TN — 2
¢ =8A252V O\ — ASN2VTON — 200 + X — k.

2,/7;‘5 & L+ kA< (2R + 206 — \)(2R + 2)8).2v/70N.

Como ) é suficientemente pequeno, fazemos a expansao das raizes de az? +bx +c = 0 em séries

de poténcia e assim temos

1k 5 1 k 5
Ri=(-—=-—-0]A+0(\2 Ry=——= (-0 A+ 0(\2).
1 (2 9 ) +0(\2) e Ry 1 r(»\(? ) + O(A2)

1k
Observe que 375" 0 < 0 pois k > 1, logo, Ry < 0. Dai, como R, é proximo de zero, a > 0,

Ry > R; e procuramos R > 0 tal que aR? + bR + ¢ > 0, segue que R > Ry, ou seja,

1 k 5
4W <—5>/\+O()\2)

e provamos o resultado. O
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Observacao 3.5.4. Nesse capitulo, esse é o primeiro resultado inédito, apesar de inspirado
em um lema feito por Llibre et al. em [8].Originalmente, os autores também construiram uma
restricao para R nessas mesmas condigoes, porém essa restricao ¢ diferente da nossa ja que aqui

temos o parametro k a mais.

Usando o resultado desse lema, vamos descrever R através dos ja conhecidos parametros A

e 0 e de um novo parametro a, da seguinte maneira:

1
R—E—l—a)\

onde B = %ﬂee*sen(\/ge*) e 0* é a tnica raiz de f(6) = 2¢% cos(v/30 —7/3) — 1 em (0, 7/v/3).

Essa escolha para B serd justificada adiante nas demonstracoes. Observe que também usamos

1 1
o fato de A ser suficientemente pequeno para garantir que — > —.

AT VA

A ideia agora serd expandir 11, (m_) em séries de poténcia de A a fim de encontrar valores
para a para os quais II, (m_) pertenga a B; ou By. Entretanto, é necessario comegarmos com

a seguinte estimativa:

1
Lema 3.5.5. Se A > 0 é suficientemente pequeno, 0 € (0,1.3], k > 1e R = 2 + a\, entao o

. + .
tempo de viagem s, satisfaz

N V37 B\
S <

m_

+ O(N®).

Demonstragao: Comecemos observando que

(o k kL \ _(, kL —kL?
T\t 2tr 1+2LR) T\ U+ 2LR)L (1 + 2LR)L

kL —kL? k k
:<&, )zz(ﬂJO——(L—LJ?):6++UNL—LJ7%
Lo I p

onde 07 = —% e lembrando que e, = (%, 0, O).

Seja m’ = L, N'PL. Utilizando as equagoes de L, e P} chegamos que

e 1 A—ﬂ%+kQR+L)
T \14+4RL+ 12 \14+2)X25  1+2RL )’

1 A-2R k&
14+4RL+ 12 \1+2X25 L)’

1 A—2R E . k
1+4RL+L? \1+2X20 L (1+2RL)L
que pode ser reescrito como

mt = ey +oo(l,—L, L?)
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1 A—2R k %
onde 70 = 1 IRL 1 12 (1 20 L) @er = (30.0)
Se expandirmos o7 e oy através de séries de poténcia em A temos:
kB
o1 = — ?)\3 + O()\5) <0
B
00:—€A+0(A3) <0

Dessas aproximagoes, podemos concluir que |oq|< |og|, ou seja, a 1* coordenada de m? ¢é
menor que a 1* coordenada de m, logo m7 € X~.

Nesse momento, vamos assumir que o sistema X = A,;x + (0,0, k) estd definido em todo
R3. Calculamos a 6rbita que passa por m’, e depois igualamos as coordenadas encontradas as
coordenadas de m. para encontrarmos o tempo de viagem de m’ a m, que deverd satisfazer
elrgy = 0y. Portanto,

01

= O(\In ),

1
S, = —zh’l

)

1
lembrando que R = o +a\, edal L=2R+\25—1)=0\").

Vamos agora mostrar que s, < &. Para isso, suponha que s}, > &. Como § > 0 entao
&€ (0,5} ) edafx} (%) € X, Afirmamos que x;\ (g) pertence ao plano gerado por L

e m_. De fato, tal plano, que chamaremos de P, ,,,_ , tem equacao dada por

(L(L+A)>x+< Lk >y+<k 1 )Z_ LN

14 262 1+2RL " 1+ 26)2 29RL 1+ 20X\ (1+20A%)(1 + 2RL)

e 0 ponto x;\ (g) = (JC,—;_ (%) Y (%) s (%)) €Pr,m. -
Agora, considere o segmento que liga x; (%) e m_. Observe que x; (%) deve pertencer
ao semiplano determinado por £, distinto daquele ao qual m_ pertence pois had uma variedade
™

invariante contida em L. Assim, o segmento que liga x; (5) e m_ intercepta £, em um

ponto que serd chamado de . Como m_ e x| (6) pertencem a X7, segue que

me nt. (3.5.1)

Por outro lado, como 2 = \/1 + R(46X — 2\ + 3R) ¢ R = 35 + a) temos que

Q:£+O()\) e g:O(A).

Para X suficientemente pequeno, segue que |[A|< |[AIn | e portanto & < sg.
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Observe que m7. ¢ a projecao de m_ sobre £ se seguirmos de forma paralela ao plano em
que estd contida a variedade instdvel. De fato, se considerarmos o plano Pr, ,,_ e olharmos

para sua interse¢do com P, , temos uma reta cujo vetor diretor é dado por

(17p27p3)

onde
(1+2RL)[1+ L+ L(2R + \) — k(1 + 20)%)]
P2= " 2RLY(2R — N) — k(L + 2R)(1 + 26)2)
(14 2RL)[2L*R 4+ A+ 4RLX + k(L 4 2LX?6)]
(14 2RL)(2R — \) — k(L + 2R)(1 + 26)?)

Ps =
Calculando agora a reta que tem esse vetor como diretor e que passa por m_ podemos

verificar que mJ pertence a essa reta o que mostra que m’ é a projecao de m_ sobre L se

seguirmos de forma paralela ao plano em que esta contida a variedade instavel.

Seja m%* essa mesma projecao mas referente ao ponto x;; (§). A érbita que liga m_ e

x () ¢ projetada em £, em um segmento de reta, que chamaremos de S, e cujas extremi-
x * kok
dades sao m* e mY".
Como m’ € X~ UX e sz ¢ o tempo levado para irmos de m’ até m, e como § < s segue

que Sy, C X7 ja que os extremos sao as projecoes de m_ e x;, (). Como m € Sg, segue que

e N (3.5.2)
Comparando (3.5.1) e (3.5.2) chegamos a uma contradi¢ao e logo

B
g;<gzw%+0@%

Utilizando esse lema, temos a seguinte proposicao:

1
Proposicao 3.5.6. Se A > 0 ¢ suficientemente pequeno, § € (0,1.3], k> 1e R = B +a\, o

tempo de viagem s} de m_ até 11, (m_) é dado por

st =0"BA+O?).

m
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Mais ainda, as coordenadas do ponto I (m_) sdo

Ty (sh ) = 0
Um_(Sm_) = (vV/367) + O(N)
zh (s ) = =314 (=aB+dmy 4+ ma)X + O(N?)

onde my = 1(9 — 3v/3cot(v/360*) + 3v/3e™" csc(v/30%) + 8v/3e? (0% — 1)sen(v/36%)) e my =
5=~ (27e" cos(v/360") — sen(v/36") \[3 —2 4 6k + 3e¥" (=7 + 40%)) + 23 (v/3(1 — 3k +
69*) cos(v/30%) + 3(3 — 3k + 20%)sen(v/30%)))).

Demonstracao: Como R = % +aXe L =2R+ 20\ — X temos

2 _ V3 \f )

Dessa forma, Rs = 25 4+ asA e Ls = 2% 4 (2a+ 20 — 1)As, dai para s < s,,_ = O()) temos

—23

efs = eBx (1 +as)\) + O(N%s?) e et =eB [1 + As(1 —2a — 26)] + O(\2s?)

Mais ainda, sabendo que (s = gs + ?(B — 2+ 46 + 6a)As + O(N\%s) temos

cos(€2s) = cos <\g§;> - ?(B — 2+ 46 + 6a)sen (g ) As + O(\?)
sen({2s) = sen (é_)f) + \g_(B — 2446+ 6a) cos (g) As + O(N?)

Substituindo agora essas aproximacoes que fizemos na primeira coordenada da solucao que

passa por m_ e usando que

cl BGA + O(N\?),

Ch_ =@ +O(N),

cl =- B6)‘ + O\,
Moo,

1
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temos

k
zh (s) = C} e cos(Qs) + C2 esen(Qs) + C2 e™™ + —

m— m_ M

Lembrando que s = O(\) temos que

= B6/\ [eBSA cos (g) + v/3eBrsen (g) — 632;] +O(N%).

m—

Como consideremos #* a tinica raiz de f(0) = e 20 f(0) = €’ cos(v/30) +/3e’sen(v/360) — e~

em (0,7/+/3), temos entdo que uma boa aproximacio para s}, é dada por
5 =0*BA.

m

Vamos assim, verificar a qualidade dessa aproximacao. Pelo teorema do valor médio, temos

que
e Thlh) e Gh)
e FRGEE.

onde & percorre o intervalo de s a §f .

Observe que

e~ 2
yt (5F )= 3 + gcos(\/gﬁ*) + O\,
assim, enquanto \ varia em &, o que se modifica é o termo de ordem A\2. Portanto o valor de
—20* 2
yt (€) tende a ‘ 3 + 3 cos(v/30*) quando A — 0. Logo, a ordem do erro de s}, — 5t éo
mesmo de xt (st ) —axt (3 ) portanto,

sto=5 +00).

m_— m

Para a ultima coordenada de I1, (m_) temos a seguinte aproximacao
1
2 (5h ) = 3 + (—aB + dmy + ma)A + O(N\?)

onde

my :;(9 — 3V/3 cot(v/30%) + 3v/3e ¥ csc(v/30%) + 8v/3e” (0" — 1)sen(v/30%))
Mo :2176_9*(27626* cos(v/30%) — sen(\/ge*)(\ﬂ?))(—Q + 6k + 3% (=7 + 40%))

+ 263" (V/3(1 — 3k + 667) cos(V/30%) + 3(3 — 3k + 20")sen(v/360%)))).
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Temos ainda que

dy, . .
el = ) =007
dzp_ + (st + ot + (et 0
ds . = THTp,_ (Sm_> = Ym_ (Sm_> - Bzm_ (Sm_) + k= O<)\ )
Sendo assim, quando s, = 5 +O()\?), segue do teorema do valor médio que y;; (s} )=
Ym (5 )+ ON) e zf (s, ) =25 (55, ) + O(N). a

Por fim, chegamos ao resultado principal da secao.

Teorema 3.5.7. Suponha k& > 1. No espaco de pardmetros (), d, R) existe uma superficie
continua G de dimensao dois tal que, se (A, 0, R) € G, o sistema (3.1.1) tem uma oérbita
homoclinica I'y s com equilibrio limite em e_. Mais ainda, se A > 0 ¢ suficientemente pequeno
e d € (0,1.3] a superficie G pode ser definida pela equagao

_ V3
 4e% sen(v/36%)

R\, 0) SO

onde 6* é a tnica raiz em (0, %) da funcdo f(0) = 2¢* cos (\/59 - %) -1

Demonstracao: Da Proposicao 3.5.6, segue que

—20* 9 1
2Nyt (sh )+ z2h (st ) = (6 3 + 3 cos(\/§9*)> + <—)\ + (—aB + dm; + mz))\> + 0O\

1 20e~2" 45
=—3 + [—aB + dmy +ms + 63 + 3 cos(x/@*)] A+ O(N)
Considere 520" 5
20e~ 4
dmy +may + 63 +3 cos(v/30%)
a* = Iz
e A suficientemente pequeno. Assim:
e Se a; < a* entao
Rl = 5 + CL1>\
Disso temos I1, (m_) € B;.
e Se as > a* entao
1
R2 = FA + a2>\.

Disso temos I1, (m_) € Bs.
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Assim, pelo teorema da continuidade das solugdes de um sistema diferencial com respeito
as condigbes iniciais e parametros, conclui-se que para A suficientemente pequeno e 6 € (0, 1.3],
existe um valor de pardmetro R = R(\,0) entre Ry e Ry para o qual o sistema inicial tem érbita
homoclinica I'y 5 cujo equilibrio limite é e_. Logo,

V3 1

R\, 6) = -
(A.9) 4ef"sen(v/36%) A

+0O(N),

o que completa a prova do teorema. O

3.6 A Existéncia de Ferraduras

3.6.1 Ferradura de Smale

Nesta subsecao apresentaremos brevemente a construcao para a ferradura de Smale que
na proxima subsecao garantiremos que ocorre para o sistema 3.1.1 sob algumas hipoteses.
Utilizamos como principais referéncias para essa secao [2] e [12].

Para comecar, seja S = [0,1] x [0,1], f: S — S e considere os conjuntos H; e V;, j = 1,2

como na seguinte figura:

Hy

Vi Va

H,

Figura 3.4: Hj e V; em S.

Vamos descrever geometricamente a acdo de f sobre S e vamos assumir que f(H;) =V

SN fYS)=H UHyesepe H UH,,

com |ay|=a < 5 e |by|=b> 2.
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Considere agora N = S U AU B como na seguinte figura

B
B
Hs
Hy
G Vi Vs
Hy
Hy
A A

Figura 3.5: N = SUAU B.

Vamos estender f para N de maneira que f(G) C B de modo que a imagem de G fique

colada entre o topo de Vj e o topo de V5. Vamos supor ainda que isto sera feito de modo que

%(q)’ = a, para todo q € G.

Considere ainda que a imagem de Hy U Hj ficard contida em A, f(A) C A com f uma
contragao em A. Dessa forma, existe py € A que é ponto fixo de f .E mais, vamos supor que
f(B) C A. Dessa maneira, definimos f : R? — R? supondo que qualquer ponto fora de N entra
em N na primeira iteracdo. Por fim, consideramos f : S? — S? supondo que p,, é um ponto

fixo repulsor.

B
B
H3
H,
@ Vi Va
H,
Hy
A A

Figura 3.6: A aplicacao f em S.

Na préatica, o que fazemos é esticar N verticalmente, comprimi-lo horizontalmente de ma-

neira que ao “entorta-lo” consigamos encaixar H; em Vj, para j = 1,2. A figura formada nessa
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transformacao assemelha-se a uma ferradura da onde vem o nome dado por Smale.

Agora que sabemos calcular f(N) podemos calcular f?(N) e assim chegamos a seguinte

imagem

Figura 3.7: A aplicacao f em f(S).

Apos n iteragoes podemos chegar as seguintes conclusoes:

o f(S) é a unido de duas faixas verticais de largura a;

o f%(S) é a unido de quatro faixas verticais de largura a?;

+ dessa forma obteremos que, f"(S) é a unido de 2" faixas verticais de largura a".

Sendo assim, podemos concluir que o conjunto N;en f7(S) pode ser descrito como
ﬂjeij(S) = 01 X [O, 1]

onde ' é um conjunto de Cantor.

De maneira analoga, podemos repetir toda essa construcao para f~! e formar uma ferradura

“deitada” de maneira que

« f71(S) ¢ a unido de duas faixas horizontais de altura 3;

e f72(S) é a unido de quatro faixas horizontais de altura b%;

« dessa forma obteremos que, f~"(S) ¢ a unido de 2" faixas horizontais de altura ;.
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Portanto

Njenf7(9) =[0,1] x Cy

onde 'y é um conjunto de Cantor.
Dessa forma,

A= ﬂjezfj<8) = Cl X CQ,

o produto de dois conjuntos de Cantor.
A seguir apresentamos o exemplo do caso 03272 17(S), representados pelos quadrados ama-

relos.

Figura 3.8: Representacio do conjunto N3__, f7(S).

Como /A é um conjunto invariante segue que
fla: A— A

define uma dindmica que nao parece muito simples ja que estd definida em um produto de
conjuntos de Cantor.

Vamos agora falar um pouco sobre Dindmica simboélica. Considere 35 o conjunto de todas
as sequéncias bi-infinitas em {0, 1} e defina o : ¥y — X5 por 0(a;) ez = (aj+1) ez

Dadas s,t € Yy, a distancia entre s e t é dada por

ds.)= Y, Mt
j=—o00

que induz uma métrica em Y,. Sendo assim faz sentido falarmos em proximidade e vizinhanga

dos elementos de Y.



61
E possivel mostrar que existe uma sequéncia ¢ € ¥y, a saber:
t=1(...0110111001011101111000100110101011110011011111...)

cuja orbita por o é densa em X5, ou seja, essa Orbita pode se aproximar arbitrariamente de
qualquer elemento de 5. O trago abaixo do termo significa a posi¢ao zero na sequéncia que é

importante ser conhecida ja que o é o que chamamos de um “shift”.
Teorema 3.6.1. f|,: A — A é topologicamente conjugada & o : g — Y.

Associacao é feita através de uma funcao h da seguinte maneira. Dado (s;)jez € 2o,

associamos s ao unico ponto x € A tal que:
e v € Hyyy1;
o f(x) € Hy 11, f*(x) € Hy,y1, de maneira geral, f*(z) € H,, 41;
o f7U2) € Vi o1, F2() € Vi y11, de mancira geral, f(z) € Vi, a;

E possivel mostrar que o seguinte diagrama comuta:

Y, 5w,
hl Lh
A LA

Isso significa que, do ponto de vista topoldgico, temos uma equivaléncia entre o comporta-
mento de ferradura de Smale e do shift no alfabeto de dois simbolos. Em particular, obtemos
que f|4 possui uma érbita densa e 6rbitas periddicas de qualquer periodo. Assim como o “caos”
de o é reproduzido exatamente na ferradura.

Aplicando essa teoria a sistemas dindmicos temos que para o caso suave, a existéncia de um
cruzamento transversal entre as variedades estaveis e instaveis de um ponto de sela implicam
na existéncia de ferraduras, de maneira que, no caso de fluxos, as afirmagoes se tornam validas
para a aplicacao de Poincaré associada.

Na préxima subsegdo mostraremos a existéncia de ferraduras para o sistema (3.1.1).
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3.6.2 Ferraduras no Sistema (3.1.1)

Nessa subsec¢ao faremos uma construcao que garante a existéncia de ferraduras no entorno
da orbita homoclinica para a qual demos condigoes de existéncia na se¢ao anterior.
1

Sendo assim, para cada 0 < h < 5, considere o ponto ¢, = (0,0, —% + h) no eixo z e o

segmento
Th = {qn: = (1 —t)gn + tII- (qn);t € [0, 1) }.

Segue da continuidade do fluxo que I1_(T},) ¢ homeomorfo & S'.

Seja Cr_(r,) a regido em X limitada por II_(7}). Como 7} tende a S quando h — 0,
o tempo s, tende a infinito quando h — 0. Portanto, para h suficientemente pequeno, a
érbita que passa através de g, espirala no entorno da variedade instavel quantas vezes forem
necessarias e disso podemos concluir que m_ € Cr_(7;,)-

Nosso objetivo serd encontrar condigoes para que Ty, e I1,I1_(T}) se interceptem transver-

salmente. Para isso, usaremos o lema apresentado a seguir e provado em [8].

Lema 3.6.2. Considere o sistema linear por partes (3.1.1) com pardmetros A > 0 suficiente-
mente pequeno, 6 € (0,1.3] e R = R(),§). Se h é suficientemente pequeno, entdo o circulo
topoldgico I1_(T},) esté contido na regido anelar centrada no ponto m_ com raios

p1 =N —4VTiNTE + O(N) e

pa = RN+ 4VmoN T2 + O(A).

Demonstracgao: Observe que para esse resultado, nao se usa nada que envolva o campo em

¥t portanto podemos considerar a prova feita em [8]. O

Observacgao 3.6.3. Na demonstragao desse lema dd-se que a aproximagao §,  do tempo s,

pode ser escrita como 5, = So(h,t) + 51(h, t)h® onde

~ 1 1+ M2 +4)\%6
hA(

_—
TN A 2020) (1 =t — te—w0)

: ) +tO(N) (3.6.1)

e 81(h,t) é escolhido convenientemente para que alguns termos sejam cancelados em x_ (5, ).

Fizemos essa descri¢ao pois essa informagcao serd necessaria mais a frente.

Agora, considere

C, = {m_ + p(0,cos(#),sen(h)); 6 € [0,2m)}
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como sendo o circulo centrado em m_ de raio p. Considerando m,y os pontos desses circulos,

temos o seguinte resultado:

Lema 3.6.4. Para as 6rbitas que passam através dos pontos m,y temos que

U o (5 o) =Y (sh) + plyns,_(si,_) cos(8) + O(N)] + O(p?),
+
Sm,

(5 ) + plzg (55, ) cos(0) + O(N)] + O(p?).

) :Zm

Demonstracao: Comecemos observando que

Cr, s —% ch Cy
= ! M~ = +
CZ ., | T (LTR?+ 2 24 peos(d) | | CZ | TP C3
C’f;lp . )‘;2 + psen(0) cs 3
onde
Cy = 2R cos(0) — sen(d),
[ — R? 4+ Q2 L
CF = fé—i_ cos(6) + R;_ sen(6),
C5 = —2Rcos(f) + sen(h).
Seja
g0 = Cze’™ cos(Qs) + Ciesen(Qs) + Che .
Assim,

go(s) = €' cos(Qs)[Cy R + C5 + e™sen(Qs)[ChR — C4Q) — LCje"*

g5(s) = e cos(Qs)[Cy (R* — Q) + C3(2RN)] + e'sen(Qs)[Ch(R? — Q) — C5(2RQ)] + L*Che 5.
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Note que
k
+ _ 1 Rs 2 Rs 3 —Ls
T o(8) =Crpy €7 c0s(Qs) + O e™sen(Qs) + C e™ ™ + "

=z (8) + pga(s).
y,flp}g (s) I(Cﬁlp,gR + C’fnpyeQ)eRS cos(s) + (anp,eR — C’;pyeQ)eRssen(Qs) — C’%pyeLe’Ls

Para um certo valor ¢, temos que sjn 0= st +top tende a s;rlp , quando p tende a zero. Mais
ainda,
T o By o) =T (3o )+ pgo(3y, )
=[ym_ (st o + go(s7, )]p + O(p?).
Yoo G o) ZYm_ (B )+ pg(35, )
=Y (530 ) + pltozs, (53, ) + gh(s5, ) + O(p%).
o By s) =2m_ (B ) + 0953 ,)
=2 (50 ) +plgg (si) + tolk — pa, (55,) =y (55 ) = Bz (55 )] + O(p?)
Fazendo
go(sm_)
o= ="t
Ym_(si_)
R (s 2 e By, - 5+ 0
temos a7, (55, ) = O(p?). Além disso T(Smpe) = Y, o (5m,,) = O(0°).

Assim, pelo teorema do valor médio

s:,r% =355 +0(p*) =5t +top+O>p?).

p,0

Dai temos
y;p9<8:’7;p,9) - ymp‘0<§+ 9) + O<p2)
Ay, N
pois (55 ) = =, (55, ,) = O(p) e



65

+

_ dzmp N 0
po1s T(Smpg) = O(p").

Da Proposigao 3.5.6 temos s} = 6*BX + O(A\3). Assim

Cy :éB/\ cos(f) — 11232/\28en(«9) + O\,
Ca :?B)\ cos(0) + \1/332)\2861(1(9) +O(\%),

1 1
Cy =— EB/\ cos(f) + EBQ/\Qsen(O) + O(N®).

Logo, usando que €’ cos(v/360*) + v/3e? sen(v/30%) — e2" = 0, ou seja, €3 cos(v/360*) +
V33 sen(v/360*) — 1 = 0 e assim v/3e3 sen(v/30%) = 1 — 37" cos(v/30*). Temos

go(st ) :?32630*8811(0)%%1(\/39*))\2 + O(\%);

gp(st ) :;[6_29* + 2¢%" cos(V/30%)]cos(6) + O(N?);

1
Gilsh) == cos(6) + O(N);

onde B = 4\f69*sen(\/§9*).
go(sm_)

_ 2
m = O()\ ) Portanto,

Assim, tg = —

(e ) =y (5 )+ O0(0?)
=Ym_(sm_) + plym_(sh,_) cos(0) + O(X*)] + O(p?),
T o (S o) =2m o (G )+ O(p?)
=z (sh_) + plzf_(s5,_) cos(8) + ON°)] + O(p?).
O

Teorema 3.6.5. Considerando o sistema 3.1.1 e supondo que (A, 0, R) € G (superficie definida

no Teorema 3.5.7), as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

1. Se 0 < 6 < 1, entao existe uma quantidade infinita enumeravel de érbitas periddicas
acumulando-se na 6rbita homoclinica I'y 5 (ou seja, ocorre um fendémeno similar a ferra-

dura de Smale).
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2. Se 6 > 1 mas suficientemente proximo de 1, entao uma quantidade infinita enumeravel
de o6rbitas periddicas do item acima persistem mas nao mais se acumulam na orbita

homoclinica I') 5.

Demonstracgao: Considere dois segmentos T} e Ty, onde 0 < h” < h e h suficientemente
pequeno. Pelo Lema 3.6.2, temos que II_(T}~) estd contido na regido anelar de raios p; =
WXL — 4T 2 + O(N0)) e py = KON + 40N "2 + O(NY)).  Assim, seja C,, a
fronteira interior da regiao anelar. Observe que, usando o Lema 3.6.4, os pontos do circulo
topolégico 11, (C,,) satisfazem

1 1
2o Smga) T 20U, (53, ) = =5+ pr | =7 cos(0) + ON) | + O(p7) + O(N).

1
Lembre que z + 2\dy = h — X é a expressao de uma reta paralela a D_ que passa por gj.
Uma condicao suficiente sobre h e h” para concluirmos que T}, e II,.II_(T}~) se interceptam

transversalmente é

h < (R [=X"2 cos(0) + O(N2)], (3.6.2)

para algum 6.
1
Mais ainda, z 4+ 2\dy = e %%0h — 3 é a expressao de uma reta paralela a D_ que passa
por IT7*(¢;). Uma condigdo suficiente sobre h e h” para concluirmos que T}, e T, II_(T}») se

interceptam transversalmente é

e 0h > (B")°[=X°"2 cos(6) + O(X° %)), (3.6.3)

para todo 6.
Para h > 0 suficientemente pequeno, construiremos o retangulo R; como se segue. Pelo

Lema 3.6.2,

M(gn) =me = WX s (h,0)) + O(AD)

— cos(wsy(h, 0)) + O(Az)

Portanto I1_(gp) espirala ao redor de m_ quando h tende a 0 (veja a igualdade (3.6.1)).

Mais ainda, a coordenada angular 7, de I1_(g), com respeito a m_ satisfaz
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tan(n,) = tan(wdo(h, 0)) + O(A2).

Consequentemente, 1, = wso(h,0) + (’)()\%).
Vamos agora definir os pontos ¢ € g, de maneira que 0 < b < h' < hemny =n, + 27 e

Ny = My, + 4. Assim, da igualdade (3.6.1) segue que

h PESY 3 FEDY 3
ﬁ:e% +OMN) e — =ew +0O3).

Definimos assim o retangulo Ry, com vértices qn, ¢}, II=! (qnr) e TI=  (qp)-

Da igualdade (3.6.2), uma condicao suficiente em h para que II.I1_(R},) e R}, interceptem-se

transversalmente é

_4mAd

h < h[—e "o X2 cos(6) + O(X° )] (3.6.4)

para algum 6 € [0, 27].

Disso, para um § € (0, 1] fixo e § = 7 temos que existe h; > 0 tal que a inequacgao (3.6.4)
ocorre para cada h < h;. Ou seja, para 0 < § < 1 a aplicacdo de Poincaré I1 . II_ tem um
shift de dois simbolos como subsistema, logo garantimos a existéncia de um fendmeno similar
a ferradura de Smale.

Como a inequagao (3.6.4) é verificada para § = 1 e h = hy, existe uma funcao e(A) > 0 tal
que para cada 6 € (1,1 +&(\)) e h < hy mas préximo de h; a inequagao também é verdadeira.

Através da inequagao (3.6.3), podemos concluir que uma condigao suficiente sobre h a fim

de concluir que TI,IT_(R;) e Ry, nado se interceptem é

_4mAd

h > hPe*o[—e™ 75" N2 cos(0) + (9()\6_%)],

para todo 6 € [0,27]. Observe que para # = 7 o lado direito da inequagdo assume valor
maximo, além disso, ambas as exponenciais tendem a 1 quando A tende a 0. Portanto, se A
é suficientemente pequeno, quando & > 1, existe hy € (0, h;) tal que para cada 0 < h < hy a
inequagao ocorre para cada 6 € [0, 27] o que implica que T1,I1_(R;) e Ry, ndo se interceptam.

Resumidamente temos que, para § € (1,1 +¢(\)) e h < hy mas suficientemente préximo
de hy, IILII_(R}) e Ry, se interceptam transversalmente. Portanto, algumas érbitas persistem,

mas sem se acumular na orbita homoclinica.
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Para finalizar, se h € (0, hy) entao II.1I_(R;) e Ry nao se interceptam o que nos diz que

nao hé ferraduras no entorno da 6rbita homoclinica. OJ

3.7 Orbitas Homoclinicas na Presenca de Regides Des-
lizantes

Nesta secao mostramos que os resultados obtidos nas se¢oes anteriores também podem ser
verdadeiros para o caso em que existe uma regiao de deslize. Iremos considerar um modelo e
mostrar a existéncia de érbita homoclinica. Nao demonstramos o caso geral (nem a existéncia
de infinitas érbitas periédicas) mas esperamos tratar esta situagdo em um trabalho futuro.

Nessa se¢ao, vamos considerar um campo Z = (X,Y’) com plano de descontinuidade dado

por ¥ = {(z,y,2z € R¥) : 2 = 0} com as seguintes propriedades:
Campo X (Campo em X1):

i) sela em e, = (1,1,1);

ii) a variedade estavel W*(e,) é a reta que passa pelos pontos ey e X = (a,—1/2,0) € X, para
a € R,

iii) a variedade instéavel W"(e ) é o plano paralelo ao plano gerado por (2,1,0)—ey e (3,1,0)—e,
que passa por e ;

iv) os autovalores de X em e} sdo —3,1 % 2i.

V) T+ = Wu(€+) n>.
Campo Y (Campo em X7 ):

i) sela em e = (1,1, —1);

ii) a variedade instéavel W*(e_) é a reta que passa pelos pontos e_ e e* = (2, —2,0);

iii) a variedade estavel W*(e_) é o plano paralelo ao plano gerado por (4, —2,0)—e_ e (—=2,1,0)—
€_ que passa por e_;

iv) os autovalores de Y em e_ sdo 1, —2 =+ 3i.

v) - =W?se_)NX.

Com estas condigoes, o fluxo ¢, de X com condicio inicial p$ é dado por
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onde

zT(t) = 1—2e3 4 2e3a + elsen(2t)(6a — 14) + €' cos(2t)(3 — 2a),
yr) = 13,

1 3 3
2H(t) = 1—2e3 — 5et cos(2t)(6a — 14) — getsen(%)(6a —14) — get cos(2t)(3 — 2a)

1
+ Setsen(Zt)(B — 2a).

Mostraremos que ¢ possivel escolher a € R de modo que exista um ¢, > 0 tal que o = (t) €

A reta de tangéncia do campo X, 7x, é dada pela intersecao de
4r + (—28/3+8a/3)y + 72 =5/3 4 8a/3
com z = 0, enquanto a reta de tangéncia do campo Y ¢é dada pela intersecao de
—2y—952=3

com z = 0.

A Figura 3.9 mostra a configuracao das interse¢oes das variedades invariantes com X e das
retas de tangéncia. Na figura, para mostrar a existéncia da érbita homoclinica devemos mostrar
que é possivel levar o ponto verde, e na reta rosa 7_, usando o fluxo de X.

A condigdo @ x(ty) € 7- ¢ equivalente a existéncia de solugdo para o seguinte sistema de

equacoes:

1 —2e3 — (1/5)e’ cos(2t)(6a — 14) — (3/5)e’sen(2t)(6a — 14)
— (3/5)e’ cos(2t)(3 — 2a) + (1/5)e'sen(2t)(3 — 2a) = 0

— 18 +42¢** — 6e*'a + (12/5)e'sen(2t) (6a — 14) — (9/5)e'sen(2t)(3 — 2a)

+(9/5)e’ cos(2t)(6a — 14) + (12/5)e’ cos(2t)(3 — 2a) = 0
Numericamente obtemos que a = 2.8004738.. e t = 0.19184549.. é solucao, logo existe uma

6rbita homoclinica para o sistema.
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Figura 3.9: Representacao das retas de tangéncias e das intersecoes das variedades invariantes
com Y. A parte em cinza é a regiao de costura e a parte em branco a regiao de deslize (estavel

e instével).
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Capitulo 4

Orbitas Homoclinicas e Heteroclinicas
em Sistemas Nao Lineares Continuos

Por Partes

Nesse capitulo apresentaremos o caso de um campo descontinuo em que um dos campos que

o compoe nao é linear e o outro uma sela visivel linear.

4.1 Sistema Hamiltoniano com Orbita Homoclinica em
R* e RS

Os resultados apresentados nessa segao, sao encontrados com mais detalhes em [9]. Relem-
braremos alguns desses resultados aqui pois adiante um dos sistemas com os quais trabalharemos
serd um caso particular desse. Utilizamos aqui também o artigo de Devaney em [4].

Considere a seguinte equagao diferencial:

2 —a(p)z” +z+ B(p, k)er ™ = 1(p, k)ar ! = 0. (41.1)
4 6 5 4 3.9 4 3 2
p*+1 p° +op° + 8p* +4p° —p* —p p* + 6p° + 11p~ + 6p
onde a(p) = PER B(p, k) = " , v(p, k) = i g
peR? P

p,ke€Rep k>0.

A essa equagao diferencial, podemos associar o seguinte sistema de equagoes diferenciais em
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R4

5=+ Bp, k)ar ™ — y(p, k)zr

w=—z+a(p)y

Apresentaremos agora duas defini¢des relevantes para esse sistema.

Definicao 4.1.1. Sejam
x = X (x) (4.1.2)

um campo vetorial C'™ e

R:R* — R*™ (4.1.3)

um difeomorfismo involutivo, isto é, R* = R. Dizemos que o sistema (4.1.2) é R — reversivel,

ou simplesmente reversivel, se existe um involucao R tal que:
DR(x)X(x) = —X(Rx)
para todo x € R?",

Definicao 4.1.2. Seja U um subconjunto aberto de R?" ¢ H : U — R uma funcao de classe
C?. O sistema de equagoes diferenciais x = Xy (x) é chamado um sistema conservativo Ha-
miltoniano ou apenas Hamiltoniano de n graus de liberdade, sempre que Xy : U — R?" ¢ tal

que

onde x = (Q17 -5 qn; P1, 7pn)

A seguir, temos o principal resultado referente ao sistema 4.1.1 cuja demonstracao pode ser

encontrada em [9].

Proposicao 4.1.3. A equagao diferencial 4.1.1 é reversivel, hamiltoniana e possui solucao

(6rbita) homoclinica em 0.
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Considere agora a seguinte equagao diferencial:

. 1
2 — a(p)z®) + (1 - 2) 2"+ x4+ A(p, /’{:):10%r1 + B(p, k)x%H + C(p, l{:)ﬁgJrl =0. (4.1.4)
p

onde

4
pr+1
alp )
(p) p2
p® + 5p° + 8p* + 4p® — p? —p
Bp, k) =
Qkp
p* +6p® + 11p* 4 6p
’7(]?,]6): P s

Alp, k) =5(p, k) (2k ) (20 +p°

)

B(p, k) =p(p, k) (;H)( d ) ( +1> (4p +17)
Clp, k) = —~(p. k) (j;+1> ( p(1+k; R )

p,keRepk>0.

) -
_I_
e

A essa equagao diferencial, podemos associar o seguinte sistema de equacoes diferenciais em

RS:

le =T,

:L:2 =3,

T3 =y,

T4 =I5,

355 =Te,

: 1 24 441 641
L6 :Oé(p) 1—— Ty — &1 — A(p,k)ﬂ?p _B(p7 k')SUp —C(p,k)‘fp

p?

E aqui também ha um resultado andlogo

Proposicao 4.1.4. A equagao diferencial (4.1.4) é reversivel e possui solu¢ao (érbita) homo-

clinica em O.

Demonstragao: A demostragao desse resultado pode ser encontrada em [9]. O

Nés trabalharemos com o caso planar dessas equacoes em Y. Mostraremos agora o método
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utilizado para encontrar as soluges das equagoes (4.1.1) e (4.1.4). Comegamos considerando a
funcao
f(t) = ksech”(t),

p,k € R e p, k> 1 que tem conhecida solu¢gao homoclinica em 0. Logo,

f(t) = ksech?(t),

f'(t) = —kpsech?™ (t)senh(t),

f"(t) = —kpsech?(t) + kp(p + 1) sech??(t)senh?(t)

= p?sech?(t) — kp(p + 1) sech”™(¢).

Assim,
p(p + 1)

P

F1(E) = Pf(E) + (f(1) 5 = 0. (4.1.5)

Multiplicando (4.1.5) por f’(t) e integrando chegamos a

HF(1), (1)) = (f’(zt)) P (fQ(t) ) P (fQ(]i);) P

onde ¢ representa uma constante.

Derivando 4.1.5 duas vezes encontramos

£ (E) — (1) + 22 *;;gp +2) (2(f(t))51(f’(t))2 , <f<t>>?f"<t>) —0 (416)

£ ()= g2 () ) ><f<t>>i“—(p“fp)+273)A<p,k><f<t>>i“=o<4.1.7>

Fazendo H(f(t), f'(t)) = 0 e substituindo juntamente com (4.1.5) em (4.1.6) concluimos
k» kr
(p

onde A(p, k) = 2t
pkP
Somando e subtraindo o termo p;—J{lf”(t) em (4.1.7) e por (4.1.5) temos

FU ) = alp) (1) + S (0) + Bl )FO) = 1, R)(F(1) ! =0,

p+1 po+5p° + 8pt +4p® —p? —p p* + 6p® + 11p* + 6p
Onde O((p) ) 6( ) 2]@2 ) 7(]77 k) = k‘é )
p P p

p.k € Rep, k> 0. Isso nos mostra que f(t) é solugao de (4.1.1).

Para garantir que essa fungdo também é solugao de (4.1.4) derivamos (4.1.1) duas vezes,

f”(t)

substituimos (4.1.5) e H(f (), f'(t)) = 0 e depois somamos e subtraimos o termo

Garantida a existéncia de solugdes homoclinicas na origem nesses casos, o que faremos é
dar condicoes para que continuemos conectando solugoes dessa natureza ao colocarmos a caso

planar desse campo em X7 e uma sela em Y.
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Observacao 4.1.5. A escolha da versao em R? para as equacoes apresentadas nessa secao se
justifica pela intencao de futuramente estender possiveis resultados encontrados para dimensoes

pares maiores.

4.2 Um Caso Contendo um Campo Nao Linear Planar

Nessa secao construiremos Campo de Vetores associado a um sistema de Filippov de forma
que em X7 teremos o caso planar do sistema apresentado na secdo anterior e em ¥~ uma sela
admissivel. Nosso objetivo novamente serd procurar por casos em que tenhamos a existéncia

de 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas tomando como regido de descontinuidade ¥ = f~1(0)

onde f(x,y) =v.

4.2.1 Campo em X7

Considere a equagao dada por

1
o —pre+ PETP ed g (4.2.1)

P

Temos associada a essa equacao diferencial o seguinte sistema:

(4.2.2)

1 142
y = pQZ‘—p( ;—p)x +2

kP

Trabalharemos com esse sistema para o caso p=2, que fica:

Os equilibrios desse sistema sdo os pontos O = (0,0) e P = (%, 0), que nesse caso serao

pseudo-equilibrios ja que X serd o eixo x.

Observacgao 4.2.1. Trataremos por X o campo de vetores em X+ para p = 2.
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Figura 4.1: Campo em X7 para p=2

A fungao hamiltoniana associada é dada por

2 21.3
H(z,y) = % —22° + -

Para encontrarmos (), devemos fazer H(z,0) = 0 e dai concluimos que @ = (k,0).

4.2.2 Campo em X~

Para o campo em ¥~ faremos uma construcao analoga a feita no Capitulo 2. Considerando

k > 0 dado no sistema acima, exibiremos um campo que contém uma sela visivel em

o (% _2%
3 3

de maneira que seus autovalores sejam s > 0e =Xy < 0 e que XNWYE) =M = (m,0) e
ENWH(E) = N = (n,0), ou seja, com essas interse¢oes determinamos quem sao os autovetores.
Acrescentamos aqui a hipétese de m < n e assim o campo que procuramos é representado pelo

seguinte sistema de equagoes:



7

o= [QK(MQ + )\2) — 3(mu2 + TLAQ)] "
3(n —m)

(4k? — 6km — 6kn + 9mn)(u2 + Ao)
)
6k(n —m)

2k(mAg + nus) — 3mn(As + p12)

3(n —m)
ro_ _2k<>‘2+ﬂ2) z
v | 3(n—m) ]

-2]{?()\2 + ,UQ) - 3(777/)\2 + Tl/JJQ)
- Y
3(n—m)

2k(mAg + npg)
3(n —m)

P ecceccnes>

M

Figura 4.2: Campo em ¥~

Observacao 4.2.2. Chamaremos de Y o campo de vetores em .

Considere assim o seguinte sistema de Filippov

X(x,y) se (x,y) et
Z(x,y) = (4.2.3)

Y(z,y) se (v,y) €™
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onde ¥ = f71(0) onde f(z,y) = v.
Sendo assim, falta-nos estudar o comportamento desse campo sobre sua regiao de desconti-

nuidade.

4.2.3 Campo Deslizante

Como vimos anteriormente, para calcularmos o campo em ¥ devemos calcular a combinagao

convexa dos campos envolvidos. Sendo assim considerando Z*® o campo deslizante gerado por

X e Y temos
sy Yf(p)X(p) — Xf(p)Y(p)

Zie) = Yf(p) - Xfp)

onde X f(p) = 4x — %xQ eYf(p)=cx+ fondec= —W e [ = Qk(;’(iji—i_ﬂ?)u?)
Assim oo
Z4(a) = (—<4x— k><ax:;>70) |
cr+ [ —dr + 5=

onde a = 2k(pz + Ao) — 3(mptz + ndo) e e— _Qk(m)‘Q + npip) — 3mn(Ay + Mz).

e =
3(n—m) 3(n—m)
As tangéncias do campo superior em ¥ ocorrem exatamente nos equilibrios que estdo sobre
>} em ambos 0s casos.
Para o campo inferior, as tangéncias ocorrem quando Y f(p) = 0 e p € X, ou seja, essa
mAg + njlo )
—F— , 0.

tangéncia ocorre no ponto
Ao + flo

4.3 Diagrama de Bifurcacoes para um Modelo Nao Li-
near Planar

Nessa se¢ao o objetivo sera procurar conexoes homoclinicas e heteroclinicas em um sistema
descontinuo no qual a érbita nao seja do tipo deslizante, ou seja, que as conexoes dessas Orbitas
em X acontecam em uma regiao de costura.

Comecamos apresentando algumas defini¢des sobre tipos de drbitas heteroclinicas e homo-

clinicas.

Definigao 4.3.1. Seja Z = (X,Y) um Campo de Vetores associado a um Sistema de Filippov.
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1. Uma 6rbita de Z contida em ¢ U X U X~ é dita pseudo-heteroclinica do tipo I se seu
conjunto a—limite ¢ um equilibrio admissivel de X ou Y e seu conjunto w—limite ¢ um

pseudo-equilibrio ou vice-versa.

2. Uma Orbita de Z contida em 3¢ U YT U X~ ¢é dita pseudo-heteroclinica do tipo II se seus

conjuntos a—limite e w—limite sao ambos constituidos por pseudo-equilibrios distintos.

3. Uma érbita de Z contida em X¢U X1 U X~ é dita pseudo-homoclinica se seus conjuntos

a—limite e w—limite sdo ambos constituidos pelo mesmo pseudo-equilibrio.

4.3.1 1% caso: m<0en<0

e cffccccccncasn

N

Figura 4.3: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quando m < 0 en < 0.

Pela forma como o sistema Z = (X,Y) se configura, ndo ha possibilidade de conectar
o equilibrio existente no campo Y com os pseudo-equilibrios que se encontram em X e nem

uma curva que forme uma orbita homoclinica por consequéncia do Teorema da Existéncia e

Unicidade.

4.3.2 2%caso: m<0en=0

Como n = 0 esse caso apresenta diretamente a existéncia de uma érbita pseudo-heteroclinica
do tipo I que liga os pontos O e E. Os demais equilibrios (incluindo os pseudos) nao admitem

orbitas que os liguem.
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ccecccneseP

Figura 4.4: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quando m < 0 e n = 0.

4.3.3 3%2caso: m<0el<n<p

Figura 4.5: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quandom <0e0 <n < p.

Devido as disposi¢oes dos campos X e Y nao temos nenhum tipo de conexao de natureza
heteroclinica ou homoclinica.
4.3.4 4°caso: m<0en=p

Como n = p temos claramente a existéncia de uma Orbita pseudo-heteroclinica do tipo I

que liga E e P e mais nenhuma possibilidade das érbitas que procuramos.
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Figura 4.6: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quando m < 0 e n = p.

4.3.5 5%caso: m<0ep<n<gq

ccecccceaed

Figura 4.7: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom <0ep <n<gq
e nao ha nenhuma conexao homoclinica ou

heteroclinica.

R

Figura 4.8: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom < 0ep<n<gq
e ha uma conexao pseudo-heteroclinica do

tipo IL.

Diferentemente dos 4 casos ja apresentados, aqui temos 3 possiveis situagoes. Pode nao

haver nenhuma conexao das que procuramos, como visto na Figura 4.7. Nas Figuras 4.8 e

4.9 apresentamos a possibilidade de existéncia de uma conexao pseudo-heteroclinica do tipo

IT que liga os pontos O e P. Observe que é possivel construirmos outras orbitas desse tipo

apenas “espiralando” mais vezes no entorno do ponto P. Na Figura 4.9 temos uma conexao
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pseudo-heteroclinica do tipo I ligando P e E.

cecccsene
R

Figura 4.9: Retrato de fase associado ao Sis- Figura 4.10: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom <0ep <n<gq tema Z = (X,Y) quandom <0ep <n<gq
e ha uma conexao pseudo-heteroclinica do e ha uma conexao pseudo-heteroclinica do

tipo II. tipo L

4.3.6 6°caso: m<0en=q

ceccccaaed
R

Figura 4.11: Retrato de fase associado ao Sis- Figura 4.12: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom < 0en =gqe tema Z = (X,Y) quandom < 0en = g e ha
nao ha nenhuma conexao homoclinica ou he- uma conexao pseudo-heteroclinica do tipo II.

teroclinica.

Em todas as situagoes aqui garantimos a existéncia de uma érbita pseudo-heteroclinica do
tipo I que liga O e E passando por (), pois n = q. Nas figuras 4.12 e 4.13 representamos os casos
em que temos também uma 6rbita pseudo-heteroclinica do tipo Il que liga O a P, observe que
podemos dar mais voltas do que apresentamos nessas figuras no entorno de P, ainda mantendo

a existéncia desse tipo de conexao.
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ccecccneseP

Figura 4.13: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom < 0en = qeha

uma conexao pseudo-heteroclinica do tipo II.

4.3.7 T2 caso: m<0en>q

ceccoceena

R

Figura 4.14: Retrato de fase associado ao Sis-

Figura 4.15: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom < 0en > qe

tema Z = (X,Y) quando m < 0en > qe
nao ha nenhuma conexao homoclinica ou he-

h& uma conexao pseudo-homoclinica.
teroclinica.

Quando m < 0 e n > ¢ temos 3 situagoes possiveis. Na Figura 4.14 mostramos o caso em

que nao ha nenhuma conexao da natureza que procuramos. Na Figura 4.15 temos a existéncia
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de uma o6rbita pseudo-homoclinica com equilibrio-limite em O.

-
-

> Y4 2 N
Figura 4.16: Retrato de fase associado ao Sis- Figura 4.17: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom < 0en > geha tema Z = (X,Y) quandom < 0en > g e ha
uma conexao pseudo-heteroclinica do tipo II. uma conexao pseudo-heteroclinica do tipo II.

Nas Figuras 4.16, 4.17, 4.18 e 4.19 apresentamos possibilidades de conexoes pseudo-heteroclinicas
do tipo II entre O e E, nos dois primeiros casos, passando por () e nos dois ultimos, direta-
mente. Além disso, observe que o nimero de voltas apresentado nas Figuras 4.17 e 4.19 pode

ser muito maior mantendo ainda a existéncia de érbitas desse tipo.

L
ccccceeaad

Figura 4.18: Retrato de fase associado ao Sis- Figura 4.19: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom < 0en > g e ha tema Z = (X,Y) quandom < 0en > qehd

uma conexao pseudo-heteroclinica do tipo II. uma conexao pseudo-heteroclinica do tipo II.

4.3.8 8%2caso: m=0el<n<p

Como m = 0 temos uma Orbita pseudo-heteroclinica do tipo I que liga O e F e nao ha

nenhuma outra conexao do tipo que desejamos.
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NS

ccececcscscscsefoafleccncnneep

Figura 4.20: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quandom =0e0 <n < p.

4.3.9 92%2caso: m=0en=p

ccccccccscfofccccccncen

Figura 4.21: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quando m =0 e n = p.

Aqui, como m = 0 e n = p, ha diretamente duas 6rbitas pseudo-heteroclinicas do tipo I

ligando O e E e P e E e mais nenhuma possibilidade de 6rbitas da natureza que procuramos.
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4.3.10 102 caso: m=0ep<n<gq

e fccccccccadm
D CEEE LK

Figura 4.22: Retrato de fase associado ao Sis- Figura 4.23: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom=0ep <n<gq tema Z = (X,Y) quandom =0ep <n<gq
e ha uma conexao pseudo-heteroclinica do e ha duas conexoes pseudo-heteroclinicas do

tipo L tipo L

Como m = 0 temos garantida uma 6rbita pseudo-heteroclinica do tipo I que liga O e FE.
Outra érbita do mesmo tipo pode existir ligando P e E como vemos na Figura 4.23. Vale
ressaltar que o nimero de voltas que a érbita que liga P e E d4a, pode ser, mais uma vez, maior

que o apresentado na figura.

4.3.11 112 caso: m=0en=gq

cccccscccafofccccnnccer

Figura 4.24: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quandom =0en =q.

Nesse caso temos duas érbitas pseudo-heteroclinicas do tipo I que ligam O e E, uma dire-

tamente (m = 0) e a outra passando por ) (n = ¢). Um fato curioso é que a imagem vista
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no retrato de fase, lembra bastante a configuracao de uma érbita homoclinica, entretanto, essa

nao ¢ a situacao ja que O é um pseudo-equilibrio de Z = (X,Y).

4.3.12 122 caso: m=0en >q

Ry £ Y S
[y 15 XS

Figura 4.25: Retrato de fase associado ao Sis- Figura 4.26: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom =0en > geha tema Z = (X,Y) quandom =0en > qge
uma conexao pseudo-heteroclinica do tipo I. ha duas conexoes pseudo-heteroclinicas, uma

do tipo I e uma do tipo II.

cceccccccafofcccccnccem

Figura 4.27: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quandom =0en > qe
ha duas conexoes pseudo-heteroclinicas, uma

do tipo I e uma do tipo IL.

Nas 3 situacoes apresentadas nesse caso, temos garantida a existéncia de uma orbita pseudo-
heteroclinica do tipo I que liga O e E pois m = 0. Nas Figuras 4.26 e 4.27 mostramos a
possibilidade de uma o6rbita pseudo-heteroclinica do tipo II que liga O e P que inclusive pode

ter um comportamento com mais voltas que o apresentado.
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4.3.13 13%caso: 0<m<pelO<n<p

R f OEEEE S

Figura 4.28: Retrato de fase associado ao
Sistema Z = (X,Y) quando 0 < m < p e

0<n<np.

Como pode ser visto na Figura 4.28, devido a configuragdo dos campos e ao Teorema
da Existéncia e Unicidade, nesse caso nao pode haver nenhum tipo de conexao de natureza

heteroclinica e homoclinica.

4.3.14 14°% caso: 0 <m<pen=p

WA
N

Figura 4.29: Retrato de fase associado ao Sis-

ccecccnneeP

tema Z = (X,Y) quando0 <m <pen =p.

Como n = p temos a existéncia de uma orbita pseudo-heteroclinica do tipo I que liga P e

E e nao ha mais nenhuma possibilidade para o tipo de érbitas que procuramos.



4.3.15 15%caso: 0<m<pep<n<yq

ccecccened

Figura 4.30: Retrato de fase associado ao
Sistema Z = (X,Y) quando 0 < m < pe
p < n < ¢ e nao ha nenhuma conexao homo-

clinica ou heteroclinica.

89

R

Figura 4.31: Retrato de fase associado ao
Sistema Z = (X,Y) quando 0 < m < pe

p < n < q e hd uma conexao homoclinica.

Na Figura 4.30 apresentamos o caso em que nao ha nenhuma das conexoes que procuramos.

Na Figura 4.31 exemplificamos a existéncia de uma o6rbita homoclinica com equilibrio limite

em F. Nas Figuras 4.32 e 4.33 mostramos 6rbitas pseudo-heteroclinicas do tipo I que ligam P

e F. Como ja vimos anteriormente, essa érbita que liga P e E pode dar mais voltas do que

apresentamos aqui nas imagens.

cecccseaed

Figura 4.32: Retrato de fase associado ao
Sistema Z = (X,Y) quando 0 < m < p
ep < n < g e hd uma conexdao pseudo-

heteroclinica do tipo L.

ceccecseaad

Figura 4.33: Retrato de fase associado ao
Sistema Z = (X,Y) quando 0 < m < p
ep < n < g e hd uma conexdao pseudo-

heteroclinica do tipo L.



4.3.16 162 caso: 0 <m<pen=gq

cceccccened

Figura 4.34: Retrato de fase associado ao
Sistema Z = (X,Y) quando 0 < m < pe
n = ¢ e ha uma conexao pseudo-heteroclinica

do tipo I.

90

ceccecceae

Figura 4.35: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quando0 <m <pen=gq
e ha duas conexoes pseudo-heteroclinicas do

tipo L

Como n = ¢, aqui sempre teremos uma orbita pseudo-heteroclinica do tipo I que liga O
e E passando por ). Na Figura 4.35 mostramos que também é possivel conectarmos E e
P através de uma oOrbita pseudo-heteroclinica do tipo I a qual pode inclusive apresentar um

comportamento mais espiral do que a imagem que apresentamos.

4.3.17 17%caso: 0 <m<pen>gq

Figura 4.36: Retrato de fase associado ao Sis-
tema Z = (X,Y) quando0 <m <pen>gq
e nao ha nenhuma conexao homoclinica ou

heteroclinica.

-

Q

Figura 4.37: Retrato de fase associado ao
Sistema Z = (X,Y) quando 0 < m < pe
n > ¢ e ha uma conexao pseudo-heteroclinica

do tipo II.

Nesse caso, temos a possibilidade de nao haver nenhuma conexao, como pode ser visto na
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<

Figura 4.38: Retrato de fase associado ao
Sistema Z = (X,Y) quando 0 < m < p e
n > ¢ e ha uma conexao pseudo-heteroclinica

do tipo 1.

Figura 4.36 ou de termos uma orbita pseudo-heteroclinica do tipo II ligando O a P através de
(), como pode ser visto na Figura 4.37. No ultimo exemplo (Figura 4.38), temos uma érbita
pseudo-heteroclinica do tipo I que liga E'e P. Observe que as 6rbitas dos dois tltimos exemplos

desse caso podem espiralar em torno de P mais vezes do que representamos.

4.3.18 18%2caso: m=pep<n<gq

Figura 4.39: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quandom =pep <n <gq.

Sendo m = p, temos uma Orbita pseudo-heteroclinica do tipo I que liga P e E. Outras

orbitas heteroclinicas ou alguma homoclinica nao sao possiveis nesse caso como pode ser visto
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na Figura 4.39.

4.3.19 192 caso: m=pen=q

cecccccccccctecccccnced

Figura 4.40: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quando m =pen =q.

Na figura 4.40 temos a representacao dos caso em que m = p e n = ¢ onde ocorrem duas
Orbitas pseudo-heteroclinicas do tipo I: uma conectando P e E e outra conectando O e E

passando através de ().

4.3.20 20° caso: m=pen>q

ccecccncnseP

Figura 4.41: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quandom =pen > q.

Sendo m = p, consequentemente garantimos a existéncia de uma érbita pseudo-heteroclinica
do tipo I que liga P e E e gracas ao posicionamento dos campos, essa sera a unica orbita dentre

as que procuramos que ocorre nesse caso. Veja na Figura 4.41.
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4.3.21 21%caso: p<m<gep<n<gq

Figura 4.42: Retrato de fase associado ao
Sistema Z = (X,Y) quando p < m < q e

p<n<yg.

Como pode ser visto na Figura 4.42, nessa situag¢ao nao é possivel encontrarmos nenhuma
das orbitas de natureza homoclinica ou heteroclinica que desejamos devidos as configuracoes

dos campos.

4.3.22 22°%caso: p<m<qgen=q

ccecccnneeP

Figura 4.43: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quandop < m < gen = q.

Como n = ¢ temos uma orbita pseudo-heteroclinica do tipo I que liga O a E passando por

() e nao ha outras conexoes do tipo que procuramos como pode ser observado na Figura 4.43.
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4.3.23 23%caso: p<m<qgen>q

Figura 4.44: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quandop <m < gen > q.

Na Figura 4.44 representamos o que acontece nessa situagao. Observe que nao é possi-
vel termos nenhuma conexao homoclinica ou heteroclinica, pois nao ha como conectarmos os
equilibrios existentes ou fazermos “retornos” necessarios para a existéncia de uma conexao

homoclinica.

4.3.24 24° caso: m=qen >q

ceccccnnee P

Figura 4.45: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quandom =qen > q.

Nesse caso, apesar de termos m = ¢ nao encontramos nenhuma érbita do tipo que procu-

ramos, pois o ponto ) se encontra numa regiao de deslize portanto o que ocorre é a existéncia
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de orbitas pseudo-heteroclinicas deslizantes que no momento nao sao o objeto de analise. Veja

a Figura 4.45.

4.3.25 252 caso: m>qgen>q

cecececneed

Figura 4.46: Retrato de fase associado ao Sis-

tema Z = (X,Y) quandom >qgen > q.

Devido a configuracao dos campos e ao Teorema da Existéncia e Unicidade, nesse caso nao

pode haver nenhuma o6rbita homoclinica ou heteroclinica como as que procuramos. Veja a

Figura 4.46.

4.4 Condicoes para Existéncia de Orbitas Homoclinicas

e Heteroclinicas

A seguir apresentaremos resultados andlogos aos apresentados no Capitulo 2 para o sistema

que construimos aqui Capitulo 4.
Teorema 4.4.1. O campo de vetores Z = (X,Y) tem:

1. tangéncias coincidentes em (0,0) € X se

Ao n

2 m

2. tangéncias coincidentes em (%, 0> € X se

ﬁ 2k — 3n

to 2k —3m
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3. todas as tangéncias distintas em Y, em qualquer outro caso.

Demonstragao: Ja vimos que as tangéncias do campo X ocorrem nos pontos (0,0) e (%, 0)

e a tangéncia do campo Y ocorre em

(mAz + npo )
MmAz T2 )
Ao + fio

Igualando as tangéncias de X com a tangéncia de Y, obtemos o resultado. O]

A seguir, damos condigdes para o caso que ocorre na Figura 4.15.

Teorema 4.4.2. Suponha m < 0 e n > k. O campo de vetores Z = (X,Y) tem um loop

pseudo-homoclinico com pseudo-equilibrio limite na origem se, e somente se,

] m)
/\2_ n(m—k:

M2 1(”)
nn—k’

Demonstracao: Inicialmente calculamos a 6rbita do campo Y que passa por x = (k,0) e

assim temos que se as coordenadas do fluxo sdo dadas por (z(t),y(t)), onde,

6k(k —m)n — 4k*(k —m)

m-—-n

z(t) = ok

m—-n

1 K%?(k —n) — 6k(k —n)m

) exp(pat) + ( ) exp(—MAat) — 4]{:21 :

2 (k(k—n k(k—m
y(t) = 3 (H exp(pat) — Ktk —m) exp(—Aat) — k) .
m m
Precisamos agora garantir que essa érbita passe por (0, 0) e para isso precisamos ter z(ty) = 0

e y(tp) = 0 para algum ¢, € R. E dal temos

ln( n ) ln< m )
to = n—k o &__ m—k'

2 2 1(”)
nn—k

O
O caso heteroclinico aqui é um pouco mais complexo, devido a nossa diferenciacao em tipos

I e IT e devido ao grande niimero de possibilidades existentes aqui.
A seguir apresentamos algumas condi¢oes que garantem a existéncia de algumas das orbitas

pseudo-heteroclinicas do tipo I apresentadas na se¢do anterior.

Proposicao 4.4.3. Uma condicdo suficiente para a existéncia de érbitas pseudo-heteroclinicas

do tipo I no sistema é que
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. szoum:%oum:k;

ou

. n:OounZQ—foun:k.

2k
Demonstracgao: A demostracao segue do fato de (0,0), 3 0 | s@o os pseudo equilibrios de

Z e QQ = (k,0) pertence a orbita que “sai” de (0,0) e corta X.

Esse teorema ilustra os casos 2, 4, 8, 14, 18, 20 e 22 que apresentam exatamente uma orbita
pseudo-heteroclinica do tipo I. Nos casos 6, 10, 12 e 16 temos garantida uma 6érbita pseudo
heteroclinica do tipo I podendo existir outras érbitas dessa natureza. Nos casos 9, 11 e 19

temos exatamente duas orbitas pseudo-heteroclinicas do tipo I.

Teorema 4.4.4. Suponha que 0 < m < 2—: e % <n < k. O campo de vetores Z = (X,Y) tem

um loop homoclinico com equilibrio limite em E se, e somente se,

k — 1
n:Tm—l—§ (k+3m)(k —m).

Demonstragao: Lembremos que a funcao hamiltoniana associada ao sistema 4.2.2 é dada por
2 3
Y 5 2T
H(z,y) =7 — 22"+ —.
(z,y) =3 ’
Comecemos encontrando a constante associada a solugao que passa por M = (m,0) e depois
encontraremos os outros pontos dessa curva de nivel que corta Y para encontrarmos qual
deverd ser o ponto N = (n,0) para que a 6rbita homoclinica feche. Se H(m,0) = ¢ segue que

3 .
c= 2% — 2m? Assim, procuramos os valores de x # m de forma que

2 3
H(I,O):£—2m2
k
Assim,
2m? 20 2

H(az,O)—%—2m2<:>%—QxZZ%—2m2<:>%(x3—m3>: (:1:2—m2)<i>
2 2, 2 2
%(932+:17m+m2):2(;E+m)(:>%1:2+?mx %—2:8—2771:0@
2 2 2m?

Precisamos resolver uma equagao do segundo grau cujas raizes sao dadas por:

k—m 1 k—m 1
Tm—§ (k+3m)(k—m) e Tm+§ (k + 3m)(k — m)
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Falta-nos provar que #57 — %\/(k’ +3m)(k—m) ¢ (%, k;) e bom 4 %\/(k: +3m)(k—m) €

(%),

Inicialmente, observe que como m > 0 temos que

VE—m < Vk+ 3m.

Dai,

;W; T+ 3m)(k—m) > ; (k — m?)

e portanto 2™ — %\/(k +3m)(k—m) ¢ (%,k’)
2%k

Para mostrar que % < 557 4 %\/(k +3m)(k —m) < k basta usar que m < ' pois daf

2k —3m < 0. [l

O exemplo do caso desse teorema pode ser visto na Figura 4.31.
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