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Resumo

Nesta tese estudamos condições para existência de órbitas homoclínicas e heteroclínicas em

Sistemas Dinâmicos Descontínuos, usando como base a teoria desenvolvida por Filippov.

Inicialmente damos condições para a existência de órbitas homoclínicas para sistemas pla-

nares lineares por partes, em especial o caso sela-sela.

A seguir provamos a existência de um fenômeno análogo ao de ShilŠnikov em sistemas

dinâmicos descontínuos em dimensão 3, inclusive no caso em que existe uma 𝑇 -singularidade

numa vizinhança da variedade de descontinuidade.

Finalmente, estudamos a existência de conexões homoclínicas e ciclos limite em um modelo

descontínuo por partes com um dos sistemas sendo um hamiltoniano não-linear e o outro uma

sela linear.

Palavras-chave: Equações diferenciais ordinárias; Teoria dos sistemas dinâmicos; Filippov,

Sistemas de.



Abstract

In this thesis, we study conditions for the existence of homoclinic and heteroclinic orbits in

Discontinuos Dynamical Systems (using the FilippovŠs convention).

Initially, we give conditions for the existence of homoclinic orbits for piecewise linear planar

systems, especially in the saddle-saddle case.

Then we study the existence of a similar phenomenon of Shilnikov in Discontinuos Dynam-

ical Systems in dimension 3. We also included the case in which there exists a 𝑇 -singularity in

a neighborhood of the discontinuous manifold.

Finally, we study the existence of homoclinic connections and limit cycles in a piecewise

discontinuous model with the associated system being nonlinear and hamiltonian and the other

one a linear saddle.

Keywords: Ordinary differential equations; Dynamical systems theory; Filippov Systems.
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Introdução

O estudo de Sistemas Dinâmicos Descontínuos vem amplamente se desenvolvendo nos últi-

mos anos e existem vários problemas em aberto, principalmente no que se refere a adaptações

de resultados e fenômenos clássicos da Teoria de Sistemas Dinâmicos Suaves.

Nesse contexto, o objetivo dessa tese é fazer um estudo sobre conexões homoclínicas em três

diferentes situações:

i) no caso sela-sela linear em R
2,

ii) para equações não-lineares por partes em R
2 e

ii) em R
3 para estudar o fenômeno de ShilŠnikov.

Apesar de grandes nomes terem contribuído para os conceitos necessários para o estudo de

órbitas homoclínicas, como Poincaré, Birkhoff, Van der Pol entre outros, o grande salto nesse

estudo ocorreu com Stephen Smale. Na década de 60, Smale utilizou um exemplo geométrico

capaz de descrever o complicado comportamento que pode ocorrer no entorno de uma órbita

homoclínica.

Mais tarde ShilŠnikov garantiu a ocorrência de conexões homoclínicas em que existam uma

quantidade enumerável de órbitas periódicas em qualquer vizinhança dessa conexão homoclínica

para sistemas dinâmicos suaves em R
3.

No Capítulo 1 apresentamos os conceitos básicos da Teoria de Sistemas Dinâmicos Descon-

tínuos. Usamos como base o artigo [6] de Guardia, Seara e Teixeira.

No Capítulo 2, tendo como pontapé inicial o artigo [13] que apresenta o estudo de órbitas

homoclínicas em dimensão 2 para os casos sela-foco e sela-centro visíveis não degenerados e

para o caso nó-nó degenerado com estabilidades opostas, nos inspiramos a buscar condições

para a existência de órbitas homoclínicas que surgissem em sistemas lineares do tipo sela-sela.

Construímos o problema para a órbita homoclínica nesse caso sela-sela e assim os resultados

para órbitas heteroclínicas seguiram quase de imediato.
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No Capítulo 3 adaptamos o estudo feito por Llibre, Ponce e Teruel em [8] sobre a existência

de órbitas homoclínicas do tipo ShilŠnikov para sistemas dinâmicos contínuos (ao invés de

suaves como feito pelo próprio ShilŠnikov) para sistemas dinâmicos descontínuos e veriĄcamos

resultados similares ao apresentado nesse artigo original.

No Capítulo 4 retornamos ao problema da existência de órbitas homoclínicas e heteroclínicas

em R
2 em sistemas dinâmicos descontínuos onde consideramos novamente em Σ⊗ um campo

linear do tipo sela e em Σ+ tomamos um campo não-linear como o apresentado no capítulo 6

de [9].
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Capítulo 1

Sistemas de Filippov

A descrição de fenômenos naturais, físicos e de modelos reais através de sistemas de equações

diferenciais é algo comum na teoria clássica de Sistemas Dinâmicos, entretanto, vários tipos de

fenômenos não são bem descritos usando essa ferramenta, tais como, suspensão de pontes,

vibrações, ruídos e alguns sistemas mecânicos.

A Ąm de conceber uma melhor descrição para os casos acima citados, surgiu a teoria de

Sistemas Dinâmicos Descontínuos que podem ser obtidos através de Sistemas Suaves por partes

ou também conhecidos como Sistemas de Filippov. A ideia básica é considerarmos um subcon-

junto aberto e conexo 𝑈 ⊆ R
n e subvariedades de codimensão 1 (regiões de descontinuidade)

que dividam essa variedade 𝑈 em ŞpedaçosŤ, de forma que, em cada ŞpedaçoŤ podemos deĄnir

diferentes campos suaves. Para que essa teoria Ąque formalizada, é necessário que adaptemos as

deĄnições básicas da teoria clássica para a teoria descontínua e esse é o objetivo deste capítulo:

apresentar o básico da formalização da Teoria de Sistemas Suaves por partes.
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1.1 Sistemas de Filippov

Seja 𝒳 r o espaço dos campos de vetores 𝒞r deĄnido sobre um subconjunto aberto e conexo

𝑈 ⊆ R
n, com a topologia 𝒞r, 𝑟 > 1 e seja 𝒵r o espaço dos campos de vetores 𝑍 em 𝑈 tais que

𝑍(𝑥) =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑋(𝑥) se 𝑓(𝑥) > 0

𝑌 (𝑥) se 𝑓(𝑥) < 0

, (1.1.1)

onde 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒳 r, 𝑓 : 𝑈 ⊃ R tem 0 com valor regular e Σ = 𝑓⊗1(0) é uma subvariedade de

codimensão 1 em 𝑈 . Consideramos 𝒵r = 𝒳 r × 𝒳 r e um elemento 𝑍 ∈ 𝒵r é denotado por

𝑍 = (𝑋, 𝑌 )f com 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒳 r e dizemos que 𝑍 é um sistema suave por partes, descontínuo

ou um sistema de Filippov.

Observe que Σ divide 𝑀 em dois conjuntos abertos

Σ+ = ¶𝑥 ∈ 𝑀 : 𝑓(𝑥) > 0♢ e Σ⊗ = ¶𝑥 ∈ 𝑀 : 𝑓(𝑥) < 0♢

que são exatamente os conjuntos onde deĄnimos os campos 𝑋 e 𝑌 , respectivamente.

Após deĄnirmos sistemas de Filippov, o próximo passo é deĄnirmos as trajetórias que passam

através dos pontos de 𝑈 para que assim seja possível deĄnir a dinâmica dada por um sistema

de Filippov 𝑍 = (𝑋, 𝑌 )f . As trajetórias locais são descritas pela Convenção de Filippov que

apresentaremos na próxima seção. Quando não houver perigo de confusão sobre qual região de

descontinuidade estamos trabalhando, abreviaremos a notação apenas para 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ).

1.2 Convenção de Filippov

Para descrevermos a trajetória local em um ponto 𝑝 ∈ 𝑈 , ou seja, seu Ćuxo 𝜙Z(𝑡, 𝑝),

primeiramente precisamos observar se esse ponto pertence à Σ, Σ+ ou Σ⊗.

Se 𝑝 pertence à Σ+ ou Σ⊗ deĄnimos a trajetória local nesse ponto como a trajetória dada,

respectivamente, pelos campos 𝑋 e 𝑌 da maneira usual.

Se 𝑝 pertence a Σ devemos ter um pouco mais de cuidado ao deĄnir trajetória local e para

isso começamos observando que Σ pode ser dividido como o fecho das 3 regiões a seguir, que

são deĄnidas dependendo da forma como apontam os campos 𝑋 e 𝑌 :
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(a) Se 𝑋𝑓(𝑝), 𝑌 𝑓(𝑝) > 0 e tomando a origem do tempo em 𝑝, deĄnimos a trajetória

por:

𝜙Z(𝑡, 𝑝) =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝜙X(𝑡, 𝑝), 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ ¶𝑡 ⊙ 0♢,

𝜙Y (𝑡, 𝑝), 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ ¶𝑡 ⊘ 0♢.

(b) Se 𝑋𝑓(𝑝).𝑌 𝑓(𝑝) < 0 e tomando a origem do tempo em 𝑝, deĄnimos a trajetória

por:

𝜙Z(𝑡, 𝑝) =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝜙Y (𝑡, 𝑝), 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ ¶𝑡 ⊙ 0♢,

𝜙X(𝑡, 𝑝), 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ ¶𝑡 ⊘ 0♢.

3. Para 𝑝 ∈ Σs ∪ Σe tal que 𝑍s(𝑝) ̸= 0, deĄnimos 𝜙Z(𝑡, 𝑝) = 𝜙Zs(𝑡, 𝑝) para 𝑡 ∈ 𝐼, onde 𝑍s é

o campo vetorial deslizante dado pela equação (1.2.1).

4. Para 𝑝 ∈ 𝜕Σc ∪ 𝜕Σs ∪ 𝜕Σe tal que as trajetórias para pontos em Σ em ambos os lados de

𝑝 podem ser estendidas para 𝑝 e coincidem, a trajetória por 𝑝 é essa trajetória estendida.

Nesse caso dizemos que 𝑝 é um ponto de tangência regular.

5. Para pontos 𝑝 que não se enquadram nos itens acima, deĄnimos 𝜙Z(𝑡, 𝑝) = 𝑝, ∀𝑡 ∈ R. Esse

é o caso dos pontos críticos de 𝑋 e 𝑌 em Σ∘, e dos pontos críticos do campo deslizante 𝑍s

em Σs ∪ Σe. Também estão incluídos os pontos de tangência em Σ que não são regulares,

chamados pontos de tangência singulares.

DeĄnição 1.2.6. A órbita local de um ponto 𝑝 ∈ 𝑈 , é o conjunto

Ò(𝑝) = ¶𝜙Z(𝑡, 𝑝); 𝑡 ∈ 𝐼♢.

Observe que do ponto de vista topológico, o comportamento do Ćuxo na região de costura

ou em pontos de Σ+ ∪ Σ⊗ é o mesmo.

Observação 1.2.7. Como trabalharemos com sistemas autônomos utilizaremos os conceitos

de trajetória e órbita de forma indistinta, quando não houver chance de confusão.
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A convenção de Filippov mantém uma das principais características da teoria de sistemas

dinâmicos suaves: o espaço de fase continua sendo formado pelo pela união disjunta de todas

as órbitas.

DeĄnição 1.2.8. Consideramos como singularidade ou equilíbrio do sistema (1.1.1) os

pontos:

1. 𝑝 ∈ Σ∘ tal que 𝑋(𝑝) = 0 ou 𝑌 (𝑝) = 0 (pontos de equilíbrio de 𝑋 ou de 𝑌 que pertençam,

respectivamente à Σ+ ou Σ⊗).

2. 𝑝 ∈ Σs ∪ Σe tal que 𝑍s(𝑝) = 0. Nesse caso 𝑝 é chamado de pseudo-equilíbrio.

3. 𝑝 ∈ 𝜕Σc ∪ 𝜕Σs ∪ 𝜕Σe tal que 𝑋𝑓(𝑝) = 0 ou 𝑌 𝑓(𝑝) = 0 (pontos de tangência entre 𝑍 e Σ).

Qualquer ponto que não seja classiĄcado como singularidade (ou seja, se encaixe nos casos

acima), será chamado de ponto regular.

Diferentemente do caso suave, em sistemas de Filippov, a trajetória através de singularidades

não é necessariamente o próprio ponto e por isso necessitamos de deĄnições um pouco mais

especíĄcas.

DeĄnição 1.2.9. As singularidades do sistema (1.1.1) podem ser divididas da seguinte forma:

1. Uma singularidade 𝑝 é dita distinguida se Ò(𝑝) = ¶𝑝♢.

2. Uma singularidade 𝑝 é dita não distinguida se 𝑝 é um ponto de tangência regular, e

assim, mesmo não sendo pontos regulares, possuem órbita local homeomorfa à R.

No caso das singularidades distinguidas, podemos ainda fazer uma classiĄcação mais espe-

cíĄca como temos a seguir:

Observação 1.2.10. Um ponto 𝑝 ∈ 𝑈 é uma singularidades distinguida se 𝑝 satisfaz um dos

casos a seguir:

1. 𝑝 ∈ Σ∘ tal que 𝑋(𝑝) = 0 ou 𝑌 (𝑝) = 0.

2. 𝑝 ∈ Σs ∪ Σe tal que 𝑍s(𝑝) = 0.

3. 𝑝 ∈ 𝜕Σc ∪ 𝜕Σs ∪ 𝜕Σe é um ponto de tangência singular.
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Ò⊗(𝑝) = ¶𝜙Z(𝑡, 𝑞); 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ (⊗∞, 0]♢. Assim, para um ponto 𝑝 ∈ Σc temos que

Ò(𝑝) = ¶𝑝♢ ∪ Ò+(𝑝) ∪ Ò⊗(𝑝).

DeĄnição 1.2.12. Uma órbita regular maximal de 𝑍 é uma curva suave por partes Ò tal

que:

1. Ò∩Σ+ e Ò∩Σ⊗ é uma união de órbitas dos campos vetoriais suaves 𝑋 e 𝑌 , respectivamente.

2. A interseção Ò∩Σ é formada apenas por pontos de costura e pontos de tangência regulares

em 𝜕Σc.

3. Ò é maximal com respeito a essas condições.

Note que uma órbita regular nunca atinge Σs ou Σe.

DeĄnição 1.2.13. Uma órbita deslizante maximal (ou órbita singular) de 𝑍 é uma curva

suave Ò ⊆ Σs ∪ Σe que é uma órbita maximal do campo vetorial suave 𝑍s.

Exemplos dessas deĄnições apresentadas anteriormente juntamente com informações mais

aprofundadas dessa teoria podem ser encontradas em [6].

1.3 Ciclos, Separatrizes e Órbitas Periódicas

Nessa seção apresentamos as deĄnições de objetos dinâmicos usuais em Sistemas de Filippov.

Comecemos com a deĄnição que utilizaremos para separatriz:

DeĄnição 1.3.1. Seja 𝑝 ∈ 𝑈 um ponto de sela para 𝑋 ou 𝑌 em Σ∘ ou uma singularidade

distinguida em Σ. Sob essas condições temos:

• Se 𝑝 é um ponto de sela para 𝑋 em Σ+, então a separatriz instável de 𝑝 é a variedade

invariante instável, denotada por 𝑊 u(𝑝), dada por

𝑊 u(𝑝) = ¶𝑞 ∈ 𝑈 ♣𝜙Z(𝑡, 𝑞) está deĄnido para (⊗∞, 0] e lim
t⊃⊗∞

𝜙Z(𝑡, 𝑞) = 𝑝♢.

Temos uma deĄnição análoga para 𝑝 ∈ Σ⊗.

• Se 𝑝 ∈ Σ é uma singularidade distinguida, então a separatriz instável é uma órbita

regular que possui 𝑝 como ponto de partida. Denotaremos esta separatriz por 𝑊 u
∘(𝑝),

onde o subscrito ∘ signiĄca que a órbita está contida em Σ∘.
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De maneira análoga, deĄnimos a separatriz estável de um ponto 𝑝 ∈ 𝑈 que será denotada

por 𝑊 s(𝑝) e 𝑊 s
∘(𝑝) em relação a cada um dos casos acima.

Da deĄnição anterior, observe que no primeiro caso, a trajetória sobre a separatriz alcança

𝑝 em tempo inĄnito, como no caso de Sistemas Suaves. No segundo caso, isso pode ocorrer em

tempo Ąnito.

DeĄnição 1.3.2. Se uma separatriz é estável e instável, ao mesmo tempo, dizemos que ela é

uma conexão de separatrizes.

No que se refere à órbitas periódicas, além das de 𝑋 em Σ+ ou de 𝑌 em Σ⊗, existem

aquelas que não estão contidas em Σ∘ mas apresentam o mesmo comportamento e a seguir

iremos deĄni-las.

DeĄnição 1.3.3. Uma órbita periódica regular é uma órbita regular Ò = ¶𝜙Z(𝑡, 𝑝) : 𝑡 ∈ R♢
que pertence à Σ+ ∪ Σ⊗ ∪ Σc e satisfaz 𝜙Z(𝑡 + 𝑇, 𝑝) = 𝜙Z(𝑡, 𝑝) para algum 𝑇 > 0.

Observe que segundo as deĄnições de trajetória aqui apresentadas, não podem existir órbitas

periódicas formada por pontos de Σ+ ∪ Σ⊗ e Σs ∪ Σe simultaneamente. Dessa forma, faz-se

necessária a deĄnição a seguir para lidar com movimentos periódicos que tenham movimentos

regulares e deslizantes.

DeĄnição 1.3.4. Um ciclo é o fecho de um conjunto Ąnito de pedaços de órbitas, Ò1, Ò2, ..., Òn,

tal que Ò2k é um pedaço de órbita deslizante e Ò2k+1 é uma órbita regular maximal e os pontos

de chegada e de partida de Ò2k+1 pertecem ao fecho das órbitas Ò2k e Ò2k+2, respectivamente.

DeĄnimos o período do ciclo como sendo a soma dos tempos que são gastos em cada parte da

trajetória Òi, 𝑖 = 1, ..., 𝑛

Outra importante deĄnição quando se trata de equivalências topológicas e bifurcações em

Sistemas de Filippov será apresentada a seguir:

DeĄnição 1.3.5. DeĄnimos um pseudociclo como o fecho de um conjunto de órbitas regulares

Ò1, Ò2, ..., Òn tal que uma das extremidades (os pontos de chegada e de partida) de qualquer Òi

coincide com uma extremidade de Òi⊗1 e a outra, com uma extremidade de Òi+1 (e também

entre Ò1 e Òn) formando uma curva homeomorfa a T
1 = R∖Z, de modo que, em algum ponto,

dois pontos de chegada ou partida coincidem.
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Diferentemente da Σ⊗equivalência, no caso de equivalência topológica a região de descon-

tinuidade não é preservada entretanto essa deĄnição garante que o comportamento qualitativo

de 𝑍 e 𝑍 é topologicamente similar.

No nosso caso, para obtermos uma equivalência topológica entre Sistemas de Filippov,

trabalharemos com conjugações aplicadas as componentes 𝑋 e 𝑌 de um sistema 𝑍 = (𝑋, 𝑌 )f

como veremos na próxima proposição.

Proposição 1.4.3. Consideremos qualquer difeomorĄsmo ℎ : 𝑈 ⊃ 𝑈̃ que conjuga simultane-

amente 𝑋 em Σ+ ⊆ 𝑈 e 𝑋̃ em Σ̃+ ⊆ 𝑈̃ além de 𝑌 em Σ⊗ ⊆ 𝑈 e 𝑌 em Σ̃⊗ ⊆ 𝑈̃ . Então ℎ

também conjuga os campos vetoriais deslizantes 𝑍s e 𝑍s. Portanto temos uma equivalência

topológica entre 𝑍 = (𝑋, 𝑌 )f e 𝑍 = (𝑋̃, 𝑌 )f̃ .

Demonstração: Como ℎ conjuga 𝑋 e 𝑋̃ além de 𝑌 e 𝑌 temos que ℎ*𝑋 = 𝑋̃ e ℎ*𝑌 = 𝑌 onde

ℎ*𝑋(𝑝) = 𝐷ℎ(ℎ⊗1(𝑝))𝑋(ℎ⊗1(𝑝)) e ℎ*𝑌 (𝑝) = 𝐷ℎ(ℎ⊗1(𝑝))𝑌 (ℎ⊗1(𝑝)), 𝑝 ∈ 𝑈̃ .

Sendo Σ = ¶𝑝 ∈ 𝑈 : 𝑓(𝑝) = 0♢ segue que Σ̃ = ¶𝑝 ∈ 𝑈̃ : 𝑓 ◇ ℎ⊗1(𝑝) = 0♢. Lembrando que

para uma função 𝑔 : 𝑉 ⊆ R
n ⊃ R, 𝑉 aberto, temos ℎ*𝑔 = 𝑔 ◇ ℎ⊗1 o objetivo é mostrar que

ℎ*𝑍
s = 𝑍s. Para isso observe que:

ℎ*(𝑋𝑓)(𝑝) = 𝑋𝑓(ℎ⊗1(𝑝)) = 𝑋(ℎ⊗1(𝑝)).∇𝑓(ℎ⊗1(𝑝)) = 𝐼n𝑋(ℎ⊗1(𝑝)).∇𝑓(ℎ⊗1(𝑝))

= 𝐷ℎ⊗1(𝑝)𝐷ℎ(ℎ⊗1(𝑝))𝑋(ℎ⊗1(𝑝)).∇𝑓(ℎ⊗1(𝑝)) = 𝐷ℎ⊗1(𝑝)ℎ*𝑋(𝑝).∇𝑓(ℎ⊗1(𝑝))

= ℎ*𝑋(𝑝).(∇𝑓(ℎ⊗1(𝑝)))tr(𝐷ℎ⊗1(𝑝))tr = ℎ*𝑋(𝑝).∇(𝑓 ◇ ℎ⊗1)(𝑝)

= ℎ*𝑋(𝑝).∇(ℎ*𝑓)(𝑝) = ℎ*𝑋ℎ*𝑓(𝑝) = 𝑋̃𝑓(𝑝).

Analogamente, ℎ*(𝑌 𝑓)(𝑝) = 𝑌 𝑓(𝑝).

E assim usando a deĄnição de campo deslizante e as igualdades que acabamos de encontrar

temos

ℎ*𝑍
s(𝑝) = 𝑍s(𝑝).

Note que as equivalências topológicas construídas na Proposição 1.4.3 também são Σ⊗
equivalências pois preservam Σ.

Observação 1.4.4. Como as equivalências não são difeomorĄsmos, não temos conjugações

entre campos deslizantes. Entretanto, esse ponto só é relevante se o objetivo do estudo em

questão são órbitas deslizantes.
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Finalizamos esse capítulo com as deĄnições gerais de órbitas homoclínicas e heteroclínicas

em que os equilíbrios envolvidos são visíveis e de forma que essa órbita corte Σ apenas na região

de costura.

DeĄnição 1.4.5. Uma órbita contida em Σc ∪Σ+ ∪Σ⊗ é chamada homoclínica se tem ambos

os conjuntos æ-limite e Ð-limite consistidos do mesmo ponto de equilíbrio admissível, chamado

equilíbrio limite, que, juntamente com a órbita homoclínica, constituem o loop homoclínico.

Nesse caso, também diremos que temos a ocorrência de uma conexão homoclínica.

DeĄnição 1.4.6. Uma órbita contida em Σc ∪ Σ+ ∪ Σ⊗ é chamada heteroclínica se tem

como conjuntos æ-limite e Ð-limite dois equilíbrios admissíveis distintos, que, juntos com a

órbita heteroclínica, constituem o loop heteroclínico. Nesse caso, também diremos que temos

a ocorrência de uma conexão heteroclínica.

Apresentaremos mais a frente deĄnições especiais desse tipo de órbita para os casos nos

quais os equilíbrios envolvidos nessas deĄnições são pseudo-equilíbrios.

Nos próximos capítulos trabalharemos com Sistemas de Filippov com o objetivo de garan-

tirmos a existência de órbitas homoclínicas e heteroclínicas em diversas situações.
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Capítulo 2

Órbitas Homoclínicas e Heteroclínicas

em Sistemas Planares Lineares Por

Partes

A principal proposta deste capítulo é estudar o problema da existência de órbitas homoclí-

nicas e heteroclínicas em sistemas de Filippov planares e lineares. Apresentaremos condições

necessárias e suĄcientes para a existência de órbitas homoclínicas e heteroclínicas nesses siste-

mas para o caso sela-sela visíveis.

Em [13], Xu et al. estudaram os casos sela-foco e sela-centro visíveis não degenerados e o

caso nó-nó degenerado com estabilidades opostas em R
2 e com o objetivo de completar esse

estudo optamos por estudar o caso sela-sela visíveis. Utilizamos também como referências para

esse capítulo os trabalhos de Artés et al. em [3] e o trabalho de Homburg e Sandstede em [7].

2.1 Construindo o Problema

Considere a função ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 1 e Σ = ℎ⊗1(0), ou seja, a região de descontinuidade

que trabalharemos é a reta 𝑥 + 𝑦 + 1 = 0.

A escolha dessa reta se justiĄca por nossa opção em deixar a origem ŞlivreŤ, de maneira que,

na origem ocorrerá uma das selas com a qual trabalharemos já que isso não tira a generalidade

dos resultados.

Comecemos construindo o campo 𝑋 que será deĄnido em Σ+ ⊆ R
2. Para esse campo,
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1. 𝑋(0, 0) = 0.

2. os autovetores de 𝐴 são 𝑣1 = ⊗(Ð1, ⊗Ð1 ⊗ 1) (associado à Û1 > 0) e 𝑤1 = ⊗(Ñ1, ⊗Ñ1 ⊗ 1)

(associado à ⊗Ú1 < 0).

3. o ponto

(︃

Ð1Ú1 + Ñ1Û1

Ú1 + Û1

, ⊗Ð1Ú1 + Ú1 + Ñ1Û1 + Û1

Ú1 + Û1

)︃

∈ Σ é o ponto de tangência de 𝑋 com

Σ.

Demonstração: Os dois primeiros itens são consequência direta da construção dos campos.

Sendo assim, demonstraremos apenas o terceiro item. Temos que 𝑋ℎ(𝑥, 𝑦) = ∇(ℎ(𝑥, 𝑦)).𝑋(𝑥, 𝑦),

como ∇(ℎ(𝑥, 𝑦)) = (1, 1) (pois ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 1), segue que

𝑋ℎ(𝑥, 𝑦) = ⊗𝑥(Ð1Ú1 + Ú1 + Ñ1Û1 + Û1) + 𝑦(Ð1Ú1 + Ñ1Û1)
Ð1 ⊗ Ñ1

.

As tangências do campo 𝑋 com Σ são encontradas através da solução do sistema

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑋ℎ(𝑥, 𝑦) = 0

ℎ(𝑥, 𝑦) = 0

e disso, segue que

(︃

Ð1Ú1 + Ñ1Û1

Ú1 + Û1

, ⊗Ð1Ú1 + Ú1 + Ñ1Û1 + Û1

Ú1 + Û1

)︃

é o ponto de tangência de 𝑋 com

Σ.

Lema 2.1.2. O campo de vetores 𝑌 (x) = 𝐵x + e, para x = (𝑥, 𝑦) ∈ Σ⊗ satisfaz:

1. 𝑌 (⊗𝜀1, ⊗𝜀2) = 0.

2. os autovetores de 𝐵 são 𝑣2 = (Ñ2 + 𝜀1, ⊗Ñ2 + 𝜀2 ⊗ 1) (associado à Û2 > 0) e 𝑤2 =

(Ð2 + 𝜀1, ⊗Ð2 + 𝜀2 ⊗ 1) (associado à ⊗Ú2 < 0).

3. o ponto

(︃

Ð2Û2 + Ñ2Ú2

Ú2 + Û2

, ⊗Ñ2Ú2 + Û2 + Ú2 + Ð2Û2

Ú2 + Û2

)︃

∈ Σ é o ponto de tangência de 𝑌 com

Σ.
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2. tangências distintas em Σ, caso contrário.

Demonstração: Basta compararmos os pontos de tangência dos campos 𝑋 e 𝑌 dados respec-

tivamente pelos Lemas 2.1.1 e 2.1.2.

2.2 O Campo Deslizante

Nos casos em que as tangências são distintas, surge uma região de deslize em Σ entre essas

tangências. Utilizando 𝑋ℎ(𝑥, 𝑦) e 𝑌 ℎ(𝑥, 𝑦) encontrados nas demonstrações dos lemas 2.1.1 e

2.1.2 e lembrando que estamos sobre Σ, portanto, 𝑦 = ⊗𝑥 ⊗ 1 temos

𝑍s(𝑥) =

(︃

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

𝑑𝑥 + 𝑒
, ⊗

(︃

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

𝑑𝑥 + 𝑒

)︃)︃

onde

𝑎 = ⊗Ð2Ú1Ú2 ⊗Ð2Ú2Û1 ⊗Ñ2Ú1Û2 ⊗Ñ2Û1Û2 ⊗𝜀1Ú1Ú2 ⊗𝜀1Ú1Û2 +𝜀2Ú2Û1 +𝜀2Û1Û2 ⊗Ú2Û1 ⊗Û1Û2

𝑏 = Ð2Ñ2Ú1Ú2 + Ð2Ñ2Ú1Û2 + Ð2Ñ2Ú2Û1 + Ð2Ñ2Û1Û2 + Ð2𝜀1Ú1Û2 ⊗ Ð2𝜀2Û1Û2 + Ñ2𝜀1Ú1Ú2 ⊗
Ñ2𝜀2Ú2Û1 ⊗ Ð2Ú1Ú2 + Ð2Û1Û2 ⊗ Ñ2Ú1Û2 + Ñ2Ú2Û1 ⊗ 𝜀1Ú1Ú2 ⊗ 𝜀1Ú1Û2

𝑐 = Ð2Ñ2Ú1Ú2 + Ð2Ñ2Ú1Û2 + Ð2𝜀1Ú1Û2 + Ñ2𝜀1Ú1Ú2

𝑑 = Ð2Ú1 + Ð2Û1 ⊗ Ñ2Ú1 ⊗ Ñ2Û1 + 𝜀1Ú2 + 𝜀1Û2 + 𝜀2Ú2 + 𝜀2Û2 ⊗ Ú2 ⊗ Û2

𝑒 = ⊗Ð2𝜀1Û2 ⊗ Ð2𝜀2Û2 ⊗ Ñ2𝜀1Ú2 ⊗ Ñ2𝜀2Ú2 + Ð2Ú1 + Ð2Û2 ⊗ Ñ2Ú1 + Ñ2Ú2

Seja 𝑝 a tangência associada ao campo 𝑋 e 𝑞 a tangência associada ao campo 𝑌 . Suponha,

sem perda de generalidade, que a 1ª coordenada de 𝑝 seja menor que a 1ª coordenada de 𝑞.

Pela construção dos campos 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2) e 𝑌 = (𝑌1, 𝑌2)1 segue que 𝑋1(𝑝) < 0, 𝑋2(𝑝) > 0,

𝑋1(𝑞) > 0, 𝑋2(𝑞) < 0, 𝑌1(𝑝) < 0, 𝑌2(𝑝) < 0, 𝑌1(𝑞) > 0 e 𝑌2(𝑞) > 0.

Como ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 1 temos que ∇ℎ(𝑥, 𝑦) = (1, 1) daí:

𝑋ℎ(x) = 𝑋(x).∇ℎ(x) = (𝑋1(x), 𝑋2(x)).(1, 1) = 𝑋1(x) + 𝑋2(x)

𝑌 ℎ(x) = 𝑌 (x).∇ℎ(x) = (𝑌1(x), 𝑌2(x)).(1, 1) = 𝑌1(x) + 𝑌2(x)

Assim,

𝑋ℎ(𝑝) =0 ⇒ 𝑋1(𝑝) + 𝑋2(𝑝) = 0 ⇒ 𝑋1(𝑝) = ⊗𝑋2(𝑝)

𝑌 ℎ(𝑞) =0 ⇒ 𝑌1(𝑞) + 𝑌2(𝑞) = 0 ⇒ 𝑌1(𝑞) = ⊗𝑌2(𝑞)

1Cuidado, aqui estamos apenas nos referindo às coordenadas dos campos X e Y e não usando a notação de

Sistemas de Filippov.
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Lembrando que

𝑍s(x) =
𝑌 ℎ(x)𝑋(x) ⊗ 𝑋ℎ(x)𝑌 (x)

𝑌 ℎ(x) ⊗ 𝑋ℎ(x)
,

para x ∈ Σ, nosso objetivo é encontrar pontos x ∈ Σ tais que 𝑍s(x) = 0, ou seja, x ∈ Σ tais

que 𝑌 ℎ(x)𝑋(x) ⊗ 𝑋ℎ(x)𝑌 (x) = 0. Dessa maneira,

𝑌 ℎ(x)𝑋(x) ⊗ 𝑋ℎ(x)𝑌 (x) =(𝑌1(x), 𝑌2(x))(𝑋1(x), 𝑋2(x)) ⊗ (𝑋1(x), 𝑋2(x))(𝑌1(x), 𝑌2(x))

=(𝑋1(x)𝑌1(x) + 𝑋1(x)𝑌2(x) ⊗ 𝑋1(x)𝑌1(x) ⊗ 𝑋2(x)𝑌1(x)

, 𝑋2(x)𝑌1(x) + 𝑋2(x)𝑌2(x) ⊗ 𝑋1(x)𝑌2(x) ⊗ 𝑋2(x)𝑌2(x))

=(𝑋1(x)𝑌2(x) ⊗ 𝑋2(x)𝑌1(x), 𝑋2(x)𝑌1(x) ⊗ 𝑋1(x)𝑌2(x))

Observe então, que nesse caso, para zerarmos 𝑌 ℎ(x)𝑋(x) ⊗ 𝑋ℎ(x)𝑌 (x) devemos zerar

𝑋1(x)𝑌2(x) ⊗ 𝑋2(x)𝑌1(x).

Lembrando que 𝑋1(𝑝) < 0, 𝑋2(𝑝) > 0, 𝑋1(𝑞) > 0, 𝑋2(𝑞) < 0, 𝑌1(𝑝) < 0, 𝑌2(𝑝) < 0,

𝑌1(𝑞) > 0, 𝑌2(𝑞) > 0, 𝑋1(𝑝) = ⊗𝑋2(𝑝) e 𝑌1(𝑞) = ⊗𝑌2(𝑞).

Em 𝑝 temos

𝑋1(𝑝)𝑌2(𝑝) ⊗ 𝑋2(𝑝)𝑌1(𝑝) = 𝑋1(𝑝)𝑌2(𝑝) + 𝑋1(𝑝)𝑌1(𝑝)

= 𝑋1(𝑝)[𝑌1(𝑝) + 𝑌2(𝑝)] > 0

Em 𝑞 temos

𝑋1(𝑞)𝑌2(𝑞) ⊗ 𝑋2(𝑞)𝑌1(𝑞) = 𝑋1(𝑞)𝑌2(𝑞) + 𝑋2(𝑞)𝑌2(𝑞)

= [𝑋1(𝑞) + 𝑋2(𝑞)]𝑌2(𝑞) < 0

Nesse caso particular que construímos, 𝑋1(x)𝑌2(x)⊗𝑋2(x)𝑌1(x) restrito à Σ é um polinômio

de grau 2 como vimos anteriormente. Além disso, esse polinômio é positivo em 𝑝 e negativo

em 𝑞, então segue do teorema do valor intermediário que existe 𝑐0 ∈ Σ tal que 𝑋1(𝑐0)𝑌2(𝑐0) ⊗
𝑋2(𝑐0)𝑌1(𝑐0) = 0. A unicidade de 𝑐0 é garantida pelo fato de termos um polinômio de grau 2.

Se a 1ª coordenada de 𝑝 for maior que a 1ª coordenada de 𝑞 as contas são análogas. Sendo

assim, temos o seguinte resultado

Proposição 2.2.1. Considerando 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) o campo de vetores deĄnido nesse capítulo,

temos que se as tangências de 𝑋 e 𝑌 em Σ não coincidem então existirá uma região de deslize

em Σ que será instável ou estável dependendo das posições dessas tangências em Σ. Em ambos

os casos, o campo deslizante admitirá a existência de um único pseudo-equilíbrio.
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2.3 Caso Homoclínico

Nessa seção apresentamos condições necessárias e suĄcientes para a existência de loop ho-

moclínico com equilíbrio limite na origem. A seguir, combinaremos esse resultado com as

possibilidades existentes para os posicionamentos dos pontos de tangência de cada um dos

campos 𝑋 e 𝑌 .

Teorema 2.3.1. O campo de vetores 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) tem um loop homoclínico com equilíbrio

limite na origem se, e somente se,

Ú2

Û2

= ⊗ ln

(︃

Ñ1 ⊗ Ñ2

Ð1 ⊗ Ñ2

)︃(︃

ln

(︃

Ñ1 ⊗ Ð2

Ð1 ⊗ Ð2

)︃)︃⊗1

.

Demonstração: Inicialmente calculamos a órbita do campo 𝑌 que passa por x = (Ð1, ⊗Ð1⊗1)

e assim temos:

Ò
x
(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),

onde:

𝑥(𝑡) = ⊗ 1
(Ð2 + 1 ⊗ 𝜀2)(Ñ2 + 1 ⊗ 𝜀2)

[︁

(Ð1Ð2 ⊗ Ð1𝜀2 ⊗ Ð2Ñ2 + Ñ2𝜀2 + Ð1 ⊗ Ñ2)

.(Ð2𝜀2 ⊗ Ð2Ñ2 ⊗ 𝜀1Ñ2 + 𝜀1𝜀2 ⊗ Ð2 ⊗ 𝜀1)
exp(⊗Ú2𝑡)

Ð2 ⊗ Ñ2

+ (Ð1Ñ2 ⊗ Ð1𝜀2 ⊗ Ð2Ñ2 + Ð2𝜀2 + Ð1 ⊗ Ð2)(Ð2Ñ2 + Ð2𝜀1 ⊗ Ñ2𝜀2 ⊗ 𝜀1𝜀2 + Ñ2 + 𝜀1)
exp(Û2𝑡)
Ð2 ⊗ Ñ2

⊗ 𝜀1𝜀2(Ð2 + Ñ2 ⊗ 𝜀2 ⊗ 2) + 𝜀1(Ð2Ñ2 + Ð2 + Ñ2 + 1)
]︁

e

𝑦(𝑡) = ⊗ (Ð1Ð2 ⊗ Ð1𝜀2 ⊗ Ð2Ñ2 + Ñ2𝜀2 + Ð1 ⊗ Ñ2)
exp(⊗Ú2𝑡)

Ð2 ⊗ Ñ2

+ (Ð1Ñ2 ⊗ Ð1𝜀2 ⊗ Ð2Ñ2 + Ð2𝜀2 + Ð1 ⊗ Ð2)
exp(Û2𝑡)
Ð2 ⊗ Ñ2

⊗ 𝜀2.

Precisamos agora garantir que essa órbita passe por (Ñ1, ⊗Ñ1 ⊗ 1) e para isso precisamos ter

𝑥(𝑡0) = Ñ1 e 𝑦(𝑡0) = ⊗Ñ1 ⊗ 1 para algum 𝑡0 ∈ R. Assim, resolvendo o sistema que se forma,

chegamos que para 𝑡0 = ln
(︁

β1⊗α2

α1⊗α2

⎡

. 1
µ2

, o ponto (Ñ1, ⊗Ñ1 ⊗ 1) ∈ Ò
x

sob a condição:

Ú2

Û2

= ⊗ ln

(︃

Ñ1 ⊗ Ñ2

Ð1 ⊗ Ñ2

)︃(︃

ln

(︃

Ñ1 ⊗ Ð2

Ð1 ⊗ Ð2

)︃)︃⊗1

.
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2.4 Caso Heteroclínico

O caso heteroclínico, de forma geral é mais simples que o homoclínico pela maneira como

construímos o problema. Como tomamos na construção os pontos de interseção das variedades

invariantes de cada sela com Σ, para que ocorram órbitas heteroclínicas, basta que esses pontos

coincidam, ou seja, Ð1 = Ð2 ou Ñ1 = Ñ2.

Teorema 2.4.1. O campo de vetores 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) tem pontos de tangência coincidentes em Σ

e exatamente uma órbita heteroclínica se, e somente se

1.
Ú2

Û2

= ⊗ Û1(Ñ1 ⊗ Ð)
Û1(Ñ1 ⊗ Ñ2) + Ú1(Ð ⊗ Ñ2)

, no caso Ð1 = Ð2 = Ð.

2.
Ú2

Û2

= ⊗Ú1(Ð1 ⊗ Ð2) + Û1(Ñ ⊗ Ð2)
Ú1(Ð1 ⊗ Ñ)

, no caso Ñ1 = Ñ2 = Ñ.

Demonstração: Utilizando o resultado encontrado no Teorema 2.1.3 e as hipóteses de Ð1 = Ð2

ou Ñ1 = Ñ2 segue o resultado.

Corolário 2.4.2. O campo de vetores 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) tem pontos de tangência coincidentes em Σ

e exatamente duas órbitas heteroclínicas se, e somente se Ð1 = Ð2, Ñ1 = Ñ2 e
Ú1

Û1

=
Û2

Ú2

.

Demonstração: Novamente utilizando o resultado encontrado no Teorema 2.1.3 e que Ð1 = Ð2

e Ñ1 = Ñ2 são as condições para termos duas órbitas heteroclínicas, temos o resultado.

Nos exemplos em que temos 2 órbitas heteroclínicas (Figura 2.5), na imagem à esquerda,

não temos a existência de região de deslize já que as tangências coincidem no ponto
(︁

⊗1
2
, ⊗1

2

⎡

.

No caso à direita, as tangências ocorrem nos pontos
(︁

⊗1
3
, ⊗2

3

⎡

(para o campo 𝑋) e
(︁

⊗1
2
, ⊗1

2

⎡

(para o campo 𝑌 ) e surge um campo deslizante formado por uma região de deslize estável entre

essas tangências, que contém um pseudo-equilíbrio atrator no ponto
(︁

1
2

⊗ 1
6

√
33, ⊗3

2
+ 1

6

√
33
⎡

.

Nos exemplos que contém apenas uma órbita heteroclínica (Figura 2.6), na imagem à es-

querda, não temos a existência de região de deslize já que as tangências coincidem no ponto
(︁

⊗1
2
, ⊗1

2

⎡

. Na imagem à direita, as tangências ocorrem nos pontos
(︁

⊗1
2
, ⊗1

2

⎡

(para o campo

𝑋) e
(︁

1
3
, ⊗4

3

⎡

(para o campo 𝑌 ) e surge um campo deslizante formado por uma região de

deslize instável entre essas tangências, que contém um pseudo equilíbrio repulsor no ponto

(⊗5 + 2
√

6, 4 ⊗ 2
√

6).
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Observação 2.4.3. Observe que nos exemplos anteriores em que temos tangências coincidentes

e há uma órbita homoclínica ou duas órbitas heteroclínicas, apresentamos casos em que essa

única tangência é do tipo centro. Procuramos exemplos em que tivéssemos um foco nesses

casos e não obtivemos sucesso, portanto conjecturamos que nos casos em que temos tangências

coincidentes e temos ou uma órbita homoclínicas ou duas órbitas heteroclínicas, o ponto de

tangência será do tipo centro devido a linearidade do campos e suas simetrias.
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Capítulo 3

O Fenômeno de ShilŠnikov em Sistemas

Diferenciais Descontínuos Lineares Por

Partes em R
3

Em 1965 ShilŠnikov garantiu, sob certas hipóteses nos autovalores da linearização, que po-

dem existir inĄnitas órbitas periódicas instáveis em cada vizinhança de uma órbita homoclínica

associada à um ponto de equilíbrio do tipo sela-foco para sistemas diferenciais suaves em R
3.

Nesse caso considerou-se um sistema como
∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥̇ = ⊗𝜌𝑥 ⊗ æ𝑦 + 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑦̇ = æ𝑥 ⊗ 𝜌𝑦 + 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑧̇ = Ò𝑥 + 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧)

(3.0.1)

onde 𝜌, Ò > 0, æ ̸= 0 e 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 são funções suaves em R
3 que se anulam na origem.

Esse sistema possui uma sela-foco na origem tendo a variedade estável de dimensão 2 e a

variedade instável de dimensão 1.

Teorema 3.0.1. (Shilnikov, 1965) Suponha que o sistema (3.0.1) possua uma órbita homoclí-

nica Γ na origem. Se 0 < ρ
γ

< 1, então existe uma quantidade enumerável de órbitas periódicas

em qualquer vizinhança de Γ.

Mais tarde, em 2007, Llibre, Ponce e Teruel provaram em [8] que essa dinâmica de Shilnikov

também ocorre em sistemas lineares contínuos, estudados previamente por Arneodo, Coullet e

Tresser em [1].
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Nosso objetivo é mostrar que a dinâmica de Shilnikov também pode ocorrer em sistemas

descontínuos lineares e ao Ąm desse capítulo provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.0.2. Considerando o sistema (3.1.1) e supondo que (Ú, Ó, 𝑅) ∈ 𝐺 onde 𝐺 é a

superfície deĄnida pela equação

𝑅(Ú, Ó) =

√
3

4𝑒θ*sen(
√

3𝜃*)Ú
+ 𝒪(Ú)

onde 𝜃* é a única raiz em
(︁

0, π√
3

⎡

da função 𝑓(𝜃) = 2𝑒3θ cos
(︁√

3𝜃 ⊗ π
3

⎡

⊗ 1. Então as seguintes

aĄrmações são verdadeiras:

1. Se 0 < Ó ⊘ 1, então existe uma quantidade inĄnita enumerável de órbitas periódicas

acumulando-se na órbita homoclínica Γλ,δ (ou seja, ocorre um fenômeno similar à ferra-

dura de Smale).

2. Se Ó > 1 mas suĄcientemente próximo de 1, então uma quantidade inĄnita enumerável

de órbitas periódicas do item acima persistem mas não mais se acumulam na órbita

homoclínica Γλ,δ.

Em trabalhos como [11], de Novaes e Teixeira, o fenômeno de ShilŠnikov já foi tratado para

Sistemas de Filippov, com a diferença que o equilíbrio limite se encontrava na região de des-

continuidade, diferentemente do caso que trabalharemos. Utilizamos também como referências

para esse capítulo os estudos feitos recentemente por Novaes, Ponce e Varão em [10] e o trabalho

de Gouveia et al. em [5].

3.1 O Sistema

Considere o seguinte sistema linear por partes, inspirado no sistema apresentado por Arne-

odo et al. em [1981]:

ẋ =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝐴+x + 𝑏 se 𝑥 ∈ Σ+

𝐴⊗x + 𝑐 se 𝑥 ∈ Σ⊗

(3.1.1)
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3.2 O Fluxo em Σ
+

Fazendo 𝐴+x + 𝑏 = 0, ou seja,

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

0 1 0

0 0 1

⊗Û ⊗1 ⊗Ñ

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

.

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝑥

𝑦

𝑧

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

+

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

0

0

𝑘

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

=

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

0

0

0

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

temos que a solução desse sistema nos dá o ponto em que ocorre a singularidade (sela), que nesse

caso será no ponto 𝑒+ = (𝑘/Û, 0, 0). Temos ainda que os autovalores de 𝐴+ são ⊗𝐿, 𝑅 + 𝑖Ω e

𝑅⊗𝑖Ω cujos autovetores associados são (1, ⊗𝐿, 𝐿2), (1, 𝑅+𝑖Ω, (𝑅+𝑖Ω)2) e (1, 𝑅⊗𝑖Ω, (𝑅⊗𝑖Ω)2),

respectivamente, onde 𝐿 = 2𝑅 + Ú(2Ó ⊗ 1), Ω2 = 1 + 𝑅(4ÚÓ ⊗ 2Ú + 3𝑅) e Ω > 0.

A variedade estável 𝑊 s(𝑒+) está contida na semirreta

ℒ+ =

∮︁

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3; 𝑥 ⊙ 0, 𝑦 = ⊗𝐿𝑥 +

𝑘

1 + 2𝐿𝑅
, 𝑧 = ⊗𝐿𝑦

⨀︀

e fazendo 𝑥 = 0 temos que essa semirreta corta Σ no ponto

𝑚+ = ℒ+ ∩ Σ =

(︃

0,
𝑘

1 + 2𝐿𝑅
,

⊗𝑘𝐿

1 + 2𝐿𝑅

)︃

.

A variedade instável 𝑊 u(𝑒+) está contido no semiplano

𝒫+ =

∮︁

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3; 𝑥 ⊙ 0, (1 + 2𝐿𝑅)𝑥 ⊗ 2𝑅𝑦 + 𝑧 ⊗ 𝑘

𝐿
= 0

⨀︀

e fazendo 𝑥 = 0 temos que esse semiplano intercepta Σ na reta

𝒟+ = 𝒫+ ∩ Σ =

∮︁

(0, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3; 𝑧 =

𝑘

𝐿
+ 2𝑅𝑦

⨀︀

.

Finalmente, o Ćuxo em Σ+ com condição inicial no ponto 𝑝 = (𝑥p, 𝑦p, 𝑧p) é dado por
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∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥+
p (𝑠) = 𝐶1

p𝑒Rs cos(Ω𝑠) + 𝐶2
p𝑒Rssen(Ω𝑠) + 𝐶3

p𝑒⊗Ls + 𝑘/Û

𝑦+
p (𝑠) = (𝐶1

p𝑅 + 𝐶2
pΩ)𝑒Rs cos(Ω𝑠) + (𝐶2

p𝑅 ⊗ 𝐶1
pΩ)𝑒Rssen(Ω𝑠) ⊗ 𝐶3

p𝐿𝑒⊗Ls

𝑧+
p (𝑠) = [𝐶1

p(𝑅2 ⊗ Ω2) + 2𝐶2
pΩ𝑅]𝑒Rs cos(Ω𝑠)

+[𝐶2
p(𝑅2 ⊗ Ω2) ⊗ 2𝐶1

pΩ𝑅]𝑒Rssen(Ω𝑠) + 𝐶3
p𝐿2𝑒⊗Ls

onde 𝐶p = (𝐶1
p , 𝐶2

p , 𝐶3
p)T é obtido através de

𝐶p =
1

(𝐿 + 𝑅)2 + Ω2
𝑀+(𝑝 ⊗ 𝑒+)

e 𝑀+ é a seguinte matriz

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝐿(2𝑅 + 𝐿) 2𝑅 ⊗1

⊗𝐿(𝑅2 + 𝑅𝐿 ⊗ Ω2)
Ω

𝐿2 ⊗ 𝑅2 + Ω2

Ω
𝑅 + 𝐿

Ω

𝑅2 + Ω2 ⊗2𝑅 1

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

.

Se 𝑥p = 0 e 𝑦p > 0, então 𝑒1.𝑝̇ = 𝑥p > 0 onde 𝑒1 = (1, 0, 0) e 𝑝̇ é o valor do campo de vetores

associados ao sistema (3.1.1) no ponto 𝑝. Sendo assim, a órbita Òp que passa por 𝑝 cruza Σ de

Σ⊗ para Σ+.

Como o sistema (3.1.1) é linear em Σ ∪ Σ+ e as variedades invariantes de 𝑒+ interceptam Σ

transversalmente, temos que se 𝑝 /∈ 𝑊 s(𝑒+), existe um 𝑠+
p > 0 tal que 𝑥+

p (𝑠+
p ) = 0 e 𝑥+

p (𝑠) > 0

para 𝑠 ∈ (0, 𝑠+
p ). Dessa maneira, se 𝑥p = 0 e 𝑦p > 0 então podemos deĄnir a semiaplicação de

Poincaré, Π+, como Π+(𝑝) = (0, 𝑦+
p (𝑠+

p ), 𝑧+
p (𝑠+

p )).
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3.3 O Fluxo em Σ
⊗

Fazendo 𝐴⊗x + 𝑐 = 0, ou seja,

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

0 1 0

0 0 1

Ð ⊗1 ⊗Ñ

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

.

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝑥

𝑦

𝑧

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

+

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

0

0

1

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

=

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

0

0

0

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

temos que a solução desse sistema nos dá o ponto em que ocorre a singularidade (sela), que nesse

caso será no ponto 𝑒⊗ = (⊗1/Ð, 0, 0). Os autovalores de 𝐴⊗ são dados por Ú, ⊗ÚÓ+𝑖æ e ⊗ÚÓ⊗𝑖æ

cujos autovetores associados são (1, Ú, Ú2), (1, ⊗ÚÓ+𝑖æ, (⊗ÚÓ+𝑖æ)2) e (1, ⊗ÚÓ⊗𝑖æ, (⊗ÚÓ⊗𝑖æ)2),

respectivamente, onde æ2 = 1 + Ú2Ó(2 ⊗ Ó) e æ > 0.

A variedade instável 𝑊 u(𝑒⊗) está contida na semirreta

ℒ⊗ = ¶(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3; 𝑥 ⊘ 0, 𝑦 = Ú𝑥 +

1
1 + 2Ú2Ó

, 𝑧 = Ú𝑦♢

e fazendo 𝑥 = 0 temos que essa semirreta corta Σ no ponto

𝑚⊗ = ℒ⊗ ∩ Σ =

(︃

0,
1

1 + 2Ú2Ó
,

Ú

1 + 2Ú2Ó

)︃

.

A variedade estável 𝑊 s(𝑒⊗) está contida no semiplano

𝒫⊗ = ¶(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3; 𝑥 ⊘ 0, Ú(1 + 2Ú2Ó)𝑥 + 2Ú2Ó𝑦 + Ú𝑧 + 1 = 0♢

e fazendo 𝑥 = 0 temos que esse semiplano intercepta Σ na reta

𝒟⊗ = 𝒫⊗ ∩ Σ = ¶(0, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3; 𝑧 =

⊗1
Ú

⊗ 2ÚÓ𝑦♢.

Finalmente, o Ćuxo em Σ⊗ com condição inicial em um ponto 𝑝 = (𝑥p, 𝑦p, 𝑧p) é dado por
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⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥⊗
p (𝑠) = 𝐷1

p𝑒⊗λδs cos(æ𝑠) + 𝐷2
p𝑒⊗λδssen(æ𝑠) + 𝐷3

p𝑒λs ⊗ 1/Ð

𝑦⊗
p (𝑠) = (𝐷2

pæ ⊗ 𝐷1
pÚÓ)𝑒⊗λδs cos(æ𝑠) ⊗ (𝐷1

pæ ⊗ 𝐷2
pÚÓ)𝑒⊗λδssen(æ𝑠) + 𝐷3

pÚ𝑒λs

𝑧⊗
p (𝑠) = [𝐷1

p(Ú2Ó2 ⊗ æ2) ⊗ 2𝐷2
pÚÓæ]𝑒⊗λδs cos(æ𝑠)+

[𝐷2
p(Ú2Ó2 ⊗ æ2) + 2𝐷1

pÚÓæ]𝑒⊗λδssen(æ𝑠) + 𝐷3
pÚ2𝑒λs

onde 𝐷p = (𝐷1
p, 𝐷2

p, 𝐷3
p)T é obtido através de

𝐷p =
1

Ú2(1 + Ó)2 + æ2
𝑀⊗(𝑝 ⊗ 𝑒⊗)

e 𝑀⊗ é a seguinte matriz
∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

Ú2(1 + 2Ó) ⊗2ÚÓ ⊗1

Ú(Ú2Ó + Ú2Ó2 ⊗ æ2)
æ

Ú2 ⊗ Ú2Ó2 + æ2

æ
⊗Ú(1 + Ó)

æ

Ú2Ó2 + æ2 2ÚÓ 1

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

.

Se 𝑥p = 0 e 𝑦p < 0, então 𝑒1.𝑝̇ = 𝑥p < 0 onde 𝑒1 = (1, 0, 0) e 𝑝̇ é o valor do campo de vetores

associados ao sistema (3.1.1) no ponto 𝑝. Sendo assim, a órbita Òp que passa por 𝑝 cruza Σ de

Σ+ para Σ⊗.

Como o sistema (3.1.1) é linear em Σ ∪ Σ⊗ e as variedades invariantes de 𝑒⊗ interceptam Σ

transversalmente, temos que se 𝑝 /∈ 𝑊 s(𝑒⊗), existe um 𝑠⊗
p > 0 tal que 𝑥⊗

p (𝑠⊗
p ) = 0 e 𝑥⊗

p (𝑠) < 0

para 𝑠 ∈ (0, 𝑠⊗
p ). Dessa maneira, se 𝑥p = 0 e 𝑦p < 0 então podemos deĄnir a semiaplicação de

Poincaré Π⊗ como Π⊗(𝑝) = (0, 𝑦⊗
p (𝑠⊗

p ), 𝑧⊗
p (𝑠⊗

p )).

3.4 O Fluxo em Σ

Como 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥, segue que ∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 0, 0). Então
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𝑋𝑓(x) = ∇𝑓(x).𝑋(x) = 𝑦

𝑌 𝑓(x) = ∇𝑓(x).𝑌 (x) = 𝑦,

onde 𝑋(x) = 𝐴+x + 𝑏 e 𝑌 (x) = 𝐴⊗x + 𝑐.

As tangências dos dois campos de vetores em Σ coincidem, e ocorrem no eixo 𝑧. Assim, a

região formada por

Σ∖¶(𝑥, 𝑦, 𝑧); 𝑥 = 𝑦 = 0♢

é a região de costura pois

𝑋𝑓(𝑝).𝑌 𝑓(𝑝) = 𝑦2 > 0

para cada 𝑝 ∈ Σ∖¶(𝑥, 𝑦, 𝑧); 𝑥 = 𝑦 = 0♢. Concluímos também que não existe nenhuma região de

deslize nesse caso.

Observação 3.4.1. Os sistemas de Filippov 𝑍 = (𝑋, 𝑌 )f que satisfazem

𝑋𝑓(x) = 𝑌 𝑓(x)

para todo x ∈ Σ, como no nosso caso, são chamados de Sistemas Refrativos.

Na próxima seção trabalharemos para dar condições sobre os parâmetros para a existência

do loop homoclínico.

3.5 A Existência de Órbita Homoclínica

Nessa seção chegaremos ao resultado que nos dá condições sobre os parâmetros para a

existência do loop homoclínico. Observe que procuramos uma órbita homoclínica que cortará

Σ nos pontos 𝑚⊗ e Π+(𝑚⊗). Sendo assim, o que faremos é dar condições para que a órbita que

passa através de 𝑚⊗ retornar de forma à chegar a variedade estável de 𝑒⊗ e assim ŞfecharŤ a

órbita homoclínica.

Vamos então analisar a variedade estável 𝑊 s(𝑒⊗) que sabemos estar contida em

𝒫⊗ = ¶(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3; 𝑥 ⊘ 0, Ú(1 + 2Ú2Ó)𝑥 + 2Ú2Ó𝑦 + Ú𝑧 + 1 = 0♢.

Lembremos que como vimos na seção anterior, as tangências dos campos 𝑋 e 𝑌 coincidem

sempre e são formadas pelo eixo 𝑧, portanto a variedade estável de 𝑒⊗ contém uma órbita
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⋃︁

𝑥⊗
q (⊗𝑠) =

1
𝑎

[︃

𝑒sδλ cos(æ𝑠) ⊗ ÚÓ

æ
𝑒sδλsen(æ𝑠) ⊗ 1

⟨

,

𝑦⊗
q (⊗𝑠) =

1
æÚ

𝑒sδλsen(æ𝑠)

𝑧⊗
q (⊗𝑠) =

1
Ú

𝑒sδλ cos(æ𝑠) ⊗ Ó

æ
𝑒sδλsen(æ𝑠)

No próximo resultado (ver [8]) apresentamos uma aproximação para o tempo de viagem

𝑠⊗
Π⊗1

⊗
(q)

do ponto Π⊗1
⊗ (𝑞) até 𝑞 e da segunda coordenada do ponto Π⊗1

⊗ (𝑞).

Lema 3.5.1. Se Ú > 0 é suĄcientemente pequeno e Ó ∈ (0, 1.3] então o tempo de viagem 𝑠Π⊗1

⊗
(q)

da órbita que passa por Π⊗1
⊗ (𝑞) desse ponto até 𝑞 satisfaz:

𝑠Π⊗1

⊗
(q) = 2Þ ⊗ 2

√
ÞÓÚ +

2
3

(ÞÓÚ)
3

2 + 𝒪(Ú2).

Mais ainda, a segunda coordenada do ponto Π⊗1
⊗ (𝑞) é

𝑦⊗
q (⊗𝑠Π⊗1

⊗
(q)) = ⊗2

√︃

ÞÓ

Ú
⊗ 2ÞÓ

√
ÞÓÚ + 𝒪(Ú).

Demonstração: A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [8].

Observação 3.5.2. Se compararmos o sistema estudado em [8] por Llibre et al. com o sistema

(3.1.1) podemos observar que Ązemos modiĄcações apenas no campo que está em Σ+, portanto

todos os resultados lá feitos para o campo em Σ⊗ podem aqui ser utilizados diretamente sem

necessidade de uma nova demonstração como no caso do lema anterior.

Agora, denote por 𝒫*
+ o plano paralelo a 𝒫+ e que passa por 𝑚⊗, ou seja,

𝒫*
+ =

∮︁

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3; 𝑥 ⊙ 0, (1 + 2𝐿𝑅)𝑥 ⊗ 2𝑅𝑦 + 𝑧 ⊗ Ú ⊗ 2𝑅

1 + 2Ú2Ó
= 0

⨀︀

.

Seja 𝒟*
+ a interseção de 𝒫*

+ com Σ e seja ℬ a região do semiplano ¶(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3; 𝑥 = 0, 𝑦 < 0♢

limitada pelas retas 𝒟*
+ e 𝒟+. Devido ao comportamento espiral do Ćuxo, somado ao fato de

𝒫+ conter uma variedade invariante de 𝑋, segue que Π+(𝑚⊗) ∈ ℬ.
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Pelo Lema 3.5.1, temos

𝑦* = ⊗2

√︃

ÞÓ

Ú
⊗ 2ÞÓ

√
ÞÓÚ + 𝒪(Ú).

Logo ♣𝑦*♣> 2

√︃

ÞÓ

Ú
e assim,

‖𝑞 ⊗ Π⊗1
⊗ (𝑞)‖> 2

√︃

ÞÓ

Ú

√
1 + 4Ú2Ó2.

Por outro lado,

‖𝑞 ⊗ 𝑞∘‖=

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

(︃

0,
⊗𝐿 ⊗ 𝑘Ú

𝐿Ú(2𝑅 + 2ÚÓ)
,
2ÚÓ(⊗𝐿 ⊗ 𝑘Ú)
𝐿Ú(2𝑅 + 2ÚÓ)

)︃⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

=

⎯

⎸

⎸

⎷

(𝐿 + 𝑘Ú)2

[𝐿Ú(2𝑅 + 2ÚÓ)]2
+

4Ú2Ó2(𝐿 + 𝑘Ú)2

[𝐿Ú(2𝑅 + 2ÚÓ)]2

=

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝐿 + 𝑘Ú

𝐿Ú(2𝑅 + 2ÓÚ)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

√
1 + 4Ú2Ó2.

Como 𝑘 ⊙ 1 então 𝐿+𝑘Ú ⊙ 0 e logo
𝐿 + 𝑘Ú

𝐿Ú(2𝑅 + 2ÚÓ)
⊙ 0. Assim, para termos a desigualdade

procurada, basta termos
𝐿 + 𝑘Ú

𝐿Ú(2𝑅 + 2ÚÓ)
< 2

√︃

ÞÓ

Ú
.

Portanto,

𝐿 + 𝑘Ú

𝐿Ú(2𝑅 + 2ÚÓ)
< 2

√︃

ÞÓ

Ú
⇔ 𝐿 + 𝑘Ú < (2𝑅 + 2ÚÓ ⊗ Ú)(2𝑅 + 2ÚÓ).2

√
ÞÓÚ.

Desenvolvendo essa inequação, chegamos que 𝑎𝑅2 + 𝑏𝑅 + 𝑐 > 0 onde

𝑎 =8
√

ÞÓÚ > 0

𝑏 =16ÚÓ
√

ÞÓÚ ⊗ 4Ú
√

ÞÓÚ ⊗ 2

𝑐 =8Ú2Ó2
√

ÞÓÚ ⊗ 4ÓÚ2
√

ÞÓÚ ⊗ 2ÚÓ + Ú ⊗ 𝑘Ú.

Como Ú é suĄcientemente pequeno, fazemos a expansão das raízes de 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = 0 em séries

de potência e assim temos

𝑅1 =

(︃

1
2

⊗ 𝑘

2
⊗ Ó

)︃

Ú + 𝒪(Ú
5

2 ) e 𝑅2 =
1

4
√

ÞÓÚ

(︃

𝑘

2
⊗ Ó

)︃

Ú + 𝒪(Ú
5

2 ).

Observe que
1
2

⊗ 𝑘

2
⊗ Ó < 0 pois 𝑘 ⊙ 1, logo, 𝑅1 < 0. Daí, como 𝑅1 é próximo de zero, 𝑎 > 0,

𝑅2 > 𝑅1 e procuramos 𝑅 > 0 tal que 𝑎𝑅2 + 𝑏𝑅 + 𝑐 > 0, segue que 𝑅 > 𝑅2, ou seja,

𝑅 >
1

4
√

ÞÓÚ

(︃

𝑘

2
⊗ Ó

)︃

Ú + 𝒪(Ú
5

2 ),

e provamos o resultado.
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Observação 3.5.4. Nesse capítulo, esse é o primeiro resultado inédito, apesar de inspirado

em um lema feito por Llibre et al. em [8].Originalmente, os autores também construíram uma

restrição para 𝑅 nessas mesmas condições, porém essa restrição é diferente da nossa já que aqui

temos o parâmetro 𝑘 a mais.

Usando o resultado desse lema, vamos descrever 𝑅 através dos já conhecidos parâmetros Ú

e Ó e de um novo parâmetro 𝑎, da seguinte maneira:

𝑅 =
1

𝐵Ú
+ 𝑎Ú

onde 𝐵 = 4
√

3
3

𝑒θ*

sen(
√

3𝜃*) e 𝜃* é a única raiz de 𝑓(𝜃) = 2𝑒3θ cos(
√

3𝜃 ⊗ Þ/3) ⊗ 1 em (0, Þ/
√

3).

Essa escolha para 𝐵 será justiĄcada adiante nas demonstrações. Observe que também usamos

o fato de Ú ser suĄcientemente pequeno para garantir que
1
Ú

>
1√
Ú

.

A ideia agora será expandir Π+(𝑚⊗) em séries de potência de Ú a Ąm de encontrar valores

para 𝑎 para os quais Π+(𝑚⊗) pertença a ℬ1 ou ℬ2. Entretanto, é necessário começarmos com

a seguinte estimativa:

Lema 3.5.5. Se Ú > 0 é suĄcientemente pequeno, Ó ∈ (0, 1.3], 𝑘 ⊙ 1 e 𝑅 =
1

𝐵Ú
+ 𝑎Ú, então o

tempo de viagem 𝑠+
m⊗

satisfaz

𝑠+
m⊗

<

√
3Þ𝐵Ú

3
+ 𝒪(Ú3).

Demonstração: Comecemos observando que

𝑚+ =

(︃

0,
𝑘

1 + 2𝐿𝑅
,

⊗𝑘𝐿

1 + 2𝐿𝑅

)︃

=

(︃

0,
𝑘𝐿

(1 + 2𝐿𝑅)𝐿
,

⊗𝑘𝐿2

(1 + 2𝐿𝑅)𝐿

)︃

=

(︃

0,
𝑘𝐿

Û
,
⊗𝑘𝐿2

Û

)︃

=

(︃

𝑘

Û
, 0, 0

)︃

⊗ 𝑘

Û

(︁

1, ⊗𝐿, 𝐿2
⎡

= 𝑒+ + à1(1, ⊗𝐿, 𝐿2),

onde à1 = ⊗ k
µ

e lembrando que 𝑒+ =
(︁

k
µ
, 0, 0

⎡

.

Seja 𝑚*
+ = ℒ+ ∩ 𝒫*

+. Utilizando as equações de ℒ+ e 𝒫*
+ chegamos que

𝑚*
+ =

(︃

1
1 + 4𝑅𝐿 + 𝐿2

(︃

Ú ⊗ 2𝑅

1 + 2Ú2Ó
+

𝑘(2𝑅 + 𝐿)
1 + 2𝑅𝐿

)︃

,

1
1 + 4𝑅𝐿 + 𝐿2

(︃

Ú ⊗ 2𝑅

1 + 2Ú2Ó
⊗ 𝑘

𝐿

)︃

,

1
1 + 4𝑅𝐿 + 𝐿2

(︃

Ú ⊗ 2𝑅

1 + 2Ú2Ó
⊗ 𝑘

𝐿

)︃

+
𝑘

(1 + 2𝑅𝐿)𝐿

)︃

que pode ser reescrito como

𝑚*
+ = 𝑒+ + à0(1, ⊗𝐿, 𝐿2)
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onde à0 =
1

1 + 4𝑅𝐿 + 𝐿2

(︃

Ú ⊗ 2𝑅

1 + 2Ú2Ó
⊗ 𝑘

𝐿

)︃

e 𝑒+ ⊗
(︁

k
µ
, 0, 0

⎡

.

Se expandirmos à1 e à0 através de séries de potência em Ú temos:

à1 = ⊗ 𝑘𝐵

8
Ú3 + 𝒪(Ú5) < 0

à0 = ⊗ 𝐵

6
Ú + 𝒪(Ú3) < 0

Dessas aproximações, podemos concluir que ♣à1♣< ♣à0♣, ou seja, a 1ª coordenada de 𝑚*
+ é

menor que a 1ª coordenada de 𝑚+, logo 𝑚*
+ ∈ Σ⊗.

Nesse momento, vamos assumir que o sistema ẋ = 𝐴+x + (0, 0, 𝑘) está deĄnido em todo

R
3. Calculamos a órbita que passa por 𝑚*

+ e depois igualamos as coordenadas encontradas às

coordenadas de 𝑚+ para encontrarmos o tempo de viagem de 𝑚*
+ à 𝑚+ que deverá satisfazer

𝑒LsLà0 = à1. Portanto,

𝑠L = ⊗ 1
𝐿

ln
⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

à1

à0

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

= 𝒪(Ú ln Ú),

lembrando que 𝑅 =
1

𝐵Ú
+ 𝑎Ú, e daí 𝐿 = 2𝑅 + Ú(2Ó ⊗ 1) = 𝒪(Ú⊗1).

Vamos agora mostrar que 𝑠+
m⊗

< π
Ω

. Para isso, suponha que 𝑠+
m⊗

⊙ π
Ω

. Como π
Ω

> 0 então
π
Ω

∈ (0, 𝑠+
m⊗

) e daí x+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡

∈ Σ+. AĄrmamos que x+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡

pertence ao plano gerado por ℒ+

e 𝑚⊗. De fato, tal plano, que chamaremos de 𝒫ℒ+,m⊗
, tem equação dada por

(︃

𝐿(𝐿 + Ú)
1 + 2ÓÚ2

)︃

𝑥 +

(︃

𝐿𝑘

1 + 2𝑅𝐿
+

Ú

1 + 2ÓÚ2

)︃

𝑦 +

(︃

𝑘

2𝑅𝐿
⊗ 1

1 + 2ÓÚ2

)︃

𝑧 ⊗ 𝑘(𝐿 + Ú)
(1 + 2ÓÚ2)(1 + 2𝑅𝐿)

= 0

e o ponto x+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡

=
(︁

𝑥+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡

, 𝑦+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡

, 𝑧+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡⎡

∈ 𝒫ℒ+,m⊗
.

Agora, considere o segmento que liga x+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡

e 𝑚⊗. Observe que x+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡

deve pertencer

ao semiplano determinado por ℒ+ distinto daquele ao qual 𝑚⊗ pertence pois há uma variedade

invariante contida em ℒ+. Assim, o segmento que liga x+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡

e 𝑚⊗ intercepta ℒ+ em um

ponto que será chamado de 𝑚̃. Como 𝑚⊗ e x+
m⊗

(︁

π
Ω

⎡

pertencem a Σ+, segue que

𝑚̃ ∈ Σ+. (3.5.1)

Por outro lado, como Ω =
√︁

1 + 𝑅(4ÓÚ ⊗ 2Ú + 3𝑅) e 𝑅 = 1
Bλ

+ 𝑎Ú temos que

Ω =

√
3

𝐵Ú
+ 𝒪(Ú) e

Þ

Ω
= 𝒪(Ú).

Para Ú suĄcientemente pequeno, segue que ♣Ú♣< ♣Ú ln Ú♣ e portanto π
Ω

< 𝑠L.
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Observe que 𝑚*
+ é a projeção de 𝑚⊗ sobre ℒ+ se seguirmos de forma paralela ao plano em

que está contida a variedade instável. De fato, se considerarmos o plano 𝒫ℒ+,m⊗
e olharmos

para sua interseção com 𝒫+, temos uma reta cujo vetor diretor é dado por

(1, 𝑝2, 𝑝3)

onde

𝑝2 =
(1 + 2𝑅𝐿)[1 + 𝐿2 + 𝐿(2𝑅 + Ú) ⊗ 𝑘(1 + 2ÓÚ2)]

(1 + 2𝑅𝐿)(2𝑅 ⊗ Ú) ⊗ 𝑘(𝐿 + 2𝑅)(1 + 2ÓÚ2)

𝑝3 =
(1 + 2𝑅𝐿)[2𝐿2𝑅 + Ú + 4𝑅𝐿Ú + 𝑘(𝐿 + 2𝐿Ú2Ó)]

(1 + 2𝑅𝐿)(2𝑅 ⊗ Ú) ⊗ 𝑘(𝐿 + 2𝑅)(1 + 2ÓÚ2)
.

Calculando agora a reta que tem esse vetor como diretor e que passa por 𝑚⊗ podemos

veriĄcar que 𝑚*
+ pertence a essa reta o que mostra que 𝑚*

+ é a projeção de 𝑚⊗ sobre ℒ+ se

seguirmos de forma paralela ao plano em que está contida a variedade instável.

Seja 𝑚**
+ essa mesma projeção mas referente ao ponto x+

m⊗
( π

Ω
). A órbita que liga 𝑚⊗ e

x+
m⊗

( π
Ω

) é projetada em ℒ+ em um segmento de reta, que chamaremos de 𝑆ℒ+
e cujas extremi-

dades são 𝑚*
+ e 𝑚**

+ .

Como 𝑚*
+ ∈ Σ⊗ ∪ Σ e 𝑠L é o tempo levado para irmos de 𝑚*

+ até 𝑚+ e como π
Ω

< 𝑠L segue

que 𝑆ℒ+
⊆ Σ⊗ já que os extremos são as projeções de 𝑚⊗ e x+

m⊗
( π

Ω
). Como 𝑚̃ ∈ 𝑆ℒ+

segue que

𝑚̃ ∈ Σ⊗ (3.5.2)

Comparando (3.5.1) e (3.5.2) chegamos a uma contradição e logo

𝑠+
m⊗

<
Þ

Ω
=

𝐵ÞÚ√
3

+ 𝒪(Ú3).

Utilizando esse lema, temos a seguinte proposição:

Proposição 3.5.6. Se Ú > 0 é suĄcientemente pequeno, Ó ∈ (0, 1.3], 𝑘 ⊙ 1 e 𝑅 =
1

𝐵Ú
+ 𝑎Ú, o

tempo de viagem 𝑠+
m⊗

de 𝑚⊗ até Π+(𝑚⊗) é dado por

𝑠+
m⊗

= 𝜃*𝐵Ú + 𝒪(Ú3).
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Mais ainda, as coordenadas do ponto Π+(𝑚⊗) são
∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) = 0

𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) = e⊗2θ*

3
+ 2

3
cos(

√
3𝜃*) + 𝒪(Ú2)

𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) = ⊗ 1
λ

+ (⊗𝑎𝐵 + Ó𝑚1 + 𝑚2)Ú + 𝒪(Ú2)

onde 𝑚1 = 1
9
(9 ⊗ 3

√
3 cot(

√
3𝜃*) + 3

√
3𝑒⊗3θ*

csc(
√

3𝜃*) + 8
√

3𝑒θ*

(𝜃* ⊗ 1)sen(
√

3𝜃*)) e 𝑚2 =
1
27

𝑒⊗θ*

(27𝑒2θ*

cos(
√

3𝜃*) ⊗ sen(
√

3𝜃*)(
√︁

(3)(⊗2 + 6𝑘 + 3𝑒2θ*

(⊗7 + 4𝜃*)) + 2𝑒3θ*

(
√

3(1 ⊗ 3𝑘 +

6𝜃*) cos(
√

3𝜃*) + 3(3 ⊗ 3𝑘 + 2𝜃*)sen(
√

3𝜃*)))).

Demonstração: Como 𝑅 = 1
Bλ

+ 𝑎Ú e 𝐿 = 2𝑅 + 2ÓÚ ⊗ Ú temos

𝐿 =
2

𝐵Ú
+ Ú(2𝑎 ⊗ 2Ó ⊗ 1) e Ω =

√
3

𝐵Ú
+

√
3

6
(𝐵 ⊗ 2 + 4Ó ⊗ 6𝑎)Ú + 𝒪(Ú2).

Dessa forma, 𝑅𝑠 = s
Bλ

+ 𝑎𝑠Ú e 𝐿𝑠 = 2s
Bλ

+ (2𝑎 + 2Ó ⊗ 1)Ú𝑠, daí para 𝑠 < 𝑠m⊗
= 𝒪(Ú) temos

𝑒Rs = 𝑒
s

Bλ (1 + 𝑎𝑠Ú) + 𝒪(Ú2𝑠2) e 𝑒⊗Ls = 𝑒
⊗2s
Bλ [1 + Ú𝑠(1 ⊗ 2𝑎 ⊗ 2Ó)] + 𝒪(Ú2𝑠2)

Mais ainda, sabendo que Ω𝑠 =
√

3s
Bλ

+
√

3
6

(𝐵 ⊗ 2 + 4Ó + 6𝑎)Ú𝑠 + 𝒪(Ú2𝑠) temos

cos(Ω𝑠) = cos

(︃√
3𝑠

𝐵Ú

)︃

⊗
√

3
6

(𝐵 ⊗ 2 + 4Ó + 6𝑎)sen

(︃√
3𝑠

𝐵Ú

)︃

Ú𝑠 + 𝒪(Ú3)

e

sen(Ω𝑠) = sen

(︃√
3𝑠

𝐵Ú

)︃

+

√
3

6
(𝐵 ⊗ 2 + 4Ó + 6𝑎) cos

(︃√
3𝑠

𝐵Ú

)︃

Ú𝑠 + 𝒪(Ú3)

Substituindo agora essas aproximações que Ązemos na primeira coordenada da solução que

passa por 𝑚⊗ e usando que

𝐶1
m⊗

=
𝐵Ú

6
+ 𝒪(Ú2),

𝐶1
m⊗

=

√
3𝐵Ú

6
+ 𝒪(Ú2),

𝐶1
m⊗

= ⊗ 𝐵Ú

6
+ 𝒪(Ú3),

𝑘

Û
=𝒪(Ú3),
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temos

𝑥+
m⊗

(𝑠) = 𝐶1
m⊗

𝑒Rs cos(Ω𝑠) + 𝐶2
m⊗

𝑒Rssen(Ω𝑠) + 𝐶3
m⊗

𝑒⊗Ls +
𝑘

Û
.

Lembrando que 𝑠 = 𝒪(Ú) temos que

𝑥+
m⊗

=
𝐵Ú

6

[︃

𝑒
s

Bλ cos

(︃√
3𝑠

𝐵Ú

)︃

+
√

3𝑒
s

Bλ sen

(︃√
3𝑠

𝐵Ú

)︃

⊗ 𝑒⊗ ⊗2s
Bλ

⟨

+ 𝒪(Ú3).

Como consideremos 𝜃* a única raiz de 𝑓(𝜃) = 𝑒⊗2θ𝑓(𝜃) = 𝑒θ cos(
√

3𝜃)+
√

3𝑒θsen(
√

3𝜃)⊗𝑒⊗2θ

em (0, Þ/
√

3), temos então que uma boa aproximação para 𝑠+
m⊗

é dada por

𝑠+
m⊗

= 𝜃*𝐵Ú.

Vamos assim, veriĄcar a qualidade dessa aproximação. Pelo teorema do valor médio, temos

que

𝑠+
m⊗

⊗ 𝑠+
m⊗

=
𝑥+

m⊗
(𝑠+

m⊗
) ⊗ 𝑥+

m⊗
(𝑠+

m⊗
)

𝑦+
m⊗

(Ý)
,

onde Ý percorre o intervalo de 𝑠+
m⊗

à 𝑠+
m⊗

.

Observe que

𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) =
𝑒⊗2θ*

3
+

2
3

cos(
√

3𝜃*) + 𝒪(Ú2),

assim, enquanto Ú varia em Ý, o que se modiĄca é o termo de ordem Ú2. Portanto o valor de

𝑦+
m⊗

(Ý) tende a
𝑒⊗2θ*

3
+

2
3

cos(
√

3𝜃*) quando Ú ⊗⊃ 0. Logo, a ordem do erro de 𝑠+
m⊗

⊗ 𝑠+
m⊗

é o

mesmo de 𝑥+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) ⊗ 𝑥+
m⊗

(𝑠+
m⊗

), portanto,

𝑠+
m⊗

= 𝑠+
m⊗

+ 𝒪(Ú3).

Para a última coordenada de Π+(𝑚⊗) temos a seguinte aproximação

𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) = ⊗ 1
Ú

+ (⊗𝑎𝐵 + Ó𝑚1 + 𝑚2)Ú + 𝒪(Ú2)

onde

𝑚1 =
1
9

(9 ⊗ 3
√

3 cot(
√

3𝜃*) + 3
√

3𝑒⊗3θ*

csc(
√

3𝜃*) + 8
√

3𝑒θ*

(𝜃* ⊗ 1)sen(
√

3𝜃*))

𝑚2 =
1
27

𝑒⊗θ*

(27𝑒2θ*

cos(
√

3𝜃*) ⊗ sen(
√

3𝜃*)(
√︁

(3)(⊗2 + 6𝑘 + 3𝑒2θ*

(⊗7 + 4𝜃*))

+ 2𝑒3θ*

(
√

3(1 ⊗ 3𝑘 + 6𝜃*) cos(
√

3𝜃*) + 3(3 ⊗ 3𝑘 + 2𝜃*)sen(
√

3𝜃*)))).
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Temos ainda que

𝑑𝑦+
m⊗

𝑑𝑠

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

s=s+
m

⊗

= 𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) = 𝒪(Ú⊗1)

𝑑𝑧+
m⊗

𝑑𝑠

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

s=s+
m

⊗

= ⊗Û𝑥+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) ⊗ 𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) ⊗ Ñ𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝑘 = 𝒪(Ú0)

Sendo assim, quando 𝑠+
m⊗

= 𝑠+
m⊗

+𝒪(Ú3), segue do teorema do valor médio que 𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) =

𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝒪(Ú2) e 𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) = 𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝒪(Ú3).

Por Ąm, chegamos ao resultado principal da seção.

Teorema 3.5.7. Suponha 𝑘 ⊙ 1. No espaço de parâmetros (Ú, Ó, 𝑅) existe uma superfície

contínua 𝐺 de dimensão dois tal que, se (Ú, Ó, 𝑅) ∈ 𝐺, o sistema (3.1.1) tem uma órbita

homoclínica Γλ,δ com equilíbrio limite em 𝑒⊗. Mais ainda, se Ú > 0 é suĄcientemente pequeno

e Ó ∈ (0, 1.3] a superfície 𝐺 pode ser deĄnida pela equação

𝑅(Ú, Ó) =

√
3

4𝑒θ*sen(
√

3𝜃*)Ú
+ 𝒪(Ú)

onde 𝜃* é a única raiz em
(︁

0, π√
3

⎡

da função 𝑓(𝜃) = 2𝑒3θ cos
(︁√

3𝜃 ⊗ π
3

⎡

⊗ 1.

Demonstração: Da Proposição 3.5.6, segue que

2ÚÓ𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) =

(︃

𝑒⊗2θ*

3
+

2
3

cos(
√

3𝜃*)

)︃

+
⎤

⊗ 1
Ú

+ (⊗𝑎𝐵 + Ó𝑚1 + 𝑚2)Ú
⎣

+ 𝒪(Ú2)

= ⊗ 1
Ú

+

[︃

⊗𝑎𝐵 + Ó𝑚1 + 𝑚2 +
2Ó𝑒⊗2θ*

3
+

4Ó

3
cos(

√
3𝜃*)

⟨

Ú + 𝒪(Ú2)

Considere

𝑎* =
Ó𝑚1 + 𝑚2 +

2Ó𝑒⊗2θ*

3
+

4Ó

3
cos(

√
3𝜃*)

𝐵

e Ú suĄcientemente pequeno. Assim:

• Se 𝑎1 < 𝑎* então

𝑅1 =
1

𝐵Ú
+ 𝑎1Ú.

Disso temos Π+(𝑚⊗) ∈ ℬ1.

• Se 𝑎2 > 𝑎* então

𝑅2 =
1

𝐵Ú
+ 𝑎2Ú.

Disso temos Π+(𝑚⊗) ∈ ℬ2.
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Assim, pelo teorema da continuidade das soluções de um sistema diferencial com respeito

às condições iniciais e parâmetros, conclui-se que para Ú suĄcientemente pequeno e Ó ∈ (0, 1.3],

existe um valor de parâmetro 𝑅 = 𝑅(Ú, Ó) entre 𝑅1 e 𝑅2 para o qual o sistema inicial tem órbita

homoclínica Γλ,δ cujo equilíbrio limite é 𝑒⊗. Logo,

𝑅(Ú, Ó) =

√
3

4𝑒θ*sen(
√

3𝜃*)
1
Ú

+ 𝒪(Ú),

o que completa a prova do teorema.

3.6 A Existência de Ferraduras

3.6.1 Ferradura de Smale

Nesta subseção apresentaremos brevemente a construção para a ferradura de Smale que

na próxima subseção garantiremos que ocorre para o sistema 3.1.1 sob algumas hipóteses.

Utilizamos como principais referências para essa seção [2] e [12].

Para começar, seja 𝑆 = [0, 1] × [0, 1], 𝑓 : 𝑆 ⊃ 𝑆 e considere os conjuntos 𝐻j e 𝑉j, 𝑗 = 1, 2

como na seguinte Ągura:

H1

H2

V1
V2

Figura 3.4: 𝐻j e 𝑉j em 𝑆.

Vamos descrever geometricamente a ação de 𝑓 sobre 𝑆 e vamos assumir que 𝑓(𝐻j) = 𝑉j,

𝑆 ∩ 𝑓⊗1(𝑆) = 𝐻1 ∪ 𝐻2 e se 𝑝 ∈ 𝐻1 ∪ 𝐻2,

𝐷𝑓(𝑝) =

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝑎p 0

0 𝑏p

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

com ♣𝑎p♣= 𝑎 < 1
2

e ♣𝑏p♣= 𝑏 > 2.
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Considere agora 𝑁 = 𝑆 ∪ 𝐴 ∪ 𝐵 como na seguinte Ągura

H1

H2

V1
V2

H0

G

H3

A

B

B

A

Figura 3.5: 𝑁 = 𝑆 ∪ 𝐴 ∪ 𝐵.

Vamos estender 𝑓 para 𝑁 de maneira que 𝑓(𝐺) ⊆ ℬ de modo que a imagem de 𝐺 Ąque

colada entre o topo de 𝑉1 e o topo de 𝑉2. Vamos supor ainda que isto será feito de modo que
⧹︃

⧹︃

⧹︃

∂f
∂x

(𝑞)
⧹︃

⧹︃

⧹︃ = 𝑎, para todo 𝑞 ∈ 𝐺.

Considere ainda que a imagem de 𝐻0 ∪ 𝐻3 Ącará contida em 𝐴, 𝑓(𝐴) ⊆ 𝐴 com 𝑓 uma

contração em 𝐴. Dessa forma, existe 𝑝0 ∈ 𝐴 que é ponto Ąxo de 𝑓 .E mais, vamos supor que

𝑓(𝐵) ⊆ 𝐴. Dessa maneira, deĄnimos 𝑓 : R2 ⊃ R
2 supondo que qualquer ponto fora de 𝑁 entra

em 𝑁 na primeira iteração. Por Ąm, consideramos 𝑓 : S2 ⊃ S
2 supondo que 𝑝∞ é um ponto

Ąxo repulsor.

H1

H2

V1
V2

H0

G

H3

A

B

B

A

Figura 3.6: A aplicação 𝑓 em 𝑆.

Na prática, o que fazemos é esticar 𝑁 verticalmente, comprimi-lo horizontalmente de ma-

neira que ao Şentortá-loŤ consigamos encaixar 𝐻j em 𝑉j, para 𝑗 = 1, 2. A Ągura formada nessa
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transformação assemelha-se a uma ferradura da onde vem o nome dado por Smale.

Agora que sabemos calcular 𝑓(𝑁) podemos calcular 𝑓 2(𝑁) e assim chegamos a seguinte

imagem

Figura 3.7: A aplicação 𝑓 em 𝑓(𝑆).

Após 𝑛 iterações podemos chegar as seguintes conclusões:

• 𝑓(𝑆) é a união de duas faixas verticais de largura 𝑎;

• 𝑓 2(𝑆) é a união de quatro faixas verticais de largura 𝑎2;

• dessa forma obteremos que, 𝑓n(𝑆) é a união de 2n faixas verticais de largura 𝑎n.

Sendo assim, podemos concluir que o conjunto ∩j∈N𝑓 j(𝑆) pode ser descrito como

∩j∈N𝑓 j(𝑆) = 𝐶1 × [0, 1]

onde 𝐶1 é um conjunto de Cantor.

De maneira análoga, podemos repetir toda essa construção para 𝑓⊗1 e formar uma ferradura

ŞdeitadaŤ de maneira que

• 𝑓⊗1(𝑆) é a união de duas faixas horizontais de altura 1
b
;

• 𝑓⊗2(𝑆) é a união de quatro faixas horizontais de altura 1
b2 ;

• dessa forma obteremos que, 𝑓⊗n(𝑆) é a união de 2n faixas horizontais de altura 1
bn .
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Portanto

∩j∈N𝑓⊗j(𝑆) = [0, 1] × 𝐶2

onde 𝐶2 é um conjunto de Cantor.

Dessa forma,

𝛬 = ∩j∈Z𝑓 j(𝑆) = 𝐶1 × 𝐶2,

o produto de dois conjuntos de Cantor.

A seguir apresentamos o exemplo do caso ∩2
j=⊗2𝑓

j(𝑆), representados pelos quadrados ama-

relos.

Figura 3.8: Representação do conjunto ∩2
j=⊗2𝑓

j(𝑆).

Como 𝛬 é um conjunto invariante segue que

𝑓 ♣Λ: 𝛬 ⊃ 𝛬

deĄne uma dinâmica que não parece muito simples já que está deĄnida em um produto de

conjuntos de Cantor.

Vamos agora falar um pouco sobre Dinâmica simbólica. Considere Σ2 o conjunto de todas

as sequências bi-inĄnitas em ¶0, 1♢ e deĄna à : Σ2 ⊃ Σ2 por à(𝑎j)j∈Z = (𝑎j+1)j∈Z.

Dadas 𝑠, 𝑡 ∈ Σ2, a distância entre 𝑠 e 𝑡 é dada por

𝑑(𝑠, 𝑡) =
∞
∑︁

j=⊗∞

Ó(𝑠j, 𝑡j)
4♣j♣

que induz uma métrica em Σ2. Sendo assim faz sentido falarmos em proximidade e vizinhança

dos elementos de Σ2.
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É possível mostrar que existe uma sequência 𝑡 ∈ Σ2, a saber:

𝑡 = (...0110111001011101111000100110101011110011011111...)

cuja órbita por à é densa em Σ2, ou seja, essa órbita pode se aproximar arbitrariamente de

qualquer elemento de Σ2. O traço abaixo do termo signiĄca a posição zero na sequência que é

importante ser conhecida já que à é o que chamamos de um ŞshiftŤ.

Teorema 3.6.1. 𝑓 ♣Λ: 𝛬 ⊃ 𝛬 é topologicamente conjugada à à : Σ2 ⊃ Σ2.

Associação é feita através de uma função ℎ da seguinte maneira. Dado (𝑠j)j∈Z ∈ Σ2,

associamos 𝑠 ao único ponto 𝑥 ∈ 𝛬 tal que:

• 𝑥 ∈ 𝐻s0+1;

• 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻s1+1, 𝑓 2(𝑥) ∈ 𝐻s2+1, de maneira geral, 𝑓n(𝑥) ∈ 𝐻sn+1;

• 𝑓⊗1(𝑥) ∈ 𝑉s⊗1+1, 𝑓⊗2(𝑥) ∈ 𝑉s⊗2+1, de maneira geral, 𝑓⊗n(𝑥) ∈ 𝑉s⊗n+1;

É possível mostrar que o seguinte diagrama comuta:

Σ2
σ⊗⊃ Σ2

ℎ ≫ ≫ ℎ

𝛬
f⊗⊃ 𝛬

Isso signiĄca que, do ponto de vista topológico, temos uma equivalência entre o comporta-

mento de ferradura de Smale e do shift no alfabeto de dois símbolos. Em particular, obtemos

que 𝑓 ♣Λ possui uma órbita densa e órbitas periódicas de qualquer período. Assim como o ŞcaosŤ

de à é reproduzido exatamente na ferradura.

Aplicando essa teoria a sistemas dinâmicos temos que para o caso suave, a existência de um

cruzamento transversal entre as variedades estáveis e instáveis de um ponto de sela implicam

na existência de ferraduras, de maneira que, no caso de Ćuxos, as aĄrmações se tornam válidas

para a aplicação de Poincaré associada.

Na próxima subseção mostraremos a existência de ferraduras para o sistema (3.1.1).
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3.6.2 Ferraduras no Sistema (3.1.1)

Nessa subseção faremos uma construção que garante a existência de ferraduras no entorno

da órbita homoclínica para a qual demos condições de existência na seção anterior.

Sendo assim, para cada 0 < ℎ < 1
λ
, considere o ponto 𝑞h = (0, 0, ⊗ 1

λ
+ ℎ) no eixo 𝑧 e o

segmento

𝑇h = ¶𝑞h,t = (1 ⊗ 𝑡)𝑞h + 𝑡Π⊗1
⊗ (𝑞h); 𝑡 ∈ [0, 1)♢.

Segue da continuidade do Ćuxo que Π⊗(𝑇h) é homeomorfo à S
1.

Seja 𝒞Π⊗(Th) a região em Σ limitada por Π⊗(𝑇h). Como 𝑇h tende à 𝒮 quando ℎ ⊗⊃ 0,

o tempo 𝑠⊗
qh,t

tende a inĄnito quando ℎ ⊗⊃ 0. Portanto, para ℎ suĄcientemente pequeno, a

órbita que passa através de 𝑞h,t espirala no entorno da variedade instável quantas vezes forem

necessárias e disso podemos concluir que 𝑚⊗ ∈ 𝒞Π⊗(Th).

Nosso objetivo será encontrar condições para que 𝑇h e Π+Π⊗(𝑇h) se interceptem transver-

salmente. Para isso, usaremos o lema apresentado a seguir e provado em [8].

Lema 3.6.2. Considere o sistema linear por partes (3.1.1) com parâmetros Ú > 0 suĄciente-

mente pequeno, Ó ∈ (0, 1.3] e 𝑅 = 𝑅(Ú, Ó). Se ℎ é suĄcientemente pequeno, então o círculo

topológico Π⊗(𝑇h) está contido na região anelar centrada no ponto 𝑚⊗ com raios

𝜌1 = ℎδ(Úδ⊗1 ⊗ 4
√

ÞÓÚδ⊗ 1

2 + 𝒪(Úδ)) e

𝜌2 = ℎδ(Úδ⊗1 + 4
√

ÞÓÚδ⊗ 1

2 + 𝒪(Úδ)).

Demonstração: Observe que para esse resultado, não se usa nada que envolva o campo em

Σ+, portanto podemos considerar a prova feita em [8].

Observação 3.6.3. Na demonstração desse lema dá-se que a aproximação 𝑠⊗
qh,t

do tempo 𝑠⊗
qh,t

pode ser escrita como 𝑠⊗
qh,t

= 𝑠0(ℎ, 𝑡) + 𝑠1(ℎ, 𝑡)ℎδ onde

𝑠0 =
1
Ú

ln

(︃

1 + Ú2 + 4Ú2Ó

ℎÚ(1 + 2Ú2Ó)(1 ⊗ 𝑡 ⊗ 𝑡𝑒⊗λs0)

)︃

+ 𝑡𝒪(Ú) (3.6.1)

e 𝑠1(ℎ, 𝑡) é escolhido convenientemente para que alguns termos sejam cancelados em 𝑥⊗
qh,t

(𝑠⊗
qh,t

).

Fizemos essa descrição pois essa informação será necessária mais à frente.

Agora, considere

𝒞ρ = ¶𝑚⊗ + 𝜌(0, cos(𝜃), sen(𝜃)); 𝜃 ∈ [0, 2Þ)♢
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como sendo o círculo centrado em 𝑚⊗ de raio 𝜌. Considerando 𝑚ρ,θ os pontos desses círculos,

temos o seguinte resultado:

Lema 3.6.4. Para as órbitas que passam através dos pontos 𝑚ρ,θ temos que

𝑥+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) =0,

𝑦+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) =𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝜌[𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) cos(𝜃) + 𝒪(Ú2)] + 𝒪(𝜌2),

𝑧+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) =𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝜌[𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) cos(𝜃) + 𝒪(Ú0)] + 𝒪(𝜌2).

Demonstração: Comecemos observando que

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝐶1
mρ,θ

𝐶2
mρ,θ

𝐶3
mρ,θ

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

=
1

(𝐿 + 𝑅)2 + Ω2
𝑀+

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

⊗ k
µ

λ
a

+ 𝜌 cos(𝜃)

λ2

a
+ 𝜌sen(𝜃)

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

=

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝐶1
m⊗

𝐶2
m⊗

𝐶3
m⊗

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

+ 𝜌

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

𝐶1
θ

𝐶2
θ

𝐶3
θ

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

onde

𝐶1
θ = 2𝑅 cos(𝜃) ⊗ sen(𝜃),

𝐶2
θ =

𝐿2 ⊗ 𝑅2 + Ω2

Ω
cos(𝜃) +

𝑅 + 𝐿

Ω
sen(𝜃),

𝐶3
θ = ⊗2𝑅 cos(𝜃) + sen(𝜃).

Seja

𝑔θ = 𝐶1
θ 𝑒Rs cos(Ω𝑠) + 𝐶2

θ 𝑒Rssen(Ω𝑠) + 𝐶3
θ 𝑒⊗Ls.

Assim,

𝑔′
θ(𝑠) = 𝑒Rs cos(Ω𝑠)[𝐶1

θ 𝑅 + 𝐶2
θ Ω] + 𝑒Rssen(Ω𝑠)[𝐶2

θ 𝑅 ⊗ 𝐶1
θ Ω] ⊗ 𝐿𝐶3

θ 𝑒⊗Ls

𝑔′′
θ (𝑠) = 𝑒Rs cos(Ω𝑠)[𝐶1

θ (𝑅2 ⊗ Ω2) + 𝐶2
θ (2𝑅Ω)] + 𝑒Rssen(Ω𝑠)[𝐶2

θ (𝑅2 ⊗ Ω2) ⊗ 𝐶1
θ (2𝑅Ω)] + 𝐿2𝐶3

θ 𝑒⊗Ls.
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Note que

𝑥+
mρ,θ

(𝑠) =𝐶1
mρ,θ

𝑒Rs cos(Ω𝑠) + 𝐶2
mρ,θ

𝑒Rssen(Ω𝑠) + 𝐶3
mρ,θ

𝑒⊗Ls +
𝑘

Û

=𝑥+
m⊗

(𝑠) + 𝜌𝑔θ(𝑠).

𝑦+
mρ,θ

(𝑠) =(𝐶1
mρ,θ

𝑅 + 𝐶2
mρ,θ

Ω)𝑒Rs cos(Ω𝑠) + (𝐶2
mρ,θ

𝑅 ⊗ 𝐶1
mρ,θ

Ω)𝑒Rssen(Ω𝑠) ⊗ 𝐶3
mρ,θ

𝐿𝑒⊗Ls

=𝑦+
m⊗

(𝑠) + 𝜌𝑔′
θ(𝑠).

𝑧+
mρ,θ

(𝑠) =[𝐶1
mρ,θ

(𝑅2 ⊗ Ω2) + 2𝑅Ω𝐶2
mρ,θ

]𝑒Rs cos(Ω𝑠)+

[𝐶2
mρ,θ

(𝑅2 ⊗ Ω2) ⊗ 2𝑅Ω𝐶1
mρ,θ

]𝑒Rssen(Ω𝑠) + 𝐶3
mρ,θ

𝐿2𝑒⊗Ls

=𝑧+
m⊗

(𝑠) + 𝜌𝑔′′
θ (𝑠).

Para um certo valor 𝑡0 temos que 𝑠+
mρ,θ

= 𝑠+
m⊗

+ 𝑡0𝜌 tende a 𝑠+
mρ,θ

quando 𝜌 tende a zero. Mais

ainda,

𝑥+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) =𝑥+
m⊗

(𝑠+
mρ,θ

) + 𝜌𝑔θ(𝑠+
mρ,θ

)

=[𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

)𝑡0 + 𝑔θ(𝑠+
m⊗

)]𝜌 + 𝒪(𝜌2).

𝑦+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) =𝑦+
m⊗

(𝑠+
mρ,θ

) + 𝜌𝑔′
θ(𝑠

+
mρ,θ

)

=𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝜌(𝑡0𝑧
+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝑔′
θ(𝑠

+
m⊗

)) + 𝒪(𝜌2).

𝑧+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) =𝑧+
m⊗

(𝑠+
mρ,θ

) + 𝜌𝑔′′
θ (𝑠+

mρ,θ
)

=𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝜌[𝑔′′
θ (𝑠+

m⊗
) + 𝑡0(𝑘 ⊗ Û𝑥+

m⊗
(𝑠+

m⊗
) ⊗ 𝑦+

m⊗
(𝑠+

m⊗
) ⊗ Ñ𝑧+

m⊗
(𝑠+

m⊗
))] + 𝒪(𝜌2)

Fazendo

𝑡0 = ⊗
𝑔θ(𝑠+

m⊗
)

𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

)

temos 𝑥+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) = 𝒪(𝜌2). Além disso
𝑑𝑥+

mρ,θ

𝑑𝑠
(𝑠+

mρ,θ
) = 𝑦+

mρ,θ
(𝑠+

mρ,θ
) = 𝒪(𝜌0).

Assim, pelo teorema do valor médio

𝑠+
mρ,θ

= 𝑠+
mρ,θ

+ 𝒪(𝜌2) = 𝑠+
m⊗

+ 𝑡0𝜌 + 𝒪(𝜌2).

Daí temos

𝑦+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) = 𝑦+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) + 𝒪(𝜌2)

pois
𝑑𝑦+

mρ,θ

𝑑𝑠
(𝑠+

mρ,θ
) = 𝑧+

mρ,θ
(𝑠+

mρ,θ
) = 𝒪(𝜌0) e

𝑧+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) = 𝑧+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) + 𝒪(𝜌2)
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pois
𝑑𝑧+

mρ,θ

𝑑𝑠
(𝑠+

mρ,θ
) = 𝒪(𝜌0).

Da Proposição 3.5.6 temos 𝑠+
m⊗

= 𝜃*𝐵Ú + 𝒪(Ú3). Assim

𝐶1
θ =

1
6

𝐵Ú cos(𝜃) ⊗ 1
12

𝐵2Ú2sen(𝜃) + 𝒪(Ú3),

𝐶2
θ =

√
3

6
𝐵Ú cos(𝜃) +

√
3

12
𝐵2Ú2sen(𝜃) + 𝒪(Ú3),

𝐶3
θ = ⊗ 1

6
𝐵Ú cos(𝜃) +

1
12

𝐵2Ú2sen(𝜃) + 𝒪(Ú3).

Logo, usando que 𝑒θ*

cos(
√

3𝜃*) +
√

3𝑒θ*

sen(
√

3𝜃*) ⊗ 𝑒⊗2θ*

= 0, ou seja, 𝑒3θ*

cos(
√

3𝜃*) +
√

3𝑒3θ*

sen(
√

3𝜃*) ⊗ 1 = 0 e assim
√

3𝑒3θ*

sen(
√

3𝜃*) = 1 ⊗ 𝑒3θ*

cos(
√

3𝜃*). Temos

𝑔θ(𝑠+
m⊗

) =

√
3

6
𝐵2𝑒3θ*

sen(𝜃)sen(
√

3𝜃*)Ú2 + 𝒪(Ú3);

𝑔′
θ(𝑠

+
m⊗

) =
1
3

[𝑒⊗2θ*

+ 2𝑒θ*

cos(
√

3𝜃*)]𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝒪(Ú2);

𝑔′′
θ (𝑠+

m⊗
) = ⊗ 1

Ú
cos(𝜃) + 𝒪(Ú0);

onde 𝐵 = 4
√

3
3

𝑒θ*

sen(
√

3𝜃*).

Assim, 𝑡0 = ⊗
𝑔θ(𝑠+

m⊗
)

𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

)
= 𝒪(Ú2). Portanto,

𝑥+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) =0,

𝑦+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) =𝑦+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) + 𝒪(𝜌2)

=𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝜌[𝑦+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) cos(𝜃) + 𝒪(Ú2)] + 𝒪(𝜌2),

𝑧+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) =𝑧+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) + 𝒪(𝜌2)

=𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) + 𝜌[𝑧+
m⊗

(𝑠+
m⊗

) cos(𝜃) + 𝒪(Ú0)] + 𝒪(𝜌2).

Teorema 3.6.5. Considerando o sistema 3.1.1 e supondo que (Ú, Ó, 𝑅) ∈ 𝐺 (superfície deĄnida

no Teorema 3.5.7), as seguintes aĄrmações são verdadeiras:

1. Se 0 < Ó ⊘ 1, então existe uma quantidade inĄnita enumerável de órbitas periódicas

acumulando-se na órbita homoclínica Γλ,δ (ou seja, ocorre um fenômeno similar à ferra-

dura de Smale).
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2. Se Ó > 1 mas suĄcientemente próximo de 1, então uma quantidade inĄnita enumerável

de órbitas periódicas do item acima persistem mas não mais se acumulam na órbita

homoclínica Γλ,δ.

Demonstração: Considere dois segmentos 𝑇h e 𝑇h′′ , onde 0 < ℎ′′ < ℎ e ℎ suĄcientemente

pequeno. Pelo Lema 3.6.2, temos que Π⊗(𝑇h′′) está contido na região anelar de raios 𝜌1 =

ℎ′′δ(Úδ⊗1 ⊗ 4
√

ÞÓÚδ⊗ 1

2 + 𝒪(Úδ)) e 𝜌2 = ℎ′′δ(Úδ⊗1 + 4
√

ÞÓÚδ⊗ 1

2 + 𝒪(Úδ)). Assim, seja 𝒞ρ1
a

fronteira interior da região anelar. Observe que, usando o Lema 3.6.4, os pontos do círculo

topológico Π+(𝒞ρ1
) satisfazem

𝑧+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) + 2ÚÓ𝑦+
mρ,θ

(𝑠+
mρ,θ

) = ⊗ 1
Ú

+ 𝜌1

⎦

⊗ 1
Ú

cos(𝜃) + 𝒪(Ú0)
⎢

+ 𝒪(𝜌2
1) + 𝒪(Ú).

Lembre que 𝑧 + 2ÚÓ𝑦 = ℎ ⊗ 1
Ú

é a expressão de uma reta paralela à 𝒟⊗ que passa por 𝑞h.

Uma condição suĄciente sobre ℎ e ℎ′′ para concluirmos que 𝑇h e Π+Π⊗(𝑇h′′) se interceptam

transversalmente é

ℎ < (ℎ′′)δ[⊗Úδ⊗2 cos(𝜃) + 𝒪(Úδ⊗ 3

2 )], (3.6.2)

para algum 𝜃.

Mais ainda, 𝑧 + 2ÚÓ𝑦 = 𝑒⊗δs0ℎ ⊗ 1
Ú

é a expressão de uma reta paralela à 𝒟⊗ que passa

por Π⊗1
⊗ (𝑞h). Uma condição suĄciente sobre ℎ e ℎ′′ para concluirmos que 𝑇h e Π+Π⊗(𝑇h′′) se

interceptam transversalmente é

𝑒⊗λs0ℎ > (ℎ′′)δ[⊗Úδ⊗2 cos(𝜃) + 𝒪(Úδ⊗ 3

2 )], (3.6.3)

para todo 𝜃.

Para ℎ > 0 suĄcientemente pequeno, construiremos o retângulo ℛh como se segue. Pelo

Lema 3.6.2,

Π⊗(𝑞h) ⊗ 𝑚⊗ = ℎδÚδ⊗1

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

0

⊗sen(æ𝑠0(ℎ, 0)) + 𝒪(Ú
1

2 )

⊗ cos(æ𝑠0(ℎ, 0)) + 𝒪(Ú
1

2 )

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

.

Portanto Π⊗(𝑞h) espirala ao redor de 𝑚⊗ quando ℎ tende a 0 (veja a igualdade (3.6.1)).

Mais ainda, a coordenada angular Öh de Π⊗(𝑞h), com respeito a 𝑚⊗ satisfaz
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tan(Öh) = tan(æ𝑠0(ℎ, 0)) + 𝒪(Ú
1

2 ).

Consequentemente, Öh = æ𝑠0(ℎ, 0) + 𝒪(Ú
1

2 ).

Vamos agora deĄnir os pontos 𝑞h′ e 𝑞h′′ de maneira que 0 < ℎ′′ < ℎ′ < ℎ e Öh′ = Öh + 2Þ e

Öh′′ = Öh + 4Þ. Assim, da igualdade (3.6.1) segue que

ℎ

ℎ′ = 𝑒
2πλ

ω + 𝒪(Ú
3

2 ) e
ℎ

ℎ′′ = 𝑒
4πλ

ω + 𝒪(Ú
3

2 ).

DeĄnimos assim o retângulo ℛh, com vértices 𝑞h, 𝑞′
h, Π⊗1

⊗ (𝑞h′′) e Π⊗1
⊗ (𝑞h′).

Da igualdade (3.6.2), uma condição suĄciente em ℎ para que Π+Π⊗(ℛh) e ℛh interceptem-se

transversalmente é

ℎ < ℎδ[⊗𝑒⊗ 4πλδ
ω Úδ⊗2 cos(𝜃) + 𝒪(Úδ⊗ 3

2 )] (3.6.4)

para algum 𝜃 ∈ [0, 2Þ].

Disso, para um Ó ∈ (0, 1] Ąxo e 𝜃 = Þ temos que existe ℎ1 > 0 tal que a inequação (3.6.4)

ocorre para cada ℎ < ℎ1. Ou seja, para 0 < Ó ⊘ 1 a aplicação de Poincaré Π+Π⊗ tem um

shift de dois símbolos como subsistema, logo garantimos a existência de um fenômeno similar

à ferradura de Smale.

Como a inequação (3.6.4) é veriĄcada para Ó = 1 e ℎ = ℎ1, existe uma função 𝜀(Ú) > 0 tal

que para cada Ó ∈ (1, 1 + 𝜀(Ú)) e ℎ < ℎ1 mas próximo de ℎ1 a inequação também é verdadeira.

Através da inequação (3.6.3), podemos concluir que uma condição suĄciente sobre ℎ a Ąm

de concluir que Π+Π⊗(ℛh) e ℛh não se interceptem é

ℎ > ℎδ𝑒λs0 [⊗𝑒⊗ 4πλδ
ω Úδ⊗2 cos(𝜃) + 𝒪(Úδ⊗ 3

2 )],

para todo 𝜃 ∈ [0, 2Þ]. Observe que para 𝜃 = Þ o lado direito da inequação assume valor

máximo, além disso, ambas as exponenciais tendem a 1 quando Ú tende a 0. Portanto, se Ú

é suĄcientemente pequeno, quando Ó > 1, existe ℎ2 ∈ (0, ℎ1) tal que para cada 0 < ℎ < ℎ2 a

inequação ocorre para cada 𝜃 ∈ [0, 2Þ] o que implica que Π+Π⊗(ℛh) e ℛh não se interceptam.

Resumidamente temos que, para Ó ∈ (1, 1 + 𝜀(Ú)) e ℎ < ℎ1 mas suĄcientemente próximo

de ℎ1, Π+Π⊗(ℛh) e ℛh se interceptam transversalmente. Portanto, algumas órbitas persistem,

mas sem se acumular na órbita homoclínica.
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Para Ąnalizar, se ℎ ∈ (0, ℎ2) então Π+Π⊗(ℛh) e ℛh não se interceptam o que nos diz que

não há ferraduras no entorno da órbita homoclínica.

3.7 Órbitas Homoclínicas na Presença de Regiões Des-

lizantes

Nesta seção mostramos que os resultados obtidos nas seções anteriores também podem ser

verdadeiros para o caso em que existe uma região de deslize. Iremos considerar um modelo e

mostrar a existência de órbita homoclínica. Não demonstramos o caso geral (nem a existência

de inĄnitas órbitas periódicas) mas esperamos tratar esta situação em um trabalho futuro.

Nessa seção, vamos considerar um campo 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) com plano de descontinuidade dado

por Σ = ¶(𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R
3) : 𝑧 = 0♢ com as seguintes propriedades:

Campo 𝑋 (Campo em Σ+):

i) sela em 𝑒+ = (1, 1, 1);

ii) a variedade estável 𝑊 s(𝑒+) é a reta que passa pelos pontos 𝑒+ e 𝑒Σ
+ = (𝑎, ⊗1/2, 0) ∈ Σ, para

𝑎 ∈ R;

iii) a variedade instável 𝑊 u(𝑒+) é o plano paralelo ao plano gerado por (2, 1, 0)⊗𝑒+ e (3, 1, 0)⊗𝑒+

que passa por 𝑒+;

iv) os autovalores de 𝑋 em 𝑒+ são ⊗3, 1 ∘ 2𝑖.

v) á+ = 𝑊 u(𝑒+) ∩ Σ.

Campo 𝑌 (Campo em Σ⊗):

i) sela em 𝑒⊗ = (1, 1, ⊗1);

ii) a variedade instável 𝑊 u(𝑒⊗) é a reta que passa pelos pontos 𝑒⊗ e 𝑒Σ
⊗ = (2, ⊗2, 0);

iii) a variedade estável 𝑊 s(𝑒⊗) é o plano paralelo ao plano gerado por (4, ⊗2, 0)⊗𝑒⊗ e (⊗2, 1, 0)⊗
𝑒⊗ que passa por 𝑒⊗;

iv) os autovalores de 𝑌 em 𝑒⊗ são 1, ⊗2 ∘ 3𝑖.

v) á⊗ = 𝑊 s(𝑒⊗) ∩ Σ.

Com estas condições, o Ćuxo 𝜙+
t de 𝑋 com condição inicial 𝑝Σ

Y é dado por

𝜙+
pΣ

Y

(𝑡) = (𝑥+(𝑡), 𝑦+(𝑡), 𝑧+(𝑡)).
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onde

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥+(𝑡) = 1 ⊗ 2𝑒⊗3t + 2𝑒⊗3t𝑎 + 𝑒tsen(2𝑡)(6𝑎 ⊗ 14) + 𝑒t cos(2𝑡)(3 ⊗ 2𝑎),

𝑦+(𝑡) = 1 ⊗ 3𝑒⊗3t,

𝑧+(𝑡) = 1 ⊗ 2𝑒⊗3t ⊗ 1
5

𝑒t cos(2𝑡)(6𝑎 ⊗ 14) ⊗ 3
5

𝑒tsen(2𝑡)(6𝑎 ⊗ 14) ⊗ 3
5

𝑒t cos(2𝑡)(3 ⊗ 2𝑎)

+
1
5

𝑒tsen(2𝑡)(3 ⊗ 2𝑎).

Mostraremos que é possível escolher 𝑎 ∈ R de modo que exista um 𝑡0 > 0 tal que 𝜙eΣ
⊗

(𝑡0) ∈
á⊗.

A reta de tangência do campo 𝑋, áX , é dada pela interseção de

4𝑥 + (⊗28/3 + 8𝑎/3)𝑦 + 7𝑧 = 5/3 + 8𝑎/3

com 𝑧 = 0, enquanto a reta de tangência do campo 𝑌 é dada pela interseção de

⊗2𝑦 ⊗ 5𝑧 = 3

com 𝑧 = 0.

A Figura 3.9 mostra a conĄguração das interseções das variedades invariantes com Σ e das

retas de tangência. Na Ągura, para mostrar a existência da órbita homoclínica devemos mostrar

que é possível levar o ponto verde, 𝑒Σ
⊗ na reta rosa á⊗, usando o Ćuxo de 𝑋.

A condição 𝜙eΣ
⊗

(𝑡0) ∈ á⊗ é equivalente à existência de solução para o seguinte sistema de

equações:

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

1 ⊗ 2𝑒⊗3t ⊗ (1/5)𝑒t cos(2𝑡)(6𝑎 ⊗ 14) ⊗ (3/5)𝑒tsen(2𝑡)(6𝑎 ⊗ 14)

⊗ (3/5)𝑒t cos(2𝑡)(3 ⊗ 2𝑎) + (1/5)𝑒tsen(2𝑡)(3 ⊗ 2𝑎) = 0

⊗ 18 + 42𝑒⊗3*t ⊗ 6𝑒⊗3t𝑎 + (12/5)𝑒tsen(2𝑡)(6𝑎 ⊗ 14) ⊗ (9/5)𝑒tsen(2𝑡)(3 ⊗ 2𝑎)

+ (9/5)𝑒t cos(2𝑡)(6𝑎 ⊗ 14) + (12/5)𝑒t cos(2𝑡)(3 ⊗ 2𝑎) = 0

Numericamente obtemos que 𝑎 = 2.8004738.. e 𝑡 = 0.19184549.. é solução, logo existe uma

órbita homoclínica para o sistema.
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Capítulo 4

Órbitas Homoclínicas e Heteroclínicas

em Sistemas Não Lineares Contínuos

Por Partes

Nesse capítulo apresentaremos o caso de um campo descontínuo em que um dos campos que

o compõe não é linear e o outro uma sela visível linear.

4.1 Sistema Hamiltoniano com Órbita Homoclínica em

R
4 e R

6

Os resultados apresentados nessa seção, são encontrados com mais detalhes em [9]. Relem-

braremos alguns desses resultados aqui pois adiante um dos sistemas com os quais trabalharemos

será um caso particular desse. Utilizamos aqui também o artigo de Devaney em [4].

Considere a seguinte equação diferencial:

𝑥(iv) ⊗ Ð(𝑝)𝑥′′ + 𝑥 + Ñ(𝑝, 𝑘)𝑥
2

p
+1 ⊗ Ò(𝑝, 𝑘)𝑥

4

p
+1 = 0. (4.1.1)

onde Ð(𝑝) =
𝑝4 + 1

𝑝2
, Ñ(𝑝, 𝑘) =

𝑝6 + 5𝑝5 + 8𝑝4 + 4𝑝3 ⊗ 𝑝2 ⊗ 𝑝

𝑝2𝑘
2

p

, Ò(𝑝, 𝑘) =
𝑝4 + 6𝑝3 + 11𝑝2 + 6𝑝

𝑘
4

p

,

𝑝, 𝑘 ∈ R e 𝑝, 𝑘 > 0.

À essa equação diferencial, podemos associar o seguinte sistema de equações diferenciais em
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R
4:

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥̇ =𝑦,

𝑦̇ =𝑤,

𝑧̇ =𝑥 + Ñ(𝑝, 𝑘)𝑥
2

p
+1 ⊗ Ò(𝑝, 𝑘)𝑥

4

p
+1,

𝑤̇ = ⊗ 𝑧 + Ð(𝑝)𝑦

Apresentaremos agora duas deĄnições relevantes para esse sistema.

DeĄnição 4.1.1. Sejam

ẋ = 𝑋(x) (4.1.2)

um campo vetorial 𝐶∞ e

𝑅 : R2n ⊃ R
2n (4.1.3)

um difeomorĄsmo involutivo, isto é, 𝑅2 = 𝑅. Dizemos que o sistema (4.1.2) é 𝑅 ⊗ 𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟𝑠í𝑣𝑒𝑙,

ou simplesmente reversível, se existe um involução 𝑅 tal que:

𝐷𝑅(x)𝑋(x) = ⊗𝑋(𝑅x)

para todo x ∈ R
2n.

DeĄnição 4.1.2. Seja 𝑈 um subconjunto aberto de R
2n e 𝐻 : 𝑈 ⊃ R uma função de classe

𝒞2. O sistema de equações diferenciais ẋ = 𝑋H(x) é chamado um sistema conservativo Ha-

miltoniano ou apenas Hamiltoniano de 𝑛 graus de liberdade, sempre que 𝑋H : 𝑈 ⊃ R
2n é tal

que

𝑞i =
𝜕𝐻

𝜕𝑝i

𝑝̇i = ⊗𝜕𝐻

𝜕𝑞i

𝑖 = 1, ..., 𝑛

onde x = (𝑞1, ..., 𝑞n, 𝑝1, ..., 𝑝n).

A seguir, temos o principal resultado referente ao sistema 4.1.1 cuja demonstração pode ser

encontrada em [9].

Proposição 4.1.3. A equação diferencial 4.1.1 é reversível, hamiltoniana e possui solução

(órbita) homoclínica em 0.
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Considere agora a seguinte equação diferencial:

𝑥(vi) ⊗ Ð(𝑝)𝑥(v) +

(︃

1 ⊗ 1
𝑝2

)︃

𝑥′′ + 𝑥 + 𝐴(𝑝, 𝑘)𝑥
2

p
+1 + 𝐵(𝑝, 𝑘)𝑥

4

p
+1 + 𝐶(𝑝, 𝑘)𝑥

6

p
+1 = 0. (4.1.4)

onde

Ð(𝑝) =
𝑝4 + 1

𝑝2
,

Ñ(𝑝, 𝑘) =
𝑝6 + 5𝑝5 + 8𝑝4 + 4𝑝3 ⊗ 𝑝2 ⊗ 𝑝

𝑝2𝑘
2

p

,

Ò(𝑝, 𝑘) =
𝑝4 + 6𝑝3 + 11𝑝2 + 6𝑝

𝑘
4

p

,

𝐴(𝑝, 𝑘) =Ñ(𝑝, 𝑘)

(︃

2
𝑝

+ 1

)︃

(︁

2𝑝 + 𝑝2
⎡

⊗ 1 + 𝑝

𝑝𝑘
2

p

,

𝐵(𝑝, 𝑘) =Ñ(𝑝, 𝑘)

(︃

2
𝑝

+ 1

)︃(︃

⊗𝑝(1 + 𝑝) + 2𝑝

𝑘
2

p

)︃

⊗ Ò(𝑝, 𝑘)

(︃

4
𝑝

+ 1

)︃

(︁

4𝑝 + 𝑝2
⎡

,

𝐶(𝑝, 𝑘) = ⊗ Ò(𝑝, 𝑘)

(︃

4
𝑝

+ 1

)︃(︃

⊗𝑝(1 + 𝑝) + 4𝑝

𝑘
2

p

)︃

,

𝑝, 𝑘 ∈ R e 𝑝, 𝑘 > 0.

À essa equação diferencial, podemos associar o seguinte sistema de equações diferenciais em

R
6:

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥1 =𝑥2,

𝑥2 =𝑥3,

𝑥3 =𝑥4,

𝑥4 =𝑥5,

𝑥5 =𝑥6,

𝑥6 =Ð(𝑝)𝑥5 ⊗
(︃

1 ⊗ 1
𝑝2

)︃

𝑥3 ⊗ 𝑥1 ⊗ 𝐴(𝑝, 𝑘)𝑥
2

p
+1 ⊗ 𝐵(𝑝, 𝑘)𝑥

4

p
+1 ⊗ 𝐶(𝑝, 𝑘)𝑥

6

p
+1

E aqui também há um resultado análogo

Proposição 4.1.4. A equação diferencial (4.1.4) é reversível e possui solução (órbita) homo-

clínica em 0.

Demonstração: A demostração desse resultado pode ser encontrada em [9].

Nós trabalharemos com o caso planar dessas equações em Σ+. Mostraremos agora o método
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utilizado para encontrar as soluções das equações (4.1.1) e (4.1.4). Começamos considerando a

função

𝑓(𝑡) = 𝑘 sechp(𝑡),

𝑝, 𝑘 ∈ R e 𝑝, 𝑘 ⊙ 1 que tem conhecida solução homoclínica em 0. Logo,

𝑓(𝑡) = 𝑘 sechp(𝑡),

𝑓 ′(𝑡) = ⊗𝑘𝑝 sechp+1(𝑡)senh(𝑡),

𝑓 ′′(𝑡) = ⊗𝑘𝑝 sechp(𝑡) + 𝑘𝑝(𝑝 + 1) sechp+2(𝑡)senh2(𝑡)

= 𝑝2 sechp(𝑡) ⊗ 𝑘𝑝(𝑝 + 1) sechp+2(𝑡).

Assim,

𝑓 ′′(𝑡) ⊗ 𝑝2𝑓(𝑡) +
𝑝(𝑝 + 1)

𝑘
2

p

(𝑓(𝑡))1+ 2

p = 0. (4.1.5)

Multiplicando (4.1.5) por 𝑓 ′(𝑡) e integrando chegamos à

𝐻(𝑓(𝑡), 𝑓 ′(𝑡)) =
(𝑓 ′(𝑡))2

2
⊗ 𝑝2(𝑓(𝑡)2)

2
+

𝑝2(𝑓(𝑡))2+ 2

p

2𝑘
2

p

= 𝑐

onde 𝑐 representa uma constante.

Derivando 4.1.5 duas vezes encontramos

𝑓 (iv)(𝑡) ⊗ 𝑝2𝑓 ′′(𝑡) +
𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)

𝑝𝑘
2

p

(︃

2
𝑝

(𝑓(𝑡))
2

p
⊗1(𝑓 ′(𝑡))2 + (𝑓(𝑡))

2

p 𝑓 ′′(𝑡)

)︃

= 0 (4.1.6)

Fazendo 𝐻(𝑓(𝑡), 𝑓 ′(𝑡)) = 0 e substituindo juntamente com (4.1.5) em (4.1.6) concluímos

𝑓 (iv)(𝑡)⊗𝑝2𝑓 ′′(𝑡)+

(︃

𝑝2 +
2
𝑝

)︃

𝐴(𝑝, 𝑘)(𝑓(𝑡))
2

p
+1 ⊗

(︃

𝑝(1 + 𝑝)

𝑘
2

p

+
2𝑝

𝑘
2

p

)︃

𝐴(𝑝, 𝑘)(𝑓(𝑡))
4

p
+1 = 0 (4.1.7)

onde 𝐴(𝑝, 𝑘) = p(p+1)(p+2)

pk
2
p

.

Somando e subtraindo o termo p4+1
p2 𝑓 ′′(𝑡) em (4.1.7) e por (4.1.5) temos

𝑓 (iv)(𝑡) ⊗ Ð(𝑝)𝑓 ′′(𝑡) + 𝑓(𝑡) + Ñ(𝑝, 𝑘)(𝑓(𝑡))
2

p
+1 ⊗ Ò(𝑝, 𝑘)(𝑓(𝑡))

4

p
+1 = 0.

onde Ð(𝑝) =
𝑝4 + 1

𝑝2
, Ñ(𝑝, 𝑘) =

𝑝6 + 5𝑝5 + 8𝑝4 + 4𝑝3 ⊗ 𝑝2 ⊗ 𝑝

𝑝2𝑘
2

p

, Ò(𝑝, 𝑘) =
𝑝4 + 6𝑝3 + 11𝑝2 + 6𝑝

𝑘
4

p

,

𝑝, 𝑘 ∈ R e 𝑝, 𝑘 > 0. Isso nos mostra que 𝑓(𝑡) é solução de (4.1.1).

Para garantir que essa função também é solução de (4.1.4) derivamos (4.1.1) duas vezes,

substituímos (4.1.5) e 𝐻(𝑓(𝑡), 𝑓 ′(𝑡)) = 0 e depois somamos e subtraímos o termo f ′′(t)
p2 .

Garantida a existência de soluções homoclínicas na origem nesses casos, o que faremos é

dar condições para que continuemos conectando soluções dessa natureza ao colocarmos a caso

planar desse campo em Σ+ e uma sela em Σ⊗.
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Observação 4.1.5. A escolha da versão em R
2 para as equações apresentadas nessa seção se

justiĄca pela intenção de futuramente estender possíveis resultados encontrados para dimensões

pares maiores.

4.2 Um Caso Contendo um Campo Não Linear Planar

Nessa seção construiremos Campo de Vetores associado a um sistema de Filippov de forma

que em Σ+ teremos o caso planar do sistema apresentado na seção anterior e em Σ⊗ uma sela

admissível. Nosso objetivo novamente será procurar por casos em que tenhamos a existência

de órbitas homoclínicas e heteroclínicas tomando como região de descontinuidade Σ = 𝑓⊗1(0)

onde 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦.

4.2.1 Campo em Σ+

Considere a equação dada por

𝑥′′ ⊗ 𝑝2𝑥 +
𝑝(1 + 𝑝)

𝑘
2

p

𝑥1+ 2

p = 0 (4.2.1)

Temos associada à essa equação diferencial o seguinte sistema:
∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥′ = 𝑦

𝑦′ = 𝑝2𝑥 ⊗ p(1+p)

k
2
p

𝑥1+ 2

p

(4.2.2)

Trabalharemos com esse sistema para o caso p=2, que Ąca:

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥′ = 𝑦

𝑦′ = 4𝑥 ⊗ 6
k
𝑥2

Os equilíbrios desse sistema são os pontos 𝑂 = (0, 0) e 𝑃 = (2k
3

, 0), que nesse caso serão

pseudo-equilíbrios já que Σ será o eixo 𝑥.

Observação 4.2.1. Trataremos por 𝑋 o campo de vetores em Σ+ para 𝑝 = 2.
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onde Σ = 𝑓⊗1(0) onde 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦.

Sendo assim, falta-nos estudar o comportamento desse campo sobre sua região de desconti-

nuidade.

4.2.3 Campo Deslizante

Como vimos anteriormente, para calcularmos o campo em Σ devemos calcular a combinação

convexa dos campos envolvidos. Sendo assim considerando 𝑍s o campo deslizante gerado por

𝑋 e 𝑌 temos

𝑍s(𝑝) =
𝑌 𝑓(𝑝)𝑋(𝑝) ⊗ 𝑋𝑓(𝑝)𝑌 (𝑝)

𝑌 𝑓(𝑝) ⊗ 𝑋𝑓(𝑝)

onde 𝑋𝑓(𝑝) = 4𝑥 ⊗ 6
k
𝑥2 e 𝑌 𝑓(𝑝) = 𝑐𝑥 + 𝑓 onde 𝑐 = ⊗2𝑘(Ú2 + Û2)

3(𝑛 ⊗ 𝑚)
e 𝑓 =

2𝑘(𝑚Ú2 + 𝑛Û2)
3(𝑛 ⊗ 𝑚)

.

Assim

𝑍s(𝑥) =

∏︀

∐︁

⊗(4𝑥 ⊗ 6x2

k
)(𝑎𝑥 + 𝑒)

𝑐𝑥 + 𝑓 ⊗ 4𝑥 + 6x2

k

, 0

∫︀

̂︀ .

onde 𝑎 =
2𝑘(Û2 + Ú2) ⊗ 3(𝑚Û2 + 𝑛Ú2)

3(𝑛 ⊗ 𝑚)
e 𝑒 = ⊗2𝑘(𝑚Ú2 + 𝑛Û2) ⊗ 3𝑚𝑛(Ú2 + Û2)

3(𝑛 ⊗ 𝑚)
.

As tangências do campo superior em Σ ocorrem exatamente nos equilíbrios que estão sobre

Σ em ambos os casos.

Para o campo inferior, as tangências ocorrem quando 𝑌 𝑓(𝑝) = 0 e 𝑝 ∈ Σ, ou seja, essa

tangência ocorre no ponto

(︃

𝑚Ú2 + 𝑛Û2

Ú2 + Û2

, 0

)︃

.

4.3 Diagrama de Bifurcações para um Modelo Não Li-

near Planar

Nessa seção o objetivo será procurar conexões homoclínicas e heteroclínicas em um sistema

descontínuo no qual a órbita não seja do tipo deslizante, ou seja, que as conexões dessas órbitas

em Σ aconteçam em uma região de costura.

Começamos apresentando algumas deĄnições sobre tipos de órbitas heteroclínicas e homo-

clínicas.

DeĄnição 4.3.1. Seja 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) um Campo de Vetores associado a um Sistema de Filippov.
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3. todas as tangências distintas em Σ, em qualquer outro caso.

Demonstração: Já vimos que as tangências do campo 𝑋 ocorrem nos pontos (0, 0) e
(︁

2k
3

, 0
⎡

e a tangência do campo 𝑌 ocorre em
(︃

𝑚Ú2 + 𝑛Û2

Ú2 + Û2

, 0

)︃

.

Igualando as tangências de 𝑋 com a tangência de 𝑌 , obtemos o resultado.

A seguir, damos condições para o caso que ocorre na Figura 4.15.

Teorema 4.4.2. Suponha 𝑚 < 0 e 𝑛 > 𝑘. O campo de vetores 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) tem um loop

pseudo-homoclínico com pseudo-equilíbrio limite na origem se, e somente se,

Ú2

Û2

= ⊗
ln
⎤

𝑚

𝑚 ⊗ 𝑘

⎣

ln
⎤

𝑛

𝑛 ⊗ 𝑘

⎣ .

Demonstração: Inicialmente calculamos a órbita do campo 𝑌 que passa por x = (𝑘, 0) e

assim temos que se as coordenadas do Ćuxo são dadas por (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), onde,

𝑥(𝑡) = ⊗ 1
6𝑘

[︃(︃

4𝑘2(𝑘 ⊗ 𝑛) ⊗ 6𝑘(𝑘 ⊗ 𝑛)𝑚
𝑚 ⊗ 𝑛

)︃

exp(Û2𝑡) +

(︃

6𝑘(𝑘 ⊗ 𝑚)𝑛 ⊗ 4𝑘2(𝑘 ⊗ 𝑚)
𝑚 ⊗ 𝑛

)︃

exp(⊗Ú2𝑡) ⊗ 4𝑘2

⟨

.

e

𝑦(𝑡) =
2
3

(︃

𝑘(𝑘 ⊗ 𝑛)
𝑚 ⊗ 𝑚

exp(Û2𝑡) ⊗ 𝑘(𝑘 ⊗ 𝑚)
𝑚 ⊗ 𝑛

exp(⊗Ú2𝑡) ⊗ 𝑘

)︃

.

Precisamos agora garantir que essa órbita passe por (0, 0) e para isso precisamos ter 𝑥(𝑡0) = 0

e 𝑦(𝑡0) = 0 para algum 𝑡0 ∈ R. E daí temos

𝑡0 =
ln
⎤

𝑛

𝑛 ⊗ 𝑘

⎣

Û2

e
Ú2

Û2

= ⊗
ln
⎤

𝑚

𝑚 ⊗ 𝑘

⎣

ln
⎤

𝑛

𝑛 ⊗ 𝑘

⎣ .

O caso heteroclínico aqui é um pouco mais complexo, devido a nossa diferenciação em tipos

I e II e devido ao grande número de possibilidades existentes aqui.

A seguir apresentamos algumas condições que garantem a existência de algumas das órbitas

pseudo-heteroclínicas do tipo I apresentadas na seção anterior.

Proposição 4.4.3. Uma condição suĄciente para a existência de órbitas pseudo-heteroclínicas

do tipo I no sistema é que
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• 𝑚 = 0 ou 𝑚 = 2k
3

ou 𝑚 = 𝑘

ou

• 𝑛 = 0 ou 𝑛 = 2k
3

ou 𝑛 = 𝑘.

Demonstração: A demostração segue do fato de (0, 0),

(︃

2𝑘

3
, 0

)︃

são os pseudo equilíbrios de

𝑍 e 𝑄 = (𝑘, 0) pertence a órbita que ŞsaiŤ de (0, 0) e corta Σ.

Esse teorema ilustra os casos 2, 4, 8, 14, 18, 20 e 22 que apresentam exatamente uma órbita

pseudo-heteroclínica do tipo I. Nos casos 6, 10, 12 e 16 temos garantida uma órbita pseudo

heteroclínica do tipo I podendo existir outras órbitas dessa natureza. Nos casos 9, 11 e 19

temos exatamente duas órbitas pseudo-heteroclínicas do tipo I.

Teorema 4.4.4. Suponha que 0 < 𝑚 < 2k
3

e 2k
3

< 𝑛 < 𝑘. O campo de vetores 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) tem

um loop homoclínico com equilíbrio limite em 𝐸 se, e somente se,

𝑛 =
𝑘 ⊗ 𝑚

2
+

1
2

√︁

(𝑘 + 3𝑚)(𝑘 ⊗ 𝑚).

Demonstração: Lembremos que a função hamiltoniana associada ao sistema 4.2.2 é dada por

𝐻(𝑥, 𝑦) =
𝑦2

2
⊗ 2𝑥2 +

2𝑥3

𝑘
.

Comecemos encontrando a constante associada à solução que passa por 𝑀 = (𝑚, 0) e depois

encontraremos os outros pontos dessa curva de nível que corta Σ para encontrarmos qual

deverá ser o ponto 𝑁 = (𝑛, 0) para que a órbita homoclínica feche. Se 𝐻(𝑚, 0) = 𝑐 segue que

𝑐 = 2m3

k
⊗ 2𝑚2 Assim, procuramos os valores de 𝑥 ̸= 𝑚 de forma que

𝐻(𝑥, 0) =
2𝑚3

𝑘
⊗ 2𝑚2.

Assim,

𝐻(𝑥, 0) =
2𝑚3

𝑘
⊗ 2𝑚2 ⇔ 2𝑥3

𝑘
⊗ 2𝑥2 =

2𝑚3

𝑘
⊗ 2𝑚2 ⇔ 2

𝑘

(︁

𝑥3 ⊗ 𝑚3
⎡

= 2
(︁

𝑥2 ⊗ 𝑚2
⎡

⇔
2
𝑘

(︁

𝑥2 + 𝑥𝑚 + 𝑚2
⎡

= 2 (𝑥 + 𝑚) ⇔ 2
𝑘

𝑥2 +
2𝑚

𝑘
𝑥 +

2𝑚2

𝑘
⊗ 2𝑥 ⊗ 2𝑚 = 0 ⇔

2
𝑘

𝑥2 +
⎤2𝑚

𝑘
⊗ 2

⎣

𝑥 +
2𝑚2

𝑘
⊗ 2𝑚 = 0.

Precisamos resolver uma equação do segundo grau cujas raízes são dadas por:

𝑘 ⊗ 𝑚

2
⊗ 1

2

√︁

(𝑘 + 3𝑚)(𝑘 ⊗ 𝑚) e
𝑘 ⊗ 𝑚

2
+

1
2

√︁

(𝑘 + 3𝑚)(𝑘 ⊗ 𝑚)
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Falta-nos provar que k⊗m
2

⊗ 1
2

√︁

(𝑘 + 3𝑚)(𝑘 ⊗ 𝑚) /∈
(︁

2k
3

, 𝑘
⎡

e k⊗m
2

+ 1
2

√︁

(𝑘 + 3𝑚)(𝑘 ⊗ 𝑚) ∈
(︁

2k
3

, 𝑘
⎡

.

Inicialmente, observe que como 𝑚 > 0 temos que

√
𝑘 ⊗ 𝑚 <

√
𝑘 + 3𝑚.

Daí,
1
2

√︁

(𝑘 + 3𝑚)(𝑘 ⊗ 𝑚) >
1
2

√︁

(𝑘 ⊗ 𝑚2)

e portanto k⊗m
2

⊗ 1
2

√︁

(𝑘 + 3𝑚)(𝑘 ⊗ 𝑚) /∈
(︁

2k
3

, 𝑘
⎡

.

Para mostrar que 2k
3

< k⊗m
2

+ 1
2

√︁

(𝑘 + 3𝑚)(𝑘 ⊗ 𝑚) < 𝑘 basta usar que 𝑚 < 2k
3

pois daí

2𝑘 ⊗ 3𝑚 < 0.

O exemplo do caso desse teorema pode ser visto na Figura 4.31.
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