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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar uma classe importante em Sistemas Dindmicos
conhecida como difeomorfismos de Anosov. Neste contexto, um problema é estabelecer
quais as variedades que admitem um difeomorfismo de Anosov, aqui nos limitaremos
a resolver este problema para difeomorfismos de Anosov de codimensao um com ponto
fixo. Paralelo a este, outro problema classico em Sistemas Dindmicos é determinar se os
difeomorfismos de Anosov sdo sempre transitivos, o que é o caso para os difeomorfismos
de Anosov de codimensao um. A fim de encontramos respostas para tais problemas,
abordaremos a teoria de sombreamento e estudaremos os teoremas de de Franks e o de

Newhouse.

Palavras-chave: Difeomorfismo de Anosov, variedade estavel, variedade instavel, vizi-

nhanca produto local, sombreamento, transitividade.



Abstract

The goal of this work is to study an important class of diffeomorphisms in Dynamical
Systems called Anosov diffeomorphisms. In this context, one of the main problems is
to establish which manifolds support an Anosov diffeomorphism. Here we will restrict
ourselves to solve this problem for codimension-one Anosov diffeomorphisms with a fixed
point. In parallell to this, another classical problem in Dynamical Systems is to determine
whether Anosov diffeomorphisms are always transitive, which is these case for codimension-
one Anosov diffeomorphisms. In order to find answers to the problems, we will present the

shadowing’s theory and study a theorem of Franks and a theorem of Newhouse.

Keywords: Anosov diffeomorphisms, stable manifold, unstable manifold, local product

neighborhood, shadowing, transitivity.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é demonstrar dois resultados classicos em sistemas
dinamicos provados por John Franks e Sheldon Newhouse. Além disso estudamos resultados
recentes [5] e [6] para difeomorfismos de Anosov o que, aliado ao entendimento desses
resultados classicos do Newhouse e Franks, geraram perspectivas de trabalhos futuros. Esses
resultados lidam com uma classe muito rica de comportamento em sistemas dinamicos

conhecidos como difeomorfismos de Anosov.

Um difeomorfismo f : M — M é dito um difeomorfismo de Anosov se para
todo x € M, existe uma decomposi¢do em soma direta do espaco tangente 7, M em dois
subespagos E°(x) e E*(x) invariantes pela derivada Df, e tal que D f, restrito a E°(x)
é uma contragao uniforme e D f, restrito a E“(x) é uma expansao uniforme. Algumas
estruturas geométricas, conhecidas como folheagoes estavel e instavel, estdo naturalmente
associadas a estes difeomorfismos, estas estruturas auxiliam enormemente o estudo dinamico
dos difeomorfismos de Anosov. Dado f : M — M um difeomorfismo de Anosov, para cada
x € M, definimos a variedade estavel e variedade instavel respectivamente como sendo os
conjuntos:

W) = {ye M : lim d(f"(2), f(y)) = O},

We(a) = fye M : Jim d(f (), f () = 0}.
Esses conjuntos sao de fato variedades e além disso, T, M (W?*(z)) = E*(z) e T, M(W"(z)) =
E“(x). O conjunto de todas as variedades estéveis forma uma folheagao para M que cha-
mamos de folheacao estavel, analogamente obtemos a folheagao instavel. As variedades
estaveis e instaveis "dispdoem em camadas'o comportamento assintético das iteradas futuras

e passadas por f.

Os difeomorfismos de Anosov sdo modelos para diversos comportamentos
dindmicos e por isso foram intensamente estudados, principalmente a partir da década de
60. Apesar disso, perguntas muito naturais ainda nao foram completamente respondidas

para esses sistemas. Dois classicos problemas em abertos sao:
Conjectura de Smale. Todo difeomorfismo de Anosov é transitivo.
Problema. Quais variedades que suportam difeomorfismos de Anosov?

Neste trabalho, nos limitaremos a resolver estes problemas para difeomorfismos
de Anosov de codimensao 1, ou seja, difeomorfismos para os quais um dos subespacos
invariantes que decompoe o espaco tangente tem dimensao 1. Para tal caso, Newhouse

[16] demonstrou que a resposta da conjectura é positiva.

Teorema de Newhouse [16]. Se f : M — M ¢é um difeomorfismo de Anosov de
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codimensao 1 entao todos os pontos de M sao pontos nao-errantes, ou seja, para cada
x € M e cada aberto U contendo z, existe um natural ndo nulo N = N(z,U) tal que

fN(U) nU # &, isto é equivalente a dizer que f é transitivo.

Através da teria de sombreamento, Carvalho em [5] consegue uma equivaléncia
entre a propriedades de transitividade para difeomorfismos de Anosov com a propriedade

de sombreamento no limite bilateral. Mais especificamente, uma pseudo-orbita no limite

0
i=—00

bilateral em M para um difeomorfismo f : M — M é uma sequéncia (x;) tal que

|i|]—00

Uma pseudo-orbita no limite bilateral (z;),ez é sombreada no limite bilateral por um ponto
ye M se
lim d(x;, f'(y)) = 0.

Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento no limite bilateral se toda pseudo-érbita
no limite bilateral (z;);,cz é sombreada no limite bilateral. Se para cada pseudo-érbita
no limite bilateral seu sombreamento no limite bilateral ¢ tinico, dizemos que f tem a

propriedade de sombreamento unico no limite bilateral.

Carvalho em [5] trabalha com o levantamento dos difeomorfismos de Anosov
para o recobrimento universal. Denotando f: M — M o levantamento do difeomorfismo
de Anosov f : M — M para o recobrimento universal, o autor mostra que, para cada
pseudo-orbita no limite bilateral para f , existem aplicacgoes definidas em um determinado
espaco de Banach que relacionam bijetivamente seus pontos fixos a pontos que sombreiam

esta dada pseudo-orbita.

Os levantamentos das variedades estavel e instavel para o recobrimento universal,
os quais denotamos por W?*(z) e W*(z) sdo de fato as variedades estével e instével para
f. Quando para quaisquer x,y € M tem-se que a intersecao W?(x) n W*(y) é um unico

ponto, dizemos que f é um difeomorfismo de Anosov com estrutura de produto global.

Através dos teoremas a seguir obtemos relagoes entre propriedades de som-
breamento no limite, transitividade e estrutura de produto global. Tais teoremas estao

apresentados no capitulo quatro deste trabalho.

Teorema A.[5] Um difeomorfismo de Anosov tem estrutura de produto global se, e somente
se, um levantamento para o recobrimento universal tem a propriedade de sombreamento

Unico no limite bilateral.

Teorema B.[5] Um difeomorfismo de Anosov é transitivo se, e somente se, tem propriedade

de sombreamento no limite bilateral.

Depois de enunciados os teoremas acima ¢ natural nos perguntarmos:

"Todo difeomorfismo de Anosov tem estrutura de produto global é transitivo?"
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A resposta para tal pergunta é afirmativa e neste trabalho fizemos uma prova para a

mesma que também se encontra no quarto capitulo.

Os modelo mais simples de difeomorfismos de Anosov sao os modelos lineares.
Neste trabalho demonstraremos que os difeomorfismos de Anosov de codimensao 1 possui
dinamica bem parecida com o caso linear. Isto é, demonstraremos o outro principal teorema

desta dissertagao:

Teorema de Franks [10]. Se um difeomorfismo de Anosov f : M — M ¢ de codimenséao
1 com um ponto fixo e tal que o conjunto dos pontos nao-errantes é toda a variedade M

entdo f ¢ topologicamente conjugado a um automorfismo hiperbélico no Toro.

Mais recentemente, Hiraide em [11] apresentou uma prova mais simples para o

Teorema de Franks sobre a qual este trabalho foi baseado.

Esta dissertagao contém cinco capitulos que estao dispostos da seguinte maneira:
O capitulo um contém contetidos preliminares de topologia, folheacoes e dinamica que
dao suporte para que a leitura seja feita com mais facilidade. O capitulo seguinte contém
propriedades associadas a hiperbolicidade e expansividade de aplica¢oes, além disso,
enunciamos e demonstramos um importante teorema dentro da dindmica hiperbélica, o
Teorema da Decomposicao Espectral. No terceiro capitulo demonstramos os dois principais
teoremas estudados. Por fim, no ltimo capitulo quatro apresentamos algumas propriedade

de sombreamento no limite e no limite bilateral.
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1 Preliminares

Com o intuito de deixar este trabalho autocontido, estudaremos neste capitulo
conceitos basicos de variedades e dinamica, os quais nos darao suporte para o entendimento

dos capitulos posteriores. Para mais detalhes, as referéncias utilizadas foram [8], [13] e [7].

1.1 Preliminares topoldgicas

Esta secao contém defini¢des, exemplos e resultados relacionados a topologia

de variedades e espagos de recobrimentos.

Definicio 1.1.1. Uma métrica Riemanniana de classe C* em wma variedade dife-

rencidvel M € uma aplicacdo que associa cada x € M a um produto interno
e TeM x TyM — R

que varia diferencialmente no sequinte sentido: Se p : U < R™ — M ¢é um sistema de

0
o (q) = Deye,,

0 0
onde e; = (0,...,1,...,0) com 1 na i-ésima coordenada, entio { —(q),=—(q) ) =
&xi (913]' q

coordenada locais em torno de p, com o(x1,Ta,...,xy) = q € p(U) e

Gij(x1, %2, ..., Ty) € uma fungdo diferencidvel em U.

Uma métrica Riemanniana induz uma distancia d : M x M — R dada por:

d(z,y) = inf{l(a) | a:[0,1] — M, C* por partes, a(0) = z, a(1) =y},

2
d d d
dt é o comprimento de « e H —a(t) H = <a(t), a(t)> :

Definicao 1.1.2. Uma variedade diferencidvel que admite wma métrica Riemanniana é

1

onde l(a) = J ja(t)

0

a(t)

chamada de variedade Riemanniana.

Teorema 1.1.1. Se M ¢é uma variedade topologica diferencidavel entao M admite uma

métrica Riemanniana.

Uma demonstragiao para o Teorema 1.1.1 pode ser encontrada em [8].

O préximo teorema nos diz que toda variedade Riemanniana compacta é um
espaco de Baire uma vez que toda variedade Riemanniana compacta é um espago métrico

completo.
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Teorema 1.1.2. Se M ¢é uma variedade Riemanniana compacta entdo qualquer intersecdo
enumerdvel de conjuntos abertos e densos é um conjunto denso, isto é, se {G;} < M é

e 6]
uma familia de conjuntos abertos e densos entao ﬂ G, € denso em M.
i=1

Demonstragio. Ver [7, Proposicao 2.15].

No que segue, estaremos interessados em definir e entender uma parte im-
portante da topologia algébrica, que sao os espacos de recobrimento, e um invariante

topoldgico das variedades, os grupos fundamentais.

Considere C o conjunto dos caminhos « : [0,1] — M tais que a(0) = a(1).

Defina neste conjunto a seguinte relacao de equivaléncia R: para a, 3 € C

a R 3 se, e somente se, existe uma func¢ao continua H : [0,1] x [0,1] — M tal que
H(t,0) = a(t) e H(t,1) = 5(t).

Neste caso dizemos que « e [ sdo homotdpicas ou a é homotopica a 5. O grupo fun-
damental de M o qual denotaremos por 71 (M) é o conjunto das classes de equivaléncia

referente a relacio de equivaléncia R. E facil ver que 71 (M) é um grupo.
Definigao 1.1.3. Seja f : M — N uma aplicagao continua. Entao a aplicagdo induzida

fo 0 m(M) — m(N)
[a] — [foa]

esta bem definida e é um homomorfismo de grupos.

Proposicao 1.1.1. O grupo fundamental de uma variedade suave e compacta € finitamente

gerado.

Demonstragio. Ver [1, Teorema 6.4.5].

Definicao 1.1.4. Uma aplicagdo m : M — M continua e sobrejetiva ¢ uma aplicagcdo
de recobrimento se para cada x € M, existe um aberto U, = M tal que 7' (U,) pode
ser escrito como uma uniao disjunta de abertos V" < ]\7, a € I, onde a restricio de 7 a

cada V. é um homeomorfismo sobre U,, isto é, 7T|qu : VY — U, é um homeomorfismo.

Um recobrimento universal de um espaco topoldgico conexo M € um espaco

simplesmente conexo M que recobre M, ou seja, existe um mapa 7 : M — M que é uma

aplicagao de recobrimento.

Exemplo 1.1.1. A aplicacao 7 : R™ — T™ dada por x — x + Z™, a qual é conhecido
como projecao natural, € uma aplicagio de recobrimento. Além disso, R™ é um espaco de

recobrimento universal para Z™.
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Observacao 1.1.1. [1, Teorema 6.4.1] Como 7 é um difeomorfismo local, a métrica d de
M induz uma métrica d em M de forma que T : (]\7, d) — (M, d) seja uma isometria local,
isto €, existe eg > 0 tal que para cada x € ]\7, 7 aplica a gy-vizinhanga de x isometricamente

sobre a gg-vizinhanga de w(x) .

Definicao 1.1.5. Seja f: M — M uma aplicagdo entre espacos topologicos. O levanta-
mento de [ para o recobrimento universal ¢ uma aplicagdo f: M — M tal que 7TO]? = fom,
onde ™ : M — M é uma aplicacao de recobrimento e M um recobrimento universal de M.

Em outras palavras, f: M—>Méa aplicacdo que faz o sequinte diagrama comutar:

~ f ~

]\f’HM

Lema 1.1.1. Seja o € (M), tal que m o o = 7. Entdo

Demonstragio. Ver [1, p. 187].

1.2 FolheacGes e medidas

Mais adiante vamos ver que uma variedade que suporta um difeomorfismo de
Anosov possui duas folheagoes que sdo transversais uma a outra, ou seja, as folhas de uma
folheagao intersecta transversalmente as folhas da outra, sobre tais folheagoes sabemos
como se comporta a dindmica do difeomorfismo. Para que possamos prosseguir, vamos
introduzir a nocao de folheacao de uma variedade. E além disso, quando temos que uma
das duas folheagoes citadas acima tem dimensao 1 podemos definir uma certa medida
sobre tal que é invariante pela outra folheacao, veremos como fazer isso também nesta

secao e isso nos ajudara a demonstrar o teorema de Franks.

Seja M um espago topoldgico conexo. Seja D™ o n-disco fechado. Uma folhea-
¢ao n-dimensional para M é uma familia F = {F,},cp de variedades conexas contidas

em M tal que

1. ze F,;
2. FunFy # O = Fp = Fy;

3. para cada x € M existe um conjunto compacto K contendo x e uma aplicacao
continua e injetiva ¢ : K x D" — M com ¢({y} x D") < F,, ¢(y,0) = y e

©(K x D") uma vizinhanca N de z em M como indica a figura 1.



Capitulo 1. Preliminares 18

Um conjunto compacto K < X que satisfaz o item & acima para algum x é

chamado de transversal a F.

- = = — - -

|

.-'
L]
L 1
| |
[ —J
D ¢ 1 7 D —
i — R |
i - '"\—-————I___ﬁ'
i J
L | l:l: 1
U N 4 e k== g

Figura 1 — retirada de [1].

Definig¢ao 1.2.1. Sejam F e F' folheagoes em M. Dizemos que F ¢é transversal a F'
se para cada x € M existem conjuntos conexos ndao-triviais D, D’ com {x} = D n D' uma

vizinhanga conexa N de x em M e um homeomorfismo ¢ : D x D' — N tal que
1. p(z,x) = x;

2. oy, x) =y, (ye D) ep(x,2) = 2, (e D');

3. para qualquer L € F existe um conjunto enumerdvel B' < D’ tal que N n L =

o(D x B') (figura 2);

4. para qualquer L' € F' existe um conjunto enumerdvel B < D tal que N n L' =

©(B x D) (figura 2).

Figura 2 — retirada de [1].
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Definigao 1.2.2. Uma medida F-invariante é uma familia {fix } i transversa tal que

1. pg € uma medida de Borel finita na transversal K ;

2. se A;  K; (i =1,2) sao conjuntos Borelianos e T : A1 — Ay é um isomorfismo de
Borel com T(x) € F,, Vx € Ay entdo pug, (A1) = uk,(As), neste caso dizemos que

A1 e Ay sao F-conjugados;
3. ug(K) > 0 para algum compacto transversal K.

Teorema 1.2.1. Sejam K; e Ky transversais para F e piy, pio medidas de Borel finitas em

Ky e K5 respectivamente. Suponha que existe um conjunto Ny < K tal que

1. :ul(Nl) = O;
2. Lis (U ]-"xmK2> =0;
xeNl

3. v € Ky — Ny implica F, 0 Ky = {F,,(z) | € By}, onde F = {F,, : By, = C}mo0
¢ uma colecio enumerdvel de isomorfismos de Borel preservando medida, B,, <
Kl, Cm - KQ.

Entao todo isomorfismo de Borel entre um subconjunto de Ky e um subconjunto

de Ky com T(z) € F, deve preservar medida.

Demonstragio. Ver [3, Lema 1.5]. O

1.3 Teoria elementar de dinamica

Consideremos f : X — X uma aplicagao continua e X um espago topolégico.
Denotemos por f" := fo...o f a composicio de f com ele mesmo n vezes, f~" =
fto...of ' acomposicio de f~! com ele mesmo n vezes (este caso faz sentido quando
f ¢ invertivel) e O(z) = {f"(z)}ner a 6rbita de x por f, onde I é o conjunto dos nimeros

naturais ou o conjunto dos niimeros inteiros caso f seja invertivel.

Definicao 1.3.1. Seja f : X — X um homeomorfismo. Para x € X definimos o conjunto

w-limite de x sendo o conjunto

w(z) :={ye X | existe N = N tal que lim d(f™(y),r) =0, ne N'}.
Analogamente definimos o conjunto a-limite de x,

a(x) :={ye X | existe N c N tal que lim d(f™"(y),x) =0, n e N'}.

Proposicao 1.3.1. Seja f: X — X um homeomorfismo e x € X.



Capitulo 1. Preliminares 20

1. Se {f(z) | n e N} é compacto entio w(x) € compacto e ndao vazio.

2. Se {f~(z) | n e N} é compacto entio a(x) é compacto e nao vazio.

Demonstragio. Ver [14, Proposi¢ao 2.10, p. 36]. OJ

Para mais detalhes podem ser consultados os livros [14] e [17].
Definig¢ao 1.3.2. Dizemos que um conjunto U < X € f-invariante se f(U) < U.

Observagao 1.3.1. Se f € um homeomorfismo faz sentido pensarmos na dinamica "para
trds", assim, podemos dizer que um conjunto U € f-invariante se f(U) < U e f~(U) < U,
ou seja, f(U) =U.

Definicao 1.3.3. Dizemos que f é transitiva se dados U e V abertos quaisquer de X,
existe N € N* tal que fN(U)nV # .

Proposicao 1.3.2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Uma fungdo f: M —

M ¢é transitiva se, e somente se, existe x € M tal que a drbita de x, O(x), é densa em M.

Demonstragcdo. Seja x € M um ponto cuja 6rbita é densa em M. Entao existe m € N* tal
que f™(z) € V e (usando que {f"(x) | n > m} é denso em M também) existe n > m tal
que f"(z) e U. Tome k = n —m. Entao f™(z) e fU) V.

Para provar a reciproca, seja {U; | j = 1,...,k} uma base finita de abertos de

0
M. A transitividade de f garante que o aberto U f’l(Uj) ¢ denso em M para todo j € N.

=1
Pelo Teorema 1.1.2, a intersecao

k o
-1
X =NUYsr'wy
j=11=1
¢ um subconjunto denso de M. Em particular, ele é nao vazio. Por outro lado, por
definicdo, se x € X entdo para todo j € N existe algum [ > 1 tal que f'(z) e U;. Como os

U, constituem uma base de vizinhangas de M, isto significa que {f'(z) | € N} é densa
em M. ]

Algumas dindmicas possuem a propriedade de "misturar'subconjuntos abertos
de um espaco topoldgico de forma que a cada iteracao estes subconjuntos estejam mais

distribuidos dentro do espaco.

Definicao 1.3.4. Dizemos que f ¢é topologicamente mixing se dados U eV abertos
quaisquer de X, existe N € N* tal que f"(U) n'V # & para todo n > N.

Observacao 1.3.2. Claramente uma aplicacao que é topologicamente mixing é também

transitiva.
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Definicao 1.3.5. Dizemos que um ponto x € X ¢é nao-errante para f se para toda
vizinhanga U de x existe N € N* tal que fN(U) nU # (.

Denotamos o conjunto de todos os pontos nao errantes de X para f por Q(f)

e o chamaremos de Conjunto nao-errante de f.

Proposicao 1.3.3. O conjunto nao-errante de f € fechado e f-invariante.

Demonstracao. Por simplicidade denotemos Q(f) = Q. Seja x € M\, entdo existe uma
vizinhanga U de x tal que para todo n = 0 tem-se U n f*(U) = &. E claro que U M\Q,
o que implica que M\ é aberto. Portanto, € é fechado. Agora, fixe z € Q e tome U uma
vizinhanca qualquer de f(x), pela continuidade de f, f~'(U) é uma vizinhanca de z, como
x € (), existe N e N* tal que fN(fH(U)) n f1(U) # &. Sejay e fN(f1U)) n fHU).
Vamos mostrar que f(y) € fY(U) n U e assim, poderemos concluir que f(x) € Q. Note
que f(y) € U. Como y € fN(f~*(U)), entdo existe y' € f~1(U) tal que y = f~(v/), logo
y = fN1(y") para algum y” € U, portanto y € f~*(U) e consequentemente f(y) € f~(U).

Se f for um homeomorfismo. Fixe = € ) e considere uma vizinhanca U de f~'(z).
Note que f(U) é uma vizinhanga de x, assim existe ng € N tal que f™(f(U)) n f(U) # &,
o que implica que f™(U) n U # & e portanto f(x) € 2. Logo, f~ () < Q. O

Definicao 1.3.6. Um ponto p e M ¢ dito ponto periodico de periodo n de f, sen é o
menor natural nao nulo tal que f*(p) = p. Se n =1, dizemos que p é ponto fixo de f.

Denotaremos o conjunto de todos os pontos periddicos de f por Per(f).

Proposicao 1.3.4. Se pe M é um ponto periédico de f entao p € Q(f), isto é, Per(f) <
Q(f). Mais ainda, Per(f) < Q(f).

Demonstragio. Seja p um ponto periddico de periodo m, isto é, f™(p) = p. Dada uma
vizinhanga V' de p, temos p e V n f(V), portanto, p € Q(f) (com N = m). Como (f) é

fechado, segue o resultado. ]

Definicao 1.3.7. Dizemos que uma matriz é hiperbdlica se todos os seus autovalores
tem norma diferente de um. Um ponto x € M sera dito hiperbdlico para f: M — M se
a matriz da derivada D f, for hiperbdlica.

1
Exemplo 1.3.1. A matriz A = [ T ) ] ¢ hiperbolica para qualquer n = 2. De fato. Os

autovalores de A sdo

n+1+v/n2—-2n+5 \ n+1l—+v/n2—2n+5
3 2 =

M = 2 - 2

que sdo sempre reais, pois (n — 1)> +4 >0, n € N e além disso, |\;| =1, i = 1,2 se, e

somente se n =1, que ndo € o caso.
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2 Difeomorfismos de Anosov

Variedades que suportam um difeomorfismo de Anosov possuem folheacgoes
transversais que chamamos de folheagoes estavel e instavel. Estas nos fornecem informagoes

sobre o comportamento da dindmica do difeomorfismo nas folhas.

2.1 Dinamica Hiperbdlica e Expansividade

Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional compacta, conexa e C* e
f: M — M um difeomorfismo. Dizemos que um subconjunto A = M é hiperbélico para
f se para todo z € A, existe uma decomposigao do espago tangente T, M = E°*(z) ® E*(z)

satisfazendo:

1. Os espagos E°(x) e E"(x) sdo invariantes pela aplicagdo derivada Df, : T,M —
Tf(x)M, isto é,

Dfo(E°(x)) = E*(f(x)) e Dfa(E"(x)) = E*(f(2));
2. Existem constantes 0 < A <1 e ¢ > 0 tais que
|fo(v)\fk(x) < e\l e ]Df;k(w)]f_k(m) < eXflwl,

para todo v € E*(z),w e E*(x),ke Nex e M, onde |- |, denota a norna em 7, M

induzida pela métrica Riemanniana.

Chamamos F°(z) a diregao estavel de f em x e E“(x) é a diregao instével

de f em x.

Proposigao 2.1.1. Os espagos E*(z) e E"(x) variam continuamente com x € A.

Demonstragio. Seja xp € A e x; uma sequéncia em A que converge a zp. Vamos mostrar
que dim E*(x;) = dim E°(xo) e dim E"(x;) = dim E"(x() para i suficientemente grande.

Considere uma subsequéncia de z; de modo que dim E®(x;) seja constante, digamos

igual a k. Considere uma base ortonormal wy, ..., wy,; de E*(z;), passando para uma
subsequéncia se necessario, podemos supor que w;; converge a wo. Note que wy g, ..., Wk
estao em T,,M. Por continuidade note que o item 2 acima implica w;o, [ = 1,...,k,

estarem em E°(zg). Portanto

dim E*(x¢) = k = dim E*(x;).
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Analogamente temos que
dim E*(xg) = m — k = dim E*(z;).
Como dim T, M = dim E*(z¢) + dim E*(x() temos,
dim E*(xq) = dim E°(x;), dim E"(xq) = dim E*(x;).
Segue a continuidade das direcoes estaveis com relacao a x € A. O

Definicao 2.1.1. Se a variedade toda M ¢é um conjunto hiperbolico para f, dizemos que

f € um difeomorfismo de Anosov.

Exemplo 2.1.1. Considere a sequinte relacao de equivaléncia em R™: x,y e R™,
x ~y se, e somente se, v —y € L.

Defina T™ = R™/~ = R™/Z™ o toro m-dimensional. Também podemos pensar no toro
como sendo o produto de m copias do circulo unitdrio S', isto é, T™ = S' x S' x ... x S'.
Denotemos por [-] a classe de equivaléncia de - definida pela relagio de equivaléncia ~,
dada em 1.1.1.

Seja A e M,(Z). Note que A(Z") < Z" e entao podemos definir uma aplicagao

Ty : T" — T"
[2] — [Az]

que chamamos de aplicag¢do induzida por A no toro. Nao é dificil ver que, sdo equiva-

lentes:

1. Ty € invertivel;
2. A ¢é invertivel em M, (Z);

3. det(A) = +1.
Se A € invertivel em M, (Z) e hiperbélica entao Ty é um difeomorfismo de Anosov.
Vamos fazer um caso nimerico para o exemplo acima.

2 1
Exemplo 2.1.2. Considere a matriz A = ( L1 ) A aplicacio Ty : T> — T? induzida

por A é um difeomorfismo de Anosov.

De fato: Primeiramente, observe que det(A) = 1. Os autovalores de A sao

:3+\/5 3—5

6)\22

M 2 2

. Logo, todo ponto de T? é um ponto hiperbélico de Ta, jd
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que Ty € uma aplicacdo linear e entao sua derivada é ela mesma. Denotemos por E* o
autoespaco correspondente ao autovalor N\ cuja norma é maior que 1 e por E° o autoespagco

correspondente ao autovalor Ay cuja norma é menor que 1.

Se \ € autovalor de A e v € um de seus autovalores associados, entdo A" é

autovalor de A" e v € um autovalor associado, assim temos

® para we K",
IDTA™ (w)l = ] [lwl] = A2l [lwll < 2[Aa]"[Jwl],
3—v5  (3—+5)(3+5) 4 2

= = = \! e assim,

2 2 B3+45) 23++5)  (3+6)

POILS, Ay =

|)\2| = P‘fl|

e para v € E*,
DT ()] = [Asll[oll < 2[A]"[v]l-

Tomando, \ = |\s| € ¢ = 2 na definicio de conjunto hiperbolico, temos que T?

¢ um conjunto hiperbolico para T4.

Definicao 2.1.2. Se f: M — M ¢é um difeomorfismo de Anosov. Dizemos que f é um
difeomorfismo de Anosov de codimensdo 1 se dim FE°(x) =1 ou dim E“(z) =1

para todo x € M.

Exemplo 2.1.3. O difeomorfismo Ty induzido pela matriz A como no exemplo anterior

¢ um difeomorfismo de Anosov de codimensao 1.

Definicao 2.1.3. Um homeomorfismo f : M — M € dito expansivo se eziste um nimero

¢ >0 tal que se x,y € M satisfaz d(f"(z), f"(y)) < ¢ para todo n € Z entio x = y.

A partir de agora, consideraremos f : M — M um difeomorfismo em uma

variedade Riemanniana M suave compacta conexa e A © M um conjunto hiperbélico para

f.

Definicao 2.1.4. Dado € > 0. Definimos as variedades estdvel e instdvel local de
x € A\ por:

W2(x) ={ye M [d(f"(z), ["(y)) <eVneN}

Wi(z) ={ye M |d(f"(z), f"(y)) <eVneN}

Lema 2.1.1. Se f: M — M ¢ um homeomorfismo expansivo com constante de expansivi-

dade ¢ > 0. Para todo € < ¢ e para todo r > 0 existe N > 0 tal que

fr W) = WR(f"(x)), (Wi (x)) = Wr(f"(x))
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para todo xr € A, n > N.

Demonstragao. Suponhamos que o lema nao seja valido, entao podemos encontrar sequén-
cias Tp,yn € M, m, > 0 tal que y, € WZ(x,),limm, = oo e d(f™ (z,), f""(yn)) > 7.
Como y, € W2 (z,) temos que d(f"(f™ (zn)), f*(f™ (yn))) < € para todo —m,, < n.
Portanto, se lim , = z, limy, = y entdo d(f"(z), f"(y)) < e < ¢, Vn € Z com

n—0o0

d(xz,y) = r > 0 o que contradiz a expansividade de f. O

Definicao 2.1.5. Dado ¢ > 0. Definimos as variedades estdvel e instavel de x € A

por:

W) = | v (@)

n=0

W(z) = ] 1 WE(F ().

nz=0

Denotemos por D*(z,e) o disco em W*(x) centrado em = de tamanho ¢ e

D?(x,¢€) o disco fechado em W?*(z) centrado em x de tamanho e.
Proposicao 2.1.2. Para x € A

W(z) = {ye M| Jim d(f"(x), /"(4)) = 0
Wi@) = {ye M| lim d(f"(z), ["(y)) =

o Y—~—

b

Demonstra¢io. Fixe x € A. Seja y € {z eM | lim d(f"(x), ["(2)) = O}. Existe N > 0
tal que d(f"(z), f"(y)) < € para todo n > N, isto implica que f"(y) e W*(f"(z)).
Portanto, y € f~N(W*(fY(x))) € W*(x). Agora, seja y € W*(z). Existe N € N tal que
ye f[NWE(FN(2))), logo fN(y) e WE(fN(z)). Dado r > 0, pelo Lema 2.1.1 existe N’ > 0
tal que f"(Ws(fN(z)) « Wi(f*™(z)) para todo n = N'. Assim, f*™(y) e Wi(f"(2))
para todo n > N’ e portanto d(f"(z), f"(y)) < r para todo n = N’ + N. Como r ¢é
arbitrario, temos que y € {z eM | lim d(f"(z), f"(2)) = O}. A segunda igualdade pode

ser mostrada de maneira andloga. []

Observagao 2.1.1. /3]
Se f € um difeomorfismo de Anosov, as familias F* := {W?*(x)}rers € F* :=

{(W*(x)}sers formam folheagoes para M, as quais chamamos de folheagdo estdvel e

folheacdo instdvel respectivamente. E além disso, tais folheagoes sdo transversais.

Lema 2.1.2. Se f: M — M ¢ um homeomorfismo expansivo com constante de expansivi-

dade ¢ > 0. Entdo existe € > 0 tal que Yy € A wvale:

Wi(y) = Wi(y) e Wi(y) = W*(y).
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Demonstracao. Fixe y e M. Dado r > 0 pelo Lema 2.1.1, para ¢ > ¢ > 0 existe N > 0 tal
que f"(WZ2(x))  W2(f"(x)) para todo = e todo n = N, isto significa que para qualquer
x € Wi(y), temos f"(z) € W (f"(y)), isto é, d(f"(z), [*(y)) < r, Yn = N. Como r
¢é arbitrario, entao 7%1_{1010 d(f"(z), f*(y)) = 0, como querfamos. Podemos demonstrar de

maneira andloga que W*(y) < W*(y). ]

Teorema 2.1.1. Para ¢ > 0 pequeno e x € A

1. Wi(x),W2(zx) sdo discos para x € A com T,W?(x) = E*(x), T,W*(x) = E*(x);

2. d(f"(x), f"(y)) < \N"d(x,y) paray e WS (z), n=0e
d(f™"(x), f"(y)) < XN"d(x,y) para y e W (z), n = 0;

3. Wi(x), W(x) variam continuamente com x (na topologia C").

Demonstragdo. Ver [12, Teorema 1].

Lembremos que:

e Sejam S e S’ subvariedades de classe C° de M e ¢ > 0. Dizemos que S e S’ estao
e — C*-préximas se existe um difeomorfismo C°, h : S — S’ tal que i’ o h esta

e-proximo de 7 na topologia C*, onde i : S — M e : S — M denotam as inclusoes.

e Uma aplicacao de classe C" f: M — N é uma imersao se D f, ¢ injetiva para todo
pe M. Se f: M — N éuma imersao dizemos que f(M) é uma subvariedade imersa

de N.

Teorema 2.1.2 (Teorema da Variedade Estavel). Sejam f: M — M um difeomorfismo

de Anosov e E°(x) o espago estavel de x. Entdo

1. W*(p) € uma subvariedade imersa de M;
2. para x,y € N, W*(z) e W¥(y) coincidem ou sdao disjuntos;
3. o0 espago tangente de W*(z) em y é E°(y) para cada y € A;

4. We(x) e W*(y) estio C'-préwimos em conjuntos compactos para x,y € A prézimos.

Demonstragio. Ver [20, Teorema 2.1] ou [17, Teorema 6.2].

Corolario 2.1.1. Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov. Eziste um € > 0 tal

que para cada x € M eziste uma vizinhanga V.(x) de x satisfazendo:

1. V.(x) é homeomorfo a W (x) x W2 (x);
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2. para Y1,y € Ve(x), Wi(y1) n WZ(y2) € um unico ponto;

), W2
3. para y1,ys € V-(x),
se (W2 (y1) nVe(x)) n (W (y2) N V() # & entdo W (y1) nVe(x) = Wi (y2) nVe(),
se (W2 (y1) nVe(@)) 0 (W (y2) nVe(2)) # & entdo WE(y1) nVe(x) = W2 (y2) 0 Ve();

£

Defini¢ao 2.1.6. Chamamos o interior de V:(z) de vizinhanga produto local de x.
Para facilitar a escrita, abusaremos um pouco da notagao, denotando a vizinhanga produto

local de x por V.(x) ao invés de int(V.(z)).

Definicao 2.1.7. Denotemos por W*(y, N) a componente conexa de W*(y) n N que con-
tém y. Um conjunto estdvel relativo a W:(x) é um conjunto denotado por N(WZ(x))

ou simplesmente por N, satisfazendo as sequintes condigoes:

1N = JW"y,N) |ye W:(x)};

2. para yYi1,Y2 € N; ou Wu(QlaN) N Wu(y27N) = @7 ou Wu(ylaN) = Wu(y27N)
Similarmente, para y1,y2 € N, ou W(y1, N) n W*(yo, N) = &, ou W?(y;, N) =
Ws<y27N);

3. paray, € N, Wy, N) (W*(y1, N)) é homeomorfo a bola fechada em W?*(yy) (W*(y1));
4. existe e1 > 0 tal que W2 (y1) € W"(y1, N) para todo y, € WS (x);

5. seyr,y2 € N entdo W*(y1, N) n W?(ya, N) € um simples ponto.

Para K < W2 (z) um conjunto produto estdvel N relativo a K ¢ definido

como sendo U Wy, N(W2(z)) onde N(WZ(x)) é algum conjunto produto estdvel relativo
yeK
a Wi(z). Similarmente, para x € M, € > 0, podemos definir um conjunto produto instdvel

relativo a W2 (z) ou K onde K < WX(z).

Teorema 2.1.3. Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov. Para todo x € M e todo

e > 0, existem conjuntos produtos relativos a W (z) e WZ(x).

Demonstragio. Usando o Corolario 2.1.1 e a compacidade de M obtemos o resultado. []

Observacgao 2.1.2. 1. Note que, se ¢ > 0 € a constante de expansividade de f e e < c
entio W2 (x)nW2X(z) = {x}. De fato. Sey € W (x)nW(x), entao d(f"(y), " (z)) <
e < ¢ VneZ, oqueimplica que y = x. A intersecao Wi (x) n W¥(z) = {z} €

transversal e tais intersecoes sao preservadas por pequenas perturbacoes.

2. Seja f um difeomorfismo de Anosov. O item 1 desta observagdo nos garante que para
qualquer € pequeno, existe § > 0 pequeno tal que se d(z,y) < § entdo WZ(x) n Wi (y)
consiste em um simples ponto. Além disso, se x,y € Q(f) entao W2 (x)nW(y) € Q(f)

(Ver [20]).
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Difeomorfismos de Anosov sao aplicagoes expansivas, isto pode ser facilmente

visto através do lema:

Lema 2.1.3. Seja A um conjunto hiperbolico. Entao, existe um ¢ > 0 tal que se € A e

ye M comy # x, entao
d(f*(z), f*(v)) > ¢ para algum k € Z.

Demonstracio. Sejam x € A e y € M quaisquer. Suponha que para todo k € Z vale

d(f*(x), f*(y)) < e temos que y € W#(z) n W(z) = {z}, o que implica que y = 2.  []

Lema 2.1.4 (A\-Lema). Seja p € M um ponto fixo hiperbélico para f. Se D é um disco
transversal a variedade estdavel, W*(p), em um ponto q € W*(p), entdo dado R e ¢ reais
positivos existe Ny tal que ¥ n = Ny a componente coneza de (D) n V.(D"(p, R)) que
contém f"(p) estd e — C* prézimo de D*(p, R). Onde D"(p, R) é a variedade instdvel de
p de raio R e V.(D"(p, R)) é uma vizinhanga de distincia € de D" (p, R).

Demonstragio. Ver [4, p.123, Teorema 5.7.2]. O

O levantamento de um difeomorfismo de Anosov para o seu recobrimento
universal levanta consigo algumas de suas propriedades de hiperbolicidade, porém nao
estda definido em uma variedade compacta, o que acaba fazendo com que perca outras
caracteristicas. Muitas vezes estudar o que acontece nas folheagoes estavel e instavel do
levantamento, nos ajudam a resolver problemas dos difeomorfismos de Anosov levanta-
dos. No que segue, apresentaremos algumas definigdes com respeito a levantamentos de

difeomorfismos de Anosov.

Sejam M um recobrimento universal da variedade Riemanniana compacta e
suave M ¢ 7 : M — M uma aplicacio de recobrimento. Denotaremos W*(z) e W*(z)
o levantamento das folhas estavel e instavel de = respectivamente. Na verdade, V[N/s(m) e
VIN/“(:U) sao respectivamente os conjuntos estavel e instavel dos pontos que sao projetados

sobre x por m com respeito ao difeomorfismo de Anosov levantado.

~

Observacgao 2.1.3. Denotaremos por f: M — M o levantamento de f:M — M para o

recobrimento universal.

Definicao 2.1.8. Dizemos que um difeomorfismo de Anosov f tem estrutura de pro-
duto global se, para todo z,y € M as folhas Ws(x) e W“(y) (com respeito a f)

intersectam-se em um unico ponto no recobrimento universal.

2.2 Propriedade de Sombreamento

A teoria de sombreamento é de grande importancia dentro da dindmica hiper-

bdlica, uma vez que ela nos ajuda a resolver questoes de maneira menos abstrata e bastante
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intuitiva. O Lema do Sombreamento, o qual demonstraremos nesta se¢ao, nos garante que

os difeomorfismos de Anosov tem a propriedade de sombreamento, mais precisamente:

Seja f : M — M um homeomorfismo. Seja § > 0. Uma J-pseudo érbita em

M é uma sequéncia ()%, , onde —o0 < t; <ty < o0, tal que

i=t1,)
d(f(x;),xip1) < d para t; < i <.

Uma d-pseudo orbita (xi)?:tl ¢ e-sombreada por um ponto y se

d(f'(y),z;) < € para todo i = ty,..., 1.

Um homeomorfismo f : M — M tem a propriedade de sombreamento se, para todo

e > 0 existe 0 > 0 tal que toda J-pseudo orbita em Q(f) é e-sombreada por um ponto de

Q(f).

Lema 2.2.1 (Lema do Sombreamento [2]). Seja f: M — M um difeomorfismo tal que
Q(f) é um conjunto hiperbdlico e Per(f) = Q(f). Para todo > 0 existe um o > 0 tal

b

que toda a-pseudo orbita (x;);_,

em Q(f) é B-sombreada por um ponto x € Q(f). Além

disso, se a = —0 e b = o0, entdo o B-sombreamento de (x;)0_, ¢ tinico.

Demonstra¢io. Dado 0 < 5 < ¢/2, onde ¢ é a constante dada pelo Lema 2.1.3. Seja e > 0
como na definigdo de vizinhanga produto local 2.1.1 e escolha 6 € (0,¢) como em 2.1.2.
Tome N tdo grande de forma que AVe < §/2, onde \ é constante da definicio de conjunto

hiperbdlico e entao tome a > 0 tal que:

Se {y;}i*, é uma a-pseudo 6rbita em Q(f), entdo d(f’(yo), ;) < 6/2, ¥ j € [0, N].

Considere uma a-pseudo 6rbita (z;)7%, com r > 0. Defina x5 recursivamente

para k € [0,7] por z = xg e x(k-i-l)N = WX (@hy)) 0 W Tw+1yn) € Q(f). Note que

d(fN (@in ), [N (zan)) < AV (@, ev) < ANe < 6/2

d(fN(wkN)ax(k-i-l)N) <90/2
pela escolha de «, temos
d(f™ (@), 2eryn) < d(fY (@) £ (2w)) + d(FY (2w), 2 esyn) < 6/2+6/2 =6

para todo k. Logo, W*(fN(z}y)) n WE(zgs1n) # . Além disso, pela escolha de e,

W2(fN(2)y)) 0 WE(2@41)n) ¢ um tinico ponto e pertence a Q(f).
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Agora, seja x = f~"N(x!y). Para i € [0,7N] tome s com i € [sN, (s + 1)N]
entao

d(f'(x), [N (@) < Z d(f™ N (@), [T N (@ -y n)

t=s+1
r

zg: eAtN—i

t=s+1

N

esta ultima desigualdade segue de

d(f N (@) [T (@)

d(f = (@), f7N (Y (@a-nw)

)‘tNiid(x:sNa fN<I/(t71)N>>
AtNAiE

NN

j& que iy € W;‘(fN(a:’(t_l)N)). Pela escolha de a temos que d(f"*N(z.n),z:) < /2.

Usando varias vezes a desigualdade triangular, obtemos

d(f'(x), i) < d(f'(x), [N (@iy)) + d(f 7N (@ly). i)
< d(;f( o), [N (@) + d(fTN (@), N () + d(FTN () )
< Z XN e 4+ 6/2
< t(;;)l/(l_/\) +e+40/2
< (e(3=N))/(2-2))
< €/2.

Assim, toda a-pseudo 6rbita (z;)", em Q(f) estende para (z;)/Y, quando
rN = n fazendo x; = f""(x,) parai € (n,rN]. Un x € Q(f) sombreando esta extensio
sombreia a pseudo orbita original. Se (xi)fza é uma a-pseudo orbita finita entdo também
é (x]+a)§’ o e x sombreando esta, produz f~%(z) sombreando a original. Portanto o lema
vale para pseudo érbitas finitas. Se (x;);2_ ., é uma pseudo 6rbita em Q(f), entdo encontra
) e Q(f) f-sombreando (z;)™

x € Q(f), B-sombreia (x;)7

1=—00"

1=—00

e seja x um ponto limite da sequéncia ™. Entao

i=—m

Agora, suponhamos que y, z s2o S-sombreamentos de (z;)i-_,, assim

d(f'(y), f'(2)) < d(f'(y),zi) + d(ws, ['(2)) < B+ 5 =28, VieZ,
pela expansividade de f, y = z. O

Corolario 2.2.1. Dado qualquer B > 0 pequeno existe « > 0 tal que se x € Q(f) e
d(f"(z),x) < a entdo existe um x' € Q(f) com f"(a') =2’ e d(f*(x), fF(2")) < B, Vke
[0,n].

Demonstracao. Como estamos interessados em [ bem pequeno, podemos tomar 0 <
B < ¢/2. Seja x; = fF(x), i = k (mod n), k € (0,n]. Entdo (x;) _, é uma a-pseudo
o6rbita. Seja 2’ € Q(f) seu B-sombreamento. Entdo d(f*(«), f'(f"(2))) < d(f*(«'), ;) +
d(x;, f7"(2')) < 2B < ¢, Vi € Z e pelo Lema 2.1.3 concluimos que f"(z') = 2’ O
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Lema 2.2.2. Se f é um difeomorfismo de Anosov, entio Q(f) = Per(f).

Demonstragio. Vimos que Per(f) < Q(f). Agora resta provar a inclusao inversa. Seja
x € Q(f). Dado gy > 0 queremos encontrar um ponto peridédico eg-proximo de x. Do
Lema do sombreamento, tome = £¢/2, existe portanto o «. Considere a bola B de raio
r < min{f, a/2} centrada em z. Como x é ndo errante, existem y € B e k € N tal que

f*(y) € B. Completamos esta sequéncia para obter a seguinte a-pseudo érbita periddica:

O A ) BT £ € N ) PO e () 7

e pelo Corolario 2.2.1 existe yo € Q(f) que S-sombreia esta a-pseudo drbita e é periddico.

Das escolhas feitas, segue que
d(yo, ) < d(yo,y) + d(y,x) < S+ 1 < eo/2 + €0/2 = &.

[
Teorema 2.2.1. Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov. Entdo sdo equivalentes:

1. Per(f)= M;
2. Q(f) = M;
3. F" € minimal, isto é, a variedade instavel de todo ponto é densa em M ;

4. F° € minimal, isto €, a variedade estdavel de todo ponto é densa em M ;

O

. [ € transitiva,

S

f € topologicamente mizing.

Demonstragao. 1 <= 2: O Lema 2.2.2 nos garante a igualdade Per(f) = Q(f) e entdo a

implicacao sai diretamente disto e da hipdtese.

2 — 3, 4: Novamente pelo Lema 2.2.2 e pela hipotese, temos Per(f) = Q(f) =
M. Fixe € > 0 tal que W¥(z) ¢ W*(z) e W2(z) € W?*(x) para todo x € M. Seja p um
ponto periédico de f e considere o conjunto A, = {z € M | x ¢ ligado a p por finitos W* e
W# de pontos de M}. Note que p € A,. Vamos mostrar que .4, é aberto e fechado e entao
podemos concluir que este conjunto é toda a variedade, ja que M é conexa. Seja x € A,,
entao existem xy, ..., x; pontos tais que ligam x a p por variedades estaveis e instaveis,

como na figura 3.

Podemos supor sem perda de generalidade que W?(z) intersecta transversal-
mente W*(z). Pela estrutura de produto local, existe uma d-vizinhanga de x, Vy(z) tal

que para y € Vs(x), temos que W*(y) intersecta transversalmente W*(x;), podemos entao
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Figura 3 — x ligado a p por variedades
estaveis e instaveis

W)

Figura 4 — y ligado a p por variedades
estaveis e instaveis

ligar y a p caminhando de W*(y) para W"(z;) e depois percorrendo o caminho sobre as
variedades estdveis e instéveis que ligam z; a p (figura 4), ou seja, Vs(z) < A, e assim A,

¢ um conjunto aberto.

Agora, seja {z;}ien uma sequéncia de pontos em A,. Seja x um ponto limite
desta sequéncia, e seja V.(z) a vizinhanga produto local de x, existe N € N tal que
xy € V(x), logo W (x) n Wi(zn) # & (e Wi(x) n W(zn) # ), tomando o caminho
por W*(z), W*(zy) (ou por W?(z), W*(zy)) junto com o caminho que liga zy a p,

teremos z € A,. Portanto, A, é fechado.
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Mostraremos agora que se ¢ é um ponto periddico, entao a folha W*"(q) é densa
em M. Dado ¢ ponto peridédico de f, digamos de periodo m e dado V' um aberto qualquer
de M, queremos ver que W*(q) intersecta V. Como os pontos periédicos sdo densos em M,
existe p € V' periddico, digamos de periodo n. Sejam z1, ..., x; pontos tais que variedades
estaveis e instéveis destes ligam p a g. Sejam py, . . ., pr pontos periédicos tais que f™ (p;) =
pi, t = 1,...k e p; esteja bem proximo de x; de forma que aplicando o A\-Lema 2.1.4 varias
vezes para D"(g,8) e fmomi-memet temos que frm RN (DY (g 5)) A B(pg, ) # &
para algum N € N.

Da mesma maneira que fizemos acima, podemos mostrar que as variedades
estaveis de pontos periédicos sao densas mas agora, ao invés de olharmos para f, estaremos

olhando para f~! j& que, para z € M, Wi(x) = Witi(z).

Para provar que a folha instavel de um ponto qualquer de M é densa, vamos

provar a seguinte afirmacao:

Afirmagao: Dado gy > 0 existe ng € N tal que para todo x € M, f*(W"(z)) é eg-denso

para n = ng.

De fato. Sejam pq,...,p; pontos periddicos go-densos em M. Fixe x € M. Como as
variedades estaveis de pontos periddicos sao densas em M a variedade instavel de x
intersecta as variedades estaveis dos p;’s. Usando o A-Lema, iterando a variedade instavel
de x conseguimos n, tal que f™(W*(x)) estd eo-préxima das variedades instaveis dos
pi’s, isto é, fe(W*(x)) n B(pi,e0) # & para todo i. Entao vai existir L > 0 grande
tal que f"*(D"(x, L)) intersecta as ep-bolas centradas em p;, i = 1,...,k e pela conti-
nuidade das folhas, existe um ¢, > 0 pequeno tal que se y € M estd d,-préximo de x
entao f"*(D%(y,L)) n B(pi,e0) # & para todo i. Fazendo isto para cada x, obtemos
{B(x,d;)}zenr uma cobertura aberta de M, como M é compacta, existem z, ..., T, tais
k
que M = UB(xi,éxi). Tomando N = max{n,,,...n,,}, obtemos que para qualquer

i=1
ze M, fN(D"(z,L)) é gp-denso em M. Note que f~(W"(z)) = W*(f"(x)), assim, para

qualquer x € M sua variedade instavel é densa em M. Podemos mostrar de maneira

analoga que qualquer ponto de M tem variedade estavel densa.

3 = 6: Dados U e V abertos, seja € > 0 tal que V' contenha uma bola de raio
e. Afirmamos que para este ¢, existe L > 0 grande tal que D“(x, L) é denso para todo
x € M. De fato. Fixado ¢ > 0. Seja x € M, como W*"(z) é denso em M, existe L, grande
o suficiente de tal forma que D“(z, L,) é €/2-denso, pela continuidade das variedades
instaveis, existe 0, > 0 tal que para todo y d,-préximo de =, D*(y, L,) é e-denso. Assim,
obtemos {B(z,0;)}.en uma cobertura aberta de M, pela compacidade de M, existem

j
x1,...,x; € M tais que M = U B(w;,0,,). Tomando L = max{Ly,, ... L.} obtemos que
i=1
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para qualquer z € M, D%(z, L) é e-denso em M.

Esta afirmacao, nos garante que tomando um disco de variedade instavel dentro
de U e iterando pela f até que tenha comprimento maior que L, ele devera necessariamente
intersectar V. Logo, existe k > 0 tal que f*(U) nV # (.

Analogamente 4 = 6.
Claramente 6 = 5.

5 = 2: Seja x € M, dado U vizinhanca de x, tome V' = U, como f ¢é transitiva,
existe ng € N tal que [ (U) n U # (J, isto significa que x € Q(f). Portanto, M = Q(f).

Desta forma, provamos 1 <= 2 = 3,4 =— 6 = 5 = 2, ou seja, temos as

equivaléncias desejadas. ]

2.3 Decomposicao Espectral

O teorema a seguir mostra que se o conjunto nao-errante para um difeomorfismo
f é um conjunto hiperbdlico e os pontos peridédicos sao densos no conjunto nao-errante
entdo existe uma decomposigao para 2(f) em componentes disjuntas, fechadas, invariantes

e transitivas por f, essas componentes sao chamadas de pegas basicas. Formalmente:

Teorema 2.3.1 (Decomposicao Espectral [2]). Seja M uma variedade Riemanniana e
f: M — M um difeomorfismo com Q(f) um conjunto hiperbélico para f e Per(f) = Q(f).
Entao podemos decompor Q(f) =y U ... U Qk na uniao de conjuntos fechados disjuntos,
tais que f(;) = Q;, flo, € transitivo e Q; = Xy, U ... U X, ;, com X, ;’s fechados e
disjuntos f(X;;) = Xj41: e f™

X, mizing.

Demonstragao. Para p e Q = Q(f) um ponto periddico, considere X, = W4(p) n Q. Seja

0 como em 2.1.1. Afirmamos que
Xp = Bs(Xp) ={yeQ|dy,X,) <}

Como os pontos periddicos sao densos em {2, é suficiente ver que um ponto peridédico
q € Bs(X,) estd em X,. Tome x € W*(p) n Q com d(z,q) < ¢ e considere 2’ = [z,q] €
W (p) nW?*(q) < 2. Digamos que o periodo de p é r e o periodo de ¢ é n, isto é, f"(p) = p
e f"(q) = q, temos

fral) e It (p)) = W) = W (p)

lim d(f*"(a"),q) = lim d(f*"(2'), f*""(q)) = 0.

k—o0 k—o0

Entao g € X,.
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Note que f(X,) = Xy, pois, f(W“(p)) = W*(f(p)). Se ¢ € X}, como acima,
entdo Wy'(q) < X, e

w(q) = | £ Wi9) = | (x5 = X,
k=0 k=0
Segue que X, < X,. Se 2/ é como acima, entao frm(ay e X, para k grande, como
X, = Bs(X,) é aberto em €. Como f""(X,) = Xjirn(g = X, temos f/"(z') € X, para
todo j e
p = lim f7"(2') e X, = X,

j—o
O argumento acima com ¢ no lugar de p e vice versa, obtemos X, = X,. Se ¢ € X, com
p, q periddicos entao X, = X,.
Para quaisquer dois X,,, X, sao disjuntos ou iguais, pois se para X, n X, # J,
entao esta intersecao ¢ aberta em €2 e consequentemente contém um ponto periddico s,

entao pelo que provamos acima, Xy = X, e X; = X, e portanto X, = X,. Agora,

Q0= | B(X) =X,

p periddico

e entdo pela compacidade de €2 (X, é aberto) seja
=X, u...uX,

com os X, ’s disjuntos dois a dois. Entao f(X,,) = Xy, intersectando e igual a algum
Xp,- Entao f permuta os X),.’s e os (2; sdo unides disjuntas de X, ’s em varios ciclos de

permutacao.

Terminamos a prova mostrando que f~ : X, — X, é mixing quando s é ponto
periédico e N positivo com f~(X,) = X,. Suponha U,V sdo subconjuntos abertos nao
vazios de X (consequentemente abertos em (2). Escolha um ponto periddico p € U e outro
q €V, digamos f"(p) = p, f"(¢) = q. Para cada 0 < j < rn com f’(p) € X, podemos

encontrar um ponto z; como no comego da demonstragao de forma que
o e fI(U) e f**(a)) € V para k.
Escrevendo tN = krn + j, 0 < j < rn, temos f7(p) = fN(p) € X, e

fEm(ah) = f(f () € fN(U) n V opara k grande.

j
Entdo fN(U) nV # & para t grande e f"|x, é topologicamente mixing. H

Definicao 2.3.1. Para um subconjunto I' = A, definimos

W) = W () e WHT) = | W (2).

zel zel
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A referéncia utilizada para as proximas definigoes e resultados desta segao é [1].

Definigao 2.3.2. Sejam €;, i € {1,...,l} as pecas basicas dadas pela decomposicao
espectral. Um ciclo para a familia {Q; | 1 <i <1} é uma sequéncia §,, ..., 8, tal que
Q, =8, e

(W () — Qi) " W3, 11) #

g

para 1 < j < k.

Nesse caso escrevemos (;; < ;, < - <, = Q)

ik

Note que se z € (W"(Qy;) — ;) 0 W*(€y,41) entdo z ¢ Q(f). Pois, se z € Q(f)
entdo existe k # i; tal que z € (. Como z € W*"(€);;) e as pecas bésicas sdo invariantes

por f, entao d(€,, (%) = 0, o que é um absurdo.
Observacao 2.3.1. '<'é uma relagio de ordem parcial.

Teorema 2.3.2. Se f : M — M ¢ expansiva e f tem a propriedade de sombreamento

entdo f ndo tem ciclos.

Demonstragio. Suponha que existe um ciclo €;, < Q,;, <--- <, = Q;,, em particular,
Q;, < Q,;,, entdo existem x,y € €, tais que z € W) n W*(y), z ¢ Q(f). Fixe
e > 0 suficientemente pequeno tal que d(z,Q(f)) = 2¢. Como f tem propriedade de
sombreamento, seja 0 > 0 tal que toda d-pseudo 6rbita de f em Q(f) seja e-sombreada por
um ponto de Q(f). Para k grande temos d(f*(2), f*(z)) < §/2 e d(f*(2), f*(y)) < 6/2

e como f:€);, — §2;, é transitiva, existe w € 2;, e r > 0 tal que

d(w, f*(2)) <6, d(f"(w), f"(2)) <.

Entao a sequéncia periddica

ooz 2w, (), R, 2

¢ uma J-pseudo orbita, para qual definiremos z como sendo o termo zero da sequéncia.
Note que o periodo desta sequéncia é 2r + k, isto é, os termos nas posigoes n(2k + r) sdo
sempre iguais ao termo na posigao zero, ou seja, iguais a z. Se p € Q(f) é um ponto que

e-sombreia a d-pseudo orbita acima entao

d(f"(f*5 ), [ () < d(f"(2), [ (27 (0))) + d(f"(2), " (p)) < 2¢

d(z,p) <e.
Portanto, p ¢ Q(f). O que é um absurdo. []

Definigao 2.3.3. Seja ; uma pega basica. Se W*(€;) = €, dizemos que Q; € uma fonte
e se W*(Q;) =, dizemos que Q; é um pogo.
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Teorema 2.3.3. Sejam f : M — M um homeomorfismo com propriedade de sombre-
amento e §; uma peca bdsica. Entdo §; é um pogo se, e somente se, W*();) € uma
vizinhanga de Q; em M e Q; é uma fonte se, e somente se, W*(€;) é uma vizinhanga de
Q; em M.

Demonstragao. Se W*#(£;) é uma vizinhanga de §2; entao existe € > 0 tal que B.(§);) = {z €
M | d(z,8;) < e} < W¥(€;). Suponha z € W*(;) — Q;. Entao f~"(z) € W*“() n B-(;)
para algum n, seja x € €; tal que f~"(z) € W*(z). Como B.(€;) < W?*(Q;) temos que
existe y € ; tal que f7"(z) € W*(y), teremos f~"(z) € W*(x) n W¥(y) com x,y € Q; e
f7"(2) ¢ Q, ou seja, Q; < Q; o que contradiz o Teorema 2.3.2.

Seja € > 0 fixo porém arbitrario, o Lema do Sombreamento nos garante a
existéncia de um 4, tal que toda d-pseudo érbita é e-sombreada. Suponha que €2; é um
poco e que W?*(€;) ndo é uma vizinhanca de €2;, entdo existe y € By (£;) — €; tal que

f"(y) — §; para algum j # i. Tome z € Q; com d(y, z) < 6. Entao a sequéncia (zj)kez

) M) k<0
T ) k=0

é uma J-pseudo 6rbita. Seja w € M um e-sombreamento para tal sequéncia. Sabemos pelo

onde

Teorema da Decomposicao Espectral que €2; é f-invariante entao f"(z) € Q;, Vne Z e
como ¢ ¢é arbitrario temos

Frw) — Q. Fw) -
Portanto, como w ¢ Q(f) temos que W*(£2;) # €;, o que é um absurdo. ]

Teorema 2.3.4. Se f: M — M ¢ expansiva e f : Q(f) — Q(f) tem a propriedade de

sombreamento entdo f tem pogos e fontes.

Demonstracao. Seja §2; uma peca basica minimal com respeito a relagdo >, a existéncia
do elemento minimal é garantida pelo Lema de Zorn. Suponha que €2; ndo é um poco,
isto ¢, podemos tomar z € W*(§2;) — ;. Como M = UWS ) temos que z € W*(€,)

para algum j. Entao existem z € Q; e y € €; tal que z e W*(x) n W*(y) e além disso,
2 ¢ QU(f), ou seja, €; > Q;, usando que f ndo possui ciclo, isto contradiz a minimalidade

de €2;. Portanto, €2; é um poco. H

Definicao 2.3.4. Dizemos que um conjunto compacto invariante A é um conjunto
atrator de f se existe uma vizinhanga U de A tal que f(U) c U e A = ﬂ ()

neN

Proposicao 2.3.1. Se A é um conjunto atrator de f entdo A é f-invariante.

Demonstracdo. Seja U vizinhanga de A tal que f(U) c U e A = ﬂ f(U). Tome z € A,
neN

entdo x € f*(U), Yn € N, isto implica que f(x) e f***(U), ¥n e N. Em particular, z € U,
logo f(z) € f(U) € U = U. Portanto, f(x) € A. ]



Capitulo 2. Difeomorfismos de Anosov 38

Observagao 2.3.2. Se A é um conjunto atrator entao para todo x € A, W*(x) = A. De
fato. Seja U wizinhanga de A tal que f(U) c U e A = ﬂ f(U). Tome x € A fizo, porém

neN
arbitrario e y € W*(x), queremos ver que y € A. Note que f"(x) € A, Vn € Z, isto é
garantido pela invariancia de A. Desta forma, existe N € N tal que f~"(y) € U, Y¥n = N,
e como f(U) < U por inducio, f*(U) = U e consequentemente y = f*(f"(y)) € f*(U)

para todo n, isto significa que y € A.

Observagao 2.3.3. Note que se ); é uma fonte, entao €); é um conjunto atrator.

k
Seja U = UW”(%) N (Ve(x;)) tal que x; € Q; e {(W*(x;) n V.(z;)} € uma
j=1
cobertura aberta de §2;. Pelo Teorema 2.53.3, U € um aberto e além disso, satisfaz as

condigoes da definicdo acima.

A observacao anterior nos garante a existéncia de conjuntos atratores para

difeomorfismos de Anosov.

2.4 Endomorfismos de Anosov

Esta secao, é de certa forma independente deste trabalho. O objetivo de termos
a colocado é de despertar perguntas como a que segue: Quais dos resultados obtidos para
difeomorfismos de Anosov ou difeomorfismos expansivos podemos garantir que ainda sao
validos para endomorfismos de Anosov ou endomorfismos expansivos. Endomorfismos quer
dizer que a aplicagdo é um difeomorfismo apenas local, entao assim ndo podemos garantir
que todos os resultados seguem de maneira analoga para este caso, este seria um pouco

mais sutil que o tratado nos capitulos anteriores.

Vamos comegar com alguns conceitos béasicos. Considere M uma variedade
Riemanniana compacta com dim M =m < o e f: M — M um endomorfismo e seja A

um subconjunto fechado de M tal que f(A) = A.

Definicao 2.4.1. Definimos o conjunto de todas as possiveis f-trajetorias em A da sequinte

forma:

A={Z= {2}z | mi €A, fla;) = i1 VieZ} = A~

O conjunto A 6 um subespaco fechado de A%, dotado com a topologia produto e

o0
a métrica d(Z,y) = Z 2"i‘d(mi, y;) para T = {x;}iez, § = {Yi}iez € A”. Quando A = M
1=—00

chamamos M o espacgo limite inverso de f.

Definicao 2.4.2. Seja f : M — M um endomorfismo. Seja A um subconjunto fechado de
M tal que f(A) = A < M. Entao A é chamado hiperbélico para f ou f|x € hiperbolica
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se, e somente se, existe constantes reais: ¢ > 0, 0 < XA < 1 tal que para toda f-trajetoria

T = (21)iez de pontos em A, temos:

1. Ty M = E*(z;) @ E*(z;)
2. Df(E*(x)) = E*(f(2:)), |Dfy,(v)| < eA"|v], ve E*(z),

3. Df(E"(x:)) = E"(f(2:)), [DFE )] < ATl v e E*(xy),

paran =0,1,....

Definicao 2.4.3. Se M é um conjunto hiperbolico para f. Entdio f é chamado endo-

morfismo de Anosov.

Exemplo 2.4.1. O endomorfismo Ty : T?> — T? induzido pela matriz

1
a_| "
11
para n = 2, € um endomorfismo de Anosov.

De fato. Fizemos x € T?, escolhamos uma f-trajetdria de x que denotaremos
por (x;)iz, € claro que Ty é um difeomorfismo local, entdo existe U = T? aberto tal que
Talu € um difeomorfismo. Como vimos no Exemplo 1.5.1 T nao possui autovalores com

norma igual a 1. Dai, seque como no Exemplo 2.1.2.

Observagao 2.4.1. Note que E“(x;) depende da trajetoria, portanto, pode acontecer que
E“(z;) # E“(y;), com xy = yo. Isto significa que T,,M pode ter infinitas direcoes instdveis

distintas, [18] exemplifica esta observagao.

Definicao 2.4.4. Dizemos que um endomorfismo de Anosov é especial se cada ponto
x € M a direcao instdvel independe da escolha de trajetoria passada de x. Ou seja, para

cada x € M existe somente uma direcao instdvel.

Em [15] é mostrado que se f é um endomorfismo de Anosov, entdo o seu

levantamento para o recobrimento universal é um difeomorfismo de Anosov.

Definicdo 2.4.5. Para cada p € A e cada trajetéria § € /A\, definimos as variedades

estavel e instdvel local por

W5 (p) = {y € M; d(f'(y), f'(p)) < d,¥i = 0}
Wi(@) ={ye M; 3y, n(y) =y, d(yi,q:) < 9,Vi <0}.

Definig¢ao 2.4.6. Um endomorfismo f|x é expansivo se existe 6 > 0 tal que se (;)icz €
(Yi)iez sGo duas drbitas em A satisfazendo d(x;,y;) < § para todo i € Z implica que x; = y;

para todo i.
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Assim como os difeomofismos de Anosov, a proposi¢ao a seguir mostra que os

endomorfismos de Anosov sdo também expansivos.

Proposicao 2.4.1. Se f|5 é hiperbélica entao f|n € expansiva.

Demonstracao. Seja A um conjunto hiperbolico para um endomorfismo f. Considere ¢
suficientemente pequeno, entdo pela continuidade W3 (p) e W§'(g) sdo quase planos, isto
é, C'-préximo ao tangente em p e o, respectivamente, para todo p € A e todo § € A.
Portanto, pela continuidade de E* e E*, Wi (p) e W§'(Q) intersectam em no maximo um

ponto. Em particular, se p = qo, entdo W3 (p) n Wi'(q) = {qo}- []
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3 Teoremas de Newhouse e Franks

Conjectura-se que todo difeomorfismo de Anosov seja transitivo, mostraremos
nesta se¢do que isto vale para os difeomorfismos de Anosov de codimensao 1. Na verdade,
dado um difeomorfismo de Anosov de codimensao 1, f : M — M, entdao o conjunto
nao-errante é toda a variedade e usando o Teorema 2.2.1, podemos concluir que ele é

transitivo.

Uma conjugagao topologica entre duas fungoes f: M — M eg: N — N é
um homeomorfismo h: N — M tal que f o h = h o g. Propriedades topoldgicas de f sao
carregadas por h para g e vice-versa bem como o comportamento de sua dinamica. O
Teorema de Franks relaciona difeomorfismos de Anosov de codimenséao 1 com automorfismos
hiperbélicos no toro através de conjugacao topolégica. Em geral aplicacoes lineares sao bem
comportadas assim, Franks com seu resultado contribui para a grandeza da Matematica
colocando difeomorfismos de Anosov de codimensao 1 na mesma caixinha de classificagao

que as aplicacoes lineares hiperbdlicas.

3.1 Teorema de Newhouse

Comecaremos considerando f : M — M um difeomorfismo de Anosov, M uma
variedade Riemanniana compacta e conexa, dim M =m e seja Q(f) = u... U, a

decomposi¢ao espectral do conjunto nao-errante de f.

Definigao 3.1.1. Seja x € ;. Dados y,z € W*(x),

o sez <y (< com respeito a orientagao de W*(x)), defina arc*(z,y) como sendo o

arco em W*(x) com extremos z e y;

e sez >y (> com respeito a orientagao de W*(x)), defina arc*(y,z) como sendo o

arco em W*(x) com extremos z e y.

Dado 0 < o < o0 defina
Bi(z,a) ={ye W"(z) |z <yellarc’(z,y)) < o}

Bi(z) = {ye W"(z) [z < y}.

Similarmente defina
B'(2,0) = fy € W"(z) | 2 > y e larc"(y,2)) < )

BY(z) = {y e W"(z) | 2 > y}.
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Lema 3.1.1. Seja €; uma fonte. Valem as sequintes afirmagoes:

1. Para cada x € Q;, BY(z) nQ; # &;

2. Para cada x € €, B*(x) N # .

Demonstracao. Faremos a demonstracao para a afirmacao I e a afirmagdo 2 pode ser
provada de maneira analoga. Seja A = {x € Q; | BY(z) n Q; # J}, queremos mostrar que
A=Q,.

Afirmagdo 1: A é f-invariante.

De fato. Seja x € A, existe y € BY (x) n;. Pelo Teorema da decomposicao espectral 2.3.1, ;
é f-invariante, entao f(y) € Q;. Como f preserva orientacao de E* e f(W*(z)) = W"(f(x))
temos que f(y) € BY(f(z)). Logo, f(y) € BL(f(x)) n € e portanto, f(x) € A. Por outro
lado, seja x € A quero ver que z € f~'(A). Tome y € B%(z) n Q;. Pelo Teorema da
decomposicdo espectral f~1(€;) = Q;, entdo f~*(y) € Q;. Como f~' preserva orientacio
de E" e f7'(W"(x)) = W*(f(x)). Temos que f~'(z) e BL(f'(y)).

Afirmacao 2: Se x € €); nao é periddico entao x € A.

De fato. Seja € > 0 como no teorema 2.1.1. Como x nao é periddico a érbita de z, O(x)
é infinita. Se para cada par de inteiros n; > ny, W*(f™ (x)) n W?*(f™(z)) = &, entao
vai existir uma sequéncia infinita {x; = f"(x)}i>1 < O(z) tal que se z; # z; entdo
Wi(x;) n WEi(z;) = &. Suponhamos que existam inteiros ny = nq tal que W?(f"(z)) n
We(f"(x)) # & entdao Wo(f™(x)) = W*(f"*(x)) e portanto f™~"2(W?(z)) = W?(z).
Como f~™™"2) expande W?(x), existe uma sequéncia crescente de inteiros my, mo, ...,
tais que se i # j a distAncia em W?(x) entre f~™i(M="2)(z) ¢ f7mi (M1 (1) & maior que
2¢. Entao W2 (f~mim=m2)(2)) A Wo(f~™(M=2)(z)) = & e considere a sequéncia {z;}i1,

onde x; = 7M7) (1) assim temos W2 (x;) n W2 (2;) = &.

Agora seja y um ponto limite de {z;} e escolha uma subsequéncia {z;;} tal que
x;; — y quando j — 0. Seja V.(y) a vizinhanca produto em y. Pelo Teorema 2.1.1, se

Tij # Tik € Tij, Ty € Ve(y) entdo
B (zij) n W (zi) # & ou By (v) " W (zij) # &
entao z;; € A ou x;; € A. Como A é f-invariante e W*(Q;) = €;, obtemos que x € A.

Agora vamos provar que se p € §2; é um ponto periédico entdo p € A. Para tal
dividiremos em dois casos, quando dim M = 2 ou quando dim M > 2. Considere p € €);
ponto periodico.

Caso 1: Suponha dim M = 2.

Consideremos 7 : M — M o recobrimento duplo orientavel de M. Seja E* o campo de
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linha obtido pelo pull-back de E® sobre M. Coloquemos uma orientacao O em E* da
seguinte forma, dizemos que um vetor X (z, @) € E*(z,0) é positivo se D70y X (2, O)

estiver na orientagao de O.

Pela nossa construcao a orientacao O ¢ continua. Mas sendo E* unidimensional
posso tomar um campo nao nulo sobre M. Em particular existe um campo de vetores nao
nulo suave. Por conseguinte, a caracteristica de Euler de M ¢é zero. Sendo a caracterfstica
de Euler de M a metade da de M segue que esta também é zero. Pela classificagao de
superficies compactas sem bordo . A tnica superficie compacta que tem caracteristica de

Euler zero é o Toro®. Portanto, podemos supor que M = T2

Suponha p ¢ A e que f"(p) = p, entdo BY(p) n W?¥(p) = &. Como Q; é uma
fonte, W*(p) < ; < Q(f) = Q(f"). Entao, existe uma fonte €, para f” tal que pe Q. e p

é um ponto fixo de f7. Como W?(p) é denso em €2, W*(p) recorre a si mesmo.

Seja V:(p) como no Corolario 2.1.1. Como E* em M ¢é orientado entao E°
também é. Seja g € W*(p) n B*(p, ), e considere o loop 7 consistindo no arco em W?*(p)
de p a ¢ seguido do arco em B"(p,¢e) de ¢ para p. Se v é homotdpico a uma constante, ou
seja, nulo-homotépico entao como ¢ um circulo topolégico embutido na topologia do toro,
isto limita um 2-disco topolégico. Mas se seguirmos W?(p) em diregao de p para ¢ va além
de ¢ para o primeiro ¢; onde W?*(p) encontra arc(q,p) < B"(p,e) é facil ver que o arco
de p para ¢ deve cruzar B"(p, ) na dire¢ao oposta do arco de g para ¢;. Isto contradiz o
fato de E? ser orientado. Logo, v nao é nulo-homotépico. Como M é toro M — v é um

cilindro topolégico qual tem uma folheacao estével induzida por {W*(x)}.enr-

Agora ¢ facil ver como definir conjuntos w-limites e estabelecer uma teoria de

Poincaré-Bendixson para esta folheacao continua em M — . Como B%(p) — B4 (p,€) <
M —~, o conjunto w-limite da folha BY(p) é um subconjunto nao vazio de M —~. Como a
folheagao {W*"(x)} nao tem singularidades, Poincaré-Bendixson diz que o conjunto w-limite
de B! (p) deve ser um circulo em M — v !. Mas isto é obviamente impossivel, pois, todas
as variedades instaveis de f sao subvariedades imersas. Portanto a suposicao que p ¢ A

gera uma contradigao.
Caso 2: Suponha dim M > 3.

Pela Afirmagao 2, se x € W?*(p) — {p} entdo = € A, pois x nao é perié-
dico: suponha que exista n € N tal, que f"(z) = z. Como x € W*(p) — {p} temos que
lim d(f7(z), f/(p)) = 0 entdo 0 = lim d(f""(z), f7""(p)) = lim d(z,p) # 0, absurdo!
e j—o0 e

1

Teorema de classificacdo de superficies compactas sem bordo: Qualquer superficie compacta orientavel
¢ homeomorfa ou a esfera, ou a soma conexa de toros.

Seja M uma superficie, denotamos por x(M) a caracteristica de Euler de M. Entdo x(S") = 2 e
x(T") = 0.

Teorema de Poincaré-Bendizson: Seja f : T?> — T? um difeomorfismo. Para o fluxo definido pela
equacio 2’ = f(x) para z € T?, se w(x) nio tem singularidades entdo w(zx) é uma 6rbita periédica.



Capitulo 3. Teoremas de Newhouse e Franks 44

Afirmagao 3: Para x € W*(p) — {p} defina
o(z) = inf{l(arc"(z,y)) | y € B%(x) n Qi}.

Se existe x tal que 5(3:) = 0 entao p € A.

De fato. Suponha que ¢(z) = 0 para algum z € W*(p) — {p}, isto significa
que existe uma sequéncia y; em BY(x) n Q; convergindo a x. Seja ¢ > 0 menor que a
constante em 2.1.1 e menor que a constante de expansividade de f, para tal ¢ existe
d > 0 tal que para todo = distando menos de ¢ de p, W (x) n WX (p) # &. Seja L > 0
grande o suficiente de tal forma que D*(z, L) contenha p. Como as folhas estaveis sdo
continuas existe i tal que D*(y;,, L) e D*(x, L) estao d-proximas, isto significa que existe
z € D*(y;,, L) tal que d(z,p) < 6. Logo, W2 (z) nWX(p) # & e como WZ(z) « W?(z) <
temos €); N BY (p) # . Podemos mostrar de maneira analoga que €; n B“(p) obtendo

portanto p € A.

Logo, vamos assumir que ¢(z) > 0 para = € W*(p) — {p}.

Afirmagao 4: Para x € W*(p) — {p}, seja ¢(z) o ponto em BY (x) tal que l(arc"(z, ¢(z))) =
d(z). Entdo existe zg € M, ¢p(x) € W*(z) Vo € W*(p) — {p}, isto ¢, todo ¢(x) esté na

mesma variedade estdvel quando z varia em W?*(p) — {p}.

De fato. Sejam xg € W?*(p) — {p} e 2o = ¢(z0). Considere U,, = {x € W*(p) —
{p} | ¢(x) € W?(20)}. Vamos mostrar que U,, é aberto e fechado em W?*(p) — {p}, como
W#(p) — {p} é conexo, pois dim F* = 2, entao teremos que U,, = W?*(p) — {p} e acabou.

Observe que U,, # & uma vez que zy € U,,. Tome V.(arc*(zo,2)) a vizi-
nhanga produto local de arc(zo, 2p), com ¢ tal que Wi(z) < W?*(x), Yz. Note que
Ve(arc*(zo, 20)) N W¥(xo) < U,,, pois se x € V.(arc"(zo, 20)) N W?(zo), entdo B (x) N
W?(z0) # & e como zj € €; é uma fonte logo W?*(zg) € ;. Se qo € BY(z) n W?*(2) entao
¢(z) < qo (com respeito a orientagdo de F*) e ¢(x) € V-(arc*(xo, 29)). Por outro lado,
W2 (p(x)) narc®(zg, 20) # & e esta contido em €, assim W2 (p(x)) N arc*(xg, z0) = 2o

(pela escolha da vizinhanga produto), isto implica que W*(p(x)) = W*(z).

Agora, é claro que se W?(z;) # W?(2q) entao U,, nU,, = &, o que implica
que U, é fechado.
Afirmagao 5. A aplicagao ¢ : W*(p) — {p} — W?*(zp) é continua e injetiva.

De fato. Dado ¢ > 0, seja arc*(z, ¢(z)) o arco em BY(z), pela continuidade
da folheacao instavel, existe § > 0 tal que se z,y estao J-préximos, entdo os arcos
arc*(z,¢(x)) e arc'(y,¢(y)) estdo e-proximos, logo, d°(¢(z), ¢(y)) < e. Portanto ¢ é

continua. A injetividade segue da defini¢ao de ¢.

Definigao 3.1.2. Seja Ey uma (n—1)-bola fechada em W?*(p) contendo p em seu interior
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relativo a W#(p). Seja ¥¢ a fronteira de Eq em W#(p) de modo que ¥y é uma (n—2)-esfera
em W#(p) — {p}. Seja H = U arc*(z,¢(x)) (figura 5).

:CEZO

—— ———

Eo"’

Ve o
/f.—»//

We(p)~

Ws(2,)
Figura 5 — retirada de [16].

Claramente H ¢ um homeomorfismo para ¥y x I onde I ¢é o intervalo unitario.

Afirmagao 6: Para x € ¥y, seja v, = arc"(z, ¢(x)). Para y € ,, seja X, a componente de

caminho de W*(y) n H qual contém y. Entao ¥, é homeomorfo a uma (n — 2)-esfera.

De fato. Seja = € ¥ fixo. Primeiramente vamos mostrar que se, y € 7, entao,

Yy N Ve # & para todo x1 € ¥y. Comecemos fixando y € 7, e considere o conjunto
Yo={z€% |5, nY # T}

Seja V.(x) a vizinhanga produto local, é claro que V.(z) n Xy < 3 e portanto X é aberto
em Yg. Mostremos que Yy — 3 é aberto em Y. Seja z € ¥y — 3. Entao Xy N =,
existe um conjunto instavel relativo a v, tal que N n ¥, = . Agora, N n Xy é uma

vizinhanga de z € 3. Mas N n Xy < X — X, entdo Xy — X, é aberto em Y.

Agora, vamos ver que, para cada x, 1 € Xy e cada y € ,, a intersecdo X, N 7Yy,

é exatamente um ponto. Para x € ¥ fixo, seja
D, ={y € | X, Ny éum ponto para todo z; € ¥y}

O conjunto D, ¢ aberto e fechado: Seja y € D,. Entao a aplicacao ¢, : 3y — ¥, definida
acima ¢ bijetiva e continua entao ¢ um homeomorfismo. Seja N, um conjunto estavel
relativo a 3,. Entao W"(y, N,)) N7, ¢ uma vizinhanca de y em v, e esta contido em D,.
Agora, suponha y € v, — D,, pelo que foi mostrado acima, existe um z; € ¥, tal que

2y N Yz, tem pelo menos dois pontos de X, N 7,,. Entao usando um conjunto estavel
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relativo ao arco em X, que conecta y e dois pontos de ¥, N v;,, vemos que y é um ponto

interior de v, — D,.

Por isto, fixando z faz sentindo definirmos para cada y € 7, a aplicagao
¢y : Lo — Ly por {¢y(z1)} = 3y N 7., para z; € Eg. Entao é facil checar que ¢, é bijetiva

e continua, e como ¥, é compacto, logo ¢, é um homeomorfismo.

Pelo Teorema de Separacao de Jordan-Brouwer', ¥, separa W?(y).

Afirmagio 7: Fixe x € %y. E claro que os conjuntos >, variam continuamente com
y € 7. Ou seja, se y; estd perto de yo e {y1,y2} < 7, entdo existe um homeomorfismo

Y8, — %, tal que ¢ é C° préximo da inclusdo i, : 2, — M.

Agora, cada ¥, sendo um homeomorfismo de uma (n — 2)-esfera em W?*(y), é
a fronteira de um conjunto aberto limitado e conexo por caminhos V,, em W*(y). Fixado
x € ¥y, vamos ver que BY(p) NV, # & para todo y € ,. Assim, podemos concluir que
BY(p) n V@) # &, mas como ¢(z) € €, entdo Vi) € WP(o(x)) < Q; e consequentemente,
B (p) n Q; # & e isto provaria que p € A, o que completa a prova do Lema. Considere o

conjunto

D={ye|BipnV,# I}

Seja D = {y e v | BY(p) nV, # &}. Claramente, D é aberto em . Como D
contém uma vizinhanca de x em ~, vamos provar que v — D é aberto em ~ para entao

concluirmos que D = ~.

Seja y € v — D. Tome um conjunto produto estavel NN, relativo a V,, tal que
B! (p) n N, = . Pela dependéncia continua de £, em y a definigdo de V,,, vemos que se

y1 estd perto de y, entao V,, < NN,. Logo y ¢ um ponto interior de v — D.

Teorema 3.1.1 (Newhouse [16]). Se f : M — M ¢é um difeomorfismo de Anosov de
codimensao 1 entao Q(f) = M.

Demonstrag¢ao. Suponha dim M = m > 2 e dim E* =1 e M, TM, E" orientados.

Substituindo f por f% ou f* assumimos que T'f preserva orientacio de E* e T'M.

Seja Q(f) = QU ... U Q, a decomposicao espectral de Q(f). Sabemos de
Teorema 2.3.3 que se §2; é uma fonte entdao W*(€);) é um conjunto aberto de M. E que se

2; ¢ um pogo entao W*(2;) é um conjunto aberto de M.

Se mostrarmos que toda fonte é um pogo entao (f) = M. Pois, aconteceria

We(Q;) = Q; = W*(€;) é um subconjunto aberto e fechado de M.
Seja ); uma fonte. Mostremos que

W) = O (3.1)

Teorema de Separacio de Jordan-Brouwer: O complementar de uma variedade suave compacta, conexa
’
e de codimensao 1 em R" 1 tem exatamente duas Componentes conexas, uma delas limitada.

1
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Seja x € ;. Provemos que W*(x) < €);. Escolha uma sequéncia decrescente de inteiros
ny <ng < ...eum ponto y € M tal que f"(z) — y quando i — oo. Como €2; é fechado e

fri(x) € Qy, Yi, pois §; é f-invariante, entdo y € €2;.

Pelo lema anterior, podemos escolher a > 0 tal que BY(y, o) n Q; # J. Entao
existe um inteiro N > 0 tal que para i > N, BY(f"(z), o) n Q; # &. Como f~" contrai
a variedade instével vemos que z é um ponto de acumulacao de BY(z) n €;. Ou seja, x é

um ponto de acumulagao de W*(x) n Q; de ambos os lados em W*(z).

O mesmo argumento mostra que qualquer ponto v € W*(x) n Q; é um ponto
de acumulagao de W*(z) n Q; de ambos os lados de W*(z).

Agora, como W*(z) n €; é fechado em W"(z), se z fosse um ponto de
W*(z) — €, entdo poderiamos encontrar um arco arc"(zy,x2) em W*(x) tal que z €

arct(xy, x9), arc(r1,me) — {1, 22} N Q= & e x1, 9 € ;.

Mas €; deve acumular em 1, 25 de ambos os lados em W"(z). Isto contraria o
fato que arc"(xy, xe) — {x1, 22} N Q; = . Logo, W*(z) < ;. O

3.2 Teorema de Franks

Para esta se¢do usamos a referéncia [11]. Nesta o autor apresenta uma prova

mais simples do Teorema de Franks.

A existéncia de pontos fixos para difeomorfismos de Anosov é um problema
em aberto. Sendo assim, acrescentaremos como hip6tese no teorema que o difeomorfismo
de Anosov adjacente tem um ponto fixo. Considere f : M — M um difeomorfismo de
Anosov sobre uma variedade Riemanniana compacta e conexa M e p um ponto fixo de f.

Lembremos que as folheagbes estavel e instavel
Fo={Wsx)|xeM}e F*={W"x) | xze M}

sdo transversais. Seja  vinda da definicao 1.2.1. Chamamos um homeomorfismo entre os

discos de F?® da forma

pohoy™ i o({y}t x D) — o({y'} x D)

uma projegao elementar ao longo de F°, onde h : {y} x D" — {y/} x D" manda (y, z) para
(v, 2), z € D", definimos uma projegao ao longo de F* como a composigao de um niimero

finito de proje¢oes elementares ao longo de F*.

Como vamos trabalhar com difeomorfismo de Anosov de dimenséao 1 vamos supor
sem perda de generalidade que dim F* = 1. Vamos construir sobre a folheacao instavel
uma medida que é invariante pelas folhas estaveis e através desta medida encontraremos

uma "cara'para aplicacdo de recobrimento do recobrimento universal de M para M.
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Definicao 3.2.1. Seja F“ de dimensao 1. Uma medida transversa p" invariante
para F° € uma cole¢io {u; | I é um arco em uma folha de F"} de medidas de Borel em
todos os arcos nas folhas de F* tal que py, = p; se I < J e tal que pjo o = uy se
w: 1 —J € a projecio ao longo de F*.

O lema a seguir estabelece condicoes para a existéncia de medida transversa

por F* e invariante em JF°.

Lema 3.2.1. Se dim F* =1 e Q(f) = M entdo existe uma medida transversa j = jiy

invariante para F° satisfazendo as sequintes condigoes:

1. py é nao-atémica (ou seja, se A é um conjunto mensurdvel com medida positiva,
entao existe um conjunto mensurdvel B contido em A ainda com medida positiva) e

positiva em conjuntos abertos nao vazios;

2. pur(I) = oo se, e somente se, I é um arco ilimitado.

Demonstracao. Seja I um arco limitado em uma folha instavel. Fixemos um ponto
x € M e denotemos por D°(x,r) a bola de raio r centrada em x na folha W?(z). Seja
N(r) := card(I n D*(x,r)) o nimero de elementos de I n D*(x,r). Dividimos I em uma
unido disjunta I = I; U I de subarcos e para i = 1,2 considere N;(r) := card(I; n D*(z,r)).
Entdo N(r) = Ni(r)+ Ny(r) e existe uma sequéncia r} < ry < --- — o0 tal que cada fracao
N;(rl)/N(rl) converge para algum ntimero real nio negativo quando m — oo, digamos
p*(1;). Agora, dividimos cada I; em uma unido disjunta I; = I;; u I; 5 de subarcos e seja
N, ;(r) = card(l; j;nD*(x,r)) onde j = 1, 2. Desta forma, podemos tomar uma subsequéncia
ri <1y <---— oo tal que N;;(r2)/N(r2) converge para algum nimero z*(; ;). Repetindo
este processo, obtemos uma sequéncia de subarcos 1; ;. = I;j . k1 Y Lij, . k2 NOS quais

nimeros reais nao negativos p“(f; ;. ;) estao definidos.

Seja diam(I; ;. 1) — 0 para toda sequéncia. Como a uniao 1; ; = I; j k1Y
I ;... k2 € disjunta, entdo por propriedade de medida, temos p*“(1; ;. ) = p“(Lij.. k1) +
w1 ;.. k2) € entdo obtemos uma medida de Borel p* em I. Como Q(f) = M, F° é
minimal, isto é, toda folha de F* é densa, segue que p" é nao atomica e positiva em
conjuntos abertos nao-vazios, e além disso p* define uma medida transversa p* = {u%}

invariante para J°. Portanto, vale 1..

Se I é um arco ilimitado em uma variedade instavel, entao usando o fato que
f: M — M é topologicamente mixing, pois (f) = M, temos que I é denso em M, o que

implica que p;(I) = oo. A reciproca é clara. Assim, obtemos 2.. ]

Agora, denotemos por [z,y] o arco em W"(x) com pontos extremos sendo z e

y. Seja z € W*(y) tal que
w([p, x]) = w*(ly, 21)
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e a orientacao de p para x seja consistente com a orientacao de y para z, onde p é o ponto

fixo de f considerado no comecgo desta secao.

Lema 3.2.2. Eziste um unico z € W*(y) tal que

w([p, x]) = 1" ([y, 2])

e a orientacdao de p para x seja consistente com a orientagdo de y para z. Além disso,

ze W(z).

Demonstragao. Suponha que 2’ e z satisfazem as condigoes acima, entao u*([z', z]) = 0,
como p" d4 valores positivos em conjuntos abertos, s6 poderia acontecer z = 2’. Agora,
supondo que z ¢ W?*(x) entao W?(x) intersecta [y, z] (caso 1) ou intersecta W*(y) acima
de z (caso 2):

Caso 1. Seja w e W*(x) n [y, z]. Assim, teremos p“|y, z] é estritamente maior que p*[y, w],
que por sua vez ¢é igual a u“([p,z]), pois p* é invariante por F°, mas isso é um

absurdo.

Caso 2. Seja w € W?¥(z) n W"(y) acima de z. Assim, teremos p“([y, w]) é estritamente maior
que p*([y, z]), mas p*([y, w]) = p*([p, z]) novamente pela invaridncia de p* sobre

F?, caimos outra vez em um absurdo.

L]

Lema 3.2.3. A aplicacio m, : W*(p) x W(p) — M dada por z = my(z,y) estd bem

definida e é continua.

Demonstragio. A boa defini¢ao de 7, segue do Lema 3.2.2 e como [y, m,(x, y)] esté contido
em uma vizinhanca produto e p* é preservada por projecoes ao longo de F*, temos que 7,

é continua. ]

Defina M := W* (p) x W#(p). Note que como f é um difeomorfismo de Anosov
de codimensao 1, entao as folheacoes estavel e instavel estao em estrutura produto, logo
W*(p) x W*(p) ~ R x R™'. mostrar o isomorfismo

Lema 3.2.4. A aplicagdio m, : M — M ¢ um recobrimento universal para M.

Demonstragdo. Por 3.2.3, m, é continua. Seja z € M. Considere V.(z) a vizinhanga produto

local de z. Claramente 7, ' (V.(z)) é uma unido disjunta de abertos em M. O

Lema 3.2.5. A aplicacio F : M— M por F = flwugy X flwsp) € um levantamento de

f por m,.
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Demonstragio. Seja (z,y) € W"(p) x W?¥(p), queremos ver que m, o F(x,y) = f o

(2, y). Temos m, 0 F(z,y) = mp(flwu) (), flws(y)) = 2" € W(f(2)) n W*(f(y)) e
1 ([p, f()]) = p*([f (y), 2'])- Por outro lado, fomy(x,y) = f(2), onde z = m,(x,y), como
ze Wi (x) n W*(y) entdao f(z) e W3(f(x)) n W*(f(y)), pela invaridncia de pu* ao longo
das folhas estéveis e por f(z) € W*(£(x)), f(y) € W*(f(p) = W*(p) e J(x) € W(f(p)) =

W*(p), temos p*([p, f(x)]) = u*([f(y), f(2)]), pela unicidade de 2" entdo 2" = f(z) e p* &
positiva em abertos, portanto vale a igualdade desejada. O

Lema 3.2.6. m (M) =~ Z™ para algum m:

Demonstragio. Seja € m (M) e x € W*(p) e denote por & € W*(p) a primeira coordenada
de a(z,p) em M = W¥(p) x W*(p) ~ R x R™'. Entdo, segue que u*(I) = p*(&(I)) se
I é um arco em W*(p). Portanto, & : W*(p) — W*(p) pode ser considerada sendo uma
translacao em R, o que implica que {@ | « € (M)} é um subgrupo das translagoes em R
e é finitamente gerado, uma vez que M é compacta (Proposigao 1.1.1), consequentemente,
é um grupo abeliano livre ', logo ¢é isomorfo a Z™ para algum m. Seja & a identidade, e
seja ¢ € W*(p). Como a restricao m, : {g} x W*(p) — W?*(q) é um recobrimento e pelo fato
que W?(q) é simplesmente conexo temos que « ¢ identidade. Portanto, m (M) = {& | a €
w1 (M)} e assim m (M) =~ Z™.

Observagao 3.2.1. Como {a(p) | a € m (M)} € denso em W*"(p), podemos considerar
f W p) - W*(p) sendo uma aplicagao linear, isto é, existe uma constante 0 < X\ < 1
tal que p"(f(I)) = X"*u*(I) para todo arco I em W*(p).

Lema 3.2.7. Para L > 0 existe 6;, > 0 tal que qualquer L-pseudo-orbita {x;};- de F' é

1=—00

0r,-sombreado por algum ponto de M com respeito a métrica d.

Demonstragio. Tome L > 0 fixo e seja {z; = (x;,27)} uma L-pseudo-drbita, isto é,

d(F (i) wisn) = d(lwee) (@), flws)(27), (250, 27541)) < L, Vi€ Z. Seja {z;} a sequén-
cia de pontos em W*(p) tal que cada x; é a primeira coordenada de z; em M. Existe

¢ > 0 tal que
p([f @), al]) < ¢, Vie Z.
Se zh = f'(x}) parai =0
([, ™)) = (L (), 7 i )]) = At ([ (7)) < X

e entdo {z}}i>0 é sequéncia de Cauchy. Seja z* o ponto limite. E para i < 0 escolha
zi e {f{(z")} x W3(p) tal que d(z;,z;) < ¢, ¢ > 0 constante.

Note que {f “(z;)} é uma sequéncia de Cauchy em {z"} x W*(p). Seja z um

ponto limite desta sequéncia.

Entdo, d(F'(z),z;) < 81, Vi € Z para algum 6. O

! [9, p.335]: Se G é um grupo abeliano livre com uma base de m elementos, entdo G é isomorfo a Z™.
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Lema 3.2.8. Seja ¢ > 0. Para e > 0 eziste N > 0 tal que se d(Fi(z), Fi(y)) < ¢ para

~

todo i com |i| < N entdo d(z,y) < e.

Demonstragao. Para x = (x1,22), y = (y1,%2) € ]\7, seja z(x,y) = (x1,y2) € M e escolha
K > 0 tal que se d(z,y) < ¢ entdo d*(z, z(z,y)) < K e d"(y, z(z,y)) < K onde d°, d* sio
as métricas para {x1} x W*(p) e W"(p) x {y2} respectivamente induzidas pela métrica

Riemanniana em M. Se d(F N (z), F~~(y)) < c entdo

mas como F(W“(:c)) = W“(F(m)), Va € M temos que FN(z(x,y)) = 2(F N (x), F(y)),
logo, d(F~N(z), FN(2(z,y))) < K, o que implica que (;(a:, 2(x,y)) < KeAY, onde c e A

sao constantes na definicao de difeomorfismo de Anosov. ]

Teorema 3.2.1 (Franks [10]). Se um difeomorfismo de Anosov f : M — M € de codi-
mensao 1 com um ponto fixro e Q(f) = M entdo f é topologicamente conjugado a um

automorfismo hiperbolico no Toro.

Demonstra¢io. Suponha dim F* =1 e F* orientado. Considere p um ponto fixo de f.

Seja Fy : m (M) — w1 (M) o isomorfismo induzido por F. Entao,
Foa=F,(a)oF, Vaem(M). (3.2)

Por definicao,

foa=Fy(a)o f, Yaem(M).

Seja ¢ : Z™ — m (M) o isomorfismo vindo de 3.2.6 e defina A : Z™ — Z™ por A =
¢! o F, 0. Denote por ¢, : T" — T™ o automorfismo no toro induzido por A. Seja d
o pull back da métrica d para M por m,. Usaremos a mesma notacao para A e para sua

extensao para o R™.

Para construir uma conjugacgao topolédgica entre f e ¢4, defina uma bijecao

onde Z™ é um lattice de R™ e 7rp_1(p) um lattice de M. Entdo, dado a(0) € Z™ usando 3.2

obtemos

Flz1p) © ®((0)) = Fl -1 © ¢(a)(p,p) = Fu(d()) o F(p,p) = Fu(d(a))(p, p)
= Flo1) 0 2((0)) = Fu(o(@))(p, )

PoA((0)) =Pog o Fop(a(0) = pog "o F,op(a)(p,p) = Fiodla)(p,p)
= ® o A(a(0)) = Fi o ¢(a)(p,p),
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IStO é7 F|7T;1(p) e} @ - @ O A‘Zm
Seja x € R™ e tome a érbita {A'(z)}. Seja ¢ > Vdim M/2 = y/m/2 e escolha

uma sequéncia {r; = «;(0)} em Z™ tal que |A'(z) — x;| < ¢ Vi € Z, onde | - || é a
norma Euclidiana. Assim, {®(z;)} é uma L-pseudo-6rbita de F' para algum L > 0. Pela
propriedade 3.2.7, existe §, > 0 tal que d(F'(y), ®(z;)) < 6, para algum y € M. Segue
da demonstracao de 3.2.7 que o y encontrado acima é tinico dz-sombreando a L-pseudo
érbita {®(z;)}. Consequentemente, a aplicacao H : R™ — M dada por H (x) = y estd bem
definida.

Afirmagdo 1. H é uma extensao de ®: Seja x = a(0) € Z™. Note que z; = A’(z) satisfaz
|A"(z) — 24| < ¢ Vi € Z, entdo considerando a L-pseudo drbita {®(A*(x))}, vai existir o 6.
Como F| 1 0® = @ o Alzn temos d(F*(®(x)), ®(A*(z)) = d(B(A*(z)), B(A*(x))) = 0.
Portanto, ®(z) 6;-sombreia {®(A*(x))}. Pela unicidade do sombreamento, H(z) = ®(z).

Afirmagao 2. FoH = HoA e além disso, Hoa = ¢(«)oH, Vo € Z™: Seja x € R™. Considere
{z;} = Z™ satisfazendo |A'(z) — ;| < ¢ Vi€ Z e 2" 0 §;-sombreamento de {®(z;)}. Note
que se considerarmos A(z), a sequéncia {1} satisfaz |A"(A(z)) — zi1]| < cVie Z e
como ' dp-sombreia {®(z;)}, temos d(F*(F(z')), ®(211) < 01, novamente pela unicidade
do sombreamento, H(A(x)) = F(x').

Afirmagdo 3. H é continua: Seja € > 0. Pelo Lema 3.2.8 para 20, existe N > 0 tal que
se d(F'(a), F'(b)) < 26;, para todo |i| < N entdo d(a,b) < e. Fixe z € R™ arbitrario.
Primeiramente considere z; tal que |A"(x) — x| < ¢, Vi e seja {®(z;)} a L-pseudo-6rbita,
existe §, > 0 tal que d(F'(H(z)), ®(z;)) < 81, Vi € Z. Pela continuidade e linearidade de
A, existe § > 0 tal que se ||z —y|| < 0 entdo |A'(y) — ;| < ¢, V]i] < N. Consequentemente,

para y com |z — y| < J temos

~ ~

d(F'(H(x)), F'(H(y))) < d(F'(H(x)), (x,)) + d(®(x:), F'(H(y))) < 26, Vli| < N

~

o que implica d(H(z), H(y)) < e.

Afirmacao 4. H é prépria, ou seja, imagem inversa de compacto por H é compacta: Seja
KcM compacto. Pela continuidade de H, temos que H '(K) é fechado. Suponha que
H~(K) nao ¢ limitado, entdo x,, € R™ tal que |x,| — c0,n — w0 e H(x,) € K. Como K
é compacto entdao H(z,) — yo € K, xg e xy estdo bem longes para N grande, mas H(x)

e H(xy) ndo podem estar muito longes, o que é um absurdo.

Afirmagao 5. A é hiperbdlica: Vamos supor por absurdo que A, com |A| = 1 é um autovalor
de A. Entdo para algum z € R™ vale A(x) = Az e portanto |A*(z)| = |A*|z| = |z|, Vi € Z,
isto significa que {A’(x)} é limitada e portanto H(z) = 0. Note que isto vale para todo
autovetor correspondente ao autovalor \. Assim, o autoespago relacionado a A, estd contido
em H _1(0) que é compacto, pelo item acima, o que é um absurdo. Logo, A nao possui

autovalores de norma 1, o que significa que A é hiperbdlica.
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Como A é hiperbdlica, os Lemas 3.2.7 e 3.2.8 valem para A. Assim, da mesma
maneira como acima, podemos construir uma aplicacao continua H' : M — R™ tal que
AoH =H oFeH oa=¢ '(a)o H', Ya e m(M). Portanto, H é um homeomorfismo

e projetado para uma conjugacao entre f e 4.

No caso onde F* nao é orientével, escolha uma cobertura dupla f: M — M
para f : M — M tal que a folheacdo instédvel F de f seja orientével. Pelo resultado

acima, f é topologicamente conjugado a um automorfismo hiperbélico no toro. O
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4 Sombreamento no limite para aplicacoes

expansivas

Neste capitulo trabalharemos com propriedade de sombreamento no limite
bilateral para difeomorfismos de Anosov. Também Introduziremos a noc¢ao de tal proprie-
dade para endomorfismos de Anosov. Na primeira se¢ao, veremos uma condi¢do necesséria
e suficiente para que um difeomorfismo de Anosov seja transitivo e outra para que um
difeomorfismo de Anosov tenha a estrutura de produto global. Mostraremos também que
a propriedade de estrutura de produto global implica transitividade. Uma ideia para um
proximo trabalho é provar esta implicagao para endomorfismo de Anosov usando esta

teoria de sombreamento. As referéncias usadas para este capitulo sao [5] e [6].

Considere um difeomorfismo f : M — M, onde M é uma variedade Riemanni-
ana compacta e conexa.

Uma pseudo-6rbita no limite em M é uma sequéncia (z;);-, tal que

1—00

Uma pseudo-érbita limite (x;);2, é sombreada no limite por um ponto y € M se
lim d(z;, f'(y)) = 0.

Analogamente, definimos uma pseudo-6rbita no limite negativo em M como sendo
uma sequéncia (x_;)i-, tal que

hm d(f(.%',l), 1'71;1) =0.

1—00

Uma pseudo-érbita limite negativo (z_;);2, ¢ sombreada no limite ne-gativo por um

ponto y € M se
lim d(x_;, f"(y)) = 0.
1—0
Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento no li-mite se toda

pseudo-6rbita no limite (z;);2, é sombreada no limite. E se toda pseudo-érbita no li-

0

i—_o, € sombreada no limite, dizemos que f tem a propriedade de

mite negativo (z;)

sombreamento no limite negativo.

Lema 4.0.1. Se f é um homeomorfismo definido em uma variedade compacta M e f é
qualquer levantamento de f para o recobrimento universal M entdio f tem a propriedade

de sombreamento no limite se, e somente se, f também tem.
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Demonstracao. Suponha que ftem a propriedade de sombreamento no limite e considere
(g )ken © M uma pseudo-6rbita no limite para f. Se 7 : M —> Méa aplicacao de
recobrimento entao é uma isometria local, isto é, existe g > 0 tal que para cada z € M , T
aplica a go-vizinhanga de z isometricamente sobre a gy-vizinhanca de m(x). Para este g
seja NV € N tal que
d(f(xr), Tes1) < €0, k= N.

Note que g9 < min{d(Z,7), v € M, T,5 € = '(x), ¥ # 7}. Entdo, para cada escolha de
yy € T '(xy) existe uma tinica pseudo-érbita no limite (y)r=n de ftal que yp € T ()
e d(f(yk), Yr+1) < €0 para qualquer & > N. Como ftem a propriedade de sombreamento
no limite, existe z € M que sombreia no limite (yi)i=n- Portanto, 7(f N (2)) sombreia no
limite (xy)keny. Como isto vale para toda pseudo-érbita no limite, isto segue que f tem a

propriedade de sombreamento no limite.

Para a reciproca, suponhamos que f tem a propriedade de sombreamento no
limite e considere (x)rey © M uma pseudo-6rbita no limite de f. Como 7 é continua a
sequéncia (m(xg))keny © M é uma pseudo-érbita no limite de f e é sombreado por algum

ponto z € M. Escolha N € N tal que
d(f*(2), m(z1)) < €9, k= N.

Existe um tnico ponto % € 7~ (fN(2)) tal que d(,zy) < &o. E claro que fN(2) é o

sombreamento de (z)en- ]

Definicao 4.0.1. Dizemos que f tem propriedade de sombreamento no limite bilateral,
se para toda sequéncia (xy)rez < X satisfazendo

lim d(f(rg), 2g41) =0

|k —00

existe z € X satisfazendo

lim d(f*(2),2;) = 0.

|| —00

A sequéncia (xy)rez € chamada uma pseudo-6rbita no limite bilateral e

dizemos que ela é f-sombreada no limite bilateral.

Dizemos que f tem propriedade de sombreamento no limite bilateral
quando toda pseudo-orbita no limite bilateral é sombreada no limite bilateral. Se o sombre-
amento € unico, ou seja, se cada pseudo-orbita no limite bilateral é sombreada no limite
bilateral por um unico ponto, dizemos que f tem propriedade de sombreamento unico

no limite bilateral.

Lema 4.0.2. Todo homeomorfismo expansivo f : M — M com a propriedade de sombrea-

mento tem as propriedades de sombreamento no limite e no limite negativo.
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Demonstragio. Como f é expansivo existe € > 0 tal que W2 (y) < W*(y) e W (y) € W*(y)
para todo y € M (2.1.2). Escolha 0 < 6 < % tal que toda d-pseudo orbita seja e-sombreada.

Seja (2, )neny uma pseudo-érbita no limite. Para cada j € N existe n; € N tal que

)
d(f(x’rl)7xn+l) < 37 n > n;.

A propriedade de sombreamento nos assegura a existéncia de pontos y; € M tal que

n J
d(f (yj)axn) < ;, n > n;.
Afirmamos que (z,)neny é sombreado no limite por y;. De fato,

d(f" (1), ["(y5)) < d(f"(y2), wn) + d(n, ["(y;)) <20 <&, n>n;.

Pela escolha de £ obtemos
Lim d(f"(y1), ["(y;)) = 0

para todo j € N. Isto implica que

lim d(f"(y1), 2n) = 0.

n—o0

Portanto, toda pseudo-6rbita no limite é sombreada no limite e assim, f tem a propriedade
de sombreamento no limite. Podemos similarmente provar que f tem a propriedade de

sombreamento no limite negativo. ]

Lema 4.0.3. Se f: M — M é um homeomorfismo com a propriedade de sombreamento
no limite bilateral, entao W*(x) n W*(y) # & para todo x,y € M.

"(y), n<0;
Demonstragio. Considere a sequéncia (zy)gez, onde x, = ")
f"(z), n>0.
Como d(f(xy),zne1) = 0 para todo n > 0 e n < 0 entdo esta sequéncia é uma
pseudo-orbita no limite bilateral. Pela propriedade de sombreamento no limite bilateral,

existe z € M tal que |1|im d(f"(z),z,) = 0, isto é,
n|—0oo

im d(f"(2), f"(y)) = 0;
lim d(f"(z), f*(z)) = 0.

n—o0

Isto implica que z € W¥(z) n W*(y). O

Lema 4.0.4. Seja f : M — M um homeomorfismo com a propriedade de sombreamento
no limite bilateral e A < M wum conjunto atrator para f. Se U é uma vizinhanga de A
tal que f(U)c U e A = ﬂ f"(U) entdo, para cada y € M, existe um natural N, tal que

neN

f"(y) € U para todo n a partir de N,,.
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Demonstragio. Seja x € A. Pelo Lema 4.0.3 existe z € W*(z) n W?¥(y). Como z € Ae A é
um conjunto atrator, temos que W*(x) < A, entdao z € A. Como A é invariante, f"(z) € A
para todo n e como z € W*(y) temos, dado £ > 0 de tal forma que e-vizinhanga de A

esteja contida em U existe N natural tal que d(f"(2), f"(y)) < € para todo n = N.

Proposicao 4.0.1. Se um homeomorfismo f : M — M com a propriedade de sombrea-

mento no limite bilateral tem um conjunto atrator A, entdo M = A.

Demonstragdo. Tome uma vizinhanca U de A com f(U)c U e A = ﬂ f™(U). Suponha

neN

por contradicao que A # M. Entao M — U # . Tomemos V = M — U. Isto implica
que V é um subconjunto compacto nao-vazio de M com f~'(V) c V, assim, segue por
inducao que f~""1(V) < f~™(V) para todo n natural. Entdo ﬂ f7"(V) é uma intersecao

neN
enumeravel de conjuntos compactos encaixados e portanto é nao vazia. Desta forma,

podemos tomar y € ﬂ (V) temos y € M satisfazendo f"(y) ¢ U para todo n € N o

neN
que ¢ um absurdo, pois contraria o Lema 4.0.4. ]

Para o préximo teorema precisamos introduzir a nocao de especificagao

Definigao 4.0.2. Um par (1, P) é uma especificag¢do se consiste de uma colegcao finita

k
T ={L,...,I};} de intervalos I; = [a;,b;] € Z e um mapa P : UIi — M tal que para
i=1
cada ti,ty € I € T temos

fr7(P(t) = P(ta).

A especificagio (1, P) € dita ser L-espago se a;+1 = b; + L para todo i €

{1,...,m}. Além disso, é e-sombreada poryec M se

k
d(f"(y), P(n)) < e para todo n € U I;.

=1

Dizemos que um homeomorfismo f : M — M tem a propriedade de es-
pecificacdo se para todo € > 0 existe L € N tal que todo L-espaco de especificacao é

e-sombreado.

Proposigao 4.0.2. Se f: M — M ¢ um difeomorfismo de Anosov transitivo entdo f tem

a propriedade de especificacao.

Demonstragio. Ver [19].

Teorema 4.0.1. [5] Um difeomorfismo de Anosov definido em uma variedade compacta e

conexa € transitivo se, e somente se, tem propriedade de sombreamento no limite bilateral.
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Demonstracao. Suponha que f é um difeomorfismo de Anosov com a propriedade de
sombreamento no limite bilateral. Pelo Teorema da Decomposicao Espectral 2.3.1, podemos
decompor o conjunto nao-errante (f) em um nimero finito de pegas bésicas tal que f
restrito a cada pecga basica é transitivo. Sabemos da Observacao 2.3.3 que devemos ter
uma peca basica sendo um conjunto atrator, pela Proposicao 4.0.1 esta pega bésica é toda

a variedade e portanto, f serd transitivo.

Agora, suponha que f é um difeomorfismo de Anosov transitivo. Pelo Teorema
2.2.1 f é topologicamente mixing e portanto tem a propriedade de especificacdo. Seja
{xn}nez uma pseudo Orbita no limite bilateral. O Lema 4.0.2 nos garante que f tem as
propriedades de sombreamento no limite e no limite negativo. Entao existem dois pontos

p1,p2 € X tal que

lim _d(f"(p1), a) = 0 e lim d(f"(p2), zn) = 0.

n——ao

Pela expansividade da f, existe e > 0 tal que WZ(y) < W?*(y) e W (y) = W*(y)
para todo y € M. Como f tem a propriedade de especificacao, obtemos § > 0 e L € N tal
que toda d-pseudo oOrbita é e-sombreada e todo L-espaco de especificagdo é d-sombreado.
Escolha N € N tal que 2N = L, d(f™"(p1),x_n) < 0 e d(f"(p2), z,) < ¢ para todon = N.
Defina I} = {~N}, I, = {N}, P(=N) = fN(p1) e P(N) = fN(py). Entao ({I1, I}, P) é

um L-espacgo de especificacao e existe um ponto z € M satisfazendo

d(f~(2), fV (1)) = d(f~V(2), P(=N)) <8

d(fN(2), f¥(p2)) = d(f¥(2), P(N)) < 6.

Desta forma, a sequéncia (Y, )nez definida por

fn<p1)7 n < _N
Yn =+ ["(2), - N<n<N
fn(pZ)a TLZN

é uma J-pseudo orbita. Entao existe um ponto y € M tal que

d(f"(y), f"(p)) <eVn< —Ned(f"(y), f"(p2)) <eVn = N.
Pela escolha de € obtemos,
Tim d(f"(y). /(1)) = 0 e lim d(f"(3). f"(p2)) = 0.

Pela escolha de p; e py temos, ‘lim d(f"(y),zn) = 0. L

n|—w



Capitulo 4. Sombreamento no limite para aplicagoes expansivas 59

Teorema 4.0.2. [5/ Um difeomorfismo de Anosov tem estrutura de produto global se,
e somente se, um levantamento para o recobrimento universal tem a propriedade de

sombreamento unico no limite bilateral.

Demonstragdo. Suponha que f é um difeomorfismo de Anosov e ]? ¢ um de seus levanta-
mentos para o recobrimento universal com propriedade de sombreamento tnico no limite
bilateral e que f ndo tem estrutura de produto global, entao Ws(x) N W“(y) = J ou
existem x,y € M tais que WS([E), MN/“(y) se intersectam em mais de um ponto, digamos
p.q e Wi (z) n W"(y).

Para o primeiro caso, note que a sequéncia (ry)gez, dada por

D I COR
L ), k<o

é uma pseudo-6rbita no limite bilateral de f que é sombreada no limite bilateral por p.
Além disso, toda pseudo-6bita no limite bilateral sombreada no limite bilateral por p
¢ também sombreada no limite bilateral por ¢, o que implica que p = ¢, o que é uma
contradi¢ao. De fato, seja (xx)rez uma pseudo-érbita no limite bilateral tal que p é seu
sombreamento no limite bilateral, isto é,

lim d(f*(p),zx) = 0.

|| o0

Temos:

~;

d(f*(@), f*(p)) < d(f*(a). [*(x)) + d(f* (@), f¥(p)) = 0, k — o0

~

d(f*(q), f*(p)) < d(f*(q). f*(v)) + d(f*(y), [*(p)) — 0, k — —0.

O que implica, lim d(f*(p), *(g)) = 0 e assim, lim d(f*(p),z) =0, pois
—00 —00

d(f*(9),zi) < d(F*(9), F* () + d(F*(p), ) — 0, k] — o0,

Para o segundo caso, temos que a pseudo-érbita no limite bilateral (zy)gez com

. ), k=0
O ) k<0

nao tem sombreamento no limite bilateral, caso contrario este sombreamento claramente
estaria em W?*(z) nW*"(y), o que é um absurdo. Portanto, f ¢ um difeomorfismo de Anosov

com estrutura de produto global.
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Para a reciproca, considere f um levantamento qualquer de f para o seu
recobrimento universal e (xy)gez pseudo-6rbita no limite bilateral de f Como f é um
difeomorfismo de Anosov, entdo f tem a propriedade de sombreamento no limite e o Lema
4.0.1 assegura que f também tem esta propriedade. Entao existem dois pontos 2z, 25 € M ,

satisfazendo

: Tk _ : Tk _
Jim (P (1), 20) = 0 e Jim d(*(z2),0) = .
Como f é um difeomorfismo de Anosov pcom estrutura de produto global

existe um tnico ponto z € W“(zl) N WS(ZQ). O

Observacao 4.0.1. Levando em conta o Teorema de Newhouse, isto é, os conjunto dos
pontos nao-errantes para um difeomorfismo de Anosov em uma variedade compacta e
conexa, ¢ toda a variedade, os Teoremas 4.0.1 e 2.2.1 nos garantem que 0s difeomorfismos

de Anosov de codimensao 1 tém a propriedade de sombreamento no limite bilateral.

Teorema 4.0.3. Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov com estrutura de produto

global. Entao f € transitivo.

Demonstracdo. Sejam U,V abertos quaisquer nao vazios de M e considere x e U ey e V.
Tome € > 0 de tal forma que B(z,e) < U e B(y,e) < V. Como M é compacta, entdo os
conjuntos limites w(z) e a(y) sdo ndo vazios (Proposigao 1.3.1), portanto existem z; € w(x)
e 23 € a(y). Desta forma, existem subconjuntos N, N” < N tais que

lim d(f"(z1), %) =0, n; € N e lim d(f™"(22),y) =0, m; € N”.

n;— m;—
Seja N1, My € N tal que d(f"(z1),2z) <e/2 e d(f ™ (29),y) < £/2 para todo n; = N; e
m; = M. Como f tem estrutura de produto global, entdao W*(z1) n W*(23) # &. Tome

z€ W?(z1) n W"(2y), assim,

lim d(f"(2), f"(z1)) =0e lim d(f7"(z), f"(22)) = 0.

n—o0 n—o0

Logo, existe Ny > 0 tal que d(f"(z), f"(z1)) <¢&/2 e d(f"(2), [ "(22)) < £/2 para todo
n = Ny. Tomando N = min{n € N' | n > max{Ny, N1}} e M = min{n e N" | n >
max{Ny, M;}} obtemos, f~(z) e B(zx,e) c Ue f~(z) e B(y,e) c V e consequentemente
fN(z) e U~ fNTM(V). Portanto, f é transitiva. ]
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5 Consideracoes Finais

Agora com as ferramentas adquiridas ao longo do estudo desta dissertacao,
temos como objetivo trabalhar com um outro conceito que sao os endomorfismos de Anosov.
Um endomorfismo (difeomorfismo local) f : M — M é um endomorfismo de Anosov se
para todo x e para toda sequéncia T = (x;);ez tal que f(x;) = z;41 com zg = x, existe

uma decomposicao do espago tangente 1,, M = E°(x;) @ E"(x;) tal que D f,,

Bs(x;) € UMA

contragao uniforme e D f, | pu(z,) ¢ uma expansao uniforme.

Podemos notar que os espacos instaveis obtidos de um endomorfismo de Anosov
depende da escolha da érbita passada de cada ponto. Podendo assim existir infinitas

variedades instaveis, o que torna a teoria mais delicada do que a que vinhamos trabalhando.

Temos interesse em "estender'os resultados estudados na se¢ao 4.1, bem como

tentar provar o que segue:
"Todo endomorfismo de Anosov que tem estrutura de produto global é transitivo."

que seria um resultado variante do Teorema 4.0.3. Para tanto precisaremos definir o que
significa um endomorfismo de Anosov ter estrutura de produto global e ter propriedade de

sombreamento no limite bilateral.

Um caso particular de endomorfismos de Anosov sdo os quais as diregoes
instaveis independe da escolha de érbita passada de qualquer ponto, ou seja, para cada
ponto existe uma tnica decomposicao do espaco tangente da variedade satisfazendo as
condigbes citadas no primeiro paragrafo, este recebe o nome de endomorfismo de Anosov

especial. Uma pergunta natural a ser feita para este caso é:

"Todo endomorfismo de Anosov especial toral pode ser conjugado a um endomorfismo

hiperbdlico toral?
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