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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar uma classe importante em Sistemas Dinâmicos

conhecida como difeomorfismos de Anosov. Neste contexto, um problema é estabelecer

quais as variedades que admitem um difeomorfismo de Anosov, aqui nos limitaremos

a resolver este problema para difeomorfismos de Anosov de codimensão um com ponto

fixo. Paralelo a este, outro problema clássico em Sistemas Dinâmicos é determinar se os

difeomorfismos de Anosov são sempre transitivos, o que é o caso para os difeomorfismos

de Anosov de codimensão um. A fim de encontramos respostas para tais problemas,

abordaremos a teoria de sombreamento e estudaremos os teoremas de de Franks e o de

Newhouse.

Palavras-chave: Difeomorfismo de Anosov, variedade estável, variedade instável, vizi-

nhança produto local, sombreamento, transitividade.



Abstract

The goal of this work is to study an important class of diffeomorphisms in Dynamical

Systems called Anosov diffeomorphisms. In this context, one of the main problems is

to establish which manifolds support an Anosov diffeomorphism. Here we will restrict

ourselves to solve this problem for codimension-one Anosov diffeomorphisms with a fixed

point. In parallell to this, another classical problem in Dynamical Systems is to determine

whether Anosov diffeomorphisms are always transitive, which is these case for codimension-

one Anosov diffeomorphisms. In order to find answers to the problems, we will present the

shadowing’s theory and study a theorem of Franks and a theorem of Newhouse.

Keywords: Anosov diffeomorphisms, stable manifold, unstable manifold, local product

neighborhood, shadowing, transitivity.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é demonstrar dois resultados clássicos em sistemas

dinâmicos provados por John Franks e Sheldon Newhouse. Além disso estudamos resultados

recentes [5] e [6] para difeomorfismos de Anosov o que, aliado ao entendimento desses

resultados clássicos do Newhouse e Franks, geraram perspectivas de trabalhos futuros. Esses

resultados lidam com uma classe muito rica de comportamento em sistemas dinâmicos

conhecidos como difeomorfismos de Anosov.

Um difeomorfismo f : M Ñ M é dito um difeomorfismo de Anosov se para

todo x P M , existe uma decomposição em soma direta do espaço tangente TxM em dois

subespaços Espxq e Eupxq invariantes pela derivada Dfx e tal que Dfx restrito a Espxq
é uma contração uniforme e Dfx restrito a Eupxq é uma expansão uniforme. Algumas

estruturas geométricas, conhecidas como folheações estável e instável, estão naturalmente

associadas a estes difeomorfismos, estas estruturas auxiliam enormemente o estudo dinâmico

dos difeomorfismos de Anosov. Dado f : M Ñ M um difeomorfismo de Anosov, para cada

x P M , definimos a variedade estável e variedade instável respectivamente como sendo os

conjuntos:
W spxq “ ty P M : lim

nÑ8
dpfnpxq, fnpyqq “ 0u,

W upxq “ ty P M : lim
nÑ8

dpf´npxq, f´npyqq “ 0u.

Esses conjuntos são de fato variedades e além disso, TxMpW spxqq “ Espxq e TxMpW upxqq “
Eupxq. O conjunto de todas as variedades estáveis forma uma folheação para M que cha-

mamos de folheação estável, analogamente obtemos a folheação instável. As variedades

estáveis e instáveis "dispôem em camadas"o comportamento assintótico das iteradas futuras

e passadas por f .

Os difeomorfismos de Anosov são modelos para diversos comportamentos

dinâmicos e por isso foram intensamente estudados, principalmente a partir da década de

60. Apesar disso, perguntas muito naturais ainda não foram completamente respondidas

para esses sistemas. Dois clássicos problemas em abertos são:

Conjectura de Smale. Todo difeomorfismo de Anosov é transitivo.

Problema. Quais variedades que suportam difeomorfismos de Anosov?

Neste trabalho, nos limitaremos a resolver estes problemas para difeomorfismos

de Anosov de codimensão 1, ou seja, difeomorfismos para os quais um dos subespaços

invariantes que decompõe o espaço tangente tem dimensão 1. Para tal caso, Newhouse

[16] demonstrou que a resposta da conjectura é positiva.

Teorema de Newhouse [16]. Se f : M Ñ M é um difeomorfismo de Anosov de
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codimensão 1 então todos os pontos de M são pontos não-errantes, ou seja, para cada

x P M e cada aberto U contendo x, existe um natural não nulo N “ Npx, Uq tal que

fN pUq X U ‰ H, isto é equivalente a dizer que f é transitivo.

Através da teria de sombreamento, Carvalho em [5] consegue uma equivalência

entre a propriedades de transitividade para difeomorfismos de Anosov com a propriedade

de sombreamento no limite bilateral. Mais especificamente, uma pseudo-órbita no limite

bilateral em M para um difeomorfismo f : M Ñ M é uma sequência pxiq8
i“´8 tal que

lim
|i|Ñ8

dpfpxiq, xi`1q “ 0.

Uma pseudo-órbita no limite bilateral pxiqiPZ é sombreada no limite bilateral por um ponto

y P M se

lim
|i|Ñ8

dpxi, f
ipyqq “ 0.

Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento no limite bilateral se toda pseudo-órbita

no limite bilateral pxiqiPZ é sombreada no limite bilateral. Se para cada pseudo-órbita

no limite bilateral seu sombreamento no limite bilateral é único, dizemos que f tem a

propriedade de sombreamento único no limite bilateral.

Carvalho em [5] trabalha com o levantamento dos difeomorfismos de Anosov

para o recobrimento universal. Denotando rf : ĂM Ñ ĂM o levantamento do difeomorfismo

de Anosov f : M Ñ M para o recobrimento universal, o autor mostra que, para cada

pseudo-órbita no limite bilateral para rf , existem aplicações definidas em um determinado

espaço de Banach que relacionam bijetivamente seus pontos fixos a pontos que sombreiam

esta dada pseudo-órbita.

Os levantamentos das variedades estável e instável para o recobrimento universal,

os quais denotamos por ĂW spxq e ĂW upxq são de fato as variedades estável e instável para
rf . Quando para quaisquer x, y P M tem-se que a interseção ĂW spxq X ĂW upyq é um único

ponto, dizemos que f é um difeomorfismo de Anosov com estrutura de produto global.

Através dos teoremas a seguir obtemos relações entre propriedades de som-

breamento no limite, transitividade e estrutura de produto global. Tais teoremas estão

apresentados no capítulo quatro deste trabalho.

Teorema A.[5] Um difeomorfismo de Anosov tem estrutura de produto global se, e somente

se, um levantamento para o recobrimento universal tem a propriedade de sombreamento

único no limite bilateral.

Teorema B.[5] Um difeomorfismo de Anosov é transitivo se, e somente se, tem propriedade

de sombreamento no limite bilateral.

Depois de enunciados os teoremas acima é natural nos perguntarmos:

"Todo difeomorfismo de Anosov tem estrutura de produto global é transitivo?"
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A resposta para tal pergunta é afirmativa e neste trabalho fizemos uma prova para a

mesma que também se encontra no quarto capítulo.

Os modelo mais simples de difeomorfismos de Anosov são os modelos lineares.

Neste trabalho demonstraremos que os difeomorfismos de Anosov de codimensão 1 possui

dinâmica bem parecida com o caso linear. Isto é, demonstraremos o outro principal teorema

desta dissertação:

Teorema de Franks [10]. Se um difeomorfismo de Anosov f : M Ñ M é de codimensão

1 com um ponto fixo e tal que o conjunto dos pontos não-errantes é toda a variedade M

então f é topologicamente conjugado a um automorfismo hiperbólico no Toro.

Mais recentemente, Hiraide em [11] apresentou uma prova mais simples para o

Teorema de Franks sobre a qual este trabalho foi baseado.

Esta dissertação contém cinco capítulos que estão dispostos da seguinte maneira:

O capítulo um contém conteúdos preliminares de topologia, folheações e dinâmica que

dão suporte para que a leitura seja feita com mais facilidade. O capítulo seguinte contém

propriedades associadas à hiperbolicidade e expansividade de aplicações, além disso,

enunciamos e demonstramos um importante teorema dentro da dinâmica hiperbólica, o

Teorema da Decomposição Espectral. No terceiro capítulo demonstramos os dois principais

teoremas estudados. Por fim, no último capítulo quatro apresentamos algumas propriedade

de sombreamento no limite e no limite bilateral.
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1 Preliminares

Com o intuito de deixar este trabalho autocontido, estudaremos neste capítulo

conceitos básicos de variedades e dinâmica, os quais nos darão suporte para o entendimento

dos capítulos posteriores. Para mais detalhes, as referências utilizadas foram [8], [13] e [7].

1.1 Preliminares topológicas

Esta seção contém definições, exemplos e resultados relacionados a topologia

de variedades e espaços de recobrimentos.

Definição 1.1.1. Uma métrica Riemanniana de classe Ck em uma variedade dife-

renciável M é uma aplicação que associa cada x P M a um produto interno

x¨ , ¨ yx : TxM ˆ TxM Ñ R

que varia diferencialmente no seguinte sentido: Se ϕ : U Ă R
m Ñ M é um sistema de

coordenada locais em torno de p, com ϕpx1, x2, . . . , xmq “ q P ϕpUq e
B

Bxi

pqq “ Dϕei
,

onde ei “ p0, . . . , 1, . . . , 0q com 1 na i-ésima coordenada, então
B B

Bxi

pqq, B
Bxj

pqq
F

q

“

gijpx1, x2, . . . , xmq é uma função diferenciável em U .

Uma métrica Riemanniana induz uma distância d : M ˆ M Ñ R dada por:

dpx, yq “ inftlpαq | α : r0, 1s Ñ M, C1 por partes, αp0q “ x, αp1q “ yu,

onde lpαq “
ż

1

0

››››
d

dt
αptq

››››
αptq

dt é o comprimento de α e

˜››››
d

dt
αptq

››››
αptq

¸2

“
B
d

dt
αptq, d

dt
αptq

F

αptq

.

Definição 1.1.2. Uma variedade diferenciável que admite uma métrica Riemanniana é

chamada de variedade Riemanniana.

Teorema 1.1.1. Se M é uma variedade topológica diferenciável então M admite uma

métrica Riemanniana.

Uma demonstração para o Teorema 1.1.1 pode ser encontrada em [8].

O próximo teorema nos diz que toda variedade Riemanniana compacta é um

espaço de Baire uma vez que toda variedade Riemanniana compacta é um espaço métrico

completo.
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Teorema 1.1.2. Se M é uma variedade Riemanniana compacta então qualquer interseção

enumerável de conjuntos abertos e densos é um conjunto denso, isto é, se tGiu Ă M é

uma família de conjuntos abertos e densos então
8č

i“1

Gi é denso em M .

Demonstração. Ver [7, Proposição 2.15].

No que segue, estaremos interessados em definir e entender uma parte im-

portante da topologia algébrica, que são os espaços de recobrimento, e um invariante

topológico das variedades, os grupos fundamentais.

Considere C o conjunto dos caminhos α : r0, 1s Ñ M tais que αp0q “ αp1q.
Defina neste conjunto a seguinte relação de equivalência R: para α, β P C

α R β se, e somente se, existe uma função contínua H : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ M tal que

Hpt, 0q “ αptq e Hpt, 1q “ βptq.

Neste caso dizemos que α e β são homotópicas ou α é homotópica a β. O grupo fun-

damental de M o qual denotaremos por π1pMq é o conjunto das classes de equivalência

referente a relação de equivalência R. É fácil ver que π1pMq é um grupo.

Definição 1.1.3. Seja f : M Ñ N uma aplicação contínua. Então a aplicação induzida

f˚ : π1pMq Ñ π1pNq
rαs ÞÑ rf ˝ αs

está bem definida e é um homomorfismo de grupos.

Proposição 1.1.1. O grupo fundamental de uma variedade suave e compacta é finitamente

gerado.

Demonstração. Ver [1, Teorema 6.4.5].

Definição 1.1.4. Uma aplicação π : ĂM Ñ M contínua e sobrejetiva é uma aplicação

de recobrimento se para cada x P M , existe um aberto Ux Ă M tal que π´1pUxq pode

ser escrito como uma união disjunta de abertos V α
x Ă ĂM , α P I, onde a restrição de π a

cada V α
x é um homeomorfismo sobre Ux, isto é, π|V α

x
: V α

x Ñ Ux é um homeomorfismo.

Um recobrimento universal de um espaço topológico conexo M é um espaço

simplesmente conexo ĂM que recobre M , ou seja, existe um mapa π : ĂM Ñ M que é uma

aplicação de recobrimento.

Exemplo 1.1.1. A aplicação π : Rm Ñ T
m dada por x ÞÑ x ` Z

m, a qual é conhecido

como projeção natural, é uma aplicação de recobrimento. Além disso, Rm é um espaço de

recobrimento universal para Z
m.
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Observação 1.1.1. [1, Teorema 6.4.1] Como π é um difeomorfismo local, a métrica d de

M induz uma métrica rd em ĂM de forma que π : pĂM, rdq Ñ pM,dq seja uma isometria local,

isto é, existe ε0 ą 0 tal que para cada x P ĂM , π aplica a ε0-vizinhança de x isometricamente

sobre a ε0-vizinhança de πpxq .

Definição 1.1.5. Seja f : M Ñ M uma aplicação entre espaços topológicos. O levanta-

mento de f para o recobrimento universal é uma aplicação rf : ĂM Ñ ĂM tal que π˝ rf “ f ˝π,

onde π : ĂM Ñ M é uma aplicação de recobrimento e ĂM um recobrimento universal de M .

Em outras palavras, rf : ĂM Ñ ĂM é a aplicação que faz o seguinte diagrama comutar:

ĂM
π

��

rf
// ĂM

π

��

M
f

//M

Lema 1.1.1. Seja α P π1pMq, tal que π ˝ α “ π. Então

rf ˝ α “ rf˚pαq ˝ rf.

Demonstração. Ver [1, p. 187].

1.2 Folheações e medidas

Mais adiante vamos ver que uma variedade que suporta um difeomorfismo de

Anosov possui duas folheações que são transversais uma à outra, ou seja, as folhas de uma

folheação intersecta transversalmente as folhas da outra, sobre tais folheações sabemos

como se comporta a dinâmica do difeomorfismo. Para que possamos prosseguir, vamos

introduzir a noção de folheação de uma variedade. E além disso, quando temos que uma

das duas folheações citadas acima tem dimensão 1 podemos definir uma certa medida

sobre tal que é invariante pela outra folheação, veremos como fazer isso também nesta

seção e isso nos ajudará a demonstrar o teorema de Franks.

Seja M um espaço topológico conexo. Seja Dn o n-disco fechado. Uma folhea-

ção n-dimensional para M é uma família F “ tFxuxPM de variedades conexas contidas

em M tal que

1. x P Fx;

2. Fx X Fy ‰ H ñ Fx “ Fy;

3. para cada x P M existe um conjunto compacto K contendo x e uma aplicação

contínua e injetiva ϕ : K ˆ Dn Ñ M com ϕptyu ˆ Dnq Ă Fy, ϕpy, 0q “ y e

ϕpK ˆ Dnq uma vizinhança N de x em M como indica a figura 1.
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Um conjunto compacto K Ă X que satisfaz o item 3 acima para algum x é

chamado de transversal a F .

Figura 1 – retirada de [1].

Definição 1.2.1. Sejam F e F 1 folheações em M . Dizemos que F é transversal a F 1

se para cada x P M existem conjuntos conexos não-triviais D,D1 com txu “ D X D1 uma

vizinhança conexa N de x em M e um homeomorfismo ϕ : D ˆ D1 Ñ N tal que

1. ϕpx, xq “ x;

2. ϕpy, xq “ y, (y P D) e ϕpx, zq “ z, (z P D1);

3. para qualquer L P F existe um conjunto enumerável B1 Ă D1 tal que N X L “
ϕpD ˆ B1q (figura 2);

4. para qualquer L1 P F 1 existe um conjunto enumerável B Ă D tal que N X L1 “
ϕpB ˆ D1q (figura 2).

Figura 2 – retirada de [1].
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Definição 1.2.2. Uma medida F-invariante é uma família tµKuK transversal tal que

1. µK é uma medida de Borel finita na transversal K;

2. se Ai Ă Ki pi “ 1, 2q são conjuntos Borelianos e T : A1 Ñ A2 é um isomorfismo de

Borel com T pxq P Fx, @x P A1 então µK1
pA1q “ µK2

pA2q, neste caso dizemos que

A1 e A2 são F-conjugados;

3. µKpKq ą 0 para algum compacto transversal K.

Teorema 1.2.1. Sejam K1 e K2 transversais para F e µ1, µ2 medidas de Borel finitas em

K1 e K2 respectivamente. Suponha que existe um conjunto N1 Ă K1 tal que

1. µ1pN1q “ 0;

2. µ2

˜ ď

xPN1

Fx X K2

¸
“ 0;

3. x P K1 ´ N1 implica Fx X K2 “ tFmpxq | x P Bmu, onde F “ tFm : Bm Ñ Cmumě0

é uma coleção enumerável de isomorfismos de Borel preservando medida, Bm Ă
K1, Cm Ă K2.

Então todo isomorfismo de Borel entre um subconjunto de K1 e um subconjunto

de K2 com T pzq P Fz deve preservar medida.

Demonstração. Ver [3, Lema 1.5]. l

1.3 Teoria elementar de dinâmica

Consideremos f : X Ñ X uma aplicação contínua e X um espaço topológico.

Denotemos por fn :“ f ˝ . . . ˝ f a composição de f com ele mesmo n vezes, f´n :“
f´1 ˝ . . . ˝ f´1 a composição de f´1 com ele mesmo n vezes (este caso faz sentido quando

f é invertível) e Opxq “ tfnpxqunPI a órbita de x por f , onde I é o conjunto dos números

naturais ou o conjunto dos números inteiros caso f seja invertível.

Definição 1.3.1. Seja f : X Ñ X um homeomorfismo. Para x P X definimos o conjunto

ω-limite de x sendo o conjunto

ωpxq :“ ty P X | existe N1 Ă N tal que lim
nÑ8

dpfnpyq, xq “ 0, n P N
1u.

Analogamente definimos o conjunto α-limite de x,

αpxq :“ ty P X | existe N1 Ă N tal que lim
nÑ8

dpf´npyq, xq “ 0, n P N
1u.

Proposição 1.3.1. Seja f : X Ñ X um homeomorfismo e x P X.
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1. Se tfnpxq | n P Nu é compacto então ωpxq é compacto e não vazio.

2. Se tf´npxq | n P Nu é compacto então αpxq é compacto e não vazio.

Demonstração. Ver [14, Proposição 2.10, p. 36]. l

Para mais detalhes podem ser consultados os livros [14] e [17].

Definição 1.3.2. Dizemos que um conjunto U Ă X é f-invariante se fpUq Ă U .

Observação 1.3.1. Se f é um homeomorfismo faz sentido pensarmos na dinâmica "para

trás", assim, podemos dizer que um conjunto U é f -invariante se fpUq Ă U e f´1pUq Ă U ,

ou seja, fpUq “ U .

Definição 1.3.3. Dizemos que f é transitiva se dados U e V abertos quaisquer de X,

existe N P N
˚ tal que fN pUq X V ‰ H.

Proposição 1.3.2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Uma função f : M Ñ
M é transitiva se, e somente se, existe x P M tal que a órbita de x, Opxq, é densa em M .

Demonstração. Seja x P M um ponto cuja órbita é densa em M . Então existe m P N
˚ tal

que fmpxq P V e (usando que tfnpxq | n ą mu é denso em M também) existe n ą m tal

que fnpxq P U . Tome k “ n ´ m. Então fmpxq P f´kpUq X V .

Para provar a recíproca, seja tUj | j “ 1, . . . , ku uma base finita de abertos de

M . A transitividade de f garante que o aberto
8ď

l“1

f´lpUjq é denso em M para todo j P N.

Pelo Teorema 1.1.2, a interseção

X “
kč

j“1

8ď

l“1

f´lpUjq

é um subconjunto denso de M . Em particular, ele é não vazio. Por outro lado, por

definição, se x P X então para todo j P N existe algum l ě 1 tal que f lpxq P Uj. Como os

Uj constituem uma base de vizinhanças de M , isto significa que tf lpxq | l P Nu é densa

em M . l

Algumas dinâmicas possuem a propriedade de "misturar"subconjuntos abertos

de um espaço topológico de forma que a cada iteração estes subconjuntos estejam mais

distribuídos dentro do espaço.

Definição 1.3.4. Dizemos que f é topologicamente mixing se dados U e V abertos

quaisquer de X, existe N P N
˚ tal que fnpUq X V ‰ H para todo n ě N .

Observação 1.3.2. Claramente uma aplicação que é topologicamente mixing é também

transitiva.



Capítulo 1. Preliminares 21

Definição 1.3.5. Dizemos que um ponto x P X é não-errante para f se para toda

vizinhança U de x existe N P N
˚ tal que fN pUq X U ‰ H.

Denotamos o conjunto de todos os pontos não errantes de X para f por Ωpfq
e o chamaremos de Conjunto não-errante de f .

Proposição 1.3.3. O conjunto não-errante de f é fechado e f -invariante.

Demonstração. Por simplicidade denotemos Ωpfq “ Ω. Seja x P MzΩ, então existe uma

vizinhança U de x tal que para todo n ě 0 tem-se U X fnpUq “ H. É claro que U Ă MzΩ,

o que implica que MzΩ é aberto. Portanto, Ω é fechado. Agora, fixe x P Ω e tome U uma

vizinhança qualquer de fpxq, pela continuidade de f , f´1pUq é uma vizinhança de x, como

x P Ω, existe N P N
˚ tal que fN pf´1pUqq X f´1pUq ‰ H. Seja y P fN pf´1pUqq X f´1pUq.

Vamos mostrar que fpyq P fN pUq X U e assim, poderemos concluir que fpxq P Ω. Note

que fpyq P U . Como y P fN pf´1pUqq, então existe y1 P f´1pUq tal que y “ fN py1q, logo

y “ fN´1py2q para algum y2 P U , portanto y P fN´1pUq e consequentemente fpyq P fN pUq.

Se f for um homeomorfismo. Fixe x P Ω e considere uma vizinhança U de f´1pxq.
Note que fpUq é uma vizinhança de x, assim existe n0 P N tal que fn0pfpUqq X fpUq ‰ H,

o que implica que fn0pUq X U ‰ H e portanto fpxq P Ω. Logo, f´1pΩq Ă Ω. l

Definição 1.3.6. Um ponto p P M é dito ponto periódico de período n de f , se n é o

menor natural não nulo tal que fnppq “ p. Se n “ 1, dizemos que p é ponto fixo de f .

Denotaremos o conjunto de todos os pontos periódicos de f por Perpfq.

Proposição 1.3.4. Se p P M é um ponto periódico de f então p P Ωpfq, isto é, Perpfq Ă
Ωpfq. Mais ainda, Perpfq Ă Ωpfq.

Demonstração. Seja p um ponto periódico de período m, isto é, fmppq “ p. Dada uma

vizinhança V de p, temos p P V X fmpV q, portanto, p P Ωpfq (com N “ m). Como Ωpfq é

fechado, segue o resultado. l

Definição 1.3.7. Dizemos que uma matriz é hiperbólica se todos os seus autovalores

tem norma diferente de um. Um ponto x P M será dito hiperbólico para f : M Ñ M se

a matriz da derivada Dfx for hiperbólica.

Exemplo 1.3.1. A matriz A “
«
n 1

1 1

ff
é hiperbólica para qualquer n ě 2. De fato. Os

autovalores de A são

λ1 “ n ` 1 `
?
n2 ´ 2n ` 5
2

, λ2 “ n ` 1 ´
?
n2 ´ 2n ` 5
2

que são sempre reais, pois pn ´ 1q2 ` 4 ą 0, n P N e além disso, |λi| “ 1, i “ 1, 2 se, e

somente se n “ 1, que não é o caso.
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2 Difeomorfismos de Anosov

Variedades que suportam um difeomorfismo de Anosov possuem folheações

transversais que chamamos de folheações estável e instável. Estas nos fornecem informações

sobre o comportamento da dinâmica do difeomorfismo nas folhas.

2.1 Dinâmica Hiperbólica e Expansividade

Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional compacta, conexa e C8 e

f : M Ñ M um difeomorfismo. Dizemos que um subconjunto Λ Ă M é hiperbólico para

f se para todo x P Λ, existe uma decomposição do espaço tangente TxM “ Espxq ‘Eupxq
satisfazendo:

1. Os espaços Espxq e Eupxq são invariantes pela aplicação derivada Dfx : TxM Ñ
TfpxqM , isto é,

DfxpEspxqq “ Espfpxqq e DfxpEupxqq “ Eupfpxqq;

2. Existem constantes 0 ă λ ă 1 e c ą 0 tais que

|Dfk
x pvq|fkpxq ď cλk|v|x e |Df´k

x pwq|f´kpxq ď cλk|w|x

para todo v P Espxq, w P Eupxq, k P N e x P M , onde | ¨ |x denota a norna em TxM

induzida pela métrica Riemanniana.

Chamamos Espxq a direção estável de f em x e Eupxq é a direção instável

de f em x.

Proposição 2.1.1. Os espaços Espxq e Eupxq variam continuamente com x P Λ.

Demonstração. Seja x0 P Λ e xi uma sequência em Λ que converge a x0. Vamos mostrar

que dim Espxiq “ dim Espx0q e dim Eupxiq “ dim Eupx0q para i suficientemente grande.

Considere uma subsequência de xi de modo que dim Espxiq seja constante, digamos

igual a k. Considere uma base ortonormal w1,i, . . . , wk,i de Espxiq, passando para uma

subsequência se necessário, podemos supor que wl,i converge a wl,0. Note que w1,0, . . . , wk,0

estão em Tx0
M . Por continuidade note que o item 2 acima implica wl,0, l “ 1, . . . , k,

estarem em Espx0q. Portanto

dim Espx0q ě k “ dim Espxiq.
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Analogamente temos que

dim Eupx0q ě m ´ k “ dim Eupxiq.

Como dim Tx0
M “ dim Espx0q ` dim Eupx0q temos,

dim Espx0q “ dim Espxiq, dim Eupx0q “ dim Eupxiq.

Segue a continuidade das direções estáveis com relação a x P Λ. l

Definição 2.1.1. Se a variedade toda M é um conjunto hiperbólico para f , dizemos que

f é um difeomorfismo de Anosov.

Exemplo 2.1.1. Considere a seguinte relação de equivalência em R
m: x, y P R

m,

x „ y se, e somente se, x ´ y P Z
m.

Defina T
m “ R

m{„ “ R
m{Zm o toro m-dimensional. Também podemos pensar no toro

como sendo o produto de m cópias do círculo unitário S
1, isto é, Tm “ S

1 ˆ S
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ S

1.

Denotemos por r¨s a classe de equivalência de ¨ definida pela relação de equivalência „,

dada em 1.1.1.

Seja A P MnpZq. Note que ApZnq Ă Z
n e então podemos definir uma aplicação

TA : T
n Ñ T

n

rxs ÞÑ rAxs

que chamamos de aplicação induzida por A no toro. Não é difícil ver que, são equiva-

lentes:

1. TA é invertível;

2. A é invertível em MnpZq;

3. detpAq “ ˘1.

Se A é invertível em MnpZq e hiperbólica então TA é um difeomorfismo de Anosov.

Vamos fazer um caso númerico para o exemplo acima.

Exemplo 2.1.2. Considere a matriz A “
˜

2 1

1 1

¸
. A aplicação TA : T2 Ñ T

2 induzida

por A é um difeomorfismo de Anosov.

De fato: Primeiramente, observe que detpAq “ 1. Os autovalores de A são

λ1 “ 3 `
?

5
2

e λ2 “ 3 ´
?

5
2

. Logo, todo ponto de T
2 é um ponto hiperbólico de TA, já
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que TA é uma aplicação linear e então sua derivada é ela mesma. Denotemos por Eu o

autoespaço correspondente ao autovalor λ1 cuja norma é maior que 1 e por Es o autoespaço

correspondente ao autovalor λ2 cuja norma é menor que 1.

Se λ é autovalor de A e v é um de seus autovalores associados, então λn é

autovalor de An e v é um autovalor associado, assim temos

• para w P Eu,

‖DT´n
A pwq‖ “ |λ1|´n‖w‖ “ |λ2|n‖w‖ ă 2|λ2|n‖w‖,

pois, λ2 “ 3 ´
?

5
2

“ p3 ´
?

5q
2

p3 `
?

5q
p3 `

?
5q “ 4

2p3 `
?

5q “ 2
p3 `

?
5q “ λ´1

1
e assim,

|λ2| “ |λ´1

1
|

• para v P Es,

‖DT n
Apvq‖ “ |λn

2
|‖v‖ ă 2|λ2|n‖v‖.

Tomando, λ “ |λ2| e c “ 2 na definição de conjunto hiperbólico, temos que T
2

é um conjunto hiperbólico para TA.

Definição 2.1.2. Se f : M Ñ M é um difeomorfismo de Anosov. Dizemos que f é um

difeomorfismo de Anosov de codimensão 1 se dim Espxq “ 1 ou dim Eupxq “ 1

para todo x P M .

Exemplo 2.1.3. O difeomorfismo TA induzido pela matriz A como no exemplo anterior

é um difeomorfismo de Anosov de codimensão 1.

Definição 2.1.3. Um homeomorfismo f : M Ñ M é dito expansivo se existe um número

c ą 0 tal que se x, y P M satisfaz dpfnpxq, fnpyqq ď c para todo n P Z então x “ y.

A partir de agora, consideraremos f : M Ñ M um difeomorfismo em uma

variedade Riemanniana M suave compacta conexa e Λ Ă M um conjunto hiperbólico para

f .

Definição 2.1.4. Dado ε ą 0. Definimos as variedades estável e instável local de

x P Λ por:
W s

ε pxq “ ty P M | dpfnpxq, fnpyqq ď ε @n P Nu
W u

ε pxq “ ty P M | dpf´npxq, f´npyqq ď ε @n P Nu.

Lema 2.1.1. Se f : M Ñ M é um homeomorfismo expansivo com constante de expansivi-

dade c ą 0. Para todo ε ă c e para todo r ą 0 existe N ą 0 tal que

fnpW s
ε pxqq Ă W s

r pfnpxqq, f´npW u
ε pxqq Ă W u

r pf´npxqq



Capítulo 2. Difeomorfismos de Anosov 25

para todo x P Λ, n ě N .

Demonstração. Suponhamos que o lema não seja válido, então podemos encontrar sequên-

cias xn, yn P M, mn ą 0 tal que yn P W s
ε pxnq, limmn “ 8 e dpfmnpxnq, fmnpynqq ą r.

Como yn P W s
ε pxnq temos que dpfnpfmnpxnqq, fnpfmnpynqqq ă ε para todo ´mn ď n.

Portanto, se lim
nÑ8

xn “ x, lim
nÑ8

yn “ y então dpfnpxq, fnpyqq ď ε ă c, @n P Z com

dpx, yq ě r ą 0 o que contradiz a expansividade de f . l

Definição 2.1.5. Dado ε ą 0. Definimos as variedades estável e instável de x P Λ

por:

W spxq “
ď

ně0

f´npW s
ε pfnpxqqq

W upxq “
ď

ně0

fnpW u
ε pf´npxqqq.

Denotemos por Dupx, εq o disco em W upxq centrado em x de tamanho ε e

Dspx, εq o disco fechado em W spxq centrado em x de tamanho ε.

Proposição 2.1.2. Para x P Λ

W spxq “
!
y P M | lim

nÑ8
dpfnpxq, fnpyqq “ 0

)

W upxq “
!
y P M | lim

nÑ´8
dpfnpxq, fnpyqq “ 0

)
.

Demonstração. Fixe x P Λ. Seja y P
!
z P M | lim

nÑ8
dpfnpxq, fnpzqq “ 0

)
. Existe N ą 0

tal que dpfnpxq, fnpyqq ă ε para todo n ě N , isto implica que fN pyq P W s
ε pfN pxqq.

Portanto, y P f´N pW s
ε pfN pxqqq Ă W spxq. Agora, seja y P W spxq. Existe N P N tal que

y P f´N pW s
ε pfN pxqqq, logo fN pyq P W s

ε pfN pxqq. Dado r ą 0, pelo Lema 2.1.1 existe N 1 ą 0

tal que fnpW s
ε pfN pxqq Ă W s

r pfn`N pxqq para todo n ě N 1. Assim, fn`N pyq P W s
r pfn`N pxqq

para todo n ě N 1 e portanto dpfnpxq, fnpyqq ă r para todo n ě N 1 ` N . Como r é

arbitrário, temos que y P
!
z P M | lim

nÑ8
dpfnpxq, fnpzqq “ 0

)
. A segunda igualdade pode

ser mostrada de maneira análoga. l

Observação 2.1.1. [3]

Se f é um difeomorfismo de Anosov, as famílias F s :“ tW spxquxPM e Fu :“
tW upxquxPM formam folheações para M , as quais chamamos de folheação estável e

folheação instável respectivamente. E além disso, tais folheações são transversais.

Lema 2.1.2. Se f : M Ñ M é um homeomorfismo expansivo com constante de expansivi-

dade c ą 0. Então existe ε ą 0 tal que @y P Λ vale:

W s
ε pyq Ă W spyq e W u

ε pyq Ă W upyq.
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Demonstração. Fixe y P M . Dado r ą 0 pelo Lema 2.1.1, para c ą ε ą 0 existe N ą 0 tal

que fnpW s
ε pxqq Ă W s

r pfnpxqq para todo x e todo n ě N , isto significa que para qualquer

x P W s
ε pyq, temos fnpxq P W s

r pfnpyqq, isto é, dpfnpxq, fnpyqq ď r, @n ě N . Como r

é arbitrário, então lim
nÑ8

dpfnpxq, fnpyqq “ 0, como queríamos. Podemos demonstrar de

maneira análoga que W u
ε pyq Ă W upyq. l

Teorema 2.1.1. Para ε ą 0 pequeno e x P Λ

1. W s
ε pxq,W u

ε pxq são discos para x P Λ com TxW
s
ε pxq “ Espxq, TxW

u
ε pxq “ Eupxq;

2. dpfnpxq, fnpyqq ď λndpx, yq para y P W s
ε pxq, n ě 0 e

dpf´npxq, f´npyqq ď λndpx, yq para y P W u
ε pxq, n ě 0;

3. W s
ε pxq,W u

ε pxq variam continuamente com x (na topologia Cr).

Demonstração. Ver [12, Teorema 1].

Lembremos que:

• Sejam S e S 1 subvariedades de classe Cs de M e ε ą 0. Dizemos que S e S 1 estão

ε ´ Cs-próximas se existe um difeomorfismo Cs, h : S Ñ S 1 tal que i1 ˝ h está

ε-próximo de i na topologia Cs, onde i : S Ñ M e i1 : S 1 Ñ M denotam as inclusões.

• Uma aplicação de classe Cr f : M Ñ N é uma imersão se Dfp é injetiva para todo

p P M . Se f : M Ñ N é uma imersão dizemos que fpMq é uma subvariedade imersa

de N .

Teorema 2.1.2 (Teorema da Variedade Estável). Sejam f : M Ñ M um difeomorfismo

de Anosov e Espxq o espaço estável de x. Então

1. W sppq é uma subvariedade imersa de M ;

2. para x, y P Λ, W spxq e W spyq coincidem ou são disjuntos;

3. o espaço tangente de W spxq em y é Espyq para cada y P Λ;

4. W spxq e W spyq estão C1-próximos em conjuntos compactos para x, y P Λ próximos.

Demonstração. Ver [20, Teorema 2.1] ou [17, Teorema 6.2].

Corolário 2.1.1. Seja f : M Ñ M um difeomorfismo de Anosov. Existe um ε ą 0 tal

que para cada x P M existe uma vizinhança Vεpxq de x satisfazendo:

1. Vεpxq é homeomorfo a W u
ε pxq ˆ W s

ε pxq;
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2. para y1, y2 P Vεpxq, W u
ε py1q X W s

ε py2q é um único ponto;

3. para y1, y2 P Vεpxq,
se pW u

ε py1qXVεpxqqXpW u
ε py2qXVεpxqq ‰ H então W u

ε py1qXVεpxq “ W u
ε py2qXVεpxq,

se pW s
ε py1qXVεpxqqXpW s

ε py2qXVεpxqq ‰ H então W s
ε py1qXVεpxq “ W s

ε py2qXVεpxq;

Definição 2.1.6. Chamamos o interior de Vεpxq de vizinhança produto local de x.

Para facilitar a escrita, abusaremos um pouco da notação, denotando a vizinhança produto

local de x por Vεpxq ao invés de intpVεpxqq.

Definição 2.1.7. Denotemos por W upy,Nq a componente conexa de W upyq XN que con-

tém y. Um conjunto estável relativo a W s
ε pxq é um conjunto denotado por NpW s

ε pxqq
ou simplesmente por N , satisfazendo as seguintes condições:

1. N “
ď

tW upy,Nq | y P W s
ε pxqu;

2. para y1, y2 P N , ou W upy1, Nq X W upy2, Nq “ H, ou W upy1, Nq “ W upy2, Nq.
Similarmente, para y1, y2 P N , ou W spy1, Nq X W spy2, Nq “ H, ou W spy1, Nq “
W spy2, Nq;

3. para y1 P N, W spy1, Nq pW upy1, Nqq é homeomorfo a bola fechada em W spy1q pW upy1qq;

4. existe ε1 ą 0 tal que W u
ε1

py1q Ă W upy1, Nq para todo y1 P W s
ε pxq;

5. se y1, y2 P N então W upy1, Nq X W spy2, Nq é um simples ponto.

Para K Ă W s
ε pxq um conjunto produto estável N relativo a K é definido

como sendo
ď

yPK

W upy,NpW s
ε pxqq onde NpW s

ε pxqq é algum conjunto produto estável relativo

a W s
ε pxq. Similarmente, para x P M , ε ą 0, podemos definir um conjunto produto instável

relativo a W u
ε pxq ou K onde K Ă W u

ε pxq.

Teorema 2.1.3. Seja f : M Ñ M um difeomorfismo de Anosov. Para todo x P M e todo

ε ą 0, existem conjuntos produtos relativos a W u
ε pxq e W s

ε pxq.

Demonstração. Usando o Corolário 2.1.1 e a compacidade de M obtemos o resultado. l

Observação 2.1.2. 1. Note que, se c ą 0 é a constante de expansividade de f e ε ă c

então W s
ε pxqXW u

ε pxq “ txu. De fato. Se y P W s
ε pxqXW u

ε pxq, então dpfnpyq, fnpxqq ď
ε ă c, @n P Z, o que implica que y “ x. A interseção W s

ε pxq X W u
ε pxq “ txu é

transversal e tais interseções são preservadas por pequenas perturbações.

2. Seja f um difeomorfismo de Anosov. O item 1 desta observação nos garante que para

qualquer ε pequeno, existe δ ą 0 pequeno tal que se dpx, yq ă δ então W s
ε pxq XW u

ε pyq
consiste em um simples ponto. Além disso, se x, y P Ωpfq então W s

ε pxqXW u
ε pyq P Ωpfq

(Ver [20]).
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Difeomorfismos de Anosov são aplicações expansivas, isto pode ser facilmente

visto através do lema:

Lema 2.1.3. Seja Λ um conjunto hiperbólico. Então, existe um ε ą 0 tal que se x P Λ e

y P M com y ‰ x, então

dpfkpxq, fkpyqq ą ε para algum k P Z.

Demonstração. Sejam x P Λ e y P M quaisquer. Suponha que para todo k P Z vale

dpfkpxq, fkpyqq ď ε temos que y P W s
ε pxq X W u

ε pxq “ txu, o que implica que y “ x. l

Lema 2.1.4 (λ-Lema). Seja p P M um ponto fixo hiperbólico para f . Se D é um disco

transversal a variedade estável, W sppq, em um ponto q P W sppq, então dado R e ε reais

positivos existe N0 tal que @ n ě N0 a componente conexa de fnpDq X VεpDupp,Rqq que

contém fnppq está ε´ C1 próximo de Dupp,Rq. Onde Dupp,Rq é a variedade instável de

p de raio R e VεpDupp,Rqq é uma vizinhança de distância ε de Dupp,Rq.

Demonstração. Ver [4, p.123, Teorema 5.7.2]. l

O levantamento de um difeomorfismo de Anosov para o seu recobrimento

universal levanta consigo algumas de suas propriedades de hiperbolicidade, porém não

está definido em uma variedade compacta, o que acaba fazendo com que perca outras

características. Muitas vezes estudar o que acontece nas folheações estável e instável do

levantamento, nos ajudam a resolver problemas dos difeomorfismos de Anosov levanta-

dos. No que segue, apresentaremos algumas definições com respeito a levantamentos de

difeomorfismos de Anosov.

Sejam ĂM um recobrimento universal da variedade Riemanniana compacta e

suave M e π : ĂM Ñ M uma aplicação de recobrimento. Denotaremos ĂW spxq e ĂW upxq
o levantamento das folhas estável e instável de x respectivamente. Na verdade, ĂW spxq e
ĂW upxq são respectivamente os conjuntos estável e instável dos pontos que são projetados

sobre x por π com respeito ao difeomorfismo de Anosov levantado.

Observação 2.1.3. Denotaremos por rf : ĂM Ñ ĂM o levantamento de f : M Ñ M para o

recobrimento universal.

Definição 2.1.8. Dizemos que um difeomorfismo de Anosov f tem estrutura de pro-

duto global se, para todo x, y P M as folhas ĂW spxq e ĂW upyq (com respeito a rf)

intersectam-se em um único ponto no recobrimento universal.

2.2 Propriedade de Sombreamento

A teoria de sombreamento é de grande importância dentro da dinâmica hiper-

bólica, uma vez que ela nos ajuda a resolver questões de maneira menos abstrata e bastante



Capítulo 2. Difeomorfismos de Anosov 29

intuitiva. O Lema do Sombreamento, o qual demonstraremos nesta seção, nos garante que

os difeomorfismos de Anosov tem a propriedade de sombreamento, mais precisamente:

Seja f : M Ñ M um homeomorfismo. Seja δ ą 0. Uma δ-pseudo órbita em

M é uma sequência pxiqt2

i“t1,, onde ´8 ď t1 ă t2 ď 8, tal que

dpfpxiq, xi`1q ă δ para t1 ď i ď t2.

Uma δ-pseudo órbita pxiqt2

i“t1
é ε-sombreada por um ponto y se

dpf ipyq, xiq ă ε para todo i “ t1, . . . , t2.

Um homeomorfismo f : M Ñ M tem a propriedade de sombreamento se, para todo

ε ą 0 existe δ ą 0 tal que toda δ-pseudo órbita em Ωpfq é ε-sombreada por um ponto de

Ωpfq.

Lema 2.2.1 (Lema do Sombreamento [2]). Seja f : M Ñ M um difeomorfismo tal que

Ωpfq é um conjunto hiperbólico e Perpfq “ Ωpfq. Para todo β ą 0 existe um α ą 0 tal

que toda α-pseudo órbita pxiqb
i“a em Ωpfq é β-sombreada por um ponto x P Ωpfq. Além

disso, se a “ ´8 e b “ 8, então o β-sombreamento de pxiqb
i“a é único.

Demonstração. Dado 0 ă β ă c{2, onde c é a constante dada pelo Lema 2.1.3. Seja ε ą 0

como na definição de vizinhança produto local 2.1.1 e escolha δ P p0, εq como em 2.1.2.

Tome N tão grande de forma que λNε ă δ{2, onde λ é constante da definição de conjunto

hiperbólico e então tome α ą 0 tal que:

Se tyiuN
i“0

é uma α-pseudo órbita em Ωpfq, então dpf jpy0q, yjq ă δ{2, @ j P r0, N s.

Considere uma α-pseudo órbita pxiqrN
i“0

com r ą 0. Defina x1
kN recursivamente

para k P r0, rs por x1
0

“ x0 e x1
pk`1qN “ W u

ε pfN px1
kN qq X W s

ε pxpk`1qN q P Ωpfq. Note que

dpfN px1
kN q, fN pxkN qq ď λNdpx1

kN , xkN q ď λNε ă δ{2

e

dpfN pxkN q, xpk`1qN q ă δ{2

pela escolha de α, temos

dpfN px1
kN q, xpk`1qN q ď dpfN px1

kN q, fN pxkN qq ` dpfN pxkN q, xpk`1qN q ă δ{2 ` δ{2 “ δ

para todo k. Logo, W u
ε pfN px1

kN qq X W s
ε pxpk`1qN q ‰ H. Além disso, pela escolha de ε,

W u
ε pfN px1

kN qq X W s
ε pxpk`1qN q é um único ponto e pertence à Ωpfq.
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Agora, seja x “ f´rN px1
rN q. Para i P r0, rN s tome s com i P rsN, ps ` 1qN s

então

dpf ipxq, f i´sN px1
sN qq ď

rÿ

t“s`1

dpf i´tN px1
tN q, f i´tN`N pxpt´1qN qq

ď
rÿ

t“s`1

ελtN´i

esta última desigualdade segue de

dpf i´tN px1
tN q, f i´tN`N pxpt´1qN qq “ dpf i´tN px1

tN q, f i´tN pfN pxpt´1qN qqq
ď λtN´idpx1

tN , f
N px1

pt´1qN qq
ď λtN´iε

já que x1
tN P W u

ε pfN px1
pt´1qN qq. Pela escolha de α temos que dpf i´sN pxsN q, xiq ă δ{2.

Usando várias vezes a desigualdade triangular, obtemos

dpf ipxq, xiq ď dpf ipxq, f i´sN px1
sN qq ` dpf i´sN px1

sN q, xiq
ď dpf ipxq, f i´sN px1

sN qq ` dpf i´sN px1
sN q, f i´sN pxsN qq ` dpf i´sN pxsN q, xiq

ď
rÿ

t“s`1

ελtN´i ` ε ` δ{2

ď pελq{p1 ´ λq ` ε ` δ{2

ă pεp3 ´ λqq{p2 ´ 2λq
ă ε{2.

Assim, toda α-pseudo órbita pxiqn
i“0

em Ωpfq estende para pxiqrN
i“0

quando

rN ě n fazendo xi “ f i´npxnq para i P pn, rN s. Um x P Ωpfq sombreando esta extensão

sombreia a pseudo órbita original. Se pxiqb
i“a é uma α-pseudo órbita finita então também

é pxj`aqb´a
j“0

e x sombreando esta, produz f´apxq sombreando a original. Portanto o lema

vale para pseudo órbitas finitas. Se pxiq8
i“´8 é uma pseudo órbita em Ωpfq, então encontra

xpmq P Ωpfq β-sombreando pxiqm
i“´m e seja x um ponto limite da sequência xpmq. Então

x P Ωpfq, β-sombreia pxiq8
i“´8.

Agora, suponhamos que y, z são β-sombreamentos de pxiq8
i“´8, assim

dpf ipyq, f ipzqq ď dpf ipyq, xiq ` dpxi, f
ipzqq ă β ` β “ 2β, @i P Z,

pela expansividade de f , y “ z. l

Corolário 2.2.1. Dado qualquer β ą 0 pequeno existe α ą 0 tal que se x P Ωpfq e

dpfnpxq, xq ă α então existe um x1 P Ωpfq com fnpx1q “ x1 e dpfkpxq, fkpx1qq ď β, @ k P
r0, ns.

Demonstração. Como estamos interessados em β bem pequeno, podemos tomar 0 ă
β ă c{2. Seja xi “ fkpxq, i ” k pmod nq, k P p0, ns. Então pxiq8

i“´8 é uma α-pseudo

órbita. Seja x1 P Ωpfq seu β-sombreamento. Então dpf ipx1q, f ipfnpx1qqq ď dpf ipx1q, xiq `
dpxi, f

i`npx1qq ď 2β ă c, @i P Z e pelo Lema 2.1.3 concluímos que fnpx1q “ x1. l
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Lema 2.2.2. Se f é um difeomorfismo de Anosov, então Ωpfq “ Perpfq.

Demonstração. Vimos que Perpfq Ă Ωpfq. Agora resta provar a inclusão inversa. Seja

x P Ωpfq. Dado ε0 ą 0 queremos encontrar um ponto periódico ε0-próximo de x. Do

Lema do sombreamento, tome β “ ε0{2, existe portanto o α. Considere a bola B de raio

r ă mintβ, α{2u centrada em x. Como x é não errante, existem y P B e k P N tal que

fkpyq P B. Completamos esta sequência para obter a seguinte α-pseudo órbita periódica:

p. . . , fk´1pyq, y, fpyq, f2pyq, . . . , fk´1pyq, y, . . .q

e pelo Corolário 2.2.1 existe y0 P Ωpfq que β-sombreia esta α-pseudo órbita e é periódico.

Das escolhas feitas, segue que

dpy0, xq ă dpy0, yq ` dpy, xq ă β ` r ă ε0{2 ` ε0{2 “ ε0.

l

Teorema 2.2.1. Seja f : M Ñ M um difeomorfismo de Anosov. Então são equivalentes:

1. Perpfq “ M ;

2. Ωpfq “ M ;

3. Fu é minimal, isto é, a variedade instável de todo ponto é densa em M ;

4. F s é minimal, isto é, a variedade estável de todo ponto é densa em M ;

5. f é transitiva;

6. f é topologicamente mixing.

Demonstração. 1 ðñ 2: O Lema 2.2.2 nos garante a igualdade Perpfq “ Ωpfq e então a

implicação sai diretamente disto e da hipótese.

2 ùñ 3, 4: Novamente pelo Lema 2.2.2 e pela hipótese, temos Perpfq “ Ωpfq “
M . Fixe ε ą 0 tal que W u

ε pxq Ă W upxq e W s
ε pxq Ă W spxq para todo x P M . Seja p um

ponto periódico de f e considere o conjunto Ap “ tx P M | x é ligado a p por finitos W u e

W s de pontos de Mu. Note que p P Ap. Vamos mostrar que Ap é aberto e fechado e então

podemos concluir que este conjunto é toda a variedade, já que M é conexa. Seja x P Ap,

então existem x1, . . . , xk pontos tais que ligam x a p por variedades estáveis e instáveis,

como na figura 3.

Podemos supor sem perda de generalidade que W spxq intersecta transversal-

mente W upx1q. Pela estrutura de produto local, existe uma δ-vizinhança de x, Vδpxq tal

que para y P Vδpxq, temos que W spyq intersecta transversalmente W upx1q, podemos então



Capítulo 2. Difeomorfismos de Anosov 32

Figura 3 – x ligado a p por variedades
estáveis e instáveis

Figura 4 – y ligado a p por variedades
estáveis e instáveis

ligar y a p caminhando de W spyq para W upx1q e depois percorrendo o caminho sobre as

variedades estáveis e instáveis que ligam x1 a p (figura 4), ou seja, Vδpxq Ă Ap e assim Ap

é um conjunto aberto.

Agora, seja txiuiPN uma sequência de pontos em Ap. Seja x um ponto limite

desta sequência, e seja Vεpxq a vizinhança produto local de x, existe N P N tal que

xN P Vεpxq, logo W u
ε pxq X W s

ε pxN q ‰ H (e W s
ε pxq X W u

ε pxN q ‰ H), tomando o caminho

por W upxq, W spxN q (ou por W spxq, W upxN q) junto com o caminho que liga xN a p,

teremos x P Ap. Portanto, Ap é fechado.
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Mostraremos agora que se q é um ponto periódico, então a folha W upqq é densa

em M . Dado q ponto periódico de f , digamos de período m e dado V um aberto qualquer

de M , queremos ver que W upqq intersecta V . Como os pontos periódicos são densos em M ,

existe p P V periódico, digamos de período n. Sejam x1, . . . , xk pontos tais que variedades

estáveis e instáveis destes ligam p a q. Sejam p1, . . . , pk pontos periódicos tais que fmippiq “
pi, i “ 1, . . . k e pi esteja bem próximo de xi de forma que aplicando o λ-Lema 2.1.4 várias

vezes para Dupq, δq e fm0m1...mkmk`1 temos que fm0m1...mkmk`1N pDupq, δqq X Bpp0, εq ‰ H
para algum N P N.

Da mesma maneira que fizemos acima, podemos mostrar que as variedades

estáveis de pontos periódicos são densas mas agora, ao invés de olharmos para f , estaremos

olhando para f´1 já que, para x P M , W s
f pxq “ W u

f´1pxq.

Para provar que a folha instável de um ponto qualquer de M é densa, vamos

provar a seguinte afirmação:

Afirmação: Dado ε0 ą 0 existe n0 P N tal que para todo x P M , fnpW upxqq é ε0-denso

para n ě n0.

De fato. Sejam p1, . . . , pl pontos periódicos ε0-densos em M . Fixe x P M . Como as

variedades estáveis de pontos periódicos são densas em M a variedade instável de x

intersecta as variedades estáveis dos pi’s. Usando o λ-Lema, iterando a variedade instável

de x conseguimos nx tal que fnxpW upxqq está ε0-próxima das variedades instáveis dos

pi’s, isto é, fnxpW upxqq X Bppi, ε0q ‰ H para todo i. Então vai existir L ą 0 grande

tal que fnxpDupx, Lqq intersecta as ε0-bolas centradas em pi, i “ 1, . . . , k e pela conti-

nuidade das folhas, existe um δx ą 0 pequeno tal que se y P M está δx-próximo de x

então fnxpDupy, Lqq X Bppi, ε0q ‰ H para todo i. Fazendo isto para cada x, obtemos

tBpx, δxquxPM uma cobertura aberta de M , como M é compacta, existem x1, . . . , xk, tais

que M “
kď

i“1

Bpxi, δxi
q. Tomando N “ maxtnx1

, . . . nxk
u, obtemos que para qualquer

z P M , fN pDupz, Lqq é ε0-denso em M . Note que fN pW upxqq “ W upfN pxqq, assim, para

qualquer x P M sua variedade instável é densa em M . Podemos mostrar de maneira

análoga que qualquer ponto de M tem variedade estável densa.

3 ùñ 6: Dados U e V abertos, seja ε ą 0 tal que V contenha uma bola de raio

ε. Afirmamos que para este ε, existe L ą 0 grande tal que Dupx, Lq é denso para todo

x P M . De fato. Fixado ε ą 0. Seja x P M , como W upxq é denso em M , existe Lx grande

o suficiente de tal forma que Dupx, Lxq é ε{2-denso, pela continuidade das variedades

instáveis, existe δx ą 0 tal que para todo y δx-próximo de x, Dupy, Lxq é ε-denso. Assim,

obtemos tBpx, δxquxPM uma cobertura aberta de M , pela compacidade de M , existem

x1, . . . , xj P M tais que M “
jď

i“1

Bpxi, δxi
q. Tomando L “ maxtLx1

, . . . Lxj
u obtemos que
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para qualquer z P M , Dupz, Lq é ε-denso em M .

Esta afirmação, nos garante que tomando um disco de variedade instável dentro

de U e iterando pela f até que tenha comprimento maior que L, ele deverá necessariamente

intersectar V . Logo, existe k ą 0 tal que fkpUq X V ‰ H.

Analogamente 4 ùñ 6.

Claramente 6 ùñ 5.

5 ùñ 2: Seja x P M , dado U vizinhança de x, tome V “ U , como f é transitiva,

existe n0 P N tal que fn0pUq X U ‰ H, isto significa que x P Ωpfq. Portanto, M “ Ωpfq.

Desta forma, provamos 1 ðñ 2 ùñ 3, 4 ùñ 6 ùñ 5 ùñ 2, ou seja, temos as

equivalências desejadas. l

2.3 Decomposição Espectral

O teorema a seguir mostra que se o conjunto não-errante para um difeomorfismo

f é um conjunto hiperbólico e os pontos periódicos são densos no conjunto não-errante

então existe uma decomposição para Ωpfq em componentes disjuntas, fechadas, invariantes

e transitivas por f , essas componentes são chamadas de peças básicas. Formalmente:

Teorema 2.3.1 (Decomposição Espectral [2]). Seja M uma variedade Riemanniana e

f : M Ñ M um difeomorfismo com Ωpfq um conjunto hiperbólico para f e Perpfq “ Ωpfq.
Então podemos decompor Ωpfq “ Ω1 Y . . . Y Ωk na união de conjuntos fechados disjuntos,

tais que fpΩiq “ Ωi, f |Ωi
é transitivo e Ωi “ X1,i Y . . . Y Xni,i, com Xi,j’s fechados e

disjuntos fpXj,iq “ Xj`1,i e fni |Xj,i
mixing.

Demonstração. Para p P Ω “ Ωpfq um ponto periódico, considere Xp “ W uppq X Ω. Seja

δ como em 2.1.1. Afirmamos que

Xp “ BδpXpq “ ty P Ω | dpy,Xpq ă δu.

Como os pontos periódicos são densos em Ω, é suficiente ver que um ponto periódico

q P BδpXpq está em Xp. Tome x P W uppq X Ω com dpx, qq ă δ e considere x1 “ rx, qs P
W uppq XW spqq Ă Ω. Digamos que o período de p é r e o período de q é n, isto é, f rppq “ p

e fnpqq “ q, temos

fkrnpx1q P fkrnpW uppqq “ W upfkrnppqq “ W uppq

e

lim
kÑ8

dpfkrnpx1q, qq “ lim
kÑ8

dpfkrnpx1q, fkrnpqqq “ 0.

Então q P Xp.
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Note que fpXpq “ Xfppq, pois, fpW uppqq “ W upfppqq. Se q P Xp como acima

então W u
δ pqq Ă Xp e

W upqq “
ď

kě0

fkrnpW u
δ pqqq Ă

ď

kě0

fkrnpXpq “ Xp.

Segue que Xq Ă Xp. Se x1 é como acima, então fkrnpx1q P Xp para k grande, como

Xq “ BδpXpq é aberto em Ω. Como f irnpXqq “ Xf irnpqq “ Xq temos f jrnpx1q P Xq para

todo j e

p “ lim
jÑ8

f jrnpx1q P Xq “ Xq.

O argumento acima com q no lugar de p e vice versa, obtemos Xp Ă Xq. Se q P Xp com

p, q periódicos então Xp “ Xq.

Para quaisquer dois Xp, Xq são disjuntos ou iguais, pois se para Xq XXp ‰ H,

então esta interseção é aberta em Ω e consequentemente contém um ponto periódico s,

então pelo que provamos acima, Xs “ Xp e Xs “ Xq e portanto Xp “ Xq. Agora,

Ω “
ď

p periódico

BδpXpq “
ď

p

Xp,

e então pela compacidade de Ω (Xp é aberto) seja

Ω “ Xp1
Y . . . Y Xpt

com os Xpj
’s disjuntos dois a dois. Então fpXpj

q “ Xfppjq intersectando e igual a algum

Xpi
. Então f permuta os Xpj

’s e os Ωi são uniões disjuntas de Xpj
’s em vários ciclos de

permutação.

Terminamos a prova mostrando que fN : Xs Ñ Xs é mixing quando s é ponto

periódico e N positivo com fN pXsq “ Xs. Suponha U, V são subconjuntos abertos não

vazios de Xs (consequentemente abertos em Ω). Escolha um ponto periódico p P U e outro

q P V , digamos f rppq “ p, fnpqq “ q. Para cada 0 ď j ď rn com f jppq P Xs podemos

encontrar um ponto x1
j como no começo da demonstração de forma que

x1
j P f jpUq e fkrnpx1

jq P V para k.

Escrevendo tN “ krn ` j, 0 ď j ď rn, temos f jppq “ f tN ppq P Xs e

fkrnpx1
jq “ f tN pf´jpx1

jqq P f tN pUq X V para k grande.

Então f tN pUq X V ‰ H para t grande e fN |Xs
é topologicamente mixing. l

Definição 2.3.1. Para um subconjunto Γ Ă Λ, definimos

W spΓq “
ď

xPΓ

W spxq e W upΓq “
ď

xPΓ

W upxq.
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A referência utilizada para as próximas definições e resultados desta seção é [1].

Definição 2.3.2. Sejam Ωi, i P t1, . . . , lu as peças básicas dadas pela decomposição

espectral. Um ciclo para a família tΩi | 1 ď i ď lu é uma sequência Ωi1
, . . . ,Ωik

tal que

Ωi1
“ Ωik

e

pW upΩij
q ´ Ωij

q X W spΩij`1q ‰ H

para 1 ď j ď k.

Nesse caso escrevemos Ωi1
ă Ωi2

ă ¨ ¨ ¨ ă Ωik
“ Ωi1

Note que se z P pW upΩij
q ´ Ωij

q XW spΩij`1q então z R Ωpfq. Pois, se z P Ωpfq
então existe k ‰ ij tal que z P Ωk. Como z P W upΩij

q e as peças básicas são invariantes

por f , então dpΩij
,Ωkq “ 0, o que é um absurdo.

Observação 2.3.1. "ă"é uma relação de ordem parcial.

Teorema 2.3.2. Se f : M Ñ M é expansiva e f tem a propriedade de sombreamento

então f não tem ciclos.

Demonstração. Suponha que existe um ciclo Ωi1
ă Ωi2

ă ¨ ¨ ¨ ă Ωik
“ Ωi1

, em particular,

Ωi1
ă Ωi1

, então existem x, y P Ωi1
tais que z P W spxq X W upyq, z R Ωpfq. Fixe

ε ą 0 suficientemente pequeno tal que dpz,Ωpfqq ě 2ε. Como f tem propriedade de

sombreamento, seja δ ą 0 tal que toda δ-pseudo órbita de f em Ωpfq seja ε-sombreada por

um ponto de Ωpfq. Para k grande temos dpf´kpzq, f´kpxqq ă δ{2 e dpfkpzq, fkpyqq ă δ{2

e como f : Ωi1
Ñ Ωi1

é transitiva, existe w P Ωi1
e r ě 0 tal que

dpw, fkpzqq ă δ, dpf rpwq, f´kpzqq ă δ.

Então a sequência periódica

p. . . , z, . . . fk´1pzq, w, . . . , f r´1pwq, f´kpzq, . . . , z, . . .q

é uma δ-pseudo órbita, para qual definiremos z como sendo o termo zero da sequência.

Note que o período desta sequência é 2r ` k, isto é, os termos nas posições np2k ` rq são

sempre iguais ao termo na posição zero, ou seja, iguais a z. Se p P Ωpfq é um ponto que

ε-sombreia a δ-pseudo órbita acima então

dpfnpf 2k`rppqq, fnppqq ď dpfnpzq, fnpf 2k`rppqqq ` dpfnpzq, fnppqq ď 2ε

e

dpz, pq ă ε.

Portanto, p R Ωpfq. O que é um absurdo. l

Definição 2.3.3. Seja Ωi uma peça básica. Se W spΩiq “ Ωi, dizemos que Ωi é uma fonte

e se W upΩiq “ Ωi, dizemos que Ωi é um poço.
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Teorema 2.3.3. Sejam f : M Ñ M um homeomorfismo com propriedade de sombre-

amento e Ωi uma peça básica. Então Ωi é um poço se, e somente se, W spΩiq é uma

vizinhança de Ωi em M e Ωi é uma fonte se, e somente se, W upΩiq é uma vizinhança de

Ωi em M .

Demonstração. Se W spΩiq é uma vizinhança de Ωi então existe ε ą 0 tal que BεpΩiq “ tx P
M | dpx,Ωiq ď εu Ă W spΩiq. Suponha z P W upΩiq ´ Ωi. Então f´npzq P W upΩiq XBεpΩiq
para algum n, seja x P Ωi tal que f´npzq P W upxq. Como BεpΩiq Ă W spΩiq temos que

existe y P Ωi tal que f´npzq P W spyq, teremos f´npzq P W upxq X W spyq com x, y P Ωi e

f´npzq R Ωi, ou seja, Ωi ă Ωi o que contradiz o Teorema 2.3.2.

Seja ε ą 0 fixo porém arbitrário, o Lema do Sombreamento nos garante a

existência de um δ, tal que toda δ-pseudo órbita é ε-sombreada. Suponha que Ωi é um

poço e que W spΩiq não é uma vizinhança de Ωi, então existe y P Bδ{2pΩiq ´ Ωi tal que

fnpyq Ñ Ωj para algum j ‰ i. Tome z P Ωi com dpy, zq ă δ. Então a sequência pxkqkPZ

onde

xk “
#
f´kpzq, k ă 0

f´kpyq, k ě 0

é uma δ-pseudo órbita. Seja w P M um ε-sombreamento para tal sequência. Sabemos pelo

Teorema da Decomposição Espectral que Ωi é f -invariante então fnpzq P Ωi, @n P Z e

como ε é arbitrário temos

fnpwq Ñ Ωj, f
´npwq Ñ Ωi.

Portanto, como w R Ωpfq temos que W upΩiq ‰ Ωi, o que é um absurdo. l

Teorema 2.3.4. Se f : M Ñ M é expansiva e f : Ωpfq Ñ Ωpfq tem a propriedade de

sombreamento então f tem poços e fontes.

Demonstração. Seja Ωi uma peça básica minimal com respeito a relação ą, a existência

do elemento minimal é garantida pelo Lema de Zorn. Suponha que Ωi não é um poço,

isto é, podemos tomar z P W upΩiq ´ Ωi. Como M “
ď

i

W spΩiq temos que z P W spΩjq

para algum j. Então existem x P Ωi e y P Ωj tal que z P W upxq X W spyq e além disso,

z R Ωpfq, ou seja, Ωi ą Ωj, usando que f não possui ciclo, isto contradiz a minimalidade

de Ωi. Portanto, Ωi é um poço. l

Definição 2.3.4. Dizemos que um conjunto compacto invariante Λ é um conjunto

atrator de f se existe uma vizinhança U de Λ tal que fpŪq Ă U e Λ “
č

nPN

fnpŪq.

Proposição 2.3.1. Se Λ é um conjunto atrator de f então Λ é f -invariante.

Demonstração. Seja U vizinhança de Λ tal que fpUq Ă U e Λ “
č

nPN

fnpUq. Tome x P Λ,

então x P fnpUq, @n P N, isto implica que fpxq P fn`1pUq, @n P N. Em particular, x P U ,

logo fpxq P fpUq Ă U Ă U . Portanto, fpxq P Λ. l
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Observação 2.3.2. Se Λ é um conjunto atrator então para todo x P Λ, W upxq Ă Λ. De

fato. Seja U vizinhança de Λ tal que fpŪq Ă U e Λ “
č

nPN

fnpŪq. Tome x P Λ fixo, porém

arbitrário e y P W upxq, queremos ver que y P Λ. Note que fnpxq P Λ, @n P Z, isto é

garantido pela invariância de Λ. Desta forma, existe N P N tal que f´npyq P U, @n ě N ,

e como fpUq Ă U por indução, fnpUq Ă U e consequentemente y “ fnpf´npyqq P fnpUq
para todo n, isto significa que y P Λ.

Observação 2.3.3. Note que se Ωi é uma fonte, então Ωi é um conjunto atrator.

Seja U “
kď

j“1

W upxjq X pVεpxjqq tal que xj P Ωi e tW upxjq X Vεpxjqu é uma

cobertura aberta de Ωi. Pelo Teorema 2.3.3, U é um aberto e além disso, satisfaz as

condições da definição acima.

A observação anterior nos garante a existência de conjuntos atratores para

difeomorfismos de Anosov.

2.4 Endomorfismos de Anosov

Esta seção, é de certa forma independente deste trabalho. O objetivo de termos

a colocado é de despertar perguntas como a que segue: Quais dos resultados obtidos para

difeomorfismos de Anosov ou difeomorfismos expansivos podemos garantir que ainda são

válidos para endomorfismos de Anosov ou endomorfismos expansivos. Endomorfismos quer

dizer que a aplicação é um difeomorfismo apenas local, então assim não podemos garantir

que todos os resultados seguem de maneira análoga para este caso, este seria um pouco

mais sutil que o tratado nos capítulos anteriores.

Vamos começar com alguns conceitos básicos. Considere M uma variedade

Riemanniana compacta com dim M “ m ă 8 e f : M Ñ M um endomorfismo e seja Λ

um subconjunto fechado de M tal que fpΛq “ Λ.

Definição 2.4.1. Definimos o conjunto de todas as possíveis f -trajetórias em Λ da seguinte

forma:
pΛ “ tpx “ txiuiPZ | xi P Λ, fpxiq “ xi`1 @i P Zu Ă ΛZ.

O conjunto pΛ é um subespaço fechado de ΛZ, dotado com a topologia produto e

a métrica dppx, pyq “
8ÿ

i“´8

2´|i|dpxi, yiq para px “ txiuiPZ, py “ tyiuiPZ P ΛZ. Quando Λ “ M

chamamos xM o espaço limite inverso de f .

Definição 2.4.2. Seja f : M Ñ M um endomorfismo. Seja Λ um subconjunto fechado de

M tal que fpΛq “ Λ Ă M . Então Λ é chamado hiperbólico para f ou f |Λ é hiperbólica
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se, e somente se, existe constantes reais: c ą 0, 0 ă λ ă 1 tal que para toda f-trajetória

px “ pxiqiPZ de pontos em Λ, temos:

1. Txi
M “ Espxiq ‘ Eupxiq

2. DfpEspxiqq “ Espfpxiqq, }Dfn
xi

pvq} ď cλn}v}, v P Espxiq,

3. DfpEupxiqq “ Eupfpxiqq, }Dfn
xi

pvq} ď c´1λ´n}v}, v P Eupxiq,

para n “ 0, 1, . . ..

Definição 2.4.3. Se M é um conjunto hiperbólico para f . Então f é chamado endo-

morfismo de Anosov.

Exemplo 2.4.1. O endomorfismo TA : T2 Ñ T
2 induzido pela matriz

A “
«
n 1

1 1

ff

para n ě 2, é um endomorfismo de Anosov.

De fato. Fixemos x P T
2, escolhamos uma f -trajetória de x que denotaremos

por pxiqiZ, é claro que TA é um difeomorfismo local, então existe U Ă T
2 aberto tal que

TA|U é um difeomorfismo. Como vimos no Exemplo 1.3.1 TA não possui autovalores com

norma igual a 1. Daí, segue como no Exemplo 2.1.2.

Observação 2.4.1. Note que Eupxiq depende da trajetória, portanto, pode acontecer que

Eupxiq ‰ Eupyiq, com x0 “ y0. Isto significa que Tx0
M pode ter infinitas direções instáveis

distintas, [18] exemplifica esta observação.

Definição 2.4.4. Dizemos que um endomorfismo de Anosov é especial se cada ponto

x P M a direção instável independe da escolha de trajetória passada de x. Ou seja, para

cada x P M existe somente uma direção instável.

Em [15] é mostrado que se f é um endomorfismo de Anosov, então o seu

levantamento para o recobrimento universal é um difeomorfismo de Anosov.

Definição 2.4.5. Para cada p P Λ e cada trajetória pq P pΛ, definimos as variedades

estável e instável local por

W s
δ ppq “ ty P M ; dpf ipyq, f ippqq ă δ,@i ě 0u

W u
δ ppqq “ ty P M ; Dpy, πppyq “ y, dpyi, qiq ă δ,@i ď 0u.

Definição 2.4.6. Um endomorfismo f |Λ é expansivo se existe δ ą 0 tal que se pxiqiPZ e

pyiqiPZ são duas órbitas em Λ satisfazendo dpxi, yiq ă δ para todo i P Z implica que xi “ yi

para todo i.
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Assim como os difeomofismos de Anosov, a proposição a seguir mostra que os

endomorfismos de Anosov são também expansivos.

Proposição 2.4.1. Se f |Λ é hiperbólica então f |Λ é expansiva.

Demonstração. Seja Λ um conjunto hiperbólico para um endomorfismo f . Considere δ

suficientemente pequeno, então pela continuidade W s
δ ppq e W u

δ ppqq são quase planos, isto

é, C1-próximo ao tangente em p e q0, respectivamente, para todo p P Λ e todo pq P pΛ.

Portanto, pela continuidade de Eu e Es, W s
δ ppq e W u

δ ppqq intersectam em no máximo um

ponto. Em particular, se p “ q0, então W s
δ ppq X W u

δ ppqq “ tq0u. l
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3 Teoremas de Newhouse e Franks

Conjectura-se que todo difeomorfismo de Anosov seja transitivo, mostraremos

nesta seção que isto vale para os difeomorfismos de Anosov de codimensão 1. Na verdade,

dado um difeomorfismo de Anosov de codimensão 1, f : M Ñ M , então o conjunto

não-errante é toda a variedade e usando o Teorema 2.2.1, podemos concluir que ele é

transitivo.

Uma conjugação topológica entre duas funções f : M Ñ M e g : N Ñ N é

um homeomorfismo h : N Ñ M tal que f ˝ h “ h ˝ g. Propriedades topológicas de f são

carregadas por h para g e vice-versa bem como o comportamento de sua dinâmica. O

Teorema de Franks relaciona difeomorfismos de Anosov de codimensão 1 com automorfismos

hiperbólicos no toro através de conjugação topológica. Em geral aplicações lineares são bem

comportadas assim, Franks com seu resultado contribui para a grandeza da Matemática

colocando difeomorfismos de Anosov de codimensão 1 na mesma caixinha de classificação

que as aplicações lineares hiperbólicas.

3.1 Teorema de Newhouse

Começaremos considerando f : M Ñ M um difeomorfismo de Anosov, M uma

variedade Riemanniana compacta e conexa, dim M “ m e seja Ωpfq “ Ω1 Y . . . Y Ωn a

decomposição espectral do conjunto não-errante de f .

Definição 3.1.1. Seja x P Ωi. Dados y, z P W upxq,

• se z ă y (ă com respeito a orientação de W upxq), defina arcupz, yq como sendo o

arco em W upxq com extremos z e y;

• se z ą y (ą com respeito a orientação de W upxq), defina arcupy, zq como sendo o

arco em W upxq com extremos z e y.

Dado 0 ă α ă 8 defina

Bu
`px, αq “ ty P W upxq | x ă y e lparcupx, yqq ă αu

Bu
`pxq “ ty P W upxq | x ă yu.

Similarmente defina

Bu
´px, αq “ ty P W upxq | x ą y e lparcupy, xqq ă αu

Bu
´pxq “ ty P W upxq | x ą yu.
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Lema 3.1.1. Seja Ωi uma fonte. Valem as seguintes afirmações:

1. Para cada x P Ωi, B
u
`pxq X Ωi ‰ H;

2. Para cada x P Ωi, B
u
´pxq X Ωi ‰ H.

Demonstração. Faremos a demonstração para a afirmação 1 e a afirmação 2 pode ser

provada de maneira análoga. Seja A “ tx P Ωi | Bu
`pxq X Ωi ‰ Hu, queremos mostrar que

A “ Ωi.

Afirmação 1: A é f -invariante.

De fato. Seja x P A, existe y P Bu
`pxqXΩi. Pelo Teorema da decomposição espectral 2.3.1, Ωi

é f -invariante, então fpyq P Ωi. Como f preserva orientação de Eu e fpW upxqq “ W upfpxqq
temos que fpyq P Bu

`pfpxqq. Logo, fpyq P Bu
`pfpxqq X Ωi e portanto, fpxq P A. Por outro

lado, seja x P A quero ver que x P f´1pAq. Tome y P Bu
`pxq X Ωi. Pelo Teorema da

decomposição espectral f´1pΩiq “ Ωi, então f´1pyq P Ωi. Como f´1 preserva orientação

de Eu e f´1pW upxqq “ W upf´1pxqq. Temos que f´1pxq P Bu
`pf´1pyqq.

Afirmação 2: Se x P Ωi não é periódico então x P A.

De fato. Seja ε ą 0 como no teorema 2.1.1. Como x não é periódico a órbita de x, Opxq
é infinita. Se para cada par de inteiros n1 ą n2, W spfn1pxqq X W spfn2pxqq “ H, então

vai existir uma sequência infinita txi “ fnipxquiě1 Ă Opxq tal que se xi ‰ xj então

W s
ε pxiq X W s

ε pxjq “ H. Suponhamos que existam inteiros n1 ě n2 tal que W spfn1pxqq X
W spfn2pxqq ‰ H então W spfn1pxqq “ W spfn2pxqq e portanto fn1´n2pW spxqq “ W spxq.
Como f´pn1´n2q expande W spxq, existe uma sequência crescente de inteiros m1,m2, . . . ,

tais que se i ‰ j a distância em W spxq entre f´mipn1´n2qpxq e f´mjpn1´n2qpxq é maior que

2ε. Então W s
ε pf´mipn1´n2qpxqq X W s

ε pf´mjpn1´n2qpxqq “ H e considere a sequência txiuiě1,

onde xi “ f´mipn1´n2qpxq, assim temos W s
ε pxiq X W s

ε pxjq “ H.

Agora seja y um ponto limite de txiu e escolha uma subsequência txiju tal que

xij Ñ y quando j Ñ 8. Seja Vεpyq a vizinhança produto em y. Pelo Teorema 2.1.1, se

xij ‰ xik e xij, xik P Vεpyq então

Bu
`pxijq X W s

ε pxikq ‰ H ou Bu
`pxikq X W s

ε pxijq ‰ H

então xij P A ou xik P A. Como A é f -invariante e W spΩiq “ Ωi, obtemos que x P A.

Agora vamos provar que se p P Ωi é um ponto periódico então p P A. Para tal

dividiremos em dois casos, quando dim M “ 2 ou quando dim M ą 2. Considere p P Ωi

ponto periódico.

Caso 1: Suponha dim M “ 2.

Consideremos π : ĂM Ñ M o recobrimento duplo orientável de M . Seja rEs o campo de
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linha obtido pelo pull-back de Es sobre M . Coloquemos uma orientação rO em rEs da

seguinte forma, dizemos que um vetor Xpx,Oq P rEspx,Oq é positivo se Dπpx,OqXpx,Oq
estiver na orientação de O.

Pela nossa construção a orientação rO é contínua. Mas sendo rEs unidimensional

posso tomar um campo não nulo sobre ĂM . Em particular existe um campo de vetores não

nulo suave. Por conseguinte, a característica de Euler de ĂM é zero. Sendo a característica

de Euler de M a metade da de ĂM segue que esta também é zero. Pela classificação de

superfícies compactas sem bordo 1. A única superfície compacta que tem característica de

Euler zero é o Toro2. Portanto, podemos supor que M “ T
2.

Suponha p R A e que f rppq “ p, então Bu
`ppq X W sppq “ H. Como Ωi é uma

fonte, W sppq Ă Ωi Ă Ωpfq “ Ωpf rq. Então, existe uma fonte Ω1
i para f r tal que p P Ω1

i e p

é um ponto fixo de f r. Como W sppq é denso em Ω1
i, W

sppq recorre a si mesmo.

Seja Vεppq como no Corolário 2.1.1. Como Eu em M é orientado então Es

também é. Seja q P W sppq X Bu
´pp, εq, e considere o loop γ consistindo no arco em W sppq

de p a q seguido do arco em Bu
´pp, εq de q para p. Se γ é homotópico a uma constante, ou

seja, nulo-homotópico então como é um círculo topológico embutido na topologia do toro,

isto limita um 2-disco topológico. Mas se seguirmos W sppq em direção de p para q vá além

de q para o primeiro q1 onde W sppq encontra arcupq, pq Ă Bu
´pp, εq é fácil ver que o arco

de p para q deve cruzar Bu
´pp, εq na direção oposta do arco de q para q1. Isto contradiz o

fato de Es ser orientado. Logo, γ não é nulo-homotópico. Como M é toro M ´ γ é um

cilindro topológico qual tem uma folheação estável induzida por tW upxquxPM .

Agora é fácil ver como definir conjuntos w-limites e estabelecer uma teoria de

Poincaré-Bendixson para esta folheação contínua em M ´ γ. Como Bu
`ppq ´ Bu

`pp, εq Ă
M ´ γ, o conjunto w-limite da folha Bu

`ppq é um subconjunto não vazio de M ´ γ. Como a

folheação tW upxqu não tem singularidades, Poincaré-Bendixson diz que o conjunto w-limite

de Bu
`ppq deve ser um círculo em M ´ γ 1. Mas isto é obviamente impossível, pois, todas

as variedades instáveis de f são subvariedades imersas. Portanto a suposição que p R A
gera uma contradição.

Caso 2: Suponha dim M ě 3.

Pela Afirmação 2, se x P W sppq ´ tpu então x P A, pois x não é perió-

dico: suponha que exista n P N tal, que fnpxq “ x. Como x P W sppq ´ tpu temos que

lim
jÑ8

dpf jpxq, f jppqq “ 0 então 0 “ lim
jÑ8

dpf jrnpxq, f jrnppqq “ lim
jÑ8

dpx, pq ‰ 0, absurdo!

1 Teorema de classificação de superfícies compactas sem bordo: Qualquer superfície compacta orientável
é homeomorfa ou a esfera, ou a soma conexa de toros.

2 Seja M uma superfície, denotamos por χpMq a característica de Euler de M . Então χpSnq “ 2 e
χpTnq “ 0.

1 Teorema de Poincaré-Bendixson: Seja f : T2 Ñ T
2 um difeomorfismo. Para o fluxo definido pela

equação x1 “ fpxq para x P T
2, se ωpxq não tem singularidades então ωpxq é uma órbita periódica.
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Afirmação 3: Para x P W sppq ´ tpu defina

rφpxq “ inftlparcupx, yqq | y P Bu
`pxq X Ωiu.

Se existe x tal que rφpxq “ 0 então p P A.

De fato. Suponha que rφpxq “ 0 para algum x P W sppq ´ tpu, isto significa

que existe uma sequência yi em Bu
`pxq X Ωi convergindo a x. Seja ε ą 0 menor que a

constante em 2.1.1 e menor que a constante de expansividade de f , para tal ε existe

δ ą 0 tal que para todo x distando menos de δ de p, W s
ε pxq X W u

ε ppq ‰ H. Seja L ą 0

grande o suficiente de tal forma que Dspx, Lq contenha p. Como as folhas estáveis são

contínuas existe i0 tal que Dspyi0
, Lq e Dspx, Lq estão δ-próximas, isto significa que existe

z P Dspyi0
, Lq tal que dpz, pq ă δ. Logo, W s

ε pzqXW u
ε ppq ‰ H e como W s

ε pzq Ă W spzq Ă Ωi

temos Ωi X Bu
`ppq ‰ H. Podemos mostrar de maneira análoga que Ωi X Bu

´ppq obtendo

portanto p P A.

Logo, vamos assumir que rφpxq ą 0 para x P W sppq ´ tpu.

Afirmação 4: Para x P W sppq ´ tpu, seja φpxq o ponto em Bu
`pxq tal que lparcupx, φpxqqq “

rφpxq. Então existe z0 P M , φpxq P W spz0q @x P W sppq ´ tpu, isto é, todo φpxq está na

mesma variedade estável quando x varia em W sppq ´ tpu.

De fato. Sejam x0 P W sppq ´ tpu e z0 “ φpx0q. Considere Uz0
“ tx P W sppq ´

tpu | φpxq P W spz0qu. Vamos mostrar que Uz0
é aberto e fechado em W sppq ´ tpu, como

W sppq ´ tpu é conexo, pois dim F s ě 2, então teremos que Uz0
“ W sppq ´ tpu e acabou.

Observe que Uz0
‰ H uma vez que x0 P Uz0

. Tome Vεparcupx0, z0qq a vizi-

nhança produto local de arcupx0, z0q, com ε tal que W s
ε pxq Ă W spxq, @x. Note que

Vεparcupx0, z0qq X W spx0q Ă Uz0
, pois se x P Vεparcupx0, z0qq X W spx0q, então Bu

`pxq X
W spz0q ‰ H e como z0 P Ωi é uma fonte logo W spz0q P Ωi. Se q0 P Bu

`pxq X W spz0q então

φpxq ď q0 (com respeito a orientação de Fu) e φpxq P Vεparcupx0, z0qq. Por outro lado,

W s
ε pφpxqq X arcupx0, z0q ‰ H e está contido em Ωi, assim W s

ε pφpxqq X arcupx0, z0q “ z0

(pela escolha da vizinhança produto), isto implica que W spφpxqq “ W spz0q.

Agora, é claro que se W spz1q ‰ W spz2q então Uz1
X Uz2

“ H, o que implica

que Uz0
é fechado.

Afirmação 5. A aplicação φ : W sppq ´ tpu Ñ W spz0q é contínua e injetiva.

De fato. Dado ε ą 0, seja arcupx, φpxqq o arco em Bu
`pxq, pela continuidade

da folheação instável, existe δ ą 0 tal que se x, y estão δ-próximos, então os arcos

arcupx, φpxqq e arcupy, φpyqq estão ε-próximos, logo, dspφpxq, φpyqq ă ε. Portanto φ é

contínua. A injetividade segue da definição de φ.

Definição 3.1.2. Seja E0 uma pn´ 1q-bola fechada em W sppq contendo p em seu interior
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relativo ao arco em Σy que conecta y e dois pontos de Σy X γx1
, vemos que y é um ponto

interior de γx ´ Dx.

Por isto, fixando x faz sentindo definirmos para cada y P γx a aplicação

φy : Σ0 Ñ Σy por tφypx1qu “ Σy X γx1
para x1 P Σ0. Então é fácil checar que φy é bijetiva

e contínua, e como Σ0 é compacto, logo φy é um homeomorfismo.

Pelo Teorema de Separação de Jordan-Brouwer1, Σy separa W spyq.

Afirmação 7: Fixe x P Σ0. É claro que os conjuntos Σy variam continuamente com

y P γx. Ou seja, se y1 está perto de y2 e ty1, y2u Ă γx então existe um homeomorfismo

ψ : Σy2
Ñ Σy1

tal que ψ é C0 próximo da inclusão iy2
: Σy2

Ñ M .

Agora, cada Σy, sendo um homeomorfismo de uma pn ´ 2q-esfera em W spyq, é

a fronteira de um conjunto aberto limitado e conexo por caminhos Vy em W spyq. Fixado

x P Σ0, vamos ver que Bu
`ppq X Vy ‰ H para todo y P γx. Assim, podemos concluir que

Bu
`ppqXVφpxq ‰ H, mas como φpxq P Ωi, então Vφpxq Ă W spφpxqq Ă Ωi e consequentemente,

Bu
`ppq X Ωi ‰ H e isto provaria que p P A, o que completa a prova do Lema. Considere o

conjunto

D “ ty P γx | Bu
`ppq X Vy ‰ Hu.

Seja D “ ty P γ | Bu
`ppq X Vy ‰ Hu. Claramente, D é aberto em γ. Como D

contém uma vizinhança de x em γ, vamos provar que γ ´ D é aberto em γ para então

concluirmos que D “ γ.

Seja y P γ ´ D. Tome um conjunto produto estável Ny relativo a Vy tal que

Bu
`ppq X Ny “ H. Pela dependência contínua de Σy em y a definição de Vy, vemos que se

y1 está perto de y, então Vy1
Ă Ny. Logo y é um ponto interior de γ ´ D.

Teorema 3.1.1 (Newhouse [16]). Se f : M Ñ M é um difeomorfismo de Anosov de

codimensão 1 então Ωpfq “ M .

Demonstração. Suponha dim M “ m ą 2 e dim Eu “ 1 e M, TM, Eu orientados.

Substituindo f por f 2 ou f 4 assumimos que Tf preserva orientação de Eu e TM .

Seja Ωpfq “ Ω1 Y . . . Y Ωn a decomposição espectral de Ωpfq. Sabemos de

Teorema 2.3.3 que se Ωi é uma fonte então W upΩiq é um conjunto aberto de M . E que se

Ωi é um poço então W upΩiq é um conjunto aberto de M .

Se mostrarmos que toda fonte é um poço então Ωpfq “ M . Pois, aconteceria

W spΩiq “ Ωi “ W upΩiq é um subconjunto aberto e fechado de M .

Seja Ωi uma fonte. Mostremos que

W upΩiq “ Ωi (3.1)
1 Teorema de Separação de Jordan-Brouwer : O complementar de uma variedade suave compacta, conexa

e de codimensão 1 em R
n`1 tem exatamente duas componentes conexas, uma delas limitada.
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Seja x P Ωi. Provemos que W upxq Ă Ωi. Escolha uma sequência decrescente de inteiros

n1 ă n2 ă . . . e um ponto y P M tal que fnipxq Ñ y quando i Ñ 8. Como Ωi é fechado e

fnipxq P Ωi, @i, pois Ωi é f -invariante, então y P Ωi.

Pelo lema anterior, podemos escolher α ą 0 tal que Bu
˘py, αq X Ωi ‰ H. Então

existe um inteiro N ą 0 tal que para i ě N , Bu
˘pfnipxq, αq X Ωi ‰ H. Como f´ni contrai

a variedade instável vemos que x é um ponto de acumulação de Bu
˘pxq X Ωi. Ou seja, x é

um ponto de acumulação de W upxq X Ωi de ambos os lados em W upxq.

O mesmo argumento mostra que qualquer ponto v P W upxq X Ωi é um ponto

de acumulação de W upxq X Ωi de ambos os lados de W upxq.

Agora, como W upxq X Ωi é fechado em W upxq, se z fosse um ponto de

W upxq ´ Ωi, então poderíamos encontrar um arco arcupx1, x2q em W upxq tal que z P
arcupx1, x2q, arcupx1, x2q ´ tx1, x2u X Ωi “ H e x1, x2 P Ωi.

Mas Ωi deve acumular em x1, x2 de ambos os lados em W upxq. Isto contraria o

fato que arcupx1, x2q ´ tx1, x2u X Ωi “ H. Logo, W upxq Ă Ωi. l

3.2 Teorema de Franks

Para esta seção usamos a referência [11]. Nesta o autor apresenta uma prova

mais simples do Teorema de Franks.

A existência de pontos fixos para difeomorfismos de Anosov é um problema

em aberto. Sendo assim, acrescentaremos como hipótese no teorema que o difeomorfismo

de Anosov adjacente tem um ponto fixo. Considere f : M Ñ M um difeomorfismo de

Anosov sobre uma variedade Riemanniana compacta e conexa M e p um ponto fixo de f .

Lembremos que as folheações estável e instável

F s “ tW spxq | x P Mu e Fu “ tW upxq | x P Mu

são transversais. Seja ϕ vinda da definição 1.2.1. Chamamos um homeomorfismo entre os

discos de F s da forma

ϕ ˝ h ˝ ϕ´1 : ϕptyu ˆ Duq Ñ ϕpty1u ˆ Duq

uma projeção elementar ao longo de F s, onde h : tyu ˆDu Ñ ty1u ˆDu manda py, zq para

py1, zq, z P Du, definimos uma projeção ao longo de F s como a composição de um número

finito de projeções elementares ao longo de F s.

Como vamos trabalhar com difeomorfismo de Anosov de dimensão 1 vamos supor

sem perda de generalidade que dim Fu “ 1. Vamos construir sobre a folheação instável

uma medida que é invariante pelas folhas estáveis e através desta medida encontraremos

uma "cara"para aplicação de recobrimento do recobrimento universal de M para M .
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Definição 3.2.1. Seja Fu de dimensão 1. Uma medida transversa µu invariante

para F s é uma coleção tµI | I é um arco em uma folha de Fuu de medidas de Borel em

todos os arcos nas folhas de Fu tal que µJ |I “ µI se I Ă J e tal que µJ ˝ ϕ “ µI se

ϕ : I Ñ J é a projeção ao longo de F s.

O lema a seguir estabelece condições para a existência de medida transversa

por Fu e invariante em F s.

Lema 3.2.1. Se dim Fu “ 1 e Ωpfq “ M então existe uma medida transversa µ “ µI

invariante para F s satisfazendo as seguintes condições:

1. µI é não-atômica (ou seja, se A é um conjunto mensurável com medida positiva,

então existe um conjunto mensurável B contido em A ainda com medida positiva) e

positiva em conjuntos abertos não vazios;

2. µIpIq “ 8 se, e somente se, I é um arco ilimitado.

Demonstração. Seja I um arco limitado em uma folha instável. Fixemos um ponto

x P M e denotemos por Dspx, rq a bola de raio r centrada em x na folha W spxq. Seja

Nprq :“ cardpI X Dspx, rqq o número de elementos de I X Dspx, rq. Dividimos I em uma

união disjunta I “ I1 YI2 de subarcos e para i “ 1, 2 considere Niprq :“ cardpIi XDspx, rqq.
Então Nprq “ N1prq`N2prq e existe uma sequência r1

1
ă r1

2
ă ¨ ¨ ¨ Ñ 8 tal que cada fração

Nipr1

mq{Npr1

mq converge para algum número real não negativo quando m Ñ 8, digamos

µupIiq. Agora, dividimos cada Ii em uma união disjunta Ii “ Ii,1 Y Ii,2 de subarcos e seja

Ni,jprq “ cardpIi,jXDspx, rqq onde j “ 1, 2. Desta forma, podemos tomar uma subsequência

r2

1
ă r2

2
ă ¨ ¨ ¨ Ñ 8 tal queNi,jpr2

mq{Npr2

mq converge para algum número µupIi,jq. Repetindo

este processo, obtemos uma sequência de subarcos Ii,j,...,k “ Ii,j,...,k,1 Y Ii,j,...,k,2 nos quais

números reais não negativos µupIi,j,...,k,lq estão definidos.

Seja diampIi,j,...,k,lq Ñ 0 para toda sequência. Como a união Ii,j,...,k “ Ii,j,...,k,1 Y
Ii,j,...,k,2 é disjunta, então por propriedade de medida, temos µupIi,j,...,kq “ µupIi,j,...,k,1q `
µupIi,j,...,k,2q e então obtemos uma medida de Borel µu em I. Como Ωpfq “ M , F s é

minimal, isto é, toda folha de F s é densa, segue que µu é não atômica e positiva em

conjuntos abertos não-vazios, e além disso µu define uma medida transversa µu “ tµu
I u

invariante para F s. Portanto, vale 1..

Se I é um arco ilimitado em uma variedade instável, então usando o fato que

f : M Ñ M é topologicamente mixing, pois Ωpfq “ M , temos que I é denso em M , o que

implica que µIpIq “ 8. A recíproca é clara. Assim, obtemos 2.. l

Agora, denotemos por rx, ys o arco em W upxq com pontos extremos sendo x e

y. Seja z P W upyq tal que

µuprp, xsq “ µupry, zsq
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e a orientação de p para x seja consistente com a orientação de y para z, onde p é o ponto

fixo de f considerado no começo desta seção.

Lema 3.2.2. Existe um único z P W upyq tal que

µuprp, xsq “ µupry, zsq

e a orientação de p para x seja consistente com a orientação de y para z. Além disso,

z P W spxq.

Demonstração. Suponha que z1 e z satisfazem as condições acima, então µuprz1, zsq “ 0,

como µu dá valores positivos em conjuntos abertos, só poderia acontecer z “ z1. Agora,

supondo que z R W spxq então W spxq intersecta ry, zs (caso 1) ou intersecta W upyq acima

de z (caso 2):

Caso 1. Seja w P W spxq X ry, zs. Assim, teremos µury, zs é estritamente maior que µury, ws,
que por sua vez é igual a µuprp, xsq, pois µu é invariante por F s, mas isso é um

absurdo.

Caso 2. Seja w P W spxq XW upyq acima de z. Assim, teremos µupry, wsq é estritamente maior

que µupry, zsq, mas µupry, wsq “ µuprp, xsq novamente pela invariância de µu sobre

F s, caímos outra vez em um absurdo.

l

Lema 3.2.3. A aplicação πp : W uppq ˆ W sppq Ñ M dada por z “ πppx, yq está bem

definida e é contínua.

Demonstração. A boa definição de πp segue do Lema 3.2.2 e como ry, πppx, yqs está contido

em uma vizinhança produto e µu é preservada por projeções ao longo de F s, temos que πp

é contínua. l

Defina ĂM :“ W uppq ˆW sppq. Note que como f é um difeomorfismo de Anosov

de codimensão 1, então as folheações estável e instável estão em estrutura produto, logo

W uppq ˆ W sppq » R ˆ R
m´1. mostrar o isomorfismo

Lema 3.2.4. A aplicação πp : ĂM Ñ M é um recobrimento universal para M .

Demonstração. Por 3.2.3, πp é contínua. Seja z P M . Considere Vεpzq a vizinhança produto

local de z. Claramente π´1

p pVεpzqq é uma união disjunta de abertos em ĂM . l

Lema 3.2.5. A aplicação F : ĂM Ñ ĂM por F :“ f |W uppq ˆ f |W sppq é um levantamento de

f por πp.
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Demonstração. Seja px, yq P W uppq ˆ W sppq, queremos ver que πp ˝ F px, yq “ f ˝
πppx, yq. Temos πp ˝ F px, yq “ πppf |W uppqpxq, f |W sppqpyqq “ z1 P W spfpxqq X W upfpyqq e

µuprp, fpxqsq “ µuprfpyq, z1sq. Por outro lado, f ˝ πppx, yq “ fpzq, onde z “ πppx, yq, como

z P W spxq X W upyq então fpzq P W spfpxqq X W upfpyqq, pela invariância de µu ao longo

das folhas estáveis e por fpzq P W spfpxqq, fpyq P W spfppqq “ W sppq e fpxq P W upfppqq “
W uppq, temos µuprp, fpxqsq “ µuprfpyq, fpzqsq, pela unicidade de z1 então z1 “ fpzq e µu é

positiva em abertos, portanto vale a igualdade desejada. l

Lema 3.2.6. π1pMq – Z
m para algum m:

Demonstração. Seja α P π1pMq e x P W uppq e denote por rα P W uppq a primeira coordenada

de αpx, pq em ĂM “ W uppq ˆ W sppq » R ˆ R
m´1. Então, segue que µupIq “ µuprαpIqq se

I é um arco em W uppq. Portanto, rα : W uppq Ñ W uppq pode ser considerada sendo uma

translação em R, o que implica que trα | α P π1pMqu é um subgrupo das translações em R

e é finitamente gerado, uma vez que M é compacta (Proposição 1.1.1), consequentemente,

é um grupo abeliano livre 1, logo é isomorfo a Z
m para algum m. Seja rα a identidade, e

seja q P W uppq. Como a restrição πp : tqu ˆW sppq Ñ W spqq é um recobrimento e pelo fato

que W spqq é simplesmente conexo temos que α é identidade. Portanto, π1pMq “ trα | α P
π1pMqu e assim π1pMq – Z

m.

Observação 3.2.1. Como trαppq | α P π1pMqu é denso em W uppq, podemos considerar

f : W uppq Ñ W uppq sendo uma aplicação linear, isto é, existe uma constante 0 ă λ ă 1

tal que µupfpIqq “ λ´1µupIq para todo arco I em W uppq.

Lema 3.2.7. Para L ą 0 existe δL ą 0 tal que qualquer L-pseudo-órbita txiu8
i“´8 de F é

δL-sombreado por algum ponto de ĂM com respeito à métrica rd.

Demonstração. Tome L ą 0 fixo e seja txi “ px1

i , x
2

i qu uma L-pseudo-órbita, isto é,
rdpF pxiq, xi`1q “ dppf |W uppqpx1

i q, f |W sppqpx2

i qq, px1

i`1
, x2

i`1
qq ă L, @i P Z. Seja tx1

i u a sequên-

cia de pontos em W uppq tal que cada x1

i é a primeira coordenada de xi em ĂM . Existe

c ą 0 tal que

µuprfpx1

i q, x1

i`1
sq ă c, @i P Z.

Se xi
0

“ f´ipx1

i q para i ě 0

µuprxi
0
, xi`1

0
sq “ µuprf´ipx1

i q, f´i´1px1

i`1
qsq “ λi`1µuprfpx1

i q, x1

i`1
sq ă cλi`1

e então txi
0
uiě0 é sequência de Cauchy. Seja xu o ponto limite. E para i ď 0 escolha

zi P tf ipxuqu ˆ W sppq tal que rdpzi, xiq ă c1, c1 ą 0 constante.

Note que tf´ipziqu é uma sequência de Cauchy em txuu ˆ W sppq. Seja z um

ponto limite desta sequência.

Então, rdpF ipzq, xiq ă δL, @i P Z para algum δL. l

1 [9, p.335]: Se G é um grupo abeliano livre com uma base de m elementos, então G é isomorfo a Z
m.
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Lema 3.2.8. Seja c ą 0. Para ε ą 0 existe N ą 0 tal que se rdpF ipxq, F ipyqq ď c para

todo i com |i| ď N então rdpx, yq ă ε.

Demonstração. Para x “ px1, x2q, y “ py1, y2q P ĂM , seja zpx, yq “ px1, y2q P ĂM e escolha

K ą 0 tal que se rdpx, yq ď c então rdspx, zpx, yqq ď K e rdupy, zpx, yqq ď K onde rds, rdu são

as métricas para tx1u ˆ W sppq e W uppq ˆ ty2u respectivamente induzidas pela métrica

Riemanniana em ĂM . Se rdpF´N pxq, F´N pyqq ď c então

rdpF´N pxq, zpF´N pxq, F´N pyqqq ď K,

mas como F pĂW upxqq “ ĂW upF pxqq, @x P ĂM temos que F´N pzpx, yqq “ zpF´N pxq, F´N pyqq,
logo, rdpF´N pxq, F´N pzpx, yqqq ď K, o que implica que rdpx, zpx, yqq ď KcλN , onde c e λ

são constantes na definição de difeomorfismo de Anosov. l

Teorema 3.2.1 (Franks [10]). Se um difeomorfismo de Anosov f : M Ñ M é de codi-

mensão 1 com um ponto fixo e Ωpfq “ M então f é topologicamente conjugado a um

automorfismo hiperbólico no Toro.

Demonstração. Suponha dim Fu “ 1 e Fu orientado. Considere p um ponto fixo de f .

Seja F˚ : π1pMq Ñ π1pMq o isomorfismo induzido por F . Então,

F ˝ α “ F˚pαq ˝ F, @α P π1pMq. (3.2)

Por definição,

f ˝ rα “ ČF˚pαq ˝ f, @α P π1pMq.

Seja φ : Z
m Ñ π1pMq o isomorfismo vindo de 3.2.6 e defina A : Z

m Ñ Z
m por A “

φ´1 ˝ F˚ ˝ φ. Denote por ϕA : Tm Ñ T
m o automorfismo no toro induzido por A. Seja rd

o pull back da métrica d para M por πp. Usaremos a mesma notação para A e para sua

extensão para o R
m.

Para construir uma conjugação topológica entre f e ϕA, defina uma bijeção

Φ : Zm Ñ π´1

p ppq Ă ĂM
αp0q ÞÑ φpαqpp, pq

onde Z
m é um lattice de R

m e π´1

p ppq um lattice de ĂM . Então, dado αp0q P Z
m usando 3.2

obtemos

F |π´1
p ppq ˝ Φpαp0qq “ F |π´1

p ppq ˝ φpαqpp, pq “ F˚pφpαqq ˝ F pp, pq “ F˚pφpαqqpp, pq
ñ F |π´1

p ppq ˝ Φpαp0qq “ F˚pφpαqqpp, pq

Φ ˝ Apαp0qq “ Φ ˝ φ´1 ˝ F˚ ˝ φpαp0qq “ φ ˝ φ´1 ˝ F˚ ˝ φpαqpp, pq “ F˚ ˝ φpαqpp, pq
ñ Φ ˝ Apαp0qq “ F˚ ˝ φpαqpp, pq,
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isto é, F |π´1
p ppq ˝ Φ “ Φ ˝ A|Zm .

Seja x P R
m e tome a órbita tAipxqu. Seja c ą

?
dim M{2 “

?
m{2 e escolha

uma sequência txi “ αip0qu em Z
m tal que }Aipxq ´ xi} ă c @i P Z, onde } ¨ } é a

norma Euclidiana. Assim, tΦpxiqu é uma L-pseudo-órbita de F para algum L ą 0. Pela

propriedade 3.2.7, existe δL ą 0 tal que rdpF ipyq,Φpxiqq ă δL para algum y P ĂM . Segue

da demonstração de 3.2.7 que o y encontrado acima é único δL-sombreando a L-pseudo

órbita tΦpxiqu. Consequentemente, a aplicação H : Rm Ñ ĂM dada por Hpxq “ y está bem

definida.

Afirmação 1. H é uma extensão de Φ: Seja x “ αp0q P Z
m. Note que xi “ Aipxq satisfaz

}Aipxq ´ xi} ă c @i P Z, então considerando a L-pseudo órbita tΦpAipxqqu, vai existir o δL.

Como F |π´1
p

˝ Φ “ Φ ˝ A|Zm temos rdpF kpΦpxqq,ΦpAkpxqq “ rdpΦpAkpxqq,ΦpAkpxqqq “ 0.

Portanto, Φpxq δL-sombreia tΦpAipxqqu. Pela unicidade do sombreamento, Hpxq “ Φpxq.

Afirmação 2. F ˝H “ H˝A e além disso, H˝α “ φpαq˝H, @α P Z
m: Seja x P R

m. Considere

txiu Ă Z
m satisfazendo }Aipxq ´ xi} ă c @i P Z e x1 o δL-sombreamento de tΦpxiqu. Note

que se considerarmos Apxq, a sequência txi`1u satisfaz }AipApxqq ´ xi`1} ă c @i P Z e

como x1 δL-sombreia tΦpxiqu, temos dpF kpF px1qq,Φpxk`1q ă δL, novamente pela unicidade

do sombreamento, HpApxqq “ F px1q.

Afirmação 3. H é contínua: Seja ε ą 0. Pelo Lema 3.2.8 para 2δL existe N ą 0 tal que

se rdpF ipaq, F ipbqq ď 2δL para todo |i| ď N então rdpa, bq ă ε. Fixe x P R
m arbitrário.

Primeiramente considere xi tal que }Aipxq ´ xi} ă c, @i e seja tΦpxiqu a L-pseudo-órbita,

existe δL ą 0 tal que rdpF ipHpxqq,Φpxiqq ă δL, @i P Z. Pela continuidade e linearidade de

A, existe δ ą 0 tal que se }x´ y} ă δ então }Aipyq ´xi} ă c, @|i| ď N . Consequentemente,

para y com }x ´ y} ă δ temos

rdpF ipHpxqq, F ipHpyqqq ď rdpF ipHpxqq,Φpxiqq ` rdpΦpxiq, F ipHpyqqq ď 2δL, @|i| ď N

o que implica rdpHpxq, Hpyqq ă ε.

Afirmação 4. H é própria, ou seja, imagem inversa de compacto por H é compacta: Seja

K Ă ĂM compacto. Pela continuidade de H, temos que H´1pKq é fechado. Suponha que

H´1pKq não é limitado, então xn P R
m tal que }xn} Ñ 8, n Ñ 8 e Hpxnq P K. Como K

é compacto então Hpxnq Ñ y0 P K, x0 e xN estão bem longes para N grande, mas Hpx0q
e HpxN q não podem estar muito longes, o que é um absurdo.

Afirmação 5. A é hiperbólica: Vamos supor por absurdo que λ, com |λ| “ 1 é um autovalor

de A. Então para algum x P R
m vale Apxq “ λx e portanto }Aipxq} “ |λ|i}x} “ }x}, @i P Z,

isto significa que tAipxqu é limitada e portanto Hpxq “ 0. Note que isto vale para todo

autovetor correspondente ao autovalor λ. Assim, o autoespaço relacionado a λ, está contido

em H´1p0q que é compacto, pelo item acima, o que é um absurdo. Logo, A não possui

autovalores de norma 1, o que significa que A é hiperbólica.
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Como A é hiperbólica, os Lemas 3.2.7 e 3.2.8 valem para A. Assim, da mesma

maneira como acima, podemos construir uma aplicação contínua H 1 : ĂM Ñ R
m tal que

A ˝ H 1 “ H 1 ˝ F e H 1 ˝ α “ φ´1pαq ˝ H 1, @α P π1pMq. Portanto, H é um homeomorfismo

e projetado para uma conjugação entre f e ϕA.

No caso onde Fu não é orientável, escolha uma cobertura dupla f : M Ñ M

para f : M Ñ M tal que a folheação instável F
u

de f seja orientável. Pelo resultado

acima, f é topologicamente conjugado a um automorfismo hiperbólico no toro. l
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4 Sombreamento no limite para aplicações

expansivas

Neste capítulo trabalharemos com propriedade de sombreamento no limite

bilateral para difeomorfismos de Anosov. Também Introduziremos a noção de tal proprie-

dade para endomorfismos de Anosov. Na primeira seção, veremos uma condição necessária

e suficiente para que um difeomorfismo de Anosov seja transitivo e outra para que um

difeomorfismo de Anosov tenha a estrutura de produto global. Mostraremos também que

a propriedade de estrutura de produto global implica transitividade. Uma ideia para um

próximo trabalho é provar esta implicação para endomorfismo de Anosov usando esta

teoria de sombreamento. As referências usadas para este capítulo são [5] e [6].

Considere um difeomorfismo f : M Ñ M , onde M é uma variedade Riemanni-

ana compacta e conexa.

Uma pseudo-órbita no limite em M é uma sequência pxiq8
i“0

tal que

lim
iÑ8

dpfpxiq, xi`1q “ 0.

Uma pseudo-órbita limite pxiq8
i“0

é sombreada no limite por um ponto y P M se

lim
iÑ8

dpxi, f
ipyqq “ 0.

Analogamente, definimos uma pseudo-órbita no limite negativo em M como sendo

uma sequência px´iq8
i“0

tal que

lim
iÑ8

dpfpx´iq, x´i´1q “ 0.

Uma pseudo-órbita limite negativo px´iq8
i“0

é sombreada no limite ne-gativo por um

ponto y P M se

lim
iÑ8

dpx´i, f
´ipyqq “ 0.

Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento no li-mite se toda

pseudo-órbita no limite pxiq8
i“0

é sombreada no limite. E se toda pseudo-órbita no li-

mite negativo pxiq0

i“´8 é sombreada no limite, dizemos que f tem a propriedade de

sombreamento no limite negativo.

Lema 4.0.1. Se f é um homeomorfismo definido em uma variedade compacta M e rf é

qualquer levantamento de f para o recobrimento universal ĂM então rf tem a propriedade

de sombreamento no limite se, e somente se, f também tem.
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Demonstração. Suponha que rf tem a propriedade de sombreamento no limite e considere

pxkqkPN Ă M uma pseudo-órbita no limite para f . Se π : ĂM Ñ M é a aplicação de

recobrimento então é uma isometria local, isto é, existe ε0 ą 0 tal que para cada x P ĂM , π

aplica a ε0-vizinhança de x isometricamente sobre a ε0-vizinhança de πpxq. Para este ε0

seja N P N tal que

dpfpxkq, xk`1q ă ε0, k ě N.

Note que ε0 ă mintdprx, ryq, x P M, rx, ry P π´1pxq, rx ‰ ryu. Então, para cada escolha de

yN P π´1pxN q existe uma única pseudo-órbita no limite pykqkěN de rf tal que yk P π´1pxkq
e dp rfpykq, yk`1q ă ε0 para qualquer k ě N . Como rf tem a propriedade de sombreamento

no limite, existe z P ĂM que sombreia no limite pykqkěN . Portanto, πp rf´N pzqq sombreia no

limite pxkqkPN. Como isto vale para toda pseudo-órbita no limite, isto segue que f tem a

propriedade de sombreamento no limite.

Para a recíproca, suponhamos que f tem a propriedade de sombreamento no

limite e considere pxkqkPN Ă ĂM uma pseudo-órbita no limite de rf . Como π é contínua a

sequência pπpxkqqkPN Ă M é uma pseudo-órbita no limite de f e é sombreado por algum

ponto z P M . Escolha N P N tal que

dpfkpzq, πpxkqq ă ε0, k ě N.

Existe um único ponto rz P π´1pfN pzqq tal que dprz, xN q ă ε0. É claro que rf´N pzq é o

sombreamento de pxkqkPN. l

Definição 4.0.1. Dizemos que f tem propriedade de sombreamento no limite bilateral,

se para toda sequência pxkqkPZ Ă X satisfazendo

lim
|k|Ñ8

dpfpxkq, xk`1q “ 0

existe z P X satisfazendo

lim
|k|Ñ8

dpfkpzq, xkq “ 0.

A sequência pxkqkPZ é chamada uma pseudo-órbita no limite bilateral e

dizemos que ela é f-sombreada no limite bilateral.

Dizemos que f tem propriedade de sombreamento no limite bilateral

quando toda pseudo-órbita no limite bilateral é sombreada no limite bilateral. Se o sombre-

amento é único, ou seja, se cada pseudo-órbita no limite bilateral é sombreada no limite

bilateral por um único ponto, dizemos que f tem propriedade de sombreamento único

no limite bilateral.

Lema 4.0.2. Todo homeomorfismo expansivo f : M Ñ M com a propriedade de sombrea-

mento tem as propriedades de sombreamento no limite e no limite negativo.
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Demonstração. Como f é expansivo existe ε ą 0 tal que W s
ε pyq Ă W spyq e W u

ε pyq Ă W upyq
para todo y P M (2.1.2). Escolha 0 ă δ ă ε

2
tal que toda δ-pseudo órbita seja ε-sombreada.

Seja pxnqnPN uma pseudo-órbita no limite. Para cada j P N existe nj P N tal que

dpfpxnq, xn`1q ă δ

j
, n ą nj.

A propriedade de sombreamento nos assegura a existência de pontos yj P M tal que

dpfnpyjq, xnq ă δ

j
, n ą nj.

Afirmamos que pxnqnPN é sombreado no limite por y1. De fato,

dpfnpy1q, fnpyjqq ď dpfnpy1q, xnq ` dpxn, f
npyjqq ă 2δ ă ε, n ą nj.

Pela escolha de ε obtemos

lim
nÑ8

dpfnpy1q, fnpyjqq “ 0

para todo j P N. Isto implica que

lim
nÑ8

dpfnpy1q, xnq “ 0.

Portanto, toda pseudo-órbita no limite é sombreada no limite e assim, f tem a propriedade

de sombreamento no limite. Podemos similarmente provar que f tem a propriedade de

sombreamento no limite negativo. l

Lema 4.0.3. Se f : M Ñ M é um homeomorfismo com a propriedade de sombreamento

no limite bilateral, então W spxq X W upyq ‰ H para todo x, y P M .

Demonstração. Considere a sequência pxkqkPZ, onde xn “
#
fnpyq, n ď 0;

fnpxq, n ą 0.

Como dpfpxnq, xn`1q “ 0 para todo n ą 0 e n ă 0 então esta sequência é uma

pseudo-órbita no limite bilateral. Pela propriedade de sombreamento no limite bilateral,

existe z P M tal que lim
|n|Ñ8

dpfnpzq, xnq “ 0, isto é,

lim
nÑ´8

dpfnpzq, fnpyqq “ 0;

lim
nÑ8

dpfnpzq, fnpxqq “ 0.

Isto implica que z P W spxq X W upyq. l

Lema 4.0.4. Seja f : M Ñ M um homeomorfismo com a propriedade de sombreamento

no limite bilateral e Λ Ă M um conjunto atrator para f . Se U é uma vizinhança de Λ

tal que fpUq Ă U e Λ “
č

nPN

fnpUq então, para cada y P M , existe um natural Ny tal que

fnpyq P U para todo n a partir de Ny.
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Demonstração. Seja x P Λ. Pelo Lema 4.0.3 existe z P W upxq XW spyq. Como x P Λ e Λ é

um conjunto atrator, temos que W upxq Ă Λ, então z P Λ. Como Λ é invariante, fnpzq P Λ

para todo n e como z P W spyq temos, dado ε ą 0 de tal forma que ε-vizinhança de Λ

esteja contida em U existe N natural tal que dpfnpzq, fnpyqq ă ε para todo n ě N .

Proposição 4.0.1. Se um homeomorfismo f : M Ñ M com a propriedade de sombrea-

mento no limite bilateral tem um conjunto atrator Λ, então M “ Λ.

Demonstração. Tome uma vizinhança U de Λ com fpUq Ă U e Λ “
č

nPN

fnpUq. Suponha

por contradição que Λ ‰ M . Então M ´ U ‰ H. Tomemos V “ M ´ U . Isto implica

que V é um subconjunto compacto não-vazio de M com f´1pV q Ă V , assim, segue por

indução que f´n´1pV q Ă f´npV q para todo n natural. Então
č

nPN

f´npV q é uma interseção

enumerável de conjuntos compactos encaixados e portanto é não vazia. Desta forma,

podemos tomar y P
č

nPN

f´npV q temos y P M satisfazendo fnpyq R U para todo n P N o

que é um absurdo, pois contraria o Lema 4.0.4. l

Para o próximo teorema precisamos introduzir a noção de especificação

Definição 4.0.2. Um par pτ, P q é uma especificação se consiste de uma coleção finita

τ “ tI1, . . . , Iku de intervalos Ii “ rai, bis Ă Z e um mapa P :
kď

i“1

Ii Ñ M tal que para

cada t1, t2 P I P τ temos

f t2´t1pP pt1qq “ P pt2q.

A especificação pτ, P q é dita ser L-espaço se ai`1 ě bi ` L para todo i P
t1, . . . ,mu. Além disso, é ε-sombreada por y P M se

dpfnpyq, P pnqq ă ε para todo n P
kď

i“1

Ii.

Dizemos que um homeomorfismo f : M Ñ M tem a propriedade de es-

pecificação se para todo ε ą 0 existe L P N tal que todo L-espaço de especificação é

ε-sombreado.

Proposição 4.0.2. Se f : M Ñ M é um difeomorfismo de Anosov transitivo então f tem

a propriedade de especificação.

Demonstração. Ver [19].

Teorema 4.0.1. [5] Um difeomorfismo de Anosov definido em uma variedade compacta e

conexa é transitivo se, e somente se, tem propriedade de sombreamento no limite bilateral.
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Demonstração. Suponha que f é um difeomorfismo de Anosov com a propriedade de

sombreamento no limite bilateral. Pelo Teorema da Decomposição Espectral 2.3.1, podemos

decompor o conjunto não-errante Ωpfq em um número finito de peças básicas tal que f

restrito a cada peça básica é transitivo. Sabemos da Observação 2.3.3 que devemos ter

uma peça básica sendo um conjunto atrator, pela Proposição 4.0.1 esta peça básica é toda

a variedade e portanto, f será transitivo.

Agora, suponha que f é um difeomorfismo de Anosov transitivo. Pelo Teorema

2.2.1 f é topologicamente mixing e portanto tem a propriedade de especificação. Seja

txnunPZ uma pseudo órbita no limite bilateral. O Lema 4.0.2 nos garante que f tem as

propriedades de sombreamento no limite e no limite negativo. Então existem dois pontos

p1, p2 P X tal que

lim
nÑ´8

dpfnpp1q, xnq “ 0 e lim
nÑ8

dpfnpp2q, xnq “ 0.

Pela expansividade da f , existe ε ą 0 tal que W s
ε pyq Ă W spyq e W u

ε pyq Ă W upyq
para todo y P M . Como f tem a propriedade de especificação, obtemos δ ą 0 e L P N tal

que toda δ-pseudo órbita é ε-sombreada e todo L-espaço de especificação é δ-sombreado.

Escolha N P N tal que 2N ě L, dpf´npp1q, x´nq ă δ e dpfnpp2q, xnq ă δ para todo n ě N .

Defina I1 “ t´Nu, I2 “ tNu, P p´Nq “ f´N pp1q e P pNq “ fN pp2q. Então ptI1, I2u, P q é

um L-espaço de especificação e existe um ponto z P M satisfazendo

dpf´N pzq, f´N pp1qq “ dpf´N pzq, P p´Nqq ă δ

e

dpfN pzq, fN pp2qq “ dpfN pzq, P pNqq ă δ.

Desta forma, a sequência pynqnPZ definida por

yn “

$
’&
’%

fnpp1q, n ď ´N
fnpzq, ´N ă n ă N

fnpp2q, n ě N

é uma δ-pseudo órbita. Então existe um ponto y P M tal que

dpfnpyq, fnpp1qq ă ε @n ď ´N e dpfnpyq, fnpp2qq ă ε @n ě N .

Pela escolha de ε obtemos,

lim
nÑ´8

dpfnpyq, fnpp1qq “ 0 e lim
nÑ8

dpfnpyq, fnpp2qq “ 0.

Pela escolha de p1 e p2 temos, lim
|n|Ñ8

dpfnpyq, xnq “ 0. l
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Teorema 4.0.2. [5] Um difeomorfismo de Anosov tem estrutura de produto global se,

e somente se, um levantamento para o recobrimento universal tem a propriedade de

sombreamento único no limite bilateral.

Demonstração. Suponha que f é um difeomorfismo de Anosov e rf é um de seus levanta-

mentos para o recobrimento universal com propriedade de sombreamento único no limite

bilateral e que f não tem estrutura de produto global, então ĂW spxq X ĂW upyq “ H ou

existem x, y P M tais que ĂW spxq,ĂW upyq se intersectam em mais de um ponto, digamos

p, q P ĂW spxq X ĂW upyq.

Para o primeiro caso, note que a sequência pxkqkPZ, dada por

xk “
# rfkpxq, k ě 0

rfkppq, k ă 0

é uma pseudo-órbita no limite bilateral de rf que é sombreada no limite bilateral por p.

Além disso, toda pseudo-óbita no limite bilateral sombreada no limite bilateral por p

é também sombreada no limite bilateral por q, o que implica que p “ q, o que é uma

contradição. De fato, seja pxkqkPZ uma pseudo-órbita no limite bilateral tal que p é seu

sombreamento no limite bilateral, isto é,

lim
|k|Ñ8

dp rfkppq, xkq “ 0.

Temos:

dp rfkpqq, rfkppqq ď dp rfkpqq, rfkpxqq ` dp rfkpxq, rfkppqq Ñ 0, k Ñ 8

e

dp rfkpqq, rfkppqq ď dp rfkpqq, rfkpyqq ` dp rfkpyq, rfkppqq Ñ 0, k Ñ ´8.

O que implica, lim
|k|Ñ8

dp rfkppq, rfkpqqq “ 0 e assim, lim
|k|Ñ8

dp rfkppq, xkq “ 0, pois

dp rfkpqq, xkq ď dp rfkpqq, rfkppqq ` dp rfkppq, xkq Ñ 0, |k| Ñ 8.

Para o segundo caso, temos que a pseudo-órbita no limite bilateral pxkqkPZ com

xk “
# rfkpxq, k ě 0

rfkpyq, k ă 0

não tem sombreamento no limite bilateral, caso contrário este sombreamento claramente

estaria em ĂW spxqX ĂW upyq, o que é um absurdo. Portanto, f é um difeomorfismo de Anosov

com estrutura de produto global.
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Para a recíproca, considere rf um levantamento qualquer de f para o seu

recobrimento universal e pxkqkPZ pseudo-órbita no limite bilateral de rf . Como f é um

difeomorfismo de Anosov, então f tem a propriedade de sombreamento no limite e o Lema

4.0.1 assegura que rf também tem esta propriedade. Então existem dois pontos z1, z2 P ĂM ,

satisfazendo

lim
kÑ´8

dp rfkpz1q, xkq “ 0 e lim
kÑ8

dp rfkpz2q, xkq “ 0.

Como f é um difeomorfismo de Anosov pcom estrutura de produto global

existe um único ponto z P ĂW upz1q X ĂW spz2q. l

Observação 4.0.1. Levando em conta o Teorema de Newhouse, isto é, os conjunto dos

pontos não-errantes para um difeomorfismo de Anosov em uma variedade compacta e

conexa, é toda a variedade, os Teoremas 4.0.1 e 2.2.1 nos garantem que os difeomorfismos

de Anosov de codimensão 1 têm a propriedade de sombreamento no limite bilateral.

Teorema 4.0.3. Seja f : M Ñ M um difeomorfismo de Anosov com estrutura de produto

global. Então f é transitivo.

Demonstração. Sejam U, V abertos quaisquer não vazios de M e considere x P U e y P V .

Tome ε ą 0 de tal forma que Bpx, εq Ă U e Bpy, εq Ă V . Como M é compacta, então os

conjuntos limites ωpxq e αpyq são não vazios (Proposição 1.3.1), portanto existem z1 P ωpxq
e z2 P αpyq. Desta forma, existem subconjuntos N

1,N2 Ă N tais que

lim
niÑ8

dpfnipz1q, xq “ 0, ni P N
1 e lim

mjÑ8
dpf´mj pz2q, yq “ 0, mj P N

2.

Seja N1,M1 P N tal que dpfnipz1q, xq ă ε{2 e dpf´mj pz2q, yq ă ε{2 para todo ni ě N1 e

mj ě M1. Como f tem estrutura de produto global, então W spz1q X W upz2q ‰ H. Tome

z P W spz1q X W upz2q, assim,

lim
nÑ8

dpfnpzq, fnpz1qq “ 0 e lim
nÑ8

dpf´npzq, f´npz2qq “ 0.

Logo, existe N0 ą 0 tal que dpfnpzq, fnpz1qq ă ε{2 e dpf´npzq, f´npz2qq ă ε{2 para todo

n ě N2. Tomando N “ mintn P N
1 | n ě maxtN0, N1uu e M “ mintn P N

2 | n ě
maxtN0,M1uu obtemos, fN pzq P Bpx, εq Ă U e f´M pzq P Bpy, εq Ă V e consequentemente

fN pzq P U X fN`M pV q. Portanto, f é transitiva. l
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5 Considerações Finais

Agora com as ferramentas adquiridas ao longo do estudo desta dissertação,

temos como objetivo trabalhar com um outro conceito que são os endomorfismos de Anosov.

Um endomorfismo (difeomorfismo local) f : M Ñ M é um endomorfismo de Anosov se

para todo x e para toda sequência px “ pxiqiPZ tal que fpxiq “ xi`1 com x0 “ x, existe

uma decomposição do espaço tangente Txi
M “ Espxiq ‘ Eupxiq tal que Dfxi

|Espxiq é uma

contração uniforme e Dfxi
|Eupxiq é uma expansão uniforme.

Podemos notar que os espaços instáveis obtidos de um endomorfismo de Anosov

depende da escolha da órbita passada de cada ponto. Podendo assim existir infinitas

variedades instáveis, o que torna a teoria mais delicada do que a que vínhamos trabalhando.

Temos interesse em "estender"os resultados estudados na seção 4.1, bem como

tentar provar o que segue:

"Todo endomorfismo de Anosov que tem estrutura de produto global é transitivo."

que seria um resultado variante do Teorema 4.0.3. Para tanto precisaremos definir o que

significa um endomorfismo de Anosov ter estrutura de produto global e ter propriedade de

sombreamento no limite bilateral.

Um caso particular de endomorfismos de Anosov são os quais as direções

instáveis independe da escolha de órbita passada de qualquer ponto, ou seja, para cada

ponto existe uma única decomposição do espaço tangente da variedade satisfazendo as

condições citadas no primeiro parágrafo, este recebe o nome de endomorfismo de Anosov

especial. Uma pergunta natural a ser feita para este caso é:

"Todo endomorfismo de Anosov especial toral pode ser conjugado a um endomorfismo

hiperbólico toral?
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