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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado, estudamos propriedades de algebras de Lie. As
Algebras de Lie tém grande importancia nao somente na teoria de algebras nao associativas,

elas surgem também em geometria, topologia e no estudo da teoria de grupos por exemplo.

As definicoes e resultados basicos sobre algebras de Lie estao inclusos no Capitulo
2. Para esta parte do trabalho, utilizamos os livros [1] e [2]. O nosso enfoque foi sobre
algebras universais envelopantes, mergulhando assim a algebra de Lie em algebras associa-
tivas (Segoes 2.4, 2.5 e 2.6).

O objetivo principal da dissertagao foi estudar o artigo [4], “Finite presentation
of abelian-by-finite dimensional Lie algebras”, que classifica algebras de Lie finitamente
apresentdveis (no sentido de serem definidas por ntiimero finito de geradores e relagoes) que

sao extensoes de ideal abeliano por algebra de Lie de dimensao finita.

Definimos algebras de Lie livres na secao 2.7. Tratam-se de objetos na categoria
de algebras de Lie que satisfazem propriedade universal semelhante a definicao de grupos

livres.

A classificagao de algebras de Lie que sao extensoes de ideal abeliano por algebra
de Lie de dimensao finita usa teoria de moédulos Noetherianos. No Capitulo 1 incluimos
resultados basicos sobre modulos, em particular estudamos maédulos Noetherianos, nao
necessariamente sobre anéis comutativos (para este estudo utilizamos [9]), embora alguns
resultados sejam vélidos somente no caso onde o anel basico é comutativo (caso do Teorema
da Base de Hilbert 1.31 no Capitulo 1).

No final, nos Capitulos 3 e 4, explicamos de maneira bem minuciosa (com mais



detalhes que o original) o resultado principal de [4], que é apresentado na pégina 42:

Proposicao 3.2:Seja £ uma dlgebra de Lie finitamente gerada sobre o corpo K.
Suponha que £ tenha um ideal abeliano A tal que £/A tem dimensao finita como espago
vetorial. Seja R a dlgebra universal envelopante de £/A. Suponha também que o quadrado
tensorial A ® A € finitamente gerado como R-maodulo sobre a acao diagonal. Entdao £ €

finitamente apresentdvel.

Os métodos da demonstracao de 3.2 envolvem muitos calculos com relagoes em
£ para mostrar que um conjunto finito £ é suficiente para gerar todas as relagoes em £.
Embora os calculos sejam muitos, a técnica principal é a inducao e a Identidade de Jacobi.

A teoria de médulos Noetherianos também foi muito utilizada.



Abstract

In this work we study the classification of finitely presented abelian-by-finite di-
mensional Lie algebras given in [4]. If £ is a Lie algebra, an extension of an abelian ideal A
by a finite dimensional Lie algebra £/A then £ is finitely presented if and only if A ® A is
finitely generated as 4(£/A)-module via the diagonal action, where $(£/A) is the universal
enveloping algebra of £/A. We study in detail the result that finite generation of A ® A
over {(£/A) implies finite presentability of £.
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Capitulo 1
Mobdulos Noetherianos

Neste capitulo faremos uma introdugdo a Algebra nao comutativa (ou nao
necessariamente comutativa), definindo seus elementos basicos como Anéis, Ideais e Ho-

momorfismos.

Nosso objetivo principal é estabelecer o conceito de Modulos Noetherianos, os quais
serao muito importantes durante todo o trabalho. Todos os anéis neste Capitulo sao asso-

ciativos.

1.1 Anéis e Ideais

Definicao 1.1 Um anel associativo A é um conjunto com duas operagdes bindrias (adi¢ao

e produto) que satisfaz:

1. (A,+) € grupo abeliano, com elemento neutro denotado por 04 (ou simplesmente 0);
2. O produto € associativo e distributivo sobre a adi¢cao;

3. O produto admite unidade, que serd denotada por 14 ou simplesmente 1, isto €, Vo €
Azl =1z ==x.

Se o produto for comutativo, ou seja, se Vr,y € A tivermos xy = yx, entao

diremos que o anel é comutativo.

Durante todo o nosso trabalho, quando usarmos o termo Anel, estaremos

considerando a defini¢ao, ou seja, salvo quando especificado, estaremos trabalhando com

10



CAPITULO 1. MODULOS NOETHERIANOS 11

anel com unidade nao-comutativo, ou nao necessariamente comutativo.

Exemplos:
1. (Z,+, x), conjunto dos inteiros com adi¢ao e produto usuais.

2. Considere o conjunto:
P := { polinémios em uma varidvel sobre um anel comutativo A} = {(ag, a1, ..., an, ...) |
a; € A e quase todas as entradas sdo nulas}.

Se definirmos as operagoes:

+:PxP —_— P
(ag,al,...,am...),(bo,bl,...,bn,...) [ — (a0+b0,a1 +b1,...,an+bn,...)

*: PxP — P

(g, @1y ooy Ay oon)y (b0, D1y ooy Oy ) (Co,CLy ves Cpiy o)
onde Co = a0b07 Cl = a0b1 + albo, ey Gy = aobn + albn_l + ...+ an_lbl + (lnb(),

Temos que (P, +,*) é um anel que é chamado de Anel de Polinémios sobre A em uma

varidvel .

Definicao 1.2 Um homomorfismo de anéis é uma aplicacao ¢ : A — B, com A, B anéis

tal que:
1op(x+y) =p(@) + oY),V oy e A;
2. p(zy) = p()p(y), ¥V z,y € A;
3. o(14) = 1p.
Definicao 1.3 Um subanel S de um anel A é um subconjunto fechado para a adi¢do, inverso

aditivo e produto e que contém o elemento unidade de A. Também podemos dizer que € um

subconjunto de A que € anel com respeito as operagoes de A.

Definigao 1.4 Um subconjunto I de um anel A é dito um ideal a esquerda de A e denotado

por I <g A se I for um subgrupo aditivo de A tal que AI C I, ou seja, se Vr € I,Vy € A
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entao yxr € I. Analogamente, podemos definir um ideal a direita I' de A como um subgrupo
aditivo de A tal que I'A C I, isto éVx € I', Yy € A entao xy € I' e denotd-lo por I' <p A.
No caso em que I é um ideal a esquerda e a direita de A dizemos simplesmente que I ¢ um
1deal.

Neste caso podemos também definir o anel A/I :={T =x+1 | 2 € A}:= conjunto

das classes laterais de I em A com as seguintes operacgoes:
(a1 + 1)+ (a2 + 1) = (a1 + a2) + 1,

(a1 + I)(ag + I) = (a1a2) + I,Vay, as € A.

Lema 1.5 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis, entao:

1. Nuc(p) ={z € A| ¢(x) =0}, é um ideal a direita e a esquerda de A;

2. Im(p) ={y € B|y=¢(x) para algum x € A}, é um subanel de A.

Assim teremos induzido um isomorfismo A/Nuc(p) ~ Im(p), que envia a + Nuc(p) para

p(a), onde a € A.

Demonstracao:

1. Sejam z,z1 € Nuc(p) e I € A, entdo, p(lz) = ¢()p(x) = ¢()0 = 0, assim
lz € Nuc(p). Também, (z+ 1) = p(x) +¢(x1) =0+0 =0, assim x +x1 € Nuc(yp).
Portanto Nuc(p) é um ideal a esquerda de A. Analogamente, teremos que Nuc(p) é

um ideal & direita de A.

2. Sejam y,y; € Im(p), entdo existem z,x; € A tais que, p(x) = y e p(xr1) = 1
e entdo, p(x + x1) = @(z) + p(r1) = y+ y1, assim y + y; € Im(p). Também,
o(xxy) = p(z)p(x1) = yyr, assim yy; € Im(yp), além disso p(14) = 1. Logo, Im(p)
¢ subanel de B.

E facil verificar que a aplicacao 6 : A/Nuc(p) — Im(y) dada por 0(a + Nuc(p)) = ¢(a)

¢é bijetiva e um homomorfismo de anéis, portanto é um isomorfismo. [
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1.2 A-Mobdulos

Estudaremos agora o conceito geral de A-Mddulos, também tratado como Mdédulo

sobre A, sendo A um anel com unidade, como na Defini¢ao 1.1.

Definigao 1.6 Um A-mddulo a esquerda é um grupo abeliano aditivo M junto com uma

aplicacao:
AxM — M .
(a,m) +—— am
satisfazendo:
1. a(r+vy) =ax+ay,VYa € A, x,y € M,
2. (a+b)x = ax + bx,Va,b € A,z € M;
3. (ab)x = a(bzx),Ya,b € A,z € M;
4. lgax =ax,Vr e M.
Exemplos:

1. Seja A um anel, A é um A-mddulo a esquerda via multiplicacao em A.

Também se I < A, entao I é A-modulo.
2. Todo grupo abeliano G tem estrutura de Z-mddulo.
Definigcao 1.7 Seja p : M — N uma aplicacao onde M, N sao A-mddulos. ¢ serd um
homomorfismo de A-mddulos se:

Lop(z +y) = (@) + ¢(y), Yo,y € M;
2. p(ax) = ap(x),Ya € A,x € M.

Lema 1.8 O conjunto dos homomorfismos entre A-mddulos @, @ M — N ¢

um A-mdodulo com as operacoes:
o(p+ ) (x) = p(x) + ¢(z);
o(ap)(x) = al(p(x)) paraVa € A,x € M.

Este A-mddulo € denotado por Homa(M, N).
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Demonstragao:Precisamos verificar as condigoes da Defini¢ao 1.6. Sejam ¢, € Homa(M, N),

a,be Aex e M;

L (a(p+¥))(x) = al(p+¢)(z)) = alp(z)+¥(2)) = ap(z)+av(z) = (ap)(x)+(a)(x) =
(ap + ap)(x);

2. ((a+b)p)(x) = (a+b)(p(x) = ap(x) + bp(x) = (ap)(z) + (bp)(x) = (ap + bp)(z);
3. ((ab)p)(z) = a(b(p(x))) = (albp))(x);

4. (Lap)(z) = 1alp(x)) = @(x).

Definicao 1.9 Um subgrupo aditivo M' de um A-mddulo M €é dito A-submddulo de M se

for fechado para multiplicagao por elementos de A.

Definigao 1.10 Seja um homomorfismo de A-mddulos ¢ : M — N. Entao definimos:
1. Nuc(p) ={m € M | o(m) = 0};

2. Im(p) ={n € N | n=e(m) para algum m € M}.

Lema 1.11 Seja um homomorfismo de A-médulos ¢ : M — N, entdo temos que:
1. Nuc(p) € A-submddulo de M;

2. Im(p) é A-submddulo de N.

Demonstracao:

1. Sejam m,my € Nuc(p) el € A, entao, ¢(Ilm) = l(p(m)) =10 = 0, assim Im € Nuc(yp).
Também, p(m+mq) = p(m)+¢(my) =040 = 0, assim m+my € Nuc(p). Portanto
Nuc(p) é um A-submodulo de M.

2. Sejam n,ny € Im(p), entdo existem m,m; € M tais que, p(m) =n e p(my) =ny e

entao, p(m +my) = @(m) + @(my) =n + ny, assim n 4+ ny € Im(p).

Também, VI € A, temos, In = lp(m) = ¢(Im), assim In € I'm(p). Portanto Im(y) é

um A-submoédulo de N. .
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1.3 Operagoes com A-moddulos

Nesta se¢ao, definiremos as principais operagoes com A-modulos. Vale ressaltar a
importancia do Produto Tensorial de A-mddulos, para tanto teremos uma subsecao exclu-

siva.

Definicao 1.12 Sejam M e N dois A-mddulos, entao M @& N € o conjunto dos pares (x,y)

comx € M,y e N. M @® N serd um A-mddulo se definirmos as operacoes:
(w1, 91) + (72,92) = (¥1 + T2, Y1 + Y2), Vo1, 02 € M, y1,92 € N;

a(z,y) = (ax,ay),Ya € A,z € M,y € N.
Definigao 1.13 Seja {M,}ic; uma familia de submddulos de M. Entao:

1. > M; € o conjunto de todas as somas finitas »  x;, com x; € M; e x; = 0 quase sempre,

isto €, o conjunto {x; | x; # 0} € finito;
2. M; € a interseccao dos M/s;
8. [Lic; M; € o conjunto de sequéncias (x;)ier onde x; € M;;

4. @iel M; ¢é o subconjunto de Hiel M; formado pelos elementos que tem suporte finito,

sendo que o suporte de uma sequéncia (m;);e; € o conjunto {m; | m; # 0}.

Definicao 1.14 Um A-modulo ¢ dito livre se € isomorfo a um A-mdodulo da forma
B,c; Mi, onde cada M; ~ A. Um A-mddulo livre € finitamente gerado se for isomorfo
a soma direta, A® ... D A, de n copias de A para um nimero natural n. Tal modulo serd

denotado por A™.

Definigao 1.15 Uma sequéncia de A-mddulos e homomorfismos de A-mddulos
"4>Mi71f—i>MiLﬂ>Mi+1 I

¢ exata em M; se Im(f;) = Nuc(fi11). Serd exata se for exata em cada M,;.

Em particular temos:
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1. 0— M’ i>M é exata <= f ¢ injetiva;

2. M—L= V" —>0 éexata < g ¢ sobrejetiva;
3.0 M’ ! M —2= pp7 0 é exata <= f ¢ injetiva, g é sobrejetiva e
Im(f) = Nuc(g), dai g induz um isomorfismo de A-médulos M/ f(M') ~ M". Tal

sequéncia é chamada sequéncia exata curta.

1.3.1 Produto Tensorial de A-moddulos

Nesta subsegao vamos considerar o anel A comutativo e estudaremos uma operagao
muito importante entre A-mdédulos, que possui um tipo de propriedade universal: o Produto
Tensorial. Durante nosso trabalho utilizaremos o Produto Tensorial somente sobre Corpos,

por isso faremos essa restricao ao caso comutativo.

Definicao 1.16 Uma aplicagao f : M x N — P com M, N e P sendo A-mddulos, ¢ dita
A-bilinear de for linear em cada uma das coordenadas, isto é seVr,x1 € M,y,y; € N,a € A

tivermos:

1. f($+$17y) = f(a?,y) +f(x1,y);
2. f('rvy+y1) = f(l',y) —|—f(:17,y1);

3. flax,y) = f(x,ay) = af(z,y).

Definicao 1.17 Um A-mddulo T é chamado de Produto Tensorial dos A-mddulos M e N
se qualquer aplicacao A-bilinear M x N — P puder ser estendida de maneira inica a
uma aplicacao A-linear T'— P,Y A-mddulo P. O Produto Tensorial T serd denotado por
M ®4 N.

Ou seja, o produto tensorial ¢ um A-mddulo, com aplicagao pt : M XN — M® 4N,
tal que dada qualquer aplicagao A-bilinear de A-mdédulos ¢ : M x N — P existe tnico

homomorfismo de A-médulos ¢’ que faz o diagrama abaixo comutar:
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M&® N
\\ o
H N
N
M x N — P

Teorema 1.18 O produto tensorial existe e € unico a menos de isomorfismo.

Demonstragao: Unicidade: Supondo que exista o produto tensorial de M e N, digamos (T, g),
vamos mostrar que é inico a menos de isomorfismos. Vamos supor que exista (77, ¢') outro
produto tensorial de M e N. Assim considerando a propriedade de (T,g) como produto
tensorial temos a existéncia de um tnico homomorfismo de A-médulos j : T'— T tal que

g = jg, ou seja, que faca o diagrama abaixo comutar:

M x N 7 T

Porém, usando agora a propriedade universal de (77, ¢') como produto tensorial, temos que
existe unico homomorfismo de A-médulos, 7' : 7" — T tal que ¢ = j'¢’, ou que faca o

diagrama abaixo comutar:

g
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temos que idr = j'j, mas do diagrama:

M x N ; T’

g

temos que idy = jj’. Assim j é isomorfismo com inversa j'. Segue entdao a unicidade.

AM><N

Existéncia: Denote por C o A-médulo livre e temos que os elementos de C sao

combinacoes lineares de elementos de M x N com coeficientes em A, isto é sao da forma
Z?zl ai(xiuyi)7ai € Avxi € M7 Yi S N.

Seja D o A-submoéddulo de C gerado pelos elementos dos seguintes tipos:

L. (JI + xlay) - (LL’,y) - ('T,7y);
2. (my+y)—(x.y) — (z.¥);
3. a(z,y) — (az,y) e a(x,y) — (z,ay).

Definimos o A-mdédulo quociente T=C/D. Para cada elemento (x,y) da base M x N de C
tome r®y denotando sua imagem em T via aplicagdo C' — C/D tal que a — a+D,Va € C.
Assim T é gerado como A-mdédulo por elementos da forma x ® y e da definicao dada acima
teremos que:

(z+2)@y=r@y+2' @y

@ (Y+y)=r@y+ry;

(ax) @y =2® (ay) = a(z ®y).

Dessa maneira, g : M x N — T tal que (z,y) — = ® y é A-bilinear.

Qualquer f: M x N — P se estende por linearidade a um homomorfismo de A-moddulos
f : C — P. Em particular, se f é A-bilinear entdo pela definicio, f se anula nos
geradores de D, induzindo assim um homomorfismo de A-médulos f' : T — P tal que

f(x®y) = f(x,y) e f' é unicamente definida por tal condigao. ]

Teorema 1.19 (Propriedades do Produto Tensorial) Continuemos com um anel co-

mutativo A e sejam M, N e P A-mddulos. Entdao existem unicos isomorfismos:

1. MN — NM, tal que x @ y— yQx, Vv € M,y € N;
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2. (M®N)®P — M®(N®P), tal que (zQy)Rz+— 2@ (yRz2),Yox € M,y € N,z € P;

3 (M®&N)®P — (M®P)®(N®P), tal que (z,y) ® z +— (x ® 2,y ® 2),Ya € M,
ye N,ze P;

4. AQ M — M, tal que a ® x — ax,Ya € A,xv € M.

Demonstracao:Para cada item temos que construir uma aplicacao bilinear do produto M x N
e usar a “propriedade universal” do Produto Tensorial.

Por exemplo, no primeiro item, basta considerar M X N — N ® M tal que
(x,y) —y®az,Ver e M,y € N.

E trivial mostrar sua bilinearidade e assim ela induz o (tinico) isomorfismo desejado. =

Se considerarmos um homomorfismo de anéis ¢ : A — B e um B-mddulo N entao

N herda uma estrutura de A-mddulo se definirmos: ax := p(a)z,Va € A,z € N.
Lema 1.20 Se N ¢ finitamente gerado como um B-mddulo e B é finitamente gerado como

um A-modulo via ¢, entao N € finitamente gerado como A-mddulo.

Demonstracao:Suponha que y1, ..., 4, geram N como B-médulo e x4, ..., x, geram B como

A-médulo. Entao os m x n elementos da forma z;y; geram N como A-médulo. [

1.4 Modbdulos Noetherianos

Nesta secao o anel A nao é necessariamente comutativo. Todos os A-mddulos sao

A-modulos a esquerda.

Definicao 1.21 Um A-mddulo M ¢é dito Noetheriano se todo A-submddulo de M for fini-

tamente gerado.

Vamos considerar o conjunto »_ := {M; | M; é A-submddulo de M}, ordenado

parcialmente com a relacao C. Podemos estabelecer as seguintes condigoes:

1. Condicao da Cadeia Crescente: Toda sequéncia crescente M; C ... € M; C M; 4 C ...

em Y é estaciondria.
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2. Condigao Maximal: Todo subconjunto nao vazio de Y tem elemento maximal.

Teorema 1.22 Sejam Y. e C como acima, entdo a Condigio da Cadeia Crescente e a

Condi¢ao Maximal sao equivalentes.

Demonstracdgo:Vamos supor que a Condicao Maximal nao seja satisfeita, entao existe
N C > que nao possui elemento maximal e entdo podemos induzir uma sequéncia crescente
nao estacionaria em N.

Agora, considere que qualquer sequéncia (M;);>1 tem elemento maximal, digamos M,,, entao

para qualquer r > n teremos M, = M,,. [

Teorema 1.23 M ¢é um A-mddulo Noetheriano <= M satisfaz as condigoes equivalentes

acima.

Demonstracao:Vamos supor que M é um A-mddulo Noetheriano e consideraremos uma
cadeia crescente M; C M, C ... de A-submddulos de M. Seja Uzozl M, = N e sabemos que,
construido dessa forma, N é A-submoédulo de M, que por hipdtese é Noetheriano, ou seja,
N é finitamente gerado.

Entdo suponha N = Az + ... + Az,,z; € N. Como |J2, M, = N, entdo existem

My, ..., M,, tais que z; € M,,, considerando ny = max{ni,...,n,}, cada x; € M, e
portanto N C M,,, tornando a sequeéncia M, € M, C ... C M,, = M,,,, = ... estaciondria.

Vamos agora supor que N é um A-submédulo de M e > o conjunto de todos os A-
submoddulos finitamente gerados de N. Temos que ) nao é vazio, visto que 0 € >, além
disso, por hipdtese > tem elemento maximal, digamos Nj.

Se Ny # N, considere Ny + Az com x € N \ Ny, que sera finitamente gerado e Ny é A-
submodulo préprio de Ny + Ax, contradicao pois Ny é maximal. Logo N = N e assim,

finitamente gerado. [

= M o M 0 wuma sequéncia exata de A-

Proposigao 1.24 Seja 0 M’
mddulos e homomorfismos. Entao M é Noetheriano se e somente se M' e M" sao Noethe-

aN08.

Demonstra¢ao:Vamos supor que M seja Noetheriano. Seja M| C M; C ... uma cadeia

crescente de A-submédulos de M’, entdo a(M{) C (M) C ... é uma cadeia crecente de A-

submédulos de M e portanto deve estacionar, digamos em n € N, daf o(M),) = a(M, ) =

A s . / !/ ! _ = ! 4
Como « ¢é injetiva e M, C M) , C ... teremos que M, = M) , = ..., entao M’ ¢é
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Noetheriano.

Agora seja M| C Mj C ... uma cadeia crescente de A-submdédulos de M”, entao 3~(M]) C
BH(M}) C ... é cadeia crescente de A-submédulos de M e portanto existe n € N tal que
BHM)) = 7Y (M),,) = ... e, como [ é sobrejetiva entao M) = (671 (M))),Vr € N,
assim M C My C ... C M, = M., = ..., portanto M" é Noetheriano.

Vamos supor agora que M"” e M’ sdo Noetherianos e considerar uma cadeia crescente
M, C M, C ... de A-submddulos de M. Entao (a ' (M,))nen € (B(M,))nen sao cadeias
crescentes. Para algum n suficientemente grande, ambas devem estacionar e segue que
My C M,y C...C M, =M, =... e que M é Noetheriano. ]

Corolario 1.25 Se M; sao A-mddulos Noetherianos para 1 < i < n, entdo @?:1 M;

também é Noetheriano.

Demonstracao:Vamos usar a inducao sobre n e a Proposicao anterior.

Para n = 2 temos a sequéencia exata () — M — L M, ® My ™= M; —=0 e a Proposi-
¢ao 1.24 nos da que se M; e M, sao Noetherianos entao M; @& My é Noetheriano. Supondo
que My, ..., M, 1, M, e @?;11 M; sao A-médulos Noetherianos (n > 3) entao considerando
a sequéncia exata 0 —= M, —> @, M, —"~ @~ M; —=0 temos, novamente pela

Proposi¢ao 1.24, que @@, M; é Noetheriano. n

1.4.1 Anéis Noetherianos

Definicao 1.26 Um anel A é denominado Noetheriano a esquerda se € Noetheriano como
um A-maodulo a esquerda, ou seja, se toda sequéncia crescente de ideais a esquerda My C
. ©M; C My C ... € estaciondria (satisfaz a Condi¢ao da Cadeia Crescente para seus

Ideais a esquerda).

Proposicao 1.27 Sejam A um anel Noetheriano a esquerda e M um A-mddulo a esquerda

finitamente gerado. Entao M é Noetheriano (4 esquerda).

Demonstracao:Como M é um A-modulo finitamente gerado, vamos considerar myq, ..., m,, €
M tais que M = Amq + ... + Am,,. Entao

Q. A" — M

(a1,...,a,) +—  aymg+ ...+ a,m,
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¢ um homomorfismo de A-mdédulos sobrejetor, entdao M ~ A"™/Nuc(p). Considerando a

sequéncia exata (0 —— Nuc(yp) A M 0, sendo A™ Noetheriano pelo

Corolario 1.25, entao pela Proposigao 1.24 temos que Nuc(p) e M sao Noetherianos. m

Exemplo: Seja A o anel de polinomios de niimero infinito de varidveis comutativas

R[x1, o, ..oy Tpy ...] = Uis1 R[4, ..., 2], onde R onde s@o os niimeros reais e com as operagoes
induzidas pelas operacoes em R[zy, o, ..., %y, ....]. Seja I; o ideal gerado pelos elementos
Zi,....,xj. Entao [} C I C ... C I; C Ij41 C ... ¢ uma cadeia de ideais que nao estabiliza.

Entao A é um anel comutativo que nao é anel Noetheriano.

Proposicao 1.28 Seja A um anel comutativo e Noetheriano e I um ideal de A. Entdo A/I

¢ um anel Noetheriano.

Demonstracdo:Basta considerar a sequéncia exata de A-moddulos

0 [— > A—"~A/I 0.

Como A é Noetheriano, A/I é A-médulo Noetheriano e assim A/I é um anel Noetheriano.

Proposicao 1.29 Sejam A wum anel comutativo e Noetheriano, B um anel qualquer

e p: A— B um homomorfismo sobrejetor de anéis. Entao B é um anel Noetheriano.

Demonstragao:Considere o ideal Nuc(yp) e a Proposigao 1.28 nos dd que A/Nuc(p) é um
anel Noetheriano, como ¢ é sobrejetor, o Teorema dos Isomorfismos implica que B =~

A/Nuc(p), sendo entao Noetheriano. n

Proposicao 1.30 Seja A um subanel de um anel comutativo B, suponha que A seja Noethe-

riano e que B seja finitamente gerado como um A-mddulo, entdo B € um anel Noetheriano.

Demonstracao: A Proposicao 1.27 nos da que B é Noetheriano como A-mdédulo, logo, pela
definicao 1.26 segue que B é um Anel Noetheriano, pois ideais a esquerda de B sao A-

submoéddulos de B. =

Teorema 1.31 (Base de Hilbert) Seja A um anel comutativo Noetheriano e entdo o

anel polinomial Alx] é Noetheriano.
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Demonstragao:Seja J # 0 um ideal em A[z] e teremos que os coeficientes dos lideres de
polinémios nao nulos em J junto com o 0 formam um ideal I em A e, como A é Noetheriano,
I deve ser finitamente gerado. Vamos supor {ay,...,a,} o conjunto gerador de I, entdo
para cada i = 1,...,n existe um polinémio f; € Alx] da forma f; = a;z"+ termos de graus
menores. Considere r = max_;r; e {fi,..., fu} gera um ideal J' C J em Alz].

Tome um elemento f de J, f = ax™+ termos de graus menores e temos que a € I. Caso
m > r temos a = Y . wa;,u; € A, entdo f— Y " u;fiz™ " € J e tem grau menor que
m. Continuando dessa maneira, podemos subtrair elementos de J’ de f até obtermos um
polinémio ¢ de grau menor que r, e teremos que f = g+hcomh € J'. Entdaog = f—h € J.
Seja M o A-médulo gerado por 1,z,...,2"~! entdao provamos que J = (J N M) + J'. Agora
M é um A-médulo finitamente gerado, assim Noetheriano, segue que J N M também é
finitamente gerado como A-mdédulo.

Se g1, .., gm gera J N M segue que {g1, ..., gm, f1, -, [n} geram J, ou seja, J é finitamente

gerado e A[z] é Noetheriano. n

Corolario 1.32 Se A € um anel comutativo Noetheriano, entdo o anel polinomial Alxy, ..., x,]

é Noetheriano.

Demonstracao:Vamos fazer a indugao sobre n.
Para n = 1 o Teorema da Base de Hilbert nos da que Alx;] é Noetheriano. Para o passo

indutivo, basta olhar A[zy, ..., z,] como (Alxy, ..., Tp_1])[xs]. ]



Capitulo 2

Algebras de Lie

Neste capitulo vamos estudar a teoria bésica de Algebras de Lie, como sua definicao
e construcao, homomorfismos e mddulos, algebra universal envelopante, o Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt e algebras de Lie livres, que serao ingredientes importantissimos

para a demonstragao do nosso Teorema principal, o qual serd enunciado no préximo capitulo.

2.1 Algebras de Lie

Vamos iniciar definindo algebra nao necessariamente comutativa ou associativa e a

partir disto, definiremos a algebra de Lie.

Defini¢ao 2.1 Uma dlgebra (nao necessariamente associativa) é um espago vetorial A

sobre um corpo K onde € definida uma operacao bilinear denominada “produto”, da forma:

*x: AxA — A

(x,y) +— x*xy

tal que, Vr,x1,29,y,Yy1,y2 € A, a € K | temos:

1. (x1+x2) xy =21 %y + T2 %Y,
Tx (Y1 + Ya2) = T % Y1 + T * Yo,

2. a(x*xy) = (ax)xy =z * (qy).

24
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Definicao 2.2 Uma dlgebra de Lie £ é uma dlgebra nao associativa, cuja operagao produto

satisfaz:
1. xxx=0,Vzel
2. Identidade de Jacobi: (xxy)*xz+ (yxz)xx+ (zxx)xy=0,V x,y,z € L.

Notagao: Sempre que £ for algebra de Lie, denotaremos seu produto bilinear por

[, ], ou seja, teremos:

[]: £x£ — £
(z,y) +— [z,9]
L. [z,2] =0,Vx € £,
2. Identidade de Jacobi: [[z,y], 2] + [[y, 2], 2] + [[2, 2], y] =0, Vz,y,z € L.
Definigao 2.3 Uma subdlgebra & de £ é um subespaco vetorial de £ fechado para a

operagdo produto, assim ¥ x,y € & | temos [x,y] € &. Tal subdlgebra serd denotada por
G <L

2.2 Construcao de uma Algebra de Lie a partir de uma Algebra

Associativa

Definigao 2.4 Uma dlgebra A € dita associativa se seu produto respeita a

Lei da Associatividade: (xxy)*z=x % (y*2),V z,y,z € A.

Exemplo: Lin(V,V), as transformagoes lineares de um espago vetorial V. em V

sobre um corpo K, munida da operacao composicao é uma algebra associativa.

Tomemos uma algebra associativa A sobre K e definimos o Produto de Lie ou

Comutador como:
[zl =z xy —y*xa,VaycA

Lema 2.5 A munida com tal produto é uma dlgebra de Lie e serd denotada por A7),

Demonstragao: Consideremos z,y,z € A e a € K temos que [ , | é bilinear. De fato,
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L. [x4y,2] = (x4y)*z—z*(x+y) = vrztyxz—zxr—2xy = (vxz—z2x2)+(y*x2—2%y) =

[z,2] + [y,2] (andlogo na outra coordenada).

2. afz,yl =alzxy —yxz) =alx*xy) —alyxx) = [az,y] = [z, ay].

3. Também [, ] é Produto de Lie, pois;
o [zx]=xxrx—xxx=0
o [zl 2] + Iy, 2] 2] + [z, 2] y] = (wry —yra)xz—zx(zxy —yxx)+ (yrz—2x

y)xx—xx(yxz—z*xy)+(zxrx—xx2)xy—y*x(zxr—x*x2)=0. .

2.3 Representacoes e £-Moddulos

Vamos agora estudar um recurso muito utilizado nos estudos em Algebra: as
Representacoes. Trata-se de “representar”os objetos que estamos trabalhando por outros
que ja conhecemos e temos propriedades que facilitam o trabalho, como por exemplo, a
Algebra das Transformacoes Lineares. Porém, para tal, é necessario garantir que o novo
objeto preserva a estrutura do inicial, garantia essa nos dada pela nocao de Homomorfismo.
Além disso, vamos introduzir a no¢ao de £-Médulo. Na subsecao 2.4 vamos estudar algebras
universais envelopantes 4(£) e verificar que £-mddulos podem ser vistos como U(£)-médulos

usando a teoria de médulos sobre anéis associativos do Capitulo 1.

Definicao 2.6 Sejam £, e £9 duas dlgebras de Lie. Um homomorfismo de dlgebras de

Lie é uma aplicagao K-linear ¢ : £, — £, tal que ¥V x,y € £4 :
o([z,y]) = [e(x), 0(y)].

Lema 2.7 (Algumas propriedades dos homomorfismos:) Seja ¢ : £, — £, um homomor-

fismo de dlgebras de Lie, temos entao que:

]' @(021) = O,QZ,

2. p(=(l)) = —p(l1).

Demonstracao: Sejam Og , Og, 0s elementos neutros de £, e £,, respectivamente e —I; o

elemento oposto de [; € £,. Entao temos;

L ¢(0g,) = #([0g,, 0¢,1) = [#(0g,), p(0g,)] = Og.;

2. p(h) +¢(=(h) = ¢(l + (=(l)) = ¢(0g,) = Og,. Dal, p(=(h)) = —¢(l).
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Definicao 2.8 Uma representacao de £ é um homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ de £
em Lin(V, V) assimV 1, I € £, 2 € VeacK temos:

1. o(l + o) (x) = @(h)(7) + p(l2) (2);
2. p(ali)(z) = ap(l)();

8. ([, l2])(x) = @(l)p(l2)(z) — (la)e(l1)(z).

O espaco vetorial 'V é dito espago de representagao de L.

Exemplo: Seja £ uma algebra de Lie. Entao

ad: £ — Lin(g, L)
I — ad;: £ — £

m — [l,m]

é uma representacao de £ sobre o espago vetorial £, chamada de Representagao Adjunta.

Definicao 2.9 Um £-moddulo a esquerda € um espago vetorial M sobre K com uwma operagao:

LxM — M

(l,m) +—— Im ,satisfazendo :
1. (ll + lg)m = (llm) + (lgm),v li,lo € £ eme M;
2. l(my +mg) = (Imy) + (Img),V 1 € £ e my,ma € M;
3. [ll,IQ]m = ll(lgm) — l2(llm),v ll, l2 el emée M,’

4. Sea K le L me M, entio (al)m = a(lm).

A operacao serd chamada de £-acao e do mesmo modo podemos definir

um £-modulo a direita.

Exemplo: Tomando-se M = £ (olhando a algebra de Lie £ como um espago

vetorial), temos um £-Mdédulo com £-acao dada pelo produto de Lie & esquerda,

gLxM — M

(lm) +— [l,m] , produto em L.
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Definicao 2.10 Seja M um £-modulo. Um subespago vetorial S de M é um £-submodulo
de M se for um £-maodulo com respeito as suas operagoes, isto €, se a £-acao de M restrita

a S ainda for uma L£-acao.

Definicao 2.11 Sejam M, N dois L£-mddulos. Dizemos que uma aplicacio K-linear

¢ : M — N é um homomorfismo de £-mddulos se ¢(Im) = lp(m) para VI € £,m € M.

Lema 2.12 Seja ¢ : M — N um homomorfismo de £-maodulos, entao:
1. Nuc(p) ={m e M| p(m) =0} é um L-submddulo de M;

2. Im(p) ={n € N|n=p(m)} para algum m € M} é um £-submddulo de N.
Demonstracao:
1. Sejam m,my € Nuc(yp) el € £, entdo, ¢(Im) = l(p(m)) =10 = 0, assim Im € Nuc(p).

Também, p(m+my) = p(m)+@(m;y) =040 = 0, assim m+m; € Nuc(p). Portanto
Nuc(p) é um L-submédulo de M.

2. Sejam n,ny € Im(p), entdo existem m,m; € M tais que, p(m) =n e p(my) =ny e
entdo, p(m +my) = o(m) + @(my) = n +ny, assim n 4+ ny € Im(p).
Também, VI € £ temos In = lp(m) = ¢(Im), assim In € Im(p). Portanto Im(p) é

um £-submodulo de N. =

Definicao 2.13 Sejam M um £-modulo e N um L£-submddulo de M. Entao
M/N:={m=m+ N |me M}

¢ o conjunto das classes laterais de N em M.
(Assimmy =Mz < mi+ N=my+ N&my—my € N )

Lema 2.14 M/N ¢é £-mddulo com operagoes induzidas pelas operagoes de M e
m: M — N definida por m(m) =m =m+ N é homomorfismo de £-mddulos.
Demonstragao: Sejam m,m; € M e m,m; € M/N. Entao:

my=my =>m;+N=me+N=my —my € N=1I1m —ms) € N=1Imy—Ilmsy €
N = lmq + N =lmy + N = Im; = lm,.

Analogamente, se My = My, ] = Ny = My + N1 = Moy + Na, portanto as seguintes operacoes
de M/N induzidas pelas operagdes de M sao bem definidas:
m+m; = (m+N)+ (m +N)=(m+mq) +N=m+m; € M/N. Também,
Im=1(m+N)=(m)+N=ImecM/N,VI € £ o
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Definicao 2.15 Um subespaco vetorial I de £ serda chamado de ideal de £ se ¥V | € £,
[I,I] C I. Observamos que numa dlgebra de Lie, [z,y] = —[y, x| para Vx,y € £, portanto
11, I] C I implica [I,1] C I.

24 Algebras Universais Envelopantes

Considerando uma algebra de Lie £, construiremos uma algebra associativa (L)
que “contém” £ (no sentido de que £ estd mergulhada), de forma que toda representacao
de £ se estende a uma representacao de 4(£) e £ ¢é subalgebra de Lie de $1(£)).

Definigao 2.16 Seja £ uma dlgebra de Lie . Um par (U(L),i), onde (L) € uma dlgebra
associativa e i : £ — (U(£))) € um homomorfismo de dlgebras de Lie, ¢ dito Algebra
Universal Envelopante de £ se dada qualquer dlgebra associativa A e um homomorfismo
de dlgebras de Lie 0 : £ — A7) existe tinico homomorfismo (de dlgebras associativas)

0 (L) — A tal que 0 = 0'i; isto €, o diagrama abaizo € comutativo.

S
7

Observagao: Vamos demonstrar na Secao 2.5 que ¢ ¢é inclusao, justificando a

notacao acima.
Assim, dada qualquer representacio 6 : £ — (Lin(£,£))7) existird tnico
homomorfismo de édlgebras associativas 6’ : U(L) — Lin(L, £) que fard comutar o dia-

grama abaixo:

S
/

N
Lin(£, £)

0

Vamos escrever simplesmente algebra universal para a algebra universal envelopante.
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Teorema 2.17 (Propriedades da Algebra Universal) Seja £ uma dlgebra de Lie e
(U(L),7) uma dlgebra universal de £. Entdo:

1. Cada duas dlgebras universais ($4(£),17) e (B(L),0) de £ sao isomorfas.
2. (L) € gerada por i(L) como dlgebra associativa.

3. Se £ e £, sao duas dlgebras de Lie tais que existe o : £ — £,, um homomorfismo
de dlgebras de Lie, entao existe unico o' : U(L) — U(L,), homomorfismo de dlgebras

associativas entre suas dlgebras universais que estende .

4. Sejam I um ideal em £ e R o ideal em U(L) gerado por i(I).  Entdo
j o L/I — (UWL)/R)T), tal que | + I — i(l) + R,Y | € £, é homomorfismo
de dlgebras de Lie e ML)/ R ¢é dlgebra universal de £/1.

5. Existe um unico homomorfismo de dlgebras associativas:

§ioU(E) — (L) @U(L)

_ _  ,Vae kL
ila) +— d(la)®@1+1®i(a)
Demonstra¢ao:Vamos considerar £ uma algebra de Lie, entao;

1. Sejam ($4(L),7) e (B(L),0) duas algebras universais de £. No diagrama comutativo

abaixo

~
/

)

temos que, das propriedades universais de H4(£) e B(L) seguem respectivamente, que
existem tnicos ¢ : YU(L) — B(L) tal que 0 = i'i e 7 : B(L) — U(L) tal que
i = j'0. Mostremos que ¢ é isomorfismo com inversa j’. Para isso considere o di-

agrama comutativo
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e como B(L) tem a propriedade universal e idgp(g) faz comutar o diagrama, segue da
unicidade que 7'j" = idg(g). Analogamente, j'i' = idyg). Portanto, i é isomorfismo
com inversa, 7' e (L) ~ B(L).

2. Sejam B :=subdlgebra associativa de (L) gerada por i(£) e a a inclusdo de B em
U(L). Seja i’ : U(L) — B o tnico homomorfismo de dlgebras associativas tal que

i'i = i. Entao, ai’ : (L) — U(L) e o diagama abaixo serd comutativo,

U(L)
J \§ o N
e S Sy

1

Considerando o diagrama comutativo;

SU(e

N
N
N

. N o’
7 N

N

N
N
Q

g

e pela unicidade da extensao de ai temos que i’ = idy(g). Entao o é isomorfismo com

inverso 7’ e B = U(L).

3. Sejam £, e £, duas élgebras de Lie com (U(L,),41) e (U(L,),72) suas respectivas
algebras universais e o : £, — £, um homomorfismo de algebras de Lie. Assim,
v @ £, — 11(22)(_) ¢ um homomorfismo de algebras de Lie e dai existe um tnico

homomorfismo de élgebras associativas o : (£,) — U(L,) tal que /iy = isa.
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4. Para mostrar que j ¢ homomorfismo de dlgebras de Lie, basta considerar o homomor-
fismo de dlgebras de Lie ¢ : £ — (U(£)/R)) tal que, | — i(l) + R,V I € L e
observar que i(I) C R, entao ¢(I) = 0, induzindo assim o homomorfismo j de édlgebras
de Lie .

Seja A uma dlgebra associativa qualquer e § : £/I — A) um homomorfismo de
algebras de Lie.

Considerando a projecdo canonica 7 : £ — £/I temos que 7 : £ — A & ho-
momorfismo de élgebras de Lie (por se tratar de composta de homomorfismos), e pela
propriedade universal de (L) segue que existe ()" : U(L) — A homomorfismo de
algebras associativas tal que 67 = (07)"i.

Temos assim que I C Nuc(fr) e dai R € Nuc(f7)', o que induz o homomorfismo de
algebras associativas ' : 4(£)/R — A, onde u + R —— (07)'(u), Vu € U(L) e temos
que O(I+I) = (Om)(1) = (O7)'i(l) e também ¢'j(I+I) = ¢'(i(1)+R) = (6n)"i(l) = 6(I+1),
dai 6’5 = 0.

Precisamos mostrar que 6’ é tinico. Mas isto segue do item (2) deste teorema obser-
vando o fato que 0'(l+ 1) =i(l) + R,VI+ I € £/I, ou seja, j(£/I) gera U(L)/R como

K-4lgebra associativa.

5. Basta considerar o homomorfismo de dlgebras de Lie d; : £ — (U(£) ® U(L))), tal
que a — i(a) ® 1+ 1®i(a) e observar que § é o homomorfismo dado pela propriedade

universal. -

2.5 Construindo a Algebra Universal Envelopante

Nesta se¢ao, vamos construir uma élgebra universal envelopante 4(£) a partir de
uma &lgebra de Lie £. De acordo com o item(1) do Teorema 2.17, que trata da unicidade

da algebra universal, teremos construido “a” Algebra Universal (L) de L.

Seja £ uma &lgebra de Lie, porém vamos considera-la como espaco vetorial sobre

K e assim podemos tomar a dlgebra tensorial €, que é definida como:
T=1Ka Lo Lo LlD..oLd...,comL=£LR®..QL,ivezes.

Nesta secao o produto tensorial é sobre o corpo K e £¢ por definicao é £ @k £.
O produto (tensorial) em ¥ é dado sobre os tensores puros por:

(11®.0%). (N ®..0Y) =21 ® ... T, QY @ ... ® Yj.
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Definimos R o ideal em % gerado por todos os elementos da forma:
la,b) —a®b+b®a, a,b € £, e tomemos U = T/R e i a restricio do homomorfismo
canonico de T em U a £ = £, i: £ — 4 tal que, [ — [ + R. Assim, para quaisquer
a,be L

i([a,b]) = [a,b]+ R = (a®b+b®a)+ R =i(a)i(b) —i(b)i(a) = [i(a),i()], portanto
i: & — 4) é um homomorfismo de élgebras de Lie.

E importante observar que dessa maneira temos [a,b] = ab — ba em
U =%F/R,V ab e i(f). Construida a algebra § = T/R, vamos mostrar que satisfaz a

condicao universal.

Teorema 2.18 U =T/ R € dlgebra universal de £.

Demonstracao: Antes de comecar a demonstracao, vamos lembrar a propriedade que carac-
teriza a algebra tensorial: para qualquer K-algebra associativa A, cada 6 : £ — A, homo-
morfismo de espagos vetoriais, pode ser estendido a um tnico homomorfismo de dlgebras

associativas 6 : ¥ — A que torne o diagrama abaixo comutativo

<

.

Seja {u;j}je; uma base para £ como espaco vetorial. Os “monémios de grau n”
{uj, ® ... ® u;, };,es formam uma base para £" = £® ... ® £, n vezes, e uj, @ ... d u;, =
Ugy, @ ... Quy, & 7 =k, Vi=1,....n.

O elemento 1 e os monomios de graus 1, 2, 3, ... definidos acima formam base para T como
espago vetorial.

Seja 0 : £ — A um homomorfismo de espacos vetoriais. Definimos 0" : ¥ — A nos ger-
adores de forma que 0”(1) =1 e 0" (uj, ® ... ® u;,) = 0(uy,)...0(u;,) e segue, por definigao,
que 0" é homomorfismo de algebras associativas onde 6”(a) = 6(a),V a € £.

Agora, vamos supor que 6 : £ — A7) é um homomorfismo de dlgebras de Lie e #” a sua
extensao a ¥, isto é, tomando o diagrama anterior, se a,b € £ temos:

0" ([a,b] —a®b+b®a) = 0"([a,b])—0"(a)0”(b)+0"(b)0"(a) = 0([a,b]) —6(a)d(b)+0(b)0(a) =
([0(a), 0(b)]) — 0(a)0(b) + 0(b)0(a) = 0.
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Assim, os geradores de R estdo no Nuc(0”) e induzimos um homomorfismo ¢’ : ¥/R — A
tal que 0'(i(a)) = ¢'(a+R) = 0"(a) = 6(a),Va € £. Como a algebra tensorial T é gerada
por £, temos que 4 é gerada por i(£) e dai segue a unicidade de #’, lembrando que ele foi
definido nos geradores e quaisquer dois homomorfismos de dlgebras associativas que coin-

cidem no conjunto gerador sao iguais. Portanto, 4 = T/R é dlgebra universal de £. [

Agora sim, ja temos a construgao da Algebra Universal $(£) para qualquer algebra

de Lie £ dada, e por resultados anteriores, temos que ela é tinica a menos de isomorfismos.

2.6 O Teorema de Poincaré-Birkoff-Witt

Aqui, o nosso objetivo principal é encontrar uma base para (L) = T/R.

Ja sabemos que se {u; | j € J} é base para £ entdo os monoémios de grau n,

uj, ® ... ® uj, formam base para £",n > 1.

Vamos supor que J seja um conjunto ordenado e com isso vamos introduzir uma

ordem parcial no conjunto dos monomios de qualquer grau n > 1.

Seja um monomio u;, ® ... ® u;,, nosso objetivo ¢ definir um indice para ele. Para

{ 0, se ji<ji
Nik = ) .
17 se 7 > Jks

tanto seja

e o indice sera:
ind(uj, ® ... Qu;,) = Z Nik-
1<i<k<n
Na realidade, podemos perceber que este indice “conta”’ quantos fatores do monémio
estao desordenados, ou entao, quantas permutacoes seriam necessarias para ordenar o

monomio.

Assim ind(uj, ® ... @ u;,) =0 < j; < ... < j, e os monomios com tal propriedade

sao ditos Monomios Padrao.
Temos que

1+ind(uj1 ®...®Ujk+1®Ujk®...®an)7 se jk+1 <]k
ind(uj, ®...Qu;, Qu;, ,, ®...Qu;, ) = ind(u;, @ ... Q@ uj, | @uj @ ... Quy,), se  Jk = Jri1
-1tind(u;, @ @ Uj,, DU D . DUy, ), S€ a1 > Tk



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE 35

Lema 2.19 Todo elemento de ¥ € congruente (mod R) a uma combinagao de 1 e monémios
padrao.

Demonstracao: Observe que é suficiente trabalharmos com monomios, entao vamos ordena-
los pelos seus graus e, em seguida pelos seus indices.

Consideremos um monomio nao padrao uj,...u;, e assumimos que o resultado vale para

os de menor grau de também para os de menores indices. Supomos jr > Jri1 e dai
U, ®...Quy, = (U, ®...Qu;,,, AUj, @...Quj, )+ (U, ®... @ (uj, Quj, | — s, DU, ) ®... AU, )
e Como Uj, & Uj,, — sy, @ uj, = [uj,, w5, ](mod R), uj, @ ... @ uy, = (u), ® ... Qujp ., ®
Uj, @ ... @ uj,) + (U, @ ... @ [wy,, u5,,,] ® ... @u,, )(mod R).

Observamos que uj, ® ... ® [uj,, uj, ] ® ... ® u;, é combinagao linear de monoémios de grau

n—1equeu; ®..Quj;,  Quj @..Quj, tem indice menor do que uj; ® ... du;,. =
Queremos provar que as classes de equivaléncia de 1 e dos monomios padrao sao

linearmente independentes e teremos que elas formam base para L(£) como espago vetorial.
Vamos definir:

1. B, := espago vetorial com base {u;,...u;, | i1 < ... <ip,i; € J}
2. B=1KSB, 0B, 0..0B;0 ...
Lema 2.20 FExiste uma aplicacao linear o : T — B tal que;
1. o(1) =1.
2. o(uj, @ ... @uj,) = uj,...uj,, seiy < ... <,

8 o(uj, ®...Quj Qujy, ®...Quj, ) —o(uj @ ... QU | Ouj @ ... Quy,) = 0(uj @ ... ®

[ujk7ujk+1] ®.® U’jn)'

Demonstracao:Nessa demonstragao, vamos escrever £, para £". Vamos fixar (1) = 1 e
considerar £,; o subespago de £, gerado pelos monomios de indice menor ou igual a j e
supor que o seja definida para 1K @ £,... & £, .

Estenda o linearmente a 1K@ £,... & £,_, S £, requerendo que o(uj, @...Qu;, ) = uj, ...u;,
para u;, ®...Qu;, € £,. Agora, vamos assumir que o estd definida para 1K@ £,... & L,
e seja uj, ® ... ® u;, um monoémio de £,; tal que ind(u;, ® ... @u;,) =1 > 1.

Suponha que j; > jri1 € entao estabelecemos:

(%) o(uj, ®...0u;,) = o(u, @...Quj,,, Duj, @...Qu;, ) +o(uj @...80 [uj,, u,, ] Q... Qu;,).
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Observemos que as parcelas envolvidas estao em 1K@ £,... & £y, @ Lyis.

Temos que mostrar que esta “decomposicao” ¢ independente da escolha do par

(jis Jis1)sdi > Jrsr- Para isso, seja (ji, jie1), outro par tal que j; > ji1 e podemos ter

trés casos:

> kE+1
l=k+1

i<k +1

. Comutando primeiro j; e depois j; em (*), temos:

o (U, ®...0U;, Quj, ,, ®...QU;, DUy, , ®...Qu;, ) = 0(uj ®...Qu;,,, Qu;, ®...Qu; Quj,, | &
L ®uy,) Fo(uy @@ ug,, ] ® .. Quy, ®uy,, ®..Quy,) = o(uj ®...Quj,,, Quj, ®
QU BUy®... AU, ) F o (U, @ Uy, Oy, @ ... @ [ug, uj, ] ®...Qu;, ) +0o(u), ®...®
[, Uy 1] @ UG, Uy, @@y, )+ 0 (Uj, @ @ [y, U, ] @ @ [uy, w5, | ©...Quy, ).
De maneira analoga, comutando primeiro j; e depois j; teremos:

o(u, ®...Q0u;, uj, | ®...0U; Qu;,, @...0u;,) = 0(u); ®...0u;, Quj,,, @...0u;, &
U, @...QU;, ) +0(u) ®...Qu;, Uy, ®...Q ), uj,, |®...Qu;, ) = o(uj ®...Qu;,,, Qu;, &
e ®Uj,, By ® .. @ U, ) o (U ® .. @ [uy, uj, ] By, Uy ®...Quy, ) o (i), ®..®
Ujpe,, DU, D@ [, Ujy | ® .. @y, ) F0(Uj, @@ U, Uy ] @ [y, 1y, | @ ... Quy, ).
Segue que tal decomposi¢ao independe da escolha de tais pares e por inducao sobre n

vemos que o estd bem definida neste caso.

. Agora temos w;, > uj, = uj, > U .

Comecando a comutar por u;, temos:

o(uj, ® ... Quj, Qujy,, Quj,, ®...Q0u;,) = o(u;; ®...Quj,, @uj, Quj,, @...Qu;, )+
o(uj, @ ... ® [ug,, uj, | ®uj,, ®@...Qu;,) = o(uj; ®...Qu;,,, ®uj,, Quj, ... Dy, ) +
o(uj, @ ... @uj,,, @ [uj,, U5, ] @ ... @uy,) +o(uj ® ... Q [w,, uj, ., | Quj,, ®...Q0wu;,) =
o(uj, ®...Quj,, Auj,,, Quj ®...Qu;, ) +0(uj; ... Q [uj,,uj,, ] Quj ®...Qu,, )+
o(uj, ® ... @uj,, @ [, 5, ] @ ... @uy, ) +o(uj ® ... @ [ug,,uj,, | @uy,, @ ... @uj,).

Também de modo andlogo, comutando primeiro jj4; teremos que: o(uj, ® ... ® uj, ®
Ui @ Ujpyy ® o @ U, ) = 0(uj, @ o @ U @ ujyy @y ® @ uy,) +0(uy, ® ... Q
W, ® (W1, Uiy ] ® o @ wy,) = 0 (U, @ . @ Uy, @ Uj, O Uy, @ @ uy,) +0(uy ®
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e ® [, g, ] @ Uy, @ @ uy,) Foo(uy @ @ ug, @ (U, WL, ® L ®uy,) =
o(uj, @ ... Quj,, Ouj,,, Quj, ®...Qu;,) +0(uj ... Quj,, @ [uj,, uj,,|®...Qu,;,)+
O'(Ujl ® ® [ujk7ujl+1] ® ujk-H ® ® an) + O'(Ujl ® ® ’Lij ® [ujk+1’ujl+1] ® ® U,jn.

Porém, temos que a diferenca entre essas duas igualdades se anula, basta observar
que os primeiros termos sao iguais e a hipétese de inducao permite comutar os demais
termos, seguindo assim de tal diferenca a expressao:

U(ujl ®..Q [ujk7 [ujk+17 ujz+1]] ®..Q ujn) + U(Ujl ®..Q [U’jk+17 [U’jl+17 u]k” ®...&® ujn) +
U(ujl ®.. [ulerl’ [ujm ujk+1]] ®..Q ujn)3

expressao esta que pela Identidade de Jacobi resulta em o(0) = 0.
3. O terceiro caso é semelhante ao primeiro.

Assim ¢ é bem definida e também o conjunto é linearmente independente. [

Teorema 2.21 (Poincaré-Birkhoff-Witt) As classes de equivaléncia do 1 e dos mondmios

padrao formam uma base para U(L).

Demonstragao: O lema (2.19) nos garante que qualquer classe de equivaléncia é com-
binagao linear de 1 + R e das classes dos monomios padrao. Ja o Lema 2.20 nos da que
existe o : ¥ — B linear e é facil ver que R é combinacao linear de elementos da forma
(uj, ® ... @uj,) — (uj @ ... Uy, Ujy @ ... @y, ) — (uj; @ ... @ [ug,,u5,,,] @ ... ®uy,).
Assim o anula tais elementos e temos o(R) = 0 o que induz uma aplicagao linear
T/R — 9B e como acontecem (1) e (2) do lema (2.20), a induzida é tal que 1 + R+— 1 e
(uy ® ... @u;,) + R— .y,

Como as imagens dos monomios padrao e 1 sao linearmente independentes em B, temos

também a independéncia linear dos monomios padrao e 1 em 4U(L). ]

Corolério 2.22 A aplicagio i : £ — (L) € injetora e 1IK(i(L) = 0.
Demonstragdo:Seja {uy, ..., up, ...} uma base de £, assim lyg) =1+ R ei(u;) = u; + R
sao linearmente independentes. Dessa forma, ¢ é injetora, pois associa conjunto linear-

mente independente a conjunto também linearmente independente, mais ainda, temos que

1K i(£) = 0. "

Corolario 2.23 Seja £ uma dlgebra de Lie e (L) sua dlgebra universal. Entao:

1. Se & < £ (subdlgebra de Lie), entio (&) € subdlgebra associativa de (L) gerada
por G.
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2. SeJa L (ideal), entao £/3 pode ser identificado com (£ + R)/R, com R :=ideal em
U(L) gerado por T e U(L/T) = U(L)/R € dlgebra universal para £/7.

Demonstracao:

1. Vamos escolher {u; | j € J} uma base ordenada para £ tal que J = KUL, KNL = 0,
k<lsekeKeleLe{u, |k e K} ébase de . Seja 2 a subdlgebra de (L)
gerada por & e o teorema 2.21 nos garante que 1 e os monomios padrao wug, ...ux, com

k; € K formam uma base para 2. Portanto 2 é algebra universal de G.

2. Sejam J um ideal em £ e R o ideal em 4U(£) gerado por J. O item 4 do teorema 2.17
nos garante que (U(L)/MR, j) é dlgebra envelopante para £/J onde j é o homomorfismo
dado por j : £/ — U(L)/R tal que a +T — a + R, Va € £. Pelo corolario 2.22 j é
injetora e assim podemos identificar £/J com (£ + R)/R C U(L)/R, cujos elementos
sao do tipo a + R para a € £ e que tem base {u; + R | [ € L} como espago vetorial.
Pelo teorema 2.21, 1+9R e 0os monoémios padrao uy, ...u;, +R formam base para LU(£)/9R.
Se © é o subespaco gerado por 1 e pelos monomios padrao entao ® NR = (. Note

que qualquer monomio da forma wg,...ug w, ..., com s > 1 et > 0 estao em R e

t

juntamente com o 1 e wy,...u;, (padrao) constituem todos os elementos da base padrao

de (L), constituindo uma base para fR. -

Corolario 2.24 Seja U, o ideal em U(L) gerado por £. Entio U(L) = 1K & L,.

Demonstracao:Basta tomar J = £ na segunda parte do corolario anterior e observar que o

ideal U, gerado por £ em H(L£) tem como base os monodmios padréo wu;,...u; e como tais

r

monomios junto com o 1 sdo base para U(L) temos que U(L) = 1K & LU,. n

Definicao 2.25 Uma representacao ¢ da dlgebra de Lie £ € dita fiel se Nuc(p) = {0}.

Corolario 2.26 Toda A/lgebm de Lie tem representacao fiel por transformacoes lineares.

Demonstracao:Como i : £ — (L) é injetora e como toda algebra associativa tem repre-

sentacao fiel via transformacoes lineares segue o resultado. [

Corolario 2.27 A aplicacdo diagonal

5o UL — (L) ®UL)
i(a) +— ila)®1+1®i(a)’

¢ injetora.
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Demonstragao: Sendo (L) = 1K, e a unidade do corpo K igual a 1, temos U(L)RU(L) =
(IK® i) @ (IKd ) = (10 1)K (1K ® Us) & (U ® 1K) P (L ® ih,). Se a € £ entao
da)=a®1l+1®aed(l)=1®1.

Como U, ® U, é ideal em U(L) ® LU(L), por inducdo em r temos:

Oy ethy,) = gy tly, @ 14 1@ uyy..uy, (mod (U @ Usy)),

para qualquer monémio padrao em 4(£).
Segue que o conjunto das imagens da base canonica via ¢ é linearmente independente, logo

0 ¢é injetora. [

2.7 Algebras de Lie Livres

Podemos formular a nocao de &dlgebra de Lie livre gerada por um conjunto

X ={z; | j € J} usando um tipo de propriedade universal.

Definicao 2.28 Seja (§(£),i) um par onde F(L) é uma dlgebra de Lie e i : X — F(£L)
¢ uma aplicacdo tal que, se existe 0 : X — £,, com £, uma dlgebra de Lie, entao existe
inico homomorfismo de dlgebras de Lie ' tal que o diagrama abaizo seja comutativo , ou

seja, existe unico homomorfismo de dlgebras de Lie tal que 6 = 0'i.

Dizemos que §(£) tem base X.

A mesma definicao pode ser considerada tomando uma dlgebra associativa A qual-
quer a fim de obter a algebra livre associativa (§,7) onde § é uma algebra associativa. E

simples construir uma algebra associativa livre a partir de um conjunto X.

Vamos considerar M um espaco vetorial sobre K com base X, sua algebra tensorial
§=F=1KoMoMeM)&d..o M®..M)® ... ei: X — F a aplicagdo inclusao.

Tome uma aplicagao 0 : X — A. Pela propriedade universal da algebra tensorial e pelo
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fato de que X é base de M, ja temos que existe tinico homomorfismo de algebras associativas

0" que faz o diagrama comutativo

~
Ve

A

Dai § é uma élgebra associativa livre e dizemos que X é base de §.

Teorema 2.29 (Witt) Sejam X um conjunto arbitrdrio, § uma dlgebra associativa livre
com base X e F(£) a subdlgebra de Lie de ) gerada por X. Entdo:

1. (L) € uma dlgebra de Lie livre com base X.

2. § € a dlgebra universal de F(L).

Demonstrag¢ao:Vamos considerar § uma algebra associativa livre com base X, onde X é um

conjunto arbitrario.

1. Seja F(£) a subdlgebra de Lie de §) gerada pelo conjunto X e consideremos uma
aplicacao 0y : X — &, com & sendo uma algebra de Lie e 4 sua 4lgebra universal,
assim pelo Teorema 2.21 temos que U contém &. Podemos entao considerar 6, como
uma aplicacao de X a U e assim estendé-la a um homomorfismo 6 de § a 4. Além
disso, # é um homomorfismo de algebras de Lie =) — U) e como aplica X em &,
a restricao de 6 & subélgebra de Lie §(£) de §~) gerada por X é um homomorfismo
de Lie de §(£) em &.

Assim 6, pode ser estendida a um homomorfismo 6 de F(£) em & e, como X gera F(£),

6 ¢é unico. Portanto §(£) é uma algebra de Lie livre com base X.

2. Seja U uma dlgebra associativa e 0 : F(£) — U7 um homomorfismo de 4lgebras de
Lie. Entao existe um homomorfismo de algebras associativas 0 de § em &l que estende
a restricao de 6 a X. Entao 0 é um homomorfismo de dlgebras de Lie de £07) em
4 ¢ entdo a restrigao @ de 6 a F(£) ¢ um homomorfismo de F(£) em U). Como
6 = 0’ no conjunto gerador X segue que sao iguais e dessa forma estendemos # a um
homomorfismo de § em 4. Como §F(£) gera §, esta extensao é tunica e entdo § é a

algebra universal de F(£). .



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE 41

Vamos restringir nossa atengdo para o caso em que X = {xy,...,2,}, entao,

M=Kz;®..0Kz,eF=1KeMd (MeM)® ... e denotemos § = K{zy,...,x,}.

Assim § ¢é graduada com M, = M ® ... ® M (m vezes), o espago de elementos
homogéneos de grau m, uma base para esse espaco é o conjunto dos monomios da forma

Tiy Ty, 45 = 1, ..., n, dal dim M, = n".

Definicao 2.30 Nas condi¢oes do teorema anterior, a € § € dito um elemento de Lie se

acFL).

Neste momento nosso objetivo é estabelecer um critério para checar quando um

elemento de § é um elemento de Lie.

Teorema 2.31 (Friedrichs) Seja § = K{z1,...,z,} a dlgebra associativa livre com base
{1, ...,z } sobre um corpo K de caracteristica 0. Entao a € § € um elemento de Lie se e

somente se 6(a) =a®1+1®a, com d a aplicagio diagonal definida anteriormente.

Demonstragao:Temos que [a® 1 +1®a,b®@1+1®b] = [a,0] ® 1 +1® [a,b], assim o
conjunto dos elementos a € F tais que §(a) = a® 1+ 1 ® a é uma subalgebra de Lie de F)
que contém {z1, ..., z,}, e assim contém F(L).

Seja {y1, .., Yn, ...} uma base de F(£) como espago vetorial. Como § é dlgebra universal de

3(£), os elementos y¥'y42...ykm m arbitrdrio, k; > 0 formam uma base para §.

Assim os produtos (yF'ys2..yF) @ (yhyR..y) formam uma base para § ® § e temos que:

S syl ) = S(y)o () 0(ykr) = (n ©1+104)" (1@ 1+ 1@ y). (Y@ 1+18
Ym)Fm = Y1y Y @ LR T sy Oy Rayy YT Y @Yt Ry 7y @
Ym + (*x), onde (**) representa uma combinagao linear de elementos da base da forma
(% i) @ (yhy2..ylt) com ST 1; > 1. O segundo, através do (m + 1)-ésimo termo nio

aparece nas expressoes deste tipo para os outros elementos da base y]'y3...47*. Segue que,

a fim de que §(a) seja combinacéo linear de elementos da base da forma yf'ys2. . ykm @ 1 e
1 ®yf1y§2...yﬁlm é necessario que na expressao de a em termos de elementos da base aparecam
somente yi'yb?...yFm com um k; = 1 e os demais k; = 0 com coeficientes nao nulos. Isto

significa que a é uma combinagao linear de y;, assim a € §(£). [



Capitulo 3
Apresentacao finita de £

Neste capitulo vamos apresentar nosso teorema principal, introduziremos as notacoes

e comegaremos a reescrever o artigo estudado [4], dando os detalhes das conclusoes obtidas.

3.1 O Teorema Principal

Durante este trabalho demonstraremos a parte (3) = (1) no seguinte Teorema:

Teorema 3.1 Seja £ uma dlgebra de Lie finitamente gerada sobre o corpo K. Suponha que
£ tenha um ideal abeliano A tal que £/A tem dimensao finita como espago vetorial. Seja

R a dlgebra universal envelopante de £/A. Entao sao equivalentes:

1. £ € finitamente apresentdvel como dlgebra de Lie;
2. O quadrado exterior ANA € finitamente gerado como R-mddulo sobre a a¢ao diagonal;

3. O quadrado tensorial AQ A € finitamente gerado como R-mddulo sobre a agao diagonal.

Neste teorema, é possivel mostrar (1) = (2) usando propriedades homoldgicas de
algebras de Lie e a demonstracao de (2) = (3) foi feita em [6] usando métodos diferentes dos

que usaremos aqui. A partir de agora, como ja foi dito, nossa meta é demonstrar (3) = (1).

Vamos entao reescrever:

Proposicao 3.2 Seja £ uma dlgebra de Lie finitamente gerada sobre o corpo K. Suponha

que £ tenha um ideal abeliano A tal que £/A tem dimensdo finita como espago vetorial.

42
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Seja R a dlgebra universal envelopante de £/A. Suponha também que o quadrado tensorial
A® A € finitamente gerado como SR-mdédulo sobre a agao diagonal. Entao £ é finitamente

apresentdvel como dlgebra de Lie.

Observamos que uma algebra de Lie () que ¢ finitamente gerada e abeliana (isto é
[Q, Q] = 0) tem dimensao finita.

Definicao 3.3 Uma dlgebra de Lie que é extensao de abeliana por abeliana € dita metabeliana.

Em particular o Teorema 3.1 é valido para dlgebras de Lie finitamente geradas e

metabelianas.

3.2 Ideais e Algebras Envelopantes

Sejam £ uma algebra de Lie sobre o corpo K com sua algebra universal envelopante
denotada por U(£) e B um ideal de £. Vamos denotar por B o ideal em (L) gerado
por B.

Pelo estudo feito no Capitulo 2, temos que (L) é K-algebra associativa e que

)

podemos considerar £ como subalgebra da algebra de Lie 5.,[()3)(_ , construida como em 2.2.

Também vale ressaltar que o Teorema de Witt, 2.29, nos garante que se £ é livre

sobre um subconjunto X entao isso também ocorre com U(£).

Considerando a élgebra associativa Lin(B, B), também por 2.2 obtemos a édlgebra
de Lie Lin(B, B )(=) e obtemos por restricio do homomorfismo de dlgebras de Lie do exemplo
dado na defini¢ao 2.8 ao ideal B;

ad: £ — Lin(B,B)")
I — ad; - B — B
b —  [b,]
um homomorfismo de dlgebras de Lie, induzindo o homomorfismo de dlgebras associativas:
ad : (L) — Lin(B,B)
I +— adj: £ — £

b — [b,]]

transformando B num (£)-mdédulo.
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Observamos que nos primeiros capitulos todos os médulos e acoes foram definidas
a esquerda conforme estudo feito pelo livro [1]. Daqui em diante vamos utilizar médulos e
acoes a direita seguindo as notagdes do artigo estudado [4]. A transformacao de médulos a

esquerda para a direita é obvia.

Este fato sera usado em dois casos especiais:

1. Se B é abeliano entao B age trivialmente sobre si mesmo, de fato, para qualquer
€ B(C £),i(l) € U(L) e ad,),(b) = [b,i(1)] — i(1)b+ bi(l) = 0, entao considerando a
sequencia exata

0—> B—1=4(2) —% U(&/B) —=0
e o fato de U(£/B) = U(L)/ B segue que B é U(L/B)-mdbdulo a direita. Essa agio ¢

chamada acao adjunta a direita.

2. Se £, é subdlgebra de Lie de £, entao o homomorfismo de élgebras de Lie “inclusdo”,
pela Proposigao 2.17, induz um homomorfismo entre as algebras universais U(£,) e
(L), dai B se transforma em um U(£,)-mddulo.

3.3 Quadrado Tensorial e Quadrado Exterior

A Proposicao 2.17 nos da a existéncia do homomorfismo de algebras associativas:

5io8(8) —  U(E) ®U(L)

,Vace L.
ila) — i(a)®@1+1®i(a)

O Corolario 2.27 garante a injetividade de 6 e dessa forma a imagem
J(U(L)) CU(L) @ U(L) é isomorfa a U(L).

Chamamos d(H(L)) de subdlgebra diagonal de (L) @ U(L).

Vamos considerar C' um 4U(£)-médulo, entao seu quadrado tensorial C' ® C' é um
(L) @ U(L)-mdbdulo via:

(aa®@c)(f®g)=(cf)®(cag),Ver,ca € C,Vf, g € U(L).

Restringindo esta agao a §(H(L£)) temos C' ® C' como um §(LU(L))-médulo e, como
U(L) ~ §(U(L)), C ® C é também um (L)-mbdulo e

(Cl X Cg)l = (Cll) R+ X (czl),Vcl, Cy € C, Vi e £.
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Vale ressaltar que tal propriedade se verifica para qualquer elemento em £ e nao

necessariamente para elementos de (£), basta tomar sua unidade 1yg);

(c1 ® e2)lgye) # (alye) @2+ @ (c2lye) =1 @+ 1 @y = 2(c1 ® ca).

Esta acao de 6(U(L)) ~ U(L) sobre C' ® C' é chamada de a¢do diagonal.

3.3.1 Notagoes do Teorema

Na Proposicao 3.2 a ser demonstrada temos a algebra de Lie finitamente gerada
£ sobre o corpo K, um ideal abeliano A de £ tal que o quociente Q = £/A tem dimensao

finita e a sua algebra universal envelopante é denotada por fR.

Das consideragoe da Secao 3.2, trocando o ideal abeliano B por A, segue que A é
um R-médulo e assim A ® A é um R-mddulo via acao diagonal. Denotamos por o a agao
adjunta a direita de R sobre A.

O quadrado exterior A A A é o quociente de A ® A pelo subespago gerado por
{a®a|ae A}. Em particular a@ b+ b®a = (a+b)® (a+b) —a®a—b® b pertence a

esse subespaco.

A imagem de a®b em AAA é denotada por a/Ab. Denotamos porw : AQA — AANA

a projecao canonica, assim w(a ® b) = a A b,Va,b € A.

O nicleo de w é o subespago gerado pelos elementos da forma a ® a,a € A, que é

invariante sob acao diagonal.

Assim A A A herda uma estrutura de SR-médulo e também a acao de R em AN A

¢é dita agao diagonal.

3.4 Estrutura de Q e ‘R

Como por hipétese A é abeliano tal que () tem dimensao finita, podemos considerar
{x1,...,x,} uma base para Q.

Vamos assumir n > 1 pois se n = 0 teremos £ = A e a Proposicao 3.2 é trivial.

Para cada 4, j € {1, ...,n} existem \;j; € K tais que:

n
(25, 2] = Z)\ijk Lks
k=1
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como [z;, z;] = —[x;, x;] e [x;, ;] = 0 temos que \jjr = —Ajir, € Njip = 0.

O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt 2.21 nos fornece uma base para a algebra uni-
versal envelopante R, constituida por todos os monomios da forma xlflej" com ki, ..., ky,

inteiros nao negativos. Tal monoémio tem seu grau dado por ki + ... + k,,.

men 5 um mbinacao linear fini monomi nim
Cada elemento f € R é a combinacao linear finita de monomios e definimos
grau(f) como o maximo dos graus dos monoémios com coeficientes nao nulos em sua com-

binagao linear e por convengao grau(0) = 0.

Considerando que [z}, ;] = z;x;—x,;x;, na dlgebra associativa R, teremos o produto
dado por:
SL’jSL’i = xia:j -+ E Azgkxk

Lema 3.4 O produto em ‘R satisfaz:
(2 akn) (2l ale) = afth | et g

com f=0 ougrau(f) < ki 4+l + ...+ ky+ ln.
Demonstragao:Vamos demonstrar utilizando inducao sobre m = Y k; + > ;. O caso onde
m = 0 é trivial.

Mostremos que, se m > 1 entao podemos reduzir o problema para o caso onde m = 1.

Tome k;1; o primeiro dos ks que é nao nulo, isto é: ky = ... = k; = 0,k;41 > 1, com i =0
ouz? > 1.

Como 20 = 1, segue que: i .ak = Ml gk = g @V k) dai
(k) (@il = (P ek (@), que, por indugdo, resulta em
xi+1($l11...a:?xfff”i“...xfl““" + f) = wmaf + xi+1(xl11...:1:?xff11+li“...mﬁ”“”), com
grau(f) <m—1e f=Ska" . abr ky e Ke b + ...+ b, < grau(f) <m — 1.

Mas zi1f = 3 kywiyq (2. abn) = xlfl...xi.’ffﬂ...xﬁ" + f', sendo que grau(z;i;) = 1,

grau(xlfl...xf[’) < m—2, atltima igualdade foi obtida por inducao pois 1+m—2 =m—1 <m

e o grau(f) <m—2.
Dessa forma, se ]?’ ¢ nao nulo temos que grau(z;i1 f) < m — 1, logo nao teremos problema
algum.

Assim temos o mesmo tipo de problema do caso m = 1, pois na outra parcela temos

I L, kiv1+lita kn—+l
Tipr (27 i T ),

Entao, mostremos que o Lema vale para o caso m = 1, onde teremos ky = ... = k;_1 =0 =

ki1 =...=knek; =1, donde 2% . aF  af =29 2l 20 =2,
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. TR ~ ~ I
Vamos considerar [; o primeiro indice nao nulo e entao rxlt = :Uixjj...a:l,f e devemos

agora ordené-lo. Se i < j, entao a palavra ja estd ordenada. Se ¢ > j entao fazemos:
=1 1

I—1 I—1
vy (x) alk) = (w4 [z xg))e) Tl = (mm + Y Nawe)x) T aly =
= :rj(xl(méj_l:vfln)) + Z)\jikmkx?_l...xff, que por inducdao resulta em
xj(x;j_l...xﬁﬁl...a:l;) + ( termo de grau < m — 1) = (xéfxiﬁlxl;) + ( termo de grau

< m — 1), o que conclui a demonstragcao. |

Lema 3.5 Sejam f,g € R, ndo nulos. Entao grau(fg) = grau(f) + grau(g).

Demonstracao:Vamos escrever f = fi + fo com grau(fy) < grau(fi;) —1 e fi; uma soma de
monomios de graus iguais ao grau de f, digamos .

Analogamente, facamos g = ¢ + g2 com grau(gs) < grau(g;) — 1 e g; sendo soma de
monomios de graus iguais a § = grau(g).

Assim, fg = figi + figa + f201 + fage, com grau(fig;) < grau(f;) + grau(g;). Observamos
que max{grau(f192), grau(fog), grau(fag2)} < a+ 3 —1.

Precisamos mostrar que grau(f;) + grau(g;) = a + 3.

Para tanto, sejam f; = >, byt ..akn e gy = 37, alt. .zl nao nulos e by, ¢; € K. Assim;
figr =2k breatt kgl abn = > ki bpcya¥ T gkntte 1 (termo de grau < o+ f — 1),
sendo que a tltima igualdade é decorrente do Lema 3.4.

kit ket
Mostremos agora porque ), ; bpcyry .ot

» ¢ nao nulo.

Vamos considerar K[z7, ..., 7,], o anel de polindmios com varidveis comutativas sobre o
corpo K e, mantendo as constantes neste corpo, vamos definir os polinémios nao nulos
fi = b 3 e g = S @ 3. Obtemos entdo que figy = 3. by @it Fhotln,

; k+
Porém se >, ; bz ™.

gt for nulo, teremos entao que fig1 = > (30, brc)) Tt =
0, sendo a primeira soma sobre v; = k; + [;,7 = 1,...,n. Mas pode-se mostrar por inducao
sobre n que K[z, ..., Z,,| ndo possui divisores de zero, resultando em uma contradigao. Logo

S becait T ket 6 ngo nulo e conclufmos a demonstragdo. m

3.5 Gerando a algebra de Lie £

Vamos escolher elementos z/,...,x, de £ tais que z; + A = z;,Vi = 1,...,n.
Estamos assim tomando elementos da pré-imagem da base de ) via projecao canonica.

Considerando que [z;,x;] = D>, Aiji T, teremos que existem elementos a;; € A tais que
[:C;,SE;] - Zk Aijk x) = a;j, Vi, J € {1,...,n}.



3.5. GERANDO A ALGEBRA DE LIE £ 48

De fato, pois como [z}, z;] = >, Aiji Tk, segue que
[ + Aoy + Al = Y Nigr w + A, assim [2), 2] + A = (20, Aije 7)) + A e obtemos
[x;,x;] - Zk >\ijk .CE;C = Qyj € A,VZ,] € {1, ,n}

Dessa forma, teremos também que a;; = —aj; e a; = 0.

Lema 3.6 Se A € um ideal de £ e Q = £/A € finitamente gerado entdo existe um conjunto

X gerador de £ como dlgebra de Lie dado por:

X ={a], ..., 2, w1, ..., }.

Onde {2, ....,x.} € £ tal que ', + A = x;, {x1,...,x,} € uma base de Q e {wy,...,w,} € A.

Demonstracao:Como £ é finitamente gerada, tomemos como seu gerador o conjunto finito
Y e considere Y U {z}, ..., 2, }.

Seja y € Y entdo, m(y) € Q e w(y) = Ayx1 + .. + Ay = Aym(2h) + oo+ Apym(al)
= m(Ay@] + ...+ Ay h,).

Desse modo a, =y — Ay} + ... + Ayl € 7 1(0) = A e segue que a algebra de Lie gerada
por Y U {x},...,x,,} é igual a dlgebra de Lie gerada por {a,},ey U {z},...,2]} com cada

a, € A como queriamos. n

Incluindo agjs se necessario, podemos assumir que este conjunto X contém os a;;’s.

Assim para 1 <17 < j < n temos:
T — Z AijkTh = Wolij)s (3.1)
k
com o(i,j) € {1,...,m}.

Lema 3.7 {wy,...,wy,} gera A como ideal de £.

Demonstracao:Seja I o ideal de £ gerado por {wy, ..., w,} com w; € Ae A< L.

Como I é o menor ideal de £ que contém {ws,...,w,}, temos que I C A pois
{wy, ..., wy} C A.

Por outro lado temos que £ é gerada como élgebra de Lie por {z}, ..., 2, wy,...,w,} € que

@ é gerada como algebra de Lie por {z} + I,...,x,, + I'}. Seja y; a imagem de z; em £/I.
Observamos que [y;, y;] — > Njiwyr = [}, 7)) — Z Nji®y, + 1 = wo(; 5 + 1 = 1, entdo

yza y] Z Agzkyk =0.
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Considerando o fato de £/ ser o espaco vetorial gerado pelos comutadores [...[[[vi, y;], -],
que [y, y;] = D Njiryk € qualquer comutador de {yi, ..., y,, } é¢ combinacao linear de v, ..., Yn,
daidim Q@ <n. MasI C A C £comdim £/A = n e dessa forma temos que n = dim £/A =
dim £. Logo [ = A. [

Lema 3.8 Se a € A entdao o R-submaodulo de A gerado por a € igual ao ideal de £ gerado

pOT .

Demonstracao:Mostremos entdo que aoR = A, Considerando que A™ é o espaco vetorial
gerado pelos comutadores |[..[[a,..],...], | e fazendo a0 q = [a,l], onde [+ A = g € @ teremos:
..[[a, l1],la),--.],05] = (.((aoq1) 0 q2) ©...) 0 q;) = ao (qi...q;) = espago vetorial gerado por
ao(q...q;) para Vg; € Q. Entao a o (Q) = a o B = R-submddulo de £ gerado por a. =

Corolario 3.9 {wy,...,w,} gera A como um R-mddulo.

Demonstracao:J4 sabemos que A é gerado como ideal de £ via {wi,...,w,}, logo
A =< wi,...,w, > O Lema 3.8 nos garante entdo que A = w; 0 R+ ... +w, o R e

portanto A é gerado por {wy, ..., w,,} como R-mébdulo. [

3.6 Uma apresentacao de £ via geradores e relagoes

Primeiramente vamos definir quando uma Algebra de Lie é finitamente apresentavel.

Definicao 3.10 Uma dlgebra de Lie £ € dita finitamente apresentdvel se existe dlgebra de
Lie livre §(£) e epimorfismo de dlgebras de Lie m : §(£) — £ tal que F(L) € livre sobre um
conjunto finito X e Nuc(m) =Y € o ideal de F(L) gerado por Y onde Y é um subconjunto
finito.

Vamos considerar §(£) a 4algebra de Lie livre sobre o conjunto finito
X={W,. .. . WnXi,..X,} er:FL) — £ tal que W; — w; e X; — .

Encontraremos no préximo capitulo um subconjunto finito £ de §(£) tal que £ C
Nuc(r) e n71(A)/E" é dlgebra de Lie abeliana. Isto seguird dos resultados das secoes 4.3,
4.4 e 4.5.
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Vamos supor que ja temos o subconjunto F satisfazendo todas as condigoes acima.
Entao §(£)/m 1(A) ~ £/A ~ Q e segue da secio 3.2 que 7 1(A)/E™ tem estrutura natural
via agao adjunta a direita de 4(F(L)/E™)-mdbdulo.

Por semelhanca com 3.5, o ideal abeliano 7 1(A4)/E™ de F(£)/E™ é finitamente

gerado como R-mddulo.

Para continuarmos nosso trabalho, enunciaremos agora um teorema que sera uti-

lizado cuja demonstracao pode ser encontrada em [8], Prop.6 de 1.2.6.

Teorema 3.11 Se Q) tem dimensao finita entao a dlgebra universal envelopante R € Noethe-

riana (4 esquerda e a direita).

Temos entdao que Nuc(w)/E™ é finitamente gerado como PR-mddulo, pois
Nuc(r)/E" C 7=1(A)/E™. Como o subconjunto E foi tomado finito, segue que Nuc(r) é
finitamente gerado como ideal de §(£). Finalmente, como §/Nuc(m) ~ £, temos que £ é

finitamente apresentavel, como queriamos.

3.7 Produtos Tensoriais

Vamos considerar as seguintes aplicacoes entre K-algebras:

pw: R — RRNR c: R — RRNR 0: R — R R
fo— Jel fo— 1ef [— 1ef+fel

Observamos que ¢ ¢é assim definido para f € £.

Lema 3.12 u, 0 e 6 sao monomorfismos de K-dlgebras.

Demonstracao:Vamos demonstrar que vale para p e serd andlogo para o. Sejam fi, fo € R.
Assim p(fi)u(f1) = (L@ D(f2®@1) = (fuf2) ® 1 = p(fifz). Também u(fi) = p(f2) <
fi®l=fy®1 <= fi; = fs pois nosso produto tensorial é sobre corpo. A demonstragao

para ¢ foi feita em 2.27. n

Desta maneira teremos que p(R), o(R) e J(R) sdo subdlgebras associativas de

R ® R. Mais ainda, sao isomorfas a fR.

Lema 3.13 Todo elemento de p(R) comuta com os elementos de o(R) e
ROR = p(R)o(R) = o(R)uR).
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Demonstragao:Sejam (f; ® 1) € p(R) e (1 ® f2) € o(R), entdo;
(o)A@ f))=Ho =01 f)(fi®l). m

—

Como A® A é um R®R-modulo, AR A e também serd modulo para as subdlgebras
1(R), o(R) e 6(R).

Por hipétese ja temos que A® A é finitamente gerado como um PR-mddulo sob acao
diagonal e também como §(9R)-médulo. Daqui em diante, usamos a notagao o também para
acao a direita de ;R ® R sobre A ® A induzida pela agdo adjunta (a direita) de R sobre A

(essa ac@o também é denotada por o).

Lema 3.14 Sea € A, f € R e q € Q (mas nao qualquer em R), entao:
1. (a®b)ou(f)=(aof) R b;
2. (a®@b)oo(f)=a® (bo f);

3. (a®b)od(q) =a®(bog)+(acq)@b.
Demonstracao:

L (@@b)ou(f) = (@®b)o (f®1) = (a0 f)® (bo1) = (ao ) ® b
2. (a®@b)oo(f)=(a®b)o(1® f)=(aocl)®@(bof)=a® (bo f);

3. (@a®b)od(g) = (a®b)o(l®g+q®1l)=(a®b)o(l®qg +(a®b)o(¢g®1l) =
(aol)®(boq)+ (acq)®@(bol)=a® (boq)+ (aoq)®b.

n
Como {xy,...,x,} é base para Q, o teorema 2.17 nos garante que tal conjunto é
gerador de ‘R.

Considerando que as imagens, via as aplicacoes descritas serao da forma:
ple) =x; @ Lo(x;) =10 x;0(x) =1z, + 2, ® 1,

teremos que {u(x1), ..., u(z,)} gera p(R), {o(x1),...,0(x,)} gera o(R) e {0(x1),...,0(x,)}
gera 6(R) como &lgebras associativas isomorfas a .

Tomando quaisquer monoémios f e g de MR, o elemento u(f)o(g) = f ® g é dito
mondmio de R ® R e tem seu grau definido por deg(f) + deg(g).
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Dessa maneira, o grau de um elemento arbitrario de R ® R serd definido de modo

usual, por se tratarem de produtos de monomios.

Vale ressaltar que, como em 3.4 temos que quaisquer dois monomios de R ® R

comutam modulo termos de menor grau.

Uma observagao muito importante é que p, o e § preservam o grau dos monoémios de
R, ou seja, se w é um monomio em R de grau « entao teremos que p(w), o(w) e f(w) € RRIN

e p(w),o(w) e §(w) tem graus iguais a a.

Vamos denotar por fR;, para cada t > 0, o subespago de R que consiste de todos

os elementos de grau no maximo t.

De maneira andloga teremos também (R ® R);, u(R), o(R); e I(R);.

Lema 3.15 Para inteiros nao negativos s e t temos:

I(R)s (R @R = (R DR)I(R),.

Demonstracao:Basta mostrar o resultado para os geradores, e como ja sabemos que a
algebra associativa R é gerada por {x1, ..., 2, }, teremos que 6(R) é gerada pelos elementos
d(x;) comi = 1,...,n e R MR é gerada pelos elementos da forma z; ® 1 e 1 ® z;, para
Vi=1,..n.

Facamos entao os seguintes casos:

1) 6(z;)(z:®1) = (2;@1+107)(2:®1) = (z;7:) @ L+ 2, @5 = (viw; + [, 1)) ®
1 +ZL’¢[E]‘ = TiTj X 1+IZ®(L’J + [Ij,l’i] ®1= (ZE‘Z® 1)((13] ®1+1 ®l’]) +Zk /\ijkxk ® 1. Dessa
forma, temos que 0(z;)(x; ® 1) = (x; ® 1)d(x;)+ elemento de R/ ® R nulo ou de grau 1.

2) Mostremos por indugao que , para qualquer p € R ® R nao nulo teremos;
d(xj)p — po(z;) é 0 ou elemento de grau < grau(p).

Pelo Teorema 2.21, é suficiente trabalhar com p sendo um monomio.

Faremos entao indugao pelo grau(u). Se grau(p) = 1, entao pu é combinagao linear de z; ® 1
e 1 ® z; e o resultado é valido pelo Caso 1.

Vamos entao considerar o caso geral e escrever p = it, com t sendo um monoémio de R ® R
com grau(t) = 1 e assim grau(p) = grau(p) —1 e 0(z;)p—pd(z;) = 0(z;)at — pto(z;). Pelo
passo indutivo 6(z;)— fid(z;) € (ROR)grau@) 0 que implica que §(z;)ut — 10 (z;)t € (R®
R) grau)+1- Também, 6(z;)t—té(z;) € (R@R)1, assim p@d(x;)t—fitd(z;) € (ROR) grau(i)+1
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e fazendo-se os cancelamentos possiveis temos que 0(z;)ut — itd(z;) € (R @ R)grau(u), ja

que grau(p) = grau(p) + 1.
Segue portanto que 0(z;)p — pd(x;) € (R @ R)grau(y)-

3) Mostremos agora que
I(R)s(R@NR); C (R NR)0(R)s.

Vamos fazer inducgao por s.

Se s = 1, entao o resultado é valido pelo Caso 2.

Passo Indutivo: 6(R), = >, 0(z;)0(M)s—1. Observando que 6(z;)(6(R)s—1(R @ R),)
5(2) (RRR)I6(R)s—1) = (6(z)(RRR))I(R)s—1 C (RDR)0(2) + (RRR),)I(R)s_1
(RRR)0(R),. Assim, > . 0(2;)I(R)s—1(RRR); C (RRNR)0(R)s, portanto §(R)s(RNR),
(R @ R)I(R)s.

4) A inversa (R @ R)0(R)s C 0(R)s(R @ R), ¢ similar.

N 1N 1N

3.8 A Algebra Associativa Livre

A partir de agora, denotemos §(£) simplesmente por §.

Lembrando que § foi tomada em 3.6 como uma algebra de Lie livre sobre o corpo
K com base livre {W7y,...,W,,, X3,..., X;,}, seja W o ideal de § gerado por {W1,..., W, },
dai §/W pode ser identificada com a subdlgebra G de § gerada por {X1,..., X, }.

Como G é livre em {Xj,..., X, }, sua dlgebra universal envelopante U(G) é
K-élgebra associativa livre sobre o conjunto {Xj, ..., X,,}, como ja visto no Capitulo 2.

Tal algebra universal de GG sera denotada por R.
Os elementos de SR da forma X, ...X;, sao ditos monomios.

Como W tem estrutura natural via acao adjunta de §-modulo a direita, W também
serd médulo & direita sobre . Sua acao sobre os monomios de R ¢ dada pelo comutador

normado a esquerda, ou seja:

wo X;,.X;, =[[...[w, X4,],...], Xi,|, para Vw € W.

Lema 3.16 A subdlgebra de Lie de § gerada pelos elementos da forma W, o f com

1<r<me fmonémz’o de R € um ideal de 5.
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Demonstragao:Seja W a subdlgebra de Lie de § gerada pelos elementos da forma W, o f
coml<r<me fmonémio de SR. Precisamos mostrar que [W,%’] C V. Basta mostrar
que é valido para os geradores de §, sendo eles os elementos W1, ..., W,,, X4, ..., X,,. Como
W; = W; o1, considerando 1 o monoémio trivial de 97{, temos que W; C w e, sendo W uma
subdlgebra, segue imediatamente que [W, Wil € W. Mostremos ento que [W,Xi] - W,
aqui também é suficiente mostrar o resultado para os geradores W 017. Entao, [W; OJ?, X =
(Wi o f)oX; =W;o (fX;). Como (fX;) € R segue o resultado.

Temos assim que esta subdalgebra W é igual a WW.

Como G ¢ livre, existe epimorfismo natural de algebras de Lie

G — Q=2£/A

Tal epimorfismo é estendido a um epimorfismo p : R — R de algebras en-

velopantes (associativas).

Lema 3.17 A acao de R sobre W e de R sobre A sdo compativeis, no sentido que:

(wo f) = m(w)o (p(f)),w € W, f € R.

Demonstmgda:E suficiente mostrar o resultado tomando um monoémio fqualquer. Usemos
a inducao sobre o gmu(f). E trivial que vale para grau( f) = 1, pois w o ]7 [w ]7] daf
m(wo f) = 7([w, f]) = [r(w),7(f)] = 7(w) o p(f), lembrando que 7 é homomorfismo de
algebras de Lie.

No caso geral, podemos escrever f: ]71]72, com gmu(fg) =1le grau(fl) = gmu(f) -1
Teremos entdo que: m(wo f) = m(wo (fif2)) = 7((wo fi)o fo) = w(wo fi)p(f2), que por
inducio & igual a (r(w)o p(J1)) o p(Fa) = m(w) o (p(F1)p(F2) = 7(w) o p(Fufo) = m(w)op(F),

considerando que p é um homomorfismo de algebras associativas. [

Vamos agora, como na se¢ao 3.7 definir as aplicacoes de algebras universais:

i: B — ROR 5F: R — ROR it B — KRR

f— fol f— 1®f f— 18f+fel

Observando que, para g, a definicao acima vale para ]76 G.
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Obtemos, de maneira anédloga a feita em tal se¢ao que ji, 0 e § sao monomorfismos

e também que fi(R), 5(R) e 6(R) sdo subalgebras associativas de R @ R isomorfas & R.

Seja fv € 97{, entao suas imagens via tais aplicacoes serao denotadas por
i(f) € n(R), o(f) € a(R) e 6(f) € 6(R).
Observe que, como em 3.13, aqui também R @ R = (R)5(R) = 5(R)E(R).

Dessa maneira, {f(Xy),...,0(X,)} gera u(R), {a(Xy),...,0(X,)} gera o(R) e

{6(X1),...,0(X,)} gera §(R) como algebras associativas.

Para os elementos de R e R R as definicoes de grau sao andlogas as de elementos

de R e R ® R, também com propriedades semelhantes.

Considerando as restricoes devidas, teremos a funcao grau definida também para
as subdlgebras i(R), 5(R) e 4(R).

Aqui também podemos definir o subespaco iﬁt de R como o subespagco que consiste
de todos os elementos de R com grau no maximo ¢, bem como podemos definir os subespacos
(ROR)e, fi(R):, 7(R), ¢ 6(R), de forma analoga, isto é, o indice ¢ significa que consideramos

o subespago de elementos com grau no maximo t.



Capitulo 4
Relacoes nas Algebras Envelopantes

Neste capitulo vamos continuar o estudo do artigo [4], enfatizando as relagoes nas
algebras envelopantes envolvidas para que possamos concluir a demonstragao da Proposicao

3.2, enunciada no capitulo anterior.

4.1 A aplicacao K-linear 7

Se considerarmos o epimorfismo p : R — R, conseguido em 3.8 de modo que

p(X;) = z;, obteremos para cada ¢ um epimorfismo induzido
p®p:iﬁ®iﬁ—>‘ﬁ®‘ﬁ;

que aplica (X;) = X; ®@ 1l em p(z;) = 2, @1, 0(X;) = 1@ X; em o(x;)) = 1@ x; e

Seja ]? € S)Nﬁi, entao teremos que p ® p age sobre as subdlgebras ﬁ(i)N%) e o(M) da

seguinte forma:

o (@) (X)) = (p@ p)(F(X;@1)) = p(f(X:) @ p(1) = pf(X:) ® 1 = Fi(pf).

e (pep)(f(0(Xi) = (p@p)(f(1®X5)) = p(1) @ p(f(X:)) = L@ pf(Xi) = a(pf)-

Assim, existe uma aplicacao K-linear:

E R — R

Iy 1o l I yl2 l
Il $2...ZL‘7{L — Xl X2 ...Xnn

56
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E importante observar que a composicao pn é a identidade em R, bem como
(p @ p)(n ®mn) é a identidade em R ® R e que tanto 1 quanto n ® n preservam grau.
O mesmo nao pode ser assegurado com relacao aos produtos. Observamos que n nao é

homomorfismo de algebras associativas.

Para cada inteiro nao negativo t, vamos escrever:

Nuc(p), = Nuc(p) "R, e Nuc(p® p); = Nuc(p @ p) N (R @ R),.
Lema 4.1 1. Set > 2, entao Nuc(p); € gerado por elementos de R da forma

PrXXi = XiX; = > N Xi )P,
k
com 1 <1i<j<mn epi,py monomios de R tais que grau(pips) <t —2;

2. Set>2, entio Nuc(p ® p); € gerado por elementos de R @R da forma
(G e)X@l) - (X 1)(X;@1) = > (X ® 1))/,
k

e (1o X)1eX) - (1 X)1©X)) =Y Al ® X)),
k
com 1 <i<j<mn e, monomios de R @R tais que grau(fifis) <t —2.

3. Seja p um monoémio de R de graut > 1. Tome l > 0 e suponha que algum gerador
Xy de R aparece pelo menos L+ 1 vezes quando p € escrito como produto de geradores,

p = X;,..X;,. Entao podemos escrever p da forma:
p=XMXhxE X4 f 4 f

coml+1+0L+..+1,=t, J?l € Ry 6]72 € Nuc(p);.
Demonstracao:

1. Seja ]7 € ‘jzit. Vamos escrever f: ]?1 + ]?2, onde ]?1 é combinacao linear de monémios da
forma X{1X52 -+ X! de grau no maximo t e fg uma combinacao linear de elementos
do tipo especificado em (1). E fécil ver que fo € Nuc(p),. Também por causa da forma
de ]?1 existe f1 € R tal que n(f1) = fl
Suponha que f € Nuc(p);. Entao segue que fi € Nuc(p)s e que f1 = pn(fi) = p(fvl) =
0. Assim, fl =0e f: f;
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2. Semelhante ao caso (1).

3. Usando as idéias da demonstragdo do Lema 3.4, podemos escrever p(p) = q + fi,
onde ¢ = 2zl -zl e grau(fy) <t —1. Tome § = X XD X n(f) = fi e
]f; =p—q— ]71 Assim, ]71 € Re1.
Também, grau(fs) <te

p(fa) = p(®) — p@) — p(f)=aq+fi —q— fr =0.

Assim, ]72 € Nuc(p); e o resultado segue do fato que p = g+ ]?1 + ]?2

Como visto em 3.8, W é um sjﬁi—m(’)dulo7 assim temos também que W®W ¢é um

R ® R-mdédulo e conclufmos que, por restricao, W ® W é um g(i?i)—médulo.

Consideramos W @ W como R-médulo via o isomorfismo R ~ (R). Denotamos
por o a acao de R sobre W @ W definida acima e também a acao adjunta de R sobre W.
Vamos denotar o subespago de § gerado pelos comutadores [y, z] com y, z € W por [W, W].

Consideremos a aplicacao entre espacos vetoriais:

X: WoW — [W,W]
(y@z2) —  [y,2]

Lema 4.2 x é homomorfismo de R-mddulos.

Demonstracao:Para mostrarmos que y é um homomorfismo de §J~‘i—médulos, é suficiente
mostrarmos que  ((w; ® ws) o f) = x (w1 ®wy) o f, para wy, ws € W e f sendo um monomio
de R. Usamos indugao pelo comprimento de f

Se o comprimento de ]?for igual a 1, entao f: X;, entao;

X((wr @ w) o f) = x((w1 ® wy) 0 X;) = x((wy 0 X;) @ wy + w1 @ (wy 0 X;)) =
= X([w, Xi] @ wy + w1 @ [wa, Xi]) = [[wr, Xi], wo] + [wy, [wa, Xi]] = [[w1, wa], Xi] =
= x(w; ®wy) 0 f, sendo a penultima igualdade um resultado direto da Igualdade de Jacobi.
No caso geral, para qualquer fve 5‘{, podemos escrever f: fl - X;, com o comprimento de
fl igual ao comprimento de fmenos 1, dai teremos que:

X ((w @ wy) Of) = x((w; ®wy) 0 (]71 - X3) = x(((wy ® we) 0]?1) o X; que pela primeira parte é
igual & x((w1®ws)o f1)oX; = (x(w1®ws)o f1)oX; = (w1 @wa)o (f1-X;) = x(wy @wy)o f,
sendo a primeira igualdade garantida pela inducao. |
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Como Nuc(x) é um §(R)-submédulo de WRW segue que [W,W] herda uma estru-

tura de J(R)-médulo e assim x se torna um homomorfismo de R-moédulos.

Para cada y,z2 € W e g € G temos:

[y, 2] 0 0(9) = [ly, 9], 2 + [, [2, 91| = [ly. 2], g]. (4.1)

4.2 Anuladores do Ideal Abeliano

Definigao 4.3 Considere o ideal abeliano A da dlgebra de Lie finitamente gerada £ e sejam

a,b € A. Definimos os anuladores de a em R e de a ® b em R ® R respectivamente como:
1. Annx(a) = {f € R |ao f = 0};
2. Anngpgn(a®@b) ={p € RRINR| (a®b) o ¢ =0}.

Denotamos por o a acao adjunta de R sobre A e a acao de R ® R sobre A ® A que ela

induz. Observamos que tais anuladores sao ideais em seus respectivos anéis.

Lema 4.4 Anngpgm(a @ b) = (Anng(a) @ R) + (R @ Anng(b)).
Demonstracao:Identificando a o SR por V, e b o R por V,, vamos considerar as seguintes

sequeéncias exatas:

0 — Ann(a) R V. 0 (4.2)
0 —— Ann(b) R Vb 0 (4.3)
0—=Ann(a®b) — R @R) —= (a®b) o (ROR) —=0 (4.4)

Considerando que estamos trabalhando somente com corpos, temos que o produto tensorial
preserva sequéncia exata curta (veja [10], p. 85). Entao se aplicarmos ®V, em 4.2 e R®

em 4.3, teremos que as sequéncias abaixo também serao exatas:
0—= (Ann(a)) ® V =RV, —>V, @ V}, —>0 ;
B1 B2
0—R® (Ann(b) —RIR—RRV, —=0;
Fazendo a composicao 6 = as o 3 conseguimos a seguinte sequéncia exata curta;

0—> Nuc(f) —ROR—>V, 0V, —0,
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com Nuc(f) = By (Nuc(az) = By (Ann(a) @ V,) = Ann(a) @ R + R @ Ann(b) e segue o

resultado. m

Lembremos que A é gerado como ideal (ou equivalentemente como R-mdédulo) pelo
conjunto {wy, ..., wy,}. Como M é Noetheriano (& direita) e cada Annw(w,) é um ideal em

R, segue que cada Annp(w,) é finitamente gerado como ideal a direita de fR.

Vamos entao supor que Anng(w,) é gerado pelo conjunto {g,1, ..., gr.} de M. Dai

teremos:

Anng(w,) = gaR + ... + g R.

Como {wy, ..., wy, } é finito, podemos assumir que ¢ é independente de r e segue do

Lema 4.4 que para qualquer r,s € {1,...,m} teremos:

Annpmen(w, @ws) = w(gr) (RQR)+ ...+ 1(gre) (RRR) +0(gs1) (RIR) +... +0(gse) (RRNR).
(4.5)

De fato, pois;

Anngen(w, @ ws) = (Anng(w,) @ R) + (R @ Anng(ws)) = (1R + ... + 6. R) ®
R+RD (gs1R+ ...+ 9sR) = (61R) QR+ ...+ (6 R) QR+ R (g1 R) + ... + R D (95R) =
(g1 @DNAROR) + ... 4+ (gre @ DA R) + (1 © g ) (RO R) + ... + (1 @ g RO R) =
1(gr)) (R @ R) + ... 4 p(gre) (R @ R) + 0(gs1) (RO R) + ... + 0(g:e) (R @ R).

Paral <r,s<mel<k<nsea M(rs,k)o d(R)-submbdulo de A® A gerado
pelos elementos da forma (w, ® w,) o (r, ®1)",i =1,2.... Como A® A é finitamente gerado
como médulo para o anel Noetheriano (& direira) 4(SR), segue que M(r, s, k) é finitamente

gerado como &(%R)-médulo.

Lema 4.5 Eriste um inteiro positivo [ tal que M(r,s, k) é gerado por (w, @ w;) o (@ 1),
1=20,1,...,1, independente de r,s e k.

Demonstragao:Para r, s, k fixos defina V; como sendo o 6(R)-submédulo de A ® A gerado
pelos elementos da forma (w, ® w;) o (x, ® 1) para 0 <4 < j.

Considere a cadeia de §(R)-submédulo de A ® A dada por Vo C--- CV, C ---

Como A ® A é Noetheriano, tal cadeia se estabiliza. Assim existe [ inteiro positivo tal que
Vi =Viy1 = -+, dal segue que A® A = (J;°, Vi = V], tomando [ o méximo necessério e [

serda independente de r, s, k. |

A partir de agora denotaremos x ® 1 por uy.
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Assim, para cada r, s e k, existem f,.; € R tais que:

l
(w, ® wy) o uﬁjl + Z(wr ® ws) o UZCS(frsm) =0.
i=0

Assim ubtt + S0 Ul 0 (frani) € Anngem(w, @ wy).
Entao usando o Lema 4.5, existem elementos ¢@,si1, ..., Orske € Wrskly ey Urske de
R ® R tais que

C

I c
Uﬁjl + Z ui:(s(f?“skz) + Z(grj ® 1)¢rskj + Z(l ® gsj)qu)rskj = 0. (46)
=0

J=1 Jj=1

4.3 Definicao do subconjunto E

Seja eg um inteiro positivo tal que eg > 2, eg > In e €y/2 seja maior que o grau
de cada um dos frski, (9rj @ 1)Prskj € (1 @ gsj)%rsk; Para qualquer que seja a escolha de

r,s, k,1,7 possivel. Observamos que o conjunto de r, s, k, 7, j por sua vez € finito.

Podemos agora definir o subconjunto F de §, o qual apresentara a dlgebra de Lie

£. Tome E o subconjunto de § que consiste nos elementos das formas:

Lo (X5, Xo]= >0 Aije X — Wogi), para 1 <1 < j < n;
2. Wyon(gy), paral <r<m,1<j<g

3. [W, o p,Wsoql, para todos r,s € {1,...,m} e quaisquer monoémios p,q € R tais que
grau(pq) < ep.

E muito facil observar que E é um subconjunto finito e que £ C Nuc(m). Os
elementos da forma (2) pertencem a Nuc(w) considerando 3.1 e os elementos da forma (3)
também pertencem a Nuc(w), basta lembrar de 3.17. Para completar a prova da Proposigao

3.2, basta mostrarmos que 7 (A)/E* é abeliano.

Lema 4.6 W + E = 77 1(A).

Demonstracio:Primeiramente, temos que W + E C 771(A) & 7(W + E'@) C A. Lembre-
mos que 7 é um homomorfismo de algebras de Lie, dai (W + E) = x(W) + n(E£™?).
Mas temos que w(WW) é ideal de £ gerado por {n(W;), -+, 7(W,)} = {wq, -, w,} C A,
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também E C Nuc(r) assim, £ C Nuc(r), ou seja, m(E*) = 0, logo ¢ contido em A.

Isso resulta em W + B C m=1(A).

Por outro lado, j& temos que 7(W + E4) C A C £ = 7(g).

Temos também que £/m(W + E) = 7(F)/7(W + E™@). Assim usando a defini¢ao de E, a
algebra de Lie §/W + E' é isomorfa ao quociente G que é livre sobre X1, ..., X,, quocientada
pelo seu ideal gerado pelos elementos da forma [ X, X;] — > Aij5 X, dessa forma é isomorfa
também a Q, daf dim(F/W + E) = n.

Considerando 7 segue a desigualdade
n = dim(L/A) < dim(L/x(W + E')) < dim(F/W + E*) = n,
daf 771 (A) = 771 (7(W + E)) = W + E™. n
Como consequéncia imediata do Lema acima, a fim de mostrar que 7—'(A)/E™ é

abeliano é suficiente mostrar que [W, W]C E.

Vamos agora introduzir uma notagao que facilite nosso trabalho. Para y,z € W

escreveremos y =p z para denotar y — z € E.
Nesta notacao, mostremos que [y, z]=p 0 para Vy, z € W.

Em 3.17, vimos que W é gerado como algebra de Lie por elementos da forma
W, o f com1l <r<me f € R Assim, é suficiente mostrar que [W,. o p, W, o =g 0
para r,s € {1,...,m} e quaisquer monomios p,q € M. Pela forma (3) dos elementos de F,
temos que vale para grau(pq) < ey. Mostremos o caso geral usando indugao sobre o grau

do produto. Suponha e > eg e assuma as seguintes hipoteses indutivas:

(W, o p,Ws o0 ql=pg 0, para todos r,s € {1,...,m} e quaisquer monémios p,q € R

tais que grau(pq) < e. Queremos demonstrar que o mesmo vale se o grau(pq) = e + 1.

Para que possamos completar o passo indutivo, precisamos de resultados

preliminares.

4.4 Resultados Preliminares

Lema 4.7 W, o f:E 0 para ¥r € {1,...,m} e qualquer elemento fe Nuc(p)esa-

Demonstra¢ao:Da parte (1) do Lema 4.1, podemos assumir que ]7 tem a forma f =

(XX — Xo X5 — >0 NijiXk)p2, onde py e po sdo monoémios tais que grau(pips) < e.
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Como a acao de R em W estende a agao adjunta de G em W e X;X; — X, X; — > N\ Xy =
Wo(i,j), temos que

Wo f=Wo[@i(X;Xi—XiX; — Y Nk X)) = (W op) o (X;X; — XiX; — Y7, AijuXx)) 0
p2 =g [W o p1, Wog ] o P2 que esta contido no ideal de § gerado por [W o py, Wy )]
Como grau(py) < e, por indugado, [Wopi, W, j)] =g 0 segue imediatamente que Wof:E 0,

como queriamos. n

Lema 4.8 [[ W, 0h,, W,o h, |, W, o h, ] =g 0 para quaisquer r,s,t € {1,...,m} e quaisquer
mondmios hy, hs, hy € R tais que grau(h,hshy) < (3e/2) — 2.

Demonstracao:Primeiramente, se grau(hr,hs,ht) = 0, entao h = hy = 7Lt = 1, e temos
que [[W,, W,],W;] C E pelo fato de [W,, W,] C E, assim [[W,, W,],W;] =g 0. Seja N =
grau(h,hshy).

Vamos supor que 0 < N < (3e/2) — 2 e que o resultado seja vélido para todo r, s,t e todo
hr, hs, h, tais que grau(h h, ht) < N.

Escreva N, = gmu(hr), N, = gmu(h e N, = gmu(ht) Assim N, + N, + N, = N.

Pela Identidade de Jacobi, segue que

[W, 0 hy, Wy hy], Wy 0 hy] = [[Wy 0 hy, Wy 0 hy), Wy 0 hy] — [[Wy 0 he, Wy 0 hy], Wy 0 ). (4.7)

Também

(W, © hp, Wy 0 hy], Wy 0 hy] = —[[W, 0 hy, W, 0 hy], Wy o hy). (4.8)

E suficiente mostrar que o resultado vale para o caso N, > max(Ng, Ny), de fato, pois se
N, < Ny, podemos usar 4.8 para efetuarmos a troca e supormos que N, > N, e se N, < N,
teremos que Ny, < N, < N; e usamos 4.7 para obtermos o comutador com a primeira
entrada com o maior grau.

Entao, assumindo que N, > maz(Ng, V;) e considerando o caso onde N, —max(Ng, Ny) > 2
podemos escrever f;n = pX; onde p é um mondémio de grau igual a grau(ﬁ;) — 1.

Assim, pela Identidade de Jacobi teremos que:

[W, © hy, Wy 0 h], Wy 0 hy] = [[W, 0 (5X;), Wy © b, Wy 0 he] = [[[W; 0 B, Wy 0 hy], X;], Wy 0
he] = [[[W; 0 B, Wi 0 (heX,)], Wi 0 ]

e usando novamente a Identidade de Jacobi segue que

(W, 0y, Wy hy), Wyohy] = [[Wy 05, Wyohy], Wyo hy], Xi] — [[W, 0B, Wy o hy], Wyo (hX;)] —
(W, 0§, W, o (hsX;)], W, o hy]. Por inducéo, [W, o p, W, o hy|, W, o hy] € E™.

Da reducao feita, conseguimos que 0 < N, — maz{N,, N;} < 1, assim N, > N/3 e teremos
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dois casos possiveis; Ny = max{Ng, N;} > N, — 1 ou N; = maz{N,, N;} > N, — 1.
Vamos supor primeiro que Ny > N, — 1, entao, como Ny < N, temos

grau(lihs) < grau(liii) =N — N,
considerando agora que Ny > N, — 1 e N, > N/3, obtemos respectivamente que
N—-N,<N—-(N,—1)<(2N/3)+1<e.

Assim, aplicando a hipdtese de inducao aos termos de 4.7, obtemos o resultado nesse
caso, isto ¢, como maz{grau(hihs), grau(h:h,)} < e segue que [W; o hy, W, o hy]=p 0 e
(W, o %t, W, o ET] =g 0 e podemos utilizar 4.7.

Suponha agora que N; > N, — 1. Entao,

grau(hyhy)) = N = N, < N — (N, —1) < (2N/3) + 1 < e,

para tanto, usamos para as desigualdades que N; > N,.—1 e que N, > N/3, respectivamente.
Entao [W, o En, Wy o ?LS] =g 0 da hipétese de inducao. n

Para simplificar, vamos denotar U; = X; ® 1 e V; = 1® X; e também u; = 2; ® 1 e
Lema 4.9 Seja C € Nuc(p ® p)ses2. Entao x(W, @ W) o () =g 0 para Vr,s € {1,...,m}.

Demonstra¢ao:Sejam r, s € {1, ..., m}, entao pela parte (2) do Lema 4.1 é suficiente mostrar
que
X(W, @ W) o i (U;U; = Uiy = Y NijwU ) fiz) =p 0
k

X(W, @ W) o i (ViV; = ViV = Y~ NipVi)i) =5 0
k

com 1 <i<j<ne iy, fi» mondmios de R ® R tais que grau( i) < (3e/2) — 2.
Vamos provar a primeira igualdade, ja que a segunda seguira de forma andloga. Suponha
que 1, j, i1, itz satisfacam as condigoes acima. Escreva p; = p1 ® g1 € [l = pa ® @2, onde

D1, 1, P2, G2 sdo monomios de SR. Entao,

(W @W)oiy (UsUi=UsUs= Y MijwUr)iia = (Woo(pr (X X=X X;= Y N Xi)P2)) @ (Weo(q12))
k k



CAPITULO 4. RELACOES NAS ALGEBRAS ENVELOPANTES 65

Assim,

X(We@Wo) o (U;Ui=UsUs =3, AijeUr) i) = [(Wro(p1 (XX =X X;=3 25 Aije Xi)p2)), Wio
(192)] =g [[Wy o p1, Wo )] © P2, Ws o (G1q2)], onde a tltima igualdade é obtida como na
demonstracao do Lema 4.7, isto é, X;X; — X;X; — >, A\ij X =5 Woij)-

Tome t = (i, j), aplicando a Identidade de Jacobi repetidas vezes, podemos escrever uma

expressao da forma

HWT © ﬁ;WWt o i;t]aWs o hs];

onde i?,,, ﬁt, ]:L; 30 monomios de R tais que
grau(h,hehs) = grau(pupadi @) = grau(iiniz) < (3¢/2) — 2.

E o resultado segue do Lema 4.8 [

4.5 Conclusao do Passo Indutivo

Retornemos ao passo indutivo lembrando a hipdtese de indugao: e > eg; [W, o
p,Ws o ql=g 0, para todos r,s € {1,...,m} e quaisquer monémios p,q € R tais que
grau(pq) < e.

Seja r,s € {1,...,m} e quaisquer mondmios p, q € R tais que grau(pq) = (e + 1).

Devemos mostrar que [W, o p, Wy o g]=g 0.

Suponha que grau(q) > 1 e escreva ¢ = ¢ X; com ¢; monémio de R com grau(q,) =
grau(q) — 1. Entao, pela Identidade de Jacobi:

[WTOﬁ, WSO&] :[WTOﬁ, WSO(E]lei)]:[WTOﬁ, [Wso&vla Xz]]:[[wr Oﬁ; Wsoal]a Xi]_[Wro
(pX;), W, 0 q1]; com [W, o p, W, o q1]€ E™ pela hipStese de inducao.

Assim, é suficiente mostrar que [W,. o (pX;), W o ¢1]=g 0.

Um argumento indutivo evidente sobre o grau de ¢ nos permite assumir que
grau(q) = 0. Dessa maneira, basta mostrar que [W, o p, Wi]=g 0, onde p é um monoémio
de R de grau e + 1. Como e + 1 > ey > [,, entao algum gerador de X} aparece ao menos

[ + 1 vezes quando p é escrito como produto dos geradores de R.

Pelo Lema 4.1, parte (3) podemos escrever

p=XHxh o Xk X4 f 4+ fo,
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coml+1—|—l1—|—...—|—ln:e—|—1,flEf)?ieef;GNuc(p)eH.

Sendo [W, o ﬁ, Wi]=g 0 pela hipétese de indugao e [W,. o fg, W)=k 0 pelo Lema
4.7, podemos assumir que p = X X1 XF X = X,i“ﬁ, com h = X1 X,

Fazendo h = p(h) obtemos h = n(h), sendo h um mondémio de R de grau e — [.
Mais ainda, fi(p) = UL fi(R) e (p @ p)(fi(F)) = (p ® p)(F® 1) = uf u(h).

Multiplicando 4.6 por u(h) = h ® 1, temos:
(w3 o+ 22 b (Frsi) + 22(9r © 1) rar + 3(1® g5 rarj (h® 1) = w4 (h@ 1) +a+ 30 (gry @
1B+ 322(1® gj)v; = 0, com o = 35 upd(frawi) pt(R), B = Prarjps(h) € v = rarjp(h).

Pela escolha de ey temos que grau(f.sk;) < eo/2 < e/2 para cada i e assim, pelo
Lema 3.15:

o€ (ROR)O(R)e/2(RDR)e—t C (R @ R)0(R)e -

Por célculo semelhante, obteremos que os elementos (g,; ® 1)5; e (1 ® g4;)7y; tém

graus no maximo 3e/2.

Analisando a aplicacago n ®@n : RRX R — R ® 9~‘i, podemos encontrar elemento
a € (RO NR)H(NR)./2 tal que (p® p)(@) = .

Para cada j escreva BJ =nen)bjev;=(Mnn)y;.
Seja T € R ® 5%, definido como:

F=pol+aty (g @13+ Y (18n(g)7 (4.9)

J=1 J=1

E facil ver que grau(7) < 3e¢/2.

Como a aplicagao p®@p aplicada em p@1+a-+3 5, (n(grj)®1)§j +> 51 (1@n(g5))7;
resulta em (1 + 2 ufd(fuoki) + 22005 © Dot + (1 ® gog) i) & 1), seguie que
7 € Nuc(p ® p), assim T € Nuc(p @ p)ae/a.

Se conseguirmos mostrar que x (W, @ W) o (p® 1)) =g 0, entao seguird imediata-

mente que [W, o p, W]=pg 0 como queremos.

Assim, por 4.9, ¢é suficiente mostrar que x((W, ® Wy) o () =g 0 nas seguintes
possibilidades:
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¢ = (n(grs) ® 15,

‘C = (1 ® 77(9@))”%’-

Estas possibilidades sao cobertas pelos seguintes casos:

1. Ce Nuc(p @ p)se/2;

2. (€ (RRR)I(R):;

3. (€ (gr; ® DR @R) ou { € (1® gy)(R @ R).

O Caso (1) estd no Lema 4.9.

Seja ¢ € (R ® R).6(R), como no Caso (2). Entdo ¢ ¢ uma combinacao linear
de termos da forma (¢ ® 1)(1 ® ¢2)8(3), onde §i,e,qs sio mondmios de TR tais que
grau(q1q2) < e. Sem perda de generalidade, podemos assumir que E tem essa forma e

entao

Wy @Ws)o ¢ = (W, 0q)® (Wsoqg))od(gs)

Como x é um homomorfismo de §(2R)-médulos, obtemos

X(Wr @ Wi) o () = [Wy 0 g1, Wy 0] ©6(gs).

Temos que [W, o g, W, o @] pertence & E pela hipétese de inducio e por 4.1

[W, W]NE“ ¢ invariante sob a acdo de 6(R).

Portanto x((W,. o W) o () =g 0, como querfamos.

Finalmente, se gfor tomado como no Caso (3), entao 5 serd combinacao linear
de termos da forma (7(gr;) ® 1)(q1 ® 1)(1 ® g2) ou (1 ® n(gs;)) (@1 ® 1)(1 ® ¢2), com G1, G2
sendo monoémios de R. Sem perda de generalidade, vamos supor que Zseja de uma dessas
formas. Entao x((W, ® W) o E) serd (W, on(gr;)) o q1, Ws o qa] ou [W, oqy, (Wson(gsj)) o
¢2)]. Donde W, o n(g.;) =g 0 e W, 0n(gsj) =g 0 por definicdo dos elementos de E do
tipo (2).

O que completa a demonstracao da Proposicao.
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