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RESUMO

Neste trabalho analisaremos dois sistemas de equagoes diferenciais parciais nao lineares
de evolucao associados a modelos de interagao fluido-estrutura; esses sistemas foram obtidos
utilizando as equagoes a-Navier-Stokes e a metodologia do campo de fases.

O primeiro de tais sistemas modela um processo de mudancas de fases envolvendo
solidificagao e fusao de certos materiais e leva em conta tanto os fenémenos de condugao
do calor quanto o da convecgao da fase nao sélida. Esse sistema é formado pelo acoplamento
das equacgoes a-Navier-Stokes para fluidos viscosos incompressiveis com uma equagao para
a variavel campo de fases, cujos valores determinam a fase do material (so6lida, liquida ou
mushy), e também com uma equacdo de balanco de energia interna, a qual determina a
evolucao da temperatura.

O segundo sistema a ser estudado modela a dindmica de vesiculas em um fluido viscoso
e incompressivel. Tal sistema consiste do acoplamento das equagoes a-Navier-Stokes com
uma equacao para uma variavel campo de fases, a qual neste caso determina a posicao da
membrana da vesicula que é deformada pela acao do fluido, bem como seu interior e exterior;
esta tdltima equagao tem um termo descrevendo a interacao do fluido com a membrana da
vesicula.

Para ambos os sistemas, provaremos a existéncia e a unicidade das solugoes em espacos

funcionais adequados.
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ABSTRACT

In this work we analyze two systems of nonlinear evolution partial differential equations
associated to models of fluid-structure interaction; such systems were obtained by using the
a-Navier-Stokes equations and the phase field methodology.

The first of such systems models a process of phase change involving solidification and
fusion of certain materials and take in consideration both the phenomena of heat conduction
and convection of the non-solid phase. Such a system is formed by coupling the a-Navier-
Stokes equations for incompressible viscous fluids to an equation for the phase field variable
whose values determine the phase of the material (solid, liquid or mushy), and also to
an equation for the balance of internal energy, which determines the evolution of the
temperature.

The second system to be studied models the dynamics of vesicles in an incompressible
viscous fluid. This system consists of the coupling of a-Navier- Stokes equation with an
equation for the phase field variable, which in this case determines the position of vesicle
membrane that is deformed by the action of the fluid, as well as its interior and exterior; this
last equation has a term describing the interaction of the fluid with the vesicle membrane.

For both systems, we will prove the existence and uniqueness of solutions in suitable

functional spaces.
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INTRODUCAO

Neste trabalho analisaremos dois sistemas de equagoes diferenciais parciais nao lineares de
evolucao, associadas a modelos de interacao fluido-estrutura obtidos utilizando as equacoes
a-Navier-Stokes e a metodologia do campo de fases.

Ambos sistemas utilizam as equagoes a-Navier-Stokes e a metodologia do campo de fases
em sua formulagao; o primeiro sistema corresponde a um modelo matemético que descreve o
processo de solidificacao e fusao de materiais e o segundo sistema corresponde a um modelo
matemético que descreve a dindmica de vesiculas em fluidos.

Passemos a descrever brevemente a chamada metodologia de campo de fases. Ela utiliza
o conceito de interface difusa (veja, por exemplo, [2], [4], [6], [7]), isto &, aquele que supde
que possiveis transicoes de propriedades fisicas nao ocorrem de forma brusca, mas sim em
camadas de transicao, eventualmente bastante finas, que admitem estrutura e propriedades
fisicas especificas.

Usualmente tais modelos introduzem uma funcao escalar da posi¢ao e do tempo, chamada
campo de fase ou parametro de ordem, ¢, cujos valores servem para indicar uma certa
propriedade. No caso de processos de solidificacao e fusao, os valores assumidos pelo
parametro de campo de fase, indicam a fase do material (solida, liquida ou mushy, isto
¢, uma mistura de solido e liquido). Ja no sistema de dinamica de vesiculas, os valores de tal
parametro indicam a posigao da membrana e se estamos no interior ou exterior da vesicula.

A metodologia de campo de fase tem dispertado o interesse de muitos pesquisadores
e isto se deve a uma das principais vantagens deste tipo de formulacao: a possibilidade
de se calcular computacionalmente interfaces complexas associadas a uma variedade de

problemas. Citamos, por exemplo, as seguintes situacoes em que se aplica esta metodologia:
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crescimento de cristais e mudancas de fase em geral, dindmica de fraturas, dinamica de
vesiculas, fendmenos da hidrodinamica envolvendo capilaridade, etc. Observamos também

que em muitas situacoes ha interpretacao fisica natural para o campo de fases.

O primeiro problema a ser analizado nesta tese corresponde a um modelo matemaético,
que utiliza a metodologia de campo de fases e descreve o processo de solidificacao de certos
materiais, levando em consideracao os mecanismos de conducao de calor e de convecgao.

Como dissemos acima, os valores assumidos pelo parametro de campo de fase indicam
o estado fisico. Por exemplo, considera-se que um ponto x do dominio, no instante t esté
na fase solida se p(z,t) > s ele estd na fase liquida se ¢(x,t) < ¢; e na fase mushy
se o < p(x,t) < ps (aqui s e ¢ dependem do material considerado). Neste problema
utilizaremos o parametro de ordem de forma indireta, pois o indicador bésico das fases sera
a fragao solida, representada pela func¢ao h(-). Desta forma teremos que h(p) = 1 na regido
solida, isto é, quando ¢, < ¢, teremos que 0 < h(p) < 1 na regiao mushy, isto é, quando
o1 < p < s e teremos h(p) = 0 na regiao liquida, isto é, quando ¢ < ¢;. A regido mushy é
uma regiao de transi¢ao que se comporta macroscopicamente como uma mistura de sélido e
liquido e pode ser modelada do ponto de vista do escoamento, por exemplo, como um meio
poroso nao consolidado.

Em muitos dos modelos considerados com esta metodologia, hé implicitamente a hipotese
de que nao ocorre transporte macroscopico de material durante o processo de mudanca de
fases. Isto é, supoe-se que, mesmo na fase liquida, nao ocorre fluxo de material e, portanto,
as Unicas questoes relevantes sao aquelas associadas aos fluxos de energia e das mudancas
de fase. Entretanto, em muitas situagoes relevantes na prética, esta nao é uma hipotese
realista e os efeitos dos fluxos sao importantes para o resultado final do processo. Nestes
casos, é necessario acoplar as equacgoes anteriores as equacoes que descrevem a possibilidade
de escoamento. Isto leva a maiores dificuldades matematicas e esta situagao tem sido muito
menos estudada de forma rigorosa na literatura cientifica. Alguns resultados que levam em
conta tal situagdo podem ser encontrados, por exemplo, em Blanc et al. [10], Planas e
Boldrini [62, 63, 11].

No presente trabalho, o modelo mateméatico de solidificacao que estamos interessados
considera a possibilidade de movimentagao do material utilizando variantes das chamadas
equacoes a-Navier-Stokes, as quais sao frequentemente usadas na simulacao de escoamentos
turbulentos e utilizam duas velocidades associadas ao escoamento. Tais equagoes tém a
vantagem matematica de que a velocidade de transporte é mais regular que aquela que se

tem quando se utilizam as equagés do tipo de Navier-Stokes classicas. Alguns exemplos
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de artigos que analisam as equacoes a-Navier-Stokes sao os seguintes: Foias, Holm e Titi
[34], [35], Guermond, Oden e Prudhomme [40], no caso de dominio espacialmente periodico,
Caglar [19] para o caso de dominios limitados e Bjorland e Schonbek [9] para o estudo destas

equagoes em R", para n = 2, 3,4.

A seguir, apresentamos o modelo de solidificacdo em que estamos interessados. Suas

equacoes sao as seguintes:

%+M-Vu+(vw)t-u+Vp:VAu—K(h(go))w+Cg9 em (),
uw=w—a’Aw—Vpem Q,

divw =divu=0em Q,

u=w=0em 2 x (0,7,

w = wy, em § x {0},

Iy

5; T Ve — @Ap— (2ap + 300" — 4¢%) = 56 em Q, @
L, C, Oy

Op 00

%_0, %_Oem(?QX(U,T)a

© =g, 0 =0y em Q x {0}.

Aqui  é um dominio aberto e limitado de R? com fronteira suave, onde ocorre o processo
de solidificagao ou fusao e fixamos 0 < T' < 400 que indica o tempo maximo de interesse;
denotamos @ = Q x (0,7).

Quanto ao significado das variaveis neste problema, temos o seguinte:

As variaveis u e w denotam as velocidades associadas as equagoes a-Navier-Stokes, as
quais incluem termos adicionais associados ao problema de mudanca de fases; as pressoes
hidrostaticas correspondentes, requeridas pelas condi¢oes de divergentes nulos, sao p e p,
respectivamente. A velocidade w é aquela regularizada que é utilizada como velocidade de
transporte. Os termos adicionais nessas equagoes sao os seguintes: um termo de penalizagao
do tipo Carman-Koseny para se levar em conta que quanto maior a fracao sélida menor deve
ser o fluxo; um termo do tipo aproximacao de Boussinesq para as forgas de empuxo causadas
pelas pequenas alteragoes da densidade devido aos gradientes de temperatura. Maiores
detalhes sobre tais termos serao fornecidos posteriormente.

As variaveis ¢ e 0 sdo respectivamente o campo de fase e a temperatura.

Quanto aos coeficientes dessas equagoes, a constante v > 0 é a viscosidade do fluido; g
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¢ o vetor aceleragao da gravidade; o parametro a > 0 é uma constante dada associada a
velocidade de transporte no modelo de a-Navier-Stokes.

O coeficiente € > 0 ¢ um parametro constante associado a densidade de energia acumulada
na interface; a constante x > 0 é associada a condutividade térmica; ¢ > 0 é uma constante
associada ao calor latente; a funcao f(p,0) = 2a(z,t) p + 3b(z,t) p? — 4> é a derivada com
respeito a ¢ da densidade de energia potencial, a qual neste caso é basicamente o chamado

potencial de duplo pogo (two-well potential).

3
ow;

A i-¢sima coordenada da expressao (Vw)' - u é dada por E a—Juj, para i =1,2,3.
x.

g=1 "

O segundo problema a ser analisado neste trabalho corresponde ao problema de dinamica
de vesiculas.

Embora a analise das deformacoes causadas em vesiculas pelas suas interagoes com o
fluido onde elas estao imersas nao é uma tarefa facil, varios pesquisadores tém se empenhado
no estudo deste tema nos ultimos anos (veja, por exemplo, [3], [5], [8], [29], [27], [28]) devido
a sua importancia e aplicabilidade em varias areas da biologia. A modelagem de vesiculas é
um primeiro passo para se estudar e entender o comportamento de células em meios fluidos,
[64].

A seguir colocamos as equagoes do modelo de dindmica de vesiculas que estudaremos.

Elas sao as seguintes:

%+w-Vu—|—(Vw)t-u+szvAu+(;—§(¢)V¢emQa
uw=w—a’Aw —Vpem Q,

divw =divu=0em Q,

w=u=0em dN x [0,7],

w = wy em Q x {0},

Vo= (¢) em @ @)

p=—-1, Ap=0em 00 x [0,T],
¢ = ¢p em Q x {0}.

Aqui, © é um dominio aberto e limitado de R® com fronteira suave, onde interagem o

fluido e a vesicula.
O termo E(¢) é dado por
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1 ~

.E/@A¢+§¢+%¢®u—¢m%m+leM@—@f+—Mxmw—ﬁV

B(9) = o

2 2

e corresponde & energia penalizada, com A(¢) = / ¢ dx, termo relacionado ao volume da

Q
1

4—(gz52 — 1)*dz, termo relacionado & area da superficie da
€

vesicula e B(¢) = /§|V¢|2 +

Q
membrana. M, M, sao constantes usadas para forcar que o volume e a area superficial da

vesicula se mantenham constantes e € > 0. Estes termos serao explicados com mais detalhes
posteriormente.

Temos ainda,

7 (6) = Rol9) + Mu(A®) - &) + M (B(®) ~ D)f(0),

a derivada variacional de E(¢) com respeito a variavel ¢, com

€

f(8) = ~edo+ (¢~ )6, g(0) = ~Af(e) + (36 ~ D(9)

nas equagoes modificadas de a-Navier-Stokes o termo adicional §—¢(¢)V¢ esta relacionado
a forga de Willmore agindo entre o fluido e a superficie da membrana, veja [25]. As outras
variaveis, coeficientes e parametros com as mesmas notagoes do modelo anterior, isto é das
equagoes (1), tétm o mesmo significado fisico.

O modelo analisado no presente trabalho, é similar ao apresentado por Q. Du, M. Li and
C. Liu em [25], com a diferenga de que naquele artigo o comportamento do fluido onde se
encontra a vesicula é governado por equagoes do tipo de Navier-Stokes, enquanto que aqui,
o comportamento fluido é modelado pelas equagoes a-Navier-Stokes.

Como em [25], a descrigdo da membrana é dada com o auxilio de uma fun¢ao campo de
fase, ¢. Tal funcao ¢ assume o valor 1 no interior da membrana e -1 fora da mesma, com
uma fina camada de transicao, cuja espessura é caracterizada por um pequeno parametro
positivo €. Os pontos onde ¢ se anula sao identificados com os pontos da membrana. Na
equagao para o campo de fase ¢, v é uma constante positiva dada relacionada a espessura
da membrana da vesicula.

Ressaltamos que Q. Du, M. Li and C. Liu em [25] obtém resultados similares aos validos
para as equagoes classicas de Navier-Stokes. No caso de dimensao espacial 2, eles provam
a existéncia global no tempo e a unicidade de solugoes fracas. Para dimensao espacial 3,

eles obtém a existéncia global no tempo de solugoes fracas, mas a unicidade é garantida
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apenas com hipoteses adicionais demasiadamente exigentes. Recentemente, Liu, Takahashi
e Tucsnak, em [56], provaram a existéncia de solugao forte para um modelo de dindmica de
vesiculas em dimensao espacial 3 similar ao modelo de Du, Li e Liu [25]. Neste trabalho foi
provado a existéncia de solugao forte local no tempo e a unicidade de solucao, e adicionando
a exigéncia de dados iniciais pequenos, foi provado que a solugao esté definida em [0, 7], para
T > 0 fixado.

No presente trabalho, com o comportamento do fluido modelado pelas equagoes a-Navier-
Stokes, somos capazes de provar mesmo no caso tridimensional a existéncia global no tempo
e a unicidade de solugoes de (2) com hipoteses naturais. Isto é possivel porque, mesmo com
nao linearidades e acoplamentos mais fortes, seremos capazes de provar maior regularidade

para as solugoes.

Finalmente, descrevemos a seguir como esta tese esta organizada.

No Capitulo 1 apresentamos a notacao a ser utilizada neste trabalho bem como
resultados béasicos sobre imersoes continuas e compactas e a teoria LP para as equagoes
diferenciais parciais parabodlicas. Falaremos um pouco sobre as equagoes a-Navier-Stokes
e apresentaremos algumas de suas propriedades que utilizaremos ao longo dos capitulos

seguintes.

No Capitulo 2 analisaremos o problema de equagoes diferenciais parciais nao lineares que
modela o processo de solidificagao. Enunciaremos e provaremos um resultado de existéncia de
solucao para este problema e a unicidade das solugoes encontradas. Usaremos argumentos de
ponto fixo, compacidade e bootstrapping, usaremos também a teoria L” de regularidade para
equagoes parabolicas [47]. Também serao tuteis os argumentos descritos por Boldrini e Vaz
em [12| para a equagdo do campo de fases e os resultados sobre as equagdes a-Navier-Stokes

descritos por Foias et al. em [34] e por Caglar em [19].

No Capitulo 3 apresentaremos o sistema de equacoes diferenciais parciais que modela a
dinamica de vesiculas em um fluido viscoso e incompressivel. Para este sistema provaremos
um resultado de existéncia de solucao fraca e unicidade de solu¢ao. Usaremos para isto,
resultados de imersao e algumas propriedades das equacoes a-Navier-Stokes presentes no
primeiro capitulo deste texto. Para mostrar a existéncia de solu¢ao usaremos uma versao do
Método de Galerkin, obtendo solu¢oes aproximadas, em seguida obtemos estimativas para
a passagem de limite, e entao, verificamos que a funcao obtida é solugao deste sistema. Ao

final provamos a unicidade de solucao pelo método usual de contradicao.



CAprIiTULO 1

NOTACOES E CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo introduziremos as notagoes, conceitos e os espagos funcionais a serem
utilizados ao longo deste trabalho. Recordaremos alguns resultados envolvendo imersoes em
espagos de Sobolev e também da teoria IP das equagoes diferenciais parciais parabdlicas. A
seguir apresentaremos alguns resultados a respeito das equagoes a-Navier-Stokes que serao

necessarios nos capitulos seguintes.

1.1 Notacoes e espacos funcionais

Ao longo deste texto usaremos a notagao usual de espagos de Sobolev. Exporemos aqui
os espacos utilizados para facilitar a leitura do mesmo. Esta notacao e outros resultados a
respeito destes espagos podem ser consultados em [1].

Consideraremos €2 C R? um dominio aberto, limitado e de classe C2%, 0 < T < 400 ¢

Q = Q2 x(0,T). Denotaremos nesta segao o = (ay, - - - , v, ) um multi-indice, || = a;+- - ay,
olel

30;11 ‘e ag:

e D* = D§t ... Do =

Iniciamos listando os seguintes espagos funcionais:
C™(£2) que denota a espago das fungdes continuas cujas derivadas de ordem menor ou

igual a m também sdo continuas em 2 (com m inteiro positivo ou m infinito),
Ci' () é o espago das fungoes em C™(€2) que possuem suporte compacto em €2,

LP(2) é o espago de Banach das (classes de) fungoes u(-) de 2 em R mensuraveis a

Lebesgue e ¢-integraveis, ¢ > 1, cuja norma é dada por

7
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1/q
lul|La) = /|u!qu , paral < g < oo, e
Q
[ull 2o (@) = ess Sl(lzp |u(z)].

Temos também,

W(Q) ={u e LP(Q) : D*u € LP(Q), |a] < m},

p

o espaco de Banach com norma dada por

lullwy@ = Y 1D%ull o).

laj<m

Para ¢ = 2 escrevemos H™(Q2) em lugar de W3*(Q2). E, HJ'(Q) ¢é o fecho de C§° em
H™(Q).

Seguindo a notac¢ao de Temam em [66], descrevemos os espagos funcionais para o estudo

das equagoes de Navier-Stokes,

YV ={w e (C(N))3: divw = 0},
H & o fecho de V em (L*())3,
V ¢ o fecho de V em (HJ(2))3.

Introduziremos agora os espagos para as fungoes de variaveis espaciais e temporais.

Um espago que trabalharemos muito ¢ o espago de Banach
Wil (@) = {u € L(Q)  Dyu, Diu € L(Q), D€ L(Q)},
cuja norma é definida por
[ullywzgy = lull o) + 1 Datll o) + | Diullzoq) + | Dsul|oq)-

Definiremos agora o espaco H™™/? (Q) que é o espaco das funcdes Holder continuas (com
expoente 7 em x e 7/2 em t). Dizemos que uma funcio u(z,t) definida em @Q é Hélder
continua em x e t, com expoentes «, 3 € (0,1), se as seguintes quantidades, chamadas

constantes de Holder, sao finitas:
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u(a1, 1) = u(ws, t)|

(o) _
u);” = sup
) (21,6),(w2,)€Q |21 — mo|® ’

T AT

B _ ’u(x7t1) _u(x7t2)|
(u) sup

W) —

(@,11), (2, t2)€Q |ty — to]?

t1#ty

Agora dado 7 > 0 nao inteiro, considere a seguinte norma:

[7]

T s T—|T T NS (7727'75) j
ulg’ = > (DIDa) S (DD T+ D (),
2r+s:[r] 0<T—2r—s<2 7=0
com <u)8) = Z max | Dy D;u| e [7] o maior inteiro menor que 7.
2r+s=j

Definimos o espago de Banach H 7/ 2(Q), com T um nimero nao inteiro, como o espaco
das fungdes u(x,t) continuas em @) com derivadas da forma DI D3u com 2r + s < 7 também
continuas e cuja norma \u|g) ¢ finita.

Particularmente, estamos interessados em espacos de Holder H™™/2(Q) com 0 < 7 < 1

oul <7 < 2, com as seguintes normas respectivamente

T T 2
el 7772y = e ] + (W) + ()™,

el o2y = masx ] 4+ 3 max [ Dyl + (D)7 + ()7,

Trabalharemos também com os seguintes espagos:
Sejam B um espago de Banach com norma || - ||p e 0 < T < oo. LP(0,T; B) ¢ o espago
de Banach das fungdes u : [0, 7] — B mensuraveis tal que a funcao ¢t € [0,7] — |Ju(-,t)||5 €

p-integravel ( 1 < p < oo) com norma dada por

1/p

T
D —— / lu( oI5 | para 1< p < oo,
0

|||z (0,r;8) = €ss sup |[Ju(-, 1) 5.
0<t<T

Temos também,

C([0,T]; B) o espago de Banach das fungoes u : [0,7] — B continuas (com a topologia
forte de B),
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W."(0,T; B) o espago das fungoes em LP(0, T'; B) cujas derivadas generalizadas de ordem

menor ou igual a m também pertencem a LP(0,T’; B).

1.2 Resultados basicos

Nesta segao enunciamos resultados basicos sobre imersoes de Sobolev e sobre a teoria L?
para as equagoes diferenciais parabolicas. Referéncias béasicas para esta secao sao [1] e [47].
Iniciaremos enunciando o seguinte resultado de imersao em espacos de Sobolev, que pode

ser encontrado em Adams e Fournier [1].

Proposicao 1.1 (Rellich-Kondrachov). Seja Q um dominio limitado em R™. Sejam j e m
inteiros nao negativos e p satisfazendo 1 < p < oo. Se () satisfaz a propriedade do cone,

entao as sequintes 1mersoes sao compactas:
1. WgHH(Q) — Wg(Q) para 0 < n—mp < n e para todo 1 < g < np/(n —mp).
2. Wg””(ﬂ) — WqJ(Q) para mp =n e para todo 1 < q < o0.

3. WITm(Q) — C7(Q) para mp > n.

Observacao 1.1. Para que um dominio Q2 C R" satisfaca a propriedade do cone € suficiente
que este seja Lipschitz, condicio esta que € satisfeita por todo §) de classe C*, para qualquer
k> 1.

Um caso particular da Proposicao anterior é o seguinte resultado, que usaremos neste

texto.

Coroléario 1.1. Seja Q um dominio de R® satisfazendo a propriedade do cone. Entdio a

imersao W3 (Q) — W(Q) € compacta para todo 1 < q < 6.

Demonstragao: Basta aplicar a Proposicao anterior comn =3, p=2, m =7 = 1. O

O proximo Lema é um resultado de imersao de Lions-Peetre e pode ser encontrado em
[53, p. 15].
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Lema 1.1. Sejam Q C R® um dominio limitado com a propriedade do cone e 1 < g < oo.

Entao:

W2HQ) C L*(Q), se é — ; < 0;
1 2

W‘]Q,l(Q) - Lp(Q)vvp € [Qa OO) se 5 - 5 = Oa
1 2\ " 1 2

Wg’l(Q)CLP(Q)ap: (5—5> se 7 5 > 0,

com as 1mersoes compactas.

A seguir apresentamos outro resultado de imersao para o espago W(f’l(Q). Este resultado

pode ser encontrado em [47, p. 80].

Lema 1.2. Seja Q C R® um dominio aberto, limitado e satisfazendo a propriedade do cone.
Entdo a imersio W2H(Q) — H™™/?(Q) € continua e existe uma constante M que depende

de q, Q0 e T tal que
Nl grrrziq) < Mllullyyz1 g,

comq>>5/2e0<1=2-5/q.

Considere o seguinte problema parabodlico linear:

0 Au + Zn:bi(x,t) Ou +a(z,thu= f(z,t) em Q,

8t i—1 (91:1
%—OemﬁQx(OT) (1.1)
071 - I 9 .

u(z,0) = ug(x) em Q.

Apresentaremos agora resultados de existéncia de solugao para este problema. Resultado

este que pode ser consultado em Ladyzenskaja [47, p. 341 e remark em p. 351].

Lema 1.3. Sejam q¢ > 1 e¢ Q um dominio do R™ com fronteira 0S) suficientemente suave.

Suponha que:

1. fe LYQ) com q # 3.
2. ug € WqQ_Q/q(Q) NWEE2(Q) com g #3/2 e € (0,1).

max(q,n+2), seq#n+2

3. b € L"(Q) comr = :
n+2+e seq=n+2, Ve>0



12 Se¢ao 1.2 — Resultados bdsicos

max(q, 252), se q # 52

2 2 ’
2 te, seq="E Ve>0

4. a € L*(Q) coms:{

5 — =0 em 09 se ¢ > 3.

Entao existe uma unica solugao u € qu(Q) do problema (1.1) satisfazendo, para q¢ > 3,

a sequinte estimativa:

|’UHW§J(Q) < C(HfHLq(Q) + (HbHL’“(Q) + HaHLS(Q))HUOHWQQ—Q/q(Q) + HUOHWQQ—W(;(Q))
com C uma constante que depende de T, q, r, s, e €.

Observacao 1.2. Este resultado também € vdlido para q = 3, de acordo com Ladyzenskaja

[47, p.351].

O proximo resultado é o Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder, e pode ser consultado
em [37, p. 189].

Lema 1.4 (Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder). Sejam B um espago de Banach e

T :[a,b] x B — B um operador tal que y = T'(\,z) com z, y € B e X € [a,b]. Suponha que:
(1) T(\, x) estd definidoVx € B eV € [a,b.
(i) Para X\ fizo, T(),-) é continuo em B.

(i1i) Para X fixo, T(A,+) € um operador compacto.

(iv) Para v € A, A C B limitado, T'(\,x) € continuo em X uniformemente com relac¢io a

x.

(v) Eziste uma constante M > 0, independente de X\ € [a,b], tal que toda possivel solugdo
x de x = T(\ x) satisfaz ||z||p < M.

(vi) A equagao x = T(a,x) tem uma unica solu¢io em B.

Entao, existe uma solu¢ao da equagio x = T(b,x).

O Lema a seguir é um resultado de compacidade devido a Simon, que pode ser consultado
em |65, Corolario 4, p. 85|, e que sera muito utilizado para as convergéncias ao longo das

demonstragoes dos resultados de existéncia nos Capitulos 2 e 3.
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Lema 1.5. Sejam X, Y, B espacos de Banach tais que X C B C'Y, com a imersio X C B
compacta.

Seja F limitado em LP(0,7;X), 1 < p < oo, e OF/0t = {0f/ot : f € F} limitado em
LY0,T;Y). Entao F ¢ relativamente compacto em LP(0,T; B).

Seja F' limitado em L*°(0,T;X) e OF/0t limitado em L"(0,T;Y), com r > 1. Entao F
é relativamente compacto em C(0,T; B).

A seguir apresentamos o Lema com a Desigualdade de Interpolacao.
Lema 1.6 (Desigualdade de Interpolagao). Se u € LP*(0,T; L9 (2)) N LP2(0,T; L(2)) com
1<pi<pr<o00, 1< q <qo <00, entaou € LP(0,T5 L%(Q)) para todo pr < pg < pa,
q1 < qp < g2 e vale a desigualdade

||u”L”9(07T;Lq9(Q)) < ”UHim (0,T;L91 (Q ||u||LP2 (0,T;L92 ()’

onde 0 < 0 < 1 verifica

1 6 1-40 1 0 1-06
+ .

_ = — e — = —

Do b1 D2 de q1 q2

Demonstragao: Para demonstrar esta desigualdade basta aplicar duas vezes o Teorema de

Interpolagao que pode ser encontrado em [1, p. 27]. O]

Segue alguns exemplos de interpolacao que serao usados nos Capitulos 2 e 3.

Corolario 1.2. Sew € L*(0,T; H*(Q)) N L>(0,T; H'(2)) entdo w € L¥(Q) e

3/4 1/4
lwllzs@) < 1wl oz 19l oo 22 - (1.2)

Demonstragao: Para demonstrar este fato, usa-se o resultado de interpolagao acima e as
imersoes continuas H2(Q2) C L>®(Q) e H(Q) C L%(Q)), para n = 3. O
Corolario 1.3. Se ¢ € L=(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)) entdo » € L'°3(Q).

Demonstragao: De fato, basta considerar a imersio continua H'(Q2) C L°(Q). Neste caso,

temos a seguinte estimativa

2/5 3/5
el iorsi@y < Iel22 0.z 130 e ey -
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1.3 Equacoes a-Navier-Stokes

Nesta secao vamos falar da importancia e da escolha das equacoes a-Navier-Stokes para
governar o escoamento de fluido nos dois problemas a serem analisados. Em seguida,
exporemos algumas propriedades destas equagoes que serao utilizadas ao longo deste
trabalho.

Nos tultimos anos, Holm et al. [43], [21], introduziram um novo modelo de turbuléncia,
que ficou conhecido como o modelo a-Navier-Stokes (também conhecido como wviscous
Camassa-Holm equation ou the Lagrangian Averaged Navier-Stokes-alpha). As equagoes
a-Navier-Stokes surgiram da tarefa de regularizar as equagoes de Navier-Stokes. A primeira
regularizagao foi realizada por Leray [51|, [52] e suas vantagens computacionais foram
mostradas por Geurts e Holm [39], [38]. A partir dai surgiram varios caminhos de relacionar
o modelo a- Navier-Stokes a ideia de Leray.

Consideraremos aqui a seguinte versao para dominios limitados das equagoes a-Navier-

Stokes:

(0
a—?+w~Vu+(Vw)t-u+Vp:VAu+femQ,
u=w—a’Aw —Vpem Q,
divw =divu =0em Q, (1.3)

u=w=0em I x (0,7,

w = wy em Q x {0}.

\

Aqui, como ja descrito na Introducao desta tese, 2 € um dominio aberto e limitado de
R3 com fronteira suave, fixamos 0 < T' < 400 que indica o tempo maximo de interesse;
denotamos ) = 2 x (0,7).

As variaveis u e w denotam as velocidades associadas as equagoes a-Navier-Stokes; as
pressoes hidrostaticas correspondentes, requeridas pelas condi¢oes de divergentes nulos, sao
p e p, respectivamente. A velocidade w é aquela regularizada que é utilizada como velocidade
de transporte. Quanto aos coeficientes dessas equagoes, a constante v > 0 é a viscosidade
do fluido; o parametro a > 0 é uma constante dada associada a velocidade de transporte.

Estas equagoes sao o resultado de uma modificagao adequada no termo de convecgao nao-
linear das equagoes de Navier-Stokes [24], tornando as equagoes a-Navier-Stokes melhores
do ponto de vista computacional [35]. De fato, as equagdes Camassa-Holm, dadas as
suas especiais propriedades geométricas e fisicas, sao bem adequadas para o estudo de
escoamentos turbulentos e fornecem um promissor quadro tedrico para auxiliar a entender

alguns escoamentos turbulentos [21].
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Os dois modelos que analisaremos nesta tese consideram o escoamento do fluido dado por
variantes adequadas das equagoes a-Navier-Stokes, pois como a velocidade de transporte
destas equagoes ¢ um pouco mais regular que a velocidade correspondente das equagoes
Navier-Stokes usuais, isto permitird um melhor tratamento do acoplamento das equacgoes
do campo de fases tanto no modelo de mudancas de fase quanto no modelo de dinamica de
vesiculas. Exemplos de artigos que analisam as equagoes a-Navier-Stokes sao os seguintes:
Foias, Holm e Titi [34], [35], Guermond, Oden e Prudhomme [40], no caso de dominio
espacialmente periodico, Gaglar [19] para o caso de dominios limitados e Bjorland e Schonbek

[9] para o estudo destas equagbes em R™, para n = 2,3, 4.

A seguir introduzimos a notagao e algumas defini¢oes que serao utilizadas no estudo
dessas equagoes. Ressaltamos que propriedades basicas deste modelo podem ser encontradas
em [34], [35] e [19].

Denotaremos por P : (L?(Q))> — H a projegao ortogonal, e definimos o operador de
Stokes por

A=-PA:D(A) — H, (1.4)

onde o dominio do operador ¢ dado por D(A) = (H*(2))>NV C H.

Note que, o operador de Stokes é autoadjunto e positivo. Além disso, no caso de 2
limitado, o operador inverso de A, denotado por A™!, ¢ linear e continuo de H em D(A),
e como a imersao de D(A) em H é compacta, o operador A~! é compacto em H. Assim,
o espaco H admite uma base ortonormal {vj};?‘;l de autofuncoes de A, isto ¢, Av; = Ajv;,
v; € D(A),com 0 <A <A < A3 <o) A\ — o0

A seguir enuncia-se um resultado a respeito do operador A, que pode ser encontrado em
Foias et al. [34].

Lema 1.7. (i) O operador A pode ser estendido continuamente ao espago V. = D(AY?)

com valores em V' = D(A™Y2) tal que

(Au,v)yr = (AY?u, AYV?0) = /(Vu.Vv)dw,
Q

para todo u,v € V.

(ii) Analogamente, o operador A? pode ser estendido continuamente ao espago D(A)
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assumindo valores em D(A)', que denota o espago dual de D(A), de forma que
(A*u,v) piay = (Au, Av), Yu,v € D(A).

Ao trabalhar com as equagoes de Navier-Stokes, veja por exemplo Temam [66], é
necessario definir uma forma trilinear b associada a nao linearidade do termo convectivo.
Primeiramente, define-se B(u,v) = P[(u - V)v|, para u,v € H}(Q). A forma trilinear b é

entao definida por
(B(u,v),w) = b(u,v,w), Yu,v,w € Hy(Q),
isto é,
3
b(u,v,w) = Z /uiDivjwj dx.
ij=1%
A forma b tem as seguintes propriedades:

Lema 1.8. A forma b estd bem definida e € trilinear e continua em H}(Q) x H}(Q) x
(H&(Q) N L”(Q)), para 0 C R"™ limitado ou ilimitado e para n qualquer. Em particular,
para € um dominio aberto e limitado de R™, com n < 4 tem-se que b € uma forma trilinear

continua em V xV x V.

Lema 1.9. Para ) subconjunto aberto de R",
b(u,v,v) =0, Yu €V, v € HY(Q) N L"),

b(u,v,w) = —b(u, w,v), Yu €V, v,w € Hy(Q) N L"().
A demonstracao de cada um destes dois lemas acima pode ser encontrada por exemplo
em Temam [66].

Assim como para as equagoes de Navier-Stokes, definiremos uma forma trilinear para as
Equagdes a-Navier-Stokes. Para isto, denote B(u,v) = —P[u x (V x v)], para u,v € H}(Q).
O operador B ¢ definido por

(B(u,v),w) = —(Plu x (V x v)],w), Yu,v,we H(Q). (1.5)

Segue da identidade vetorial

(b-V)a+ Y a;Vb=—bx (Vxa)+V(ia-b) (1.6)

J=1
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que

(B(u,v),w) = b(u, v, w) — b(w,v,u), Yu, v, w € H(Q).
O proximo lema nos apresenta outras propriedades do operador B.

Lema 1.10. (i) O operador B pode ser estendido continuamente de V x V com valores

em V', e em particular satisfaz

~ 1/2 1/2
(B(u,v), wyv| < ellully|Jully v llv[wllv,

= 1/2 1 2
[(B(u,v), w)yr| < ellully|o]lv]fw]y|wll
para todo u,v,w € V.

(i1) O operador B satisfaz as sequintes propriedades:
(B(u,v),w)yr = —(B(w,v),u)y, Yu,v,w €V,
(B(u,v),u)y =0, Yu,v e V.

(11i) Temos também,

[(B(u,v), w)pay| < ellullallvllvwl/*(|Awly®, Yue H,veV ew e D(A).

Por simetria, temos,
(B(u,v),w)| < cllully/*| Aull i [[v]lv|lw]lm, Yu € D(A),veV ewe H.

(iv) Temos ainda,

(B, v), whparl < eIl Nul 2ol Awl + Nullv ol ol Awl)

para todow € V,v e H ew € D(A).

(v) E, finalmente, temos

B 1/2 1/2 1/2 1/2
(B(u, ), wiv] < el 2N Aulif ol lwlly + [ Aull ol ol o).

para todo u € D(A),ve H ewe V.
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A demonstracao deste Lema pode ser consultada em Foias et al. [34].

Observacdo 1.3. As propriedade de B do item (i) do Lema acima, valem
independentemente do fato que div u =0, div v =0, div w = 0, de acordo com o comentdrio

anterior ao Lema.

Vamos agora, reescrever a equagao (1.3) em uma forma abstrata como em [34].

A identidade vetorial (1.6) nos permite substituir, na primeira equagao de (1.3), o termo
w - Vu+ (Vw)Tu pelo termo —w x (V x u) + V(u - w).

Por outro lado, supondo que temos regularidade suficiente e aplicando o projetor P a
segunda equagao de (1.3), observando que u e w pertencem a H, obtemos que u = w+a?Aw.

Assim, utilizando esta expressao para u, a primeira equagao de (1.3) se torna

0
a(w + a?Aw) — vA(w + o?Aw) —w x V x (w + o*Aw) + Vq = f,
onde g =p+w-w — a?Aw - w.
Entao, aplicando mais uma vez o projetor P, agora na equagao anterior, o problema (1.3)
finalmente se reescreve como:

%(w + o’ Aw) + vA(w + o?Aw) + B(w, w + o*Aw) = Pf

w = wy para t = 0.

(1.7)

A formulagao variacional deste modelo é obtida multiplicando a primeira equagao de (1.7)
por uma fungao v € D(A) e integrando por partes. O objetivo entédo, é, encontrar w € D(A)

que satisfaz

0 -
(E(w + &?Aw),v) + v((w + o*Aw), Av) + (B(w,w + o*Aw),v) = (f,v), Vv e D(A),
(1.8)
observe que a projecao P nao aparece mais no segundo lado da igualdade, isto ocorre pois

este operador é autoadjunto e a fungao teste pertence & D(A) C H (imagem de P).

Enunciamos a seguir o resultado de existéncia e unicidade de solugao para o problema

(1.8), que pode ser consultado em Caglar [19].

Teorema 1.1. Sejam f € L*(0,T; L*(Q)), wo € V e 0 < T < oo fizado. Entdo o problema

(1.8) tem uma tnica solu¢io w(t) no intervalo [0,T).

A demonstragao deste resultado pode ser consultada em Caglar [19].
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Neste mesmo artigo, Caglar mostra que a solugao w possui uma regularidade maior; ele
obtéem w € L>(0,T;V) N L*(0,T; D(A)).

Observacao 1.4. O resultado de ezisténcia provado por Caglar em [19] também pode ser
provado pelo método de compressibilidade artificial (ver, por exemplo [66, p. 287]) com a
sequinte formulacao aprorimada para o problema.

Para cada € > 0 fizo, e dados wy € V, py € L*(Q), queremos encontrar w. €

L*(0,T; D(A)), p. € L*(Q) que satisfazem a formulagio variacional corresponde a

ﬁ(ws + & Aw,) + vA(w. + o Aw,) + B(wa, w, + o?Aw,) + Vp. = f em Q,

ot

56515 + divw. =0 em Q,
w€<0) = Wy, pa(o) = Do, €m Q7
w:(0) =0 em 00 x (0,T).

Observe que mo caso das equacoes de Navier-Stokes € necessdria a adi¢ao do termo
%(dw we)we G equagao da velocidade (veja, e. g. Temam [66, p.287]), pois como nao temos
mais a condigao divw = 0 a forma trilinear b perde a propriedade b(w,w,w) = 0.

O termo adicional é um termo de estabilidade, usado para substituir a forma b pela
forma b de modo que l;(u,v,w) = b(u,v,w), para todo u,v,w € V, e E(w,w,w) =0, para
todo u € H}(Q)). Neste caso, com as equagdoes a-Navier-Stokes ndao hd adigio de nenhum
termo jd que a propriedade (B(w,u),w) = 0 € wvdlida independentemente de divw = 0,
pois o vetor w X V X u € ortogonal ao vetor w, para quaisquer vetores u e w, nao havendo

necessidade de substituir o operador B, o qual foi definido em (1.5).
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CAPITULO 2

UM MODELO PENALIZADO DE MUDANCA
DE FASES cOM CONVECCAO

Neste capitulo analisaremos o sistema de equacoes diferenciais parciais nao lineares que
descreve o processo de solidifica¢ao/fusao com o auxilio da metodologia de campo de fase e
levando em consideragao os mecanismos de condugao e convecgao da energia e material. O
sistema é composto por uma equagao de momento que determina o deslocamento (que se da
por fluido incompressivel e é descrito pelas equagoes a-Navier-Stokes), uma equagao para o
parametro campo de fases que determina a fase do material e uma equacao de balanco de
energia interna, que determina a evolucao da temperatura. Nosso objetivo aqui é mostrar a

existéncia e unicidade de solucao para este sistema.

2.1 Uma breve introducao a modelos de solidificacao

Cada vez mais a compreensao do comportamento de materiais submetidos a diversas
situagoes fisicas é de fundamental importancia para o desenvolvimento adequado de novos
produtos. Entre tais materiais estao os compositos, polimeros, coléides, misturas, e outros,
os quais em geral apresentam comportamentos termomecéanicos complexos e muitas vezes
estao presentes em situagoes que podem acarretar mudancas de fases.

Portanto, o estudo cuidadoso de tais comportamentos, bem como das possibilidades de
controla-los, através das analises dos respectivos modelos termomecéanicos, é tarefa essencial
para o desenvolvimento de projetos de engenharia nos quais tais materiais estejam envolvidos.

Em particular, para cada um desses modelos é necessario ter a correta compreensao de varios
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dos seus aspectos matematicos.

Antes de apresentar o modelo a ser analisado neste capitulo faremos uma breve exposicao
de como se iniciou o estudo de modelos matematicos para descrever o processo de mudancas
de fase de materias e a forma que eles sofreram mudancas até chegarmos ao modelo que
estudaremos aqui.

Como a metodologia da derivacao das equacoes que descrevem o comportamento de
materiais com transicao de fases é mais conhecida, nos concentraremos aqui em descrever
brevemente uma metodologia bastante adequada para incorporar tais fenomenos em modelos
mais simples. Tal metodologia ¢ aquela que utiliza o conceito de interface difusa (veja,
por exemplo, [2], [4], [6], [7]), isto &, aquela que supde de forma mais realista que tais
transi¢oes nao ocorrem de forma absolutamente brusca, mas sim em camadas de transicao,
eventualmente bastante finas, que admitem estrutura e propriedades fisicas especificas.

Um exemplo importante de modelos de interface difusa sao os chamados modelos de
campos de fase. Usualmente tais modelos introduzem uma fungao escalar da posigao e do
tempo, chamada campo de fase ou parametro de ordem, ¢, cujos valores servem para indicar
a fase do material. Por exemplo, considera-se que um ponto z do dominio, no instante ¢
esté na fase solida se p(x,t) > ¢s; ele esta na fase liquida se ¢(x,t) < ¢, e na fase mushy
se ¢ < p(x,t) < @ (aqui ps e ¢, dependem do material considerado). Neste trabalho
utilizaremos o parametro de ordem de forma indireta, pois o indicador basico das fases seréa
a fragdo solida, representada pela fun¢do h. Desta forma teremos que h(yp) = 1 na regido
solida quando s < ¢, 0 < h(p) < 1 na regidao mushy quando ¢; < ¢ < @5 e h(¢) = 0 na
regiao liquida quando ¢ < ¢;. A regiao mushy é uma regiao de transicao que se comporta
macroscopicamente como um mistura de sélido e liquido e pode ser modelada do ponto de
vista do escoamento, por exemplo, como um meio poroso nao consolidado.

Um modelo com o parametro campo de fases para descrever a transicao de fase
solidificacao/liquefagdo de materiais puros foi proposto originalmente por Langer e Fix
[48, 33]. Tal perspectiva foi posteriormente desenvolvida e generalizada por muitos
pesquisadores; veja por exemplo [15, 16, 17, 18, 20, 23|. Apenas para ilustrar, recordamos
que na derivacao das equagoes que governam a mudanga de fase, Langer [48| considerou
um funcional energia livre com dois tipos de contribuigoes para a energia: uma parcela
dependendo do gradiente do campo de fases (e que basicamente fornece a energia acumuladas
nas interfaces) e outra correspondente a densidade de energia potencial com a estrutura de
pogo duplo (double well potencial), obtendo as seguintes equagoes para o campo de fase e a

temperatura:
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0 0

_SO = §2A90 + _f7

ot Oy (2.1)
9 _ ng+ 028

ot o’

Aqui, como antes ¢ é o campo de fase, # a temperatura; £ é um coeficiente associdado a
densidade de energia acumulada na interface; x é associado a condutividade térmica; ¢ é
associado ao calor latente e f(p, ) é a densidade de energia potencial.

Posteriormente, Penrose e Fife [60, 61] e outros [67, 68| aplicaram argumentos da
termodinamica para obter variagoes das equagoes (2.1). Em suas vérias generalizagoes elas
tém sido extensamente estudadas por varios autores; veja por exemplo [13, 32, 42, 44, 45,
46, 50, 49, 57, 69].

Observamos que uma das principais vantagens deste tipo de formulacao é a possibilidade
de se calcular computacionalmente interfaces complexas associadas, por exemplo, a
crescimento de cristais e mudancas de fase em geral. Uma variedade de outros problemas
também tém sido tratados com a metodologia do campo de fase: fené6menos da hidrodinamica
envolvendo capilaridade, movimento de contato, nucleacao, etc. Observamos também que

em muitas situagoes ha interpretacao fisica natural para o campo de fase.

No entanto, uma caracteristica comum & maioria dos modelos considerados que aplicam
esta metodologia é o fato de que ha implicitamente a hipétese de que nao ocorre transporte
macroscopico de material durante o processo de mudanca de fases. Isto é, supoe-se que,
mesmo na fase liquida, nao ocorre fluxo de material e, portanto, as tinicas questoes relevantes
sao aquelas associadas aos fluxos de energia e das mudangas de fase. Entretanto, em muitas
situagoes relevantes na pratica, esta nao é uma hipotese realista e os efeitos dos fluxos
na parte fluida sao importantes e interferem no resultado final do processo. Nestes casos,
é necessario acoplar as equagodes anteriores as equagoes que descrevem o escoamento que

ocorre na regiao fluida.

A analise de modelos de solidificagao que consideram a possibilidade de movimentacao
na parte nao-solida é em geral mais dificil do ponto de vista matematico e tem sido menos
consideradas na literatura cientifica. Alguns resultados que consideraram este tipo de
situagdo podem ser encontrados, por exemplo, em Blanc et al. [10], Planas e Boldrini
[62, 63, 11], nos quais utilizam-se variantes da equagoes de Navier-Stokes para fluidos viscosos

e incompressiveis para descrever possiveis fluxos.

No presente trabalho também consideramos a possibilidade de fluxo do material durante

o processo de solidificagao-fusao, porém, para descrever tais movimentos utilizamos uma
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variacao das equagoes a-Navier-Stokes, o que nos permitiré ter ganhos de regularidade das

solugoes mesmo no caso tridimensional.

2.2 Apresentacao do modelo a ser analisado

Sejam  um dominio aberto e limitado de R? e T' > 0 fixo; denote Q = Q x (0,T).

O modelo que consideraremos ¢é o seguinte:

0

a—?;+w'Vu+(Vw)t~u—|—Vp:I/Au—K(h(go))w—i-cg@ em @,
u=w—o’Aw — Vpem Q,

divw =divu=0em Q,

u=w=0em 0 x (0,7T),

w = wp, em 2 x {0},

aa_erw-vso—eQAso—(2a90+36s02—4903) = 36 em @Q, (2:2)
00 C, (0

E+w.ve—m0_§h(go)5em@

dp 00

%_07 %—OemﬁQX(O,T),

© =, 0 =0y em Q x{0}.

Recordamos que as variaveis v e w denotam as velocidades associadas as equagoes a-
Navier-Stokes, as quais incluem termos adicionais associados ao problema de mudanca de
fases; as pressoes hidrostaticas correspondentes, requeridas pelas condi¢oes de divergentes
nulos, sdo p e p, respectivamente. A velocidade w ¢é aquela regularizada que é utilizada
como velocidade de transporte. As variaveis ¢ e 6 sao respectivamente o campo de fase e a
temperatura.

Quanto aos coeficientes dessas equagoes, a constante v > 0 é a viscosidade do fluido; g
é o vetor aceleragao da gravidade; o parametro @ > 0 é uma constante dada associada a
velocidade de transporte no modelo de a-Navier-Stokes.

O coeficiente € > 0 é um parametro constante associado a densidade de energia acumulada
na interface; a constante k > 0 é associada a condutividade térmica; ¢ > 0 é uma constante
associada ao calor latente.

A fungio f(p,0) = 2a(x,t) ¢ + 3b(z,t) p? — 4p> ¢ a derivada com respeito a ¢ da

OF
densidade de energia potencial que esté sendo considerada; neste caso f(¢,0) = a—(g@, 0),
¥
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onde F(p,0) = a(x,t) p? + b(z,t) ¢* — p* + 60, a qual é uma generalizagao do chamado
potencial de duplo pogo (two-well potential) (veja [58]).

Por simplicidade de exposicao e sem perda de generalidade, supomos que a densidade

média do material é igual a um e que a temperatura de referéncia é nula.

A primeira, a segunda e a terceira equagoes em (2.2) correspondem as equagoes do
escoamento do material fundido (n@o so6lido), o qual é suposto viscoso e incompressivel
e governado por uma adaptacao das equagoes a-Navier-Stokes pela inclusao de termos

adicionais descritos a seguir.

O termo cgf é chamado termo de aproximacao de Boussinesq e é o responsével pelo efeito
convectivo (movimento) causado pelas for¢as de empuxo geradas por pequenas alteragoes na

densidade devido as diferencas de temperatura.

O termo K (h(y))w é um termo de penalizacao do tipo Carman-Koseny e corresponde a
um termo de atrito que modifica o escoamente na regiao mushy de tal forma que espera-se

que quanto maior a fragao sélida menor é o fluxo.

Para tal efeito, é introduzida a funcdo real h(-) que relaciona a fragao solida do material
com o campo de fases; ela é uma funcao dada que depende do material considerado e satisfaz
h(¢) = 0 quando ¢ < ¢y, h(p) = 1 quando @y < @ e é estritamente crescente em (¢, s ); aqui
@1 € s sao constantes conhecidas, dependendo do material, que determinam as fases, isto é,
conforme ja dito na Introdugdo, um ponto x € Q no instante ¢t € [0,7] esta na fase solida
se p(x,t) > ps; ele esta na fase liquida se p(x,t) < ¢, e na fase mushy se @, < p(x,t) < s

(aqui s e ¢; dependem do material considerado).

Consideramos também que a fungao real K(-) € C]0,1] dada satisfaz K(0) = 0, é
estritamente positiva em (0,1) e K(1) = K,, com K, >> 1. Conforme explicaremos logo
depois do enunciado do resultado principal deste capitulo, estes requerimentos garantem que
a velocidade do fluxo sera bem pequena (para K, >> 1) em uma certa norma na regiao

solida.

A sexta das equagoes em (2.2) é a equagao do campo de fases @, que descreve as fases do

processo de solidificagao.

A sétima equacao corresponde ao balanco de energia escrita em termos da temperatura
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Observamos que, se utilizarmos a notagao da Se¢ao 1.3 e procedermos como feito para

obtermos a equacgao (1.7), podemos reescrever o modelo deste capitulo como:

2(w + o2 Aw) + vA(w + o? Aw) + B(w, w 4+ o?Aw) = —P(K (h(¢))w) + cP(gh),

ot
%fwmo—e%so—<2a<p+3bs02—4903>=59 em @Q, (23)
o0 L, Op

o Tw VO — KA = 1 (o) 5 em Q.

8@_ 89_

a_n_()7 %_OemﬁQX((),T)v

w = wy, =g, =0y, emt=0,

lembrando que B est4 definido em (1.5).

2.3 O resultado principal: existéncia e unicidade de

solucao

Nesta secao daremos o sentido de solugao e apresentaremos o resultado de existéncia de
solugdo para o sistema (2.3).
Considere as seguintes hipoteses para as fungoes K e h, que serao necessarias até o final

deste capitulo:

(H1) K ¢ uma fungao de classe C*[0,1] tal que K(0) = 0 e K(1) = K, onde K, >> 1 &

uma, constante positiva.

(H2) h e b’ sao fungoes Lipschitz continuas definidas em R e 0 < h(r) <1, Vr € R.

Observacao 2.1. A funcao h' € limitada pois h € Lipschitz continua.

Observacao 2.2. A funcao K o h € limitada pois a func¢io K € continua e a funcao h é

limitada.

Apresentamos agora o resultado principal deste capitulo:
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Teorema 2.1. Sejam T > 0, Q C R® um dominio aberto e limitado de classe C? e suponha

que as condigoes iniciais satisfazem: wy € V, @g € W,?_Q/q(Q)ﬂW;’m_é(Q), comb5/2 < q<8
0 00

e0 <6 <1, eby e Wi (), satisfazendo as condi¢oes de compatibilidade a0 _ 0e—=0

on on
em ON). Entao, sob as hipdteses (H1)-(H2), existem tunicas fungoes (w, @, 0) tais que

ow

(i) w e L*(0,T; D(A) N L*(0, T3 V), —-

€ L*(0,T; H), w(0) = wy,

(i) € WEQ), 0(0) = 0o, 0 =0 em 6 x (0.T),

00

(iii) 6 € Wy (Q), 6(0) = 0o, =

=0 em Q2 x (0,7),

satisfazendo

t t
(w(t) + a*Aw(t),v) — / <w + o Aw, % > ds + V/(w + o?Aw, Av) ds

0 0
t t t

+/ (B(w, w+ o*Aw),v) ds = — /(K(h(gp))w, v)ds + cg /(9, v) ds + (wo + a*Awg, v(0)),

0 0 0

para toda v € L*(0,T; D(A)) tal que % € L*(0,T; D(A)") e B estd definido em (1.5). Além
disso,
Iy

5 Y Vo — Ap — (2ap + 3bp? — 4¢°) = B0 no sentido de L(Q),

00 ¢, 0p , 9
9 w0 — kAG = S (2P LXQ).
5 +w -Vl — kAl 2h (¥) 5¢ "0 sentido de L*(Q)

Se acrescentarmos a hipdtese 0y € qu_z/q(Q) N Wj/z_é(Q), com q e d como antes, obtemos

adicionalmente que 6 € W2(Q).

Observacao 2.3. Um resultado similar ao apresentado no Teorema 2.1 também é vdlido
para dominios da forma Q = [0, L]® e condigoes de contorno periddicas para as incégnitas.
Neste caso, diferentemente da situacao das equagoes usuais de c-Navier-Stokes, nao é
possivel supor sem perda de generalidade que a velocidade tem média nula em Q em cada
instante, uma vez que 1sso nao € garantido pelas equacgoes de evolucao devido a presenca
dos termos do tipo Carman-Koseny e Boussinesq. Como por razoes técnicas (para garantir

desigualdades do tipo Poincaré) € importante trabalhar em espagos de fungoes com média



28

Secao 2.3 — O resultado principal: existéncia e unicidade de solucao

nula, para provar um resultado andlogo de existéncia de solucoes no caso de condigoes

de contorno periddicas € conveniente acrescentar como varidvel extra a média espacial da

velocidade u em ), a qual denotamos m,(t).

ser resolvido tem uma equacao adicional e se torna:

gt(w + 0?2 Aw) + vA(w + o? Aw) + B(w + my(t), w + o Aw) =

CP(K (h(e))(w + ma)) + P(gh) + ﬁ /Q P(K (h(9))(w + ma(t)))dz

1
———c | P(gh)dx
0 /Q (g9)

d 1 1
== [ PG+ m)i + e [ Bgo)as

g—f + (w+my) - Vo —Ap — (2ap + 3bp® — 4¢®) = 50 em Q,
00 b 09

E—i—(w—l—mu) V@—/{V@—ﬁh( )E em @,

690 00

n =0, n =0 em 02 x (0,7,

w(0) = wo, my(0) =mg, p(0) =y, 0(0) =6y em Q,

com B definido em (1.5).

Apds uma mudanca de varidvel, o sistema a

Observacao 2.4. No decorrer da prova do Teorema 2.1, obteremos que a solu¢do do sistema

de equacoes satisfaz a sequinte estimativa:

T

//K N|w|*dz dt < C,

0

onde C € uma constante positiva dependendo somente dos dados iniciais.

Em particular, se nos restringirmos a regiao sélida Qs = {(z,t) € Q;

associada & solugdo, lembrando que K (1) = K, teremos:

e assim

T

Kg/|w|2d:cdt //K N|w|*dz dt < C,
Qs

0

C
dr dt < —
[ < 4=

Qs

hip(x,t)) =

1}



Capitulo 2 — Um Modelo Penalizado de Mudanga de Fases com Convecgao 29

Desta forma, quanto maior for o valor de K,, menor serd a velocidade w na regiao sélida.

Este resultado sugere que se tivéssemos um termo de Carman-Kozeny com uma fun¢ao

K singular quando o material se torna sdlido, isto €, quando lim K(x) = 400, deveriamos
rz—1—

esperar ter um fluzo em que velocidade se anulasse na regiao solida. Um possivel argumento
para provar este tipo de resultado seria o sequinte: aprorimamos adequadamente tal K por
uma sequéncia de fungoes Ks, com 6 — 0+, cada uma das quais limitada, como a fun¢ao que
consideramos neste capitulo. A sequir deveriamos ter estimativas para as respectivas solugoes
dos problemas aproximados de tal forma que nos permitissem passar ao limite quando
0 — 0+. Neste tipo de argumento em geral nao hd dificuldade em provar que a velocidade
limite € de fato nula na regiao solida. A dificuldade maior aparece em passar ao limite nas
nao linearidades da equacao na parte nao solida; para isto, tenta-se buscar estimativas para
as deriwadas temporais que sejam locais no interior da regiao liquida. Tal procedimento pode
ser completado para outros modelos de fluidos, sob certas condig¢oes(veja, por exemplo, [62]
e [63]). No caso do presente problema, nao foi possivel realizar este ultimo passo no caso
de termos singulares, uma vez que para 1$so seriam necessdrias estimativas locais para as
derivadas temporais de ambas as velocidades no modelo; para uma dessas velocidades pode-
se fazer um argumento desse tipo, mas nao para a outra, jd que o acoplamento entre elas é
feito através de um operador global, e seria necessdria uma invertibilidade local para passar
a estimativa local para a outra velocidade.

Por essa razao, nesta tese consideramos apenas termos de Carman-Kozeny sem

singularidades.

2.4 Um problema auxiliar

Para simplificar a apresentacao da demonstragao do Teorema 2.1, consideraremos

inicialmente um problema auxiliar associado ao campo de fases ¢. Tal problema é o seguinte:

%—f+w~Vg0—62Ago— (2ap + 3bp? — 4¢”) = g em Q,
g—z =0, em 09 x (0,7), (2.4)

©(x,0) = po(z) em €.

Para ele vale o seguinte resultado:
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Teorema 2.2. Seja g € LY(Q), com 2 < q < 8, w € L*(0,T;D(A))) N L>(0,T;V),
o € WqH/q(Q) N Wq3/2_5(§2) com 0 <6 <1, e a condigao de compatibilidade Dpo/On = 0
em 0. Entao existe uma unica solugao para o problema (2.4) e esta satisfaz a sequinte

estimativa

lellwz gy < Clleollyg-2raqy + l9llza@ + 0llfyg 210 ) + l9lza)
3 3
+||900||W(;1*2/q(9) + ||g||Lq(Q))7

onde C depende apenas de T', ) e ||w]|ps(q)-

Demonstracio: A demonstracio da existéncia de ¢ € W' (Q) solucio deste problema
¢ uma aplicacdo do teorema de ponto fixo de Leray-Schauder (Lema 1.4) e por ser
absolutamente similar aquela feita por Planas em [63], com T definido no espago B = L5(2),

serd omitida.
A unicidade é obtida de modo usual por argumento de contradicao.

Para obter que ¢ € Wq“(Q) e que vale a estimativa enunciada, vamos analisar a
regularidade da solucao deste problema usando um argumento de bootstrapping.

Observe que, como ¢ € L°(Q) e g € LI(Q), q > 2 temos 2ap + 3bp* — 40> + g € L*(Q).
Podemos entao aplicar o Lema 1.3, que nos fornece a existéncia de uma tnica solugao
0 € W Q) € LY(Q) de (2.4), satisfazendo

lellzo@ < Clivllwzg) < Cllvollwiw + ll9ll2@)-

Agora, como ¢ € L°(Q), temos 2ap + 3bp? — 4p® + g € L3(Q), e aplicando novamente o
Lema 1.3, obtemos ¢ € W3 (Q). Do Lema 1.1, temos que ¢ € Wy (Q) C L*®(Q). Agora,
como ¢ € L>=(Q), 2ap + 3bp* — 4¢* + g € LY(Q), para ¢ > 2. Novamente, pelo Lema 1.3,
temos ¢ € WqZ’l(Q), para g > 2, tnica solugao de (2.4), satisfazendo

el < Cl12a0 +3b% — 46° + gllza@) + [€0llyz-2/0 )
< C(||2ap + 3bg* — 4% a0y + 19]lz0(@) + ol y2-270 )
< O(lgllze@ + lelZany + Iel2sn) + gllza@ + leollyz-2req):

E, pelo Lema 1.1, temos a imersao W5 (Q) C LP(Q), para todo 2 < p < 00, 0 que nos

fornece na estimativa acima
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Ielluzi@) < Clllelwzrg + 1912230 + 19120 gy + lallzacr + Iollya-sra)
2 2 3 3
< C(pollyz-s gy + 19l zo(@) + 101,20y + NallEacy + 1012y + lollEecen).

q q

onde esta tltima desigualdade decorre da primeira desigualdade desta demonstragao e da

imersao continua qufz/q(Q) C H'(Q2), para todo ¢ > 2. O

Observacao 2.5. Com respeito a este problema, observamos:

1. A restricio q < 8 nos Teoremas 2.1 e 2.2 deve-se a reqularidade do campo velocidade,
obtida em (1.2) e da hipdtese 3. do Lema 1.5.

2. O resultado auxiliar acima vale para q > 2, mas serd utilizado apenas com a restri¢ao
g > 5/2 no Teorema 2.1, pois devido ao Lema 1.2, temos a imersao continua
2,1 T,7/2 ; ~
WoHQ) — H 2(Q) para q > 5/2. Consideraremos entdo 5/2 < q < 8 para o
resultado de existéncia, pois desta forma temos esta imersao continua e o resultado

enunciado acima.

2.5 Demonstracao do teorema principal

Nesta secao provaremos o resultado principal deste capitulo, o Teorema 2.1, que nos

garante a existéncia de solucao fraca para o Problema (2.3).

2.5.1 Resultado preliminar sobre existéncia de solugao

A demonstracao de existéncia de solugao para o Problema (2.3) sera feita usando-se o

teorema de ponto fixo de Leray- Schauder, Lema 1.4.

Assim, para cada A € [0, 1], definimos o operador

T B — B,
(i, $,0) — Tr(w,$,0) = (w,p,0)

com

B=L*0,T;V) x L*(Q) x L*(Q),
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e (w, ¢, 0) dado pela solucao do sistema

~

2(w + a?Aw) + vA(w + o2 Aw) + B(w, w + o®Aw) = —AP(K (h())w) + AcP(gh),

ot

(Z—f+w-Vgp—ezAgo—(2ag0+36902—4g03):)\ﬁé em @, (2.5)
00 t,, \Op

a#—w-V@—/«;AQ—ﬁh(ap)aemQ,

0y 00

%—0, %—O,w—Oeman(O,T),

w(0) = wo, ©(0) =g, 6(0) =0y em Q.

Passemos a verificacao das condigoes exigidas pelo teorema de ponto fixo de Leray-
Schauder, Lema 1.4. Devido a extensao da prova, e para melhor organizacao dos argumentos,

a seguir a verificacao de cada condicao sera realizada em um bloco destacado.

T\ estd bem definido.

De fato, como @ € L*0,T;V), K € L™(Q) e 6 € L*(Q), temos que —APK (h(¢))i +
AcP(gf) € L2(Q). Assim, pelo Teorema 1.1 (e 0 comentario abaixo deste), temos a existéncia
e unicidade de solugao para a equagao a-Navier-Stokes, w € L?(0,T; D(A)) N L*(0,T; V).

Para a equagdo em relacio a ¢ do problema (2.5), observe que w € L?*(0,T; D(A)) N
L>(0,T;V) e por interpolagao, Corolario 1.2, temos w € L8(Q). Assim, pelo resultado
auxiliar para equagoes parabolicas, Teorema 2.2, temos que existe tnica ¢ € VVZ2 ! (@), solucao
desta equacao.

Para a equagao em relagao a 6, como w € L*(0,T; D(A)) N L>(0,T;V), concluimos por

0 0
interpolagao que w € L¥(Q), como a—f € L*(Q) e I é limitada, temos que h’(gp)a—f c L*(Q).

Assim, pelo resultado para equacoes parabdlicas, Lema 1.3, temos que existe uma tnica
solucao 0 € Wy (Q).

Para )\ fixo, T\ é continuo em B.

Seja (", %, 0%) uma sequéncia em B que converge fortemente a (i, ¢,0) € B e seja

(wk, o* %) a solucao do sistema
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(9815 (w* + a2 Aw®) + vA(W* + o2 Aw®) + B(w", w* 4+ o> Aw®)
= “AP(K (h(§"))") + AcP(g6").
k A
aai +wk - Vi — EApF — (Za(pk + 3b(")? — 4(¢")%) = ABO* em Q, (2.6)
09" e k 1y 0P
Ok 0"
k P —_— —_—
w” =0, o 0, o 0 em 00 x (0,7),

wk(()) = Wo, spk(()) = Yo, ek(o) = 6)0 em ().

A

Vamos mostrar que (w® ¢ 6%) converge a (w,p,0) = Th\(w0,p,0). Para isto iremos

estimar (w¥, ¥ 6%) por constantes independentes de k.

Fazendo o produto interno da primeira equacao de (2.6) com w*, temos

/aat(w + o2 Aw*)w" dx—l—V/A(wk—i—aQAwk)wk dx + (B(w Wb + o AwP), wh) =
0

— —/\/K )k w d:c—l—)\cg/ekwk dz. (2.7)

Agora, observando que (jf?(wk,w"C + OzQAwk),wk) = 0 devido ao Lema 1.10, (i), e que a

funcao K o h é limitada, obtemos usando integracao por partes e a Desigualdade de Young,

1d
5%/(\ka+a2\Vwk\2)d:L‘+u/(]Vwk|2 + o?| Aw*|?) dx
0 0

<C /|wk|2—|—|ék|2dm —I—C/|wk|2dx (2.8)
Q Q
<C /\wkl2+\ék|2dx +C /!wk|2+a2]Vwk|2dx

Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos
[+ 0V ) do < € (Jlanlfy + e2l19unl) + € (10" ) + 11 -
Q

Ou seja,
||wk||%<>o(0,T;v) <C. (2.9)
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Voltando & estimativa (2.8), temos também que
HAwkH%Q(O,T;H) <,

o que nos da

HkaL?(o,T;D(A)) <C. (2.10)
wh
Para estimar g denote ¥ = w* + a?Aw”*. Pela regularidade eliptica do operador
ouk 0 5 ou* o -
de Stokes temos e 3t(w + o® Aw"). Tsole o termo 5 D@ primeira equagdo de (2.6),
obtendo assim
ouF ~k Hk
e = —vAu* — B(w®, u*) — ANP(K (h(@F)*) + AcP(gh*).

Para n € D(A), com ||n||py < 1, vamos estimar . Faremos isto estimando

ot
8t’17

termo a termo. Para tanto, observamos que (v,n) = (v,7n) quando v € L*(Q) e usaremos a

Desigualdade de Holder. Temos entao,

[(—vAuf,n)|* = v*[(Au®, n)[* = | (u", An)?
< V[t | Anl7a o) (2.11)
< V[t |1 nllD

< vlutI%,

[(AP(E (h(%)@*), m)* < N2|(K (R(@)w*, m)|* < MK [Foe (o [0* 7|01 720y < Cll0" |,
(2.12)
[(AP(g6"), m)[* < X°g?|(0%,m)* < CNO¥ 1320y 10|20y < CHE¥ 172 00- (2.13)

Para estimar o termo |(B(w", u*), n)|? usaremos primeiramente o Lema 1.10 e em seguida

a Desigualdade de Poincaré. Temos que,

Bk, uh), m)] < C (I3 V¥ [ 11| ([ Anle + ¥ (Vw8 | ([Vll2 [ Anl )
< (bl (15 [ 1 AL+ AL [ Vbl [ Anlle) - (214)
< ONH IV [ 1 || Anl Lz + ¥ [V || Anll)
= 200 (V|| (¥ || Anl )
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Logo,
(B(w*,uF), n)? < 4CA 2| Vb3 [ . (2.15)

Concluimos entao, das estimativas (2.11)- (2.15), que

et
=yl
t A N
[Z20F = sup P < (10 gy i+ [+ o [ 9). (216)
DAy nepcy [
[Inll<1
Assim,
T
124, commny € (10 ey 11y + 1 + 1y |9t ) s
0
< c(ne’fup + 16* 0wy + 0¥ 20,241 + 10 ooz 0¥ o 2. )
=C, (2.17)

onde C' é uma constante que nao depende de k, pois 6% ¢ uniformemente limitada em L*(Q),

w"* & uniformemente limitada em L?(0,T;V), e pelas estimativas (2.9) e (2.10).

Logo,
our
‘ . <, (2.18)
Ot || 12007,y
Uk 0 2 .
e, recordando que — = — (w* + a?Aw"), concluimos que
ot ot
B k
Hi <C. (2.19)
ot L2(0,T;H)

Vamos & estimativa para ¢*. Pelo Teorema 2.2, temos a seguinte estimativa
HSOkHWQQ»l(Q) < C(lleollwaey + G 2 @) + HSOOHIZA/21(9) + 1Gl72q) + HSOOH?A/;(Q) + G172
com G = Agf*. Assim,
195wy < C(llollwg ) + 10511 2@) + ol ) + 1651720y + lvollivg o) + 161720

onde C depende de ||w"||12(0.7:0(a))n L% (0.1:1)-
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Como #* sdo uniformemente limitadas em L%(Q) e de (2.9) e (2.10), temos que
165220 < C. (2.20)
com C' independente de k.

Vamos & estimativa para #¥. Multiplicando a terceira equacao de (2.6) por 6% e integrando

em (), temos

/—dem—l—/ kVG’“H’“d:v—m/A@’“@’“dng/h’( )ag; 6* dx.
Q)

Q

Observando que div w* = 0, as condicoes de fronteira e integrando por partes, temos

k|2
P R | Y O L RO o
w*Ve 0" dx = wV( )dx— dlvw( )d + dS = 0.
2 2 on
Q Q Q 50
Logo,
1d k)2 k2 _5 890 k
2dt/|e| dx+/<¢/|V0| dx_Q/h( ) .
Q Q Q

Integrando de 0 a t,
t
/|6k]2d:c+2/f//]V9k|2dxds = [160ll72(q +£//h’ dexds
Q 0 Q
Como A’ é limitada, temos

t
8 k
/|9k|2da:+/{//|vek|2dxd3§ ||90||§2(Q)+c//| 64 o .
Q

0 Q 0

Pela Desigualdade de Young, temos

t t t

dp" | 1
/|9k|2dx+/£//]V9k|2dde§ ||(90H%2(Q)—|-C//‘ai d$d5+§//|9k|2dxd3
Q 0 Q 0 Q 0 Q

t
1
< 1B0lFeey + Bz + 5 [ [ 10w ds
0 Q

<C+= //|9k| dx ds.

(2.21)
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Pelo Lema de Gronwall, obtemos
/ 642dz < C,
Q
onde C' independe de k, pela estimativa (2.20).
Logo,
16" || o< 0,7:22(0)) < C. (2.22)

Voltando a estimativa (2.21), temos também,
||9k||L2(o,T;H1(Q)) <C, (2.23)

onde C' nao depende de k.
k

Vamos a estimativa para s Fazendo o produto interno da terceira equagao de (2.6)

com n € H'(Q), temos

atndx— /w VGndx+l€/A0ndx+§/h(g0 )Wndx.

Q Q Q Q

Por integragao por partes e as condi¢oes na fronteira de €2, obtemos:

atndm-/w 0 Vndx—k/V@ Vndx+§/h(go )Wndx.

Q Q Q Q

Aplicando a Desigualdade de Holder,

1/2 1/2 1/2 1/2
k

/a;; ndr < /|wk|2|«9k|2dx /|V77|2dx + k /|V0k|2dx /|vn|2
Q Q Q Q

1/2 1/2

e /| 2 de /|77]2dx
Q
1/4 1/4 1/2

/ywk|4dx /]9’“!4dx /\V?ﬂQdm
Q Q Q
1/2 1/2
+h /\V9k|2dx (Vo) + /| dx //|77|2d;1:
Q Q

Q

1/2

Das imersoes continuas H*(Q2) € L5(Q) C L*(Q2), temos que |[w*||r1q) < Cllw||m@) e
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Hek”L‘*(Q) < CHekHHl(Q), entao

o0k 0
/ W iz < (nwknm o 16y + 9811z + | S

k
19l 1)
L2(Q)

Logo,

H 0"

dp
<C (Hw’“HHlm) 0% |2 () + V0¥ || 22y + HW

k
@)

De (2.10), (2.20) e (2.23), concluimos que

k
H % <, (2.24)

L2(0,T;H(Q)’)

onde C é uma constante independente de k.

Das estimativas (2.10), (2.19), (2.20), (2.23) e (2.24), concluimos que a sequéncia

{(w*, ¥, 6%)} é uniformemente limitada no seguinte espaco de Banach reflexivo

X = {w € L*0,T; D(A)); %—t e L*(0,T; H)} x W3'(Q)x
a0

{6 € L*(0,T; H(Q)); 157 € € L*(0,T; H'(Q))}.

Entdo, existe uma subsequéncia de {(w¥ ¢* 6%)}, que continuaremos denotando por

{(w*, ¥, 0%)}, que converge fracamente a (w, ¢, 0) em X.

Como a imersao de X em B é compacta, devido ao Lema 1.5, concluimos que a

subsequéncia {(w*, ¥, 6%)} converge a (w, ¢, 0) forte em B.

Em particular, temos as seguintes convergéncias:

w® — w fraco em L?(0,T; D(A)),

w® — w forte em L*(0,T;V),

©* — ¢ fraco em L*(0,T; H*(Q)), (2.25)
" — @ forte em L*(Q),

0% — 0 fraco em L%(0,T; H'(2)).
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Temos também, pelo Lema 1.5, e das estimativas (2.9)-(2.24) as seguintes convergéncias

w® — w forte em C([0,T]; H),
% — o forte em C([0,T7]; L*(Q2)), (2.26)
0% — 0 forte em C([0,T]; H'(Q)).

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (Proposigao 1.1) temos H?*(Q2) CC W) (Q), para
1 < p < 6. Temos também a imersao continua Wpl(Q) C L*(Q), para 1 < p < 3. Assim,

pela estimativa (2.20) e o Lema 1.5, temos

" — ¢ forte em L*(0,T; Wpl(Q)), vV1<p<3. (2.27)

k

b = wk 4+ a? Aw*, temos as seguintes convergéncias para u*:

Como u

uf — u fraco em L?(0,T; H),
uf — u forte em L2(0,T; V"),
u* — u forte em L*(0,T; D(A)").

Vamos a passagem do limite quando k — +oc.

Seja v € L*(0,T;D(A)), com % € L*(0,T;D(A)). De (2.6) e denotando u* =

wk + a? Aw*, temos

t

j (G ) R / (5) Av)ds + [ (Blut(s), wk(s)) v)ds

v)ds + Aeg [ (0%, v)ds,

>/
o\
O\ﬁo

para toilo t € (0,7). Observando que
J (G ds == [ (w4(6) 5o06)) ds + (ult). v(0) = (w(0), (0,

temos,

/( ) ds+u ), Av) ds+/ E(s)), v)ds

= (u"(0 )\/(K Yk, v)ds + )\cg/(ek,v)ds, (2.28)
para todo t € (0,7). Como ub —ou € L?(0, T H) fraco, entdio u*(s) — wu(s) em H para

“+o
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quase todo s € [0,T]. Em particular, existe uma subsequéncia de u*, que ainda denotaremos

por u*, tal que u¥(s) — u(s) forte em V' e D(A)', para quase todo s € [0, T).

Temos entao,
t t

kl_l}Iiloo (uF(s), Av)ds = /(u(s),Av)ds.

Como K (h(+)) é uma funcio limitada e Lipschitz continua, e p*(s) — ¢(s) em LP(Q), para
1 < p < 6, temos que K(h(p*(s))) — K(h(p(s))) em LP(Q), para 1 < p < 6. Como
WF(s) — w(s) em V, temos que K(h(¢o*(s)))w* — K(h(p(s)))w em L3(Q) e em D(AY,

particularmente. Logo,

t

lim [ (K (h(o") i, v)ds = / (K (h())ib, v)ds.

k—+o00
0

E, como 6%(s) — 0(s) em L?(Q), temos, em particular, que 6*(s) — 6(s) em D(A)'.

Assim,

IN

0 0
(

Il
;?_\1
=
+
-1
r

Pelo item (iv) do Lema 1.10, temos

t t

[t =ty vds < €| [ (o=t 132 1V = w2 [ Aol
0 0
et 1V @ = w0l 90572 Aol ) ds|.
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Pela Desigualdade de Poincaré,

t t
/ (BluF — w,ub), v)ds| < C / IV (o* — )l el 1Al oz,
0 0

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1/2

t 2,y
i <c| [19at - wlids| | [1atBds | loleorow,
0 0
Como w* — w em L*(0,T;V) e u* & limitado em L?(0,T; H), temos, respectivamente,

t t t
/ IV (0t — w)lPyds 0 o / |y ds — / lul%ds.
0 0 0

Concluimos entao, que
lim IV =0.

k—+o00
. . L. 2
Segulndo 0 mesmo raclocCinio para ]lg ), temos

t

[Igz) = /(B(w,uk —u),v)ds
0

t

1/2 1/2 1/2 1/2
<C / (ol 157 342 = wlla 1140 ]t + e =l [ Vool 9052 | Aol ) ds

0

t
<C [ (19wl o = ul [ Av]n) ds
0
1/2

¢ 1/2 ¢
<c / IVwlds / I —ulltds | lollsetozineay.
0 0

Como u* — u fraco em L*(0,T; H), concluimos que

lim I = 0.

k——+oo

Concluimos assim, que (B(w", u¥),v) pay — (B(w,u),v)p(ay-
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Logo, podemos passar o limite em (2.28), obtendo

t t t

(u(t),v(t))—/(u,%)ds—l—u/(u,Av)dsnL/(B(w,u),v)ds

0 °, , (2.29)
— (u(0),(0)) — A / (5 (b)), v)ds + Mg / (6,v)ds,
para todo v € L>(0,T; D(A)), % € L*(0,T; D(A)') e todo t € (0, 7).

Da imersao compacta Wy (Q) C LP(Q), para 1 < p < 10 e do fato que ¢* é limitada em
WyH(Q), temos que (¢F)? converge a ¢ em LP/3(Q).

Das convergéncias (2.25), (2.26) e (2.27), podemos passar o limite na segunda equagao

de (2.6), obtendo a equagao de (2.5) para .

Como ¢*(s) converge a ¢(s) em LP(Q), para 1 < p < 3 e I/ ¢ uma fungao limitada

k

e Lipschitz continua, temos que h'(*(s)) — h'(¢(s)) em LP(2). Assim, h’(gok(s))aai; -
0

h’(go(s))a—f fraco em L?(Q). Das convergéncias (2.25), (2.26) e (2.27) podemos passar o

limite na terceira equagao de (2.6), obtendo assim, a equagao de (2.5) para 6.

Concluimos entao, que T, é continuo com relacdo & subsequéncia. Além disso, pela
unicidade do limite e a escolha arbitraria da subsequéncia, temos que este resultado vale

para toda a sequéncia. Assim, (w*, o*, 0%) — (w, ¢,0) em B.

Portanto, T é operador continuo em B para A fixo.

Para ) fixo, T é operador compacto.

De fato, pelas estimativas (2.10), (2.19), (2.20), (2.23) e (2.24), temos que T é limitado

em

X ={w € L*0,T; D(A)); %—f € L2(0,T; H)} x WyH(Q) x

{6 € L*(0,T; H'(Q)); % € L*(0,T; H'(Q))}.
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Devido ao Lema 1.5 e ao Lema 1.1, as seguintes imersoes sao compactas

{we L*(0,T; D(A)); é)a_w € L*(0,T; H)} c L*(0,T; V),
WrHQ) c LP(Q), pa rat0d01<p<10
{0 € L*0,T; Hl(Q)) € L*(0,T; H'(Q))} c L*(Q).

Concluimos, entdao, que X estd compactamente imerso em B. Logo, Ty(-) é operador

compacto.

T, é uniformemente continuo em )\ para todo = € A; A C B limitado.

Seja (), ¢,0) um elemento de um subconjunto limitado de B. Sejam 0 < A, Ay < 1
e (w;, @i, 0;), i = 1,2 a solu¢do do sistema (2.5) para A\; e Ay, respectivamente. Considere

W= w; — Wy, ¢ =p1 — g e =07 — 0, Temos que, (w,p, ) é solugdo do problema

%(w + a2 Aw) + vA(w + o? Aw) + B(wy, wy + o> Awy) — Bws, wy + o Aw,)

—(A1 = Ao)P(K (h())) + (A1 — Ao)cP(gh),
0 .
a—f +wy - Vg — EAp = —w - Vg + Up + (A — A2)B0 em Q, (2.30)
00 0y , C0ps ., ,
E—i‘wl VO — kA = —w - V@Q—F 5 @th( )+—E[h (@1) —h(gOQ)] em Q,
w=0,2_0 % _yemoax01)

on an
w(0) =0, ¢(0) =0, 6(0) =0 em €,

onde U = 2a + 3b(p1 + ©2) — 4(03 + o192 + ©3) € LP(Q) pois ¢; € W' (Q), para i = 1,2,
pela demonstracao que T} esta bem definido e pela imersao W;2'(Q) C L'°(Q), devido ao
Lema 1.1.

Observacao 2.6. As equacoes do sistema acima sao obtidas subtraindo as equagoes

respectivas do problema para Ao das equacoes para \i e usando que
1. w1V —waVes = wi Ve +wVi,,
2. w1V01 - ’U)QV@Q = w1V0 + wV@2 e

5. W (o0 92— W) 222 = P20+ D220 ) — ().
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Fazendo o produto interno da primeira equacgao deste sistema com w, temos

/ %(w + a?Aw)w dx + v / A(w + o* Aw)w dx

Q
( (wl,wl + o Awy), w) + (B(wg,wg + a2Aw2),w)
—(A1 = N2) /K ))ww dz + (A — )\g)cg/éwdx. (2.31)
Q

Observe que, as propriedades de B apresentadas no Lema 1.10 implicam que

(B(whwl + a® Awy), w) — (B(w27w2 + o Aws), w)
= (B(wi, w1 + a®Awy), w) — (B(wa, wi + a®Awy),w) + (B(wa, wi + o*Awy ), w)
—(B<w2,U)2 + a2Aw2),w)
( w, wy + o Awy), w) + (é(wz,w + o”Aw), w)
(B wa, w + &” Aw), w)
—(B(w,w + a®Aw), w,). (2.32)

Agora, para estimar o termo ’(B(w,w + azAw),w2)| usamos o Lema 1.10, e a

Desigualdade de Poincaré, obtendo

|(B(w,w + o® Aw), w,)|
< C(Jlwllf IVwlif? w + a2 Awll || Aws | 1
+ [l + aAw] g |Vl Voo | || Aw, )
< O||Vwllg ||lw+ o Aw|| g || Aws]| 1. (2.33)

Usando esta ultima estimativa na equagao (2.31), temos

%(w + a?Aw)w dz + v / A(w + o Aw)w dx
0
< C|IVwlg ||w+ o Aw| i || Aws ||z + [M — Ao / | K (h())ww| dx

D

+|A1 — )\2|cg/ 0w d.

Integrando por partes, usando o fato que K o h € L*(Q) e aplicando a Desigualdade de
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Young,

1d
3% /(\w\Q + a?|Vw|?) dz + 1//(]Vw\2 + o?|Aw|?) dw
0 0

< C(C:|IVwly [[Awa]lF; + ellw + o Aw][F) + C|Ar — Aol? / ] dx
Q

+ C’|)\1—)\2]2/]é|2dx+0/\w\2dx
0 0
< ClIVwly [Aws||7 + eCllw + o Aw|y

LA —A2\2/(|w|2+yé12) da:+C’/\w\2da:
Q Q
< O|Vwl|F [[Aws||F + eC(|lw]lF + || Awl|)

O —)\2\2/(|u§|2+]§]2> d:v+C/\w\2dx.
Q

Q

Para ¢ > 0 fixado, temos que

DO | —

d
a/(lwlszaQ\Vw]Q)dx—l—%/(\Vw[2+a2\Aw|2)dx
Q Q
< O = AP / (6 + 6P) dz + C / (1+ [[Aws|P)oP de

Q Q
< O — Mf? /<|w|2 L 10P) da + 0/(1 T AwlZ) (o + @2 Vwl) de.
Q Q
Aplicando o Lema de Gronwall e observando que wy = 0, temos

/(|w|2 + a2|Vw|2) dx
Q

t
< € Jo (I Awz3)ds |wo|3; + o2||Vwo |3 + C| AL — )\2|2//(|w|2 +10%) dx ds
0 Q
< O = Ao,

onde C' = C(T, ||wal|L20,1;0¢4))> 10|l 2200,75v),5 ||é||L2(Q)) ¢ uma constante independente de \;,
i=1,2.

Temos, entao

”wH%OO(O,T;V) < ClA — Ao (2.34)
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Voltando a antepenitiltima estimativa, temos ainda que,

HwH%Q(O,T;D(A)) e DVEPH S (2.35)

Agora, multiplicando a segunda equagao de (2.30) por ¢, integrando em () e usando

integracao por partes, temos

1d
5%/|<,0|2d:76+/w1-Vgpgpdm—{—ez/\Vgdez:—/w-VgpggpdaH—/Ugogdx
) Q Q Q

Q

+(M —\)8 [ Opda.
/

Observando que [w; - Vopdr = 0 (pois divw = 0 e pelas condi¢oes de fronteira),

Q
integrando no tempo e aplicando as Desigualdades de Holder e de Young, respectivamente,

T
/|gp|2d$—|—62//|Vgp|2d:pdt
Q 0 O

/5 , ¢ 3/10 , o 1/2

T
//|w|5dacdt //|V<p2|10/3dxdt //|g0\2dxdt
0 0

0 Q 0

temos

15 , 4/5

T
//|U|5d:cdt // p|?)>/* da: dt
0 Q

0

T T
+C|)\1—)\2|2//]9|2da¢dt+0//](pIQdmdt
0 0 0 9

< Cllwlzsi IVe2lliiom gy + 1Uls@ el 254
+ Clh — )‘2|2H9“%2(Q) + CH@H%%Q)

Pelas imersdes continuas L2(Q) C L4(Q) e L¥(Q) C L(Q), temos

T

/|gp|2da:—|—e2//|V<p|2dmdt
Q

0 ©
< Cllwl|zsig IVe2lfiosg + Clh = AalP0ll72q) + C (1 + 1Uls@) lelZ2(q)
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Por argumentos de interpolagao, obtemos [Vol[ji/sg) estimada pelas normas
IV @2l oo o,m;2(02)) € [| V2l 20,111 (02)) (Veja Corolario 1.3) e ||w]|zs(g) estimada pelas normas

|lw]| Lo (0,73v) € ||w]| z2(0,7:p(a)) (Veja Corolario 1.2), e pelas estimativas (2.34) e (2.35), temos

T

/|g0|2dx—|—62//|V<p|2dxdt
Q

0 Q
T

< O = %P (IV@allF 05 ) + 1611Z2(g)) + C (1 + 1Ulzs@) // ol d dt
0 Q

Aplicando o Lema de Gronwall e observando que |||l r2) = 0, temos

/ o de < Clh - Mof?,

onde C' = C(T, Q, [[Ul[1sq). [l®2llr200m;m2(0)n% (0,7:11(02)) HéHLQ(QQ ¢ uma constante que

nao depende de \;, i =1, 2.

Logo,

1l Zoe 0,720 < ClA = Aol (2.36)

Voltando a desigualdade antes de aplicar o Lema de Gronwall, temos também que,

H90H%2(0,T;H1(Q)) < Clh = Aol (2.37)

0
Agora, multiplicando a segunda equagao de (2.30) por X integrando em €2, temos

13!

dr + w1-Vgp%—fd$—62/Agpaa—fdx:—/w-VgoQa—dx

ot
a Q

Q Q

Integrando por partes, e em seguida usando as Desigualdades de Holder e Young,
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respectivamente, temos

Dp|” d 2 Iy O
/’ dz +2dt/\V<p| dr = /w1 Vgpat dx /w V(pgat dz
Q 9)

/Ugo SOdI—i- (M — AQ)ﬂ/éaa—fdx
Q
dx

< Cllwnlimo / Ve \

1/5 3/10 1/2

2
+ /\w\5da: /|V902|10/3dx g—f dx
0 0
3/10

Op 2
Ullrs 10/3d / Y
HIU e / (o1 f

< CllwillZo o) VelZa(@) + Cllwlzs@) IVe2llziosg) +& ’

)
Cdr C|A1—A2|2/|0|2dx+5/'£
Q Q

+ O — /\2]/‘9

2

dx.

+ClU s Iy + ¢ [ |52 s
Q

Para ¢ > 0 fixado, temos

9
%] wra / Vol di < Cllunlfiwiey IVl + Cllelsn 1962l s

+CUU ey el oy + s =l [ 10 o

Integrando de 0 a T' e observando que ¢(-,0) = 0, temos:

T

[

0

dodt+ S / Vel2da < C / ln 3oy 19030

e / ol 0y 199202075 gt + C / 10125 121207

+ C|A\; — )\2]2//]9]2dxdt

Pela imersao continua V. C L°(Q), temos |w||rs5@) < Cllwl|ly. Deste fato e aplicando a
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T
Desigualdade de Holder no termo / ||U||%5(Q) ||30||i10/3(9)dt, temos
0

T

[]15
ot

0 Q

T
+Cllwlzeeorv) / IV 2l o3yt + ClIUNLs () 101 Lr0saq)
0

T
2 2
drdt+ S [ |VelPde < C [ Jwi|2ei [Vol|2erondt
5 ¥ > Uiz @) IV PliLz(@)
Q 0

T

+C’A1—A2|2//|é|2d$dt
Q

0

Por interpolagiao obtemos Vsl i/ estimada pelas normas [Vl reorizz@) €
Vool r2(0,m;m1 )y (veja Corolario 1.3), o mesmo argumento estima também a norma
¢l 103y pelas normas |||l Lo o, iz2(0)) € ¢l L20.7501 (). Pelas estimativas (2.34), (2.36)
e (2.37), temos

T

/]15
ot

0 Q

Pela Desigualdade de Gronwall, temos:

T
2
dv db 4 ¢ / Vol dr < / s 2y 96022yl
O 0

+ O = XD ) + 191 72q))-

/ Vel2dr < ClA — AP,
Q

onde C = C(lwillzzor:pea) ll@2lleorm@ynrzorcz@), U@, 10lr2@) ¢ uma
constante que nao depende de X;, i = 1,2, e observando que ||wi||z2(0mro() <
Cllwi || L20,7;p(4)) devido & imersao continua L*(0,T; D(A)) € L*(0,T; L>()). Logo

||90||;2oo(0,T;H1(Q)) S C’|/\1 - >\2|2- (2.38)

Voltando a antepentultima desigualdade, temos também que,

T

e

0

2

drdt < ClA — X (2.39)
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Agora, multiplicando a segunda equagao por —Ae, integrando em 2 x (0,7'), e usando

integracao por partes, temos

T T T
1
/|Vg0]2dx+e //|Ago|2da;dt://wvgpQAgodde//U|V<p|2dxdt
Q 0 Q 0 Q 0 Q
T
B//éAgpdmdt,

0

T

2
observando que //w1VgpAgodmdt 0, pois //w1V<pAgpdxdt /w (IV(’O| )dmdtzo,

0Q

devido as condlgoes de fronteira e ao fato que le w = 0.

Aplicando a Desigualdade de Holder e Young, respectivamente, temos:

T
/|Vg0\2d$+62//\Agp|2da:dt
Q 0 Q
T /5 , 7 3/10 , o 1/2
//|wy5da;dt //|w 1073 da dt //|Agp\2dasdt
0 0
4/5 T
+IDl s // Vo) drdt |+ Cla - //]éAgo\da:dt
0 Q
T
< Cllwlizs |IV¢2IIL10/3<Q)+8//\AsoIdedtJrHDHLs Vel
0 Q
T
+(J|/\1—/\2|2//|é|2dmdt+5//|A<p|2dxdt.
0 Q 0 Q

Para ¢ > 0 fixado, pelas imersdes continuas L3(Q) C L*(Q) e L*(Q) C L>*(Q), temos

T
/|Vg0|2d:x %//|A¢|2dxdt
0

< Cllwlzs ) ||V902||Lw/s +ClA = X [01lZ2g) + ClIU s Vellzzg)-
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Por interpolagao, veja Coroléario 1.3 e Corolario 1.2, e das estimativas (2.34) e (2.35), temos

T
2
/|Vg0|2dx+%//]Ago|2dxdt
Q 0 Q

< Clh = Xl + A = XaP[01132 1) + CllU s IVl

Agora, aplicando o Lema de Gronwall, temos

/‘V@’Q dx S C|>\1 — )\2'2,

onde C' = C(||¢2llL20,1:52 @)L (0,1:H1 () ||é||L2(Q), |UllLs(g)) ¢ uma constante que nao

depende de \;, i =1, 2.

Voltando & penultima desigualdade, temos também que

T

// |Ap|? dodt < C|A — A2 (2.40)

0 Q

Das estimativas (2.37)- (2.40), concluimos que

lellfyz ) + 1ol @) < ClA = Aol (2.41)
3 (Q)

Agora, multiplicando a terceira equagao de (2.30) por 6, integrando em §2 e usando

integragao por partes, temos:

2dt/‘9‘2dx+/€/’v9‘2dx__/w V0 dx + - /8g0h, (p1)0 da

22200000 oo

Q

observando que / w1V -0dx =0 devido as condigoes de fronteira e ao fato que div w = 0.
Q
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Aplicando a Desigualdade de Young, temos
2 2
th/w dx—i—n/\VG] dx

<C’/|w| ]V92|2dx+0/\9|2d1‘+0/‘

, ('3
+0/| W (p)? 9”2

[Xe |2dx+C/|9|2dx

da +C’/|0|2dm

Como A’ é Lipschitz continua e limitada, temos

2dt/|0|2dx+f<a/\V0|2dx<6'/|w| V65| da

+C/|901—902|2 % dx +C/ d +C’/|0|2dx
_c/\w\ ]V@g]de—i—C/] 2 % dx+C/ 5 C e C/|9\2dx.
Q Q Q

Aplicando a Desigualdade de Holder, temos:

2

902 d

2 / 0 do -+ & [ VO do < Cllulf 962 uey + € / 0P
Q

/ 02 da.

Q

2
dp
d _r
x+0/‘at
Q

Pelo Lema de Gronwall, como 6, = 0, temos

T T
0 0
[opar<c / e300y 1831y s + / / \8—“; dods + / [|%: =)
Q
5802
/||w”L4 ||V92||L4 d8+// dxds—l—//‘

<C (Hw”LOO(O,T;V) ”92”?4/22*1(@) + H‘t””ivil(cg) + ||902||12/V2271(Q)||90||L°°(O,T;H1(Q))> ;

| dx ds

|| dz ds

onde nesta tultima desigualdade usamos que ||w|i~@mre@) < Cllw|reomry) e

L=(0,T;V) e 6, € Wy (Q) e as imersdes continuas V C L4(Q) e H(Q) C LY(Q).

IVl 20 7:0000) < CllOallr20mm200) < C’||62HW22,1(Q), devido ao fato de que w €
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Pelas estimativas (2.34) e (2.41), concluimos que

/|0|2d:c < = Mol

onde C' = C(T, HQQHW;,I(Q), ||<p2||W22,1(Q)) é uma constante que nao depende de \;, i = 1,2.

Ou seja,
10117 0 7220 < ClA1 = Aal*. (2.42)
Das estimativas (2.34), (2.35), (2.41) e (2.42), concluimos
HwH%Q(O,T;D(A))QLW(O,T;V) + ||90||€VQ2,1(Q) + ||90||%°°(0,T;H1(Q)) + ||9||%oo(o,T;L2(Q)) < O — X

Portanto, Ty é continuo em A uniformemente com respeito a (w, ¢, 6).

Limitacao dos pontos fixos de T\ em B = L*(0,T;V) x L*(Q) x L*(Q).

Para mostrar este fato, considere (w, ¢, f) um ponto fixo de T}, ou seja, (w, ¢, 8) é solu¢ao

do sistema

0 —(w + 2 Aw) + vA(w + o*Aw) + B(w,w + o?Aw) = —\P(K (h(¢))w) + AcP(gh),

ot
aaf—l—w Vo — Ap — (2ap + 3bp? — 4¢®) = A0 em Q, (2.43)
00 ¢, 0p
E—i—w VO — kA0 = h( )(% em ),
w=0 2%_y 80—Oem8(2><(0,T),
on on

w(0) = wo, ©(0) =g, (0) =0y em Q.

Fazendo o produto interno da primeira equagao de (2.43) com w, usando integragao por

partes e o fato que (B(w,-),w) = 0, temos

1d
§d_/ (Jw* + o?|Vw|*)dx + V/(|V'w|2 + | Aw|*)dx
Q

= —)\/K |w|2d$+)\cg/9wdm.
0
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Como K o h é limitada, pela Desigualdade de Young e a expressao acima, temos

1d
5% (\wlz+a2\Vw]2)d:E+V/(]Vw\2+a2]Aw|2)dx
0 0 (2.44)
C/|w|2dx+0/|0|2dx.
Q Q

Multiplicando a segunda equagao de (2.43) por ¢ e integrando em €2, temos

2dt/]g0|2da:+/(w V) dw + € /\Vgp|2dw—/(2ago+3bg0 — 4o dx
Q

= w/wm

Observando que / (w-Vep)pdr = 0 (pois divw = 0 e pelas condi¢oes de fronteira) e

Q
aplicando a Desigualdade de Young, temos

2dt/]<p\2dx+e /\V<p|2d$+4/\go\4dx

SC’/|g0|2dx+5/|g0|4dx+C'/|9|2dx+0/|g0|2d$.
Q Q Q Q

para € > 0 fixado suficientemente pequeno. Temos, da estimativa anterior,

2dt/|gp|2dx+e /|Vg0|2dm+/|<p|4dx<C’/|0|2dx+0/|gp|2dx (2.45)
Q Q

l
Multiplicando a terceira equagao de (2.43) por e = 6 — ih(cp) e integrando em (2, temos

/gf (e_fh( )) dx+Q/w-V0 (9—§h(90)) d:E—/{Q/AH (0—5%0)) dz

:gﬂ/h'( )Zf (0—£h( )) dz,
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observando que / (w- V)0 dr =0 (pois div w = 0 e pelas condigoes de fronteira). Ou seja,

/(%—gh( )%f) <6—§h( )) d:r;+/@/\V0]2d:c

Q 0
:é/w'VQh(go)da:—/ﬁg/AGh(go)dx.
Q Q

Q

Da desigualdade anterior, como h ¢é Lipschitz continua e limitada, e da Desigualdade de

Young, temos

2dt/|e|2dm—|—ﬁ/|V9|2dm
Q

< C’/|w||V9|dx+C’/V9h’(g0)Vgpdx

Q Q
gC/[w[Zd:U—l—g/\VG]de—l—C’/]h’(go)\2|Vg0\2dx+g/]V@\Qd:ﬁ.
Q Q Q Q
Logo, como h' é limitada,

th/y Pde+ /]V9|2d:c<0/\w\2dx+0/|V<p|2dx

Multiplicando a desigualdade (2.45) por um parametro arbitrario M > 0 e somando com

a estimativa (2.44) e esta acima, temos:

1d

1d
53 (Jw* + o?|Vw|*)dx + =

M 2 2
o [ (1l +1ef?) e

Q
+I//(|Vw|2 + a?|Aw|?)dx + / [(Me2 — O)| V> + M|p|* + g|V9|2] dx

Q Q
SC’/|w|2dx+C'/(|g0|2+|6’]2)dx
Q Q

Tomando M suficientemente grande de forma que Me* — C' > 0, temos da desigualdade

acima:
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2dt

1d 1d
3 [ Gl + et Vupido+ 5 5 [ +[e) do
Q Q

< C/|w|2d93+0/(|90|2+|9|2)d9:.
Q Q

Agora, aplicando o Lema de Gronwall, obtemos a seguinte estimativa

2dt

1d 1d
o [+ Tupds+ 5o [l +1eP)de < €,
Q Q

onde C' nao depende de A. Da qual concluimos que,

HwH%OO(O,T;V) + HSOH%oo(o,T;m(Q)) + HeH%OO(O,T;LQ(Q)) <,

onde C' nao depende de .
Agora, observe que e = 0 — §h(go). Como h ¢é limitada, concluimos que 6 €

L>(0,T; L*(R2)). Da estimativa anterior, concluimos entao, que

HwH%OO(O,T;V) + H@H%w(o,T;m(Q)) + HQH%OO(O,T;L%Q)) <C,

onde C nao depende de .

Portanto, os pontos fixos de Ty em B sao limitados por uma constante independente de

Para A =0, 7, possui uma tnica solugao

Este fato é provado pelos mesmos argumentos utilizados para mostrar que o operador T)

estd bem definido.

Aplicagao do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder

Portanto, com os resultados anteriores podemos aplicar o teorema do ponto fixo de Leray-
Schauder (Lema 1.4) e obter um ponto fixo (w, ¢, ) de T} em B; com as estimativas obtidas
nos argumentos anteriores podemos concluir que, de fato, (w,p,0) € BN {L*(0,T; D(A)) N
L0, T;V)} x W2H(Q) x W' (Q), o qual corresponde a uma solucio do Problema (2.3) um

pouco menos regular do que a anunciada no teorema.
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2.5.2 Aumento da regularidade da solucao

Ja sabemos que existe uma solucao (w, ¢, 0) € {L(0,T; D(A))NL®(0,T; V) }x Wy (Q) x
W3 (Q). Entretanto, podemos melhorar tal regularidade.

De fato, para obter ¢ € qu’l(Q) basta seguir os mesmos argumentos da demonstracao
da regularidade do problema auxiliar, Teorema 2.2, ja que 0 € I/V22 ’I(Q) e temos a imersao
continua W2 (Q) C L'(Q), devido ao Lema 1.1. Além disso, para 5/2 < ¢ < 8 temos que
© € H"2(Q) com 0 < 7 =2 — 5/q devido ao Lema 1.2.

Para 6, como temos que vale:

00 ¢, [0y
5 twr VQ—K,AQ——h( )81%

com w € L¥(Q), b’ Lipschitz continua e ¢; € LY(Q), quando o dado inicial §, for regular tal
como no final do enunciado do teorema, pelo Lema 1.3, concluimos entao que 6 € Wq?’l(Q).

Assim concluimos a demonstracao do Teorema 2.1.

2.5.3 Unicidade de solucao

Provaremos agora a unicidade de solugao para o problema (2.3).
Suponha, por contradi¢do, que o sistema admita duas solugdes distintas, (ws,p1,61),
(w3, p2,02) € {L*(0,T; D(A)) N L>(0,T;V)} x W2'(Q) x W2HQ). Sejam w = wy — wa,

© =1 —ps el =0 — 0. Temos que, (w,p, ) é solugdo do seguinte sistema:

0 —(w + ?Aw) + vA(w + o*Aw) + B(wy, wy + o> Aw,) — B(ws, wy + o Aw,)

ot

= —P(K (h(p1))wr) + P(K (h(p2))w2) + cgP¥,
%—f—l—wl Vo —EAp=—w- -V, +Up+ 6 em Q, (2.46)
00 oy , C0ps ., ,
E—i‘wl VO — kA0 = —w - V@Q—F 5 @th( )+—E[h (@1) —h(gOQ)] em Q,
w=0,2_0 % _4emoax01)

on an
w(0) =0, ¢(0) =0, 6(0) =0 em €,

onde U = 2a 4 3b(¢1 + 2) — 4(¢] + @12 + 93) € L>(Q) pois ; € W2(Q) C L=(Q), com
5/2<q<8 parai=1,2.

Observacao 2.7. As equacgoes do sistema acima sao obtidas subtraindo as equagoes

respectivas do problema para (ws, o, 02) das equagdes para (wy,@1,01) e usando que
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1. w1V —waVs = wi Vo + wV,,

2. w1 VO, —wyVly = w VO +wVoy e

/ a !/ a a / a / /
9. W(pr) ot = W) 52 = SR (o) + 2 W (1) = W ().

Observacao 2.8. Usaremos logo abaixo os sequintes fatos:

1. (B(wi,wi + a?Awy), w) — (B(wa, wa + a2 Aws), w) = —(B(w, w + a?Aw),ws), que foi
mostrado em (2.32).

2. [ 1= B ) + PR (o)) uwds = [ [~ K)o + K (hliga))wa] i
Q Q
onde, usamos que P € autoadjunto em L*(Q) ew € D(A) C H implicando que Pw = w.

Observando ainda, que

—K (h(g1))wr + K (h(@2))wy = [K(h(p2)) — K (h(p1))]wr — K (h(2))w,

temos,

[ 1= P o)) + B (hea)us)wds = [ [K(h(ea)) = Kb w o
Q Q

- [ Kb luf d.

Fazendo o produto interno da primeira equagao deste sistema com w, aplicando as duas

ultimas observagoes acima, observando ainda que K > 0 e aplicando integracao por partes,

obtemos:
1d 2 2 2 2 2 2 2
5% (lw]* + | Vw|?) dz + v | (|Vw|” + o |Aw|”) dx + | K(h(p2))|w|” dz
Q 0 0
= —(B(w,w + a*Aw), w,) +/[K(h(<,02)) — K (h(p1))|wiw dx + cg/dew.
Q Q

Estimando o termo (B(w, w + o?Aw), Ujg), como em (2.33), e observando que a funcao
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K(h(-)) é Lipschitz continua, obtemos:

1d
§d_/ |w|2+oz2|Vw|2)dx+l//(|Vw|2—I—oz2|Aw|2)dx+/K(h(gpg))|w|2dx
Q Q 9]
< O||Vuwll lw + o Awl g || Awsll s + / ol fwn ] do + cg / 6w] da.

Aplicando a desigualdade de Young, temos
1d 2 2 2 2
5% (Jw]* + ?|IVw*) dz +v [ (|Vw]* + | Aw|*) dx + | K (h(ps))|w|? dx
Q Q
C(CulI Tl Al + el + o Au}) +C / oo+ C / 0l da

+C/\9\2dx+0/|w|2d:c.
Q 0

Aplicando a desigualdade de Hélder no termo / |o|?|wi|> dr e pelas imersdes continuas

0
HY Q) C LY(Q) e V C LYN), a desigualdade acima se torna

1d
s [ Qb+ alVup)do v [(Vul + atlawf)do+ [ Khiea)ful do
Q Q

SCHVwH?qHAwQH%+8(Hw\|%+a2|!AwH%)+0H90H?p<m\lw1!|2v+C/Iw|2d:v

+C’/|0|2dx+0/|w|2dx.
0 0

Para ¢ > 0 fixado, temos
1d
¥ /(|w|2 + o?|Vwl|?) dz + g /(]Vw|2 + o?|Aw|?) dx +/K(h(<p2))|w|2dx
Q Q
< CI[ully lAwalfy + Cllelnlulf + € / o C / wf ds

C(1+ [ Aws %) / |w|2+|vw|2d$+0||90||1{1 e / |e|2dx

pois wy € L>(0,T;V).
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Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos

/(le2 + 02| Vw[?) do < el (At (1|12, o) + 0|22 0 rim1 )

Q (2.47)
< C(Heﬂiz((g) + HSOH%Q(O,T;Hl(Q)))
Temos, entao
[l Foe 0.2y < C(10017200) + N ll720.7:m1(02))) - (2.48)
Voltando a antepenitltima estimativa, temos ainda que,
lwliZeminiay < CUOI2 @) + el @) (2.49)

Multiplicando a segunda equagao de (2.46) por ¢, integrando em € e integrando por

partes, temos

1d

§E/|cp|2dx+62/|Vgp|2dx:—/w-Vg02g0da7+/Ug02dx+B/(9g0dx.
0 0 0 Q 0

Aplicando a desigualdade de Young e observando que U € L*(Q), temos

1d
5%/‘¢’2dic+62/yv¢|2dl’§C/‘w‘2’V902’2dx+C/]gp|2dx—l—0/\6\2dx.
Q QO Q o A

Aplicando a desigualdade de Holder no termo [ |w|?|Vips|? dz e pelas imersdes continuas

Q
V C LY(Q) e HY(Q2) C L*(Q), temos
1d 2 2 2 2 2 2 2
5% lpl*dx + € [ [Vol"de < Cllw|[y [Vl + C [ lpl"de+C | |0] da. (2.50)
Q Q Q Q

7 integrando em {2 e integrando por

Multiplicando a segunda equagao de (2.46) por TR
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partes, temos

/9 2
815
Q

Como U € L*™(Q), aplicando a desigualdade de Young e em seguida a desigualdade de
Holder, usando também as imersoes continuas V' C L4(Q) e H(Q2) C L*(Q2), obtemos

dp|?
[5] e+ 55 / Vol do < Cllunlfie ol el + el 1962l oy + € / ol do

2 dt
C [ 16%d - —
4 /|| x+2/‘at
Q Q

z,

ou seja,

1/1@2
2 ot
(9]

e d
do+ G [ IVol o < Clluleia| Veliiag + Cllull 196l
Q

(2.51)
+C’/\gp|2d:p+0/|9|2dz.
0 0

Agora, multiplicando a segunda equagao de (2.46) por —Ayp, integrando em Q e

integrando por partes, temos

2dt/|V<p|2d$+e /|Agp|2da:—/wVwAgodx—/UgoAg&dm

Q Q

—p / OApdx dt.

Sabendo que U € L*(Q), aplicando a desigualdade de Young e em seguida a desigualdade
de Holder, usando também as imersdes continuas V' C L*(Q) e H*(Q) € L*(€2), obtemos

62
So / Vol dr 4 / AP do < Ol Vel + 5 [ 186 ds

+C’/|<,0|2dx+(]/|9|2d:v.
0 Q
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Temos entao,

= / Vol dr+ S / Agl? dz < Clulf IVl oy +C / ol do+C [ 1o do.
Q

Da desigualdade acima e das desigualdades (2.50) e (2.51), obtemos:

© [ (ol + 19 o+ / Vil o+ / Al dr + / %

Q
< Cllun e [99] 2200y + Cll2 [V 021y + C / o dz+C / 62 d.

2
> dz dt

T
< / s Ve + C / Jwl} 19l @yt +C [ [ 1o duat
0 Q

+C//ye|2da;dt

< CHMH%W(O,T;V)||v902||%2(0,T;H1(Q)) +C||0||%2(Q) +C//|S0|2 dx dt

Integrando de 0 a 7', temos

T
/ (P + Vo) do + / / <|Vs0|2+|As0|2+

Q

dyp
ot

T

+0 [ 1wl [ 196Pds | d

0

< Cllulimorny + Ol + C [ | (1 lwnlieey) [ (o +1V0P) da ) de.
0

Q
2
) dz dt

Pela estimativa (2.48), temos

T
0
[ G+ 9oy o+ / / <|W|2+|Aso|2+‘a—f

Q

T T
<C [ 1ol + ClolExg +C [ | (L+ lwnlBmiey) [ (0P +19P) da | de
0 0 Q
T
0 Q



Capitulo 2 — Um Modelo Penalizado de Mudanga de Fases com Convecgao 63

Aplicando o Lema de Gronwall , obtemos

[ (16 + [962) do < U g 2:5)
Q

onde C' ¢ uma constante que depende de ||w1 || r2(0,7;100(0)) < C’leH%Q(O,T;D(A)).

Temos ainda, pela penultima desigualdade que

o121 q) < ClO2 gy (2.53)

Multiplicando a terceira equagdo de (2.46) por 6, integrando em §) e integrando por

partes, temos

1d ) 5 t Oy,
5d_/ | d:v+li/|V0| dx = /w v020dx+2/§h(901)9dx
Q Q Q Q

Aplicando a Desigualdade de Young, temos

2dt/]9]2dx—i—f<:/w9]2dx

2
SC’/|w| |V02|2dx—|—0/|9|2dx+0/ %p
Q Q

@ 2
! / a
+q/mwm—hwm24@
Q

R (1) |? dx + C/ 0|* dz:
Q

2
e d:E—I—C’/|9\ dz.
Q

Como A’ é Lipschitz continua e limitada, temos

2dt/]9]2dx+fi/|v(9|2dm<C/]w| yve2\2dx+c/\

e [

Aplicando a Desigualdade de Holder, temos:

8902

dx + C’/|0|2d:17.
Q



64 Se¢ao 2.5 — Demonstracao do teorema principal

2

92
ot

DN | —

L4(9)

d
G [ 10rds [ 196 dz < Cllolfo 98l + Clllae
Q
Iy
C —_
* /‘815
Q

Integrando de 0 a T', e pelas imersdes continuas H*(Q2) C L*(Q) e V C L4(9), temos

Q
2
di + C/|9|2d:c.
Q

T

1
3 [10Pde s [ [ 196P dvdt < ol + Clelorame
Q

Q 0
T

+Clell ) dz + C//|H|2dxdt.
0 Q

Pelas estimativas (2.48) e (2.53), temos

T T

1

§/|0|2dx+/<;//w0|2dxdt§ o//\e|2dxdt. (2.54)
0 Q 0 Q

Q

Agora, das estimativas (2.47), (2.52) e (2.54), obtemos

/ (o + a?| V) do + / (ol + |VoP) da + / 0 da
[9]

Q
T

Q
T
SC//(‘90|2+!V90|2)dxdt+0//\9\2dxdt
0 Q Q

0

Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos
/(|w|2 + | Vw|?) dz + /(|g£>|2 + | Vl?) do + / 10> dx < 0,
Q Q Q
em particular,
[l 22000y + @l Z2(0 o1 () + 1011720) < 0.
Concluimos entao, que

w=0, =0, §=0.

Logo, w; = wy, p1 = g € 61 = 65, concluindo assim a prova da unicidade de solu¢ao para o
sistema (2.3).



CAPITULO 3

UM MODELO DE DINAMICA DE
VESICULAS

Neste capitulo analisaremos um sistema de equagoes diferenciais parciais nao lineares
que modela a dinamica das membranas de vesiculas em fluidos viscosos incompressiveis. O
sistema é composto por uma variagao das equacoes a-Navier-Stokes, que descreve o fluido
onde a vesicula estd imersa, e por uma equacao para o campo de fases, que determina a
posicao da membrana da vesicula e distingue tanto o seu interior quanto o seu exterior.
Tanto a vesicula quanto o fluido encontram-se em um dominio 2 C R? e o tempo méximo
de interesse € 0 < T' < 400. Nas equagoes estao presentes termos relacionados a energia
do sistema; o resultado da interagao do fluido com a membrana reflete a competicao e o
acoplamento da energia cinética e a energia elastica (flexdo) da membrana. Nosso objetivo

aqui é mostrar a existéncia e a unicidade de solucao para este sistema.

3.1 Introducao ao modelo de dinamica de vesiculas

O estudo de propriedades hidrodinamicas de fluidos envolvendo membranas de vesiculas
e células tem importancia em varias aplicagoes da biologia e da fisiologia. Uma vesicula é
uma membrana eléstica que contém um liquido rodeada por outro liquido. Sua fungao é
armazenar e/ou transportar substancias. Bicamadas lipidicas formando vesiculas ¢ o modelo
mais simples de membrana biolégica. A modelagem de vesiculas é um primeiro passo para
estudar e entender o comportamento de células mais complexas, como por exemplo as células

vermelhas.

65
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Por esse motivo, suas propriedades fisicas e sua interacao com biomoléculas tém sido
intensamente estudadas. Modelar a deformacao elastica de uma vesicula em um fluido nao
¢ uma tarefa facil. Uma forma de fazer tal estudo é considerar equacoes para a elasticidade
da membrana e as equagoes de Navier-Stokes para descrever o escoamento do fluido fora
da membrana. Outra forma de modelar a interagao fluido-vesicula é usar a metodologia de
campo de fases, onde a membrana da vesicula é descrita pela fun¢ao campo de fase, ¢, [56].

Em [25], Q. Du et al. analisaram um sistema relacionado a dinamica de vesiculas, no
qual o parametro campo de fase é utilizado para descrever a posi¢ao em relagao & membrana
da vesicula (dentro ou fora) e o escoamento do fluido é descrito pelas equagoes de Navier-
Stokes. Eles abordaram o caso bidimensional e o caso tridimensional deste sistema, sendo que
para o caso bidimensional foi provado resultados de existéncia e unicidade de solugao para
o sistema. Porém, no caso tridimensional, foi provado apenas a existéncia de solu¢ao. Para
obter o resultado de unicidade foi necessario a adi¢cao de hipoteses sobre o campo velocidade.

O nosso trabalho é baseado neste descrito acima, onde abordaremos o caso tridimensional.
Continuaremos a considerar o parametro campo de fases para descrever a membrana da
vesicula, porém consideramos as equagoes a-Navier-Stokes para descrever o escoamento do
fluido. Tal mudanca foi feita pois as equacoes a-Navier-Stokes possuem maior regularidade
que as equagoes de Navier-Stokes, o que nos garante a existéncia de solu¢ao mais regular
para o sistema, regularidade esta que sera suficiente para garantir a unicidade de solugao,
sem a necessidade de adicionar hipdteses para isto.

Em trabalhos recentes, modelos de campo de fases foram desenvolvidos em termos da
energia, utilizando a energia elastica de flexao da membrana , dada por ([30], [41], [55], [59],
[64]):

k 2
E:/§(H—co) as,
r
onde I' é a superficie da membrana da vesicula, H é a curvatura média de I'; k é a rigidez
de flexao da membrana e ¢y é a curvatura espontanea, isto é, a curvatura da membrana se

nao houver tensoes externas atuando.

Neste modelo, a descricao da membrana é dada em termos da funcao campo de fase,
¢. A fungdo ¢ assume o valor 1 no interior da membrana e -1 fora da mesma, com uma
fina camada de transigao, cuja espessura é caracterizada por um pequeno paradmetro €. Na
superficie da membrana, a fungao ¢ se anula. O fluido é modelado pelas equagoes a-Navier-
Stokes no dominio que contém a vesicula e o fluido. Os fluidos dentro e fora da vesicula sao

fluidos newtonianos viscosos e incompressiveis, e a energia associada com a deformagao da
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vesicula vem principalmente da energia de flexao [25].

Como em [26] a energia de deformagao correspondente ao modelo de campo de fases é

dada por

E.(6) = %/ (eAgb + (%gb + co\/§) (1- ¢2))2dx.
5

Consideraremos apenas o caso em que ¢y = 0, no entanto o resultado pode ser extendido

para o caso em que a curvatura espontanea nao seja nula.

A deformagao da vesicula e o campo velocidade do fluido sao considerados como o
resultado da competicao entre a energia de flexao da membrana da vesicula e a energia
cinética do fluido, sendo que o volume da vesicula e a area da superficie da membrana da
mesma sao preservados. Para obter estas restrigoes, usaremos uma formulagao da energia
penalizada, a mesma usada por Q. Du et al. em [25]|, na qual sdo adicionados dois termos
penalizados a energia elastica de flexdo E.(¢), o primeiro esta relacionado ao volume e o

segundo a area da superficie da membrana. Desta forma, a energia modificada é dada por

1 1 ~

E(9) = Ed(9) + 5M1(A(9) — @) + 5M(B(9) = B)°, (3.1)

onde

A0) = [ oda, (3.2)
Q

Bo) = [ §IV0P + 1o(6" - 1P (33

Q

com € > ( um parametro pequeno associado a espessura da membrana da vesicula, M; e M,
sao constantes usadas para forcar o volume e a area da superficie da vesicula continuarem
constantes, & e [ sao contantes relacionadas ao volume e & &rea total da superficie da

membrana, respectivamente.

Aqui, como ja comentado na Introdugao desta tese, 2 é um dominio aberto e limitado
de R? com fronteira suave, 952, onde interagem o fluido e a vesicula e 0 < T' < +00 0 tempo

maximo de interesse. Denotamos Q) = €2 x (0,7)).
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O sistema a ser analisado neste capitulo é o seguinte:

%—i—w-Vu—i—(Vw)t-u—l—Vp—VAu-i-i—z(¢)v¢em@
u=w—a’Aw —Vpem Q,

divw =divu =0 em Q,

w=u=0em 0N x [0,T], (3.4)

w = wy em Q x {0},

8¢ 5E

G T Vo= 15 (0) em Q

¢p=-1, Ap=0em 0N x [0,T],
¢ = ¢ em Q x {0}.

Aqui, como no capitulo anterior, u e w sao as velocidades associadas as equagoes a-Navier-
Stokes, agora adaptadas ao problema de dindmica de vesiculas (w é a velocidade regularizada
que é utilizada como velocidade de transporte); também como antes p e p sdo as respectivas
pressoes devidas ao requerimento de incompressibilidade para tais velocidades. A varidvel ¢

denota o campo de fases.

O parametro v > 0 é a viscosidade; os parametros o > 0 e v sao constantes dadas. O

termo F(¢) denota a energia definida em (3.1), o termo —(¢) denota a derivada variacional

0
de E(¢) com respeito a variavel ¢ e seré descrito mais adiante; o termo adicional 5—(¢)V¢
na equacao do momento linear esta relacionado a for¢a agindo entre o fluido e a superficie

da membrana ( Willmore force) [25].

Utilizando a notacao da Secao 1.3 e procedendo como feito para obtermos a equagao

(1.7), podemos reescrever o modelo (3.4) como:

%(w + a?Aw) + vA(w + o?Aw) + B(w, w 4+ o?Aw) = P (i—z(gb)qu) ,
0 E
a—f +w- -V = —*y%((b) em (@, (3.5)

w=wy, ¢=¢gem x {0},
¢p=—-1, Ap=0em 00 x [0,T].
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. : : ow 0
3.1.1 Estimativas formais da energia e de — e —¢
ot ot
Nesta subsecao, derivaremos formalmente certas estimativas para o modelo que estamos

considerando. Isto é feito para introduzir ideias que serao reutilizadas posteriormente em

um contexto rigoroso.

A dissipacao de energia cinética é uma propriedade basica das equacoes a-Navier-Stokes
para fuidos incompressiveis. Uma lei de dissipagao de energia também é vélida para o
nosso modelo, quando & energia cinética se adiciona a energia de deformagao elastica de
deformagao da membrana para produzir a energia total. Nesta se¢ao obteremos formalmente

uma estimativa que descreve tal dissipagao para a energia associada ao nosso modelo.

Denotando

F(6) = —eAd+ L — 1) (3.6)

€

1
9(9) = =Af(9) + 536" = 1)f(9), (3.7)
podemos reescrever a energia definida em (3.1) como

1

B(O) = 57 [ [F@PF ds+ SM(A@) ~ aF + ;Ma(B(6) - 5" (39
Q

E
%, ¢é definida

A derivada variacional de E(¢) com relagao a variavel ¢, denotada por

por

h—0 h

Bt ) = E(e) _ [0E B\
! / () < ® w>

para ¢ uma fungao arbitraria.

OE
Para determinar — (¢) deve-se fazer o célculo direto da definigao da derivada variacional.

09

Faremos a derivada variacional de cada um dos trés termos da expressao para E(¢)

individualmente, para simplicar os calculos.

Gros),

Vamos determinar
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De acordo com a defini¢ao de derivada variacional, temos:

5 ((A(g) — &) A Ay
<(( ) )><¢),¢>}%(A(¢+hw> * - () - )

(S{(aﬂrhw)dx—d)Z— (f¢dx—d)2

Q

= Jim h

2

(f(¢+h¢)d:z:>2 —2dg(¢+h@/})d:p+ (@)% — (({gbdm) +2&({¢dl~— (&)

: Q
= jm h
2 2
(fqzﬁdx%—hfd;dx) —thf@/Jd:v—(fqbdx)
i 9 Q Q Q
h—0 h

2
2h [ ¢du [ dx + h? <f¢d:p) — 2ah [ dx
Q

. Q Q Q
= lim
h—0 h

}llig[l)g/zpdx<29/¢dx+h/wdx2&>

Q

Q Q
29/¢(Q/¢dxa)dx

Logo,
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Este mesmo célculo deve ser feito para os outros dois termos na expressao de F(¢) em
(3.8). Estas contas serdo omitidas pois sao longas e seguem exatamente o raciocinio acima.

Ao finalizar este céalculo, obtemos

i—j(aﬁ) — kg(6) + My(A(9) — &) + Mu(B(6) — B (4). (3.9)

Para obter a estimativa formal da lei de energia para solugdes suaves w e ¢ de (3.5),

calculamos o produto interno da primeira equagao de (3.5) com w,

Wy

5o @Vowdr,

1d
ia/(|w|2+a2]Vw\2)d:U+l//(\Vw[2+a2]Aw\2)dx—
0 0

OFE
multiplicamos a segunda equagao de (3.5) por —(¢) e integramos em 2,

0
09 OE
00 —(¢)dx /ngzﬁ ¢)dx = —7/’
: 09 E d
somando estas duas igualdades e observando que 3 0 —(¢)dx = %E(gb), obtemos a

Q
seguinte lei de dissipacao de energia

a4
dt

1 SE 2
/§(|w|2 —{—a2|Vw|2)dx—|—E(¢) = —y/ (|Vw|2 +a2|Aw|2)de _7/ ‘%(QS)
Q Q o

(3.10)

Da equagao de energia (3.10) concluimos que, se w e ¢ fornecem uma solugao de (3.5),

devemos ter as limitagoes uniformes (com respeito a 7' > 0) nos seguintes espagos:
o we Lx0,T;V)NL*0,T; D(A));
o ¢ € L0, T; H*(Q));

o f(¢) € L>(0,T; L*(Q));

Mostraremos posteriormente que para (w, ¢) solugao fraca de (3.5), sera valida uma versao

fraca para a lei de dissipacao de energia descrita anteriormente; isto sera feito mais adiante
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via o método de Galerkin. Estes argumentos nos permitirao entao obter rigorosamente as
estimativas anteriores.
9¢

. . . . w
A seguir buscaremos estimativas formais para — e —

ot ot

Baseados nas estimativas dadas pela lei da dissipacao de energia anterior, utilizando
outra vez as equagoes do modelo (3.5), deduziremos formalmente estimativas para as
derivadas temporais. Como observado anteriormente, as ideias usadas aqui para deduzir

tais estimativas serao reutilizadas posteriormente.

Seja v € L*(Q) e [[v]|12¢ < 1. Multiplicando a segunda equacio de (3.5) por v e

integrando em (2, temos

/ vdr| < /w-vmdx +y /i—g(qﬁ)vdx .
Q

Aplicando a Desigualdade de Holder, temos

/ w- Vévdr| < [ollzz@ IVellz@ ol s,
Q

OFE

)

HUHB(Q)
2(Q)

J
7/5g(gb)vdx <C
Q

Concluimos, destas estimativas, das imersoes continuas H'(Q2) C L*(Q) e H}(Q) C

L%(Q), e de [[Vo| a0y < CI Vol < Clldllnzg), que

o¢
ot

oF
C <||¢||H2(Q)||w||H3(Q) + H(g_

Logo,

2
H ) BNCETY
L2(Q)

Agora, tomando v € D(A), ||v]|p) < 1, e recordando que u = w + a*Aw, temos da

oE
=¢ <“¢H%Q(O’T;H2(Q))Hw”iw(o,T;V) - H%(Qﬁ)

L2(0,T:L2(%))
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primeira equagao de (3.5)

ou ~
Evdx = /Auvdz— <B(w,u),v> +
Q Q

0E

SE

Integrando por partes, obtemos

/—vd:c— —V/uAvd:c— (B(w,u),v) —i—/i—j(@Vgﬁvdw.
Q

o)

Vamos estimar cada um dos termos do segundo membro desta equagao individualmente.

No primeiro termo, aplicamos a Desigualdade de Holder, obtendo
V/UAU de| < ul 2o | Avll 2.
Q

Para estimar o termo B (w, u,v) usamos o Lema 1.10 e em seguida aplicamos a Desigualdade

de Poincaré, obtendo

[(Bw,u),0)| < € (el IVl ull vl + el Tl Tol{ Aol )
< ClIVullululal Aol

Por fim, aplicamos a Desigualdade de Holder no terceiro termo, utilizamos as imersoes
continuas H'(Q) C L*(Q) e D(A) C L), e que V9| 13¢0) < CIVO|mr ) < Cllolln2),

obtendo
SE 5E
'/%@wm < H%w)
Q

oF
< -
<[5

IVl s@llvllze@)
L2(Q)

9[22 vl peay

L2()

Concluimos que

ou
Como u = w + a?Aw, temos também — =

ot ﬁ(

ou
ot

OF
<C (HUHH + [Vl allullz + H%(Cb) ||¢||H2(Q)> :
D(ay L2(Q)

w + o Aw); pela regularidade eliptica do
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operador de Stokes. Portanto,

9 Sull?
I
12(0,T;D(A)) Ot || 2 0.7.0(ay)
9
SE )
<C Hw”L2 (0.T;D(A)) T HwHLoo 0,T;V) HwHL2(0TD( ay + || =(9) @175 0,7 112(02))
o¢
L2(Q)
(3.12)
Obtemos entao:
H (kuéww 0o 010000
L2(0,T;H
- o (3.13)
+ H(S— ) ||¢H%oo(o,T;Hz(Q))>'
L2(Q)

3.2 Existéncia e unicidade de solucao

Nesta secao enunciamos o resultado principal deste Capitulo, o qual nos garante a

existéncia e unicidade de soluc@o para o problema (3.5).

Teorema 3.1. Seja Q um subconjunto aberto e limitado de R3, com fronteira suave, OS).

Suponha que wy €V e ¢+ 1 € H2(Q). Entio exitem fungies w e ¢ tais que

1. we L0, T; D(A)) N L=(0,T; V), S € L2(0,T; H), w = wy em Q x {0},

ot
2. %(w + o*Aw) € L*(0,T; D(A)"),
3. ¢ € Wy (Q), ¢ = ¢ em Q x {0},
b 10) € LYOTL@); 5o(0) € Q)

e o par (w, @) € a unica solugao do problema (3.5) no sequinte sentido:

OE

%(QD)V@b -vd,

<§t(w + o’ Aw), > + v (A(w + o® Aw), v) + <J§(w,w + a2Aw),v> _ /

o}

para cada v(z,t) € L*(0,T, D(A)), onde B estd definido em (1.5) e também,

d¢ ___OF : 2
TR Vo =—v 5 (@) no sentido de L*(Q).
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Observacao 3.1. No decorrer da demonstracao deste teorema ficard claro que a expressao

<B(w, w+ a? Aw), U> tem sentido.

3.3 Demonstracao da existéncia de solucao

Nesta se¢ao provaremos a existéncia de solugao fraca para o problema (3.5). Para tanto
usaremos o método de Galerkin modificado, obtendo solugoes aproximadas, em seguida
passaremos ao limite e entao verificaremos que a funcao obtida é solu¢ao do problema em

questao.

Seja {v,} C H uma base ortonormal de H formada por autofung¢oes do operador de

Stokes. Seja

Vn = 3}””{”17 Vo, - -+ avn}a

para cada n € N.

Aplicando o método de Galerkin para o campo velocidade w, temos para w : [0,7] — V,,
e ¢:[0,T] — H?*(Q), o seguinte problema aproximado:

0 9 ~ 9 9 OFE

a(w + a*Aw) + P, (B(w,w + o Aw)) = —vA(w + o Aw) + P, %(gb)ngﬁ :

06 SE
g Tw Vo= —7%(@7 (3.14)
w(0) = P, (wo),

¢(O> = (bOa

onde
P,:H—>V,CH

denota a projecao ortogonal de H em V/,.

O proximo lema nos garante a existéncia de solu¢ao para o problema aproximado (3.14)
bem como uma estimativa uniforme da energia para a solu¢ao aproximada, com respeito a

dimensao n.
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Lema 3.1. Eziste um par de func¢oes w : [0,T] = V,,, ¢ : [0,T] — H?*(Q) satisfazendo

OE

PRI

<8at(w + o Aw), > + <§(7~U,w + onAw),v> = —v (A(w + o*Aw), v) +/

<%,nit <w)-v¢,n> =— <f5—§(¢),n> :

¢(0) = ¢o, (3.15)
para todo v € L*(0,T;V,), n € L*(Q) e para quase todo t € [0,T).

Além disso, para todo t € [0,T], temos

/(|w(:v I + o?|Vw(z, t)*)dz + E(¢(z,t)) +1/// (IVw|* + o®|Aw]?) dz dt

*”//Ww

onde M € uma constante independente de n.

(3.16)
dx dt < M,

Demonstragao: Aplicaremos o método de aproximagao de Galerkin para ¢. Denote {7;}
as autofungoes do operador A sob as condi¢oes de Dirichlet homogéneas. Estas autofuncoes
formam uma base ortonormal de L?(f2). Pelas hipoteses sobre o dominio 2 temos que as

autofuncoes do operador Laplaciano possuem regularidade H?(€2).

Seja
Ny, = span{ni, n2, -+ M}

para cada m € N.

Aplicando o método de Galerkin modificado para ¢, obtemos um problema aproximado

do problema (3.15). Nosso objetivo aqui é encontrar w,(z,t) e ¢p(x,t) da forma

= Zdz<t)vz(x) €EVe e gnlzt)+1= Zhj(t)m'(x) € Ni,

tais que
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<w;n + 0421411):71, U> + < ’LUm, Wy, + CVQAwm) U) = —V<A(’U}m + OJQAwm), U)
+/7r ( )ngm-vdx, YovelV,
? 5E

Wy, = Pp(wp) parat = 0,
Gm = Tm(¢o +1) — 1 parat =0,

onde — 7 — () denota a expressao é;;(@ (veja (3.9)) calculada em ¢,,, isto é,
)
55 (0m) = g(m) + Mu(A(0) = )+ Ma(Bldn) — D)F (0n), (318)

com f e g definidas em (3.6) e (3.7), respectivamente.

Aqui a derivada temporal é denotada por ’

T+ L2(2) = N,,, C L*(Q)
denota a projecao ortogonal de L?(Q2) em N,,.

As solugoes deste problema possuem naturalmente dependéncia no indice n, mas para

simplificar a notacgao, este indice sera omitido.

Observe que basta exigir que as equagOes anteriores seja satisfeitas para v = v, para
k=1,2,--- ,n,en=mn, paral =1,2,--- ;m. Assim, o sistema (3.17) é na verdade é um
sistema de equagoes ordinarias para o qual a teoria classica de existéncia local no tempo
e unicidade de solugoes pode ser aplicada, garantindo-nos assim a existéncia de uma tnica

solugao em um intervalo [0, t,,n].

Queremos que a solugao seja global no tempo. Para mostrar este fato, faremos uma
estimativa de energia para o problema aproximado (3.17), obtendo assim estimativas
uniformes para w,, € ¢,, que implicardo, em particular, que a solucao (3.17) existe

globalmente no tempo.
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Estimativa de Energia:

No problema (3.17) substituindo v por w,, e n por my, ( 7 (gbm)), temos

N | —
Q.l&

/ (|wm|* + a?|Vw,, [} de = —V/(|Vwm|2 + | Awy, |H)dx
Q

+ [ (¢<¢m>)ﬂwm-wmdaz,
(0hmn (Gom) ) )+ / Tt 52 (0m) ) do = = / o0 (G 0n) ) da

(3.19)
pois (B (Wi, -),wm> = 0, de acordo com as propriedade do operador B apresentadas no
Lema 1.10.

Observando que

(0t (G @) ) ) = (im0, 55 00)) = (0 3 0m) ) = )

/ o) (e om) ) ds = I (Zom)|

uma vez que T, ¢ uma projegao ortogonal em L*()), somando as equagoes em (3.19),

e que

obtemos a lei de dissipagao da energia para as aproximagoes:

Q

d (1
4 (5 / <wm2+a2wm2>dx+E<¢m>) =~ (Vi + 0| Aw, o

Integrando de 0 a ¢, obtemos

DN —

/(|wm(x, t)? + a?|Vwn(z,1)]?)dr + E(¢pm(z,t))

+V//\Vwmxt)]2+a2|Awm(xt d:cdt—i—fy//
0

/(|wm(x, 0)|? 4 &?|Vwp (z,0)[})dz + E(¢p(z,0)).
9)

dx dt

()

| =

<
-2
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Como ||w,(+,0)|[z2@) < |lwollz2(), e pela definicao de ¢, (z,0) temos que ¢p,(x,0)
converge a ¢y em H?(), quando m — +00, temos que existe uma constante M > 0

independente de n e m tal que

: /(!wm(w, O + Vw2, 1)[*)dz + B(ém(z, 1))

2
+V//\Vwmxt)]2+a2\Awm(xt dxdt—i—”y//

Q

Q

dx dt

()

< M.
(3.20)

Note que esta lei de dissipacao da energia implica que as solugoes locais nao explodem em
norma para tempos finitos, ela nos garante que as solucoes locais do problema de equacoes

diferenciais ordinarias (3.17) na verdade sao globais, isto é, estao definidas em todo o intervalo
[0, 7.

Além disto, esta lei da dissipagao energia nos da as seguintes estimativas uniformes em

m e n:

Wil Lo 0,7:v)n 220075004y < M,

| Pl Loo 0,120y < M, (3.21)

(52)

A seguir, queremos obter estimativas para as derivadas temporais. Comecemos por obter

< M.
L*(Q)

uma estimativa para ¢/,.

Para isto, observe que para todo £ € L?(Q) temos / ¢ Edr = / ¢ € dx, devido ao

fato da projegao ,, ser autoadjunta em L*(Q) e m,,(¢.) = ¢/..
Assim, tomando qualquer £ € L*(Q) e utilizando 1 = 7, na segunda equagao de (3.17),

podemos escrever:

Q/ P& da = Q/ ¢ T dx = —y Q/ Cg—g(d)m)ﬂmfdx — Q/ WiV Gy T diz.

Observando que 7, ¢ autoadjunto em L?(Q) e que w,,V¢,, € L*(Q), obtemos:

Q/cbinfdasz—vg/wm <5¢(gbm)>§dx—g/wmv¢m§dx.
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Temos entao,

Q/cbinfda: <~ Q/wm( ¢(¢m))gdx + Q/wmwmgdx .

Aplicando a Desigualdade de Holder, temos:

o (Ggtem)

Pelas imersoes continuas V' C L%(Q) e H'(Q) C L3(Q), temos que

1€l 22 + lwml| e @ IV Omll 3@ €l 2@
12(9)

Q/de <c

162y < © ( <¢m>) - Cllwmlly [ Vémln,
0¢ 2(9)
ou seja,
ol < € (Gaom) |+ Clloalilionliey
L2(Q)
Portanto,
2
|r¢;n|r%2<@sc< <¢<¢m>) +meuiz(o,mH%Hiw(o,ﬂm(m)). (3.22)
L2(Q)

Vamos agora a estimativa para w,,.

Tomando qualquer £ € D(A), utilizando v = P,{ na primeira equagao de (3.17), e

substituindo u,, = w,, + o®Aw,,, podemos escrever:

(Bobde = —v [ Aup ot d — { Bluwm, un), Pl ) + ( (¢m)>V¢mPn§d.

Q

Lembrando que P, ¢ autoadjunto em L?(Q), que u,,, Au,, € V,, e assim P,u/ = e

P, Au,, = Au,,, e ainda que A também é autoadjunto temos que

e = v [ up Acde — { Blwn, un) Pat) + ( <¢m>)v¢mmd.

Q Q

Vamos estimar cada um dos termos do segundo membro desta equagao individualmente.
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No primeiro termo, aplicamos a Desigualdade de Holder, obtendo

y/umAgdz < 0t 1| A€ | 2
Q

Para estimar o termo <B(wm,um),]}”n£> usamos o Lema 1.10 (v), a Desigualdade de
Poincaré e lembrando que [[Pnélln < [[€]|a, [Paéllv < [I€]lv e que [[€][m>() € equivalente &

||A¢|| 5, segue que

(B twn), Pt )| < € (w1703 il [Pl
o et Vi IPE 132 1€
< OVt 1| AE 1.

Por fim, aplicamos a Desigualdade de Holder no terceiro termo, e utilizamos ||P,&|| 1) <
[Bngllv < ll€llv < Cliéllpa) e também [[Vén || Ls) < Cllgm|la2() para obter:

|/7rm om)) TPt dn| < | (526

<l G 0m)

IV &l 23 @) IPRé || Lo ()
L2(Q)

|l 200 [1€ ]| DAY

L2(Q)

Concluimos que

[l Dcay < C | Nl + [V | |t |11 +

”’”( ¢(¢’”)>

Como Uy, = wy, + a?Aw,,, temos também v/, = w!, + o?Aw!, ; pela regularidade eliptica

| Pl 2

L2(Q)

do operador de Stokes, portanto,

[wy,, + 042Aw;n||%2(o,T;D(A)/) = ||u;n||%2(0,T;D(A)’)

< O\ lwmllZ20.0:00ay T 10ml| 7010 [Wml720.7:00a))

o (550

2
+

||¢m||%°°(O,T;H2(Q))> )

L2(Q)
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Obtemos entao:

Hw:nH%Q(O,T;H) < C(H’me%?(QT;D(A)) + meH%OO(O,T;V)me”%Q(O,T;D(A))

w (om),

Logo, das estimativas (3.21), (3.22) e (3.23), concluimos que:

2
+

\chm\lioo(o,T;HQ(Q))) : (3.23)
L*(Q)

e w/ ¢& uniformentente limitada em L?(0,T; H),
e ¢/, ¢ uniformemente limitada em L*(Q).

Assim, pelos resultados de compacidade, Lema 1.5 e Proposicao 1.1, temos, a menos de

subsequéncia,

w,, — w fraco em L*(0,T; D(A)),
w,, — w forte em L*(0,7T;V),

[0, 77;

Wy, — w forte em C([0,7]; H),
0,T; H*(Q)),
(2
P

( (3.24)
Gm — ¢ fraco em L*(
Gm — ¢ forte em C([0, T); H*(Q)),

[
G — ¢ forte em L*(0, T; WHP(2)), 1<p < 3.

Explicitando as equacgoes para passagem ao limite quando m — +oo

Escolha o(x,t) = B(t)d(x), n(x,t) = B(t)E(x), onde 5 € C([0,T]), 6 € V;, e £ € N,,.

Temos, das duas primeiras equagoes de (3.17), que

T

T
//875 Wy, + o Aw,y,) vdxdt+/ (W, Wy + 02 Awyy,), D) dit

0
T

0
T
oE
— A 2A ~ oL ~
V// (W, + o Aw,y, )0 dx dt + O/Q/Wm <5¢ (gbm)> Vo0 dx dt (3.25)

0 Q
e

T T T

E
//%ndxdt+//wmv¢mﬁd:ndt:—7//% Gm)T dx dt.
0 0 0

Q Q
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Para obter solugdo para o problema aproximado (3.15), vamos tomar o limite nestas
equagoes acima, fazendo m — +o0. Para calcular este limite precisaremos das convergenc1as

50 (¢m)

(3.24) e, além dessas, precisaremos de convergéncias fracas para os termos

( 5o (gbm)) Obteremos essas duas convergéncias fracas a seguir.

Convergéncia fraca de —(¢m)

09

—(¢m) em (3.18), podemos reescrever este termo da

0

Relembrando a expressao de

seguinte forma:

o 6) = {0 (0n) + 5368 = 1D(0m) b+ M(AG) - )
+ MQ(B(¢m) - B)f(qu)

=k {—A<—6A¢m + %(azsi — 1)¢hm) + 6%(3% — 1>f<¢m>} (3.26)
+ Mi(A(Gn) — @) + Mo(B(wm) = B) f ()
= ekA?¢p, + L),

onde L(¢y,) denota os termos de menor ordem. Observe que ||L(¢n)| 12(g) ¢ uniformemente

limitado, devido a limitagao uniforme de ¢,, em L>(0,T; H*()).

Temos entao,

(G (0m)) = (26, 4 (L0
= ekA%¢py + T (L)), (3.27)

Desta igualdade e observando que o termo m,, ( 7 (gbm)) ¢ limitado em L?(Q) devido a

(3o
(50

Logo, de (3.26) e em seguida aplicando (3.28), obtemos

equagao (3.20), temos

1€k A2 b 12(g) < + 17 (L D)) | 220

L*(Q)

+ | L(dm) || 2 - (3.28)
L3(Q)
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H‘;—jw )

< kANl 2(0) + |1 L(dm) | 22(0)
)

o (55 0m)

(¢m) converge fraco a %(qﬁ) em L*(Q), ou seja,

+ 2] L(ém)l 2@
12(Q)

Vamos mostrar que

59

ml_l}riloo// () g dx dt = // 50 ¢) g dz dt,

para toda g € L*(Q).
Na verdade, vamos mostrar esta convergéncia para toda g € C5°(Q). E, como —(gbm)

0

L*(Q) e o espago C°(Q) é denso em L?(Q), podemos concluir que o mesmo resultado vale
para toda g € L*(Q).
Faremos isto, trabalhando termo a termo na equagao (3.26).

Primeiramente, temos que

T T T T
/ A2¢mgdxdt://A¢mAgdxdt—>// AqﬁAngdt:/ A*¢pgdrdt, (3.29)
0Q 0 Q 0 Q 0Q

quando m — 400, pois ¢, — ¢ fraco em L?(0,T; H*()) e g € C5°(Q).

Temos também, que

A T
O/Q/A — ¢*gdrdt| =3 O//(Q%Vcbm — $?°V¢)Vgdz dt

T
=3 O/ / )V Vg + ¢* (Vo — VO)Vg) da dt

T
<C 0// PV, Vgdrdt| + C //gb (Ve — V)V da dt

< Cll¢z, — P2 @IV émll2(q) + CH¢HL2(0,T;L4(Q))HV¢m — V9l
< C1¢2, — ¢*ll2 @IV émllr2@) + Cllél 202 @) IV ém — Vol 12

onde usamos que g € Cy°(Q), a Desigualdade de Holder e a imersdo continua H?(2) C L*().
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Assim, fazendo m — +o00, obtemos

T

//A(gb; — ¢*)gdx dt — 0, (3.30)

0 Q

pois a convergéncia forte ¢,,, — ¢ em C([0, T]; H'()) e a imersao continua H(Q) C LP"(Q),
para 1 < p* < 6 implicam que ¢,, — ¢ forte em C([0,77]; L*(f2)), que por sua vez, implica
que ¢2, — ¢? forte em L*(Q), e a convergéncia forte ¢,, — ¢ em C([0,T]; H(Q)) implica
também que V¢, — V¢ forte em L?(Q).

T T
//A¢mgd$dt—>//A¢gdmdt, (3.31)
0 Q 0 Q

pois ¢y, — ¢ fraco em L?(0,T; H*(2)).

Temos ainda,

Considere agora

/T / F(6m) — 62 1(6)) g d di| = /T 02,
< //¢>2(f(¢m)— o du dt| + /T/¢ — ) () du dt

= ]1+IQ.

[(@m) + 6*(F(6m) = [(6))] g du at

Se mostrarmos que f(¢,,) converge a f(¢) fraco em L?(Q), teremos que I; — 0.

i O/T Q/ F(bu)g v dt = O/T Q/ F(8)g d dt.

Pela definigao de f em (3.6), temos

Mostremos que

i O/T Q/ F(én)gdrdt = Tim / / — b+ (6, Do gt

Verificaremos apenas a convergéncia do termo nao linear, pois a do primeiro termo ja foi

provada anteriormente e a do tltimo segue da convergéncia fraca ¢,, — ¢ em L?(0,T; H*(Q)).
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T

T
Vamos, entao, mostrar que lim //gbf’ng dx dt = //gb?’g dx dt.
0 Q Q

m——+00
0

Como ¢,, ¢ uniformemente limitada em L*°(0,T; H*(Q2)) e pela Proposicao 1.1, temos

[@m (s )l i) < Clldm (-, 1)l 2e) < M,

para quase todo t € [0,T]. Assim, ¢,,(x,t) é uniformemente limitada em @. Além disso,
¢ possui uma subsequéncia convergindo forte a ¢ em L*(0,T; W1P(Q)), para 1 < p < 3.
Logo, esta subsequéncia de ¢,, converge a ¢ q.t.p. em (). Pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, concluimos
T T
lim //gbf’ngda:dt://gb?’gdmdt.
m—+0o0
0 Q 0 Q

Portanto, concluimos que f(¢,,) converge a f(¢) fraco em L*(Q). E, entao, I; — 0.

Agora, analisaremos I. Temos, pela lei de energia (3.20), que f(¢p,) ¢ uniformemente
limitada em L*°(0,T; L*(Q2)), portanto, uniformemente limitada em L?(0,T; L*(€2)). Assim,

temos

T
I = (& — &) f (Gm)g dz dt
/]
< lgllz=@ I f (@a)ll2@llém — ¢*ll 22

pela Desigualdade de Holder e observando que a convergéncia forte ¢,, — ¢ em
C([0,T]; HY()) e a imersao continua H'(Q) C L¥ (), para 1 < p* < 6 implicam que
Gm — ¢ forte em C([0,T]; L*(2)), que por sua vez, implica que ¢, — ¢* forte em L?(Q).
Segue entao, que I, — 0.

Portanto,
T
[ [ @06 - #r@)gdsic o, (3.32)
0 Q

quando m — 400.
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Temos, ainda, que

/Q/A(gbm)gdmdt—)O/Q/A(gb)gdxdt, (3.33)

pela defini¢do de A em (3.2).

o

T
Mostremos agora que //B((bm)f(gbm)g de dt — //B((b)f((b)g dx dt. Pela defini¢ao
0 Q

0 Q
de B em (3.3), temos

[ [somsioapsca | |

Faremos a analise de um termo da soma e depois do outro, para melhor organizacao.

() g dz dt — /T/ /|V¢|2dy

/Ivcbml2 IVo|?) dy/f bm gdx] dt
Q

/|V¢|2dy/ m) — f(gb)]gdx] dt

= 13+I4.

€ 1
/i‘v‘bm’Q T 4—€(¢fn - 1)2613?] f(pm)g da dt.
Q

1° Termo: Temos que,

/|V¢m|2

f(d)gdx dt

il
{i

Analisaremos primeiro [I3. Aplicando a desigualdade triangular e em seguida a

Desigualdade de Holder, obtemos
T
n<|f / V(6 = ON((Tom| + [VoDdy [ 1 <¢m>gdx] at
0 Q
T 1/2 1/2

V(¢ )Qdy> ((V¢m+v¢ ) f(bm)g dz dt
/ (/ / /

1/2

OiggT(/v dy) OiggT(Q/Wasmw )

IN

IN

/f Gm)gdx dt|.
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Como ¢,,, — ¢ forte em C([0,T]; H*()) e f(ém) — f(#) fraco em L*(Q), concluimos que
Ig — 0.

Temos também,

/|V¢!2dy/[f(¢m) - f(¢)]gdrc] dt

Q Q

Logo, Iy — 0 pois f(¢n) — f(¢) fraco em L*(Q).

2° Termo: Temos que

/T [ @ -vray [ f(d)m)gdx] it — /T [ [t =1pay | f(as)gdx] it

0 Q

f {/ (6%~ 0= (@ = 17y [ flom)g dx] i

0 Q

/T l/ (@ = 1y [(F(6m) = F(O)g dx] dt

0 Q

<

+

Observe que a convergéncia forte ¢,, — ¢ em C([0,T]; H'(2)) e a imersao continua
HY(Q) c LP (), para 1 < p* < 6 implicam que ¢,, — ¢ em C([0,T]; L*(Q2)). Logo,

/T[/[(¢i—1)2—(¢2—1Qdy/fcbmgdaf] i

0 Q

T

// (om gdzdt‘ — 0,

0 Q

< sup /[(¢2—1 — (¢* —1)*]dy

Q

ja que f(édm) — f(¢) fraco em L*(Q).

Temos também, que

/T [/ (@ = 12y [(F(6m) = £ dx} it

0 Q

< sup /(¢2 —1)*dy

1<t<T

— 0,

O/ Q/ (F(6u) — 1(8))g dudt
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pois f(¢m) — f(¢) fraco em L?(Q). Logo, provamos que

/T/ f(9m) gdxdt%/T/B(aﬁ)f(dD)gd:vdt. (3.34)

Portanto, de (3.29)- (3.34) concluimos que i—i(@n) converge a (;—i(qﬁ) em L*(Q) fraco.

Convergéncia fraca de 7, ( 7 (gbm))

Escolha g € L*(Q). Temos que,
e (g_§<¢m>) sl = [ (Eiormn)a- |
/ —§(¢),g> dt| + /<§¢(¢m) ol )_g> ol

Como (;g(gbm) converge a (;—qb(gzﬁ) em L?*(Q) fraco e m,,(g) converge forte a g em L*(Q),

temos que as duas integrais acima convergem a zero quando m — +oo, implicando que

0/T<7rm (i—j(cbm)) - i—z(¢),g> dt — 0. (3.35)

Logo, 7, ( 7 (gbm)) converge fraco a i—i((b) em L*(Q).

Agora que ja temos estas duas convergéncias fracas, e as convergéncias (3.24), podemos
tomar o limite nas equagoes aproximadas. Mas, antes de o fazermos, vamos estudar o termo
(B(Wp, W + 02 Aw,y,),7) separadamente, pois a convergéncia deste termo também dara
algum trabalho, sendo que nos demais ja podemos tomar o limite, devido as convergéncias

citadas.

T

Passando o limite quando m — +o00 no termo /(B(wm, Wy, + & Aw,y, ), D) dt.

0

_ 2
Denotando u,, = w,, + a*Aw,,, temos,
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/(B(wm,um),ﬁ> (Bw,u), 0)dt| < /<B<wm ), )| + /<B(w,u ), B)dt

EJ1+J2.

Aplicando o Lema 1.10, usando o fato que o = B(t)d(z), com g € C[0,T], e a

Desigualdade de Holder, respectivamente, em J;, temos

T
s/ (Bl — w0, um), >|dt<0/||v — ) et AB
< / 19 (s — )1t 1| AB e
T 1/2
/ IV (= w)yde | { [t | A5
0 0

Como u,, ¢ uniformemente limitado em L*(0,T; H) e w,, — w em L*(0,T; V'), concluimos

que J; — 0 quando m — +o0.

Temos ainda, pelos mesmos argumentos, que

Ty < | [(B(w,u—up), 0)|dt < C/ IVwl||[tm = ull || AD] dt

o\ﬂ

<C [ IVullullun ~ ullnl 4]
1/2

T T
<c / IVl / e — ulPydt | A5
0 0

Como u,, — u fraco em L*(0,T; H) temos que Jo — 0.
Concluimos entao, que

T T
lim [ (B(wp, W + &*Aw,y,), o / (w,w + o Aw), D) dt (3.36)
0

m——+00
0
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Passagem ao limite quando m — +o0

Devido as convergéncias (3.24), ( 5 (gzﬁm)) — i—i(gb) fraco em L?(Q),
¢ (gbm) (;i(qﬁ) fraco em L?*(Q) e de (3.36), podemos passar o limite em (3.25), fazendo

m — 400, obtendo

T T
/< (w + o Aw), > / (w w+a2Aw),6> dt
0 0

T

—1//<A(w~|—a2Aw),1~)) dt+//§—§(¢)V¢ -0 dz dt, (3.37)

0 Q
onde ¥ = f(t)d(x) como na pagina 82, e

T

/(%,ﬁ) dt+/T(w Vo, i) 7]/£(¢)ﬁdxdt, (3.38)
0 0 Q

0

o)

onde 77 = f(t)&(z) como na péagina 82.

Temos ainda, que a equagao (3.37) é valida para fungoes que sao somas finitas da forma
Zﬁi(t)éi(x), com fi(x) € C([0,7]) e d;(z) € V,. Como o espagos das fungoes desta
f(;rma ¢ denso em L?(0,T;V,,), concluimos que a equagao (3.37) é valida para toda fungio
v(z,t) € L*0,T;V,).

Temos também, que a equagdo (3.38) é valida para fun¢oes que sdo somas finitas da

forma Z Bi(t)&i(x), com B;(z) € C([0,T]) e &(x) € N,,. Como o espagos das fungoes desta
i=1
forma ¢ denso em L?(0,T; L?(Q2)), concluimos que a equagao (3.38) ¢ vélida para toda fungao

n(z,t) € L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q).

Agora, tomando § = 5(t) € C([0,7T]) tal que 5(0) = 1 e B(T) = 0, é possivel verificar
que w(z,0) = Pn(wo(x)) e ¢(x,0) = ¢o().

Resta apenas mostrar que w(-,t) € V,,, para cada t € [0,7T]. De fato, temos que, para

T
//wmzvt t)v;(z) dxdt = 0,
0 0

1>n,
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para toda ¢ € C([0,T]). Logo, fazendo m — +o0, temos
/w(w,t)vi(a:) dx =0,
Q

para quase todo t € [0, 7], para i > n. Portanto, w(-,t) € V.

Podemos também tomar o limite quando m — +oc em (3.20), obtendo

1
: / (e O + 0? V(. O )dz + E((,1)
Q
s SE |
|wa t)? + o?|Aw(z, t)|? dmdt—i—y 53 dx dt
0
< M.
Concluimos assim a prova deste lema. O

Seguiremos na prova de existéncia de solucao.

De acordo com o Lema 3.1, para todo t € [0,T] e para todo n € N, o problema (3.14)

possui uma solugao (wy, ¢,) que satisfaz

i+ 01 )P + (5.

Q
+ y// \Vw,(2,t)]* + o?|Aw, (z, 1)) d:rdt—l—’y//‘fs—g((?n) 2

Q

d di (3.39)

< M ;
onde M é uma constante independente de n. Desta estimativa, obtemos
e w, ¢ uniformemente limitada em L>(0,7;V) N L*(0,T; D(A)),

e ¢, & uniformemente limitada em L°°(0,T; H*(2)),

3
. —_—
0¢

(¢n) € uniformemente limitada em L*(Q).

Para obter estimativas uniformes para as derivadas temporais w!, e ¢! , usamos raciocinio

anéalogo aquele para estimar as derivadas temporais w/, e ¢/, (veja paginas 79-82), com as
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seguintes modificagoes: Para estimar w/,, para qualquer £ € D(A), tome v = P, na primeira
equagao de (3.15); para estimar ¢/, tome n € L?(2) na segunda equagao de (3.15). Estas

estimativas, juntamente com as limitagdes uniformes de w,, ¢, e (¢n) acima, nos dao

59

que:
e w/, ¢ uniformemente limitada em L?(0,T; H),
e ¢/ & uniformemente limitada em L*(Q).

Pelos resultados de compacidade, Lema 1.5 e Proposi¢ao 1.1, concluimos, a menos de

subsequéncia, que

w, — w fraco em L?(0,T; D(A)),
w, — w forte em L?(0,T;V),
w, — w forte em C([0,T]; H),

bn — ¢ fraco em L*(0,T; H*(Q)),
¢n — ¢ forte em C([0,T]; H()),

¢n — ¢ forte em L*(0, T; WP(Q)), 1 <p<3.

(3.40)

Agora, tomando 0(x,t) = B(t)0(z), 7(x,t) = Bt)E(x), onde B € C([0,T)], 6 € V, e
¢ € C(), e de acordo com as equagoes (3.37) e (3.38), para cada n, temos:

T T
/< (1, + a2 Aw,), > dt — / <B(wn,wn +a2Awn),@> dt
0 0

T

T
_ 2 Auw, ). o 5
= 1//<A(wn—|—a Aw,), ) dt+0/Q/ 7 (¢n)Vpy, - Ddxdt

0

T

[ (2)ars o vanna-— / [ o
0

0
oFE

550 em LXQ) e da

(cbn)

Pelas convergéncias (3.40), da convergéncia fraca 50

T
convergéncia / (B(wy, w, + &?Aw,), 0)dt — / w,w + o> Aw), 0)dt, estas duas tltimas

obtidas por argumentos similares aqueles reahzados na demonstracao do Lema 3.1, podemos

tomar o limite nestas equagoes acima, fazendo n — +00, obtendo
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T

T
/<g(w+a2Aw > / (w w+a2Aw),f}>dt
0

- O/<A(w—|—aAw v)dt+//5¢ )V -0dudl,

onde v(z,t) = [(t)d(z) como na pagina 93, e

(3.41)

T

[ (@) fiosomas | [Einsra o

0
onde 7j(x,t) = B(t)¢(x) como na pagina 93.

Temos ainda, que a equagao (3.41) é valida para fung¢oes que sao somas finitas da forma
ZBZ , com d;(z) € V,, e fi(x) € C([0,T]). Como o espagos das fungdes desta forma
é denso em L?(0,T;D(A)), concluimos que a equagao (3.41) é vélida para toda fungao

v(z,t) € L*(0,T; D(A)).

Temos também, que a equagao (3.42) é valida para fungbes que sdo somas finitas da

forma Zﬁl(t)g(m), com B;(z) € C([0,T]) e &(x) € C(£2). Como o espagos das fungdes
i=1
desta forma ¢ denso em L?(0,T; L*(€2)), concluimos que a equagao (3.42) é vélida para toda

fungao n(z,t) € L*(0,T; L*(2)) = L*(Q).

Tomando = fB(t) € C([0,T]) tal que B(0) = 1 e B(T) = 0, podemos mostrar que
w(z,0) = wo(x) e ¢(x,0) = go().

Podemos ainda tomar o limite, fazendo n — 400 em (3.39), obtendo a lei de energia

5 [0 0P + @2 Vule 0P o + Eo(a. 1)

—|—1/// (IVw(z,t)|* + o®|Aw(z, t)|? dxdt—i—V//‘%(@Q

0
§M.

doe dt (3.43)

Concluindo assim a prova da existéncia de solugao para o problema (3.5) e obtemos uma

estimativa de energia para a solucao deste sistema.
O
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3.4 Demonstracao da unicidade de solucao

Nesta se¢ao mostraremos que a soluc¢ao do sistema (3.5) é tnica.

Faremos isto por contradi¢ao. Suponha que existam duas soluc¢oes distintas para o sistema
(3.5), (wy, 1) e (wa, P2). Considerando w = w; —ws € ¢ = @1 — Py, temos que (w, @) é solugao

do seguinte problema

0 .
w + o?Aw) + vA(w 4 a?Aw) + B(wy, wy 4+ a?Awy) — B(ws, wy + o Aws)

9
! —p (5 ¢<¢1>v¢2 P (o070

OF
5 (¢2) em @, (3.44)

%wl Vér — ws - Vo = — 6¢(¢1)+7

w(z,0) =0, ¢(z,0) =0 em Q,
w(z,t) =0, ¢(z,t)=0em 0Q x [0,T],
Ag(x,t) =0 em 092 x [0,T].

Para simplificar a exposicao dos argumentos vamos introduzir alguns termos. Defina

1

—/ <ke\A¢]2 + é\wﬁ + |¢|2> dz, (3.45)

Go) = 5

1
observando que 5”@5%2(9) < G(9) < Cllolz -

Defina também

M) = So(6) = ket oo (3.40
N(9) ‘fs—iw) ~ M(9), (3.47)

E
recordando que i—¢(¢) esté definido em (3.9).

Com esta notagao, o sistema (3.44) é reescrito da forma:

0 —(w + a?Aw) + vA(w + o?Aw) + B(wy, wy + o®Aw,) — B(ws, wy + o Aw,)

ot
) =P ((M(1) + N(61)) Vor) =P ((M(2) + N(¢2)) V)
a_(f +wy - Vo —wy - Vg = —y(M(¢) + N(¢1) — N(62)), (3.48)

w(z,0) =0, ¢(z,0) =0em Q,
w(z,t) =0, ¢(x,t)=0em 002 x [0,T],
A¢(z,t) =0 em 0 x [0,T].
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Calculando o produto interno da primeira equacao do sistema acima com w, e lembrando

que o projetor P ¢ autoadjunto e w € D(A) C H (a imagem de P), temos

/ %(w + o Aw)wdx + v / A(w + o Aw)w dx

o)
= —(B(wy, wy + o Awy), w) + (é(wg,wQ + o Aws), w) (3.49)
/ (61)+ N6)Voruwda = [ (M(6) + N(62)) Voo do
o) Q

Observe que, as propriedades de B apresentadas no Lema 1.10 implicam que

(B(wl, wy + o Awy ), w) - (B(wg, wy + o Awy), w)
= (B(wl,wl + azAwl),w) — (B(wz,wl + aQAwl),w)
—i—(é(wg,wl + o Awy), w) — (B(wQ,wg + 06214'11}2>,U))
(B (w, w1 + & Awy), w) + (B(wg,w + o’ Aw), w)
(B (wa, w + & Aw), w)
( w,w+ & Aw), ws).

Logo, fazendo esta alteragao na equacao (3.49) e integrando por partes, temos que

s [+ @ Tup)ydo+v [ (VuP + a2l 4uP) do = (Blw, w +a*Aw), ws)
Q

@ (3.50)

Q Q

Multiplicando a segunda equagao do sistema (3.48) por M (¢) e integrando em 2, temos

8¢ M(9) dx—i—/(wl.ngl — wy - Vo) M(¢) dv = —7/|M(¢)|2d:c

ot

’ ¢ (3.51)

- / (N(¢1) — N(¢2)) M(¢) d.

Observando que / 8_(25 %G (¢), reescrevemos a equagao acima da forma:
Q
d
dtG ?) +7/ |M(¢)|2d$ = _/ (wl Vo, —wy - V¢2)M(¢) dx
” . (3.52)
— [ (V) - N @) M ()t

Q
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Agora, somando as equagoes (3.50) e (3.52), obtemos

1
% </§(w2+a2Vw|2)dx+G(¢) —|—7/|M |2dx—|—y/ (|Vw|* + o?|Aw|?) dz
Q Q

= (B(w,w + a2Aw),w2) + /( (1)Vr — V(bg)w dx
_/ (w1 Vo —wsy - V¢2)M(¢) dx + / (N(gbl)VqSl - N(¢2)V¢2)w dx

- (N(¢1) - N(¢2))M(¢) dx
0 (3.53)

Vamos estimar cada um dos termos que aparecem apos o sinal de igualdade.

Para estimar o termo ‘(B(w, w+ a?Aw), wQ)‘ usamos o Lema 1.10, e a Desigualdade de

Poincaré, obtendo

’(B(w w + o Aw), wg)‘
< C(lwlly* IV ewlls llw + o* Awl g | Aws|
+ [lw+ 0 Awl| i |Vl || Vwa 37 (| Aws %)
< V|l llw + o Awl || Aws||

Pela Desigualdade de Young, obtemos

‘(B(w, w + o’ Aw), we)| < C(ce||[Vwlly |Aws3; + ellw + o*Awl|7).  (3.54)

Temos também, somando e subtraindo termos,

Q Q

[(M(61)V6 + M(@)Vér)w — (wr - Vo — w- V) M(9)] da

(3.55)
M(¢1)Vowdx — /w1 - VoM (¢) dx

Q

I
SO B

1+ Ja.
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Estimando J;, temos,

[Nl <M (1)l 2 VOl s lwll o)
< ellwllfaq) + ccIM (@) 172 IVl Zaq)
< ellwllyy + eI M (@)l 72 191172 (0 (3.56)

onde usamos as Desigualdades de Holder e Young, respectivamente, as Imersoes Continuas
VC L) e HYQ) C LYQ), ¢ [Vl < Clléllue

Pelos mesmos argumentos, estimamos Jo:

| Jo| < |will @) VOl Loy |M (D) 220
< e[| M ()72 + cellwnlli |8l F2 - (3.57)

Temos também,

/ (N(61)Vor — N(d9)Vebo)w da = / N () Vo da: + / (N(ér) — N(én)) Voow da
Y ke Ko, ' ' (3.58)

com

K| = /N(¢1)V¢Wdfc < [IN(@D)ll 2 IVl l[wll s
Q
< ellwlli + cIN(@0)I72(@) 10l 20y (3.59)

devido as Desigualdades de Holder e Young, respectivamente, as imersoes continuas V' C

L) ¢ HYQ) € LHQ), e [Volm@ < Cllollmo,

Analogamente, temos

K| = / (N(¢1) = N(¢2)) Vow dzr| < [[N(¢1) — N(d2)llz2() IV P2llae) [0l L)
Q
< ellwl[ + clIN(¢1) = N(92)l| 720 921720
(3.60)
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Por estes mesmos argumentos, obtemos ainda,

/ M N(@2))de < [M(8) sz 1N (61) ~ N (62l

< || M(¢)[|720) + - IN(¢1) — N(¢2)l|72(0

Usaremos a seguinte afirmagao, que sera provada posteriormente:

Afirmacgao 3.1. [|[N(¢1) — N(¢2)|l2¢0) < Cllé1 — d2llm2) = Clloll a2

Por esta Afirmacao e da ultima estimativa acima, obtemos

/M N(2))dz < e[ M())|72() + c:llSllzr(o) (3.61)

Das estimativas (3.54)-(3.61), concluimos

d

G| S0P+ awup)ds 4 Go) | 44 [ M@+ [(TuP + 2 ds

Q Q Q
< C el Vil | Aws | +ellw + o Awl[f;) + ellwlly, + e[| M(é1)l[720) IVl o)

+ el M)l + cellwrlly @l ) + ellwlly + el N (80122 19220
+elwlly + clIN (1) = N(@2)ll720) 1921l (0) + M (D)I[720) + el 0l 7o)

Relembrando que ||¢||3;2 @ < CG(9) (veja comentario abaixo da equagao (3.45)) e usando

novamente a Afirmacao 3.1, temos

< / S0l + o[Vl dr + G(9) | +1 / M (6)[ di + v / (IVwl? + o*| Aw]?) du
Q Q

SCHVwH?{||Aw2||%+C(HM(¢1)IILz +llwilly + IN(61) 1720 + 162/l +1>G(¢)

+ 2 (Jlw+ a2 4wl + Jwlly + 1M (6) 2.

Fixando € > 0 suficientemente pequeno, temos:
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G| [+ evopy e+ 6@) | + 3 [ M@)o+ S [(90f + a?aup) o
Q Q

IN PS—
N | —

Q Q

V7wl 1| Aws| [

+ C(IM(@) 320 + llwr | + IN(6DI32(0) + I65l32() +1) G(0) (3.62)

1
<c{ [ SuP+aup)de+ o) | x
Q

(14wl + 1M (60 sy + lenll? + IN (D) By + 162130y +1)-

Pela Desigualdade de Gronwall, obtemos

[ G0 + @ Tul, ) do -+ Glotat)
< (|, 0) +? | Tule, 0) [ + G(o(x.0))),

para todo t € [0,7T], onde
C = C(llwal 20,04y | P1llz20mm2())s Wil 20,00y, 18211720 1mr2 00 T)-

Como w(z,0) =0 e ¢(x,0) = 0, concluimos que

/%<\wl2+a2|Vw!2)da:+G<¢) =0, (3.63)
Q

onde G(¢) esta definida em (3.45).

Desta forma obtemos uma soma de termos positivos se anulando. O que nos mostra que
os termos devem ser nulos, ou seja, w = 0 e ¢ = 0. Portanto w; = ws € ¢1 = ¢9, concluindo

assim a prova de que a solugdo do problema (3.5) é tnica.

Prova da Afirmacao 3.1

Faremos agora a demonstracao da Afirmacao 3.1 usada na demonstragao da unicidade

de solugao.

De acordo com as defini¢oes de M e N em (3.46) e (3.47), respectivamente, temos que

N(6) =~ + P o+ 2252 1(0) — 5 1(6) — 0+ Mi(A(0) — @) + Ma(B(&) — 6)1(0)



Capitulo 3 — Um Modelo de Dindmica de Vesiculas 101

Logo,

IN(¢1) — N(¢2) |l 220) < C([|AGF — Ad||r2(0) + | A1 — Ao 120
+ o1 f(01) = @5 f (D)2 () + I1f (¢1) — f(P2) |2 () + |l 20 (3.64)
+A(@) |2y + |1 B(d1) f(d1) — B(d2) f(d2)] 120 -

A estimativa de energia obtida na prova da existéncia (3.43) implica que ¢; €
L>(0,T; H*(2)), i = 1,2. Assim, para 7,5 = 1,2, temos

[@ill Lo@) < M,
V(i) o0, L80)) < M,
[A(@idi) | Loo0,:202)) < M,

para uma constante M > 0.

Para demonstrar a Afirmagao 3.1, vamos estimar individualmente cada termo de (3.64).
Denotaremos ¢ = &2 + P19y + @3,

Para o primeiro termo de (3.64), temos:

IAGF — Ag3llr20) = 1A(S3 — 63)ll220) = [IA((¢1 — $2)9) |l L2
= |A(¢)9 + ¢AQ~5HL2(Q)
< |A()Dll2() + 18AS] 20y (3.65)
<2(|V¢ - Vol 12
< C|B] 2,

onde usamos integracdo por partes e que ¢ € L>=(0,T; L5(9)).
Estimando o terceiro termo de (3.64), temos:

167 f(d1) — 5 F (d2)llL20) < (D7 — 3) f(d1)llL2() + [105(f(D1) — f(D2)) 220
< (@)oo, L2 |6(P1 + @2) L2 (0) + |02l @l f(01) — f(D2)]120)
< C([lgrllzes@) + lo2llz=@) 10/l 2@) + Clldll @)
< C[¢[ln2(,
(3.66)
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Para o quarto termo, temos:

1F(91) = f(@2)ll2() = | = eAdr + (¢ — ¢1) + €Ads — (5 — d2) || 12(0)
< (11860120 + 91l + 1163 = 6l 200
< (1186l 20 + [9llz2() + 166120 )
< C(1Adllz2(@) + 18l20) + 19l = 1 0ll 220
< O (186l2(0) + 9]l @) + 1] 220) )
< Cléllim)

(3.67)

Como,

|B(¢1) — Bl¢o)| =

1 1
JBI96iE + 4@ =12 = S Vel - (63 - 1]

Q

[SIVO = V6l + (6 + 6~ 2(0n + Ga)]da

519611+ VoD)(Vor| = Vo) + (6 + 6~ 2)(n + 6n)]da

SR —

< C|\V (o1 + 62)ll 2 I VO L2) + C

/ (8 + 6 — (61 + do)pda
Q

< OVl + Clidl 2
< Clloll a2,

segue a estimativa para o ultimo termo de (3.64):

|1B(1)f(¢1) — B(d2) f(d2)l| 120
< [[B(¢1)(f(¢1) — (¢2))||L2(Q) + [|(B(¢1) — (B(92)) f(d2) || 2
< |[1f(¢1) = f(P2)llr2(0) + [B(1) — B(@2)l[| f(d2)l| r2(0)
< C|@] a2

(3.68)

Substituindo as estimativas (3.65)-(3.68), em (3.64), concluimos a prova da Afirmacao 3.1.



CONCLUSAO

Neste trabalho analisamos dois sistemas de equacoes diferenciais parciais nao lineares de
evolucao, associados a modelos de interacao fluido-estrutura; esses sistemas foram obtidos
utilizando as equagoes a-Navier-Stokes e a metodologia do campo de fases, em dominio
Q=02x(0,T), com Q C R3 um dominio limitado e com fronteira suave, e 0 < T' < +00 0
tempo maximo de interesse.

O primeiro sistema estudado modela o processo de mudangas de fase (solidificaco e fusao)
considerando os processos de conducao-convecgao e o segundo sistema modela a dinamica
de vesiculas situadas em um fluido viscoso e incompressivel.

Para ambos os sistemas provamos a existéncia de solucoes e a unicidade das solugoes

encontradas.
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