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Resumo

Nesta tese sao estudadas as equacoes integro-funcionais, uma classe de equacoes integrais
de Fredholm nao lineares de segunda espécie, tanto do ponto de vista analitico quanto
numérico. No que diz respeito aos aspectos analiticos, apresentamos condigoes que garantam
existéncia e unicidade de solugoes destas equagoes integrais sobre os espagos L([a, b]), com
p > 1. As principais bases para obter os resultados de existéncia foram teoremas do ponto
fixo, técnicas de medida de nao compacidade e propriedades de operadores compactos.
Em relagao a aproximagao numérica, consideramos uma aproximacao para a solucao da
equagao integral nao linear pelo método da colocacao com a base de fungdes continuas por
partes. Regras de integragdo numérica sao utilizadas para discretizar as integrais presentes
no sistema algébrico resultante. Este sistema é resolvido iterativamente com o algoritmo de
Picard. Demonstramos a convergéncia do método da colocacdo, assim como determinamos
a ordem de convergéncia. Por fim, através de experimentos numéricos, procuramos ilustrar

os resultados preditos pela analise.

Palavras-chave: Equagoes Integrais de Fredholm nao Lineares, Teoremas do Ponto Fixo,

Método da Colocacao, Iteracao de Picard.



Abstract

This thesis concerns functional integral equations, a class of nonlinear Fredholm-type
integral equations of the second kind. These equations are studied from both the analytical
and the numerical points of view. Regarding analytical aspects, we present conditions for
existence and uniqueness of solutions to the integral equations over L”([a,b]) with p > 1.
These results are based on fixed-point theorems, non-compactness measure techniques
and properties of compact operators. For the numerical approximation, we consider the
collocation method with piecewise continuous basis functions. Numerical integration tech-
niques are employed to discretize the integrals of the resulting nonlinear algebraic system.
This system is iteratively solved with the Picard algorithm. We prove the convergence of
the collocation method and determine the convergence order. Finally, we provide some

numerical examples to illustrate the predicted theoretical results.

Keywords: Nonlinear Fredholm Integral Equation, Fixed Point Theory, Collocation
Method, Picard Iteration.
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Introducao

A teoria das equagoes integrais tem sido um campo de pesquisa ativo por muitos anos
e suas aplicagoes tém grande relevancia na matematica. Vém sendo usadas em modelos
matematicos para muitas e variadas situagoes fisicas, assim como reformulagoes de outros

problemas matematicos.

Em diversas areas de pesquisa podemos encontrar temas que se relacionam com
equagoes integrais. Na analise funcional, como nos trabalhos de Figueiredo e Gupta (1973),
Dolph (1949), Krasnoselskii (1964), Krasnoselskii e Zabreiko (1984), os autores pautam suas
teorias num estudo analitico das equagoes integrais considerando-as operadores definidos
sobre espacos de fungoes. A andlise de métodos numéricos para estas equagoes tem sido
essencial também na matematica aplicada, destacando-se os métodos de projegoes. Além
disso, observa-se o surgimento de aplicacoes das equagoes integrais nas formulagoes tipo
BIE (Boundary Integral Equations), nos problemas inversos e de dinamica dos fluidos
(Sauter e Schwab, 2011; Hansen, 1998; Canuto, Hussaini, Quarteroni e Tang, 1987).

A motivacao inicial deste trabalho surgiu justamente de um problema de meios
porosos que envolveu uma equipe de pesquisadores vinculados a um projeto do Laboratério
Nacional de Computagao Cientifica (LNCC), dentre eles o professor orientador. Nos
trabalhos Le, Moyne, Murad e Lima (2013), Rocha, Murad, Moyne, Oliveira e Le (2016) as
equagoes integrais nao lineares foram usadas para descrever a generalizacao de distribuigao

de fons de Poisson-Boltzmann em modelos para meios porosos expansivos.

Intuitivamente uma equacao integral possui como solu¢ao uma fungao e sua equagao
normalmente é dada implicitamente envolvendo uma integral. O estudo de equagoes
integrais busca garantir a existéncia e unicidade de solugbes, além de questdes como
regularidade e estabilidade. Existem varias classes de equagoes integrais, dentre as quais
destacamos as equagoes integrais de Fredholm de segunda ordem, ver Atkinson (1997). A

expressao da forma linear é:
u@) = g(@) + [ kx.y)ulydy, @€ D, 1)

com D um subconjunto fechado e limitado em R?, d > 1. As funcgdes k(z,%) e g(x) sdo

dadas. A funcao k(z,y) é chamada de kernel (ou fung¢ao kernel).

A literatura sobre equacdes integrais lineares encontra-se bem consolidada. Um
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panorama dos trabalhos realizados pode ser encontrado, por exemplo, nos livros de
Atkinson (1997) e de Hackbusch (1995).

As equagoes integrais de Fredholm nao lineares podem ser escritas da forma geral

u(z) = g(x) + (Hu)(x),

onde H é um operador nao linear. Dois importantes tipos de equacoes nao lineares sao as
equagoes de Urysohn e Hammerstein. A forma geral da equagao integral de Urysohn é

dada como \
u@) = g(@) + [ k(z.y,u(y) dy, @€ o], @)

e Hammerstein é um caso particular da equacdo de Urysohn (2):

u(r) = (o) + (Kf@)(x), e lat], (Ko@) = [ Ky ©)

a

Ambas equagoes de Urysohn e de Hammerstein vém sendo muito bem estudadas do
ponto de vista tanto analitico quanto numérico nas tltimas décadas. Em Dolph (1949), sdao
apresentados resultados analiticos para equacao de Hammerstein para um caso particular
quando o kernel é degenerado e simétrico. Casos mais gerais foram tratados em Figueiredo
e Gupta (1973) usando métodos variacionais. Muitos outros trabalhos surgiram sobre
existéncia da solucao, boa parte deles usando teorias da andlise funcional para provar a
existéncia de solugoes baseadas principalmente nos teoremas de ponto fixo e técnicas de
medida de ndo compacidade, como por exemplo, (Banas, 1989; Ibrahim, 2009) e (Karoui,
2005). Embora estes trés trabalhos usem a mesma técnica, Bana$ (1989) determina a
existéncia de solugoes monotonas e integraveis, enquanto Ibrahim (2009) e Karoui (2005)
determinam solugdes continuas. Ainda usando o teorema do ponto fixo (porém para os
espagos LP), Karoui e Jawahdou (2010) e Nadir e Gagui (2014) provaram existéncia e

unicidade de solugoes para as equacoes de Hammerstein nestes espacos.

Do ponto de vista numérico, um método muito comum utilizado nos trabalhos
cientificos para obter solu¢oes aproximadas para as equagoes de Urysohn e Hammerstein é
o da colocagao, onde tais solugoes sao obtidas com o uso de técnicas de projegoes. Aqui
podemos citar referéncias como Atkinson (1997), Atkinson e Flores (1993), Kumar e Sloan
(1987) e Maleknejad, Derili e Sohrabi (2008), cada trabalho com uma certa especificidade.
Atkinson e Flores (1993) aplicam o método da colocacao para resolver as equagoes de
Urysohn, em particular o método de Nystron, no qual as integrais também sao resolvidas
numericamente e sdo obtidos resultados de superconvergéncia. Kumar e Sloan (1987)
utilizam uma mudanca de variavel sobre a equagao de Hammerstein e aplicam o método
da colocagao sobre esta nova equacao, visando reduzir o nimero de avaliagbes do operador
integral. Maleknejad, Derili e Sohrabi (2008) analisam o método da colocacao iterativo

para a equacao de Urysohn.
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Uma variagao das equagoes integrais de Hammerstein, no qual a funcao f inverte
com o operador integral K, sendo ainda uma equacao integral de Fredholm nao linear é

da forma
u(z) = g(z) + f(z, (Ku)(z)), € [a,bl, (4)

e foi apresentada em (Bana$ e Knap, 1989; Emmanuele, 1991) e denominada equacao
integro-funcional. Posteriormente, Kauthen (1997) e Anello (2006) estudaram equagoes

semelhantes a (4), que foram denominadas equagoes integrais implicitas.

Apesar das equagoes integrais terem sido exaustivamente estudadas, principalmente
ao longo do século XX, as equagoes integro-funcionais, nao apresentaram uma discussao

maior na academia, principalmente em propostas de métodos numéricos.

Seguindo os mesmos principios das demais equagdes integrais nao lineares, Emmanuele
(1991), Emmanuele (1992), Banas e Knap (1989) e Bana$ e Sadarangani (2013) apresentam
resultados de existéncia de solugoes para equagodes integro-funcionais como aplicagoes
dos teoremas do ponto fixo. Bana$ e Knap (1989) estabelecem a existéncia de solugoes
integraveis monétonas para a equacao integral (4) sobre o espaco L'([a, b]), com [a,b] =
[0, 1], usando técnicas de medidas de ndo compacidade. J& Emmanuele (1991) expande
este resultado dispensando as hipdéteses de monotonicidade e aplica técnicas para obter
continuidade fraca e depois aplica o teorema do ponto fixo de Schauder. Posteriomente,
Emmanuele (1992) estudou, com praticamente as mesmas técnicas, uma equacao integro-
funcional mais geral que consiste numa combinacao das equagoes integro-funcional e de
Hammerstein. No entanto os resultados sio para solucoes em L'([0,1]). Recentemente,
Banas$ e Sadarangani (2013) apresentam uma revisao de resultados de existéncia para
varios tipos de equacoes funcionais, diferenciais e integrais. Em particular, usam técnicas
associadas a medida de nao compacidade e ilustram aplicagoes em provar existéncia para
algumas equagoes integro-funcionais, porém seus resultados sao obtidos sobre o conjunto

das fungoes continuas.

Em relagao aos estudos numéricos para a equagao integro-funcional (4) ha poucos
trabalhos na literatura, principalmente quanto a analise da convergéncia numérica. Adibi e
Rismani (2010) aplicam o método espectral com base de Legendre sobre a equagao integro-
funcional e apresentam experimentos que comprovam a eficiéncia do método, porém nao
demonstram analiticamente a convergéncia da solugao obtida pelo método. J& Maleknejad,
Mollapourasl e Mirzaei (2014) apresentam tanto comprovacao tedrica da convergéncia da
solugdo numérica como também através de exemplos. Os autores combinam o método
iterativo de Picard com fungoes B-splines ctibicas semiortogonais para obterem a solucao

numeérica.

O objetivo desta tese é buscar uma analise tedrica e numérica para as equagoes
integro-funcionais com uma vertente diferente dos trabalhos existentes na literatura. A

proposta se dara em duas linhas. Em termos analiticos, apresentaremos resultados de
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existéncia e unicidade de solugbes sobre o espaco de fungdes LP([a,b]), sob hipdteses
distintas parap =1, 1 < p < o0 e p = co. Usaremos técnicas semelhantes as utilizadas
nos trabalhos de Karoui e Jawahdou (2010), Nadir e Gagui (2014) nos quais os autores
aplicam, respectivamente, os teoremas dos ponto fixo de Schaefer e aproximacoes sucessivas
para provar a existéncia de solugdes. Em termos numéricos, apresentaremos um método
iterativo aplicado as equagoes integro-funcionais de Fredholm (4) e provaremos a sua
convergéncia sob, essencialmente, as mesmas hipéteses do problema continuo. O método
iterativo é uma combinagdo do método da colocacao aplicado & equagao integro-funcional
resultando num sistema de equagdes nao lineares que sao entao resolvidos utilizando
o método iterativo de Picard. Apesar do uso frequente desses métodos nos trabalhos
encontrados na literatura, pouco se encontra sobre os estudos de convergéncia no contexto
de equacao integro-funcionais. Com isso, buscaremos verificar os resultados analiticos
desenvolvidos, com experimentos numéricos, exemplificando o uso do método proposto
e verificando sua eficdcia. Uma questao que vale ressaltar é que as mesmas hipdteses
consideradas para provar a existéncia da solucao de forma analitica serdo utilizadas para

verificar a convergéncia da solu¢cdo numérica.

Inicialmente, faremos uma breve revisao de equagoes integrais, localizando nosso
objeto de estudo, continuando com as principais teorias de analise funcional, destacando
defini¢oes de operadores compactos e os principais teoremas de ponto fixo que usaremos
ao longo dos demais capitulos. Além disso, apresentaremos um breve resumo dos métodos
numeéricos sobre os problemas de interpolacao, integracdo numérica e os métodos de
projecao, destacando o método da colocagao tao usado na literatura e que por sua vez

também aplicaremos na equacgao integro-funcional.

Com esta vertente de trabalhar duas linhas, tedrica e numérica, organizamos o
nosso trabalho da seguinte forma: No Capitulo 1, fizemos um texto com preliminares
tanto da base de andlise matematica quanto da analise numérica. No Capitulo 2, dando
destaque aos resultados tedricos, apresentamos teoremas sobre a existéncia e unicidade
de solugbes sobre o espago LP([a,b]), 1 < p < oo, principalmente para p > 1 por se
tratarem de resultados novos. No Capitulo 3, apresentamos um método numérico para a
resolugdo das equagoes integro-funcionais de Fredholm (4) e provamos sob certas condigoes
a convergéncia da solugdo. A fim de verificar os resultados no Capitulo 4 fizemos alguns
experimentos numéricos e no iltimo capitulo apresentamos nossas consideragoes finais e

perspectivas futuras de trabalho.
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo revisaremos os conceitos iniciais de equagoes integrais, os principais
resultados teodricos e os métodos numéricos, fundamentais para o desenvolvimento deste
trabalho. Apresentaremos os conceitos e principais teoremas de andlise real, analise

funcional e andlise numérica que utilizaremos nos capitulos seguintes.

1.1 Equacoes Integrais

Vamos recordar o exemplo da analise de equagoes diferenciais ordinarias. Considere

o problema de valor inicial

u'(z) = f(z,u(x)), ulxg) = up. (1.1)

Integrando de zy a x reduzimos a equagao integral
(@) = ug +/ F(s,u(s))ds, zel. (1.2)
xo

Uma das razoes para a reformulagdo (1.2) é o interesse para provar a existéncia e unicidade
de solugbes que é mais apropriado do que (1.1), Brauer e Nohel (1973). De modo geral, uma
equacao integral é uma equagao com uma fungao desconhecida u. As equagoes integrais

sao classificadas por varias propriedades, que sao listadas a seguir.

Quanto ao dominio de integracao, ha duas classes fundamentais:

Equacao integral de Fredholm: No caso unidimensional, a integral é tomada ao longo
de um intervalo [a, b] fixo, de uma semireta ou de toda reta. E, de forma mais geral, a

integral é definida sobre um subconjunto fixo (ndo necessariamente limitado) do R®.

Equacao integral de Volterra: A integral é tomada sobre um dominio definido em

termos da varidvel independente do problema (como o problema (1.2)).

Outra classificacao é quanto a forma em que aparece a funcao incégnita:
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Equacao Integral de primeira espécie: A fungdo desconhecida aparece apenas no

integrando.

Equacao integral de segunda espécie: A func¢ao desconhecida aparece também fora

da integral.

Podemos também distinguir por equagoes integrais lineares e por equagoes
integrais nao lineares, dependendo se a equacao é ou nao linear em relagdo a funcao

desconhecida w.

Para ilustragdo, damos uma série de exemplos, onde g(x) e k(x,y) sdo fungoes

conhecidas e a fun¢ao u(z) é a fungao a ser determinada.

Equacao integral linear de Fredholm de primeira espécie:
g(x) = /ab k(x,y)u(y)dy para x € [a,b]. (1.3)
Equacao integral linear de Fredholm de sequnda espécie:
u(x) = g(z) + /ab k(x,y)u(y)dy para z € |a,b. (1.4)
Equacao integral linear de Volterra de primeira espécie:
g(z) = /ax k(z,y)u(y)dy para z > a. (1.5)
Equacao integral linear de Volterra de sequnda espécie:
u(z) = g(x) + /: k(z,y)u(y)dy para z > a. (1.6)
Equacao integral nao-linear de Fredholm de sequnda espécie:

u(r) = gfa) + [ K(wy u(e), ulp)f(mulp)dy poazefadl. (D)

u(z) =g(x)+ f (Jc, /ab k(x,y)u(y)dy) para x € [a, b]. (1.8)

onde f(x,y) é uma funcdo nao linear que satisfaz certas propriedades a serem explicitadas

posteriormente para a garantia de existéncia da solugao.

Algumas subclasses especiais de (1.7) sao a equagao de Urysohn

b
u(z) = g(x) —i—/a k(x,y,u(y))dy para z € [a,b]. (1.9)

e a equacao de Hammerstein

u(r) = gfa) + [ K(r.y)f(y,u(o))dy para v € [a, ] (1.10)

As equacoes integrais nao lineares de Fredholm de segunda espécie sao nosso objeto de
estudo, Capitulo 2 e 3 , principalmente a equagao (1.8) que também ¢ denominada equagao

integro-funcional.
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1.1.1 Relacao entre as equacdes integro-funcionais e de Hammerstein

No desenvolvimento de um método de colocacao para a equagao de Hammerstein,
Kumar e Sloan (1987) propuseram uma mudanca de varidveis que transforma esta equagao

numa equagao semelhante a equagao integro-funcional (1.8).

Definindo z(z) = f(z,u(x)), segue de (1.10) que

u(z) = g(x) + /ab k(xz,y)z(y)dy para z € [a,b]. (1.11)

Para eliminar a varidvel u(x), substitui-se (1.11) em z(z) = f(x,u(y)), o que resulta na

equacao

z2(x)=f (x,g(z) + /ab k(m,y)z(y)dy) para z € [a, b]. (1.12)

Note que as equagoes (1.12) e (1.8) coincidem quando g(x) = 0. A semelhanca entre
estas equacoes sugere que a teoria e métodos de aproximagao propostos na literatura para

a equacao de Hammerstein podem ser titeis para a equacgao integro-funcional.

1.2 Conceitos Basicos de Analise

Nesta Segao apresentaremos conceitos importantes para uma melhor compreensao
dos Capitulos subsequentes. Destacamos os Teoremas do Ponto Fixo que servem de base

para a prova de existéncia de solugoes da equagoes integrais.

1.2.1 Espaco de Banach

Seja X um espago vetorial sobre R (ou C). Definimos uma norma ||-|[x ou ||-|| sobre

X sendo uma aplicacao de X em [0, 00) que satisfaz os seguintes axiomas:

|z]|=0 somente se z =0 (1.13)
| Az]|= [Al]|z|| para todoz € X, eXeR (1.14)
lz + yl|< ||z]|+|y]l para todo z,y € X ( desigualdade triangular) (1.15)

O par (X, ||-||) chama-se de espago normado.

Defini¢ao 1.2.1. Uma sequéncia {z,} de pontos no espa¢o normado (X, ||-||) é dita
convergente, se existe um elemento x € X tal que a sequéncia das normas |z, — z||
converge em R para zero,

|z, — z||— 0.

Definicao 1.2.2. Denotamos por X™ o espaco dual de X, ou seja, o espago formado por

todos funcionais sobre X, f: X — R.
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Uma sequéncia {z, } de pontos no espago normado (X, ||-||) é fracamente convergente
se

existe z € X, tal que f(x) = Jim f(z,), para todo f € X*.
Definig¢ao 1.2.3. Uma sequéncia {z,} no espaco normado (X, ||-||) é chamada de Cauchy,
se para todo € > 0 existe um nimero natural N tal que ||z,, — x,,||< € para todo m,n > N.

Toda sequéncia convergente é também de Cauchy, mas a reciproca nem sempre é

verdadeira.

Definigao 1.2.4. O espago normado (X, ||-||) é chamado de espago completo, se qualquer
sequéncia de Cauchy em X é também convergente. Um espag¢o normado completo é dito

espaco de Banach.

Exemplo 1.2.5 (Espago C(D)). Consideremos um subconjunto D C R ou D C R?, com
d um nimero natural. Denotamos por C'(D) o conjunto de todas as fungoes reais continuas
definidas sobre D e C*(D) o conjunto das fungdes continuamente diferencidveis até a

ordem k.

Podemos definir sobre C'(D) a seguinte funcao:
[flloc= sup{|f(x)]; + € D} (1.16)

Sobre o subconjunto das fungoes continuas limitadas:
Cy(D)={f € C(D) | f élimitada},
A funcao (1.16) define uma norma.

Defini¢ao 1.2.6. Dizemos que um conjunto D C X é compacto, se toda sequéncia {z, }

em D possui uma subsequéncia convergente z, — x ez € D.

Podemos mostrar que se D é compacto entao Cy(D) = C(D), e, neste caso, a norma
do supremo é também dita norma do méximo. Além disso, o espaco normado (C(D), ||||«0)

é um espaco de Banach.

Analogamente, (C*(D), ||||cx(p)), k € N é um espago de Banach contendo todas as

fungdes de C*(D) que sdo limitadas com respeito a norma ||-||cr(p), onde

1/l (py:= max{[| fV|oc, 0 <1< K},
onde f ) denota a derivada de ordem I-ésima de I

Exemplo 1.2.7 (Espago LP). Os espagos LP sao um dos mais importantes espagos
funcionais, principalmente na teoria de funcional. Vejamos como definimos as normas sobre

estes espacos. Seja f : D — R uma funcao mensuravel a Lebesgue definida em dominio D,



Capitulo 1. Conceitos Preliminares 19

mensuravel.

Se p € [1,00), entdo dizemos que f € LP(D) se a norma-p for finita:

7= ([ @ dr) " < oo (117)

Se p = oo, entdo dizemos que f € L*(D) se existir uma constante C' € R tal que
p{z € D :|f|> C} =0 (ou seja, |f|< C exceto em conjunto de medida zero)

e a norma-oo ¢ definida por || f|lco= inf{C : u{|f(z)|> C} = 0}, ou ainda,

[fllo=" inf  {sup|f(z)[}.
ScD

zeS
n(D\S) =0
Definicao 1.2.8. Seja A C X um subespaco de um espaco de Banach X. Dizemos que A
¢é denso em X se em toda vizinhanga de x € X existe um ponto a € A. Ou seja, dados

x € X ee>0,existe a € A tal que ||z — al|< e.

Abaixo apresentamos o Teorema de Weierstrass, que é um dos resultados mais
importantes da andlise real, e afirma que toda funcao continua definida sobre um compacto

pode ser aproximada por um polinémio, ver maiores detalhes em (Lima, 2001).

Teorema 1.2.9. (Teorema de Weierstrass) Seja D C R? um conjunto compacto.

Entéo o subespago dos polinémios é denso em C(D).

Defini¢io 1.2.10. Sejam D C R? e X espaco de Banach. Uma funcio f : D — X é

dita globalmente lipschitziana sobre D se existe uma constante positiva L > 0 tal que
1f(z) = f(y)l< Lz =yl  para todo z,y € D.

E dizemos que f é localmente lipschitziana sobre D se para qualquer x € D existe uma

vizinhanga U, de x e uma constante L, > 0 tal que

1/ (y) = f(DI< Lally — 2| para todo y, z € Us.

Evidentemente se uma fungao f for globalmente lipschitziana também sera localmente
lipschitziana. E ambos os casos implicam que f é continua. Além disso, se D for compacto

as defini¢oes de local e global de fung¢oes Lipschizianas se coincidem.

As defini¢oes de fungoes lipschitzianas também podem ser estendidas para fungoes

f: X — Y, sendo X eY espacos de Banach.
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1.2.2 Teoremas de Ponto Fixo e Operadores Compactos

A solugao de uma equagao que tem a forma
r="T(x) (1.18)

onde T": X — X é um operador sobre uma espago de Banach X é dita ponto fixo do
operador T'. Existem diversos Teoremas de Ponto Fixo, (Smart, 1980), os mais eficientes e
uteis envolvem argumentacoes topologicas, especialmente aqueles com base no conceito
de compacidade. Vamos apresentar somente neste trabalho os teoremas que utilizamos
para obter resultados de existéncia e unicidade para equagoes integrais. Estes teoremas
foram generalizados em varias direcgoes, e vém sendo muito utilizados para as conclusoes

de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais, integrais e funcionais.

Teorema 1.2.11. (Ponto Fixo de Banach) Seja X um espago de Banache T : X —
X uma contragao, isto é, T' é globalmente Lipschitz com constante de Lipschitz 0 < L < 1,

e assim satisfaz
I7(@) - T)I< Lle —yl,  para todo z,y € X. (1.19)

Entao as seguintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(i) A equagao do ponto fixo (1.18) tem exatamente uma solucao z* em X.
(ii) Para qualquer valor inicial (¥ € X, a sequéncia {2V} em X, definida por
2 = 7 (2), (1.20)
converge para a solugao z* de (1.18).

(iii) A estimativa de erro da convergéncia da sequéncia (1.20) é

i

|z* — @< ﬁ||gr;<1> — 2O (1.21)

Demonstracgio: (i) Aplicando a equacio (1.19) para z = 29 e y = (Y temos
|20 — 2@)| < L))z — 209 < Li|ja® — 2O parai > 1.
Usando a desigualdade triangular e somando sobre j =1¢,2+1,...,k — 1 segue

29 2D < a® = 24D 2D - o)
Lt — LF

< @+ D a0 = 2

|z — 2O (1.22)
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Assim, {:1:(")} é uma sequéncia de Cauchy em X, logo converge para algum z* € X no
espago de Banach X. A condi¢ao de Lipzchitz (1.19) implica continuidade de T, entao
*_ (i+1) _ | (i)Y — im @) = *
o= Jim Y = i T00) = Tl o) = T

ou seja, x* é solucao de (1.18).

(ii) Suponhamos z* e z** sejam duas solugoes de (1.18). Por (1.19) e usando o fato que

L <1, temos ||z* — 2™||< L|jz* — 2™||< [|Jz* — ™|, que é um absurdo.

(iii) Como {2V} converge para x*, basta fazer k — oo em (1.22). O

Definicao 1.2.12. Sejam X um espago de Banach. Dizemos que M C X é pré-compacto,
ou relativamente compacto, se toda sequéncia {r,} em M contém uma subsequéncia

(uniformemente) convergente em X. M C X serd compacto se M for pré-compacto e
fechado.

Quando X = R?, para algum d € N, temos que conjuntos pré-compactos so sempre

limitados, e conjuntos compactos sao fechados e limitados.

Definicao 1.2.13. Diremos que um operador 7' : X — Y é compacto, se para todo
subconjunto S C X limitado tem-se que T'(S) C Y é pré-compacto. Equivalentemente, T,
¢ compacto se para toda sequéncia limitada {x,}, existe uma subsequéncia {z,, } C {z,}

tal que T'z,, ¢ convergente.

Um operador T' é dito completamente continuo se para toda sequéncia {z,} em X
tal que =, — = fracamente tem-se ||Tx, — Tx||— 0 em Y. Conway (1985, Proposicao

VI1.3.3) demonstra que todo operador compacto é completamente continuo.

A nocao de diferenciabilidade pode ser generalizada para espacos de Banach de varias
maneiras. Em particular apresentamos a seguir uma definicao, dada por Krasnoselskii e

Zabreiko (1984, pag. 76), para a derivada de um operador.

Definicao 1.2.14. Sejam X, Y espacos de Banach, A : X — Y um operador e g € X.
Dizemos que A é diferencidavel no sentido de Fréchet em x( se existe um operador linear B
tal que a diferenga AA = A(xg + h) — A(xg) satisfaz

A(zo + h) — A(zg) = Bh + w(xo, h),

onde w(zg, h) = o(||h||). O operador B ¢é dito a derivada (Fréchet) de A em z( e denotado
por A'(zg).
O proximo teorema diz que a propriedade de completamente continuo é preservada

por diferenciabilidade.

Teorema 1.2.15. Se A é um operador completamente continuo e diferenciavel no sentido

de Fréchet em zg, entdo a derivada A’(xg) também é um operador completamente continuo.
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Demonstragdo: Suponha por contradi¢ao que A'(zg) ndo é completamente continuo.
Logo o conjunto dos valores sobre a esfera unitaria {A'(zo)(x) € Y, ||z||= 1} néao é
compacto. Entao existe uma sequéncia de valores unitarios e, e um nimero ¢ > 0 tal
que ||A'(xo)(e; — €;)||> 38 para todo 4,5 = 1,2,...,i # j e, ainda, w(zg, h) < 6||h|| sendo
IIh|I< p, p > 0. Defina a sequéncia em X, z,,, = xg + pep, m = 1,2,.... Como A é
diferenciavel em z,, entao
Alw;) — Alz;) = Alzi) — Alzo) + Awo) — Alx;)
= Al(zo)(z; — x;) + w(o, pe;) — w(wo, pej)
= pAl(zo)(e; — €;) + w(wo, pe;) — w(o, pe;),

o que implica

[A(z:) — A(xy)ll = pllA'(wo) (e — ;)| =llw(zo, pei) | —lw (o, pe;) |
> pd > 0.

Isto significa que a sequéncia {A(x,,)} ndo tem subsequéncia convergente, o que é um

absurdo pois A é completamente continuo. O

O préximo teorema ¢é muito utilizado na analise matematica para caracterizar os
conjuntos pré-compactos em C(D) e, consequentemente, servem para provar a compacidade

de certos operadores definidos sobre C'(D).

Teorema 1.2.16. (Arzela-Ascoli (Lima, 2001)) Sejam D compacto e M C C(D). O

subconjunto M é pré-compacto se, e somente se, M é uniformemente limitado, isto é,

sup{|| f[loc, f € M} < o0

e M é equicontinuo, isto é, para todo € > 0 e todo x € D, existe § > 0 tal que
|f(x) — f(y)|<e  para todo fEeM eye€ D,

desde que ||z — y||< d.

Teorema 1.2.17. (Ponto Fixo de Schaefer (Smart, 1980)) Sejam X um espago de

Banach e T': X — X um operador completamente continuo. Segue que:

(i) A equagao x = ATz tem uma solugao para A = 1, ou

(ii) O conjunto € = {z € X; x = ATz, X €]0,1[} ndo ¢é limitado.



Capitulo 1. Conceitos Preliminares 23

Teorema 1.2.18. (Ponto Fixo de Schauder (Smart, 1980)) Sejam K um subconjunto
fechado e convexo de um espaco de Banach X e T': X — X um operador completamente

continuo. Se T': K — K é continuo e T'(K) é compacto, entdo 7' tem um ponto fixo em
K.

O Teorema 1.2.17 ¢ utilizado para demonstrar o Teorema 1.2.18 que utilizaremos no

Capitulo 3 na prova da existéncia de solu¢oes das equagoes integrais.

1.2.3 Medida de Nao Compacidade

Para vermos o préximo teorema de ponto fixo definiremos antes o conceito de medida
de nao compacidade de um subconjunto S num espago de Banach. A principio vamos
enfraquecer a hipotese sobre o operador T' com respeito a ser compacto. A forma como

foram apresentados estes conceitos axiomaticos foi proposta por Bana$ (1980).

Definicao 1.2.19. Seja um subconjunto U C X de um espago de Banach X. O conjunto
convexo de U, denotado por Conv U, é o maior conjunto convexo contido em U, ou seja,

se V C U é convexo entao V' C Conv U.

Definigao 1.2.20. Seja P(X) o conjunto formado por todos os subconjuntos limitados
nao vazios de X. Uma funcao p : P(X) — R, é uma medida de ndo compacidade no

espaco de Banach X se satisfaz as seguintes condigoes:

(i) A familia ker p = {S € P(X), u(S) =0} é ndo nula e compacta.

(ii) Se U Cc V, entao u(U) < u(V).

(iii) p(U) = u(Conv U) = u(U), YU € P(X).

(1v) pAU+ A= N)V) < pU)+ 1 =Nu(V), VU,V € P(X) e A€ [0,1].

(v) Se{Un} € P(X) com Upi1 C U, para todon € Ne, além disso, lim p(U,) = 0 entao

o conjunto U, = ﬂ U,, é ndo vazio.

Introduzido o conceito de medida de nao compacidade, podemos formular o seguinte

teorema do ponto fixo (ver demonstracao em Banas (1980)).

Teorema 1.2.21. (Ponto Fixo de Darbo) Seja K um subconjunto nao vazio, limitado,
fechado e convexo do espaco de Banach X. Se T': K — K é um operador fracamente
continuo (isto é, sequéncias fracamente convergentes em K quando aplicadas por T sao
também fracamente convergentes em K ') e uma contragao com respeito a medida de nao

compacidade u, isto é, existe uma constante ¢, 0 < ¢ < 1, tal que

uTU)) <qu), YU #0, UCK, (1.23)
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entao o operador T tem pelo menos um ponto fixo no conjunto K.

Exemplo 1.2.22. Uma das medidas de nao compacidade mais importantes no espago
C([a, b]) foi definida em Banas e Goebel (1980). A sua defini¢ao foi formulada em termos de
moédulo de continuidade de um conjunto. Para cada = € C(]a, b]), 0 médulo de continuidade

w associado a x é definido por uma fungao w(x,-) : [0, 4+00) — [0, +00) tal que

w(z,€) =sup{|z(t) —z(s)| : t,s € a,b], |t —s|<e}. (1.24)

O médulo de continuidade para um conjunto X C C([a,b]) é dad0 pela fungao

w(X,e) =sup{w(z,e) : x € X},

Considere a fungao
wo(X) = lim w(X,e). (1.25)

e—0
Banas e Goebel (1980, Teorema 7.1.2, pag. 30) provam que wp(X) é uma medida de
nao compacidade no espago C([a,b]). Esta medida também tem algumas propriedades

adicionais. Por exemplo,
wo(AX) = |Mwo(X) e wo(X+Y) <wo(X)+ wo(Y)
para quaisquer X, Y C C([a,b]) e A € R.

Exemplo 1.2.23. Sejam X um espacgo de Banach e Y C X um subconjunto limitado e
nao-vazio de X. Denotemos por B, a bola fechada em X centrada na origem e com raio
igual a 7. A medida de nao compacidade usada por Banas e Knap (1989) para demonstrar
a existéncia de solugoes de equagdes integro funcionais foi definida por Blasi (1977) da

seguinte forma:

BY)=inf{r >0: 3Q C X fracamente compacto tal que Y C Q + B, }.

Uma conveniente férmula para funcdo 3(Y) no espaco X = L'([0, 1]), apresentada

por Appell e Pascale (1984), é dada por:

B(Y) = lim [sup {lsup {/D|u(s)| ds: D C |0, 1]}}] : (1.26)

=0 | uey (D)<e

onde [(D) é a medida de Lebesgue de D.

1.3 Conceitos Basicos de Analise Numérica

Nesta secao buscamos apresentar os problemas de interpolacao, de integragao e de
aproximagao por meio de proje¢oes, na forma classica e sempre que possivel direcionamos

as aplicacoes a resolucao aproximada de equacoes integrais.
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1.3.1 Interpolacao
Consideremos a seguinte partigdo do intervalo [a, b]:
a=x; < Ty < < Tpoq < Ty, =0. (1.27)

Em termos gerais, o problema de interpolagdo consiste em achar uma funcao ¢ dentro de

um subespaco de dimensao finita V,, de C|a, b], dim V,, = n, que satisfaga:

dados os pontos xi,...,x, de uma particdo (1.27) e as ordenadas yy,¥y2,...,y, € R

correspondentes.

Definicao 1.3.1. As solugoes I; € V,, do problema de interpolagao

sao chamadas de fungoes de Lagrange, e o conjunto {/;};—;.., ¢ chamado base de Lagrange.

Visto a caracteristica (1.29) da base de Lagrange, podemos escrever a solugao do

problema interpolador por
¢(x) = yili(z),Vx € [a,b). (1.30)
i=1

Exemplo 1.3.2. (Interpolagdao polinomial) Consideremos P"([a,b]) o espago dos polind-
mios de grau no méaximo n — 1 definidas no intervalo [a, b]. Neste caso, as funcoes de

Lagrange sao conhecidas por polinomios de Lagrange e definidos por

Li(z) =] —2. (1.31)

i T

Exemplo 1.3.3. (Interpolacdo linear por partes) Seja P;([a,b]) o subespaco formado por
todas as fungoes continuas lineares por partes definidas sobre os subintervalos [z;_1, x;],

1=1,...,n.
A solugao do problema de interpolagao é dada explicitamente pela fungao

() = (@ = zi)ys + (2 — x>yi71, para x € [x;_1, z;]. (1.32)
Ti — Ti—1

As fungoes de Lagrange [; sao dadas por:

Tiy1 — T
T sex € [, wis]
Tip1 — T4
_ T —
i(z) =y 225 sege (i1, 2] (1.33)
Li — Ti—1

0 se x & [T;_1,Ti41]
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O problema de interpolagao pode ser usado para aproximar fungoes f € C(]a,b]),
uma vez que podemos interpretar as ordenadas y; sendo os valores das fung¢oes nos pontos
da partigdo f(z;), ou seja, o problema de interpolagdo consiste em determinar uma fungao
¢ €V, tal que

¢(x;) = f(z;), paratodoi=1,...,n. (1.34)

Defini¢do 1.3.4. A aplicagdo Z, : C([a,b]) — V,, definida por Z,,f = ¢, onde ¢ é a

solugao do problema de interpolagao (1.34), é chamada de Operador Interpolador.

E facil ver que o operador interpolador tem as seguintes propriedades:

(a) 7, é linear e, além disso, é uma projecio de C([a, b]) sobre V,,, ou seja, I2 = T;

(b) Z, pode ser representado unicamente por
i=1

onde [; sao as fungoes de Lagrange dadas em (1.31).

Exemplo 1.3.5. Seja V,, = P"([a, b]) associado a interpolagao polinomial de grau n — 1,

dada pelo Exemplo 1.3.2. O operador interpolador pode ser escrito da forma

L.f = Z wnirle) (1.36)

= Ti)wn ()

onde wy 11 € 0 polinomio nodal de grau n definido por
wpt1(z) = [[(z — ). (1.37)
i=1

Erro na Interpolacao

O erro de interpolacao é dado pela diferenca

No estudo do comportamento do erro é desejavel que o erro convirja para zero quando
n — oo, condicionada a uma ordem de convergéncia do método. Segundo Hackbusch

(1995), a ordem de convergéncia do método de interpolacao é um nimero p > 0 tal que
|Znf — flloo< CR|| fllceap) para todo f € CP([a,b]), n €N, (1.38)

para alguma constante C' positiva, sendo h = (b — a)/n. Quando a partigao (1.27) é

uniforme, h corresponde ao comprimento de todos os subintervalos [z; 1, x;].

Vejamos a seguir uma sequéncia de resultados para o operador interpolador linear
por partes (1.36). Na seguinte proposi¢ao vamos demonstrar que a interpolagao linear por

partes tem ordem no maximo igual a 2.
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Proposicao 1.3.6. A interpolacao linear por partes definida sobre uma partigdo uniforme
de [a, b] satisfazendo (1.34) satisfaz (1.38) com uma constante positiva C' e a ordem de

convergéncia p pertencendo ao intervalo (0, 2].

Demonstragao: Seguindo Hackbusch (1995, Obs 1.4.11), denotemos o erro por e, =
Z.f — f. Dado z € [z;, ;1] por (1.32) o erro pode ser escrito por

( — 2) f(i1) + (v — @) f(13)

en(l‘) - Tit1 — T - f(l‘)
- ol = S + B ) = fe) 139
onde « = x —z; e f = z;41 — 2. Notemos que  + 8 = x;01 — x; = h. Fazemos a

demonstracdo em duas partes. Primeiramente demonstraremos para p € (0, 1]. Aplicando

a desigualdade de Holder em f temos
lf(z) = f(W)|< Crle —y|’, comCr>0e0<p<1.

Utilizando na equagao (1.39) temos
ap?f + Ba’
a+ 3
ala+ B)” + Bla + B)”
a+p

len(@)] < Cf

< Cf
= Cf(Oé + 6)p
= C¢h?

logo f satisfaz a equacdo (1.38) com C' = Cy e p € (0, 1].

Agora demonstraremos para p € (1,2]. Pelo Teorema Fundamental do Célculo e

utilizando a mudanca de variavel & = x + [(t, temos
Ti+4+1 1
flaw) = fl@) = [ (@ ds = 5[ fw+pa paraalgum B € (@7:1),
Aplicando em (1.39) segue que

aﬁ/ (x+ Bt) — fl(x —at)] dt

i (1.40)

Agora, aplicando a desigualdade de Holder sobre a derivada f’, ou seja, existem
C>0ep €(0,1] tais que
7€) = I'm)< Cilg =l
temos em (1.40),
Cras | o+ de
a+ 3

Craf(a+ B)7
p+1 '
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Cila+BP(a+p)" _ Cila+p)™!
4(p +1) 4 +1)
Cl
Logo satisfaz a equagao (1.38) tomando p=p' +1€ (1,2] e C = > 0. O
P

usando o fato 4a3 < (a+3)?, segue que |e, (7)] <

No caso em que f € C°([a,b]), podemos garantir apenas a convergéncia de Z, f:

Proposigao 1.3.7. A interpolagao linear por partes definida sobre uma parti¢ao uniforme
de [a, b] satisfazendo (1.34) satisfaz

dim [|Z,, f = fllc=0 para todo f € C°([a, b)). (1.41)

Demonstracao: Esta prova segue o argumento apresentado por Atkinson, Graham e
Sloan (1983). Dado z € [x;, x;41], segue de (1.39) que

|en ()| < max{[f(zit1) = f(2)], |f(z) = flza)]} < max |f(s) = f(2)],

;<8 t<Tjt1

de modo que
1Zof = fllo< max — max [f(s) — f(t)],

1<i<n—1 2;<s,t<zi41

e o resultado segue da continuidade de f. ]

A proposigao a seguir trata da limitagdo do operador de interpolagdo na norma ||-||so-

Proposicao 1.3.8. A interpolagao linear por partes satisfaz ||Z, /= 1.
Demonstragdo: Sejam f € C°([a,b]) e x € x4, 7;41]. Vamos reescrever (1.32) na forma

r — T

Lo f(x) = f(x:) + M) [f(vi1) — flz)],  AMzx) =

Li+1 — L4

Note que 0 < A(z) < 1, ou seja, Z, f(x) é uma combinagdo convexa de f(x;) e f(ziy1)-
Assim, se f(z;41) — f(z;) > 0, entdo

0 < M) [f(xit1) — f(@)] < fwiga) — fi),

o que garante que f(x;) < Z,f(x) < f(x;11). Do mesmo modo, se f(z;41) — f(z;) <0,

entdo f(xi41) < Z,f(x) < f(z;). Como indice i foi arbitrario, temos que
T f(@)|< max|f@)|< [ fl Vo € [ab] (142

Por outro lado, tomando por exemplo g(x) = 1, obtemos ||Z,9/cc= ||g]/cc= 1, modo
que [|Z,|leo= sup{||Zoflloo ; Ifllcc= 1} > [|Z.9|lcc= 1, que junto com (1.42) resulta em
1 Zn | oo= 1. [
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1.3.2 Quadraturas

Seja f uma fungao real integravel sobre o intervalo [a,b]. O célculo explicito da

integral definida
b
100 = [ f()do

pode nao ser simples ou ser até mesmo impossivel. Uma formula que calcula uma aproxima-
cao de I(f) é dita formula de quadratura ou férmula de integragio numérica. Normalmente
falamos método das quadraturas, uma vez que nao obtemos uma féormula da quadratura,

mas sim uma sequéncia I,,(f) de férmulas de quadratura.

As férmulas classicas de quadraturas sao expressoes que envolvem os valores f(z;)
onde x; sdo certos pontos sobre o intervalo [a,b]. As expressoes de I,,(f) tém a forma

explicita dada pela soma:
L(f) = wif (z), (1.43)
i=1

onde os coeficientes w; sao chamados de pesos da quadratura e os pontos x; de nés da

quadratura.

Uma forma de obter uma quadratura ¢é substituir f por uma aproximacao f,,
dependendo do ntimero inteiro positivo n > 0, entao calculamos I( f,,) sendo a aproximagao
de I(f). Considerando I,,(f) = I(f,), temos que

b
L(f) = / fulz) da. (1.44)
Se f € Cy([a, b)), entdo o erro de quadratura, E,(f) = I(f) — I,(f), pode ser estimado por

B(DIS [ 176) ~ ful@ldr < b= a)llf  full

Portanto, se f,, for uma aproximagao de f tal que || f — fnllco< €, a partir de um certo n,
entdo |E,(f)|< e(b—a).

Definicao 1.3.9. Definimos o grau de precisao da féormula da quadratura sendo o maior

inteiro nao negativo r > 0 tal que
L(f)=1I(f), YfeP([a,b]). (1.45)

Vejamos nas subsecoes seguintes as féormulas de quadraturas mais usuais na literatura.

Quadraturas por Interpolacao

Consideremos a aproximagao f,, obtida pelo polindmio interpolador de Lagrange de f
sobre um conjunto de nés distintos {x;}, com i = 0,---,n do intervalo [a, b]. Substituindo
(1.30) em (1.44) segue que

L) =Y f@) [ @) da. (1.46)
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onde as fungoes {/;(x)} formam a base dos polinémios de Lagrange. Notemos que (1.46) é

um caso especial das féormulas de quadratura (1.43) onde os pesos sdao dados por

w; = /b () do. (1.47)

A férmula (1.46) é chamada de férmula de quadratura de Lagrange

Formulas de Newton-Cotes

Estas formulas sdo baseadas na interpolagao de Lagrange (1.46) com os nés igualmente
espacados em [a,b]. Neste caso, denotamos os nés da quadratura por z, = x¢ + kh,

k=20,---,n, e dizemos que:

a féormula é fechada, se inclui os extremos do intervalo [a, b] como nés da quadratura, ou

seja, xo=a, t, =beh=(b—a)/n, (n>1);

a féormula é aberta, se ndo inclui os extremos do intervalo [a, b] como nés da quadratura,
ouseja, ro=a+h, z,=b—heh=(0b—-a)/(n+2), (n>0).

Supondo o caso da férmula fechada, introduzindo a mudanca de variavel x = V(t) =
a+ th temos que ¥(0) = a, ¥(n) =b e x; = a + kh, assim

r—xr a+th—(a+kh) t—k
v —x) a-+ih— (a+kh) i—k (1.48)

Desta forma, usando a mudanga de variavel x = W(t), e (1.48), podemos reescrever

os polindmios da base de Lagrange (1.31) em funcdo da varidvel ¢ € [0, n],

nox— oy not—k .
Lz) = ] = 11 ._k:%(t), 0<i<n, (n>1)
i k G
k=0, k=0,
ki ki

onde denotamos ¢;(t) os polindmios de Lagrange na variavel ¢t € [0,n], e os pesos ou

coeficientes da quadratura sao obtidos por

wi= [1@yde = ["etonar=h "o ar

consequentemente, a férmula da quadratura (1.46) é reescrita por

n

L(f) =h>_ wf(z;), com w; = /On ©;(t) dt,

=0
denominada como formula de Newton-Cotes.

Analogamente, para a férmula aberta se aplicarmos a mesma mudanca de variavel
x = Y(t), temos que ¥(—1) =xg—h=ae VY(n+1) =2x,+h = b. Desta forma na férmula
aberta, os limites de integracdo muda e os pesos ficam definidos por

n+1
w; = h/ wi(t) dt.

-1
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O seguinte Teorema 1.3.10, Quateroni, Sacco e Saleri (2007, p. 388), nos diz o grau

de precisao da féormula de Newton-Cotes.
Teorema 1.3.10. Consideremos uma féormula de Newton-Cotes. Se n for par, entdo o
erro da quadratura é dado por

M,
(n+2)!

En(f) = S F (), (1.49)

desde que f € C™"*?([a,b]), com & € (a,b) e

/0 twni1(t) dt <0 para féormula fechada
Mn = n+1
/ twn11(t) dt >0  para formula aberta
-1

onde wy41(t) = [J(t — 4). De (1.49) verifica-se que o grau de precisdo da quadratura ¢
i=0

igual a n + 1. Analogamente, se n for impar, o erro da quadratura de Newton-Cotes é

K,

CESE AN 50

En(f) =

desde que f € C"*!([a,b]), com 1 € (a,b) e

n

Wn1(t) dt <0 para férmula fechada
Kn - n+1
/ wnt1(t) dt > 0 para férmula aberta
-1

Neste caso, o grau de precisao é n.

Exemplo 1.3.11. Tomando n =0, n =1 e n = 2 na férmula de Newton-Cotes resulta
nas quadraturas conhecidas como féormula do ponto médio, férmula do trapézio e férmula

de Simpson, respectivamente.

Formula do Ponto Médio: Esta formula é obtida pela substituicao da funcao f pela funcao

constante igual ao valor obtido por f no ponto médio de [a, b]. Assim,

w(n) = 6-af (“5°)

e o tinico peso da integracdo é wy = b — a e o tinico né é xg = (a +b)/2. Se f € C*([a, b)),

calculando o erro temos que My = 2/3 e o erro da quadratura (1.49) é

Ey(f) =" 5"€), h=(-a)/2,

para algum £ € (a,b). Note que a férmula do ponto médio tem grau de precisao igual a 1.

Formula do Trapézio: Esta formula é obtida substituindo f por II; f, que é o polinémio



Capitulo 1. Conceitos Preliminares 32

interpolador de Lagrange de grau 1. Neste caso, temos os nés iguais aos extremos do

intervalo xy = a, 1 = b e os pesos wy = wy = (b — a)/2, ficando a férmula

_b—a

L) = 2521 (@) + FO)L.

Se f € C*([a,b]), calculando o erro da quadratura (1.50) temos K; = —1/6 e

—h3
Ey(f) = ﬁf”(f), h=0b-a,

onde ¢ € (a,b). Notemos que, como na regra do ponto médio, o grau de precisao da férmula

do trapézio é 1.

Formula de Simpson: Esta férmula pode ser obtida pela substituicao de f em [a,b] por
um polinémio interpolador de grau 2. Os nés de integragao sao xg = a, r1 = (a +b)/2 e

x9 =b e 0s pesos wy = wy = (b—a)/6 e wy = 4(b — a)/6, desta forma a férmula é

L= "5t (rw+ar (“50) ).

Calculando o erro da quadratura (1.49), temos My = —4/15 e

_b—a
=5

h5
By(f) = —55fP©).

desde que f € C*([a,b]) e € € (a,b). Neste caso, temos o grau de precisdo da formula igual
a 3.

Férmula de Newton-Cotes Composta

O procedimento geral para obter a composicao consiste em particionar o intervalo
la,b] em m subintervalos de tamanhos iguais 7; = [y;,y;+1] onde y; = a + jh para
j=0,....,m,e h=(b—a)/m. Entao, para cada subintervalo, aplica uma fé6rmula por

interpolagao com nés {a:,(ﬁj), 0 <k <n} e pesos {w,gj), 0 <k <n}. E como

Yj+1

1= [ f0ae=5 [ oy

a quadratura por interpolagao composta é dada por
Lm(f) = Y2 3w f(a)). (1.51)

O erro da quadratura é definido como E,, ,,,(f) = I(f) — L.m(f). Usando as mesmas

notagoes do Teorema 1.3.10, segue o resultado de convergéncia da quadratura composta.

Teorema 1.3.12. Considere a férmula de Newton-Cotes composta (1.51). Se f € C™*?([a, b])
e n par, entao
b—a M,

n+2 p(n+2)
e (),

En,m(f) =
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onde & € (a,b). Portanto, o erro da quadratura tem ordem infinitesimal igual a n+2 e o
grau de precisao é n + 1.

Se f € C"*!([a,b]) e n for impar, entdo

b—a K,

En,m(f) = 7\

it p(nt1)

onde 1 € (a,b). Assim, o erro da quadratura tem ordem infinitesimal igual an+ 1 e a
formula tem grau de precisao n. O valor v, = n + 2 se a férmula for aberta, enquanto

v, = n se for fechada.

Integracdo Gaussiana e Interpolacao

Polindémios ortogonais tém um papel importante no desenvolvimento das férmulas
de quadraturas para maximizar o grau de precisao. Sejam xo, ..., x, pontos distintos no

intervalo [—1, 1]. Consideremos o problema de aproximar a integral com peso

e inicialmente f € C°([—1,1]). Vamos supor que a quadratura tem a forma

n

Lnw(f) = sz‘f(l'i)a (1.52)

i=0
onde x; sao os nos da quadratura e w; sao os coeficientes a serem determinados. Denotemos
por E, ,(f) = I,(f) — I,.(f) o erro entre a integral exata e sua aproximacao. Se
E,..(f) =0 para todo f € P"(|a,b]) (sendo r inteiro positivo) dizemos que a férmula I, ,

tem grau de precisdo r com respeito ao peso w.

Verificamos que o grau de precisao associado ao peso w é maior ou igual a n. De fato,

se tomarmos o polindmio interpolador de Lagrange Z,, f como aproximagao de f, teremos

Lw(f) = /_ 11 T, f (z)w(z) dz,

com os noés distribuidos uniformemente em [—1, 1], temos que o grau de precisao é maior

ou igual a n, onde os coeficientes sao
1
w; = / li(z)w(z)dz, i=0,...,n, (1.53)
-1

sendo [; € V,, os polindmios de Lagrange tais que l;(x;) = d;;, para i,j = 0,...,n. A
questao é saber o quanto maior o grau de precisao r pode ser, isto é, se r = n + m,

determinar o m maximo.

Teorema 1.3.13. Dado m > 0 e suponha que a quadratura é obtida por interpolagao. O

polinémio nodal w,,;;1 (1.37) associado aos nés {x;} satisfaz

1
/ Wnr1(®)p(x)w(z)de =0, para todo p € Py,_1, (1.54)
-1
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se, e somente se, a quadratura (1.52) tem grau de precisdao n + m.

Demonstracao: Dado f € P,,, arbitrario, entao existem m,,_1 € Pp_1 € ¢, € P, tal
que f = wpi1Tm_1 + ¢n. Como o grau de precisdo de uma férmula por interpolacao com
n + 1 nés é maior ou igual a n, segue que

gwi%(%) = /

1

) qn(x)w(x) de = /_11 f(z)w(x) dx — /11 W1 ()1 (2)w () da.

1
Usando a hipdtese (1.54) temos / W1 (2)Tm—1(x)w(x) do = 0, e assim
-1
1 1
| @@ de= [ g@u) de
-1 -1

Além disso, como wy,11(z;) = 0 para todo i, entdo

Lw(f) = szf(l’z) = Zwi (@Wnp1 (@)1 (22) + qu(20)) = Zw1Qn(~Tz)
i=0 i=0 i=0
Assim para todo f € P,im

Enw(f) = I1(f) = Liw(f)
= /1 gn(2)w(z) do — Y wigy ()

- i=0
= 0.

Como wp11(z;) = 0 para 0 < i < n e w,y1p tem grau no maximo m + n para todo

p € P,,_1, a reciproca segue. ]

Teorema 1.3.14. O maior grau de precisao de uma férmula de quadraturas por interpo-

lagao é 2n + 1.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que nao seja verdade. Tomemos m > n + 2
no Teorema anterior 1.3.13 e que o grau de precisao da quadratura seja n + m. Como

P = Wpt1 € Pm_1 entao teriamos que ter
1
/1 W1 (T)wppw(x)de =0
o que é um absurdo, pois w?_ (x)w(z) > 0. O

Desta forma, se m = n + 1 (o maior valor admissivel) segue que o polinémio nodal

wn+1 satisfaz a relacao (1.54),
1
/ W1 (x)p(x)w(x)de =0, para todo p € P,.
-1

Assim w41 é um polinémio de grau n 4 1 ortogonal a todos os polindémios de grau menor,
concluimos que ele é multiplo de p,+1 (chamamos de {p;} uma sequéncia de polinémios

ortogonais). Em particular, se considerarmos os nés sendo as raizes {x;} de p,1, isto é,

Pnt1(z;) =0, paraj=0,...,n, (1.55)
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entao dizemos que as abcissas {z;} sdo os nés de Gauss associados a fungao peso w(x).
Podemos concluir que a quadratura (1.52) com nés e coeficientes dados, respectivamente,
por (1.55) e (1.53) tem grau de precisao 2n+1, o valor méximo para férmulas de quadraturas

por interpolacdo com n + 1 nés, e a chamamos de quadratura Gaussiana.

Estes ndés de Gauss sdo pontos internos do intervalo (—1,1). A fim de incluir no
conjunto de nés os extremos do intervalo, aplicamos uma mudanca na quadratura Gaussiana.

Consideremos agora os nos sendo as n + 1 raizes do polinémio

Wn41(2) = praa () + apn(@) + bpna(2),

onde as constantes a e b sao determinadas de tal maneira que w,1(—1) = wy41(1) = 0.
Denotemos estas novas raizes por zo = —1,q,...,%, = 1, e os coeficientes {w;} obtidos
em (1.53), ou seja,

w; = / li(z)w(z)de, 1=0,...,n, (1.56)

onde I; € P, sdo os polinomios de Lagrange candnicos tais que ;(7;) = d;;, para i,j =

0,...,n. A quadratura
Igl%(f) =Y wif(z) (1.57)
i=0

¢ chamada de férmula de Gauss-Lobatto com n + 1 nés, e tem grau de precisao 2n — 1.
De fato, para qualquer f € P,,_1, existem polindémios m,_» € P,_s e ¢, € P, tal que

f = ®ni1Tn_2 + @n- A quadratura (1.57) tem grau de precisao maior ou igual a n, assim

Zﬁ%wiqn(xi): /11 g (z)w(z) dv = /_11 f(@)w(x) de — /llwnﬂ(x)wn_Q(x)w(x) de.

De (1.56) concluimos que w,,1 é ortogonal a todos os polinémios de grau menor ou igual

an — 2. Além disso, f(z;) = ¢,(z;), assim concluimos que

L,(f) = /1 flx)w(z)de = zn:u_)if(iti) = Igi(f), para todo f € Po,_;.
i=0

-1

1.3.3 Método de Projecdes

Sejam V e W espagos de Banach com W C V. Consideremos uma aplicagao T :
V— W ew € Im(T) fixo.

Dado o seguinte problema:
Encontrar v € V tal que T'(v) = w, (1.58)

os métodos de projecdo buscam uma aproximagao para a solugao do problema (1.58),

v, & v, em um subespaco V,, C V com dimensao finita, dim V,, = n.

Lembramos que uma proje¢do ¢ um operador linear II,, : V' — V tal que 11 = II,,.

Cada projegao define um subespaco sendo o conjunto imagem:

V= Im(I1,,).
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Neste caso, dizemos que II,, é uma projecao de V sobre V,.

Vamos mostrar que V,, é caracterizado pelo conjunto dos pontos fixos,
Vo ={veV I,(v) =v}. (1.59)
De fato, se v € V,, entdo existe © € V tal que I1,,(0) = v e aplicando a projecao, segue que
v = I1,(0) = I(8) = I, (v).

logo II,,(v) = v. Por outro lado, se v € V e v = II,,(v), obviamente v € Im(Il,,) = V,,.

Consideremos uma sequéncia de projegoes {I1,,}, IT,, : V. — V| sendo V' um espacgo

de Banach, com a seguinte caracteristica,
dimV,, = n, onde V,, = Im(IL,).
Defini¢ao 1.3.15. Dizemos que a sequéncia {II,} é convergente se
II,(v) — v quando n — oo,

para todo v € V.

Consideremos uma sequéncia de projegoes {II,} convergente e seus respectivos
subespagos V,,. O método das projecoes consiste em determinar solugoes f, no subespago

V,, do problema (1.58), ou seja,
Encontrar v, € V,,, tal que T'(v,) = w. (1.60)

Em geral este problema nao admite solucao no subespago V,,, mas cada v, € V,, gera um
erro
d, = T(v,) — w.

Nao esperamos que d,, seja nulo, mas impomos que a projecao do erro seja nulo, isto ¢,
I1,,(d,,) = 0, obtendo

IL,(T(v,) —w) =0 ouseja, I1,(T(v,)) = I, (w).
Exemplo 1.3.16. Seja V =W = C(D). Consideremos o problema dado pela equagao
M =g+ Kv, onde g € C(D) e K € L(C(D),C(D)),

que consiste em achar v para cada A fixado.

Neste caso, tomemos o operador linear 7" : C'(D) — C(D) como sendo T' =\ — K.

O método da projecao aplicado neste problema corresponde a achar v, € V,, tal que

I,Tv, =1,¢g = I, \v, =119+ I1,Kuv,.
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Pela linearidade da projecao II,, e como a solucao v, € V,,, temos II,,A\v,, = A\v,, e podemos

reescrever o problema na forma

Avy = gn + KpUn, com g, = 1,9 e K, =1I,, 0 K. (1.61)

Os métodos de projecdo mais conhecidos sao os métodos de Galerkin e da colocagao.
Para o método de Galerkin, assumimos que o espaco de Banach X também é um espaco de
Hilbert com produto interno (-, -). Consideramos uma sequéncia de subespagos, X, C X, e
as respectivas projecoes ortogonais, I, : X — X,,, definidas por (II,,(x) — x, v,) = 0 para
todo v, € V,,. O método de Galerkin para o problema T'(v) = w pode ser expresso pelas
equagoes (T'(v,) —w, ¢j) =0 (1 < i < j), sendo {¢1,...,¢,} uma base para V,,. Atkinson
(1997, Secao 3.1.2) e Hackbusch (1995, Se¢ao 4.5) descrevem o método de Galerkin para

equagoes integrais.

Desenvolvemos mais detalhadamente na proxima secao o método da colocacao visto
a sua maior importancia no método que propomos na secao 3.1. Escrevemos esta secao
utilizando como base os livros de Atkinson (1997) e Hackbusch (1995).

1.3.4 Meétodo da Colocacao

Consideremos V' = W = C([a, b]). Definimos o método da colocagao sendo o método
da projecao cuja sequéncia de projecoes é determinada pelos operadores interpoladores Z,,,
Definicao 1.3.4.

Dada uma discretizacio a = x1 < 19 < --- < x, =bseja {l;, i =1,...,n} a base de

Lagrange correspondente aos pontos {z;, i = 1,...,n}, satisfazendo (1.29),

li(zj) = b5, 1<1i,j<n.

Consideremos os subespacos V,, gerados pela base de Lagrange. Pela definicdo do

operador interpolador e por (1.35), para cada v € V a projegao de v é dada por

v = Zv(xz)l,
i=1
Desta forma, o método da colocacao consiste em: dado w € W, achar v, € V,, tal que
Lo (T (vn)) = Zn(w),

que é equivalente a

f:lynm)zi(x) = S w(e)h(a), yule) = T(on(a).

i=1
Como as funcgoes [y, ..., [, sao linearmente independentes, segue que

Yn(z;) = w(xy), 1=1,...,n, Yn(z) = T(v,(2)). (1.62)
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Observacao 1.3.17. No caso particular em que 7' é um operador linear, temos

Yn(r) =T(v(7)) =T (Zi: Ul (x ) Zi:vnd i

onde I; = T(1;), e substituindo no sistema (1.62) tem-se o sistema linear

Zvnﬂz](xl) :wn(xl)v Z: 1,,7’L
j=1

Exemplo 1.3.18. Consideremos o operador definido por T' = A — K, o mesmo do
Exemplo 1.3.16. O método da colocacao consiste em resolver o problema de autovalores

(1.61),
Ao () = g(z;) + (Kv,)(z;).  paral <i<n,

onde v Un . Substituindo v,, nas equacoes acima, obtemos
n( gl

M v li() = g(x) ( va ]) ;). 1<i<n.
j=1

Como K é um operador linear e [;(x;) = §;; segue que

n

Ao = D (KL) (@) vy = glzs)  1<i<n,

J=1

que ¢ um sistema linear nas incégnitas v, ;, 1 < 7 < n.
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Capitulo 2

Resultados de Existéncia e Unicidade

Neste capitulo, vamos considerar um intervalo real [a,b] C R e um nimero real
positivo p > 1. Estudaremos diferentes resultados de existéncia e unicidade de solucao da

equagao integral nao linear de Fredholm (1.8),
u(z) = g(x) + f(z, (Ku)(2)), = € [a,b], (2.1)

sendo que g : [a,b] — R, f : [a,0] x R — R e K ¢é o operador integral
b
(Ku)(x) :/ k(x,y)u(y) dy, com k : [a,b] X [a,b] — R, (2.2)

a

e abordaremos solugoes no espago LP([a,b]), 1 < p < 0.

Na primeira parte, apresentamos resultados sobre existéncia de solugoes sobre
L'([a,b]), simplificamos os resultados obtidos por Bana$ e Knap (1989) e Emmanu-
cle (1991). Acrescentamos uma condi¢do e obtemos unicidade da solu¢ao (um resultado
que nao foi apresentado por estes autores). Na segunda parte demonstramos resultados
com hipoteses adequadas para garantir existéncia e unicidade sobre o espago LP([a, b)),
1 < p < co. Apresentamos também resultados em LP([a, b]) para uma forma mais geral
da equagao integro-funcional. Por fim, demonstramos resultados em L°°([a, b]), que serao

uteis na andlise numérica do método da colocagao.

2.1 Resultados sobre L'([a, b])

Nesta secdo apresentamos resultados sobre existéncia de solugdes sobre L'([a, b]),
de forma similar aos resultados obtidos por Banas e Knap (1989) e Emmanuele (1991).

Acrescentamos uma condicao e obtemos a unicidade da solucao.

Defini¢do 2.1.1. Dizemos que uma funcao f : [a,b] x R — R satisfaz as condigées de

Carathéodory se

(i) f(-,y) : [a,b] — R é uma fungao mensuravel para cada y € R.
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(i) f(z,-) : R — R é continua para q.t.p. x € [a,b] (q.t.p := quase todo ponto).

Definigao 2.1.2. Seja X = LP([a,b]), p > 1, um espago de Banach. Dizemos que um
operador F' : X — X é de Nemytskii, ou superpositivo, com relacao a uma funcao
f i [a,b] xR — R se para cada funcdo u : [a,b] — R, F associa a fungao Fu : [a,b] — R
definida por

(Fu)(@) = f(z, u(x). (2.3)

O operador de Nemytskii tem importancia nos principais resultados de existéncia de
solugao para equagoes integrais nio lineares sobre o espago L”([a, b]). Uma das propriedades
muito usadas é quando o operador F' é continuo e limitado. Condigoes necessarias sao

apresentadas no resultado a seguir.

Teorema 2.1.3. (Karoui e Jawahdou, 2010) Seja f : [a,b] Xx R — R uma funcao que
satisfaz as condigoes de Carathéodory. Considere 1 < p,r < co. O operador superpositivo
F', com respeito a f, é limitado e continuo de L”([a,b]) a L"([a, b]) se existem uma constante

positiva 7 > 0 e uma func¢do nao negativa 6(z) em L"([a,b]) tais que

|f(x,9)|< 0(x) + 7ly[P/" para q.t.p. z € [a,b] e y € R. (2.4)

Observacao 2.1.4. Note que pode acontecer p = 1, em cujo caso escolhemos r =1, e o
operador superpostivo aplica L'([a,b]) nele proprio continuamente. No caso em que p > 1

tomamos r = ¢ sendo o seu conjugado, 1/p+1/q = 1.

Os resultados apresentados por Bana$ e Knap (1989) e Emmanuele (1991) foram
obtidos adotando o intervalo [0, 1]. Visando reescrever a equagao integral nao-linear (2.1)
na forma de operador funcional, vamos denotar por H o operador obtido por H = FFK
sendo K operador linear integral, definido em (2.2) e F' o operador superpositivo, associado

a f, definido em (2.3), ou seja,

(#1u)(a) = £ (s, b g)uto) dy 25)

e denotar o operador A por:
Au = g+ Hu, (2.6)

assim, a equacgao integral (2.1) pode ser reescrita da forma u = Au. Veremos abaixo que os

resultados de existéncia se baseiam na determinacao de um ponto fixo para o operador A.

Teorema 2.1.5. A equacio (2.1) tem pelo menos uma solucdo u € L'([0, 1]) se valem as

seguintes condicoes:

(i) g € L'([0,1]);
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(1) a funcao kernel & : [0, 1] x [0, 1] — [0, 400) satisfaz as condigdes de Carathéodory e

existe uma funcdo nio negativa v € L'([0, 1]) tal que

k(z,y) <~(x), paraqt.p.zel0,1], yel0,1],

(77i) a fungdo f:[0,1] x R — [0, +00) também satisfaz as condigdes de Carathéodory e
existem uma constante positiva 7 > 0 e uma funcio ndo negativa 6 € L'([0, 1]) tais
que

f(z,y) <O(x)+7l|y|, paraqt.p. ze€[0,1], yeR.

(iv) o operador K satisfaz a relacao
T K< 1,

onde || K||; é a norma induzida pela norma-1 sobre L*([0, 1]).

Demonstracao: A hip6tese (ii) implica que o operador integral K aplica continuamente
L'([0,1]) sobre ele préprio. Além disso, aplicando o Teorema 2.1.3 a funcdo f, satisfazendo
a hipétese (744), obtemos que F aplica continuamente L' ([0, 1]) sobre ele proprio e, portanto,

conclui-se 0 mesmo para o operador H em (2.5).
Finalmente, pela hipétese (i) temos que o operador A, definido em (2.6), também

aplica continuamente L'([0, 1]) sobre ele préprio. Além disso,

1 1
4y < NlltIFRl < oot [ 60+ 7 [ bogput ] de

gl 10 A7 L2 |l

IN

Segue desta estimativa que o operador A aplica a bola fechada B, sobre ela mesma,
com r = (||glli+]|0]|1)/(1 — 7||K||1). Evidentemente B, é nao vazio, limitado, fechado e
convexo. Usando o Teorema 3 de Bana$ e Knap (1989) mostra-se que o operador A restrito

a bola fechada B,., A|g,: B, — B, é fracamente continuo.

Mostraremos agora que existe L € [0, 1), tal que S(A(Y)) = L5(Y), onde § é a
medida de nao compacidade (1.26), para subconjuntos nao vazios Y C B,. Sejam um
conjunto nao vazio Y C B, e um ntimero positivo £ > 0 fixado. Além disso, tome D C [0, 1]

tal que seu comprimento [(D) > €. Entéao, para todo u € Y obtemos

1
[jao@las < [la@ldes [ owarrr [ | [ et i da
D D D D |JO
gl + 7l Kl
< lglheHlel &l

visto que K é um operador continuo sobre L'([a, b]). Uma vez que

ah—I>nO {sup [/D|g(x)| dr + /D@(m) dr: com D C [0,1] e (D) < 5]} =0
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pois g e 0 sao integraveis, conseguimos obter
BAY)) < 7[|Kll1 B(Y)

e, pela condicdo (i), 7||K||;< 1, temos que A é uma contragao com respeito a medida de
nao compacidade 3. Portanto pelo Teorema 1.2.21 do ponto fixo de Darbo o operador A

tem pelo menos um ponto fixo em B,. O

A unicidade da solugdo da equagao integral nao linear (2.6) é dada pelo seguinte

teorema.

Teorema 2.1.6. A equagao integro funcional de Fredholm (2.6) tem solugdo tnica se,
além das hipoteses (i) a (iv) do Teorema de existéncia 2.1.5 serem satisfeitas, a funcao
f(-,-) é Lipschitz com respeito & segunda varidvel com a constante de Lipschitz 7 dada em

(71), isto é,

(v) |f(z,u) — f(z,v)|[<Tlu—wv|, Vze|0,1]eu,vel

Demonstragao: Por contradi¢do, suponha que a equagdo (2.1) tem duas solugoes

distintas u,v € L*([0,1]), ou seja u, v sdo pontos fixos de A. Temos que

[Au(z) — Av(z)| = [f(z, (Ku)(x)) = f(z, (Kv)(2))]
< 7l(Ku)(x) — (Kv)(x)], Vo e[0,1],

assim
[Au — Avlly < 7[| K (u = 0)|s < 7[[K]l1[lu = o[}y (2.7)
e pela condigao (1), [[Au — Av||; < ||lu— ;.

Por outro lado, u, v sdo pontos fixos de A, consequentemente ||Au — Avl|j; = [ju—v|;

o que é uma contradi¢ao. Portanto, a solucao é tnica. O

Observagao 2.1.7. A condicdo (v) pode substituir a desigualdade na condigao (iii). De

fato, uma vez fixado vy € R, segue de (v) que

(@, )= (@, uo)| < [f(2,y) = (@, u0)[< 7ly — uol< Tluol+7lyl,

logo
[f(@,9)] < Tluol+[f(x, uo)|+7lyl

satisfazendo (i7) tomando 0(x) = 7|ug|+|f(x, ug)|.
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2.2 Resultados sobre L?([a,b])

Nesta secao apresentaremos resultados de existéncia e unicidade quando o espaco é
X = LP([a,b]) com 1 < p < 00. Seja 1 < ¢ < 0o o conjugado de p, isto é 1/p+1/g=1, e
consideremos a equagao integro-funcional (2.1) e as seguintes condigdes sobre as fungdes
g,f ek:

(a) g € LP([a, b)), isto é, (/ab|g(x)|p dm) 1/p < o0;

(b) k € L9(a, b] x [a,b]), isto é, </b /ab|k;(x,y)|q dz dy) "

(¢) f:]a,b] x R — R satisfaz as condigoes de Carathéodory e existem uma constante

positiva 77 > 0 e uma func¢do nao negativa 6, € LP([a, b]) tais que

|f(z,9)|< bi(z) +nlyl”", y€ER, z€a,b.

(d) f é Lipschitz em relagdo a segunda variavel com constante de Lipschitz 7 > 0,
|f(z,u) — f(z,v)|< p|lu—wv|, paratodox € [a,b] e u,v € R.

Lema 2.2.1. Seja 1 < p < oo e g o conjugado de p. Seja A o operador definido em (2.6) e
admita que as fungoes g, f e k satisfazem as condigoes (a) — (d), entdo A aplica LP([a, b))

sobre ele préprio, ou seja,

Vu € LP([a, b)) = Au € L([a,b]).

Demonstragao: Basta mostrar que o operador H aplica L([a, b]) sobre ele préprio.

Dado u € L*([a, b]), utilizando a desigualdade em (c) temos

i, = ([ iFcwEp @)

- ([ e er )
< ( / 104() + 71 | (K () dx) .

Aplicando a desigualdade de Minkowski,

iy < ([ ol i) i ( / )@ o)
= |, +¢1</ ‘/ (z, y)uly) dy d:r)l/p
1641l + 71 (/ (/ Ik(z, y)u ydy> dx)l/p

1/p
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agora aplicando a desigualdade de Holder

b b 1/q b 1/p7]4 1/p
lral, < Wl s [ (Lirar)  ([luwra) |
b b 1/p L
= tod, ] [ [Ierarac)

— -1
= N6ull, + mllENg ull;

logo ||Hul|,< 0o e Hu € LP([a, b)). O

Lema 2.2.2. Consideremos o operador A, definido em 2.6. Admitindo as hipdteses (a)—(d),

entao o operador A é compacto.

Demonstracao: FEscrevemos A = A; + H, onde A; é o operador constante Aju = g e
H é o operador Hu = F(Ku) dado em (2.5). Obviamente A; é um operador compacto
sobre LP([a, b)), pois é um operador constante e g € LP([a, b]). Desta forma, basta provar

que H é compacto.

Etapa 1: Suponha que k € C([a,b]?). Vamos mostrar que H : L*([a,b]) — C([a,b]) é

compacto.

Sejam u € LP([a,b]) e x,xy € [a,b], segue de (d) que
(tt0)(o) = (i)l = |7 (i [ kot an) = £ (sn, [ kGan it d )
[yt dy = [ kot

< [ 6(r.y) ~ Mo, )l [u(y)] dy

o ([ e —seonr ar) ([ura)”

< 7 sup [k(z,y) — k(2o )] (b= a)|ull, (2.8)

y€la,b]

< 7T

IN

Como k(-,-) é uniformemente continua em [a, b]?, entdo da desigualdade acima segue que
Hu e C(la,b)).

Dada uma sequéncia limitada S = {(u,), n € N} em LP([a,b]), vamos provar que

HS é uniformemente limitada e equicontinua.

Por hipétese de S, existe uma constante Mg > 0 tal que |u,|/,< Mg para todo

n € N. Pela hipétese (¢) e usando procedimento andlogo de (2.8), temos que

qg—1

< (@) + kb - a) MY

() (@) < 02(0)+ 71| [ bl y)ua )y
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para todo n € N e x € [a,b]. Como 0, é limitada, logo HS é uniformemente limitada em
C(la, b]). Além disso, para todo z,zg € [a,b] e n € N em (2.8) temos
|(Hup) () = (Hup)(20)|< 72 sup, |k(x,y) — k(z0,y)| (b — a)/*Ms
y€Ela,b
que implica a equicontinuidade de HS. Portanto pelo Teorema de Arzela-Ascoli 1.2.16
temos que HS é pré-compacto em C[(a,b)]. Como C([a,b]) é imerso continuamente em

LP([a,b]) segue que H também é compacto em LP([a,b]).
Etapa 2: Suponha k € L%([a,b]?). Vamos mostrar que H : L?([a,b]) — LP([a,b])

é compacto. Como C([a, b]?) é denso em L4([a, b]*), existe uma sequéncia de operadores

(kn(-, Nnen € C(la, b)?) tal que ||k, — k|l,— O.

Tomemos a mesma sequéncia S da Etapa 1. Denotemos por Hy, o operador similar
a H substituindo a fungao k por k,. Como k; € C([a,b]), pela Etapa 1 segue que Hy, é
compacto, logo existe uma subsequéncia (ul?), da sequenma (un)n tal que (H ey U (1))n é
convergente. Analogamente, existe uma subsequéncia (u?), de (u{)), tal que (Hp,ul; 2) )n

é convergente Consequentemente, para todo m € N podemos obter uma subsequéncia

(ul™),, de (u{™Y), tal que (Hkmu;m))n é convergente. Consideremos a sequéncia diagonal

(u{™),,, vamos mostrar que (H u;"))n ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP([a,b]). Para todo

m,l,n € N temos
m l l l
[ Hul™ — Hul" |[,< | Hul™ — Hiy, a4 | Hy ul™ — Hy, g ||| Hy o — Hug ] (2.9)

Como <Hknul(l)> ¢é convergente, entao para todo € > 0 existe N. > 0 tal que
!

Usando o mesmo desenvolvimento de (2.8) temos que
o)~ Ho e < [ VUG () ~ Hiul @)l d

< 7 [l = BBl d

= 7ollk = kalllul (0 — a)

Como ||k — ky,||[,— 0 quando n — oo, entdo existe M, > 0 tal que
| Hul™ — Hy ul™]],< % ¥m € N. (2.11)

Combinando (2.9)-(2.11) concluimos que (H u;"))n ¢ uma sequéncia de Cauchy no espago de
Banach L([a, b]). Desta forma, temos que qualquer sequéncia de H.S tem uma subsequéncia
convergente, portanto HS é compacto sobre LP([a,b]), sempre que S for limitado em

LP([a,b]). Isto mostra que H é um operador compacto sobre L?([a,b]). O

Vejamos agora o nosso primeiro resultado de existéncia de solucao da equacao integral
nao-linear em LP([a,b]). A demonstracao do seguinte resultado utiliza-se do teorema do
ponto fixo de Schauder 1.2.18.
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Teorema 2.2.3. Consideremos um nimero real 1 < p < 00, ¢ o seu conjugado, e a

equagao integral (2.1),
b
o) =g(o)+ £ (o [ Mot dy) € o) (2.12)
onde g, f e k satisfazem as condigoes (a) — (d). Além disso, suponha que

(e) o kernel k e a constante 7, satisfaem,

nlk¥P< 1,
e,sel <p<2,
() NgllpH1161ll,< 1 = 7| K[|2.

Nas condigbes acima, a equagao integral (2.12) tem uma solucao tnica u € LP([a, b]).

Demonstracao: A ideia da demonstragao é usar o Teorema do ponto fixo de Schauder

sobre o operador A definido sobre LP([a, b]). Tomemos a bola fechada de raio R,

Br = {f € Lp([a> b])> HfH}DS R}7

para algum R > 0. Evidentemente Bgr ¢ um conjunto limitado, fechado e convexo em
LP([a,b]). Além disso, pelo Lema 2.2.2 o operador A, dado por (2.6), é compacto sobre
LP([a,b]). Como Bg é um conjunto limitado em LP([a,b]), entao A(Bg) é pré-compacto
em LP([a,b]).

Provaremos agora que existe Ry > 0 tal que A(Bg,) C Bg,. Usando a condigao (b) e
desigualdade de Minkowski,

iy = {17 (o [ vt a0
{ A [ k. y)uty) dy
< {/ab\el(x)vﬂ dx}l/p+71{Lb

Aplicando a desigualdade de Holder sobre a segunda parcela

b [ b b a/p e
Halh < 10 d [ ([l an) ([lutor ) ao
b b 1/p
= o { [ ([eran) acl gl

= IOl k7l

p 1/p
dx}

P 1/p
dx}

/ab k(z,y)uly) dy

q—1

IN

91(1’) +7'1

q 1/p
dw} .
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Como Au = g + Hu, segue que

1Aully< [lgllp+10 |+ kN8P . (2.13)

Definimos a constante

(6%
Rl_ma

onde a = |g||,+[|61]l e 8= 7 ||k]|#/7. Esté bem definida pois 7|[k[|#/?< 1.

Para o caso p = ¢ = 2, basta tomar Ry = R; e temos que se |ul|,< Ry em (2.13)

implica que ||Au||,< o+ SRy = Ry. Consequentemente, temos A(Bg,) C Bg,.

Para o caso, que p > 2, notemos que ¢ < 2 e, assim ¢/p < 1. Neste caso, um pouco

mais delicado, consideremos ¢ € R que satisfaca a equacao

§—af v =g (2.14)
A existéncia de um nimero £ segue dos seguintes argumentos. Para o, 5 > 0 e ¢/p < 1,
notemos que a fungao h(§) = f—aﬁ_ﬁ—f‘z/p é continua, além disso, h(1) = —aﬁ_ﬁ < 0
e

qa/p
h <1 + P(w—;q> = 1+ -2 a7 —af 7 - <1+ P —;’q>
p—q

pP—q - pP—q
> 1+La e —ff rd — <1+q (paﬂ_zﬁz>>
- P\P—4q

logo pelo teorema do valor intermediério segue que a equagao (2.14) tem uma solugao
no intervalo (1, 1+ (p/(p— q))aﬁ_ﬁ). Tomemos Ry = £87-1, e se |lul|,< Ry em (2.13)

implica que
» \4/P
lAul, < a+8(e57)
= a4+ gq/p/31+ﬁ
— a4 (5 _ aﬁ’p%) g7
= {87 =Ry
logo Au € Bp,.

Por fim, se 1 < p < 2 temos que ¢/p > 1 (p/q > 1) e, por hipdtese, Ry =
a/(1 — B) > 1, assim R, < RY%. Tomemos Ry = RYY logo se |jull,< Ry temos
|Aul|,< o+ SRy = Ry < Ry. Portanto, para 1 < p < oo obtemos A(Bpg,) C Bg,,

desde que Ry seja escolhido conforme indicado acima.

Finalmente, usando o teorema do ponto fixo de Schauder 1.2.18, concluimos que
(2.12) tem uma tnica solugdo em u € Bg,. Como Bg, C LP([a,b]), temos que existe uma

solucdo da equagao integral em LP([a,b]).
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A prova da unicidade é andloga a demonstracao do teorema de unicidade 2.1.6. []

Vamos agora aos proximos resultados de existéncia de solu¢oes em LP([a, b]) para
equagoes integro-funcionais. No entanto, consideremos uma mudanca na equagao integro-
funcional (2.12) admitindo uma aplicacdo, podendo ser nao linear, sobre a fungao variavel

no integrando, ou seja, consideremos as equacoes integro-funcionais na forma:

o) = £ (o [ beun) dn) . € o) 215

que, certa forma, é uma generalizagdo da equagdo integro-funcional (2.12).

Em Emmanuele (1992), o autor considera a equagao (2.15) e prova a existéncia de

solugoes desta equacdo em L'([0, 1]).

A técnica aplicada foi utilizar o teorema do ponto fixo de Schauder para obter um

ponto fixo do operador A : L'([0,1]) — L'([0,1]) dado por
(@) =7 (o [ Kot ), tefo.1) (210

Em Nadir e Gagui (2014), os autores provaram a existéncia e unicidade de solugoes

da equagao integral de Hammerstein no intervalo [a, b]:

a(e) = [kl u) dy, o € [0l

em espagos LF([0, 1]).

Assim como no Teorema 2.1.5, a base principal para a obtencdo dos proximos
resultados serdo os teoremas de ponto fixo agregados a convergéncia de aproximagoes

sucessivas. Para isso, definimos um operador A por
b
(@)= 1 (. Kepltnu) dy)  acla 217

Vamos mostrar que, sob certas condigoes, A aplica L([a, b]) nele préprio. Isto significa
que a solugao da equagao (2.15) estd em L([a,b]). E, adicionando hipéteses, provaremos
que a equagao (2.15) tem solugdo tnica em LP([a, b]). Veremos que esta solu¢ao podera ser
obtida como limite de uma aproximagao sucessiva, diferente da técnica usada no Teorema
2.1.5

Apresentamos abaixo as hipoteses que usaremos nos teoremas seguintes:

(A) A fungdo [ : [a,b] x R — R satisfaz as condigdes de Carathéodory; além disso, existe

uma fung¢do nao negativa 6, € LP([a, b]), e uma constante positiva 75 > 0 tal que

(2, y)|< Oo(y) + Tolyl.
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(B) O kernel k(z,y) € L([a, b]) para todo z € [a,b] e que

b q
(/ \k<x7y>|qdy) <pi(s),  paratodo s € [0,

onde ¢ € L%([a,b]) é uma funcao nao negativa.

(C') Existe uma fun¢do nao negativa ¢, € LP([a,b]) e uma contante positiva 77 > 0 tais
que
(2, 9)|< 01 (2) + m|y|””  x para qt.p.x € [a,bley € R.

(D) f:a,b] xR — R é Lipschitz em relacao a segunda varidvel com constante de Lipschitz

Ty > O,
|f(x,p1) — f(z,92)|< Tolyr — v para todo = € [a,b] e y1,y2 € R.

(E) l:]a,b] x R — [a,b] é lipschitziana em relacdo a segunda varidvel com constante de

Lipschitz 73 > 0,
|l(l‘,y1) - l(xayZ)lg T3’y1 - y2| para todo = € [aab] € Y,Y2 € R.

Lema 2.2.4. Sejam 1 < p < 00, ¢ o conjugado de p e A o operador definido em (2.17).
Se as fungoes [, k e f satisfazem as condigoes (A) — (C), entao A aplica LP([a,b]) sobre
ele préprio.

b)), temos que I(y,u(y)) € LP([a,b]). De fato, pela

Demonstracdao: Dado u € LP(]a,
P< (6o(y )+¢0\u( ))"; logo

condigao (A) temos que |I(y, u(y))

el = ([ 1P ar)” < ([ 0+ s )"

e, usando a desigualdade de Minkowski, segue que

i)l < ([ Volor dy>;’+ ([ bt an)’

= 0ollp+mollu)l, < oco.

Mostraremos que Au € L*([a,b]). Dado z € [a, b], segue da condigao (C) que

e = |7 (o [ it o) o)

p

< |0+ | [ K it u) dy /]

< (2 ax {91<x>,n [ Kt ) dy /})
- 2Pmax{[el< | [ ke it <>>dyq}
- fporen{frsuson).
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Aplicando a desigualdade de Holder,

([wera)” ([ 1ovwra)”
e () |1y, w(y)) I

Desta maneira, segue que

[ Wit dy| < ol i)l

IN

[ )iy, u) dy

IN

o que implica

|Au(a)P < 2 {[02(2)] + 7 [1 ()] 11y, ()12}

Finalmente, obtemos

gy < 2 {iotliulg [ lo@) df
< 2p{||01||§+Tf||z<y,u(y»ngn@lng} < o0,

o que conclui a prova. O

Agora, adicionaremos hipdteses sobre f, k e [ para garantir a existéncia de uma

solugao da equacao integral (2.15) por um processo iterativo.

Teorema 2.2.5. Suponha que as condigoes (A) — (F) sao satisfeitas. Entao, a sequéncia

{u,} obtida pelo processo iterativo

wnsa() = 1 (2 K00 o ) 219

converge sempre para uma solugao da equacao integral (2.15), desde que

b
Té’ﬁf/a [o1(x)]P dx = NP < 1. (2.19)

Demonstracao: Seja uy € LP([a,b]) uma aproximagao inicial para a sequéncia (2.18).
Pelo Lema 2.2.4 temos que u; = Aug € LP([a,b]), logo uy — ug € LP([a,b]). Fagamos

C = ||ur — wol|p< 0.
Por (D) e (F), segue que
[Uns1(z) —un(z)] < 7 Lblk($>y)lll(y7un(y)) — Uy, un—1(y))| dy
< 1 /Ko 9) 7l () = wnoa ()] .

usando a desigualdade de Holder,

1

s = < v ([ 00 )" (o)~ vt )"
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logo, por (B),
1) — )P < ER LA [ Tins) — w2 ()P (2:20)
Fazendo n = 1 em (2.20) temos que

ur(e) ~ (@) < Hler @ [ s () — o) P dy = Elen(m)PC

fazendo n = 2 e usando a hipétese (2.19)
us(e) — (@) < el @] [ s ] dy

= Ao @P [ lily) — ual)P dy
< AT

e sucessivamente
|tni1(%) — un(2) P< T8 [io1 () PCPN P,

que é equivalente a
[ty 1 () — up ()| < Tom3001 () ON™ L (2.21)

Notemos que o limite da sequéncia {u,(x)} pode ser escrita como uma série:

Jim tnsa(a) = Jim (o) + (ur(@) = (@) + -+ (g1 (2) = 1 (2)))

n—o0

= wug(x)+ i_o:(unﬂ(ff) — up(z))

Como esta série, por (2.21), é majorada pela série geométrica

ToT301(2)C Z N" = 17301 (2)C(1 4+ N+ N? - 4+ NI +-.).
n=0
que é convergente, 0 < N < 1, concluimos que a sequéncia {u,(x)} converge para a solugao

da equagdo integral (2.15). 0

Nosso préximo resultado é sobre a unicidade da equagao integral (2.15) e sua prova

¢ imediata pelo teorema do ponto fixo de Banach 1.2.11 e o Teorema 2.2.5.

Teorema 2.2.6. Considere que as condigoes (A) — (E) s@o satisfeitas. Além disso, se
(2.19) é satisfeita, entdo a equagao integral (2.15) tem uma unica solu¢ado em L*([a,b]),

que é obtida pelo limite da sequéncia iterativa (2.18).

Observamos que as equagoes integrais de Hammerstein sao casos particulares da
equagao (2.15), em virtude disso, o nosso resultado generaliza os resultados obtidos por
Nadir e Gagui (2014). Além disso, nossos resultados expandem o trabalho de Emmanuele

(1992) para o espago LP([a,b]) com p > 1.
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2.3 Resultados sobre L*([a, b])

Nesta secao apresentaremos resultados de existéncia e unicidade quando o espaco é
X = L*([a,b]). Consideremos a equagao integro-funcional (2.1) e as seguintes condigoes

sobre as funcoes g, f e k:
(a') g € C([a, b));
(¥) k € C(la, b]);

() f € C([a,b] x R) e existem uma constante 77 > 0 e uma fun¢ao ndo negativa
6 € C([a,b]) tais que

|f(z, )< 0(x) +7lyl, y€ER, x€la,b].

(d") f é Lipschitz em relagao a segunda varidvel com constante de Lipschitz 75 > 0,

|f(z,u) — f(z,v)|< 2|lu—wv|, paratodox € [a,b] e u,v € R.

(€') o operador K satisfaz a relagio

To|| K || so< 1.

Notemos que, se () é satisfeito entdo o kernel k satisfaz

b
(1) sup [ |k(z,y)| dy < o0
x€la,b] Ja
(§]
b
(20') lim [ [k(z,y) — k(2',y)| dy = 0.
z—z’ Jq

Lema 2.3.1. Seja A o operador definido em (2.6) e admita que as fungoes g, f e k

satisfazem as condigoes (a') — (¢), entao A aplica L*([a, b]) sobre ele préprio.

Demonstragao: Dado u € L*([a,b]), utilizando a desigualdade em (¢’) temos

(@) = lg@) + fz, (Ku)(@)
< lg(@)+0() + 7 |(Ku) (@)
b
< Nglloot bty [ ke y)uty)] dy (2.22)

IN

b
HgHoo+H9||oo+ﬁ\IUHoo/a |k (z, )| dy.

Segue de (1b') que ||Aul|o< 00, ou seja, Au € L>([a,b]). 0
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Lema 2.3.2. Consideremos o operador A, definido em (2.6). Admitindo as hipéteses

(a") — (d'), entdo o operador A é compacto.

Demonstracao: Dada uma sequéncia limitada S = {(u,), n € N} em L*([a,b]), vamos
provar que A(S) é uniformemente limitada e equicontinua. Por hipdtese de S, existe uma
constante Mg > 0 tal que ||u,||o< Mg para todo n € N. Usando procedimento andlogo

de (2.22), temos que

b
|(Aun)(2)] < ||g||oo+||9||oo+ﬁMs/a k()| dy,

para todo n € N e x € [a,b], logo A(S) é uniformemente limitada em L*([a, b]).

Dados z, zg € [a, b], segue de (d') que
(A)@) ~ Aun)all = |7 (o [ ket ay) = 7 (0. [ ooyt )
/abk(:v,y)un(y) dy —/a
b
< 7 [ Ik@.y) = hlao. )] [un(v)]| dy

o (f W) = Kl dy) ol

b
< 7

(o, y)un(y) dy]

IN

e aplicando (2b') na desigualdade acima, obtemos a equicontinuidade de A(S). Por-
tanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli 1.2.16 temos que A(S) é pré-compacto em C([a, b].
Como C([a,b]) é continuamente imerso em L>[(a,b)], segue que A(S) é pré-compacto
em L*([a,b]). Pelo Lema 2.3.1, A(L*([a,b])) C L*°([a,b]), portanto A é compacto em
L>([a, b]). O

Teorema 2.3.3. Suponha que as condigoes (a’) — (¢') sdo satisfeitas. Entao a sequéncia

{u,} obtida pelo processo iterativo

wnast) = £ (. [ o)) ) 229

converge para uma solu¢ao da equagao integral (2.12) em L*(][a,b]).

Demonstracao: A demonstraciao deste teorema usa a mesma ideia do Teorema 2.2.5.
Consideremos ug € L*([a,b]) uma aproximagao inicial para a sequéncia (2.23). Pelo
Lema 2.3.1 temos que u; = Auy € L>([a,b]), logo u; — vy € L>([a,b]). Fixamos C =
lur — upl|oo< 00. Como (Ku,)(z) = /b k(z,y)u(y) dy e por (d'), segue que

IN

72 |(Kun)(2) — (Kun1)(2)|

7o K [|oo[[tin = 1 [loo,

|un+1 (33) - un(x)|

IN

o que implica

[unt1 = tnlloo < ol Koo |[tin = tn—1]co-
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Fazendo n = 1 acima obtemos

[uz = [loe < 7ol [ K |oollua — uolloo = 72| K|C,
e fazendo n = 2,

lus = uzlloe < T2l Kllooluz — wiloc < NEKZ5C

e sucessivamente

[uns1 = tnlloo< 73| K5 C

Notemos que limite da sequéncia {u,(x)} pode ser escrita como uma série:

Jm g (2) = lim (uo(2) + (ua(2) = uo(@)) + - - + (uns1 () = un()))

n—o0

o0
= () +Y_(tp41(2) — un())
i=0
Como esta série é majorada pela série geométrica

C (2l Kll)" = CA+ nl| K st (72l Klloc)” + -+ + (Rl K [loc) + ).

n=0

que é convergente, pois por (€') tem-se 7|/ K||< 1, concluimos que a sequéncia {u,(x)}

converge para a solu¢ao da equagao integral (2.1). O
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Capitulo 3

Resolucao Numérica da Equacao

Integro-Funcional

Nesta secao apresentaremos um método numérico para resolver as equagoes integro-
funcionais de Fredholm nao lineares (2.12). A ideia é usarmos o método da colocagao
com fungoes de Lagrange obtendo um sistema nao linear. Depois escrevemos de forma a
resolver iterativamente pelo método de Picard a fim de encontrar um ponto fixo. Por fim,

faremos a andlise da convergéncia deste método.

3.1 Meétodo da Colocacao e lteracao de Picard

Consideremos uma malha, ndo necessariamente uniforme, do intervalo [a, b]
a=x9g<x1<...<xp=0>0, (3.1)

com subintervalos J; = (x;_1, x;) de comprimento h; = x; —z;_1, 1 <i<neh= ax h;.
<i<n

Denominemos V,, o subespaco das funcoes interpoladoras continuas definidas no

intervalo [a, b] com relagdo & malha 3.1. Consideremos as fungdes interpoladoras sendo as

fungdes de Lagrange {/;}, j =0,...,n. Lembramos que as func¢ées I, € V,,, j =0,1,...,n

satisfazem a relacdo [;(x;) = 6;;, 0 <i,j < n.

Conforme a Se¢ao 1.3.4, o método da colocagao para a equagao (2.12),

we) = (A0e) = g(o)+ f (o [ Mot dy) . welat,  (32)

utilizando fungdes de Lagrange associadas a discretizagao (3.1), consiste em aproximar a

solugdo por uma funcdo uy, no subespago V,, = span{ly(z),...,l,(x)} expressa da forma

up(x) = éujlj(az), (3.3)
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onde os coeficientes u;, com u; = up(x;), j =0,...,n, serdo determinados de forma que
uyp, satisfaga a equagdo integral (2.1) nos pontos da malha {z;} da discretizagao (3.1), ou
seja,

up(x;) = g(xi) + f(z, (Kup)(z:)), 0<i<n. (3.4)

Pela linearidade do operador integral K temos

w = g(z;) + f (xi, zn:(Klj)(xi)uj> , 0<i<n. (3.5)

=0
Considerando o vetor dos coeficientes u = [ug, . . ., u,]” e o vetor da malha x = [z, ..., z,]",
podemos reescrever (3.5) na forma matricial,
w= Ayw), Ay(w) = g+ F(x, Ku), (36)

sendo que g = [g(l'(]), s 7g(xn)]Ta F(X7 Y) = [f(x()vyO)v s 7f(xn7yn)]T e K ¢ uma matriz
(n+1) x (n+ 1) tal que
b
Kij = (KL)(w) = [ e y)ls(y) dy, para 0<i,j < n. (3.7)

a

Note que o problema matricial (3.6) ndo é linear e pode ser visto como um problema
de encontrar um ponto fixo. Assim aplicando o método de iteracao de Picard, no qual a

solugao é obtida como limite de uma sequéncia {u(r)}reN definida iterativamente por
u™ = A (u™), com A;(u™) =g+ F(x, Ku). (3.8)

Observagao 3.1.1. No célculo da integral (3.7) que fornece os elementos da matriz K
podemos usar uma quadratura cujos pontos coincidem com os da malha usada para

construir as funcoes de Lagrange. Neste caso a integral é aproximada por:

b n
Ky = [ baop)liw)dy = 3 wik(ena)lie) = wik(enz),  (39)

a s=0
onde wy, ..., w, sao os pesos da quadratura e x,...,, sdo os pontos da parti¢do (3.1).

Quando usamos uma quadratura para aproximar o valor da integral o método é
dito método da colocagio discreto, ver Atkinson e Flores (1993), Atkinson e Potra (1987),
Kumar e Sloan (1987), Kumar (1988). Além disso, se os nés da quadratura forem os

mesmos da discretizacdo, como em (3.9), dizemos método de Nystron, ver Atkinson (1997).

3.2 Estudo da Convergéncia

Nesta secao faremos a andlise da convergéncia do método proposto na Segao 3.1.
Para esta andlise consideraremos que a discretizagdo do intervalo [a,b] é uniforme com

tamanho de passo h = (b — a)/n. Faremos separadamente a analise dos métodos usados.
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3.2.1 Convergéncia do Método da Colocacao

Atkinson e Potra (1987) apresentam uma andlise de convergéncia das solugoes obtidas
pelos métodos de projecoes para a equacao de Urysohn. Utilizaremos estes resultados para
concluirmos a convergéncia do método da colocacao aplicado a equagao integro-funcional.

Os autores consideram um equagao nao linear na forma
u = Au, (3.10)

sendo A um operador completamente continuo definido sobre o fecho D de um subconjunto
aberto D do espaco de Banach X, com Au € Y para todo u € D, sendo Y um subespaco
fechado de X. Atkinson e Potra (1987) consideraram uma sequéncia de subespagos de
dimensao finita X,,, n > 1, que se aproxima de X, e as respectivas projecoes II,, : X — X,
satisfazendo

|1, v — v|]|— 0 quando n — oo para todo v € Y. (3.11)

O método de projecao para resolver (3.10) consiste em determinar a solugao

u, = I, Au,, com u, € X,. (3.12)

O proximo resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em Krasnoselskii e

Zabreiko (1984, Teorema 50.3), diz respeito a existéncia e convergéncia de {u, }:

Teorema 3.2.1. Suponha que u* € D é um ponto fixo ndo nulo de um operador nao linear
A completamente continuo e as projegoes 11, satisfazem (3.11). Para n suficientemente

grande, a equagao (3.12) tem pelo menos uma solugao u, € X,, N D. Além disso,
lim ||u, — u*||= 0.
n—o0

Agora, admitimos que A é diferencidvel no sentido de Fréchet em u* (Defini¢ao
1.2.14) e denominamos a derivada por L = A’(u*). Vimos no Teorema 1.2.15 que, se A for
completamente continuo, entdo L é também completamente continuo. Além disso, como L

é um operador linear, temos que L é compacto.

Esta condigao do operador A ser diferenciavel num ponto fixo u* também é encontrada
em outros trabalhos, como em Kumar e Sloan (1987) na analise da convergéncia da solugao

aproximada obtida pelo método da colocacao para a equacao de Hammerstein.

Lema 3.2.2. Sejam II,, uma sequéncia de projegoes satisfazendo (3.11), A um operador
completamente continuo e diferencidvel num ponto fixo u* ¢ L = A'(u*). Entao

(1) Sea, :=|(I—11,)L|, entdo a,, — 0 quando n — 0;

(7i) Se by, := ||[L(I —I1,,)]y||, entdo b,, é uniformemente limitada.

Demonstracdo: (i¢) De imediato pela definigdo de L, como A(D) C Y e Y é um
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subespago fechado, entdao I'm(L) C Y. Por (3.11) temos que [|II,v — v||— 0 para todo
v € Y, em particular, para v € I'm(L). Assim para todo w € Y, temos v = Lw € Y e
I|(I —1I,)Lw||— 0 para todo ||w||< 1, portanto ||({ — II,,)||— 0.

(71) Por (3.11), temos que (I — II,)|y é uniformemente limitado. Além disso, L é um
operador linear e completamente comtinuo, logo limitado. Portanto b, = ||L(I — IL,)|y||<

IL||[(I —TI1,,)]y]|| é uniformemente limitada. O

Teorema 3.2.3. Consideremos as mesmas condi¢oes do Lema 3.2.2. Se o operador linear
L = A'(u*) ndo possui autovalor 1, entdao existem sequéncias nao negativas, {e,} e {0, },

ambas convergentes para zero, e constantes ¢, d > 0, tais que

d(1 — e,)||Tu* — u* || < [Ju" — u,||< e(1 4 6,) || T u™ — u*|| (3.13)

Demonstragdo: Se 1 ndo é autovalor de L, entdo o operador linear (I — L) ¢ inversivel

sobre X. Somando e subtraindo II,, L(u,, — u*) e II,u" a (I — L)(u, — u") temos

(I —L)(u, —u*) = (I—L)(u, —u*)+1,L(u, —u*) =11, L(u, —u*) + ,u" —IL,u"
= (I, — I)L(u, — u*) + (u, — u*) + u* — u* — 11, L(u, — u™)
Utilizando as equagdes (3.10) e (3.12) temos
(I — L)(up, —u*) = (I, = I)L(u, —u*) + (I, Au,, — u*)
+ ILw* — I, (Au") — I, L(u, — u")
= (I, — I)L(u, — u*) + (I,u" — u")
+ I, Au, — I, Au* — 11, L(u, — u*),

ou seja,

(I—L)(up—u*) = (I, —I)L(un — ")+ (I — I + 10, [Aup — Au® — L(uy — u*)]. (3.14)

Defina a constante ¢ = ||(I — L)™!|| e a sequéncia
o A) = A(w?) = L(u, — u”)||
[un —w|

Segue da defini¢do de L que r, — 0 quando n — co. Por (3.14),
[un — || < e ([[(Hy — I)L[[[un — w*|[+[Tu” — w4 [lrp | us — w*[]) -

Segue de (3.11) que as projegoes sao limitadas uniformemente, ou seja, ||IL,||< b, para

algum b. Usando a sequéncia a,, definida acima, temos

[un = || =c(an + bra)[[un — w*|| < e lyu” — o]
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o que implica

c
R e e LR
] ~ c(ay + bry)
obtendo a segunda inequacao de (3.13) onde §,, = . Analogamente, obtemos
1 —c(a, + bry)
d(a, n _
a primeira inequagao de (3.13) com €, = (@ + pra) ed=(|(I-L)|)~" O

1+ d(a, + pry)

Observagao 3.2.4. O Teorema 3.2.3 diz que a velocidade com que u,, se aproxima de u*
é a mesma com que II,u" se aproxima de u*, ou seja, os erros obtidos ao aproximar u*

pelas sequéncias u,, e II,,u* possuem a mesma ordem de convergéncia.

No caso do método da colocacao as sequéncias das projecoes sao obtidas pelos
operadores interpoladores {I,,} e, desta forma, a ordem de convergéncia do método da

colocagao é exatamente a mesma ordem obtida pela interpolacao.

Operador integro-funcional.

Vejamos como aplicar estes resultados ao caso particular em que A é o operador

integro-funcional (2.17),

o) = (A0e) = g+ f (o [ Mo dy) . welet (313

e analisar a convergéncia da solugao obtida pelo método da colocacao.

Vimos resultados sobre a existéncia e unicidade da solugao sobre os espagos LP([a, b)),
1 < p < o0o. Para a analise numérica do método da colocagao é conveniente considerar o
espago L>([a,b]), admitindo que as fungoes g, f e k satisfagam as condigoes (a') — (¢') do
Teorema 2.3.3 sobre existéncia da solugao da equagdo integro-funcional em L>([a, b]).

Consideremos Y = C([a, b]). Evidentemente Y é um subespago fechado de L*([a, b])

e o operador A aplica Y sobre ele préprio. Além disso, no método da colocagao a projecao

é o operador interpolador Z,, e vamos supor que satisfaz (3.11),
|Z,v — v]|o— 0, n — oo, (3.16)
para todo v € Y. Por exemplo, se Z,, for o operador interpolador linear por partes, pela

Proposigao 1.3.7, a propriedade (3.16) é garantida.

O seguinte resultado nos garante a convergéncia da solugao wu; obtida pelo método

da colocagao quando aplicado a equacao integro-funcional.

Proposicao 3.2.5. Consideremos o operador integro-funcional A dado por (3.15). Supo-
mos que as condigoes (a’) — (€') sdo satisfeitas e que o operador interpolador Z,, satisfaga

a condicao (3.16). Sejam u* € C([a,b]) a solugdo da equagao integro-funcional (3.2). Se
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u* € C([a, b)), entdo a equagao (3.5) tem pelo menos uma solucao uy, € V,, N C([a, b)), h =

(b — a)/n, para n suficientemente grande, e
|u* — up||co—> 0 quando n — oo.

Demonstragdo: Pelos Lemas 2.3.1 e 2.3.2 temos que A em (3.15) é compacto, logo

completamente continuo em L>([a,b]). Assim, o resultado segue do teorema 3.2.1. [

Vejamos as condigoes sobre o operador integro-funcional A em (3.15) para que seja

Fréchet-diferenciavel.

Proposigao 3.2.6. Suponha que (a’) — (¢’) sao satisfeitas. Admita que a derivada parcial

0
de f em relacao a segunda variavel, f,(z,y) := —f(x, y) exista e seja continua em z € [a, b]

dy

e y € R. Entao o operador A ¢ continuamente Fréchet-diferenciavel sobre L>([a, b]), além

disso,
(1) seu € C([a,b]), para todo z € [a,b] e v € L*([a, b]) tem-se

[A'(u)v](x) = fy(, (Ku)(x))(Kv)(x);

onde (Kv)(z) = /b k(x,y)v(y) dy.

a

(1) Se u* ¢ um ponto fixo de A, entdo L = A’(u*) ndo possui autovalor igual a 1.

Demonstragao: (i) Dados x € [a,b] e v € L([a, b]) temos que
(A" +v) — Au™)(z) = f(z, (K(u" +0))(2)) — f(z, (Ku")(z)). (3.17)
Pela linearidade de K, segue que
(A(u” +v) — Au”)(z) = f(z, (Ku" + Kv)(x)) — f(z, (Ku")(z)).

Denotemos z* = (Ku")(z) e w = (Kv)(z). Como f, existe e continua num intervalo

contendo z* e w, temos que
fla, 2" +w) = fl2,2) + f,(2, 2w + w(=", w) (3.18)

com w(z",w) = o(||w||s). Substituindo (3.18) em (3.17) obtemos o resultado, visto que

fy(z, (Ku)(x)) é um operador linear.

(i1) Suponha por contradi¢ao que L = A’(u*) tenha autovalor igual a 1. Neste caso, existiria
v e L>([a,b]) tal que ||v]|o=1¢
A'(u*)v =v.

Por definicao,

Au* +tv) — A(u*) = A'(u*)(tv) + w(u®, tv) = v + w(u*, tv)
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com w(u*,tv) = o(||tv||) e qualquer ¢t € R*. Tomando ¢ > 0, temos que

A(u* +tv) — A(u®) , w(u*, tv)
=A(u")(v) + ———,
; (u")(v) .
assim
H w(w to)|| HA(u* +tv) — A(u*) |
[t0]loo | t o

Por outro lado, usando (d'),

‘A(u* + tv)(x) — A(u*)(x)

t t

< DK@+ 1)) - (Ku')(@)

_ 'f(w, (K (u” + tv))(x)) = (=, (KU*)(H?))'

= ZHK@©)@)

< 7l Kflollvllo

Além disso, segue de (¢') que existe 0 < € < 1 tal que

‘ _ ‘A(u* +tv)(x) — A(u*)(z)
t

w(u*, tv)

v+ < (1 =€) [[vflo-

[#0]loo

Por outro lado, como w(u*, tv) = o(||tv||« ), existe T > 0 tal que

ot
wur )| € oy
[tv]loe |l 2
Assim,
ot ot
v w(“’v)‘ > [[v]|oo— w(u’”)‘ > ofle—t VE<T,
Hthoo 00 HtUHoo 00 2
o que leva a contradi¢ao [|v]|.< 1/2. Logo A = 11 ndo pode ser autovalor de A’(u*). O

3.2.2 Convergéncia da lteracdo de Picard

Nesta segao, consideremos o sistema das equagbes discretizadas (3.5), obtido ao
aplicarmos o método da colocagao sobre a equagao integro-funcional (3.2), e sua respectiva
forma matricial (3.6). Conforme vimos, pela Proposi¢ao 3.2.5, sob certas condicoes existe
uma solucao u, € C([a,b]) para n suficientemente grande. Nas mesmas hip6teses das
Proposicoes 3.2.5 e 3.2.6, vamos demonstrar que a solugao aproximada obtida pelo processo

iterativo de Picard, (3.8), converge para a solucao exata do sistema (3.5), uy.

Observacao 3.2.7. Notemos que existe uma relacao entre R"™! e o subespaco de projecio
n

V,,, na qual a cada v € R"™ associamos a funcao vj,(z) = > vipi(z) € Vi, E facil ver
=0

que esta relagdo é biunivoca. Além disso, vamos admitir que ||vs||co= ||V, que equivale

a dizer que v, atinge o méximo em algum ponto z; da discretizagao. Isto acontece, por

exemplo, se considerarmos operadores lineares por partes e V,, = Im(Z,).
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Teorema 3.2.8. O operador A; : R™"' — R"™' definido em (3.8) é uma contracio

com respeito a norma ||| so-

Demonstracao: Por defini¢do do operador A; e norma |||, temos

[A1(u) = A1(V)l« = llg+F(x,Ku) - (g +F(x,Kv))|l
- = 7=0 7=0
Usando a condi¢ao (d') do Teorema 2.3.3 em (3.19) segue que
1AL () = AVl < 72 max | D Kiju; = > Ko
=0 =0
= TzHK( V)Hoo
< nKllwllu = Vo (3.20)

Por outro lado, dado v € R™™ com ||v|[ec= 1 e v, € V,, associado a v de acordo com a
Observagao 3.2.7,

n
HKVHOO = maXx ZKijUj

0<i<n |4

= max x; y) dy v
z/ () dy v;

max /av k(zi, y)vn(y) dy)

0<i<n

max [(Kvp)(x;)]

0<i<

||th||oo
1K oo llonlloo= 1 Eloo

IA

IN

pois [|[vp]leo= [|V]|ee= 1, donde segue

1K oo < [ K] oo- (3.21)

Substituindo (3.21) em (3.20) obtemos
A1 (1) — A1(V)][oo < M| — V| o0, com M = 1| K| . (3.22)

Logo A; é uma contragao, visto que, por (€'), M = n|| K||oo< 1. ]

Corolario 3.2.9. O operador A, tem um ponto fixo.

Demonstragao: Basta usar o Teorema 1.2.11, visto que As é uma contracao. Il
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Analise do erro na iteracao de Picard

Seja e, o erro dado por

€ = Huh_u(r)Hoo

onde uy, ¢ a solugao exata da equagao (3.8) e u™ é a solucao do método de Picard apés r

iteracoes.

Usando o item (iii) do Teorema 1.2.11, temos que a estimativa de erro da convergéncia

das iteracoes de Picard {u”} sera

er = |up —u" < [l —u@, (3.23)

1-M

em que M é a constante da contracdo do operador A,. Por (3.22), temos que M depende
das condigoes (d') — (€').

Agora, vejamos um estudo do erro da solugao obtida pelo método iterativo de Picard,

u” = [uér), - ,ug)]T, da equagao (3.6), em relacdo a solugao exata u* da equagao
integro-funcional (3.2). Evidentemente u(") e u* néo estdo no mesmo espaco, desta forma
consideremos .
u(@) = Y u (),
j=0
onde [;, 7 = 0,...,n, formam a base de Lagrange que define o espaco de projecao V,, e o

operador interpolador Z,,. Definamos o erro global sendo dado por
eny = [lu" = u™ | (3.24)

Teorema 3.2.10. Consideremos que as condigdes (a') — (¢) sdo satisfeitas e que u* €
C([a,b]) é uma solucao da equagao integro-funcional (3.2). Além disso, supomos que as

projegoes Z,, que surgem no método da colocagao satisfagam a condigao (3.11),
|Z,v — v]|co— 0 quando n — oo, para todo v € C([a, b]).
Entao temos o seguinte resultado:
enr — 0 desde que n,r — oo,

ou seja, o método da colocagao conjugado com o método de Picard determinam uma

solucao convergente da equagao integro-funcional.

Demonstracdo: Consideremos uy, = [uo, ..., u,]| 0 vetor solugdo da equagao (3.8), de

tal forma que
un(w) = D uil;(@)
5=0

¢ uma aproximacao da solucao exata pelo método da colocacao e esta aproximacao existe

para n suficientemente grande, conforme a Proposigdo 3.2.5.



Capitulo 3. Resolugdo Numérica da Equagao Integro-Funcional

64

Notemos que
En,r < ||U,* - uh||oo+||uh - U(T)HOO

Dado € > 0, ainda pela Proposicao 3.2.5, existe ng € N tal que

lu* — up o< % se n > ng.

Ja a segunda parcela de (3.25), pela Observacao 3.2.7, satisfaz
er = Jlup — u o= flun — ul|oc-
Por (3.23), temos que ¢, — 0 quando r — oo, logo existe ry > 0 tal que
€
lun — u"|| o < 3
Usando (3.26) e (3.27) em (3.25), temos que

enyr < €, desde que n >mnger >,

como queriamos provar.

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Capitulo 4

Experimentos Numéricos

Neste capitulo aplicaremos o método proposto na Se¢ao 3.1 sobre algumas equagoes
integro-funcionais da forma (3.2). Procuramos utilizar exemplos que possuissem uma
solugao exata a fim de avaliarmos melhor a convergéncia do método a partir do erro global
en,r definido em (3.24).

Apresentaremos trés exemplos, cada um deles com um objetivo especifico e apresen-
tando uma nao linearidade diferente. No exemplo da Secao 4.1 apresentado no trabalho em
Azevedo, Rocha e Oliveira (2017) tem a fun¢ao f sendo quadratica e o kernel exponencial.
Este exemplo foi construido a partir da equacao 3.2-1 em Poluanin e Manzhirov (1998).
No exemplo da Se¢ao 4.2 consideramos a funcao f do tipo raiz cibica e kernel linear por
partes. Neste exemplo, a solucao exata estara contida no espago V,,. Na Secao 4.3 vamos
considerar o exemplo proposto por Kumar e Sloan (1987), em que a fungao f é exponencial

e o kernel é quadratico por partes.

Em todos os exemplos, o espago de projecao sera o conjunto das fungoes continuas
lineares por partes, denotado por P;([a,b]). As fungoes de Lagrange, base para o espago

Pi([a,b]), foram construidas de acordo com o Exemplo 1.3.3,

Tip1 — X4

(@) =8 P20 e (4.1)
Ti — Ti—1
0 se & & [Ti—1, Tit1).

4.1 Funcdo Quadratica

Consideremos [a, b] = [0, 47] e a equagdo integro-funcional (3.2) da seguinte forma

u(@) = —acos?(z)+ <2a ! ;AQ) cos(x)+ (; - @) +a ( /0 T o=y () dy)2 . (4.2)
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Alz—yl

onde o kernel é k(z,y) =e e a funcdo nao linear f(z,y) = ay?, com pardmetros \ e

a, respectivamente. A fungao g(x) é dada por

o(2) = —aco(z) + <2a . ‘5;2) cos(z) + (; - a) |

de modo que a equagdo (4.2) possui uma solucao exata dada por:

1

=93 [—(1 4+ X?) cos(z) + X?].

Uez ()

O parametro « controla a nao linearidade do problema no sentido de que pondera f em
(2.12), enquanto o pardmetro A estd relacionado com o comprimento de correlacado do
kernel k. Se |A| for grande, entdo k(z,y) decai mais rapidamente para zero a medida que
|z — y| aumenta, o que exige uma discretizagao mais fina. Vejamos este comportamento na

Figura 1, que apresenta graficos do kernel k em [0, 47| x [0, 47] para diversos valores de \.

1,,
1
0.8-
08
0.6-
06 N
N 0.4
0.4-
0.2
0.2
; 6.28 ; > 628 ° vO2 ge 1256 OXx
v 12.56 12.56 “x ' '
(a) A= —2 (b) A = —10
1,,
0.8~
06-
N
04-
0.2-
6.28 . 16.28 x
y 12.56 12.56
(c) A= —100

Figura 1 — Gréficos do kernel k(z,y) = exp(A|z—y|) em [0, 47] x [0,47]. (a) A = =2, (b) A = —10
e (c) A = —100.
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Para calcular as integrais (3.7) que fornecem os elementos da matriz K vamos
fazer uma aproximagao utilizando quadraturas Gaussianas em cada intervalo [x; 1, z;]. O

objetivo é que o erro cometido nesta quadratura nao influencie no resultado da solucgao.

Para determinar quantos pontos de integracao sao necessarios, vamos estimar a partir
de quantos pontos a adicao de pontos adicionais deixa de afetar o valor das integrais.
Como referéncia, utilizaremos a norma da matriz K. A Figura 2 exibe o valor de ||K||~
em func¢ao do ntimero de pontos de integracao n;,;. Para todos os valores do parametro
A considerados, ndao houve variagio significativa de ||K|| a partir de n;,; = 6. Por este

motivo, utilizaremos n;,; = 6 nesta se¢ao.

10° [ 6605 6 6
+/'rl "+
107}
2
N4
=107
0 4 8 12 16

Nint

Figura 2 — Norma da matriz K associada ao kernel k(z,y) = exp(A|lz — y|).

Seja r o numero de iteragoes do método de Picard e n o niimero de intervalos da
discretizagao uniforme do intervalo [0, 47]. A seguir, estudamos como o erro global depende
de r, n, e dos parametros A e a. Em todos os testes tomamos como aproximacao inicial a

fungao constante ug(x) = 2 para as iteragoes de Picard.

Iniciamos com a andlise da convergéncia de acordo com o nimero de iteracoes r, que
estd representada na Figura 3. Fixamos os pardametros A = —10 e a = 0.1 e 1. Admitimos
as quantidades de pontos da malha n = 50, 100, 500 e 1000. De acordo com as Figuras
3a (e =0.1) e 3b (a = 1), o método de Picard converge para uma solugdo aproximada
cujo erro diminui com o aumento de n. Quando a = 0.1 o método é convergente, basta
ver que o erro estabiliza aproximadamente para iteragoes r > 5. Para v = 1 também tem
convergéncia, embora precise de mais iteragoes para obter a estabilidade. Além disso, para

a =1 os erros apresentados sao maiores.
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~ =50
—+n=100
-=o-n=500
n=1000
107 ’
6 ‘ ‘ .
10 0 10 ZTO 30 40
(a) A=—-10ea =01
N —n=50
. \*\* —+n=100
10° t "\%-,\m -o-n=>500
SN n=1000
N
e
1072
107" ’
-6 ‘ ) .
10 0 10 2r0 30 40

)y A=-10ea=1

Figura 3 — Erro global em termos do nimero de iterages r (Problema 4.1).

Agora vejamos a andalise da convergéncia do método de acordo com o pardmetro
refinamento da malha, n. Na Figura 4, variamos o parametro n supondo o nimero de
iteragoes r = 2, 10, 25 e 50. Fixamos novamente os parametros a =0.1e 1 e A = —10.
Para um nimero de iteragoes suficientemente grande os erros decaem rapidamente a

medida que refinamos a malha.
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Figura 4 — Erro global em termos do nimero de intervalos n da discretizagao (Problema 4.1).

Observamos que o parametro « interfere no comportamento da solu¢gao numérica. No

entanto veremos que o parametro \ também pode interferir. Na Figura 5, apresentamos o

comportamento da solugao numérica variando A no intervalo [—10, —0.2] e consideremos

os casos em que n = 500, e admitimos r = 2, 10, 20 e 40 iteracoes para cada caso.

A Figura 5 mostra que se |A|< 2 as solugoes apresentam erro maior. Porém se |A|> 2

notemos que os erros crescem a medida que A for maior. Fizemos testes com |A|> 10 e os
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—r=2
10° -|——r=10 |
=20 '
r=40
<107°F
IS SO
S e—
107 el
| | | | | | ! : ‘\
0 -9 8 -7 -6 5 4 3 =2 4 0

Figura 5 — Erro global em termos do pardmetro A (Problema 4.1). Admitimos o = 0.1.

erros cresceram. Estes valores sdo apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Erro global considerando ov = 0.1, n = 500 e r = 20 (Problema 4.1).

A Cn.r
-10 0.000336232609091
-100 | 0.003985016436447
-1000 | 0.048265106666473
-10000 | 0.285008983193370

Ja na Figura 6 analisamos o impacto da escolha de « sobre os valores presentes no

intervalo [0, 3]. Note que quando v > 1 (mais precisamente o > 2.5) o método diverge.

4 —r=2
10 | +r=10 :
=r=20
) r=40
10" :
$10° - .
107 .
10_4 | | | | |

Figura 6 — Erro global da solugdo numérica em termos do parametro o (Problema 4.1). Admiti-
mos A = —10.

Pela expressio de f(z,y) = ay? temos que f é localmente Lipschitziana e a constante
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de Lipschitz 5 é diretamente proporcional a «. Desta forma, o que pode ter provocado
a divergéncia do método é o fato que fazendo o > 2.5 teremos 73| K ||> 1, violando a

condigao (¢').

Por (3.25) o erro global, e, ,, é a soma do erro dado pelas iteragdes de Picard, e,, e
do erro dado pela aproximacao obtida pelo método da colocagao, ||u* — up|/s. Como f é
diferenciavel, temos pelo Teorema 3.2.3 e a Proposi¢ao 3.2.6 que o erro da aproximagao do
método da colocagao tem a mesma taxa de convergéncia do erro da interpolacao utilizada.
Como estamos usando fungoes lineares por partes, conforme a Proposi¢ao 1.3.6, temos
que ordem de convergéncia é no maximo 2. J& o erro das iteragoes de Picard, por (3.23),
assim como sua “rapidez” da convergéncia, depende da constante de Lipschitz M. Em
(3.22) temos que

M = 1||K||w-

Portanto, M depende da constante 75 (constante de Lipschitz em relagao a segunda variavel
da fungao f, logo depende de a) e depende do valor da norma || K ||o (logo depende de \).
Desta forma, escolhendo « e A adequadamente, tal que M < 1 garantimos que e, converge
para zero. Portanto o erro global e, , terd uma ordem de convergéncia proporcional a

ordem de convergéncia da interpolacao utilizada.

Conforme foram definidas as fungoes k e f, a variacao dos parametros de a e A podem
interferir sobre as condigoes (a’) — (e’), principalmente as condigoes (d') e (¢'). No entanto,
a equagao integral (4.2) continua tendo soluc¢ao, o que nao contradiz o Teorema 2.1.5,
visto que (a') — (¢') sdo condigoes suficientes para a existéncia da solugdo. J4 a solucao
numérica, as condigoes (d') e (¢') sdo também condigoes necessdrias para a convergéncia

do método numérico.

Para concluir este exemplo, estimamos a ordem de precisao p do erro global e, ,
associado ao tamanho da discretizagao n depois de r iteragoes. Por defini¢ao, a ordem de

convergéncia p satisfaz a relagdo com o erro para cada r suficientemente grande
eny = €, ~ Chb,
onde C' > 0 e h,, = (b — a)/n. Desta forma, podemos calcular p da seguinte forma:

log(en/en 1)

P RS T n>2 (4.3)
" log(hy /hy—1)

onde e, = ||ty — teg||/||ttez|| é 0 erro global. Esta férmula é somente para testes em que

¢é conhecida a solugao exata e usada para comprovar a ordem de convergéncia. Mas nao

tem vantagem prética. No entanto, Davis (1983) e Roache (1998), apresentam uma outra

forma de estimar a ordem de convergéncia p associado a h,, sem uso da solucao exata:

o Joa(lnnaf) = a2 —walwd) o

pi,n log(hn_l/hn) ?
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Como esta estimativa depende da malha, consideraremos a ordem ao longo do intervalo

como a menor das ordens, ou seja,

0<i<ng,

Na Tabela 2 apresentamos os resultados dos calculos das ordens de convergéncia
obtidas e os dados sugerem que ambas, p e p, tendem a 2.
Tabela 2 — Estimativas da ordem de convergéncia p obtidas pelas férmulas (4.3) e (4.5)

considerando A = —10, a = 0.1 e com r = 10 iteragoes (Problema 4.1). Na
férmula (4.3) foi usada a norma ||-||ec.

n | A [ » [ P |
10 | 1.25664 — —

20 | 0.62832 | 1.55623 —

40 | 0.31416 | 1.91185 | 1.83072
80 | 0.15708 | 2.01779 | 1.95607
160 | 0.07854 | 2.00764 | 1.98843
320 | 0.03927 | 1.99814 | 1.99704
640 | 0.01963 | 1.99841 | 1.99925
1280 | 0.00982 | 1.99876 | 1.99981
2560 | 0.00491 | 1.99779 | 1.99995

4.2 Funcao Raiz Cibica

Nesta secao, consideremos a fungao f(z,y) = yl/ 3 e tomamos
g(z) =6z — (22° — 3z + 2)1/3
tal que a equagao

ute) =g(o)+ £ (o [ o= sluts) ay) o€ 0.1} (46)

tenha a solugdo exata u(z) = 6z.

Adotemos as mesmas condi¢oes da Se¢ao 4.1 para aplicar o método da colocagao
e nas iteragoes de Picard. Na equagao integral (4.6) o kernel é uma fungao continua por
partes, k(z,y) = |z — y|. Considerando o espago de projegoes sendo as fungoes continuas
lineares por partes a integracao do problema é realizada sobre func¢oes continuas lineares
por partes. Assim, iremos considerar a quadratura Gaussiana sobre cada subintervalo

[z;_1,2;] com um sé ponto (N, = 1).

Na Figura 7 vemos o comportamento do erro global e, , a medida que r cresce.

Fixamos n = 50, 100, 500 e 1000. Notemos que as iteracoes sucessivas tendem a uma
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estabilidade do erro. Assim como na Figura 3, quanto maior o refinamento da malha menor

serd o erro global e,, .

B —n=28
-1 ‘ —+n=16
10 + on=32 ]
n=>64
0
§
1072 :
E
10+ 3
107 :
0 5 10 15 20

Figura 7 — Erro global em termos da quantidade de iteragoes r (Problema 4.2).

Na Figura 8 vemos o comportamento do erro global e, , a medida que n cresce.
Fixamos r = 2,5, 10 e 20.

‘77’: 2
ol —+r=5 |
10 =-r=10
r=20
107 :
2o |
~—
10°  «© :
107 ‘ ‘ ‘ SO
0 200 400 n 600 800 1000

Figura 8 — Erro global em termos do niimero de pontos da discretizagao n (Problema 4.2).

Notemos que quando n cresce o erro global e,,, decresce. Comparada com a Figura 4,
a Figura 7 revela que para este problema o método atinge mais rapidamente a solugao

exata, o que decorre do fato do kernel ser melhor representado.
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Desta forma, obtemos neste exemplo o comportamento esperado para o erro global
enr. Para concluir, na Tabela abaixo ¢ apresentado a ordem de convergéncia usando a

férmula 4.3.

Tabela 3 — Estimativas da ordem de convergéncia p obtida pela formula (4.3) e com r = 20
iteragoes (Problema 4.2).

n h Enr P

2 | 0.50000 | 3.93526e-02 —

4 | 0.25000 | 1.00450e-02 | 1.96999
8 | 0.12500 | 2.52335e-03 | 1.99306
16 | 0.06250 | 6.31603e-04 | 1.99825
32 | 0.03125 | 1.57949e-04 | 1.99956
64 | 0.01563 | 3.94902¢-05 | 1.99989

4.3 Funcao Exponencial

Consideremos a equagao integro-funcional (3.2) da seguinte forma

ute) = exp ([ kepulo) ) (@7)

com o kernel

_ ) y=2) y<u,
il 7y)_{—x(1—y) Yy > x.

A solugao exata para este problema é dada por

ey L 1
w(z) = g et cos(c(z —3)/2)’

onde ¢ é a solucdo da equacio c/cos(c/4) = /2. Esta equacio foi obtida através de
uma mudanca de varidvel sugerida no artigo de Kumar e Sloan (1987) para equagoes de

Hammerstein. Sua equacao original tem a forma

o(@) = [ Kr.)espl(oly) dy (1.9

e fazendo a mudanga de variavel u(x) = exp(v(z)) obtemos (4.7).

Novamente, como no Exemplo 4.1, vamos supor como aproximagcao inicial a fungao
constante ug(x) = 2 para o método de Picard. Como o kernel é uma fungao bilinear por

partes, utilizaremos a quadratura Gaussiana com dois pontos (n;,; = 2).

Na Figura 9 apresentamos o comportamento do erro global e,, a medida que

aumentamos a quantidade n de intervalos da malha. Fixamos r =5, 8, 12 e 20.
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Figura 9 — Erro global em termos da ntimero de intervalos da malha n (Problema 4.3).

Na Figura 10 apresentamos o erro global e, , para as nimero de intervalos da malha

n =38, 16, 32 e 64 e o comportamento quando aumentamos a quantidade de iteragoes.

—+n=16
\ =-n=32
1072 n=64
g\
107" :
107 : : : : -
0 5 10 20 25 30

Figura 10 — Erro global em termos do ntimero de iteragoes r (Problema 4.3).

Pela Figura 10 as iteragoes sucessivas tendem a uma estabilidade do erro. Como nos

exemplos anteriores, quanto maior o refinamento da malha menor serd o erro global e, ,,

de acordo com a Figura 9.

Visando comparar os resultados aqui obtidos com os resultados apresentados na
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Tabela I de Kumar e Sloan (1987), na Tabela 5 apresentamos os erros a medida que

aumentamos n além da ordem de convergéncia, calculada pela férmula (4.3).

Tabela 4 — Estimativas da ordem de convergéncia p e do erro na norma ||-||o. (Problema

4.3)
] n ‘ h iteragoes ‘ erro [|u* — u™]| ‘ ordem p ‘

2| 0.50000 8 3.37677e-03 —

41 0.25000 9 8.66958e-04 1.96161
8 | 0.12500 9 2.24651e-04 1.94827
16 | 0.06250 9 5.72966e-05 1.97117
32 | 0.03125 9 1.44250e-05 1.98988
64 | 0.01563 9 3.62225e-06 1.99361

Com o intuito de verificar quantas iteragoes s@o necessarias para que as aproximagoes

r+1)

sucessivas u(™ e u! sejam suficientemente préoximos fizemos um teste de parada quando

implementamos as iteragdes. Pelas condigoes observadas da Figura 10 fizemos um teste de

r+1)

parada com ||u u" oo < 1078, Este resultado é apresentado na coluna “iteracoes”.

A partir da Tabela 5 temos que 9 iteragoes sao suficientes para obter o erro global na
casa de 107% e que a ordem de convergéncia do método é 2. Comparando com o trabalho
de Kumar e Sloan (1987), os nossos resultados foram similares referentes ao erro e ordem

de convergéncia.

Agora verificaremos que a escolha da quadratura nao interfere no erro global do mé-
todo, ou seja, considerando um outro método de integracao nao alterara o comportamento
do erro global. Para isso, vamos aplicar a formula do trapézio composta para comparar

com a quadratura Gaussiana.

Na regra do trapézio os nés da quadratura sao os mesmos da discretizacao uniforme
e 0s pesos sdo wy = w, = h/2 ew; =h, j =1,...,n— 1. Na Figura 11, assim como a
Figura 10, vemos o comportamento do erro global e, , em funcao de r para n fixado em

8, 16, 32 e 64, porém usando a regra do trapézio para calculas as integrais envolvidas.

Notemos que e, , tem comportamento andlogo na Figura 10. Para concluir vemos na

Tabela 5 que a ordem de convergéncia também tende a 2 no método do trapézio.
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Figura 11 — Erro global em termos do nimero de iteragoes r usando a regra do trapézio para a
integracao numérica. (Problema 4.3).

Tabela 5 — Estimativas da ordem de convergéncia p e do erro e, ,, quando usado regra do

trapézio para aproximar as integrais (Problema 4.3).

’ n \ h En.r \ ordem p ‘
2 | 0.50000 | 1.71846e-03 —
41 0.25000 | 4.48949¢-04 | 1.93649
8 1 0.12500 | 1.13570e-04 | 1.98297
16 | 0.06250 | 2.84781e-05 | 1.99566
32 | 0.03125 | 7.12495e-06 | 1.99890
64 | 0.01563 | 1.78162e-06 | 1.99969
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

A teoria sobre equacOes integro-funcionais, cujo desenvolvimento se iniciou nos
trabalhos de Banas (1989) e Emmanuele (1991), foi significativamente ampliada nesta tese.
Abordamos o tema de forma tedrica e computacionalmente com resultados que expandem

os trabalhos existentes na literatura.

Do ponto de vista analitico, provamos existéncia e unicidade de solucao para a equacao
integro-funcional sobre os espacos de fungoes LP([a,b]) em todos os casos: 1 < p < oo.
Usamos técnicas do ponto fixo ora associadas a teoria de nao compacidade, ora associadas a
teoria de operadores continuamente completos ou ainda associadas a teoria de aproximagoes
sucessivas. Os novos resultados para L? também foram estendidos para uma equagao integro-
funcional ainda mais geral, que inclui uma nao linearidade em relacao a u no integrando,

equagao (2.17).

Do ponto de vista numérico, propusemos o uso do método da colocagao para aplicar
na equacao integro-funcional e para resolver o sistema obtido usamos iteracoes de Picard.
Comprovamos os resultados tanto quanto teoricamente, através da demonstracao da
convergéncia do método, e quando experimentalmente, por meio de exemplos em que as
solugoes exatas sao conhecidas. Para a demonstracao da convergéncia da solugao numeérica,
utilizamos como pressupostos as mesmas hipdéteses da existéncia de solucdo em L™ e
provamos a convergéncia sobre o espaco das fungoes continuas. Os experimentos serviram
também para comprovarem os resultados tedricos. Durante os testes obtivemos tendéncia a
ordem de convergéncia igual a 2. Esta ordem de convergéncia ¢ muito comum nos trabalhos
direcionados & equagoes integrais nao lineares de Urysohn e Hammerstein. Além disso, o

custo computacional foi pequeno nos experimentos realizados.

Como na literatura nao existem muitos trabalhos com ensejo numérico, especifica-

mente, para equagoes integro-funcionais da forma (3.15), entdo pouco podemos comparar
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com resultados existentes. No entanto, os experimentos numéricos apresentaram resultados

satisfatérios e dentro do esperado da analise de convergéncia.

5.2 Trabalhos Futuros

O tema proposto neste trabalho pode continuar a ser explorado em diversas diregoes:

e Verificamos numericamente que a taxa de convergéncia teodrica foi observada também
com a regra do trapézio. Isto indica que deve ser possivel estender a analise para o método
de colocagao discreto, de modo anélogo ao trabalho de Kumar (1988). A regra do trapézio
é uma alternativa interessante por apresentar um custo computacional menor que o da

quadratura gaussiana;

e Os experimentos numéricos também sugerem que a condigdo de Lipschitz global poderia
ser relaxada: embora a andlise apresentada generalize os resultados classicos em que se
admite continuidade, a continuidade das fungoes k, g e f pode ter contribuido para o bom

funcionamento do método;

e Ainda sobre o ponto anterior, a anélise desenvolvida para espagos L”([a, b]), sobretudo
com p = 2, pode ser util no estudo da convergéncia do método de Galerkin para a equacao

integro-funcional;

e Uma alternativa para melhorar a ordem de convergéncia ¢ utilizar espacos de projecoes
como sendo fungoes polinomiais continuas por partes. No entanto, mais exigéncias podem
ser consideradas sobre a equacgao, como apresentado por Maleknejad, Mollapourasl e Mirzaei

(2014) que usam espagos de projecao sendo as fungdes ciibicas por partes B-splines.
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