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Resumo

Nesta tese são estudadas as equações integro-funcionais, uma classe de equações integrais

de Fredholm não lineares de segunda espécie, tanto do ponto de vista analítico quanto

numérico. No que diz respeito aos aspectos analíticos, apresentamos condições que garantam

existência e unicidade de soluções destas equações integrais sobre os espaços Lp([a, b]), com

p ≥ 1. As principais bases para obter os resultados de existência foram teoremas do ponto

fixo, técnicas de medida de não compacidade e propriedades de operadores compactos.

Em relação à aproximação numérica, consideramos uma aproximação para a solução da

equação integral não linear pelo método da colocação com a base de funções contínuas por

partes. Regras de integração numérica são utilizadas para discretizar as integrais presentes

no sistema algébrico resultante. Este sistema é resolvido iterativamente com o algoritmo de

Picard. Demonstramos a convergência do método da colocação, assim como determinamos

a ordem de convergência. Por fim, através de experimentos numéricos, procuramos ilustrar

os resultados preditos pela análise.

Palavras-chave: Equações Integrais de Fredholm não Lineares, Teoremas do Ponto Fixo,

Método da Colocação, Iteração de Picard.



Abstract

This thesis concerns functional integral equations, a class of nonlinear Fredholm-type

integral equations of the second kind. These equations are studied from both the analytical

and the numerical points of view. Regarding analytical aspects, we present conditions for

existence and uniqueness of solutions to the integral equations over Lp([a, b]) with p ≥ 1.

These results are based on fixed-point theorems, non-compactness measure techniques

and properties of compact operators. For the numerical approximation, we consider the

collocation method with piecewise continuous basis functions. Numerical integration tech-

niques are employed to discretize the integrals of the resulting nonlinear algebraic system.

This system is iteratively solved with the Picard algorithm. We prove the convergence of

the collocation method and determine the convergence order. Finally, we provide some

numerical examples to illustrate the predicted theoretical results.

Keywords: Nonlinear Fredholm Integral Equation, Fixed Point Theory, Collocation

Method, Picard Iteration.
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Introdução

A teoria das equações integrais tem sido um campo de pesquisa ativo por muitos anos

e suas aplicações têm grande relevância na matemática. Vêm sendo usadas em modelos

matemáticos para muitas e variadas situações físicas, assim como reformulações de outros

problemas matemáticos.

Em diversas áreas de pesquisa podemos encontrar temas que se relacionam com

equações integrais. Na análise funcional, como nos trabalhos de Figueiredo e Gupta (1973),

Dolph (1949), Krasnoselskii (1964), Krasnoselskii e Zabreiko (1984), os autores pautam suas

teorias num estudo analítico das equações integrais considerando-as operadores definidos

sobre espaços de funções. A análise de métodos numéricos para estas equações tem sido

essencial também na matemática aplicada, destacando-se os métodos de projeções. Além

disso, observa-se o surgimento de aplicações das equações integrais nas formulações tipo

BIE (Boundary Integral Equations), nos problemas inversos e de dinâmica dos fluidos

(Sauter e Schwab, 2011; Hansen, 1998; Canuto, Hussaini, Quarteroni e Tang, 1987).

A motivação inicial deste trabalho surgiu justamente de um problema de meios

porosos que envolveu uma equipe de pesquisadores vinculados a um projeto do Laboratório

Nacional de Computação Científica (LNCC), dentre eles o professor orientador. Nos

trabalhos Le, Moyne, Murad e Lima (2013), Rocha, Murad, Moyne, Oliveira e Le (2016) as

equações integrais não lineares foram usadas para descrever a generalização de distribuição

de íons de Poisson-Boltzmann em modelos para meios porosos expansivos.

Intuitivamente uma equação integral possui como solução uma função e sua equação

normalmente é dada implicitamente envolvendo uma integral. O estudo de equações

integrais busca garantir a existência e unicidade de soluções, além de questões como

regularidade e estabilidade. Existem várias classes de equações integrais, dentre as quais

destacamos as equações integrais de Fredholm de segunda ordem, ver Atkinson (1997). A

expressão da forma linear é:

u(x) = g(x) +
∫

D
k(x, y)u(y)dy, x ∈ D, (1)

com D um subconjunto fechado e limitado em R
d, d ≥ 1. As funções k(x, y) e g(x) são

dadas. A função k(x, y) é chamada de kernel (ou função kernel).

A literatura sobre equações integrais lineares encontra-se bem consolidada. Um
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panorama dos trabalhos realizados pode ser encontrado, por exemplo, nos livros de

Atkinson (1997) e de Hackbusch (1995).

As equações integrais de Fredholm não lineares podem ser escritas da forma geral

como

u(x) = g(x) + (Hu)(x),

onde H é um operador não linear. Dois importantes tipos de equações não lineares são as

equações de Urysohn e Hammerstein. A forma geral da equação integral de Urysohn é

dada como

u(x) = g(x) +
∫ b

a
k(x, y, u(y)) dy, x ∈ [a, b], (2)

e Hammerstein é um caso particular da equação de Urysohn (2):

u(x) = g(x) + (Kf(u))(x), x ∈ [a, b], (Kv)(x) =
∫ b

a
k(x, y)v(y) dy. (3)

Ambas equações de Urysohn e de Hammerstein vêm sendo muito bem estudadas do

ponto de vista tanto analítico quanto numérico nas últimas décadas. Em Dolph (1949), são

apresentados resultados analíticos para equação de Hammerstein para um caso particular

quando o kernel é degenerado e simétrico. Casos mais gerais foram tratados em Figueiredo

e Gupta (1973) usando métodos variacionais. Muitos outros trabalhos surgiram sobre

existência da solução, boa parte deles usando teorias da análise funcional para provar a

existência de soluções baseadas principalmente nos teoremas de ponto fixo e técnicas de

medida de não compacidade, como por exemplo, (Banaś, 1989; Ibrahim, 2009) e (Karoui,

2005). Embora estes três trabalhos usem a mesma técnica, Banaś (1989) determina a

existência de soluções monótonas e integráveis, enquanto Ibrahim (2009) e Karoui (2005)

determinam soluções contínuas. Ainda usando o teorema do ponto fixo (porém para os

espaços Lp), Karoui e Jawahdou (2010) e Nadir e Gagui (2014) provaram existência e

unicidade de soluções para as equações de Hammerstein nestes espaços.

Do ponto de vista numérico, um método muito comum utilizado nos trabalhos

científicos para obter soluções aproximadas para as equações de Urysohn e Hammerstein é

o da colocação, onde tais soluções são obtidas com o uso de técnicas de projeções. Aqui

podemos citar referências como Atkinson (1997), Atkinson e Flores (1993), Kumar e Sloan

(1987) e Maleknejad, Derili e Sohrabi (2008), cada trabalho com uma certa especificidade.

Atkinson e Flores (1993) aplicam o método da colocação para resolver as equações de

Urysohn, em particular o método de Nystron, no qual as integrais também são resolvidas

numericamente e são obtidos resultados de superconvergência. Kumar e Sloan (1987)

utilizam uma mudança de variável sobre a equação de Hammerstein e aplicam o método

da colocação sobre esta nova equação, visando reduzir o número de avaliações do operador

integral. Maleknejad, Derili e Sohrabi (2008) analisam o método da colocação iterativo

para a equação de Urysohn.
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Uma variação das equações integrais de Hammerstein, no qual a função f inverte

com o operador integral K, sendo ainda uma equação integral de Fredholm não linear é

da forma

u(x) = g(x) + f(x, (Ku)(x)), x ∈ [a, b], (4)

e foi apresentada em (Banaś e Knap, 1989; Emmanuele, 1991) e denominada equação

integro-funcional. Posteriormente, Kauthen (1997) e Anello (2006) estudaram equações

semelhantes a (4), que foram denominadas equações integrais implícitas.

Apesar das equações integrais terem sido exaustivamente estudadas, principalmente

ao longo do século XX, as equações integro-funcionais, não apresentaram uma discussão

maior na academia, principalmente em propostas de métodos numéricos.

Seguindo os mesmos princípios das demais equações integrais não lineares, Emmanuele

(1991), Emmanuele (1992), Banaś e Knap (1989) e Banaś e Sadarangani (2013) apresentam

resultados de existência de soluções para equações integro-funcionais como aplicações

dos teoremas do ponto fixo. Banaś e Knap (1989) estabelecem a existência de soluções

integráveis monótonas para a equação integral (4) sobre o espaço L1([a, b]), com [a, b] =

[0, 1], usando técnicas de medidas de não compacidade. Já Emmanuele (1991) expande

este resultado dispensando as hipóteses de monotonicidade e aplica técnicas para obter

continuidade fraca e depois aplica o teorema do ponto fixo de Schauder. Posteriomente,

Emmanuele (1992) estudou, com praticamente as mesmas técnicas, uma equação integro-

funcional mais geral que consiste numa combinação das equações integro-funcional e de

Hammerstein. No entanto os resultados são para soluções em L1([0, 1]). Recentemente,

Banaś e Sadarangani (2013) apresentam uma revisão de resultados de existência para

vários tipos de equações funcionais, diferenciais e integrais. Em particular, usam técnicas

associadas a medida de não compacidade e ilustram aplicações em provar existência para

algumas equações integro-funcionais, porém seus resultados são obtidos sobre o conjunto

das funções contínuas.

Em relação aos estudos numéricos para a equação integro-funcional (4) há poucos

trabalhos na literatura, principalmente quanto a análise da convergência numérica. Adibi e

Rismani (2010) aplicam o método espectral com base de Legendre sobre a equação integro-

funcional e apresentam experimentos que comprovam a eficiência do método, porém não

demonstram analiticamente a convergência da solução obtida pelo método. Já Maleknejad,

Mollapourasl e Mirzaei (2014) apresentam tanto comprovação teórica da convergência da

solução numérica como também através de exemplos. Os autores combinam o método

iterativo de Picard com funções B-splines cúbicas semiortogonais para obterem a solução

numérica.

O objetivo desta tese é buscar uma análise teórica e numérica para as equações

integro-funcionais com uma vertente diferente dos trabalhos existentes na literatura. A

proposta se dará em duas linhas. Em termos analíticos, apresentaremos resultados de
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existência e unicidade de soluções sobre o espaço de funções Lp([a, b]), sob hipóteses

distintas para p = 1, 1 < p < ∞ e p = ∞. Usaremos técnicas semelhantes às utilizadas

nos trabalhos de Karoui e Jawahdou (2010), Nadir e Gagui (2014) nos quais os autores

aplicam, respectivamente, os teoremas dos ponto fixo de Schaefer e aproximações sucessivas

para provar a existência de soluções. Em termos numéricos, apresentaremos um método

iterativo aplicado às equações integro-funcionais de Fredholm (4) e provaremos a sua

convergência sob, essencialmente, as mesmas hipóteses do problema contínuo. O método

iterativo é uma combinação do método da colocação aplicado à equação integro-funcional

resultando num sistema de equações não lineares que são então resolvidos utilizando

o método iterativo de Picard. Apesar do uso frequente desses métodos nos trabalhos

encontrados na literatura, pouco se encontra sobre os estudos de convergência no contexto

de equação integro-funcionais. Com isso, buscaremos verificar os resultados analíticos

desenvolvidos, com experimentos numéricos, exemplificando o uso do método proposto

e verificando sua eficácia. Uma questão que vale ressaltar é que as mesmas hipóteses

consideradas para provar a existência da solução de forma analítica serão utilizadas para

verificar a convergência da solução numérica.

Inicialmente, faremos uma breve revisão de equações integrais, localizando nosso

objeto de estudo, continuando com as principais teorias de análise funcional, destacando

definições de operadores compactos e os principais teoremas de ponto fixo que usaremos

ao longo dos demais capítulos. Além disso, apresentaremos um breve resumo dos métodos

numéricos sobre os problemas de interpolação, integração numérica e os métodos de

projeção, destacando o método da colocação tão usado na literatura e que por sua vez

também aplicaremos na equação integro-funcional.

Com esta vertente de trabalhar duas linhas, teórica e numérica, organizamos o

nosso trabalho da seguinte forma: No Capítulo 1, fizemos um texto com preliminares

tanto da base de análise matemática quanto da análise numérica. No Capítulo 2, dando

destaque aos resultados teóricos, apresentamos teoremas sobre a existência e unicidade

de soluções sobre o espaço Lp([a, b]), 1 ≤ p ≤ ∞, principalmente para p > 1 por se

tratarem de resultados novos. No Capítulo 3, apresentamos um método numérico para a

resolução das equações integro-funcionais de Fredholm (4) e provamos sob certas condições

a convergência da solução. A fim de verificar os resultados no Capítulo 4 fizemos alguns

experimentos numéricos e no último capítulo apresentamos nossas considerações finais e

perspectivas futuras de trabalho.
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Capítulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capítulo revisaremos os conceitos iniciais de equações integrais, os principais

resultados teóricos e os métodos numéricos, fundamentais para o desenvolvimento deste

trabalho. Apresentaremos os conceitos e principais teoremas de análise real, análise

funcional e análise numérica que utilizaremos nos capítulos seguintes.

1.1 Equações Integrais

Vamos recordar o exemplo da análise de equações diferenciais ordinárias. Considere

o problema de valor inicial

u′(x) = f(x, u(x)), u(x0) = u0. (1.1)

Integrando de x0 a x reduzimos à equação integral

u(x) = u0 +
∫ x

x0

f(s, u(s))ds, x ∈ I. (1.2)

Uma das razões para a reformulação (1.2) é o interesse para provar a existência e unicidade

de soluções que é mais apropriado do que (1.1), Brauer e Nohel (1973). De modo geral, uma

equação integral é uma equação com uma função desconhecida u. As equações integrais

são classificadas por várias propriedades, que são listadas a seguir.

Quanto ao domínio de integração, há duas classes fundamentais:

Equação integral de Fredholm: No caso unidimensional, a integral é tomada ao longo

de um intervalo [a, b] fixo, de uma semireta ou de toda reta. E, de forma mais geral, a

integral é definida sobre um subconjunto fixo (não necessariamente limitado) do R
d.

Equação integral de Volterra: A integral é tomada sobre um domínio definido em

termos da variável independente do problema (como o problema (1.2)).

Outra classificação é quanto à forma em que aparece a função incógnita:
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Equação Integral de primeira espécie: A função desconhecida aparece apenas no

integrando.

Equação integral de segunda espécie: A função desconhecida aparece também fora

da integral.

Podemos também distinguir por equações integrais lineares e por equações

integrais não lineares, dependendo se a equação é ou não linear em relação à função

desconhecida u.

Para ilustração, damos uma série de exemplos, onde g(x) e k(x, y) são funções

conhecidas e a função u(x) é a função a ser determinada.

Equação integral linear de Fredholm de primeira espécie:

g(x) =
∫ b

a
k(x, y)u(y)dy para x ∈ [a, b]. (1.3)

Equação integral linear de Fredholm de segunda espécie:

u(x) = g(x) +
∫ b

a
k(x, y)u(y)dy para x ∈ [a, b]. (1.4)

Equação integral linear de Volterra de primeira espécie:

g(x) =
∫ x

a
k(x, y)u(y)dy para x ≥ a. (1.5)

Equação integral linear de Volterra de segunda espécie:

u(x) = g(x) +
∫ x

a
k(x, y)u(y)dy para x ≥ a. (1.6)

Equação integral não-linear de Fredholm de segunda espécie:

u(x) = g(x) +
∫ b

a
k(x, y, u(x), u(y))f(x, u(y))dy para x ∈ [a, b]. (1.7)

ou

u(x) = g(x) + f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)u(y)dy

˙

para x ∈ [a, b]. (1.8)

onde f(x, y) é uma função não linear que satisfaz certas propriedades a serem explicitadas

posteriormente para a garantia de existência da solução.

Algumas subclasses especiais de (1.7) são a equação de Urysohn

u(x) = g(x) +
∫ b

a
k(x, y, u(y))dy para x ∈ [a, b]. (1.9)

e a equação de Hammerstein

u(x) = g(x) +
∫ b

a
k(x, y)f(y, u(y))dy para x ∈ [a, b]. (1.10)

As equações integrais não lineares de Fredholm de segunda espécie são nosso objeto de

estudo, Capítulo 2 e 3 , principalmente a equação (1.8) que também é denominada equação

integro-funcional.
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1.1.1 Relação entre as equações integro-funcionais e de Hammerstein

No desenvolvimento de um método de colocação para a equação de Hammerstein,

Kumar e Sloan (1987) propuseram uma mudança de variáveis que transforma esta equação

numa equação semelhante à equação integro-funcional (1.8).

Definindo z(x) = f(x, u(x)), segue de (1.10) que

u(x) = g(x) +
∫ b

a
k(x, y)z(y)dy para x ∈ [a, b]. (1.11)

Para eliminar a variável u(x), substitui-se (1.11) em z(x) = f(x, u(y)), o que resulta na

equação

z(x) = f

ˆ

x, g(x) +
∫ b

a
k(x, y)z(y)dy

˙

para x ∈ [a, b]. (1.12)

Note que as equações (1.12) e (1.8) coincidem quando g(x) = 0. A semelhança entre

estas equações sugere que a teoria e métodos de aproximação propostos na literatura para

a equação de Hammerstein podem ser úteis para a equação integro-funcional.

1.2 Conceitos Básicos de Análise

Nesta Seção apresentaremos conceitos importantes para uma melhor compreensão

dos Capítulos subsequentes. Destacamos os Teoremas do Ponto Fixo que servem de base

para a prova de existência de soluções da equações integrais.

1.2.1 Espaço de Banach

Seja X um espaço vetorial sobre R (ou C). Definimos uma norma ‖·‖X ou ‖·‖ sobre

X sendo uma aplicação de X em [0, ∞) que satisfaz os seguintes axiomas:

‖x‖= 0 somente se x = 0 (1.13)

‖λx‖= |λ|‖x‖ para todo x ∈ X, e λ ∈ R (1.14)

‖x + y‖≤ ‖x‖+‖y‖ para todo x, y ∈ X ( desigualdade triangular) (1.15)

O par pX, ‖·‖q chama-se de espaço normado.

Definição 1.2.1. Uma sequência {xn} de pontos no espaço normado (X, ‖·‖) é dita

convergente, se existe um elemento x ∈ X tal que a sequência das normas ‖xn − x‖

converge em R para zero,

‖xn − x‖−→ 0.

Definição 1.2.2. Denotamos por X∗ o espaço dual de X, ou seja, o espaço formado por

todos funcionais sobre X, f : X −→ R.
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Uma sequência {xn} de pontos no espaço normado (X, ‖·‖) é fracamente convergente

se

existe x ∈ X, tal que f(x) = lim
n→∞

f(xn), para todo f ∈ X∗.

Definição 1.2.3. Uma sequência {xn} no espaço normado (X, ‖·‖) é chamada de Cauchy,

se para todo ǫ > 0 existe um número natural N tal que ‖xn − xm‖< ǫ para todo m, n > N .

Toda sequência convergente é também de Cauchy, mas a recíproca nem sempre é

verdadeira.

Definição 1.2.4. O espaço normado (X, ‖·‖) é chamado de espaço completo, se qualquer

sequência de Cauchy em X é também convergente. Um espaço normado completo é dito

espaço de Banach.

Exemplo 1.2.5 (Espaço C(D)). Consideremos um subconjunto D ⊂ R ou D ⊂ R
d, com

d um número natural. Denotamos por C(D) o conjunto de todas as funções reais contínuas

definidas sobre D e Ck(D) o conjunto das funções continuamente diferenciáveis até a

ordem k.

Podemos definir sobre C(D) a seguinte função:

‖f‖∞= sup{|f(x)|; x ∈ D} (1.16)

Sobre o subconjunto das funções contínuas limitadas:

Cb(D) = {f ∈ C(D) | f é limitada},

A função (1.16) define uma norma.

Definição 1.2.6. Dizemos que um conjunto D ⊂ X é compacto, se toda sequência {xn}

em D possui uma subsequência convergente xnk
−→ x e x ∈ D.

Podemos mostrar que se D é compacto então Cb(D) = C(D), e, neste caso, a norma

do supremo é também dita norma do máximo. Além disso, o espaço normado (C(D), ‖·‖∞)

é um espaço de Banach.

Analogamente, (Ck(D), ‖·‖Ck(D)), k ∈ N é um espaço de Banach contendo todas as

funções de Ck(D) que são limitadas com respeito a norma ‖·‖Ck(D), onde

‖f‖Ck(D):= max{‖f (l)‖∞, 0 ≤ l ≤ k},

onde f (l) denota a derivada de ordem l-ésima de f .

Exemplo 1.2.7 (Espaço Lp). Os espaços Lp são um dos mais importantes espaços

funcionais, principalmente na teoria de funcional. Vejamos como definimos as normas sobre

estes espaços. Seja f : D → R uma função mensurável à Lebesgue definida em domínio D,
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mensurável.

Se p ∈ [1, ∞), então dizemos que f ∈ Lp(D) se a norma-p for finita:

‖f‖p=
´

∫

D
|f(x)|p dx

¯1/p

< ∞. (1.17)

Se p = ∞, então dizemos que f ∈ L∞(D) se existir uma constante C ∈ R tal que

µ{x ∈ D : |f |> C} = 0 (ou seja, |f |≤ C exceto em conjunto de medida zero)

e a norma-∞ é definida por ‖f‖∞= inf{C : µ{|f(x)|> C} = 0}, ou ainda,

‖f‖∞= inf
S ⊂ D

µ(D\S) = 0

{ sup
x∈S

|f(x)| }.

Definição 1.2.8. Seja A ⊂ X um subespaço de um espaço de Banach X. Dizemos que A

é denso em X se em toda vizinhança de x ∈ X existe um ponto a ∈ A. Ou seja, dados

x ∈ X e ǫ > 0, existe a ∈ A tal que ‖x − a‖< ǫ.

Abaixo apresentamos o Teorema de Weierstrass, que é um dos resultados mais

importantes da análise real, e afirma que toda função contínua definida sobre um compacto

pode ser aproximada por um polinômio, ver maiores detalhes em (Lima, 2001).

Teorema 1.2.9. (Teorema de Weierstrass) Seja D ⊂ R
d um conjunto compacto.

Então o subespaço dos polinômios é denso em C(D).

Definição 1.2.10. Sejam D ⊂ R
d e X espaço de Banach. Uma função f : D −→ X é

dita globalmente lipschitziana sobre D se existe uma constante positiva L > 0 tal que

‖f(x) − f(y)‖≤ L‖x − y‖ para todo x, y ∈ D.

E dizemos que f é localmente lipschitziana sobre D se para qualquer x ∈ D existe uma

vizinhança Ux de x e uma constante Lx > 0 tal que

‖f(y) − f(z)‖≤ Lx‖y − z‖ para todo y, z ∈ Ux.

Evidentemente se uma função f for globalmente lipschitziana também será localmente

lipschitziana. E ambos os casos implicam que f é contínua. Além disso, se D for compacto

as definições de local e global de funções Lipschizianas se coincidem.

As definições de funções lipschitzianas também podem ser estendidas para funções

f : X −→ Y , sendo X e Y espaços de Banach.
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1.2.2 Teoremas de Ponto Fixo e Operadores Compactos

A solução de uma equação que tem a forma

x = T (x) (1.18)

onde T : X −→ X é um operador sobre uma espaço de Banach X é dita ponto fixo do

operador T . Existem diversos Teoremas de Ponto Fixo, (Smart, 1980), os mais eficientes e

úteis envolvem argumentações topológicas, especialmente aqueles com base no conceito

de compacidade. Vamos apresentar somente neste trabalho os teoremas que utilizamos

para obter resultados de existência e unicidade para equações integrais. Estes teoremas

foram generalizados em várias direções, e vêm sendo muito utilizados para as conclusões

de existência e unicidade de equações diferenciais, integrais e funcionais.

Teorema 1.2.11. (Ponto Fixo de Banach) Seja X um espaço de Banach e T : X −→

X uma contração, isto é, T é globalmente Lipschitz com constante de Lipschitz 0 ≤ L < 1,

e assim satisfaz

‖T (x) − T (y)‖≤ L‖x − y‖, para todo x, y ∈ X. (1.19)

Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) A equação do ponto fixo (1.18) tem exatamente uma solução x∗ em X.

(ii) Para qualquer valor inicial x(0) ∈ X, a sequência {x(i)} em X, definida por

x(i+1) = T (x(i)), (1.20)

converge para a solução x∗ de (1.18).

(iii) A estimativa de erro da convergência da sequência (1.20) é

‖x∗ − x(i)‖≤
Li

1 − L
‖x(1) − x(0)‖. (1.21)

Demonstração: (i) Aplicando a equação (1.19) para x = x(i) e y = x(i+1) temos

‖x(i+1) − x(i)‖≤ L‖x(i) − x(i−1)‖≤ Li‖x(1) − x(0)‖ para i ≥ 1.

Usando a desigualdade triangular e somando sobre j = i, i + 1, . . . , k − 1 segue

‖x(k) − x(i)‖ ≤ ‖x(k) − x(k−1)‖+ . . . + ‖x(i+1) − x(i)‖

≤ (Lk−1 + . . . + Li)‖x(1) − x(0)‖ =
Li − Lk

1 − L
‖x(1) − x(0)‖ (1.22)
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Assim, {x(i)} é uma sequência de Cauchy em X, logo converge para algum x∗ ∈ X no

espaço de Banach X. A condição de Lipzchitz (1.19) implica continuidade de T , então

x∗ = lim
i→∞

x(i+1) = lim
i→∞

T (x(i)) = T ( lim
i→∞

x(i)) = T (x∗).

ou seja, x∗ é solução de (1.18).

(ii) Suponhamos x∗ e x∗∗ sejam duas soluções de (1.18). Por (1.19) e usando o fato que

L < 1, temos ‖x∗ − x∗∗‖≤ L‖x∗ − x∗∗‖< ‖x∗ − x∗∗‖, que é um absurdo.

(iii) Como {x(i)} converge para x∗, basta fazer k → ∞ em (1.22). l

Definição 1.2.12. Sejam X um espaço de Banach. Dizemos que M ⊂ X é pré-compacto,

ou relativamente compacto, se toda sequência {xn} em M contém uma subsequência

(uniformemente) convergente em X. M ⊂ X será compacto se M for pré-compacto e

fechado.

Quando X = R
d, para algum d ∈ N, temos que conjuntos pré-compactos são sempre

limitados, e conjuntos compactos são fechados e limitados.

Definição 1.2.13. Diremos que um operador T : X −→ Y é compacto, se para todo

subconjunto S ⊂ X limitado tem-se que T (S) ⊂ Y é pré-compacto. Equivalentemente, T ,

é compacto se para toda sequência limitada {xn}, existe uma subsequência {xnk
} ⊆ {xn}

tal que Txnk
é convergente.

Um operador T é dito completamente contínuo se para toda sequência {xn} em X

tal que xn → x fracamente tem-se ‖Txn − Tx‖→ 0 em Y . Conway (1985, Proposição

VI.3.3) demonstra que todo operador compacto é completamente contínuo.

A noção de diferenciabilidade pode ser generalizada para espaços de Banach de várias

maneiras. Em particular apresentamos a seguir uma definição, dada por Krasnoselskii e

Zabreiko (1984, pag. 76), para a derivada de um operador.

Definição 1.2.14. Sejam X, Y espaços de Banach, A : X −→ Y um operador e x0 ∈ X.

Dizemos que A é diferenciável no sentido de Fréchet em x0 se existe um operador linear B

tal que a diferença ∆A = A(x0 + h) − A(x0) satisfaz

A(x0 + h) − A(x0) = Bh + ω(x0, h),

onde ω(x0, h) = o(‖h‖). O operador B é dito a derivada (Fréchet) de A em x0 e denotado

por A′(x0).

O próximo teorema diz que a propriedade de completamente contínuo é preservada

por diferenciabilidade.

Teorema 1.2.15. Se A é um operador completamente contínuo e diferenciável no sentido

de Fréchet em x0, então a derivada A′(x0) também é um operador completamente contínuo.
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Demonstração: Suponha por contradição que A′(x0) não é completamente contínuo.

Logo o conjunto dos valores sobre a esfera unitária {A′(x0)(x) ∈ Y, ‖x‖= 1} não é

compacto. Então existe uma sequência de valores unitários em e um número δ > 0 tal

que ‖A′(x0)(ei − ej)‖≥ 3δ para todo i, j = 1, 2, . . . , i 6= j e, ainda, ω(x0, h) ≤ δ‖h‖ sendo

‖h‖≤ ρ, ρ > 0. Defina a sequência em X, xm = x0 + ρem, m = 1, 2, . . .. Como A é

diferenciável em x0, então

A(xi) − A(xj) = A(xi) − A(x0) + A(x0) − A(xj)

= A′(x0)(xi − xj) + ω(x0, ρei) − ω(x0, ρej)

= ρA′(x0)(ei − ej) + ω(x0, ρei) − ω(x0, ρej),

o que implica

‖A(xi) − A(xj)‖ ≥ ρ‖A′(x0)(ei − ej)‖−‖ω(x0, ρei)‖−‖ω(x0, ρej)‖

≥ ρδ > 0.

Isto significa que a sequência {A(xm)} não tem subsequência convergente, o que é um

absurdo pois A é completamente contínuo. l

O próximo teorema é muito utilizado na análise matemática para caracterizar os

conjuntos pré-compactos em C(D) e, consequentemente, servem para provar a compacidade

de certos operadores definidos sobre C(D).

Teorema 1.2.16. (Arzela-Ascoli (Lima, 2001)) Sejam D compacto e M ⊂ C(D). O

subconjunto M é pré-compacto se, e somente se, M é uniformemente limitado, isto é,

sup{‖f‖∞, f ∈ M} < ∞

e M é equicontínuo, isto é, para todo ǫ > 0 e todo x ∈ D, existe δ > 0 tal que

|f(x) − f(y)|< ǫ, para todo f ∈ M e y ∈ D,

desde que ‖x − y‖< δ.

Teorema 1.2.17. (Ponto Fixo de Schaefer (Smart, 1980)) Sejam X um espaço de

Banach e T : X −→ X um operador completamente contínuo. Segue que:

(i) A equação x = λTx tem uma solução para λ = 1, ou

(ii) O conjunto ε = {x ∈ X; x = λTx, λ ∈]0, 1[} não é limitado.
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Teorema 1.2.18. (Ponto Fixo de Schauder (Smart, 1980)) Sejam K um subconjunto

fechado e convexo de um espaço de Banach X e T : X −→ X um operador completamente

contínuo. Se T : K −→ K é contínuo e T (K) é compacto, então T tem um ponto fixo em

K.

O Teorema 1.2.17 é utilizado para demonstrar o Teorema 1.2.18 que utilizaremos no

Capítulo 3 na prova da existência de soluções das equações integrais.

1.2.3 Medida de Não Compacidade

Para vermos o próximo teorema de ponto fixo definiremos antes o conceito de medida

de não compacidade de um subconjunto S num espaço de Banach. A princípio vamos

enfraquecer a hipótese sobre o operador T com respeito a ser compacto. A forma como

foram apresentados estes conceitos axiomáticos foi proposta por Banaś (1980).

Definição 1.2.19. Seja um subconjunto U ⊂ X de um espaço de Banach X. O conjunto

convexo de U , denotado por Conv U , é o maior conjunto convexo contido em U , ou seja,

se V ⊂ U é convexo então V ⊆ Conv U .

Definição 1.2.20. Seja P(X) o conjunto formado por todos os subconjuntos limitados

não vazios de X. Uma função µ : P(X) −→ R+ é uma medida de não compacidade no

espaço de Banach X se satisfaz as seguintes condições:

(i) A família ker µ = {S ∈ P(X), µ(S) = 0} é não nula e compacta.

(ii) Se U ⊂ V , então µ(U) ≤ µ(V ).

(iii) µ(U) = µ(Conv U) = µ(Ū), ∀ U ∈ P(X).

(iv) µ(λU + (1 − λ)V ) ≤ λµ(U) + (1 − λ)µ(V ), ∀ U, V ∈ P(X) e λ ∈ [0, 1].

(v) Se {Un} ⊂ P(X) com Un+1 ⊂ Un para todo n ∈ N e, além disso, lim
n→∞

µ(Un) = 0 então

o conjunto U∞ =
⋂

Un é não vazio.

Introduzido o conceito de medida de não compacidade, podemos formular o seguinte

teorema do ponto fixo (ver demonstração em Banaś (1980)).

Teorema 1.2.21. (Ponto Fixo de Darbo) Seja K um subconjunto não vazio, limitado,

fechado e convexo do espaço de Banach X. Se T : K −→ K é um operador fracamente

contínuo (isto é, sequências fracamente convergentes em K quando aplicadas por T são

também fracamente convergentes em K) e uma contração com respeito à medida de não

compacidade µ, isto é, existe uma constante q, 0 ≤ q < 1, tal que

µ(T (U)) ≤ qµ(U), ∀U 6= ∅, U ⊂ K, (1.23)
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então o operador T tem pelo menos um ponto fixo no conjunto K.

Exemplo 1.2.22. Uma das medidas de não compacidade mais importantes no espaço

C([a, b]) foi definida em Banaś e Goebel (1980). A sua definição foi formulada em termos de

módulo de continuidade de um conjunto. Para cada x ∈ C([a, b]), o módulo de continuidade

ω associado a x é definido por uma função ω(x, ·) : [0, +∞) → [0, +∞) tal que

ω(x, ǫ) = sup {|x(t) − x(s)| : t, s ∈ [a, b], |t − s|≤ ǫ} . (1.24)

O módulo de continuidade para um conjunto X ⊂ C([a, b]) é dad0 pela função

ω(X, ǫ) = sup{ω(x, ǫ) : x ∈ X}.

Considere a função

ω0(X) = lim
ǫ−→0

ω(X, ǫ). (1.25)

Banaś e Goebel (1980, Teorema 7.1.2, pag. 30) provam que ω0(X) é uma medida de

não compacidade no espaço C([a, b]). Esta medida também tem algumas propriedades

adicionais. Por exemplo,

ω0(λX) = |λ|ω0(X) e ω0(X + Y ) ≤ ω0(X) + ω0(Y )

para quaisquer X, Y ⊂ C([a, b]) e λ ∈ R.

Exemplo 1.2.23. Sejam X um espaço de Banach e Y ⊂ X um subconjunto limitado e

não-vazio de X. Denotemos por Br a bola fechada em X centrada na origem e com raio

igual a r. A medida de não compacidade usada por Banaś e Knap (1989) para demonstrar

a existência de soluções de equações integro funcionais foi definida por Blasi (1977) da

seguinte forma:

β(Y ) = inf {r > 0 : ∃ Q ⊂ X fracamente compacto tal que Y ⊂ Q + Br} .

Uma conveniente fórmula para função β(Y ) no espaço X = L1([0, 1]), apresentada

por Appell e Pascale (1984), é dada por:

β(Y ) = lim
ǫ→0

«

sup
u∈Y

{

sup
l(D)≤ǫ

{
∫

D
|u(s)| ds : D ⊂ [0, 1]

}

}

ff

, (1.26)

onde l(D) é a medida de Lebesgue de D.

1.3 Conceitos Básicos de Análise Numérica

Nesta seção buscamos apresentar os problemas de interpolação, de integração e de

aproximação por meio de projeções, na forma clássica e sempre que possível direcionamos

as aplicações à resolução aproximada de equações integrais.
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1.3.1 Interpolação

Consideremos a seguinte partição do intervalo [a, b]:

a = x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b. (1.27)

Em termos gerais, o problema de interpolação consiste em achar uma função φ dentro de

um subespaço de dimensão finita Vn de C[a, b], dim Vn = n, que satisfaça:

φ(xi) = yi, i = 1, . . . , n, (1.28)

dados os pontos x1, . . . , xn de uma partição (1.27) e as ordenadas y1, y2, . . . , yn ∈ R

correspondentes.

Definição 1.3.1. As soluções li ∈ Vn do problema de interpolação

li(xj) = δi,j, 1 ≤ i, j ≤ n (1.29)

são chamadas de funções de Lagrange, e o conjunto {li}i=1,...,n é chamado base de Lagrange.

Visto a característica (1.29) da base de Lagrange, podemos escrever a solução do

problema interpolador por

φ(x) =
n

∑

i=1

yili(x), ∀x ∈ [a, b]. (1.30)

Exemplo 1.3.2. (Interpolação polinomial) Consideremos P n([a, b]) o espaço dos polinô-

mios de grau no máximo n − 1 definidas no intervalo [a, b]. Neste caso, as funções de

Lagrange são conhecidas por polinômios de Lagrange e definidos por

li(x) =
∏

i6=j

x − xj

xi − xj

. (1.31)

Exemplo 1.3.3. (Interpolação linear por partes) Seja P 1
n([a, b]) o subespaço formado por

todas as funções contínuas lineares por partes definidas sobre os subintervalos [xi−1, xi],

i = 1, . . . , n.

A solução do problema de interpolação é dada explicitamente pela função

φ(x) =
(x − xi−1)yi + (xi − x)yi−1

xi − xi−1

, para x ∈ [xi−1, xi]. (1.32)

As funções de Lagrange li são dadas por:

li(x) =































xi+1 − x

xi+1 − xi

se x ∈ [xi, xi+1]

x − xi

xi − xi−1

se x ∈ [xi−1, xi]

0 se x 6∈ [xi−1, xi+1]

(1.33)
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O problema de interpolação pode ser usado para aproximar funções f ∈ C([a, b]),

uma vez que podemos interpretar as ordenadas yi sendo os valores das funções nos pontos

da partição f(xi), ou seja, o problema de interpolação consiste em determinar uma função

φ ∈ Vn tal que

φ(xi) = f(xi), para todo i = 1, . . . , n. (1.34)

Definição 1.3.4. A aplicação In : C([a, b]) −→ Vn definida por Inf = φ, onde φ é a

solução do problema de interpolação (1.34), é chamada de Operador Interpolador.

É fácil ver que o operador interpolador tem as seguintes propriedades:

(a) In é linear e, além disso, é uma projeção de C([a, b]) sobre Vn, ou seja, I2
n = In;

(b) In pode ser representado unicamente por

Inf :=
n

∑

i=1

f(xi)li. (1.35)

onde li são as funções de Lagrange dadas em (1.31).

Exemplo 1.3.5. Seja Vn = P n([a, b]) associado à interpolação polinomial de grau n − 1,

dada pelo Exemplo 1.3.2. O operador interpolador pode ser escrito da forma

Inf =
n

∑

i=1

ωn+1(x)
(x − xi)ω′

n+1(xi)
yi, (1.36)

onde ωn+1 é o polinômio nodal de grau n definido por

ωn+1(x) =
n

∏

i=1

(x − xi). (1.37)

Erro na Interpolação

O erro de interpolação é dado pela diferença

E(f) = Inf − f.

No estudo do comportamento do erro é desejável que o erro convirja para zero quando

n → ∞, condicionada a uma ordem de convergência do método. Segundo Hackbusch

(1995), a ordem de convergência do método de interpolação é um número ρ > 0 tal que

‖Inf − f‖∞≤ Chρ‖f‖Cρ([a,b]) para todo f ∈ Cρ([a, b]), n ∈ N, (1.38)

para alguma constante C positiva, sendo h = (b − a)/n. Quando a partição (1.27) é

uniforme, h corresponde ao comprimento de todos os subintervalos [xi−1, xi].

Vejamos a seguir uma sequência de resultados para o operador interpolador linear

por partes (1.36). Na seguinte proposição vamos demonstrar que a interpolação linear por

partes tem ordem no máximo igual a 2.
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Proposição 1.3.6. A interpolação linear por partes definida sobre uma partição uniforme

de [a, b] satisfazendo (1.34) satisfaz (1.38) com uma constante positiva C e a ordem de

convergência ρ pertencendo ao intervalo (0, 2].

Demonstração: Seguindo Hackbusch (1995, Obs 1.4.11), denotemos o erro por en =

Inf − f . Dado x ∈ [xi, xi+1] por (1.32) o erro pode ser escrito por

en(x) =
(x − xi)f(xi+1) + (xi+1 − x)f(xi)

xi+1 − xi

− f(x)

=
α(f(xi+1) − f(x)) + β(f(xi) − f(x))

α + β
, (1.39)

onde α = x − xi e β = xi+1 − x. Notemos que α + β = xi+1 − xi = h. Fazemos a

demonstração em duas partes. Primeiramente demonstraremos para ρ ∈ (0, 1]. Aplicando

a desigualdade de Hölder em f temos

|f(x) − f(y)|≤ Cf |x − y|ρ, com Cf > 0 e 0 < ρ ≤ 1.

Utilizando na equação (1.39) temos

|en(x)| ≤ Cf
αβρ + βαρ

α + β

≤ Cf
α(α + β)ρ + β(α + β)ρ

α + β

= Cf (α + β)ρ

= Cfhρ

logo f satisfaz a equação (1.38) com C = Cf e ρ ∈ (0, 1].

Agora demonstraremos para ρ ∈ (1, 2]. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo e

utilizando a mudança de variável ξ = x + βt, temos

f(xi+1) − f(x) =
∫ xi+1

x
f ′(ξ) dξ = β

∫ 1

0
f ′(x + βt) dt, para algum β ∈ (x, xi+1).

Aplicando em (1.39) segue que

en(x) =
αβ

∫ 1

0
[f ′(x + βt) − f ′(x − αt)] dt

α + β
. (1.40)

Agora, aplicando a desigualdade de Hölder sobre a derivada f ′, ou seja, existem

C ′
f > 0 e ρ′ ∈ (0, 1] tais que

|f ′(ξ) − f ′(η)|≤ C ′
f |ξ − η|ρ

′

,

temos em (1.40),

|en(x)| ≤
C ′

fαβ
∫ 1

0
r(α + β)tsρ′

dt

α + β

=
C ′

fαβ(α + β)ρ′−1

ρ′ + 1
.
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usando o fato 4αβ ≤ (α+β)2, segue que |en(x)| ≤
C ′

f (α + β)2(α + β)ρ′−1

4(ρ′ + 1)
≤

C ′
f (α + β)ρ′+1

4(ρ′ + 1)
.

Logo satisfaz a equação (1.38) tomando ρ = ρ′ + 1 ∈ (1, 2] e C =
C ′f

4ρ
> 0. l

No caso em que f ∈ C0([a, b]), podemos garantir apenas a convergência de Inf :

Proposição 1.3.7. A interpolação linear por partes definida sobre uma partição uniforme

de [a, b] satisfazendo (1.34) satisfaz

lim
n→∞

‖Inf − f‖∞= 0 para todo f ∈ C0([a, b]). (1.41)

Demonstração: Esta prova segue o argumento apresentado por Atkinson, Graham e

Sloan (1983). Dado x ∈ [xi, xi+1], segue de (1.39) que

|en(x)|≤ max{|f(xi+1) − f(x)|, |f(x) − f(xi)|} ≤ max
xi≤s,t≤xi+1

|f(s) − f(t)|,

de modo que

‖Inf − f‖∞≤ max
1≤i≤n−1

max
xi≤s,t≤xi+1

|f(s) − f(t)|,

e o resultado segue da continuidade de f . l

A proposição a seguir trata da limitação do operador de interpolação na norma ‖·‖∞.

Proposição 1.3.8. A interpolação linear por partes satisfaz ‖In‖∞= 1.

Demonstração: Sejam f ∈ C0([a, b]) e x ∈ [xi, xi+1]. Vamos reescrever (1.32) na forma

Inf(x) = f(xi) + λ(x)[f(xi+1) − f(xi)], λ(x) =
x − xi

xi+1 − xi

.

Note que 0 ≤ λ(x) ≤ 1, ou seja, Inf(x) é uma combinação convexa de f(xi) e f(xi+1).

Assim, se f(xi+1) − f(xi) ≥ 0, então

0 ≤ λ(x)[f(xi+1) − f(xi)] ≤ f(xi+1) − f(xi),

o que garante que f(xi) ≤ Inf(x) ≤ f(xi+1). Do mesmo modo, se f(xi+1) − f(xi) ≤ 0,

então f(xi+1) ≤ Inf(x) ≤ f(xi). Como índice i foi arbitrário, temos que

|Inf(x)|≤ max
1≤i≤n

|f(xi)|≤ ‖f‖∞ ∀ x ∈ [a, b]. (1.42)

Por outro lado, tomando por exemplo g(x) = 1, obtemos ‖Ing‖∞= ‖g‖∞= 1, modo

que ‖In‖∞= sup{‖Inf‖∞ ; ‖f‖∞= 1} ≥ ‖Ing‖∞= 1, que junto com (1.42) resulta em

‖In‖∞= 1. l
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1.3.2 Quadraturas

Seja f uma função real integrável sobre o intervalo [a, b]. O cálculo explícito da

integral definida

I(f) =
∫ b

a
f(x) dx

pode não ser simples ou ser até mesmo impossível. Uma fórmula que calcula uma aproxima-

ção de I(f) é dita fórmula de quadratura ou fórmula de integração numérica. Normalmente

falamos método das quadraturas, uma vez que não obtemos uma fórmula da quadratura,

mas sim uma sequência In(f) de fórmulas de quadratura.

As fórmulas clássicas de quadraturas são expressões que envolvem os valores f(xi)

onde xi são certos pontos sobre o intervalo [a, b]. As expressões de In(f) têm a forma

explícita dada pela soma:

In(f) =
n

∑

i=1

wif(xi), (1.43)

onde os coeficientes wi são chamados de pesos da quadratura e os pontos xi de nós da

quadratura.

Uma forma de obter uma quadratura é substituir f por uma aproximação fn,

dependendo do número inteiro positivo n ≥ 0, então calculamos I(fn) sendo a aproximação

de I(f). Considerando In(f) = I(fn), temos que

In(f) =
∫ b

a
fn(x) dx. (1.44)

Se f ∈ C0([a, b]), então o erro de quadratura, En(f) = I(f) − In(f), pode ser estimado por

|En(f)|≤
∫ b

a
|f(x) − fn(x)|dx ≤ (b − a)‖f − fn‖∞.

Portanto, se fn for uma aproximação de f tal que ‖f − fn‖∞≤ ǫ, a partir de um certo n,

então |En(f)|≤ ǫ(b − a).

Definição 1.3.9. Definimos o grau de precisão da fórmula da quadratura sendo o maior

inteiro não negativo r ≥ 0 tal que

In(f) = I(f), ∀f ∈ P r([a, b]). (1.45)

Vejamos nas subseções seguintes as fórmulas de quadraturas mais usuais na literatura.

Quadraturas por Interpolação

Consideremos a aproximação fn obtida pelo polinômio interpolador de Lagrange de f

sobre um conjunto de nós distintos {xi}, com i = 0, · · · , n do intervalo [a, b]. Substituindo

(1.30) em (1.44) segue que

In(f) =
n

∑

i=1

f(xi)
∫ b

a
li(x) dx, (1.46)
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onde as funções {li(x)} formam a base dos polinômios de Lagrange. Notemos que (1.46) é

um caso especial das fórmulas de quadratura (1.43) onde os pesos são dados por

wi =
∫ b

a
li(x) dx. (1.47)

A fórmula (1.46) é chamada de fórmula de quadratura de Lagrange

Fórmulas de Newton-Cotes

Estas fórmulas são baseadas na interpolação de Lagrange (1.46) com os nós igualmente

espaçados em [a, b]. Neste caso, denotamos os nós da quadratura por xk = x0 + kh,

k = 0, · · · , n, e dizemos que:

a fórmula é fechada, se inclui os extremos do intervalo [a, b] como nós da quadratura, ou

seja, x0 = a, xn = b e h = (b − a)/n, (n ≥ 1);

a fórmula é aberta, se não inclui os extremos do intervalo [a, b] como nós da quadratura,

ou seja, x0 = a + h, xn = b − h e h = (b − a)/(n + 2), (n ≥ 0).

Supondo o caso da fórmula fechada, introduzindo a mudança de variável x = Ψ(t) =

a + th temos que Ψ(0) = a, Ψ(n) = b e xk = a + kh, assim

x − xk

xi − xk

=
a + th − (a + kh)
a + ih − (a + kh)

=
t − k

i − k
. (1.48)

Desta forma, usando a mudança de variável x = Ψ(t), e (1.48), podemos reescrever

os polinômios da base de Lagrange (1.31) em função da variável t ∈ [0, n],

li(x) =
n

∏

k = 0,

k 6= i

x − xk

xi − xk

=
n

∏

k = 0,

k 6= i

t − k

i − k
= ϕi(t), 0 ≤ i ≤ n, (n ≥ 1)

onde denotamos ϕi(t) os polinômios de Lagrange na variável t ∈ [0, n], e os pesos ou

coeficientes da quadratura são obtidos por

wi =
∫ b

a
li(x) dx =

∫ n

0
ϕi(t)h dt = h

∫ n

0
ϕi(t) dt,

consequentemente, a fórmula da quadratura (1.46) é reescrita por

In(f) = h
n

∑

i=0

wif(xi), com wi =
∫ n

0
ϕi(t) dt,

denominada como fórmula de Newton-Cotes.

Analogamente, para a fórmula aberta se aplicarmos a mesma mudança de variável

x = Ψ(t), temos que Ψ(−1) = x0 − h = a e Ψ(n + 1) = xn + h = b. Desta forma na fórmula

aberta, os limites de integração muda e os pesos ficam definidos por

wi = h
∫ n+1

−1
ϕi(t) dt.
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O seguinte Teorema 1.3.10, Quateroni, Sacco e Saleri (2007, p. 388), nos diz o grau

de precisão da fórmula de Newton-Cotes.

Teorema 1.3.10. Consideremos uma fórmula de Newton-Cotes. Se n for par, então o

erro da quadratura é dado por

En(f) =
Mn

(n + 2)!
hn+3f (n+2)(ξ), (1.49)

desde que f ∈ Cn+2([a, b]), com ξ ∈ (a, b) e

Mn =



















∫ n

0
tωn+1(t) dt < 0 para fórmula fechada

∫ n+1

−1
tωn+1(t) dt > 0 para fórmula aberta

onde ωn+1(t) =
n

∏

i=0

(t − i). De (1.49) verifica-se que o grau de precisão da quadratura é

igual a n + 1. Analogamente, se n for ímpar, o erro da quadratura de Newton-Cotes é

En(f) =
Kn

(n + 1)!
hn+2f (n+1)(η), (1.50)

desde que f ∈ Cn+1([a, b]), com η ∈ (a, b) e

Kn =















∫ n

0
ωn+1(t) dt < 0 para fórmula fechada

∫ n+1

−1
ωn+1(t) dt > 0 para fórmula aberta

Neste caso, o grau de precisão é n.

Exemplo 1.3.11. Tomando n = 0, n = 1 e n = 2 na fórmula de Newton-Cotes resulta

nas quadraturas conhecidas como fórmula do ponto médio, fórmula do trapézio e fórmula

de Simpson, respectivamente.

Fórmula do Ponto Médio: Esta fórmula é obtida pela substituição da função f pela função

constante igual ao valor obtido por f no ponto médio de [a, b]. Assim,

I0(f) = (b − a)f
ˆ

a + b

2

˙

e o único peso da integração é w0 = b − a e o único nó é x0 = (a + b)/2. Se f ∈ C2([a, b]),

calculando o erro temos que M0 = 2/3 e o erro da quadratura (1.49) é

E0(f) =
h3

3
f ′′(ξ), h = (b − a)/2,

para algum ξ ∈ (a, b). Note que a fórmula do ponto médio tem grau de precisão igual a 1.

Fórmula do Trapézio: Esta fórmula é obtida substituindo f por Π1f , que é o polinômio
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interpolador de Lagrange de grau 1. Neste caso, temos os nós iguais aos extremos do

intervalo x0 = a, x1 = b e os pesos w0 = w1 = (b − a)/2, ficando a fórmula

I1(f) =
b − a

2
[f(a) + f(b)].

Se f ∈ C2([a, b]), calculando o erro da quadratura (1.50) temos K1 = −1/6 e

E1(f) =
−h3

12
f ′′(ξ), h = b − a,

onde ξ ∈ (a, b). Notemos que, como na regra do ponto médio, o grau de precisão da fórmula

do trapézio é 1.

Fórmula de Simpson: Esta fórmula pode ser obtida pela substituição de f em [a, b] por

um polinômio interpolador de grau 2. Os nós de integração são x0 = a, x1 = (a + b)/2 e

x2 = b e os pesos w0 = w2 = (b − a)/6 e w1 = 4(b − a)/6, desta forma a fórmula é

I2(f) =
b − a

6

ˆ

f(a) + 4f

ˆ

a + b

2

˙

+ f(b)
˙

.

Calculando o erro da quadratura (1.49), temos M2 = −4/15 e

E2(f) = −
h5

90
f (4)(ξ), h =

b − a

2
,

desde que f ∈ C4([a, b]) e ξ ∈ (a, b). Neste caso, temos o grau de precisão da fórmula igual

a 3.

Fórmula de Newton-Cotes Composta

O procedimento geral para obter a composição consiste em particionar o intervalo

[a, b] em m subintervalos de tamanhos iguais Tj = [yj, yj+1] onde yj = a + jh para

j = 0, . . . , m, e h = (b − a)/m. Então, para cada subintervalo, aplica uma fórmula por

interpolação com nós {x
(j)
k , 0 ≤ k ≤ n} e pesos {w

(j)
k , 0 ≤ k ≤ n}. E como

I(f) =
∫ b

a
f(x) dx =

m−1
∑

j=0

∫ yj+1

yj

f(x) dx,

a quadratura por interpolação composta é dada por

In,m(f) =
m−1
∑

j=0

n
∑

k=0

w
(j)
k f(x(j)

k ). (1.51)

O erro da quadratura é definido como En,m(f) = I(f) − In,m(f). Usando as mesmas

notações do Teorema 1.3.10, segue o resultado de convergência da quadratura composta.

Teorema 1.3.12. Considere a fórmula de Newton-Cotes composta (1.51). Se f ∈ Cn+2([a, b])

e n par, então

En,m(f) =
b − a

(n + 2)!
Mn

γn+3
n

hn+2f (n+2)(ξ),
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onde ξ ∈ (a, b). Portanto, o erro da quadratura tem ordem infinitesimal igual a n + 2 e o

grau de precisão é n + 1.

Se f ∈ Cn+1([a, b]) e n for ímpar, então

En,m(f) =
b − a

(n + 1)!
Kn

γn+2
n

hn+1f (n+1)(η),

onde η ∈ (a, b). Assim, o erro da quadratura tem ordem infinitesimal igual a n + 1 e a

fórmula tem grau de precisão n. O valor γn = n + 2 se a fórmula for aberta, enquanto

γn = n se for fechada.

Integração Gaussiana e Interpolação

Polinômios ortogonais têm um papel importante no desenvolvimento das fórmulas

de quadraturas para maximizar o grau de precisão. Sejam x0, . . . , xn pontos distintos no

intervalo [−1, 1]. Consideremos o problema de aproximar a integral com peso

Iw(f) =
∫ 1

−1
f(x)w(x)dx,

e inicialmente f ∈ C0([−1, 1]). Vamos supor que a quadratura tem a forma

In,w(f) =
n

∑

i=0

wif(xi), (1.52)

onde xi são os nós da quadratura e wi são os coeficientes a serem determinados. Denotemos

por En,w(f) = Iw(f) − In,w(f) o erro entre a integral exata e sua aproximação. Se

En,w(f) = 0 para todo f ∈ P r([a, b]) (sendo r inteiro positivo) dizemos que a fórmula In,w

tem grau de precisão r com respeito ao peso w.

Verificamos que o grau de precisão associado ao peso w é maior ou igual a n. De fato,

se tomarmos o polinômio interpolador de Lagrange Inf como aproximação de f , teremos

In,w(f) =
∫ 1

−1
Inf(x)w(x) dx,

com os nós distribuídos uniformemente em [−1, 1], temos que o grau de precisão é maior

ou igual a n, onde os coeficientes são

wi =
∫ 1

−1
li(x)w(x)dx, i = 0, . . . , n, (1.53)

sendo li ∈ Vn os polinômios de Lagrange tais que li(xj) = δij, para i, j = 0, . . . , n. A

questão é saber o quanto maior o grau de precisão r pode ser, isto é, se r = n + m,

determinar o m máximo.

Teorema 1.3.13. Dado m ≥ 0 e suponha que a quadratura é obtida por interpolação. O

polinômio nodal ωn+1 (1.37) associado aos nós {xi} satisfaz
∫ 1

−1
ωn+1(x)p(x)w(x)dx = 0, para todo p ∈ Pm−1, (1.54)
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se, e somente se, a quadratura (1.52) tem grau de precisão n + m.

Demonstração: Dado f ∈ Pn+m arbitrário, então existem πm−1 ∈ Pm−1 e qn ∈ Pn tal

que f = ωn+1πm−1 + qn. Como o grau de precisão de uma fórmula por interpolação com

n + 1 nós é maior ou igual a n, segue que
n

∑

i=0

wiqn(xi) =
∫ 1

−1
qn(x)w(x) dx =

∫ 1

−1
f(x)w(x) dx −

∫ 1

−1
ωn+1(x)πm−1(x)w(x) dx.

Usando a hipótese (1.54) temos
∫ 1

−1
ωn+1(x)πm−1(x)w(x) dx = 0, e assim

∫ 1

−1
f(x)w(x) dx =

∫ 1

−1
qn(x)w(x) dx

Além disso, como ωn+1(xi) = 0 para todo i, então

In,w(f) =
n

∑

i=0

wif(xi) =
n

∑

i=0

wi pωn+1(xi)πm−1(xi) + qn(xi)q =
n

∑

i=0

wiqn(xi).

Assim para todo f ∈ Pn+m

En,w(f) = I(f) − In,w(f)

=
∫ 1

−1
qn(x)w(x) dx −

n
∑

i=0

wiqn(xi)

= 0.

Como ωn+1(xi) = 0 para 0 ≤ i ≤ n e ωn+1p tem grau no máximo m + n para todo

p ∈ Pm−1, a recíproca segue. l

Teorema 1.3.14. O maior grau de precisão de uma fórmula de quadraturas por interpo-

lação é 2n + 1.

Demonstração: Suponhamos por absurdo que não seja verdade. Tomemos m ≥ n + 2

no Teorema anterior 1.3.13 e que o grau de precisão da quadratura seja n + m. Como

p = ωn+1 ∈ Pm−1 então teríamos que ter
∫ 1

−1
ωn+1(x)ωn+1w(x)dx = 0

o que é um absurdo, pois ω2
n+1(x)w(x) > 0. l

Desta forma, se m = n + 1 (o maior valor admissível) segue que o polinômio nodal

ωn+1 satisfaz a relação (1.54),
∫ 1

−1
ωn+1(x)p(x)w(x)dx = 0, para todo p ∈ Pn.

Assim ωn+1 é um polinômio de grau n + 1 ortogonal a todos os polinômios de grau menor,

concluímos que ele é multíplo de pn+1 (chamamos de {pk} uma sequência de polinômios

ortogonais). Em particular, se considerarmos os nós sendo as raízes {xi} de pn+1, isto é,

pn+1(xi) = 0, para j = 0, . . . , n, (1.55)
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então dizemos que as abcissas {xi} são os nós de Gauss associados à função peso w(x).

Podemos concluir que a quadratura (1.52) com nós e coeficientes dados, respectivamente,

por (1.55) e (1.53) tem grau de precisão 2n+1, o valor máximo para fórmulas de quadraturas

por interpolação com n + 1 nós, e a chamamos de quadratura Gaussiana.

Estes nós de Gauss são pontos internos do intervalo (−1, 1). A fim de incluir no

conjunto de nós os extremos do intervalo, aplicamos uma mudança na quadratura Gaussiana.

Consideremos agora os nós sendo as n + 1 raízes do polinômio

ω̄n+1(x) = pn+1(x) + apn(x) + bpn−1(x),

onde as constantes a e b são determinadas de tal maneira que ω̄n+1(−1) = ω̄n+1(1) = 0.

Denotemos estas novas raízes por x̄0 = −1, x̄1, . . . , x̄n = 1, e os coeficientes {w̄i} obtidos

em (1.53), ou seja,

w̄i =
∫ 1

−1
l̄i(x)w(x) dx, i = 0, . . . , n, (1.56)

onde l̄i ∈ Pn são os polinômios de Lagrange canônicos tais que l̄i(x̄j) = δij, para i, j =

0, . . . , n. A quadratura

IGL
n,w(f) =

n
∑

i=0

w̄if(x̄i) (1.57)

é chamada de fórmula de Gauss-Lobatto com n + 1 nós, e tem grau de precisão 2n − 1.

De fato, para qualquer f ∈ P2n−1, existem polinômios πn−2 ∈ Pn−2 e qn ∈ Pn tal que

f = ω̄n+1πn−2 + qn. A quadratura (1.57) tem grau de precisão maior ou igual a n, assim
n

∑

i=0

w̄iqn(x̄i) =
∫ 1

−1
qn(x)w(x) dx =

∫ 1

−1
f(x)w(x) dx −

∫ 1

−1
ω̄n+1(x)πn−2(x)w(x) dx.

De (1.56) concluímos que ω̄n+1 é ortogonal a todos os polinômios de grau menor ou igual

a n − 2. Além disso, f(x̄j) = qn(x̄j), assim concluímos que

Iw(f) =
∫ 1

−1
f(x)w(x)dx =

n
∑

i=0

w̄if(x̄i) = IGL
n,w(f), para todo f ∈ P2n−1.

1.3.3 Método de Projeções

Sejam V e W espaços de Banach com W ⊆ V . Consideremos uma aplicação T :

V −→ W e w ∈ Im(T ) fixo.

Dado o seguinte problema:

Encontrar v ∈ V tal que T (v) = w, (1.58)

os métodos de projeção buscam uma aproximação para a solução do problema (1.58),

vn ≈ v, em um subespaço Vn ⊂ V com dimensão finita, dim Vn = n.

Lembramos que uma projeção é um operador linear Πn : V −→ V tal que Π2
n = Πn.

Cada projeção define um subespaço sendo o conjunto imagem:

Vn := Im(Πn).
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Neste caso, dizemos que Πn é uma projeção de V sobre Vn.

Vamos mostrar que Vn é caracterizado pelo conjunto dos pontos fixos,

Vn = {v ∈ V, Πn(v) = v}. (1.59)

De fato, se v ∈ Vn então existe ṽ ∈ V tal que Πn(ṽ) = v e aplicando a projeção, segue que

v = Πn(ṽ) = Π2
n(ṽ) = Πn(v),

logo Πn(v) = v. Por outro lado, se v ∈ V e v = Πn(v), obviamente v ∈ Im(Πn) = Vn.

Consideremos uma sequência de projeções {Πn}, Πn : V −→ V , sendo V um espaço

de Banach, com a seguinte característica,

dim Vn = n, onde Vn = Im(Πn).

Definição 1.3.15. Dizemos que a sequência {Πn} é convergente se

Πn(v) −→ v quando n → ∞,

para todo v ∈ V .

Consideremos uma sequência de projeções {Πn} convergente e seus respectivos

subespaços Vn. O método das projeções consiste em determinar soluções fn no subespaço

Vn do problema (1.58), ou seja,

Encontrar vn ∈ Vn, tal que T (vn) = w. (1.60)

Em geral este problema não admite solução no subespaço Vn, mas cada vn ∈ Vn gera um

erro

dn := T (vn) − w.

Não esperamos que dn seja nulo, mas impomos que a projeção do erro seja nulo, isto é,

Πn(dn) = 0, obtendo

Πn(T (vn) − w) = 0 ou seja, Πn(T (vn)) = Πn(w).

Exemplo 1.3.16. Seja V = W = C(D). Consideremos o problema dado pela equação

λv = g + Kv, onde g ∈ C(D) e K ∈ L(C(D), C(D)),

que consiste em achar v para cada λ fixado.

Neste caso, tomemos o operador linear T : C(D) −→ C(D) como sendo T = λI − K.

O método da projeção aplicado neste problema corresponde a achar vn ∈ Vn tal que

ΠnTvn = Πng =⇒ Πnλvn = Πng + ΠnKvn.
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Pela linearidade da projeção Πn e como a solução vn ∈ Vn, temos Πnλvn = λvn e podemos

reescrever o problema na forma

λvn = gn + Knvn, com gn = Πng e Kn = Πn ◦ K. (1.61)

Os métodos de projeção mais conhecidos são os métodos de Galerkin e da colocação.

Para o método de Galerkin, assumimos que o espaço de Banach X também é um espaço de

Hilbert com produto interno 〈·, ·〉. Consideramos uma sequência de subespaços, Xn ⊂ X, e

as respectivas projeções ortogonais, Πn : X −→ Xn, definidas por 〈Πn(x) − x, vn〉 = 0 para

todo vn ∈ Vn. O método de Galerkin para o problema T (v) = w pode ser expresso pelas

equações 〈T (vn) − w, φj〉 = 0 (1 ≤ i ≤ j), sendo {φ1, . . . , φn} uma base para Vn. Atkinson

(1997, Seção 3.1.2) e Hackbusch (1995, Seção 4.5) descrevem o método de Galerkin para

equações integrais.

Desenvolvemos mais detalhadamente na próxima seção o método da colocação visto

a sua maior importância no método que propomos na seção 3.1. Escrevemos esta seção

utilizando como base os livros de Atkinson (1997) e Hackbusch (1995).

1.3.4 Método da Colocação

Consideremos V = W = C([a, b]). Definimos o método da colocação sendo o método

da projeção cuja sequência de projeções é determinada pelos operadores interpoladores In,

Definição 1.3.4.

Dada uma discretização a = x1 < x2 < · · · < xn = b seja {li, i = 1, . . . , n} a base de

Lagrange correspondente aos pontos {xi, i = 1, . . . , n}, satisfazendo (1.29),

li(xj) = δi,j, 1 ≤ i, j ≤ n.

Consideremos os subespaços Vn gerados pela base de Lagrange. Pela definição do

operador interpolador e por (1.35), para cada v ∈ V a projeção de v é dada por

Inv =
n

∑

i=1

v(xi)li.

Desta forma, o método da colocação consiste em: dado w ∈ W , achar vn ∈ Vn tal que

In(T (vn)) = In(w),

que é equivalente a
n

∑

i=1

yn(xi)li(x) =
n

∑

i=1

w(xi)li(x), yn(x) = T (vn(x)).

Como as funções l1, . . . , ln são linearmente independentes, segue que

yn(xi) = w(xi), i = 1, . . . , n, yn(x) = T (vn(x)). (1.62)
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Observação 1.3.17. No caso particular em que T é um operador linear, temos

yn(x) = T (vn(x)) = T

˜

n
∑

j=1

vn,jlj(x)

¸

=
n

∑

j=1

vn,j l̃j(x),

onde l̃j = T (lj), e substituindo no sistema (1.62) tem-se o sistema linear

n
∑

j=1

vn,j l̃j(xi) = wn(xi), i = 1, . . . , n.

Exemplo 1.3.18. Consideremos o operador definido por T = λI − K, o mesmo do

Exemplo 1.3.16. O método da colocação consiste em resolver o problema de autovalores

(1.61),

λvn(xi) = g(xi) + (Kvn)(xi). para 1 ≤ i ≤ n,

onde vn(x) =
n

∑

j=1

vn,jlj(x). Substituindo vn nas equações acima, obtemos

λ
n

∑

j=1

vn,jlj(xi) = g(xi) +

˜

K

«

n
∑

j=1

vn,jlj

ff¸

(xi). 1 ≤ i ≤ n.

Como K é um operador linear e lj(xi) = δi,j segue que

λvn,i −
n

∑

j=1

p(Klj)(xi)q vn,j = g(xi) 1 ≤ i ≤ n,

que é um sistema linear nas incógnitas vn,j, 1 ≤ j ≤ n.
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Capítulo 2

Resultados de Existência e Unicidade

Neste capítulo, vamos considerar um intervalo real [a, b] ⊂ R e um número real

positivo p ≥ 1. Estudaremos diferentes resultados de existência e unicidade de solução da

equação integral não linear de Fredholm (1.8),

u(x) = g(x) + f(x, (Ku)(x)), x ∈ [a, b], (2.1)

sendo que g : [a, b] −→ R, f : [a, b] × R −→ R e K é o operador integral

(Ku)(x) =
∫ b

a
k(x, y)u(y) dy, com k : [a, b] × [a, b] −→ R, (2.2)

e abordaremos soluções no espaço Lp([a, b]), 1 ≤ p ≤ ∞.

Na primeira parte, apresentamos resultados sobre existência de soluções sobre

L1([a, b]), simplificamos os resultados obtidos por Banaś e Knap (1989) e Emmanu-

ele (1991). Acrescentamos uma condição e obtemos unicidade da solução (um resultado

que não foi apresentado por estes autores). Na segunda parte demonstramos resultados

com hipóteses adequadas para garantir existência e unicidade sobre o espaço Lp([a, b]),

1 < p < ∞. Apresentamos também resultados em Lp([a, b]) para uma forma mais geral

da equação integro-funcional. Por fim, demonstramos resultados em L∞([a, b]), que serão

uteis na análise numérica do método da colocação.

2.1 Resultados sobre L1([a, b])

Nesta seção apresentamos resultados sobre existência de soluções sobre L1([a, b]),

de forma similar aos resultados obtidos por Banaś e Knap (1989) e Emmanuele (1991).

Acrescentamos uma condição e obtemos a unicidade da solução.

Definição 2.1.1. Dizemos que uma função f : [a, b] × R −→ R satisfaz as condições de

Carathéodory se

(i) f(·, y) : [a, b] −→ R é uma função mensurável para cada y ∈ R.
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(ii) f(x, ·) : R −→ R é contínua para q.t.p. x ∈ [a, b] (q.t.p := quase todo ponto).

Definição 2.1.2. Seja X = Lp([a, b]), p ≥ 1, um espaço de Banach. Dizemos que um

operador F : X −→ X é de Nemytskii, ou superpositivo, com relação a uma função

f : [a, b]×R −→ R se para cada função u : [a, b] −→ R, F associa a função Fu : [a, b] −→ R

definida por

(Fu)(x) = f(x, u(x)). (2.3)

O operador de Nemytskii tem importância nos principais resultados de existência de

solução para equações integrais não lineares sobre o espaço Lp([a, b]). Uma das propriedades

muito usadas é quando o operador F é contínuo e limitado. Condições necessárias são

apresentadas no resultado a seguir.

Teorema 2.1.3. (Karoui e Jawahdou, 2010) Seja f : [a, b] × R −→ R uma função que

satisfaz as condições de Carathéodory. Considere 1 ≤ p, r < ∞. O operador superpositivo

F , com respeito a f , é limitado e contínuo de Lp([a, b]) a Lr([a, b]) se existem uma constante

positiva τ > 0 e uma função não negativa θ(x) em Lr([a, b]) tais que

|f(x, y)|≤ θ(x) + τ |y|p/r para q.t.p. x ∈ [a, b] e y ∈ R. (2.4)

Observação 2.1.4. Note que pode acontecer p = 1, em cujo caso escolhemos r = 1, e o

operador superpostivo aplica L1([a, b]) nele próprio continuamente. No caso em que p > 1

tomamos r = q sendo o seu conjugado, 1/p + 1/q = 1.

Os resultados apresentados por Banaś e Knap (1989) e Emmanuele (1991) foram

obtidos adotando o intervalo [0, 1]. Visando reescrever a equação integral não-linear (2.1)

na forma de operador funcional, vamos denotar por H o operador obtido por H = FK

sendo K operador linear integral, definido em (2.2) e F o operador superpositivo, associado

a f , definido em (2.3), ou seja,

(Hu)(x) = f

ˆ

x,
∫ 1

0
k(x, y)u(y) dy

˙

(2.5)

e denotar o operador A por:

Au = g + Hu, (2.6)

assim, a equação integral (2.1) pode ser reescrita da forma u = Au. Veremos abaixo que os

resultados de existência se baseiam na determinação de um ponto fixo para o operador A.

Teorema 2.1.5. A equação (2.1) tem pelo menos uma solução u ∈ L1([0, 1]) se valem as

seguintes condições:

(i) g ∈ L1([0, 1]);
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(ii) a função kernel k : [0, 1] × [0, 1] −→ [0, +∞) satisfaz as condições de Carathéodory e

existe uma função não negativa γ ∈ L1([0, 1]) tal que

k(x, y) ≤ γ(x), para q.t.p. x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1],

(iii) a função f : [0, 1] × R −→ [0, +∞) também satisfaz as condições de Carathéodory e

existem uma constante positiva τ > 0 e uma função não negativa θ ∈ L1([0, 1]) tais

que

f(x, y) ≤ θ(x) + τ |y|, para q.t.p. x ∈ [0, 1], y ∈ R.

(iv) o operador K satisfaz a relação

τ‖K‖1< 1,

onde ‖K‖1 é a norma induzida pela norma-1 sobre L1([0, 1]).

Demonstração: A hipótese (ii) implica que o operador integral K aplica continuamente

L1([0, 1]) sobre ele próprio. Além disso, aplicando o Teorema 2.1.3 a função f , satisfazendo

a hipótese (iii), obtemos que F aplica continuamente L1([0, 1]) sobre ele próprio e, portanto,

conclui-se o mesmo para o operador H em (2.5).

Finalmente, pela hipótese (i) temos que o operador A, definido em (2.6), também

aplica continuamente L1([0, 1]) sobre ele próprio. Além disso,

‖Au‖1 ≤ ‖g‖1+‖FKu‖1 ≤ ‖g‖1+
∫ 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θ(x) + τ
∫ 1

0
k(x, y)u(y) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

≤ ‖g‖1+‖θ‖1+τ‖K‖1‖u‖1.

Segue desta estimativa que o operador A aplica a bola fechada Br sobre ela mesma,

com r = (‖g‖1+‖θ‖1)/(1 − τ‖K‖1). Evidentemente Br é não vazio, limitado, fechado e

convexo. Usando o Teorema 3 de Banaś e Knap (1989) mostra-se que o operador A restrito

à bola fechada Br, A|Br
: Br −→ Br é fracamente contínuo.

Mostraremos agora que existe L ∈ [0, 1), tal que β(A(Y )) = Lβ(Y ), onde β é a

medida de não compacidade (1.26), para subconjuntos não vazios Y ⊂ Br. Sejam um

conjunto não vazio Y ⊂ Br e um número positivo ε > 0 fixado. Além disso, tome D ⊂ [0, 1]

tal que seu comprimento l(D) ≥ ε. Então, para todo u ∈ Y obtemos
∫

D
|(Au)(x)| dx ≤

∫

D
|g(x)| dx +

∫

D
θ(x) dx + τ

∫

D

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ 1

0
k(x, y)u(y) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

‖g‖1+‖θ‖1+τ‖Ku‖1

≤ ‖g‖1+‖θ‖1+τ‖K‖1‖u‖1

visto que K é um operador contínuo sobre L1([a, b]). Uma vez que

lim
ε−→0

{

sup
”

∫

D
|g(x)| dx +

∫

D
θ(x) dx : com D ⊂ [0, 1] e l(D) ≤ ε

ı

}

= 0
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pois g e θ são integráveis, conseguimos obter

β(A(Y )) ≤ τ‖K‖1 β(Y )

e, pela condição (iv), τ‖K‖1< 1, temos que A é uma contração com respeito a medida de

não compacidade β. Portanto pelo Teorema 1.2.21 do ponto fixo de Darbo o operador A

tem pelo menos um ponto fixo em Br. l

A unicidade da solução da equação integral não linear (2.6) é dada pelo seguinte

teorema.

Teorema 2.1.6. A equação integro funcional de Fredholm (2.6) tem solução única se,

além das hipóteses (i) a (iv) do Teorema de existência 2.1.5 serem satisfeitas, a função

f(·, ·) é Lipschitz com respeito à segunda variável com a constante de Lipschitz τ dada em

(ii), isto é,

(v) |f(x, u) − f(x, v)|≤ τ |u − v|, ∀x ∈ [0, 1] e u, v ∈ R.

Demonstração: Por contradição, suponha que a equação (2.1) tem duas soluções

distintas u, v ∈ L1([0, 1]), ou seja u, v são pontos fixos de A. Temos que

|Au(x) − Av(x)| = |f(x, (Ku)(x)) − f(x, (Kv)(x))|

≤ τ |(Ku)(x) − (Kv)(x)|, ∀x ∈ [0, 1],

assim

‖Au − Av‖1 ≤ τ‖K(u − v)‖1 ≤ τ‖K‖1‖u − v‖1 (2.7)

e pela condição (iv), ‖Au − Av‖1 < ‖u − v‖1.

Por outro lado, u, v são pontos fixos de A, consequentemente ‖Au − Av‖1 = ‖u − v‖1

o que é uma contradição. Portanto, a solução é única. l

Observação 2.1.7. A condição (v) pode substituir a desigualdade na condição (iii). De

fato, uma vez fixado u0 ∈ R, segue de (v) que

|f(x, y)|−|f(x, u0)| ≤ |f(x, y) − f(x, u0)|≤ τ |y − u0|≤ τ |u0|+τ |y|,

logo

|f(x, y)| ≤ τ |u0|+|f(x, u0)|+τ |y|

satisfazendo (ii) tomando θ(x) = τ |u0|+|f(x, u0)|.
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2.2 Resultados sobre Lp([a, b])

Nesta seção apresentaremos resultados de existência e unicidade quando o espaço é

X = Lp([a, b]) com 1 < p < ∞. Seja 1 < q < ∞ o conjugado de p, isto é 1/p + 1/q = 1, e

consideremos a equação integro-funcional (2.1) e as seguintes condições sobre as funções

g, f e k:

(a) g ∈ Lp([a, b]), isto é,
ˆ

∫ b

a
|g(x)|p dx

˙1/p

< ∞;

(b) k ∈ Lq([a, b] × [a, b]), isto é,
ˆ

∫ b

a

∫ b

a
|k(x, y)|q dx dy

˙1/q

< ∞.

(c) f : [a, b] × R −→ R satisfaz as condições de Carathéodory e existem uma constante

positiva τ1 > 0 e uma função não negativa θ1 ∈ Lp([a, b]) tais que

|f(x, y)|≤ θ1(x) + τ1|y|q−1, y ∈ R, x ∈ [a, b].

(d) f é Lipschitz em relação a segunda variável com constante de Lipschitz τ2 > 0,

|f(x, u) − f(x, v)|≤ τ2|u − v|, para todo x ∈ [a, b] e u, v ∈ R.

Lema 2.2.1. Seja 1 < p < ∞ e q o conjugado de p. Seja A o operador definido em (2.6) e

admita que as funções g, f e k satisfazem as condições (a) − (d), então A aplica Lp([a, b])

sobre ele próprio, ou seja,

∀u ∈ Lp([a, b]) =⇒ Au ∈ Lp([a, b]).

Demonstração: Basta mostrar que o operador H aplica Lp([a, b]) sobre ele próprio.

Dado u ∈ Lp([a, b]), utilizando a desigualdade em (c) temos

‖Hu‖p =
ˆ

∫ b

a
|F (Ku)(x)|p dx

˙1/p

=
ˆ

∫ b

a
|f(x, (Ku)(x))|p dx

˙1/p

≤

ˆ

∫ b

a

ˇ

ˇθ1(x) + τ1 |(Ku)(x)|q−1
ˇ

ˇ

p
dx

˙1/p

Aplicando a desigualdade de Minkowski,

‖Hu‖p ≤

ˆ

∫ b

a
|θ1(x)|p dx

˙1/p

+
ˆ

∫ b

a

ˇ

ˇτ1 |(Ku)(x)|q−1
ˇ

ˇ

p
dx

˙1/p

= ‖θ1‖p + τ1

ˆ

∫ b

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ b

a
k(x, y)u(y) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q

dx

˙1/p

≤ ‖θ1‖p + τ1

ˆ

∫ b

a

ˆ

∫ b

a
|k(x, y)u(y)| dy

˙q

dx

˙1/p
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agora aplicando a desigualdade de Hölder

‖Hu‖p ≤ ‖θ1‖p + τ1







∫ b

a

«

ˆ

∫ b

a
|k(x, y)|q dy

˙1/q ˆ

∫ b

a
|u(y)|p dy

˙1/p
ffq

dx







1/p

= ‖θ1‖p + τ1

{

∫ b

a

∫ b

a
|k(x, y)|q dy dx

}1/p

‖u‖q−1
p

= ‖θ1‖p + τ1‖k‖q−1
q ‖u‖q−1

p

logo ‖Hu‖p< ∞ e Hu ∈ Lp([a, b]). l

Lema 2.2.2. Consideremos o operador A, definido em 2.6. Admitindo as hipóteses (a)−(d),

então o operador A é compacto.

Demonstração: Escrevemos A = A1 + H, onde A1 é o operador constante A1u = g e

H é o operador Hu = F (Ku) dado em (2.5). Obviamente A1 é um operador compacto

sobre Lp([a, b]), pois é um operador constante e g ∈ Lp([a, b]). Desta forma, basta provar

que H é compacto.

Etapa 1: Suponha que k ∈ C([a, b]2). Vamos mostrar que H : Lp([a, b]) −→ C([a, b]) é

compacto.

Sejam u ∈ Lp([a, b]) e x, x0 ∈ [a, b], segue de (d) que

|(Hu)(x) − (Hu)(x0)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)u(y) dy

˙

− f

ˆ

x0,
∫ b

a
k(x0, y)u(y) dy

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ τ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ b

a
k(x, y)u(y) dy −

∫ b

a
k(x0, y)u(y) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ τ2

∫ b

a
|k(x, y) − k(x0, y)| |u(y)| dy

≤ τ2

ˆ

∫ b

a
|k(x, y) − k(x0, y)|q dy

˙1/q ˆ

∫ b

a
|u(y)|p dy

˙1/p

≤ τ2 sup
y∈[a,b]

|k(x, y) − k(x0, y)| (b − a)1/q‖u‖p (2.8)

Como k(·, ·) é uniformemente contínua em [a, b]2, então da desigualdade acima segue que

Hu ∈ C([a, b]).

Dada uma sequência limitada S = {(un), n ∈ N} em Lp([a, b]), vamos provar que

HS é uniformemente limitada e equicontínua.

Por hipótese de S, existe uma constante MS > 0 tal que ‖un‖p≤ MS para todo

n ∈ N. Pela hipótese (c) e usando procedimento análogo de (2.8), temos que

|(Hun)(x)| ≤ θ1(x) + τ1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ b

a
k(x, y)un(y)dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q−1

≤ θ1(x) + τ1‖k‖q−1
∞ (b − a)q−1M q−1

S ,
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para todo n ∈ N e x ∈ [a, b]. Como θ1 é limitada, logo HS é uniformemente limitada em

C([a, b]). Além disso, para todo x, x0 ∈ [a, b] e n ∈ N em (2.8) temos

|(Hun)(x) − (Hun)(x0)|≤ τ2 sup
y∈[a,b]

|k(x, y) − k(x0, y)| (b − a)1/qMS

que implica a equicontinuidade de HS. Portanto pelo Teorema de Arzela-Ascoli 1.2.16

temos que HS é pré-compacto em C[(a, b)]. Como C([a, b]) é imerso continuamente em

Lp([a, b]) segue que H também é compacto em Lp([a, b]).

Etapa 2: Suponha k ∈ Lq([a, b]2). Vamos mostrar que H : Lp([a, b]) −→ Lp([a, b])

é compacto. Como C([a, b]2) é denso em Lq([a, b]2), existe uma sequência de operadores

(kn(·, ·))n∈N ⊂ C([a, b]2) tal que ‖kn − k‖q−→ 0.

Tomemos a mesma sequência S da Etapa 1. Denotemos por Hkn
o operador similar

a H substituindo a função k por kn. Como k1 ∈ C([a, b]), pela Etapa 1 segue que Hk1
é

compacto, logo existe uma subsequência (u(1)
n )n da sequência (un)n tal que

`

Hk1
u(1)

n

˘

n
é

convergente. Analogamente, existe uma subsequência (u(2)
n )n de (u(1)

n )n tal que
`

Hk2
u(2)

n

˘

n

é convergente. Consequentemente, para todo m ∈ N podemos obter uma subsequência

(u(m)
n )n de (u(m−1)

n )n tal que
`

Hkm
u(m)

n

˘

n
é convergente. Consideremos a sequência diagonal

(u(n)
n )n, vamos mostrar que

`

Hu(n)
n

˘

n
é uma sequência de Cauchy em Lp([a, b]). Para todo

m, l, n ∈ N temos

‖Hu(m)
m −Hu

(l)
l ‖p≤ ‖Hu(m)

m −Hkn
u(m)

m ‖p+‖Hkn
u(m)

m −Hkn
u

(l)
l ‖p+‖Hkn

u
(l)
l −Hu

(l)
l ‖p. (2.9)

Como
´

Hkn
u

(l)
l

¯

l
é convergente, então para todo ε > 0 existe Nε > 0 tal que

‖Hkn
u(m)

m − Hkn
u

(l)
l ‖p≤

ε

3
, ∀m, l ≥ Nε. (2.10)

Usando o mesmo desenvolvimento de (2.8) temos que

‖Hu(m)
m − Hkn

u(m)
m ‖p

p ≤
∫ b

a
|Hu(m)

m (x) − Hkn
u(m)

m (x)|p dx

≤ τ2

∫ b

a
‖k − kn‖p

q‖u(m)
m ‖p

p dx

= τ2‖k − kn‖p
q‖u(m)

m ‖p
p(b − a)

Como ‖k − kn‖q−→ 0 quando n → ∞, então existe Mε > 0 tal que

‖Hu(m)
m − Hkn

u(m)
m ‖p<

ε

3
∀m ∈ N. (2.11)

Combinando (2.9)-(2.11) concluímos que
`

Hu(n)
n

˘

n
é uma sequência de Cauchy no espaço de

Banach Lp([a, b]). Desta forma, temos que qualquer sequência de HS tem uma subsequência

convergente, portanto HS é compacto sobre Lp([a, b]), sempre que S for limitado em

Lp([a, b]). Isto mostra que H é um operador compacto sobre Lp([a, b]). l

Vejamos agora o nosso primeiro resultado de existência de solução da equação integral

não-linear em Lp([a, b]). A demonstração do seguinte resultado utiliza-se do teorema do

ponto fixo de Schauder 1.2.18.
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Teorema 2.2.3. Consideremos um número real 1 < p < ∞, q o seu conjugado, e a

equação integral (2.1),

u(x) = g(x) + f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)u(y) dy

˙

, x ∈ [a, b], (2.12)

onde g, f e k satisfazem as condições (a) − (d). Além disso, suponha que

(e) o kernel k e a constante τ1 satisfaem,

τ1‖k‖q/p
q < 1,

e, se 1 < p < 2,

(f) ‖g‖p+‖θ1‖p< 1 − τ1‖k‖q/p
q .

Nas condições acima, a equação integral (2.12) tem uma solução única u ∈ Lp([a, b]).

Demonstração: A ideia da demonstração é usar o Teorema do ponto fixo de Schauder

sobre o operador A definido sobre Lp([a, b]). Tomemos a bola fechada de raio R,

BR = {f ∈ Lp([a, b]), ‖f‖p≤ R},

para algum R > 0. Evidentemente BR é um conjunto limitado, fechado e convexo em

Lp([a, b]). Além disso, pelo Lema 2.2.2 o operador A, dado por (2.6), é compacto sobre

Lp([a, b]). Como BR é um conjunto limitado em Lp([a, b]), então A(BR) é pré-compacto

em Lp([a, b]).

Provaremos agora que existe R0 > 0 tal que A(BR0
) ⊂ BR0

. Usando a condição (b) e

desigualdade de Minkowski,

‖Hu‖p =

{

∫ b

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)u(y) dy

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dx

}1/p

≤







∫ b

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θ1(x) + τ1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ b

a
k(x, y)u(y) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q−1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dx







1/p

≤

{

∫ b

a
|θ1(x)|p dx

}1/p

+ τ1

{

∫ b

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ b

a
k(x, y)u(y) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q

dx

}1/p

.

Aplicando a desigualdade de Hölder sobre a segunda parcela

‖Hu‖p,µ ≤ ‖θ1‖p+τ1







∫ b

a

ˆ

∫ b

a
|k(x, y)|q dy

˙ ˆ

∫ b

a
|u(y)|p dy

˙q/p

dx







1/p

= ‖θ1‖p+τ1

{

∫ b

a

ˆ

∫ b

a
|k(x, y)|q dy

˙

dx

}1/p

‖u‖q/p
p

= ‖θ1‖p+τ1‖k‖q/p
q ‖u‖q/p

p .
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Como Au = g + Hu, segue que

‖Au‖p≤ ‖g‖p+‖θ1‖p+τ1‖k‖q/p
q ‖u‖q/p

p . (2.13)

Definimos a constante

R1 =
α

1 − β
,

onde α = |g‖p+‖θ1‖p e β = τ1‖k‖q/p
q . Está bem definida pois τ1‖k‖q/p

q < 1.

Para o caso p = q = 2, basta tomar R0 = R1 e temos que se ‖u‖p≤ R0 em (2.13)

implica que ‖Au‖p≤ α + βR0 = R0. Consequentemente, temos A(BR0
) ⊂ BR0

.

Para o caso, que p > 2, notemos que q < 2 e, assim q/p < 1. Neste caso, um pouco

mais delicado, consideremos ξ ∈ R que satisfaça a equação

ξ − αβ− p

p−q = ξq/p. (2.14)

A existência de um número ξ segue dos seguintes argumentos. Para α, β ≥ 0 e q/p < 1,

notemos que a função h(ξ) = ξ−αβ− p

p−q −ξq/p é contínua, além disso, h(1) = −αβ− p

p−q < 0

e

h

ˆ

1 +
p

p − q
αβ− p

p−q

˙

= 1 +
p

p − q
αβ− p

p−q − αβ− p

p−q −

ˆ

1 +
p

p − q
αβ− p

p−q

˙q/p

> 1 +
p

p − q
αβ− p

p−q − αβ− p

p−q −

ˆ

1 +
q

p

ˆ

p

p − q
αβ− p

p−q

˙˙

= αβ− p

p−q

ˆ

p

p − q
− 1 −

q

p − q

˙

= 0,

logo pelo teorema do valor intermediário segue que a equação (2.14) tem uma solução

no intervalo
´

1, 1 + (p/(p − q))αβ− p

p−q

¯

. Tomemos R0 = ξβ
p

p−q , e se ‖u‖p≤ R0 em (2.13)

implica que

‖Au‖p ≤ α + β
´

ξβ
p

p−q

¯q/p

= α + ξq/pβ1+ q

p−q

= α +
´

ξ − αβ− p

p−q

¯

β
p

p−q

= ξβ
p

p−q = R0

logo Au ∈ BR0
.

Por fim, se 1 < p < 2 temos que q/p > 1 (p/q > 1) e, por hipótese, R1 =

α/(1 − β) > 1, assim R1 < R
p/q
1 . Tomemos R0 = R

p/q
1 , logo se ‖u‖p≤ R0 temos

‖Au‖p≤ α + βR1 = R1 ≤ R0. Portanto, para 1 < p < ∞ obtemos A(BR0
) ⊂ BR0

,

desde que R0 seja escolhido conforme indicado acima.

Finalmente, usando o teorema do ponto fixo de Schauder 1.2.18, concluímos que

(2.12) tem uma única solução em u ∈ BR0
. Como BR0

⊂ Lp([a, b]), temos que existe uma

solução da equação integral em Lp([a, b]).
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A prova da unicidade é análoga à demonstração do teorema de unicidade 2.1.6. l

Vamos agora aos próximos resultados de existência de soluções em Lp([a, b]) para

equações integro-funcionais. No entanto, consideremos uma mudança na equação integro-

funcional (2.12) admitindo uma aplicação, podendo ser não linear, sobre a função variável

no integrando, ou seja, consideremos as equações integro-funcionais na forma:

u(x) = f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)l(y, u(y)) dy

˙

, x ∈ [a, b], (2.15)

que, certa forma, é uma generalização da equação integro-funcional (2.12).

Em Emmanuele (1992), o autor considera a equação (2.15) e prova a existência de

soluções desta equação em L1([0, 1]).

A técnica aplicada foi utilizar o teorema do ponto fixo de Schauder para obter um

ponto fixo do operador A : L1([0, 1]) → L1([0, 1]) dado por

(Au)(x) = f

ˆ

x,
∫ 1

0
k(x, y)l(y, u(y)) dy

˙

, t ∈ [0, 1]. (2.16)

Em Nadir e Gagui (2014), os autores provaram a existência e unicidade de soluções

da equação integral de Hammerstein no intervalo [a, b]:

u(x) =
∫ b

a
k(x, y)l(y, u(y)) dy, x ∈ [a, b]

em espaços Lp([0, 1]).

Assim como no Teorema 2.1.5, a base principal para a obtenção dos próximos

resultados serão os teoremas de ponto fixo agregados a convergência de aproximações

sucessivas. Para isso, definimos um operador A por

(Au)(x) = f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)l(y, u(y)) dy

˙

x ∈ [a, b]. (2.17)

Vamos mostrar que, sob certas condições, A aplica Lp([a, b]) nele próprio. Isto significa

que a solução da equação (2.15) está em Lp([a, b]). E, adicionando hipóteses, provaremos

que a equação (2.15) tem solução única em Lp([a, b]). Veremos que esta solução poderá ser

obtida como limite de uma aproximação sucessiva, diferente da técnica usada no Teorema

2.1.5

Apresentamos abaixo as hipóteses que usaremos nos teoremas seguintes:

(A) A função l : [a, b] ×R −→ R satisfaz as condições de Carathéodory; além disso, existe

uma função não negativa θ0 ∈ Lp([a, b]), e uma constante positiva τ0 > 0 tal que

|l(x, y)|≤ θ0(y) + τ0|y|.
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(B) O kernel k(x, y) ∈ Lq([a, b]) para todo x ∈ [a, b] e que
ˆ

∫ b

a
|k(x, y)|q dy

˙
1

q

≤ ϕ1(x), para todo x ∈ [a, b],

onde ϕ1 ∈ Lq([a, b]) é uma função não negativa.

(C) Existe uma função não negativa θ1 ∈ Lp([a, b]) e uma contante positiva τ1 > 0 tais

que

|f(x, y)|≤ θ1(x) + τ1|y|q/p x para q.t.p. x ∈ [a, b] e y ∈ R.

(D) f : [a, b]×R → R é Lipschitz em relação à segunda variável com constante de Lipschitz

τ2 > 0,

|f(x, y1) − f(x, y2)|≤ τ2|y1 − y2| para todo x ∈ [a, b] e y1, y2 ∈ R.

(E) l : [a, b] × R → [a, b] é lipschitziana em relação à segunda variável com constante de

Lipschitz τ3 > 0,

|l(x, y1) − l(x, y2)|≤ τ3|y1 − y2| para todo x ∈ [a, b] e y1, y2 ∈ R.

Lema 2.2.4. Sejam 1 < p < ∞, q o conjugado de p e A o operador definido em (2.17).

Se as funções l, k e f satisfazem as condições (A) − (C), então A aplica Lp([a, b]) sobre

ele próprio.

Demonstração: Dado u ∈ Lp([a, b]), temos que l(y, u(y)) ∈ Lp([a, b]). De fato, pela

condição (A) temos que |l(y, u(y))|p≤ pθ0(y) + τ0|u(y)|qp , logo

‖l(y, u(y))‖p =
ˆ

∫ b

a
|l(y, u(y))|p dy

˙
1

p

≤

ˆ

∫ b

a
pθ0(y) + τ0|u(y)|qp dy

˙
1

p

,

e, usando a desigualdade de Minkowski, segue que

‖l(y, u(y))‖q ≤

ˆ

∫ b

a
|θ0(y)|p dy

˙
1

p

+
ˆ

∫ b

a
τ p

0 |u(y)|p dy

˙
1

p

= ‖θ0‖p+τ0‖u(y)‖p < ∞.

Mostraremos que Au ∈ Lp([a, b]). Dado x ∈ [a, b], segue da condição (C) que

|(Au)(x)|p =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)l(y, u(y)) dy

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

≤

«

θ1(x) + τ1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ b

a
k(x, y)l(y, u(y)) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q/p
ffp

≤

˜

2 max







θ1(x), τ1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ b

a
k(x, y)l(y, u(y)) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q/p






¸p

= 2p max

{

[θ1(x)]p, τ p
1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ b

a
k(x, y)l(y, u(y)) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q}

≤ 2p

{

[θ1(x)]p + τ p
1

„

∫ b

a
|k(x, y)l(y, u(y))| dy

q}

.
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Aplicando a desigualdade de Hölder,
∫ b

a
|k(x, y)l(y, u(y))| dy ≤

ˆ

∫ b

a
|k(x, y)|q dy

˙1/q ˆ

∫ b

a
|l(y, u(y))|p dy

˙1/p

≤ ϕ1(x)‖l(y, u(y))‖p

Desta maneira, segue que
„

∫ b

a
|k(x, y)l(y, u(y))| dy

q

≤ rϕ1(x)sq ‖l(y, u(y))‖q
p,

o que implica

|Au(x)|p ≤ 2p
{

rθ1(x)sp + τ p
1 rϕ1(x)sq ‖l(y, u(y))‖q

p

}

.

Finalmente, obtemos

‖Au‖p
p ≤ 2p

{

‖θ1‖
p
p+τ p

1 ‖l(y, u(y))‖q
p

∫ b

a
rϕ1(x)sq dx

}

≤ 2p
{

‖θ1‖
p
p+τ p

1 ‖l(y, u(y))‖q
p‖ϕ1‖

q
q

}

< ∞,

o que conclui a prova. l

Agora, adicionaremos hipóteses sobre f , k e l para garantir a existência de uma

solução da equação integral (2.15) por um processo iterativo.

Teorema 2.2.5. Suponha que as condições (A) − (E) são satisfeitas. Então, a sequência

{un} obtida pelo processo iterativo

un+1(y) = f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)l(y, un(y)) dy

˙

(2.18)

converge sempre para uma solução da equação integral (2.15), desde que

τ p
2 τ p

3

∫ b

a
[ϕ1(x)]p dx = Np < 1. (2.19)

Demonstração: Seja u0 ∈ Lp([a, b]) uma aproximação inicial para a sequência (2.18).

Pelo Lema 2.2.4 temos que u1 = Au0 ∈ Lp([a, b]), logo u1 − u0 ∈ Lp([a, b]). Façamos

C = ‖u1 − u0‖p< ∞.

Por (D) e (E), segue que

|un+1(x) − un(x)| ≤ τ2

∫ b

a
|k(x, y)||l(y, un(y)) − l(y, un−1(y))| dy

≤ τ2

∫ b

a
|k(x, y)|τ3|un(y) − un−1(y))| dy,

usando a desigualdade de Hölder,

|un+1(x) − un(x)| ≤ τ2τ3

ˆ

∫ b

a
|k(x, y)|q dy

˙
1

q
ˆ

∫ b

a
|un(y) − un−1(y)|p dy

˙
1

p

,
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logo, por (B),

|un+1(x) − un(x)|p ≤ τ p
2 τ p

3 rϕ1(x)sp
∫ b

a
|un(y) − un−1(y))|p dy. (2.20)

Fazendo n = 1 em (2.20) temos que

|u2(x) − u1(x)|p ≤ τ p
2 τ p

3 [ϕ1(x)]p
∫ b

a
|u1(y) − u0(y)|p dy = τ p

2 τ p
3 [ϕ1(x)]pCp,

fazendo n = 2 e usando a hipótese (2.19)

|u3(x) − u2(x)|p ≤ τ p
2 τ p

3 [ϕ1(x)]p
∫ b

a
|u2 − u1|

p dy

= τ p
2 τ p

3 [ϕ1(x)]p
∫ b

a
|u2(y) − u1(y)|p dy

≤ τ p
2 τ p

3 [ϕ1(x)]pCpNp

e sucessivamente

|un+1(x) − un(x)|p≤ τ p
2 τ p

3 [ϕ1(x)]pCpN (n−1)p,

que é equivalente a

|un+1(x) − un(x)|≤ τ2τ3ϕ1(x)CNn−1. (2.21)

Notemos que o limite da sequência {un(x)} pode ser escrita como uma série:

lim
n→∞

un+1(x) = lim
n→∞

pu0(x) + (u1(x) − u0(x)) + · · · + (un+1(x) − un(x))q

= u0(x) +
∞

∑

i=0

(un+1(x) − un(x))

Como esta série, por (2.21), é majorada pela série geométrica

τ2τ3ϕ1(x)C
∞

∑

n=0

Nn = τ2τ3ϕ1(x)C(1 + N + N2 + · · · + N j + · · ·).

que é convergente, 0 < N < 1, concluímos que a sequência {un(x)} converge para a solução

da equação integral (2.15). l

Nosso próximo resultado é sobre a unicidade da equação integral (2.15) e sua prova

é imediata pelo teorema do ponto fixo de Banach 1.2.11 e o Teorema 2.2.5.

Teorema 2.2.6. Considere que as condições (A) − (E) são satisfeitas. Além disso, se

(2.19) é satisfeita, então a equação integral (2.15) tem uma única solução em Lp([a, b]),

que é obtida pelo limite da sequência iterativa (2.18).

Observamos que as equações integrais de Hammerstein são casos particulares da

equação (2.15), em virtude disso, o nosso resultado generaliza os resultados obtidos por

Nadir e Gagui (2014). Além disso, nossos resultados expandem o trabalho de Emmanuele

(1992) para o espaço Lp([a, b]) com p ≥ 1.
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2.3 Resultados sobre L∞([a, b])

Nesta seção apresentaremos resultados de existência e unicidade quando o espaço é

X = L∞([a, b]). Consideremos a equação integro-funcional (2.1) e as seguintes condições

sobre as funções g, f e k:

(a′) g ∈ C([a, b]);

(b′) k ∈ C([a, b]2);

(c′) f ∈ C([a, b] × R) e existem uma constante τ1 > 0 e uma função não negativa

θ ∈ C([a, b]) tais que

|f(x, y)|≤ θ(x) + τ1|y|, y ∈ R, x ∈ [a, b].

(d′) f é Lipschitz em relação a segunda variável com constante de Lipschitz τ2 > 0,

|f(x, u) − f(x, v)|≤ τ2|u − v|, para todo x ∈ [a, b] e u, v ∈ R.

(e′) o operador K satisfaz a relação

τ2‖K‖∞< 1.

Notemos que, se (b′) é satisfeito então o kernel k satisfaz

(1b′) sup
x∈[a,b]

∫ b

a
|k(x, y)| dy < ∞

e

(2b′) lim
x→x′

∫ b

a
|k(x, y) − k(x′, y)| dy = 0.

Lema 2.3.1. Seja A o operador definido em (2.6) e admita que as funções g, f e k

satisfazem as condições (a′) − (c′), então A aplica L∞([a, b]) sobre ele próprio.

Demonstração: Dado u ∈ L∞([a, b]), utilizando a desigualdade em (c′) temos

|(Au)(x)| = |g(x) + f(x, (Ku)(x))|
≤ |g(x)|+θ(x) + τ1 |(Ku)(x)|

≤ ‖g‖∞+‖θ‖∞+τ1

∫ b

a
|k(x, y)u(y)| dy (2.22)

≤ ‖g‖∞+‖θ‖∞+τ1‖u‖∞

∫ b

a
|k(x, y)| dy.

Segue de (1b′) que ‖Au‖∞< ∞, ou seja, Au ∈ L∞([a, b]). l
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Lema 2.3.2. Consideremos o operador A, definido em (2.6). Admitindo as hipóteses

(a′) − (d′), então o operador A é compacto.

Demonstração: Dada uma sequência limitada S = {(un), n ∈ N} em L∞([a, b]), vamos

provar que A(S) é uniformemente limitada e equicontínua. Por hipótese de S, existe uma

constante MS > 0 tal que ‖un‖∞≤ MS para todo n ∈ N. Usando procedimento análogo

de (2.22), temos que

|(Aun)(x)| ≤ ‖g‖∞+‖θ‖∞+τ1MS

∫ b

a
|k(x, y)| dy,

para todo n ∈ N e x ∈ [a, b], logo A(S) é uniformemente limitada em L∞([a, b]).

Dados x, x0 ∈ [a, b], segue de (d′) que

|(Aun)(x) − (Aun)(x0)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)un(y) dy

˙

− f

ˆ

x0,
∫ b

a
k(x0, y)un(y) dy

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ τ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∫ b

a
k(x, y)un(y) dy −

∫ b

a
k(x0, y)un(y) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ τ2

∫ b

a
|k(x, y) − k(x0, y)| |un(y)| dy

≤ τ2

ˆ

∫ b

a
|k(x, y) − k(x0, y)| dy

˙

‖un‖∞,

e aplicando (2b′) na desigualdade acima, obtemos a equicontinuidade de A(S). Por-

tanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli 1.2.16 temos que A(S) é pré-compacto em C([a, b].

Como C([a, b]) é continuamente imerso em L∞[(a, b)], segue que A(S) é pré-compacto

em L∞([a, b]). Pelo Lema 2.3.1, A(L∞([a, b])) ⊂ L∞([a, b]), portanto A é compacto em

L∞([a, b]). l

Teorema 2.3.3. Suponha que as condições (a′) − (e′) são satisfeitas. Então a sequência

{un} obtida pelo processo iterativo

un+1(y) = f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)un(y) dy

˙

(2.23)

converge para uma solução da equação integral (2.12) em L∞([a, b]).

Demonstração: A demonstração deste teorema usa a mesma ideia do Teorema 2.2.5.

Consideremos u0 ∈ L∞([a, b]) uma aproximação inicial para a sequência (2.23). Pelo

Lema 2.3.1 temos que u1 = Au0 ∈ L∞([a, b]), logo u1 − u0 ∈ L∞([a, b]). Fixamos C =

‖u1 − u0‖∞< ∞. Como (Kun)(x) =
∫ b

a
k(x, y)u(y) dy e por (d′), segue que

|un+1(x) − un(x)| ≤ τ2 |(Kun)(x) − (Kun−1)(x)|
≤ τ2‖K‖∞‖un − un−1‖∞,

o que implica

‖un+1 − un‖∞ ≤ τ2‖K‖∞‖un − un−1‖∞.
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Fazendo n = 1 acima obtemos

‖u2 − u1‖∞ ≤ τ2‖K‖∞‖u1 − u0‖∞ = τ2‖K‖C,

e fazendo n = 2,

‖u3 − u2‖∞ ≤ τ2‖K‖∞‖u2 − u1‖∞ ≤ τ p
2 ‖K‖2

∞C

e sucessivamente

‖un+1 − un‖∞≤ τn
2 ‖K‖n

∞C.

Notemos que limite da sequência {un(x)} pode ser escrita como uma série:

lim
n→∞

un+1(x) = lim
n→∞

pu0(x) + (u1(x) − u0(x)) + · · · + (un+1(x) − un(x))q

= u0(x) +
∞

∑

i=0

(un+1(x) − un(x))

Como esta série é majorada pela série geométrica

C
∞

∑

n=0

(τ2‖K‖∞)n = C(1 + τ2‖K‖∞+(τ2‖K‖∞)2 + · · · + (τ2‖K‖∞)j + · · ·).

que é convergente, pois por (e′) tem-se τ2‖K‖∞< 1, concluímos que a sequência {un(x)}

converge para a solução da equação integral (2.1). l
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Capítulo 3

Resolução Numérica da Equação

Integro-Funcional

Nesta seção apresentaremos um método numérico para resolver as equações integro-

funcionais de Fredholm não lineares (2.12). A ideia é usarmos o método da colocação

com funções de Lagrange obtendo um sistema não linear. Depois escrevemos de forma a

resolver iterativamente pelo método de Picard a fim de encontrar um ponto fixo. Por fim,

faremos a análise da convergência deste método.

3.1 Método da Colocação e Iteração de Picard

Consideremos uma malha, não necessariamente uniforme, do intervalo [a, b]

a = x0 < x1 < . . . < xn = b, (3.1)

com subintervalos Ji = (xi−1, xi) de comprimento hi = xi − xi−1, 1 ≤ i ≤ n e h = max
1≤i≤n

hi.

Denominemos Vn o subespaço das funções interpoladoras contínuas definidas no

intervalo [a, b] com relação à malha 3.1. Consideremos as funções interpoladoras sendo as

funções de Lagrange {lj}, j = 0, . . . , n. Lembramos que as funções lj ∈ Vn, j = 0, 1, . . . , n

satisfazem a relação lj(xi) = δij, 0 ≤ i, j ≤ n.

Conforme a Seção 1.3.4, o método da colocação para a equação (2.12),

u(x) = (Au)(x) = g(x) + f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)u(y) dy

˙

, x ∈ [a, b], (3.2)

utilizando funções de Lagrange associadas à discretização (3.1), consiste em aproximar a

solução por uma função uh no subespaço Vn = span{l0(x), . . . , ln(x)} expressa da forma

uh(x) =
n

∑

j=0

ujlj(x), (3.3)
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onde os coeficientes uj, com uj = uh(xj), j = 0, . . . , n, serão determinados de forma que

uh satisfaça a equação integral (2.1) nos pontos da malha {xi} da discretização (3.1), ou

seja,

uh(xi) = g(xi) + f(x, (Kuh)(xi)), 0 ≤ i ≤ n. (3.4)

Pela linearidade do operador integral K temos

ui = g(xi) + f

˜

xi,
n

∑

j=0

(Klj)(xi)uj

¸

, 0 ≤ i ≤ n. (3.5)

Considerando o vetor dos coeficientes u = [u0, . . . , un]T e o vetor da malha x = [x0, . . . , xn]T ,

podemos reescrever (3.5) na forma matricial,

u = A1(u), A1(u) = g + F(x, Ku), (3.6)

sendo que g = [g(x0), . . . , g(xn)]T , F(x, y) = rf(x0, y0), . . . , f(xn, yn)sT e K é uma matriz

(n + 1) × (n + 1) tal que

Ki,j = (Klj)(xi) =
∫ b

a
k(xi, y)lj(y) dy, para 0 ≤ i, j ≤ n. (3.7)

Note que o problema matricial (3.6) não é linear e pode ser visto como um problema

de encontrar um ponto fixo. Assim aplicando o método de iteração de Picard, no qual a

solução é obtida como limite de uma sequência {u(r)}r∈N definida iterativamente por

u(r+1) = A1(u(r)), com A1(u(r)) = g + F(x, Ku(r)). (3.8)

Observação 3.1.1. No cálculo da integral (3.7) que fornece os elementos da matriz K

podemos usar uma quadratura cujos pontos coincidem com os da malha usada para

construir as funções de Lagrange. Neste caso a integral é aproximada por:

Kij =
∫ b

a
k(xi, y)lj(y) dy ≈

n
∑

s=0

wsk(xi, xs)lj(xs) = wjk(xi, xj), (3.9)

onde w0, . . . , wn são os pesos da quadratura e x0, . . . , xn são os pontos da partição (3.1).

Quando usamos uma quadratura para aproximar o valor da integral o método é

dito método da colocação discreto, ver Atkinson e Flores (1993), Atkinson e Potra (1987),

Kumar e Sloan (1987), Kumar (1988). Além disso, se os nós da quadratura forem os

mesmos da discretização, como em (3.9), dizemos método de Nystron, ver Atkinson (1997).

3.2 Estudo da Convergência

Nesta seção faremos a análise da convergência do método proposto na Seção 3.1.

Para esta análise consideraremos que a discretização do intervalo [a, b] é uniforme com

tamanho de passo h = (b − a)/n. Faremos separadamente a análise dos métodos usados.
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3.2.1 Convergência do Método da Colocação

Atkinson e Potra (1987) apresentam uma análise de convergência das soluções obtidas

pelos métodos de projeções para a equação de Urysohn. Utilizaremos estes resultados para

concluirmos a convergência do método da colocação aplicado à equação integro-funcional.

Os autores consideram um equação não linear na forma

u = Au, (3.10)

sendo A um operador completamente contínuo definido sobre o fecho D̄ de um subconjunto

aberto D do espaço de Banach X, com Au ∈ Y para todo u ∈ D̄, sendo Y um subespaço

fechado de X. Atkinson e Potra (1987) consideraram uma sequência de subespaços de

dimensão finita Xn, n ≥ 1, que se aproxima de X, e as respectivas projeções Πn : X −→ Xn

satisfazendo

‖Πnv − v‖→ 0 quando n → ∞ para todo v ∈ Y. (3.11)

O método de projeção para resolver (3.10) consiste em determinar a solução

un = ΠnAun, com un ∈ Xn. (3.12)

O próximo resultado, cuja demonstração pode ser encontrada em Krasnoselskii e

Zabreiko (1984, Teorema 50.3), diz respeito a existência e convergência de {un}:

Teorema 3.2.1. Suponha que u∗ ∈ D é um ponto fixo não nulo de um operador não linear

A completamente contínuo e as projeções Πn satisfazem (3.11). Para n suficientemente

grande, a equação (3.12) tem pelo menos uma solução un ∈ Xn ∩ D. Além disso,

lim
n→∞

‖un − u∗‖= 0.

Agora, admitimos que A é diferenciável no sentido de Fréchet em u∗ (Definição

1.2.14) e denominamos a derivada por L = A′(u∗). Vimos no Teorema 1.2.15 que, se A for

completamente contínuo, então L é também completamente contínuo. Além disso, como L

é um operador linear, temos que L é compacto.

Esta condição do operador A ser diferenciável num ponto fixo u∗ também é encontrada

em outros trabalhos, como em Kumar e Sloan (1987) na análise da convergência da solução

aproximada obtida pelo método da colocação para a equação de Hammerstein.

Lema 3.2.2. Sejam Πn uma sequência de projeções satisfazendo (3.11), A um operador

completamente contínuo e diferenciável num ponto fixo u∗ e L = A′(u∗). Então

(i) Se an := ‖(I − Πn)L‖, então an → 0 quando n → 0;

(ii) Se bn := ‖L(I − Πn)|Y ‖, então bn é uniformemente limitada.

Demonstração: (i) De imediato pela definição de L, como A(D) ⊂ Y e Y é um
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subespaço fechado, então Im(L) ⊂ Y . Por (3.11) temos que ‖Πnv − v‖→ 0 para todo

v ∈ Y , em particular, para v ∈ Im(L). Assim para todo w ∈ Y , temos v = Lw ∈ Y e

‖(I − Πn)Lw‖→ 0 para todo ‖w‖≤ 1, portanto ‖(I − Πn)‖→ 0.

(ii) Por (3.11), temos que (I − Πn)|Y é uniformemente limitado. Além disso, L é um

operador linear e completamente comtínuo, logo limitado. Portanto bn = ‖L(I − Πn)|Y ‖≤

‖L‖‖(I − Πn)|Y ‖ é uniformemente limitada. l

Teorema 3.2.3. Consideremos as mesmas condições do Lema 3.2.2. Se o operador linear

L = A′(u∗) não possui autovalor 1, então existem sequências não negativas, {ǫn} e {δn},

ambas convergentes para zero, e constantes c, d > 0, tais que

d(1 − ǫn)‖Πnu∗ − u∗‖≤ ‖u∗ − un‖≤ c(1 + δn)‖Πnu∗ − u∗‖ (3.13)

Demonstração: Se 1 não é autovalor de L, então o operador linear (I − L) é inversível

sobre X. Somando e subtraindo ΠnL(un − u∗) e Πnu∗ a (I − L)(un − u∗) temos

(I − L)(un − u∗) = (I − L)(un − u∗) + ΠnL(un − u∗) − ΠnL(un − u∗) + Πnu∗ − Πnu∗

= (Πn − I)L(un − u∗) + (un − u∗) + Πnu∗ − Πnu∗ − ΠnL(un − u∗)

Utilizando as equações (3.10) e (3.12) temos

(I − L)(un − u∗) = (Πn − I)L(un − u∗) + (ΠnAun − u∗)

+ Πnu∗ − Πn(Au∗) − ΠnL(un − u∗)

= (Πn − I)L(un − u∗) + (Πnu∗ − u∗)

+ ΠnAun − ΠnAu∗ − ΠnL(un − u∗),

ou seja,

(I−L)(un−u∗) = (Πn−I)L(un−u∗)+(Πn−I)u∗+Πn rAun − Au∗ − L(un − u∗)s . (3.14)

Defina a constante c = ‖(I − L)−1‖ e a sequência

rn =
‖A(un) − A(u∗) − L(un − u∗)‖

‖un − u∗‖
.

Segue da definição de L que rn → 0 quando n → ∞. Por (3.14),

‖un − u∗‖ ≤ c p‖(Πn − I)L‖‖un − u∗‖+‖Πnu∗ − u∗‖+‖Πn‖rn‖un − u∗‖q .

Segue de (3.11) que as projeções são limitadas uniformemente, ou seja, ‖Πn‖≤ b, para

algum b. Usando a sequência an definida acima, temos

‖un − u∗‖−c(an + brn)‖un − u∗‖≤ c‖Πnu∗ − u∗‖
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o que implica

‖un − u∗‖≤
c

1 − c(an + brn)
‖Πnu∗ − u∗‖

obtendo a segunda inequação de (3.13) onde δn =
c(an + brn)

1 − c(an + brn)
. Analogamente, obtemos

a primeira inequação de (3.13) com ǫn =
d(an + prn)

1 + d(an + prn)
e d = p‖(I − L)‖q−1. l

Observação 3.2.4. O Teorema 3.2.3 diz que a velocidade com que un se aproxima de u∗

é a mesma com que Πnu∗ se aproxima de u∗, ou seja, os erros obtidos ao aproximar u∗

pelas sequências un e Πnu∗ possuem a mesma ordem de convergência.

No caso do método da colocação as sequências das projeções são obtidas pelos

operadores interpoladores {In} e, desta forma, a ordem de convergência do método da

colocação é exatamente a mesma ordem obtida pela interpolação.

Operador integro-funcional.

Vejamos como aplicar estes resultados ao caso particular em que A é o operador

integro-funcional (2.17),

(Au)(x) = (Au)(x) = g(x) + f

ˆ

x,
∫ b

a
k(x, y)u(y) dy

˙

, x ∈ [a, b]. (3.15)

e analisar a convergência da solução obtida pelo método da colocação.

Vimos resultados sobre a existência e unicidade da solução sobre os espaços Lp([a, b]),

1 ≤ p ≤ ∞. Para a análise numérica do método da colocação é conveniente considerar o

espaço L∞([a, b]), admitindo que as funções g, f e k satisfaçam as condições (a′) − (e′) do

Teorema 2.3.3 sobre existência da solução da equação integro-funcional em L∞([a, b]).

Consideremos Y = C([a, b]). Evidentemente Y é um subespaço fechado de L∞([a, b])

e o operador A aplica Y sobre ele próprio. Além disso, no método da colocação a projeção

é o operador interpolador In e vamos supor que satisfaz (3.11),

‖Inv − v‖∞−→ 0, n → ∞, (3.16)

para todo v ∈ Y . Por exemplo, se In for o operador interpolador linear por partes, pela

Proposição 1.3.7, a propriedade (3.16) é garantida.

O seguinte resultado nos garante a convergência da solução uh obtida pelo método

da colocação quando aplicado à equação integro-funcional.

Proposição 3.2.5. Consideremos o operador integro-funcional A dado por (3.15). Supo-

mos que as condições (a′) − (e′) são satisfeitas e que o operador interpolador In satisfaça

a condição (3.16). Sejam u∗ ∈ C([a, b]) a solução da equação integro-funcional (3.2). Se
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u∗ ∈ C([a, b]), então a equação (3.5) tem pelo menos uma solução uh ∈ Vn ∩ C([a, b]), h =

(b − a)/n, para n suficientemente grande, e

‖u∗ − uh‖∞−→ 0 quando n −→ ∞.

Demonstração: Pelos Lemas 2.3.1 e 2.3.2 temos que A em (3.15) é compacto, logo

completamente contínuo em L∞([a, b]). Assim, o resultado segue do teorema 3.2.1. l

Vejamos as condições sobre o operador integro-funcional A em (3.15) para que seja

Fréchet-diferenciável.

Proposição 3.2.6. Suponha que (a′) − (e′) são satisfeitas. Admita que a derivada parcial

de f em relação a segunda variável, fy(x, y) :=
∂f

∂y
(x, y) exista e seja contínua em x ∈ [a, b]

e y ∈ R. Então o operador A é continuamente Fréchet-diferenciável sobre L∞([a, b]), além

disso,

(i) se u ∈ C([a, b]), para todo x ∈ [a, b] e v ∈ L∞([a, b]) tem-se

[A′(u)v](x) = fy(x, (Ku)(x))(Kv)(x);

onde (Kv)(x) =
∫ b

a
k(x, y)v(y) dy.

(ii) Se u∗ é um ponto fixo de A, então L = A′(u∗) não possui autovalor igual a 1.

Demonstração: (i) Dados x ∈ [a, b] e v ∈ L∞([a, b]) temos que

(A(u∗ + v) − Au∗)(x) = f(x, (K(u∗ + v))(x)) − f(x, (Ku∗)(x)). (3.17)

Pela linearidade de K, segue que

(A(u∗ + v) − Au∗)(x) = f(x, (Ku∗ + Kv)(x)) − f(x, (Ku∗)(x)).

Denotemos z∗ = (Ku∗)(x) e w = (Kv)(x). Como fy existe e contínua num intervalo I

contendo z∗ e w, temos que

f(x, z∗ + w) = f(x, z∗) + fy(x, z∗)w + ω(z∗, w) (3.18)

com ω(z∗, w) = o(‖w‖∞). Substituindo (3.18) em (3.17) obtemos o resultado, visto que

fy(x, (Ku)(x)) é um operador linear.

(ii) Suponha por contradição que L = A′(u∗) tenha autovalor igual a 1. Neste caso, existiria

v ∈ L∞([a, b]) tal que ‖v‖∞= 1 e

A′(u∗)v = v.

Por definição,

A(u∗ + tv) − A(u∗) = A′(u∗)(tv) + ω(u∗, tv) = v + ω(u∗, tv)
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com ω(u∗, tv) = o(‖tv‖∞) e qualquer t ∈ R
∗. Tomando t > 0, temos que

A(u∗ + tv) − A(u∗)
t

= A′(u∗)(v) +
ω(u∗, tv)
‖tv‖∞

,

assim
∥

∥

∥

∥

∥

v +
ω(u∗, tv)
‖tv‖∞

∥

∥

∥

∥

∥

∞

=

∥

∥

∥

∥

∥

A(u∗ + tv) − A(u∗)
t

∥

∥

∥

∥

∥

∞

.

Por outro lado, usando (d′),
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A(u∗ + tv)(x) − A(u∗)(x)
t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f(x, (K(u∗ + tv))(x)) − f(x, (Ku∗)(x))
t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤
τ2

t
|(K(u∗ + tv))(x) − (Ku∗)(x)|

=
τ2

t
|tK(v)(x)|

≤ τ2‖K‖∞‖v‖∞

Além disso, segue de (e′) que existe 0 < ǫ < 1 tal que
∥

∥

∥

∥

∥

v +
ω(u∗, tv)
‖tv‖∞

∥

∥

∥

∥

∥

∞

=

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A(u∗ + tv)(x) − A(u∗)(x)
t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ (1 − ǫ)′ ‖v‖∞.

Por outro lado, como ω(u∗, tv) = o(‖tv‖∞), existe T > 0 tal que
∥

∥

∥

∥

∥

ω(u∗, tv)
‖tv‖∞

∥

∥

∥

∥

∥

∞

<
ǫ

2
∀ t < T.

Assim,
∥

∥

∥

∥

∥

v +
ω(u∗, tv)
‖tv‖∞

∥

∥

∥

∥

∥

∞

≥ ‖v‖∞−

∥

∥

∥

∥

∥

ω(u∗, tv)
‖tv‖∞

∥

∥

∥

∥

∥

∞

> ‖v‖∞−
ǫ

2
∀ t < T,

o que leva à contradição ‖v‖∞< 1/2. Logo λ = 11 não pode ser autovalor de A′(u∗). l

3.2.2 Convergência da Iteração de Picard

Nesta seção, consideremos o sistema das equações discretizadas (3.5), obtido ao

aplicarmos o método da colocação sobre a equação integro-funcional (3.2), e sua respectiva

forma matricial (3.6). Conforme vimos, pela Proposição 3.2.5, sob certas condições existe

uma solução uh ∈ C([a, b]) para n suficientemente grande. Nas mesmas hipóteses das

Proposições 3.2.5 e 3.2.6, vamos demonstrar que a solução aproximada obtida pelo processo

iterativo de Picard, (3.8), converge para a solução exata do sistema (3.5), uh.

Observação 3.2.7. Notemos que existe uma relação entre R
n+1 e o subespaço de projeção

Vn, na qual a cada v ∈ R
n+1 associamos a função vh(x) =

n
∑

j=0

vjφj(x) ∈ Vn. É fácil ver

que esta relação é biunívoca. Além disso, vamos admitir que ‖vh‖∞= ‖v‖∞, que equivale

a dizer que vh atinge o máximo em algum ponto xj da discretização. Isto acontece, por

exemplo, se considerarmos operadores lineares por partes e Vn = Im(In).
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Teorema 3.2.8. O operador A1 : R
n+1 −→ R

n+1, definido em (3.8) é uma contração

com respeito a norma ‖·‖∞.

Demonstração: Por definição do operador A1 e norma ‖·‖∞, temos

‖A1(u) − A1(v)‖∞ = ‖g + F(x, Ku) − (g + F(x, Kv))‖∞

≤ max
0≤i≤n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

˜

xi,
n

∑

j=0

Kijuj

¸

− f

˜

xi,
n

∑

j=0

Kijvj

¸ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(3.19)

Usando a condição (d′) do Teorema 2.3.3 em (3.19) segue que

‖A1(u) − A1(v)‖∞ ≤ τ2 max
0≤i≤n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
∑

j=0

Kijuj −
n

∑

j=0

Kijvj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

= τ2 max
0≤i≤n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
∑

j=0

Kij(uj − vj)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

= τ2‖K(u − v)‖∞

≤ τ2‖K‖∞‖u − v‖∞. (3.20)

Por outro lado, dado v ∈ R
n+1 com ‖v‖∞= 1 e vh ∈ Vn associado a v de acordo com a

Observação 3.2.7,

‖Kv‖∞ = max
0≤i≤n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
∑

j=0

Kijvj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

= max
0≤i≤n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
∑

j=0

∫ b

a
k(xi, y)lj(y) dy vj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

= max
0≤i≤n

ˇ

ˇ

ˇ

∫ v

a
k(xi, y)vh(y) dy

ˇ

ˇ

ˇ

= max
0≤i≤n

|(Kvh)(xi)|
≤ ‖Kvh‖∞

≤ ‖K‖∞‖vh‖∞= ‖K‖∞,

pois ‖vh‖∞= ‖v‖∞= 1, donde segue

‖K‖∞≤ ‖K‖∞. (3.21)

Substituindo (3.21) em (3.20) obtemos

‖A1(u) − A1(v)‖∞ ≤ M‖u − v‖∞, com M = τ2‖K‖∞. (3.22)

Logo A1 é uma contração, visto que, por (e′), M = τ2‖K‖∞< 1. l

Corolário 3.2.9. O operador A2 tem um ponto fixo.

Demonstração: Basta usar o Teorema 1.2.11, visto que A2 é uma contração. l
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Análise do erro na iteração de Picard

Seja er o erro dado por

er = ‖uh − u(r)‖∞

onde uh é a solução exata da equação (3.8) e u(r) é a solução do método de Picard após r

iterações.

Usando o item (iii) do Teorema 1.2.11, temos que a estimativa de erro da convergência

das iterações de Picard {u(r)} será

er = ‖uh − u(r)‖∞≤
M r

1 − M
‖u(1) − u(0)‖∞, (3.23)

em que M é a constante da contração do operador A2. Por (3.22), temos que M depende

das condições (d′) − (e′).

Agora, vejamos um estudo do erro da solução obtida pelo método iterativo de Picard,

u(r) =
”

u
(r)
0 , . . . , u(r)

n

ıT

, da equação (3.6), em relação à solução exata u∗ da equação

integro-funcional (3.2). Evidentemente u(r) e u∗ não estão no mesmo espaço, desta forma

consideremos

u(r)(x) =
n

∑

j=0

u
(r)
j lj(x),

onde lj, j = 0, . . . , n, formam a base de Lagrange que define o espaço de projeção Vn e o

operador interpolador In. Definamos o erro global sendo dado por

en,r = ‖u∗ − u(r)‖∞. (3.24)

Teorema 3.2.10. Consideremos que as condições (a′) − (e′) são satisfeitas e que u∗ ∈

C([a, b]) é uma solução da equação integro-funcional (3.2). Além disso, supomos que as

projeções In que surgem no método da colocação satisfaçam a condição (3.11),

‖Inv − v‖∞−→ 0 quando n → ∞, para todo v ∈ C([a, b]).

Então temos o seguinte resultado:

en,r −→ 0 desde que n, r → ∞,

ou seja, o método da colocação conjugado com o método de Picard determinam uma

solução convergente da equação integro-funcional.

Demonstração: Consideremos uh = ru0, . . . , uns o vetor solução da equação (3.8), de

tal forma que

uh(x) =
n

∑

j=0

ujlj(x)

é uma aproximação da solução exata pelo método da colocação e esta aproximação existe

para n suficientemente grande, conforme a Proposição 3.2.5.
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Notemos que

en,r ≤ ‖u∗ − uh‖∞+‖uh − u(r)‖∞. (3.25)

Dado ǫ > 0, ainda pela Proposição 3.2.5, existe n0 ∈ N tal que

‖u∗ − uh‖∞<
ǫ

2
se n ≥ n0. (3.26)

Já a segunda parcela de (3.25), pela Observação 3.2.7, satisfaz

er = ‖uh − u(r)‖∞= ‖uh − u(r)‖∞.

Por (3.23), temos que er −→ 0 quando r → ∞, logo existe r0 > 0 tal que

‖uh − u(r)‖∞ <
ǫ

2
. (3.27)

Usando (3.26) e (3.27) em (3.25), temos que

en,r < ǫ, desde que n ≥ n0 e r ≥ r0,

como queríamos provar. l
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Capítulo 4

Experimentos Numéricos

Neste capítulo aplicaremos o método proposto na Seção 3.1 sobre algumas equações

integro-funcionais da forma (3.2). Procuramos utilizar exemplos que possuíssem uma

solução exata a fim de avaliarmos melhor a convergência do método a partir do erro global

en,r definido em (3.24).

Apresentaremos três exemplos, cada um deles com um objetivo específico e apresen-

tando uma não linearidade diferente. No exemplo da Seção 4.1 apresentado no trabalho em

Azevedo, Rocha e Oliveira (2017) tem a função f sendo quadrática e o kernel exponencial.

Este exemplo foi construído a partir da equação 3.2-1 em Poluanin e Manzhirov (1998).

No exemplo da Seção 4.2 consideramos a função f do tipo raiz cúbica e kernel linear por

partes. Neste exemplo, a solução exata estará contida no espaço Vn. Na Seção 4.3 vamos

considerar o exemplo proposto por Kumar e Sloan (1987), em que a função f é exponencial

e o kernel é quadrático por partes.

Em todos os exemplos, o espaço de projeção será o conjunto das funções contínuas

lineares por partes, denotado por P1([a, b]). As funções de Lagrange, base para o espaço

P1([a, b]), foram construídas de acordo com o Exemplo 1.3.3,

li(x) =































xi+1 − x

xi+1 − xi

se x ∈ [xi, xi+1]

x − xi

xi − xi−1

se x ∈ [xi−1, xi]

0 se x 6∈ [xi−1, xi+1].

(4.1)

4.1 Função Quadrática

Consideremos [a, b] = [0, 4π] e a equação integro-funcional (3.2) da seguinte forma

u(x) = −α cos2(x)+
ˆ

2α −
1 + λ2

2λ

˙

cos(x)+
ˆ

λ

2
− α

˙

+α

ˆ

∫ 4π

0
eλ|x−y|u(y) dy

˙2

, (4.2)
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onde o kernel é k(x, y) = eλ|x−y| e a função não linear f(x, y) = αy2, com parâmetros λ e

α, respectivamente. A função g(x) é dada por

g(x) = −α cos2(x) +
ˆ

2α −
1 + λ2

2λ

˙

cos(x) +
ˆ

λ

2
− α

˙

,

de modo que a equação (4.2) possui uma solução exata dada por:

uex(x) =
1

2λ

“

−(1 + λ2) cos(x) + λ2
‰

.

O parâmetro α controla a não linearidade do problema no sentido de que pondera f em

(2.12), enquanto o parâmetro λ está relacionado com o comprimento de correlação do

kernel k. Se |λ| for grande, então k(x, y) decai mais rapidamente para zero a medida que

|x − y| aumenta, o que exige uma discretização mais fina. Vejamos este comportamento na

Figura 1, que apresenta gráficos do kernel k em [0, 4π] × [0, 4π] para diversos valores de λ.

(a) λ = −2 (b) λ = −10

(c) λ = −100

Figura 1 – Gráficos do kernel k(x, y) = exp(λ|x−y|) em [0, 4π]×[0, 4π]. (a) λ = −2, (b) λ = −10

e (c) λ = −100.
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Para calcular as integrais (3.7) que fornecem os elementos da matriz K vamos

fazer uma aproximação utilizando quadraturas Gaussianas em cada intervalo [xi−1, xi]. O

objetivo é que o erro cometido nesta quadratura não influencie no resultado da solução.

Para determinar quantos pontos de integração são necessários, vamos estimar a partir

de quantos pontos a adição de pontos adicionais deixa de afetar o valor das integrais.

Como referência, utilizaremos a norma da matriz K. A Figura 2 exibe o valor de ‖K‖∞

em função do número de pontos de integração nint. Para todos os valores do parâmetro

λ considerados, não houve variação significativa de ‖K‖∞ a partir de nint = 6. Por este

motivo, utilizaremos nint = 6 nesta seção.

0 4 8 12 16

10
−4

10
−2

10
0

nint

‖
K
‖
∞

 

 

λ= −2

λ= −10

λ= −100

Figura 2 – Norma da matriz K associada ao kernel k(x, y) = exp(λ|x − y|).

Seja r o número de iterações do método de Picard e n o número de intervalos da

discretização uniforme do intervalo [0, 4π]. A seguir, estudamos como o erro global depende

de r, n, e dos parâmetros λ e α. Em todos os testes tomamos como aproximação inicial a

função constante u0(x) = 2 para as iterações de Picard.

Iniciamos com a análise da convergência de acordo com o número de iterações r, que

está representada na Figura 3. Fixamos os parâmetros λ = −10 e α = 0.1 e 1. Admitimos

as quantidades de pontos da malha n = 50, 100, 500 e 1000. De acordo com as Figuras

3a (α = 0.1) e 3b (α = 1), o método de Picard converge para uma solução aproximada

cujo erro diminui com o aumento de n. Quando α = 0.1 o método é convergente, basta

ver que o erro estabiliza aproximadamente para iterações r ≥ 5. Para α = 1 também tem

convergência, embora precise de mais iterações para obter a estabilidade. Além disso, para

α = 1 os erros apresentados são maiores.
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(a) λ = −10 e α = 0.1
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(b) λ = −10 e α = 1

Figura 3 – Erro global em termos do número de iterações r (Problema 4.1).

Agora vejamos a análise da convergência do método de acordo com o parâmetro

refinamento da malha, n. Na Figura 4, variamos o parâmetro n supondo o número de

iterações r = 2, 10, 25 e 50. Fixamos novamente os parâmetros α = 0.1 e 1 e λ = −10.

Para um número de iterações suficientemente grande os erros decaem rapidamente à

medida que refinamos a malha.
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(a) λ = −10 e α = 0.1
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(b) λ = −10 e α = 1

Figura 4 – Erro global em termos do número de intervalos n da discretização (Problema 4.1).

Observamos que o parâmetro α interfere no comportamento da solução numérica. No

entanto veremos que o parâmetro λ também pode interferir. Na Figura 5, apresentamos o

comportamento da solução numérica variando λ no intervalo [−10, −0.2] e consideremos

os casos em que n = 500, e admitimos r = 2, 10, 20 e 40 iterações para cada caso.

A Figura 5 mostra que se |λ|< 2 as soluções apresentam erro maior. Porém se |λ|> 2

notemos que os erros crescem à medida que λ for maior. Fizemos testes com |λ|> 10 e os



Capítulo 4. Experimentos Numéricos 70

−10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0

10
−4

10
−2

10
0

e
n
,r

 

 

r=2

r=10

r=20

r=40

λ

Figura 5 – Erro global em termos do parâmetro λ (Problema 4.1). Admitimos α = 0.1.

erros cresceram. Estes valores são apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 – Erro global considerando α = 0.1, n = 500 e r = 20 (Problema 4.1).

λ en,r

-10 0.000336232609091
-100 0.003985016436447
-1000 0.048265106666473
-10000 0.285008983193370

Já na Figura 6 analisamos o impacto da escolha de α sobre os valores presentes no

intervalo [0, 3]. Note que quando α > 1 (mais precisamente α > 2.5) o método diverge.
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Figura 6 – Erro global da solução numérica em termos do parâmetro α (Problema 4.1). Admiti-

mos λ = −10.

Pela expressão de f(x, y) = αy2 temos que f é localmente Lipschitziana e a constante
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de Lipschitz τ2 é diretamente proporcional a α. Desta forma, o que pode ter provocado

a divergência do método é o fato que fazendo α > 2.5 teremos τ2‖K‖∞> 1, violando a

condição (e′).

Por (3.25) o erro global, en,r, é a soma do erro dado pelas iterações de Picard, er, e

do erro dado pela aproximação obtida pelo método da colocação, ‖u∗ − uh‖∞. Como f é

diferenciável, temos pelo Teorema 3.2.3 e a Proposição 3.2.6 que o erro da aproximação do

método da colocação tem a mesma taxa de convergência do erro da interpolação utilizada.

Como estamos usando funções lineares por partes, conforme a Proposição 1.3.6, temos

que ordem de convergência é no máximo 2. Já o erro das iterações de Picard, por (3.23),

assim como sua “rapidez” da convergência, depende da constante de Lipschitz M . Em

(3.22) temos que

M = τ2‖K‖∞.

Portanto, M depende da constante τ2 (constante de Lipschitz em relação a segunda variável

da função f , logo depende de α) e depende do valor da norma ‖K‖∞ (logo depende de λ).

Desta forma, escolhendo α e λ adequadamente, tal que M < 1 garantimos que er converge

para zero. Portanto o erro global en,r terá uma ordem de convergência proporcional à

ordem de convergência da interpolação utilizada.

Conforme foram definidas as funções k e f , a variação dos parâmetros de α e λ podem

interferir sobre as condições (a′) − (e′), principalmente as condições (d′) e (e′). No entanto,

a equação integral (4.2) continua tendo solução, o que não contradiz o Teorema 2.1.5,

visto que (a′) − (e′) são condições suficientes para a existência da solução. Já a solução

numérica, as condições (d′) e (e′) são também condições necessárias para a convergência

do método numérico.

Para concluir este exemplo, estimamos a ordem de precisão p do erro global en,r

associado ao tamanho da discretização n depois de r iterações. Por definição, a ordem de

convergência p satisfaz a relação com o erro para cada r suficientemente grande

en,r := en ≈ Chp
n,

onde C > 0 e hn = (b − a)/n. Desta forma, podemos calcular p da seguinte forma:

pn ≈
log(en/en−1)
log(hn/hn−1)

, n ≥ 2 (4.3)

onde en = ‖un − uex‖/‖uex‖ é o erro global. Esta fórmula é somente para testes em que

é conhecida a solução exata e usada para comprovar a ordem de convergência. Mas não

tem vantagem prática. No entanto, Davis (1983) e Roache (1998), apresentam uma outra

forma de estimar a ordem de convergência p associado a hn sem uso da solução exata:

p̃i,n =
log(|un−2(xi) − un−1(xi)|/|un−1(xi) − un(xi)|)

log(hn−1/hn)
, i = 0, . . . , n. (4.4)
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Como esta estimativa depende da malha, consideraremos a ordem ao longo do intervalo

como a menor das ordens, ou seja,

p̃n = min
0≤i≤nn

p̃i,n. (4.5)

Na Tabela 2 apresentamos os resultados dos cálculos das ordens de convergência

obtidas e os dados sugerem que ambas, p e p̃, tendem a 2.

Tabela 2 – Estimativas da ordem de convergência p obtidas pelas fórmulas (4.3) e (4.5)
considerando λ = −10, α = 0.1 e com r = 10 iterações (Problema 4.1). Na
fórmula (4.3) foi usada a norma ‖·‖∞.

n h p p̃

10 1.25664 — —
20 0.62832 1.55623 —
40 0.31416 1.91185 1.83072
80 0.15708 2.01779 1.95607
160 0.07854 2.00764 1.98843
320 0.03927 1.99814 1.99704
640 0.01963 1.99841 1.99925
1280 0.00982 1.99876 1.99981
2560 0.00491 1.99779 1.99995

4.2 Função Raiz Cúbica

Nesta seção, consideremos a função f(x, y) = y1/3 e tomamos

g(x) = 6x −
`

2x3 − 3x + 2
˘1/3

tal que a equação

u(x) = g(x) + f

ˆ

x,
∫ 1

0
|x − y|u(y) dy

˙

, x ∈ [0, 1], (4.6)

tenha a solução exata u(x) = 6x.

Adotemos as mesmas condições da Seção 4.1 para aplicar o método da colocação

e nas iterações de Picard. Na equação integral (4.6) o kernel é uma função contínua por

partes, k(x, y) = |x − y|. Considerando o espaço de projeções sendo as funções contínuas

lineares por partes a integração do problema é realizada sobre funções contínuas lineares

por partes. Assim, iremos considerar a quadratura Gaussiana sobre cada subintervalo

[xi−1, xi] com um só ponto (nint = 1).

Na Figura 7 vemos o comportamento do erro global en,r à medida que r cresce.

Fixamos n = 50, 100, 500 e 1000. Notemos que as iterações sucessivas tendem a uma
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estabilidade do erro. Assim como na Figura 3, quanto maior o refinamento da malha menor

será o erro global en,r.
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Figura 7 – Erro global em termos da quantidade de iterações r (Problema 4.2).

Na Figura 8 vemos o comportamento do erro global en,r à medida que n cresce.

Fixamos r = 2, 5, 10 e 20.
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Figura 8 – Erro global em termos do número de pontos da discretização n (Problema 4.2).

Notemos que quando n cresce o erro global en,r decresce. Comparada com a Figura 4,

a Figura 7 revela que para este problema o método atinge mais rapidamente a solução

exata, o que decorre do fato do kernel ser melhor representado.
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Desta forma, obtemos neste exemplo o comportamento esperado para o erro global

en,r. Para concluir, na Tabela abaixo é apresentado a ordem de convergência usando a

fórmula 4.3.

Tabela 3 – Estimativas da ordem de convergência p obtida pela fórmula (4.3) e com r = 20
iterações (Problema 4.2).

n h en,r p
2 0.50000 3.93526e-02 —
4 0.25000 1.00450e-02 1.96999
8 0.12500 2.52335e-03 1.99306
16 0.06250 6.31603e-04 1.99825
32 0.03125 1.57949e-04 1.99956
64 0.01563 3.94902e-05 1.99989

4.3 Função Exponencial

Consideremos a equação integro-funcional (3.2) da seguinte forma

u(x) = exp
ˆ

∫ 1

0
k(x, y)u(y) dy

˙

, (4.7)

com o kernel

k(x, y) =







−y(1 − x) y ≤ x,

−x(1 − y) y > x.

A solução exata para este problema é dada por

u∗(x) =
1
2

+ c2 +
1

cos(c(x − 1
2
)/2)

,

onde c é a solução da equação c/cos(c/4) =
?

2. Esta equação foi obtida através de

uma mudança de variável sugerida no artigo de Kumar e Sloan (1987) para equações de

Hammerstein. Sua equação original tem a forma

v(x) =
∫ 1

0
k(x, y) exp(v(y)) dy, (4.8)

e fazendo a mudança de variável u(x) = exp(v(x)) obtemos (4.7).

Novamente, como no Exemplo 4.1, vamos supor como aproximação inicial a função

constante u0(x) = 2 para o método de Picard. Como o kernel é uma função bilinear por

partes, utilizaremos a quadratura Gaussiana com dois pontos (nint = 2).

Na Figura 9 apresentamos o comportamento do erro global en,r à medida que

aumentamos a quantidade n de intervalos da malha. Fixamos r = 5, 8, 12 e 20.
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Figura 9 – Erro global em termos da número de intervalos da malha n (Problema 4.3).

Na Figura 10 apresentamos o erro global en,r para as número de intervalos da malha

n = 8, 16, 32 e 64 e o comportamento quando aumentamos a quantidade de iterações.
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Figura 10 – Erro global em termos do número de iterações r (Problema 4.3).

Pela Figura 10 as iterações sucessivas tendem a uma estabilidade do erro. Como nos

exemplos anteriores, quanto maior o refinamento da malha menor será o erro global en,r,

de acordo com a Figura 9.

Visando comparar os resultados aqui obtidos com os resultados apresentados na
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Tabela I de Kumar e Sloan (1987), na Tabela 5 apresentamos os erros à medida que

aumentamos n além da ordem de convergência, calculada pela fórmula (4.3).

Tabela 4 – Estimativas da ordem de convergência p e do erro na norma ‖·‖∞. (Problema
4.3)

n h iterações erro ‖u∗ − u(r)‖∞ ordem p

2 0.50000 8 3.37677e-03 —
4 0.25000 9 8.66958e-04 1.96161
8 0.12500 9 2.24651e-04 1.94827

16 0.06250 9 5.72966e-05 1.97117
32 0.03125 9 1.44250e-05 1.98988
64 0.01563 9 3.62225e-06 1.99361

Com o intuito de verificar quantas iterações são necessárias para que as aproximações

sucessivas u(r) e u(r+1) sejam suficientemente próximos fizemos um teste de parada quando

implementamos as iterações. Pelas condições observadas da Figura 10 fizemos um teste de

parada com ‖u(r+1) − u(r)‖∞ < 10−8. Este resultado é apresentado na coluna “iterações”.

A partir da Tabela 5 temos que 9 iterações são suficientes para obter o erro global na

casa de 10−6 e que a ordem de convergência do método é 2. Comparando com o trabalho

de Kumar e Sloan (1987), os nossos resultados foram similares referentes ao erro e ordem

de convergência.

Agora verificaremos que a escolha da quadratura não interfere no erro global do mé-

todo, ou seja, considerando um outro método de integração não alterará o comportamento

do erro global. Para isso, vamos aplicar a fórmula do trapézio composta para comparar

com a quadratura Gaussiana.

Na regra do trapézio os nós da quadratura são os mesmos da discretização uniforme

e os pesos são w0 = wn = h/2 e wj = h, j = 1, . . . , n − 1. Na Figura 11, assim como a

Figura 10, vemos o comportamento do erro global en,r em função de r para n fixado em

8, 16, 32 e 64, porém usando a regra do trapézio para calculas as integrais envolvidas.

Notemos que en,r tem comportamento análogo na Figura 10. Para concluir vemos na

Tabela 5 que a ordem de convergência também tende a 2 no método do trapézio.
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Figura 11 – Erro global em termos do número de iterações r usando a regra do trapézio para a

integração numérica. (Problema 4.3).

Tabela 5 – Estimativas da ordem de convergência p e do erro er,n, quando usado regra do
trapézio para aproximar as integrais (Problema 4.3).

n h en,r ordem p

2 0.50000 1.71846e-03 —
4 0.25000 4.48949e-04 1.93649
8 0.12500 1.13570e-04 1.98297

16 0.06250 2.84781e-05 1.99566
32 0.03125 7.12495e-06 1.99890
64 0.01563 1.78162e-06 1.99969
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Capítulo 5

Conclusões e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusões

A teoria sobre equações integro-funcionais, cujo desenvolvimento se iniciou nos

trabalhos de Banaś (1989) e Emmanuele (1991), foi significativamente ampliada nesta tese.

Abordamos o tema de forma teórica e computacionalmente com resultados que expandem

os trabalhos existentes na literatura.

Do ponto de vista analítico, provamos existência e unicidade de solução para a equação

integro-funcional sobre os espaços de funções Lp([a, b]) em todos os casos: 1 ≤ p ≤ ∞.

Usamos técnicas do ponto fixo ora associadas à teoria de não compacidade, ora associadas à

teoria de operadores continuamente completos ou ainda associadas à teoria de aproximações

sucessivas. Os novos resultados para Lp também foram estendidos para uma equação integro-

funcional ainda mais geral, que inclui uma não linearidade em relação a u no integrando,

equação (2.17).

Do ponto de vista numérico, propusemos o uso do método da colocação para aplicar

na equação integro-funcional e para resolver o sistema obtido usamos iterações de Picard.

Comprovamos os resultados tanto quanto teoricamente, através da demonstração da

convergência do método, e quando experimentalmente, por meio de exemplos em que as

soluções exatas são conhecidas. Para a demonstração da convergência da solução numérica,

utilizamos como pressupostos as mesmas hipóteses da existência de solução em L∞ e

provamos a convergência sobre o espaço das funções contínuas. Os experimentos serviram

também para comprovarem os resultados teóricos. Durante os testes obtivemos tendência a

ordem de convergência igual a 2. Esta ordem de convergência é muito comum nos trabalhos

direcionados à equações integrais não lineares de Urysohn e Hammerstein. Além disso, o

custo computacional foi pequeno nos experimentos realizados.

Como na literatura não existem muitos trabalhos com ensejo numérico, especifica-

mente, para equações integro-funcionais da forma (3.15), então pouco podemos comparar
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com resultados existentes. No entanto, os experimentos numéricos apresentaram resultados

satisfatórios e dentro do esperado da análise de convergência.

5.2 Trabalhos Futuros

O tema proposto neste trabalho pode continuar a ser explorado em diversas direções:

• Verificamos numericamente que a taxa de convergência teórica foi observada também

com a regra do trapézio. Isto indica que deve ser possível estender a análise para o método

de colocação discreto, de modo análogo ao trabalho de Kumar (1988). A regra do trapézio

é uma alternativa interessante por apresentar um custo computacional menor que o da

quadratura gaussiana;

• Os experimentos numéricos também sugerem que a condição de Lipschitz global poderia

ser relaxada: embora a análise apresentada generalize os resultados clássicos em que se

admite continuidade, a continuidade das funções k, g e f pode ter contribuído para o bom

funcionamento do método;

• Ainda sobre o ponto anterior, a análise desenvolvida para espaços Lp([a, b]), sobretudo

com p = 2, pode ser útil no estudo da convergência do método de Galerkin para a equação

integro-funcional;

• Uma alternativa para melhorar a ordem de convergência é utilizar espaços de projeções

como sendo funções polinomiais contínuas por partes. No entanto, mais exigências podem

ser consideradas sobre a equação, como apresentado por Maleknejad, Mollapourasl e Mirzaei

(2014) que usam espaços de projeção sendo as funções cúbicas por partes B-splines.
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