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Resumo

Este trabalho nos direciona ao estudo do Calculo Variacional, a fim de compreender e
solucionar problemas que, desde muito tempo, desperta o interesse da sociedade matematica.
Essencialmente, essa dissertagao divide-se em duas partes: Na primeira, introduzimos os
problemas variacionais classicos - O Problema da Braquistocrona e o Problema de Did6 e,
em seguida, abordamos os resultados fundamentais do Calculo Variacional, em especial
as equagoes de Euler-Lagrange e as condigoes de existéncia de extremos: A Condigao de
Jacobi e as Condigoes de Weierstrass e de Legendre e, por fim, encerramos com o Teorema

de Noether e algumas de suas aplicacoes a Fisica Moderna.

A segunda parte destina-se a algumas das aplicagoes de Calculo Variacional, destacando-se
as resolucoes dos problemas propostos anteriormente e a obtencao da Funcgao de Bliss e da
melhor constante na Desigualdade de Hardy-Sobolev, utilizando os conceitos abordados

na primeira parte.
As consideragoes finais encerram esta dissertagao.

Palavras-chave: Célculo Variacional. Equagoes de Euler-Lagrange. Teorema de Noether.

Funcao de Bliss.



Abstract

In this work we study the basis of Calculus of Variations, in order to understand and solve
problems that for a long time have aroused interest of mathematical society. Essentially,
this work is divided into two parts. In the first one, classical variational problems were
introduced: the Brachystochrone Problem and the Dido Problem; the fundamental results
of the Calculus of Variations, in particular the Euler-Lagrange Equations and the conditions
for the existence of extremum: the Jacobi Condition and the Weierstrass and Legendre
Conditions, to name a few. Finally, we closed with the Noether Theorem and some of
its applications to Modern Physics. The second part is dedicated to some applications
of Calculus of Variations, especially the solutions of the problems proposed previously.
Further an explicit formula for the Bliss Function is obtained, using the concepts discussed
in the first part. Hence the best constant in the Hardy-Sobolev Inequality is found. The

final considerations conclude this work.

Keywords: Calculus of Variations. Euler-Lagrange Equations. Noether’s Theorem. Bliss

Function.
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Introducao

Sabiamente, dizia Her6doto: “Pensar o passado para compreender o presente e

idealizar o futuro.”

Motivados pela épica frase do gedgrafo e historiador grego, iniciamos a apre-
sentacao deste trabalho com um breve contexto historico do Calculo Variacional. Embora
tenha sido a Grécia Antiga o bergo de seu nascimento, o Calculo Variacional desenvolveu-se,
de fato, com os irmaos Jakob e Johann Bernoulli, quando o ultimo propos a sociedade
da época, o que hoje conhecemos como Problema Classico da Braquistécrona. Porém,
sua consolidacao ocorreu, de fato, no século XVIII, com as significativas contribuicoes de

Leonhard Euler e Joseph-Louis Lagrange.

A finalidade deste trabalho é, essencialmente, abordar o Calculo Variacional de
maneira abrangente, introduzindo seus principais resultados e, a partir deles, possibilitar

a resolucao de problemas, dentre os quais, destacam-se os de otimizacao.
O desenvolvimento do mesmo se da em duas partes:

Na primeira parte, foram apresentados os elementos fundamentais do Célculo
Variacional Classico, tais como: O Lema de Lagrange, O Lema de Dubois - Reymond, O
Lema Fundamental do Célculo Variacional, As Equacgoes de Euler - Lagrange e o Teorema
de Euler; As Condigoes de Jacobi, de Weierstrass e de Legendre; O Problema do Extremo
Condicional e o Teorema de Noether, bem como algumas de suas aplicacoes a Fisica

Moderna.

A segunda parte destina-se a algumas aplicagdes do Célculo Variacional, tendo
como ponto de partida as resolugoes dos Problemas Classicos da Braquistocrona e da
Didé; solucoes de problemas variacionais com condigoes de fronteira de outro tipo e curvas
hipereliticas; a Desigualdade de Wirtinger; a obtencao da Funcgao de Bliss e da melhor

constante na Desigualdade de Hardy-Sobolev.

E, por fim, as consideragoes finais e referéncias bibliograficas encerram este
trabalho.
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1 Resultados Fundamentais

1 Introducao

Neste primeiro capitulo apresentaremos as principais defini¢oes e resultados do
calculo variacional a serem utilizados: O Lema de Lagrange, o Lema de Dubois-Reymond,
o Lema Fundamental do Céalculo Variacional, as Equagoes de Euler-Lagrange, o Teorema
de Euler, A Condicao de Jacobi, o Problema do Extremo Condicional e o Teorema de
Noether. Juntamente com os resultados, abordaremos exemplos referentes as defini¢oes
dadas; bem como, a formulagao dos problemas classicos do Calculo Variacional: O Problema

da Braquist6crona e o Problema da Did6. A exposicao a seguir é semelhante a dada em [1].

Iniciaremos o capitulo apresentando uma nota histérica sobre o Célculo Varia-

cional.

2 Contexto Histérico

Indiscutivelmente, a matematica se faz cada vez mais presente em nosso dia a
dia. Situagoes como: obter lucro maximo, realizar um determinado trajeto no menor tempo
possivel, minimizar o custo de fabricacdo de um determinado produto sdo alguns, dentre
os muitos, problemas que ilustram nossos desafios rotineiros. Tais problemas, conhecidos
como problemas de otimizagao, tem interessado matematicos ao longo de toda a histéria,
e muitos deles foram resolvidos por métodos engenhosos. Os gregos antigos sabiam que de

todas as curvas com um dado perimetro, a que delimita maior area ¢é o circulo.

Os precursores do calculo variacional foram os irmaos Jakob (1654-1705) e
Johann Bernoulli (1667-1748), frequentemente conhecidos também pela forma anglicizada
de seus nomes, James e John. Em 1696, Johann Bernoulli propds no jornal cientifico
Acta Eruditorium o problema da Braquistocrona, ja estudado anteriormente por Sir Isaac
Newton, em 1686. Tal problema consiste em determinar, dentre todas as curvas possiveis
que ligam dois pontos em um plano vertical, aquela para a qual uma particula deslizando
(sem atrito) ao longo da curva, sob a agao da gravidade, fard o percurso do ponto mais
alto ao mais baixo em tempo minimo. Ambos os irmaos resolveram o problema e suas

solugoes, embora distintas, foram publicadas em 1696.

A solucgao apresentada por Johann baseou-se em uma analogia com o problema
em determinar o caminho percorrido por um raio de luz em um meio com indice de refragao
variavel, método este de dificil aplicacdo a outros problemas. J4 o método utilizado por

Jakob na resolucao do problema da Braquistocrona, possibilitou a resolucao de uma série
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de problemas, inclusive a de um problema isoperimétrico - em que o perimetro é mantido

fixo, proposto como réplica ao problema de seu irmao.

Motivado pelo trabalho dos irmaos Bernoulli, Leonhard Euler (1701-1783),
discipulo de Johann, comecou a estudar e aprimorar o método utilizado por Jakob e, em
1744, publicou A method for discovering curved lines having a mazimum or minimum
property or the solution of the isoperimetric problem taken in its widest sense, cujo principal

resultado foi a equacgao diferencial
of _ 4 (o) _,
oy dx \oy)

Com o passar dos anos, os matematicos comegaram a sugerir problemas cada

denominada Equacao de Euler.

vez mais complexos e o método de Euler tornava suas resolucoes ainda mais complicadas.
Impulsionado pela necessidade de resolvé-los de maneira mais simples, Joseph-Louis
Lagrange publicou, em 1762 e 1770, um método geral que tinha desenvolvido para tratar
problemas de isoperimetria e de natureza fisica - problemas de mais rapida queda, que
consistia basicamente em trocar a fungao y(z), presente nas integrais que se desejavam
minimizar, pela funcao y(z) + dy(z). Posteriormente, Euler adotou a notacao apresentada
por Lagrange e nomeou 0y(x) de variacado da funcao y(x) e 01 de variagdo da integral,
originando assim, o Calculo das Variagoes. Com esta e muitas outras contribuicoes a

matematica, Lagrange tornou-se o mais notavel matematico do século XVIII.

Carl Gustav Jacobi (1804-1851) também contribuiu de maneira significativa
para o calculo variacional. Em 1837, aprofundou seus estudos na segunda variacao, estudada
anteriormente por Adrien-Marie Legendre em 1786, e descobriu quando a condi¢ao de
Legendre era satisfeita ou nao. Seu resultado mais significativo foi a descoberta dos pontos
conjugados. Lembrando que a condicao de Legendre afirmava que deveriamos ter f,,, = 0
para minimos e f,,, < 0 para maximos, resultado porém, que nao explicou de maneira

conclusiva.

Posteriormente, Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1895) deixou sua
contribuicao para o calculo variacional, encontrando uma condi¢ao necessaria para extremos
envolvendo sua funcao E(z,y,p,y), sendo posteriormente conhecido como o pai da Anélise

Moderna.

Ja no século XX, merece destaque Amalie Emmy Noether. Nascida em 23 de
marco de 1882, em Erlanger, Emmy Noether, como é mais conhecida, foi uma mulher
gentil, de aparéncia série e despojada, dotada de franqueza em suas criticas, caracteristicas
que causavam um enorme fascinio entre seus colegas e alunos. Herdou de seu pai, Max
Noether (1844-1921), renomado matemético da Universidade de Erlanger, a paixao pela

algebra. Sua tese de doutorado, intitulada Sobre Sistemas Completos de Invariantes para
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Formas Biquadradas Terndrias, foi defendida em 1907, sob a orientacao de Paul Gordan

(1837-1912), também ligado a Universidade e amigo de sua familia.

Depois de deixar Erlanger, Emmy Noether estudou em Gottingen, onde, em
1919, foi aprovada no exame de habilitagdo, embora houvesse obje¢des por grande parte da
faculdade que se opunha ao magistério de mulheres. Apoiada por David Hilbert (1862-1943),
Emmy tornou-se, em 1922, professora de Gottingen, permanecendo até 1933, quando,
devido ao dominio nazista e por sua origem judia, foi proibida de exercer suas atividades
académicas. Logo apds deixou a Alemanha para ocupar uma cadeira no Bryn Mawr
College, Pennsylvania, tornando-se também membro do Instituto de Estudos Avangados
de Princeton. Faleceu em 14 de abril de 1935 no auge de sua capacidade produtiva, com

cinquenta e trés anos de idade, vitima de uma complicagao cirirgica.

Natalie Angier (2012) [16], colunista do Jornal The New York Times, sur-
preendeu muitos dos admiradores de Emmy Noether, ao relembrar os 130 anos de seu
nascimento, em artigo reeditado na se¢ao Historia do jornal O Globo, de 7 de abril de 2012,
sob o titulo A matemdtica que o mundo esqueceu. A citada jornalista chama a atencao
para o trabalho da célebre cientista e relembra que Albert Einstein a considerava “o mais
significativo e criativo matematico do sexo feminino de todos os tempos.” Enfatiza que um
dos mais importantes pilares da Fisica Moderna e Contemporanea ¢é o célebre Teorema de
Noether, enunciado por Emmy em 1915 e demonstrado pela mesma em 1918, que une dois
conceitos: as leis universais de conservacao e as simetrias na natureza. Em sintese, toda e
qualquer simetria (externa, interna ou de calibre) associado a uma grandeza conservada,
pode ser verificada por este Teorema, que se tornou um instrumento fundamental na busca

de simetrias (invaridncias) na natureza.

O impacto de sua contribuicao cientifica influenciou a Fisica Classica e a Fisica
Moderna - mecanica, teoria eletromagnética, teorias de relatividade, entre outras, dando

suporte tedrico as mais extraordinarias descobertas da Fisica nos tltimos anos.

Procuramos, nesta secao, apresentar um pouco da histéria do surgimento e

desenvolvimento do calculo variacional, objeto de estudo deste trabalho.
Para esta segdo tomamos como referéncias os textos de [8], [2], [10], [5] e [16].

Mais informagoes sobre o contexto histérico podem ser encontadas em [19].

3 Calculo Variacional Unidimensional

Considere o seguinte funcional:

e f " L,y y)de.

o

Suponha que L, L,,, L,y existem e sao continuas, J[y| é definido para
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y € C'([wo, 1]), em que o e 1 sdo nimeros reais tais que zg < ;.

Lembremos que a norma do espaco C'([z¢, z1]) é definida por:

lyl = sup |y| + sup |y/|
[zo,1] [zo,71]
O Problema Fundamental do Calculo Variacional consiste em encontrar
y € C([zo, 71]), que satisfaga as condigoes de fronteira y(zo) = yo e y(z1) = y1, tal que

J|y| atinja o seu extremo.

Definicdo 3.1. Fizemos yo € C*([xg, 21]. Dizemos que yo é minimo local se existe § > 0,
tal que para todo y satisfazendo ||y — yo| < & temos J|yo| < J|y]. Analogamente, dizemos

que yo € mdximo local se existe § > 0, tal que para todo y satisfazendo ||y — yo| < & temos

Jlyo] = Jly]-

Desta forma, segue abaixo dois exemplos de funcionais bem conhecidos dos

cursos de calculo.

Exemplo 3.2. Area sob o grdfico de y = y(z) :

Iyl = | y(x)dz.

a

Exemplo 3.3. Cumprimento de arco

Tl = | VI+ ).

4 Problemas Classicos

Um dos famosos problemas da historia da matematica e do calculo variacional
é o Problema da Braquistocrona. Tal problema consiste em encontrar uma curva que uma
particula P precisa descrever para sair do ponto A e chegar no ponto B, no menor tempo

possivel, sem atrito e somente sob a acao da forca da gravidade.

Proposto por Johann Bernoulli em 1696, o Problema da Braquistécrona surgiu
como um desafio aos grandes matematicos da época, sendo um dos precursores do célculo
das variagoes. Solugoes corretas foram apresentadas pelos irmaos Johann e Jacob Bernoulli,

[saac Newton, Gottfried Leibniz e pelo Marqués L’Hospital.

Assumiremos que os pontos A e B estdao no plano zy. Vide Figura 1. Consid-
eremos y = y(x), como sendo o caminho percorrido pela particula. Observe que o eixo
y estd orientado no sentido oposto ao usual. Isto é conveniente pois, neste caso,a forca

exercida pela gravidade fica orientada no sentido positivo [9].

Consideremos o ponto A como sendo a origem e B como sendo o ponto de

chegada (ponto inferior), isto é, os pontos relacionados do problemas sao: A(0,0) e B(a,b).
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Denotemos T, o tempo gasto pela particula para cumprir seu trajeto. Veja abaixo o

esquema do Problema da Braquistécrona no plano.

A &
\\ & Yy
\§sg .
. [y

Figura 1 — Esquema do problema no plano.

Como a particula atua somente sob a acao da gravidade, em fisica, o trabalho
realizado pela particula P ao se deslocar do ponto A até o ponto M (x,y) é igual a variacao

da energia cinética, isto é,
L,
mgy = 5mv (1.1)

em que v é o médulo da velocidade da particula no ponto M, y o seu deslocamento vertical
e m sua massa. Como m # 0, segue de (1.1) e do fato que a velocidade escalar é a variagdo

do trajeto percorrido S pelo tempo ¢, temos:

dsS
2_9 = 1.2
v qy ev 7t ( )

Logo, segue de (1.2)

ds\? ds ds
(&) =2 e 7= [ o

em que OM & representado por uma fungao y = y(x) suficientemente diferenciavel.

Sabemos que o comprimento de arco entre A(0,0) e M(z,y), representado pelo

grafico da funcao y = y(x), é dado por:

0 = [ I+
0
que derivando, resulta
dS = /14 (y'(z))%dx. (1.4)

Sendo T, o tempo gasto pela particula P no trajeto, segue de (1.3) e (1.4)

J V1+ (1.5)
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Dado o objetivo, queremos entdo encontrar y = y(z) € C*([0,2]) que minimize
(1.5).

Outro problema de extrema importancia histérica no Calculo das Variagoes é o
Problema de Didé, que consiste em encontrar uma funcao y(x) > 0 tal que:
1. y(zo) =0ey(x;) =0, onde 0 < xy < 2.

2. O comprimento

Iy = f VI @)de (1.6)

tem um valor S = constante fiza, tal que |r; —x,| < S

3. A 4rea

A=Jly| = Jxl ydx (1.7)

zo

seja maxima.
Apresentados os problemas classicos do Calculo Variacional, o exemplo a seguir,
pertencente a Weierstrass, mostra que extremo (maximo e minimo) nem sempre existe.

Consideremos

Mol = | @)de =0 (18)

tal que y(—1) = -1 e y(1) = 1.

Mostraremos a seguir, que ndo existe y € C*([—1,1]) tal que J[y] = 0, embora

os valorer do funcional (1.8) estejam suficientemente préximos de zero.

De fato, considere

arctan(z/a)

Yal@) = arctan(1/a)’ (1.9)

Note que y,(x) satisfaz as condigoes de fronteira
ya(l) =1 ) ya(_l) = -1 (11())

Derivando (1.9) com relacao a = temos:

yh(x) = -

arctan (1/a)(x? + a2?)

(1.11)

Substituindo (1.11) em (1.8) temos:

- [ (i) =
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T[ya] = <arctaZ(Il/a))2J11 de. (1.12)

Por outro lado, ¢ valida a desigualdade

2
T 1

< —, 1.13

<a2+x2) a? + 22 ( )

cuja verificagdo é imediata.

Logo, segue de (1.12) e (1.13) que

. 2 1 . 2 a 2t 1
_(_a A <( 2 . dr (114
= (i) [, (i) o< Gnm) [t 00

Mas,

a 2 J ! 1 J 2a
B —— T —— —_— = —.
arctan (1/a)  a? +2? arctan (1/a)
Fixado um nimero ¢ > 0 qualquer, considere a tal que

2a

arctan (1/a) =< (1.15)

Deste modo, de (1.14) e (1.15) obtemos que

2 1
arctan (1/a) _ a?+2?

Isto é,

Iyl <e

Se J|y] = 0, entao y' = 0 e, consequentemente, y = y(z) é constante; mas
por (1.10), chegamos a uma contradicio. Portanto, J[y] # 0, y € C*([~1,1]), em que

y(—1) = —1 e y(1) = 1. Isto é, embora préximo de zero, J[y] é sempre positivo.

Observacao 4.1. Neste estudo, consideramos que todas as fungoes consideradas sao
diferencidaveis tantas vezes quantas forem necessdrias nos respectivos problemas. Por
exemplo, para a fungdo L exibida anteriormente, densidade do funcional J, a condigdo

imposta é L € C*(D), em que D = R® € aberto e conero.

5 O Lema de Lagrange

Lema 5.1. Sejam f € C([zo,z1]) en € C'([xo, 21]) uma fungdo que se anula nos extremos

do intervalo [xo, x1]. Nestas condigoes, se

| Fe)n(e)dz = 0
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para qualquer n com as caracteristicas descritas, entao

f=0.

Demonstragdo: Vamos supor que f # 0. Entdo, existe um ponto £ pertencente ao
intervalo aberto (xg, x1) tal que (&) > 0. Como f € continua, existe uma vizinhanga de
¢ onde f(x) > 0. Tomemos dois pontos distintos, & e &, com & < &, dessa vizinhanga.

Assim, para qualquer x € [£1,&], tem-se f(x) > 0. Consideremos a fungdo ng tal que

L fosere@e)
) {<x—51>2<m—52>2sexe@l,@) (110

em que xo < & < & < x7.
Observe que 1y satisfaz as condigoes do Lema acima, pois no(xo) = no(x1) = 0 e ny €

C*([xo, 71]). Logo,

Tl 52
0= f f@m@dz = [ f@n@)ds, (117)
i) &1

pois no(x) = 0 para x € [xg,&1] U [&2, x1]. No entanto, f(x) > 0 e no(xz) > 0 no intervalo
(&1,&), contrariando (1.17). Portanto, f ndo € positiva. Analogamente, mostra-se que f

nao pode ser negativa. Logo, f =0, finalizando a demonstragdo. ]

6 O Lema de Dubois - Reymond

Lema 6.1. Sejam f € C([zo,z1]) en € C'([xo, 1]) uma fungdo que se anula nos extremos

do intervalo [xo, x1]. Nestas condigoes, se

| F (@) (2)dz = 0

para qualquer fungao n com as caracteristicas descritas, entio f(x) = C = constante.

Demonstragao: Definimos a constante C' como:

C = ! fol f(z)dz. (1.18)

1 — Zo
Consideremos

Jm(f() C)dz = f dx—rodx_— 21— 7o) Jf dr. (119

zo o

fl(f(x) ~C)dz = 0 (1.20)



Capitulo 1. Resultados Fundamentais 22

Seja

n(x);:.fx(f(f)-cudT. (1.21)

Zo

De (1.20) e (1.21) obtemos n(xg) = n(x1) = 0 e, pelo Teorema Fundamental do

Célculo n € C'([xg, 71]) e satisfaz as condigoes do Lema acima.

Derivando (1.21) com relagio a © temos:

() df?ﬂﬂ—omT:ﬂ@_c

dx J,,

Entao,

o=f“ﬂ@ﬁme=f“ﬂ@umwwnw'

Zo

Portanto,
rl F@)(f(z) = C)dz = 0. (1.22)
o
Agora, multiplicando ambos os lados de (1.20) por —C' temos:
—Crl(f(a:) _ CYdz = 0. (1.23)
o
Somando-se (1.22) com (1.23) obtemos

| @ -cr-o

FEsta altima igualdade implica que f(x) — C = 0, ou seja, f(x) = C, o que

finaliza a demonstracao. O

Para esta segao tomamos como referéncia o texto de [11].

7 O Lema Fundamental do Calculo Variacional

Lema 7.1. Sejam duas fungoes a(z) e b(x) continuas no intervalo fechado |zo,x1]. Seja
ne C*([xo, 1)) tal que n(z¢) = n(z1) = 0. Nestas condigoes, se

| @mte) + by s =0

Zo
para qualquer fungdo n com as caracteristicas descritas, entdo b e C([xg,x1]) e b (z) =
a(x).

Demonstracao: Consideremos

Alz) = f oyt - A _ (1.24)
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Entao, seque da equagdio (1.24) que

le a(x)n(x)dr = Jxl dg;x)n(x)dx.

o Zo

Integrando por partes a expressao dada acima obtemos:

1

| atwmerts = a@ne) - Ao - [ A@pf e (.29

Zo o

Como n(xo) = n(x1) =0, de (1.25) tem-se:

F a(2)(x)dz = — J Y Ay (@) (1.26)

zo

Mas, como por hipotese temos

Jxl a(x)n(z)dx = — jzl b(z)n'(x)dz. (1.27)

zo o

Deste modo, seque de (1.26) e (1.27)

f Ay (@)de - f bz} (z)dz = 0,

isto €,

jmwwmﬂm—wmwx=a

Z0

Chamemos A(zx) — b(x) = f(x). Pelo Lema de Dubois - Reymond, temos que

f(z) = constante. Seja (—C') essa constante, entao:

A(z) —b(z) = -C
Como A(z) é dado por (1.24), seque que

b(z) f a(t)dt + C.

Finalmente, derivando b(z) com relagio a x e utilizando novamente o Teorema

Fundamental do Cdlculo, obtemos:

0 que encerra a demonstracao. ]
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8 As Equacoes de Euler - Lagrange

Neste pardgrafo, procuraremos uma condicio necesséria para y € C*([xo, z1]),
com y(zo) = yo e y(z1) = y1, seja extremo (no espaco de fungdes) do funcional J[y] dado
por (1.1).

Sejam 1 € C'([xo,71]), @ um nimero suficientemente pequeno e y(z) um
extremo do funcional J. Consideramos a funcao yi(x) = y(z) + an(x), em que n(z) é uma
fungao diferenciavel arbitraria. Observe que, o que fizemos foram variagoes na fungao y(z),
isto é, somamos a ela um nimero « multiplicado por uma outra fungao n(x). Dai vem o

nome calculo das variacoes.

A funcao yi(x) pertence a uma vizinhanga de y(x), no sentido da norma no

espago C" ([0, 1]).
De fato,

Considere 9 > 0 um nimero qualquer. Temos:
lyr =yl = lly(x) + an(z) —y(2)| = |an| = |o||n] < Clal,
o

em que C' é um majorante de ||n|. Entao, se a é tal que |a| < — (sempre possivel), é

valida a desigualdade

lyr =yl <o

Impondo as condigbes yi(xg) = yo € y1(x1) = y1, temos n(xg) = n(xy) = 0.
Como a fungao y;(z) pertence ao dominio de definigao do funcional J, podemos introduzir

a funcao
1

o(a) = Ty(a) + an(z)] = j Liz,y + an,y' + arf)d.

o

Do célculo diferencial, a condigao ¢'(0) = 0 é uma condigao necesséria para y

ser extremo. Desta forma, segue da regra da cadeia que

1
) =) = [ Ly omy )i =

T1
= J (Ly(x,y +an,y +an)n+ Ly(x,y +an,y + an)n')dz (1.28)
zo

Das condicoes descritas e de (1.28) tem-se:

¢O = [ L+ Loz =0 (1.20)

zo

d
Fazendo a = L,(z,y,y'), b = d—Ly/(x,y,y') em (1.29) e, como do Lema 7.1
T

temos b’ = a, segue que

d
Ly<xa yay,) - %Ly'(xv y7yl) = 07 (130)
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com y(xo) = Yo € y(x1) = yi.

A equagao obtida em (1.30) é chamada de Equacao de Euler - Lagrange.

Defini¢ao 8.1. Uma solugio y = y(x) da equagcao de Euler - Lagrange é chamada de
ponto critico (no espago das fungoes) do funcional J. O valor J[y] é chamado de valor

critico.

Desta forma, demonstramos o seguinte Teorema:

Teorema 8.2. (Euler) Se y € C*([zo,z1]) ¢ um extremo de J[y], com y(xo) = yo e
y(x1) = 11, entao y = y(z) satisfaz a Equagio de Euler - Lagrange.

Observacgao 8.3. A Equacao de Euler - Lagrange é condi¢do necessdria para a existéncia

do extremo, porém nao € suficiente.

Observagao 8.4. Caso possamos fazer a diferencia¢io em (1.30), pela regra da cadeia

teremos:
Ly - nyl - Lyy/yl - Ly/y/y” =0. (131)

Observacao 8.5. Vale o sequinte resultado, caso particular do Teorema de Hilbert: “Seja
y € C'([zo, 21]) um extremo, com y(xo) = yo, y(r1) = y1 € Ly, # 0 sobre as condigdes de
(1.32), entdo y € C*([zo, z1])”

A existéncia de solugoes da equagio de Euler - Lagrange (1.31) pode ser obtida

a partir do seguinte teorema:

Teorema 8.6. (Teorema de Bernstein): Seja y = y(x) solugao do problema

I

y'=G(z,y,y) , y(zo) = yo e y(z1) = v (1.32)
em que G € CY(D), D = R? - dominio limitado para todo y' = y'(x) fivado.
Suponhamos que existe uma constante K > 0 tal que
1. Gy(z,y,y") = K;
2. Ezistem fungoes o = a(x,y) =0 e = B(x,y) = 0 tais que
G(2,y,9)] < ay” + B

para todo dominio limitado, a qual (x,y) pertenga.

Entdo, para todo (xo,y0) € (z1,y1), com xg # x1, existe uma unica solu¢io em
C"' do problema (1.32).
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A fungdo L = L(x,y,y’) chama-se Fungao de Lagrange. Definiremos agora

uma outra fun¢do H = H(x), em termos de L :

H:=yLy— L=y 1L (1.33)

H(z) é chamada de Fung¢ao de Hamilton, cuja importancia se verifica no

teorema abaixo.

oL
Teorema 8.7. Se Fl 0 ey =vy(x) € solugio da equagao de Fuler - Lagrange, entdo
x

H = constante.

Demonstragdo: Derivando (1.33) com relagio a x temos:

d d d d d
—H=—(L,)——L=9y"L, '—L,— —L. 1.34
Mas,
d ! ! "
@L(ac, v,y) =L, + Ly + L,y (1.35)
e, da equacao de Euler - Lagrange, temos
d
%Ly/ =L, (1.36)
De (1.35) e (1.36), a equacao (1.34) se reduz a:
d
—H=—-L,.
dx
No entanto, por hipotese, temos P 0.
x
Logo,
d
—H=0
dx
o que tmplica que H = constante. ]

1 1
Observagao 8.8. Se L = gy'Q — F(y), temos H = iy'z + F(y). Neste caso, a Fungao
de Hamilton é constituida por dois termos: o primeiro representa a energia cinética

e, o outro, a energia potencial. Desta forma, a relacdo H = constante é a expressio

da Lei de Conservagao de Energia. Em geral, se 3 0, o Teorema 8.7 nos di H =

constante, que representa uma primeira integral da Equacao de Fuler - Lagrange.
Observagao 8.9. Em fisica, temos as sequintes notagoes e terminologia: a fungdo

oy = an

¢ chamada de variagdo da funcao y; e o numero

1

d d
y(n) = - - (y + an) LO( v = - Ly)ndz
¢ a primeira variacio do funcional J. A ultima formula é obtida via integragdo por partes

em (1.29).



Capitulo 1. Resultados Fundamentais 27

9 A Condicao de Jacobi

Como mencionado na observacao 8.3, a Equacao de Euler - Lagrange fornece
uma condigdo necessaria para a existéncia de extremos, porém nao suficiente. Para
encontrarmos uma condicao suficiente, podemos fazer a analogia com o caso de fungoes
que fornecem condigoes em termos das segundas derivadas. Deste modo, analisemos a

segunda variacao de J, dada por:

1 @
6%y (n*) :

a=0

Por calculo direto, temos

11 d 1
52Jy(772) = J 3 (Lyy — deyy/) n* + §Ly/y,n'2dx.

Zo

Chamando de

Q) = Ly (. y(0)  (0)) — Ly, y(), o' (),

temos a seguinte equacao diferencial:
—(P(x)u'(2)) + Q(z) =0, (1.37)
chamada de Equacgao de Jacobi.

Defini¢ao 9.1. Um nidmero real x* é chamado ponto conjugado de xq, se existe uma

solugio u(z) da Equagao de Jacobi tal que u(x) # 0 no intervalo aberto (zo,x*) e u(z*) =0

Teorema 9.2. (Jacobi) Seja y = y(x) uma fungio que satisfaz as sequintes condigoes:

1. 6J,(n) = 0 para todo n € C'([zy, 21]) tal que n(zy) = n(zy) = 0;
2. P(z) >0 em [xg, 11];

3. xp nao tem pontos conjugados em (xq, x|

Entao, y = y(x) é um minimo de J.

Observacao 9.3. Observemos que a condi¢cao 1 acima € equivalente a Fquacdo de Fuler -

Lagrange, isto é, y = y(x) € um ponto critico de J.

Observacao 9.4. Ezxistem outras condicoes suficientes para a existéncia de extremo como,
por exemplo, a condicao de Legendre e de Weierstrass, que serao abordadas na prorima

se¢ao.

Observacao 9.5. Nao apresentaremos neste trabalho a demonstracio do Teorema de

Jacobi, que pode ser encontrada com detalhes em [12].
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10 As condicoes de Weierstrass e de Legendre

Considere o seguinte funcional:

Jly] = r F(z,y,y")dx (1.38)

o

no dominio das fungoes sujeitas as condigoes de fronteira

y(wo) = vo, y(r1) =m (1.39)

As condicoes de Weierstrass.

Denomina-se funcao de Weierstrass a funcao
E(x,y,p,y) = F(z,y,y) = F(z,y,p) — (¥ = p)Fp(z,y,p)-

Nestes termos, para que uma curva Y seja um extremo do funcional (1.38) com

as condigoes de fronteira (1.39), basta que se cumpram as seguintes condigoes:

1) Y é um ponto estacionario de (1.38) sujeito as condig¢oes (1.39), isto é, Y é uma
solucdo da equagdo de Euler-Lagrange para (1.38) satisfazendo as condigoes de
fronteira (1.39);

2) Pode-se incluir Y num campo de lagrangianas para o funcional (1.38) (o que aconte-

cerd, por exemplo, ao se cumprir a condi¢ao de Jacobi).

Cumpridas algumas condi¢Oes geométricas relacionadas com E, Weierstrass

mostrou que um ponto critico serd um maximo se £ < 0 e, um minimo, se £ > 0.
As condigoes de Legendre:

Pode-se, levando em conta que a fungao F(x,y,y') admita a segunda derivada
continua F,(z,y,y'), substituir as condigoes suficientes de Weierstrass pelas condigoes

de Legendre, condi¢des de mais simples verificagao.

Assim, para que a fungao g(z) seja um extremo fraco do funcional (1.38) no
dominio das fungoes sujeitas as condigoes (1.39), basta que, além das condigoes 1. e 2.
de Weierstrass se cumpra, para qualquer z, xo < < x1 e y = §(z), se Fyy(z,y,y) > 0,
entdao §(x) é um minimo, ou, para qualquer z, o < x < z1 ey = y(x), se Fyy(z,y,y") <0,

entdo g(z) é um maximo.

Para que g(z) seja um extremo forte de (1.38) com as condigoes de fronteira
(1.39), além de cumpridas as condigoes 1. e 2. de Weierstrass, basta que, para as coordenadas
x, y dos pontos de uma vizinhanga de §(x) e, para qualquer valor de ¢, se F, (z,y,y') = 0,
entdo g(x) é um minimo; sendo g(x) um méximo se tivermos Fy ., (z,y,y’) < 0. Para os
detalhes vide [1].
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11 O Problema do Extremo Condicional

Problemas desse tipo foram considerados por Euler e Lagrange, baseados em

ideias com origem na mecanica.

Teorema 11.1. (Euler) Consideremos a equagao:

Ji[v] := J G(z,v,v)dr = a

zo

em que a é uma constante. Seja y(x) € C*([xo,71]), com y(z0) = vo e y(x1) = y1, uma

fungdo que obedece as sequintes condicoes:

1. y = y(x) € solugio da equagio

Ji[v] = a;

2. y=vy(x) é extremo do funcional

3. y =y(x) ndo é ponto critico de Jy[v].
Entao, existe um nimero real X tal que y = y(x) é ponto critico do funcional

Iy] = F(L Q)

o

Demonstracao: Seja
y1 = y(x) + axm(z) + agna(z)

uma variagio de y = y(x), em que n;(x) € C*([xo,71]), j = 1,2. Para a; e oy miimeros
suficientemente pequenos, a fungdo y,(x) pertence a uma vizinhanga de y(x) suficientemente

pequena. Além disso,

y1($o) = Yo , ?/1(951) = Y1;

logo; n; =0, j = 1,2. Entdo, y1(x) pertence ao dominio de defini¢ao do funcional J.

Por outro lado, estamos interessados em funcoes e suas variacoes, tais que,
além de serem extremos de J, satisfacam a equacao dada na condicao 1 do Teorema. De
fato, essa € a razao de utilizarmos dois parametros de variagdo: o primeiro estd relacionado
com a variacao do funcional J e, o sequndo, garante que estas variacoes sejam solucoes da
equacao 1.

Entao, considerando a funcio ®(ov, an) 1= Ji[yi(z)] = Ji[y(x) + aam(x) + agma(x)] temos

que
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O(aq, ) = a, (1.40)

e, em particular, ®(0,0) = a. Observamos que ® é uma fungao continuamente diferencidvel.

As variacoes do funcional J; sao dadas por:

dOéj

T d -
= J (Gy — dey/) nj(x)dr, j=1,2 (1.41)

a=0 o

1

d
em que o = (aq, an) e J (Gy - de/> njdx # 0, pois y = y(x) nao € ponto critico de
x

zo

J1 (condig¢ao 3 do Teorema,).

Em particular, podemos escolher ne, quando j=2 em (1.41), tal que

9 0,0) = f [Gy _ CZUGy/] m()dz £ 0

8042 0

Isto garante que

6—@(0,0) # 0

%)

Estabelecidas as condicoes acima, podemos aplicar o Teorema da Fungdo Im-
plicita [13] : Dada a funcio f: U — R, de classe C* (k = 1) no aberto U = R™™ seja
0
(2o, y0) € U tal que f(xo,yo) =c € 5f # 0. Ezistem uma bola B = B(zg;0) < R" e um
Y

intervalo J = (yo — €,yo + €) com as sequintes propriedades:

_ P _
1. BxJcUe agjj(a:,y) # 0 para todo (x,y) € B x J;
2. Para todo x € B existe um unicoy = £(x) € J tal que f(z,y) = f(z,&(z)) = c.

A fungio & - B — J, assim definida, € de classe C* e suas derivadas parciais em cada

ponto x € B sao dadas por
% (1) - o (z, ()
0 L (w,(x))

O Teorema implica que a equagio (1.40) determina cs como uma fungao de oy, numa

vizinhanga de zero suficientemente pequena. Entdo, existe uma funcdao ¢ continuamente

diferencial nesta vizinhanga, tal que as = () e p(0) = 0. Substituindo em (1.41) temos

D(aq, (1)) = a. (1.42)

Diferenciando (1.42) com relag¢do a oy, obtemos:

0P 0P oJ; 0

a0, (ane(en) 1+ 2 (an, plan))@(an) = 5 =+ 5 () =0 (143)
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Seja a; = 0. Entdo, temos de (1.43)

d0.J; d0.J;

8 1(0 0) 8a2

“L(0) = 0. (1.44)

o0,
Como — # 0, seque de (1.44) que
8@2

, _%{1(0,0) g’“( Gy ) mdx
PO =00 00) = 1@y~ LGy) mdr

Oan

(1.45)

Agora, a variacio do funcional J € dada por:

y(z) =y + o + (oa)n2

Mas, y = y(z) € extremo de J (condi¢ao 3 do Teorema de Euler) e, consequentemente,

dJ

-1 =o
dCY1

a1=0

Entao, para

T
J[ai] = f L(z,y + aym + @(a)ne, v + any + ¢ (ar)n,)dz,

o

a Equacao de Fuler - Lagrange é dada por:

T d , 1 d
- = LO (Ly — dey,) m(z)dz + ¢ (O)J <Ly — da:Ly/) ne(x)dz. (1.46)

zo

0:

doy

Substituindo ¢'(0) de (1.45) em (1.46) temos:

1 d
0= f (Ly — dey) nl(x)dx—

S 0 (Gy - (TGy’) mdx (™ d
=z z L, — —0L. d 1.47
7 (Gy— LGy) moda Lo ( v ) a{w)dz (147)

o

A equagdio (1.47) sugere que denotemos por

§o0 (Ly = i Ly) ma(2)de
e I : 1.48
Szo (Gy - %Gy’) no(x)dx (1.48)

Desta forma, a equagio dada em (1.47) pode ser reescrita da sequinte forma:

0— J h [(Ly AG,) - di(Lyr ; )\Gy/)] () da.

z0
Como m1(z) € C* e mi(zo) = m(z1) = 0, pelo Lema de Lagrange, temos:

(Ly + )\Gy) — Ly/ + /\Gy/) =0

d
L



Capitulo 1. Resultados Fundamentais 32

Seja M = L + \G. Entao,
d
My = Ly + )\Gy y My/ = Ly/ + )\Gy/ e My - dfMy/ = 0 (149)
x

ou seja, y = y(x) satistaz (1.49), que é a equagio de Euler - Lagrange do funcional
1
IHﬂ:ﬂZ}+th]=J Mdz,
zo

em que M = L+ AG e X € um niumero real (vide (1.48)).

12 Equacdes de Euler - Lagrange para funcionais que dependem

de n funcoes
Considere um funcional do tipo

X1
J[y17y27 7y'n] = J L('I7y17y27 "‘7yn7y17y;7 7y’:1)dx7

Zo

com as condi¢oes de fronteira dadas por:
yk’(x()) = Yko » ?/k(%) = Y, CcoImn k= ].,27 ey N

Para obtermos as condi¢oes necessarias de extremo, variamos s6 uma das

funcoes y;(z), j = 1,2, ...,n, deixando as demais invaridveis. Seja
1

SOJ[O[] = J[y17 e Yy +O”7j’ 7yn] = J L(xvyh 7yj+0”7j7 '“Jynay;’ 7y£ +O”7j7 7y;1,)d$7

o

em que 1; € C'([xg, 1]) tal que n;(zo) = nj(z1) =0, =1,2,...n.

Derivando ¢; com relagao a o obtemos:

do; (" [oL oL o,

d
Igualando %44 4 zero temos:
da

1
f [Lyjnj + Ly;n;‘]dx =0

Zo

Mas, o Lema 7.1 implica que
d

Lyj - %Ly; == 0

Fazendo, de forma exatamente analoga, para qualquer outra funcao y;(z),
j=1,2,...,n, obtemos o seguinte sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem:

d

Vi dx

que determinam, geralmente, uma familia dependente de 2n parametros de curvas integrais

L Ly; =0comj=12,..n (1.50)

Nno espago T, Y1, Y2, .-, Yn, que correspondem a uma familia de extremais do problema

variacional dado.
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13 Equacoes de Euler-Lagrange para funcionais que dependem das

derivadas de ordem superior.

Dado o funcional
Tl
Ty = | L yla). /@),y @)
zo
em que L é uma funcao n + 2 vezes diferenciavel com relacao a todos os seus argumentos,

e suponhamos que as condic¢oes de fronteira se apresentam da seguinte forma:

n—

ZJ(CUO) =% , yl(‘xO) = y6 gy Y 1(‘1:0) = ygila

y(l'l) =Y, yl(ml) = y{l IRRED) ynil(xl) = y?il'

Para obtermos as condigoes necessarias de extremo, devemos inicialmente variar
y = y(x), como segue:

1

ola] = Jy + an] = f L(z,y +an,y' +an',....y" + an™)dz,

xo
em que 1 € C"([xg, x1]), tal que n(zo) = n(x1) = 0.

Diferenciando ¢ com relacao a « e igualando a zero obtemos

" AL oL oL, oL B
LO a—yn(m)dm-l— LO 2" (z)dz + LO o (2) +..+ LO " (z)dz = 0.

Integrando por partes o segundo termo uma vez, o terceiro duas vezes, o quarto

trés vezes e, assim sucessivamente, até o n-ésimo termo, e, colocando n em evidéncia,

[ [2(—1)555] dr =0

o

obtemos:

Pelo Lema de Lagrange, conclui-se que

= - d (0L
D=1y —— () = 0. (1.51)
= dxd \ Oy’

Dessa forma, a fungéo y = y(x) que é extremo do funcional dado no inicio, deve
ser solucdo da equagao (1.52). Tal equagdo, chamada de Euler-Lagrange, é uma equacao
diferencial de ordem 2n, e suas curvas integrais, chamadas de extremais do problema

proposto.

Agora, se o funcional J tem a forma

T
Jy(z), z(x)] = j L(x,y,y,....y", 2,2, ..., 2")dx,

o
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variando y = y(z) e, considerando z = z(z) fixa e, posteriormente, variando z = z(x)
e considerando y = y(x) fixa, concluimos que as fungdes y = y(x) e z = z(z), que sdo

extremos, devem satisfazer o seguinte sistema de equacoes de FEuler-Lagrange:

(—1)@';; (SZL) = 0. (1.53)

Analogamente, podemos analisar o extremo de um funcional que depende de

gk

um numero arbitrario de funcgoes:

Tl

J[ylay% 7ym] = J L(xaylayllw“ay?lay%yéa -'~7y32>"'7ymay;nv >y77711m)dx

o

Variando somente alguma das fungdes y = y;(x), obtemos a condi¢io necesséria

de extremo (na forma de sistema) dado pelo somatério:

o di [ oL ,
Z(—l)ﬂﬁ (@m) =0, i=1,2..m (1.54)

j=0
14 Equacdes de Euler-Lagrange para funcionais envolvendo funcoes
de varias variaveis
Consideremos o seguinte funcional para u = u(z,y)

ou ou
J[U] - JJD L (ZL’, Y, aixv ay) dxdya

em que L é uma funcao trés vezes diferenciavel com relacio a seus argumentos e D < R

Supondo que seja possivel encontrar a fungdo u = u(x,y), satisfazendo as

seguintes condic¢oes:
1. Seja continua, juntamente com suas derivadas de segunda ordem; inclusive em D;
2. E, por fim, que seja o extremo do funcional dado.
Variando u = u(zx,y), obtemos:
ola] = Ju+ an] = JL} L(z,y,u + an, uy + ang, u, + any,)dzdy,

em que n € C*(D) e que anula na fronteira de D. Derivando ¢ com relacio a « e igualando

aw(O) a zero, obtemos:

ff (Lun + Lyn, + Lyny)dxdy = 0,
D
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u ou
em que p = o eq= a—y Integrando por partes,temos:
JJ (L, — DL, — D,L,)n(x)dxdy = 0.
D
Acima, cada derivada parcial — e — , quando aplicada as derivadas L, e L,

or 0oy
pela Regra da Cadeia, torna-se a derivada total D, e D, respectivamente, uma vez que L,

L, e L, dependem de z e y através da funcao u = u(z, y)(para a definigdo de derivada
total, vide a definigdo ao final deste pardgrafo). Aplicando o Lema 5.1, ainda valido neste

contexto, conclui-se que:

L,-D,L,—D,L,=0. (1.55)
Desta forma, para o funcional

Jlu(xy, 29, ..., )] = J L(x1, @, .., Ty Uy P1, P2y -ovy P )dT1dTo ... dy,,
D

u ; . -
em que p; = . obtemos de forma completamente andloga a seguinte equacao de Euler-
ZT;
Lagrange, a qual devera satisfazer a fun¢ao u(zy, zs, ..., x,), configurando-se no extremo

de J:

L,— Y DL, =0, (1.56)
i=1
em que o operador da derivada total com relacao a x; é dado por:
L L A A -
Daji aLIZZ au J 6U] et 6ui1i2...il
ou o*u

€U = 7, Ujyj = =<, -
’ 6%’ " 5@6%’

Para o exposto acima, foi usada a convencao de Einstein - somatorio sobre

indices repetidos.

15 Equacdes de Euler-Lagrange para funcionais em forma paramétrica

Em muitos problemas variacionais, é conveniente a busca por solugoes em forma

paramétrica. Desta forma, se tivermos um funcional

Jb@ﬂ=me%%MMw

Zo

e buscarmos solugoes do tipo x = z(t) e y = y(t), o funcional é reduzido & seguinte forma:

Jk@w@ﬂ=flLGﬁ%MWg8)i®ﬁ
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A funcao subintegral obtida apods a troca de variaveis nao contém explicitamente
t, e ¢ uma funcao homogénea de primeiro grau de homogeneidade com respeito as variaveis
Z e y. Sua forma se mantém inalterada ao mudarmos a representagdo paramétrica da

curva.
Logo, o funcional depende apenas da forma da curva e nao de sua representacao
paramétrica. Podemos escrevé-lo da seguinte forma:

J[x(t), y(t)] = Jt O(x(t), y(t), &(t), y(t))dt

0

Variando x = z(t) e considerando y = y(t) fixa e, depois vice versa, concluimos
que, para se encontrar as fungoes que extremizam o funcional na forma paramétrica, temos

que resolver o seguinte sistema de Equagoes de Euler-Lagrange:

d
¢, — —P; =0,
dx
(1.57)
d

16 Equacdes de Euler-Lagrange para funcionais que diferem por

uma Divergéncia Total

Neste paragrafo, apresentaremos resultados referentes as Equacoes de Euler-

Lagrange para funcionais que diferem entre si por uma Divergéncia Total.

Considere o seguinte funcional:

Jily] = fr L(z,y,y)dx

o

Sejam A = A(x,y,9) € C*([zo, z1] x R e Jy[y] um funcional da forma

Jo[y] = J Ldzr,

o

em que L = L + —. Entéo, as Equacoes de Euler-Lagrange para os funcionais J; [y] e
x
Jo[y] s@o as mesmas. Esse resultado se estende para o caso em que A é uma fungao das

k-ésimas derivadas, isto é,
A= A(ZIZ’, Y, yl7 y”7 EERE) yk)

Consideremos agora o seguinte funcional:

Ji|u] = JD L(z,u,p)dz,

ou

)
é’xj

com r = (x17x27“'7xn)7 u = u(xlaan“wxn) ep = p(p1>p27‘“7pn)7 tal que p; =

j=1,2,...,n. Sejam:
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1. A; = Aj(z,u,p), com j = 1...n, funcdes de x, u, p e suas derivadas primeiras;

2. Jo|u] um funcional do tipo
Jolu] = j Ldz,
D

emque L =L+ D;A; e D; é a derivada total.

Para o funcional J5|u], temos:

0A; 0A; O0A;
_ I J A o4,
Jou] L ( + 7, + pj e + pji o, ) dx

Variando u, obtemos:
p(a) = Jolu+an| = J (L(z,u+ an, py + ang) + Az, (x, u+ an, p, + ang)
D
+(pj + amy) Ajulw, w4 am, pe + amy) + (pji + amys + Ajp, (T, 0+ am, pr + ang))dz.

d
Diferenciando ¢(«) com relagao a «, igualando d—gp(O) a zero e, por ultimo,
o

integrando por partes obtemos:
f [Ly, — D;Ly,|ndx = 0
D

Pelo Lema de Lagrange, conclui-se que, para o funcional J[u] teremos a
seguinte equacao de Euler-Lagrange:

oL oL

= _p = _ 1.
ou " Op; 0 (1.58)

Mas, a equagao (1.58) corresponde a Equacao de Euler-Lagrange para o funcional J;[u], o
que nos permite concluir que as Equagoes de Euler-Lagrange para os funcionais J;[u] e

Jo[u] sdo as mesmas.

Finalmente, o resultado acima pode ser generalizado para o caso de funcionais,
cujas fungoes de Lagrange (também conhecidas como fungoes Lagrangianas), dependam

de m funcoes de n variaveis e de suas derivadas de ordem k. Isto é, funcionais da forma:

0 i 5k 7
Ji[ut,u?, . u™] = J L (x,ul, a u) dz,
D

sy
83:j 8a:i1,. . .,8a:is

em que & = (1, Tg, ..., T,), U = u'(T1, T, ..., xT,) €01 +is+ ... +is =k, comi=12. m.

oul ou™
Sejam A; = A; <x’U1"”um’EZ1"“’6Z> e

Jolut,u?, .. u™] = J Ldz,
D
com L =L + D;A; Desta forma, demonstramos o seguinte Teorema:

Teorema 16.1. As equagoes de Euler-Lagrange para J, e Jo sdo as mesmas.
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17 Teorema de Noether

17.1 A condicdo de invarancia

Dado o funcional

t1
J - f L(t,q,q)dt
t

0

em que ty < t1, ¢ = (q1,q2, - - - gn) - coordenadas generalizadas e ¢ = (¢, . .., Gn) - veloci-

dades generalizadas.

Consideremos transformagoes do tipo:

— ®(t,q(1), §(t),
yi = Vit q(t),4(t), )
em que «a € (—6,0) é um pardmetro e i = 1,...,n. Suponha que:
i) Paraa =0:
®(t,q,4,0) = t, (1.60)
q’i(t,qaqao) = gi- (1-61)

ii) Para todo «, a transformagao dada em (1.59) é inversivel, isto é, existe uma funcao
0 tal que
t =0(u,q).

Desta forma, segue de (1.61) que y; pode ser escrito como funcao de u e a, isto é,

yi = Vi(u, ).

Denotemos ug(a) = ®(tg, ) e ur () = P(t1, ).

iii) Seja “
5 ul (o d
J[a] = J L <u,y, dy) du
up{a)
Suponhamos que
Ja]=J (1.62)

para todo o € (—4,9).

Dadas as condig¢oes acima, definiremos:

Defini¢ao 17.1. Seja uma transformagao do tipo (1.59) que satisfaz as condigoes i) e
i1). Um funcional J € dito invariante sob a agdo desta transformagao, ou simplesmente

invariante, se satisfaz a condigao iii) acima para valores arbitrdrios de to e 1.
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Exemplo 17.2. Seja a energia cinética dada por:

Tla] = f

Consideremos a transformagao do tipo (1.59) na seguinte forma:

2

d
Y.

dt

u=t+a=3>(ta),
yi = ¢ = Vi, a).

Entdo, t = u— «, y; = ¢;(u — o) = ¥;(u — a, @), além de

Lt =th+a<su<it +a.

2 t1+a 2 t1
du = J du = J
to+a to

Logo, J nao depende de «, o que nos permite concluir que J ¢é invariante em

Temos:

2

Y
d dt = J.

ov dq(u — @)
ou

du

dg

5 11+
Jlal =
[o] f o

ota

relacao as translagoes do tempo.

17.2 O Teorema de Emmy Noether

Denotemos

0P

ov;

- Oa

Qi(t) (1.63)

)
a=0 a=0

Teorema 17.3. Dado o funcional e a transformagio (1.60) que obedecem as condigoes i),
i1) e iii) da segao anterior, entao o sistema de Equagoes de Euler-Lagrange tem primeira

integral da sequinte forma:

(Zn: Lgqi = L) w(t) — Zn: L; Q) = const.
i1

i=1

Demonstragdo De (1.60), (1.61) e (1.633) temos:

u=®=1t+aw(t)+0(a?), (1.64)

yi = U; = g; + af(t) + O(a?) (1.65)

numa vizinhanga de o = 0, suficientemente pequena. Da Regra da Cadeia, seque que:

dy;  dy; du
= . 1.
du dt dt (1.66)
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Substituindo (1.59), (1.65) em (1.62) tem-se:
; @) Ut
J[a] :J L (q)(taa)vlpi(taa)v . ( ’Oé)> du =

up (@) O(t, o)
= Ltl L (CI)(t, Oé)a \Iji(t, CY)7 \M> (i)(t, O&)dt = le L(t, q, (Ddt (1.67)

Diferenciando (1.67) com relagio a a e avaliando em « = 0,temos:

d ("

da Jy,

L ((I)(t, o), (1, a), zi((f’j))

> (t,a)dt|  =0. (1.68)

a=0

Substituindo (1.64) e (1.66) em (1.68) e aplicando a Regra da Cadeia temos:
t1 n n .

to i=1 i=1

Por outro lado,

jt (wL — wzn] Ldiq;) = oL +wl + wZn] Lg;qs + wzn} L 4i—

i=1 =1 i=1

_(,Z) Z qu(_h — W <Z quqz + QZCZL%> =
i=1 =1

=wl +wlL, — wZ Lg.q+ wZ ¢ <Lqi — dtLdi> =wlL +wL; — wZ Lsqi. (1.70)
i—1

Mas,

i=1 i=1

Substituindo (1.70) em (1.69) obtemos:

t1 d n . n .
L 7 <wL — wZ Lqiqi> + ;(L%Qi + L, )dt = 0.

i=1

d . d .
%(Lqﬂi) =Ly, + QiﬁLqi = Qi Ly + Ly,

pelas equacoes de Euler-Lagrange. Entao,

em que

t1 d n n
J;O dt <w w; (Izq + Z qi ) ( )

i=1
Portanto, seque de (1.71) que
A(to) = A(ty),

A=wlL— wznl quql + Zn: qugl
i=1 i=1

Mas, tg e t1 sdo arbitrdrios, o que implica que A = constante.
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18

1)

Algumas Aplicacbes do Teorema de Noether

Consideremos um sistema de N particulas. A Funcao de Lagrange correspondente é

dada por:
2

N )
L= 2375 = 2Vl =i

1<j

Entao, consideremos o funcional dado por:

t1
J = J L(t,q,q)dt,
t

0

em que ¢; = r;, ¢; = v;. Seja

u =1+ q,
Yi = q;-

Ja vimos que J* = J; w(t) =1 e Q;(t) = 0. Logo, segue do Teorema de Noether que
Z L, qi — L = constante.
i=1

Isto é,

2
m;vz n Z Vij(lri —rj|) = constante

i=1 i<j

Temos, portanto, que a invariancia com relagao a translagao do tempo implica na

conservacao da energia total do sistema.

Vamos considerar uma translacao do sistema das coordenadas dada por:

u =1,
*

T, =x; +a,
&

Yi = Y,

2" = z.

emquei=1,..,N J" =J w=0Q, =1, Q, =Q,, =0, o que implica, pelo

Teorema de Noether, que:
n

Z Lg, » = constante.
i=1

Mas, Gix = Vig € Lg;, = mviz; logo

n
Z m;v; o = constante.
i=1

Temos, portanto, que a translagao das coordenadas espaciais leva a conservagao do

momento linear.
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3.) Consideremos agora:
u=t,
x;" = x;cos(a) — y;sen(a),
y;" = x;sen(a) + y; cos(a),
emquei=1,. N, J" =J w=0,Q,;, =—y, Q, =z, e Q, = 0. Novamente, pelo
Teorema de Noether, concluimos que:

n

M, = Z(azimivivy — yimv; ) = constante.
i-1

Logo, a invarancia com relagao as rotagoes implica em conservagao do momento

angular.

Para esta segao usamos como referéncia os textos de [15] e [17].
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2 Algumas aplicacoes de Calculo Variacional

1 Introducao

Neste capitulo, iremos resolver os problemas propostos no capitulo 1: o Problema
da Braquistocrona e o famoso problema isoperimétrico conhecido como Problema da Dido.
Apresentadas tais resolugoes, abordaremos também outras aplicagdes do calculo variacional,
tais como: solugoes de problemas variacionais com condigoes de fronteira de outro tipo,
curvas hipereliticas, Desigualdade de Wirtinger, a obtencao da Funcao de Bliss e da melhor

constante na Desigualdade de Hardy-Sobolev.

2 Os dois problemas classicos

2.1 O Problema da Braquistocrona

Devemos recordar que o problema consiste em: dados dois pontos A e B em
um plano vertical, encontrar a curva que uma particula P precisa descrever para sair de A
e chegar em B no menor tempo possivel. Consideramos, na abordagem do problema, que

a particula esteja sujeita apenas a for¢a da gravidade.

Do capitulo 1, secao 4, exibimos o funcional dado por:
1+ y/(
= |

Observe que a Funcao de Lagrange

NiET

L frm—
V29y

é independente da varidvel dependente z, isto é, L = L(y, ). Logo, como Frl 0 neste
x

caso, segue do Teorema 8.7 que

b= 0L

=y o L = C} = constante. (2.1)

Portanto, segue de (2.1) que

V1+y? y"? o - 1 o
- = 1 e 1,
VY vyl +y?) V(L +y7?)

ou seja,

y(1 +y”) = Co. (2.2)
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Para resolver esta equagao diferencial, introduziremos um parametro ¢ e con-
siderando 3/ (z(t)) = cotg(t), segue de (2.2)

= = . 2.3
YTy T T T (cote(t)? (23)
t 1 2
Substituindo as igualdades cotg(t) = serslgti e sen’(t) = = — COS; ?) em (2.3)
obtemos:
Cy
Y = ?(1 — cos(2t)). (2.4)

Derivando (2.4) com relagao a t e tomando sen(2t) = 2sen(t) cos(t), temos:

dy = Cysen(2t)dt = 2Cssen(t) cos(t)dt. (2.5)
d d
Como ¢/(z) = % entdo dr = y’(yx) Assim,
2 t t
dr = Casen(t) cos( )dt = 2C5sen®(t)dt. (2.6)
cotg(x)
1 2
Novamente, tomando sen?(z) = 5 COS; 7) temos:
dr = Cy(1 — cos(2t))dt. (2.7)

Integrando com relagao a t a equagao (2.7) temos:

Chsen(2t) Cy

x(t) = Cot — + C5 = 7(275 —sen(2t)) + Cs.

2
Finalmente, a solug¢ao paramétrica ¢ dada por:
y(t) = 022(1 —cos(2t)) e x(t) — C5 = (;2(215 — sen(2t)). (2.8)
Tomando t; = 2t e C3 = 0, pois x(0) = 0, obtemos:
Y = (;2(1 —cos(ty)) ex = (;2(151 —sen(ty)). (2.9)

As equagoes dadas por (2.9) sdo conhecidas como equagoes paramétricas da

cicléide, cuja definicao sera dada a seguir.

Definicao 2.1. Seja C' uma circunferéncia de raio r, s uma reta e P um ponto de C.

Denomina-se cicloide a curva descrita pelo ponto P quando C' rola sobre a reta s, sem

deslizar, dada pela equacdo paramétrica:

{ x = r(a — sena)

y=r(l—cosa)

Observamos que a resolugao do Problema Cléassico da Braquistocrona apresen-

tado acima foi feita utilizando a teoria do célculo das variacoes.

Para o desenvolvimento desta subsegao, tomamos como referéncia o texto de [9]
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2.2 O Problema da Didé

Provavelmente o Problema de Didé é o
problema de maximo e minimo mais antigo de que se
tenha conhecimento. Datado de 850 a.c, Elissa (nome
tirio de Did¢), filha de um rei fenicio, refugiou-se ao
norte da Africa depois do assassinato de seu marido,
onde foi recebida amistosamente por indigenas. Didé
pediu um pouco de terra para estabelecer-se, tendo-

lhe sido concedido que tomasse tanta quanta pudesse

conter numa pele de boi. Diz a lenda que ela fez uma
longa e fina correia com o couro e, em seguida, cercou  Figura 2 — Fio de couro para cer-
um terreno de forma semi-circular beirando o Mar car o terreno

Mediterraneo. Essa é a épica histéria da fundagdo de Cartago [14]. A lenda de Didé6 é

abordada com riqueza de detalhes em Eneida, de Virgilio [21].

Resumidamente, o Problema da Didé consiste em encontrar, dentre todas as
curvas de comprimento fixo, a que tinha delimitado maior area. A lenda de Did6 comprova

que, desde muito tempo, maximos e minimos vem despertando o interesse da humanidade.

Novamente, utilizando ferramenta do cédlculo das variagoes, resolveremos o
problema e, de fato, constataremos que Didé fez a escolha certa ao cercar o terreno com

forma semi-circular.

Da secao 4, capitulo 1, estabelecemos que nosso objetivo é encontrar uma

fungdo y = y(x) que maximize o funcional dado abaixo (4drea):

A= Jly] = J y(z)dz (2.10)

z0

no dominio das fung¢oes para as quais

y(wo) = y(z1) =0, Jy(x)] = f:l V1+y(x)ide =S e |r; — x| < S (2.11)

Pelo Teorema 11.1 consideremos a fun¢ao F' = f + Ah =y + \/1 + /()% e 0

funcional
A= Jy] = J F* () — rl(y /1 + y?)dz (2.12)
o o
Note que F' =y + )\W independe da variavel x. Logo, pelo Teorema 8.7
F—yFy =C (2.13)
isto é,
Ay

y+I/1+y2—o Cy (2.14)

Vity?
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que simplificada nos fornece:

A
y—Cr= NiRTeR (2.15)

Para resolver a equacao diferencial acima, introduziremos um parametro t,

mediante a expressao
Y = tg(t). (2.16)

Logo, substituindo (2.16) em (2.15) temos :

—A
y—0C1 = —F———,
V1 +tg*(t)
isto é,
y— Cp = —Xcos(t). (2.17)
d
Como ﬁ = tg(t), temos que
d A t
dy = 2 = sen( )dt = Acos(t)dt,
tg(t)  tg(t)
isto é |

dx = X cos(t)dt. (2.18)
Integrando ambos os lados de (2.18) obtemos:
x = Asen(t) + Cy.

Portanto, as equagoes paramétricas sao:

x = Asen(t) + Cy
y = —Mcos(t) + Cy

emque 0 <t <.

Ao excluir t, temos:
(ZL‘ — 02)2 + (y - 01)2 = )\2,

que ¢ uma familia de circunferéncias de centro (Cs, C).
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3 Um problema variacional com condicoes de fronteira de outro
tipo
Considere o seguinte problema:

Dado o funcional

ﬂﬂ=f@ﬁ“w%m

0
encontrar min J[y], dados C' = const = 0, y(0) =0 e /(1) = 0.
Solucgao:
Seja
L{y.y) = Cy* - y*.
Primeiramente, encontremos a primeira variacdo de J. Definimos a fun¢ao

d(a) = J[y + an).

Usando integracao por partes tem-se:
1

¢'(0) = ZL (Cy'n —yn)dz =

1 1

(Cy" + y)ndx = 2f (Cy" + y)ndz,

0

=200/ (1)1(1) -y O(O0) 2 |
0
pois ¢'(1) = n(0) = 0.
Agora, uma variante do Lema de Lagrange implica que:
1
"

~ =0,

A solucao geral desta Equagdo de Euler-Lagrange é:

vo(z) = Acos (\%)) + Bsen (\/%)

A condigdo yo(0) = 0 resulta em A = 0 e, consequentemente,

yo(z) = Bsen <¢%) .

Derivando a expressao acima com relagdo a = temos:

Como y;(1) = 0, conclui-se que

B cos (\1@) = 0. (2.19)

Analisemos dois casos:
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1) B=0.
Neste caso, yo(0) = 0 e J[yo] = 0.

2) B 0.

Da equagao (2.19), temos:

1 m

— = (2K +1)—,

== @K+1]

com K =0,1,2 ...
Equivalentemente, temos:
4
C=——
m2(2K + 1)?

Logo,

2K +1
yo(x) = Bsen ( 2+ mc) :

Observe que temos mais de uma solucao.

Desta forma, verifiquemos as condi¢oes do Teorema 9.2 - Condi¢ao de Jacobi:

i) yo é solugao da equacao de Euler-Lagrange;
ii) P(z) =C >0
iil) Q(x) = -1
A equacao de Jacobi é:

Cu" +u =0, (2.20)

4

=
A T R 1)

A equagao (2.20) tem solugao geral dada por:

u(z) = A cos (V%) + Bisen (\}%) .

Considere A; = Bj. Procuremos, neste caso, os zeros da fungao u = u(z). Desta

forma, segue a equacao:

(2K+1 *) (2K+1 *)
—sen B ™ = COS 9 T

Entao,
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Assim,
dn + 1

4K +2’
em que n é um numero inteiro. Para o caso em que 4n + 1 > 0, os zeros sao negativos e,

*

consequentemente, ndo pertencem ao intervalo [0, 1].

Caso contrario, se 4n + 1 < 0, temos n < —1, isto é, n = —1,—-2,-3, ....
3

4k 4+ 2°

Logo, x* >

1
Se k < 7 o ponto z* nao pertence ao intervalo fechado [0, 1]. Desta forma,

para k = 0, o ponto 0 ndo tem pontos conjugados em (0, 1].

Portanto, y = y(z) é minimo. Assim, J[y| = J|yo| = 0, ou seja, J[y] = 0 e,

1 4 (!
J yidr < 2J yde.
0 ™ Jo

consequentemente,

3.1 Uma generalizacao

Encontrar o minimo do funcional dado por:

1
f (Oy/n _ yn)dl’,

0
em que n é um nimero inteiro positivo par, C' > 0, y(0) =0 e y'(1) = 0.

Solucgao: Seja

L(y,y") = Cy™ —y". (2.21)

L
Obviamente P 0, pois L independe da variavel z. Assim, a Equacgao de
x

Euler-Lagrange tem uma primeira integral

H =y'L, — L = constante.

Derivando (2.21) com relagao a y', temos:

L, =nCy"™ . (2.22)

Desta forma, tem-se:
H =y (nCy" ") — (Cy" —y") = A, (2.23)

em que A é uma constante.

Colocando C'y'™ em evidéncia, a equagao (2.23) pode ser reescrita da seguinte

forma:

Cln—1)y"+y" = A (2.24)
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Temos A > 0, poisn é par; C'>0en—1>0.Se A =0, entdo y = 0. Caso

contrario, se A # 0, tome

Além disso,

y/ — OéY/
com « # 0.

Substituindo (2.27), (2.26), (2.25) em (2.24) temos:

Cln—1)a"Y" +a"Y" = a”".
Como a # 0, segue que:
Y = (1=Y")r[Cn—1)] *,
isto é,
dY = (1—Y™)[C(n—1)] "da.

Logo,

Y

v = [Cln—1)]F f (1— ") ~hat.

0

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Com as condicoes dadas e com a # 0, obtemos: y(0) = 0 = Y(0) = 0 e

y'(1) = 0 implica em:
Y'(1) = 0.
Das equagoes (2.24), (2.25), (2.26) e (2.27) escrevemos:

Cln—1)Y"+Y" =1.

Para z = 1, temos:

Cln =D (1)" + (Y (1)" =1,

Mas, de (2.32) temos Y (1) = 1 e, entdo, segue de (2.31) que:

1

1=[Cn— 1)]if (1— ™) wdt.

0

(2.32)

(2.33)
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Efetuando os calculos necessarios - que pode ser facilmente confirmado pelo

software “Mathematica”, obtemos a seguinte igualdade:

f(l — )Rt = (2.34)

0 nsen (%)

Desta forma, substituindo (2.34) em (2.33), determinamos a constante C, que

é dada por:

C:(nsen(g))” L (2.35)

Substituindo (2.35) em (2.31) temos:

m Y
= nsen(")f (1 — )= dt (2.36)
m 0
Isto é,
Y
J (1) hdt= " (2.37)
0 n sen (E)

A curva apresentada por Y (x) é chamada de Curva Hiperelitica.

Toda solucao y da equacgao de Euler-Lagrange é dada por y = aY, em que Y ¢

a Curva Hiperelitica. Em particular, Y satisfaz a equagao (2.37) dada acima.

Substituindo y = @Y no funcional

Iyl = fo (Cy™ —y")da, (2.38)

implica em J[aY] = 0 e, além disso, tem-se

J =minJ =0 (2.39)
De (2.39), segue que
1
J (Cy™ —y™)dx =0, (2.40)
0
ou ainda,
1 1
J y"dr < C’f y"dz, (2.41)
0 0

em que C' é uma constante dada em (2.35). Assim,

1 LS ol
J\ yndm < 1 (n SENn (n)) J ylndx, (242)
0 0

n—1 T

obtendo a igualdade se, e somente se, y = aY, em que Y é a Curva Hiperelitica.
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4  Desigualdade de Wirtinger.

Para todo y = y(x) € C'([0,7]), tais que y(0) = y(x) = 0, mostre que a

f yidx <J ydx
0 0

é vélida, ocorrendo a igualdade se, e somente se, y(x) = « sen(z).

desigualdade

Solugao: Seja

Jly] = J y*dx — min, (2.43)
0

sob a condicao

Jily] = fﬂ yide =1, (2.44)

em que [ é uma constante positiva.

Denotando L = ¢ e G = y?, do Teorema de Euler, consideremos a funcao
H =L + )G, isto é,

H =y? + > (2.45)

Considere o funcional dado por:

Jy] = Lﬂ Hdx = Lw(y'2 + \y)dz. (2.46)

Para encontrar o minimo de (2.46), calculemos a Equacao de Euler-Lagrange

para a fungao H :

d
Hy— —(Hy)=0=y"~Xy=0 (2.47)

Para resolvermos a equagao (2.47), devemos considerar os seguintes casos:

1) A>0;

3) A <0.

Caso 1) A>0:

Como (2.47) é uma equagao diferencial de segunda ordem, temos que sua

solugao geral é dada por:

y(x) = Cre¥ 4 Che VA, (2.48)
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em que C] e (5 sdo constantes a serem determinadas. Utilizando as condi¢des dadas, ou

seja, y(0) = y(r) = 0, obtemos C; = —Cy, que satisfazem o seguinte sistema:
Ci+0Cy,=0
Cleﬁﬁ + Cgeiﬁ\/;r,

cuja tnica solugao é C; = Cy =0 e entao y = y(x) = 0, isto é, com A > 0, a tnica solugao

da equagdo de Euler-Lagrange é y = y(z) = 0.

Caso 2) A=0:

Com essa condigao, a equacao (2.47) se reduz a:

y'(z) =0 (2.49)

Desta forma, temos que a solucao é dada por:
y = Az + B, (2.50)

em que A e B sao constantes a serem determinadas. Novamente, aplicando as condig¢oes
dadas, ou seja, y(0) = y(m) = 0, obtemos A = B = 0.
Logo, com A\ = 0, a solugao de (2.50) é y = y(z) = 0, que ¢ a tnica solugao da

Equacao de Euler-Lagrange neste caso.

Caso 3) A< 0:

Nessas condigdes, a equagao diferencial linear de segunda ordem (2.47) tem

como solucao geral:
y(x) = AcosvV—Az + Bsenv—Az, (2.51)

em que A e B sao constantes a serem determinadas.
Da condicao y(0) = 0, a equagao (2.51) nos fornece
A=0. (2.52)
Agora, se B = 0, entdao y = y(z) = 0. Se B # 0 e utilizando a condigao

y(m) = 0,, temos \ = —K? em que K = 41,42, 43, .. .. Neste caso, a equacao (2.51) se

reduz a:
Yo(z) = Bsen(Kx). (2.53)

Observagao 4.1. Note que a equagao (2.53) contém o caso particular yo(x) = 0, o que

corresponde a B = 0.
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Substituindo (2.53) em (2.44) temos:

Ji|yo] = foﬂ B?*sen*(Kx)dx = /. (2.54)

Resolvendo (2.54), obtemos:

B = (2.55)

20
—
Um célculo direto nos mostra que J[yo] = 0. Considerando H dado em (2.45),

temos:

H =y? — K%/ (2.56)

Observe que y = yo(z) é um minimo quando K = 1, sendo tal fato consequéncia
do Teorema de Jacobi. De forma analoga ao feito anteriormente, mostra-se que entre todas
as solugoes de Euler-Lagrange, temos uma tinica que representa um minimo correspondente
ao caso K = 1. Sendo yo dado por (2.53), seque que y; = KBcos(Kz), e, como yo é

minimo, temos que H ¢é dado por:

H = B*cos(2K 1) (2.57)
Assim,
Jlyo] = J Hdx = BQJ cos(2Kx)dr =0 (2.58)
0 0
Entao,
Jlyl = Jlyo] = 0, (2.59)
pois 1o € minimo.
Consequentemente,
Jlyl =0, (2.60)
isto é,
Ty} = Jly] - f 220 (2.61)
0
Assim,
Jy] >f y*dx (2.62)
0
Portanto,
J y*dx ZJ v dx. (2.63)
0 0

Se y(x) = asen(x), verifica-se trivialmente a igualdade, pois

f " sen?(z)dz — Jﬂ cos?(2)dx — .

0 0
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5 Sobre a solucdo de Schwarzschild das Equacdes de Einstein

Usualmente, na teoria geral da relatividade, a solugao de Schwarzschild é obtida
através da utilizacao da simetria esférica da métrica e substituicao direta nas equagoes de
Einstein. O fisico japonés Utiyama sugeriu em seu livro [20], um método elegante de se
obter essa solucao. Ele utilizou a simetria esférica da métrica diretamente na integral de
acao de Hilbert e, assim, o problema se reduz a encontrar os pontos criticos do seguinte

funcional em dimensao 1.

T, v] = J (/o) z2dz.

%o (2.64)
lim u(r) = lim v(x) = 1.

Esse problema variacional unidimensional pode ser abordado facilmente com
os métodos ja abordados.

Solucgao.

Considerando L = u/v'z?, escreveremos as Equacoes de Euler-Lagrange com

relacdo a u e v, resultando no seguinte sistema:

oL daL_
ou drou
(2.65)
oL daL_
ov  dzov
isto é,
d 1,2 1,.2\/
—%(ux)zO:(uas) =0
(2.66)
d
—@(v'aﬂ) =0= (v2?) =0
Resolvendo o sistema de equacgoes diferenciais dado acima, obtemos:
u(z) = % + ¢y
(2.67)
v(z) = % + ¢y

Para encontrarmos os valores das constantes ¢, e ¢4 basta aplicarmos a condig¢ao

imposta anteriormente, isto ¢,

. .G . .3
limu(z) =lim —+c=c=1¢ limo(zr)=lim —+cy=¢, =1
T—00 T—0 T—00 T—0

Portanto, chamando ¢; = A e ¢co = B, temos que a solugdo do problema acima

¢ dada por:
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Observacao 5.1. Neste trabalho nao abordaremos teoria geral de relatividade e as Equagoes
de Finstein. Também ndo é nosso objetivo apresentar os detalhes para finalizar a obtengdo

da solugdo de Schwarzschild das Equacoes de Finstein.

6 Funcao de Bliss

O objetivo deste paragrafo é provar o seguinte:

Teorema 6.1. ( [6], [7]). Sejam p,g—nimeros reais e n—um nimero natural tais que

1

1
q P
i) 1<qg<p

Y

L1
Z)E—

Entao o problema

—(@" Ty [y = ka" Tyt em (0,0)
y(0) =y >0, y'(0)=0, (2.68)
y>0 em [0,00),

em que k € R € uma constante positiva, tem a unica solucao

ye(@) = (357 + koa®) 17, (2.69)
em que
_ g
0= )
n—q
S = L
qg—1
‘ 1/(a-1)
-1 k, o q—
- (yg |
n—q\ n

A funcao definida em (2.69) é conhecida como Funcao de Bliss ( [4], [7]).

A seguir, desenvolveremos os calculos para a obtencao da Funcao de Bliss no

caso ¢ > 1, utilizando os conceitos ja abordados, mediante a sequéncia dos passos a seguir:

Passo 1.

Primeiramente observamos que o problema (2.68) tem estrutura variacional.

Para provar este fato, considere a seguinte Funcao de Lagrange dada por:

1 k
L _ 7xn71|yl|q o 7xn71yp.
q
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Encontraremos a Equacao de Euler-Lagrange correspondente a L. Lembrando

que a Equacao de Euler-Lagrange ¢ dada por:

oL _d (o) _,
dy dr\oy )

temos:
oL
1) % = —ka" Pt
oL 1
2 i 73:1171 —q yl qg—1 _ _xnfl y/ q,17
) 2= Lo gl = =l
pois ([¢/|9)" = —q|y/|* " para ¢ < 0, levando em consideragio que y' < 0, isto é, |y/| = —/

para as solugoes da equagao em (2.68) [7].

E, por fim, diferenciando com relacdo a = a equagao dada em 2) obtemos:

d

(=TT = == D2 T 4 2 g = DY (2.70)

Portanto, a equacao de Euler-Lagrange correspondente é:

(n—12" 2|7 — 2" g — Dy %y = ka™'yP (2.71)

Passo 2.

Realizando manipulagoes algébricas, podemos escrever a equagao (2.71) da

seguinte forma:

2" Hg = DY |77 = —(n = D)a" 2|y |77+ ka" Ty

Sendo = #0,q—1%0e |y/|”? # 0, obtemos:

"o (TL — 1)xn72|yl|qil kxnilypil (n — 1)‘7"71 kypil

g -y e g =Dy (- Dyt (g- Dy

Como y' < 0, segue que:

— 1)y k
v =Dy (2.72)

Passo 3.

Considere a transformacao dada por:

a=p,
e “x.
ey.

N
Il

<
|
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Mostraremos, a seguir, que a transformagao acima satisfaz as condigoes i), i7)

e i1i) do Teorema de Noether.
Provemos 7).

Observe que a transformagao dada ¢ da seguinte forma:

{ 7= (:c y(a ) gla),0) =e e (2.73)

Note que, para o = 0, temos:
T=x
j=y()
Logo, a condigdo 7) é satisfeita.

Provemos ii).
Provaremos que, para todo «, a transformacao dada é inversivel, isto é, existe

uma funcao O tal que

- 9P, .. o
De fato, observe que, & = e ¢« “z é bijetora em RY; logo, admite inversa.

Efetuando calculos algébricos, obtemos que a mesma é dada por:

7 x
f 1('T) T azp,,
e «q
Logo, existe uma funcao
. x
O(Z,a) = =
e g
tal que
r=0(7,q)

Portanto, a transformacao dada é inversivel e, consequentemente, conclui-se
que § pode ser escrito em funcao de 7 e «, isto é,

j = V,(#,0).

Logo, a condigao i) ¢é satisfeita.

1
Finalmente, provemos que o funcional com densidade L = —3"!|y/|9— 2" 1¢?
q p

¢ invariante perante a transformagao dada em (2.73), isto é,

fﬂd:ﬁ = J Ldz (2.74)

De (2.73), temos:
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a=p,, . dy e“dy N
e %dr e (g) = d~:ﬁ:>(y):e T Yy
e ¢ “dx

d

SN
|

Logo, a equagao (2.74) nos fornece:

1 a-=p n—1 a=p a-=p n—1 a-=p
f ( (eTO‘x) |e°‘_(TO‘)y'|q _k (eTO‘x) (eay)peqa) dx
P

q
1 n—1y,/ k n—1 (275>
= -y |T = =2 yP | d.
q p
O lado esquerdo da equagao (2.75) se escreve como
f (16((1(113)a(n—1)xn1|€a—(qqpo<)|q|y/|q N ﬁeq%qpa(n—l)xn 1eozpy e qp > dr.
q p
Como (%) > 0, segue que a ultima expressdao assume a forma:
1 4= k
Jeqqpa("l)xnl (eaiqTa> I |q€ a adw—fea(" Dgn—1eopype 38 gy
q p
e utilizando propriedade de poténcia, temos:
1fe Pa(n—1)+ap— ( )ozq-&-—a n— 1|y |qu Jveqqpa(n—l)-i-ap-i-qqpaxnlypdx'
q
Tomando A = <q—p) a(n—1)+ ag—ag (q—p> + (q—p) o
q q q
e B= u04(71 —1)+ap+ ua, o lado esquerdo de (2.75) é:
q q
J Leagonpa _ K enoon oy
q p
Portanto,
~ 1 k 1 k
JLdfc = Jde < feAx"1|y’|q — —eBapVyrdy = J YT — =" yPda
q p q p

«— A=B=0.

De fato, simplificando a expressao dada por A, temos:

A= q_pan—l—&p.
q

Da condi¢ao i), sabemos que
1 1 1 qp

—=———-=n=—
n..q p b—4q

Logo, substituindo n em A, temos:

Azq_pa< ap )—i—asz.
q pP—q
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De maneira analoga, substituindo n em B, temos:

B:q—pan_(q—p>a+&p+q—pa:q—pa( qp )+ap=0.
q q q q p—q

Portanto, A = B = 0, para todo a € R, o que mostra que a condigao iii) é

satisfeita.

Passo 4.

Uma vez cumpridas as condigoes i), ii) e iii) estabelecidas anteriormente, o
Teorema de Noether nos garante que a Equacgdo de Euler-Lagrange do funcional com
Fungdo de Lagrange L, perante a transformacao dada em (2.25), tem primeira integral da

seguinte formas:

(Z L,y — L) w(t) — Z L,Q; = const,
i—1 i1

em que
0P q—7p o
w(t) = — = x , Q) =— = . 2.76
W=% =Tt om=5 (2.76)
aL n—1|,/1q—1 . . . . ,
Logo, segue de g = ¢ |Y'|97" que a primeira integral do funcional L é
Yy
dada por:
— 1 k
q p[L‘ |:y/(_xn—1|yl|q—1) o 7xn—1|y/|q + xn—lyp:| o y(_l,n—1|y/|q—1) =0 =
q q p
— 1 k
q pr‘ |:y/(_xn—1|yl|q|y/|—1) o 7:En—1|yl|q + xn—lyp:| 4+ yl,n—1|yl|q—1 =0.
q q p
Como y' < 0, segue que |y'| = —y'. Logo,
— 1 1 k
q px [y/ (_xn1|y/|q (_/)) . 7$n71|yl|q 4 xnlyp:| . y(_xn71|y/|q71) — ) —
q Yy q p
_ 1 L _
q px lxn1|y/|q o xn1|y/|q] + = (q p) J/,xnflyp 4 yxn71|yl|q71 =0 =
q q p q
_ 1 _
=D pm:”’l|y'|p (1 — ) 4+ p/m:x"*lyp + oy Hy'|Tt = 0.
q q pq
Como 2" ! # 0, para todo n € R, dividiremos a equacdo acima por z" !,
resultando

_ 1 _
ux|y'|q (1 — ) + ukxyp +yly'|*7t = 0. (2.77)
q q pq
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Passo 5.
Agora, multiplicando a equacio (2.77) por |¢/|*" %'z, temos:

_ -1 _
' [29y ta ly) (q . p) (q . ) + qpqpkxyply’l“ylx“r

na—1y, /12—q, —1,.—1 _
+yly' [y Ty e = 0.
Realizando as operacoes algébricas necessarias, temos:

s 1(q— p)(q 1)+(q—p)

ky" Y P+ [y a7 = 0.
P

'y

Logo,

il JAWIE S (¢ — p)(q 1)

Pyt =y e
nq

Multiplicando ambos os lados da equagao acima por (—1), obtemos:

P—q —q p— q—p)q _ 1
() kly'P~y? 1Z(Zlg)IyIQ s —ly'l

pq

Como ¢ # 1, dividindo ambos os membros da equacao acima por (¢ — 1), temos:

g—p\ k e o1 (g—D) - 4
— () Y[yt = Pyt ———

Pq q? zr(g—1)

g—1

Dividindo por (q—p) # (0, pois p # ¢, ambos os lados da equagao acima,
pq

tem-se:
[y [P~ 7yP Iy Py~ +

pq }| |
Ta-pa-n""

Agora, como y' < 0, temos:

k Cap-1 _ P, e 1 pq 1
— gy Pt = Byt o Sy,
q—1 q P—a)(g—1)z
Portanto,
k /12— —1 P o 1 pq 1 /
——— T =y Y. 2.78)
q il q r—q(¢—1) (

Passo 6.
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Substituindo (2.78) em (2.72), obtemos:

1 1 1
ot
n o q D P—q
e
p_ n
qg n—q
Logo,
J = qp y 1y n oy rq v _
p—q)¢g—1)z q—1laz n—qy @(@E-9-1=
1 / 12
Sy =— L Y (2.79)
g—lz n—-quy
Passo 7.

E, por fim, resolveremos a equagao diferencial dada por (2.79). Primeiramente,

facamos a seguinte mudanca de variavel:

Desta forma,

V(@)y(z) + v(z)
Dividindo ambos os membros da equagao acima por y(x), obtemos:

! 2 1 U(I) n 2 _
v'(x) +v(x) P —n_qv(a:) =0,
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que, por sua vez, pode ser reescrita da seguinte forma:

! 1 2 n _
isto é,
/ 11 q 2

Observe que a equacao dada acima é uma equacgao de Bernoulli. Agora, fazendo

a mudanca de variavel

R e
segue, da regra da cadeia que
dr _odv  dv o dr
— == — = v —.
dx dv  dx dx
d d
Substituindo CTZ = —vgé em (2.80), temos:
dr 1 q
e L _ 2 _
v G- 1)1:11(35) v(x) p—

Dividindo ambos os membros da equacio acima por —v?, temos:

dr 1 -1 q
ax z(q — 1)7}@)  on—q

1

Como v~ = r, a equacao acima ¢é dada por:

dr 1 q
— = :
de  x(q—1) n—gq

isto é,

1
r r=——1 (2.81)

x(g—1) n—q

que corresponde a uma EDO linear nao-homogénea de primeira ordem, cuja solugdo geral

¢é dada por

r(z) = cro” T — (q - 1) z. (2.82)

n—1

Como r = v ', segue de (2.82) que

o() = <clqul _ (g: D q;) o (2.83)
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Dividindo por y(z) a equagao y' = v(z)y(x), temos:

/

y
y(z)

=v(r) = (Iny(z)) = v(z). (2.84)

Assim, segue de (2.83) e (2.84) que

Iny(x) = Jv(m) + Ca,

isto é,

Iny(x) = j ARLUEY (2.85)

Utilizando a mudanca de varigvel 2 = t““"V/7 para calcular a integral acima,

obtemos que a solucao y = y(z) da equagao diferencial em (2.68) deve ter a forma

q -1 s\—1/o
y(z) = (1 + ——a7) Ve, (2.86)
em que ¢, cy sao constantes positivas,
_ 9
o= )
n—q
9
§=—".
qg—1

A condicdo inicial y(0) = yo implica ¢, = yoci’. Assim, de (2.86)

—0 q—1 -0 ,.s\—1/c
= + _ ,
y(z) = (Yo n— qyo cx’)

isto é,
y(x) = (o + Ba*) 7, (2.87)

_ q _
coma=y,’, 3= Eyo “c e ¢ > 0, uma constante.

Agora, substituindo a fungao em (2.87) na equagao (2.71), obtemos

y(@) = (7 + kox*) ™7,

em que
. q
0 = )
n—q
g
S = ——
qg—1
e
. q—1 (k;yg)l/(q_l)
0= —_— .
n—q n

[

Observacao 6.2. O método de usar o Teorema de Noether para obter uma primeira
integral da Equagao de Euler-Lagrange, da qual uma quantidade (vide (2.78)) é expressa e
substituida na Equagio de Euler-Lagrange (2.79) foi proposto e usado por Yuri Bozhkov et

al. em [6] num contexto mais geral.
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7 A melhor constante na Desigualdade de Hardy-Sobolev

Um dos mais importantes teoremas da teoria de fungoes com ampla utilizacao
em Equacoes Diferenciais Parciais é o Teorema de Sobolev. Existem varias provas deste
teorema, uma das quais foi sugerida pelo matematico francés Thierry Aubin (vide [3] e as
referéncias nele). Esta prova consiste em trés passos, reduzindo a demonstracao ao caso de

dimensao um. Assim, consiste-se em provar a seguinte desigualdade integral.

Teorema 7.1. Seja y(x) uma fung¢io decrescente absolutamente continua em [0,00) e

lim y(x) = 0.

Tr—0

Entao vale a sequinte desigualdade:

(Jéﬁlw@mw%ymécwu@(JwﬂlWﬂ@ﬁmﬁva (2.88)

0 0

em que 1l <qg<p, 1/p=1/g—1/n,neN e

n—gq T(n+1) )T“

Cln.q) = 1= 1 [n(q — 1)]“ [r(n/q)r(n +1-—n/q

n—gq
sel<g<n,e
C(n,1) = p- (=D,

De fato, a desigualdade (2.88) é a Desigualdade de Hardy, a qual a Desigualdade
de Sobolev se reduz ao procedimento sugerido por Thierry Aubin. A melhor constante na
desigualdade de Hardy se atinge pela Funcao de Bliss, que foi observado por Gilbert A.
Bliss em [4].

A ideia da prova de (2.88) é como segue em [3].
Para g > 1, considere o problema variacional condicional:

Maximize

- [ e () Pde

com a condigao

o0
J(y) = J "y (z)|%dx = constante > 0.
0

A Equacao de Euler-Lagrange do problema variacional incondicional associado
pelo Teorema de Euler é exatamente a equagao (2.71) ou, equivalentemente, (2.72). Para
esta equacgao, a Funcao de Bliss y, é solugao como visto na secao precedente e, por um

lema de Bliss ( [3], [4]), ela ¢ maximo absoluto do problema condicinal acima. Isto é,

I(ys) = 1(y) (2.89)

para toda y tal que
J(y) = const. = J(y.). (2.90)
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De (2.89) e (2.90):
](y)l/p < (](y*)l/p‘](y*)_l/q)‘](y) Y,

Como para y = y, em (2.88) temos igualdade, a constante C'(n,p) é dada por:
C(n,q) = I(y) "I (y.) . (2.91)

Entao, basta calcular as integrais em (2.91). Usando a mudanga de varidvel z = la=N/a

J(ys) = (n—q)qq—l (2.92)

q—1 q

temos

em que
o
A= J (1 4 t)"¢gma=Vingy,
0

Por outro lado,
-1
I(yo)=1""B (2.93)
q

em que

o0}
B= J (1 +t) ™™ gy,
0

Entao, de (2.91), (2.92) e (2.93) temos

/a —1/n
q—1 (B ! qg—1
= — —B : 2.94
cln.q) n—q(A) ( q ) (2:94)
Integrando por partes em A, obtemos:
n qg—1
A= —(A+ B
P (A+ B)
e daqui
B n—q
- 1 2.
A n(g—1) (295)

De (2.94) e (2.95):

o128 ) ()

Com o software “Mathematica", rapidamente se calcula que

[(n/q)T'(n —n/q)

P

em que I' é a Fun¢do Gamma. Usando I'(s + 1) = sI'(s), temos

n(q

T(n+1-n/q) = q‘l)r(n —n/q).

As tltimas trés férmulas implicam a féormula para C'(n,q). Agora, C'(n,1) é obtida calcu-
lando
C(n,1) = lin% C(n,q).
q—
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3 Consideracoes Finais

Neste trabalho nos dedicamos, primeiramente, em abordar e compreender os
aspectos teoricos do Calculo Variacional. Posteriormente, apresentamos algumas de suas

aplicagoes, o que conferiu vitalidade a teoria abordada.

O famoso Teorema de Noether, de grande aplicacao a Fisica Moderna, e a
utilizagdo do Célculo Variacional na teoria moderna de controle 6timo (vide [19]), ilustram
0 quao promissora € esta area da matematica; sendo importante ressaltar que, dentre
os vinte e trés problemas propostos por David Hilbert no Congresso Internacional de
Matematica (Paris, 1900), trés estao relacionados ao Célculo Variacional [18]. Desta
forma, esperamos que este trabalho desperte o interesse para o estudo desta area tao
vigorosa da matematica - dotada de problemas desafiadores, que, ao nosso ver, instigam o

desenvolvimento académico da comunidade cientifica.
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