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Resumo

Neste trabalho sao estudados conceitos e resultados sobre os nimeros reais e
os numeros complexos, sobre sequéncias e séries de niimeros reais e de niimeros
complexos e sobre fungoes reais e complexas. Entao, sao exibidos e demonstrados
resultados conhecidos sobre a Funcao Zeta de Riemann e sua relacdo com os
numeros primos. Por fim, os niimeros primos sao tratados em uma perspectiva da
educacgao basica, através de propostas e exercicios para aplicagao em sala de aula

em nivel de ensino fundamental e ensino médio.

Palavras-chave: Funcao Zeta de Riemann, Nimeros Primos, Niimeros Complexos.



Abstract

In this work are studied concepts and results on real numbers and complex numbers,
on sequences and series of real numbers and complex numbers and on real and
complex functions. Are demonstrated known results on the Riemann Zeta function
and its relation to the prime numbers. Finally, the prime numbers are treated in a
perspective of basic education, through proposals and exercises for use in classroom
at primary school level and high school.

Keywords: Riemann Zeta Function, Prime Numbers, Complex Numbers.
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Introducao

Os ntmeros primos foram estudados na Antiguidade com o objetivo de
obtermos resultados e aplicagoes a respeito da divisibilidade e da composicao de
numeros inteiros. Porém, em tempos modernos, esses nimeros ganharam imensa
importancia na area da Teoria dos Numeros, em particular, no estudo da criptografia

e suas técnicas.

No século XIX, Euler, Gauss e Riemann fizeram estudos e especulacoes
sobre a funcgao Zeta de Riemann, alegando que ela guardava diversos segredos sobre
a regularidade dos niimeros primos. E de fato, ao estudarem esta funcao de varidveis
complexas, Riemann conjecturou que os zeros da fungao Zeta de Riemann estao
localizados na faixa 0 < Re(s) < 1, s € C e foram percebidas diversas propriedades

relevantes sobre os zeros desta funcao.

Esta conjectura é hoje conhecida como Hipdtese de Riemann, um pro-
blema que ainda nao foi resolvido, e que se for demonstrado tera fortes impactos
na Teoria dos Numeros, por fornecer uma férmula explicita para a contagem de

nimeros primos em um dado intervalo.

Este trabalho busca mostrar resultados sobre os nimeros primos com
aplicagoes no cotidiano escolar, e posteriormente um estudo sobre a Funcao Zeta

de Riemann, de modo que os capitulos serdao elaborados da seguinte maneira:

No Capitulo 1, serda dado o contexto histérico em relacdo aos estu-
dos referentes aos ntimeros primos, sua importancia atualmente e a relagao da

regularidade da sequéncia desses niimeros com os zeros da fungao zeta de Riemann.

No Capitulo 2, serao apresentadas definicoes e resultados basicos sobre
modulos, sequéncias e séries de niimeros reais e sobre continuidade, derivadas e
integracao de funcgdes de uma varidvel real. Estes resultados sustentarao a teoria

principal desse trabalho e deixarao as nota¢oes bem definidas.

Analogamente, no Capitulo 3, havera um estudo semelhante ao do

Capitulo 2, porém, dedicado as varidaveis complexas. Além disso, ao final deste
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capitulo, serao estudados resultados que serao usados no estudo da Funcao Zeta de

Riemann.

No Capitulo 4, serao estudados resultados elementares e antigos sobre
os numeros primos, e também sera apresentada a Funcao Zeta de Riemann e sua

extensao holomorfa.

No Capitulo 5, serd apresentado o conteiido matematico estudado nos
Ensinos Fundamental e Médio, de modo a evidenciar os niimeros primos e propostas

de atividades abordando este assunto.

Este trabalho foi feito com o proposito de ser uma leitura acessivel aos
interessados no assunto, exigindo de conhecimento prévio apenas nocoes de Calculo

Diferencial e Integral.



12

1 Introducao Histérica e Motivacao

Este capitulo tem como objetivo mostrar a trajetéria histérica do estudo dos
nimeros primos na matematica, a importancia desses niimeros e qual a relagao
deles com os zeros da funcao zeta de Riemann. As referéncias para este capitulo
sao [2] e [4].

1.1 Surgimento dos Nimeros Primos

Nesta secao serao apontados momentos histéricos em que os nimeros primos rece-

beram importancia. As referéncias para esta secao sao [2] e [4].

O conceito de nimero primo esta entre os mais antigos da Matematica
e historicamente ganha visibilidade através de resultados obtidos por Euclides, em
particular, através do teorema de Euclides e do teorema fundamental da aritmética,
que fornecem resultados sobre a composicdo dos niimeros naturais maiores do que
1.

No teorema de Euclides, temos que o conjunto dos ntimeros primos
possui infinitos elementos. E no teorema fundamental da aritmética, temos o
resultado que garante a composi¢ao tnica de um nimero natural através de um
produto de ntimeros primos. A partir destes resultados, a busca pelo padrao de
apari¢ado dos niimeros primos ganhou importancia, pelo fato de podermos construir

todos 0s numeros naturais com eles.

A busca por esta regularidade ainda nao estd finalizada. Com o passar
do tempo, resultados foram encontrados, mas estes resultados ou sao efecientes,

mas pontuais ou sao precisos, mas de dificil aplicagao.

Euler foi um dos matematicos que tentou encontrar a regularidade dos
numeros primos. Uma de suas varias tentativas em busca de um padrao foi o estudo

do polinémio z? +  + 41. Neste polindmio, substituindo z pelos inteiros de 0 a 39
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obtemos os numeros primos 41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151, 173, 197,
223, 251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593, 641, 691, 743, 797, 853, 911,
971, 1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523 e 1601.

Além disso, Euler verificou que para ¢ = 2,3,5,11 e 17 o polindmio
22 + & + ¢ também gera ntmeros primos ao substituirmos z pelos inteiros de 0 a

(¢ — 2). Este resultado é simples, mas pouco abrangente.

Por outro lado, considerando o teorema de Wilson, temos um caso em
que o resultado vale para todos os nimeros naturais, mas nao é um resultado
pratico, por envolver um calculo muito lento para ntimeros muito grandes. De
acordo com este teorema, se p for um niimero natural maior do que 2, entao p é

um ndmero primo se, e somente se, (p — 1)! + 1 for divisivel por p.

Estudar os ntimeros primos ¢ de grande importancia para a teoria
aritmética dos ntimeros e também para outras areas como a criptografia por
exemplo, e este trabalho aponta para um método de busca destes niimeros que caso

seja concluido pode se tornar um método preciso e eficiente.

1.2 A ideia de Gauss e a funcdo Zeta de Riemann

Nesta secao, apresentamos a funcdo m de Gauss e a introdugao de sua relacao com

a regularidade dos niimeros primos. As referéncias para esta se¢ao sao [2] e [4].

Apos varias tentativas da comunidade matematica de encontrar o segredo
da regularidade dos nimeros primos, Gauss, em sua busca, tentou oferecer uma
abordagem em que ao invés de buscar diretamente os niimeros primos, buscou uma
fungao que pudesse contar o nimero de primos no intervalo [1; N], essa fungao

recebeu a notacao m(N).

Por exemplo, 7(10) = 4 pois os primos no intervalo [1;10] sdo 2, 3, 5 e
7. Outros exemplos sdo 7(100) = 25, 7(1000) = 168 e w(10000) = 1229.

Em seus estudos, Euler e Gauss exploraram a fungao que hoje é conhecida
como funcao Zeta de Riemann, que é definida por uma série usando nimeros

naturais, e por isso, admite uma representacao usando nimeros primos. Ambos
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percebiam a relagao desta fungao com os niimeros primos, através da Formula do
Produto de Euler, apresentada na Proposi¢ao 4.3.4. Riemann trabalhou com esta
funcao de modo que pode perceber que ela e seus zeros poderiam ser a chave para
se encontrar a regularidade dos nimeros primos. Em particular, a resposta para a

contagem de primos em um dado intervalo.

1.3 A Hipétese de Riemann

As referéncias para esta se¢ao sao [2] e [4].

Riemann conseguiu prever que a func¢do que realiza a contagem de
nimero primos, 7(NV), tem uma expressao explicita em fun¢ao dos infinitos zeros
nao-triviais da funcao zeta de Riemann. Este é o Teorema dos ntimeros primos.
Porém, o problema relacionado a esta funcao é de encontrar os seus zeros. Em
seus estudos Riemann conjecturou que os zeros triviais, sao os inteiros negativos
pares (—2, —4, —6, —8, - -+ ) e que os nao-triviais sdo infinitos e localizados na reta
do plano complexo onde Re(z) = 1/2. Esta conjectura é chamada de Hipdtese de

Riemann e é um problema ainda nao solucionado.

A funcdo que relaciona os zeros nao triviais da fun¢ao Zeta de Riemann
com a contagem de niimeros primos em um intervalo nao é estudada neste trabalho,
por fugir dos objetivos do mesmo, mas maiores detalhes sobre ela podem ser

encontrados na bibliografia desta segao.
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2 Sequéncias e Limites Reais

Este capitulo tem o objetivo de apresentar defini¢goes e resultados sobre sequéncias e
séries de nimeros reais e sobre limites, continuidade, derivadas e integrais de fungoes
reais de uma variavel real que darao suporte aos resultados a serem estudados nos
capitulos posteriores. A partir do Capitulo 2, esses resultados serdo extendidos para
sequéncias e séries de nimeros complexos e para func¢des com valores no conjunto

dos nimeros complexos. As referéncias para esse capitulo sao [7], [8] e [9].

2.1 Sequéncias e seus Limites

Nesta secao estudaremos sequéncias de niimeros reais, seus limites e resultados

sobre sequéncias. A referéncia para essa se¢ao ¢é [9].

Definicao 2.1.1. Uma sequéncia de ntiimeros reais ¢ uma fungdo x : N — R, onde
x(n), para todo n € N, é um ntmero real, representado por z,,, que é chamado o
n-ésimo termo da sequéncia. Escrevemos (1, xa, ..., Ty, .. .), OU (Zy)nen, OU (T,,),

para indicar a sequéncia x.

Defini¢ao 2.1.2. Dizemos que a sequéncia (x,) é limitada quando o conjunto
dos seus termos ¢ limitado, isto é, quando existem a,b € R, tais que a < x, < b
para todo n € N. Quando uma sequéncia (x,) nao é limitada, dizemos que ela é

ilimitada.

Definig¢ao 2.1.3. Dada uma sequéncia x = (z,,) de niimeros reais, uma subsequén-
cia de x é a restrigio da fun¢do z a um subconjunto infinito N' = {n; < ny <
~o- < my < ---} de N. Escrevemos (x,,)en ou simplesmente (z,,,) para indicar a

subsequéncia x’ = x|N.

Defini¢ao 2.1.4. Uma sequéncia (x,) chama-se crescente quando z; < 3 <
ry < ---,isto é, x, < x,,1 para todo n € N. Se vale z,, < x,,, para todo n, a

sequéncia chama-se nao descrescente. Analogamente, se x, > x,,1 para todo n € N,
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dizemos que a sequéncia é decrescente, e se para todo n, z, = x,,1, dizemos que a
sequéncia é nao-crescente. As sequéncias crescentes, nao-decrescentes, decrescentes

e nao-crescentes sao chamadas sequéncias mondtonas.

Defini¢ao 2.1.5. Dizemos que o numero real a é limite da sequéncia (x,) de

nimeros reais, e escreve-se a = ligl_l T, quando para cada nimero real € > 0,
n——+0oo

dado arbitrariamente, for possivel obter um inteiro ny € N tal que |z, — a| < ¢,

sempre que n > ny.

Definicao 2.1.6. Se o limite de uma sequéncia existe e temos lirf r, = a, dizemos
n——+aoo

que (x,) converge para a (z, — a) e dizemos que essa sequéncia é convergente.

Uma sequéncia nao-convergente é chamada de sequéncia divergente.

Exemplo 2.1.7. Seja a € R e para cada n € N seja x,, = a. Entao, x, — a. De
fato, dado € > 0, tomamos ny = 1 e temos que |z, —a| = |a —a| = 0 < € para todo

n > 1. Logo x, — a.

Exemplo 2.1.8. Seja p € R, p > 0, e para cada n € N seja x, = n ?. Entao
x, — 0. De fato, dado € > 0, tomamos ng € N, ng > ¢~ P ¢ temos que se n > ng

entdo |z, — 0| =n"? < ny? < e. Logo z, — 0.

Teorema 2.1.9. Seja (x,) uma sequéncia. Se lim z, =a e lim x, =b, entao
n—-+wo n—-+wo

a=b.

Demonstracgao. Seja a = nngrrloo Z,. Dado qualquer niimero real b # a, mostraremos
que nao se tem nlirpw x, = b. Para isso, tomemos € = |b — a|/2. Vemos que € > 0 e
notamos ainda que os intervalos (a —€,a + €) e (b — €,b + €) sao disjuntos, pois se
existisse x € (a —€,a+€) N (b—¢€,b+¢), terlamos |[a — x| < € e |z —b| < €, portanto
la —b| < |a— x|+ | —b] < 2¢ =|a— b|, um absurdo. Como nlirfoo T, = a, existe
no € N tal que n > ng, entdo x,, € (a — €,a + €) e portanto, =, ¢ (b —€,b+ €), para
todo n > ny. Logo, nao vale nlilfoo Tn = 0. ]

Teorema 2.1.10. (Teorema de Bolzano-Weierstrass, caso real). Toda sequéncia

real limitada contém uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. A demonstracao deste teorema nao sera realizada. [ ]
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Teorema 2.1.11. Se hIJIrl T, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para
n——+oo

o limite a.

Demonstracao. Seja (,,, Tny, - - -, Tn,, . . .) uma subsequéncia de (z,). Dado € > 0,
existe ng € N tal que n > ngy implica que |z, — a] < e. Como os indices da
subsequéncia formam um subconjunto infinito, existe entre eles n;, > ny. Entao se

i > g, temos que n; > n;, > ng, e portanto,|r,, —a| <e. Logo lim z,, =a. =
1— 400

Teorema 2.1.12. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracgao. Seja a = nlirgw xr,. Entao, tomando € = 1, vemos que existe
no € N tal que para n > ng temos z,, € (a — 1,a + 1). Consideremos o conjunto
F ={zy,29,...,2y,,a — 1,a + 1}. Sejam ¢ o menor e d o maior elemento de F.
Entao todos os termos x,, da sequéncia estao contidos no intervalo |[¢, d], logo a

sequéncia ¢ limitada. [ ]

Defini¢ao 2.1.13. Dizemos que uma sequéncia (x,,) é limitada superiormente se
existe b € R tal que b > x,,, para qualquer n € N. Cada b € R com essa propriedade
é chamada uma cota superior da sequéncia (z,) e chamamos de supremo de (x,,),
denotado por sup x,,, a menor das cotas superiores. Analogamente, dizemos que
uma sequéncia (z,) é limitada inferiormente se existe b € R tal que b < x,,, para
qualquer n € N. Cada b € R com essa propriedade é chamada uma cota inferior da
sequéncia (x,) e chamamos de infimo de (z,), denotado por, inf z, a maior das

cotas inferiores.

Teorema 2.1.14. Toda sequéncia monotona e limitada é convergente.

Demonstragao. Seja (z,,) uma sequéncia monétona, limitada e ndo-decrescente.
Tomemos a = sup x,,. Afirmamos que a = ngrfoo x,. Com efeito, dado qualquer
€ >0, com a — € < a, 0o nimero a — € nao é cota superior do conjunto dos z,,. Logo,
existe algum ny € N tal que a — € < x,,,. Como a sequéncia é mondtona, n > ng
implica que z,, < z, e portanto, a — ¢ < z,,. Como z,, < a para todo n, vemos

que se n > ngy temos que a — € < x, < a + €. Assim, temos de fato hIJIrl Ty = a,
n——+aoo
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como queriamos demonstrar. De modo analogo, podemos demonstrar o mesmo

para sequéncias nao-decrescentes. [ ]

Teorema 2.1.15. Se hrfoo xn, =0 e (yn) é uma sequéncia limitada, entio lirfoo Tnlp =
0.

Demonstrac¢ido. Como (x,) é limitada, existe ¢ > 0 tal que |y,| < ¢ para todo
n € N. Dado € > 0, como lirJrrloo r, = 0, podemos encontrar ny € N tal que se
n—

n > ng, entao |z, | < €/c. Logo, n > ng, implica que |z,y,| = |z.||yn| < (¢/c)c = €.

Isto mostra que x,y, — 0. [ |

Teorema 2.1.16. Se k é um numero real, lim z, =a e lim y, = b, entdo:
n—+00 n— -+

(a) nl_lgl@(% +yn) =a+b; ngrfw(xn —yp) =a—b;
) i, (o) = o

(¢) lim kx, = ka;

n—-+0o

(d) 1 (2,/y,) = afb. se b+ 0.

Demonstragao. (a) : Dado € > 0, existem n; e ny em N tais que se n > ny, temos
|z, —a| < €/2 e se n > ngy, temos |y, — b| < €/2. Seja ny = max{ny,ns}. Entao,
n > ng implica que n > ny e n > ny. Logo n > ng implica que |(z,, +y,) — (a+b)| =
(2, —a) + (yn — b)| < |2y —a| + |yn — b] < €/2 + €/2 = €. Isto demonstra que
ngrfw(xn + yn) = a +b. O caso da diferenca se trata de maneira andloga.

(b) : Temos x,y, — ab = T, Yy — Tpnb + 2,0 — ab = x,(y, — b) + b(z, — a). Como
(x,) é uma sequéncia limitada pela parte (a) j4 demonstrada e pelo Exemplo 2.1.7
temos ngr-&r-loo(yn —b) = ngrfoo Yp — nEHloob =b— b= 0. Logo, pelo Teorema 2.1.15,
Liljrkloo [2,,(yn — )] = 0. De forma andloga mostramos que nlj&l@ b(z,—a) = 0. Assim,
i Fralyn =01+ T e —a)] =0, ¢
portanto, novamente pela parte (a) e pelo Exemplo 2.1.7 REIEOO Tnln = ngrfw(xnyn—

n
pela parte (a), temos ngr}rloo(xnyn —ab) =

ab) + lim ab = ab.
(¢) : A demonstragao de (c) segue imediatamente de (b) e do Exemplo 2.1.7.

(d) : Inicialmente, notemos que, como y,b — b*, existe ng € N tal que n > ny,
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implica que y,b > b*/2. (Basta tomar € = b*/2 e achar o ny correspondente). Segue
que, para todo n > ng, 1/(y,b) é um ntimero positivo inferior a 2/b*. Logo, a
sequéncia (1/(y,b)) é limitada. Temos z,/y, — a/b = (bx,, — ay,)/(ynb) = (bx,, —
ayy,)(1/y,b). Aplicando as partes (a) e (b) obtemos nlirfw(bxn —ay,) = ab—ab =0,
e assim segue pelo Teorema 2.1.15 que nl_i)I}_loo(Jin/yn —a/b) = 0. Portanto, por (a) e
(Tn/yn) = (xn/yn—a/b)—i—nl_iglooa/b =0+a/b=a/b.

[

pelo Exemplo 2.1.7, lim lim
n—+0o0 n—+4oo

Definigao 2.1.17. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais. Ela se chama sequén-
cia de Cauchy quando, dado arbitrariamente um nimero real € > 0, pode-se obter

no € N tal que m > ng e n > ng implica |z, — x,| < €.

Teorema 2.1.18. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao. Seja lirP rn, = a. Dado arbitrariamente ¢ > 0, existe ng € N
n——+0ao

tal que se n > ng, entdo |z, — a| < €/2. Logo, para m,n > ng temos |z, — x,| <

|z — a| + |z, — a| < €/2 + €/2 = €, 0 que mostra que (x,) é uma sequéncia de

Cauchy. [ |

A seguir demonstraremos dois lemas que servirdo de auxilio na demonstragao
do proximo teorema, conhecido por Critério de Cauchy para sequéncias, que é a

reciproca do Teorema 2.1.18.

Lema 2.1.19. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy. Tomando ¢ = 1, obtemos ng €
N tal que m,n > ng implica que |z, — z,| < 1. Em particular, para n > ng temos
|Tpe+1 — xn| < 1, ou seja, n > ng implica que x, € (Xpy41 — 1, o1 + 1). Sejam « o
menor e J o maior elemento do conjunto X = {1, xa, ..., Tpny, Tngs1 — L, Tnge1 + 1}

Entéo z, € |«, 5] para cada n € N, logo (x,,) é limitada. n

Lema 2.1.20. Se uma sequéncia de Cauchy (x,) possui uma subsequéncia conver-

gindo para a € R, entao lim =z, = a.
n—+00
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Demonstracio. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy e (z,,) uma subsequéncia
de (z,) tal que ZEIJPOO x,, = a. Entdo dado € > 0, existe ng € N tal que n,m > ng
implica que |z, — x| < €/2, e existe ip € N tal que i > ¢ implica que |z,, —a| < €/2.
Seja i > iy tal que n; > ng. Entdo se n > ng temos |z, —a| < |z, —x,, |+ |2, —a] < e

Logo z,, — a. ]

Teorema 2.1.21. Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais é convergente.

Demonstragao. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy. Pelo Lema 2.1.19, ela é
limitada. Assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 2.1.10) (z,,)

possui uma subsequéncia convergente. Segue pelo Lema 2.1.20 que (x,,) converge.

Definicao 2.1.22. Seja (z,,) uma sequéncia de nimeros reais. Diremos que (z,,)

tende para mais infinito, e escreveremos lirf x, = 4+, quando, para todo nimero
n—-+aao

real A > 0 dado arbitrariamente, pudermos encontrar ng € N tal que para n > ng,

temos z,, > A.

Teorema 2.1.23. Sejam (x,) e (y,) sequéncias. Entao:

(a) Se nlirfw xn, =+ e (y,) € limitada inferiormente, entao, nlirfw(xn + Yn) =

+00;

(b) Se lirfoo x, = +oo e existe ¢ > 0 tal que y, > ¢ para todo n € N, entao,

lim = = +400;
n—-+0o nyn ¢

(¢) Seja x, > 0 para todo n. Entao nlirfw x, = 0 se, e somente se, nlirfw 1/x, =

+oo;
(d) Sejam (z,,) e (yn) sequéncias de nimeros positivos. Entdo:

(i) se existe ¢ > 0 tal que x, > ¢ para todo n e se lirfoo Yn = 0 temos

nLHPOO x”/yn = 400y

(ii) se (x,) € limitada e ngrfoo Yn = +00, entdo nl_l)I}_loo Tn/Yn = 0.
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Demonstragao. (a) : Dado A > 0, existe ¢ € R tal que ¢ < y, para todo n € N.
Existe também ngy € N tal que n > ng implica z,, > A — c. Segue que se n > ny,
entdao x, +y, > A—c+ c = A, e portanto, nlirfw(xn + Yp) = +0.

(b) : Dado A > 0, existe ng € N tal que para n > ng temos z, > A/c. Logo se
n > ng obtemos z,y, > (A/c)c = A, e assim, ngrfoo(xnyn) = +00.

(¢) : Suponhamos nl_lgloo x, = 0. Dado A > 0, existe ng € N tal que se n > ng, entao
0 <z, < 1/A, e portanto, 1/x, > A. Logo nlirllw 1/x, = +oo. Reciprocamente, se
HEIEOO 1/x, = +oo, dado € > 0 existe ng € N tal que para n > ng temos 1/x,, > 1/,
e assim, 0 < x,, < €. Segue que nl_lgloo Ty = 0.

(d)(7) : Dado A > 0, existe ng € N tal que para n > ny temos 0 < y,, < ¢/A. Assim,
se n > ng entao ,/y, > ¢/(c/A) = A. Logo nlirfw Tp/Yn = +00.

(d)(u1) : Existe k > 0 tal que z,, < k para todo n. Dado € > 0, existe ng € N tal que
quando n > ng temos y, > k/e. Entao se n > ng temos 0 < z,/y, < k/(k/e) =€, e
assim nlirfw Tn/Yn = 0. [ |
Proposigao 2.1.24. Sejam r € R, |r| < 1, e a sequéncia (ay), a, = r". Entdo

lim a, =0
n—-+4000

Demonstracao. Consideremos primeiro » = 0, entdao a,, = 0 para todon € N, e
portanto hrPOOO = 0. Tomemos agora 0 < |r| < 1. Devemos mostrar que dado
n—

€ > 0 existe ng € N tal que para n > ngy temos
|r™ — 0| <€, (2.1)

logo |r|" < e. Aplicando o logaritimo na desigualdade, temos In |r|* < Ine€ e por
propriedade do logaritimo, nln|r| < lne. Como 0 < |r| < 1, In |r| < 0. Logo, para
n > ng temos n > (Ine)/(In|r|). Tomemos ng > (Ine€)/(In|r|), entdo, podemos

concluir (1.1). Portanto, lirfoo a, = 0. n

2.2 Séries Numéricas

Nesta secao estudaremos séries de ntimeros reais e alguns critérios de convergéncia.

A referéncia para esta se¢ao é [7].
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Definigao 2.2.1. Seja (a,) uma sequéncia de niimeros reais. A partir dela, for-
mamos uma nova sequéncia (s,) cujos elementos sdo as somas $; = ay, S

a; + as,...,8, = a; + as + --- + a,, que chamaremos de sequéncia das somas
o]

parciais da série Z a,. Se existir o limite

n=1

s= lim s,= lim (a; +as+--+a,)
S0

n—+oo n
0
diremos que a série Z a, ¢ convergente e que sua soma ¢ s, e do contrario, diremos
n=1

que a série é divergente.

8}
Teorema 2.2.2. Se Z a, ¢ uma série convergente, entio lim a, = 0.
—+00
n=1 "
Demonstragao. Seja s, = a1 +- - -+ a,. Entao existe s = lim s,. Evidentemente,
n—-+0a0
temos também s = lim s, 1. Logo 0 = s—s = lim s,— lim s, 1= lim (s,—
n——+00 n—+0w0 n—+00 n—+00
Spo1) = lim a,. n
n 1) n—-4+o n
0
Teorema 2.2.3. Suponhamos a, = 0 para todo n € N. A série Z a, converge se,
n=1

e somente se, as somas parciais S, = ay + - -+ + a, formam uma sequéncia limitada,

isto €, se, e somente se, existe k > 0 tal que a1 + - -+ + a, < k para todo n € N.

Demonstracgao. Sendo a,, > 0, temos s; < sy < .... Logo, pelo Teorema 2.1.14 a
sequéncia (s,) converge se, e somente se, é limitada. [ ]
0 o6}
Corolario 2.2.4. Sejam Z an € Z b,, séries de termos nao-negativos. Se existem
n=1 n=1
o0
¢ >0 engeN tais que a, < cb, para todo n > ny entao a convergéncia de Z by,
n=1
0 ee)
implica a convergéncia de Z an, enquanto a divergéncia de Z a, acarreta a de
n=1 n=1
oo
by,

n=1
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Demonstragao. Sejam (s,,) a sequéncia das somas parciais de (a,) e (t,) a sequén-

cia das somas parciais de (b,). Como aj + as + -+ + a, < ¢by + ¢cby + -+ - + ¢cb, =
o0

c(by +by+ -+ b,), entdo s, < ct,. Entao, se a série Z b, ¢ convergente, temos
n=1

que a sequéncia (ct,) é limitada, e portanto, a sequéncia (s,) é limitada. Logo a
0

série Z a, é convergente. Analogamente mostramos que a divergéncia da série

n=1

e} 0
Z a, implica na divergéncia da série Z by, [ ]

n=1 n=1

e}

Teorema 2.2.5. (Critério de Cauchy). A fim de que a série Z a, seja convergente,
n=1

¢ necessdrio e suficiente que, para € > 0, exista ng € N tal que |api1 + apyo + -+ +

Untp| < € quaisquer que sejam n > mng e p € N.

Demonstracao. Basta observar que |a,41 + -+ + Gpip| = [Sntp — Snl, onde (s,,) é
0
a sequéncia de somas parciais de Z Gy, ¢ aplicar os Teoremas 2.1.18 ¢ 2.1.21. =

n=1

Definicao 2.2.6. Sejam a,r € R. Definimos como série geométrica a série da forma

-1

e¢]
Zar”’lza—l—ar—l—arz—i—---ﬁ-arn + -
n=1

Observagao 2.2.7. A n — esima soma parcial da série geométrica acima é dada
por s, =a(l+r+r*+.. . +7" ). Como 1 —r" = (1—r)(1+r+r>+... +r"1)

podemos reescrever, para r # 1 a soma parcial como

a(l —r")
S
o0
Teorema 2.2.8. A série geométrica Z ar™ ' converge para a/(1 —1) se|r| < 1.
n=1

Demonstragao. Pela Proposigao 2.1.24, temos que hrP r" =0 se |r| < 1. Logo,
n—-+o
pela Observacao 2.2.7, se tomarmos as somas parciais s, dessa série, podemos

concluir que

o8] 1 _an
Z ar" ' = lim s, = lim o ) S
n=1

n——+w n—too |1 —1p 1—7’
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conforme queriamos demonstrar. [ ]
o6}
Teorema 2.2.9. (Teste da Comparagio). Seja Z a, uma série de termos positivos.
n=1
o0
(a) Se Z b, for uma série de termos positivos e convergente e se a, < b, para
n=1
e}
todo n inteiro positivo, entao Z a, serd convergente;
n=1
0
(b) Se Z b, for uma série de termos positivos e divergente e se a, = b, para
n=1
e e}
todo n inteiro positivo, entao Z a, serd divergente.
n=1
0
Demonstracao. (a) : Seja (s,) a sequéncia de somas parciais da série Se Z an,
n=1
o6} e}
e (t,) a sequéncia de somas parciais da série Z b, . Como Z b, é uma série
n=1 n=1

convergente de termos positivos, segue do Teorema 2.2.3 que a sequéncia (t,) tem
um limite superior, o qual chamaremos de k. Como a, < b, para todo n € N,

podemos concluir que s, < ¢, < k. Logo, k é um limitante superior da sequéncia
ee)

(sn). Como os termos da série Z a, sao todos positivos, segue do Teorema 2.2.3

n=1
oo}

que Z a, é convergente.

n=1

0 a0 0

(b) : Suponha que Z a, seja convergente. Entao, como ambas Z a, € Z b,, sao
n=1 n=1 n=1

séries de termos positivos e b, < a,, para todo n inteiro positivo, segue da parte (a)

o0 0
que Z b, é convergente. Mas isso contradiz a hipdtese, logo Z b, é divergente. m
n=1 n=1
Definicao 2.2.10. Se p € R, p > 0, definimos como série harmdnica de ordem p
e}
a série Z an, onde a, = (1/n)P. Em particular, se p = 1, chamamos esta série de

n=1
série harmonica.
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Exemplo 2.2.11. Neste exemplo iremos mostrar, usando a série harmonica, que
ter o limite do termo geral a,, de uma série igual a 0, ndo implica necessariamente
que a sequéncia das somas parciais desta mesma série tenha um limite finito. Este
fato é importante, pois a série harmonica ¢é frequentemente usada para a realizacao

de critérios de comparacao para convergéncia de séries. Na série harmonica, temos

snzl—l—l—i—---—i—l
n
e
Son=1+=+ I
n n+1 2n
Logo
S2n_8n:n—11—1+n—1i—2+n—1i—3+“.+21n' (2.2)
Sen>1,
S S U ENS U SO SO |
n+1l n+2 n+3 2n 2n  2n  2n 2n

Ha n termos em cada lado da desigualdade, entao, o lado direito é n(1/2n) = 1/2.

Logo, de (1.2) e da desigualdade acima, se n > 1, entao
Sop — Sp > 1/2. (2.3)

Mas o Teorema 2.2.5 estabalece que se a série dada for convergente, s,,, — s,, podera
se tornar tao pequeno quanto desejarmos. Tomando n suficientemente grande, isto
é, se € = 1/2, existe ng € N tal que para n > ng se 2n > ng e n > ng, entao

Son — Sp > 1/2. Mas isso contradiz (1.3). Logo a série harménica é divergente.

Exemplo 2.2.12. Neste exemplo iremos mostrar que para a série harmonica de
ordem p, se p < 1 entao a série diverge, e que se p > 1 entao a série converge.
Se p = 1, temos a série harmonica que ja vimos ser divergente. Se p < 1, entao
nP < neassim (1/n”) = (1/n) para todo n. Logo, pelo teste da comparagao, a série
harmonica de ordem p é divergente para p < 1. Se p > 1, vamos agrupar os termos

da seguinte forma

1+ 1+1+1+1+1+1+1+1+ +1 + (2.4)
1P 2r 3P N 8 9p 15?7 T
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Consideremos agora a série

T (2.5)

que é uma série geométrica de razdo 2/2F = 1/2P"!  que é um nimero positivo
menor do que 1. Portanto a série (1.5) é convergente. Vamos reescrever a série (1.5)

para obter

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 9.6

vl ettty ettt te)t (2.6)
Usando o teste da comparagao nas séries (1.4) e (1.6) vemos que o grupo de termos
em cada conjunto entre parenteses em (1.4) é sempre menor ou igual ao grupo de
termos em cada conjunto entre parenteses em (1.6). Portanto, para p > 1 a série p

é convergente.

0
Definicao 2.2.13. Uma série Z a, chama-se absolutamente convergente quando

n=1

eo]
Z |a,| é uma série convergente.
n=1

Teorema 2.2.14. Toda série absolutamente convergente é convergente.

0
Demonstragao. Se Z la,| converge, dado arbitrariamente € > 0, existe ng € N

n=1
tal que n > n, implica que |ap1]| + - -+ + |anyp| < €, qualquer que seja p € N, pelo

Teorema 2.2.5. Nestas condi¢oes |an1 + -+« + tnip| < |ang1| + -+ + |ansp| < €e
0
portanto, Z a, converge pelo mesmo teorema. [ |

n=1

o0

Teorema 2.2.15. (Teste da Razdo). Seja Z a, uma série dada para a qual todo
n=1

a, € nao-nulo. Entao,

(a) se lim |ap41/an| = L <1, a série dada € absolutamente convergente;
n—

(b) se lim lani1/an| = L > 1, a série dada € divergente;
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(¢) se lim |a,41/a,| = L = 1, nenhuma conclusao quanto a convergéncia da série
n—aeo

pode ser feita com o teste.

Demonstragao. (a) : Seja ¢ um ntimero tal que L < ¢ < 1. Seja0 < c—L =€ < 1.
Como  lim lani1/an| = L, existe um inteiro ng € N tal que se n = ng, entdo
n—

Ani1/an| — L| < €. Assim, se n = ng, temos
lant1/an| < L+€=c. (2.7)

Vamos supor que n assuma os valores sucessivos ng,ng + 1,m9 + 2,. .. e assim por
diante. Por (1.7) obtemos,

|an0+1| < C|a’n0|7
|an0+2| < C|an0+1| <C2|an0|7

|ang+al < clangral < |-
Em geral, para qualquer k € N temos
Jang ikl < Flan] (2.8)

e a série
e 6]
Z Flang| = clang| + lang| + -+ 4 | ang| + - -
k=1

é convergente, pois é uma série geométrica com razao menor que 1. De (1.8) e do teste
0} o6}

da comparagao, segue que a série Z |@ng 11| € convergente. A série Z |, 11| difere

k=1 k=1
e8] e8]

da série Z |a,,| somente nos ng primeiros termos. Portanto, Z la,| é convergente,

n=1 n=1
e com isso, a série dada é absolutamente convergente.

(b) : Se lim |a,y1/a,| = L > 1, entdo existe ng € N, tal que se n = ng, entao
n—o0

|ay+1/a,| > 1. Vamos supor que n assuma os valores sucessivos ng, no+1,n9+2, . . ..

Obtemos

|an0+1| > |an0|7
|an0+2| > |an0+1| > |an0|7

|an0+3| > |an0+2| > |a’n0|'
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Entao, se n > ng, temos |a,| > |a,,|. Logo, lirgo a, # 0 e, portanto, a série dada é
n—
divergente, pelo Teorema 2.2.2.

(¢) : Aplicando o teste da razao a série harmonica de ordem p, teremos
1

. An+1 . n+1)P . n?
lim lim ( 1) = lim |———| =
n—w | q. n—:ao o n—aoo0 (n + 1)}7

Como a série harmonica de ordem p diverge se p < 1 e converge se p > 1, pelo

Exemplo 2.2.12, mostramos que é possivel ter tanto séries convergentes como

divergentes para as quais nh_r)rolo lani1/an] = 1. [ |
o0

Corolario 2.2.16. (Teste da Raiz). Consideremos uma série 2 a,. Entao,
n=1

(a) se lim 4/ la,| = L < 1, a série dada € absolutamente convergente;
(b) se lim X/ la,| = L > 1, a série dada é divergente;

(¢) se lim {/]a,| = L = 1, nenhuma conclusio quanto d convergéncia da série
n—

pode ser feita com o teste.

Demonstragao. A demonstragao é andloga a do teorema anterior, e portanto serd

omitida. ]

Observacgao 2.2.17. Para séries de termos nao-nulos os testes da razao e de

Cauchy sao equivalentes.
o6}
Teorema 2.2.18. Seja Z Gy, UMGA SETIE CUJas SOMAS PArciais S, = a1 + -+ + ay

n=1
formam uma sequéncia limitada. Seja (by,) uma sequéncia nao-crescente de nimeros
a0

positivos com lim b, = 0. Entdo a série Z anb, é convergente.

n——+00
n=1
Demonstragao. Temos
a1b1 + (lgbg + -+ Clnbn = a1(61 - bg) + (a1 + ag)(bg — bg) +

+ (a1+a2+a3)(b3—b4)—|—---—|—(a1+---+an)bn

= Z Sl',l(bifl — bz) + Snbn~
=2
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Existe k& > 0 tal que |s,| < k para todo n. Além disso, Z no1 — by) é uma série
convergente de ntmeros reais nao-negativos. Logo, pelo Teorema 2.2.14, a série
Z Sn—1(bn_1 — by) é absolutamente convergente e, portanto, convergente. Como,

p;zlo Teorema 2.1.15, lim s,b, = 0, segue-se que existe lim (a1by + - -+ + ayb,),
n—-+00 n—+0
o0
isto é, a série Z a,b, converge. [ ]

n=1

Corolario 2.2.19. (Critério de Lez’bm’z). Se (b,) € uma sequéncia nao-crescente

com hm b, = 0, entao a série Z 1)"b,, € convergente.
n—-+
n=1

Demonstracao. Basta tomarmos a,, do teorema anterior como a,, = (—1)".

2.3 Limites de Funcoes Reais

Nesta secao estudaremos a topologia na reta real de maneira elementar, e em
seguida faremos um estudo de limites aplicados as funcoes. A referéncia para esta

segao ¢ [9].

Definicao 2.3.1. Seja X < R e x € X. Dizemos que x ¢ um ponto interior do
conjunto X se existe € > 0 tal que |y — x| < € implica que y € X. Chamamos de
interior de X, e denotamos por int(X) o conjunto de todos os pontos interiores de
X.

Definigao 2.3.2. Seja A < R. Dizemos que A é aberto se int(A) = A.

Definicao 2.3.3. Seja X < R. Dizemos que um ponto a é aderente a um conjunto
X, quando a for limite de uma sequéncia de pontos z, € X. Chamamos de fecho

do conjunto X, e denotamos por X, o conjunto de todos os pontos aderentes a X.
Definicao 2.3.4. Seja X < R. Dizemos que um conjunto X é fechado se X = X.

Definicao 2.3.5. Seja X < R e r > 0. Chamamos de bola aberta de centro a e

raio r, e denotamos por B,(a), o conjunto dos pontos x € X tais que |z —a| < r.



Capitulo 2. Sequéncias e Limites Reais 30

Analogamente, chamamos de bola fechada de centro a e raio r, e denotamos por

B,(a), o conjunto dos pontos x € X tais que |z —a| < r.

Definicao 2.3.6. Seja X < R. Um ponto a é chamado um ponto de acumulagao
de X se, para todo € > 0, B.(a)\{a} # @&. Denotamos por X o conjunto de todos
os pontos de acumulacao de X e, se b e X, mas b nao é um ponto de acumulagao

de X, entao dizemos que b é um ponto isolado de X.

Definicao 2.3.7. Seja X < R. Dizemos que X é limitado inferiormente se existe
a € R tal que para qualquer c € X, temos a < c¢. Analogamente, dizemos que X é
limitado superiormente se existe a € R tal que para qualquer c € X, temos a > c.
Se o conjunto X for limitado inferiormente e superiormente, diremos simplesmente

que X ¢ limitado.

Definicao 2.3.8. Seja K < R. Dizemos que K ¢é compacto se K ¢ limitado e
fechado.

Definigao 2.3.9. Sejam X c R, f: X — R uma funcdo com valores reais definida
no subconjunto X de R e a € X'. Dizemos que L € R é o limite de f quando x

tende para a, e escrevemos

lim f(z) = L,

r—a
para significar o seguinte: para cada ¢ > 0, dado arbitrariamente, podemos encontrar

d > 0, de modo que se tenha |f(x) — L| < € sempre que x € X e 0 < |z —a| < ¢.

Teorema 2.3.10. Sejam X c R, f : X > Reae X . Se glglir}lf(x) =1L e
lim f(z) = Lo, entdo, Ly = Ls.

Demonstracao. Dado qualquer € > 0, existem ¢; > 0 e d, > 0 tais que para x € X
temos, 0 < |r — a| < d§; implica que |f(x) — L1] < €/2 e 0 < |z — a|] < 5 implica
que |f(x) — Lo| < €/2. Seja § = min{dy, d2}. Como a é ponto de acumulagao de X,
podemos obter T € X, tal que 0 < [T —a| < §. Entdo |L1 — Ly| < |Ly — f(T)| +
|f(T) — Lo| < €/2 +¢/2 = €. Isto nos dé | Ly — Lso| < € para todo € > 0, e portanto,
Ly = Ls. [ |
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Teorema 2.3.11. Sejam X <R, f: X >R eae X . Se existe gljlir}lf(x), entao
existe 6 > 0 tal que f é limitada no conjunto Bs(a)\{a}, isto é, existem A > 0,

d > 0 tais que para 0 < |z —a| < § e x € X, temos |f(x)] < A.

Demonstragao. Seja L = lim f (). Tomando € = 1 na defini¢ao de limite, obtemos
d > 0 tal que, se x € X, 0 < |x —a| < 0, temos que |f(z) — L| < 1, logo
|f(z)| < |L| + 1. Tomemos este 6 e A = |L| + 1. u

Teorema 2.3.12. Sejam X c R, f,g,h: X - R eae€ X'. Se para todo v € X,
com x # a tivermos f(x) < g(x) < h(x), e além disso, lim flz) = lim h(z) = L,

entdo lim g(x) = L.

Demonstracao. Dado € > 0 arbitrariamente, existem §; > 0 e d5 > 0 tais que,
para z € X temos, 0 < |z — a] < d§; implica que L — e < f(x) < L+ € e se
0 < |z —a| < dy, implica que L —e < h(z) < L + €. Seja, § = min{d;, d»}. Portanto,

sexeXeO<|x—a|<5temosL—e<g(a:)<L+e,eassim,glci_r)%g(x)=L. n

Teorema 2.3.13. Sejam X < R, a € X', f,g : X — R. Se il_r)rlllf(x) =L e
lim g(x) = M com L < M, entio existe 6 > 0 tal quex € X e 0 < |x —a|] < ¢

r—a

implica que f(z) < g(x).

Demonstracao. Seja e = (M — L)/2 > 0. Entdo L+ ¢ = (L+ M)/2 = M — e
Existem 01,2 > 0 tais que se |z —a| < dy, entdo |f(z) — L| < € e se |z — a| < 0,
entdo |g(x) — L| < e. Tomando 6 = min{d;, ds} temos para z € X, 0 < |z —a| < ¢
que f(x)e (L—e,L+e€)eg(z)e (M —e,M+e),assim f(z) < (L+M)/2 < g(z).

|

Teorema 2.3.14. Sejam X c R, f: X - R eac X'. Para que glglir(llf(x) =1L, ¢
necessdrio e suficiente que 7}1_{1010 f(z,) = L para toda sequéncia de pontos x,, € X\{a},
tal que r}grolo Ty = a.

Demonstragdo. Suponhamos que lim f(z) = L e que 7}1_{210 T, = a, com I, €

r—a

X\{a}. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que 0 < |z —a| < § e z € X implica que
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|f(z) — L| < e. Existe também ngy € N tal que se n > ng, entdo 0 < |z, —a| < .
Segue que para n > ng, temos |f(z,) — L| < €, assim, lim f(z,) = L. Para
demonstrar a reciproca, suponhamos que nao se tenha glcl_r)ré f(z) = L. Entao existe
e > 0 tal que para todo n € N podemos obter z, € X com 0 < |z, —a|] < 1/n
e |f(x,) — L| = e. Logo, =, — a, mas nao se tem lim f(z,) = L, o que é uma

contradicao. m

Corolario 2.3.15. Sejam X c R, f: X - R eac X'. Para que exista QIEIH(IZ f(z)
é suficiente que exista lim f(z,) para toda sequéncia de pontos x, € X\{a} tal que
n—
Jin, 2, = o
Demonstragao. Suponhamos que existe lim f(z) = L. Entao para toda sequéncia
r—ra
(x,) com z,, € X\{a} e hIJIrloo z, = a, pelo Teorema 2.3.14, hqloof(x") =L, e
n— n—
portanto existe. Suponhamos agora que para toda sequéncia (x,,) com z,, € X\{a} e
lim x, = a, o limite liIJrrlOO f(z,) existe. Suponhamos que existem duas sequéncias
n—

n— 4000

() € (yn) tais que z,,y, € X\{a} para qualquer n € N, lirfoo Ty, = lirfoo Yp = @,

lirE flz,) = Ly, lirJrrl f(yn) = Lo e Ly # Ly. Consideremos a sequéncia (z,) tal

que zg, = Tp € Zopy1 = Yn, para todo n € N. Como lim 2z, = lim z9,,1 = «a,
n—+00 n—+aw
entao lirfoo 2z, = a. Temos também que z, € X\{a} para qualquer n € N, e
n—

assim por hipétese devemos ter que liIP f(zn) existe. Mas lirf f(zon) =Ly e
hrfoo f(zan41) = Lo com Ly # Ly, 0 que é um absurdo. Podemos entao concluir

n—

que existe L € R tal que, para toda sequéncia (z,) satisfazendo x,, € X\{a} para

todoneNe lim z, = a temos lirf f(z,) = L. Portanto, pelo Teorema 2.3.14

n—-+a

n—+0oo
temos que lim f(x) = L. n
T—a

Observagao 2.3.16. Sejam X c R, f: X — R e a € X'. Suponhamos que exista
d > 0 tal que f seja limitada no conjunto Bs(a)\{a}. Se lim f(z) nao existe, entao
existem duas sequéncias (z,,) e (y,) com z,,y, € X\{a} para qualquer n € N
e ngg-loo T, = ngrfoo Y, = a tal que os limites nl—l>r-ir-100 f(z,) e ngrfoo f(yn) existem,
mas sao diferentes. De fato, pelo Corolario 2.3.15, existe uma sequéncia (x,) com
xn, € X\{a} e Jim 2, = a tal que nlirpwf(xn) nao existe. Como f ¢ limitada no
conjunto Bs(a)\{a}, segue que (f(z,)) é uma sequéncia limitada de niimeros reais.

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 2.1.10) existe uma subsequéncia
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(zn,;) de (2,,) tal que (f(zy,,;)) converge para L, € R.

Seja N' = N\{n; : j € N} = {my : k € N}. Como (f(x,)) diverge, N’ é infinito e
existe, novamente pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass uma subsequéncia ({Emkl) de
(Tm,,) tal que (f (2, )) converge para um ponto Ly € R, Ly # L;. A ndo existéncia
de uma tal subsequéncia implicaria na convergéncia de (f(z,)). As subsequéncias

(Tn;) € (Tm,,) de (z,) sdo as sequéncias procuradas.

Teorema 2.3.17. (Critério de Cauchy para fungoes). Sejam X c R, ae X' e [ :
X — R. Para que exista 91613}1 f(x) € necessdrio e suficiente que, dado arbitrariamente
e > 0, se possa obter 6 > 0, tal que x,y € X, 0 < |z —a|] <J,0<|y—al <

implique que |f(x) — f(y)] <e.

Demonstracao. Suponhamos que a condicao seja satisfeita e que J161_1)1:11 f(z) nao
exista. A condi¢ao implica que f é limitada em Bgs(a)\{a}. Assim, pela Observagao
2.3.16, existem sequéncias (z,), (y,), com z,,y, € X\{a} para qualquer n € N e
lim 2, = a = lim y,, tal que Ly = lim f(z,), Lz = lim f(y,) e L1 # Lo. Para

€ = |L1 — Ly| > 0, existe ng € N tal que, para n > ngy temos
€
|f(2n) — L] < 3
€
£ ) = Lol < 5.

Por hipétese existe 6 > 0 tal que para z,y € X\{a}, se 0 < |z —a| < J e
0 < |y—al <0, entdo |f(x) — f(y)| < ¢/3. Seja ny € N tal que se n > ny, entdo

0<l|z,—al <del<|y,—al <d. Assim, paran > n,

£ () = Fa)l < 5.

Portanto, se n > max{ng,n;} temos

Ly — Lo| = |(Ly = flzn)) + (f(2n) = fyn)) + (f () — L2)|
< L= flaa)| + [f(@n) = F(yn) | + 1 (yn) — Lo
< ststs
= e=|L1 — Ly,

o que é um absurdo. Logo devemos ter que lim f(x) existe.
r—ra
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Agora, se glﬂlil(ll f(z) = L, dado € > 0, existe § > 0, tal que se z € X e
0 < |x—al <§. Assim |f(x) — L| < €/2. Entao, se z,y e X, 0 < |z —a|] <de
0 < |y —al <4, temos

If(z) = fy)| < |f(x) = L|+ |fy) — L| <€/2 +€/2 =e.

Portanto a condigao é satisfeita. [ ]

Definicao 2.3.18. Seja X < R ilimitado superiormente. Dada f : X — R, escreve-
se
lim f(X) =1L,

r—+00
quando o ntmero real L satisfaz a seguinte condi¢do: Para todo € > 0, existe A > 0

tal que x € X, x > A implica em |f(z) — L| < e.

Defini¢ao 2.3.19. Seja X c ReaeR. Se X n (a,a + ) # ¢ para todo § > 0,
dizemos que a é um ponto de acumulagio a direita de X, e se X n (a — d,a) # &
para todo 0 > 0, dizemos que a é um ponto de acumulacdo a esquerda de X.
Denotamos por X ;r como o conjunto dos pontos de acumulacao a direita de X, e

por X_ o conjunto dos pontos de acumulacio a esquerda de X.

Definicao 2.3.20. Seja X cReae X;. Diremos que o ntimero real L é o limite
a direita de f quando x tende para a, e escreveremos
xliglJr f(x) =L
quando para todo € > 0 dado, for possivel obter 6 > 0 tal que | f(z) — L| < € sempre
que zr € X e 0 <x —a < . Analogamente, se a € X " diremos que o numero real L
é o limite a esquerda de f(x) quando x tende para a, e escreveremos

lim f(z) =L
quando para todo € > 0 dado, for possivel obter 6 > 0 tal que | f(z) — L| < € sempre

quereXel<a—x<)9.

Definigao 2.3.21. Sejam X c Re f: X — R. Dizemos que f é uma funcao mo-
nétona nao-crescente se para x,y € X, x < y tivermos f(z) = f(y). Analogamente,
dizemos que f é uma funcdo monoétona nao-decrescente se para x,y € X, v <y
tivermos f(x) < f(y).
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Teorema 2.3.22. Sejam X < R, f : X — R uma fungdio mondtona limitada,

ae X, ebe X . Entio existem os limites laterais L = lim flz) e M = liril_ f(z).

r—ra

Demonstragao. Suponhamos f nao-decrescente. Seja L = inf{f(x) :z € X,z >
a}. Afirmamos que L = mlirg f(z). Com efeito, dado € > 0 arbitrariamente, L + €
nao é cota inferior do conjunto {f(z) : * € X,z > a}. Logo existe 6 > 0 tal
quea+de X eL < fla+d) <L+e Como f éndo-decrescente, se © € X e
a <z <a+dentdo L < f(x) < L + ¢, o que demonstra a afirmagao feita. A

demonstracao para o limite M é analoga. [ ]

2.4 Funcoes Reais Continuas

Nesta secao estudaremos resultados sobre funcoes reais de uma variavel real, no
que diz respeito a continuidade. Estes resultados buscam sustentar as proximas
secoes sobre derivadas e integrais. Estaremos assumindo que X é um subconjunto
de R, e nem todos os resultados desta sessdo serao demonstrados. As referéncias

para esta segao sao [7], [8] e [9].

Definicao 2.4.1. Diremos que uma funcao f : X — R é continua em um ponto

a € X quando, para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que se x € X e |z —al| <,

entao |f(z) — f(a)| <e.

Teorema 2.4.2. (Desigualdade Triangular). Se a,be€ R, entdo |a + b| < |a| + [b].

Demonstracao. Pela defini¢do de médulo de um niimero real, temos —|a| < a < |a|
e —|b] < b < |b]. Logo, temos que —(|a| + [b]) < a + b < |a| + |b|. Voltando pela

defini¢do de mddulo para nimeros reais, conluimos que |a + b| < |a| + |b|. u

Proposicao 2.4.3. Sejam f,g: X — R duas funcoes continuas em xy € X e seja

¢ uma constante real. Entao:

(a) f+ g € continua em xo,

(b) cf € continua em xy,
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(c) fg é continua em xg,

(d) ; ¢ continua em xq, se g(xg) # 0.

Demonstragao. (a) : Seja € > 0 dado. Como f e g sdo continuas em 1z, existem
91,02 > 0 tais que se z € X e |[x — o] <y entdo |f(z) — f(xo)| <€/2,esexe X e
|z — x| < 09 entao |g(x) — g(zo)| < €/2. Tomamos § = min{dy, d2} e temos que se
rxe X e|r— x| <0, entdo |r — xg| < 01 e |T — x| < Jy e assim pela desigualdade

triangular,

|(f(2) + g(x)) = (f(20) = g(x0))]

|(f (@) = f(w0)) + (9(x) = g(x0))]
| (@) = f@o)| + l9(x) = g(o)]

€
-+ =€

2 2

N

A

Logo f + g é continua em xj.
(b) : Suponhamos ¢ # 0 e seja € > 0 dado. Como f é continua em x, existe 6 > 0
tal que se x € X e |z — xo| < 9§, entdo |f(x) — f(xg)| < €/|c|. Entdo se x € X e

|z — x| < 0,
lef (x) = cf (xo)| = le|lf(x) = f(wo)] < |C||Z| =

Logo c¢f é continua em xq. Se ¢ = 0, entao ¢f = 0 é continua em xg.
(¢) : Como f é continua em x, pelo Lema 3.3.4 para o caso real (mesma demons-
tragao), existem constantes o1, M > 0 tais que, se x € X e |z — x| < J1, entao

|f(z)] < M. Assim se z € X e |z — x| < 01, pela desigualdade triangular,

[f(2)g(x) = flzo)g(zo)l = |(f(z)g(x) = f(x)g(x0)) + (f(z)g(x0) = [(20)g(x0))|
< [f(@)lg(x) = g(wo)| + |g(wo)[f () — f(2o)]
< Mlg(x) — g(xo)l + g (o)l (x) = [ (o).

Seja € > 0 dado. Como f é continua em x, existe do > 0 tal que se z € X e
|z — @o| < 0 entdo [f(x) — f(zo)| < €/(2]g(xo)]) se g(xo) # 0 ou [f(x) — f(zo)| <€
se g(xg) = 0. Como g é continua em xg, existe d3 > 0 tal que se z € X e |[x — x| < d3
entdo |g(z) — g(xo)| < €/(2M). Tomamos § = min{dy, d2, 3} e temos que se x € X
e |z — zo| < 9§, pela desigualdade anterior,

|[f(x)g(x) = f(zo)g(zo)| < M

"+ lg(wo) | =
— To)|l o =€
oM 0]
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se g(xg) # 0 ou

|f(2)g(x) — f(z0)g(x0)| < MQLM 4 0e = g <e

se g(zg) = 0. Logo fg é continua em x.

(d) : Se demonstrarmos que a fungao 1/g é continua em x(, usando (c¢) obteremos
que f/g = f(1/g) é continua em z,. Logo basta demonstrar que 1/g é continua
em zo. Suponhamos que g seja continua em xy e que g(zg) # 0. Pelo Lema 3.3.5
para o caso real (mesma demonstragio), existem d;, M > 0 tais que se z € X e

|z — x| < 01, entdo |g(x)| = M. Assim se x € X e |z — x| < d; temos

1 1

‘ _glz) — g(=
g(z)  g(xo)

— g(@)]g(xo)

Seja ¢ > 0 dado. Como g é continua em xg, existe do > 0 tal que se z € X e

|9() — g(z0)|
M|g(zo)| '

)|
=

|z — x| < 09, entdo |g(z) — g(xo)| < eM|g(xo)|. Tomamos § = min{ds, d;} e temos

pela desigualdade anterior que se z € X e |z — xo| < 9,

‘ L1 | lg@) —g(@o)l _ eMlg(xo)| _
g9(@)  g(xo) M|g(zo)] M|g(zo)]
Podemos assim concluir que 1/g é continua em x. [ ]

Proposicao 2.4.4. Sejam X e Y subconjuntos de R, f: X - Reg:Y — R,
com f(X)c Y. Suponha que f € continua em xo € X e que g € continua em f(xg).

Entao a funcao go f : X — R € continua em x.

Demonstragio. Dado € > 0, existe 0; > 0 tal que para 0 < |z — f(z0)| < 01, temos
lg(z) — g(f(x0))| < e. Também existe do > 0 tal que 0 < |x — x¢| < Jy implica que
|f(z) — f(xo)| < 01. Portanto, se 0 < |z — x¢| < d2, entdo |g(f(z)) — g(f(x0))| <€,

como queriamos demonstrar. [ ]

Definicao 2.4.5. Sejam f,,f : X — R, n € N, fungoes reais. Dizemos que
(fn) converge uniformemente para f se, para todo € > 0, existe ng € N tal que

|fu(z) — f(2z)| < € para todo n > ngy e todo = € X.
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Definigao 2.4.6. Seja (a,) uma sequéncia de niimeros reais e seja xg € R. A soma

o0
k
Z ax(z — x0)",
k=0
é chamada uma série de poténcias em torno de xg.

Definigao 2.4.7. Seja (f,) uma sequéncia de fungdes reais definidas em X < R.

Dizemos que a série

é convergente em X e sua soma é S(x) se a sequéncia das somas parciais S, (z) =

Z fr(x) converge para S(x) para todo z em X.
k=1

Definicao 2.4.8. Seja f : X — R uma funcao real. Diremos que f ¢é analitica

no ponto zo € X se existir uma sequéncia (a,) de ntimeros reais e r > 0 tal que
e@]

a série de poténcias Z a,(x — x9)" converge para f(z) se |z — x| < r, isto é, se
n=0
|z — x| < r, temos

f(z) = lim Zn: ap(r — x0)"

Se a funcao f for analitica em todo ponto zy de X, dizemos que a f é analitica em
X.

Q0
Observagao 2.4.9. Se a série de poténcias Z an(x — x0)" convergir para f(z)

n=0
para todo z tal que |z — x| <7 onde r >0, e se 0 < s < r, entdo temos que essa

série vai convergir uniformemente para f(x) quando |z — zo| < s.

2.5 Derivadas de Funcoes de uma Variavel Real

Nesta secao daremos a defini¢ao de derivada de uma fungao real de uma variavel

real e apresentaremos exemplos e propriedades de fungoes derivaveis. Nao faremos
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as demonstragoes dos resultados aqui apresentados. Nesta secao, X denotara um

conjunto aberto. A referéncia para essa secao ¢ [7].

Definicao 2.5.1. Sejam xg € X e f uma funcao real definida em X. A derivada

de f em xg é definida como sendo o limite

F(ro) = Jim L0 1) = 00

se esse limite existir. Neste caso, dizemos que f é derivavel em x.

Definicao 2.5.2. Uma funcao f definida em X ¢é dita derivavel se for derivavel

em todos os pontos de X.

Teorema 2.5.3. Se uma funcao f for derivdvel no ponto xy € X, entdo, f é

continua em xg.

Teorema 2.5.4. Sejam f e g fungoes derivdaveis em X e ¢ uma constante real.
Entao

(a) Se h(z) = cf(x), entio h é derivvel e W (x) = cf'(x);

(b) Se h(z) = f(x) + g(x), entdo h é derivivel e B'(z) = f'(x) + ¢'(z);

(c) Se h(z) = f(x) — g(x), entio h é derivivel e B'(z) = f'(x) — ¢'(x);

(d) Se h(z) = f(x)g(x), entio h ¢ derivivel e I (z) = f(z)g (x) + f'()g(z);

(e) Seh(zx) = f(x)/g(x), entao, se g(x) # 0, h é derivdvel e, h'(x) = (f'(x)g(x)—
f'(@)g(x))/lg(@)]*;

Proposigao 2.5.5. Se ¢ for uma contante real e se f(x) = ¢ para todo z € R,
temos f'(z) = 0.

Proposigao 2.5.6. Seja n € Z. Se f(x) = 2" para todo x € R, temos f'(x) =

na" L.

Proposigao 2.5.7. Seja f(x) = Inz para x > 0. Entdo, f'(x) = 1/z.

Proposicao 2.5.8. Seja f(x) = a” para a > 0 constante. Entdo, f'(x) = a”lnx.

Em particular, se f(x) = €*, temos f'(x) = €”.
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Proposicao 2.5.9. Para as fungoes trigonométricas, valem as sequintes derivadas:

(a) Se f(z) = senz, temos f'(z) = cosx;

(b) Se f(z) = cosz, temos f'(z) = —senz;

(c) Se f(z) = tgx, temos f'(x) = sec’ x;

(d) Se f(z) = cotgz, temos f'(x) = — cosec? ;

(e) Se f(x) = secx, temos f'(x) = secx tg;

(f) Se f(z) = cosec, temos f'(x) = — cosec x cotg z.

Teorema 2.5.10. (Regra da Cadeia). Sejam X e Y subconjuntos abertos de R e
f:Y >R, g: X >R tal que g(X) < Y. Se a fungio g for derivdvel em x e a
fungdo f for derivdavel em g(x), entdo a fungio composta f o g serd derivivel em x,

e (fog)(z)= f(9(x))g (x).

2.6 Integral de Funcoes de uma Variavel Real

Nessa secao citaremos os fatos mais relevantes sobre integracao de fungoes de uma
variavel real, sem realizar demonstracoes. Para essa se¢ao, vamos assumir sempre
que C' € R é uma constante e que f, g e h sdo fungoes sempre definidas e continuas

em um intervalo I = [a,b]. A referéncia para essa segao é [7].

Definigao 2.6.1. Uma funcao F' continua em I, serd chamada de antiderivada
de uma fungio f se F'(x) = f(z) para todo x no interior de I, isto ¢, para todo
x € (a,b).

Teorema 2.6.2. Toda funcao f : I — R continua possui uma antiderivada F'.

Teorema 2.6.3. Sejam f e g, tais que f'(x) = ¢'(x) para todo x no interior de I,

entdo existe uma constante C, tal que f(x) = g(x) + C para todo x em 1.

Teorema 2.6.4. Se F' for uma antiderivada particular de f, entdo toda antideri-

vada de [ serd dada por F(x)+ C, para alguma constante C' € R.
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Notagao 2.6.5. Antidiferenciagao é o processo de encontrar o conjunto de todas
as antiderivadas de uma dada funcdo. O simbolo | f(x)dx denota a operagao de
antidiferenciacao de uma funcao f que chamaremos de integral indefinida de f.

Nesse caso, temos
ff(x)dx — F(z) +C,
onde
F'(z) = f(2) z € (a,b).

Teorema 2.6.6. Sejam c € R uma constante e f,g fungoes reais continuas definidas

em I. Entao, valem as sequintes propriedades:

r

(a) J de =2+ C ;

(b) JP cf(x)dr = cjf(x)d:c;

r

() [ 1) + g@ldo = | sy + [ gla)da.

Proposicao 2.6.7. Seja n € R. Entao

xn+1
ffz: +C, sen# -1
n—+1
e
fx_lzlnx—l—C’.

Proposicao 2.6.8. Seja a € R. Entao

faxz a +C
Ina

Em particular, se a = e, temos

Je”C:eI—i-C.
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Proposicao 2.6.9. (Integrais indefinidas trigonométricas). Para as fungées trigo-

nométricas temos as sequintes propriedades para integrais indefinidas:

.
senxzdr = —cosx + C;

.
cosxdx =senz + C;

r

J
J
(c) J sec? zdr = tgx + C';
J
J

.
cosec® xdx = —cotgx + C';

r~

secxtgxdr = secx + C;

r

(f) J cosec x cotg xdx = — cosecx + C.

Teorema 2.6.10. (Regra da Cadeia para Integral). Seja g : J = |¢,d] — R
continua e derivdvel em (c,d) tal que g(J) = I. Suponha que f tenha F como

antiderivada em I. Entdo
| oty @iz = Pl +

Definigao 2.6.11. Seja f uma funcao limitada em [a, b]. Dizemos que f é integréavel
em I = [a,b] se existir um nimero L € R satisfazendo a seguinte condi¢ao: para
todo € > 0, existe § > 0 tal que para toda particdo a = 9 <x; <--- <z, = b, tal
que A; =z, — ;1 <0, parai=1,2,...,netodo & € [z;_1,x;], temos

n

Z f(fi)(l’i - xifl) - L

i=1

< E.

Nessas condigoes, seja A = max{A; : 1 < i < n}. Escrevemos

A—Q 4

Defini¢ao 2.6.12. Seja f uma funcdo integravel no intervalo [a, b] e seja L nas

condigoes da definicao anterior. O nimero L ¢é chamado de integral definida de f

b
de a até b e é denotada por J f(z)dx.
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Teorema 2.6.13. Se uma fungdo for continua no intervalo fechado [a,b], entao

ela serd integrdavel em |a,b].

Definigao 2.6.14. Seja f uma fun¢ao integravel no intervalo [a, b]. Definimos

fﬂ@mz—fﬂ@m.

Teorema 2.6.15. Sejam ¢ uma constante real e f e g fungoes integraveis no

intervalo fechado |a,b]. Entdo, valem as sequintes propriedades:

(a) J f(z)dz = 0;

a

~b b
(b) J cf(x)dx =CJ f(z)dx;

rb

U@+mmwzjf@M+jﬂ@m.

a

(o) |

Teorema 2.6.16. Se a fungio f for integrdvel nos intervalos fechados |a,b], |a, ]

a

e [¢,b], com a < ¢ < b, entao

Lbf(x)dx = ch(x)dx + Lb f(z)dx.

Teorema 2.6.17. (Teorema do Valor Médio para Integrais). Se a fungao f for

continua no intervalo fechado |a,b], existe c € [a,b] tal que

jf@Mx=ﬂ@w—@.

Teorema 2.6.18. (Teorema Fundamental do Cdlculo). Seja f uma fungio continua
no intervalo fechado [a,b] e seja F uma fungao continua em [a,b], tal que F'(x) =
f(z) para todo x € (a,b). Entdio

fﬂ@MZF@—F@.

Teorema 2.6.19. (Integracdo por partes). Sejam f e g fungoes continuas e com

derivadas continuas. Entdo

| 1@ @ = @) - | go)r @)
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Teorema 2.6.20. Sejam f, f, : [a,b] = R, n € N fungées continuas. Se (f,)

converge uniformemente para f em [a,b|, entdo

Lbf(x)dx = lim Lb folz)dz

Defini¢ao 2.6.21. Seja f continua em [a, +00). Definimos a integral imprépria
+c0

f(z)dz como sendo o limite

" flayda = hmjf

a b——+0w0

se esse limite existir.

Defini¢do 2.6.22. Seja f continua em (—o0,b]. Definimos a integral imprépria

J f(z)dz como sendo o limite
b b
f f(z)dx = alimwj f(z)dzx

Definigao 2.6.23. Seja f continua em (—o0, +0). Definimos a integral imprépria
+00

f(z)dz como sendo o limite

se esse limite existir.

J+OO f(z)dz = lim ’ f(z)dz

a—+00

se esse limite existir.
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3 Funcoes Complexas

Neste capitulo faremos a introduc¢ao ao conjunto dos niimeros complexos e estu-
daremos fungoes complexas de uma variavel complexa e algumas propriedades
especificas, que serao utilizadas no proximo capitulo, que tratara da funcao Zeta

de Riemann. As referéncias para esse capitulo sao [1], [5] e [13].

3.1 O Conjunto dos Nimeros Complexos

Nesta secao introduziremos o conjunto dos niimeros complexos e apresentaremos

algumas de suas propriedades. As referéncias para esta segao sao [1] e [13].

Definicao 3.1.1. Um nimero complexo z pode ser representado por um par

ordenado (a,b) de nimeros reais a e b.

Notagao 3.1.2. O conjunto {(a, b); a,b € R} dos niimeros complexos serd denotado
por C e cada par ordenado (a, b) € C sera denotado por a + bi. Em particular, (0, 1)

sera denotado por 7.

Definicao 3.1.3. Os ntimeros complexos z; = a + bi e z5 = ¢ + di sdo idénticos se

a=ceb=d.

Definicao 3.1.4. Sejam z; = a + bi e z5 = ¢+ di dois nimeros complexos. A soma

de z; com z, e o produto de z; por z, sdo definidos respectivamente por:

21+ 2 = (a+c¢)+ (b+d)i;
2129 = (ac — bd) + (ad + be)i.

Notagao 3.1.5. O elemento (0,0) € C serd denotado por 0, e serd reconhecido
como elemento neutro aditivo do conjunto C, analogamente, o elemento (1,0) por
1, e sera reconhecido como elemento neutro multiplicativo do conjunto C. Seja

z = a + bi € C. Denotaremos por —z = —a — bi, o inverso aditivo de z e por

1 a b

= — i,
a?+b? a?2+4+0b?
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o inverso multiplicativo de z, se z # 0.

Proposicao 3.1.6. Sejam z1, 2o, 23 € C. Valem as sequintes propriedades:

(a) z1 + (22 + 23) = (21 + 22) + 23;
(b) 214+ 290 = 20 + 21;

(¢c) O+ 21 =2 +0=2z;

(d) 21+ (—21)=—21+21=0;

(e) z1(z223) = (2122)23;

(f) 2120 = zo21;

(9) 121 = 211 = zy;

(h) 2127 =272 =1, se 21 #0;

(i) z1(z9 + 23) = 2120 + 2123.

A verificacao dessas propriedades é simples e nao serdao demonstradas.

Observacgao 3.1.7. Seja z = a+b € C. O nimero complexo a+0: serd identificado
como o numero real a. Esta regra permite configurar o conjunto R dos ntimeros
reais como um subconjunto do conjunto C dos niimeros complexos. Pela defini¢ao

de multiplicacdo em C temos i* = —1.

Definicao 3.1.8. Seja, a + bi = z € C. Dizemos que a é a parte real de z e b é a

parte imaginaria de z, e escrevemos, respectivamente, Re(z) = a e Im(z) = b.

Definicao 3.1.9. Seja z € C. Dizemos que o conjugado de z = a + bi é o nimero

complexo Z = a — bi.

Definicao 3.1.10. O médulo de um ntimero complexo z = a + bi é definido como

sendo o nimero real |z| = Va? + b2

Proposicao 3.1.11. Sejam z, w € C. Entdo:
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(c) 2z = |z[";
(d)<§))=:u, w # 0;
(e) |zw| = |z] [w].

Demonstragio. As propriedades (a), (b) e (¢) sdo imediatas. Se z; = z/w, entdo
ziw = z. Por (b) temos z/w = Zjw/w = zZyw/w = Z1, o que demonstra (d).

Passemos agora a demonstracao de (e). Sejam z = a + bi e w = ¢ + di. Temos

lzw| = |(a+ bi)(c+ di)
= |(ac —bd) + (ad + bc)i]
= +/(ac —bd)? + (ad + bc)?
= Va2c® — 2abed + b2d? + a2d? + 2abed + b2c2
= Va2 + b2d® + a2d? + b2
= Vaz + 2V + @2
= l|a + bi||c + di

= [l Jwl.

Conforme queriamos demonstrar. [ ]

Observagao 3.1.12. Seja z = a + bi um ntimero complexo nao nulo. Através da

representagao do par ordenado (a,b) em coordenadas polares, podemos escrever
z = |z| (cos @ + isend),

onde 0 < 6 < 27. O nimero # serd chamado de argumento do nimero z.

Lema 3.1.13. Se z,w € C, entao

|2+ w|® = |2° + |w|’ + 2Re(2W).
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Demonstragao. Temos,

lz+w]® = (z+4w)(z+w)
= 2Z +ww + (2w + Zw)

= |2+ |w]® + (2@ + zw).
Observamos que Zw é o conjugado de 2w e portanto
2w + zw = 2Re(zw),

o que completa a demonstracgao. ]

Teorema 3.1.14. (Desigualdade Triangular). Se z,w € C, entdo

|z +w| < 2]+ |w]|.

Demonstracgao. Utilizando o resultado do Lema 3.1.13, temos
Iz +w]> — (|2 + |w|)? = =2 2| |w| + 2Re(2w).
Pela Proposicao 3.1.11 temos Re(zw) < |2w| = |z| |w|, e portanto,
|2+ wf* = (|| + Jw])* <0,

como queriamos demonstrar. [ ]

Proposicao 3.1.15. Sejam z e w dois numeros complexos. Entao,

[z = Jw[| < [z = w].

Demonstracao. Utilizando a desigualdade triangular temos
|2l = (z —w) + w| < |z —w| + |w]
e assim

2| = [w| < |z = w].
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De forma analoga
lw| =|(—z+w) + 2| < |-z 4+ w|+ |2| = |z —w| + |7]
e assim
w| =z < [z —wl.

Logo podemos concluir que | |z| — |w| | < |z — w]. n

3.2 Sequéncias no Plano Complexo

Nesta se¢do extenderemos os estudos feitos para sequéncias de niimeros reais para

sequéncias de niimeros complexos. As referéncias para esta segdo sao [1] e [13].

Definicao 3.2.1. Sejam zp e Cere R, r > 0.

(a) A bola aberta de centro em zj e raio r, é definida como sendo o subconjunto
B,(2) de C dado por

B (z) ={z€C: |z — 2| <r}.

(b) A bola fechada de centro em zy e raio 7, é definida como sendo o subconjunto

B, (z) de C dado por
Bi(z0) ={z€C: |z — 2| <r}.

Definicao 3.2.2. Sejam A < C e z € C. Dizemos que z é um ponto interior de
A se existir r > 0 tal que B,(z) € A. Denotamos por Ao conjunto de todos os

pontos interiores de A, que é chamado de interior de A.

Definicao 3.2.3. Sejam A < C e zy € C. Se para qualquer r > 0 temos que
B,(z0) n A # J, dizemos que 2y é um ponto aderente do conjunto A. O fecho do
conjunto A, denotado por A, é definido como sendo o conjunto formado por todos

os pontos aderentes de A.

Definicao 3.2.4. Seja A = C. Se A = A, dizemos que o conjunto A é fechado.
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Definigao 3.2.5. Seja A< C. Se A = A, dizemos que o conjunto A é aberto.

Definicao 3.2.6. Sejam A < C e 2y € C. Dizemos que o ponto zy € um ponto de
acumulacao de A se para qualquer r > 0 dado (B, (20)\20) N A # &. Se zy € A nao

for um ponto de acumulacao de A, dizemos que zy é um ponto isolado de A.

Definicao 3.2.7. Um conjunto A < C é denominado limitado se existir r > 0 tal

que |z| < r para todo z € A, isto é, se A < B,(0).

Definicao 3.2.8. Um conjunto A < C é denominado compacto se ele for limitado

e fechado.

Definicao 3.2.9. Uma sequéncia em C é uma funcao z : N — C. Escrevemos

z(n) = z,. A sequéncia z sera denotada por (z,).

Definig¢ao 3.2.10. Dizemos que a sequéncia (z,) de niimeros complexos converge
para w € C, ou que tem limite w, e escrevemos z, — w ou lingo Z, = W se, para
n—

qualquer € > 0 dado, existe ng € N tal que se n € N e n > ng entdo |z, — w| <.

Proposigao 3.2.11. Seja (z,) uma sequéncia de nimeros complexos. Entdo
(a) lim z, =w se, e somente se, lim Re(z,) = Re(w) e lim Im(z,) = Im(w);
(b) Se lim z, = w entio lim |zn| = |w)|;

(c) lim z, = 0 se, e somente se, lim |zn| = 0.

Demonstracao.

(a) Notemos que
|zn —w| = |(Re(z,) — Re(w)) + i(Im(z,) — Im(w))]

= [(Re(z,) — Re(w))? + (Im(z,) — Im(w))?]
= |Re(zn) - Re(w)|7

1/2

e analogamente

zn — w| = [Im(z,) — Im(w)]|.
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Suponhamos que z, — w. Entdo dado € > 0, existe ng € N tal que |z, —w| < €
para n = ny. Segue que |Re(z,) — Re(w)| < € e [Im(z,) — Im(w)| < € para
todo n = ng. Portanto Re(z,) — Re(w) e Im(z,) — Im(w). Agora pela

desigualdade triangular temos
|2, — w| < |Re(z,) — Re(w)| + [Im(z,,) — Im(w)].

Suponhamos que Re(z,) — Re(w) e Im(z,) — Im(w). Entdo dado € > 0, exis-
tem n1, no € N tais que |Re(z,) —Re(w)| < €¢/2sen = ny e |Im(z,)—Im(w)| <
€/2 se n = ny. Tomamos ng = max{ni, ns} e temos pela desigualdade anterior

|z, — w| < € se n = ny. Podemos assim concluir que z, — w.

(b) Suponhamos que z, — w e seja € > 0 dado. Portanto existe ng € N tal que se

neNen > ng, entdo |z, — w| < e. Mas pela Proposicao 3.1.15,
[|2a| = |w]] < |20 — wl
e assim, se n = ny,
[|znl = |w]| <e,
ou seja, |z,| — |w|.

(c) Segue como consequéncia de (b) que se z, — 0, entdo |z,| — 0. Suponhamos
que |z,| — 0 e seja € > 0 dado. Portanto existe ng € N tal que se n € N
en = ngyentdo |z,| < e. Como |Re(z,)| < |zn] e [Im(z,)| < |2n] obtemos
|Re(z,)| < € e |Im(z,)| < € se n = ny, e assim Re(z,) — 0 e Im(z,) — 0. Por

(a) podemos concluir que z, — 0.

Definigao 3.2.12. Uma sequéncia (z,) é denominada limitada quando {z, : n € N}

for um conjunto limitado.

Definicdo 3.2.13. Seja N = {n1,na,ns, ...} um subconjunto infinito de N tal que
ny <ng <mng<---esejaz: N— C uma sequéncia. A restri¢ao z|N/, da fungao z

. / Ve A . A .
ao conjunto N | é chamada uma subsequéncia da sequéncia z.
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Teorema 3.2.14. (Teorema de Bolzano-Weierstrass, caso complexo). Toda sequén-

cia complexa limitada contém uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Seja (z,) uma sequéncia complexa limitada e sejam x,, = Re(z,),
Y = Im(z,). E claro que (x,) e (y,) sdo sequéncias reais limitadas. Pelo Teorema
2.1.10, (z,,) contém uma subsequéncia (z,, ) convergente. Mas (y,, ) ¢ uma sequéncia
limitada e assim, novamente pelo Teorema 2.1.10, (y,,) contém uma subsequéncia
convergente (ynkj) Como (xnk]) ¢ uma subsequéncia da sequéncia convergente
(xn,), segue que (:L‘nkJ) também converge. Entao (xnkJ) e (ynkJ) sdo sequéncias
reals convergentes, In, = Re(znk]_) € Yny, = Im(znkj) e assim, pelo item (a) da

Proposicao 3.2.11, temos que (z,, ) é convergente e subsequéncia de (z,). n
J

3.3 Funcoes Continuas

Nesta secao fazemos um estudo sobre fungdes continuas definidas em subconjuntos

de C e com valores em C. As referéncias para esta segao sao [1] e [13].

Definicao 3.3.1. Sejam U < C, U # J, f uma funcao definida em U e com
valores em C e zy € U. Dizemos que f é continua em z, se, para todo ¢ > 0, existe

d>0tal quese ze U e |z — 2| <9, entao |f(z) — f(20)| <e.

Definicao 3.3.2. Sejam h,,h : U — C, n € N, funcoes complexas. Dizemos que
h, converge uniformemente para h se, para todo ¢ > 0, existe ng € N tal que

|hn(z) — h(2)| < € para todo n > ng e todo z € U.

Proposicao 3.3.3. Sejam U um subconjunto de C, U # &, f: U - C e zy€e U.

Sao equivalentes:

(a) f € continua em zy;

(b) se (z,) € uma sequéncia, z, € U para todo n € N e z, — 2y, entao f(z,) —

f(20)-

Demonstracio. Se z, for um ponto isolado de U, entao é imediato que (a) e (b)

sao equivalentes e que f é continua em zy. De agora em diante vamos supor que z
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¢ um ponto de acumulacao de U.

(a) = (b) : Suponhamos que f seja continua em zy e seja (z,) uma sequéncia tal
que z, € U para todon € N e z, — z5. Dado € > 0, pela continuidade de f em z,
existe 0 > 0 tal que se z € U e |z — 29| < d, entdo |f(z) — f(20)] < €. Como z,, — 2y,
existe ng € N tal que, n € N e n = ng, entdo |z, — 2| < d. Portanto, temos z, € U
e |z, — 20| <9, e assim |f(z,) — f(20)] < €. Logo f(z,) — f(z0).

(b) = (a) : Suponhamos que f nao seja continua em zy e que a condigao (b) seja
verdadeira. Como f nao é continua em zj, existe € > 0 tal que para todo ¢ > 0,
existe z € U tal que |z — 29| < 0 e |f(2) — f(20)] = €. Em particular, para cada
neNed=1/n, existe z, € U tal que |z, — 20| < 1/n e |f(z,) — f(20)| = €. Como
|2, — 20| < 1/n para todo n € N, é facil verificar que z,, — 2. Mas |f(z,)— f(20)| = €
para todo n € N e assim a sequéncia (f(z,)) ndo converge para f(zp). Portanto
a condigao (b) nao pode ser verdadeira, isto é, temos uma contradigdo. Podemos

entdo concluir que (b) implica (a). [

Lema 3.3.4. Se f : U — C ¢ continua em zy € U, entdo existem constantes

positivas §, M € R tais que se z € U e |z — z| < 6, entdo |f(z)] < M.

Demonstragao. Como f é continua em 2z, para € = 1, existe § > 0 tal que se
zeUe|z— 2| <9, entdo |f(z) — f(20)] < 1. Portanto se z € U e |z — z| < 9,

pela desigualdade triangular,

1f(2)] = [(f(2) = f(20)) + f(20)]
< [f(2) = f(=z0)] + | f(20)]
e assim concluimos a demonstracao. [ ]

Lema 3.3.5. Se f : U — C € continua em z € U e f(z9) # 0, entdo existem

constantes positivas 6, M € R tais que se z€ K e |z — z| < 6, entao |f(z)] = M.

Demonstracdo. Tomamos € = |f(20)|/2 > 0. Como f é continua em z, existe

d > 0 tal que, se z € U e |z — 29| < 9, entdo |f(z) — f(20)| < €. Logose ze U e
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|z — 20| < 6, pela Proposicao 3.1.15,

If = 1f(20) + (f(2) = f(20))]
= | f(z0)| = 1f(2) = f(=0)|
> fo) —e= TNy
como queriamos demonstrar. [ ]

Proposicao 3.3.6. Sejam f,g: U — C duas funcoes continuas em zy € U e seja

c uma constante complexa. Entao:

(a) f+ g € continua em zy;
(b) cf é continua em zy;
(¢c) fg € continua em zo;

(d) ; é continua em zy se g(zy) # 0.

Demonstragao. (a) : Seja € > 0 dado. Como f e g sdo continuas em zy, existem
01,02 > 0 tais que se z € U e |z — 29| < &1 entdo |f(z) — f(z0)] <€/2,ese zeU e
|z — 20| < 92 entdo |g(z) — g(z0)| < €¢/2. Tomamos 6 = min{d;,d2} e temos que se
zeUe|z— 2| <9, entdo |z — 2| < 01 e |z — 20| < 2 e assim pela desigualdade

triangular,

((f(2) +9(2)) = (f(20) —g(20))| = [(f(2) = F(20)) + (9(2) = 9(20))|

< f(2) = fz0)l + 19(2) = g(=0)]
< E—i-fze.
2 2

Logo f + g é continua em z.

(b) :Suponhamos ¢ # 0 e seja € > 0 dado. Como f é continua em zy, existe 6 > 0
tal que se z € U e |z — 29| < 6, temos |f(z) — f(20)| < €/|c|. Entao se z € U e
|z — 20| < 6,

lef(2) = cf (z0)l = lel| f(2) = f(20)] < |C||Z| =€
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Logo cf é continua em zy. Se ¢ = 0, entao cf = 0 é continua em 2.
(¢) : Como f é continua em zy, pelo Lema 3.3.4, existem constantes d1, M > 0 tais
que, se z € U e |z — zy| < 01, entdo |f(2)| < M. Assim se z € U e |z — 2| < d1, pela

desigualdade triangular,

1F(2)9(2) = f(z0)9(20)] = [(f(2)9(2) = f(2)9(20)) + (f(2)9(20) = f(20)9(20))]
[F(2)llg(2) = g(z0)] + l9(z0) [ (2) = f(20)]
Mlg(z) = g(z0)| + l9(20)[1f(2) = f(20)-

Seja € > 0 dado. Como [ é continua em zg, existe do > 0 tal que se z € U e

|z — 20| < d2 entao |f(z) — f(z0)| < €/(2]g(20)|) se g(z0) # 0 ou |f(z) — f(20)| <€
se g(zp) = 0. Como g é continua em zp, existe 03 > 0 tal que se z € U e |z — 2| < d3

N

N

entdo |g(z) — g(z0)| < €/(2M). Tomamos 6 = min{d;, dy, I3} e temos que se z € U
e |z — z9| < 0, pela desigualdade anterior,

€

1£(2)g9(2) = f(20)9(20)| < M7

€
gl = e

2|g(z0)]|
se g(zp) # 0 ou
F(2)9(=) = fla)g(z0)| < Mgz +0e = <

se g(z0) = 0. Logo fg é continua em z.
(d) : Se demonstrarmos que a func¢do 1/g é continua em zj, usando (c) obteremos
que f/g = f(1/g) é continua em zy. Logo basta demonstrar que 1/g é continua
em zg. Suponhamos que ¢ seja continua em 2 e que g(zp) # 0. Pelo Lema 3.3.5,
existem 9y, M > 0 tais que se z € U e |z — 2| < d1, entdo |g(z)| = M. Assim se
zeU e |z — 2| < 6 temos

‘ L1 |19 =g(=)l _ l9(z) = 9(20)l
9(z)  g(z)|  lg@llg(o)l — Mlg(z0)l

Seja € > 0 dado. Como g é continua em z, existe d; > 0 tal que se z € U e

|z — 20| < d2, entao |g(z) — g(20)| < €M |g(20)|. Tomamos § = min{ds, d;} e temos
pela desigualdade anterior que se z € U e |z — zy| < 0,
‘ L 1| _19(x) —g()| _ eMlg(z)] _
9(z)  9(z) M]g(z0)] Mg(z0)]

Podemos assim concluir que 1/g é continua em z. [ ]
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Definicao 3.3.7. Sejam f:U — Ce V < U. Se f é continua em todos os pontos

de V', dizemos que f é continua em V.

Lema 3.3.8. Seja U c C, U # &, um conjunto compacto e seja f: U — R uma

fungdo continua. Entao f é limitada.

Demonstracao. Vamos mostrar que f é limitada superiormente. Suponhamos por
contradicdo que f nao seja limitada superiormente. Entao para cada n € N, existe
zn € U tal que f(z,) > n. Como U ¢ limitado entdo a sequéncia (z,) é limitada e
portanto pelo Teorema 3.2.14, (z,) contém uma subsequéncia convergente (z,, ).
Seja zp € C tal que z,, — 2p. Dado € > 0, existe ky € N tal que se k > ko
entao |z, — zo| < €, isto é, z,, € B(z). Mas z,, € U para todo k € N e assim
Zn,, € Be(z0) n U. Portanto temos que zy ¢ um ponto aderente de U, isto é, z

pertence ao fecho U de U. Como U = U pois U é fechado, segue que z, € U. Como

Zn, — %0 € f ¢é continua em 2o, pela Proposi¢ao 3.3.3 temos que f(z,,) — f(20)-
Assim, para € = 1, segue pela definicdo de limite de sequéncia, que existe kg € N
tal que |f(zn,) — f(20)] < 1 se k = ko. Logo f(z0) —1 < f(zn,) < f(z0) + 1 se
k = ko, em particular f(z,,) < f(z0) + 1 se k = k. Para k > ky temos entao
f(zn,) < f(z0) + 1 e f(zn,) > ng e assim ny, < f(z0) + 1 para qualquer k > k.
Como a aplicagao k — ny, de N em N deve ser injetora, devemos ter n, = k.
Portanto k < f(z9) + 1 para todo k € N, k > kg, o que é um absurdo. De forma

analoga podemos mostrar que f é limitada inferiormente. [ ]

Proposicao 3.3.9. Sejam U e V abertos, f : U — C e g : V — C fungoes
complezas, com f(U) < V. Suponha que f é continua em zy € U e que g é continua

em f(z20). Entdo a fungio go f: U — C € continua em z.

Demonstragao. Dado ¢ > 0, como g é continua em f(z) e V é aberto, existe
91 > 0 tal que para |w — f(z)| < 01, temos w € V e |g(w) — g(f(20))| < €. Mas
também, f é continua em zy e U é aberto, e portanto, existe d, > 0 tal que
|z — 20| < 02 implica que z € U e |f(2) — f(z0)| < 1. Logo, se 0 < |z — zo| < 02,

entao |g(f(2)) — g(f(20))| < €, como queriamos demonstrar. n
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Definicao 3.3.10. Seja U < C. Uma funcao f : U — C é chamada uniformemente
continua em U se, dado € > 0, existir 6 > 0 tal que |f(z) — f(w)| < € sempre que
zyzweUe |z—w| <.

s

Teorema 3.3.11. Seja K < C um compacto. Toda fun¢ao continua h : K — C é

uniformemente continua.

Demonstragao. Suponhamos que h nao seja uniformemente continua. Entao
existe um e > 0 tal que, para cada n € N podemos achar z, € K e w, € K com
|zn — wyp| < 1/n e |h(z,) — h(w,)| = e. Como K é compacto, uma subsequéncia
(zn,) converge para um ponto z € K. Entao lim w,, = z. Como h é continua,

k—4w

kl_lgloo h(zn,) = kl_i)rfoo h(w,,) = h(z). Mas isto contradiz a desigualdade |h(z,,) —

h(wy, )| = € para todo k € N. Logo, h é uniformemente continua. [ ]

3.4 Derivada de Funcoes de uma Variavel Complexa

Nesta secao definiremos e enunciaremos propriedades da derivada de funcoes de
uma variavel complexa e veremos alguns exemplos. O dominio das fung¢des que
serao tratadas nessa secao serao sempre subconjuntos abertos de C. A referéncia

com as demonstragoes para esta se¢do é [13].

Definigao 3.4.1. Sejam A < C um aberto, zy um ponto de Ae f: A — C uma
fungao complexa. Chamamos de derivada de f em 2z, e denotamos por f'(zg) o
limite

o 1) = £Go)

Z2—20 Z— 2

caso exista. Neste caso dizemos que f é derivavel em z.

Definicao 3.4.2. Sejam U c C, z; um ponto de acumulacao de U, f: U — C e
L € C. Se para qualquer € > 0, existe d > 0 tal que, se z€ U e 0 < |z — 2| < 4,

entdo |f(z) — L| < ¢, dizemos que L é o limite de f(z) quando z — zy e escrevemos

L = lim f(2).

2—20
Se nao existe L € C tal que L = lim f(z), dizemos que o limite lim f(z) nao
2—20 220

existe.
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Observacgao 3.4.3. Sejam Uc C,U# &, f: U - Ce zge U. Se 2, é um ponto
isolado de U, entao segue imediatamente pela definicao de continuidade que f é
continua em zg. Se zg é um ponto de acumulacdo de U, entdao f é continua em zg

se, e somente se,

f(z0) = lim f(2).

z—20
Proposicao 3.4.4. Se [ € derivdvel em 2y, entdo f é continua em zy.
Proposicao 3.4.5. Se f e g sdo derivdveis em 2y, entao também sdao derivdveis

em zo as fungoes cf, com ¢ uma constante complexa, f+g, fg e f/g (nesta ltima,
desde que g(z9) # 0). E valem:

(a) (cf)'(20) = cf'(20);

(b) (f £9)'(20) = f'(20) £ g'(20);

(¢) (19)'(20) = ['(20)9(20) + 9 (20) f (20);

(d) (f/9)(z0) = [f'(20)9(20) — f(20)9' (20)]/[9(z0)]"-

Proposicao 3.4.6. (Regra da Cadeia, caso complexo). Sejam f: A — C e g :
B — C com f(A) < B. Se f € derivdvel em zy e g é derivdavel em f(z), entdo

go f € derivdvel em zy e

(g0 f) (20) = ¢'(f (20)) " (20)-

Definicao 3.4.7. Seja f : U — C uma funcao complexa. Diremos que f é holomorfa

em U se f'(z) existe para todo z € U.

Definigao 3.4.8. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros complexos e seja zg € C. A
soma

ee}

Z ar(z — 2)",

k=0

é chamada uma série de poténcias em torno de z;.
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Defini¢ao 3.4.9. Seja (h,) uma sequéncia de fungoes complexas definidas em

U c C. Dizemos que a série

Z hn(2)

¢ convergente em U e sua soma é S(z) se a sequéncia das somas parciais S, (z) =

Z hi(z) converge para S(z) para todo z em U.
k=1

Definicao 3.4.10. Seja f : U — C uma fungdo complexa. Diremos que f é

analitica no ponto zy € U se existir uma sequéncia (a,) de nimeros complexos e
ee)

r > 0 tal que a série de poténcias Z an(z — zo)" converge para f(z) se |z — zo| <,
n=0
isto é, se |z — 29| < r, temos

n

a0
— : o k __ . k
f(z) = gl_l}(}ok_oak(z 2)" = l;)ak(z 20)".

Se a fungao f for analitica em todo ponto zy de U, dizemos que f é analitica em U.
0
Observacao 3.4.11. Se a série de poténcias Z an(z — zo)" converge para f(z)

n=0
para todo z tal que |z — 25| < r onde r > 0, entdo se 0 < s < r temos que essa

série vai convergir uniformemente para f(z) quando |z — zg| < s.

Teorema 3.4.12. Seja f : U — C uma funcdo complexa. Entdo f é uma fungdo

holomorfa em U se, e somente se, é analitica em U.

Definicao 3.4.13. Para todo z = x + iy complexo, definimos

e = e*(cosy+ iseny);
6iz 4 e—iz
sz = ———;
eiz _ efiz
senz = ————;
21
sen z
tgz = , cosz #0;
cos 2
coS 2
cotgz = , senz # 0;
sen z
1
secz = , cosz #0;
coS 2
1
cosecz = sen z # 0.

sen z’
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Observacao 3.4.14. Todas as fungoes definidas acima sao holomorfas nos seus

respectivos dominios e suas derivadas sao dadas por
/
[sen z]" = cos z;
!/
[cos z]' = —sen z;
[tg 2]’ = sec? z;
/ 2 .
[cotg z]" = — cosec” z;
!
[sec z]" = sec ztg z;
[cosec z|" = — cosec z cotg z.

Proposicao 3.4.15. Para todo z € C temos as expressoes

n=1
© . 22n71
senz = nzl(—l) 7(271_1)!;
@ Z2n
cosz = 1—1—1;1(—1) o)

Definicao 3.4.16. Sejam h,, : U — C, n € N, fungoes definidas no aberto U
de C. Se para cada ¢ > 0 existe ng € N tal que se n,m > ng, implica que
|hn(z) — him(2)| < € para todo z € U, dizemos que (h,,) é uma sequéncia de Cauchy

em U.

Teorema 3.4.17. Sejam h,, : U — C, n € N, funcoes definidas no aberto U de C.
Se (hy,) € uma sequéncia de Cauchy em U, entdo existe uma fungao h: U — C tal

que h, — h uniformemente em U.

Teorema 3.4.18. Sejam h,h, : U — C, n e N, funcoes definidas no aberto U de

C. Suponhamos que h, — h uniformemente em U.

(a) Se cada h, € continua em U, entdao h é continua em U;

(b) Se cada hy, é holomorfa em U, entao h é holomorfa em U.
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Definigao 3.4.19. Um ponto singular de uma fungido complexa f (ou singularidade
isolada de f) é um ponto 2 tal que existe uma bola aberta B,(z) na qual f é

holomorfa, exceto no ponto zj.

3.5 Resultados e Definicoes de Apoio

Nessa secao estudaremos alguns resultados que servirao de suporte a outros resul-
tados do capitulo seguinte, que trata da Funcao Zeta de Riemann. A maioria dos
resultados serao demonstrados integralmente, mas parte de algumas demonstra-
¢oOes serao omitidas por serem muito técnicas e assim fugirem dos objetivos dessa
dissertacao. O leitor interessado pode encontrar as demonstragoes completas na

referéncia [5].

Teorema 3.5.1. Sejam U um aberto de C, ¢ : [, 5] xU — C uma fungio continua
e h:U — C definida por:

Entao h € continua. Seja
0
So(2.2) = ¢,(2),

0
onde p, : U — C € a fungio dada por p.(z) = ¢(x,z) para cada = fizo. Se a—f

existe para cada ponto (x,z) em [, B] x U e é continua, entio h é holomorfa e
fo
¥
Nz)=| Z(x, 2)dx.
@[ Feo)
Demonstracao. Inicialmente demonstraremos que h ¢ continua em zy € U, ou
seja, dado € > 0, existe d > 0 tal que |h(z) — h(20)| < € sempre que |z — zo| < 9,

z e U. Temos

B B
|h(z) — h(z0)] = J go(x,z)d:v—f o(x, z0)dx

« o

B8
f o, 2) — p(z, 20)]dz

«

N

B8
j (. 2) — pla, 20)| de. (3.1)
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Como U é um aberto, existe r € R, r > 0 tal que B,(z9) < U. Assim, [, 8] x B,.(29) ¢
compacto e logo a funcio ¢ é uniformemente continua sobre [a, 5] x B,(29). Portanto
dado € > 0, existe d > 0, 0 < § < r, tal que se (z, 2), (2, 2') € [a, B] x B.(20) e
|z —2'? + |z — 2> < 6%, entdo

o €
|(,0([L’,Z)—QO(ZE,Z)| < 6—04‘

Em particular, tomando 2’ = z e 2’ = 2, obtemos

fo(,2) = ol 20)| < o

para qualquer z € [, §] e qualquer z tal que |z — zy| < 4. Logo, por (3.1)

B
€
(=) = )| < - L it — e

Logo, h é continua em zy € U.

A demonstragao de que h é holomorfa e sua derivada é dada pela integral

que se encontra no enunciado, sera omitida. [ ]

Lema 3.5.2. (a) Sejam e >0 e S = {z € C: Re(z) = a} onde a > 1. Entao

existe um nimero §, (0 < § < 1) tal que para todo z € S,

8
J (e® — 1) to* da

«

<€ 0>0>a>0.

(b) Seja S = {z€ C: Re(z) < A}, onde —0 < A < 0. Se € > 0, entdo eziste

um numero k > 1 tal que para todo z € S,

8
J (e =)' lda| <e, B>a>k.

«

Demonstragao. (a) : Como e” —1 = z, para todo x = 0, temos que para 0 < z < 1

ez€S

|(€x_1)—ll,z—1| < |17_1$Z_1|

o
xRe(z)fz | milm(z) |

xa72 | eilm(z) Inz |

N

a—2

X
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Como 0 <a< f<1ea>1,entao, para todo z € S, temos que

B
< J (e — 1) "2"H da
aﬁ

)
< f % dx
o

_ 1 (5a71 _ aafl) )

a—1

B
J (e — ) 'a*tda

«

1] ¢ obtemos o resultado desejado.

Portanto, dado € > 0 tomamos § = [e(a —

(b) :Sex = 1eze S, entdo |27 = xRe(Z)_1|inm(Z)| < 2471, Por outro

_ -z, z :
A71e™2 ¢ continua no intervalo [1,0) e converge para zero quando

. . — _z
x — o0, e assim, existe uma constante c tal que e le™ < para todo x > 1. Logo

lado, a funcao x

[(e® —1) 17t = |(e® — 1) 1" le 5e2| < cer(e® — 1) 7!

para todo z € S e x = 1. Temos

B
J (e — 1) to* da

«

B
< cf ez(e” — 1)~ dx.

«

Usando a mudanca de varidvel u = /2. e em seguida, fracoes parciais, obtemos
b ) )

s, Fo1) fef+1
J 62(ex—1)1d:c:1n[<eﬁ ) (6a+ )]
a ez 4+1) \ez—1

Logo, dado € > 0 existe um ntimero k > 1, tal que

8 8 _1 |
f (e —1)"'2* 'dz| < cln [(e; > (ei i >] <e€
ez +1) \ez—1

para § > a > k, o que demonstra a parte (b). [ |

Observacao 3.5.3. Seja

B
h(z) = J (e —1) '2* 'dx, zeC.

[0}

Sea,feRel<a<f, entao h ¢ uma fungao continua e holomorfa em C.

Tz 1)_11'2_1 para o <z < 5 Entao ()0(1',2) €

De fato, seja p(z,2) = (e
0p/0z = (Inz)(e” — 1)"'z"! sdo continuas em [a, 5] x U. Portanto h, é continua

e holomorfa em C pelo Teorema 3.5.1.
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Teorema 3.5.4. (a) : Se S ={z€C:a < Re(z) < A}, onde 1 <a < A < oo,

entdo a integral
o0
J (e — 1) 'a* tda
0
converge uniformemente em S e é holomorfa em {z € C: 1 < Re(z)}.

(b): Se S ={zeC: Re(z) < A} onde —0 < A < o0, entdo a integral

a0
f (" —1) 'o* da

1
converge uniformemente em S e é holomorfa em C.

n

Demonstragdo. (a) : Sejam p(x,z) = (¢ —1) 12 1 e h,(2) = J o(x, z)dx. Ja
1/n
vimos na Observacgao 3.5.3 que h,, é continua e holomorfa em C. Para 1 <n < m,

temos

hi(z) — hp(z) = Jm o(x, z)dr — Jn o(x, z)dx

1/m 1/n
m 1/n m m
= J o(x, z)dx + J o(z, z)dr + J o(x, z)dx — J o(x, z)dx
1/m n n n
m 1/n m n
= J o(x, z)dr + J o(x, z)dx + f o(x, z)dr + J o(x, z)dx
1/m n n m
1/n m
= J o(x, z)dx + J o(x, z)dx.
1/m n

Logo, pelo Lema 3.5.2, existem 0 < 0 < 1 e k > 1 tais que se 1/n < d en > k,

temos

1/n
J o(z, z)dx
1

€
<7
Jm 2

Jm o(x, z)dx

n

€
< -.

2
Logo, se n,m > max{1/0, k}, entdo, para todo z € S, temos

L
—+ - =c
2

+
2

1/n
J o(z, z)dx
1

/m

hn(2) — ha(2)] < | " (w2

n
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Portanto, a sequéncia (h,,) é uma sequéncia de Cauchy em S de fungoes holomorfas
no interior S = {z € C:a < Re(z) < A} de S. Deste modo, pelo Teorema 3.4.17 a

sequéncia {h,} converge uniformemente em S para a funcao h, dada por

h(z) = Joo(ex — 1) '2* da.

0

Como cada h, é holomorfa em , segue pelo Teorema 3.4.18 que h é holomorfa
em S. Seja z € C tal que Re(z) > 1 e sejam a, A € R tais que 1 < a < Re(z) < A.

Como h é holomorfa em {z € C: a < Re(z) < A} segue que h é holomorfa em z

n

(b) : Sejam ¢(x,2) = (" — 1) '2* e fu(z) = f o(z,z)dx. Ja vimos na Ob-

1
servacao 3.5.3 que f, é continua e holomorfa em C. Para 1 < n < m, temos

Pl =) = |l - f oz, 2)dz

= oz, z)dx + f o(x, z)dx
Jn 1
rm

= o(x, z)dx.

Jn

Pelo Lema 3.5.2, existe £ > 1 tal que se n > k, temos

< €.

Jm o(x, z)dx

n

Segue que

[fm(2) = fu(2)] =

<,

Jm o(x, z)dx

n

ou seja, a sequéncia (f,) é de Cauchy em S e converge uniformemente para f, que

é dada por
0
f(z) = J (e* — 1) 'a* 'dx.
1

Como cada h,, é holomorfa no interior S = {z € C : Re(z) < A} de S, temos pelo
Teorema 3.4.18 que h é holomorfa em 3. Seja z € C e seja A € R, tal que Re(z) < A.

Como f é holomorfa em {z € C: Re(z) < A}, segue que f é holomorfa em z. m
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4 A Funcao Zeta de Riemann

Nesse capitulo estudaremos a funcao zeta de Riemann, suas extensoes e a relagao

desta fungao com os niimeros primos. As referéncias para este capitulo sao [3], [5], [6]

e [14].

4.1 Ndmeros Primos

Nessa secao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados dos niimeros primos. A

referéncia para esta segao ¢ [6].

Definicao 4.1.1. Dizemos que o inteiro b divide o inteiro a se existe um inteiro ¢

tal que a = be.

Definicao 4.1.2. Um ntmero natural é chamado de primo se os tnicos inteiros

positivos que o dividem sao 1 e ele mesmo. Por defini¢ao, 1 ndo é primo.

Teorema 4.1.3. (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural
maior do que 1, ou é primo ou se escreve de modo Unico (a menos da ordem dos

fatores) como produto de primos.

Demonstracao. Para essa demonstracao, usaremos o Principio de Inducao. Se
n = 2, o resultado ¢é facilmente verificado, pois 2 é primo. Suponhamos agora que o
resultado é valido para todo niimero natural menor do que n e vamos provar que
vale para n. Se n é primo, nao precisamos demonstrar nada. Suponhamos entao,
que n seja composto. Logo, existem nimeros naturais n; e ns tais que n = nino,

com 1 <n; <nel<mny <n.Pela Hipdtese de Indugao, temos que existem primos

P1;D2, -+ Pr € 1,42, ..., Qs tals que Ny = pi1pa...Pr € N2 = q1q2 . . . ¢, POrtanto
n=pip2...pPrq1492 . ..gs.

Para mostrarmos a unicidade da escrita, suponhamos agora que

n=pip2...Pr = q192 .. . (s,
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onde os ps e 0s q}s sao primos. Como p; divide ¢iq> .. . g5, temos que p; = g; para

algum j, que apds reordenamento podemos supor que seja q;. Portanto

P2p3 .. -Pr = Q243 ... (s.

Como p;...p. <n, a HipGtese de Indugao acarreta que r = s e os pis e os q}s sao

iguais aos pares, conforme queriamos demonstrar. ]
Corolario 4.1.4. Dado um numero natural n > 1, existem primos p1 < ps < ... <
Dr € 1, Qa, ..., € N, univocamente determinados, tais que n = py'p3*...po".

Teorema 4.1.5. (Teorema de Euclides). O conjunto dos niimeros primos é infinito.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que existe um niimero finito de primos

P1,P2,---,Pm € Seja

O inteiro N se escreve como produto de nimeros primos, pelo Teorema 4.1.3, logo,

ha um primo p; que o divide. Como p; é um dos finitos primos, p; divide o niimero

N—1=pips...Pm.

Segue que p; divide N — (N — 1) = 1. Dai, p; = 1, o que é um absurdo, conforme

queriamos demonstrar. [ ]

4.2 A Funcao Zeta de Riemann e sua Representacao Integral

Nessa se¢ao definiremos a funcao zeta de Riemann e daremos a sua representacao

integral. As referéncias para essa segao sao [3], [5] e [14].

Definicao 4.2.1. Seja U = {z € C : Re(z) > 1}. Definimos a fun¢io Zeta de Rie-

mann, para z € U, como

(=Y~

n=1
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Definicao 4.2.2. Seja U = {z € C : Re(z) > 0}. Definimos a funcdo gama de Euler,
para z € U, como
0
['(z) = f e~ '*tdt.
0
Observacgao 4.2.3. Para auxiliarmos a demonstragdo do proximo teorema, vamos

realizar a mudanca de variavel ¢ = nu na definicao da funcao I'.

0

['(z) = J e (nu)* 'ndu = nzj e~ " du,

0 0

e portanto

e¢]
n~T(z) = f e du.

0

Tomando a somatoéria em n € N em ambos os lados da equagao acima, e considerando
Re(z) > 1, temos

anzl—\ f —nu, 2= ldu

pela Definicao 4.2.1.

Teorema 4.2.4. Se Re(z) > 1, entao
()T (z) = J (¢! — 1)t
0

e¢]
Demonstracao. De acordo com o Teorema 3.5.4, a integral f (e — )~ tdt

¢ uniformemente convergente em cada anel S = {z € C : a < Re(z) < A}, com
1 < a < A < oo, e holomorfa na regidao onde Re(z) > 1. Assim, é suficiente mostrar
que ¢(2)['(z) é igual a integral foo(et — 1) '* !dt para z tal que Re(z) > 1. Pelo
Lema 3.5.2, existem ntimeros a e 3, 0 < a < 8 < 00, tais que

j (e — 1)_1tz_1dt‘ < i

1/j

J (ef — 1)~ 1dt‘ sup

0 jeN

o0
J (ef — 1)1 1dt‘ sup

J €
J (e — 1)_1tz_1dt‘ <.
B jeN 4

B
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Por outro lado, pelo Teorema 2.2.8, tomando r = e~* para todo ¢ > 0, obtemos

(et_l)flzeftl_e Z:: Z —kt

k=1

Consequentemente, como para j = 1, temos convergéncia uniforme no intervalo

[1/7, a], assim

0 o « 0 «
> J e FEdt = J (Z e’“) 7 ldt = f (el — 1) 't* tar,
k=1"1/7 /i \k=1 1/j

e portanto,
@ €
J e Mt==1dt| = lim J (ef — 1)~ ltz_ldt‘ = J (e — )M dt] < -
j—0 . 0 4
Analogamente,

Io'e] €
—ntyz—1
e Mttt < .
4

Segue, usando a desigualdade triangular e a Observagao 4.2.3 que

0 e}
(e! — 1)_1tz_1dt‘ = e "t — J (¢! — 1)~ at
0

\c<z>r<z> -[

0
1o 0 ﬁ 0 0
et + ) J et + ) J e MLt
0 n=1v« n=190
« B [ee]
—f (¢t — 1)1t — J (e — 1)—1tz—1dt—f (e — 1)_1t"‘_1dt‘
0 B

(67

© 8 8
> J et — J (¢! — 1)~ ldt
n=1Jo o

<€+ = €,

pois Z e converge uniformemente para (e’ — 1)~ no intervalo [«, 3], e logo,

o 0f 5
ZJ e"tt21dt=f (el — 1) lat.
—1Ja et

Portanto, obtivemos o resultado desejado. ]
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4.3 Extensao do Dominio da Funcao ¢

Vimos na segao anterior que a fungao zeta de Riemann é holomorfa no semi-plano
Re(z) > 1. Nesta se¢ao, usando o Teorema 4.2.4 mostraremos que essa fun¢ao pode
ter o seu dominio extendido para a faixa —1 < Re(z) < 1. Também mostraremos
o resultado que relaciona a funcao zeta de Riemann com os ntimeros primos. A

referéncia para essa segao é [5].

Proposicao 4.3.1. A funcao zeta de Riemann (, definida na secao anterior no

semi-plano Re(z) > 1, admite uma extensao holomorfa para a faiza —1 < Re(z) < 1.

Demonstragao. Consideremos a fung¢ao g : R — R definida por

1 1
(0 = iy se t#0,
e 1 t=0
——. se t=0.
27

Como 1/(e' — 1) e 1/t sdao fungdes continuas em R\{0}, segue que g é continua em
R\{0}. Usando a Regra de L'Hdspital obtemos

lim o(t) = i t—e'+1 1—eéf Y —et 1
1111 =um-————=1m-—-—_———_——_=11M ——5 = —
507 -0 tel —t t=0 et +-tet —1 50 2t 4 te! 2

e portanto g também ¢é continua em ¢t = 0. Logo g é continua em R. Fixemos a € R,
a>0esejaS, ={zeC:Re(z) > a}. Consideremos a fun¢ao ¢ : [0,1] x C - C

definida por ¢(t,2) = g(t)t* ' Para 0 <t < 1 e z € C temos

op

- (t,z) = g(t)(Int)t= .

Como ¢ e dp/0z sao fungdes continuas em (0, 1] x S,, entdo as fungoes h,, : C — C,

definidas por,

hn(2) = L St 2l

/n



Capitulo 4. A Fungdo Zeta de Riemann 71

sao fungoes holomorfas em C pelo Teorema 3.5.1. Como g(t) é continua em [0, 1],

existe C' > 0 tal que |g(t)| < C para todo t € [0,1]. Para 1 <n <m e z € S, temos

1/n
J o(t, z)dt
1/m

1/n
| etz
1

/m

[ (2) = hn(2)] - =

N

1/n

= | latyle
1/m

1/TL ta,
< CJ o tdt = C—
1/m a

_o(1r 1
1/m_a ne moe )’

Assim, dado € > 0, podemos encontrar nyg € N, tal que |h,,(2) — h,(2)| < €
para todos m,n > ng e todo z € S,. Logo (h,) é uma sequéncia de Cauchy de
fungoes holomorfas em S, e portanto pelos Teoremas 3.4.17 e 3.4.18, (h,) converge

uniformemente para a fungdo h, holomorfa em S,, dada por

h(z) = ngo(t, 2)dt = Ll (etl—l — 1) t*Ldt.

Como h é holomorfa em S, para qualquer a > 0, podemos concluir que A é holomorfa

em {z € C: Re(z) > 0}. Por outro lado, pelo Teorema 4.2.4, temos

[0

C(2)(z) = (¢! — 1) 1= tat

J(E)I o0

= | (" =) at + J (¢! — 1) = tdt

JO 1

rl 0

= (=)t — (-1 + (=1 + f (e' — 1)~ 1= tdt
Jr?l 1 1oo

= | (" —1)" 1 tdt - f 2+ (2 - 1)+ J (e! — 1) 1= at
JO 0 1

rl 0

= e = — et - 1) +J (e — 1)1t

JO 1

Pelo Teorema 3.5.4 a integral

ee}
f (e! — 1) 1t at
1
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é holomorfa em C e a funcio (z — 1)~" é holomorfa se Re(z) > 0, exceto no ponto

z = 1. Entao,

c(z>=r(12)[

Q0
é holomorfa em {z € C: Re(z) > 0e z # 1}. Quando z = 1, {(1) = Z n~! é a série

n=1

ee}

f[(et — Dt =ttt (1) f

0 1

(e — 1)1tZ1dt]

o0
harménica que é divergente. Para 0 < Re(z) < 1, temos (z — 1) = —J t*72dL.

1
Substituindo este resultado na equagdo obtida para ((z)I'(z), obtemos

! 1 1 o 1 1
C(2)(2) = L (et — t) tZ1dt+£ (et — t) 7t

- Jw Lo DYt 0<Re(r) <1 (4.1)
= R —— , e(z . .

0

Seja g : R — R a funcdo definida por g(t) = g(t) + 1/2. Como g é
continua, segue que g também é continua. A derivada da funcao g existe para todo

t # 0 pela expressao de g. Temos pela Regra de L.’Hospital

gty —g0) gt —e'+gte' +1
gO) =lm=—— = I g
11 1
_ hm 5 56t + 5tet
t—0 2tet + t2¢t — 2t
1g ¢
~te
= lim 2
t—0 2e! + 4Atet + t%et — 2
%et + %tet 1

= 50 6Gel + Gtet + 2t 127

A funcao ¢ estd entdo bem definida para todo t € R. Segue pela expressio de
7' (t) que g é continua em R\{0}. Podemos também verificar que g’ é continua em
t = 0. Como g é continua em [—1,1], existe C > 0 tal que |g'(u)| < C para todo
u € [—1,1]. Dados t, s € [—1, 1], pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € [—1,1], ¢

entre t e s, tal que
9(t) = g(s) < [7'(0)[t — s < Ot — s].
Em particular, para s = 0 e para qualquer t € [—1, 1], temos |g(t)| < C|t|. Para

cada n € N seja h,, : C — C definida por

hn(2) = L gtt'at.
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Podemos mostrar, como foi feito para h,,, que h,, é uma funcao holomorfa em C.

Agorase l <n<mezeS, ={zeC:Re(z) > a}, coma>—1, temos

o o 1/n
() — Tim(2)| < j 90| Jat

/m
o 1/n
< CJ t[eReE@ 144
1/m
_ [y C 1 1
< C tdt = — .
1/m CL—|—1 (na-i-l ma+1>

Como a > —1, a+ 1 > 0, dado € > 0 podemos encontrar ny € N tal que |h,(2) —
hm(2)| < € para todos m,n = ng e todo z € S,. Logo (h,) é uma sequéncia de
Cauchy de fungoes holomorfas em S, e portanto pelos Teoremas 3.4.17 e 3.4.18,

(h,) converge uniformemente para a funcao h, holomorfa em S,, dada por

h(z) = Ll g(t)t* dt = Jol (et 1_ T 1 + ;) = ldt. (4.2)

Como h é holomorfa em S, para todo a > —1, podemos concluir que & ¢ holomorfa
em {z € C: Re(z) > —1}.

Como

existe C' > 0 tal que

se t = 1. Para n € N seja
o (2) :f (Bt

As fungoes h,, sao holomorfas em C pelo mesmo argumento usado para mostrar que

h,, é holomorfa em C. Para a < 1, seja R, = {z € C: Re(z) < a}. Para n,m € N,
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l1<n<meze R, temos
o) =) < | lolleFar

[ C 1 1
< 19 2dt = — .
CL 1—a (na—l ma_l)

Como a — 1 < 0, pelos mesmos argumentos usados para as sequéncias (h,) e (h,),

podemos concluir que h,, converge uniformemente em R, para a fungdo holomorfa

h dada por
h(z) JOO Ol JOO ! U e (4.3)
z) = = - - . .
1 g 1 \et—1 ¢t

A funcio h é holomorfa em R,, para todo a < 1 e assim é também holomorfa em

{z € C: Re(z) < 1}. Da expressao (4.1), temos para 0 < Re(z) < 1,

() = m( ! —1>ﬁlﬁ

o
o

o
o

[
o
7 N 7 N7 NN
D
|
—_

o
o

= h(z) - 212 + N(2).

Como as funcdes h e h sio holomorfas na faixa —1 < Re(z) < 1, por (4.2) e (4.3),
podemos usar este resultado para definir  nessa faixa, com exce¢ao do ponto z = 0.

Reescrevendo a igualdade acima, temos

((2) = F(lz) Uol (etl—l — 1 + ;) t*~tdt — 212 + fo (et 1_ i 1) tz_ldt] (4.4)

O termo 2zI'(z) no denominador é igual a 2I'(z + 1), portanto, no ponto z = 0,

temos 22I'(z) = 2I'(1) = 2. Logo, a funcao ¢ estd bem definida e é holomorfa na

faixa —1 < Re(z) < 1, como queriamos demonstrar. |
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Afirmacgao 4.3.2. (Equacao Funcional de Riemann). A fung¢do ¢ pode ter seu
dominio extendido para todo plano complexo, exceto no ponto z = 1 e é holomorfa

nesse dominio.

Afirmacao 4.3.3. Para z # 1, a funcao ( satisfaz a Equacao Funcional de Riemann:
L1 Tz
C(z) = 2(2m)7 1¢(1 — 2)T(1 — 2) sen (7) . (4.5)

Veremos o motivo pelo qual o estudo da func¢ao ( esta relacionado ao

estudo dos nimeros primos, através da formula do produto de Euler para a funcao

C.

Proposicao 4.3.4. Seja p; o i-ésimo nimero primo. Para s € R, s > 1, vale

ﬁl

=1

=T

Demonstracao. Como 0 < |1/p]| < 1, temos pelo resultado para séries geométricas

que

1 21 111
— :Z—_1+—+ R

J pi o p¥F P

3
<
Il
o
'@

Temos

1 1 21 x
(1—pfs) (1—192‘5) (klzop’f”> (k 0p’528> kZOk;O (' p5?)

e por inducao obtemos para todo m € N,

ﬁ1— Z Z T (4.6)

i=1 Db; ki=0  km=0 plp m

Como dados inteiros nao negativos ky, ko, . .., k,,, existe um tnico n € N tal que

n = pkiphz . pfm obtemos por (4.6) que

<y ; (4.7)

i=1 n=1
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Como py,...,pm s@0 0s m primeiros nimeros primos, entdo {n € N: n < p,,} <
{phph . pFmo kKo, Ky o€ {0,1,2,3,...}} pelo Teorema Fundamental da

Aritmética. Assim por (4.6),

pml

< ﬁ ! — < ((s): (4.8)

s _
=1n 1:11 D;

3

Fazendo m — +00 nas desigualdades (4.7) e (4.8), obtemos pelo Teorema do

Confronto que

Observagao 4.3.5. A Proposigao 4.3.4 permanece valida se considerarmos s € C

com Re(s) > 1.
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5 Perspectiva Escolar dos Nimeros Pri-

MOS

Neste Capitulo temos o objetivo de mostrar algumas atividades que podem ser
realizadas na disciplina de Matematica para o Ensino Fundamental II e para o
Ensino Médio. Vale pontuar aqui que os nimeros primos sao abordados com sua
defini¢ao no 6° ano do Ensino Fundamental II e posteriormente nao ¢ mais abordado
diretamente, mas é um tépico que pode ser usado como suporte no desenvolvimento
de outros contetidos matematicos, através de problemas que envolvam a sua defini¢ao
ou a sua contagem. Com este capitulo, esperamos mostrar ao leitor métodos que
fornecam suporte aos contetidos a serem desenvolvidos em cada um dos anos
do Ensino Fundamental IT e do Ensino Médio. As referéncias para este capitulo
sao [10], [11] e [12].

5.1 Atividades para 6° ano e 7° ano

Alunos nesses anos escolares possuem conhecimento matematico muito elementar,
limitados praticamente apenas ao conjunto do nimeros naturais, as quatro operagoes
aritméticas elementares, soma de fracoes, MMC e MDC, area e perimetro de
retangulos e leitura de graficos de barras. Durante esses anos, o professor deve
averiguar se seus alunos possuem esses requisitos e aprimora-los, introduzindo
o conjunto dos nimeros inteiros, estudo de divisibilidade, expressoes numéricas,
angulos e soma de angulos internos em poligonos, proporcionalidades, sistemas de
medida, elaboracdo de graficos e ao final desse ciclo, uma introducdo & Algebra,
através das equacgoes do 1° grau. Portanto, por praticamente trabalharmos com
informacoes puramente numéricas, precisamos trazer problemas concretos e de
baixa abstracao para propor ao aluno a reflexdo e nos anos seguintes introduzirmos
conceitos mais elaborados, fortalecendo o seu senso logico. Vale pontuar aqui, que
estas sugestoes devem ser adaptadas para cada realizadade escolar, pois cada escola

possui diferentes condi¢oes educacionais e sociais, ficando por conta do professor a
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responsabilidade de se adequar a tal realidade. As referéncias para este capitulo
sao [10], [11] e [12].

Proposta 5.1.1. Texto do ciclo de vida das cigarras

Além de encontrar um papel na espionagem, os numeros primos tam-
bém aparecem no mundo natural. As cigarras, mais notadamente a Magicicada
septendecim, possuem o ciclo de vida mais longo entre os insetos. A vida delas
comega embairo da terra, onde as ninfas sugam pacientemente o suco da raiz das
arvores. Entao, depois de 17 anos de espera, as cigarras adultas emergem do solo e
voam em grande numero espalhando-se pelo campo. Depois de algumas semanas
elas acasalam, poem seus ovos e morrem. A pergunta que intrigava os bidlogos era:
Por que o ciclo de vida da cigarra € tao longo? E, serd que existe um signifcado no

fato de o ciclo ser um numero primo de anos?

Outra espécie, a Magicicada tredecim, forma seus enrames a cada
18 anos, sugerindo que um ciclo vital que dura um nimero primo de anos oferece
alguma vantagem evolutiva. Uma teoria sugere que a cigarra tem um parasita com
um ciclo igualmente longo, que ela tenta evitar. Se o ciclo de vida do parasita for
de, digamos, 2 anos, entdo a cigarra procura evitar um ciclo vital que seja divisivel

por 2, de outro modo os ciclos da cigarra e do parasita vao coincidir reqularmente.

De modo semelhante, se o ciclo de vida do parasita for de 3 anos, entdo
a cigarra procura evitar um ciclo que seja divisivel por 3, para que seu apareci-
mento, e o do parasita, nao volte a coincidir. No final, para evitar se encontrar
com seu parasita, a melhor estratégia para as cigarras seria ter um ciclo de vida
longo, durando uwm nimero primo de anos. Como nenhum nimero vai dividir 17,
a Magicicada septendecim raramente se encontrard com seu parasita. Se o
parasita tiver um ciclo de vida de 2 anos, eles so se encontrardao uma vez a cada 34
anos, e se ele tiver um ciclo mais longo, digamos, de 16 anos, entdo eles so vao se

encontrar a cada 272 anos.

Exercicio 5.1.2. - (O Problema das idades) Meu irmao cagula e eu temos idades

entre 10 e 20 anos, e hoje nossas idades sao expressas, ambas, por nimeros primos,
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fato que se repetira pela préoxima vez daqui a 18 anos. Determine minha idade,
sabendo que a idade de nosso irmao mais velho, que hoje também é um ntmero
primo, é uma unidade maior do que a soma das nossas idades.

Solugao. As duplas de primos entre 10 e 20 sao:
(11;13), (11;17),(11;19), (13;17), (13; 19), (17; 19).

Como a soma dos niimeros, adicionada de 1, deve resultar um primo, descarto as
duplas (11;13) e (13;19). Como daqui a 18 anos as idades voltam a ser representadas
por numeros primos, descarto as duplas que incluem o 17. Resta apenas uma

possibilidade: minha idade é 19 anos e a do meu irméo é 11 anos. ]

Exercicio 5.1.3. (Calculos Simples para Assimilagao)
(i) Escreva todos os niimeros de 5 a 20 como soma de dois nimeros primos.

(i) Decompor em fatores primos os nimeros 36, 45, 48, 60 e 70.

Exercicio 5.1.4. (Decomposigao simultdnea de niimeros compostos para MMC)
Num painel de propaganda, trés luminosos se acendem em intervalos regulares: o
primeiro a cada 12 segundos, o segundo a cada 18 segundos e o terceiro a cada
30 segundos. Se, em dado instante, os trés se acenderem ao mesmo tempo, os

luminosos voltarao a se acender, simultaneamente, depois de quanto tempo?

Solucgao. Este é um problema comum de MMC, para resolvé-lo vamos decompor

simultaneamente em fatores os nimers 12, 18 e 30 em primos.

1

—a

S L D O m
Ca
[}

== Lo D N
- =
= nnodn
Lo Ly koM

-
=]
=]

Figura 1 — Decomposi¢ao por MMC

Logo, o MMC dos niimeros 12, 18,30 é 180 e, portanto, os luminosos irao acender

simultaneamente apés 180 segundos (ou 3 minutos). |
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Proposta 5.1.5. Jogo com codigos.

Esta atividade requer calculadora. Aqui visamos dar uma noc¢ao aos
alunos em relagdo ao Teorema Fundamental da Aritmética, sem enuncid-lo formal-
mente, e criar pequenas senhas através da unicidade da decomposicao em fatores

primos de grandes nimeros compostos.

Os alunos se dividem em grupos, a fim de agilizar o processo de procura
dos fatores primos. E cada grupo recebe 10 envelopes com um cartao em seu interior.
Em uma das faces do cartdo, ha um nimero a ser decomposto em fatores primos, e

do outro, o espaco para o grupo colocar a palavra descoberta.

A partir do momento que o grupo identificar os 4 fatores primos dos

numeros, basta checar qual é a palavra formada, através da tabela a seguir.

B - [z [ c[c[e[f][s[n]i[a]k]ce[m[n][o]rp]alR][s[T[ulv]w]x
2

PRIMEIRA LETRA | 2 J |11 13|17 |19 23|29 |31 |37 41|43 (47|53 |59 |61 |67 |71|73|79|83|89

[¥5)
1l

37

101

SEGUNDA LETRA | 103|107|109(113|127|131|137[139| 149|151 |157(163| 167|173 (179|181 151|193 157|159 211|223| 227229

233

239

TERCEIRA LETRA | 241|251 |257|262| 269|271 | 277 281|282 | 292|307 | 211 |312| 317|331 337 | 347| 349|352 | 359| 367|273 | 379|382

389

397

QUARTALETRA |401|409(415|421|431 (433|435 (443|449 |457 461|463 | 4674794587491 | 453|503 | 509|521|523| 541 | 547|557

563

569

Figura 2 — Tabela de Niimeros Primos

Por exemplo:

A palavra CAS A corresponde ao nimero 72.899.795, pois 72899795
353 x 401;

A palavra AMOR corresponde ao numero 55.608.662, pois 55608662 = 2 x 167 x
331 x 503.

5 x 103 x

Vence o grupo que acertar mais palavras, e em caso de empate, o que
completou os 10 cartoes em menor tempo. Durante esta atividade, pode-se perceber
que os alunos compreendem a unicidade dos fatores, a menos da ordem e que,

portanto, a palavra resultado também sera tinica.
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5.2 Atividades para 8° ano e 9° ano

Nesta secao apontaremos alguns problemas mais elaborados, pelo fato
de que alunos de 8° ano e 9° ano, desenvolvem um senso matematico mais apurado,
e se aprimoram de maneira consideravel na Algebra e na abstracao de informagdes.

As referéncias para este capitulo sdo [10] e [12].

Durante esses dois anos, os alunos passam pela aprendizagem de equa-
¢oes do 1° e 2° grau, inequacoes, sistemas lineares, produtos notaveis, Teorema
de Pitagoras, conjunto dos niimeros reais, trigonometria e analise combinatoria.
Portanto, o ideal é usar o conceito de niimeros primos com o intuito de aprimorar

as habilidades algébricas deles.

Exercicio 5.2.1. (Coordenadas na reta) Quantos pontos da reta y = x + 51, s@o
tais que as suas duas coordenadas sdo nimeros primos?

Solugao. Se x = 2, temos y = 53, que é primo. Se x for qualquer outro primo, sera
um numero impar, implicando y par maior que 2, logo, nao-primo. Assim, existe
um tnico par, (2,53), da reta de equagdo y = = + 51 que tem ambas as coordenadas

dadas por nimeros primos. [ ]

Exercicio 5.2.2. (Primos no tridngulo retdngulo) As medidas dos lados de um
tridngulo retangulo (numa mesma unidade de medida) podem ser niimeros primos?
Solucio. A resposta é ndo. Do Teorema de Pitdgoras temos a igualdade a? = b*+c2.
Se a, b e ¢ sdo primos, os mesmos nao podem ser todos impares (pois a soma de
dois impares é par) e, como a > b e a > ¢, devemos ter b = 2 ou ¢ = 2. Suponhamos
c=2.

Teremos entdo: a® — b*> = 4, ou (a + b)(a — b) = 4 e analisando os possiveis valores

de a+bea—Db, quesao 1, 2 ou 4, concluimos que a situagao é impossivel. [ ]

Exercicio 5.2.3. (Problema das raizes da Equagao do 2° grau) Uma equacao do
2° grau, cujos coeficientes sao todos niimeros primos, pode apresentar duas raizes
iguais?

Solucgdo. Para que a equacao az® + bz + ¢ = 0, com a, b e ¢ primos, admita duas

raizes iguais, devemos ter o discriminante nulo, ou seja, b* — 4ac = 0 ou b* = 4ac,
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o que implica b* par. Logo, como b é primo, b = 2. De b? = 4ac temos ac = 1, o
g

que é absurdo para a, c primos. Portanto, a resposta é nao. [ ]

Exercicio 5.2.4. (Problema dos Divisores) Quantos divisores possui o nimero
24207

Solugao. Decompondo o niimero 2420 em fatores primos, temos:

2420
1210
G605
121
11

1

by by fn by b
by

L

Figura 3 — Decomposi¢ao por MMC

Logo, temos que 2420 = 22.5.11%. Pelo Principio da Contagem obtemos
24+ 1)1 +1)(2+1)=3.2.3 = 18 divisores. [

Exercicio 5.2.5. (Problema do tridngulo acutdngulo) Determine as medidas, em
graus, dos angulos internos de um tridangulo acutangulo, sabendo que estas sao

expressas por numeros primos.

Solugao. Se a + b+ ¢ = 180°, com a, b e ¢ primos, nao é possivel ter a,b e ¢ todos
impares. Logo, pelo menos um deles, digamos o a, deve ser igual a 2°, o que implica
b+ c = 178°. Podemos ter b = ¢ = 89°, que é primo e, por verificacao direta,
mostra-se que nao ha outra possibilidade, ja que o triangulo, sendo acutangulo,

precisa ter b < 90° e ¢ < 90°. [ ]

5.3 Atividades para Ensino Médio

No Ensino Médio os conteudos sao semelhantes aos estudados nos 8°

ano e 9° ano, porém, aparecem com mais formalidade. Os assuntos acrescidos sao
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basicamente as progressoes aritmética e geométrica, o estudo de fungoes e uma

introdugdo & geometria analitica. As referéncias para este capitulo sao [10] e [12].

Portanto, as propostas aqui serao semelhantes as da secao anterior,
mas devem ter um nivel de dificuldade maior, ja que aqui os alunos terdao maior

maturidade para lidar com as resolugoes de problemas propostos.

Exercicio 5.3.1. (Problema da Circunferéncia) Para quantos pontos da circunfe-
réncia 2° + y? = 361 as duas coordenadas sdao niimeros primos?

Solucdo. Se z e y satisfazem a equacio z* + y> = 361, sendo 361 fmpar, devemos
ter x par e y impar ou x impar e y par. Se x é par e primo, entdo, xr = 2. Logo,
y* = 357, e y ndo é, entdo, um ntmero inteiro. Do mesmo modo verificamos ser
impossivel ter y par e x fmpar. Portanto, nenhum ponto da circunferéncia de

equacio =2 + y? = 361 tem ambas as coordenadas dadas por niimeros primos. m

Exercicio 5.3.2. (Problema com Miiltiplos) Determine todos os niimeros inteiros
positivos n tais que n, n + 2 e n + 4 sejam primos.

Solugao. O ntimero n nao pode ser par uma vez que, se n = 2k entao teriamos,
n+2 =2k +2=2(k+1) par e, portanto, nao seria primo. Assim, n, n+2 e n +4
sao trés impares consecutivos. Ora, se n =3, n+2 =5en+4 = 7 sdo trés primos
impares consecutivos. Para n > 3, temos n = 3k oun = 3k + 1 oun = 3k + 2, com
k > 1. Se n = 3k entao n nao seria primo, pois seria multiplo de 3. Se n = 3k + 1
entdon +2=3k+1+2=3k+3 =3(k+1) e terifamos que n + 2 nao seria primo
por ser multiplo de 3. Sen =3k +2, n+4 =3k+2+4 = 3(k + 2), entdo teriamos
que n + 4 nao seria primo por ser multiplo de 3. Portanto, o tinico valor de n para
que n, n+2 e n+4 sejam primos é 3 e temos entdo que apenas 3 inteiros satisfazem

a exigéncia do problema: 3, 5 e 7. [ ]

5.4 Consideracoes

Ter um material que seja de capaz de relacionar contetudos estudados

anteriormente com a proposta curricular que rege a escola é de grande relevancia.
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Em particular para o contetido referente aos niimeros primos, o material didatico
que acompanha os alunos usualmente apresenta apenas a definicdo deste conceito
e breves exercicios para fortalecer esta definicdo, mas, ndo contextualiza e nao

viabiliza a pratica continua dele.

Além disso, o cronograma do ano letivo nao é flexivel para um trabalho
aprofundado sobre este tema, assim como outros. Entao, ser capaz de conciliar
o estudo dos nimeros primos com os outros conteuidos curriculares, enriquece o

ensino da Matemaética e fortalece os conhecimentos dos alunos.

E importante que o professor esteja sempre buscando meios para aper-
feigoar sua pratica docente e o seu ensino, de acordo com o cotidiano que vive em

sua escola, para um melhor processo de aprendizagem.
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