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Resumo

O organismo humano possui um complexo sistema de defesa: o sistema imuno-
lógico. Tal sistema apresenta diferentes respostas para diferentes ataques ao orga-
nismo. A co-infecção por parasitas como protozoário Tripanossoma cruzi e o v́ırus
HIV aciona dois importantes mecanismos de defesa: a imunidade humoral a imu-
nidade celular. Devido à fase crônica da Doença de Chagas, na maioria dos casos
assintomática, esta é reativada quando as principais células de defesa do corpo, lin-
fócitos T CD4 não ativos, sucumbem pela ação do v́ırus HIV. Com o objetivo de
estudar a dinâmica de co-infecção por parte das doenças, Doença de Chagas e Śın-
drome da Imunodeficiência Adquirida, a resposta do sistema imunológico humano,
um modelo matemático de equações diferenciais ordinárias autônomas não linear é
elaborado. Tal modelo apresenta de forma simplificada a dinâmica entre sistema
imunológico, protozoário Tripanossoma cruzi, v́ırus HIV e células alvo. Após sim-
plificações, obtemos dois sub modelos, com o objetivo de elucidar os mecanismos de
defesa do sistema imunológico: imunidade humoral e imunidade celular. A análise
quantitativa dos modelos de imunidade faz-se necessária devido a suas complexida-
des. Sub casos são abordados, com o objetivo de avaliar a eficiência de anticorpos e
células que secretam citocinas.

Palavras-chave: Sistemas dinâmicos diferenciais, Trypanosoma cruzi, HIV (Vı́-
rus), Estabilidade, Imunologia-Modelos matemáticos.
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Abstract

The human body has a complex system of defense: the immune system. Such a
system has different answers for different attacks to the body. Co-infection by parasi-
tes such as Trypanossoma cruzi and HIV triggers two important defense mechanisms:
humoral immunity cellular immunity. Due to the chronic phase of Chagas’s disease,
in most cases asymptomatic, it is reactivated, when the main defense cells of the
body, linfocity T CD4 no active, succumb by the action of HIV. Aiming to study
the dynamics of co-infection by the disease, Chagas’s Disease and Acquired Immu-
nodeficiency Syndrome, the response of the human immune system, a mathematical
model of autonomous ordinary differential equations nonlinear is elaborate. This
model presents a simplified dynamic among the immune system, protozoan Trypa-
nossoma cruzi, HIV and target cells. After simplifications, we get two sub models,
aiming to elucidate the defense mechanisms of the immune system: humoral and
cellular immunity. Quantitative analysis of models of immunity is necessary due to
its complexities. Sub cases are dealt with to evaluate the effectiveness of antibodies
and cells that secrete cytokines.

Keywords: Differentiable dynamical system, Trypanosoma cruzi, HIV (Viruses),
Stability, Immunology-Mathematical models.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A biomatemática esboça fenômenos e previsões que são muito ricas e diversas que
não provem de prinćıpios simples. Não é como, por exemplo, as Leis de movimento de
Newton, que imediatamente contribuem com equações que governam as importantes
variáveis em situações f́ısicas, hipotéticas ou reais. As dificuldades de se lidar com
biomatemática são muitas. Escolher qual será a área de pesquisa, como ecologia,
epidemiologia, imunologia, fisiologia, dinâmica populacional e tantos outros temas
em biologia que podem ser abordados. Após escolher um tema, outras dificuldades
surgem: como tratar o fenômeno, quais ferramentas utilizar, quais as variáveis certas
para descrever o comportamento. Não há uma lei geral que rega a biomatemática e
dentro de um mesmo tema, como dinâmica populacional, pode-se ter comportamen-
tos muito distintos. Esperar por determinar um método geral pode ser frustrante,
pois os problemas são diversos e complexos.

A modelagem matemática por equações diferenciais ordinárias em imunologia é
uma ótima ferramenta. Através dela, podemos construir modelos que representem,
de forma simplificada, as principais caracteŕısticas do caso real. No estudo de infec-
ções, um fator muito importante é determinar em quais condições podemos ter uma
infecção.

Neste trabalho desenvolvemos um modelo de equações diferenciais ordinárias não
lineares que descreve, de forma simplificada, a dinâmica da resposta imunológica na
co-infecção Trypanosoma cruzi e v́ırus HIV. A modelagem matemática foi funda-
mentada no estudo do sistema imunológico humano e na forma de infecção de cada
doença. A forma com que cada agente patogênico atua no organismo é importante,
pois as células alvo são distintas. Por sua complexidade e quantidade, abordamos
algumas células do sistema imunológico, principalmente as células da Imunidade Ce-
lular e Imunidade Humoral.

As componentes dessa dinâmica são: células do sistema imunológico, v́ırus HIV,
Trypanosoma cruzi, e células alvo. Realizamos simplificações no modelo e obtivemos
dois submodelos, denominados: Modelo da Imunidade Humoral e Modelo da Imuni-
dade Celular.

Cada modelo apresenta um tipo de resposta imunológica espećıfica para cada in-
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fecção. O modelo da Imunidade Humoral atua no meio extracelular. Temos a ação
de linfócitos B, que são responsáveis por liberar anticorpos contra parasitas. Em
nosso caso, o Trypanosoma cruzi na sua forma circulante é o parasita. O modelo da
Imunidade Celular atua no meio intracelular. A ação é comandada por linfócitos T
citotóxicos, que ao identificar uma célula infectada, liberam citocinas para eliminar
tal célula. No nosso caso, tais células são infectadas por v́ırus e protozoário.

A motivação na escolha de modelar a resposta imunológica em uma co-infecção
vem de que a reativação da Doença de Chagas é uma condição definidora da AIDS.
Esta condição foi determinada pela Rede Brasileira de Atenção e Estudos em Co-
infecção Trypanosoma cruzi/HIV [9]. A reativação da Doença de Chagas em pacien-
tes com co-infecção por HIV representa um evento potencialmente grave, que chega
a 100% de letalidade nos casos com tratamento de até 30 dias, em contraste com os
que recebem um tratamento superior a 30 dias, com sobrevida de até 80% [9]. Em
cerca de 2/3, ou mais, dos casos o Sistema Nervoso Central é o principal śıtio de
acometimento, seguido por comprometimento card́ıaco e associação de ambos [9].

Não se tem dados da prevalência desda co-infecção, seja no Brasil ou em páıses
endêmicos. A estimativa é de 20% de frequência de reativação [9].

A Śındrome da Imunodeficiência Adquirida, AIDS, é uma doença que acomete o
sistema imunológico humano, permitindo a instalação de infecções oportunistas, ou
a reativação de infecções. O agente etiológico da mesma é um retrov́ırus denominado
v́ırus HIV. Devido a sua ação devastadora no sistema imunológico, doenças infecci-
osas crônicas podem ser reativadas, como é o caso da Doença de Chagas.

A Doença de Chagas é uma doença provocada por um protozoário denominado
Trypanosoma cruzi. Tal doença apresenta duas fases: fase aguda e fase crônica. Por
ser, na maioria das vezes, assintomática, passa despercebida e pode perdurar por
toda vida do indiv́ıduo.

Esta situação possibilita a reativação, pois o sistema imunológico torna-se debili-
tado e o protozoário passa a se multiplicar nos tecidos.

Realizamos análises de estabilidade local em torno de cada ponto fixo dos mo-
delos, para obter mais informações qualitativas do comportamento dinâmico. Testes
numéricos foram realizados para elucidar as informações obtidas.



Caṕıtulo 2

Mal de Chagas e Trypanosoma

cruzi

Em 1909, o médico Carlos Chagas (1878-1934), pesquisador do Instituto Oswaldo
Cruz, fez uma descoberta tripla no interior de Minas Gerais: o agente causal pro-
tozoário Trypanosoma cruzi (recebe esse nome em homenagem a Oswaldo Cruz), o
vetor que o transmite (triatomı́neo conhecido popularmente como“barbeiro”) e a do-
ença, a qual leva seu nome Mal de Chagas. Tal feito um marco na medicina tropical
brasileira. Esta descoberta não só trouxe uma contribuição inovadora no campo das
doenças parasitárias transmitidas por insetos-vetores, mas também para a realidade
sanitária e social do interior do pais. Denominaremos Trypanosoma cruzi por T.
cruzi.

Tal doença estava restrita ao seu ciclo silvestre. Os principais hospedeiros in-
termediários eram pequenos mamı́feros das matas e campos da América, desde a
Patagônia até o Sul dos Estados Unidos. Esses animais (tatus, gambás e capivaras)
conviviam com o protozoário T. cruzi. Através dos desmatamentos e a colonização
feita pelo homem no meio silvestre, o vetor da doença (triatomı́neo) encontrou outro
hospedeiro intermediário (homem). As condições precárias das casas e de higiene
são fatores que favoreceram a disseminação da doença. Estimativas apontam que no
Brasil ainda existam em torno de dois milhões de indiv́ıduos infectados, em razão de
intensa transmissão vetorial do passado [1].

Em 2006, a Organização Pan Americana de Saúde certificou ao Ministério da
Saúde do Brasil a erradicação da transmissão da Doença de Chagas. Este fato só foi
posśıvel devido a iniciativas tomadas principalmente a partir de 1991, pela Iniciativa
do Cone Meridional Sul, através de acordos entre os governos de Argentina, Boĺıvia,
Brasil, Chile, Paraguai, Uruguai e Peru para eliminação da transmissão principal-
mente vetorial, combatendo-se ao eliminar o triatomı́neo T. infestans [13].

Entretanto, um recente artigo publicado no Journal of Neglected Tropical Dise-
ases, em uma visão um tanto quanto forçada, aponta a Doença de Chagas como a
nova HIV/AIDS das Américas. Segundo o artigo [15], para os cientistas a situação
da doença tropical no continente hoje em dia tem semelhanças com a epidemia de
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2.1. INTERAÇÃO DO T. CRUZI COM SEUS HOSPEDEIROS 4

AIDS registrada no ińıcio dos anos 1980, uma analogia com o HIV feita seria a falta
de medicamentos, o alto custo do tratamento e a transfusão sangúınea. O site de
not́ıcias BBC Brasil [16] consultou especialistas no assunto, entre eles João Carlos
Pinto Dias (que já foi chefe do Programa Nacional de Combate à Doença de Chagas
brasileiro), membro do Comitê de Doenças Tropicais Neglicenciadas da Organização
Mundial da Saúde (OMS), aponta que o artigo é “provocador”e “forçado”, tem como
objetivo chamar a atenção para uma doença negligenciada. Aponta, ainda, que o
Brasil está em uma situação muito “confortável”, pois nos anos de 1970, o páıs tinha
cerca de 100 mil novos casos por ano, porém atualmente temos cerca de 150 a 200
novos casos por ano. Pinto Dias diz, ainda, que a soropositividade para T. cruzi
entre os doadores de sangue não passam de 0,3%. Em 1986, o Brasil adotou uma lei
exigindo que todos os serviços de hemoterapia fizessem testes para detectar a doença.

2.1 Interação do T. cruzi com seus hospedeiros

O protozoário T. cruzi, um protozoário flagelado causador da doença de Chagas,
tem dois hospedeiros: o hospedeiro intermediário, que são pequenos mamı́feros ou
o homem (hospedeiros vertebrados), e os hospedeiros definitivos são insetos hemı́p-
teros que se alimentam de sangue (hematófagos, hospedeiros invertebrados). Tais
insetos pertencem à famı́lia Reduviidae, especificamente a subfamı́lia Triatominae.
Em ambos hospedeiros, o protozoário assume diversas formas morfológicas [2].

No inseto, hospedeiro definitivo, o protozoário se reproduz no intestino médio por
fissão binária a cada 20-24 horas, via nutrientes adquiridos do sangue sugado pelo
inseto na sua alimentação. Nesta etapa, o parasita assume uma forma denominada
epimastigota, definida pela projeção do flagelo a partir da lateral do seu corpo unice-
lular, adaptado para sobreviver à ação de enzimas digestivas no intestino do inseto.
Esta proteção é realizada por uma cobertura no parasita, formada por glicoprotéınas
e glicoliṕıdeos peculiares ancorados à membrana através de fosfatidilinositol.

O parasita tem um extraordinário sistema de destoxificação, através de enzimas
óxido redutoras. Tal mecanismo se faz necessário, pois na digestão do sangue no
intestino do inseto, são produzidos radicais livres ricos em hemoglobina que contém
ferro, metal altamente suscet́ıvel à oxidação. As protéınas e hemoglobinas produ-
zidas são utilizadas como fonte de energia e de carbono pelo parasita, através de
um elaborado sistema de endocitose e vacúolos digestivos. O excesso de nutrientes
absorvidos é acumulado em vacúolos modificados denominados reservossomos.

Quando o alimento proveniente do repasto sangúıneo se torna escasso no intestino
do inseto, o conteúdo de protéınas presentes nos reservossomos diminui e o parasita
inicia uma diferenciação celular denominada metaciclogênese, que envolve mudanças
morfológicas e metabólicas que levam aproximadamente 48 horas. Seu volume celular
diminui e a posição da inserção dos flagelos passam gradativamente para região pos-
terior onde estavam os reservossomos. Este processo define uma forma determinada
por ter o flagelo associado a todo corpo do parasita; esta forma é chamada tripomas-
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tigota. Esta nova forma, é a preparação do parasita para passar ao seu hospedeiro
intermediário.

A disseminação do T. cruzi é feita pelas fezes do inseto. A razão pela qual o
inseto é conhecido como “barbeiro”, é que o mesmo pica a face das pessoas, pois se
tratar uma região descoberta. O parasita penetra no organismo humano através das
mucosas do olho, boca ou por ferimentos, e até mesmo pela ingestão oral. Em 2005,
ocorreu um surto de contaminação em Navegantes, Santa Catarina, em que vinte e
cinco pessoas foram contaminadas (das quais cinco morreram). Em outro evento,
vinte e seis pessoas foram contaminadas com suco de açáı no qual se encontrava o
parasita em Igarapé da Fortaleza, Amapá [14].
Sua estrutura invasiva, forma tripomastigota, é fundamental, pois seus flagelos funci-
onam como caudas que o impulsionam através da mucosa. Após sua penetração no
meio celular, o objetivo é encontrar a superf́ıcie de células do hospedeiro.

Os tripomastigotas liberam proteases, pept́ıdeos e glicosidades provocando alte-
rações na membrana, no citoesqueleto e nas organelas, para facilitar a deformação da
membrana plasmática e a formação de um vacúolo que englobe o parasita no interior
da célula hospedeira.

Este processo de invasão e acidificação induz o tripomastigota à dissolução do
flagelo por um mecanismo que envolve a ação de proteases endógenas. Com o flagelo
diminuto, a forma resultante é denominada amastigota. Estando localizada no citosol
da célula hospedeira, o parasita conta com um ambiente rico em nutrientes. A re-
produção de amastigotas é feita por fissão binária, a casa 16 horas aproximadamente
até ocupar toda célula, exceto o núcleo. Após ocupar toda célula, o parasita começa
a alongar seu flagelo transformando-se na forma epimastigota. Esta é a preparação
para o meio extracelular, assim começa a recobrir sua superf́ıcie com protéınas e
induz o rompimento da célula hospedeira já diferenciada na forma tripomastigota.
A grande quantidade de trans-sialidade presente na superf́ıcie do parasita captura o
ácido siálico presente em protéınas do meio extracelular, transferidas para as galacto-
ses terminais das mucinas do parasita. Este recurso ajuda o parasita recém-eclodido
a se proteger da ação de anticorpos naturais, possibilitando o alcance da corrente san-
gúınea e a disseminar a infecção. A trans-sialidase é fator importante na passagem
do parasita através das células endoteliais e como é liberada na corrente sangúınea,
atua na modulação do sistema imune do hospedeiro através da indução de apoptose
(morte programada das células) em diversos tecidos.
Uma diferença entre esta forma tripomastigota circulante do inseto e do humano
é que no organismo humano expressa grandes quantidades de trans-sialidase e ra-
pidamente escapa do vacúolo parasitóforo, o que pode garantir a sobrevivência do
parasita em um hospedeiro já imuno-estimulado. O ciclo de vida se completa quando
o sangue do hospedeiro é sugado por um inseto vetor.

A Doença de Chagas entre animais silvestres é denominada silvestre. No Bra-
sil existem ao menos 44 espécies de triatomı́neos, a maioria silvestres. Dentre es-
tas espécies, cinco são consideradas domésticas: Triatoma infestans, que se espalha
do Rio Grande do Sul até Pernambuco, Paráıba e Piaúı; Panstrongylus megistus



2.2. DOENÇA DE CHAGAS 6

distribuindo-se de forma irregular por Santa Catariana, Rio de Janeiro, onde é sil-
vestre, Minas Gerais e Bahia, onde é domiciliado ou silvestre; T. brasiliensis e T.
pseudomaculata, vivendo dentro e fora do domićılio, predominantemente no Nor-
deste; T. sordida, de ampla distribuição do Rio Grande do Sul ao Piaúı [17]. A
espécie na transmissão da doença é um fator importante, pois certas espécies como
T. vitticeps defecam longo tempos após o repasto, tornando a transmissão por este
vetor dif́ıcil, porém o T. infestans defeca logo após se alimentar [17].

2.2 Doença de Chagas

A Doença de Chagas, também conhecida como Mal de Chagas ou Trypanoso-
mı́ase Sul-Americana, apresenta essencialmente duas fases: aguda e crônica.

A fase aguda, que é a etapa inicial da doença, tem um peŕıodo médio de 2 meses.
Esta é, na maioria dos casos, caracterizada por ser assintomática, principalmente em
adultos. Pode ainda não haver a instalação da fase aguda clássica, pois está dire-
tamente relacionado ao número de parasitas no organismo. A fase aguda clássica
caracteriza-se por um quadro febril com manifestações cĺınicas do tipo miocardite,
alterações eletrocardiográficas, linfadenopatia e hepatoesplenomegalia [18]. O para-
sita pode ser detectado facilmente por extração sangúınea na sua forma circulante
tripomastigota [19].

A fase crônica, posterior à fase aguda, pode estender-se por toda a vida do hospe-
deiro. Como exemplo, temos Berenice o primeiro caso humano da Doença de Chagas,
identificado em 1909. Berenice veio a falecer em 1981, sem evidências que sua morte
estivesse ligada à Doença de Chagas [20]. Ao contrário da fase aguda, nesta fase é
dif́ıcil encontrar parasitas na sua forma circulante no sangue periférico devido a uma
parasitemia baixa. Assim uma alternativa é efetuar exames para detectar a presença
de anticorpos IgG [19]. A forma assintomática é a mais frequente correspondendo
em até 50% dos casos na fase crônica. O exame cĺınico, o eletrocardiograma (ECG)
em repouso e os exames radiológicos do coração, esôfago e intestino grosso se apre-
sentam normais nesta fase. Já a forma card́ıaca da doença pode ser sintomática ou
assintomática. A forma sintomática é definida por distúrbios de condução, repolari-
zação e extra-śıstoles. A forma assintomática se manifesta predominantemente em
arritmias, com sintomas frequentes de tontura, dispneia (dificuldade para respirar),
aos esforços e palpitações. A ocorrência de morte súbita é alta [21].

A forma crônica digestiva da doença associa-se a uma disfunção motora, que pode
ocorrer em qualquer parte do tubo digestivo em especial no esôfago e cólon terminal
[21].

A forma crônica nervosa da doença acomete o sistema nervoso, observando-se
alterações morfológicas no tecido nervoso central. Esta forma ainda hoje, é discutida
apesar do reconhecimento por Carlos Chagas em 1913. Estudos evidenciam também
atrofia cortical com ou sem hidrocefalia, diminuição da população neural e alterações
histopatológicas ou mesmo parasitismo [22].
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O peŕıodo de cada fase é variável de indiv́ıduo para indiv́ıduo, mas observa-se
um peŕıodo de até 90 dias para fase aguda e 20 anos ou mais para fase crônica
indeterminada e variável para fase crônica determinada.

2.3 Tratamento da Doença de Chagas

Atualmente o tratamento da Doença de Chagas é realizado com um medicamento
conhecido como Benzonidazol ou Benizdazol ( Rochagan®), que foi produzido pela
Roche até abril de 2003. A produção do medicamento foi transferida para o Laborató-
rio Farmacêutico do Estado de Pernambuco (Lafepe). A Roche doou a tecnologia de
produção deste medicamento ao governo brasileiro (www.roche.com.br/faleconosco).
Este apresenta uma eficácia na fase aguda da doença, na dose de 8-10 mgkg−1 (≈ 35
µmol kg−1) [18].

A história da quimioterapia da Doença de Chagas tem três fases. A primeira
é dedicada à descoberta da doença, por Carlos Chagas em 1909, indo até 1935 e
marcada pela morte de Chagas (novembro de 1934) e pelo lançamento do “Manual
de Doenças Tropicais e Infectuosas”(1935), escrito por Carlos Chagas em coautoria
com o filho Evandro Chagas. A fase seguinte, de 1936 a 1960, corresponde à avalia-
ção biológica de inúmeras substâncias qúımicas, extratos e misturas de componentes,
sendo marcada por resultados controversos e de significado cĺınico questionável [18].
A última fase, a partir de 1961, demonstrou certa eficácia de alguns compostos, como
a nitrofurazona. Tais experimentos foram feitas em camundongos infectados por T.
cruzi [18].

Produziu-se apenas dois compostos até o fim da primeira fase na terapêutica da
Doença de Chagas, ambos insatisfatórios. Na segunda fase, foram descritos mais de
20 quimioterápicos e 30 antibióticos, destacando-se algumas substâncias que tiveram
efeito supressivo sobre a infecção pelo T. cruzi [18].

Na década de 1960, o composto nitrofurazona na dose diária de 100 mgkg−1 em
esquema terapêutico de longa duração (50 dias em média), curava mais de 95% dos
camundongos infectados cronicamente; assim se deu o ińıcio de uma nova era na
terapêutica da Doença de Chagas [18]. Testes foram feitos em dez indiv́ıduos com
casos agudos da doença, todos tratados com nitrofurazona. Os resultados foram
bons, mas metade voltou a manifestar a presença do parasita circulante, detectado
por xenodiagnóstico [18].

Na década de 1970, outros dois compostos surgiram apresentando novas pers-
pectivas para o tratamento da doença, pela eficácia na fase aguda e também pela
tolerância. Os compostos foram: nifurtimox (Lampit®, da Bayer) e o benzonidazol,
já apresentado [18]. Ambos tinham eficiência entre 50 e 70% de cura na fase aguda
da doença, porém na fase crônica esses percentuais eram inferiores a 20% [18].
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Caṕıtulo 3

Śındrome da Imunodeficiência

Humana e v́ırus HIV

3.1 AIDS e v́ırus HIV

Em 1981, nos Estados Unidos, a ocorrência de infecções raras em indiv́ıduos imu-
nocompetentes, dentre homossexuais do sexo masculino, como o Sarcoma de Kaposi
e a pneumonia por Pneumocytis carinii, fez com que os médicos suspeitassem de
uma nova doença com chances de ser infecciosa e transmisśıvel, devido ao número
reduzido de células T CD4+. Em 1983, o grupo de pesquisadores liderado por Luc
Montagner, do Instituto Pasteur de Paris, França, isolou um retrov́ırus que apresen-
tava ind́ıcios de ser o causador da AIDS. O grupo associou o v́ırus à linfadenopatia
(lymphadenopaty associated virus-LAV). Além do grupo de Montagner, o grupo li-
derado por Robert Gallo, do Center for Disease Control and Prevention (CDC), dos
Estados Unidos, relataram o isolamento de um novo v́ırus linfotópico da célula T
humana (human T-lymphatopic virus-HTLV). Mais tarde, se constatou que o v́ırus
detectado por americanos e franceses era o mesmo [3].

Outras terminologias para o v́ırus da imunodeficiência humana foram propostas,
até que em 1986 o International Committee on Taxonomy of Viruses (ICTV) reco-
mendou a denominação do v́ırus. Desse forma, ficou determinado que o v́ırus da
imunodeficiência humana (HIV) é o agente etiológico do AIDS [4].

O v́ırus HIV tem predileção por um tipo de célula do sistema imune, as células T
citotóxicas ou, mais especificamente, linfócitos T auxiliares (helper em inglês). Tais
células apresentam em sua superf́ıcie a molécula CD4. Esta molécula da superf́ıcie
do linfócito seria possivelmente a causa da predileção do v́ırus [11].

Quando a infecção passa a ser intracelular, os linfócitos B se tornam inócuos.
Assim a destruição dos invasores é realizada eliminando a célula infectada. Os lin-
fócitos T são as células responsáveis por eliminar os agente infecciosos no interior
das células. Através de citocinas matam a célula infectada e, consequentemente, o
agente infeccioso. As reações mediadas por células dependem de interações diretas
entre linfócitos T e células infectadas, ou seja, portadoras do ant́ıgeno (part́ıculas do

9
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agente infeccioso) que linfócitos T conseguem reconhecer [12].
O linfócito T CD4 é uma célula de defesa muito importante, pois atua como um

“comandante” das outras células de defesa, como os linfócitos T CD8. O organismo
produz para cada linfócito T CD8 dois linfócitos T CD4, mantendo a proporção em
2:1. Em infecções normais, o corpo consegue manter essa proporção, fazendo uma
“contagem” das células.

Ao atacar os “comandantes”, o sistema imunológico fica desarmado. Esta situ-
ação é perfeita para infecções oportunistas, como Mal de Chagas, que é reativado.
O organismo não consegue identificar quais células foram destrúıdas e a proporção
natural 2:1 de linfócitos T CD4 e T CD8 se torna irregular [5].

Para o v́ırus HIV se replicar no organismo do hospedeiro, o v́ırus deve invadir a
célula T CD4+. Isso acontece ao ocorrer uma interação com a superf́ıcie da célula T
CD4+, ligando-se às protéınas. Este processo é denominado adsorção. Penetrando
na célula, para fazer a replicação, o v́ırus precisa converter seu RNA em DNA. Após
isso, destrói a célula liberando mais part́ıculas virais.

Com a proporção de 2:1 irregular, o corpo produz mais linfócitos T CD8+ e por
não terem mais “comandantes”, a atividade de macrófagos cresce. Os macrófagos
são células primitivas de defesa do corpo [5]. Desempenham um papel muito impor-
tante na resposta espećıfica às infecções virais, porém são neutros quanto ao v́ırus
HIV. Além disso, são utilizados na disseminação da infecção pelo organismo, pois
servem de śıtio de replicação inicial de v́ırus e têm livre acesso a diversas partes do
organismo [6].

3.2 Transmissão

A transmissão do v́ırus da AIDS entre indiv́ıduos depende de certos fatores como:
concentração do HIV no fluido biológico, vulnerabilidade e integridade da mucosa
envolvida (mucosa anal, vaginal ou oral), duração do contato e quantidade de v́ırus
transmitida. Estes fatores podem ser simplificados em: indiv́ıduos com múltiplos
parceiros sexuais, não uso de preservativos, uso de drogas ou compartilhamento de
seringas contaminadas. As principais formas de transmissão são: sexual, sangúınea
(transfusão de sangue contaminado, usuários de drogas injetáveis), transmissão ver-
tical (transmissão congênita) no peŕıodo de gestação da mãe para filho, transmissão
pós parto (perinatal) e no aleitamento (pós-natal).

Existem outras possibilidades de transmissão como por acidente, chamada trans-
missão ocupacional. Geralmente ocorrem em acidentes de trabalho, com profissionais
da área da saúde. A infecção pode ser provocada por ferimentos com instrumentos
perfuro-cortantes ou exposição da mucosa com sangue contaminado.

As fontes mais significativas de v́ırus HIV no corpo humano estão presentes nos
fluidos: sêmen, secreções vaginais e/ou cervicais, além do leite materno e sangue. O
v́ırus também pode ser encontrado na transpiração, lágrimas e saliva, mas para estes
casos não se tem confirmação de transmissão, até mesmo porque a quantidade de
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v́ırus transmitida é muito pequena.
Usualmente, o v́ırus HIV tem acesso ao corpo humano via mucosa (anal, vaginal

ou oral). Na maioria das vezes a transmissão é realizada através de relações sexuais.
Isso se deve ao fato que nestas regiões, anal e vaginal, a quantidade de células de
Langerhans é elevada; essas são células dendŕıticas que capturam ant́ıgenos ou par-
t́ıculas virais para levá-las até os linfócitos para serem destrúıdas. Dessa forma as
primeiras células a se infectar são as células de Langerhans [7].

3.3 Co-infecção T. cruzi e HIV

O primeiro caso de co-infecção T. cruzi e v́ırus HIV foi descrito em publicação
cient́ıfica no ano de 1990, entretanto anteriormente em um congresso havia sido apre-
sentado um caso de co-infecção [8].
Predominantemente, as manifestações da Doença de Chagas, em se tratando de uma
reativação por v́ırus HIV, ocorrem já em um estágio avançado da infecção pelo v́ırus.
Observou-se que, em mais de 80% dos casos, a contagem de linfócitos T CD4 era
inferior a 200/mm3 [8]. A apresentação da Doença de Chagas em pacientes com v́ı-
rus HIV se dá por acometimento do sistema nervoso, evidenciando-se com sintomas
de meningoencefalite [8]. Até 2009, aproximadamente 120 casos de reativação da
Doença de Chagas foram registrados no Brasil.

O diagnóstico em casos de reativação pode ser feito através de métodos dire-
tos no sangue, e pela extração de fluidos corporais para comprovação da presença
do parasita. O Ministério da Saúde recomenda que toda pessoa com antecedente
epidemiológico compat́ıvel com infecção por T. cruzi deve ser avaliada por testes
sorológicos padronizados (hemaglutinação, imunofluorescência indireta e Elisa) [8].

As chances de uma reativação da Doença de Chagas em pacientes aidéticos é
extremamente alta. Dessa forma, a administração precoce do medicamento Benzni-
dazol mostrou-se efetiva na redução da parasitemia e no controle do quadro cĺınico
e controle no dano tecidual, reduzindo a letalidade para 20% em pacientes com até
30 dias de tratamento.
Além da reativação da Doença de Chagas em pacientes com AIDS, podem ocorrer
casos de reativação Leishmaniose-HIV, Malária-HIV e Hanseńıase-HIV.

A definição do caso de Śındrome da Imunodeficiência Adquirida (AIDS) possou
por diversas mudanças e, em janeiro de 2004, a nova definição de caso de AIDS em
adultos e em crianças foi reformulada. Essa nova definição foi o resultado de reuniões
do Comitê Assessor de Epidemiologia do Programa Nacional de DST/AIDS, reali-
zadas em 2003; dessa forma considera-se a reativação por Doença de Chagas como
uma caracterização de condição definidora de AIDS [9].
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Caṕıtulo 4

Modelagem Matemática

4.1 Construção do modelo

Este caṕıtulo destina-se a construir um modelo que descreve de forma simplifi-
cada a interação entre os componentes do sistema imunológico humano, células alvo,
o protozoário T. cruzi e v́ırus HIV.

Tomaremos como ponto de partida da modelagem um caso veŕıdico. Um indi-
v́ıduo chagásico desenvolveu um abscesso cerebral, que resulta da proliferação de
protozoários, ou no nosso o T. cruzi. Assim, quando retirado ĺıquido cerebral se
constatou a presença de T. cruzi circulante. Posteriormente, descobriu-se que tal
indiv́ıduo era portador do v́ırus HIV. A administração tardia de um medicamento
para combater o T. cruzi não conseguiu evitor o falecimento do indiv́ıduo.

O modelo é simplificado, pois não aborda a ação de várias células de defesa do
corpo como macrófagos e células natural killer, apenas um grupo de células de de-
fesa que têm como papel principal ativar outras células e estabelecer respostas por
anticorpos ou citocinas. No modelo, abordamos os fatores mais importantes da coin-
fecção e da defesa do organismo.

Quando contráımos uma infecção, é provável que não estejamos apenas sob o ata-
que do agente causador, mas também de outros patógenos. A demanda do sistema
imunológico pode ser diferente.

O sistema imunológico humano é extremamente complexo, pois apresenta diver-
sos mecanismos de defesa e atuação diante de agentes patógenos, a fim de manter
o organismo em segurança. Para se ter uma ideia disso, existem algumas perguntas
sem respostas sobre certas células. Em 2011 o prêmio Nobel de medicina foi desti-
nado a Bruce A. Beutler e Jules A. Hoffmann por suas descobertas sobre a ativação
da imunidade inata e para Ralph M. Steinman, por sua descoberta das células den-
dŕıticas e seu papel na imunidade adaptativa [10].

O sistema imunológico pode ser diferenciado em Inato e Adaptativo.
O Sistema Inato é um sistema mais primitivo, atua com macrófagos, que efetuam

a fagocitose de patógenos eliminando-os do organismo. Certos microrganismos encon-
trados diariamente na vida de um indiv́ıduo normal causam uma doença percept́ıvel
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apenas ocasionalmente. Em sua maioria são detectados e destrúıdos em questão de
horas, pois neste caso os mecanismos de defesa não requerem um peŕıodo prolongado
de indução por não se basear na expansão clonal de linfócitos ant́ıgenos-espećıficos
[23]. Caso não consiga eliminar o agente causador da infecção, entra em ação o Sis-
tema Adaptativo. Este é muito mais completo e complexo. Atua através de geração
de células efetoras ant́ıgeno-espećıficas, que irão interagir com o patógeno e células
de memória, que podem prevenir uma reinfecção. Nesta etapa as células B e células
T citotóxicas são responsáveis por garantir a defesa do organismo, cada qual em sua
função e estágio.

Neste trabalho nos limitaremos à Imunidade Adaptativo, pois estamos tratando
de uma co-infecção de v́ırus e um protozoário em um estágio relativamente avançado
da co-infecção.

Dentro da Imunidade Adaptativa, o organismo se defende de duas formas dife-
rentes: através da Imunidade humoral e da Imunidade celular.

A Imunidade humoral é voltada aos espaços extracelulares, nos quais as células
B produzem anticorpos para destruir os microrganismos e impedir a disseminação
das infecções intracelulares. Tais células apresentam este nome pois são geradas na
medula óssea (em inglês “bone marrow”). A ativação e diferenciação em células plas-
máticas secretoras de anticorpos de células B são realizadas pelo próprio ant́ıgeno (ou
part́ıculas) e usualmente necessita do est́ımulo de células T CD4 espećıficas para este
fim [24]. Após a ativação, as células B são chamadas de plasmócitos. Estas células
produzem anticorpos que se ligarão ao patógeno, sinalizando-o para os macrófagos
e estes realizarão a fagocitose e impedirão que o patógeno faça ligações com células
sadias.

A Imunidade celular é mediada por outro tipo de célula: linfócitos T. Recebem
este nome pois são diferenciados no timo, órgão linfático localizado na porção antero-
superior da cavidade torácica; também são gerados na medula óssea como os linfó-
citos B. Tais células, linfócitos, têm capacidade de montar uma resposta espećıfica
virtualmente contra qualquer ant́ıgeno, pois cada linfócito que matura, porta uma
variante única de um protótipo de receptor de ant́ıgenos, de forma que a população
de linfócitos T apresenta uma grande variedade de receptores nos śıtios de ligação
do ant́ıgeno. Ou seja, o organismo se prepara para inúmeras variantes de um pató-
geno, assim quando encontrado o ant́ıgeno a probabilidade de executar uma resposta
eficiente é alta. Enquanto as células B são responsáveis por respostas extracelulares,
os linfócitos T são responsáveis por respostas intracelulares, ou seja, atacam células
infectadas por v́ırus, bactérias e protozoários que se replicam no interior das células.
Os linfócitos T citotóxicos que matam células infectadas se encaixam em dois grupos,
linfócitos T CD4 e linfócitos T CD8. Os linfócitos T CD4 têm este nome pois estão
marcados pela expressão da molécula CD4 em sua superf́ıcie, e linfócitos T CD8 por
expressar a molécula CD8 em sua superf́ıcie. Este linfócito é extremamente impor-
tante, pois tem, entre suas funções, ativar outras células linfócitos T CD4 espećıficos
para uma finalidade, linfócitos T CD8 espećıficos para outra e células B. Após ativar
linfócitos T CD4 espećıficos na atuação contra o protozoário e v́ırus HIV, temos dois
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grupos que, por sua vez, ativarão linfócitos T CD8 para efetuar o ataque a células
infectadas por v́ırus HIV e protozoário T. cruzi através de citocinas.
Os linfócitos T CD8 são responsáveis pelo ataque às células infectadas. Sua ativação
é feita por linfócito T CD4 espećıfico. Por exemplo, após uma célula morrer por
infecção viral ela libera part́ıculas virais que caem em vasos linfáticos, que vão até os
linfonodos, e até o timo. Lá as interações com linfócitos T CD4 e o ant́ıgeno ativam
o linfócito T CD8 espećıfico para atuar contra células infectadas por v́ırus HIV.

Construiremos o modelo com base na biologia do T. cruzi e do v́ırus HIV. O
processo de interação entre protozoário e sistema imunológico, v́ırus e sistema imu-
nológico será nosso principal objetivo a ser modelado.

Segue a nomenclatura e função de cada componente do modelo:

• L: Linfócitos T CD4 não ativos que ativaram linfócitos T CD4 espećıficos (LH

e LT );

• LH : Linfócito T CD4 espećıfico para ativar linfócito T CD8 no combate às
células infectadas por v́ırus HIV ;

• LT : Linfócito T CD4 espećıfico para ativar linfócito T CD8 no cambate às
células infectadas por Trypanosoma cruzi.

No grupo de linfócito T CD8 temos:

• L1: Linfócito T CD8 não ativo, que será ativado por LH ou LT , esta classe se
divide por ativação;

• L1H : Linfócito T CD8 ativado por L1 espećıfico no combate às células infectadas
por v́ırus HIV ;

• L1T : Linfócito T CD8 ativado por L1 espećıfico no combate às células infectadas
por Trypanosoma cruzi.

Há também outro grupo de células do sistema imunológico, as células B:

• B: Célula de defesa não ativada por linfócito LT ;

• Ba: Célula de defesa ativada por linfócito LT .

As células infectadas correspondem às células:

• I1: Célula linfócito T CD4 (L) infectada por v́ırus HIV ;

• I2: Célula alvo (C) infectada por Trypanosoma cruzi.

• C: Célula alvo, que correspondem às células do tecido muscular, card́ıaco e
cerebral (especificamente em nosso caso).

Os invasores são definidos por:

• T : Protozoário Trypanosoma cruzi, que pode ser considerado em sua forma
circulante (tripomastigota) ou na forma intracelular (amastigota);

• H: v́ırus HIV.
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4.1.1 Dinâmica entre sistema imunológico, v́ırus, protozoá-

rio e células alvo
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Figura 4.1: Diagrama de blocos da interação sistema imunológico, T. cruzi e v́ırus
HIV.

A figura 4.1 descreve a interação entre as populações. As setas cheias referem-se
a uma “contribuição” para o crescimento da população que é ponto final da seta. As
setas pontilhadas referem-se a um “prejúızo” dado pela população no qual a seta se
inicia à população onde chega. As setas onduladas referem-se à reposição da popu-
lação dado pelo organismo humano.

Logo abaixo, temos a figura 4.1 descrita matematicamente via equações diferen-
ciais ordinárias autônomas não lineares.
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dL

dt
= kL − µLL− α1LH − ǫHLH − ǫTLT

dLH

dt
= ǫHLH − µLHLH + τHLHH

dLT

dt
= ǫTLT − µLTLT + τTLTT

dL1

dt
= kL1 − µL1L1 − φHL1LH − φTL1LT

dL1H

dt
= φHL1LH − µL1HL1H + τ1HL1HH

dL1T

dt
= φTL1LT − µL1TL1T + τ1TL1TT

dI1
dt

= α1LH − (µ3 + µ4)I1 − α2I1L1H

dC

dt
= kc − µcC − α3CT

dI2
dt

= α3CT − µ1I2 − α4I2L1T

dT

dt
= τ3µ5I2 − (γ1 + µ2)T − b1BaT

dH

dt
= −µ5H + n(µ4 + µ3)I1 − γ2H

dB

dt
= kb − µbB − β3BLT

dBa

dt
= −µaBa + τ5BaLH + β3BLT .

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)

(4.1.12)

(4.1.13)

Todos os parâmetros do modelo são números reais positivos.
A população de células L no seu estado inativo tem uma produção kL e uma

taxa de mortalidade µL. Se ocorrer a introdução de um patógeno no organismo hu-
mano, através de part́ıculas do mesmo, os linfócitos T CD4 são ativados após um
contato com tais part́ıculas chamadas ant́ıgenos. Como exemplo, em nosso estudo
os linfócitos T CD4 são ativados por part́ıculas do v́ırus HIV e do protozoário T.
cruzi a taxas ǫH e ǫT , respectivamente. Isso é representado no modelo como o “en-
contro” das populações. Este recurso vem da Epidemiologia Matemática Moderna, e
é denominado Lei da Ação das Massas que diz que a disseminação de uma epidemia
em uma população é proporcional ao produto da densidade de indiv́ıduos suscet́ıveis
pela densidade de indiv́ıduos infectantes, que foi formulado por Hamer em 1906. De
forma análoga, utilizamos este conceito considerando a epidemia como uma infecção
no organismo; a população de v́ırus HIV e protozoário T. cruzi como populações
infectadas; a população de linfócitos T CD4 e células alvo como populações susce-
t́ıveis. Outro conceito que utilizaremos também vem da Epidemiologia Matemática
Moderna, que é o conceito de limiar (também conhecido como threshold), este esta-
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belece a qualidade dos pontos de equiĺıbrio. A infecção de células linfócitos T CD4
é dada a uma taxa α1 pela interação de populações de L e H.

Ao serem ativados a uma taxa ǫH , esses linfócitos T CD4 são diferenciados em
linfócitos T CD4 (LH) espećıficos para ativar linfócitos T CD8 (L1), que atuarão
contra células infectadas por v́ırus HIV. Esta população de células, LH , tem uma
taxa de mortalidade natural µLH e uma taxa de expansão clonal τH . A expansão
clonal é realizada pelo linfócito ativado que começa a se dividir. De forma análoga,
temos a população de células linfócitos T CD4, LT , ativada a uma taxa ǫT , espećıfi-
cos na ativação de linfócitos T CD8 espećıficos na atuação de células infectadas pelo
protozoário (L1T ). Tal população tem uma de mortalidade natural µLT e uma taxa
de expansão clonal, ao encontrar com part́ıculas do protozoário.

A população de linfócitos T CD8 não ativos (L1) tem uma taxa de produção kL1
e uma taxa de mortalidade natural µL1. Parte desta população é ativada por linfó-
citos T CD4 espećıficos a taxas φH e φT para ativar linfócitos T CD8 espećıficos na
atuação contra células infectadas por v́ırus HIV e protozoário T. cruzi, L1H e L1T ,
respectivamente. A população de linfócitos T CD8 ativados espećıficos na atuação
contra células infectadas por v́ırus HIV (L1H) não tem uma taxa de reprodução pois
estamos supondo sua existência por uma diferenciação, logo o crescimento de sua
população depende de LH e L1 . Dessa forma, há uma taxa de mortalidade natural
µL1H e uma taxa de expansão clonal τ1H . O mesmo ocorre com a população de linfó-
citos T CD8 ativados espećıficos na atuação contra células infectadas por protozoário
T. cruzi (L1T ), ou seja, há uma taxa de mortalidade natural µL1T e uma taxa de
expansão clonal τ1T .

A população de células infectadas por v́ırus HIV tem como fonte a infecção de
linfócitos T CD4 não ativados (L), com taxas de mortalidade natural µ3 e taxa de
mortalidade devido a infecção pelo v́ırus µ4. A atuação de linfócitos T CD8 espećıfi-
cos ativados para atuar contra células infectadas por v́ırus é descrita pelo parâmetro
α2. Esta eliminação é executada no encontro de linfócitos L1H com células infecta-
das, I1, via citocinas.

Um dos principais śıtios de reprodução do T. cruzi (T ) são as células musculares,
card́ıacas e células nervosas, e nomeadas como C. São células repostas pelo orga-
nismo humano, que mantém uma quantidade constante. Assim tem-se uma produção
kc e uma taxa de mortalidade natural µc. A taxa de infecção é descrita por α3.

Estas células alvo, C, são fonte das células infectadas I2, que morrem a uma
taxa de mortalidade µ1. A atuação de linfócitos L1T através de citocinas é descrita
pelo parâmetro α4. Tal atuação é executada no encontro das populações. Antes da
morte da célula I2, o T. cruzi na sua forma amastigota se reproduz a uma taxa τ3
no interior da célula. A morte de células I2 e a mortalidade natural do T. cruzi µ2,
além do efeito do medicamento γ1, são taxas de decĺınio da população do T. cruzi. A
atuação de células Ba, ativadas para atuar contra a forma circulante tripomastigota,
é descrita pelo parâmetro b1. Tal atuação é executada através de anticorpos.

A população de v́ırus HIV (H) se reproduz ao liberar n part́ıculas virais de cé-
lulas I1 após sua morte. Levando em consideração a administração de um coquetel
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de medicamentos no combate ao v́ırus HIV, γ2 representa taxa de decĺınio na po-
pulação viral, além da taxa de mortalidade µ5. Levando em conta que em nosso
caso o indiv́ıduo era chagásico e posteriormente contraiu o v́ırus HIV e por conta do
mesmo ocorre uma imunossupressão e reativação causada pelo protozoário, o papel
dos linfócitos B, que é o de produzir anticorpos para atacar v́ırus, praticamente não
tem interferência. Por esse motivo a população de v́ırus HIV não sofre uma baixa
com o sistema imunológico.

As células B não ativadas têm uma reprodução kb e uma taxa de mortalidade
µb. A ativação das células B, espećıficas na atuação contra o T. cruzi na sua forma
tripomastigota, é dada pelo parâmetro β3. As células ativadas, Ba, têm uma taxa de
expansão clonal τ5. A taxa de mortalidade natural é dada por µa.
A tabela 4.1 a mostra a função de cada parâmetro utilizado na composição do modelo.

Tabela 4.1: Função e unidade dos parâmetros do modelo
completo.

Parâmetro Função Dimensão
kL Taxa de produção de linfócitos T CD4 [concentração]x[dia]−1

kc Taxa de reprodução de células alvo [concentração]x[dia]−1

kb Taxa de reprodução de células B [concentração]x[dia]−1

kL1 Taxa de reprodução de linfócitos TCD 8 [concentração]x[dia]−1

µL Taxa de mortalidade de linfócitos T CD4 [dia]−1

µLH Taxa de mortalidade de linfócitos T CD4 es-
pećıfico na ativação de L1H

[dia]−1

µLT Taxa de mortalidade de linfócitos T CD4 es-
pećıfico na ativação de L1T

[dia]−1

µL1 Taxa de mortalidade de linfócitos T CD8 es-
pećıfico na ativação de L1H ou L1T

[dia]−1

µL1H Taxa de mortalidade de linfócitos T CD8 es-
pećıfico no combate à células infectadas por
v́ırus

[dia]−1

µL1T Taxa de mortalidade de linfócitos T CD8 es-
pećıfico no combate à células infectadas por
protozoário

[dia]−1

µ1 Taxa de mortalidade de células infectadas
por Trypanosoma cruzi

[dia]−1

µ2 Taxa de mortalidade de Trypanosoma cruzi [dia]−1

µ3 Taxa de mortalidade (natural) de células in-
fectadas por v́ırus HIV

[dia]−1

µ4 Taxa de mortalidade de células infectadas
por v́ırus HIV

[dia]−1

µ5 Taxa de mortalidade de v́ırus HIV [dia]−1

µc Taxa de mortalidade de células alvo [dia]−1
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µb Taxa de mortalidade de células B não ativas [dia]−1

µa Taxa de mortalidade de células Bt ativas [dia]−1

ǫH Taxa de ativação por encontrar com v́ırus
HIV

[concentração]x[dia]−1

ǫT Taxa de ativação por encontrar com Trypa-
nosoma cruzi

[concentração]x[dia]−1

τH Taxa de expansão clonal de linfócitos T CD4
espećıficos na ativação de L1H

[concentração]x[dia]−1

τT Taxa de expansão clonal de linfócitos T CD4
espećıficos na ativação de L1T

[concentração]x[dia]−1

τ1H Taxa de expansão clonal de linfócitos T CD8
espećıficos no combate à células infectadas
por v́ırus

[concentração]x[dia]−1

τ1T Taxa de expansão clonal de linfócitos T CD8
espećıficos no combate à células infectadas
Trypanosoma cruzi

[concentração]x[dia]−1

τ3 Taxa de produção de Trypanosoma cruzi no
interior de células alvo

adimensional

τ5 Taxa de expansão clonal de células Ba ativa-
das por LT

[concentração]x[dia]−1

φH Taxa de ativação de LH [concentração]x[dia]−1

φT Taxa de ativação de LT [concentração]x[dia]−1

α1 Taxa de infecção por v́ırus HIV em L [concentração]x[dia]−1

α2 Taxa de eliminação por linfócitos T CD8
(L1H) de células infectadas

[concentração]x[dia]−1

α3 Taxa de infecção por Trypanosoma cruzi em
células alvo

[concentração]x[dia]−1

α4 Taxa de eliminação por linfócitos T CD8
(L1T ) de células alvo infectadas por Trypa-
nosoma cruzi

[concentração]x[dia]−1

γ1 Eficiência do medicamento no combate ao T.
cruzi

[dia]−1

γ2 Eficiência de medicamento anti-retroviral [dia]−1

n Número de novas part́ıculas v́ırais gerados
após a morte de uma célula infectada

adimensional

β3 Taxa de células B que se tornam ativas após
econtro com linfócito T CD4

[concentração]x[dia]−1

b1 Taxa de eficiência de células B no combate
ao Trypanosoma cruzi

[concentração]x[dia]−1
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4.2 Modelo Simplificado

Nesta seção iremos realizar uma série de simplificações no modelo (3.1)-(3.13).
Tais simplificações têm a finalidade de obter resultados mais gerais (soluções anaĺı-
ticas). Imagine trabalhar com um sistema de treze equações. O polinômico carac-
teŕıstico referente à matriz jacobiana aplicada em um ponto estacionário teria grau
treze. Seria uma tarefa extremamente complicada e cansativa.

Vamos considerar que Lc é a população total, ou completa, de linfócitos T CD4
não ativos e que há uma proporção entre população total e L,LT e LH . Temos:

Lc = L+ LT + LH e LH = qLc, LT = pLc e L = (1− p− q)Lc (4.2.1)

nas quais q e p são constantes que representam os termos de proporcionalidade entre
as populações. Dessa forma escrevemos:

µ
′

LLc = µLL+ µLHLH + µLTLT no qual µ
′

L = (1− p− q)µL + qµLH + pµLT

(4.2.2)
Observe que o termo µ

′

L é obtido ao substituir L, LH e LT (4.2.1) como concentrações
proporcionais de Lc em (4.2.2).

Dessa forma, somando as equações (3.1), (3.2) e (3.3) do modelo completo obte-
mos:

dLc

dt
= kL − µ

′

LLc − α1(1− p− q)LcH + τHqLcH + τTpLcT. (4.2.3)

De forma análoga, consideremos que L1c é a população total de linfócitos T CD8
L1, L1T e L1H :

L1c = L1 + L1T + L1H e L1 = (1− p
′

− q
′

)L1c, L1H = q
′

L1c e L1T = p
′

L1c

(4.2.4)
nos quais q

′

e p
′

são constantes de proporcionalidade entre as populações. Assim de
(4.2.4):

µ
′

L1L1c = µ1LL1 + µL1HL1H + µL1TL1T no qual µ
′

L1 = (1− p
′

− q
′

)µ1L + q
′

µL1H + p
′

µL1T .

Somando as equações (3.4), (3.5) e (3.6), obtemos:

dL1c

dt
= kL1 − µ

′

L1L1c + τ1Hq
′

L1cH + τ1Tp
′

L1cT. (4.2.5)

Novamente de forma análoga para as células B, seja Bt a população total de
células B. Temos:

Ba = cBt e B = (1− c)Bt, (4.2.6)

em que c é constante de proporcionalidade. Assim:

µ
′

tBt = µaBa + µbB no qual µ
′

t = cµa + (1− c)µb.
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Somando as equações (3.12) e (3.13) obtemos:

dBt

dt
= kb − µ

′

tBt + τ5cBtqLc. (4.2.7)

As demais equações seguem da mesma forma. O modelo, depois de tais simplifi-
cações, considerando agora (4.2.3), (4.2.5) e (4.2.7) toma a seguinte forma:







dLc

dt
= kL − µ

′

LLc − α1(1− q − p)LcH + τHqLcH + τTpLcT

dL1c

dt
= kL1 − µ

′

L1L1c + τ1Hq
′

L1cH + τ1Tp
′

L1cT

dI1
dt

= (1− q − p)α1LcH − (µ3 + µ4)I1 − q
′

α2I1L1c

dC

dt
= kc − µcC − α3CT

dI2
dt

= α3CT − µ1I2 − p
′

α4I2L1c

dT

dt
= τ3µ5I2 − (γ1 + µ2)T − b1cBtT

dH

dt
= −µ5H + n(µ4 + µ3)I1 − γ2H

dBt

dt
= kb − µ

′

tBt + τ5cBtqLc.

(4.2.8)

Considerando que o v́ırus HIV se encontra em equiĺıbrio no organismo, ou seja,
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em estado estacionário
dH

dt
= 0, então H =

n(µ3 + µ4)I1
µ5 + γ2

, e tem-se:







dLc

dt
= kL − µ

′

LLc − (1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + qτH

n(µ3 + µ4)

µ1 + γ2
LcI1 + τTpLcT

dL1c

dt
= kL1 − µ

′

L1L1c + q
′

τ1H
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
L1cI1 + τ1Tp

′

L1cT

dI1
dt

= (1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 − (µ3 + µ4)I1 − q

′

α2I1L1c

dC

dt
= kc − µcC − α3CT

dI2
dt

= α3CT − µ1I2 − p
′

α4I2L1c

dT

dt
= τ3µ1I2 − (γ1 + µ2)T − b1cBtT

dBt

dt
= kb − µ

′

tBt + τ5cBtqLc.

(4.2.9)
O sistema de equações (4.2.9) descreve o sistema imunológico respondendo às

infecções por Tripanossoma cruzi e v́ırus HIV. Na ausência de ambas as infecções,
tem-se p = q = p

′

= q
′

= c = 0.
O sistema (4.2.9) envolve imunidades humoral e celular. Estuda-se a ação isolada

de cada uma delas.

4.2.1 Modelo da Imunidade Humoral

Antes do sistema imunológico sucumbir devida a ação do v́ırus HIV, não há T.
cruzi circulante, ou seja, o protozoário se encontra apenas no interior de células alvo,
na sua forma amastigota, a espera de enfraquecimento do sistema imunológico para
se reativar.

A Imunidade Humoral é caracterizada por uma resposta do sistema imunológico
no meio extracelular, mediada por linfócitos B. Assim vamos supor que há T. cruzi
circulante, na sua forma denominada tripomastigota, porém a concentração de células
infectadas por T. cruzi é constante.
A proposta então deste modelo é analisar a resposta do sistema imunológico na fase
da imunidade humoral. A resposta dos linfócitos B está muito acima da resposta
dos linfócitos T CD8. Segue que, em tese, o sistema imunológico conta apenas com
linfócitos T CD4 inativos que ativaram os linfócitos B. Assim p

′

= q
′

= 0, ou seja,
os linfócitos T CD8 espećıficos não foram ativados.

Como a concentração de células infectadas por T. cruzi é constante
dI2
dt

= 0 implica

que I2 =
α3CT

µ1

. Portanto obtemos o seguinte Modelo da Imunidade Humoral (MIH):
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Figura 4.2: Diagrama do Modelo da Imunidade Humoral.

A figura (4.2) descreve a interação entre as populações envolvidas em um estágio
da co-infecção, ação da Imunidade Humoral. As setas cheias referem-se a uma “con-
tribuição” da população na qual a seta sai para população na qual a seta chega. As
setas pontilhadas referem-se a um “prejúızo” causado pela população na qual a sesta
sai na população na qual a seta chega. As setas onduladas referem-se a reposição da
população no organismo humano.

A descrição feita por (4.2) é convertida em equações diferenciais ordinárias autô-
nomas não lineares:






dLc

dt
= kL − µ

′

LLc − (1− q − p)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + qτH

n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + τTpLcT

dI1
dt

= (1− q − p)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 − (µ3 + µ4)I1

dC

dt
= kc − µcC − α3CT

dT

dt
= τ3α3CT − (γ1 + µ2)T − b1cBtT

dBt

dt
= kb − µ

′

tBt + τ5cBtqLc.

A equação de L1c (4.2.5) não está presente no sistema pois foi desacoplada através
das considerações consideradas.

4.2.2 Modelo da Imunidade Celular

Para analisarmos o sistema da Imunidade Celular, vamos considerar que a res-
posta de atuação de linfócitos T CD8 é muito superior em relação a resposta de
linfócitos B, ou seja, a resposta celular é superior em relação a resposta humoral.
Supondo que a concentração de Tripanossoma cruzi esteja constante, vamos avaliar
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negligenciar a resposta humoral, logo não será considerada a atuação de linfócitos B.
A Imunidade Celular é medida por linfócitos citotóxicos. Seu ataque é através

de citocinas liberadas por linfócitos T CD8, que ao atingir a célula infetada a mata.
Assim os ataques via Imunidade Celular são dedicados ao meio intracelular. Dessa
forma vamos considerar c = 0, que indicará uma atuação muito forte de linfócitos T

CD8 e
dT

dt
= 0 ⇒ T =

τ3µ1I2
γ1 + µ2

.

Portanto o segundo submodelo que descreve a dinâmica da imunidade celular será
denominado Modelo da Imunidade Celular (MIC) e é determinado por:

kL
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µ3+µ4
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L��
!!
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Figura 4.3: Diagrama do Modelo da Imunidade Celular

A figura (4.3) descreve a interação entre as populações envolvidas em um estágio
da co-infecção, ação da Imunidade Celular. As setas cheias referem-se a uma “con-
tribuição” da população na qual a seta sai para população na qual a seta chega. As
setas pontilhadas referem-se a um “prejúızo” causado pela população na qual a sesta
sai na população na qual a seta chega. As setas onduladas referem-se a reposição da
população no organismo humano.
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dLc

dt
= kL − µ

′

LLc − (1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1

+ qτH
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 +

τTpτ3µ1

(γ1 + µ2)
LcI2

dL1c

dt
= kL1 − µ

′

L1L1c + q
′

τ1H
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
L1cI1 + τ1Tp

′ τ3µ1

(γ1 + µ2)
L1cI2

dI1
dt

= (1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 − (µ3 + µ4)I1 − q

′

α2I1L1c

dC

dt
= kc − µcC − α3

τ3µ1

(γ1 + µ2)
CI2

dI2
dt

= α3
τ3µ1

(γ1 + µ2)
CI2 − µ1I2 − p

′

α4I2L1c.

A equação de Bt (4.2.7) não aparece no sistema pois, devido as considerações
feitas, está desacoplada do sistema.



Caṕıtulo 5

Análise do MIH: Pontos

estacionários e a estabilidade local

Para facilitar a compreensão da dinâmica do Modelo de Imunidade Humoral, é
apresentada a figura 5.1. Um diagrama de fluxo com cinco compartimentos já citado
explicado no caṕıtulo anterior.

kL
��

I1

µ3+µ4

��Lc

µ
′

L

��
  

>>

kb
�� ��

α3CT

Bt

µ
′

t

��

b1 // T

γ1+µ2

��

α3 // C
µc

��

kc

oo

Figura 5.1: Diagrama do Modelo da Imunidade Humoral-MIH. As setas cheias in-
dicam uma contribuição ou queda; as setas pontilhadas indicam um prejúızo por
infecção ou eliminação; as setas onduladas indicam produção pelo organismo.

A análise de estabilidade local do MIH, é realizada através da linearização do
sistema de equações diferenciais. Para isso utilizaremos o Teorema de Grobman-
Hartman 1 que diz:

Teorema 1. (Grobman-Hartman) Se x é um ponto de equiĺıbrio hiperbólico de x
′

=
f(x), então há uma vizinhança de x na qual f é topologicamente equivalente ao campo
vetorial linear x

′

= Df(x)x [25].

O seguinte enunciado define ponto hiperbólico:
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Definição 1. Um ponto de equiĺıbrio x de x
′

= f(x) é dito ser hiperbólico se todos
autovalores da matriz Jacobiana Df(x) têm parte real não nula [25].

Neste trabalho, os pontos estacionários serão denotados por P e a matriz Jaco-
biana, aplicada ao ponto P , J(P ). Logo, P = x e J(P ) = Df(x).

Escrevemos cada equação do sistema de equações diferenciais como uma fun-
ção das variáveis do modelo, para determinar a matriz Jacobiana. Consideremos o
seguinte sistema de equações que correspondem ao modelo 4.2:







dLc

dt
= F1(Lc, I1, C, T,Bt) = kL − µ

′

L
Lc − (1− q − p)α1

n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + qτH

n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + τT pLcT

dI1
dt

= F2(Lc, I1, C, T,Bt) = (1− q − p)α1

n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 − (µ3 + µ4)I1

dC

dt
= F3(Lc, I1, C, T,Bt) = kc − µcC − α3CT

dT

dt
= F4(Lc, I1, C, T,Bt) = τ3α3CT − (γ1 + µ2)T − b1cBtT

dBt

dt
= F5(Lc, I1, C, T,Bt) = kb − µ

′

t
Bt + τ5cBtqLc.

(5.0.1)

Devemos determinar uma região de interesse biológico. Tal região representada
por um subconjunto do R

5 será o ambiente no qual as soluções das equações estarão
definidas.

A região de interesse biológico é determinada por:

Ω1 = {(Lc, I1, C, T, Bt) ∈ R
5 : Lc > 0, I1 > 0, C > 0, T > 0, Bt > 0}.

Esta região de interesse biológico é positivamente invariante sob o fluxo induzido
pelo sistema (5.0.1), pois analisando os campos vetoriais (tomamos componentes
dois a dois), todos os pontos em Ω1 permanecem em seu interior ou em sua fronteira.
Dessa forma, para todo ponto inicial tomado em Ω1, o fluxo que passa por este ponto
permanece em Ω1.
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Para determinar os pontos estacionários, devemos obter zeros do sistema:







kL − µ
′

LLc − (1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + qτH

n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + τTpLcT = 0

(1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 − (µ3 + µ4)I1 = 0

kc − µcC − α3CT = 0

τ3α3CT − (γ1 + µ2)T − b1cBtT = 0

kb − µ
′

tBt + τ5cBtqLc = 0.

(5.0.2)

5.1 Ponto P0: Ausência de T. cruzi e v́ırus HIV

Se T = 0, teremos C =
kc
µc

. Considerando também I1 = 0, teremos Lc =
kL
µ

′

L

e, consequentemente, Bt =
kb

µ
′

t − τ5dqLc

. Este ponto de equiĺıbrio tem o seguinte

significado biológico: não há circulação de T. cruzi na sua forma circulante, tripo-
mastigota, e também não há presença de células infectadas (linfócitos não ativos T
CD4), por v́ırus HIV. Dessa forma os componentes do ponto estacionário são:







Lc =
kL
µ

′

L

I1 = 0

C =
kc
µc

T = 0

Bt =
kb

µ
′

t − τ5cqLc

.

(5.1.1)

Como nesta situação não há presença de T. cruzi circulante, não ocorreu ativação
das células B (também conhecidos como plasmócitos quando ativados), logo deve-ser
ter q = 0, mas o mesmo será mantido.

Não há sentido biológico em concentração negativa de células, por isso com relação
à igualdade de Bt, devemos ter:

µ
′

t − τ5cqLc = µ
′

t −
τ5cqkL
µ

′

L

> 0. (5.1.2)

Nosso ponto estacionário é determinado por: P0 = (Lc, 0, C, 0, Bt).
Para calcular a matriz jacobiana do sistema (5.0.1), devemos determinar as derivadas
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parciais das funções das equações do mesmo:

J =
















∂F1

∂Lc

∂F1

∂I1
· · ·

∂F1

∂Bt

∂F2

∂Lc

∂F2

∂I1
· · ·

∂F2

∂Bt

...
...

. . .
...

∂F5

∂Lc

∂F5

∂I1
· · ·

∂F5

∂Bt
















A matriz Jacobiana associada ao sistema 5.0.1 é determinada por:

J =













J1 J2 0 τTpLc 0

J3 J4 0 0 0

0 0 −µc − α3T −α3C 0

0 0 τ3α3T −b1cBt − (γ1 + µ2) + α3τ3C −b1cT

τ5cqBt 0 0 0 −µ
′

t + τ5cqLc













,

nos quais:

J1 = −µ
′

L + τTpT +
I1n(µ3 + µ4)

γ2 + µ5

(−α1(1− p− q) + qτH)

J2 =
n(µ3 + µ4)

γ2 + µ5

(−(1− p− q)α1 + qτH)Lc

J3 =
n(1− p− q)α1(µ3 + µ4)

(µ5 + γ2)
I1

J4 = (µ3 + µ4)

(
α1n(1− p− q)

µ5 + γ2
Lc − 1

)

.

Ao determinar os autovalores da matriz Jacobiana aplicada ao ponto, poderemos
avaliar a estabilidade local dos pontos estacionários. Caso sejam reais, devem ter sinal
negativo para o ponto ser local e assintoticamente estáveis. Caso sejam complexos,
sua parte real dever ser negativa. Em ambos os casos, o ponto é local e assintoti-
camente estável [29]. A matriz Jacobiana aplicado no ponto P0 = (Lc, 0, C, 0, Bt) é
dada por:
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J(P0) =



















−µ
′

L J1 0 τTp
kL
µ

′

L

0

0 J2 0 0 0

0 0 −µc −α3
kc
µc

0

0 0 0 J2 0

τ5cqkbµ
′

L

µ
′

tµ
′

L − cqτ5kL
0 0 0 J4



















,

onde:

J1 = −(1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)kL
(µ5 + γ2)µ

′

L

+ qτH
n(µ3 + µ4)kL
(µ5 + γ2)µ

′

L

J2 = (µ3 + µ4)

(
(1− p− q)α1nkL

(µ5 + γ2)µ
′

L

− 1

)

J3 = −(γ1 + µ2) +
α3τ3kc
µc

−
b1ckbµ

′

L

µ
′

tµ
′

L − cqτ5kL

J4 = −µ
′

t + τ5cq
kL
µ

′

L

.

(5.1.3)

Os autovalores de J(P0) são determinados calculando as ráızes do polinômio carac-
teŕıstico:

Φ0(x) = det(J(P0)− xI),

em que I representa a matriz identidade de ordem cinco. Temos:

Φ0(x) = (−µc − x)(−µ
′

L − x)

(
−µ

′

tµ
′

L + cqτ5kL
µ

′

L

− x

)

Q0(x), (5.1.4)

onde Q0(x) é definido por:

Q0(x) =

[

(µ3 + µ4)

(
α1

αth
1

− 1

)

− x

] [(

γ1 + µ2 +
b1ckbµ

′

L

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL

)(
α3

αth
3

− 1

)

− x

]

.

Os parâmetros αth
1 e αth

3 são dados, respectivamente, por:

αth
1 =

µ
′

L(γ2 + µ5)

n(1− p− q)kL
(5.1.5)

e

αth
3 =

µc

τ3kc

[

γ1 + µ2 +
b1ckbµ

′

L

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL

]

. (5.1.6)
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Em breve daremos uma interpretação biológica para os parâmetros (5.1.5) e (5.1.6).
Segue que as ráızes de (5.1.4) são dados por:







x1 = −µc

x2 = −µ
′

L

x3 = −µ
′

t +
τ5cqkL
µ

′

L

x4 = (µ3 + µ4)

(
α1

αth
1

− 1

)

x5 =

(

γ1 + µ2 +
b1ckbµ

′

L

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL

)(
α3

αth
3

− 1

)

.

(5.1.7)

Note que, em (5.1.7), as três primeiras ráızes têm sinal negativo, lembrando que
x3 < 0 pela equação (5.1.2). Basta avaliar o sinal de x4 e x5. Caso tenham sinal
negativo, o ponto estacionário P0 será local e assintoticamente estável.

Teorema 2. O ponto de equiĺıbrio trivial P0 é localmente e assintoticamente estável
se α1 < αth

1 e α3 < αth
3 .

Demonstração. Pelas ráızes calculadas do polinômio caracteŕıstico (5.1.4), temos que
x4 e x5 têm sinal negativo se:

α1 < αth
1 e α3 < αth

3 ,

ou seja, todos autovalores de (5.1.4) têm parte real negativa. Portanto P0 é local e
assintoticamente estável se α1 < αth

1 e α3 < αth
3 . Caso α1 > αth

1 ou α3 > αth
3 , o ponto

de equiĺıbrio é dito instável.

5.2 Replicabilidade: Rv e Rt

Vamos fazer uma interpretação biológica para (5.1.5) e (5.1.6), para estabelecer
um paralelo com a matemática, já que são quocientes que atribuem qualidade ao
ponto estacionário.

5.2.1 Interpretação biológica de
α1

αth
1

Observe que
1

µ
′

L

representa o tempo médio de vida de linfócitos Lc, já que a

dimensão de [µ
′

L] = [dia]−1. O termo (1 − p − q)kL indica a produção média de

linfócitos não ativos L. Assim
(1− p− q)kL

µ
′

L

indica a produção média de linfócitos

L em seu tempo de vida médio. Dessa forma temos,
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•
1

γ2 + µ5

representa uma part́ıcula viral durante a vida média do v́ırus;

• α1 representa a infecção de um linfócito;

•
(1− p− q)kL

µ
′

L

indica a reposição média de linfócitos L suscet́ıveis em seu tempo

de vida médio;

• n representa o número de part́ıculas virais que um linfócito infectado libera
após morrer.

Portanto:

Rv =
α1

αth
1

=
1

γ2 + µ5

× α1 ×
kL(1− p− q)

µ
′

L

× n (5.2.1)

em que“x”representa a multiplicação das parcelas. Assim, Rv determina o número de
v́ırus secundários gerados após um linfócito T CD4, infectado por um v́ırus, morrer.
Essa infecção ocorre no tempo de vida médio do v́ırus e no tempo de vida médio do
linfócito. Após a morte do linfócito T CD4 suscet́ıvel, são liberadas n part́ıculas virais
no organismo. Este quociente é extremamente importante, pois dita o progresso da
infecção pelo v́ırus HIV. Assim quando Rv < 1, as células infectadas geram em média
menos de uma célula infectada, o v́ırus tende à extinção, e o organismo consegue
estabelecer uma resposta eficiente. Caso contrário, Rv > 1, a infecção de células,
no caso linfócito T CD4 inativas, leva o sistema imunológico a se tornar debilitado,
permitindo o v́ırus se estabelecer no organismo.

5.2.2 Interpretação biológica para
α3

αth
3

De forma análoga à explicação anterior, temos:

• α3 representa a infecção de uma célula alvo;

•
kc
µc

indica o número médio de células alvo;

•
1

γ1 + µ2 +
b1kbcµ

′

L

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL

representa o tempo médio de vida do T. cruzi ;

•
b1kbcµ

′

L

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL
representa a ação dos linfócitos B ativados contra T. cruzi ;

• τ3 representa o número médio de parasitas por uma célula infectada;
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Portanto, obtemos:

Rt =
α3

αth
3

=
1

γ1 + µ2 +
b1kbcµ

′

L

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL

× α3 ×
kc
µc

× τ3.

No sentido biológico, Rt representa o número de parasitas secundários gerados
após uma célula alvo, infectada por um protozoário, morrer. Essa infecção ocorre no
tempo de vida médio do protozoário e no tempo de via médio de vida da célula alvo.
Após sua a morte da célula alvo, são liberados τ3 protozoários secundários.
Sua importância está ligada diretamente com o progresso da infecção via T. cruzi.
Se Rt < 1, ou seja α3 < αth

3 , uma parasita gera produz menos que um parasita,
portanto a doença tende a se extinguir pelo sistema imunológico. Caso Rt > 1, ou
seja α3 > αth

3 , a infecção se estabelecerá.
Matematicamente segue que se Rv < 1 e Rt < 1 (α1 < αth

1 e α3 < αth
3 ), o ponto

estacionário P0 será local e assintoticamente estável. Mas se Rv > 1 ou Rt > 1
(α1 > αth

1 e α3 > αth
3 ), o ponto será instável. Observe que estes parâmetros, αth

1 e
αth
3 , estabelecem a qualidade do ponto atrator. Por isso são ditos limiares.
Observe que ambos coeficientes Rv e Rt são independentes, ou seja, o progresso

de cada infecção é independente.

5.3 Ponto P1: Ausência de T. cruzi circulante

Considere o caso no qual T = 0, ou seja, estamos supondo a ausência de T. cruzi na
sua forma circulante (tripomastigota). Levando em consideração, agora, que existem
células infectadas por v́ırus HIV, temos I1 6= 0. Consequentemente,

Lc =
µ5 + γ2

α1n(1− p− q)
, C =

kc
µc

e Bt =
kb

µ
′

t − τ5cqLc

.

Por fim,

I1 =

[
µ5 + γ2

n(µ3 + µ4)

](
α1

αth
1

− 1

)[
1

α1(1− p− q)− qτH

]

.

onde αth
1 é dado por (5.1.5).

Não faz sentido concentração negativa de células, assim para garantir a existência
biológica de todos componentes devemos ter I1 > 0:

α1 > αth
1 e α1 >

qτH
(1− p− q)

(5.3.1)

ou

α1 < αth
1 e α1 <

qτH
(1− p− q)

. (5.3.2)
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O termo

q

1− p− q
=

LH

Lc

Lc

L
=

LH

L
⇒

qτH
1− p− q

=
τHLH

L

representa a taxa de expansão clonal do linfócito LH na proporção da população
total de linfócitos não ativos L.

Se (5.3.1) é considerado, então biologicamente temos que a infecção pelo v́ırus
HIV é superior ao limiar e à taxa de expansão clonal de linfócitos T CD4 espećıficos
, LH , na ativação de de linfócitos T CD8 L1H . Se o caso (5.3.2) é considerado,
biologicamente teremos que a infecção pelo v́ırus HIV é menor que o limiar e à taxa
de expansão clonal de linfócitos T CD4 espećıficos, LH , na ativação de linfócitos T
CD8 L1H .
Além de I1, devemos considerar que a concentração de células Bt seja positiva. Dessa
forma, substituindo Lc em Bt:

Bt > 0 ⇒ α1n(1− p− q)µ
′

t − τ5cq(µ5 + γ2) > 0 ⇒ τ5cq(µ5 + γ2)
(α1

α∗
− 1
)

> 0,

onde:

α∗ =
τ5cq(µ5 + γ2)

n(1− p− q)µ
′

t

. (5.3.3)

Desta forma temos:







Lc =
µ5 + γ2

α1(1− p− q)n

I1 =

(
µ5 + γ2

n(µ3 + µ4)

)(
α1

αth
1

− 1

)(
1

α1(1− p− q)− qτH

)

C =
kc
µc

T = 0

Bt =
kb

µ
′

t − τ5cqLc

.

(5.3.4)

Aplicando o ponto P1 = (Lc, I1, C, 0, Bt) à matriz Jacobiana temos:
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J(P1) =























α1n(1− p− q)kL
γ2 + µ5

J1 0 J2 0

α1(1− p− q)µ
′

L

α1(1− p− q)− aτH

(
α1

αth
1

− 1

)

0 0 0 0

0 0 µc −
α3kc
µc

0

0 0 0 J3 0

ckbqτ5

µt −
c(γ2 + µ5)qτ5
α1n(1− p− q)

0 0 0 J4























nos quais definimos:

J1 =

(
−α1(1− p− q) + qτH

α1(1− p− q)

)

(µ3 + µ4)

J2 =
τTp(γ2 + µ5)

α1n(1− p− q)

J3 =

(

γ1 + µ2 +
α1n(1− p− q)cb1kb

α1nµ
′

t(1− p− q)− τ5c(γ2 + µ5)

)( α3

α∗∗
− 1
)

J4 = −
τ5cq(γ2 + µ5)

nα1(1− p− q)

(α1

α∗
− 1
)

.

O polinômio caracteŕıstico é calculado através de:

Φ1 = det(J(P1)− xI).

Assim:

Φ1(x) = (−µc − x)

(

−
τ5cq(γ2 + µ5)

nα1(1− p− q)

(α1

α∗
− 1
)

− x

)

F1(x)Q1(x). (5.3.5)

F1 e Q1 são definidos por:

F1(x) =

(

γ1 + µ2 +
α1n(1− p− q)b1ckb

α1n(1− p− q)µ
′

t − τ5cq(γ2 + µ5)

)( α3

α∗∗
− 1
)

− x (5.3.6)

em que o parâmetro α∗∗ é definido por:

α∗∗ =
µc

τ3kc

(

γ1 + µ2 +
α1n(1− p− q)b1ckb

α1n(1− p− q)µ
′

t − τ5cq(γ2 + µ5)

)

, (5.3.7)
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e

Q1(x) = x2 +

(
α1kLn(1− p− q)

γ2 + µ5

)

x+ µ
′

L(µ3 + µ4)

(
α1

αth
1

− 1

)

. (5.3.8)

Três autovalores, ráızes de Φ1, são determinados por:







x1 = −µc

x2 = −
τ5cq(γ2 + µ5)

nα1(1− p− q)

(α1

α∗
− 1
)

x3 =

(

γ1 + µ2 +
α1n(1− p− q)b1ckb

α1n(1− p− q)µ
′

t − τ5cq(γ2 + µ5)

)( α3

α∗∗
− 1
)

.

sendo x3 raiz do polinômio (5.3.6).

As outras duas ráızes são determinadas pelo polinômio (5.3.8). Pelos critérios de
Routh-Hurwitz (vide apêndice), para o caso de polinômios de grau dois, devemos
analisar o sinal do termo independente do polinômio (5.3.8). Se todos os termos do
polinômio forem positivos, o polinômio (5.3.8) terá ráızes com parte real negativa.
Este critério é utilizado como ferramenta para analisar a estabilidade local.

Teorema 3. O ponto P1 é local e assintoticamente estável se α1 > αth
1 e α3 < α∗∗.

Demonstração. Vamos analisar o sinal das ráızes em relação ao polinômio (5.3.8).
Pelos critérios de Routh-Hurwitz para polinômios de grau dois, devemos ter o coe-
ficiente do termo linear positivo e o termo independente positivo. O coeficiente do
termo linear é

α1kLn(1− p− q)

γ2 + µ5

> 0.

O coeficiente independente é positivo se α1 > αth
1 , ou seja, as ráızes do polinômio

(5.3.8) têm parte real negativa se α1 > αth
1 .

Como x1 e x2 são negativos (x2 é negativo pois Bt > 0 ⇔ α1 > αth∗), nos resta
analisar o sinal de x3. Antes, vamos fazer relações entre determinados parâmetros
para obter mais informações para tornar a análise de estabilidade mais precisa.

Há uma semelhança entre α∗∗ (5.3.7) e αth
3 (5.1.6). Assim, vamos fazer uma

comparação entre os denominadores de uma parte dos parâmetros α∗∗ e αth
3 dados

por:
b1ckb

µ
′

t −
τ5cq(γ2 + µ5)

α1n(1− p− q)

e
b1ckb

µ
′

t −
τ5cqkL
µ

′

L

,

cqτ5kL
µ

′

L

e
cqτ5(γ2 + µ5)

nα1(1− p− q)
.

Temos:
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cqτ5kL
µ

′

L

−
τ5cq(γ2 + µ5)

nα1(1− p− q)
=

cqτ5(γ2 + µ5)

nα1(1− p− q)

(
α1

αth
1

− 1

)

.

Dessa forma, segue que se α1 > αth
1 :

cqτ5kL
µ

′

L

−
τ5cq(γ2 + µ5)

nα1(1− p− q)
> 0 ⇒ µ

′

t −
cqτ5kL
µ

′

L

< µ
′

t −
τ5cq(γ2 + µ5)

nα1(1− p− q)

além disso
b1ckb

µ
′

t −
cqτ5kL
µ

′

L

>
b1ckb

µ
′

t −
cqτ5(γ2 + µ5)

nα1(1− q − p)

, (5.3.9)

ou seja,

α∗∗ =
µc

τ3kc






γ1 + µ2 +

b1ckb

µ
′

t −
τ5cq(γ2 + µ5)

α1n(1− p− q)







< αth
3 =

µc

τ3kc






γ1 + µ2 +

b1ckb

µ
′

t −
τ5cqkL
µ

′

L






.

Portanto pela condição imposta para que a raiz do polinômio (5.3.8) seja negativa
(α1 > αth

1 ), αth
3 > α∗∗:

α1 > αth
1 ⇒ αth

3 > α∗∗. (5.3.10)

Para que todas ráızes tenham parte real negativas do polinômio (5.3.8), devemos
ter α1 > αth

1 , portanto (5.3.9) se confirma. Segue para x3 < 0 devemos ter α3 <
α∗∗ < αth

3 . Portanto, se Rv > 1 e Rt < 1, o ponto P1 é local e assintoticamente
estável.

5.4 Ponto P2: Ausência de células infectadas por

v́ırus HIV

Supondo que não existam células infectadas por v́ırus HIV, I1 = 0, mas que a
ação do T. cruzi na sua forma circulante (tripomastigota) persiste, T 6= 0, temos o
ponto de equiĺıbrio dado por:







Lc =
kL

µ
′

L − τTpT
I1 = 0

C =
kc

µc + α3T

Bt =
(µ

′

L − τTpT )kb

µ
′

t(µ
′

L − τTpT )− τ5cqkL

(5.4.1)
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assim o ponto considerado é dado por: P2 = (Lc, 0, C, T , Bt).
Observe que, para que Lc e Bt existam e sejam biologicamente viáveis, devem ter
concentração positiva, ou seja, Lc > 0 e Bt > 0. Então devemos considerar:

T ∗ =
µ

′

L

τTp
> T e T ∗∗ =

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL
µ

′

tτTp
> T (T ∗ > T ∗∗). (5.4.2)

É claro que T ∗ > 0, pois é formado por parâmetros positivos. Sabendo que a
concentração de células é sempre positiva, temos que:

µ
′

t(µ
′

L − τTpT )− τ5cqkL > 0 ⇒ T ∗∗ =
µ

′

tµ
′

L − τ5cqkL
µ

′

tτTp
> 0, (5.4.3)

já que T ≥ 0.
Os valores de T são determinados a partir do polinômio de grau dois, obtido ao
substituir as equações de C e Bt de (5.4.1):

τ3α3C − (γ1 + µ2)− b1cBt = 0.

O polinômio em T é dado por:

Q2(T ) = AT
2
+BT + C, (5.4.4)

nos quais:

A = α3τTp(b1ckb + (γ1 + µ2)µ
′

t),

B = −(τTpµc)((γ1 + µ2)µ
′

t + b1ckb)
(α3

α̂
− 1
)

− α3(µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL + b1ckbµ
′

L)

e

C = ((µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL)((γ1 + µ2)µc + b1ckbµcµ
′

L)

(
α3

αth
3

− 1

)

,

(5.4.5)
em que:

α̂ =
µc

τ3kc

(

γ1 + µ2 +
b1ckb
µ

′

t

)

. (5.4.6)

Analisando os sinais dos coeficientes do polinômio (5.4.4), podemos através da Regra
do Sinal de Descartes (vide apêndice) dizer quantas ráızes reais positivas o polinômio
possui. Porém a complexidade dos coeficientes do polinômio pode tornar esta análise
de sinal complicada. O coeficiente A > 0, pois todos parâmetros são positivos. Os
outros coeficientes, B e C, podem variar seus sinais. Podemos estabelecer condições
para existência ou não de ráızes reais positivas. A tabela 5.1 mostra as possibilidades
de ráızes reais positivas:
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Tabela 5.1: Número posśıvel de ráızes reais e positivas de Q2(T ) = 0.

Coeficiente Sinal do coeficiente Número de ráızes reais positivas
A +
B + 0
C +
A +
B + 1
C -
A +
B - 1
C -
A +
B - 2 ou 0
C +

Vamos construir um diagrama de bifurcação no qual nos dará mais informações
sobre o comportamento de T .

O parâmetro que vamos variar em um intervalo fixo será α3, pois não sabemos a
força de infecção por parte do T. cruzi. Portanto, ao variar este parâmetro estuda-
remos o comportamento dinâmico do parasita, a fim de descobrir formas eficientes
de combate ao seu ataque.

Tabela 5.2: Parâmetros utilizados no diagrama de bifurcacão de Q2(T ) = 0.

τT b1 kb γ1 µ
′

t p µc τ3 c q kL µL τ5 kc
1 0,001 0,2 0,05 0,2 0,16 0,2 1 1 0,16 0,2 0,2 1 0,2

Os valores dos parâmetros foram retirados de [26].
A faixa vermelha, entre as faixas azuis, indica T ∗∗ e a faixa preta T ∗. Como T ∗ > T ∗∗,
visto em (5.4.2), nos limitaremos a comparar os valores das ráızes com T ∗∗. A
expressão que permite obter o diagrama é dada por (5.4.4):

• Se α3 < αth
3 , teremos uma raiz T1 negativa e outra raiz T2 > T ∗∗, ou seja, há

apenas o ponto de equiĺıbrio trivial P0 = (Lc, 0, C, 0, Bt);

• Se α3 > αth
3 , teremos uma raiz 0 < T1 < T ∗∗ e T2 > T ∗∗, ou seja, há um

ponto de equiĺıbrio biologicamente viável P3 = (Lc, 0, C, T1, Bt), no qual não
há presença de células infectados por v́ırus HIV, mas há a presença de T. cruzi
na sua forma circulante (tripomastigota);
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Figura 5.2: Diagrama de bifurcação para ráızes deQ2(T ) = 0 em função do parâmetro
de infecção α3.

• α3 = αth
3 , ponto em que ocorre a bifurcação, T1 = 0 e T2 > T ∗∗, ou seja, temos

o ponto de equiĺıbrio trivial.

A expressão da equação do diagrama de bifurcação é dada por um polinômio de
grau dois (5.4.4). O coeficiente do termo de maior grau é sempre positivo, pois todos
parâmetros são positivos, logo o polinômio sempre tem concavidade para cima. Como
T ∗∗ > 0 e Q2(T ∗∗) < 0, segue que T ∗∗ está entre as ráızes do polinômio (5.4.4). A
raiz que está acima de T ∗∗ é instável e isto será provado utilizando os critérios de
Routh-Hurwitz no polinômio caracteŕıstico mais adiante.

Pois

Q2(T ∗∗) = −α3b1ckb

(
τ5cqkL
µ

′

t

)

+ τTpµcb1ckb −
τTpµcb1ckb

1−
τ5cqkL
µ

′

Lµ
′

t

< 0,

de (5.4.2).
Aplicando o ponto P2 a matriz Jacobiana, obtemos:

J(P2) =



















−µ
′

L + τTpT J1 0
kLpτT

µ
′

L + τTpT
0

0 J2 0 0 0

0 0 −µc − α3T −
α3kc

µc + α3T
0

0 0 α3τ3T J3 −b1cT

J4 0 0 0 −µ
′

t +
cqkLτ5

µ
′

L − pτTT
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nos quais:

J1 =
kLn(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

(γ5 + µ5)(µ
′

L − τTpT )

J2 = (µ3 + µ4)

[
α1n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)(µ
′

L − τTpT )
− 1

]

J3 = −γ1 − µ2 +
α3kcτ3

µc + α3T
−

cb1kb(µL − τTpT )

µ
′

t(µ
′

L − pτTT )− cqkLτ5

J4 =
cqkbτ5(µ

′

L − pτTT )

µ
′

t(µ
′

L − pτTT )− cqkLτ5
.

(5.4.7)

O polinômio caracteŕıstico é determinado por:

Φ2(x) =

[

(µ3 + µ4)

(
α1n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)(µ
′

L − τTpT )
− 1

)

− x

]

Q3(x), (5.4.8)

no qual Q3(x) é um polinômio de quarto grau determinado por:

Q3(x) = x4 + A1x
3 + A2x

2 + A3x+ A4. (5.4.9)

Os coeficientes de (5.4.9) acima são definidos por:

A1 = µ
′

L − τTpT +
µ

′

t(µ
′

L − τTpT )− τ5cqkL

(µ
′

L − τTpT )
+ µc + α3T ,

A2 = (µ
′

t(µ
′

L − τTpT )− cqkLτ5)

(
µc + α3T

µ
′

L − τTpT
+ 1

)

+ (µc + α3T )(µ
′

L − τTpT ) +
α2
3τ3kcT

µc + α3T
,

A3 =
cb1kbτTpcqτ5T

µ
′

t(µ
′

L − τTpT )− τ5cqkL
+ (µc + α3T )(µ

′

t(µ
′

L − τTpT )− τ5cqkL)+

+

(
α2
3τ3kcT

µc + α3T

)(
µ

′

t(µ
′

L − τTpT )− cqkLτ5

µ
′

L − τTpT
+ µ

′

L − τTpT

)

e

A4 =

(
α2
3τ3kcT

µc + α3T

)

(µ
′

t(µ
′

L − τTpT )− cqkLτ5) +
(µc + α3T )(cb1kbτTpcqτ5T )

µ
′

t(µ
′

L − τTpT )− τ5cqkL
.

Uma das ráızes do polinômio caracteŕıstico é dada por:

x1 = (µ3 + µ4)

(
α1n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)(µ
′

L − τTpT )
− 1

)

. (5.4.10)
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Alguns resultados são tratados como teoremas pois, é posśıvel realizar uma de-
monstração anaĺıtica das hipóteses. Entretanto, em determinados casos, será ne-
cessário realizar simulações numéricas e, dessa forma, fixaremos um conjunto de
parâmetros para tais simulações. Tais resultados são tratados como conjecturas.

Conjectura 1. O ponto P2 é local e assintoticamente estável se α1 < αth
1 e α3 > αth

3 .

Demonstração. Para que o sinal de x1 seja negativo devemos ter:

α1n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)(µ
′

L − τTpT )
< 1.

Mas de (5.1.5) temos:

α1n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)(µ
′

L − τTpT )
=

α1n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)µ
′

L − (γ2 + µ5)τTpT
>

α1n(1− p− q)kL
(γ2 + µ5)µ

′

L

=
α1

αth
1

,

já que µ
′

L − τTpT > 0, de (5.4.2).
Dessa forma, para x1 < 0 devemos ter:

1 >
α1n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)(µ
′

L − τTpT )
>

α1

αth
1

(5.4.11)

logo,
αth
1 > α1 ⇔ Rv < 1. (5.4.12)

Devido à complexidade do polinômio (5.4.8), vamos verificar apenas o primeiro item
do critério de Routh-Hurwitz analiticamente. Os demais item serão verificados nu-
mericamente, calculando as ráızes de (5.4.8).
Os item do Critério de Routh-Hurwitz [27] para o polinômio de grau quatro são os
seguintes:

1. Ai > 0, para i = 1, ..., 4;

2. A1A2 > A3;

3. A1A2A3 > A2
3 + A2

1A4;

Caso Ai > 0, para i = 1, ..., 4.

Usando as condições dadas em (5.4.2), é posśıvel verificar que Ai > 0, para
i = 1, ..., 4, assim o primeiro item do critério está provado.

Os demais itens (2 e 3) não serão demonstradas analiticamente devido a sua com-
plexidade. Dessa forma, vamos calcular as ráızes de (5.4.8) computacionalmente, para
mostrar quais as condições necessárias de estabilidade local.
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Estamos considerando α3 > αth
3 , condição obtida do diagrama de bifurcação (fi-

gura 5.4), para que tenhamos condições de viabilidade biológica. Entretanto, não
podemos garantir que a condição dada por (5.4) é suficiente para assegurar a estabi-
lidade local do ponto P2.

Resultados numéricos

Para realizar os teste numéricos, utilizaremos de parâmetros fixados apresen-
tados na tabela 5.4. Tais parâmetros foram retirados da literatura espećıfica da área.
Certos parâmetros, como eficiência das células B (b1), taxa de clonagem de linfócito
T CD4 espećıficos para atuar contra células infectadas por T. cruzi (τ1), eficiência
do medicamento no combate ao T. cruzi (γ1), eficiência do coquetel anti-HIV (γ2)
e taxa de clonagem de células B ativas ao encontrar linfócito T CD4 (τ5) exigem
um cuidado especial. Nós os fixaremos, sendo seus valores retirados da literatura
espećıfica ou uma estimação coerente com a homeostasia do corpo humano.

Tabela 5.3: Parâmetros usados no teste numérico para determinar os sinais das ráızes
do polinômio Φ2 (5.4.8). Parâmetros de [26][28]

τT b1 kb γ1 µt p µc τ3 c
1 0,001 0,2 0,05 0,2 0,16 0,2 1 1

q kL µ
′

L τ5 kc µ2 γ2 µ5 n
0,16 0,2 0,2 1 0,2 0,2 0,01 0,3 1

Vamos mostrar por uma representação gráfica o comportamento das ráızes do
polinômio (5.4.9) em função do parâmetro α3. Fixaremos o parâmetro α1 = 1 já que
αth
1 = 1, 9375 (Rv < 1). O parâmetro αth

3 = 0, 3 foi fixado. Os valores de T sofrem
variações também, mas como mostrado em (5.2), a raiz que nos interessa deve ser
positiva e estar abaixo de T ∗.
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Figura 5.3: Gráfico do comportamento das ráızes de Q3 em função do parâmetro α3.

As curvas se sobrepõem pois as ráızes do polinômio (5.4.9) são complexos conju-
gados.

Portanto, através das simulações numéricas, podemos concluir que a estabilidade
local do ponto P2 é assegurada se α1 < αth

1 e α3 > αth
3 , equivalentemente se Rv < 1

e Rt > 1.

Como dito anteriormente, a raiz que está acima de T ∗∗ é instável. Para verificar
isso utilizamos os critérios de Routh-Hurwitz. Temos, tomando T ∗∗ = T :

T2 = T > T ∗∗ =
µ

′

tµ
′

L − τ5cqkL
µ

′

tτTp
⇒ µ

′

L − τTpT2 <
τ5cqkL
µ

′

t

,

e infringimos uma das condições do critério de Routh-Hurwitz, o de positividade dos
parâmetros:

A4 =

(
α2
3τ3kcT

µc + α3T

)

(µ
′

t(µ
′

L − τTpT )− cqkLτ5) +
(µc + α3T )(b1kbτTpcqτ5T )

µ
′

t(µ
′

L − τTpT )− τ5cqkL
< 0,

pois

µ
′

t(µ
′

L − τTpT2)− cqkLτ5 < 0.

Portanto ráızes acima de T ∗∗ são instáveis.
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5.5 Ponto P3: Coexistência de células infectadas

por v́ırus HIV e T. cruzi

Neste caso teremos a coexistência de todos os componentes do modelo, ou seja, há
presença de células infectadas por v́ırus HIV e T. cruzi na sua forma circulante.
Dessa forma por (5.0.2):







Lc =
µ5 + γ2

α1n(1− p− q)

I1 =

(
µ5 + γ2

n(µ3 + µ4)

)[
1

α1(1− p− q)− qτH

](

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ τTpT

)

C =
kc

µc + α3T

T =
µc

α3

( α3

α∗∗
− 1
)

Bt =
α1n(1− p− q)kb

α1n(1− p− q)µ
′

t − τ5cq(µ5 + γ2)
.

(5.5.1)

Lembrando que α∗∗ é dado pela equação (5.3.7). O ponto de equiĺıbrio a ser analisado
é P3 = (Lc, L1c, I1, C, I2).

Como não faz sentido tratar de concentração negativa de células, devemos consi-
derar:

Bt ≥ 0 ⇒ α1 >
τ5cq(γ2 + µ5)

(1− p− q)nµ
′

t

= α∗ e T ≥ 0 ⇒ α3 > α∗∗, (5.5.2)

em que α∗∗ é definido por (5.3.7).
Vamos fazer uma comparação entre αth

1 (5.1.5) e α∗ (5.3.3), de forma análoga à (5.3.9)
feita na seção 4.1.1:

µ
′

L(γ2 + µ5)

n(1− p− q)kL
−

τ5cq(γ2 + µ5)

n(1− p− q)µ′t
=

(γ2 + µ5)

µ
′

t(1− p− q)nkL

(
µ

′

Lµ
′

t − τ5cqkL
)
> 0,

(5.5.3)
por (5.1.6). Portanto αth

1 > α∗.
Assim por (5.5.3) temos:

α1

α∗
>

α1

αth
1

.

Para assegurar a concentração positiva de células I1 devemos considerar:

α1 >
qτH

(1− p− q)
e µ

′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ pτTT > 0 (5.5.4)
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ou

α1 <
qτH

(1− p− q)
e µ

′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ pτTT < 0. (5.5.5)

Para estabelecermos condições de estabilidade local para o ponto não-trivial, vamos
determinar o polinômio caracteŕıstico associado à matriz jacobiana aplicada ao ponto
P3:

J(P3) =















J1
(µ3 + µ4)(−(1− p− q)α1 + qτH)

(1− p− q)α1
0 J2 0

J3 0 0 0 0

0 0 −µc − α3T J4 0

0 0 α3τ3T 0 −b1cT

J5 0 0 0 J6















nos quais:

J1 = −µ
′

L + pτTT −

(

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ pτTT

)

J2 =
(γ2 + µ5)pτT
n(1− p− q)α1

J3 =
(1− p− q)α1

(1− p− q)α1 − qτH

(

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ pτTT

)

J4 = −
α3kc

µc + α3T

J5 =
cqτ5(1− p− q)nα1kb

(1− p− q)nα1µ
′

t − cqτ5(γ2 + µ5)

J6 = −
τ5cq(γ2 + µ5)

n(1− p− q)α1

(α1

α∗
− 1
)

.

Temos o seguinte polinômio caracteŕıstico:

Φ3(x) = x5 +A1x
4 +A2x

3 +A3x
2 +A5x+A8 (5.5.6)
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nos quais os coeficientes são definidos por:

A1 =

[
α1n(1− p− q)kL

γ2 + µ5
+ µc + α3T +

τ5cq(γ2 + µ5)

n(1− p− q)α1

(α1

α∗
− 1
)]

,

A2 =

(
τ5cq(γ2 + µ5)

n(1− p− q)α1

)(α1

α∗
− 1
)(α1n(1− p− q)kL

γ2 + µ5
+ µc + α3T

)

+

+

(
α2
3τ3kcT

µc + α3T

)

+ (µc + α3T )

(
α1n(1− p− q)kL

γ2 + µ5

)

+ (µ3 + µ4)

(

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ τT pT

)

A3 = (µ3 + µ4)(µc + α3T )

(

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ τT pT

)

+

(
α2
3τ3kcT

µc + α3T

)

+

(
α1n(1− p− q)kL

γ2 + µ5

)

+

+

(
τ5cq(γ2 + µ5)

n(1− p− q)α1

)(α1

α∗
− 1
)

A4 +
b1ckbpτT (γ2 + µ5)T

α1(1− p− q)nµ
′

t − cqτ5(µ5 + γ2)
,

A4 =

[
α2
3τ3kcT

µc + α3T
+ (µc + α3T )

(
α1n(1− p− q)kL

γ2 + µ5

)

+ (µ3 + µ4)

(

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ τT pT

)]

,

A5 = A6 +

(
α2
3τ3kcT

µc + α3T

)

(µ3 + µ4)

(

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ pτTT

)

+
b1kbpτT (µc + α3T )(γ2 + µ5)T

α1nµ
′

t − cτ5(µ5 + γ2)
,

A6 =

(
τ5cq(γ2 + µ5)

n(1− p− q)α1

)(α1

α∗
− 1
)

A7,

A7 =

[

(µ3 + µ4)(µc + α3T )

(

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ pτTT

)(
α2
3τ3kcT

µc + α3T

)(
α1nqkL
γ2 + µ5

)]

e

A8 =

[
τ5cq(γ2 + µ5)

n(1− p− q)α1

(α1

α∗
− 1
)]( α2

3τ3kcT

µc + α3T

)

(µ3 + µ4)

[

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ pτTT

]

.

Considere a igualdade:

α2
3τ3kcT

µc + α3T
= µc

(

γ1 + µ2 +
α1n(1− p− q)b1dkb

α1n(1− p− q)µ
′

t − τ5cq(γ2 + µ5)

)( α3

α∗∗
− 1
)

.

A análise do polinômio, quanto aos sinais das ráızes, é tarefa muito complexa. Dessa
forma, vamos fazer uma análise computacional e constatar as condições de estabilidade.
Os critérios de Routh-Hurwitz para o polinômios de quinto grau são os seguintes:

1. Ai > 0, para i = 1, ..., 5;

2. A1A2 > A3;

3. A1A2 −A3 >
(A5 −A4A1)

2

(A4A3 −A5A2)
tal que A3A4 > A2A5;

4. se A5 < A1A4 ⇒ A1A2 −A3 > (A4A1 −A5)
A1

A3
.
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Caso os coeficientes do polinômio (5.5.6) satisfaçam todos os itens do critérios, podemos
garantir que suas ráızes são negativas, caso reais, ou têm parte real negativa se complexas.
A verificação anaĺıtica dos itens do critérios é extremamente complexa, mas podemos extrair
algumas informações à respeito da positividade dos coeficientesAi. As demais condições que
garantem a estabilidade local do ponto não-trivial serão realizadas utilizando a ferramenta
computacional. Será feito o cálculo das ráızes do polinômio (5.5.6) juntamente com as
relações de α1, α

th
1 , α3 e αth

3 .
Vamos verificar a positividade dos coeficientes do polinômio 5.5.6.

Ai > 0
O coeficiente A1 > 0 do polinômio (5.5.6), é positivo pois, estamos considerando (5.5.2).
Os demais coeficientes podem variar o sinal devida um termo em especial:

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ pτTT . (5.5.7)

Mas observe que o último coeficiente do polinômio (5.5.6), A5, só é positivo se,

µ
′

L

(
α1

αth
1

− 1

)

+ pτTT > 0. (5.5.8)

Dessa forma a condição (5.5.5) é descartada.
Manipulando (5.5.7) e substituindo T , obtemos:

α1 > αth
1 +

(γ2 + µ5)µcpτT
n(1− p− q)kL

(
1

α3
−

1

α∗∗

)

. (5.5.9)

Note que:

αth
1 > αth

1 +
(γ2 + µ5)µcpτT
n(1− p− q)kL

(
1

α3
−

1

α∗∗

)

,

já que,

α3 > α∗∗ ⇒
1

α3
<

1

α∗∗

que segue de (5.5.2).
Estas informações são insuficientes para determinar as condições de estabilidade local

de P3, entretanto sabemos um valor mı́nimo para α1.

Conjectura 2. O ponto P3 é local e assintoticamente estável se α1 > αth
1 e α3 > αth

3 .

Demonstração. Vamos utilizar a simulação numérica para determinar as condições de es-
tabilidade.
Os valores dos parâmetros se encontram na seguinte tabela:
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Tabela 5.4: Valores dos parâmetros para teste numérico. Parâmetros de [26][28].

µc µ2 µ3 µ4 µ5 µ
′

L µ
′

t kL kc kb γ1
0,2 0,2 0,2 0,1 0,3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,05
γ2 τH τT τ3 τ5 1-p-q q n b1 c p
0,01 1 1 1 1 0,68 0,16 1 0,001 1 0,164

Apresentaremos na tabela 5.5 os valores dos autovalores, ou ráızes de (5.5.6) para
mostrar quais condições são necessárias para se ter a estabilidade local. Lembrando que
α1 > α∗, α3 > α∗∗, αth

1 = 0, 516, αth
3 = 0, 3 e α∗ = 0, 413:

Tabela 5.5: Ráızes do polinômio caracteŕıstico 5.5.6.
α1 = 0, 42 α3 = 0, 2 α∗∗ = 0, 88

x1 x2 x3 x4 x5

0,6855 -0,4541+0,4327i 0,02 -0,4541-0,4327i -0,0083
α1 = 0, 46 α3 = 0, 24 α∗∗ = 0, 34

x1 x2 x3 x4 x5

0,2355 -0,2596+0,1113i -0,0659 -0,2596-0,1113i 0,0134
α1 = 0, 51 α3 = 0, 29 α∗∗ = 0, 3037

x1 x2 x3 x4 x5

-0,0738 -0,2038+0,0152i 0,0519 -0,2038-0,0152i 0,0026
α1 = 0, 52 α3 = 0, 3 α∗∗ = 0, 2987

x1 x2 x3 x4 x5

-0,0263 -0,1995+0,0015i -0,0175 -0,1995+0,0015i -0,0004

Observe que o valor de α∗∗ cai a medida que α1 cresce.

Na sessão anterior, analisamos a relação entre dois parâmetros: α∗∗ e αth
3 . Em (5.3.9)

ficou determinado que se α1 > αth
1 ⇒ αth

3 > α∗∗. A condição para termos a estabilidade
local do ponto P3 garantida é: Rv > 1 (α1 > αth

1 ) e Rt > 1 (α3 > αth
3 ).

À medida que α1 cresce por valores menores que αth
1 , α∗∗ decresce por valores maiores

que αth
3 (5.3.9). Quando α1 = αth

1 ⇒ αth
3 = α∗∗.

Assim, quando α1 > αth
1 e os valores de α3 crescem para valores maiores que αth

3 , α3 >
αth
3 > α∗∗.
Biologicamente faz todo sentido, pois a produção de T. cruzi é intensificada quando o

sistema imune sucumbe, ou seja, Rv > 1. Segue que Rt > 1 e temos a presença de T. cruzi
circulante. Portanto, devemos ter primeiro a produção de células infectadas por v́ırus HIV e
posteriormente T. cruzi circulante, ou melhor, a reativação parasitária. Matematicamente,
teremos a estabilidade local de P3 se α1 > αth

1 primeiro que α3 > αth
3 .

Pensando no quadro cĺınico do paciente, este ponto representa exatamente a fase em
que ocorre a reativação parasitária.
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5.6 Discussões

Faremos uma comparação dos pontos de equiĺıbrio em relação aos aspectos qualitativos.
A análise feita dos quatro pontos estacionários, mostraram que os limiares αth

1 e αth
3

são parâmetros que, dependendo dos valores tomados por α1 e α3, mudam a estabilidade
local de cada ponto de equiĺıbrio.

Faremos considerações aos limiares de forma particular, para comparar os limiares αth
1

e αth
3 com os parâmetros α∗∗ (equação (5.3.7)), e α∗ (equação (5.3.3)).
O ponto trivial, P0, define o estágio cĺınico em que não há nenhuma infecção. Dessa

forma os linfócitos B, linfócitos LH e linfócitos LT não foram ativados, logo os termos de
proporção descritos em (4.2.1) são nulos, p = q = c = 0. Segue, então, que os limiares são:

αth
1 =

µ
′

L(γ2 + µ5)

nkL
e αth

3 =
µc(γ1 + µ2)

τ3kc
.

O fato do sistema não estar ativado contra agentes patogênicos torna os limiares menores,
assim mais fácil uma infecção se estabelecer.

No estudo do ponto P1 obtemos α∗∗, equação (5.3.7), que tem uma relação intŕınseca
com α1. Neste caso, ausência de protozoário circulante, T = 0, não ativou linfócitos B
que, através de anticorpos, matam o protozoário. Dessa forma o termo de proporção de
linfócitos Ba, igualdade (4.2.6), é nulo, c = 0 ⇒ Ba = 0 e B = Bt. Além disso, p = 0 pois
não ocorre a ativação dos linfócitos LT . Seguem que:

αth
1 =

µ
′

L(γ2 + µ5)

nkL(1− q)
e α∗∗ = αth

3 =
µc

τ3kc
(γ1 + µ2) .

Observe que neste caso, quando c = 0, αth
3 é menor justamente pelo sistema imunológico

humoral não ter sido ativado, além disso é mais fácil a infecção progredir, ou seja, α3

superar αth
3 .

O ponto P2 aborda a situação de ausência de células infectadas por v́ırus e presença
de protozoário. Segue dessa forma que não ocorreu a ativação de linfócitos LH , portanto
a proporção de LH é nula, q = 0. Os limiares ficam da seguinte forma:

αth
1 =

µ
′

L(γ2 + µ5)

nkL(1− p)
e αth

3 =
µc

τ3kc

[

γ1 + µ2 +
b1ckb

µ
′

t

]

.

O último ponto estacionário mostra a co-existência de células infectadas por v́ırus e a
presença de protozoário circulante. Supondo então que o sistema imunológico ativou as
principais células de defesa Ba, LH e LT , temos q 6= 0, p 6= 0 e c 6= 0. Portanto:

αth
1 =

µ
′

L(γ2 + µ5)

nkL(1− p− q)
e αth

3 =
µc

τ3kc

[

γ1 + µ2 +
b1ckbµ

′

L

µ
′

Lµ
′

t − τ5cqkL

]

.

As diferenças entre os pontos estacionários do modelo MIH são evidenciadas nas ativa-
ções das células de defesa. Portanto o sistema imunológico estará totalmente ativado para
estabelecer uma resposta a co-infecção quando ocorrer a reativação parasitária pela ação
do v́ırus.

No contexto biológico sabemos que a ação do v́ırus HIV, infectando células linfócitos
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T CD4, favorece a reativação de T. cruzi. Dessa forma é razoável esperar que a reativação
parasitária se inicia antes de α3 superar o limiar αth

3 . De forma análoga o T. cruzi pode
favorecer a infecção viral.

Vamos construir um gráfico que mostre de forma qualitativa e quantitativa o compor-
tamento do MIH em torno dos pontos estacionários. Utilizaremos a tabela 5.6:

Tabela 5.6: Valores dos parâmetros para gráfico para análise qualitativa e quantita-
tiva de MIH.

µc µ2 µ3 µ4 µ5 µ
′

L µ
′

t kL kc kb γ1
0,2 0,2 0,2 0,1 0,3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,05
γ2 τH τT τ3 τ5 1-p-q q n b1 c p
0,01 1 1 1 1 0,68 0,16 1 0,001 0,4 0,16

0 0,5 0,6 0,7 0,8
0
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Figura 5.4: Comportamento qualitativo e quantitativo dos pontos estacionários-MIH.
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Figura 5.5: Região ampliada com os valores obtidos das simulações do modelo MIH.

Desenhamos as figuras 5.4 e 5.5, com as informações obtidas no estudo anaĺıticos dos
pontos estacionários. Um fato interessante é destacado no ponto P2, que definimos o parâ-
metro α∗∗, equação (5.3.7). Este parâmetro varia em função de α1 e isso traz implicações
no comportamento qualitativo dos pontos estacionários. Através da simulações numé-
ricas constatamos que a curva formada por α∗∗, considerando sua dependência com α1,
descreve uma região de atração para o ponto P3. Lembrando que:

α∗∗ =
µc

τ3kc






γ1 + µ2 +

b1ckb

µ
′

t −
τ5cq(γ2 + µ5)

α1n(1− p− q)






.

O gráfico 5.6 está fora de escala para melhor ilustrar a situação que obtemos:
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Figura 5.6: Comportamento qualitativo segundo dos limiares, gráfico fora de escala.
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Segue que, tomando α1 > αth
1 e α3 > α∗∗ > αth

3 , independentemente do ponto inicial
dado, o ponto P3 é atrator. Para valores em que α1 > αth

1 , P3 é atrator se α3 > α∗∗ (nesta
região αth

3 > α∗∗).
Tomando α3 > α∗∗ e αth

1 > α1 temos um comportamento diferente. Neste caso o ponto
P3 é atrator se α1 é maior que os pontos simulados, ou seja, pontos do segmento vermelho.

A curva de α∗∗ possui duas asśıntotas, uma vertical e outra horizontal. Temos:

α1 → ∞ ⇒ α∗∗ →
µc

τ3kc

[

γ1 + µ2 +
b1ckb
µt

]

,

uma asśıntota horizontal.
Podemos reescrever α∗∗ da seguinte forma:

α∗∗ =
µc

τ3kc

[

γ1 + µ2 +
α1b1ckb

µt(α1 − α∗)

]

,

já que,

α∗ =
τ5cq(µ5 + γ2)

nµt(1− p− q)
,

assim em α∗, α∗∗ possui uma asśıntota vertical.
Podemos concluir que a infecção pelo v́ırus HIV favorece a infecção por Tripanossoma

cruzi, ou seja, facilita a reativação parasitária já que α3 não precisa ser maior que seu limiar.
Por sua vez a infecção por Tripanossoma cruzi favorece a infecção pelo v́ırus HIV, pois
α1 não precisa ser maior que seu limiar, entretanto podemos notar que o v́ırus ajuda mais
o protozoário do que o protozoário ajuda o v́ırus. Biologicamente isso se dá pelo motivo
que o v́ırus ataca as células de defesa do organismo dando condições para reativação do
protozoário.



Caṕıtulo 6

Análise do MIC: Pontos

estacionários e a estabilidade

Para facilitar a compreensão da dinâmica do Modelo de Imunidade Celular, é apre-
sentada a figura 6.1. Um diagrama de fluxo com cinco compartimentos já explicado no
caṕıtulo 4.
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µ3+µ4
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L��
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α3CI2

kL1 // L1c

µ
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L1

��
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α2
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α3 // C
µc
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Figura 6.1: Diagrama do Modelo da Imunidade Celular-MIC. As setas cheias indicam
uma contribuição ou queda; as setas pontilhadas indicam um prejúızo por infecção
ou eliminação; as setas onduladas indicam produção pelo organismo.

A análise de estabilidade local doMIC é realizada através da linearização do sistema de
equações diferenciais. Como no caṕıtulo 4, utilizaremos o teorema [25]. Escrevemos cada
equação do sistema de equações diferenciais como uma função das variáveis do modelo.
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Consideremos o seguinte sistema de equações:







dLc

dt
= kL − µ

′

LLc − (1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + qτH

n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + τT p

τ3µ1

(γ1 + µ2)
LcI2

dL1c

dt
= kL1 − µ

′

L1L1c + q
′

τ1H
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
L1cI1 + τ1T p

′ τ3µ1

(γ1 + µ2)
L1cI2

dI1
dt

= (1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 − (µ3 + µ4)I1 − q

′

α2I1L1c

dC

dt
= kc − µcC − α3

τ3µ1

(γ1 + µ2)
CI2

dI2
dt

= α3
τ3µ1

(γ1 + µ2)
CI2 − µ1I2 − p

′

α4I2L1c.

(6.0.1)

Devemos determinar uma região de interesse biológico, assim como feito no modelo
MIH. Tal região representada por um subconjunto do R

5 será o ambiente no qual as
soluções das equações estarão definidas.

A região de interesse biológico é determinada por:

Ω2 = {(Lc, L1c, I1, C, I2) ∈ R
5 : Lc > 0, L1c > 0, I1 > 0, C > 0, I2 > 0}.

Esta região de interesse biológico é positivamente invariante sob o fluxo induzido pelo
sistema (6.0.1), pois analisando os campos vetoriais (tomamos as componente duas a duas),
todos os pontos em Ω2 permanecem em seu interior ou em sua fronteira. Logo, dado um
ponto inicial em Ω2, a solução que passo por este ponto permanece em Ω2.

De forma análoga ao caṕıtulo 5, para determinar os pontos estacionários, devemos obter
os zeros do sistema, obtido do modelo 4.3:







































































F1(Lc, L1c, I1, C, I2) = kL − µ
′

LLc − (1− p− q)α1

n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + qτH

n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 + τT p

τ3µ1

(γ1 + µ2)
LcI2 = 0

F2(Lc, L1c, I1, C, I2) = kL1 − µ
′

L1L1c + q
′

τ1H
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
L1cI1 + τ1T p

′ τ3µ1

(γ1 + µ2)
L1cI2 = 0

F3(Lc, L1c, I1, C, I2) = (1− p− q)α1

n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 − (µ3 + µ4)I1 − q

′

α2I1L1c = 0

F4(Lc, L1c, I1, C, I2) = kc − µcC − α3

τ3µ1

(γ1 + µ2)
CI2 = 0

F5(Lc, L1c, I1, C, I2) = α3

τ3µ1

(γ1 + µ2)
CI2 − µ1I2 − p

′

α4I2L1c = 0.

(6.0.2)

A matriz Jacobiana associado ao sistema (6.0.2) é determinada por:
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J =





















J1 0 J2 0
Lcµ1pτ3τT
γ1 + µ2

0 J3
L1cnq

′

τ1H(µ3 + µ4)

γ1 + µ5
0

L1cµ1pτ1T τ3
γ1 + µ2

J6 −α2q
′

I2 J4 0 0

0 0 0 −µc −
I2α3µ1τ3
γ1 + µ2

−
Cα3µ1τ3
γ1 + µ2

0 −α2p
′

I2 0
I2α3µ5τ3
γ1 + µ2

J5





















nos quais:

J1 = −µL +
I1n(µ3 + µ4)

γ2 + µ5
(−α1(1− p− q) + qτH) +

I2µ1τ3pτT
γ1 + µ2

J2 =
Lcn(µ3 + µ4)

γ2 + µ5
(−α1(1− p− q) + qτH)

J3 = −µL1 +
I1n(µ3 + µ4)q

′

τ1H
γ2 + µ5

+
I2µ1pτ1T τ3
γ1 + µ2

J4 = (µ3 + µ4)

(
α1n(1− p− q)Lc

γ2 + µ5
− 1

)

− α2q
′

L1c

J5 = −µ5 − α4p
′

L1c +
Cα3µ1τ3
γ1 + µ2

J6 =
α1n(1− p− q)(µ3 + µ4)I1

γ2 + µ5
.

6.1 Ponto P0: Ausência de células infectadas por

v́ırus HIV e por T. cruzi

O ponto trivial é caracterizado por apresentar a ausência de células infectadas por v́ırus
HIV e T. cruzi (I1 = I2 = 0). Dessa forma:







Lc =
kL

µ
′

L

L1c =
kL1

µ
′

L1

I1 = 0

C =
kc
µc

I2 = 0.
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O primeiro ponto a ser analisado quanto a estabilidade é P0 = (Lc, L1c, 0, C, 0). Vamos
determinar a matriz Jacobiana aplicada ao ponto P0. Temos:

J(P0) =




















−µ
′

L 0
kLn(µ3 + µ4)

(γ2 + µ5)µ
′

L

(−α1(1− p− q) + qτH) 0
kLµ1pτ3τT

(γ1 + µ2)µ
′

L

0 −µ
′

L1

kL1nq
′

τ1H(µ3 + µ4)

(γ1 + µ5)µ
′

L

0
kL1µ1pτ1T τ3

(γ1 + µ2)µ
′

L1

0 0 J2 0 0

0 0 0 −µc −
α3kcµ1τ3

(γ1 + µ2)µc

0 0 0 0 J1




















Em que:

J1 = −µ1 −
α4p

′

kL1

µ
′

L1

+
α3kcµ1τ3

(γ1 + µ2)µc

J2 = (µ3 + µ4)

(
α1n(1− p− q))kL

(µ5 + γ2)µ
′

L

− 1

)

−
α2kL1q

′

µ
′

L1

.

Os autovalores da matriz Jacobiana são as ráızes do polinômio caracteŕıstico, que é
obtido ao calcular o determinante da matriz Jacobiana aplicada ao ponto P0:

Ψ0(x) = det(J(P0)− xI),

no qual I representa a matriz identidade de ordem cinco. Temos:

Ψ0(x) = Q0(x)

[(

µ3 + µ4 +
α2kL1q

′

µ
′

L1

)(
α1

βth
1

− 1

)

− x

]((

µ1 +
α4p

′

kL1

µ
′

L1

)(
α3

βth
3

− 1

)

− x

)

,

(6.1.1)
em que,

Q0(x) = (−µc − x)(−µ
′

L − x)(−µ
′

L1 − x).

Os parâmetros βth
1 e βth

3 são definidos respectivamente por:

βth
1 =

(γ2 + µ5)µ
′

L

n(1− p− q)kL

(

1 +
α2kL1q

′

(µ3 + µ4)µ
′

L1

)

(6.1.2)

e

βth
3 =

(γ1 + µ2)µc

kcτ3

(

1 +
α4kL1p

′

µ1µ
′

L1

)

. (6.1.3)

Observe que há uma semelhança entre os parâmetros (6.1.2) e (6.1.3) com os parâmetros
(5.1.5) e (5.1.6). Em breve discutiremos as relações entre estes importantes parâmetros.
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Através do polinômio 6.1.1, obtemos os autovalores que são definidos por:






x1 = −µc

x2 = −µ
′

L

x3 = −µ
′

L1

x4 =

(

µ3 + µ4 +
α2kL1q

′

µ
′

L1

)(
α1

βth
1

− 1

)

x5 =

(

µ1 +
α4p

′

kL1

µ
′

L1

)(
α3

βth
3

− 1

)

.

(6.1.4)

Teorema 4. O ponto P0 é local e assintoticamente estável se, e somente se, α1 < βth
1 e

α3 < βth
3 .

Demonstração. Como mostrado em (6.1.4), as três primeiras ráızes têm sinal negativo. A
estabilidade local está relacionada aos sinais de x4 e x5. Caso sejam negativas, o ponto
estacionário P0 será local e assintoticamente estável, caso contrário, instável. Assim:

x4 < 0 ⇔ α1 < βth
1 e x5 < 0 ⇔ α3 < βth

3 .

Portanto P0 é local e assintoticamente estável se α1 < βth
1 e α3 < βth

3 .

6.2 Replicabilidade: RvL e RtL

A tabela (6.1) ilustra os parâmetros dos modelos MIH (lado direito) e modelo MIC
(lado esquerdo):

Tabela 6.1: Comparação entre os limiares.

αth
1 βth

1

(γ2 + µ5)µ
′

L

n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)µ
′

L

n(1− p− q)kL

(

1 +
α2kL1q

′

(µ3 + µ4)µ
′

L1

)

αth
3 βth

3

µc

τ3kc

(

γ1 + µ2 +
b1ckbµ

′

L

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL

)
µc(γ1 + µ2)

kcτ3

(

1 +
α4kL1p

′

µ
′

L1µ1

)

Comparando αth
1 (5.1.5) e βth

1 (6.1.2), é posśıvel destacar que βth
1 > αth

1 . Porém αth
3 (5.1.6)

e βth
3 (6.1.3) são limiares que devem ser olhados com um cuidado maior. Isso será feito em

breve.
No caṕıtulo 5, apresentamos uma interpretação biológica para Rv e Rt. Novamente

trataremos de traçar um paralelo entre aspectos biológicos e matemáticos, a fim de dar
sentido biológico ao matemático. Da definição de Rv, 5.2.1, determinamos a replicabilidade
do v́ırus HIV via infecção dos células linfócitos T CD4. Mas desta vez temos a ação efetiva
de linfócitos T CD8 citotóxicos espećıficos para atuar contra células infectadas por v́ırus
HIV. O termo que caracterizada este fato é q

′

, em MIH, q
′

= 0.
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6.2.1 Interpretação de
α1

βth
1

Já sabemos da replicação viral, (5.2.1), que:

α1n(1− p− q)kL

µ
′

L(γ2 + µ5)

indica o número v́ırus secundários pela infecção de um linfócito T CD4 não ativo no tempo
médio de vida do v́ırus.
Temos:

•
α2kL1q

′

µ
′

L1(µ3 + µ4)
representa a ação de um linfócito T CD8 L1H eliminar uma célula

infectada por v́ırus no tempo de vida média do v́ırus;

•
1

µ3 + µ4
representa do tempo de vida média da célula infectada por v́ırus;

Assim:

RvL =
α1

βth
1

=
1

γ2 + µ5 +
α2kL1q

′

µ
′

L1(µ3 + µ4)(γ2 + µ5)

× α1 ×
(1− p− q)kL

µ
′

L

× n (6.2.1)

determina a progresso do v́ırus HIV no organismo, mas com ativação de L1H . Logo, RvL

determina o número de v́ırus secundários gerados após um linfócito T CD4 suscet́ıvel,
infectado por um v́ırus, morrer. Essa infecção ocorre no tempo de vida médio do v́ırus,
que é reduzido pela há ação de linfócitos T CD8 espećıficos, e no tempo de vida médio do
linfócito T CD4. Após sua morte, são liberados n part́ıculas virais no organismo.

Assim quando RvL < 1, biologicamente temos que uma célula infectada geram em
média menos de um v́ırus, isso implica que o organismo consegue estabelecer uma resposta
eficiente contra a infecção do v́ırus HIV. Matematicamente x4 < 0. Caso RvL > 1, a média
de v́ırus gerados é superior a um, a infecção se estabelece. Matematicamente teremos
x4 > 0, tornando o ponto instável.

6.2.2 Interpretação de
α3

βth
3

Da replicação do protozoário, 5.2.2, sabemos que:

α3

αth
3

=
α3τ3kc
µc








1

γ1 + µ2 +
b1kbcµ

′

L

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL








indica o número de parasitas secundários que um parasita infecta, no seu tempo de vida
médio, uma célula alvo, no seu tempo de vida médio, e libera τ3 parasitas quando a célula
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morre.
Temos:

α3τ3kc
µc(γ1 + µ2)

indica a chance de um T. cruzi infectar uma célula alvo, no tempo médio de vida do
protozoário.
O fator que indica a ativação dos linfócitos T CD8 citotóxicos espećıficos para atuar contra
células infectadas por T. cruzi (L1T ) é p

′

.
Segue que:

•
α4kL1p

′

µL1µ1
representa a ação de um linfócito T CD8 L1T eliminar uma célula infectada

por protozoário no seu tempo médio de vida;

Portanto,

RtL =
α3

βth
3

=
1

γ1 + µ2 +
α4kL1p

′

µL1µ1(γ1 + µ2)

× α3 ×
kc
µc

× τ3 (6.2.2)

determina o progresso da infecção do protozoário T. cruzi no organismo, mas no interior
das células e com ativação de L1T . Assim, RtL determina o número de parasitas secundários
gerados após uma uma célula alvo, infectada por um protozoário, morrer. Esta infecção
ocorre no tempo de vida médio do protozoário, que não é o mesmo pois agora há ação
de linfócitos T CD8 espećıficos, e no tempo de vida médio da célula alvo. Após a morte
da célula alvo, são liberados τ3 novos protozoários. Logo quando RtL > 1, em média são
produzidos mais de um parasita por célula infectada e, dessa forma, a infecção se estabelece.
Assim x5 > 0 e o ponto P0 se torna instável. Caso RtL < 1 (x5 < 0), a quantidade de
parasitas produzidos por células infectadas é, em média, menor que um. Dessa forma a
resposta do sistema imunológico é eficiente e a infecção eliminada.

6.3 Rv, RvL, Rt e RtL

Existem certas relações entre Rv, RvL, Rt e RtL. Vamos discuti-las.
Entre Rv e RvL.

Neste caso Rv indica a progressão da infecção viral sem a mediação de linfócitos T CD8
espećıficos. Já RvL representa a progressão da infecção viral com a mediação de linfócitos
T CD8. Pela tabela 6.1, αth

1 < βth
1 ⇒ Rv > RvL. Esta desigualdade ilustra a fase inicial da

infecção viral, pois o sistema imune não está pronto para estabelecer uma resposta. Segue
que é mais “fácil” o progresso viral, ou seja, α1 consegue superar αth

1 mais rápido. Após
a apresentação do ant́ıgeno ao sistema imune, especialmente aos linfócitos T CD4, ele se
torna apto a estabelecer uma resposta. Dessa forma é mais “dif́ıcil” α1 superar βth

1 .
Entre Rt e RtL.

Neste caso Rt indica a progressão da infecção pelo T. cruzi no meio extracelular, ou
seja, na sua forma circulante infectando células alvo, por isso sofre ação de anticorpos. Já
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CRUZI 62

RtL indica a progressão da infecção do T. cruzi no meio intracelular, por isso, sofre ação
de linfócitos T CD8 ativadas. Não há uma relação entre,

b1ckbµ
′

L

µ
′

tµ
′

L − τ5cqkL
︸ ︷︷ ︸

ação de anticorpos

e
α4kL1p

′

(γ1 + µ2)

µ
′

L1µ1
︸ ︷︷ ︸

ação T CD8

a prinćıpio. As relações entre condições de estabilidade local e os parâmetros RvL e RtL

serão discutidas no estudo de estabilidade local de cada ponto estacionário.

6.4 Ponto P1: Ausência de células infectadas por

T. cruzi

Considerando o caso no qual não há presença de células infectadas por T. cruzi, I2 = 0,
mas há presença de células infectadas por v́ırus HIV, I1 6= 0, consequentemente temos os
seguintes pontos estacionários:







Lc =
kL(γ2 + µ5)

µ
′

L(µ5 + γ2)− n(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)I1

L1c =
kL1(γ2 + µ5)

µ
′

L1(µ5 + γ2)− nτ1Hq′(µ3 + µ4)I1

C =
kc
µc

I2 = 0.

(6.4.1)

Não faz sentido biológico concentração negativa de células. Devemos considerar para Lc:

I∗1 =
µ

′

L(µ5 + γ2)

n(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)
> I1 ⇒ Lc > 0. (6.4.2)

• Se −α1(1− p− q) + qτH > 0 ⇒ I∗1 > I1 > 0.

• Se −α1(1− p− q) + qτH < 0 ⇒ I∗1 < 0, descartamos I∗1 e Lc > 0.

Para L1c devemos considerar:

I∗∗1 =
µ

′

L1(µ5 + γ2)

q′τ1Hn(µ3 + µ4)
> I1 ⇒ L1c > 0. (6.4.3)

Os valores de I1 são obtidos do polinômio de grau dois, determinado pela resolução da
equação:

(1− p− q)α1
n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
LcI1 − (µ3 + µ4)I1 − q

′

α2I1L1c = 0,

que resulta em,
Q1(I1) = AI21 +BI1 + C. (6.4.4)
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Os coeficientes do polinômio (6.4.4) são:

A = n2τ1Hq
′

(µ3 + µ4)
3(−α1(1− p− q) + qτH),

B = q
′

τ1Hnµ
′

L(µ5 + γ2)(µ3 + µ4)
2

(
α1

αth
1

− 1

)

+

−(−α1(1− p− q) + qτH)n(µ3 + µ4)(γ2 + µ5)(µ
′

L1(µ3 + µ4) + α2q
′

kL1)

e

C = −µ
′

L(µ5 + γ2)
2(µ

′

L1(µ3 + µ4) + α2q
′

kL1)

(
α1

βth
1

− 1

)

em que αth
1 é o parâmetro definido por (5.1.5).

Vamos fazer algumas considerações ao polinômio (6.4.4), para ser mais espećıfico em relação
aos seus coeficientes.

Para tornar mais prática a notação, seja

qτH
(1− p− q)

= τ∗H . (6.4.5)

Vamos recorrer ao Critério do Sinal de Descartes (vide apêndice) para avaliar a existên-
cia ou não de ráızes do polinômio (6.4.4). Dependendo da variação do sinal dos coeficientes
do polinômio (6.4.4), poderemos ter ráızes biologicamente viáveis ou não.

Veja que da relação (4.2.1):
q

(1− p− q)
=

LH

L

representa a proporção entre LH e L. Como L representa a população de linfócitos T CD4

inativos, os quais vão ativar LH , a população de L é maior que LH , ou seja,
q

1− p− q
< 1.

Dessa forma τ∗H , (6.4.5), indica a expansão clonal de LH na proporção da população de L.
A tabela 6.2 ilustra os casos que serão tratados com a variação do sinal dos coeficientes

do polinômio (6.4.4). Fixando os parâmetros αth
1 , τ∗H e βth

1 de forma ordenada, construi-
remos diagramas de bifurcações para avaliar as condições de viabilidade biológica. Vamos
utilizar um conjunto de parâmetros para determinar os dados.
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Tabela 6.2: Ráızes posśıveis para (6.4.4).
Caso α1 Sinal dos coeficientes Número de

ráızes reais
positivas

Ráızes biologicamente viáveis

αth

1
< τ∗

H
< βth

1
α1 < αth

1
A>0, B<0 e C>0 2 ou zero 1

αth

1
< α1 < τ∗

H
A>0, B>0 e C>0 zero 0
A>0, B<0 e C>0 2 ou zero 0

τ∗
H

< α1 < βth

1
A<0, B>0 e C>0 1 0

βth

1
< α1 A<0, B>0 e C<0 2 ou zero 1

αth

1
< βth

1
< τ∗

H
α1 < αth

1
A>0, B<0 e C>0 2 ou zero 1

αth

1
< α1 < βth

1
A>0, B>0 e C>0 zero 2
A>0, B<0 e C>0 2 ou zero 2

βth

1
< α1 < τ∗

H
A>0, B>0 e C<0 1 1
A>0, B<0 e C<0 1 1

τ∗
H

< α1 A<0, B>0 e C<0 2 ou zero 1
A>0, B<0 e C<0 zero 1

τ∗
H

< αth

1
< βth

1
α1 < τ∗

H
A>0, B<0 e C>0 2 ou zero 1

τ∗
H

< α1 < αth

1
A<0, B<0 e C>0 1 1

αth

1
< α1 < βth

1
A<0, B>0 e C>0 1 1
A<0, B<0 e C>0 1 1

βth

1
< α1 A<0, B>0 e C<0 2 ou zero 1

A<0, B<0 e C<0 zero 1

Segue abaixo os diagramas de cada caso. Faremos uma análise da relação entre αth
1 ,

τ∗H e βth
1 .

Os diagramas foram constrúıdos utilizando os seguintes parâmetros:

Tabela 6.3: Parâmetros utilizados na construção dos diagramas.

µ
′

L µ
′

L1 µc µ2 µ3 µ4 µ5 kL kL1 γ1 γ2
0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,1 0,3 0,1 0,2 0,05 0,01

q
′

q p p
′

1− p− q α2 τ1H τT τ1T τ3 n
0,16 0,16 0,16 0,16 0,68 0,4 1 1 1 1 1

O primeiro diagrama mostra a situação: αth
1 < τ∗H < βth

1 . Assim vamos tomar:

αth
1 = 0, 91, βth

1 = 1, 11 e τ∗H = 0, 94.

O parâmetro τH = 4 neste caso.
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Figura 6.2: Diagrama de bifurcação para ráızes de Q1(I1) = 0. Caso em que αth
1 =

0, 91, τ ∗H = 1, 066 e βth
1 = 1, 11.

Para valores do parâmetro α1 < βth
1 , existem ráızes biologicamente viáveis, porém são

instáveis (este fato será provado em breve). Nesta região o ponto de equiĺıbrio trivial é
estável. Assim, ráızes biologicamente viáveis e estáveis são obtidas quando α1 > βth

1 .
O segundo diagrama mostra a situação: αth

1 < βth
1 < τ∗H . Assim vamos tomar:

αth
1 = 0, 91, βth

1 = 1, 11 e τ∗H = 1, 17.

O parâmetro τH = 5 neste caso.
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Figura 6.3: Diagrama de bifurcação para ráızes de Q1(I1) = 0. Caso em que αth
1 =

0, 91, τ ∗H = 1, 17 e βth
1 = 1, 11.
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Este caso é o mais complicado, pois em determinados intervalos para α1, a estabilidade
está ligada a condição inicial tomada. No intervalo [B, βth

1 ], sobre o eixo de α1, as ráızes
do ramo superior são estáveis e as do ramos inferior, instáveis. A determinação de tal
comportamento foi identificado através de simulações numéricas no Matlab®. O valor de
B é 1,08.

O intervalo [B, βth
1 ] denota a região onde as ráızes que estão no ramo superior são está-

veis mas dependem da escolha da, ou seja, tomando pontos iniciais abaixo do ramo inferior
o ponto trivial é estável e tomando pontos acima do ramo inferior o ramo superior é estável.
Os testes numéricos que comprovam a estabilidade das ráızes só serão feitos ao determinar
todas condições para estabilidade do ponto P1, já que não sabemos qual condição α3 deve
satisfazer (menor ou maior que βth

3 ).
Ao contrário dos outros diagramas de bifurcação, 5.2 e 5.4, em que as ráızes do polinô-

mio (6.4.4) crescem, as ráızes neste diagrama, 5.3, para valores de α1 > βth
1 , decrescem

lentamente mas não se anulam, pois C = 0 ⇔ α1 = βth
1 . Isso ocorre pois a expansão

clonal de LH é alta e quanto mais células infectadas por v́ırus, I1, maior é o número de LH

ativados. Portanto o sistema imunológico consegue manter um certo controle sobre I1.
O terceiro diagrama mostra a situação: τ∗H < αth

1 < βth
1 . Assim vamos tomar:

αth
1 = 1, 033, β∗ = 1, 309 e τ∗ = 0, 8.

O parâmetro τH = 3 neste caso.
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Figura 6.4: Diagrama de bifurcação para ráızes de Q1(I1) = 0. Caso em que αth
1 =

0, 91, τ ∗H = 0, 705 e βth
1 = 1, 11.

Como no primeiro diagrama 5.2, as ráızes biologicamente viáveis para valores de α1 <
βth
1 são instáveis. Dessa forma apenas para valores de α1 > βth

1 as ráızes são biologicamente
viáveis e estáveis. Todos fatos mencionados nos três casos serão demostrados através dos
critérios de Routh-Hurwtz e pela análise do polinômio caracteŕıstico, obtido ao calcular o
determinante da matriz Jacobiana no ponto P1.
O ponto estacionário é dado por: P1 = (Lc, L1c, I1, C, 0). A matriz Jacobiana aplicado ao
ponto P1 é dada por:
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J(P1) =

















J1 0 J2 0 J3

0 −µ
′

L1 +
I1nq

′

τ1H(µ3 + µ4)

γ2 + µ5
J4 0 J5

α1nq(µ3 + µ4)I1
γ2 + µ5

−α2q
′

I1 J6 0 0

0 0 0 −µc J7

0 0 0 0 J8

















nos quais:

J1 = −µ
′

L +
I1n(µ3 + µ4)

γ2 + µ5
(−α1(1− p− q) + qτH)

J2 =
kLn(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

(γ2 + µ5)µ
′

L − I1n(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

J3 =
kLµ1(γ2 + µ5)pτ3τT

(γ1 + µ2)((γ2 + µ5)µ
′

L − I1n(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH))

J4 =
kL1nq

′

τ1H(µ3 + µ4)

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1(µ3 + µ4)nq
′τ1H

J5 =
kL1µ1(γ2 + µ5)pτ1T τ3

(γ1 + µ2)((γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

J6 = (µ3 + µ4)

(
α1n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)µ
′

L − I1n(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)
− 1

)

+

−
α2kL1q

′

(γ2 + µ5)

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

J7 = −
α3µ1τ3kc

(γ1 + µ2)µc

J8 = −µ1 −
α4kL1p

′

(γ2 + µ5)

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1(µ3 + µ4)nq
′τ1H

+
α3kcµ1τ3

(γ1 + µ2)µc
.

O polinômio caracteŕıstico é definido por:

Ψ1(x) = Q1(x)Q2(x) (6.4.6)

em que Q1 é um polinômio de grau três e Q2 um polinômio de grau dois, definidos respec-
tivamente por:

Q1(x) = x3 +A1x
2 +A2x+A3 (6.4.7)
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Os coeficientes do polinômio (6.4.7) são definidos por:

A1 = µ
′

L1 −
I1nq

′

τ1H(µ3 + µ4)

γ2 + µ5
+ µ

′

L −
I1n(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

γ2 + µ5
,

A2 = −
α1n(1− p− q)(µ3 + µ4)I1

γ2 + µ5

(
nkL(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

(γ2 + µ5)µ
′

L − I1(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

)

+

+

(

µ
′

L −
I1n(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

γ2 + µ5

)(

µ
′

L1 −
I1n(µ3 + µ4)q

′

τ1H
γ2 + µ5

)

+

+
α2kL1(µ3 + µ4)n(q

′

)2τ1HI1

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

,

A3 = A4 +A6

A4 = −
α1n(1− p− q)(µ3 + µ4)I1

γ2 + µ5
A5,

A5 =

(
nkL(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

(γ2 + µ5)µ
′

L − I1(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

)(

µ
′

L1 −
I1n(µ3 + µ4)q

′

τ1H
γ2 + µ5

)

e

A6 = −
α2kL1(µ3 + µ4)n(q

′

)2τ1HI1

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

(

µ
′

L −
I1(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

γ2 + µ5

)

.

Q2 é definido por:

Q2(x) = (µc + x)

[(

µ1 +
α4kL1(γ2 + µ5)p

′

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

)(
α3

β∗∗
− 1

)

− x

]

, (6.4.8)

no qual:

β∗∗ =
(γ1 + µ2)µc

τ3kcµ1

(

µ1 +
α4kL1p

′

(γ2 + µ5)

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

)

. (6.4.9)

Podemos notar que as ráızes do polinômio (6.4.8) são definidas por:






x1 = −µc

x2 =

(

µ1 +
α4kL1(γ2 + µ5)p

′

(γ2 + µ5)µL1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

)(
α3

β∗∗
− 1

)

.

A primeira raiz, x1, tem sinal negativo. A segunda, x2, terá sinal negativo se:

α3

β∗∗
< 1. (6.4.10)

Observe que, dos parâmetros (6.1.3) e (6.4.9):

(γ1 + µ2)µc

τ3kcµ1

(

µ1 +
α4kL1p

′

(γ2 + µ5)

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

)

︸ ︷︷ ︸

β∗∗

>
(γ1 + µ2)µc

kcτ3µ1

(

µ1 +
α4kL1p

′

µ
′

L1

)

︸ ︷︷ ︸

βth

,

(6.4.11)
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já que:

µ
′

L1 > µ
′

L1 −
I1nq

′

τ1H(µ3 + µ4)

(γ2 + µ5)
> 0,

por (6.4.3).
A partir do polinômio caracteŕıstico (6.4.6), podemos obter mais informações sobre o

comportamento dos diagramas apresentados anteriormente.
Vamos analisar via critérios de Routh-Hurwtz o polinômio (6.4.7), pois como conhece-

mos as ráızes de do polinômio (6.4.8), podemos reduzir o polinômio caracteŕıstico (6.4.6)
ao polinômio (6.4.7), para provar a instabilidade comentada nos diagramas 5.2, 5.3 e 5.4.

Nos casos dos diagramas 5.2 e 5.4, quando α1 < βth
1 , é posśıvel obtermos ráızes biologi-

camente viáveis, ou seja, abaixo dos limitantes. Tais ráızes são instáveis. O primeiro passo
dos critérios de Routh-Hurwtz exige a positividade dos coeficientes do polinômio (6.4.7),
logo, tomando α1 < τ∗H (em que há possibilidade de ráızes) e desenvolvendo o coeficiente
A3 do polinômio 6.4.7 temos:

A5 =

(
nkL(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

(γ2 + µ5)µ
′

L − I1(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

)(

µ
′

L1 −
I1n(µ3 + µ4)q

′

τ1H
γ2 + µ5

)

> 0,

A4 = −
α1n(1− p− q)(µ3 + µ4)I1

γ2 + µ5
A5 < 0,

A6 = −
α2kL1(µ3 + µ4)n(q

′

)2τ1HI1

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

(

µ
′

L −
I1(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

γ2 + µ5

)

< 0

logo,

A3 = A4 +A6 < 0.

pois −α1(1− p− q) + qτH > 0, além de I1 < I∗ e I1 < I∗∗1 , ou seja, as parcelas

(
nkL(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

(γ2 + µ5)µ
′

L − I1(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

)(

µ
′

L1 −
I1n(µ3 + µ4)q

′

τ1H
γ2 + µ5

)

e

(

µ
′

L −
I1(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

γ2 + µ5

)

são positivas.
Dessa forma, as ráızes biologicamente viáveis neste intervalo de α1 < τ∗H são instáveis.

As ráızes que estão acima do limitante, I∗, são desconsideradas por tornarem L1c negativo
(condição 6.4.3), além disso são instáveis. Para verificar este fato, recorremos mais uma
vez aos critérios de Routh-Hurwtz. Tomando qualquer raiz acima de I∗1 , I

∗∗

1 e α1 < τ∗H ,

A1 = µ
′

L1 −
I1nq

′

τ1H(µ3 + µ4)

γ2 + µ5
+ µ

′

L −
I1n(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

γ2 + µ5
< 0.
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CRUZI 70

Quando α1 > τ∗H temos apenas ráızes acima de I∗1 . Logo para I1 > I∗1 temos A3 < 0:

A5 =

(
nkL(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)

(γ2 + µ5)µ
′

L − I1(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

)(

µ
′

L1 −
I1n(µ3 + µ4)q

′

τ1H
γ2 + µ5

)

> 0,

A4 = −
α1n(1− p− q)(µ3 + µ4)I1

γ2 + µ5
A5 < 0,

A6 = −
α2kL1(µ3 + µ4)n(q

′

)2τ1HI1

(γ2 + µ5)µ
′

L1 − I1nq
′τ1H(µ3 + µ4)

(

µ
′

L −
I1(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

γ2 + µ5

)

< 0

logo,

A3 = A4 +A6 < 0.

Portanto, em qualquer um dos diagramas as ráızes acima dos limitantes são instáveis.
Através das ráızes do polinômio (6.4.8), temos a informação de como outros parâmetros

devem se comportar. Um parâmetro muito importante é α3, que dever ser menor que β∗∗

(condição (6.4.10)).
Para concluirmos que o ramo superior e os pontos triviais são estáveis no diagrama 5.3 e

que isso ocorre no intervalo [B, βth
1 ], vamos fazer simulações numéricas. Os parâmetros

considerados estão dispońıveis na tabela 6.3.
Vamos tomar valores para α1 no intervalo [1,07;1,08] e para cada raiz, uma do ramo

superior e outra para o ramo inferior, calcular os autovalores para determinar B = 1, 08.
Vamos denotar as ráızes do polinômio como raiz menor por I11 (ramo inferior) e a raiz

maior por I21 (ramo superior). Dessa forma a tabela 6.4:

α1 = 1, 07

I11 = 0, 1611

x1 x2 x3 x4 x5
0,0113 -0,2045 -0,1705 -0,2 -0,0331

I21 = 0, 912

x1 x2 x3 x4 x5
-0,2165 -0,2 -0,1770 0,0107+0,1007i 0,0107-0,1007i

α1 = 1, 072

I11 = 0, 1572

x1 x2 x3 x4 x5
0,0106 -0,2043 -0,1712 -0,2 -0.0329

I21 = 0, 8988

x1 x2 x3 x4 x5
-0,2161 -0,1704 -0,2 0,0085+0,0989i 0,0085-0,0989i

α1 = 1, 074

I11 = 0, 153

x1 x2 x3 x4 x5
0,0100 -0,2041 -0,1719 -0,0326 -0,2

I21 = 0, 8865

x1 x2 x3 x4 x5
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-0,2158 -0,1640 -0,2 0,0064+0,0969i 0,0064-0,0969i

α1 = 1, 076

I11 = 0, 1485

x1 x2 x3 x4 x5
0,0094 -0,2039 -0,1726 -0,2 -0,0323

I21 = 0, 874

x1 x2 x3 x4 x5
-0,2154 -0,1579 -0,2 0,0042+0,0950i 0,0042-0,0950i

α1 = 1, 078

I11 = 0, 1436

x1 x2 x3 x4 x5
0,0088 -0,2037 -0,1735 -0,2 -0,0320

I21 = 0, 874

x1 x2 x3 x4 x5
0,0088 -0,2037 -0,1735 -0,2 -0,0320

α1 = 1, 08

I11 = 0, 1384

x1 x2 x3 x4 x5
0,0081 -0,2035 -0,1744 -0,2 -0,0317

I21 = 0, 8476

x1 x2 x3 x4 x5
-0,2146 -0,1461 -0,2 -0,0001+0,0909i -0,0001-0,0909i

Tabela 6.4: Ráızes do polinômio caracteŕıstico 6.4.6.

Para valores de α1 ≥ 1, 08 as ráızes do ramo superior são estáveis. Veja que este ramo
se prolonga para os demais valores de α1. Para α1 > βth

1 o ponto trivial é instável.
A seguir temos as condições para determinar a estabilidade local de P1:

Conjectura 3. O ponto P1 é local e assintoticamente estável se α1 > βth
1 e α3 < β∗∗.

Demonstração. Das simulações numéricas realizadas para determinar os autovalores, veri-
ficamos que para valores de α1 > βth

1 e α3 < β∗∗ obtemos a estabilidade local. Verificou-se
que β∗∗ > βth

3 . Veja que nenhuma consideração é feita sobre a relação de desigualdade de
α3 e βth

3 . Portanto, a estabilidade local do ponto P1 está assegurada se α1 > βth
1 (RvL > 1)

e α3 < β∗∗.
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6.5 Ponto P2: Ausência de células infectadas por

v́ırus HIV

Neste caso, consideraremos a ausência de células infectadas pelo v́ırus HIV, I1 = 0 e
presença de células infectadas por T. cruzi, I2 6= 0. Consequentemente:







Lc =
kL(γ1 + µ2)

µ
′

L(γ1 + µ2)− pτT τ3µ1I2

L1c =
kL1(γ1 + µ2)

µ
′

L1(γ1 + µ2)− p′τ1T τ3µ1I2

I1 = 0

C =
kc(γ1 + µ2)

µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2
.

Temos o ponto P2 = (Lc, L1c, 0, I2, C).
Não faz sentido biológico a concentração de células negativas, dessa forma devemos

considerar:

I∗2 =
µ

′

L(γ1 + µ2)

pτT τ3µ1
> I2 (6.5.1)

e

I∗∗2 =
µ

′

L1(γ1 + µ2)

p′τ1T τ3µ1
> I2, (6.5.2)

para que Lc > 0 e L1c > 0 respectivamente. Os valores de I2 são determinados pelo
polinômio de grau dois, obtido da resolução da equação:

α3τ3µ1

γ1 + µ2
C − µ1 − p

′

α4L1c = 0.

O polinômio é definido por:

Q4(I2) = AI22 +BI2 + C, (6.5.3)

nos quais:

A = α3τ
2
3µ

3
1τ1T p

′

,

B = −α3τ3µ1(γ1 + µ2)(µ1µ
′

L1 + α4p
′

kL1)− τ1T p
′

τ3µ
2
1µc(γ1 + µ2)

[
α3

φ
− 1

]

e

C = µc(γ1 + µ2)
2(µ

′

L1µ1 + α4p
′

kL1)

[
α3

βth
3

− 1

]

.

Vamos considerar:

φ =
µc(γ1 + µ2)

τ3kc
. (6.5.4)
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Observe que:

βth
3 =

µc(γ1 + µ2)

τ3kc

[

1 +
α4kL1p

′

µ
′

L1µ1

]

> φ =
µc(γ1 + µ2)

τ3kc
. (6.5.5)

Dessa forma, se α3 > βth
3 > φ , A > 0, B < 0 e C > 0. Pela Regra do Sinal de Descartes

teŕıamos duas ou nenhuma raiz real positiva. Caso α3 < φ < βth
3 , A > 0, C < 0 e B < 0

ou B > 0. Em ambos os casos teŕıamos uma raiz real positiva e outra raiz real negativa.
Vamos construir o diagrama de bifurcação para obter mais informações.

Vamos utilizar os seguintes parâmetros:

Tabela 6.5: Parâmetros utilizados no diagrama de bifurcação de Q4(I2) = 0.

µ1 µ2 µ
′

L1 µ
′

L µc γ1 α4

0,2 0,2 0,2 0,18 0,2 0,05 0,4

τ3 τ1T τT p
′

p kc kL1
1 2 5 0,16 0,16 0,2 0,2
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Figura 6.5: Diagrama de bifurcação para as ráızes de Q4(I2) = 0 em funcç ao do
parâmetro de infecç ao α3. Expansão clonal de τT > τ1T , I∗∗ faixa preta, I∗ faixa
azul.

Supondo que a proporção de LT e L1T sejam iguais, p
′

= p, assim

p =
LT

Lc
= p

′

=
L1T

L1c
.

A proporção de LT com Lc é a mesma de L1T com L1c. Vamos supor que a taxa de
expansão clonal τT de LT e a taxa de expansão clonal τ1T de L1T sejam diferentes. Supondo
que a expansão clonal de LT é maior que L1T , τT > τ1T . No contexto biológico isso indica
que há mais linfócitos T CD4 do que linfócitos T CD8 no organismo, dessa forma temos
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mais células LT para ativar L1T . Veja que no diagrama 6.5, I∗2 < I∗∗2 , pois τT > τ1T .
Um fato interessante é que a raiz menor do polinômio (6.5.3) supera o limitante I∗2 e

tende ao limitante I∗∗2 .
No diagrama 5.6 teremos τT < τ1T , ou seja, a expansão clonal de LT é menor do que

L1T . Assim há mais linfócitos T CD8 atuando contra células infectadas I2. As células
infectadas pelo protozoário, I2, são controladas pelo limitante I∗∗2 , que está diretamente
relacionado com a positividade de L1c. Assim L1c ativa L1T , logo I∗∗2 está sendo controlada
por L1T .
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Figura 6.6: Diagrama de bifurcação para as ráızes de Q4(I2) = 0 em funcç ao do
parâmetro de infecç ao α3. Expansão clonal de τT < τ1T , I∗∗ faixa preta, I∗ faixa
azul.

Portanto temos a seguinte situação: a prinćıpio as células LT sofrem uma expansão
clonal devido a apresentação de ant́ıgenos. Esta expansão tem o objetivo de ativar ao
máximo as células L1T , que após esta ativação, sofrem uma expansão clonal para combater
com I2.

Dessa forma, segue que existirá uma raiz biologicamente viável se α3 > βth
3 e outra

biologicamente inviável. Em βth
3 é onde ocorre a bifurcação. Logo mais mostraremos que

para I2 > I∗2 ou I2 > I∗∗2 , I2 é instável.
Vamos determinar o polinômio caracteŕıstico para obter mais informações. Para determiná-

lo, devemos aplicar o ponto P2 à matriz Jacobiana e calcular seu determinante:
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VÍRUS HIV

J(P2) =




















−µ
′

L +
I2nµ1pτ3τT
γ1 + µ2

0 J1 0 J2

0 −µ
′

L1 +
I2µ1pτ1T τ3
γ1 + µ2

J3 0 J5

0 0 J4 0 0

0 0 0 −µc −
α3µ1τ3I2
γ1 + µ2

J6

0 −α4p
′

I2 0
α3µ1τ3I2
γ1 + µ2

Q2(I2)




















nos quais definimos:

J1 =
(−α1(1− p− q) + qτH)(γ1 + µ2)(µ3 + µ4)n

(γ2 + µ5)((γ1 + µ2)µ
′

L − I2µ1τ3τT p)

J2 =
kLµ1pτ3τT

(γ1 + µ2)µ
′

L − I2µ1pτ3τT

J3 =
kL1(γ1 + µ2)(µ3 + µ4)nq

′

τ1H

(γ2 + µ5)((γ1 + µ2)µ
′

L1 − I2µ1p
′τ1T τ3)

J4 = (µ3 + µ4)

[
α1n(1− p− q)kL(γ1 + µ2)

(γ2 + µ5)((γ1 + µ2)µ
′

L − I2µ1pτ3τT
− 1

]

−
α2q

′

kL1(γ1 + µ2)

(γ1 + µ2)µ
′

L1 − I2µ1p
′τ1T τ3

J5 =
kL1µ1pτ1T τ3

(γ1 + µ2)µ
′

L1 − I2µ1p
′τ1T τ3

J6 =
−α3kcµ1τ3

(γ1 + µ2)µc + α3µ1τ3I2
.

O polinômio caracteŕıstico referente à J(P2) é determinado por:

Ψ2(x) = Q5(x)Q6(x), (6.5.6)

nos quais:

Q5(x) =

[

µ
′

L −
I2µ1pτ3τT
γ1 + µ2

+ x

] [(

µ3 + µ4 +
α2kL1(γ1 + µ2)q

′

(γ1 + µ2)µ
′

L1 − I2µ1p
′τ1T τ3

)
[α1

δ
− 1
]

− x

]

,

(6.5.7)
em que:

δ =
γ2 + µ5

n(1− p− q)kL(µ3 + µ4)

(

µ
′

L −
I2µ1τ3τT p

γ1 + µ2

)[

µ3 + µ4 +
α2kL1(γ1 + µ2)q

′

(γ1 + µ2)µ
′

L1 − I2µ1p
′τ1T τ3

]

.

(6.5.8)
O polinômio Q6 é determinado por:

Q6(x) = x3 +A1x
2 +A2x+A3 (6.5.9)
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nos quais:

A1 =

(

µc +
α3µ1τ3I2
γ1 + µ2

)

+

(

µ
′

L1 −
I2µ1p

′

τ1T τ3
γ1 + µ2

)

,

A2 =

(

µc +
α3µ1τ3I2
γ1 + µ2

)[

µ
′

L1 −
µ1τ1T τ3p

′

I2
γ1 + µ2

]

+
α2
3kcµ

2
1τ

2
3 I2

(γ1 + µ2)((γ1 + µ2)µc + α3µ1τ3I2
+

+
α4kL1µ1p

′

τ3p
′

τ1T I2

(γ1 + µ2)µ
′

L1 − I2µ1p
′τ1T τ3

e

A3 =
α2
3kcµ

2
1τ

2
3 I2

(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3µ1τ3I2

[

µ
′

L1 −
I2µ1pτ1T τ3
γ1 + µ2

]

+

+
α4kL1µ1pτ1T τ3I2

(γ1 + µ2)µ
′

L1 − µ1τ3p
′τ1T I2

(

µc +
α3µ1τ3I2
γ1 + µ2

)

.

As ráızes do polinômio (6.5.6) são determinadas pelas ráızes dos polinômios (6.5.7)
e (6.5.9). Em relação ao polinômio (6.5.9), perceba que todos seus coeficiente têm sinal
positivo, pois estamos considerando as condições impostas para se ter a positividade de Lc e
L1c, respectivamente (6.5.1) e (6.5.2). Através da análise feita pelo diagrama de bifurcação
(5.6 e 6.5), devemos impor α3 > βth

3 e recorrendo à Regra do Sinal de Descartes, podemos
concluir que todas ráızes do polinômio (6.5.9) são negativas.

As demais ráızes são determinadas pelas ráızes do polinômio (6.5.7):







x1 = −µ
′

L +
I2µ1pτ3τT
γ1 + µ2

< 0

x2 =

[

µ3 + µ4 +
α2kL1(γ1 + µ2)q

′

(γ1 + µ2)µ
′

L1 − I2µ1p
′τ1T τ3

]
(α1

δ
− 1
)

.
(6.5.10)

O sinal negativo de x1 é devido à condição (6.5.1). Já o sinal de x2 pode ser positivo
ou negativo. Uma condição para que x2 < 0 é:

α1 < δ. (6.5.11)

Podemos agora mostrar que as ráızes que são maiores que os limitantes (6.5.2) e (6.5.1)
são instáveis. Para isso, recorremos aos Critério de Routh-Hurwtiz. Se tomarmos I2 > I∗∗2
o último coeficiente do polinômio (6.5.9), A3, será negativo pois

I2 >
µ

′

L1(γ1 + µ2)

p′τ1T τ3µ1
⇒ µ

′

L1 −
I2µ1p

′

τ1T τ3
γ1 + µ2

< 0.

De forma equivalente, quando I2 > I∗2 , o polinômio (6.5.9) possui uma raiz positiva:

I2 > I∗2 =
µ

′

(γ1 + µ2)

pτtτ3µ1
⇒ x1 = −µ

′

L +
I2µ1pτ3τT
γ1 + µ2

> 0,
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com x1 > 0 o ponto se torna instável.
Perceba que há semelhança entre os parâmetros (6.5.8) e (6.1.2):

βth
1 =

(γ2 + µ5)µ
′

L

n(1− p− q)kL

(

1 +
α2kL1q

′

(µ3 + µ4)µ
′

L1

)

e

δ =
γ2 + µ5

n(1− p− q)kL

(

µ
′

L −
I2µ1τ3τT p

γ1 + µ2

)









1 +
α2kL1q

′

(µ3 + µ4)

(

µ
′

L1 −
I2µ1p

′

τ1T τ3
(γ1 + µ2)

)









.

Entretanto não é posśıvel estabelecer uma relação de desigualdade a prinćıpio, pois:

µ
′

L > µ
′

L −
I2µ1τ3τT p

γ1 + µ2

mas
α2kL1q

′

(µ3 + µ4)µ
′

L1

<
α2kL1q

′

(µ3 + µ4)

(

µ
′

L1 −
I2µ1p

′

τ1T τ3
(γ1 + µ2)

) .

Discutiremos esta situação em breve.

Teorema 5. A estabilidade local do ponto P2 é assegurada se α1 < δ e α3 > βth
3 .

Demonstração. Sabemos do polinômio (6.5.10) que x2 < 0 ⇔ α1 < δ e α3 > βth
3 , pois há

viabilidade biológica se as condições (6.5.2) e (6.5.1) são respeitadas.

6.6 Ponto P3: Coexistência das células infectadas

Neste último ponto estacionário, vamos analisar a dinâmica do sistema imunológico
com a existência de células infectadas por v́ırus e células infectadas por protozoário. Dessa
forma, consideramos I1 6= 0 e I2 6= 0. Segue que:







Lc =

[
µ5 + γ2

α1n(1− p− q)(µ3 + µ4)

]

(µ3 + µ4 + α2q
′

L1c)

L1c =

(
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2
− 1

)
µ1

α4p
′

I1 =

[
µ5 + γ2

q′τ1Hn(µ3 + µ4)

](

µ
′

L1 −
kL1

L1c

−
τ1T p

′

τ3µ1

γ1 + µ2
I2

)

C =
(γ1 + µ2)kc

µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2
.

(6.6.1)
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Como não há sentido biológico concentrações negativas de células, devemos considerar:

L1c > 0 ⇔
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2
> 1, (6.6.2)

ou seja,

I∗2 =
µc(γ1 + µ2)

α3τ3µ1

[
α3

φ
− 1

]

> I2 > 0 ⇔ α3 > φ, (6.6.3)

no qual φ é definido por (6.5.4).
Em relação a I1, temos:

I1 > 0 ⇔

(

µ
′

L1 −
kL1

L1c

−
τ1T p

′

τ3µ1

γ1 + µ2
I2

)

> 0. (6.6.4)

Ao substituir a expressão de L1c em (6.6.4), obteremos um polinômio de grau dois que,
devido a viabilidade biológica, deve sempre ser positivo. Eis o polinômio:

I1 = Q7(I2) = A1I22 +A2I2 +A3, (6.6.5)

nos quais,

A1 =
α3τ3µ1(µ5 + γ2)τ1T p

′

τ3µ1

q′τ1Hn(µ3 + µ4)(γ1 + µ2)
,

A2 = −

(
µ5 + γ2

q′τ1Hn(µ3 + µ4)

)

(α4p
′

kL1 + µ
′

L1)(α3τ3µ1)+

−

[

µc(γ1 + µ2)(µ5 + γ2)τ1T p
′

τ3µ1

q′τ1Hn(µ3 + µ4)(γ1 + µ2)

](
α3

φ
− 1

)

e

A3 = (µc(γ1 + µ2))

(
µ5 + γ2

q′τ1Hn(µ3 + µ4)

)[

α4p
′

kL1
µ1

+ µ
′

L1

](
α3

βth
3

− 1

)

.

O polinômio (6.6.5) deve ser positivo para dado I2 > 0, pois representa a concentração
de I1.
Analisando os coeficientes do polinômio (6.6.5), temos A1 > 0 e se α3 > βth

3 então A2 < 0
e A3 > 0, já que por (6.5.5) βth

3 > φ. Assim, pela Regra do Sinal de Descartes temos duas
ráızes reais positivas ou nenhuma rais real positiva. Caso α3 < φ, teremos A1 > 0, A3 < 0
e A2 < 0 ou A2 > 0. Em ambos os casos teŕıamos uma raiz real positiva e outra raiz real
negativa. Por último, se α3 > φ e βth

3 > α3, A1 > 0, A3 < 0 e A2 < 0 ou A2 > 0, assim
teŕıamos o caso anterior.

O ideal para o polinômio (6.6.5) seria ter ráızes complexas ou as duas ráızes negativas.
No caso de ráızes complexas, o polinômio sempre seria positivo, já que o polinômio (6.6.5)
tem concavidade para cima. Caso as ráızes fossem negativas, teŕıamos a condição de
positividade sempre garantida, pois como a concavidade é para cima e tomamos I2 > 0
sempre, desconsideraŕıamos as ráızes negativas, logo I1 > 0. Entretanto, para que isso
aconteça não pode haver mudança no sinal dos coeficientes do polinômio (6.6.5), fato que
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não ocorre.
Dessa forma estaremos dependentes de outro polinômio, o que determina I2. Veja

que a raiz (ou ráızes) I2 ao aplicadas no polinômio (6.6.5) deve (ou devem) implicar em
positividade.

Vamos analisar o valor do polinômio (6.6.5) no ponto I2 tal que L1c = 0. O motivo
desta análise é estabelecer se as ráızes do polinômio (6.6.5) são reais positivas (ou negativas)
ou complexas. A prinćıpio, sabemos que α3 > φ (condição (6.6.3)).

Aplicando I2 =
µc(γ1 + µ2)

α3τ3µ1

[
α3

φ
− 1

]

no polinômio (6.6.5) e fazendo arranjos algébricos

obtemos:

Q7(I2) = −

[
µc(γ1 + µ2)(µ5 + γ2)

q′τ1Hn(µ3 + µ4)

] [

α4p
′

kL1

([
α3

φ
− 1

]

+
1

µ1

)]

< 0.

Dessa forma, I2 está entre as ráızes do polinômio (6.6.5), que são positivas sob a con-
dição α3 > φ. Devemos tomar I2 menor que a raiz positiva do polinômio (6.6.5) para que
L1c > 0 e I1 > 0.

A componente I2 é obtida resolvendo a seguinte igualdade:

kL − µ
′

LLc +

(
(µ3 + µ4)n(−α1(1− p− q) + qτH)

γ2 + µ5

)

LcI1 +

(
τT pτ3µ1

γ1 + µ2

)

LcI2 = 0. (6.6.6)

Ao substituir as expressões de Lc e I1 em (6.6.6), obtemos um polinômio de grau três.
Os coeficiente deste polinômio são extensos, por este motivo estão expressos no Apêndice,
mas considere o polinômio para I2:

Q8(I2) = B1I2
3
+B2I2

2
+B3I2 +B4. (6.6.7)

As ráızes do polinômio (6.6.7) deve (ou devem) satisfazer:

I∗2 =
µc(γ1 + µ2)

α3τ3µ1

[
α3

φ
− 1

]

> I2 > 0 e Q7(I2) > 0.

Através dos testes numéricos, que serão apresentados abaixo, conclúımos que só existirá
viabilidade biológica quando α1 > βth

1 e α3 > βth
3 . Dessa forma, vamos variar os parâmetros

de infecção α1 e α3.
Nos testes seguintes, vamos determinar as ráızes dos polinômios (6.6.5) e (6.6.7), o

limitante para condição biológica de L1c e I1.
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A tabela 6.6 fornece os parâmetros utilizados nos testes numéricos:

Tabela 6.6: Parâmetros para determinar as raźes de Q7(I1) = 0 e Q8(I2) = 0.

µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ
′

L1 µ
′

L µc γ1 α4 q
′

τH γ2
0,2 0,2 0,2 0,1 0,18 0,2 0,2 0,2 0,05 0,4 0,2 1 0,01

τ3 τ1T τT p
′

p kc kL1 α2 n 1-p-q q τ1H kL
1 1 1 0,16 0,16 0,2 0,2 0,4 1 0,68 0,16 1 0,2

Lembrando que a condição (6.6.3) deve ser satisfeita.

• Considerando: α1 = 0, 61, α3 = 0, 26, βth
1 = 0, 6268, βth

3 = 0, 33 e I∗2 = 0, 03846,

Ráızes de I1 2,2850 -0,1840

Ráızes de I2 -4,2880 0,9623 -0,1727

• Considerando: α1 = 0, 62, α3 = 0, 27, βth
1 = 0, 6268, βth

3 = 0, 33 e I∗2 = 0, 0740,

Ráızes de I1 2,2883 -0,1517

Ráızes de I2 -4,26120 0,9808 -0,1433

• Considerando: α1 = 0, 64, α3 = 0, 29, βth
1 = 0, 6268, βth

3 = 0, 33 e I∗2 = 0, 1379,

Ráızes de I1 2,2943 -0,0939

Ráızes de I2 -4,2132 1,0152 -0,0912

• Considerando: α1 = 0, 69, α3 = 0, 34, βth
1 = 0, 6268, βth

3 = 0, 33 e I∗2 = 0, 2647,

Ráızes de I1 2,3072 0,0199

Ráızes de I2 -4,1184 1,0880 0,0096

Como já dito, o polinômio (6.6.5) possui duas ráızes reais positivas quando α3 > βth
3 .

Perceba que quando α3 < βth
3 , não há viabilidade biológica para I1, pois sua concentra-

ção se torna negativa. Apenas quando α3 > βth
3 existem ambas ráızes, obtemos uma raiz

para o polinômio (6.6.7) menor que a menor raiz do polinômio (6.6.5), assim a condição
Q7(I2) > 0 é satisfeita.

Como estamos trabalhando na região biologicamente viável Ω2, positivamente invari-
ante, as ráızes negativas de I2 são instáveis, pois uma vez que tomamos pontos no interior
de Ω2, o fluxo se mantém em Ω2.

Vamos aplicar o ponto P3 = (Lc, L1c, I1, C, I2) na matriz Jacobiana:
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J(P3) =



















J0 0 J1 0 J2

0 J3 J4 0 J5

α1j(n(µ3 + µ4)

µ5 + γ2
(Q1(I2)) −α2q

′(Q1(I2)) 0 0 0

0 0 0 −µc −
α3µ1τ3I2
γ1 + µ2

J6

0 −α4p
′

I2 0
α3µ1τ3I2
γ1 + µ2

0



















em que:

J0 = −µ
′

L +
−α1(1− p− q) + qτH

q′τ1H

(

q
′

τ1Hn(µ3 + µ4)

µ5 + γ2

)

Q1(I2) +
µ

′

pτ3τT I2
γ1 + µ2

J1 =

(
qτH

α1(1− p− q)
− 1

)[

α2q
′

µ1

α4p
′

(
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2
− 1

)

+ µ3 + µ4

]

J2 =
µ1pτ3τT (γ2 + µ5)

α1(1− p− q)n(µ3 + µ4)(γ1 + µ2)

[

µ3 + µ4 +
α2q

′

µ1

α4p
′

(
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2
− 1

)]

J3 = −
α4kL1p

′

µ1







1

α3τ3kc
µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2

− 1







J4 =
(µ3 + µ4)nq

′

τ1Hµ1

α4p
′(γ2 + µ5)

[
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2
− 1

]

J5 =
µ2
1τ1T τ3

α4(γ1 + µ2)

[
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2
− 1

]

J6 = −
α3kcµ1τ3

(γ1 + µ2)µc + α3µ1τ3I2
.

O polinômio caracteŕıstico é determinado pelo determinante de J(P3):

Φ3(x) = −x5 +A1x
4 +D1x

3 +D2x
2 +D3x+D4 (6.6.8)

D1 = A2 +A3 +A4

D2 = A5A6 +A7 +A8 +A9 +A10

D3 = A11 +A12 +A13 +A17A16 +A14A15

D4 = A18 +A19A20 +A21A22.

Os coeficientes do polinômio (6.6.8) estão definidos no Apêndice.

Conjectura 4. O ponto P3 é local e assintoticamente estável se α1 > βth
1 e α3 > βth

3 .
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Demonstração. De fato, como já explicitado nos testes numéricos, temos que só há a pos-
sibilidade de existência de I1 e I2 se α1 > βth

1 e α3 > βth
3 . A verificação de que os

autovalores têm parte real negativa segue abaixo via simulações numéricas. Lembrando
que α3 > φ = 0, 25 (condição (6.6.3)):

• Tomando α1 = 0, 6, α3 = 0, 26, βth
1 = 0, 627 e βth

3 = 0, 33

x1 x2 x3 x4 x5

0,182 0,041 -0,111+0,0239i -0,111-0,0239i -0,336

• Tomando α1 = 0, 62, α3 = 0, 28, βth
1 = 0, 627 e βth

3 = 0, 33

x1 x2 x3 x4 x5

0,185 0,0435 -0,114+0,022i -0,114-0,022i -0,344

• Tomando α1 = 0, 63, α3 = 0, 29, βth
1 = 0, 627 e βth

3 = 0, 33

x1 x2 x3 x4 x5

0,187 0,045 -0,115+0,021i -0,115-0,021i -0,348

• Tomando α1 = 0, 68, α3 = 0, 34, βth
1 = 0, 627 e βth

3 = 0, 33

x1 x2 x3 x4 x5

-0,001 -0,196 -0,100+0,183i -0,100-0,183i -0,189

6.7 Discussões

Como no caṕıtulo 5, faremos nesta seção comparações dos pontos de equiĺıbrio segundo
aspectos qualitativos. No modelo estudado neste caṕıtulo, MIC, obtemos dois limiares:
βth
1 (6.1.2) e βth

3 (6.1.3). Dependendo dos valores tomados por α1 e α3, podemos mudar a
estabilidade de cada ponto estacionário.

No primeiro ponto analisado não há presença de células infectadas por v́ırus e proto-
zoários, dessa forma os linfócitos T CD8 não foram ativados, logo os termos de proporci-
onalidade dos linfócitos L1H e L1T são p

′

= q
′

= 0 (4.2.4). Segue que:

βth
1 =

(γ2 + µ5)µ
′

L

n(1− p− q)kL
= αth

1 e βth
3 =

µc(γ1 + µ2)

kcτ3
= αth

3 .
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Já o ponto P1, representa a presença de células infectadas por v́ırus e ausência de células
infectadas por protozoário. Assim ocorreu apenas a ativação de L1H , q

′

6= 0. Entretanto,
não ocorreu a ativação de L1T , logo p

′

= 0. Uma das condições de estabilidade é α3 < β∗∗,
onde β∗∗ é dado pela equação (6.4.9). Temos que β∗∗ > βth

3 (desigualdade 6.4.11). Esta
condição não nos diz nada à respeito de α3 e βth

3 , pois até o momento consideramos p
′

6= 0.
Agora com p

′

= 0:

βth
3 = β∗∗ =

(γ1 + µ2)µc

kcτ3
= αth

3 ,

portanto α3 < βth
3 = β∗∗ com p

′

= 0.
No ponto P2, temos ausência de células infectadas por v́ırus e assim não há ativação de

L1H , logo q
′

= 0. Como há presença de células infectadas por protozoários, L1T é ativado,
logo p

′

6= 0. Uma das condições de estabilidade local foi dada por α1 < δ. Considerando
q
′

= 0 temos que:

δ =
γ2 + µ5

n(1− p− q)kL

[

µ
′

L −
I2µ1τ3τT p

γ1 + µ2

]

< βth
1 =

γ2 + µ5

n(1− p− q)kL
,

logo α1 < βth
1 .

O último ponto, P3, que representa a co-infecção, mostra que o sistema imunológico
ativou as principais células de defesa, L1T e L1H . Dessa forma q

′

6= 0 e p
′

6= 0. Portanto:

βth
1 =

γ2 + µ5

n(1− p− q)kL

(

1 +
α2kl1q

′

(µ3 + µ4)µ
′

L1

)

e βth
3 =

(γ1 + µ2)µc)

kcτ3

(

1 +
α4kL1p

′

µ
′

L1µ1

)

.

Vamos fazer simulações numéricas para obter mais informações sobre o comportamento
dinâmico do modelo em torno dos pontos estacionários.

Serão consideradas duas situações:

• expansão clonal de LH , τ∗H , acima de βth
1 ;

• expansão clonal de LH , τ∗H , abaixo de βth
1 ;

Isso se faz necessários pois, ao estudarmos a estabilidade do ponto P1, ausência de
células infectadas por T. cruzi, foi constatado que a expansão clonal de LH é um fator
que influencia na infecção por v́ırus, pois quando τ∗H > βth

1 o sistema imunológico consegue
manter baixa a quantidade de células infectadas por v́ırus, devido ao grande número de
linfócitos T CD8 ativados (diagrama 6.3). Assim quanto mais células infectadas por v́ırus,
maior é o número de linfócitos T CD8 e, logo, o controle sobre v́ırus. Entretanto, quando
τ∗H < βth

1 o sistema imunológico não está preparado a ponto de controlar o crescimento de
células infectadas por v́ırus e assim o número de células infectadas cresce.

A primeira simulação será feita no caso em que τ∗H > βth
1 , figura 6.8. A tabela 6.7 foi

utilizada para fazer tais simulações.
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Tabela 6.7: Valores dos parâmetros para gráfico para análise qualitativa e quantita-
tiva de MIC.

τ1T µ1 µ
′

L1 µc µ2 µ3 µ4 µ5

1 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,1 0,3

µ
′

L µ
′

t kL kc kb γ1 α2 µ1

0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,05 0,4 0,1
γ2 τH τT τ3 τ5 1-p-q q n
0,01 1 1 1 1 0,68 0,16 1

b1 c p τ1H p
′

q
′

α4 kL1
0,001 0,4 0,16 1 0,16 0,16 0,4 0,1
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Ao estudarmos o diagrama 5.3 da seção 5.4 (figura 6.7), obtemos uma região em que
haviam duas ráızes biologicamente viáveis em que uma era estável e a outra instável. Tal
região era determinada pelo intervalo [B, βth

1 ] (B=1,08). Lembrando que a raiz do ramo
superior é atratora segundo o ponto inicial escolhido. Logo, as coordenadas do ponto inicial
na simulação numérica serão escolhidas em função das ráızes do ramo superior e inferior,
ou seja, vamos tomar a componente I1 como raiz do polinômio (6.4.4) e as demais são
dadas pelo ponto P1 = (Lc, L1c, I1, C, 0) (seção 5.4). A coordenada de I2 será tomada de
forma independente, pois em P1 temos I2 = 0.

Considerando o caso em que α1 < B e α3 < βth
3 temos a estabilidade de P0, não

importando o ponto inicial. Tomando α1 < B e α3 > βth
3 , temos a estabilidade de P2, não

importando o ponto inicial.
As mudanças das regiões de atração começam quando tomamos α1 > B, região que na

figura 6.7 aparecem duas ráızes viáveis. Considerando α3 < βth
3 e B < α1 < βth

1 podemos
ter P0 ou P1 atratores. O ponto atrator é definido através da escolha da condição inicial
para I2. Na seção 5.4 do caṕıtulo 5, concluiu-se do diagrama 6.3 que no intervalo [B, βth

1 ]
as ráızes do ramo superior eram atratoras, do ramo inferior repulsoras e trivial atratora,
ou seja, podeŕıamos ter P1 ou P0, já que I2 = 0 era tomado com condição inicial. Assim, a
condição inicial era a condição que determinava qual seria o ponto atrator. Considerando,
agora, I2 > 0 inicial pequeno, o ponto atrator será P1. Se I2 inicial é relativamente grande,
P0 será o atrator.

A influência da escolha da condição inicial nesta região, no comportamento da solução,
é explicada da seguinte forma: dado ponto inicial de I2 > 0 pequeno, há um est́ımulo
pequeno aos linfócitos T CD8 e, dessa forma, as células infectadas por v́ırus conseguem
se manter no organismo. No caso em que a concentração de I2 é grande, ou seja sua
concentração, o est́ımulo aos linfócitos T CD8 é suficiente para estabelecer uma resposta
contra as células infectadas por v́ırus e assim eliminá-las. Como as condições para que
haja I2 6= 0 não é satisfeita, α3 > βth

3 , mesmo tomando um I2 inicial muito grande, termos
apenas P1 ou P2.

Uma situação interessante ocorre quando estamos na região αth
1 > α1 > B e α3 > βth

3 .
Lembrando que B foi determinado através de simulações numéricas na seção 5.4. Nesta
região podemos ter P1 ou P2 atratores. Como anteriormente, a condição inicial determina
qual será o ponto atrator. Considerando, ainda, as ráızes do ramo superior ou ramo inferior
do polinômio (6.4.4), diagrama 5.4 figura 6.7. Caso seja tomado a condição inicial como as
coordenadas em função do ramo inferior e I2 inicial pequeno, teremos o ponto P1 atrator.
Neste caso, as coordenadas do ponto P1 são dadas em função da raiz do ramo superior.
Entretanto se I2 é grande, teremos P2 atrator. O mesmo se repete tomando as ráızes do
ramo superior, se I2 é pequeno, teremos o ponto P1 atrator. Se I2 é grande, teremos o
ponto P2 atrator. As coordenadas novamente de P1 são em função da raiz do ramo superior.
Biologicamente, se I2 inicial é grande, os est́ımulos aos linfócitos T CD8 são suficientes
para que ocorra a eliminação de células infectadas por v́ırus, mas não as células infectadas
por protozoário, pois uma condição necessária para a existência de células infectadas por
v́ırus é α1 > βth

1 . Entretanto, quando I2 inicial é pequeno, os est́ımulos são pequenos aos
linfócitos T CD8, mas suficientes para eliminar as células infectadas por protozoário.

A mesma situação temos quando α1 > βth
1 e α3 > βth

3 , temos P1 ou P2 atratores. A
condição para que o ponto P3 seja atrator é α1 > βth

1 e α3 acima da curva simulada (figura
6.8).
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A figura 6.10 mostra a simulação no caso em que τ∗H < βth
1 . A medida que α1 cresce,

com valores maiores que βth
1 , os valores de I1 crescem também.
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MIH.

Neste caso a expansão clonal é menor que βth
1 . Por este motivo as células infectadas

crescem, como descrito no diagrama 5.2 da seção 5.4, figura 6.9. A figura 6.10 mostra que
devido a uma expansão clonal menor que βth

1 , a situação de co-infecção se tornou mais
dif́ıcil, pois α3 deve ser maior que seu limiar e β∗∗.

Na região em que α1 < βth
1 e α3 < βth

3 temos P0 independente da condição inicial. Em
α1 < βth

1 e α3 > βth
3 temos P2 atrator independente da condição inicial escolhido.

Tomando α1 > βth
1 e α3 > βth

3 , mas inferior aos pontos simulados vermelhos na figura
6.10, temos o ponto P1 atrator, independente da escolha da condição inicial. A condição
para termos P3 atrator é α1 > βth

1 e α3 superior a curva simulada vermelha, figura 6.10,
independente do ponto inicial escolhido.

Nesta situação, τ∗H < βth
1 , como há uma expansão clonal menor, há uma quantidade
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menor de linfócitos T CD8 espećıficos para atacar células infectadas por v́ırus. Dessa forma
é mais proṕıcio o crescimento de células infectadas por v́ırus, que consequentemente, faz
com que os linfócitos T CD8 cresçam. Isso faz com que o ataque às células infectadas por
protozoário sejam rechaçadas. Assim, a região de co-infecção se torna mais “estreita”.

6.8 Eficiência do sistema imunológico

Vamos fazer uma análise da resposta do sistema imunológico, que mostrará quais devem
ser as repostas imunológicas para que o organismo consiga rechaçar a infecção. Dessa forma
vamos considerar:

F (α1, α2) = RvL =
α1

βth
1

=
α1n(1− p− q)kL

µ
′

L(γ2 + µ5)








1

1 +
α2kL1q

′

µ
′

L1(µ3 + µ4)







, (6.8.1)

em que F está definida em A = {(x, y) ∈ R
2 : x > 0, y > 0}. F representa o progresso da

infecção viral em função dos parâmetros de infecção do v́ırus e eficiência de linfócitos T
CD8, ataque de células infectadas por v́ırus.

Sabemos que, se RvL > 1 a infecção viral irá progredir. Caso RvL < 1, o organismo
consegue estabelecer uma resposta eficiente (interpretação de (6.2.1)). Por estas razões,
vamos analisar a curva de ńıvel F (α1, α2) = 1 e assim determinar relações mais precisas de
entre α1 e α2:

F (α1, α2) = 1 ⇒
α1n(1− p− q)kL

µ
′

L(γ2 + µ5)
= 1 +

α2kL1q
′

µ
′

L1(µ3 + µ4)
.

Vamos colocar α2 em função de α1 para que, dado parâmetro de infecção viral, saibamos
qual deve ser a resposta imunológica para que F (α1, α2) ≤ 1. Logo,

α2 = F1(α1) =
µ

′

L1(µ3 + µ4)

kL1q
′

[
α1n(1− p− q)kL

(γ2 + µ5)µ
′

L

− 1

]

=
µ

′

L1(µ3 + µ4)

kL1q
′

[
α1

αth
1

− 1

]

. (6.8.2)

A função F1 está definida em A1 = {x ∈ R : x > αth
1 } (x deve ser maior que αth

1 pois
α2 > 0).

Como F1 é uma função linear, a região acima da reta F1 representa a eficiência do
sistema imunológico, fazendo com que RvL = F (α1, α2) < 1. Portanto, a infecção é
controlada e pode até ser eliminada. Já a região abaixo da reta F1, representa que o
sistema imunológico não conseguiu conter o avanço da infecção, logo esta se estabelece no
organismo.

Observe que:

αth
1 =

µ
′

L(γ2 + µ5)

n(1− p− q)kL

cresce se o efeito do medicamento contra o v́ırus HIV é eficiente, ou a taxa de mortalidade
do v́ırus HIV cresce. A única intervenção de fato que podemos fazer é em γ2, o medica-
mento. Segue que quanto mais eficiente é o medicamento e/ou maior a mortalidade dos
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v́ırus, maior é αth
1 , sendo mais dif́ıcil o parâmetro α1 atingir valores para chegar na região

abaixo da reta F1.
Uma forma de analisar o crescimento de F1 é o coeficiente angular. Dessa forma, de-

terminaremos qual parâmetro é mais senśıvel ao crescimento/decrescimento do coeficiente
angular, ou seja, qual parâmetro tem maior influência.
Como F1 é cont́ınua e derivável em A1, podemos definir sua derivada. Definimos:

dF1(α1)

dα1
=

µ
′

L1(µ3 + µ4)n(1− p− q)kL
kL1q

′µL(γ2 + µ5)
. (6.8.3)

Assim, a equação (6.8.3) decresce quando γ2 cresce, dado que este é o único parâmetro que
temos um certo controle. Entretanto, o crescimento de γ2 garante que o coeficiente angular
irá diminuir mas as chances de livrar o organismo da doença sejam maiores é duvidoso, pois
o tratamento é dif́ıcil e depende da adaptação de cada organismo. É fato que o tratamento
é extremamente complexo. O indiv́ıduo que é aidético toma um coquetel de medicamentos,
uma combinação de pelo menos três antirretrovirais, sendo dois de classes diferentes [34].

De forma análoga, vamos estabelecer a seguinte função para infecção por T. cruzi e a
eficiência de linfócitos TCD8 espećıficos:

G(α3, α4) = RtL =
α3

βth
3

=
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2)







1

1 +
α4kL1p

′

µL1µ1






, (6.8.4)

em que G está definida em B = {(x, y) ∈ R
2 : x > 0, y > 0}. G representa o progresso

da infecção pelo Tripanossoma cruzi, em função da taxa de infecção pelo protozoário e a
eficiência dos linfócitos T CD8, ao atuar contra células infectadas pelo protozoário. Vamos
proceder da mesma forma, tomando a curva de ńıvel G(α3, α4) = 1, pois sabemos da
interpretação de 6.2.2, que RtL > 1 indica que o protozoário tem progresso na infecção e
se estabelece no organismo. Caso RtL < 1, indica que o sistema imunológico conseguiu
estabelecer uma resposta eficiente à infecção.

Assim,

G(α3, α4) = 1 ⇒
α3

βth
3

=
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2)
= 1 +

α4kL1p
′

µL1µ1
.

Vamos definir uma função em que α4 está em função de α3, pois assim dado força de
infecção por parte do T. cruzi, saberemos o quanto deve ser a atuação de linfócitos T CD8
para controlar ou eliminar a infeção:

α4 = G1(α3) =
µ

′

L1µ1

kL1p
′

[
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2)
− 1

]

=
µ

′

L1µ1

kL1p
′

[
α3

φ
− 1

]

, (6.8.5)

em que G1 é definida em B1 = {x ∈ R : x > φ} e φ é descrito por (6.5.4).
Como no caso anterior G1 é uma função linear, logo, temos duas regiões. A região acima

da reta G1, representa a ausência de células infectadas por T. cruzi, ou seja, ausência de
T. cruzi, pois o sistema imunológico conseguiu oferecer uma resposta eficiente. A região
abaixo da reta G1 representa a presença de T. cruzi, ou seja, o sistema imunológico não
conseguiu oferecer uma resposta eficiente para combater a infecção.
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Da mesma forma:

φ =
µc(γ1 + µ2)

τ3kc
,

podemos apenas intervir em φ, para que ele cresça aumentando o parâmetro γ1, eficiência
do medicamento anti T. cruzi. Consequentemente se o medicamento for eficiente, fará com
que µ2, taxa de mortalidade de T. cruzi cresça.

Vamos analisar o crescimento de G1 por seu coeficiente angular. Como G1 é cont́ınua
e derivável em B1, podemos analisar sua derivada:

dG1

dα3
=

µ
′

L1µ1τ3kc
µc(γ1 + µ2)kL1p

′
. (6.8.6)

Analisando a igualdade (6.8.6), quando γ1 cresce o quociente decresce. Como γ1 é um
parâmetro que indica a eficiência de medicamento, no combate ao T. cruzi, e é o único que
temos um certo controle.

6.9 Considerações aos limiares

Alguns v́ırus persistem in vivo no organismo humano até que a imunidade sofra uma
queda. Este comportamento é denominado latência. Por exemplo, o v́ırus do herpes. O
v́ırus do herpes simples, herpes labial, após sofrer com uma resposta eficiente do sistema
imunológico, persiste em estado latente nos neurônios sensoriais. O organismo não o “en-
xerga”, pois os neurônios conduzem poucos ńıveis de moléculas MHC de classe I, tornando
mais dif́ıcil os linfócitos T CD8 reconhecê-los [30].

De forma parecida, o v́ırus HIV permanece em estado latente no organismo humano.
Segundo [31], o v́ırus HIV permanece latente na medula óssea. Assim, como o v́ırus da
herpes, v́ırus HIV torna-se a replicar quando o sistema imunológico sofre uma baixa.

Embora os pacientes com defeitos de células B possam enfrentar muitos patógenos, os
pacientes com comprometimento de células T são altamente suscet́ıveis a uma variedade
maior de agentes infecciosos. As causas de defeito da formação de células T são várias.
Podemos destacar defeitos genéticos, como é o caso dos portadores de imunodeficiência
combinada grave. Em tais portadores desta imunodeficiência, as células T falham em se
desenvolver, devido a uma mutação na cadeia γ comum a diversos receptores de citocinas
[32].

No ińıcio da infecção por v́ırus HIV, o organismo não está pronto para estabelecer uma
resposta imunológica eficiente, pois não possui células de memória. Dessa forma, vamos
considerar o caso em que a taxa de eliminação de células infectadas por v́ırus HIV é nula,
α2 = 0, ou seja, o organismo não consegue estabelecer uma resposta eficiente para comba-
ter o v́ırus HIV. Neste caso nós temos a ativação dos linfócitos T CD8.

Temos:

βth
1 =

(γ2 + µ5)µ
′

L

n(1− p− q)kL
= αth

1 .

Segue que RvL = Rv. Para que o v́ırus tenha progresso no organismo, a força da infecção
deve ser menor, facilitando sua disseminação. O ińıcio da infecção viral é desencadeada
quando α1 > αth

1 .
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É mais complicado fazer uma comparação de eficiência entre Rt (equação (5.2.2)) e RtL

(equação (6.2.2)). Quando o organismo está despreparado, ou seja, suscet́ıvel às infecções,
os linfócitos B e linfócitos T CD4 não foram ativados, dessa forma b1 = α4 = 0 e chegamos
na igualdade:

RtL = Rt =
α3τ3kc

µc(γ1 + µ2)
.

Se pensarmos no contexto biológico após uma queda do sistema imunológico, princi-
palmente na concentração de linfócitos T CD4, a replicação de T. cruzi se inicia. Supondo
que o organismo só irá “enxergar”a presença de tripomastigotas (formas circulantes de T.
cruzi) quando sua concentração for alta, teremos uma ativação de linfócitos T e linfócitos
B.
Supondo que a ativação de linfócitos T espećıficos na atuação contra células infectadas I1
ainda não tenha ocorrido, p

′

= 0, então temos:

αth
1 =

µc(γ1 + µ2)

τ3kc

[

1 +
b1dkbµ

′

L

µ2(µ
′

tµ
′

L − τ5dqkL)

]

> βth
3 =

µc(γ1 + µ2)

τ3kc
,

assim, em um estágio inicial da reativação da Doença de Chagas, o T. cruzi deve resistir
o ataque de linfócitos B. A tendência é uma reabilitação do sistema imunológico, princi-
palmente por parte dos linfócitos T, que após uma infecção prévia, estarão pré ativados.
Entretanto, a infecção viral é o grande entrave de Lc e L1c. Assim a longo prazo teŕıamos
uma queda na eficiência de L1c (α4), pois são pouco ativados por Lc. Consequentemente
as células células B também serão pouco ativadas.



Caṕıtulo 7

Conclusões

O sistema imunológico é, de fato, extremamente complexo. Existem inúmeras variáveis
que interagem entre si e, que de certa forma, influenciam na resposta imunológica. A de-
pender das células envolvidas e do tipo de infecção, o organismo estabelece uma resposta
espećıfica.

Após a construção do primeiro modelo (4.1), mais completo e complexo, fizemos várias
simplificações e obtivemos dois submodelos: modelo da Imunidade Humoral e modelo da
Imunidade Celular. A análise de estabilidade de tais modelos foi fundamental para extrair
informações do comportamento dinâmico das imunidades.

Analisando o modelo MIH, obtivemos quatro cenários que descrevem a dinâmica deste
modelo em torno dos pontos estacionários. Dois importantes limiares, ao analisar o ponto
trivial, foram determinados. Esses limiares, αth

1 e αth
3 , apresentados respectivamente por

(5.1.5) e (5.1.6), são parâmetros que dão a qualidade de cada ponto estacionário (está-
vel/instável). A análise de estabilidade local nos permitiu estabelecer as condições neces-
sárias para que ocorressem as infecções ou co-infecções.

No caso em que não há presença de células infectadas por v́ırus HIV e T. cruzi, concluiu-
se que o ponto P0, situação em que não há infecção, é local e assintoticamente estável se
o número médio de v́ırus e protozoários secundários é menor que um, ou seja, Rv < 1
(α1 < αth

1 ) e Rt < 1 (α3 < αth
3 ). Na situação em que há presença de v́ırus HIV e não há

presença de T. cruzi, concluiu-se que o ponto P1 é local e assintoticamente estável se Rv > 1
(α1 > αth

1 ) e Rt < 1 (α3 < α∗∗ < αth
3 ), ou seja, a infecção viral evolui através das infecções

de linfócitos T CD4 não ativos por v́ırus, enquanto que a infecção pelo protozoário não
se estabelece. Neste ponto, pode-se verificar que quando α1 > αth

1 , temos αth
3 > α∗∗. O

ponto P2 representa o estágio em que há T. cruzi circulante e não há células infectadas por
v́ırus HIV. O ponto P2 é local e assintoticamente estável se Rv < 1 (α1 < αth

1 ) e Rt > 1
(α3 > αth

3 ), ou seja, há uma evolução na infecção do protozoário, entretanto o v́ırus não se
desenvolve.

O ponto da co-infecção, presença de v́ırus e protozoário, é o estágio cĺınico cŕıtico. Há
replicação viral e do protozoário no organismo. Isso mostra que o sistema imunológico
humoral não conseguiu estabelecer uma resposta eficiente diante de ambas infecções. O
ponto P3 é local e assintoticamente estável se Rv > 1 (α1 > αth

1 ) e Rt > 1 (α3 > αth
3 ).

Através das simulações numéricas, podemos concluir que a infecção viral facilita a co-
infecção pois, não necessariamente os parâmetros de infecção, α1 e α3, devem ser maiores
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que seus respectivos limiares para ocorrer a co-infecção, como visto na figura 5.5. Reci-
procamente, o protozoário também “ajuda”o v́ırus, mas não na mesma intensidade. Isso
ocorre pois o v́ırus HIV infecta as células Lc, linfócitos T CD4, que ativam outras células
de defesa. Assim, não há ativação e o sistema imunológico torna-se inócuo. Logo, o proto-
zoário da ińıcio ao processo de reativação.
O protozoário determina um estágio de morbimortalidade.

O modelo MIH apresentou, de forma simplificada, que a imunidade humoral é muito
importante para reativação da Doença de Chagas. A imunidade humoral é a primeira
resposta que o sistema imunológico oferece. Caso este resposta não seja suficiente para
eliminar a co-infecção, a imunidade celular torna-se essencial.

O modelo MIC aborda a co-infecção com a resposta imunológica dos linfócitos T CD8
citotóxicos, células que produzem citocinas para eliminar células infectadas. Assim, ocor-
reu uma ativação de células linfócitos T CD8 e a infecção pelo protozoário é vista, apenas,
de forma intracelular. Logo, o protozoário está no interior de células alvo.

Assim como no modelo MIH, o modelo MIC possui dois limiares que determinam a
estabilidade dos seus pontos estacionários, βth

1 e βth
3 , apresentados respectivamente por

(6.1.2) e (6.1.3). Analogamente ao modelo MIH, ao analisar a estabilidade local dos pontos
estacionários, constatou-se que a presença de células infectadas por v́ırus HIV e/ou proto-
zoário T. cruzi está ligada ao fato de α1 > βth

1 e/ou α3 > βth
3 .

Em βth
1 e βth

3 , aparecem a ação de linfócitos T CD8, além de anticorpos. Já em αth
1 e

αth
3 aparece a ação de anticorpos.
O estágio cĺınico da ausência de células infectadas por v́ırus HIV e T. cruzi, represen-

tado por P0, é local e assintoticamente estável se RvL < 1 (α1 < βth
1 ) e RtL < 1 (α3 < βth

3 ).
Isso significa que, o sistema imunológico conseguiu estabelecer uma resposta imunológica
eficaz. O seguinte ponto, P1, representa a presença de células infectadas por v́ırus HIV e
ausência de células infectadas por protozoário. Este ponto é local e assintoticamente estável
se RvL > 1 (α1 > βth

1 ) e RtL < 1 (α3 < β∗∗). Neste estágio cĺınico, a expansão clonal de LH

é importante pois, caso esteja acima de βth
1 , a concentração em estado estacionário de I1

se mantém em uma concentração baixa, diagrama 5.3. Isso ocorre pois, a concentração de
L1c cresce e consegue estabelecer uma resposta para controlar o I1. Caso a expansão clonal
de LH seja menor que βth

1 , a concentração em estado estacionário de I1 cresce. Neste caso,
a resposta não é suficiente para controlar o desenvolvimento do v́ırus, já que não houve
uma expansão de LH adequada.

A ausência de células infectadas por v́ırus HIV e presença de células infectadas por
T. cruzi é determinada por P2. Neste estágio, contatou-se que a concentração em estado
estacionário de T. cruzi é controlada por L1T , linfócitos T CD8 espećıficos para combater
I2. Assim, quanto maior é τ1T , expansão clonal de L1T , maior é o número de linfócitos T
CD8 eliminando I2, diagrama 6.5.

O ponto que representa a co-infecção, P3, presença de células infectadas por v́ırus e
presença de células infectadas por protozoário. O ponto P3 é local e assintoticamente está-
vel se RvL > 1 (α1 > βth

1 ) e RtL > 1 (α3 > βth
3 ). Assim, a imunidade celular não conseguiu

estabelecer uma resposta eficiente para combater as infecções, logo, ambas se estabelece-
ram.

O estudo da eficiência de parte do sistema imunológico nos permitiu identificar outros
parâmetros importantes e traçamos relações entre parâmetro de infecção e eficiência de
linfócitos. Através da curva de ńıvel de F (equação (6.8.1)) comparamos valores de α1 e
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α2 e chegamos à conclusão de que quanto menor for a inclinação de F1 (equação (6.8.2)),
sua derivada, mais dificilmente a infecção viral se estabelecerá no organismo. A inclinação
de F1 está ligada principalmente à mortalidade do v́ırus, µ5, e a eficiência do medicamento
γ2. Dessa forma, quanto maior a eficiência do medicamento mais facilmente o sistema
imunológico conseguirá eliminar a infecção. O parâmetro do medicamento é o único sobre
o qual temos um certo “controle”.

Analogamente, traçamos uma relação entre α3 e α4, parâmetros de infecção do proto-
zoário e eficiência de linfócito T CD8 respectivamente. Através da curva de ńıvel de G
(equação (6.8.4)), determinamos G1 (equação (6.8.5)). O comportamento de G1 é seme-
lhante ao de F1. Devemos minimizar a inclinação de G1, sua derivada, pois quanto menor
for mais dif́ıcil será estabelecer-se a infecção pelo protozoário. O medicamento no combate
ao T. cruzi, γ1, também aparece na derivada de G1 e quanto mais eficiente for, menor
será a derivada. A mortalidade do protozoário, µ2, está ligada com a eficiência do sistema
imunológico pois quanto mais eficiente for, maior será a mortalidade.
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Caṕıtulo 8

Apêndice

Neste apêndice apresentaremos os critérios de Routh-Hurwitz, as regras do sinal de
Descartes, os coeficientes do polinômio ?? e ??.

8.1 Routh-Hurwitz

A estabilidade de equações diferenciais ou sistemas de equações diferenciais é dada
pela análise das ráızes de um polinômio. A analise de estabilidade está relacionada com o
sistema linear na forma vetorial:

dx

dt
= Ax (8.1.1)

em que A é a matriz do sistema linearizado, isto é, a matriz Jacobiana. As soluções são
obtidas fazendo:

x = x0e
λt,

de 8.1.1, sendo x0 um vetor constante e λ o autovalor que é raiz do polinômio caracteŕıstico

P (λ) = |A− λI| = 0, (8.1.2)

em que I é a matriz identidade. A solução x = 0 é estável se todas as ráızes λ do polinômio
caracteŕıstico estão no lado esquerdo do plano complexo, isto é, Re(λ) < 0. Caso isso se
verifica, então x → 0 exponencialmente quando t → ∞, assim x = 0 é estável por pequenas
pertubações lineares.

Suponha um sistema de n equações. O polinômio caracteŕıstico pode tomar a seguinte
forma geral:

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + ...+ an = 0,

onde os coeficientes ai, i = 0, 1, ..., n são todos reais. Vamos tomar an 6= 0, pois caso an = 0
teŕıamos λ = 0 como raiz e P (λ) grau n-1. As condições para que os zeros de P (λ) tenham
Re(λ) < 0 são exigidas sobre os coeficientes ai, i = 0, 1, ..., n. As condições são necessárias
e suficientes, tais condições são descritas pelos critérios de Routh-Hurwitz [36].

Tais condições exigem:

D1 = a1 > 0,
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D2 =

∣
∣
∣
∣

a1 a3
1 a2

∣
∣
∣
∣
> 0, D3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 a3 a5
1 a2 a4
0 a1 a3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

> 0, Dk =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 a3 · · · · · ·
1 a2 a4 · · ·
0 a1 a3 · · ·

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ak

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

> 0,

k = 1, 2, ..., n.
Exemplo: Considere P (λ) = λ3 + a1λ

2 + a2λ + a3 = 0. As condições para Re(λ) < 0
são,

a1 > 0, a3 > 0 e a1a2 − a3 > 0.

8.2 Regra do Sinal de Descartes

Teorema 6. Dado um polinômio com coeficientes reais, o número de zeros reais positivos,
p, desse polinômio não excede o número v de variações de sinal dos coeficientes. Além
disso, v-p é inteiro, par e não negativo [35].

Exemplo: Seja p(x) = 2x5 − 3x4 − 4x3 + x + 1. Veja que há duas mudanças de sinal,
de 2 para -3 e de -4 para 1. Assim pela Regra do Sinal de Descartes, temos v=2. Como
v-p é inteiro, par e não negativo, p=2 ou p=0.

8.3 Coeficientes dos polinômios 6.6.7 e 6.6.8

Φ3(x) = −x5 +A1x
4 +D1x

3 +D2x
2 +D3x+D4,

em que:
D1 = A2 +A3 +A4

D2 = A5A6 +A7 +A8 +A9 +A10

D3 = A11 +A12 +A13 +A17A16 +A14A15

D4 = A18 +A19A20 +A21A22.

Os coeficientes de 6.6.8 são definidos por:

A1 = −µ
′

L +
µ1pτT τ3I2
γ1 + µ2

− µc −
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

−
α4p

′

kL1
µ1B1

+
n(µ3 + µ4)(−α1(1− p− q) + qτH)Q1(I2)

γ2 + µ5
;

A2 = −

[

µ
′

L −
µ1pτT τ3I2
γ1 + µ2

](

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

)[

1 +
α4p

′

kL1
µ1B1

]

−
µ2
1p

′

τ1T τ3I2B1

γ1 + µ2
;

A3 = −
α2µ

2
1(µ3 + µ4)nq

′

τ1Hq
′

B1(Q1(I2))

α4p
′(γ2 + µ5)

−
α2
3µ

2
1τ

2
3 kc

(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2)
;

A4 =
α1(1− p− q)n(µ3 + µ4)Q1(I2)

γ2 + µ5

(

µ3 + µ4 +
α2µ1q

′

B1

α4p
′

)[
qτH − α1(1− p− q)

α1(1− p− q)

]

+

+
(µ3 + µ4)nQ1(I2)

γ2 + µ5

[

µc +
α4p

′

kL1
B1µ1

+
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

]

(−α1(1− p− q) + qτH);
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A5 =
α2µ

2
1(µ3 + µ4)nq

′

τ1Hq
′

B1(Q1(I2))

α4p
′(γ2 + µ5)

+
B1I2µ

2
1p

′

τ1T τ3
γ1 + µ2

+
α2
3µ

2
1τ

2
3 kcI2

(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2)
+

+
α4kL1p

′

µ1B1

[

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

]

;

A6 =

[
n(µ3 + µ4)Q1(I2)

γ2 + µ5

]

(−α1(1− p− q) + qτH);

A7 = −

(
α1(1− p− q)− qτH

α1(1− p− q)

)

·

·

[

α1(1− p− q)n(µ3 + µ4)Q1(I2)

γ2 + µ5

(

µ3 + µ4 +
α2µ1q

′

B1

α4p
′

)(

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

+
α4kL1p

′

µ1B1

)]

;

A8 = −

(

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

)

·

·

[

α2µ
2
1n(µ3 + µ4)B1q

′

τ1HI2
α4p

′(γ2 + µ5)
+

B1µ
2
1p

′

τ1T τ3I2
γ1 + µ2

+
α4kL1p

′

µ1B1

(

µ
′

L −
I2µ1pτ3τT
γ1 + µ2

)]

;

A9 = −
α2
3µ

2
1kcI2

(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2)

(

µ
′

L −
I2µ1pτ3τT
γ1 + µ2

+
α4p

′

kL1
µ1B1

)

;

A10 = −

(

µ
′

L −
I2µ1pτ3τT
γ1 + µ2

)[

α2µ
2
1n(µ3 + µ4)B1Q1(I2)q

′

τ1Hq
′

α4p
′(γ2 + µ5)

+
B1I2µ

2
1p

′

τ1T τ3
γ1 + µ2

]

;

A11 = −
B1µ

2
1(µ3 + µ4)nq

′

τ1H
α4p

′(γ2 + µ5)
;

A12 =
α2α

2
3kcµ

2
1q

′

τ23 I2Q1(I2)

(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2)
+

α4µ1pI2Q1(I2)p
′

τ3τT
γ1 + µ2

[

µ3 + µ4 +
α2µ1q

′

B1

α4p
′

]

+

+ α2Q1(I2)q
′

(

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

)[

µ
′

L −
I2µ1τT τ3p

γ1 + µ2

]

;

A13 = −

(

µ
′

L −
I2µ1pτT τ3
γ1 + µ2

)

·

·

[

α2
3α4kckL1µ1τ

2
3 I2

B1(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2)
+

B1I2µ
2
1p

′

τ′T τ3
γ1 + µ2

(

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

)]

;

A14 = (−α1(1− p− q) + qτH)

(
(µ3 + µ4)nQ1(I2)

γ2 + µ5

)

;

A15 =
α2
3α4kckL1µ1τ

2
3 I2

B1(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2)
+

+

[

α2µ
2
1B1(µ3 + µ4)nQ1(I2)q

′

τ1Hq
′

α4p
′(γ2 + µ5)

+
B1I2µ

2
1p

′

τ1T τ3
γ1 + µ2

](

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

)

+
B1I2µ

2
1p

′

τ1T τ3
γ1 + µ2

;

A16 =

(

−1 +
qτH

α1(1− p− q)

)[

α1(1− p− q)n(µ3 + µ4)Q1(I2)

γ2 + µ5

(

µ3 + µ4 +
α2µ1q

′

B1

α4p
′

)]

;

A17 =
B1I2µ

2
1p

′

τ1T τ3
γ1 + µ2

+
α2
3τ

2
3µ

2
1kcI2

(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2)
+

α4p
′

kL1
µ1B1

(

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

)

;
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A18 = (−α1(1− p− q) + qτH)

[

α2α
2
3B1I2kcµ

4
1(µ3 + µ4)

2n2(Q1(I2))
2q

′

τ1Hq
′

τ23
α4(γ1 + µ2)((γ2 + µ5)2p

′(µc(γ1 + µ5) + α3τ3µ1I2)

]

;

A19 =

(
qτH

α1(1− p− q)
− 1

)[

α1(1− p− q)n(µ3 + µ4)Q1(I2)

γ2 + µ5

(

µ3 + µ4 +
α2B1µ1q

′

α4p
′

)]

;

A20 =
α2
3α4I2kckL1µ1p

′

τ23
B1(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2)

+
B1I2µ

2
1p

′

τ1T τ3
γ1 + µ2

(

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

)

;

A21 = −
B1µ

2
1nq

′

τ1H(µ3 + µ4)

α4p
′(γ2 + µ5)

;

A22 =
α4pµ1p

′

τ3τT I2Q1(I2)

γ1 + µ2

(

µ3 + µ4 +
α2B1µ1q

′

α4p
′

)[

µc +
α3τ3µ1I2
γ1 + µ2

]

+

+
α2α

2
3kcµ

2
1I2Q1(I2)q

′

τ23
(γ1 + µ2)(µc(γ1 + µ2) + α3τ3µ1I2)

(

µ
′

L −
I2µ1pτ3τT
γ1 + µ2

)

;

Coeficientes de 6.6.7:

Q2(I2) = B1I2
3
+B2I2

2
+B3I2 +B4.

em que:

B2 = α3τ
2
3µ1(C1 + C2 + C3)

B3 = τ3(C4 + C5 + C6 + C7 + C8 + C9 + C10 + C11 + C12)

B4 = C13 + C14 + C15 + C16 + C17.

Os coeficientes de 6.6.7 dão definidos por:

B1 =
α2
3µ

3
1(γ2 + µ5)(α4(µ3 + µ4)p

′

− α2µ1q
′

)τ33 (α1(1− p− q)p
′

τ1T − p
′

qτ1T τH + pq
′

τ1HτT )

α1α4(1− p− q)(γ1 + µ2)(µ3 + µ4)np
′q′τ1H

C1 = α3kLµ1 +

(

α3(−α4(µ3 + µ4 + α2µ1q
′

)(γ2 + µ5)

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np
′

)

·

·

[

µ
′

Lµ1 +
(α1(1− p− q)− qτH)(µ

′

Lµ1 + α4kL1p
′

)

q′τ1H

]

;

C2 = +
α3kcµ1(γ2 + µ5)(−α4(µ3 + µ4 + α2µ1q

′

)

α1α4(µ3 + µ4)n

[
τ1T τ3(α1(1− p− q)− qτH

q′τ1H
+

pτ3τT
p′

]

;

C3 =
2(γ2 + µ5)(α4(µ3 + µ4 − α2µ1q

′

)µc

α1α4(µ3 + µ4)n

[
kcτ1T (α1j − qτH)

q′τ1H
+

µ1pτT
p′

]

;

C4 = α3kL1µ1(2(γ1 + µ2)µc − α3kcτ3)+

+
α3µ1(γ2 + µ5)µ

′

L(2α2µ1q
′

(µc(γ1 + µ2)− α3τ3kc)− α4(µ3 + µ4)p
′

(2γ1µc + 2µ2µc − α3kcτ3))

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np
′

;
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C5 =
2α3kc(γ1 + µ2)(γ2 + µ5)µc(µ1µ

′

L1 + α4kL1p
′

)(α4(µ3 + µ4)p
′

− α2µ1q
′

)(α1(1− p− q)− qτH)

α1α4µ1(µ3 + µ4)np
′q′τ1H

;

C6 =
µ1(γ1 + µ2)(γ2 + µ5)µ

2
c(α4(µ3 + µ4)p

′

− α2µ1q
′

)τ1T (α1(1− p− q)− qτH)

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)nq
′τ1H

;

C7 =
α2
3kcµ1(γ1 + µ5)(−2α2µ1µ

′

L1q
′

+ α4p
′

(µ3µL1 + µ4µ
′

L1 − α2kL1q
′

))τ3(α1(1− p− q)− qτH)

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np
′q′τ1H

;

C8 =
α3kcµ1(γ2 + µ5)µc(α4(µ3 + µ4)p

′

− 2α2µ1q
′

)τ1T τ3(α1(1− p− q)− qτH)

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)nq
′τ1H

;

C9 =
α2α

2
3k

2
cµ

2
1(γ2 + µ5)τ1T τ

2
3 (−α1(1− p− q) + qτH)

α1α4(1− p− q)(γ1 + µ2)(µ3 + µ4)nτ1H
;

C10 =
µ1(γ1 + µ2)(γ2 + µ5)µ

2
cp

′

(α4(µ3 + µ4)p
′

− α2µ1q
′

)τT
α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np

′
;

C11 = −
α3kcµ1(γ2 + µ5)µcp(α4(µ3 + µ4)p

′

− 2α2µ1q
′

)τ3τT
α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np

′
;

C12 = −
α2α

2
3k

2
cµ

2
1(γ2 + µ5)pq

′

τ23 τT
α1α4(1− p− q)(γ1 + µ2)(µ3 + µ4)np

′
;

C13 = kL(γ1 + µ2)µc((γ1 + µ2)µc − α3kcτ3) +
α2α

2
3k

2
cµ1(γ2 + µ5)µ

′

Lq
′

τ23
α1α4j(µ3 + µ4)np

′
;

C14 =

(

(γ1 + µ2)(γ2 + µ5)µcµ
′

L

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np
′

)

·

·

(

(−α2µ1q
′

((γ1 + µ2)µc − 2α3τ3kc) + α4(µ3 + µ4)p
′

(µc(γ1 + µ2)− α3τ3kc))

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np
′

)

;

C15 =
(γ1 + µ2)

2(γ2 + µ5)µ
2
c(µ1µ

′

L1 + α4kL1p
′

)(−α4(µ3 + µ4)p
′

+ α2µ1q
′

)(α1(1− p− q)− qτH)

α1α4(1− p− q)µ1(µ3 + µ4)np
′q′τ1H

;

C16 =

(
α3kc(γ1 + µ2)(γ2 + µ5)µc

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np
′q′τ1H

)

·

·

(

(−2α2µ1µL1q
′

+ α4p
′

(µ3µ
′

L1 + µ4µ
′

L1 − α2kL1q
′

))τ3(α1(1− p− q)− qτH)

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np
′q′τ1H

)

C17 =
α2α

2
3k

2
cµ1(γ2 + µ5)µ

′

L1τ
2
3 (α1(1− p− q)− qτH)

α1α4(1− p− q)(µ3 + µ4)np
′

.
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e Matemática Aplicada-Biomatemática)-Instituto de Matemática, Estat́ıstica e Com-
putação Cient́ıfica, Universidade Estadual de Campinas, 1996.

[6] SANTOS, N. S.; ROMANOS, M. T. V.; WIGG, M. D. Introdução à Virologia
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RIAL E EVOLUÇÃO DOS PACIENTES ATENDIDOS NO HOSPITAL
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[29] HALE, J.; KOÇAK H. Dynamics and Bifurcations. New York, Springer-Verlag
1991. pg. 267.

[30] JANEWAY, C. A. et al. Imunobiologia: O sistema imune na saúde e na doença.
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