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Resumo

O organismo humano possui um complexo sistema de defesa: o sistema imuno-
logico. Tal sistema apresenta diferentes respostas para diferentes ataques ao orga-
nismo. A co-infeccao por parasitas como protozoario Tripanossoma cruzi € o virus
HIV aciona dois importantes mecanismos de defesa: a imunidade humoral a imu-
nidade celular. Devido a fase cronica da Doenca de Chagas, na maioria dos casos
assintomatica, esta é reativada quando as principais células de defesa do corpo, lin-
focitos T CD4 nao ativos, sucumbem pela acao do virus HIV. Com o objetivo de
estudar a dinamica de co-infeccao por parte das doencas, Doenga de Chagas e Sin-
drome da Imunodeficiéncia Adquirida, a resposta do sistema imunoldgico humano,
um modelo matematico de equacoes diferenciais ordinarias autonomas nao linear é
elaborado. Tal modelo apresenta de forma simplificada a dinamica entre sistema
imunoloégico, protozoario Tripanossoma cruzi, virus HIV e células alvo. Apds sim-
plificacoes, obtemos dois sub modelos, com o objetivo de elucidar os mecanismos de
defesa do sistema imunolégico: imunidade humoral e imunidade celular. A analise
quantitativa dos modelos de imunidade faz-se necessaria devido a suas complexida-
des. Sub casos sao abordados, com o objetivo de avaliar a eficiéncia de anticorpos e
células que secretam citocinas.

Palavras-chave: Sistemas dinadmicos diferenciais, Trypanosoma cruzi, HIV (Vi-
rus), Estabilidade, Imunologia-Modelos matematicos.
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Abstract

The human body has a complex system of defense: the immune system. Such a
system has different answers for different attacks to the body. Co-infection by parasi-
tes such as Trypanossoma cruzi and HIV triggers two important defense mechanisms:
humoral immunity cellular immunity. Due to the chronic phase of Chagas’s disease,
in most cases asymptomatic, it is reactivated, when the main defense cells of the
body, linfocity T CD4 no active, succumb by the action of HI'V. Aiming to study
the dynamics of co-infection by the disease, Chagas’s Disease and Acquired Immu-
nodeficiency Syndrome, the response of the human immune system, a mathematical
model of autonomous ordinary differential equations nonlinear is elaborate. This
model presents a simplified dynamic among the immune system, protozoan Trypa-
nossoma cruzi, HIV and target cells. After simplifications, we get two sub models,
aiming to elucidate the defense mechanisms of the immune system: humoral and
cellular immunity. Quantitative analysis of models of immunity is necessary due to
its complexities. Sub cases are dealt with to evaluate the effectiveness of antibodies
and cells that secrete cytokines.

Keywords: Differentiable dynamical system, Trypanosoma cruzi, HIV (Viruses),
Stability, Immunology-Mathematical models.
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Capitulo 1

Introducao

A biomatematica esboca fenomenos e previsoes que sao muito ricas e diversas que
nao provem de principios simples. Nao é como, por exemplo, as Leis de movimento de
Newton, que imediatamente contribuem com equagoes que governam as importantes
variaveis em situacoes fisicas, hipotéticas ou reais. As dificuldades de se lidar com
biomatematica sao muitas. Escolher qual serd a area de pesquisa, como ecologia,
epidemiologia, imunologia, fisiologia, dinamica populacional e tantos outros temas
em biologia que podem ser abordados. Apos escolher um tema, outras dificuldades
surgem: como tratar o fenomeno, quais ferramentas utilizar, quais as variaveis certas
para descrever o comportamento. Nao ha uma lei geral que rega a biomatemaética e
dentro de um mesmo tema, como dinamica populacional, pode-se ter comportamen-
tos muito distintos. Esperar por determinar um método geral pode ser frustrante,
pois os problemas sao diversos e complexos.

A modelagem matemaética por equacoes diferenciais ordinarias em imunologia é
uma 6tima ferramenta. Através dela, podemos construir modelos que representem,
de forma simplificada, as principais caracteristicas do caso real. No estudo de infec-
¢oes, um fator muito importante é determinar em quais condigoes podemos ter uma
infeccao.

Neste trabalho desenvolvemos um modelo de equacoes diferenciais ordinarias nao
lineares que descreve, de forma simplificada, a dinamica da resposta imunoldgica na
co-infeccao Trypanosoma cruzi e virus HIV. A modelagem matemética foi funda-
mentada no estudo do sistema imunolégico humano e na forma de infeccao de cada
doenca. A forma com que cada agente patogénico atua no organismo é importante,
pois as células alvo sao distintas. Por sua complexidade e quantidade, abordamos
algumas células do sistema imunolégico, principalmente as células da Imunidade Ce-
lular e Imunidade Humoral.

As componentes dessa dinamica sao: células do sistema imunolégico, virus HIV,
Trypanosoma cruzi, e células alvo. Realizamos simplificagoes no modelo e obtivemos
dois submodelos, denominados: Modelo da Imunidade Humoral e Modelo da Imuni-
dade Celular.

Cada modelo apresenta um tipo de resposta imunolégica especifica para cada in-



feccao. O modelo da Imunidade Humoral atua no meio extracelular. Temos a acao
de linfocitos B, que sao responsaveis por liberar anticorpos contra parasitas. Em
nosso caso, o Trypanosoma cruzi na sua forma circulante é o parasita. O modelo da
Imunidade Celular atua no meio intracelular. A agao é comandada por linfocitos T
citotoxicos, que ao identificar uma célula infectada, liberam citocinas para eliminar
tal célula. No nosso caso, tais células sao infectadas por virus e protozoario.

A motivacao na escolha de modelar a resposta imunolégica em uma co-infecgao
vem de que a reativacao da Doenca de Chagas é uma condicao definidora da AIDS.
Esta condicao foi determinada pela Rede Brasileira de Atencao e Estudos em Co-
infecgdo Trypanosoma cruzi/HIV [9]. A reativagao da Doenga de Chagas em pacien-
tes com co-infeccao por HIV representa um evento potencialmente grave, que chega
a 100% de letalidade nos casos com tratamento de até 30 dias, em contraste com os
que recebem um tratamento superior a 30 dias, com sobrevida de até 80% [9]. Em
cerca de 2/3, ou mais, dos casos o Sistema Nervoso Central é o principal sitio de
acometimento, seguido por comprometimento cardiaco e associagdo de ambos [9].

Nao se tem dados da prevaléncia desda co-infecgao, seja no Brasil ou em paises
endémicos. A estimativa é de 20% de frequéncia de reativacao [9].

A Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida, AIDS, é uma doenca que acomete o
sistema imunolégico humano, permitindo a instalagao de infecgoes oportunistas, ou
a reativagao de infecgoes. O agente etiologico da mesma é um retrovirus denominado
virus HI'V. Devido a sua agao devastadora no sistema imunolégico, doencas infecci-
osas cronicas podem ser reativadas, como € o caso da Doenca de Chagas.

A Doenca de Chagas é uma doenca provocada por um protozodario denominado
Trypanosoma cruzi. Tal doenca apresenta duas fases: fase aguda e fase cronica. Por
ser, na maioria das vezes, assintomatica, passa despercebida e pode perdurar por
toda vida do individuo.

Esta situacao possibilita a reativacao, pois o sistema imunolégico torna-se debili-
tado e o protozodrio passa a se multiplicar nos tecidos.

Realizamos analises de estabilidade local em torno de cada ponto fixo dos mo-
delos, para obter mais informacoes qualitativas do comportamento dinamico. Testes
numeéricos foram realizados para elucidar as informagoes obtidas.



Capitulo 2

Mal de Chagas e Trypanosoma
cruzi

Em 1909, o médico Carlos Chagas (1878-1934), pesquisador do Instituto Oswaldo
Cruz, fez uma descoberta tripla no interior de Minas Gerais: o agente causal pro-
tozodrio Trypanosoma cruzi (recebe esse nome em homenagem a Oswaldo Cruz), o
vetor que o transmite (triatomineo conhecido popularmente como “barbeiro”) e a do-
enca, a qual leva seu nome Mal de Chagas. Tal feito um marco na medicina tropical
brasileira. Esta descoberta nao so trouxe uma contribuicao inovadora no campo das
doencas parasitarias transmitidas por insetos-vetores, mas também para a realidade
sanitaria e social do interior do pais. Denominaremos 7Trypanosoma cruzi por T.
CTUZL.

Tal doenca estava restrita ao seu ciclo silvestre. Os principais hospedeiros in-
termediarios eram pequenos mamiferos das matas e campos da América, desde a
Patagonia até o Sul dos Estados Unidos. Esses animais (tatus, gambés e capivaras)
conviviam com o protozoario T. cruzi. Através dos desmatamentos e a colonizacao
feita pelo homem no meio silvestre, o vetor da doenga (triatomineo) encontrou outro
hospedeiro intermedidrio (homem). As condigoes precéarias das casas e de higiene
sao fatores que favoreceram a disseminacao da doenca. Estimativas apontam que no
Brasil ainda existam em torno de dois milhoes de individuos infectados, em razao de
intensa transmissao vetorial do passado [1].

Em 2006, a Organizagao Pan Americana de Satude certificou ao Ministério da
Saude do Brasil a erradicacao da transmissao da Doenga de Chagas. Este fato s6 foi
possivel devido a iniciativas tomadas principalmente a partir de 1991, pela Iniciativa
do Cone Meridional Sul, através de acordos entre os governos de Argentina, Bolivia,
Brasil, Chile, Paraguai, Uruguai e Peru para eliminacao da transmissao principal-
mente vetorial, combatendo-se ao eliminar o triatomineo T. infestans [13].

Entretanto, um recente artigo publicado no Journal of Neglected Tropical Dise-
ases, em uma visao um tanto quanto forcada, aponta a Doenca de Chagas como a
nova HIV/AIDS das Américas. Segundo o artigo [15], para os cientistas a situacao
da doencga tropical no continente hoje em dia tem semelhancas com a epidemia de
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AIDS registrada no inicio dos anos 1980, uma analogia com o HIV feita seria a falta
de medicamentos, o alto custo do tratamento e a transfusao sanguinea. O site de
noticias BBC' Brasil [16] consultou especialistas no assunto, entre eles Joao Carlos
Pinto Dias (que ja foi chefe do Programa Nacional de Combate a Doenga de Chagas
brasileiro), membro do Comité de Doengas Tropicais Neglicenciadas da Organizacao
Mundial da Saide (OMS), aponta que o artigo é “provocador”e “forgado”, tem como
objetivo chamar a atengao para uma doenca negligenciada. Aponta, ainda, que o
Brasil esta em uma situagao muito “confortavel”, pois nos anos de 1970, o pais tinha
cerca de 100 mil novos casos por ano, porém atualmente temos cerca de 150 a 200
novos casos por ano. Pinto Dias diz, ainda, que a soropositividade para T. cruzi
entre os doadores de sangue nao passam de 0,3%. Em 1986, o Brasil adotou uma lei
exigindo que todos os servigos de hemoterapia fizessem testes para detectar a doenca.

2.1 Interagao do T. cruzi com seus hospedeiros

O protozoario T. cruzi, um protozoario flagelado causador da doenga de Chagas,
tem dois hospedeiros: o hospedeiro intermediario, que sao pequenos mamiferos ou
0 homem (hospedeiros vertebrados), e os hospedeiros definitivos sao insetos hemip-
teros que se alimentam de sangue (hematdfagos, hospedeiros invertebrados). Tais
insetos pertencem a familia Reduviidae, especificamente a subfamilia Triatominae.
Em ambos hospedeiros, o protozodrio assume diversas formas morfoldgicas [2].

No inseto, hospedeiro definitivo, o protozodrio se reproduz no intestino médio por
fissao binaria a cada 20-24 horas, via nutrientes adquiridos do sangue sugado pelo
inseto na sua alimentacao. Nesta etapa, o parasita assume uma forma denominada
epimastigota, definida pela projecao do flagelo a partir da lateral do seu corpo unice-
lular, adaptado para sobreviver a agao de enzimas digestivas no intestino do inseto.
Esta protecao é realizada por uma cobertura no parasita, formada por glicoproteinas
e glicolipideos peculiares ancorados a membrana através de fosfatidilinositol.

O parasita tem um extraordindrio sistema de destoxificagao, através de enzimas
oxido redutoras. Tal mecanismo se faz necessario, pois na digestao do sangue no
intestino do inseto, sao produzidos radicais livres ricos em hemoglobina que contém
ferro, metal altamente suscetivel a oxidacao. As proteinas e hemoglobinas produ-
zidas sao utilizadas como fonte de energia e de carbono pelo parasita, através de
um elaborado sistema de endocitose e vactolos digestivos. O excesso de nutrientes
absorvidos é acumulado em vactolos modificados denominados reservossomos.

Quando o alimento proveniente do repasto sanguineo se torna escasso no intestino
do inseto, o contetido de proteinas presentes nos reservossomos diminui e o parasita
inicia uma diferenciacao celular denominada metaciclogénese, que envolve mudancas
morfoldgicas e metabdlicas que levam aproximadamente 48 horas. Seu volume celular
diminui e a posigao da insercao dos flagelos passam gradativamente para regiao pos-
terior onde estavam os reservossomos. Este processo define uma forma determinada
por ter o flagelo associado a todo corpo do parasita; esta forma é chamada tripomas-
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tigota. Esta nova forma, é a preparacao do parasita para passar ao seu hospedeiro
intermediario.

A disseminacao do T. cruzi é feita pelas fezes do inseto. A razao pela qual o
inseto é conhecido como “barbeiro”, é que o mesmo pica a face das pessoas, pois se
tratar uma regiao descoberta. O parasita penetra no organismo humano através das
mucosas do olho, boca ou por ferimentos, e até mesmo pela ingestao oral. Em 2005,
ocorreu um surto de contaminacao em Navegantes, Santa Catarina, em que vinte e
cinco pessoas foram contaminadas (das quais cinco morreram). Em outro evento,
vinte e seis pessoas foram contaminadas com suco de acai no qual se encontrava o
parasita em Igarapé da Fortaleza, Amapa [14].

Sua estrutura invasiva, forma tripomastigota, é¢ fundamental, pois seus flagelos funci-
onam como caudas que o impulsionam através da mucosa. Apds sua penetracao no
meio celular, o objetivo é encontrar a superficie de células do hospedeiro.

Os tripomastigotas liberam proteases, peptideos e glicosidades provocando alte-
racoes na membrana, no citoesqueleto e nas organelas, para facilitar a deformacao da
membrana plasmatica e a formagao de um vactolo que englobe o parasita no interior
da célula hospedeira.

Este processo de invasao e acidificacao induz o tripomastigota a dissolucao do

flagelo por um mecanismo que envolve a acao de proteases endégenas. Com o flagelo
diminuto, a forma resultante é denominada amastigota. Estando localizada no citosol
da célula hospedeira, o parasita conta com um ambiente rico em nutrientes. A re-
producao de amastigotas é feita por fissao bindria, a casa 16 horas aproximadamente
até ocupar toda célula, exceto o nicleo. Apds ocupar toda célula, o parasita comeca
a alongar seu flagelo transformando-se na forma epimastigota. Esta é a preparacao
para o meio extracelular, assim comeca a recobrir sua superficie com proteinas e
induz o rompimento da célula hospedeira ja diferenciada na forma tripomastigota.
A grande quantidade de trans-sialidade presente na superficie do parasita captura o
acido sialico presente em proteinas do meio extracelular, transferidas para as galacto-
ses terminais das mucinas do parasita. Este recurso ajuda o parasita recém-eclodido
a se proteger da acao de anticorpos naturais, possibilitando o alcance da corrente san-
guinea e a disseminar a infeccao. A trans-sialidase é fator importante na passagem
do parasita através das células endoteliais e como ¢ liberada na corrente sanguinea,
atua na modulagao do sistema imune do hospedeiro através da inducao de apoptose
(morte programada das células) em diversos tecidos.
Uma diferenca entre esta forma tripomastigota circulante do inseto e do humano
¢ que no organismo humano expressa grandes quantidades de trans-sialidase e ra-
pidamente escapa do vacuolo parasitéforo, o que pode garantir a sobrevivéncia do
parasita em um hospedeiro ja imuno-estimulado. O ciclo de vida se completa quando
o sangue do hospedeiro é sugado por um inseto vetor.

A Doenca de Chagas entre animais silvestres é denominada silvestre. No Bra-
sil existem ao menos 44 espécies de triatomineos, a maioria silvestres. Dentre es-
tas espécies, cinco sao consideradas domésticas: Triatoma infestans, que se espalha
do Rio Grande do Sul até Pernambuco, Paraiba e Piaui; Panstrongylus megistus
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distribuindo-se de forma irregular por Santa Catariana, Rio de Janeiro, onde ¢ sil-
vestre, Minas Gerais e Bahia, onde é domiciliado ou silvestre; T. brasiliensis e T.
pseudomaculata, vivendo dentro e fora do domicilio, predominantemente no Nor-
deste; T. sordida, de ampla distribuicdo do Rio Grande do Sul ao Piaui [17]. A
espécie na transmissao da doenga é um fator importante, pois certas espécies como
T. vitticeps defecam longo tempos apds o repasto, tornando a transmissao por este
vetor dificil, porém o T. infestans defeca logo apés se alimentar [17].

2.2 Doenca de Chagas

A Doenca de Chagas, também conhecida como Mal de Chagas ou Trypanoso-
miase Sul-Americana, apresenta essencialmente duas fases: aguda e cronica.

A fase aguda, que é a etapa inicial da doenca, tem um periodo médio de 2 meses.
Esta é, na maioria dos casos, caracterizada por ser assintomatica, principalmente em
adultos. Pode ainda nao haver a instalagao da fase aguda classica, pois estd dire-
tamente relacionado ao nimero de parasitas no organismo. A fase aguda classica
caracteriza-se por um quadro febril com manifestagoes clinicas do tipo miocardite,
alteragoes eletrocardiogréficas, linfadenopatia e hepatoesplenomegalia [18]. O para-
sita pode ser detectado facilmente por extracao sanguinea na sua forma circulante
tripomastigota [19].

A fase cronica, posterior a fase aguda, pode estender-se por toda a vida do hospe-
deiro. Como exemplo, temos Berenice o primeiro caso humano da Doenca de Chagas,
identificado em 1909. Berenice veio a falecer em 1981, sem evidéncias que sua morte
estivesse ligada a Doenca de Chagas [20]. Ao contrario da fase aguda, nesta fase é
dificil encontrar parasitas na sua forma circulante no sangue periférico devido a uma
parasitemia baixa. Assim uma alternativa é efetuar exames para detectar a presenca
de anticorpos IgG [19]. A forma assintomatica é a mais frequente correspondendo
em até 50% dos casos na fase cronica. O exame clinico, o eletrocardiograma (ECG)
em repouso e os exames radiologicos do coracao, esofago e intestino grosso se apre-
sentam normais nesta fase. Ja a forma cardiaca da doenca pode ser sintomatica ou
assintomdtica. A forma sintomética é definida por distirbios de conducgao, repolari-
zagao e extra-sistoles. A forma assintomdtica se manifesta predominantemente em
arritmias, com sintomas frequentes de tontura, dispneia (dificuldade para respirar),
aos esforgos e palpitagdes. A ocorréncia de morte sibita é alta [21].

A forma cronica digestiva da doenca associa-se a uma disfuncao motora, que pode
ocorrer em qualquer parte do tubo digestivo em especial no eséfago e colon terminal
[21].

A forma cronica nervosa da doencga acomete o sistema nervoso, observando-se
alteracoes morfologicas no tecido nervoso central. Esta forma ainda hoje, é discutida
apesar do reconhecimento por Carlos Chagas em 1913. Estudos evidenciam também
atrofia cortical com ou sem hidrocefalia, diminuicao da populacao neural e alteracoes
histopatoldgicas ou mesmo parasitismo [22].
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O periodo de cada fase é variavel de individuo para individuo, mas observa-se
um periodo de até 90 dias para fase aguda e 20 anos ou mais para fase cronica
indeterminada e variavel para fase cronica determinada.

2.3 Tratamento da Doenca de Chagas

Atualmente o tratamento da Doenga de Chagas é realizado com um medicamento
conhecido como Benzonidazol ou Benizdazol ( Rochagan®)), que foi produzido pela
Roche até abril de 2003. A producao do medicamento foi transferida para o Laboraté-
rio Farmacéutico do Estado de Pernambuco (Lafepe). A Roche doou a tecnologia de
producao deste medicamento ao governo brasileiro (www.roche.com.br/faleconosco).
Este apresenta uma eficdcia na fase aguda da doenga, na dose de 8-10 mgkg™! (=~ 35
pumol kg=') [18].

A historia da quimioterapia da Doenga de Chagas tem trés fases. A primeira
é dedicada a descoberta da doenca, por Carlos Chagas em 1909, indo até 1935 e
marcada pela morte de Chagas (novembro de 1934) e pelo lancamento do “Manual
de Doengas Tropicais e Infectuosas”(1935), escrito por Carlos Chagas em coautoria
com o filho Evandro Chagas. A fase seguinte, de 1936 a 1960, corresponde a avalia-
¢ao biolégica de inimeras substancias quimicas, extratos e misturas de componentes,
sendo marcada por resultados controversos e de significado clinico questiondvel [18].
A ultima fase, a partir de 1961, demonstrou certa eficacia de alguns compostos, como
a nitrofurazona. Tais experimentos foram feitas em camundongos infectados por 7.
cruzi [18].

Produziu-se apenas dois compostos até o fim da primeira fase na terapéutica da
Doenca de Chagas, ambos insatisfatorios. Na segunda fase, foram descritos mais de
20 quimioterédpicos e 30 antibidticos, destacando-se algumas substancias que tiveram
efeito supressivo sobre a infec¢ao pelo T. cruzi [18].

Na década de 1960, o composto nitrofurazona na dose didria de 100 mgkg=! em
esquema terapéutico de longa duragao (50 dias em média), curava mais de 95% dos
camundongos infectados cronicamente; assim se deu o inicio de uma nova era na
terapéutica da Doenga de Chagas [18]. Testes foram feitos em dez individuos com
casos agudos da doenca, todos tratados com nitrofurazona. Os resultados foram
bons, mas metade voltou a manifestar a presenca do parasita circulante, detectado
por xenodiagndstico [18].

Na década de 1970, outros dois compostos surgiram apresentando novas pers-
pectivas para o tratamento da doenca, pela eficacia na fase aguda e também pela
tolerancia. Os compostos foram: nifurtimox (Lampit®), da Bayer) e o benzonidazol,
ja apresentado [18]. Ambos tinham eficiéncia entre 50 e 70% de cura na fase aguda
da doenca, porém na fase cronica esses percentuais eram inferiores a 20% [18].
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Capitulo 3

Sindrome da Imunodeficiéncia
Humana e virus HIV

3.1 AIDS e virus HIV

Em 1981, nos Estados Unidos, a ocorréncia de infecgoes raras em individuos imu-
nocompetentes, dentre homossexuais do sexo masculino, como o Sarcoma de Kaposi
e a pneumonia por Pneumocytis carinii, fez com que os médicos suspeitassem de
uma nova doenga com chances de ser infecciosa e transmissivel, devido ao nimero
reduzido de células T CDj+. Em 1983, o grupo de pesquisadores liderado por Luc
Montagner, do Instituto Pasteur de Paris, Franga, isolou um retrovirus que apresen-
tava indicios de ser o causador da AIDS. O grupo associou o virus a linfadenopatia
(lymphadenopaty associated virus-LAV). Além do grupo de Montagner, o grupo li-
derado por Robert Gallo, do Center for Disease Control and Prevention (CDC), dos
Estados Unidos, relataram o isolamento de um novo virus linfotépico da célula T
humana (human T-lymphatopic virus-HTLV). Mais tarde, se constatou que o virus
detectado por americanos e franceses era o mesmo [3].

Outras terminologias para o virus da imunodeficiéncia humana foram propostas,
até que em 1986 o International Committee on Taxonomy of Viruses (ICTV) reco-
mendou a denominacao do virus. Desse forma, ficou determinado que o virus da
imunodeficiéncia humana (HIV) é o agente etiol6gico do AIDS [4].

O wirus HIV tem predilecao por um tipo de célula do sistema imune, as células T
citotozicas ou, mais especificamente, linfocitos T auxiliares (helper em inglés). Tais
células apresentam em sua superficie a molécula CD4. Esta molécula da superficie
do linfécito seria possivelmente a causa da predilegao do virus [11].

Quando a infeccao passa a ser intracelular, os linfocitos B se tornam indcuos.
Assim a destruicao dos invasores ¢é realizada eliminando a célula infectada. Os lin-
focitos T sao as células responsaveis por eliminar os agente infecciosos no interior
das células. Através de citocinas matam a célula infectada e, consequentemente, o
agente infeccioso. As reagoes mediadas por células dependem de interacoes diretas
entre linfocitos T e células infectadas, ou seja, portadoras do antigeno (particulas do
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agente infeccioso) que linfdcitos T conseguem reconhecer [12].

O linfocito T CD4 é uma célula de defesa muito importante, pois atua como um
“comandante” das outras células de defesa, como os linfocitos T CDS8. O organismo
produz para cada linfocito T CDS8 dois linfocitos T CD/4, mantendo a proporc¢ao em
2:1. Em infecgbes normais, o corpo consegue manter essa proporcao, fazendo uma
“contagem” das células.

Ao atacar os “comandantes”, o sistema imunolégico fica desarmado. Esta situ-
acao é perfeita para infeccoes oportunistas, como Mal de Chagas, que é reativado.
O organismo nao consegue identificar quais células foram destruidas e a proporcao
natural 2:1 de linfdcitos T CD4 e T CD8 se torna irregular [5].

Para o virus HIV se replicar no organismo do hospedeiro, o virus deve invadir a
célula T CD4+. Isso acontece ao ocorrer uma interacao com a superficie da célula T
CD4+, ligando-se as proteinas. Este processo é denominado adsorcao. Penetrando
na célula, para fazer a replicacao, o virus precisa converter sesu RNA em DNA. Apds
isso, destrdi a célula liberando mais particulas virais.

Com a proporcao de 2:1 irregular, o corpo produz mais linfocitos T CD8+ e por
nao terem mais “comandantes”, a atividade de macrdfagos cresce. Os macrdfagos
sao células primitivas de defesa do corpo [5]. Desempenham um papel muito impor-
tante na resposta especifica as infeccoes virais, porém sao neutros quanto ao virus
HIV. Além disso, sao utilizados na disseminacao da infeccao pelo organismo, pois
servem de sitio de replicagao inicial de virus e tém livre acesso a diversas partes do
organismo [6].

3.2 Transmissao

A transmissao do virus da AIDS entre individuos depende de certos fatores como:
concentracao do HIV no fluido biolégico, vulnerabilidade e integridade da mucosa
envolvida (mucosa anal, vaginal ou oral), duragdo do contato e quantidade de virus
transmitida. Estes fatores podem ser simplificados em: individuos com multiplos
parceiros sexuais, nao uso de preservativos, uso de drogas ou compartilhamento de
seringas contaminadas. As principais formas de transmissao sao: sexual, sanguinea
(transfusao de sangue contaminado, usudrios de drogas injetdveis), transmissao ver-
tical (transmissao congénita) no periodo de gestacao da mae para filho, transmissao
pds parto (perinatal) e no aleitamento (pds-natal).

Existem outras possibilidades de transmissao como por acidente, chamada trans-
missao ocupacional. Geralmente ocorrem em acidentes de trabalho, com profissionais
da area da saude. A infeccao pode ser provocada por ferimentos com instrumentos
perfuro-cortantes ou exposi¢ao da mucosa com sangue contaminado.

As fontes mais significativas de virus HIV no corpo humano estao presentes nos
fluidos: sémen, secregoes vaginais e/ou cervicais, além do leite materno e sangue. O
virus também pode ser encontrado na transpiracao, lagrimas e saliva, mas para estes
casos nao se tem confirmacao de transmissao, até mesmo porque a quantidade de
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virus transmitida é muito pequena.

Usualmente, o virus HIV tem acesso ao corpo humano via mucosa (anal, vaginal
ou oral). Na maioria das vezes a transmissao é realizada através de relagoes sexuais.
Isso se deve ao fato que nestas regioes, anal e vaginal, a quantidade de células de
Langerhans é elevada; essas sao células dendriticas que capturam antigenos ou par-
ticulas virais para leva-las até os linfécitos para serem destruidas. Dessa forma as
primeiras células a se infectar sdo as células de Langerhans [7].

3.3 Co-infeccao T. cruzi e HIV

O primeiro caso de co-infeccao 1. cruzi e virus HIV foi descrito em publicacao

cientifica no ano de 1990, entretanto anteriormente em um congresso havia sido apre-
sentado um caso de co-infeccao [8].
Predominantemente, as manifestagoes da Doenca de Chagas, em se tratando de uma
reativacao por virus HIV, ocorrem ja em um estagio avangado da infecgao pelo virus.
Observou-se que, em mais de 80% dos casos, a contagem de linfécitos T CDJ era
inferior a 200/mm? [8]. A apresentagao da Doenca de Chagas em pacientes com vi-
rus HI'V se da por acometimento do sistema nervoso, evidenciando-se com sintomas
de meningoencefalite [8]. Até 2009, aproximadamente 120 casos de reativacdo da
Doenca de Chagas foram registrados no Brasil.

O diagnoéstico em casos de reativagao pode ser feito através de métodos dire-
tos no sangue, e pela extracao de fluidos corporais para comprovacao da presenca
do parasita. O Ministério da Saide recomenda que toda pessoa com antecedente
epidemiolégico compativel com infeccao por 7. cruzi deve ser avaliada por testes
sorolégicos padronizados (hemaglutinacao, imunofluorescéncia indireta e Elisa) [8].

As chances de uma reativagao da Doenca de Chagas em pacientes aidéticos é
extremamente alta. Dessa forma, a administragao precoce do medicamento Benzni-
dazol mostrou-se efetiva na reducao da parasitemia e no controle do quadro clinico
e controle no dano tecidual, reduzindo a letalidade para 20% em pacientes com até
30 dias de tratamento.

Além da reativacao da Doenca de Chagas em pacientes com AIDS, podem ocorrer
casos de reativacao Leishmaniose-HIV, Malaria-HIV e Hanseniase-HIV.

A defini¢ao do caso de Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (AIDS) possou
por diversas mudancas e, em janeiro de 2004, a nova definicdo de caso de AIDS em
adultos e em criancas foi reformulada. Essa nova definicao foi o resultado de reunioes
do Comité Assessor de Epidemiologia do Programa Nacional de DST/AIDS, reali-
zadas em 2003; dessa forma considera-se a reativacao por Doenga de Chagas como
uma caracterizacao de condigao definidora de AIDS [9].
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Capitulo 4

Modelagem Matematica

4.1 Construcao do modelo

Este capitulo destina-se a construir um modelo que descreve de forma simplifi-
cada a interagao entre os componentes do sistema imunolégico humano, células alvo,
o protozoario T. cruzi e virus HIV.

Tomaremos como ponto de partida da modelagem um caso veridico. Um indi-
viduo chagasico desenvolveu um abscesso cerebral, que resulta da proliferacao de
protozoarios, ou no nosso o 1. cruzi. Assim, quando retirado liquido cerebral se
constatou a presenca de T. cruzi circulante. Posteriormente, descobriu-se que tal
individuo era portador do wvirus HIV. A administragao tardia de um medicamento
para combater o T. cruzi nao conseguiu evitor o falecimento do individuo.

O modelo é simplificado, pois nao aborda a acao de varias células de defesa do
corpo como macrofagos e células natural killer, apenas um grupo de células de de-
fesa que tém como papel principal ativar outras células e estabelecer respostas por
anticorpos ou citocinas. No modelo, abordamos os fatores mais importantes da coin-
feccao e da defesa do organismo.

Quando contraimos uma infeccao, é provavel que nao estejamos apenas sob o ata-
que do agente causador, mas também de outros patdgenos. A demanda do sistema
imunologico pode ser diferente.

O sistema imunolégico humano é extremamente complexo, pois apresenta diver-
sos mecanismos de defesa e atuacao diante de agentes patdgenos, a fim de manter
o organismo em seguranca. Para se ter uma ideia disso, existem algumas perguntas
sem respostas sobre certas células. Em 2011 o prémio Nobel de medicina foi desti-
nado a Bruce A. Beutler e Jules A. Hoffmann por suas descobertas sobre a ativacao
da imunidade inata e para Ralph M. Steinman, por sua descoberta das células den-
driticas e seu papel na imunidade adaptativa [10].

O sistema imunolégico pode ser diferenciado em Inato e Adaptativo.

O Sistema Inato ¢ um sistema mais primitivo, atua com macréfagos, que efetuam
a fagocitose de patdgenos eliminando-os do organismo. Certos microrganismos encon-
trados diariamente na vida de um individuo normal causam uma doenca perceptivel

13



4.1. CONSTRUCAO DO MODELO 14

apenas ocasionalmente. Em sua maioria sao detectados e destruidos em questao de
horas, pois neste caso os mecanismos de defesa nao requerem um periodo prolongado
de inducao por nao se basear na expansao clonal de linfocitos antigenos-especificos
[23]. Caso nao consiga eliminar o agente causador da infec¢ao, entra em agao o Sis-
tema Adaptativo. Este é muito mais completo e complexo. Atua através de geragao
de células efetoras antigeno-especificas, que irao interagir com o patégeno e células
de memoria, que podem prevenir uma reinfecgao. Nesta etapa as células B e células
T citotoxicas sao responsaveis por garantir a defesa do organismo, cada qual em sua
funcao e estagio.

Neste trabalho nos limitaremos a Imunidade Adaptativo, pois estamos tratando
de uma co-infeccao de virus e um protozoario em um estagio relativamente avangado
da co-infeccao.

Dentro da Imunidade Adaptativa, o organismo se defende de duas formas dife-
rentes: através da Imunidade humoral e da Imunidade celular.

A Imunidade humoral é voltada aos espacos extracelulares, nos quais as células
B produzem anticorpos para destruir os microrganismos e impedir a disseminacao
das infeccoes intracelulares. Tais células apresentam este nome pois sao geradas na
medula Gssea (em inglés “bone marrow”). A ativacao e diferenciagao em células plas-
méticas secretoras de anticorpos de células B sao realizadas pelo préprio antigeno (ou
particulas) e usualmente necessita do estimulo de células T CD4 especificas para este
fim [24]. Apds a ativagdo, as células B sao chamadas de plasmécitos. Estas células
produzem anticorpos que se ligarao ao patdgeno, sinalizando-o para os macrofagos
e estes realizarao a fagocitose e impedirao que o patogeno faca ligagoes com células
sadias.

A Imunidade celular é mediada por outro tipo de célula: linfocitos T. Recebem
este nome pois sao diferenciados no timo, 6rgao linfatico localizado na porcao antero-
superior da cavidade toracica; também sao gerados na medula éssea como os linfo-
citos B. Tais células, linfocitos, tém capacidade de montar uma resposta especifica
virtualmente contra qualquer antigeno, pois cada linfécito que matura, porta uma
variante unica de um protétipo de receptor de antigenos, de forma que a populagao
de linfocitos T apresenta uma grande variedade de receptores nos sitios de ligacao
do antigeno. Ou seja, o organismo se prepara para inumeras variantes de um pato-
geno, assim quando encontrado o antigeno a probabilidade de executar uma resposta
eficiente é alta. Enquanto as células B sao responsaveis por respostas extracelulares,
os linfocitos T sao responsaveis por respostas intracelulares, ou seja, atacam células
infectadas por virus, bactérias e protozoarios que se replicam no interior das células.
Os linfocitos T citotoxicos que matam células infectadas se encaixam em dois grupos,
linfocitos T CD4 e linfocitos T CDS8. Os linfocitos T CD4 tém este nome pois estao
marcados pela expressao da molécula CD4 em sua superficie, e linfocitos T CD8 por
expressar a molécula CD8 em sua superficie. Este linfécito é extremamente impor-
tante, pois tem, entre suas fungoes, ativar outras células linfocitos T CD/ especificos
para uma finalidade, linfocitos T CD8 especificos para outra e células B. Apos ativar
linfocitos T CD4 especificos na atuacao contra o protozoario e virus HIV, temos dois
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grupos que, por sua vez, ativarao linfocitos T CDS§ para efetuar o ataque a células
infectadas por virus HIV e protozoario T. cruzi através de citocinas.
Os linfocitos T CDS8 sao responsaveis pelo ataque as células infectadas. Sua ativagao
é feita por linfocito T CD/ especifico. Por exemplo, apés uma célula morrer por
infeccao viral ela libera particulas virais que caem em vasos linfaticos, que vao até os
linfonodos, e até o timo. L& as interacoes com linfocitos T' CD4 e o antigeno ativam
o linfocito T CDS8 especifico para atuar contra células infectadas por virus HIV.
Construiremos o modelo com base na biologia do T. cruzi e do virus HIV. O
processo de interagao entre protozodrio e sistema imunolégico, virus e sistema imu-
nolégico sera nosso principal objetivo a ser modelado.
Segue a nomenclatura e fungao de cada componente do modelo:

e [: Linfocitos T CD4 nao ativos que ativaram linfécitos T CD4 especificos (Ly
e Lr);

e Ly: Linfécito T CD4 especifico para ativar linfécito T CDS8 no combate as
células infectadas por virus HIV;

e Lp: Linfécito T CD4 especifico para ativar linfécito T CD8 no cambate as
células infectadas por Trypanosoma cruzi.
No grupo de linfécito T CD8 temos:
e [,: Linfécito T CD8 nao ativo, que sera ativado por Ly ou Ly, esta classe se
divide por ativagao;
e [,g: Linfécito T CD8 ativado por L, especifico no combate as células infectadas
por virus HIV
e [ip: Linfécito T CD8 ativado por Ly especifico no combate as células infectadas
por Trypanosoma cruzi.
H& também outro grupo de células do sistema imunoldgico, as células B:

e B: Célula de defesa nao ativada por linfécito Lr;

e B,: Célula de defesa ativada por linfécito L.

As células infectadas correspondem as células:
e [;: Célula linfécito T CD4 (L) infectada por virus HIV;

e [5: Célula alvo (C) infectada por Trypanosoma cruzi.

e (: Célula alvo, que correspondem as células do tecido muscular, cardiaco e
cerebral (especificamente em nosso caso).
Os invasores sao definidos por:
e T Protozoario Trypanosoma cruzi, que pode ser considerado em sua forma

circulante (tripomastigota) ou na forma intracelular (amastigota);

o H: wvirus HIV.
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4.1.1 Dinamica entre sistema imunolégico, virus, protozoa-
rio e células alvo

o1 LH

€T

Y2+ s

Figura 4.1: Diagrama de blocos da interacao sistema imunolégico, T. cruzi e virus
HIV.

A figura 4.1 descreve a interagao entre as populagoes. As setas cheias referem-se
a uma “contribuicao” para o crescimento da populagao que é ponto final da seta. As
setas pontilhadas referem-se a um “prejuizo” dado pela populacao no qual a seta se
inicia a populagao onde chega. As setas onduladas referem-se a reposicao da popu-
lacao dado pelo organismo humano.

Logo abaixo, temos a figura 4.1 descrita matematicamente via equagcoes diferen-
ciais ordinarias autonomas nao lineares.
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E = k’b - /vaB — ﬁgBLT (4112)
dB,
di = —,LLaBa + T5BaLH + BgBLT. (4113)
\

Todos os parametros do modelo sao niimeros reais positivos.

A populagao de células L no seu estado inativo tem uma producao k; e uma
taxa de mortalidade py. Se ocorrer a introducao de um patégeno no organismo hu-
mano, através de particulas do mesmo, os linfocitos T CD4 sao ativados apds um
contato com tais particulas chamadas antigenos. Como exemplo, em nosso estudo
os linfocitos T CDJ sao ativados por particulas do virus HIV e do protozoario T.
cruzi a taxas €y e er, respectivamente. Isso é representado no modelo como o “en-
contro” das populagoes. Este recurso vem da Epidemiologia Mateméatica Moderna, e
¢ denominado Lei da Acao das Massas que diz que a disseminacao de uma epidemia
em uma populacao é proporcional ao produto da densidade de individuos suscetiveis
pela densidade de individuos infectantes, que foi formulado por Hamer em 1906. De
forma andloga, utilizamos este conceito considerando a epidemia como uma infeccao
no organismo; a populacao de wirus HIV e protozoario T. cruzi como populacoes
infectadas; a populagao de linfocitos T CD/ e células alvo como populagoes susce-
tiveis. Outro conceito que utilizaremos também vem da Epidemiologia Matematica
Moderna, que é o conceito de limiar (também conhecido como threshold), este esta-
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belece a qualidade dos pontos de equilibrio. A infec¢ao de células linfocitos T CD/
¢ dada a uma taxa «; pela interacao de populacoes de L e H.

Ao serem ativados a uma taxa ep, esses linfocitos T CDJ sao diferenciados em
linfocitos T CD4 (Ly) especificos para ativar linfocitos T CD8 (L), que atuarao
contra células infectadas por wvirus HIV. Esta populagao de células, Ly, tem uma
taxa de mortalidade natural p;y e uma taxa de expansao clonal 7. A expansao
clonal ¢ realizada pelo linfécito ativado que comega a se dividir. De forma analoga,
temos a populacao de células linfocitos T CD/, Ly, ativada a uma taxa er, especifi-
cos na ativacao de linfocitos T CD8 especificos na atuagao de células infectadas pelo
protozodario (Li7). Tal populagao tem uma de mortalidade natural uyr e uma taxa
de expansao clonal, ao encontrar com particulas do protozoario.

A populagao de linfécitos T CD8 nao ativos (L;) tem uma taxa de produgao kp,
e uma taxa de mortalidade natural uy,. Parte desta populacao é ativada por linfo-
citos T CD/ especificos a taxas ¢y e ¢r para ativar linfocitos T CDS§ especificos na
atuacgao contra células infectadas por virus HIV e protozoario T. cruzi, L1y e Ly,
respectivamente. A populacao de linfocitos T CDS§ ativados especificos na atuacao
contra células infectadas por virus HIV (L;g) nao tem uma taxa de reprodugao pois
estamos supondo sua existéncia por uma diferenciagao, logo o crescimento de sua
populacao depende de Ly e L; . Dessa forma, hd uma taxa de mortalidade natural
(1 € uma taxa de expansao clonal 7 5. O mesmo ocorre com a populagao de [linfo-
citos T CD8 ativados especificos na atuagao contra células infectadas por protozoario
T. cruzi (Lyr), ou seja, ha uma taxa de mortalidade natural ;7 e uma taxa de
expansao clonal 7y7.

A populacao de células infectadas por virus HIV tem como fonte a infeccao de
linfécitos T CD4 nao ativados (L), com taxas de mortalidade natural pg e taxa de
mortalidade devido a infecgao pelo virus py. A atuagao de linfocitos T CDS especifi-
cos ativados para atuar contra células infectadas por virus é descrita pelo parametro
as. Esta eliminagao é executada no encontro de linfécitos Ly com células infecta-
das, Iy, via citocinas.

Um dos principais sitios de reprodugao do 7. cruzi (T') s@o as células musculares,
cardiacas e células nervosas, e nomeadas como C. Sao células repostas pelo orga-
nismo humano, que mantém uma quantidade constante. Assim tem-se uma producao
k. e uma taxa de mortalidade natural p.. A taxa de infeccao é descrita por as.

Estas células alvo, C', sao fonte das células infectadas I, que morrem a uma
taxa de mortalidade p;. A atuacao de linfécitos Lir através de citocinas é descrita
pelo parametro ay. Tal atuacao é executada no encontro das populacoes. Antes da
morte da célula I, o T. cruzi na sua forma amastigota se reproduz a uma taxa 73
no interior da célula. A morte de células I, e a mortalidade natural do 7. cruzi s,
além do efeito do medicamento 71, sao taxas de declinio da populagao do T. cruzi. A
atuacao de células B,, ativadas para atuar contra a forma circulante tripomastigota,
¢ descrita pelo parametro b;. Tal atuacao ¢ executada através de anticorpos.

A populagao de virus HIV (H) se reproduz ao liberar n particulas virais de cé-
lulas I; apds sua morte. Levando em consideracao a administracao de um coquetel
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de medicamentos no combate ao virus HIV, v, representa taxa de declinio na po-
pulacao viral, além da taxa de mortalidade ps. Levando em conta que em nosso
caso o individuo era chagasico e posteriormente contraiu o virus HI'V e por conta do
mesmo ocorre uma imunossupressao e reativacao causada pelo protozoario, o papel
dos linfocitos B, que é o de produzir anticorpos para atacar virus, praticamente nao
tem interferéncia. Por esse motivo a populacao de virus HIV nao sofre uma baixa
com o sistema imunolégico.

As células B nao ativadas tém uma reproducao k;, e uma taxa de mortalidade
iy A ativagao das células B, especificas na atuagao contra o T. cruzi na sua forma
tripomastigota, é dada pelo parametro 3. As células ativadas, B,, tém uma taxa de
expansao clonal 75. A taxa de mortalidade natural é dada por .

A tabela 4.1 a mostra a funcao de cada parametro utilizado na composi¢ao do modelo.

Tabela 4.1: Func¢ao e unidade dos parametros do modelo
completo.

Parametro Funcao

Dimensao

kr, Taxa de produgao de linfécitos T CD4 [concentragao|x|dia] !

k. Taxa de reproducao de células alvo [concentragao]x|dia] !

ky, Taxa de reproducao de células B [concentracao]x|dia] !

kr1 Taxa de reproducao de linfécitos TCD 8 [concentragao]x|dia] !

L Taxa de mortalidade de linfécitos T CD4 [dia] ™!

WL Taxa de mortalidade de linf6citos T CD4 es- [dia] ™!
pecifico na ativacao de Ly

5% Taxa de mortalidade de linf6citos T CD4 es- [dia] ™!
pecifico na ativacao de Lyp

Lo Taxa de mortalidade de linfécitos T CD8 es- [dia] ™!
pecifico na ativacao de Lig ou Lip

LI H Taxa de mortalidade de linfécitos T CDS8 es- [dia] ™!
pecifico no combate a células infectadas por
virus

UriT Taxa de mortalidade de linfocitos T CDS es- [dia) ™!
pecifico no combate a células infectadas por
protozoério

[ Taxa de mortalidade de células infectadas [dia] ™!
por Trypanosoma cruzi

[2 Taxa de mortalidade de Trypanosoma cruzi [dia) ™!

[3 Taxa de mortalidade (natural) de células in- [dia] ™!
fectadas por virus HIV

fa Taxa de mortalidade de células infectadas [dia] ™"
por virus HIV

s Taxa de mortalidade de virus HIV [dia)™?

Le Taxa de mortalidade de células alvo [dia) ™
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Taxa de mortalidade de células B nao ativas
Taxa de mortalidade de células B, ativas
Taxa de ativagao por encontrar com virus
HIV

Taxa de ativagao por encontrar com Trypa-
nosoma cruzi

Taxa de expansao clonal de linfécitos T' CD4
especificos na ativacao de Liy

Taxa de expansao clonal de linfécitos T CD4
especificos na ativacao de Lyp

Taxa de expansao clonal de linfécitos T CD8
especificos no combate a células infectadas
por virus

Taxa de expansao clonal de linfécitos T' CD8
especificos no combate a células infectadas
Trypanosoma cruzi

Taxa de producao de Trypanosoma cruzi no
interior de células alvo

Taxa de expansao clonal de células B, ativa-
das por Ly

Taxa de ativacao de Ly

Taxa de ativacao de Ly

Taxa de infeccao por virus HIV em L

Taxa de eliminagao por linfécitos T CD8
(L1p) de células infectadas

Taxa de infeccao por Trypanosoma cruzi em
células alvo

Taxa de eliminagao por linfécitos T CD8
(Li7) de células alvo infectadas por Trypa-
nosoma cruzi

Eficiéncia do medicamento no combate ao 7.
cruzi

Eficiéncia de medicamento anti-retroviral
Numero de novas particulas virais gerados
apos a morte de uma célula infectada

Taxa de células B que se tornam ativas apds
econtro com linfécito T CD4

Taxa de eficiéncia de células B no combate
ao Trypanosoma cruzi

20

[dia]~
[dia]~
[concentragao|x|dia]~

e

[concentracao]x|dia] !
[concentragao]x|dia] !
1

[concentragaolx|dia]~

[concentragaol|x|dia] !
[concentragao]x|dia] !

adimensional
[concentragao]x|dia] !
concentragaolx[dia
concentragaolx[dia
concentragaolx[dia
concentragaolx[dia

_ e =

[ -
[ -
[ -
[ -
[concentracao]x|dia] !

[concentragao]x|dia] !

[dia] ™"

[dia) ™

adimensional
[concentracao]x|dia] !

[concentracaolx|dia]
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4.2 Modelo Simplificado

Nesta sec@o iremos realizar uma série de simplificagoes no modelo (3.1)-(3.13).
Tais simplificagoes tém a finalidade de obter resultados mais gerais (solugoes anali-
ticas). Imagine trabalhar com um sistema de treze equagdes. O polinémico carac-
teristico referente a matriz jacobiana aplicada em um ponto estacionério teria grau
treze. Seria uma tarefa extremamente complicada e cansativa.

Vamos considerar que L. é a populacao total, ou completa, de linfécitos T CD4
nao ativos e que ha uma proporc¢ao entre populagao total e L, Ly e Ly. Temos:

L.=L+Lr+Ly e Ly=qL., Lr=pL. ¢ L=(1—p—q)L. (4.2.1)

nas quais ¢ e p sao constantes que representam os termos de proporcionalidade entre
as populagoes. Dessa forma escrevemos:

pipLe = prL+ prgLy + prrLr no qual g = (1—p—q)ur + qurm + ppor
(4.2.2)
Observe que o termo 1} é obtido ao substituir L, Ly e Ly (4.2.1) como concentracoes
proporcionais de L. em (4.2.2).
Dessa forma, somando as equagoes (3.1), (3.2) e (3.3) do modelo completo obte-
mos:

dL.
dt

De forma andloga, consideremos que L;. é a populacao total de linfocitos T CD8
Ly, Lir e Lip:

=k —ppLe —on(1 —p — q)LoH + tyqLH + mppL.T. (4.2.3)

Lie=Li+Lir+Lig e Li=(1-p —q )L, Liu=qLi. ¢ Lir=pLy
(4.2.4)
nos quais ¢ e p’ sdo constantes de proporcionalidade entre as populacoes. Assim de
(4.2.4):

priLie = Ly + ppagLig + prarlir no qual ppy = (1—p — ¢ )par + ¢ pram + 0 pirar-
Somando as equagoes (3.4), (3.5) e (3.6), obtemos:

dLlc
dt

Novamente de forma andloga para as células B, seja B; a populagao total de
células B. Temos:

= kLl — ,U,LlLlc + TlquLch + TlTp/LlcT- (425)

B,=cB; e B=(1-¢)B;, (4.2.6)

em que c¢ é constante de proporcionalidade. Assim:

1By = paBa + B 10 qual 1, = cpq + (1= ¢) .
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Somando as equagoes (3.12) e (3.13) obtemos:

dB ,
d—tt — ky — 11, By + T5¢ByqLe. (4.2.7)

As demais equagoes seguem da mesma forma. O modelo, depois de tais simplifi-
cagoes, considerando agora (4.2.3), (4.2.5) e (4.2.7) toma a seguinte forma:

( dL.
dt
dLlc

dt
dl; p
s =(1—qg—ploaLcH — (3 + pa)y — q a2l Ly
dC
% = kc — ,UCC — OégCT

dlr. '

d_tQ = a3CT — Iy — p agly Ly,

dT

pr T3ptsly — (1 + po)T — bre BT
dH
dt

a5,
dt

=k, — ,u/LLC —ay(l—q—p)L.H+ tgqL.H + 7rpL.T

=k — ,U/LlLlc + TlHq/Lch + TlTp’LlcT

(4.2.8)

= —psH +n(py + p3) [y — o H

=ky — u;Bt + 15¢Byq L.

Considerando que o virus HI'V se encontra em equilibrio no organismo, ou seja,



23 4.2. MODELO SIMPLIFICADO

n(ps + pa)lr

em estado estacionario — = 0, entao H = —————, e tem-se:
dt s + Y2
( d;;c = ky —ppLe—(1—p— Q)%%Lch + qTH%LJl + mrpLcT
dfgtlc = kg1 — pipy Le + qlﬁg%hc[l + 110p L1 T
% =(1-p-— q)al%ldl — (3 + pa) s — ¢ asli Ly,
% = k. — p.C — a3CT
% = a3CT — Iy — p oulr Ly,
(il_f = m3p1ly — (1 + p2)T — bicBy T
% =ky — u;Bt + T5¢Byq L.

(4.2.9)
O sistema de equagoes (4.2.9) descreve o sistema imunolégico respondendo as
infecgoes por Tripanossoma cruzi e virus HIV. Na auséncia de ambas as infecgoes,
temsep=q=p =¢ =c=0.
O sistema (4.2.9) envolve imunidades humoral e celular. Estuda-se a agao isolada
de cada uma delas.

4.2.1 Modelo da Imunidade Humoral

Antes do sistema imunolégico sucumbir devida a acao do virus HIV, nao ha T.
cruzi circulante, ou seja, o protozoario se encontra apenas no interior de células alvo,
na sua forma amastigota, a espera de enfraquecimento do sistema imunolégico para
se reativar.

A Imunidade Humoral é caracterizada por uma resposta do sistema imunoldgico

no meio extracelular, mediada por linfoécitos B. Assim vamos supor que ha T. cruzi
circulante, na sua forma denominada tripomastigota, porém a concentracao de células
infectadas por T. cruzi é constante.
A proposta entao deste modelo é analisar a resposta do sistema imunoldgico na fase
da imunidade humoral. A resposta dos linfécitos B estda muito acima da resposta
dos linfocitos T CDS8. Segue que, em tese, o sistema imunoldgico conta apenas com
linfécitos T CD/ inativos que ativaram os linfécitos B. Assim p = ¢ = 0, ou seja,
os linfocitos T CDS8 especificos nao foram ativados.

dl.
Como a concentracao de células infectadas por T. cruzi é constante d_t2 = 0 implica

. Portanto obtemos o seguinte Modelo da Imunidade Humoral (MIH):

azCT
que I, =
21
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Figura 4.2: Diagrama do Modelo da Imunidade Humoral.

A figura (4.2) descreve a interagao entre as populagoes envolvidas em um estégio
da co-infeccao, acao da Imunidade Humoral. As setas cheias referem-se a uma “con-
tribuicao” da populacao na qual a seta sai para populacao na qual a seta chega. As
setas pontilhadas referem-se a um “prejuizo” causado pela populacao na qual a sesta
sal na populagao na qual a seta chega. As setas onduladas referem-se a reposi¢ao da
populacao no organismo humano.

A descrigao feita por (4.2) é convertida em equagoes diferenciais ordinarias auto-
nomas nao lineares:

(dL, / n(ps + fia) n(ps + fia)
=kr—u;L.—(1—q—play———=L. 11 + — L.+ LT
dt L~ Mg ( q—p)ay s + 12 1T 47H s + 72 1T 7Trp
dl n(ps + pia)
—=1—-qg- — L. — I
o = (l—g—pa p—— 1 — (s + pa) y
dC
% = kc - IUCC — OégCT
dT
% = TgOégCT — (’)/1 -+ /,LQ)T — bchtT
dB /
—t = ky — p, By + m5¢Biq L.
[ dt

A equagao de Ly, (4.2.5) ndo estd presente no sistema pois foi desacoplada através
das consideragoes consideradas.

4.2.2 Modelo da Imunidade Celular

Para analisarmos o sistema da Imunidade Celular, vamos considerar que a res-
posta de atuacao de linfocitos T CDS ¢é muito superior em relacao a resposta de
linfocitos B, ou seja, a resposta celular é superior em relagao a resposta humoral.
Supondo que a concentragao de Tripanossoma cruzi esteja constante, vamos avaliar
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negligenciar a resposta humoral, logo nao sera considerada a atuacao de linfocitos B.

A Imunidade Celular é medida por linfocitos citotoricos. Seu ataque é através
de citocinas liberadas por linfocitos T CDS8, que ao atingir a célula infetada a mata.
Assim os ataques via Imunidade Celular sao dedicados ao meio intracelular. Dessa
forma vamos considerar ¢ = 0, que indicard uma atuagao muito forte de linfocitos T
cps e L g p o l2

dt Y+ 2
Portanto o segundo submodelo que descreve a dinamica da imunidade celular sera

denominado Modelo da Imunidade Celular (MIC) e é determinado por:

Figura 4.3: Diagrama do Modelo da Imunidade Celular

A figura (4.3) descreve a interagao entre as populagoes envolvidas em um estégio
da co-infecgao, agao da Imunidade Celular. As setas cheias referem-se a uma “con-
tribuicao” da populacao na qual a seta sai para populacao na qual a seta chega. As
setas pontilhadas referem-se a um “prejuizo” causado pela populacao na qual a sesta
sai na populacao na qual a seta chega. As setas onduladas referem-se a reposicao da
populacao no organismo humano.
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( ch / n(:u?) + ILL4)
=k —pu;L.— (1 —p— — 2L
0l L — My, ( p—q)o 15 + 72 1
n + TTPT:
+ qTHMLch + MLCIQ
s + 72 (71 + p2)
dLlc / ’ n(ug + [1,4> / T3
=k — L, — I — LI
) 7 11 — Mpilae +q g s + 72 ted1 + TP (o + 1) ledo
d[ n —+ ’
d_tl =(1-p- Q)OH%L& — (3 + pa) i — q ol Ly
dC
— =k — pC — asﬂ(jb
dt (71 + p2)
dly T3 /
— =aq3———CIy — 11y — p aslyLy,.
| @t 3(71_1_“2) 2 — M1l — P Qqdoln

A equagdo de B; (4.2.7) nao aparece no sistema pois, devido as consideragoes
feitas, esta desacoplada do sistema.



Capitulo 5

Analise do MIH: Pontos
estacionarios e a estabilidade local

Para facilitar a compreensao da dinamica do Modelo de Imunidade Humoral, é
apresentada a figura 5.1. Um diagrama de fluxo com cinco compartimentos ja citado
explicado no capitulo anterior.

Figura 5.1: Diagrama do Modelo da Imunidade Humoral-MIH. As setas cheias in-
dicam uma contribuicao ou queda; as setas pontilhadas indicam um prejuizo por
infeccao ou eliminagao; as setas onduladas indicam producao pelo organismo.

A analise de estabilidade local do MIH, é realizada através da linearizagao do
sistema de equacoes diferenciais. Para isso utilizaremos o Teorema de Grobman-
Hartman 1 que diz:

Teorema 1. (Grobman-Hartman) Se T é um ponto de equilibrio hiperbélico de z =
f(z), entao hd uma vizinhanga de T na qual f € topologicamente equivalente ao campo

vetorial linear ' = D f(T)x [25].

O seguinte enunciado define ponto hiperbdlico:

27
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Definicdo 1. Um ponto de equilibrio T de ' = f(z) € dito ser hiperbdlico se todos
autovalores da matriz Jacobiana D f(T) tém parte real nao nula [25].

Neste trabalho, os pontos estacionarios serao denotados por P e a matriz Jaco-
biana, aplicada ao ponto P, J(P). Logo, P =7 e J(P) = Df(%).

Escrevemos cada equacao do sistema de equagoes diferenciais como uma fun-
¢ao das variaveis do modelo, para determinar a matriz Jacobiana. Consideremos o
seguinte sistema de equagoes que correspondem ao modelo 4.2:

dL. / n + n +
o = Fi(Le 1.C.T.By) =k — i Le— (1—¢ —p)mMLch + qTHM
dI n(ps + pa)

— =Fy (L., ,,C,T,B;) = (1 —q — —— L. — I

at 2(Le, 11,C,T,B;) = (1 —qg—p)ag PR eI — (p3 + pa)ly

dcC

E = Fg(LC,Il,C, T, Bt) = ]CC — /LCC - CkgCT

dT

E = F4(Lc, I]_, C, T, Bt) = 73a3CT — (’71 + /JQ)T — b]CBtT

dB; ,

o Fs(Le, I, C, T, By) = ky — 1, By + 15¢BiqLe.

(5.0.1)

Devemos determinar uma regiao de interesse bioldgico. Tal regiao representada
por um subconjunto do R® serd o ambiente no qual as solucoes das equacoes estarao

definidas.
A regiao de interesse bioldgico é determinada por:

O ={(L,I1,,C,T,B,) €R’: L. >0,1, >0,C >0,T >0,B, > 0}.

Esta regiao de interesse bioldgico é positivamente invariante sob o fluxo induzido
pelo sistema (5.0.1), pois analisando os campos vetoriais (tomamos componentes
dois a dois), todos os pontos em €); permanecem em seu interior ou em sua fronteira.
Dessa forma, para todo ponto inicial tomado em €2, o fluxo que passa por este ponto
permanece em 2.

L.y + mrpL.T
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Para determinar os pontos estacionarios, devemos obter zeros do sistema:
(
n(us + n(p3 +
(st pa)p oy . (k3 + p1a)

L.y + 1mrpL/ T =0
s + 72 s+ Y2 e

kL —pple—(1—p—q)m
n(ps + pa)
l—p—qoy———=
( Jos M5 + Y2
ke — p.C — a3CT =0
TgOégOT - (71 + /LQ)T — blCBtT =0
ky — [L;Bt + 15¢BygL. = 0.

L.y — (p3 4 pa)1 =0

\

(5.0.2)

5.1 Ponto F,: Auséncia de T. cruz: e virus HIV

_ —  k — —  k
Se T = 0, teremos C = —. Considerando também I, = 0, teremos L, = —/L
e " Fr,
e, consequentemente, B, = ,—b_ Este ponto de equilibrio tem o seguinte
My — TSdQLc

significado bioldgico: nao ha circulagao de T. cruzi na sua forma circulante, tripo-
mastigota, e também nao ha presenca de células infectadas (linfécitos nao ativos T
CD4), por virus HIV. Dessa forma os componentes do ponto estacionario sao:

(&

Lc = _/L
1235

L=0

— k

c="=
s (5.1.1)

T=0

— k

Bt - /—b_
e — T5¢qLe

\
Como nesta situagao nao ha presenca de 7. cruzi circulante, nao ocorreu ativagao
das células B (também conhecidos como plasmécitos quando ativados), logo deve-ser
ter ¢ = 0, mas o mesmo sera mantido.
Nao ha sentido biolégico em concentracao negativa de células, por isso com relacao
a igualdade de By, devemos ter:
pty — TscqLe = 1y — 75;?]% > 0. (5.1.2)
L

Nosso ponto estacionario é determinado por: Py = (L., 0,C,0, B;).
Para calcular a matriz jacobiana do sistema (5.0.1), devemos determinar as derivadas
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parciais das funcoes das equagoes do mesmo:

OF OF | OF
oL. 0l 0B
or, oF b,
S| oL on 0B,
OF; OF | OF,
oL. 0L 0B,

A matriz Jacobiana associada ao sistema 5.0.1 é determinada por:

Ji Jo 0 TrpL. 0
Js Jy 0 0 0
J = 0 0 —pe—asgT —azC 0 :
0 0 03T —bieBy — (71 + p2) + azmsC —bycT
T5cqB; 0 0 0 —M; + 15¢q L,

nos quais:

]1H(M3 + M4) (

Ji = —pp +7rpT +
' k VY2 + s

n(/vb?; + /~L4> (_(

—oq(1—p—q)+qrn)

Jo = 1—p— o1+ gt LC
2 2 + 15 p—q)oy + qTH)
J _n(l—P—Q)al(M3+M4)]

3= 1

(15 + 72)
an(l—p—q) )

Ty = (s + ( Lo—1).
4 = (3 + pta) L5 + s

Ao determinar os autovalores da matriz Jacobiana aplicada ao ponto, poderemos
avaliar a estabilidade local dos pontos estacionarios. Caso sejam reais, devem ter sinal
negativo para o ponto ser local e assintoticamente estaveis. Caso sejam complexos,
sua parte real dever ser negativa. Em ambos os casos, o ponto ¢ local e assintoti-
camente estavel [29]. A matriz Jacobiana aplicado no ponto Py = (L.,0,C,0, B;) é
dada por:
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' k
. S 0 mp—r 0
K,
0 Jy 0 0 0
ke
J(Py) = 0 0 —pe —%E U
0 0 0 Jo 0
k- !
M 0 0 0 Ja
piphy, — €qTskr

onde:

n(ps + paky | nlps + ke

- N 7 H—F ~ 7

a (s 4-)’72)MII5 (s + Y2) ey,
—p—q)ogn

Jo = (3 + pa) p—4a 1/ L1

(s +v2) 1y,

373k, blckb,u'L

[he ppty, — cqrsky,

Ji = _(1 —DP—- Q)Oél

(5.1.3)

J3 = —(71 + p2) +

/ k
Jo=—p + Tscq—r-
Hr

Os autovalores de J(Fy) sao determinados calculando as raizes do polindémio carac-
teristico:

Oy(x) = det(J(FRy) — xI),

em que [ representa a matriz identidade de ordem cinco. Temos:

Bo(2) = (—pte — 2)(—1} — ) (‘“t“ﬂcq“’“ o) Qe (51

onde Qo(x) é definido por:

o byckypt; s
== 7 1 - //— 1 = 1 - .
Q@) [(Mg ) (Oétlh > x} K% T oy, — mseqkr ) \ o !

Os parametros o e af" sio dados, respectivamente, por:
L+
a)ih — ML(,VQ ILL5) (515)
n(l—p—aqkr
e ’
c bick
off = He oy gy 4 (5.1.6)

T3k ety — Tscqky, .
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Em breve daremos uma interpretacao biolégica para os parametros (5.1.5) e (5.1.6).
Segue que as raizes de (5.1.4) s@o dados por:

(

Ty = —HUe
!
Ty = —[p,
’ T5CQ]€L
xr3 = _,ut 7
L

x4 = (k3 + pa) (% — 1) (5.1.7)

byckyit’ Q
$5:(71+H2‘|‘—/ /1 bHL )(—i—l)
Hypty, — Tscqky, Q3

Note que, em (5.1.7), as trés primeiras raizes tém sinal negativo, lembrando que
rz < 0 pela equacdo (5.1.2). Basta avaliar o sinal de z4 e 5. Caso tenham sinal
negativo, o ponto estaciondrio F, sera local e assintoticamente estavel.

\

Teorema 2. O ponto de equilibrio trivial Py € localmente e assintoticamente estdvel
seap < ol e ag < ol

Demonstragao. Pelas raizes calculadas do polindémio caracteristico (5.1.4), temos que
x4 € x5 tém sinal negativo se:

ap <ol e ag<all

ou seja, todos autovalores de (5.1.4) tém parte real negativa. Portanto Py é local e
assintoticamente estavel se a; < ol e az < off*. Caso a; > ol ou a3z > ol o ponto
de equilibrio é dito instavel. n

5.2 Replicabilidade: R, e R;

Vamos fazer uma interpretagao biolégica para (5.1.5) e (5.1.6), para estabelecer
um paralelo com a matematica, ja que sao quocientes que atribuem qualidade ao
ponto estacionario.

07]

th
aq

5.2.1 Interpretacao bioldgica de

1
Observe que —- representa o tempo médio de vida de linfécitos L., ja que a

L
dimensdo de [u;] = [dia]™'. O termo (1 — p — q)k;, indica a produgdo média de

1—p—q)k
linfécitos nao ativos L. Assim w indica a producao média de linfécitos

L
L em seu tempo de vida médio. Dessa forma temos,
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1
Y2 + U5

representa uma particula viral durante a vida média do virus;

e (v representa a infeccao de um linfécito;

1—p—q)k
° w indica a reposicao média de linfocitos L suscetiveis em seu tempo

L
de vida médio;

e n representa o numero de particulas virais que um linfécito infectado libera
apos morrer.

Portanto:
1 kr(l—p—
o Yo + Us My,

WU,

em que “x” representa a multiplicagao das parcelas. Assim, R, determina o ntimero de
virus secundarios gerados apds um linfocito T CD/, infectado por um virus, morrer.
Essa infeccao ocorre no tempo de vida médio do virus e no tempo de vida médio do
linfécito. Apds a morte do linfocito T CD/ suscetivel, sao liberadas n particulas virais
no organismo. Este quociente é extremamente importante, pois dita o progresso da
infecgao pelo virus HIV. Assim quando R, < 1, as células infectadas geram em média
menos de uma célula infectada, o virus tende a extingao, e o organismo consegue
estabelecer uma resposta eficiente. Caso contrario, R, > 1, a infeccao de células,
no caso linfocito T C'D4 inativas, leva o sistema imunoldgico a se tornar debilitado,
permitindo o virus se estabelecer no organismo.

«

5.2.2 Interpretacao bioldgica para —t?;l
a3

De forma anéloga a explicacao anterior, temos:

e (3 representa a infeccao de uma célula alvo;

k

C . . i 7 . ’
e — indica o numero médio de células alvo;
e

1
° - representa o tempo médio de vida do T. cruzi;
bikyepiy
Tt
by, — Tseqkr

b kyept
o — MCHL representa a acao dos linfocitos B ativados contra T. cruzi;

pepty, — Tscqkr

e 73 representa o nimero médio de parasitas por uma célula infectada;
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Portanto, obtemos:

(6% 1 kc
Rt:ﬁz bk 7 X g X — X T3.
(% C He

ey, — Tscqkr

No sentido biolégico, R, representa o numero de parasitas secundarios gerados

apés uma célula alvo, infectada por um protozoario, morrer. Essa infec¢ao ocorre no
tempo de vida médio do protozoario e no tempo de via médio de vida da célula alvo.
Ap6s sua a morte da célula alvo, sao liberados 73 protozodrios secundarios.
Sua importancia esta ligada diretamente com o progresso da infeccao via T. cruzi.
Se R, < 1, ou seja ag < aéh, uma parasita gera produz menos que um parasita,
portanto a doenca tende a se extinguir pelo sistema imunolégico. Caso R; > 1, ou
seja a3 > ol a infecgio se estabelecera.

Matematicamente segue que se R, < 1 e B; < 1 (o < ol e a3 < afl'), o ponto
estacionario F, sera local e assintoticamente estavel. Mas se R, > 1 ou R; > 1
(y > ol e az > o), o ponto serd instavel. Observe que estes parametros, ol e
ath, estabelecem a qualidade do ponto atrator. Por isso sdo ditos limiares.

Observe que ambos coeficientes R, e R; sao independentes, ou seja, o progresso

de cada infeccao é independente.

5.3 Ponto F;: Auséncia de T. cruz: circulante

Considere o caso no qual T" = 0, ou seja, estamos supondo a auséncia de T. cruzi na
sua forma circulante (tripomastigota). Levando em consideragao, agora, que existem
células infectadas por virus HIV, temos I; # 0. Consequentemente,

_ — k. — k
L.= Hs + 7 C=— e B, = b

an(l—p—q)’ He ;, — 1scqLe

[—_[ [5 + 72 ](041 1){ 1

= L :
n(ps + pa) | \ i ai(l—p—q)—qrm
onde o ¢ dado por (5.1.5).

Nao faz sentido concentragao negativa de células, assim para garantir a existéncia
biolégica de todos componentes devemos ter I; > 0:

Por fim,

qTH
a; >aot e oq > 5.3.1
o T (1-p—q (53.1)
ou
ap <l e o < T (5.3.2)
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O termo

q LyL. Ly gt Tulny

— = = =
l-p—q L. L L 1—p—q L

representa a taxa de expansao clonal do linfécito Ly na proporgao da populacao
total de linfécitos nao ativos L.

Se (5.3.1) é considerado, entao biologicamente temos que a infecgao pelo virus
HIV é superior ao limiar e a taxa de expansao clonal de linfocitos T CD4 especificos
, Ly, na ativagao de de linfécitos T CDS8 Liy. Se o caso (5.3.2) é considerado,
biologicamente teremos que a infeccao pelo virus HI'V é menor que o limiar e a taxa
de expansao clonal de linfocitos T CDJ especificos, Ly, na ativacao de linfocitos T
CD8 LlH
Além de I, devemos considerar que a concentracao de células B; seja positiva. Dessa
forma, substituindo L. em B;:

n aq
B, > 0= an(l —p—q)u — 75cq(ps +72) > 0= 7seq(ps + 72) (a— - 1) >0,

onde:

«_ 15eq(ps +72)

- 5.3.3
n(l—p—q)u (5:3.3)
Desta forma temos:
( I.— M5 + V2
1(1=p—q)n
f‘—( o) (5 ) G =)
- th
n(ps + pa) oy ar(l=p—q)—qru
c-te (5.3.4)
LLe
T=0
k
B=— " .
py — 7seqLe

Aplicando o ponto P, = (L., I;,C,0, B;) & matriz Jacobiana temos:
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an(l —p—q)kr
Yo + Us

1 - o !
ai(l—p—qu (5%%__1> 00 0 0
a(l—p—gq)—atp \
a3kc
J(Pl) = 0 0 He  — LLe 0
0 0 0 J3 0
R 00 0 J
(2 p5)qTs
it an(l —p—q)

nos quais definimos:

—ai(l=p—q)+qmu
J =
' < a(l—p—q) )0%+M0
I 7rp(2 + 1)
L =
an(l —p—q)

agn(l —p —q)chik o)
JBZ<%+M2+ (1 —p — q)chiky )( 3_0

arnpy(1—p —q) = m5¢(y2 + p15) ) N
g tps) [
Jy=— L _1).
nap(l —p—gq) \a*

O polinomio caracteristico é calculado através de:

Oy = det(J(Py) — xI).

Bu(a) = (i = 0) (— 2B (% 1) o) F0)Qu(o)

noap(l —p—gq) \a*

Fi e Q1 sdo definidos por:

1—p—q)bick
T C— LI S

arn(l —p—q)u, — 15cq(a + pis) ) N
em que o parametro o™ é definido por:

arn(l —p — q)bick, )
arn(l —p—q)py — 15cq(v2 + ps5) )

kko :uC
7-3]{;0

«

(71 + po +

36

(5.3.5)

(5.3.6)

(5.3.7)
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Qi(z) = 2* + <a1kL:2(1+_M§ - q>> o+ g (s + pia) (% - 1) ~ (5.3.8)

Tres autovalores, raizes de @4, sao determinados por:

X1 = —Ue¢
~ 750q(v2 + ps) (al >
Ty = — — -1
¢ noq(l—p—q) \a*

arn(l —p — q)bicky ) ( as 1) |

T3 = | v+ U2+ 7
’ (1 S an(l—p— q)u; — meq(e + pis) ) N

\

sendo z3 raiz do polinémio (5.3.6).

As outras duas raizes sdo determinadas pelo polinomio (5.3.8). Pelos critérios de
Routh-Hurwitz (vide apéndice), para o caso de polinomios de grau dois, devemos
analisar o sinal do termo independente do polinémio (5.3.8). Se todos os termos do
polinémio forem positivos, o polinémio (5.3.8) terd raizes com parte real negativa.
Este critério é utilizado como ferramenta para analisar a estabilidade local.

Teorema 3. O ponto P, € local e assintoticamente estdvel se a; > ol e az < a™*.

Demonstragao. Vamos analisar o sinal das raizes em relagdo ao polinomio (5.3.8).
Pelos critérios de Routh-Hurwitz para polinomios de grau dois, devemos ter o coe-
ficiente do termo linear positivo e o termo independente positivo. O coeficiente do
termo linear é
arkin(l —p—q) >
V2 + s

O coeficiente independente ¢é positivo se a; > o, ou seja, as raizes do polinémio
(5.3.8) tém parte real negativa se a; > afl.
Como x1 e x5 s@o negativos (re é negativo pois B; > 0 < a; > o'*), nos resta
analisar o sinal de x3. Antes, vamos fazer relacoes entre determinados parametros
para obter mais informacoes para tornar a analise de estabilidade mais precisa.

H4 uma semelhanca entre o** (5.3.7) e af* (5.1.6). Assim, vamos fazer uma
comparacio entre os denominadores de uma parte dos parametros a** e af* dados
por:

0.

th*)

blckb blckzb
e )
/ T5¢q(V2 + fs) , Tscqkyp
t t 7
ain(l—p—q) 1y,

cqTskr o cqts (2 + 1)
1, nay (1 —p—q)

Temos:
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cqTskr, _ T5¢q(Y2 + 1t5) _ cqts (2 + 1) (ﬂ—l)
pp  noa(l—p—gq) na(l—p—q) \of

Dessa forma, segue que se a; > all*:

k + , k / +
CQT§ L 75¢q(72 + ps) >0= 4 — CQT§ L i, — 75¢q(72 + )
py  nai(l—p—q) 1, noi(1—p—q)
além disso b ok bk
1% 1O , (5.3.9)
/L/ i CqT5kL ,ul . CqT5(fY2 + /L5>
Yo " nan(l-g—p)
ou seja,
*x He bleb th He bleb
ot = + po + < ag = + o+ ————
T3k, e / T5¢q(Ye + fis5) 3 T3k, N . Tseqkr
- My — 7
an(l—p—q) i,

Portanto pela condigdo imposta para que a raiz do polinomio (5.3.8) seja negativa
(> allh), ol > a*:
ay > ol = ol > o (5.3.10)

Para que todas raizes tenham parte real negativas do polinomio (5.3.8), devemos
ter a; > i, portanto (5.3.9) se confirma. Segue para r3 < 0 devemos ter az <
o™ < agh. Portanto, se R, > 1 e R; < 1, o ponto P, é local e assintoticamente

estavel. O

5.4 Ponto P,: Auséncia de células infectadas por
virus HIV

Supondo que ndo existam células infectadas por virus HIV, I; = 0, mas que a
acao do T. cruzi na sua forma circulante (tripomastigota) persiste, T # 0, temos o
ponto de equilibrio dado por:

(

— k

Lc — ,—L_

_ pp— T

Il = O

oot (5.4.1)
e + OCST

B = (M;; - TTPT)/%

t — / / el

(i, — TrpT') — T5cqky
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assim o ponto considerado é dado por: P, = (L.,0,C, T, By).
Observe que, para que L. e B, existam e sejam biologicamente vidveis, devem ter
concentragao positiva, ou seja, L. > 0 e B, > 0. Entao devemos considerar:

:£>T o T—**:,U::UIL_TSCC]]?L

T* ,
TP W TP

>T (T*>T+). (5.4.2)

E claro que T* > 0, pois é formado por parametros positivos. Sabendo que a
concentracao de células é sempre positiva, temos que:

; > 0, (5.4.3)
U TTD

py (s, — ppT) — Tscqky > 0 = T =

j4 que T > 0. _
Os valores de T' sdao determinados a partir do polinomio de grau dois, obtido ao
substituir as equagoes de C' e B; de (5.4.1):
7'30436 — (’)/1 + ,LLQ) — blth =0.
O polinémio em T é dado por:

Q»(T) = AT + BT + C, (5.4.4)

nos quais:

A = agrrp(bicky + (71 + H2)N;),
!/ a !/ !/ !/
B = —(1rppee) (71 + p2) gy + bicky) (f - 1) — ag(pypiy, — Tscqkp + bickypy)

(&

/ / , a
C = ((ypry, — 5cqkr) (71 + po) pte + bickppicpiy,) (a_"i‘ — 1) :
3

(5.4.5)

. byck
a=2> <71+u2+ lc,b). (5.4.6)

73 kc t

em que:

Analisando os sinais dos coeficientes do polinomio (5.4.4), podemos através da Regra
do Sinal de Descartes (vide apéndice) dizer quantas raizes reais positivas o polinémio
possui. Porém a complexidade dos coeficientes do polindmio pode tornar esta andlise
de sinal complicada. O coeficiente A > 0, pois todos parametros sao positivos. Os
outros coeficientes, B e (', podem variar seus sinais. Podemos estabelecer condigoes
para existéncia ou nao de raizes reais positivas. A tabela 5.1 mostra as possibilidades
de raizes reais positivas:
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Tabela 5.1: Numero possivel de raizes reais e positivas de Q2(7) = 0.

Coeficiente Sinal do coeficiente Numero de raizes reais positivas

A +

B + 0
C +

A +

B + 1
C -

A +

B - 1
C -

A +

B - 20u0
C +

Vamos construir um diagrama de bifurcacao no qual nos dara mais informagoes
sobre o comportamento de 7.

O parametro que vamos variar em um intervalo fixo sera as, pois nao sabemos a
forca de infeccao por parte do 7. cruzi. Portanto, ao variar este parametro estuda-
remos o comportamento dinamico do parasita, a fim de descobrir formas eficientes
de combate ao seu ataque.

Tabela 5.2: Parametros utilizados no diagrama de bifurcacio de Qy(T) = 0.

T b ky m  pm p e T3 ¢ q ko pp Ts ke
10001 02 005 02 016 02 1 1 016 02 02 1 02

Os valores dos parametros foram retirados de [26].

A faixa vermelha, entre as faixas azuis, indica T** e a faixa preta T*. Como T* > T**,
visto em (5.4.2), nos limitaremos a comparar os valores das raizes com T**. A
expressao que permite obter o diagrama é dada por (5.4.4):

e Se a3 < aff', teremos uma raiz T, negativa e outra raiz T, > T**, ou seja, hé
apenas o ponto de equilibrio trivial Py = (L., 0,C,0, By);

e Se a3 > aff') teremos uma raiz 0 < T, < T* e T, > T**, ou seja, ha um
ponto de equilibrio biologicamente vidvel Py = (L., 0,C, Ty, B;), no qual nao
ha presenca de células infectados por virus HI'V, mas ha a presenca de T. cruzi
na sua forma circulante (tripomastigota);
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Bifurcagdo
T

0.8r

0.6
0.4 /

0.2r

Pontos de equilibrio T. cruzi

0 I I I I I I I
0.2 ag' 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
a,

3

Figura 5.2: Diagrama de bifurcacio para raizes de Q(T) = 0 em funcio do parametro
de infeccao as.

e a3 = aff, ponto em que ocorre a bifurcagao, T; = 0 e Ty > T**, ou seja, temos
o ponto de equilibrio trivial.

A expressao da equagao do diagrama de bifurcacao é dada por um polinémio de
grau dois (5.4.4). O coeficiente do termo de maior grau é sempre positivo, pois todos
parametros sao positivos, logo o polinomio sempre tem concavidade para cima. Como
T* > 0 e Qy(T*) < 0, segue que T** estd entre as raizes do polinomio (5.4.4). A
raiz que esta acima de T** ¢é instavel e isto sera provado utilizando os critérios de
Routh-Hurwitz no polindmio caracteristico mais adiante.

Pois
Q2(T*) = —azbicky (T5ccékL) + Trppcbicky — % <0,
! Hp
de (5.4.2).
Aplicando o ponto P, a matriz Jacobiana, obtemos:
—py +7mopT Ty 0  E——— kLprr — 0
py, + TrpT
0 Jo 0 0 0
— sk,
J(P) = 0 0 —pe.—a3T _Mc—i-—OésT 0
0 0 assT J3 —by T
Ty 0 0 0 4 AT
pp, — prrT’
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nos quais:

_ kn(ps + pa)(—on(1 —p — q) + q7n)
(75 + MB)(M/L — 7rpT)
01”(1 2 Q)kL

Ty = (15 + LR
R (e —

Ji

= 4.
o= = gt ask.Ts cbiky(pg, — mrpT) (5.4.7)
3= "1 — M2 = — — =
pe a3 (g —prrl’) — cqkrs
I, = cqkys (i — proT)
p (i, — prrT) — cqkpms
O polinomio caracteristico é determinado por:
an(l —p—qkg
Oy (1) = [(ug + f14) ( - — — 1) —z| Qs(x), (5.4.8)
(v2 + p5) (kg — m7pT)
no qual Q3(x) é um polinémio de quarto grau determinado por:
Qs(x) = 2t + A12® + Ayr® 4+ Azz + Ay, (5.4.9)
Os coeficientes de (5.4.9) acima sao definidos por:
/ — (u; — 7rpT) — T5cqk —
RPN, AL C ik L ki = L Y,
(py, — mrpT)
’ ’ — c + (8] T — ’ — 0527— kCT
Ay = (uy(py, = 7rpT) — cqhps) (M—g— + 1> + (e + T (g, — 7opT) + ==,
Ky, — TTpT He + OégT
cbykyrrpeqrsT — i, —
Az = —— = + (e + a3 T) (e (p, — 7rpT) — T50qkL)+
p(pey, — 7rpT) — T5cqhy,
23k T (i = mopT) — cqk / =
+ ( Q373 _) (/v‘t(NL /TTP ) — C4RLTs +u, - TTpT)
e + asT py, — TrpT
e
airsk T ‘o = e + asT)(cbikyrrpeqrsT
Ay = (—3 - —> (i1, — 7o) — eghy ) + Wt 2N ckrrpeqrsT)
pre + asT py(py, — 1rpT) — T5Cqky
Uma das raizes do polinomio caracteristico é dada por:
ain(l —p—qky
1 = (s + ) ( - — —1]). (5.4.10)
(v2 + p5) (g, — 77pT)
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Alguns resultados sao tratados como teoremas pois, é possivel realizar uma de-
monstracao analitica das hipdteses. Entretanto, em determinados casos, serd ne-
cessario realizar simulagbes numéricas e, dessa forma, fixaremos um conjunto de
parametros para tais simulacoes. Tais resultados sao tratados como conjecturas.

Conjectura 1. O ponto Py € local e assintoticamente estdvel se ay < af e az > all.

Demonstracao. Para que o sinal de x; seja negativo devemos ter:

1—p—q)k
an(l —p—q) Lo

(v2 + p5) (i, — TrpT)

Mas de (5.1.5) temos:

an(l—p—qky, ain(l—p—q)ky an(l—p—qky o
(2 + p5) (i — mo0T) (2 + ps) iy — (v2 + ps) mrpT (V2 + 15) 1y, ol

j& que py — mppT > 0, de (5.4.2).
Dessa forma, para x; < 0 devemos ter:

1—p—qk
s canlopoak 2L (5.4.11)
(2 + ps) (e, — 7rpT) 4
logo,
A" >a & R, <1 (5.4.12)

Devido a complexidade do polinomio (5.4.8), vamos verificar apenas o primeiro item
do critério de Routh-Hurwitz analiticamente. Os demais item serao verificados nu-
mericamente, calculando as raizes de (5.4.8).

Os item do Critério de Routh-Hurwitz [27] para o polinémio de grau quatro sao os
seguintes:

1. A; >0, parai=1,....4;
2. A1A2 > Ag,
3. A1A2A3 > Ag + 14%1447

Caso A; >0, parai=1,....4.

Usando as condigoes dadas em (5.4.2), é possivel verificar que A; > 0, para
1 =1,...,4, assim o primeiro item do critério esta provado.

Os demais itens (2 e 3) ndo serdo demonstradas analiticamente devido a sua com-
plexidade. Dessa forma, vamos calcular as raizes de (5.4.8) computacionalmente, para
mostrar quais as condigoes necessarias de estabilidade local.
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Estamos considerando a3 > o, condigao obtida do diagrama de bifurcagao (fi-
gura 5.4), para que tenhamos condigoes de viabilidade biolégica. Entretanto, nao
podemos garantir que a condi¢ao dada por (5.4) é suficiente para assegurar a estabi-
lidade local do ponto P.

Resultados numéricos

Para realizar os teste numéricos, utilizaremos de parametros fixados apresen-
tados na tabela 5.4. Tais parametros foram retirados da literatura especifica da area.
Certos parametros, como eficiéncia das células B (by), taxa de clonagem de linfécito
T CD4 especificos para atuar contra células infectadas por T. cruzi (71), eficiéncia
do medicamento no combate ao T. cruzi (7;), eficiéncia do coquetel anti-HIV (7s)
e taxa de clonagem de células B ativas ao encontrar linfécito T CD4 (75) exigem
um cuidado especial. Nés os fixaremos, sendo seus valores retirados da literatura
especifica ou uma estimacao coerente com a homeostasia do corpo humano.

Tabela 5.3: Parametros usados no teste numérico para determinar os sinais das raizes
do polinémio @, (5.4.8). Parametros de [26][28]

T by ky v e P fe T3
1 0001 02 005 02 016 02 1
q kr M/L Ts k. M2 V2 M5
016 02 02 1 02 02 001 03

_ B l= 0

Vamos mostrar por uma representacao grafica o comportamento das raizes do
polinémio (5.4.9) em fungao do parametro . Fixaremos o parametro oy = 1 ja que
alh =1,9375 (R, < 1). O parametro of* = 0,3 foi fixado. Os valores de T sofrem
variagoes também, mas como mostrado em (5.2), a raiz que nos interessa deve ser
positiva e estar abaixo de T*.
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Comportamento das raizes de C)3
0.2 T T T

x X

K owoN =

Raizes de C)3

\

4
0,25 o 0,35 04 0,45 05

Figura 5.3: Gréfico do comportamento das raizes de (3 em funcao do parametro as.

As curvas se sobrepoem pois as raizes do polinémio (5.4.9) sdo complexos conju-
gados.

Portanto, através das simulagoes numéricas, podemos concluir que a estabilidade
local do ponto P, é assegurada se a; < ol e az > o, equivalentemente se R, < 1
e R, > 1. O

Como dito anteriormente, a raiz que estd acima de T** é instdvel. Para verificar
isso utilizamos os critérios de Routh-Hurwitz. Temos, tomando T+ = T

pypy, — Tseqky / — _ Tseqkp
M—:>ML—TTPT2< s

Ty=T>T= ;
HeTTP My

e infringimos uma das condicoes do critério de Routh-Hurwitz, o de positividade dos
parametros:

(e + a3T)(b1 kyrrpeqT 57)
pe(py, — 7rpT) — T5cqky,

a5tk d
44— (—) (s, — 7T — cqhs) + <0,

Me + OégT
pois
p (i, — TrpTs) — cgkpms < 0.

Portanto raizes acima de 7T™** sao instaveis.
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5.5 Ponto F;: Coexisténcia de células infectadas
por virus HIV e T. cruzi

Neste caso teremos a coexisténcia de todos os componentes do modelo, ou seja, ha
presenca de células infectadas por wvirus HIV e T. cruzi na sua forma circulante.
Dessa forma por (5.0.2):

(L_: s + 72
© am(l-p—q

— [ pst 1 K(a ) _)

I = — — 1| +7ppT

: (n(u3+u4)> [ala—p—q)—qm e\ ot P
ke

C=—" "= 5.1
T = He <O‘3 . 1)

o a**
B — an(l —p—qlk

oarn(l —p — q)py — 15q(ps +72)

\

Lembrando que a** é dado pela equagcao (5.3.7). O ponto de equilibrio a ser analisado

é P3 - (L_CuL_lca ]1707 -[2>

Como nao faz sentido tratar de concentracao negativa de células, devemos consi-
derar:

540 H) e T 050> o, (5.5.2)

B, >0=a; > e
' (1—p—q)nu

em que o ¢é definido por (5.3.7).
Vamos fazer uma comparacio entre ol (5.1.5) e a* (5.3.3), de forma analoga & (5.3.9)
feita na secao 4.1.1:

1z (V2 + p1s) mseq(a +ps) (e + )

a T pippy — Tseqkr) >0,
n(l—p—qkr, n(l—p—qu't Mt(l—p_q)nkL(Lt scqkr)

(5.5.3)
por (5.1.6). Portanto af" > a*.
Assim por (5.5.3) temos:
(651 (05]
a* T all’
Para assegurar a concentragao positiva de células I; devemos considerar:
dTH [ el
> ——- € [ (— - 1) +prrT >0 (5.5.4)
(1-p—q) “\att
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ou

qTH / a1 =
< — — =1 T < 0. 5.5.5
My M (aih )ﬂm (5:55)

Para estabelecermos condigoes de estabilidade local para o ponto nao-trivial, vamos

determinar o polinomio caracteristico associado a matriz jacobiana aplicada ao ponto
P31

7 (3 + pa)(=(1 —p — q)o + q7H)
1

(I-p—qm ! B0

J3 0 0 0 0

J(Ps) = 0 0 — e — 3T Jy 0
0 0 asmsT 0 —b T

J5 0 0 0 Jg

nos quais:

’ f— / al —
J1=—pp +prrT — <uL (afh - 1) +pTTT)
1
I = (72 + p5)p7r
2

n(l-p—qm

(1-p—qm </<a1 ) >
Jy = — — 1) +prT
T 0U—p- o —qra "\l P
Jy— . Cske

Mc+a3T
I cqrs(1 — p — @)narky
s —

(1 —p— @naip; — cqrs(v2 + pi5)

_ Tseq(y2 +ps) (o
Jo = — A2 IS (L)
n(l—p—q)ag \a*

Temos o seguinte polindmio caracteristico:

B3(z) = 25 + Ayt + Agax® + Aza® + Asx + Ag (5.5.6)
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nos quais os coeficientes sao definidos por:

ain(l —p—qg)k _
Alz[ in(l=p q)L+uc+a3T+
Yo + f15 n(l—p—q)a

1—p—qk _
Ay = (750‘1(72 i) > (% -1) <O‘1"( ik 1L 2 a3T> +
n(l—p—qlai) \a Yo + 15

-

a3tk T — (amn(l—p-— q)kL> < / < o1 > >

() 4 (e + asT + (3 + — — 1) +7rpT
<MC + a3T> (e + s T) ( Y2 + s (s = pa) { pir ol e

) _
_ o _ asTsk.T ) (aln(l —p— q)k:L>
Ag = + + asT — =1 |4+ 7pT | + = | + +
3 = (U3 + pa) (e 3 )(ML <at1h > TP > <Mc+a3T Y2+ 15

5cq(72 + H5) (ﬂ _ 1)}
a* ’

( T5¢q(Y2 + f15) > (ﬂ _ 1) Ayt bickyprr (2 + ps)T
n(l—p—qar) \o* a1(1—p — @)npy — cqrs(ps +72)’

airsk. T = (ain(l—p—q)kr AT —
Ay = |24 +aT< >+ + ( <—1>+ T)]
4 [Mc i (e + a3T) P (3 + pa) | pr o TP

2k, T , _ bk e+ asT)(vy + us)T
As = Ag + <a37—3 ) (3 + pa) <ML (;1;1 - 1) +PTTT> +— (e + 2sT)(2 + ias) :

. : arnpy — s (s + v2)
A — ((Teca2t ps). (5 -1) 4,
n(l—p—qa ar
- 2 T
/0 fa —\ [ airsk. T aingky,
A = + +aT< <_1)+TT>(3 ><
7 _(M3 pa)(pe + 3T | ey, ot PTr te +as3T ) \v2+ s

[§]

[ Tseq(y2 + ps) (o angk‘CT AT _
P GRS TR 51 DY P CTT B |
8 n(l—p—q)as \a* } <Mc+a3T (13 + pa) |k ol pTT

Considere a igualdade:

angkCT N

arn(l —p— q)bidky )) ( oz 1) .

He | 71+ p2 + 7 -
‘ ( arn(l —p—q)p; — 15cq(v2 + s «

A analise do polinémio, quanto aos sinais das raizes, é tarefa muito complexa. Dessa
forma, vamos fazer uma analise computacional e constatar as condicoes de estabilidade.
Os critérios de Routh-Hurwitz para o polindomios de quinto grau sao os seguintes:

1. A; >0, parai=1,...,5;
2. A1Ay > Ag;

(A5 — AgAp)?
(A4A3 — AsAy)

3. A1Ay — A3 > tal que A3A4 > A2A5;

4. se As < A1Ay = A1Ay — A3z > (A4A1 — A5)7
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Caso os coeficientes do polinémio (5.5.6) satisfacam todos os itens do critérios, podemos
garantir que suas raizes sao negativas, caso reais, ou tém parte real negativa se complexas.
A verificacdo analitica dos itens do critérios é extremamente complexa, mas podemos extrair
algumas informagoes a respeito da positividade dos coeficientes A;. As demais condigbes que
garantem a estabilidade local do ponto nao-trivial serao realizadas utilizando a ferramenta
computacional. Serd feito o cdlculo das raizes do polinémio (5.5.6) juntamente com as
relagoes de ag, ot ag e aft.

Vamos verificar a positividade dos coeficientes do polinémio 5.5.6.
A; >0
O coeficiente A; > 0 do polinémio (5.5.6), é positivo pois, estamos considerando (5.5.2).
Os demais coeficientes podem variar o sinal devida um termo em especial:

/ (8 —
Q7
Mas observe que o tltimo coeficiente do polinomio (5.5.6), As, s6 é positivo se,
’ (e73] =
a7

Dessa forma a condigao (5.5.5) é descartada.
Manipulando (5.5.7) e substituindo T', obtemos:

o (v2 4 ps)peptr ( 1 1 )
o> o+ — - ) 5.5.9
1 n(l—p—qkr \as o* ( )
Note que:
th o (2t ps)pueptr (1 1
> e P ,
e n(l—p—qkr (aa a**
Ja que,
o 1 1
agz > o =5 — < "
Qs «

que segue de (5.5.2).
Estas informacoes sao insuficientes para determinar as condigoes de estabilidade local
de Pj3, entretanto sabemos um valor minimo para «;.

Conjectura 2. O ponto P3 € local e assintoticamente estdavel se cp > oz'ih e as > ozgh.

Demonstracao. Vamos utilizar a simulagdo numérica para determinar as condigoes de es-
tabilidade.

Os valores dos parametros se encontram na seguinte tabela:
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Tabela 5.4: Valores dos parametros para teste numérico. Parametros de [26][28].

T A P S R
02 02 02 01 03 02 02 02 02 02 005
Y2 Tw T T3 75 1-p-q q n by C p
000 1 1 1 1 068 016 1 0001 1 0,164

Apresentaremos na tabela 5.5 os valores dos autovalores, ou raizes de (5.5.6) para
mostrar quais condicGes sao necessarias para se ter a estabilidade local. Lembrando que
a1 > o, ag > o, ot = 0,516, o' = 0,3 e a* = 0,413:

Tabela 5.5: Raizes do polinomio caracteristico 5.5.6.

a1:0,42 063:0,2 Oé**:0,88
T T T3 Ty Ty
0,6855 | -0,4541+0,4327i 0,02 -0,4541-0,43271 | -0,0083
o) = 0,46 az = 0,24 o™ = 0,34
T i) I3 T4 Ty
0,2355 | -0,2596+0,11131 | -0,0659 -0,2596-0,11131 | 0,0134
o; = 0,51 as = 0,29 o™ =0,3037
T ) T3 Ty Ty
-0,0738 | -0,2038+0,01521 0,0519 -0,2038-0,01521 | 0,0026
a; = 0,52 az =0,3 o™ = 0, 2087
T i) I3 Ty Ty
-0,0263 | -0,19954-0,00151 | -0,0175 | -0,19954-0,00151 | -0,0004

Observe que o valor de o** cai a medida que a; cresce.

Na sessao anterior, analisamos a relacao entre dois parametros: a** e aéh. Em (5.3.9)
ficou determinado que se a; > off" = of* > o**. A condi¢io para termos a estabilidade
local do ponto Py garantida é: R, > 1 (a1 > ai?) e Ry > 1 (a3 > of).

A medida que «q cresce por valores menores que atlh, o™ decresce por valores maiores
que o (5.3.9). Quando a1 = ol = ol = a**.

Assim, quando «aq > a'ih e os valores de a3 crescem para valores maiores que chh, Qg >
ozgh > ot

Biologicamente faz todo sentido, pois a producao de T. cruzi é intensificada quando o
sistema imune sucumbe, ou seja, R, > 1. Segue que R; > 1 e temos a presenca de T. cruzi
circulante. Portanto, devemos ter primeiro a producao de células infectadas por virus HIV e
posteriormente 7. cruzi circulante, ou melhor, a reativagao parasitaria. Matematicamente,
teremos a estabilidade local de P3 se a; > o' primeiro que ag > aéh.

Pensando no quadro clinico do paciente, este ponto representa exatamente a fase em
que ocorre a reativacao parasitaria.

O]
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5.6 Discussoes

Faremos uma comparagao dos pontos de equilibrio em relacao aos aspectos qualitativos.

A anélise feita dos quatro pontos estacionarios, mostraram que os limiares aﬁh e agh
sao parametros que, dependendo dos valores tomados por a; e a3, mudam a estabilidade
local de cada ponto de equilibrio.

Faremos consideragoes aos limiares de forma particular, para comparar os limiares «
e af com os parametros a** (equagio (5.3.7)), e a* (equacio (5.3.3)).

O ponto trivial, Py, define o estdgio clinico em que nao ha nenhuma infecgdo. Dessa
forma os linfdcitos B, linfocitos Ly e linfécitos LT nao foram ativados, logo os termos de

proporgao descritos em (4.2.1) sao nulos, p = ¢ = ¢ = 0. Segue, entao, que os limiares sao:

th
1

HLetps) o el + )

nkL

3 T3k ‘
O fato do sistema nao estar ativado contra agentes patogénicos torna os limiares menores,
assim mais facil uma infeccao se estabelecer.

No estudo do ponto P; obtemos o**, equagao (5.3.7), que tem uma relacdo intrinseca
com «aj. Neste caso, auséncia de protozodario circulante, T = 0, nao ativou linfécitos B
que, através de anticorpos, matam o protozodario. Dessa forma o termo de proporcao de
linfocitos By, igualdade (4.2.6), é nulo, c =0 = B, =0 e B = B;. Além disso, p = 0 pois
nao ocorre a ativagao dos linfdécitos L. Seguem que:

/
i Hp(2 + ps) oo _ th _ _HMe
1 _nk‘L(l—q) e a =03 _@(’Yl_‘_/@)'
Observe que neste caso, quando ¢ = 0, agh ¢ menor justamente pelo sistema imunolégico
humoral nao ter sido ativado, além disso é mais facil a infeccao progredir, ou seja, ag
superar of?.

O ponto P, aborda a situacao de auséncia de células infectadas por virus e presenca
de protozodario. Segue dessa forma que nao ocorreu a ativacao de linfocitos Ly, portanto

a proporgao de Ly é nula, ¢ = 0. Os limiares ficam da seguinte forma:

th MIL (72 + ,u5) th He |: blck:b]
=" 7Y e o= Y1+ pe+ ——| -
! nkr(1 —p) 3 T3k, :

O ultimo ponto estacionario mostra a co-existéncia de células infectadas por virus e a
presenca de protozoario circulante. Supondo entao que o sistema imunoldgico ativou as
principais células de defesa B,, Ly e Ly, temos g # 0, p # 0 e ¢ # 0. Portanto:

ath = 024 0s) o e

1+ e+ ——
nkr(1—p—q) T3k o

Pp by — T5CqkL,

b1 ckb,u,/L ]

As diferencas entre os pontos estacionarios do modelo MIH sao evidenciadas nas ativa-
¢oes das células de defesa. Portanto o sistema imunoldgico estaréd totalmente ativado para
estabelecer uma resposta a co-infecgdo quando ocorrer a reativacdo parasitaria pela agao
do virus.

No contexto bioldgico sabemos que a agao do wvirus HIV, infectando células linfdcitos
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T CD/, favorece a reativagao de T. cruzi. Dessa forma é razoavel esperar que a reativagao
parasitaria se inicia antes de ag superar o limiar ozgh. De forma andloga o T. cruzi pode
favorecer a infeccao viral.

Vamos construir um grafico que mostre de forma qualitativa e quantitativa o compor-
tamento do MIH em torno dos pontos estacionarios. Utilizaremos a tabela 5.6:

Tabela 5.6: Valores dos parametros para grafico para analise qualitativa e quantita-
tiva de MIH.

T A P A
02 02 02 01 03 02 02 02 02 02 005

72 TH Tr T3 75 1-p-q q n by C p
0,01 1 1 1 1 068 0,6 1 0,001 04 0,16

|
|
|
|
P
»
g ! 2 P
2 ! 3
3 |
8 I
S [
g %k ‘ b
So [~~~ — [ el
o lin
«g |
g |
= |
3 |
©
g P P,
= |
|
|
|
|
! . . .
0 - T
0 o of 05 0,6 0,7 0,8

taxa de infeccao do w’rus (a‘)

Figura 5.4: Comportamento qualitativo e quantitativo dos pontos estacionarios-MIH.
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0,253 ]
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8 th +
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R el bttt Sttt L=~

0454 04542 04544 04546 04548 0455 0,4552 0,4554 o

taxa de infecgao do virus (a‘)

Figura 5.5: Regiao ampliada com os valores obtidos das simulagoes do modelo MIH.

Desenhamos as figuras 5.4 e 5.5, com as informacoes obtidas no estudo analiticos dos
pontos estacionarios. Um fato interessante é destacado no ponto P», que definimos o para-
metro o, equagao (5.3.7). Este pardmetro varia em fungao de «; e isso traz implicagoes
no comportamento qualitativo dos pontos estaciondrios. Através da simulagoes numé-
ricas constatamos que a curva formada por a**, considerando sua dependéncia com «q,
descreve uma regiao de atragao para o ponto P3. Lembrando que:

ok e bicky
= +pg +
T3k TR » T50q(v2 + ps)
" am(l-p—q)

O grafico 5.6 esta fora de escala para melhor ilustrar a situagdo que obtemos:

)

Taxa de infecgdo por protozoario
R,
5
I
4

Taxa de infecgdo por virus (cx1)

Figura 5.6: Comportamento qualitativo segundo dos limiares, grafico fora de escala.
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Segue que, tomando a; > ot e ag > a™* > af, independentemente do ponto inicial
q ) 1 3 p p

dado, o ponto P é atrator. Para valores em que oy > o, P3 é atrator se g > a** (nesta

) b q 1>

regido o’ > a*).
Tomando a3 > o** e atlh > 7 temos um comportamento diferente. Neste caso o ponto

P5 é atrator se a1 é maior que os pontos simulados, ou seja, pontos do segmento vermelho.
A curva de o™* possui duas assintotas, uma vertical e outra horizontal. Temos:

He by Ckb:|

a1—>oo:oz**—>[fyl+u2+
T3k

uma assintota horizontal.
Podemos reescrever a** da seguinte forma:

Ozlblck?b :|

pe(oq — a*)

B T3k
Ja que,
o = ocalps +72)
nu(l—p—q)’
assim em o, o** possui uma assintota vertical.

Podemos concluir que a infecgao pelo virus HIV favorece a infeccao por Tripanossoma
cruzi, ou seja, facilita a reativacao parasitaria ja que ag nao precisa ser maior que seu limiar.
Por sua vez a infeccao por Tripanossoma cruzi favorece a infeccdo pelo virus HIV, pois
(] nao precisa ser maior que seu limiar, entretanto podemos notar que o virus ajuda mais
0 protozoario do que o protozoario ajuda o virus. Biologicamente isso se d& pelo motivo
que o virus ataca as células de defesa do organismo dando condigoes para reativacao do
protozoario.



Capitulo 6

Analise do MIC: Pontos
estacionarios e a estabilidade

Para facilitar a compreensao da dinamica do Modelo de Imunidade Celular, é apre-
sentada a figura 6.1. Um diagrama de fluxo com cinco compartimentos ja explicado no
capitulo 4.

LC (¢5)] —a3CIQ—

Figura 6.1: Diagrama do Modelo da Imunidade Celular-MIC. As setas cheias indicam
uma contribui¢ao ou queda; as setas pontilhadas indicam um prejuizo por infeccao
ou eliminagao; as setas onduladas indicam producao pelo organismo.

A andlise de estabilidade local do MIC é realizada através da linearizacao do sistema de
equagoes diferenciais. Como no capitulo 4, utilizaremos o teorema [25]. Escrevemos cada
equacao do sistema de equacgOes diferenciais como uma funcao das varidveis do modelo.

25
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Consideremos o seguinte sistema de equagoes:

d(ic =kp —p;Le—(1—p— Q)aleCIl + QTHWLCII + TTP%ch
dstlc = kp1 — ppy Lic + q,TlHWLlcll + T1TPI%L1J2

% =1-p— Q)almllch — (u3 + pa)1 — ¢ aali Ly,

ol el - c,

% = OZ3%CI2 — Iy — p oyl L.

(6.0.1)

Devemos determinar uma regiao de interesse bioldgico, assim como feito no modelo
MIH. Tal regido representada por um subconjunto do R® serd o ambiente no qual as
solucoes das equagoes estarao definidas.

A regiao de interesse bioldgico é determinada por:

Q= {(L¢, Lo, I1,C, 1) €R® : L. > 0,L1. > 0,I; >0,C > 0,1, > 0}.

Esta regiao de interesse bioldgico é positivamente invariante sob o fluxo induzido pelo
sistema (6.0.1), pois analisando os campos vetoriais (tomamos as componente duas a duas),
todos os pontos em (o permanecem em seu interior ou em sua fronteira. Logo, dado um
ponto inicial em 29, a solugao que passo por este ponto permanece em {29.

De forma analoga ao capitulo 5, para determinar os pontos estacionarios, devemos obter
os zeros do sistema, obtido do modelo 4.3:

, +
Fi(Les e, Tr, Oy In) = i, — iy Lo — (1 — p— q)aq "8 E 8 g s T a) p g Tt g
us + 2 us + 2 (71 + p2)
Fo(Ley Ly, [1,C, 1) = k1 — Mll,lLlc + qlTIHMLICII + TlTp/ﬂLch2 =0
us + 2 (1 + p2)
n + ’
F3(LC7L1¢allaCa 12) = (1 il 2 Q)CHMLCH - (HB + /1/4)1-1 —q 0(211L1c =0
us + vz
Fi(Le,Lie, I1,C, In) = ke — j1eC — az—2H 01, =0
(71 + p2)
T3441 /
F5(LeyLic, 11, C 1) = a3 ————Cly — pals — p cula Ly = 0.
(71 + p2)
(6.0.2)

A matriz Jacobiana associado ao sistema (6.0.2) é determinada por:
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L
Ji 0 J 0 cH1PT3TT
Y1+ p2
Lieng T (ps + p1a) LicpipmirTs
0 Js3 0 _
Y1+ s Y1+ 2
J = J6 —Oézq/IQ Ju 0 0
I C
0 0 0 e — 20313 LaglaTy
Y1+ 2 Y1+ 2
/ I
0 —aop'ly 0 L1203H5T3 Js
Y1+ U2
nos quais:

Iin(us + pa Iy m3prr
Jy = g DR ) (1 g) 4 qr) + AT
Y2 + W5 Y1+ M2

L.n +
T ) VG G S

Y2 + U5
Js = —pr1 + Lin(us + M4)q/7'1H . TopprirTs
Y2 + W5 Y1+ W2
ain(l—p—q)L p
J4:(M3+M4)< ( ) C—l)—OéQquc
Y2 + U5
; Casut
J5 = —l5 — O04p Llc+ ﬂ
Y1+ 2
Js = arn(l —p —q)(ps + pa)la

Y2 + W5

6.1 Ponto F;: Auséncia de células infectadas por
virus HIV e por T. cruzi

O ponto trivial é caracterizado por apresentar a auséncia de células infectadas por virus
HIV e T. cruzi (I3 = Iy = 0). Dessa forma:
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O primeiro ponto a ser analisado quanto a estabilidade é Py = (L, L1, 0,C,0). Vamos
determinar a matriz Jacobiana aplicada ao ponto Fy. Temos:

) krn(us + p4) kppiprsTr
—p 0 ———7(al-p-¢q¢)+qm) 0 ——
g (v2 + ps)py, (71 + po)py
0 4 kring T (ps + 11a) o rimpnrTs
t (y1 + ps)y, (y1 + p2) gy
J(Po) = 0 0 Jo 0 0
k
0 0 0 — Lo __3Rcp1T3
(71 + p2) e
0 0 0 0 J1
Em que:
7 apkry | askets
1= —HM1— 7

Hrq (71 + p2) e

1—p—q)k kg
J2=(M3+u4)(aln< p Q))L_1>_a2 L1q

(15 + Y2); 17,

Os autovalores da matriz Jacobiana sao as raizes do polinomio caracteristico, que é
obtido ao calcular o determinante da matriz Jacobiana aplicada ao ponto Fy:

o (x) = det(J(Py) — al),
no qual I representa a matriz identidade de ordem cinco. Temos:

askiiq «o asp' k «
Hrq B Hrq 3

Vo(z) = Qo(x)

(6.1.1)
em que,
Qo(@) = (—pie — ) (—pp — @) (—ppy — ).
Os parametros (i e ﬁéh sao definidos respectivamente por:
/ k /
n(l a2 Q)kL (,u3 + /«54)#L1
e
k !
o (n 2“2)’“‘0 (1 4 Z4TLLP > . (6.1.3)
cT3 Hifiyq

Observe que ha uma semelhanga entre os parametros (6.1.2) e (6.1.3) com os parametros
(5.1.5) e (5.1.6). Em breve discutiremos as relacoes entre estes importantes parametros.
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Através do polinomio 6.1.1, obtemos os autovalores que sdo definidos por:

T1 = — e
T2 = —Hp,
T3 = —Hp,
askr1q «
4= | pg+ pa + 2L <$z - 1) (6.1.4)
Hr1 1
QY /k‘L Qs
o5 = (m + 2P EL (;_1).
Hr1 3

Teorema 4. O ponto Py € local e assintoticamente estdavel se, e somente se, aq < B{h e
th

Demonstragdo. Como mostrado em (6.1.4), as trés primeiras raizes tém sinal negativo. A
estabilidade local esta relacionada aos sinais de x4 e x5. Caso sejam negativas, o ponto
estaciondrio Py sera local e assintoticamente estavel, caso contrério, instavel. Assim:

$4<O(:>oz1</3§h e x5<0<:>a3<6§h.

Portanto Py é local e assintoticamente estavel se o < ﬂfh eag < ﬁéh. O

6.2 Replicabilidade: R,; e Ry

A tabela (6.1) ilustra os pardmetros dos modelos MIH (lado direito) e modelo MIC
(lado esquerdo):

Tabela 6.1: Comparacao entre os limiares.

ath th
1 T T 1 T
(v2 + ps) g, (v2 + ps) g, <1 askriq )
+
n(l—p—qkg n(l—p—qkg (p3 + pra) iy
th th
Qs B3
. bycky i, (v + askip
2 (’Yl + e+ //1—17“13) pe(m + pi2) (1+ 4/ Llp)
T3k bty — T5Cqky kets Prith

Comparando o (5.1.5) e B (6.1.2), é possivel destacar que i > ol*. Porém ol (5.1.6)
e B (6.1.3) sdo limiares que devem ser olhados com um cuidado maior. Isso serd feito em
breve.

No capitulo 5, apresentamos uma interpretacao biolégica para R, e R;. Novamente
trataremos de tragar um paralelo entre aspectos biolégicos e matematicos, a fim de dar
sentido bioldgico ao matematico. Da defini¢ao de R,, 5.2.1, determinamos a replicabilidade
do virus HIV via infecgao dos células linfocitos T CD/. Mas desta vez temos a agao efetiva
de linfocitos T CD8 citotoricos especificos para atuar contra células infectadas por virus
HIV. O termo que caracterizada este fato é ¢', em MIH, ¢ = 0.
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aq
th
1

6.2.1 Interpretacao de

Jé& sabemos da replicacdo viral, (5.2.1), que:

an(l —p —q)kg
M/L(’Yz + p5)

indica o nimero virus secundérios pela infeccao de um linfécito T CD4 néo ativo no tempo
médio de vida do virus.
Temos:

aokr1q

. /—
tiry (13 + pa)
infectada por virus no tempo de vida média do virus;

representa a acao de um linfocito T CD8 Liyg eliminar uma célula

1

e —  representa do tempo de vida média da célula infectada por virus;
M3+ p4
Assim:
« 1 1—p—q)k
Ry, = 2L _ : X (X w xn  (6.2.1)
i azkriq K,
V2 + H5 +

g (3 + pa) (2 + ps)

determina a progresso do virus HIV no organismo, mas com ativagao de Liy. Logo, R,r,
determina o ntumero de virus secundarios gerados apdés um linfocito T CDJ suscetivel,
infectado por um virus, morrer. Essa infeccao ocorre no tempo de vida médio do virus,
que é reduzido pela hé agao de linfdcitos T CD8 especificos, e no tempo de vida médio do
linfécito T CD/. Apéds sua morte, sdo liberados n particulas virais no organismo.

Assim quando R,; < 1, biologicamente temos que uma célula infectada geram em
média menos de um virus, isso implica que o organismo consegue estabelecer uma resposta
eficiente contra a infeccao do virus HIV. Matematicamente x4 < 0. Caso R,;, > 1, a média
de virus gerados é superior a um, a infeccao se estabelece. Matematicamente teremos
x4 > 0, tornando o ponto instavel.

a3

6.2.2 Interpretacao de —;

3

Da replicagao do protozodrio, 5.2.2, sabemos que:

Qs N 0437'3]% 1
ﬁ B M b1 ke !
’ o\t HL

fgty, — Tseqkr

indica o nimero de parasitas secundarios que um parasita infecta, no seu tempo de vida
médio, uma célula alvo, no seu tempo de vida médio, e libera 73 parasitas quando a célula
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morre.
Temos:
a3k,
He (’Yl + N2)

indica a chance de um T. cruzi infectar uma célula alvo, no tempo médio de vida do
protozodrio.

O fator que indica a ativacao dos linfocitos T CDS8 citotdricos especificos para atuar contra
células infectadas por T. cruzi (Li7) é p'.

Segue que:
askrip < o o PO
e —— representa a agao de um linfocito T CD8 Ly eliminar uma célula infectada
ML1p1
por protozodario no seu tempo médio de vida;
Portanto,
« 1 k
Ry, = 6—;’1 = P X (g X — X T3 (6.2.2)
ZLIA K
St P ‘

prapr (v + p2)

determina o progresso da infeccao do protozodario T. cruzi no organismo, mas no interior
das células e com ativacao de Lip. Assim, R;;, determina o niimero de parasitas secundéarios
gerados apds uma uma célula alvo, infectada por um protozodrio, morrer. Esta infeccao
ocorre no tempo de vida médio do protozoario, que nao é o mesmo pois agora ha acao
de linfocitos T CD8 especificos, e no tempo de vida médio da célula alvo. Apds a morte
da célula alvo, sao liberados 73 novos protozoarios. Logo quando R;;, > 1, em média sao
produzidos mais de um parasita por célula infectada e, dessa forma, a infeccao se estabelece.
Assim x5 > 0 e o ponto Py se torna instdvel. Caso Ry, < 1 (x5 < 0), a quantidade de
parasitas produzidos por células infectadas é, em média, menor que um. Dessa forma a
resposta do sistema imunolégico é eficiente e a infeccao eliminada.

6.3 Rm RvLa Rt € RtL

Existem certas relagoes entre R,, R,r, R; e R;r,. Vamos discuti-las.
Entre R, e Ryy,.

Neste caso R, indica a progressao da infeccao viral sem a mediagao de linfdcitos T CDS§
especificos. Ja R, representa a progressao da infeccao viral com a mediacao de linfdcitos
T CD8. Pela tabela 6.1, o} < pi* = R, > R,1. Esta desigualdade ilustra a fase inicial da
infeccao viral, pois o sistema imune nao estd pronto para estabelecer uma resposta. Segue
que é mais “facil” o progresso viral, ou seja, a1 consegue superar aﬁh mais rapido. Apds
a apresentacao do antigeno ao sistema imune, especialmente aos linfdécitos T CDJ4, ele se
torna apto a estabelecer uma resposta. Dessa forma é mais “dificil” ciy superar B{h.

Entre R; e Ryj,.

Neste caso R; indica a progressao da infeccao pelo T. cruzi no meio extracelular, ou

seja, na sua forma circulante infectando células alvo, por isso sofre acao de anticorpos. Ja
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R;p, indica a progressao da infeccao do T. cruzi no meio intracelular, por isso, sofre acao
de linfocitos T CD8 ativadas. Nao ha uma relacao entre,

byckpi;y o aukrip (7 + p2)
peity, — TseqkL T

acao de anticorpos acao T CD8

a principio. As relagoes entre condigbes de estabilidade local e os parametros R,r, e Ry,
serao discutidas no estudo de estabilidade local de cada ponto estacionédrio.

6.4 Ponto P;: Auséncia de células infectadas por
T. cruzi

Considerando o caso no qual nao hé presenca de células infectadas por T. cruzi, Iy = 0,
mas ha presenca de células infectadas por virus HIV, I} # 0, consequentemente temos os
seguintes pontos estaciondrios:

(T _ kr(yz2 + ps)
W (s +y2) — n(ps + pa)(—ar(1—p —q) +qrr)
I = kri(y2 + ps)
Tl (s 4 v2) — i (us + pa) Ty
y (6.4.1)
oo ke
He
T, =

Nao faz sentido biolégico concentracao negativa de células. Devemos considerar para L:

I = i (s + ) >1I; = L. >0. (6.4.2)

Y n(us + pa)(—ea(1—p —q) + q7h)

e Se—ay(l—-p—q)+qrg >0=1F > T, >0.
e Se —a1(1—p—q)+qry < 0= I} <0, descartamos I e L. > 0.

Para Li. devemos considerar:

T — N/L1(M5 +72)

= - >1 = L. > 0. 6.4.3
q Tian(ps + 1a) ' te ( )

Os valores de I; sdo obtidos do polinémio de grau dois, determinado pela resolucao da
equacao:
n(pz + p1a)

L Iy — (s + pa)lh — ¢ ool Ly =0,
s + 72

(1-p—qa

que resulta em,

Q1(T) = AI2 + BI, + C. (6.4.4)
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Os coeficientes do polindmio (6.4.4) sdo:

A=n2mpq (3 + pa)®(—ar (1 — p — q) + qTr),
’ ’ aq

B = q mignpp(ps +v2) (u3 + pa)? (Ozth -1)+
1

—(—a1(1 —p—q) + qri)n(ps + pa) (v2 + p5) (g (13 + p1a) + a2q kr1)

e

/ ’ ’ a1
C = —pup(us +72)* (g, (4 + pa) + a2q k1) (th - 1)
1

em que o} é o parametro definido por (5.1.5).

Vamos fazer algumas consideragdes ao polinomio (6.4.4), para ser mais especifico em relagao
aos seus coeficientes.
Para tornar mais prética a notagao, seja

qTH *
—_—_—mm T . 6.4.5
1-p—q " (6.45)

Vamos recorrer ao Critério do Sinal de Descartes (vide apéndice) para avaliar a existén-
cia ou nao de raizes do polinémio (6.4.4). Dependendo da variacao do sinal dos coeficientes
do polinémio (6.4.4), poderemos ter raizes biologicamente vidveis ou nao.

Veja que da relagao (4.2.1):

e _Lm

(l-p—q) L
representa a proporc¢ao entre Ly e L. Como L representa a populagao de linfocitos T CD},
inativos, os quais vao ativar Ly, a populagao de L é maior que L, ou seja, ﬁ < 1.
Dessa forma 7}, (6.4.5), indica a expansao clonal de Ly na propor¢ao da populacao de L.

A tabela 6.2 ilustra os casos que serao tratados com a variagao do sinal dos coeficientes
do polinémio (6.4.4). Fixando os parametros oz'ih, T e ,th de forma ordenada, construi-
remos diagramas de bifurcagoes para avaliar as condigoes de viabilidade biolégica. Vamos

utilizar um conjunto de parametros para determinar os dados.
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Tabela 6.2: Raizes possiveis para (6.4.4).

Caso ag Sinal dos coeficientes =~ Numero de Raizes biologicamente viaveis
raizes reais
positivas
ath < T < Bih a1 < aff A>0, B<0e C>0 2 ou zero 1
ath <oq <7} A>0, B>0e C>0 zero 0
A>0, B<0e C>0 2 ou zero 0
T < a1 < B A<0,B>0e C>0 1 0
Bth < oy A<0, B>0e C<0 2 ou zero 1
alf < pih < 1 a1 < aff A>0, B<0e C>0 2 ou zero 1
ath <ay < gtk A>0, B>0e C>0 zero 2
A>0, B<0e C>0 2 ou zero 2
Bt < a1 <1} A>0,B>0e C<0 1 1
A>0, B<0 e C<0 1 1
T <o A<0,B>0e C<0 2 ou zero 1
A>0, B<0 e C<0 Zero 1
T < atlh < B{h a1 < Tg A>0, B<0e C>0 2 ou zero 1
T <ai <aft A<0,B<0eC>0 1 1
alh < aq < gt A<0,B>0e C>0 1 1
A<0, B<0e C>0 1 1
Bth < oy A<0, B>0e C<0 2 ou zero 1
A<0, B<0 e C<0 Zero 1

Segue abaixo os diagramas de cada caso. Faremos uma andlise da relacdo entre aﬁh,
* th
T e B
Os diagramas foram construidos utilizando os seguintes parametros:

Tabela 6.3: Parametros utilizados na construcao dos diagramas.

MIL :UJ,LI e 2 M3 e Hs  kp  kra T Y2
0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,1 03 01 02 0,05 0,01
¢ a9 p p l-p-q ay mg T Tr T3 1

0,16 0,16 0,16 0,16 0,68 04 1 1 1 1 1

O primeiro diagrama mostra a situagio: o} < T < Bth. Assim vamos tomar:
alh =0,91, g =111 e 75 =0,94.

O parametro 7y = 4 neste caso.
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th_* _pth
o <1H<[3‘

251

Raizes de |,
n

051

Figura 6.2: Diagrama de bifurcacao para raizes de Q,(I;) = 0. Caso em que o} =
0,91, 7, = 1,066 e 8" = 1,11.

Para valores do parametro oy < ﬁfh, existem raizes biologicamente vidveis, porém sao
instdveis (este fato serd provado em breve). Nesta regidao o ponto de equilibrio trivial é
estavel. Assim, raizes biologicamente vidveis e estaveis sdo obtidas quando aq > th.

O segundo diagrama mostra a situacio: ol < gih < T77. Assim vamos tomar:

ah=0,91, pit=1,11 e 75 =1,1T.

O parametro 7y = 5 neste caso.

25r

Raizes de |,
v

051

Figura 6.3: Diagrama de bifurcacio para raizes de Q;(I;) = 0. Caso em que ol =
0,91, 75 = 1,17 e B =1, 11.
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Este caso é o mais complicado, pois em determinados intervalos para «a;, a estabilidade
est4 ligada a condigdo inicial tomada. No intervalo [B, 8{"], sobre o eixo de a7, as raizes
do ramo superior sdo estdveis e as do ramos inferior, instdveis. A determinacao de tal
comportamento foi identificado através de simulagdes numéricas no Matlab®). O valor de
B é1,08.

O intervalo [B, 8] denota a regido onde as raizes que estdo no ramo superior sio esté-
veis mas dependem da escolha da, ou seja, tomando pontos iniciais abaixo do ramo inferior
o ponto trivial é estavel e tomando pontos acima do ramo inferior o ramo superior é estavel.
Os testes numéricos que comprovam a estabilidade das raizes sé serao feitos ao determinar
todas condigoes para estabilidade do ponto P;, ja que nao sabemos qual condicao ag deve
satisfazer (menor ou maior que th).

Ao contrario dos outros diagramas de bifurcagao, 5.2 e 5.4, em que as raizes do poliné-
mio (6.4.4) crescem, as raizes neste diagrama, 5.3, para valores de a3 > ﬁ{h, decrescem
lentamente mas nao se anulam, pois C' = 0 & a1 = 5%”. Isso ocorre pois a expansao
clonal de Ly é alta e quanto mais células infectadas por virus, I7, maior é o niimero de Ly
ativados. Portanto o sistema imunolégico consegue manter um certo controle sobre I.

O terceiro diagrama mostra a situagao: 77; < ol < . Assim vamos tomar:

o =1,033, B*=1,309 e 7" =0,8.

O parametro 7 = 3 neste caso.

T
|
|
| .
251 | I H
|
|
|
|
|

Raizes de |,
u

Figura 6.4: Diagrama de bifurcacdo para raizes de Qi(I;) = 0. Caso em que ol =

0,91, 75, = 0,705 e Bh = 1,11.

Como no primeiro diagrama 5.2, as raizes biologicamente vidveis para valores de a; <
Bt sdo instaveis. Dessa forma apenas para valores de o > 31" as raizes sdo biologicamente
viaveis e estdveis. Todos fatos mencionados nos trés casos serdo demostrados através dos
critérios de Routh-Hurwtz e pela andlise do polindmio caracteristico, obtido ao calcular o
determinante da matriz Jacobiana no ponto P;.

O ponto estacionario ¢ dado por: Py = (L, L1, I1,C,0). A matriz Jacobiana aplicado ao
ponto P, é dada por:
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Jl 0 JQ 0 J3
o hng T (ps + )
0 _ + J. 0 J,
lu’Ll Y2 + us 4 b
J(P) = | cwnalpus+ )l —and' Iy Jo 00
Y2 + Us
0 0 0 —MUe J7
0 0 0 0 Js
nos quais:
, Iin +
J = —py + M(—al(l —-p— q) +qTH)

Yo +
krn(ps + pa)(—oaa(1 —p —q) + q7r)

(v2 + ps)py, — Iin(ps + pa)(—oa (1 — p — q) + q7h)
g /kLMI('YQ + s)pT3TT
(1 4 p2)((v2 + ps)py, — Iin(ps + pa)(—oa (1 — p — q) + q7r))
krang T (s + f1a)
(v2 + ws)pyy — Di(ps + pa)ng' mm
Js = krip (2 /+M5)p71T7'3
(1 4 p2)((v2 + ps) g, — Iing' Tim (ps + p1a)
arn(l —p—q)kg
Jo = (st 1a) <(72 + ps)py, — Iin(ps + pa)(—ea (1 = p — q) + q7h) 1) "
askriq (v2 + ps)
(v2 + ps)iy — Ting' T (ps + pa)

9 =

Jy =

a3k
Jy = ——slTsle
(71 + p2) e
T = askrip (2 + pi5) azkepi17s
8§ = —H1 —

(vo+ ps)iyy — Di(ps + pa)ng' mg (1 + p2)pe

O polinémio caracteristico é definido por:

V1(2) = Q1(7)Q2(x) (6.4.6)

em que (1 é um polinémio de grau trés e (J2 um polindémio de grau dois, definidos respec-
tivamente por:

Qi(z) = 2% + A1a? + Apx + A3 (6.4.7)



6.4. PONTO P;: AUSENCIA DE CELULAS INFECTADAS POR T.
CRUZI 68

Os coeficientes do polindmio (6.4.7) sao definidos por:

o hingmp(ps+pa) | o Iin(ps+ pa)(—oa(1—p—q) + qmn)
Ay =ppy — + g — 7
Y2 + U5 Y2 + s
Ay — =P = Qs+ pa)ly < nkr(ps + pa)(—en(1 —p—q) +q7h) >+
Y2 + U5 (72 + M5)M/L — It (p3 + pa)n(—ar(l —p — q) +q1a)
o Iin(ps+pa)(—en(l—p—q)+qra)\ [+ DLn(ps+ pa)g nu
+ | up — Hr1— +
Yo + s Yo + U5
aokri(ps + pa)n(q ) rimh
(V2 + ps)u7y — Iing' 1o (ps + pa)’
A3z = Ay + Ag
1—p—q)(u I
Ay = _ain(l —p—q)(ps + pa) L As,

Yo + s

As = < nkr(ps + pa)(—oa(1 —p—q) + q7n) > . Lin(ps + pa)q T
(v2 + ps)py, — Ii(ps + pa)n(—ai (1 — p — q) + q7r) i Y2 + s

_ ok (s + pa)n(q )i ( v Li(ps+pa)n(—ai(l—p—q) + QTH))
(V2 + ps) 7y — Iing' o (ps + pra) L Y2 + s
()2 ¢ definido por:

Q2(z) = (ke + )

k !
1+ 044/ £1(72 +,H5)p (Oé*:i B 1) —z|, (6.48)
(v +us)ppy — Iing' T (ps 4 pa) | \B

no qual:
- 1+ p2 askrap (v2 + ps
poo = Gt tdie [ frap (02 + o) S (649)
T3keft1 (v2 + ps)tipy — Iing T (3 + pa)
Podemos notar que as raizes do polinémio (6.4.8) sao definidas por:
Tl = —He
agk + ' Qo
S - akr1(72 ;u5)p < *3; _1> .
(v2 + ps)pry — Iing g (ps + pa) ) \ B
A primeira raiz, x1, tem sinal negativo. A segunda, xo, terd sinal negativo se:
a3
< 1. 6.4.10
= (6:4.10)
Observe que, dos parametros (6.1.3) e (6.4.9):
(71 + p2) e X askrip (v2 + ) o (1t p2)pe i+ askrip
T3kt (v2 + ps) iy, — Iing Ty (ps + pua) keTspa pp )
P ~

(6.4.11)
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ja que:
/ / Ling Tip (ps + pa)
firy > ppy —
& Ll (2 + ps)

>0,

por (6.4.3).

A partir do polinémio caracteristico (6.4.6), podemos obter mais informagcoes sobre o
comportamento dos diagramas apresentados anteriormente.

Vamos analisar via critérios de Routh-Hurwtz o polindémio (6.4.7), pois como conhece-
mos as raizes de do polinémio (6.4.8), podemos reduzir o polindémio caracteristico (6.4.6)
ao polinémio (6.4.7), para provar a instabilidade comentada nos diagramas 5.2, 5.3 e 5.4.

Nos casos dos diagramas 5.2 e 5.4, quando a1 < B{h, é possivel obtermos raizes biologi-
camente vidveis, ou seja, abaixo dos limitantes. Tais raizes sao instaveis. O primeiro passo
dos critérios de Routh-Hurwtz exige a positividade dos coeficientes do polinémio (6.4.7),
logo, tomando o < 7j; (em que hé possibilidade de raizes) e desenvolvendo o coeficiente
As do polinémio 6.4.7 temos:

_ ( nkr(ps + pa)(—aa1(1 —p—q) +q7n) > o DLin(ps + pa)q T -0
~ \ (2t o), — s + payn(—an(t—p—q) +qrm) )\ Yo + s ’
Ay = Can(l—p—q)(ps +pa)ly As <0,
Y2 + s
Ag= Oézk‘m(lfs + pa)n(q ) *niah < . I (s + pa)n(—a1(1 —p—q) + qTH)> ~0
(v2 + ps) iy — Ting' T (ps + i) Y2 + s
logo,

Az = Ay + Ag < 0.

pois —a1(1—p—¢q)+qrg >0,alémde [ < T* e I; < F, ou seja, as parcelas

< nkp(ps + pa)(—o1 (1 —p —q) + q7n) ) i — Lin(ps + pa)d Tim
(v2 + ps)py, — I (ps + pa)n(—o1 (1 — p — q) + q7n) Ll Yo + i

( / f1(M3+u4)n(—a1(1—p—Q)+qTH)>
Hr —
Y2 + W5

sao positivas.

Dessa forma, as raizes biologicamente vidveis neste intervalo de oy < 77; sao instaveis.
As raizes que estdo acima do limitante, I*, sio desconsideradas por tornarem L1. negativo
(condicao 6.4.3), além disso sdo instdveis. Para verificar este fato, recorremos mais uma
vez aos critérios de Routh-Hurwtz. Tomando qualquer raiz acima de Tf, F e oy < T,

< 0.

v Iimgmp(ps+pa) | o Iin(ps+ pa)(—a1(1—p—q) + qrp)
Ar =gy — + o —
Yo + U5 Yo + U5
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Quando a; > Tj; temos apenas raizes acima de I;. Logo para I; > I temos Az < 0:

_ < nkr(ps + pa)(—ea (1 —p — q) + q7n) > o Iin(us + pa)q Tim =0
~ \ Ozt s, — DGz + payn(—on(t—p—q) +qrm) )\ Y2 + s ’
A= = p=ds+ph
Y2 + s
Ag = — aszl(l/LS + pa)n(q )*rinh ( - I (g + pa)n(—oa(1 —p—q) + qTH)> “0
(v2 + ps)ppy — Iing T (ps + pa) Y2 + s

logo,
Ag = Ay + Ag < 0.

Portanto, em qualquer um dos diagramas as raizes acima dos limitantes sao instdveis.

Através das raizes do polindémio (6.4.8), temos a informacao de como outros parametros
devem se comportar. Um parametro muito importante é as, que dever ser menor que 5**
(condicao (6.4.10)).

Para concluirmos que o ramo superior e os pontos triviais sao estdaveis no diagrama 5.3 e
que isso ocorre no intervalo [B, ﬁfh], vamos fazer simulacoes numéricas. Os parametros
considerados estao disponiveis na tabela 6.3.

Vamos tomar valores para «j no intervalo [1,07;1,08] e para cada raiz, uma do ramo
superior e outra para o ramo inferior, calcular os autovalores para determinar B = 1, 08.

Vamos denotar as raizes do polindmio como raiz menor por I{ (ramo inferior) e a raiz

maior por ITQ (ramo superior). Dessa forma a tabela 6.4:

o] = 1, 07
Il =0,1611
L1 L2 L3 L4 L5
0,0113 | -0,2045 | -0,1705 -0,2 -0,0331
I? = 0,912
T X9 T3 T4 xI5
-0,2165 -0,2 -0,1770 | 0,010740,1007i | 0,0107-0,1007i
a1 = 1,072
I =0,1572
X1 X9 I3 Ty xIs5
0,0106 | -0,2043 | -0,1712 -0,2 -0.0329
12 = 0,8988
X1 X9 T3 Tyg xI5
-0,2161 | -0,1704 -0,2 0,00854-0,09891 | 0,0085-0,0989i
o = 1,074
Il =0,153
X1 X9 T3 Ty xIs5
0,0100 | -0,2041 | -0,1719 -0,0326 -0,2
I2 =0, 8865

X1 €2 €3 X4 T5




6.4. PONTO P;: AUSENCIA DE CELULAS INFECTADAS POR T.

71

CRUZI

-0,2158 | -0,1640 -0,2 0,0064+0,0969i | 0,0064-0,0969i
a; = 1,076
Il =0,1485
Z1 Z2 x3 Ty 5
0,0094 | -0,2039 | -0,1726 -0,2 -0,0323
112 =0,874
Z1 Z2 x3 Zq 5
-0,2154 | -0,1579 -0,2 0,0042+0,0950i | 0,0042-0,0950i
a; = 1,078
Il =0,1436
Z1 Z2 x3 Tq 5
0,0088 | -0,2037 | -0,1735 -0,2 -0,0320
112 =0,874
Z1 Z2 x3 Ty 5
0,0088 | -0,2037 | -0,1735 -0,2 -0,0320
] = 1, 08
Il =0,1384
X1 i) I3 Ty xIs5
0,0081 | -0,2035 | -0,1744 -0,2 -0,0317
12 = 10,8476
Z1 Z2 x3 Ty 5
-0,2146 | -0,1461 -0,2 -0,00014-0,0909i | -0,0001-0,0909i

Tabela 6.4: Raizes do polindmio caracteristico 6.4.6.

Para valores de oy > 1,08 as raizes do ramo superior sao estaveis. Veja que este ramo
se prolonga para os demais valores de a;. Para a; > Bih o ponto trivial é instavel.
A seguir temos as condi¢oes para determinar a estabilidade local de P;:

Conjectura 3. O ponto Py € local e assintoticamente estdvel se oy > B{h e ag < f[**.

Demonstracao. Das simulacoes numéricas realizadas para determinar os autovalores, veri-
ficamos que para valores de a; > 3i" e a3 < 3** obtemos a estabilidade local. Verificou-se
que g** > ﬂéh. Veja que nenhuma consideragao é feita sobre a relagdo de desigualdade de
asg e 5§h. Portanto, a estabilidade local do ponto P; estd assegurada se ap > th (Ryr > 1)

e ag < .

O]
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6.5 Ponto P,: Auséncia de células infectadas por
virus HIV

Neste caso, consideraremos a auséncia de células infectadas pelo virus HIV, I; = 0 e
presenca de células infectadas por T. cruzi, Is # 0. Consequentemente:

T _ kr(v1 + p2)
‘ pwr (71 + p2) — promapn L
kri(y1 + p2)

Lic=— , _
ppg (1 + p2) — p'rirTspl

I =0

O — kC('Yl "‘N?)

fe(71 + p2) + asTspn Iy

Temos o ponto Py = (L, L1, 0, I, C).
Nao faz sentido biolégico a concentracao de células negativas, dessa forma devemos
considerar:

ot o (6.5.1)
brrT3p
(§]
= tuntm) g (652)
b TiTT3H

para que L. > 0 e Li. > 0 respectivamente. Os valores de Iy sio determinados pelo
polinémio de grau dois, obtido da resolucao da equagao:

Q3T3H] = S
PG — iy —plasTre = 0.
Y1+ w2

O polinémio é definido por:
Qu(Iz) = AI3 + BI; + C, (6.5.3)
nos quais:
A= 04373?M§T1Tpl7
B = —az73p1 (1 + po) (i, + aap ki) — mrp mapidpe( + po) [0;3 — 1]

e

’ ’ (6
C = pe(n + p2)*(uppn + aap k) [:;L - 1] :
3

Vamos considerar:

¢ _ Mc(’YI + ,UQ) ) (6.5.4)

T3k
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Observe que:

1+

th _ pe(y1 + p2)
By =

v (6.5.5)

a4//<:L1p, > 6= pe(y1 + M2)'
HriH1 7—3]{30

Dessa forma, se ag > th >¢,A>0,B<0eC >0. Pela Regra do Sinal de Descartes
teriamos duas ou nenhuma raiz real positiva. Caso ag < ¢ < ﬁgh, A>0,C<0eB<O0
ou B > 0. Em ambos os casos terfamos uma raiz real positiva e outra raiz real negativa.
Vamos construir o diagrama de bifurcagao para obter mais informagoes.

Vamos utilizar os seguintes parametros:

Tabela 6.5: Parametros utilizados no diagrama de bifurcacio de Q4(I3) = 0.

M1 2 N,m M/L He 7y
02 0,2 02 0,18 0,2 0,05 04
3 Tt Tr p, p ke krq
1 2 5 0,16 0,16 0,2 0,2

Raizes de Q,,

o
o
T

Figura 6.5: Diagrama de bifurcacio para as raizes de Q4(I3) = 0 em funcg ao do
parametro de infec¢ ao a3. Expansao clonal de 70 > 17, I** faixa preta, I* faixa
azul.

Supondo que a proporcio de Ly e Ly sejam iguais, p = p, assim

= E :p, = LlT
Lc Llc‘

p

A proporc¢ao de Ly com L. é a mesma de Lip com Li.. Vamos supor que a taxa de
expansao clonal 7p de L1 e a taxa de expansao clonal 77 de L7 sejam diferentes. Supondo
que a expansao clonal de Ly é maior que Lip, 70 > T17. No contexto bioldgico isso indica
que ha mais linfécitos T CD4 do que linfocitos T CD8 no organismo, dessa forma temos
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mais células Ly para ativar Lir. Veja que no diagrama 6.5, I} < I3*, pois 70 > 77

Um fato interessante é que a raiz menor do polinémio (6.5.3) supera o limitante T; e
tende ao limitante ?

No diagrama 5.6 teremos 7 < 717, ou seja, a expansao clonal de Ly é menor do que
Lip. Assim hd mais linfocitos T CD8 atuando contra células infectadas Io. As células
infectadas pelo protozoario, I, sao controladas pelo limitante I5*, que esta diretamente
relacionado com a positividade de Li.. Assim Li. ativa Li7, logo I5* esta sendo controlada
por LlT-

T=UT

o
)
T

Raizes de Q,

o
)
T

0.4F

Figura 6.6: Diagrama de bifurcacio para as raizes de Q4(I3) = 0 em funcg ao do
parametro de infec¢ ao a3. Expansao clonal de 70 < 17, I** faixa preta, I* faixa
azul.

Portanto temos a seguinte situacao: a principio as células Ly sofrem uma expansao
clonal devido a apresentacao de antigenos. Esta expansao tem o objetivo de ativar ao
maximo as células L1y, que apds esta ativacao, sofrem uma expansao clonal para combater
com Is.

Dessa forma, segue que existird uma raiz biologicamente viavel se ag > th e outra
biologicamente invidvel. Em th ¢é onde ocorre a bifurcacao. Logo mais mostraremos que
para I > TS ou Iy > F, I5 é instavel.

Vamos determinar o polindmio caracteristico para obter mais informacgoes. Para determiné-
lo, devemos aplicar o ponto P» a matriz Jacobiana e calcular seu determinante:
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/ I
—1 + LN pT3TT 0 Ji 0 Jo
Y1+ 2
/ Loy priTTs
0 — + — J 0 J,
Ho1 Y1+ U2 s >
J(PQ) = 0 0 Ju 0 0
I
0 0 0 —fie— X3H1T3L2 Jo
1t H2
/ I
0 —aup' I 0 a3p1T3l2 Q2 (1)
Y1+ p2

nos quais definimos:

(—aa(1 —p—q) +qma)(n1 + p2)(p3 + pa)n

h= (v2 + 5) (v + pa2)py, — Topn7s7rp)
Ty — kLM/lpT?)TT

(v1 + p2)py, — IappT3Tr

_ leri (v + p2)(ps + pa)ng mp

(Y2 + p5) (1 + p2) gy — Loprp’ Tarms)

Ja = (s + 1) oqn(l—p— Q)kL/(Vl tp) ] 052(],]43/L1(71 + MQ,)
(v2 + p5) (71 + p2)py, — Iapaprstr (m + p2)pyy — Ipnp' mirTs

s = kLl//JJIPT 1773

(11 + M2)#L1 — D p' i3

—azkepi1Ts

(71 + p2)pe + aspaTsly’

O polinémio caracteristico referente a J(P) é determinado por:

Ua(z) = Qs(2)Qs(2), (6.5.6)
nos quais:
r IoppraTr askri(m + p2)q o1
Qs5(x) = —————tx| || u3tpuat ; ; {*—1}—3? ;
(=) L i+ o (714 p2)pyy — Lpap'nirrs | L O
(6.5.7)
em que:
5= Y2 + s < r 12M1T3TTP> s + i + Oézkml(% + Mz)q: .
(1 —p—q)kr(ps + pa) Y1+ 2 (71 + p2)py, — Lopap' TirTs

(6.5.8)
O polinémio Q¢ é determinado por:

QG(.%') =z + A1I2 + Aox + Az (6.5.9)
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oz p173l2 / Lyap 17T
A= (et ) (- T2ap T )
' (,uc Y1+ 2 (Mm Y1+ 2 )
a3,u,17'3]2 / M1T1T7'3p/[2 agkcﬂ%73?[2
Ay =\ pe+———| |Hp1 — +
Y1+ p2 Y1+ 2 (71 4 p2) (71 + p2)pte + a3ty

askripup Tp Tl
(1 + p2)pyy — Lpap' 1irTs

ozkepiTilo / LyppmiTTs
(71 + p2) (pe(m1 + p2) + azpaTsls [Mm T ] *
agkpipaprirTsls < n 043#17312>
(v +p)piy, — parspmirla \'° T A pe )

As raizes do polindémio (6.5.6) sd@o determinadas pelas raizes dos polindémios (6.5.7)
e (6.5.9). Em relacao ao polindémio (6.5.9), perceba que todos seus coeficiente tém sinal
positivo, pois estamos considerando as condigbes impostas para se ter a positividade de L. e
L., respectivamente (6.5.1) e (6.5.2). Através da andlise feita pelo diagrama de bifurcagao
(5.6 e 6.5), devemos impor oz > Béh e recorrendo a Regra do Sinal de Descartes, podemos
concluir que todas raizes do polinémio (6.5.9) sdo negativas.

As demais raizes sdo determinadas pelas raizes do polinémio (6.5.7):

o+ DypapmTr
vy = i) + 2P
! Hr Y1+ U2

(6.5.10)

k /
[ s o)

(M1 + p2)pyy — Lpap' mirrs | \ 0

O sinal negativo de x; é devido a condigao (6.5.1). J& o sinal de z2 pode ser positivo
ou negativo. Uma condigao para que zs < 0 é:

ay < 6. (6.5.11)

Podemos agora mostrar que as raizes que sao maiores que os limitantes (6.5.2) e (6.5.1)

sao instdveis. Para isso, recorremos aos Critério de Routh-Hurwtiz. Se tomarmos Iy > I5*
o tltimo coeficiente do polinémio (6.5.9), As, serd negativo pois

! , I ! §
s Putee) e Dpp mirr

; 1 < 0.
P TITT3H41 Y1+ 2

De forma equivalente, quando I > T;, o polinémio (6.5.9) possui uma raiz positiva:

(11 + ¢
pvtpe) 1= gl ¢ PP

I, > Ir =
2 PTiT3 Y1+ p2
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com x1 > 0 o ponto se torna instavel.
Perceba que hd semelhanca entre os parametros (6.5.8) e (6.1.2):

Y n(l—p—q)ks (3 + pa) iy,
€

m_ﬁﬁwﬂi(HO@kwf)

§—_ Y2t ( / 12M1T37'TP> askriq
= - — ) |1+ ,
n(l—p—qke Y1+ p2 st ) [ Lopap 1773
/"L3 /’1/4 /"LLl (’Yl +,UQ)

Entretanto nao é possivel estabelecer uma relacao de desigualdade a principio, pois:

o> — Ly m3mrp
Y1+ p2
mas
askriq askriq
(s + H4)//L1 (s + 1a) ;o Igulp/TlTTg, '
S TS

Discutiremos esta situagao em breve.
Teorema 5. A estabilidade local do ponto Py é assequrada se oy < & e az > (.

Demonstragao. Sabemos do polinémio (6.5.10) que 29 <0< a3 < § e ag > th, pois ha
viabilidade bioldgica se as condigdes (6.5.2) e (6.5.1) sao respeitadas. O

6.6 Ponto P;: Coexisténcia das células infectadas

Neste ultimo ponto estaciondrio, vamos analisar a dinamica do sistema imunoldgico
com a existéncia de células infectadas por virus e células infectadas por protozoario. Dessa
forma, consideramos I; # 0 e Is # 0. Segue que:

T = |: M5 + 72
.=
arn(l —p—q)(ps + pa)

] (113 + pa + a2q Lye)

T — ( asT3k, B ) M1
‘ pe(y1 + p2) + asTsprlo aup’

/ .6.1
- _ ps + 2 / ki Tirp Tapn— (6.6.1)
L= Hp1 — =—— ——1I

g mian(ps + pa) L. Y1+ 2

(71 + ,u2)kc
pre(71 + p2) + azm3pils

C =
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Como nao hé sentido biolégico concentragoes negativas de células, devemos considerar:

_ k
Iie>0s AsT3fe > 1, (6.6.2)
fe(71 + p2) + asTspils
ou seja,
g:“4“+“9fm—¢]>b>0@a3>¢ (6.6.3)
Q3341 ¢
no qual ¢ é definido por (6.5.4).
Em relagao a I, temos:
- ' kri  Tirp Tapn—
L >0& ——= - ——""I | >0. 6.6.4
1 (Mm IL. "+ o 2 ( )

Ao substituir a expressao de L1, em (6.6.4), obteremos um polindémio de grau dois que,
devido a viabilidade biolégica, deve sempre ser positivo. Eis o polinémio:

I = Q1(I) = A3 + AsTy + As, (6.6.5)
nos quais,

azT3p (s + 72)71TP/73M1
qd mian(us + pa)(y1 + p2)’

M5 + 72 ' /
A2 = — ( 7 ) Yy :ICL + a3T3 U1 +
q 7'1H7’L(,U3 +M4) ( p 1 :U‘Ll)( 2 )

Ay =

| e+ p2) (5 + v2)Tirp T3 (043 B 1)
q Tipn(ps + pa) (1 + p2) ¢

M5 + Y2 —04417/ kr1 / Qg
Az = 1+ 2 ( ; ) + < — 1) )
(e + p22)) qrian(ps +pa)/) | m fi ih

O polinémio (6.6.5) deve ser positivo para dado Iz > 0, pois representa a concentracio
de I;.
Analisando os coeficientes do polinémio (6.6.5), temos A; > 0 e se ag > th entdo As < 0
e Az > 0, ja que por (6.5.5) éh > ¢. Assim, pela Regra do Sinal de Descartes temos duas
raizes reais positivas ou nenhuma rais real positiva. Caso a3z < ¢, teremos A; > 0, A3 <0
e Ay < 0 ou As > 0. Em ambos os casos teriamos uma raiz real positiva e outra raiz real
negativa. Por ultimo, se a3 > ¢ e th > ag, A1 >0, A3 < 0e Ay < 0 ou Ay > 0, assim
teriamos o caso anterior.

O ideal para o polinomio (6.6.5) seria ter raizes complexas ou as duas raizes negativas.
No caso de raizes complexas, o polinomio sempre seria positivo, ja que o polinémio (6.6.5)
tem concavidade para cima. Caso as raizes fossem negativas, terfamos a condicao de
positividade sempre garantida, pois como a concavidade é para cima e tomamos Iy > 0
sempre, desconsiderarfamos as raizes negativas, logo I; > 0. Entretanto, para que isso
acontega nao pode haver mudanca no sinal dos coeficientes do polinémio (6.6.5), fato que
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nao ocorre.

Dessa forma estaremos dependentes de outro polindémio, o que determina Ir. Veja
que a raiz (ou rafzes) I ao aplicadas no polinémio (6.6.5) deve (ou devem) implicar em
positividade.

Vamos analisar o valor do polinémio (6.6.5) no ponto I tal que L. = 0. O motivo
desta andlise é estabelecer se as raizes do polindémio (6.6.5) sao reais positivas (ou negativas)
ou complexas. A principio, sabemos que ag > ¢ (condigao (6.6.3)).

_ pe(n +pe) [as

Aplicando I = “2—— %2 [ 5

1] no polinémio (6.6.5) e fazendo arranjos algébricos
3731

obtemos:

Qr(I2) = — {Mcétl;:(igf :4)72)} [(Mplkm ({Oj - 1] + H11>:| <0.

Dessa forma, I esta entre as raizes do polinomio (6.6.5), que sdo positivas sob a con-
dicdo a3 > ¢. Devemos tomar Iy menor que a raiz positiva do polinémio (6.6.5) para que
Lic>0el; >0.

A componente I é obtida resolvendo a seguinte igualdade:

- —on(l—p— - -
[ <(M3 + pa)n(—a (1 —p—q) + QTH)) T + <TTpT3“’1> Ll =0. (6.6.6)
Y2 + W5 Y1+ 2

Ao substituir as expressoes de L. e I; em (6.6.6), obtemos um polindémio de grau trés.
Os coeficiente deste polindmio sdo extensos, por este motivo estdo expressos no Apéndice,
mas considere o polinémio para Io:

Qs(Tz) = BiTy’ + Boly” + BsTy + Bu. (6.6.7)

As raizes do polinémio (6.6.7) deve (ou devem) satisfazer:

I;:‘M{a?’—l]>lg>o e Q:(T3) > 0.
Q3T31 ¢

Através dos testes numéricos, que serao apresentados abaixo, concluimos que s6 existira
viabilidade biolégica quando a; > ﬁ{h eaqs > th. Dessa forma, vamos variar os parametros
de infeccao oy e as.

Nos testes seguintes, vamos determinar as raizes dos polindomios (6.6.5) e (6.6.7), o
limitante para condicdo biolégica de Ly, e I.
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A tabela 6.6 fornece os pardametros utilizados nos testes numéricos:

Tabela 6.6: Parametros para determinar as razes de Q7(I;) = 0 e Qs(I3) = 0.

7

pe pe B3 pa M5 B Bp He M 4 4 Tm e

02 0,2 02 01 0,18 0,2 0,2 0,2 0,05 0,4 0,2 1 0,01
T3 TiT TT p/ p ke ko1 o n 1-p-q q Tin kr

1 1 1 0,16 0,16 0,2 02 04 1 0,68 0,16 1 0,2

Lembrando que a condicao (6.6.3) deve ser satisfeita.

Considerando: a; = 0,61, az = 0,26, Bi* = 0,6268, B = 0,33 e I = 0,03846,

Raizes de I; | 2,2850 | -0,1840
Raizes de Ir | -4,2880 | 0,9623 | -0,1727

Considerando: a; = 0,62, az = 0,27, Bi" = 0,6268, B = 0,33 e I3 = 0,0740,

Raizes de I; | 2,2883 | -0,1517
Raizes de Iy | -4,26120 | 0,9808 | -0,1433

Considerando: a1 = 0,64, az = 0,29, 3" = 0,6268, B = 0,33 e I} = 0, 1379,

Raizes de I; | 2,2943 | -0,0939
Raizes de I | -4,2132 | 1,0152 | -0,0912

Considerando: a1 = 0,69, az = 0,34, B = 0,6268, Bi* = 0,33 e I} = 0, 2647,

Raizes de I | 2,3072 | 0,0199
Raizes de I | -4,1184 | 1,0880 | 0,0096

Como j4 dito, o polinémio (6.6.5) possui duas raizes reais positivas quando ag > B
Perceba que quando a3 < th, nao hé viabilidade biolégica para I, pois sua concentra-
¢ao se torna negativa. Apenas quando ag > th existem ambas raizes, obtemos uma raiz
para o polindémio (6.6.7) menor que a menor raiz do polinémio (6.6.5), assim a condigao
Q7(L2) > 0 é satisfeita.

Como estamos trabalhando na regiao biologicamente vidvel 2o, positivamente invari-
ante, as raizes negativas de I sao instaveis, pois uma vez que tomamos pontos no interior
de 9, o fluxo se mantém em €.

Vamos aplicar o ponto P3 = (L, L1, I1, C, I2) na matriz Jacobiana:
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T 0 Ji 0 Jo
0 .]3 J4 0 J5
I 1) (1)) —and/(@u(E2) 0 0 ’
J(P3) = o ATl
317312
0 0 0 —pe———— J
p Y1+ K2 0
) I
. - 0 X3p1T3L2 0
Y1+ @2

em que:

r —ar(l—p—q) +qrg (¢ Tian(us + pa ' prarrly
Jo = —pg, + ( 7 ) ( ) Q1(l2) + ————
qTIH s + 72 Y1+ p2

qTH aoq T3k,
e () e s
a1(1—p—q) agp’ \ pre(y1 + p2) + azTspil

B papT3Tr (Y2 + fi5) a2q p azTske

Jo = p3 + a4 + ; -1

a1 (1 —p —q)n(ps + pa) (1 + p2) ogp’ \ pre(m1 + p2) + asmzpn I
Ja aukrip 1

= —
1 a373ke 9
pre(1 + p2) + azr3pila
T = (43 + pa)ng Tomin [ azTske B 1]
aup’ (v2 + ps) pre(71 + p2) + azr3pilz

Iy = piTTT3 [ a3 Tske _ 1]

ag(y1 + p2) | pe(y + pe) + aszrap o

agkepi173

Jg = —

(71 + p2)pte + azp3ls

O polinémio caracteristico é determinado pelo determinante de J(Ps):
(133(513) = —2° + A1$4 + Dl.%'g + DQQJZ + D3x + Dy (6.6.8)

Dy = As + As + Ay
Dy = AsAg + A7 + Ag + Ag + Aqg
D3 = A1 + A + A1z + A17A16 + A14Ass

Dy = A1g + A19Aag + Az1 Aga.

Os coeficientes do polindémio (6.6.8) estao definidos no Apéndice.

Conjectura 4. O ponto P3 € local e assintoticamente estdvel se cg > B{h e az > B§h.
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Demonstracao. De fato, como ja explicitado nos testes numéricos, temos que s6 hé a pos-
sibilidade de existéncia de I; e Iy se a; > B e az > ﬁéh. A verificacao de que os
autovalores tém parte real negativa segue abaixo via simulagoes numéricas. Lembrando
que ag > ¢ = 0,25 (condigao (6.6.3)):

e Tomando a; = 0,6, az = 0,26, 8" = 0,627 e 34" = 0,33

€ To T3 X4 Ty
0,182 | 0,041 | -0,11140,0239i | -0,111-0,0239i | -0,336
e Tomando a; = 0,62, az = 0,28, Bi" = 0,627 e B = 0,33
T 4] T3 Ty Ty
0,185 | 0,0435 | -0,114+0,022i | -0,114-0,022i | -0,344
e Tomando a; = 0,63, a3 = 0,29, Bi" = 0,627 e B = 0,33
11 X9 T3 Ty Ts
0,187 | 0,045 | -0,1154+0,021i | -0,115-0,021i | -0,348
e Tomando a; = 0,68, a3 = 0,34, Bi" = 0,627 ¢ A" = 0,33
11 X9 T3 Ty Ts
-0,001 | -0,196 | -0,100+0,183i | -0,100-0,183i | -0,189

6.7 Discussoes

Como no capitulo 5, faremos nesta se¢ao comparacoes dos pontos de equilibrio segundo
aspectos qualitativos. No modelo estudado neste capitulo, MIC, obtemos dois limiares:
th (6.1.2) e B (6.1.3). Dependendo dos valores tomados por aj e ag, podemos mudar a
estabilidade de cada ponto estacionario.
No primeiro ponto analisado nao hé presenca de células infectadas por virus e proto-
zodrios, dessa forma os linfocitos T CD8 nao foram ativados, logo os termos de proporci-
onalidade dos linfécitos L1y e Lir sao p=q =0 (4.2.4). Segue que:

o (2t ps)ig B ph = pe(v1 + pi2)
3 ket3

= -— = —ath
Y on(l—-p—qky !

=ag'.
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Ja o ponto P, representa a presenca de células infectadas por virus e auséncia de células
infectadas por protozodrio. Assim ocorreu apenas a ativagao de Lip, q # 0. Entretanto,
néo ocorreu a ativacio de Ly, logo p' = 0. Uma das condicdes de estabilidade é az < §**,
onde §** é dado pela equacao (6.4.9). Temos que 3** > th (desigualdade 6.4.11). Esta
condi¢ao nao nos diz nada a respeito de ag e ﬂgh, pois até o momento consideramos p/ #0.
Agora com p = 0:

Bth = g = (n Zuz)uc — o,
cT3

portanto az < B = ** com p =0.

No ponto Ps, temos auséncia de células infectadas por virus e assim nao ha ativagao de
Lig, logo ¢ = 0. Como h4 presenca de células infectadas por protozodrios, Lip é ativado,
logo p’ # 0. Uma das condigoes de estabilidade local foi dada por a; < 8. Considerando
q, = 0 temos que:

_ Y2 + s + DuTsTrp th _ Y2 + s
0= ————— | — ———— <Pr = ’
n(l—p—qke Y1+ 2 n(l—p—qky

logo a1 < ﬂfh.
O ultimo ponto, P3, que representa a co-infeccdo, mostra que o sistema imunolégico
ativou as principais células de defesa, L1 e Lig. Dessa forma ¢ #0e P # 0. Portanto:

th Y2 + W5 042/41161/ th _ (y1 + p2)phe) Oé4kL1p/
1 — 1+ 7 € 3 — —— [ 1+ — | -
n(l—p—q)kr (p3 + pa)piy, kets oy 1

Vamos fazer simulagoes numeéricas para obter mais informagoes sobre o comportamento
dinamico do modelo em torno dos pontos estaciondrios.
Serao consideradas duas situacoes:

e expansao clonal de Ly, 777, acima de fh;
e expansio clonal de Ly, 7}, abaixo de 8

Isso se faz necessarios pois, ao estudarmos a estabilidade do ponto P, auséncia de
células infectadas por T. cruzi, foi constatado que a expansao clonal de Ly é um fator
que influencia na infec¢ao por virus, pois quando 77; > ﬁh o sistema imunolégico consegue
manter baixa a quantidade de células infectadas por virus, devido ao grande nimero de
linfocitos T CD§ ativados (diagrama 6.3). Assim quanto mais células infectadas por virus,
maior é o ntimero de linfocitos T CD8 e, logo, o controle sobre virus. Entretanto, quando
T < Bih o sistema imunolégico nao estd preparado a ponto de controlar o crescimento de
células infectadas por virus e assim o nimero de células infectadas cresce.

A primeira simulacao serd feita no caso em que 77; > Bih. figura 6.8. A tabela 6.7 foi
utilizada para fazer tais simulagoes.
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Tabela 6.7: Valores dos parametros para grafico para analise qualitativa e quantita-

tiva de MIC.

TiT 251 NJ,Ll e 2 J2E] 4 M5
1 02 02 02 02 0,2 0,1 0,3

M;; N; kr ke ky, 7 e%) M1

0,2 02 02 02 0,2 0,05 0,4 0,1

V2 TH T T3 Ts I-p-q q n

0,01 1 1 1 0,68 0,16 1
by C p TIH pl q/ oy ki

0,001 04 0,16 1 0,16 0,16 04 0,1

oc“h<|3'1h<1:;_‘

Raizes de |,
v

Figura 6.7: Diagrama de bifurcacdo para raizes de Qi(I;) = 0. Caso em que o}’ =

0,91, 75 = 1,17 e Bt = 1,11.
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)

0,45

Taxa de infeccao por protozoario ()
o
ES

thi
By

. .
8 gl 1,12 1,14 T
Taxa de infecgao por virus (oz‘)

Figura 6.8: Comportamento qualitativo e quantitativo dos pontos estacionarios-MIC.
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Ao estudarmos o diagrama 5.3 da se¢ao 5.4 (figura 6.7), obtemos uma regiao em que
haviam duas raizes biologicamente vidveis em que uma era estavel e a outra instavel. Tal
regido era determinada pelo intervalo [B, 8{"] (B=1,08). Lembrando que a raiz do ramo
superior é atratora segundo o ponto inicial escolhido. Logo, as coordenadas do ponto inicial
na simulagao numérica serao escolhidas em funcao das raizes do ramo superior e inferior,
ou seja, vamos tomar a componente I; como raiz do polinémio (6.4.4) e as demais sdo
dadas pelo ponto Py = (L, L1, I1,C,0) (secdo 5.4). A coordenada de I serd tomada de
forma independente, pois em P; temos Iy = 0.

Considerando o caso em que a3 < B e ag < ﬂ§h temos a estabilidade de F,, nao
importando o ponto inicial. Tomando a1 < B e ag > th , temos a estabilidade de P», nao
importando o ponto inicial.

As mudancas das regioes de atracdo comecam quando tomamos a1 > B, regidao que na
figura 6.7 aparecem duas raizes vidveis. Considerando ag < th e B<a< B{h podemos
ter Py ou P; atratores. O ponto atrator é definido através da escolha da condicao inicial
para I». Na segao 5.4 do capitulo 5, concluiu-se do diagrama 6.3 que no intervalo [B, {h]
as raizes do ramo superior eram atratoras, do ramo inferior repulsoras e trivial atratora,
ou seja, poderfamos ter P; ou Py, ja que Iy = 0 era tomado com condicdo inicial. Assim, a
condicao inicial era a condi¢do que determinava qual seria o ponto atrator. Considerando,
agora, Io > 0 inicial pequeno, o ponto atrator serd P;. Se I, inicial é relativamente grande,
Py sera o atrator.

A influéncia da escolha da condicéo inicial nesta regiao, no comportamento da solucgao,
é explicada da seguinte forma: dado ponto inicial de I» > 0 pequeno, hd um estimulo
pequeno aos linfocitos T CD8 e, dessa forma, as células infectadas por virus conseguem
se manter no organismo. No caso em que a concentracao de Iy é grande, ou seja sua
concentracao, o estimulo aos linfdcitos T CD§ é suficiente para estabelecer uma resposta
contra as células infectadas por virus e assim elimina-las. Como as condigoes para que
haja I, # 0 nao é satisfeita, az > S, mesmo tomando um I inicial muito grande, termos
apenas P; ou Ps.

Uma situagdo interessante ocorre quando estamos na regido of > a; > B e ag > B4
Lembrando que B foi determinado através de simulacbes numéricas na secao 5.4. Nesta
regiao podemos ter P; ou P, atratores. Como anteriormente, a condicao inicial determina
qual sera o ponto atrator. Considerando, ainda, as raizes do ramo superior ou ramo inferior
do polinémio (6.4.4), diagrama 5.4 figura 6.7. Caso seja tomado a condigao inicial como as
coordenadas em funcao do ramo inferior e I inicial pequeno, teremos o ponto P; atrator.
Neste caso, as coordenadas do ponto P; sdo dadas em funcao da raiz do ramo superior.
Entretanto se I é grande, teremos P, atrator. O mesmo se repete tomando as raizes do
ramo superior, se Iy é pequeno, teremos o ponto P atrator. Se I» é grande, teremos o
ponto P, atrator. As coordenadas novamente de P; sdo em func¢éo da raiz do ramo superior.
Biologicamente, se I inicial é grande, os estimulos aos linfocitos T CD8 sao suficientes
para que ocorra a eliminacao de células infectadas por virus, mas nao as células infectadas
por protozoario, pois uma condicao necessaria para a existéncia de células infectadas por
virus é a; > th. Entretanto, quando I inicial é pequeno, os estimulos sao pequenos aos
linfocitos T CDS8, mas suficientes para eliminar as células infectadas por protozodrio.

A mesma situacao temos quando a; > B{h e ag > ﬁéh, temos P; ou P, atratores. A
condicao para que o ponto Pj seja atrator é a; > ﬁfh e a3 acima da curva simulada (figura
6.8).
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A figura 6.10 mostra a simulacao no caso em que 77 < Bih. A medida que «a; cresce,
com valores maiores que ﬁ{h, os valores de I crescem também.

Raizes de |,
w

051

Figura 6.9: Diagrama de bifurcacdo para raizes de Qi(I;) = 0. Caso em que ol =

0,91, 75 = 1,066 e 8" = 1,11.

0,335 T

Taxa de infecgao por protozoario ()
\
\

0,331 4

. . . . . . . . .
ﬁl‘h 1,12 1,13 1,14 1,15 1,16 1,17 1,18 1,19
Taxa de infecgao por virus (oz‘)

Figura 6.10: Comportamento qualitativo e quantitativo dos pontos estacionarios-
MIH.

Neste caso a expansao clonal é menor que ﬂ{h. Por este motivo as células infectadas
crescem, como descrito no diagrama 5.2 da secao 5.4, figura 6.9. A figura 6.10 mostra que
devido a uma expansao clonal menor que Bﬁh, a situacao de co-infeccao se tornou mais
dificil, pois a deve ser maior que seu limiar e 8**.

Na regiao em que a1 < ,th e ag < /Bﬁh temos Py independente da condi¢ao inicial. Em
ay < th e az > th temos Py atrator independente da condigao inicial escolhido.
Tomando a; > th e ag > 5§h, mas inferior aos pontos simulados vermelhos na figura
6.10, temos o ponto P; atrator, independente da escolha da condig¢do inicial. A condicao
para termos P3 atrator é a; > B{h e ag superior a curva simulada vermelha, figura 6.10,
independente do ponto inicial escolhido.

Nesta situagao, 77 < B{h, como ha uma expansao clonal menor, hd uma quantidade
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menor de linfocitos T CDS§ especificos para atacar células infectadas por virus. Dessa forma
é malis propicio o crescimento de células infectadas por virus, que consequentemente, faz
com que os linfocitos T CD8 crescam. Isso faz com que o ataque as células infectadas por
protozoario sejam rechacadas. Assim, a regiao de co-infec¢do se torna mais “estreita’.

6.8 Eficiéncia do sistema imunolégico

Vamos fazer uma anélise da resposta do sistema imunolégico, que mostrara quais devem
ser as repostas imunoldgicas para que o organismo consiga rechagar a infeccdo. Dessa forma
vamos considerar:

1—p—q)k 1
Flag,a2) = Ry, = % = alng P— ks 7 , (6.8.1)
1 pr (2 + pis) askri1q

L
g (s + pa)

em que F estd definida em A = {(z,y) € R?> : & > 0,y > 0}. F representa o progresso da
infeccao viral em funcao dos pardmetros de infeccao do virus e eficiéncia de linfocitos T
CD8, ataque de células infectadas por virus.

Sabemos que, se R,;, > 1 a infeccao viral ird progredir. Caso R,; < 1, o organismo
consegue estabelecer uma resposta eficiente (interpretacao de (6.2.1)). Por estas razoes,
vamos analisar a curva de nivel F(a1,as) = 1 e assim determinar relagoes mais precisas de
entre o e ao:

an(l—p—qkr _ 14 askr1q
Wy (v2 + us) iy (ps + pa)

F(al,OzQ) =1=

Vamos colocar as em funcao de a1 para que, dado parametro de infecgao viral, saibamos
qual deve ser a resposta imunoldgica para que F(ai,az) < 1. Logo,

’ 1 _ _ k; /
s = Fi(a1) = pry(ps 4 pa) [oan(l —p— q)kg 1l = fipy (s + pa) [O‘tlh _ 1] . (6.8.2)

kriq (V2 + ps) kriq

A fungio F estd definida em A; = {x € R : z > ol"} (z deve ser maior que ot pois

a9 > 0).
Como F; é uma funcao linear, a regiao acima da reta F} representa a eficiéncia do
sistema imunoldgico, fazendo com que R,;, = F(aj,a2) < 1. Portanto, a infecgao é

controlada e pode até ser eliminada. J& a regiao abaixo da reta F}, representa que o
sistema imunoldgico nao conseguiu conter o avanco da infecgao, logo esta se estabelece no
organismo.
Observe que:

m_ M2+ ps)

Y n(l-p—q)kL
cresce se o efeito do medicamento contra o virus HIV é eficiente, ou a taxa de mortalidade
do wvirus HIV cresce. A tnica intervengao de fato que podemos fazer é em -3, 0 medica-
mento. Segue que quanto mais eficiente é o medicamento e/ou maior a mortalidade dos
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virus, maior é oz'ih, sendo mais dificil o parametro «; atingir valores para chegar na regiao

abaixo da reta Fj.

Uma forma de analisar o crescimento de F; é o coeficiente angular. Dessa forma, de-
terminaremos qual parametro é mais sensivel ao crescimento/decrescimento do coeficiente
angular, ou seja, qual parametro tem maior influéncia.

Como F} é continua e derivavel em A, podemos definir sua derivada. Definimos:

dFy(a1) _ pipy (ps + pa)n(l —p — q)kr,
doy kraq' pr(v2 + ps)

(6.8.3)

Assim, a equagao (6.8.3) decresce quando 7 cresce, dado que este é o inico parametro que
temos um certo controle. Entretanto, o crescimento de 5 garante que o coeficiente angular
ird diminuir mas as chances de livrar o organismo da doenca sejam maiores é duvidoso, pois
o tratamento é dificil e depende da adaptacao de cada organismo. E fato que o tratamento
é extremamente complexo. O individuo que ¢é aidético toma um coquetel de medicamentos,
uma combinacao de pelo menos trés antirretrovirais, sendo dois de classes diferentes [34].

De forma andloga, vamos estabelecer a seguinte funcao para infeccao por T. cruzi e a
eficiéncia de linfécitos TCDS8 especificos:

k 1
Glaz,oq) = Ryp, = % = 28T -~ (6.8.4)
3 Nc(’}/l + MQ) 14 agkrip
HrLip

em que G estd definida em B = {(z,y) € R?: 2 > 0,y > 0}. G representa o progresso
da infeccao pelo Tripanossoma cruzi, em funcao da taxa de infeccao pelo protozoario e a
eficiéncia dos linfocitos T CDS8, ao atuar contra células infectadas pelo protozoario. Vamos
proceder da mesma forma, tomando a curva de nivel G(as,aq) = 1, pois sabemos da
interpretagao de 6.2.2, que Ry, > 1 indica que o protozodario tem progresso na infeccao e
se estabelece no organismo. Caso R;;, < 1, indica que o sistema imunolégico conseguiu
estabelecer uma resposta eficiente a infecgao.

Assim,
a3 a3k Oz4k‘L1p/
Glag,ay) =1 —F=—""— =14+ ———,
( ) éh pre(y1 + p2) Hripl

Vamos definir uma fungao em que a4 estd em funcao de ag, pois assim dado forca de
infeccao por parte do T. cruzi, saberemos o quanto deve ser a atuacao de linfdcitos T CDS8
para controlar ou eliminar a infecao:

pram [ astske } P [as ]
ay = Gi(ag) = ; —1| = ~|— -1, 6.8.5
! as) krip |:,Uc('71 + p2) kpip | ¢ ( )

em que G é definida em By = {z € R:x > ¢} e ¢ é descrito por (6.5.4).

Como no caso anterior G é uma fungao linear, logo, temos duas regioes. A regiao acima
da reta GG1, representa a auséncia de células infectadas por T. cruzi, ou seja, auséncia de
T. cruzi, pois o sistema imunolégico conseguiu oferecer uma resposta eficiente. A regiao
abaixo da reta (1 representa a presenca de T. cruzi, ou seja, o sistema imunolégico nao
conseguiu oferecer uma resposta eficiente para combater a infeccao.
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Da mesma forma:
Mc(’YI + ,UQ)
T3kc

o=

9

podemos apenas intervir em ¢, para que ele cresca aumentando o parametro 7, eficiéncia
do medicamento anti T. cruzi. Consequentemente se o medicamento for eficiente, fard com
que u2, taxa de mortalidade de T. cruzi cresca.

Vamos analisar o crescimento de GG1 por seu coeficiente angular. Como G é continua
e derivavel em Bj, podemos analisar sua derivada:

dGy _ fi7 1 p1Tske
das  pe(y1 + p2)krip’

(6.8.6)

Analisando a igualdade (6.8.6 uando v cresce o quociente decresce. Como ~; é um
b

parametro que indica a eficiéncia de medicamento, no combate ao T. cruzi, e é o iinico que

temos um certo controle.

6.9 Consideracoes aos limiares

Alguns virus persistem in vivo no organismo humano até que a imunidade sofra uma
queda. Este comportamento é denominado laténcia. Por exemplo, o virus do herpes. O
virus do herpes simples, herpes labial, apds sofrer com uma resposta eficiente do sistema
imunoloégico, persiste em estado latente nos neurénios sensoriais. O organismo nao o “en-
xerga”, pois os neurdnios conduzem poucos niveis de moléculas MHC de classe I, tornando
mais dificil os linfécitos T CD8 reconhecé-los [30].

De forma parecida, o virus HIV permanece em estado latente no organismo humano.
Segundo [31], o virus HIV permanece latente na medula ssea. Assim, como o virus da
herpes, virus HIV torna-se a replicar quando o sistema imunolégico sofre uma baixa.

Embora os pacientes com defeitos de células B possam enfrentar muitos patogenos, os
pacientes com comprometimento de células T sao altamente suscetiveis a uma variedade
maior de agentes infecciosos. As causas de defeito da formacio de células T sao vérias.
Podemos destacar defeitos genéticos, como é o caso dos portadores de imunodeficiéncia
combinada grave. Em tais portadores desta imunodeficiéncia, as células T falham em se
desenvolver, devido a uma mutagao na cadeia v comum a diversos receptores de citocinas
[32].

No inicio da infeccao por virus HIV, o organismo nao esta pronto para estabelecer uma
resposta imunoldgica eficiente, pois nao possui células de memoria. Dessa forma, vamos
considerar o caso em que a taxa de eliminacao de células infectadas por virus HIV é nula,
ag = 0, ou seja, o organismo nao consegue estabelecer uma resposta eficiente para comba-
ter o virus HIV. Neste caso nds temos a ativacao dos linfocitos T CDS.

Temos: )

m_ _(2tus)en o
! n(l—p—aqkL b
Segue que R,; = R,. Para que o virus tenha progresso no organismo, a for¢a da infeccao

deve ser menor, facilitando sua disseminacao. O inicio da infeccao viral é desencadeada
quando a; > ot
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E mais complicado fazer uma comparacao de eficiéncia entre Ry (equagao (5.2.2)) e Ry,
(equagao (6.2.2)). Quando o organismo estd despreparado, ou seja, suscetivel as infecgoes,
os linfocitos B e linfocitos T CD4 nao foram ativados, dessa forma b; = oy = 0 e chegamos
na igualdade:

azTske
Mc(’)/l + /~L2) )

Se pensarmos no contexto bioldgico apés uma queda do sistema imunolégico, princi-
palmente na concentracao de linfécitos T CD/, a replicacdo de T. cruzi se inicia. Supondo
que o organismo sé ird “enxergar’a presenga de tripomastigotas (formas circulantes de T.
cruzi) quando sua concentragao for alta, teremos uma ativagao de linfécitos T e linfécitos
B.

Supondo que a ativacao de linfocitos T especificos na atuacao contra células infectadas Iy
ainda nao tenha ocorrido, p/ = 0, entao temos:

Ry, = Ry =

th — He(1 + p2)

bydkyp, ¢
1 1dkppy, S g = H (71 + p2)

1
* T3k

Take p2(pigpay, — Tsdqkr)

)

assim, em um estagio inicial da reativagao da Doenca de Chagas, o T. cruzi deve resistir
o ataque de linfdécitos B. A tendéncia é uma reabilitacao do sistema imunoldgico, princi-
palmente por parte dos linfdcitos T, que apdés uma infeccao prévia, estarao pré ativados.
Entretanto, a infecgao viral é o grande entrave de L. e Li.. Assim a longo prazo teriamos
uma queda na eficiéncia de Li. (ay), pois sao pouco ativados por L.. Consequentemente
as células células B também serao pouco ativadas.
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Conclusoes

O sistema imunoldgico é, de fato, extremamente complexo. Existem intimeras varidveis
que interagem entre si e, que de certa forma, influenciam na resposta imunolégica. A de-
pender das células envolvidas e do tipo de infeccao, o organismo estabelece uma resposta
especifica.

Apbs a construgao do primeiro modelo (4.1), mais completo e complexo, fizemos vérias
simplificagbes e obtivemos dois submodelos: modelo da Imunidade Humoral e modelo da
Imunidade Celular. A anilise de estabilidade de tais modelos foi fundamental para extrair
informagdes do comportamento dindmico das imunidades.

Analisando o modelo MIH, obtivemos quatro cendrios que descrevem a din&mica deste
modelo em torno dos pontos estacionarios. Dois importantes limiares, ao analisar o ponto
trivial, foram determinados. Esses limiares, atlh e ozgh, apresentados respectivamente por
(5.1.5) e (5.1.6), sao parametros que dao a qualidade de cada ponto estaciondrio (esté-
vel/instdvel). A andlise de estabilidade local nos permitiu estabelecer as condigoes neces-
sarias para que ocorressem as infecgoes ou co-infecgoes.

No caso em que nao ha presenca de células infectadas por virus HIV e T. cruzi, concluiu-
se que o ponto Py, situacdo em que nao ha infeccao, é local e assintoticamente estavel se
o numero médio de virus e protozodrios secundarios é menor que um, ou seja, R, < 1
(a1 < al?) e Ry < 1 (a3 < alf). Na situagdo em que ha presenca de virus HIV e nao hé
presenca de T. cruzi, concluiu-se que o ponto P; é local e assintoticamente estavel se R, > 1
(1 > alf) e Ry <1 (a3 < a® < afl), ou seja, a infeccio viral evolui através das infecgdes
de linfécitos T CD4 nao ativos por virus, enquanto que a infecgdo pelo protozoario nao
se estabelece. Neste ponto, pode-se verificar que quando a; > oztlh, temos agh > o™ 0O
ponto P» representa o estagio em que ha T. cruzi circulante e ndo ha células infectadas por
virus HIV. O ponto P, é local e assintoticamente estével se R, < 1 (o < aﬁh) e Ry > 1
(g > aéh), ou seja, ha uma evolucao na infeccdo do protozodrio, entretanto o virus nao se
desenvolve.

O ponto da co-infecgao, presenca de virus e protozodrio, é o estagio clinico critico. Ha
replicacao viral e do protozodrio no organismo. Isso mostra que o sistema imunolégico
humoral ndo conseguiu estabelecer uma resposta eficiente diante de ambas infecgoes. O
ponto P5 é local e assintoticamente estdvel se R, > 1 (g > atlh) e Ry >1 (a3 > agh).

Através das simulacoes numeéricas, podemos concluir que a infeccao viral facilita a co-
infecgao pois, nao necessariamente os parametros de infeccao, oy e as, devem ser maiores
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que seus respectivos limiares para ocorrer a co-infecgao, como visto na figura 5.5. Reci-
procamente, o protozoario também “ajuda’o virus, mas nao na mesma intensidade. Isso
ocorre pois o virus HIV infecta as células L., linfécitos T CD4, que ativam outras células
de defesa. Assim, nao ha ativagao e o sistema imunolégico torna-se inécuo. Logo, o proto-
zoario da inicio ao processo de reativacao.

O protozoario determina um estdgio de morbimortalidade.

O modelo MIH apresentou, de forma simplificada, que a imunidade humoral é muito
importante para reativagdo da Doenga de Chagas. A imunidade humoral é a primeira
resposta que o sistema imunolégico oferece. Caso este resposta nao seja suficiente para
eliminar a co-infeccao, a imunidade celular torna-se essencial.

O modelo MIC aborda a co-infeccdo com a resposta imunoldgica dos linfocitos T CDS8
citotéxicos, células que produzem citocinas para eliminar células infectadas. Assim, ocor-
reu uma ativacao de células linfdcitos T CD8 e a infecgao pelo protozodrio é vista, apenas,
de forma intracelular. Logo, o protozoario estd no interior de células alvo.

Assim como no modelo MIH, o modelo MIC possui dois limiares que determinam a
estabilidade dos seus pontos estacionérios, Bih e Bih, apresentados respectivamente por
(6.1.2) e (6.1.3). Analogamente ao modelo MIH, ao analisar a estabilidade local dos pontos
estaciondrios, constatou-se que a presenca de células infectadas por virus HIV e/ou proto-
zoario 1. cruzi estd ligada ao fato de a1 > th e/ou ag > ﬁ§h.

Em B{h e th, aparecem a acao de linfdcitos T CD8, além de anticorpos. Ja em aﬁh e
aéh aparece a acao de anticorpos.

O estégio clinico da auséncia de células infectadas por virus HIV e T. cruzi, represen-
tado por Py, é local e assintoticamente estavel se R,;, < 1 (a1 < B{h) e Ry, <1 (a3 < ﬁ};h).
Isso significa que, o sistema imunolégico conseguiu estabelecer uma resposta imunoldgica
eficaz. O seguinte ponto, Py, representa a presenca de células infectadas por virus HIV e
auséncia de células infectadas por protozoario. Este ponto ¢é local e assintoticamente estavel
se Ryr, > 1 (g > ﬁfh) e Ry, <1 (a3 < 5**). Neste estagio clinico, a expansao clonal de Ly
é importante pois, caso esteja acima de B{h, a concentracao em estado estaciondrio de I
se mantém em uma concentragao baixa, diagrama 5.3. Isso ocorre pois, a concentragao de
L. cresce e consegue estabelecer uma resposta para controlar o I;. Caso a expansao clonal
de Ly seja menor que B{h, a concentracao em estado estacionario de I cresce. Neste caso,
a resposta nao ¢é suficiente para controlar o desenvolvimento do virus, ja que nao houve
uma expansao de Ly adequada.

A auséncia de células infectadas por virus HIV e presenca de células infectadas por
T. cruzi é determinada por P». Neste estagio, contatou-se que a concentracao em estado
estaciondrio de T. cruzi é controlada por Lip, linfocitos T CDS8 especificos para combater
Is. Assim, quanto maior é Ty, expansao clonal de Lir, maior é o nimero de linfécitos T
CDS§ eliminando I3, diagrama 6.5.

O ponto que representa a co-infeccao, P3, presenca de células infectadas por virus e
presenca de células infectadas por protozodrio. O ponto Ps é local e assintoticamente esta-
vel se Ryp > 1 (a1 > th) e Ry, >1 (s> ﬁéh). Assim, a imunidade celular nao conseguiu
estabelecer uma resposta eficiente para combater as infecgoes, logo, ambas se estabelece-
ram.

O estudo da eficiéncia de parte do sistema imunolégico nos permitiu identificar outros
parametros importantes e tracamos relagoes entre parametro de infeccao e eficiéncia de
linfécitos. Através da curva de nivel de F' (equagao (6.8.1)) comparamos valores de «; e
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ag e chegamos a conclusao de que quanto menor for a inclinacao de F; (equacao (6.8.2)),
sua derivada, mais dificilmente a infeccao viral se estabelecerd no organismo. A inclinagao
de F} estd ligada principalmente a mortalidade do virus, us, e a eficiéncia do medicamento
2. Dessa forma, quanto maior a eficiéncia do medicamento mais facilmente o sistema
imunolégico conseguira eliminar a infecgao. O parametro do medicamento é o tinico sobre
o qual temos um certo “controle”.

Analogamente, tracamos uma relacao entre ag e oy, parametros de infeccao do proto-
zoario e eficiéncia de linfécito T CD8 respectivamente. Através da curva de nivel de G
(equacao (6.8.4)), determinamos G (equagao (6.8.5)). O comportamento de G é seme-
lhante ao de F}. Devemos minimizar a inclinacao de G1, sua derivada, pois quanto menor
for mais dificil serd estabelecer-se a infeccao pelo protozoario. O medicamento no combate
ao T. cruzi, 71, também aparece na derivada de G; e quanto mais eficiente for, menor
serd a derivada. A mortalidade do protozoario, s, esta ligada com a eficiéncia do sistema
imunolégico pois quanto mais eficiente for, maior sera a mortalidade.
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Capitulo 8
Apeéendice

Neste apéndice apresentaremos os critérios de Routh-Hurwitz, as regras do sinal de
Descartes, os coeficientes do polindmio 77 e 77.

8.1 Routh-Hurwitz

A estabilidade de equagoes diferenciais ou sistemas de equagoes diferenciais é dada
pela anélise das raizes de um polinémio. A analise de estabilidade estd relacionada com o
sistema linear na forma vetorial:

dx
= A 8.1.1
o = A (8.1.1)

em que A é a matriz do sistema linearizado, isto é, a matriz Jacobiana. As solugbes sao
obtidas fazendo:

T = xoe’\t,

de 8.1.1, sendo zg um vetor constante e A o autovalor que é raiz do polindbmio caracteristico

P(\) = |A— Al =0, (8.1.2)

em que I é a matriz identidade. A solugao x = 0 é estavel se todas as raizes A do polinémio
caracteristico estao no lado esquerdo do plano complexo, isto é, Re(A) < 0. Caso isso se
verifica, entdo x — 0 exponencialmente quando ¢t — 0o, assim z = 0 é estdavel por pequenas
pertubagoes lineares.
Suponha um sistema de n equagoes. O polindmio caracteristico pode tomar a seguinte
forma geral:
PA) =N+ A"+ ... +a, =0,

onde os coeficientes a;, ¢ = 0, 1, ..., n sdo todos reais. Vamos tomar a,, # 0, pois caso a, = 0
terfamos A = 0 como raiz e P(\) grau n-1. As condigoes para que os zeros de P(\) tenham
Re()\) < 0 sao exigidas sobre os coeficientes a;, i = 0,1, ...,n. As condigbes sao necessarias
e suficientes, tais condigoes sdo descritas pelos critérios de Routh-Hurwitz [36].
Tais condicoes exigem:
Dy =a1 > 0,
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aj as
ay a3 as 1 as a4
ap as
Dy = >0, Ds=| 1 ay as | >0, Dy=| 0 a1 az - |>0,
1 as
0 al a3
0 O LY a;k
k=1,2,...,n.

Exemplo: Considere P(\) = A% + a1\? + ao\ + a3 = 0. As condigdes para Re()\) < 0
sao,
ar >0, az>0 e ajas —a3z>0.

8.2 Regra do Sinal de Descartes

Teorema 6. Dado um polinémio com coeficientes reais, o numero de zeros reais positivos,
p, desse polinémio ndo excede o numero v de variacoes de sinal dos coeficientes. Além
disso, v-p € inteiro, par e nao negativo [35].

Exemplo: Seja p(z) = 22° — 3z* — 423 + 2 4+ 1. Veja que hd duas mudancas de sinal,
de 2 para -3 e de -4 para 1. Assim pela Regra do Sinal de Descartes, temos v=2. Como
v-p ¢ inteiro, par e nao negativo, p=2 ou p=0.

8.3 Coeficientes dos polindmios 6.6.7 e 6.6.8

@3(1’) = 2P -+ A1x4 + Dla:3 + DQ.ZL’Q 4+ D3x + Dy,
em que:
Dy =Ay+ Az + Ay
Dy = As5Ag + A7 + Ag + Ag + Aqp
D3 = Ay1 + Aro + A1z + A17A16 + A14415
Dy = Aig + A19Agg + Az1Asa.

Os coeficientes de 6.6.8 sao definidos por:

o prrTsls astsinly  oup'ky | n(us 4 pa)(—oa(1—p—q) + qma)Q1(L2)
Al =—pp+———— —pe — — + ,
Y+ pe Y+ pe p1Bi Y2 + i
/ 717131 a3l asp'k 20 rirr3 o B
A2——[ML—W]( I 33#12) 14 4p Rr1 | PP TiTT3l2D1
Y+ p2 Y1+ p2 1By "+ p2
A, — Qs+ pa)ng g Bi(Q1(l2) a2p272k, ‘
aup’ (2 + p5) (71 + p2) (pe(m1 + p2) + azmapila)’
a1(l —p—aq)n + I o 'B T —a1(l —p —
A — 1(I—p—q)n(us + pa)Q1(I2) s 4 g 4 (22 By [q 7 —a1(l—p—q) .
Y2 + U5 Qup ar(l1—p—gq)

caap k. azmuly

(13 + pra)nQ1(I2)
_l’_
Bypa M+ p2

p—r (—a1(l—p—q) +qmr);
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As = o3 (pz + pa)ng Tipg Bi(Q1(12)) n BiLy2p mirs 3pdrikel; n
aup’ (y2 + ps) Y1+ M2 (71 + p2) (pe(y1 + p2) + a3 lo)
+ askpip [ n 04373/11[2} :
p1B1 Y1+ p2
n(us + M4)Q1(I2)]
A6:|: —a1(l—p—q)+qrh);
Y2 + Us ( ( ) )
A — (oq(l —p—q)— QTH)
;= )
ar(l-p—q)
a1(l—p—q)n + I « 'B a7y L sk
|l —p—q)n(ps + pa)Q1(12) j g 4 C2a BN (L asmmdy | adkip ) |
I Y2 + s oyp Y1+ 2 1By
I
Y1+ U2
| copdn(us + pa)Big mimly | Bipdp mrmsly | cukpap ( r Iz,ulstTT) ,
I oup’ (v2 + ps) Y1+ 2 w1 By Y1+ 2
Ay a3 utkels o Dapprstr aspkra \ |
(71 + p2) (pe(v1 + p2) + asmapn ) \™* Y1+ 2 p1 By
Ao — , o Dynprstr | aspin(us + pa)B1Q1(I)q mimq  Bilaydp mirms .
10 — — ,U’L - 7 + 5
Y+ po aup (2 + ps) Y+ po
A — Byt (s + M4)nq,7'1H.
11 — — 7
aup’ (y2 + ps5)
Ay = ag0dkepq 3 15Q1 (1) aupiploQr(I2)p 377 i3+ i + a2,u1q//31 n
(71 + p2) (pe(y1 + p2) + azTapils) Y1+ 2 ayp
/ o373y L / IouimrT
+ aQi(I)q <Mc 4+ 93 3H1 2> [ _ LT 3]?] )
Y1+ H2 Y1+ 2
r DpprrTs
b i+
' QZagkckpipnTiIa BiLyyi3p mips ( n a373#112) .
Bi(v1 + p2)(pe(y1 + p2) + asrspil2) Y1+ peo Y1+ o ’
+ pg)n@Q1 (L
At = (—on(1—p—q) + q7n) ((“3 pa)n ”) ;
Y2 + U5
Aps = a§a4kckmu17'32lg
Bi(m1 + p2)(pe(y1 + p2) + asrspil2)
n a3 By (ps + pa)n@Qi(L)g g n By Ipy3p mirT3 ( N 043T3M112> n BiIoyidp mirTs.
asp’ (v2 + ps) Y1+ 2 ¢ Y1+ e Y1+ w2

’

Ao = (-1 ) [m(l —p— s + p)@s (1) s

aopiq By
ar(l—p—q) Yo + W5 '

<M3 + 4 +

A

— Bilouip mirs a3riutkels ayp ki < N 043T3M112> .
Y1+ 2 (v1 + p2) (e + p2) + asaprlz) 1By Y1+ W2
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03 BiIokepd (13 + pa)*n®(Q1(I2))*q imq 73 |
ag(y1 + p2)((v2 + p5) 20 (e(y1 + ps) + asm3pnla) |

A — (al( qTH B 1> [041(1 —p— @nlps + p1a)Q1(12) (M:a bt 042Blﬂ/lq,)] ;

Aig = (—a1(1=p—q) +qrH) [

l1-p—q) Yo + 15 aup
Aoy = adaslokckpipup 3 Bilopdp rirms ( n 04373M112> .
Bi(1 + p2)(pe(y1 + p2) + azTpla) M+ p2 M+ 2
Ao — Bipdng mip (s + pa)
21 = —

aup' (V2 + 1)
a "y Q1 (I aaBypiq sty I
Ayy — SAPHIP T3 2Q1(12) <M3+M4+ 2 1/¢/1Q> |:Hc+ 37341 2} n

71 H2 71+ pe
@2a3kepi Q1 (I2)g 3 < r IQ/HPT?;TT) ‘
(71 + p2) (pe(y1 + p2) + azT3pils) Y1+ p2

Coeficientes de 6.6.7:
Q2(I2) = B11Is" + Boly™ + Bsls + By.
em que:

By = ang?,ul(C& + Ca 4 C3)
B3 :T3(04+C5+Cﬁ+C7+Cg+Cg+Clo+Cll+Clg)
By =Ci3+ Cia + Ci5 + Ci6 + Chr7.

Os coeficientes de 6.6.7 dao definidos por:

o213 (y2 + p5) (s (ps + pa)p — aoprq )73 (cn (1 — p — Q)p Tir — p qrirTa + pq TiHTr)
arou(l —p —q) (v + p2)(ps + pa)np'q Tim
as(—aa(ps + pa + s ) (2 + ) |
orag(l —p — q)(pus + pa)np’

By =

C1 = agkrpr + (

)

(a1(l—p—q)— QTH)(M/L/M + O¢4kL1pl)]

N + /
[L q T H

Cy = +043ch1(72 + p5)(—ou(ps + pa + o) [T1TT3(041(1 —P—q) —qTH n pTgTT] ,

aroy(ps + pa)n qTiH I

2(y2 + p15) (s (i3 + pra — oping e {ka(alj —aru) | NIPTT]
aroy(p3 + pa)n qTH P

Cy = agkpipr (2(71 + p2)pte — azkets)+

aspr (2 + sy (200004 (pe(y + pi2) — asTske) — aulps + pua)p (271 pte + 2piapte — askeTs))

aray(l —p —q)(ps + pa)np’ 7

)

Cs =

_l’_
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_ 205ke(y1 + H2) (92 + ps)pe(p gy + aakzap ) (aalps + pa)p — aspng)(oa(l —p —q) —qa) |
arogp (ps + pa)np' ¢ e ’

2 1l !/
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