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Sumario

Neste trabalho apresentamos um estudo de singularidades de certas classes de campos ve-
torials no R™. O objetivo principal é estudar o comportamento da dindmica do sistema
em R? em torno de certas singularidades degeneradas, apresentando, suas formas normais,
desdobramentos e diagramas de bifurcacéo. Interagdes entre certas bifurcacdes elementares
(sela~-nd, transcritica, pitchfork, histereses) com a bifurcagido Hopf, também seréo analizadas.
As ferramentas principais utilizadas sdo a teoria de formas normais de Poincaré-Birkhoff e
o método de reducio de Liapunov-Schmidt do dominio de definicio do sistema. Ressalta-
mos que desenvolvemos também um algoritmo computacional eficiente que permite deduzir

formalmente formas normais de singularidades de campos de vetores.
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Abstract

In this dissertation singularities of certain classes of vector fields in R™ are studied. The
main goal is to study the behavior of the local dynamics around degenerate singularities.
Normal forms, unfoldings and interactions between certain elementary bifurcations (saddle-
node, transcritical, pitchfork and histeresis) and Hopf bifurcation are presented. Poincaré-

Birkhoff normal form theorem and Liapunov-Schmidt reduction are fundamental tools, in

our approach. We also developed an efficient computational algorithm which allows to obtain =

the required normal forms.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos um estudo de singularidades de certas classes de campos ve-
toriais no R®. O objetivo principal é estudar o comportamento da dinédmica em R® em
torno de certas singularidades degeneradas, apresentando, suas formas normais, desdobra-
mentos e diagramas de bifurcacdo. Interacdes entre certas bifurcagdes elementares (sela-nd,
transcritica, pitchfork, histereses) e a bifﬁrcagéd Hopf, serdo analizadas. Asferramentas prin;
cipais utilizadas sdo a Teoria de formas normais de Poincaré-Birkoff e o método de reducio
{Liapunov-Schmidt) do dominio de definicdo do sistema. Ressaltamos que desenvolvemos
também um algoritmo computacional eficiente que permite deduzir formalmente formas nor-
mais de singularidades de campos de vetores. As referéncias bédsicas utilizadas neste texto
sao (1], 2], [3], [10] e [8].
A dissertagio estd organizada da seguinie maneira.

No capitulo 1 enunciaremos algumas defini¢es e conceitos bésicos usados no decorrer
do texto. Iremos apresentar o método de redugéo de Liapunov-Schmidt que reduz & dimensao
do dominio, facilitando assim a andlise do sistema. Definiremos também z forma normal de
um campo de vetores, que é de grande utilidade no estudo da dindmica em torno de uma
singularidade, onde a partir da parte linear de um campo podemos analisar a topologia do
espaco de fase do sistema. A partir dai poderemos entio perceber se a dinfmica em questio
sofrera mudancas drasticas se certos termos de ordem superior forem suprimidos. Este estudo
iniciar-se-4 com a apresentacdo de dois métodos: o primeiro serd o método do operador
adjunto que a partir de um produto interno previamente definido, introduzimos H* {0 espaco
dos termos homogéneos de ordem & > 2} do qual iremos escolher um subespago complementar

1k & * (imagens do operador (L%)" que ¢ o operador adjunto de L& (-)y = £ (-) Ay—A()(y),

3



4 SUMARIO

com y € R™ e (-) um elemento de H¥). O segundo trata-se do método da representacio
matricial. Este tltimo diz que para cada operador linear L% (com k fixado), a sua matriz
associada (f,i) permite reduzir o problems de encontrar uma forma normal do sistema
atraves da determinacdo de um subespago complementar a imagem de ﬁﬁ contidas em C%,
onde dy = dimH.

Nas secOes subseqiientes aplicaremos os resultados do capitulo(1} no estudo de certos
tipos de singularidades degeneradas.

No capitulo 2 estudaremos seis tipos de bifurcagdes elementares. Estas sdo conhecidas
como: sela-né, transcritica, pitchfork, Hopf, histereses e Naimark-Sacker no toro.

No capftulo 3 analisaremos algumas interagdes entre as bifurcagdes apresentadas no
capitulo 2 com a bifurcacdo Hopf.

Apresentamos ainda dois apéndices. O primeiro, aborda uma andlise qualitativa dos

campos de vetores cuja parte linear € dada por

-

o E oo
o B e B o)

0
0

e o segundo apresenta um algoritmo para calcular formas normais de campos de vetores a

partir da sua parte linear {(ja na forma canénica de Jordan) em R*, n =2en = 4.



Capitulo 1
Preliminares

Primeiramente vamos definir alguns conceitos importantes que iremos utilizar no decor-
rer do texto. )

Seja €% (M} o espago dos campos de vetores de classe C°°, em uma variedade M,
munido da topologia C%.
Deﬁﬁigﬁb 1.0.1. Dois campos X, Y e €°°(M } 560 tdpologicamente (ou C°- orbitalmente)
equivalentes se existe um homeomorfismo h: M — M que leva orbitas de X em orbitas de
Y preservando a orientacao das trajetorias. Dizemos gque h € uma equivaléncia topoldgica
em € (M).

Uma relagdo mais forte € a conjugacéo entre os fluxos dos campos de vetores.
Definicao 1.0.2. Dois campos X eY sao conjugados se exisie uma equivaléncia topoldgica

h que preserva o pardmetro t; isto €, hX:{p) = Yih (p) para todop € M et € R ({onde X, ¢

Y, sdo os fluzos associados aos campos de vetores X e Y respectivamente).

Defini¢do 1.0.3. Dizemos que X € €% (M) € estruturalmente estdvel se existe uma vizin-

hanca V de X em €% (M) tal que todo Y € V' € topologicamente equivalente a X.

Em outro termos, um campo de vetores € estruturalmente estavel se o comportamento
topoldgico de suas drbitas n&o se altera mediante pequenas perturbagdes do campo. Uma

outra definigdo que nos serd necessiria € a de desdobramento.

Definicao 1.0.4. Qualguer fomilia local, X (v, u), em (0,0) € dita um desdobramento do
campo de vetores X (0,u) = Xo(u), v € R™. Quando X (v,u) tem uma singuleridade em

u =0, X (v,u) € referido como um desdobramento da singularidade.

S



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Considere uma equacgio diferencial ordinédria dada por

— = F{u), F:U CR" - R" U aberto com fecho compacto. (1.1)

Admita F em €% (/) definidos em U , transversal ao bordo de U, satisfazendo possivelmente
a condi¢io adicional de simetria definida posteriormente. Entéo {1.1) é orbitalmente estru-
turalmente estdvel se existe uma vizinhanca V de F € €% (U) tal que para qualquer G € V
existe um homeomorfismo, o qual aplica trajetérias de F em trajetdrias de G, preservando
a orientacao. Isto nos diz que pequenas perturbacgdes de F né&o mudam qualitativamente o
espago de fase de (1.1). Iremos nos concentrar em € (U) e a estabilidade estrutural relativa
a € (U). Quando ndo houver confusao falaremos simplesmente estruturalmente estavel.
Consideremos uma familia a 1-parametro de campo de vetores dependendo diferencial-

mente de A expressadas por

d ,
—g?:f(u,/\Lf:UxICR”waR",Iaberio, (1.2)

tal que para cada A € I, f (-, A} tem as mesmas propriedades admitidas por F em (1:1).
Nés dizemos que (1.2) tem uma bifurcagio genérica em Ag € I se as seguintes hipéteses sao

satisfeitas:

H. 1: f{-, A¢) néo é estruturalmente estdvel.

H. 2: Existe um intervalo aberto Iy, Ao € Iy C I, tal que se Ag # A € Iy implica que f (-, A}

é estruturalmente estdvel.

Agora, seja D a classe de familias a 1-parAmetro de campos de vetores como em {1.2).
Pela definicdo, (1.2) tem uma bifurcagdo genérica (caracterizadas genericamente por familias
a 1-parametro de campos de vetores em €% de codimensdo 1) em Ay se as hipdteses 1 e 2

s80 satisfeitas e ainda:

. 3: Existe uma vizinhanca W de f em D tal que ¢ € W implica que existe um homeomor-

fismo em U x [ de forma que
{u, A) = [v (w, A}, u(A)],

o qual aplica trajetdrias de f (-, A\) em trajetdrias de g (-, u), preservando a orientacao.
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Em caso contrario, f é dito ter uma bifurcacdo degenerada em Aq. Este capitulo
concentra-se no estudo local em torno de um ponto critico de um campo de vetores e suas
bifurcagdes locais as quais podem ser bifurcagdes genéricas ou degeneradas. Dizemos que
(1.2), ou f tem uma bifurcacdo (local) em (ug, Ag) se existe uma vizinhanga Uy de ug tal
que as hipéteses 1, 2 e 3 dadas acima sdo validas para qualquer vizinhanga U satisfazendo
ug € U C .

Apresentaremos no capitulo(2) wma série de exemplos todos eles apresentando bi-
furcacoes degeneradas. Também introduziremos pardmetros adicionais os quais desdobram
a bifurcacdo degenerada e produz somente bifurcagdes genéricas. Esta nova familia toma a

seguinte forma:

Z—?&f(u,/\,a), ae R™. (1.3)

Uma vantagem desta aproximacéo € que os exemplos candnicos de bifurcacgao genéricos serdo
estendidos, e entao a sequéncia de bifurcagtes genéricas encontradas podem ser convenien-
temente descritas no diagrama de bifurcacdo e consequentemente muito 1til nas aplicagoes.
Entdo classificaremos estes diagramas de bifurcacio tomando a como uma varidvel; isto sim-

plificara a classificacgio dos retratos de fase. Um aié,gfama de bifurcacio é uma representagio

geométrica relacionando solugdes distinguidas e a variacdo do parametro A.

1.1 Reducao de Liapunov-Schmidt

O método de redugdio de Liapunov-Schmidt simplifica o estudo de certas aplicagdes
abrindo a possibilidade de redugdo da dimensdo do seu dominio de definicio. Por exemplo,
casos em dimenséao infinita podem ser reduzidos ao estudo em dimenséo finita.

Nesta sec8o consideraremos a familia de EDQ’s R-reversivel

= f(z,)\), €R? A€R (1.4

satisfazendo f{Rz,A) = —Rf{z,A),YA € R onde R é uma involucdo linear em R®. Ad-
mitimos que f (0, A} = 0, para todo A numa vizinhanca da origem.

Seja Ay == D.f (0,A}. Suponha que A; tem autovalores 0 e 1.

Estudaremos o seguinte problema:

Problema 1.1.1. Encontrar as pequenas solugdes periddicas de (1.4) com periodo prozimo

de 27 com A numa vizinhanca de 0.
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Em seguida, para resolver este problema introduzimos o (. o espaco das funcdes
2m-periddicas continuas ¢ : R — R™, e simultaneamente C2. pelo espaco correspondente a

C! (funcdes diferencidveis). Definimos um produto internc em C3,_ por

2m
@2 = 5= | o (0), 22 (1)
ARV A

onde {-,-} denota um produto interno em R3.
Consideramos a aplicaggio F: €}, x R x Iy — (3. , onde Iy é uma vizinhanca de 0 em
. definida por
F(z,A0) = (1+0)&(t) - f (@ (). 7).

Se (z, A, 0) € Cl, x R x I é tal que

Flz,Ao)=0 (1.5)
entdo  (t) =2 {(1 + o) t) é uma solucio ng;——periédica de (1.5). Dai para resolver (1.1.1}

temos que determinar os zeros de F'. Claramente, {Zo, Ao, o0) = (0,0,0) é uma solucdo de
(1.3). Seja L := DzF(0,0,0) : C3. — CS_, tal que

Lz(t) = z{t) — Agz (t).
A forma normal adjunta L* := () — C3_de L é definida por
L'z (t)= -2 (t) - ALz (¢)

de forma que (Lz,y) = (z, L*y) .
Seja Ag = Sp + Ny a Unica decomposicdo de Ag ( S¢ a parte semi-simples e Ny nilpo-
tente). Podemos escolher um produto interno (Veja [9]) em R® de forma que Sp+ 5 =0, e

definimos um subespago D de Cl_, por
D={g:q{t) =y, ueR’}.

Colocaremos as solugdes de {1.5) em correspondéncia injetiva com as solugdes de uma equacio

em D). Para isto definimos os subespagos

X1 ={z€eC, :(z,D) =0}

Yi={yeC5:(yD) =0}
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que sdo os complementos ortogonais de © em Cj, e 3, respectivamente.
Seja (g1, G2, -, Gn) COM ¢ {t) = e*0y; para algum u: numa base {ui,...,u,} do R".

Ent&o definimos a projegao

)MZQz %EC CQ')

onde ¢ (z} = (g, ).
Denotemos Im (@) =D e Ker {Q) =Y,
Sabemos ainda que
Cho=X10D eC) =Y,29.

Assim, consideramos
Flz,Ao)=F(g+z1,\0) = F(g,xl,,\, o), gD,z € X,

Definicao 1.1.2. O operador linear L é dito um operador de Fredholm se Im(L) {imagem

de L) € fechada e tem codimensao finita.

Lema 1.1.3. A 'aplicagd'o L= LE,{II:'Xl' ~»«~>'Y1 é injetibd e sobrejéiz’vd. |

Demonstracio. Sejam Ci . CY_ espacos de Banach, t € lo C Re L : X; — ¥; um operador.
L é um operador de Fredholm, ou mais precisamente: dimKer(L) = p < oc, codimIm(L) =

g < oo. Existem projegdes continuas: P &€ L(CL ), Q € L(C3,), tal que Im(P) = Ker(L),
m(l — Q)= Im(L). Assim temos que

LE(I—P)(cg,,) :{I - Py— Im(L)

¢ sobrejetiva e continua. Do teorema do gréfico fechado temos que essa aplicagfo tem inversa
K:Im— (I~ P)(Ci,), continua. Além disso vale que Ko L=1—PeLoK = Ijpngy. O

Retornando a (1.3} temos

(I—-Q)oF(gz1,20)=0

F(Q:;tl’)\yfr)g()::} . ‘
QOF(%»@I?)"G) = (.

Pelo Teorema da Aplicagao Implicita e pelo Lema (1.1.3) a equacio acima podem localmente
ser solucionada por 21 = 7 (¢, A, o).
Desta forma (1.5) € reduzida para

F(g. M 0)=Qo F(q,(g\0), o) =0.
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Esta equacdo serd satisfeita se, e s0 se,
7 (ﬁ’(q,xf(q,/\?a),/\,cr)):(}, i=1,2,3.
Denotaremos agora a seguinte equacio:
BluyA,o) =10 {1.6)

com B :R" x R x [y — R"™ definido por
1 211'
Bu,A o) = m/ e‘tsaF(:c* (u, A, o), A o)dt
27? a

onde
z* (u, A, 0) (t) = ePu+ a3 (u. A, o)

Vejamos algumas propriedades de B. Definimos uma agdo 5%, Ss em C3_ por (Ssz) (£) =
z{t— ¢). Eem F temos

(SeF (2, A0)) (1) = F(z,A0){t—¢)
= (1+a)e(t—9)— fzt—9),A)

F((Ssz}(t), A 0)(t) = Flz(t—9),A0)
= (1+0)z(t—¢)—flz(t—-9),A)
o que nos dé, (SeF (x, A, 0)) (t) = F{(Ssz) (t), A, 0) (£).
A reversibilidade de (1.4) é refletida em F. Para isto definimos a aplicagfo T : €3, —
CS. por (Trz) (t) = Rz (—t). Pois de

(TrF (z,)0))(t) = RF(z,\0o)(—t)
= R[1+o)z(~t) - flz(-1),N)]
= (1+0)Ri(-t) - Rf{z (1), )
= —(1+0)(Trz) () + [ (Trz) (), 2),

assim TRF (z, A, 0) = —F (Trz, A, o).

Seja s uma agdo S* em R™ definida por sgu = e %%y,

Lema 1.1.4. Seja sy definida acima. Entdo:

1. s4(Blu, A o)) = B(ssu,A,0),
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2. RB(u,A\o)=—B(Ru,\ o).
Demonstragdo. Para o item (1) temos que
B{sgu, A\, 0) = Ble™ %%y, ). o)

assim

1 27
B(e %5y A o) = ———/ et (:c* (e"’539u, A, 0') LA, a) dt
T Jo
onde
z” (e“és"u, A, a) (t) = etSoem®S0y, 4 x] (ets°e“¢$°u, A, 0') ,
ou ainda

2" (€7%%u, A, 0) (t) = e“=®%0y 4 o7 (l=0y A 5)

fazendo 7 =t — ¢ =t = v + ¢, dal temos

1 2% ‘
Ble %%y, )\ o) = 5 e~ (TS (z*(u, A, o), A\, o) dt
i Fs|
e
1 27 1 2m .
— e—{”"*"i')SUF (1:* (’LL, )\, O“) s /‘\3 O') df == — / e—(¢+T)SOF (:E* (ua ’\ J) ) A: 0) dt.
2% 0 2 0
Portanto,

1 2
Ble™®u, A, 0) = 8—‘0%/ eTTIF (&% (u, A\, o), A, o) dt =
T Ja
B(e™ %%y, A\, 5) = e P B(u, A. o).
E no item (2) sabemos que

1
2

o
RB(u,A?o-)mR( [ e—“w(x*(u,xa),,\,o-)dt),
Q

mas como R ¢ involugao linear temos que

3 JO

RB(uXo) = R(3 et (a7 (9, A, 0) A, ) dt)
- A( 2 SR F (27 (g, ,\,o),)t,cr)di)

27 ¢
= 4 ( 0271’ et 7 (Rz* (g, A\, o) , A, 7) dt)
= —B(Ru o).
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Assim se {(u, A, o) € uma soluglo de (1.6), entdo = = z* (u, A. o) corresponde a uma
solucio -ﬁ_’rﬂpperiédica de (1.4).
Desta forma, pelo lema (1.4) (spu, A, o) ¢ solucdo de (1.6), para todo ¢ &€ S*.

Observagao 1.1.5. Seja U = ker (etS“ - I) C R%, onde t estd numa pequena vizinhancae de
27. Sem perda de generalidade, tomaremos t = 2w. Assim temos que Ag, Sp, No e R sdo

wnvariantes por U. Desta forma denotamos por A, S, N e R as respectivas restrigoes a U.

Observacao 1.1.6. Observe que Ag 50 tem %i com autovalores. Segue que U coincide com
0s autoespagos correspondentes a =i de Ay, isto €, U = ker (A2 + I = ker (S2 -+ I). Assim,
U = ker (A2 + Iy)* = ker (S% + Iyy), com SR = —RS, NR = —RN, R = I, dimU =4 ¢
dimFiz (R) = 2. Definimos agora Uy = ker (4% + I)

Lema 1.1.7. Considere (1.4} com A prézmmo de 0. Entdo, toda solucdo periddica desta

equacdo com periodo préximo a 2r € siméltrica com respeitc a R.

Demonstragdo. Pelo fato de existir uma correspondéncia entre as solugdes de (1.5) e as
solughes de equagdes em D e pela equivaléncia da solugdes de z com Z(f) = z({1 -+ o}t)
numa vizinhanca de (A, o) = (0,0), é suficiente mostrar que cada orbita—S! de solucdes
de (1.6) intercepta o Fiz(R). Portanto, isto ndo é verdade somente nas drbitas solugdes,
mas para qualquer Orbita—S* em U; (onde {/; = ker (N)). De fato, seja %, € Uy um
autovetor da restricao de R a U;, correspondendo ao autovalor € = +i; entdo S#%; € entdo
um autovetor associado a0 autovalor —e. Entdo a restricdo de R a U; tem ambos £1 como
autovalores, e desde que U/} seja S—irredutivel concluimos que U; tem uma base {ug, Sug}

tal que Ruf = uS. Entdo podemos escrever qualquer u; € {/; na forma
u = (pcos@)ud + (psind) Sul,

para algum g > 0 e algum 6 € S; isto segue que ¢ %u; = puf, isto é, a érbita—S? em v,
intercepta o Fiz (R). O

Recordamos que uma solugdo periddica de {1.4) é R-simétrica se e sé se, intercepta o
Fiz(R) em exatamente dois pontos.
Portanto, obtemos todas as pequenas solugdes periddicas de (1.4) através das solugdes

da equacao:

G{u, A o) =0com G(u,A o) = B{u,\ 0) luerizr) (1.7)
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Observacao 1.1.8. Tomando ¢ = 7 em (1) do Lema(1.1.4) seque que existe uma simetria—2Zs

para B. Assim B (—u,A,¢) = —B (u, A, o) e conseglientemente G (—u, A, o) = -G ({u, A\, o).

Existem diversas caracterizagdes do conceito de uma forma normal. Nesta segio vere-
mos uma delas. Convém ressaltar gue na proxima se¢do estaremos usando outra caracter-
izacao.

Consideramos a equagao

= f(z,A), z€R” McR* n=2m, (1.8)

com A numa vizinhanca de 0 e suponha que para todo A a origem € um ponto fixo, isto é,
f1(0) =0 {com f € C~ (R" x R*,R")).

Seja Ay := Dfy (0).

Dada uma funcio g € C*° (R") seja T;,g seu polindmio de Taylor de grau mem z =0

e seja Tp,g & sua parte homogénea de grau m em 7,,g, explicitamente definido por

g = Z
[=0

= 1
— T (m) TpTE
Tmg = m’D g(0).x'™ vyxekR

|

-D'g(0).x"), ¥yx e R™ e

Comnd

onde x denota a [—1pla (z, ,x)
Definicao 1.1.9. Diwzemos gue 0 campo de vetores fy estd ne forma normal (com respeito

a Av) sob a ordem m (m > 2) se
Twfroexp (tA]) = exp (tAY) o Tonfy, para todo t € R, (1.9)
onde a adjunta AL de A¢ € dada com respeito ao produto interno usual em R™.

Podemos escrever a equagdo (1.7} explicitamente, onde (1.4) estd na forma normal.
Admitimos que (1.4) estd na forma normal com respeito a Ag acima para uma certa ordem
m. Esta ndo é uma restrigdo desde que pelo Teorema de Formas Normais (veja [8]) podemos
sempre encontrar uma transformacio ® € C* (R” x R*,R") que leva (1.4) na sua forma
normal. Note que isso implica que a E.D.O. estd na forma normal com respeito a Sg e Ng.

Assim, seja f (z, A) = A).:c%"f:(:c, A}+7 (z, ), onde Tir, froexp (tAg) = eXp (tAg)o o

er(z,A)=0 ( I x}%m+1) uniformemente em A. Portanto, temos:
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Teorema 1.1.10. .
1. z* (Ua A, O’) = €XD (tSO) U+ O (Hu”m-g-i) ’
2. B(u,A,0) = (1+0) Su—Asu—f (u,A)+0 (|Ju]| ™) uniformemente para (A, o) numa

vizinhanga de (0,0).

Demonstragdo. B suficiente provar (1) pois a segunda parte segue imediatamente da definicgo

de B. Entdo consideremos a restri¢do de £ a @ ‘visto como uma aplicagio de u
Flu, A o) = F lexp (tSo) u, 0, A, o).
Desde de que ¢ = Sog; Yg €D, ¢ que Ay, f comutam com exp{So) obtemos:

Flu,Aa) = (1+o){exp(tSe)) u— f(exp{tSo)u,A)
= exp (tSo) ((1 + o) Sou— Ay — f (u. ,\)) — 7 (exp (£S0) u, A)

o qual para F (u, A\, 0) := (I — Q).F (u, A, ¢} implica que DIF (0,A,0) =0 para0 < j < m-

para todo (A, o). Temos
(I — Q) F (exp (tSo) u, 2" (exp (tSs) u, A, o), A, o) =0

Diferenciando esta identidade em u = 0 obtemos D{:z:* lexp (tSp)u, A, 0)=0paral<j<m
para todo (A, ) numa vizinhanca de {0, 0). Desta forma,

2" (exp (tSo0) u, A, o) = O (Jju ™) (1.10)

segue da definigdo de z* (u, A, o). O
Exemplo 1.1.11. Considere o campo de vetores em €2(R* x R, R*)

z=f(z,\),z€R AR (1.11)

safisfazendo a hipdtese da reversibilidade como em (1.4), com parte linear

Ag = (1.12)

D - D O

— D O
f
=
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e seja
R: (21,22, %3, %) — (—2Z1, T2, T3, —T4). (1.13)

Assim a forma normal assoctada ao campo (1.11) € dada por
&= Az + fz, A) + O(z]”) (1.14)

com

Ay = (1.15)

L B D S =]
(SR o TR voo SRR Y
{
i

filz,A)

F .]FQ(J;?)‘)
A= 16
flz A) Ttz ) {1.16)

f':l(a;a'x)

onde

filz, ) = ar(Nzizs + 202(\) 312324 ~ 2a2(N) 2023 — a3 (A3,

fal@,A) = bi(N)zd + (2b5(N) — ar(A\)2%zs — 2b2(A) 212075 + by (N)x 123
+2a5(AN)2125 — 2a2(A)xoz324 — a1{N) 23T,

falz, N = a:(Nad — 2ap(N)zdas + 202(N)xizs,

f4($, )\) = al(A)IE?CEg + bl(/\)l‘%xg, — 2&2(A}3§1$2$4 -+ 252(}\)$15ng4
+2a2(N)#37s + (a1(A) — 2b2(A))2223 + b1 (N)23

(1.17)

Os coeficientes ay, az, by, by dependem diferencialmente de A. Assim aplicando o teorema(1.1.10)
em I, = 24 = 0 temos
G(‘U,, A, U) - G(ﬂ:g, Tz, A-, CF).

com 3 = —Za, @ = T3, a4 equacao da bifurcacdo torna-se
0=oca—08-a(Me®+2a{ N3 + O{{{a, B%), (1.18)

0= 8+ Ao — a1 (N8 + 2aa(Naf® + by () + 250028 + O(|(e. H)FF).  (1.19)

Da equagdo (1.18) temos que B = oca + O({{a,0)[®). Substituindo em (1.19) temos

0= b\ + o + Ao+ O((a, 0)[Y) (1.20)
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de forma que ou a = 0 ou A = —a® ~ b {A)a? +O0(|(a, 0)1®). Assim o diagrama da bifurcacdo
de (1.14) usando ¢ e a podem ser facilmente descrito. Note ainda que a soluggo a = o =0
corresponde ao ponto firo x = 0.

Desde gue by depende diferencialmente de \ segue que se 0;(0) 52 G entdo 5:(A) # 0
para |\ pegueno. Fortanto, a forma gquadrdtica em (1.20) € ndo degenerada e determina o
comportamento qualitativo das solugées em torno da origem (o sinal de b (0) determina qual

bifurcacdo ocorre).

1.2 Formas Normais

A grosso modo o método de determinacio de formas normais consiste em estabelecer
mudancas de coordenadas formalis de tal maneira que o sistema dindmico toma uma forma

“mais simples” que o original. Desta forma a sua manipulacdo torna-se mais fécil.

- 1.2.1 . Forma Normal para campos de vetores

A mudanca de coordenadas

z="Ty
transforma a equagao diferencial
T = Az
em
= (T ATy,

onde z, y € R", A e T sdo matrizes n x n, e T é ndo degenerada. Desta forma sem mudar &
estrutura topoldgica das orbitas, podemos considerar o caso em que A estd na forma candnica
de Jordan.

Fixe um campo de vetores sobre T expressado pela seguinte equagio diferencal or-
dinéria.

= Az + o(z), z € C", (1.21)

onde A € C™*", a matriz n x n com entradas complexas, € o{z) = O(|z/*) quanto |z| — 0.
O nosso objetivo € realizar, através da Teoria de Formas Normais, uma investigacdo

local de X em torno da origem.
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Considere ainda uma transformacio de classe C” sobre uma vizinhanga §2 da origem:

T = 6(’9)1 y €, (1'22)

onde £(0) = 0. Substituindo (1.22) em {1.21), temos:

U= YAY) +y =& WolEw). y € O, (1.23)

onde &,(y) denota a funcio derivada de £(y) com respeito a y e £, (y) € a inversa de &,(y)
em §2. Note que a parte linear de (1.23) é £,1(0)A£(0)y. Assim, se A estd na forma candnica,

podemos admitir que o difeomorfismo £(y) em (1.22) toma a forma
&(y) = y + O(|zl?), quando y — 0. (1.24)
Assim, podemos escrever (1.23) como
y=Ay+g(y,ye, (1.25)

onde g(y) = O(ly|*) quando |y| — 0.
Nosso objetivo é determinar uma mudanca de coordenadas do tipo de (1.22) tal que
a equacdo (1.25) adquira uma forma mais simples. A simplificacido desejada de (1.21) serd

obtida, por uma sequéncia de mudangas de coordenadas da forma

Ey) =y +£&5y), y € U, (1.26)

onde £F : C* — C™ é um polinémio homoéneo de ordem & > 2 e ; ¢ uma vizinhanca da
origem em C". Note que qualquer aplicacdo da forma (1.26) é um difeomorfismo em alguma
vizinhanca da origem. Para ver como g pode ser simplificado, escrevemos o{(z) como uma
série de poténcias

o{z) = o*(z) + *(z) + ..., (1.27)

onde o*(z) denota os termos homogéneos de ordem k da série e para cada k > 2, o* € HF,

0 espago vetorial dos polindmios homogéneos de ordem & em C™. De (1.26) temos

&) =1 +&(y), (1.28)

e entao
) =T~ &(y) + O(yl™* %), y € U, (1.29)
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onde §2; € uma vizinhanca pequena da origem em C”. Substituindo (1.26) e (1.29) em (1.23)
obtemos
g=Ay+0'(z) + - + 0" y)+

) o (1.30)
+ {o"(y) — [y Ay — A (Y]} + O(lyi™), v € Q.

Para simplificar o termo o* (z) temos que escother um £*{y) apropriado diante da
transformagdo (1.26). Para ver a dependéncia de £* em ¢* (1.2.1) sugerimos introduzir para

cada k > 2 um operador linear L% : H* — H* definido por
(L5€%) (y) = €5 () Ay — AE*(y), €* e HY. (1.31)

Entdo (1.2.1) pode ser escrito como
g = Ay+0f(z)+ -+ Hy)+

+(oF (y) = LA () + O (lyl™) . v € Q.

Sejam R* as imagens de L5 em HY e U* o subespaco complementar a R* em HE.

(1.32)

Assim temos
Hf =R U k> 2 (1.33)

Vejamos agora o seguinte teorema.

Teorema 1.2.1. Seja X : C" ~ C™ um campo de vetores em €F com X (0) =0e DX (0) =
A. Seja (1.33) a decomposicao de H: dada por k= 2,...,r. Entdo existe uma sequéncia de
transformagées tangentes a identidade x = y + 5y}, y € Q, onde £ € H* ¢ Q) € uma

vizinhanga da origem, Qey1 C O, k=2,...,7, e tal que a equacdo (1.21) € transformada em
y=Ayt g+ +e+0 (W), ye, (1.34)
onde g, € U* para k=2, .., r.

Demonstragdo. Seja X (z) = Az + ¢*(z) + -+ + 0" (z) + O {|z["™"), quando z — 0. Para
k = 2, (1.32) torna-se

y=Ay+ (> (y) - L3 () + O (lyl*), y € 2, (1.35)

onde £, € tao pequeno que I + &2 (y) é inversivel. Desta forma para cada o° € H7 existe
fo € R? e go € U7 tal que &° = f, + go, daf podemos encontrar um £2 € HZ? com L3E* = fi,
e entdo (1.35) torna-se

y=Ay+g:(y)+0 (W), ye
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Agora seguiremos com o processo de indugdo. Admita que o Teorema(1.2.1) é verdadeiro

para 2 < k < s—1 < r. Por uma mudanca de varidveis, podemos admitir que (1.21) torna-se

| sl

s=Ax+gz (@) + -+ g1 (@) +0 (2)+ O (Iz°), o€,

onde g € Y¥ para k = 2,...,5— 1, 0° € HS, e Q,_; é umea vizinhanca da origem. Seja
z=y+&(y), yv € {l, onde & € H? ¢é escolhido de acordo com (1.33}) de forma que
o = L56° + g5, gs € Y%, € O, € £, é umsa vizinhanca da origem na qual y + £° (y) €

inversivel. Assim, de (1.32) com k = s obtemos:

g o= Ay+oa(y) o gems (1) + (0 (y) ~ LaE () + O (Iyl™)
= Ay+ g+t g1 (y) + g )+ 0 (W), ye Q.
U

Definicao 1.2.2. Suponha que ¢ decomposicdo (1.33) € dada. A seguinte aprozimacdo da
equagdo (1.34)

y=Ay+gly) +- -+ (y) (1.36)

onde g € Uk, k = 2,...,r, é dita uma forma normal da egquacdo (1.21) de ordem r com

respeito a A.

Notamos que a forma normal ndo é Unica para uma matriz A fixada. Isto depende da

escolha do subespaco complementar 4% (k= 2,...,7).

Observagdo 1.2.3. Seja K = {keN; U*#£0}. Suponka que dmilf = np > 1 e
{vk,...vE } € uma base de 40 para k € K. Entdo (1.56) pode ser escrito como

™ e

g=)_ ) s, (1.37)
ke K

k=2 j=1

onde ag; € C paratodo j = 1,...,n, k = 2,...,7. Entao uma forma normal de (1.21) de
ordem v € da forma (1.37). Geralmente ndo € fdcil determinar os coeficientes de (1.37)
para uma egquagdo particular (1.21) e néo € fdcil encontrar a transformagdo cuja (1.21) leva
em (1.37). A equacdo (1.37) com coeficientes arbitrdrios € dita uma forma geral da forma

normal de ordem v com respeito a A.

Para a forma normal com respeito a A (fixada) a escolha do subespaco complementar
¥ (k = 2,..,7r) é determinada somente pela mesma matriz A. Em geral, encontrar os

subespagos complementares * nao é uma tarefa simples.
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Um mondmio x5 z5? - - - 2%~e; em HF serd denotado por z%e;, onde ¢ sdo inteiros ndo
negativos, com |al = oy + g+ 4 =k, 2% =18 22 e g; = (0,...,0,1,0,...,007
é o j—ésimo elemento da base candnica de C*. Uma base para o espago vetorial H* n > 1,
¢ dada por
{z%;llal = k,1 < j < n}.

bk 1
dim HE = n . (n—r: )

Apresentamos agora métodos para encontrar o subespaco complementar U* para a

A dimensio de HE é

matriz A.

e O primeiro é o método do operador adjunto. Desde que um produto interno seja
introduzido em HF, uma possivel escolha de 4* (o complemento ortogonal de R*), o

qual seréd caracterizado por Ker {(L%)"), o ntcleo do operador adjunto (L%)™ de L5,

e O segundo é o método de representacio matricial. Cada L% é um operador linear de
dimensdo finita sobre H*. Se L% é a matriz do operador L com respeito a uma base
de H¥, entdo o problema reduz-se a encontrar um subespago complementar a imagem
de L% em C% onde di = dim H.

Sejam p(z) = 271 2 jajmk Pas®€s € q (@) = Y71 3 \0jak Gai®€;, OndE Poj € Goj 580
constantes complexas. Definimos o seguinte produto interno em H¥.

Pal = D pasdasat, (1.38)

=1 [a[:k

onde o! = ajlagt..a, !

Exemplo 1.2.4. Sejam lal = |Bi=k el <1i, j < n. Entdo definiremos o seguinte produto
mierno:
3

[$a65,$ 63'} 25@'(5&50’!

onde §;; € dqp 5G0 08 simbolos de Kronecker.

Teorema 1.2.5. O operador L%., € o operador adjunto de L% com respeito ao produto
interno [-,-] em HE para cada k > 2, onde A* € o operador adjunto de A com respeito ao

produto interno usual (-,-) em C™.
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Demonstragdo. Sejamp, ¢ € Hy, p(z) = 37| 2 ek Pai®®€5, G (T} = 3701 3011k Gai T

Usando a linearizagio de L%, L%, e propriedades do produto interno, temos

LAP’QE ZZ Z Zpa_’.'ch LA o 81) z° e_?

=l f=1 lal=k Bl=k
{p: Lia(}'} = ZZ Z Z pa;;@aj {xaei, LZ. (527583)} .
=l J=1 jo|=k |Bl=k

Assim, € suficiente provar que
(1 (%) 5%;) = a6, Lk (27%;)]

para qualquer o, 8,4, jcom lo| = Bl =ke 1 <1, j<n Dal

L% (2%e;) = D (z%;) Az — A (z%;)

““”E E aialm_ez § anz e,

i=1 m=1

L%, ($ﬁ€i> = (:I: 63) Az — (xﬁej)

3 n
T -’L‘f _ 5
=3 Zﬁmazm-——-e -3 amaten,
Tm =1

=] =]

onde D é a diferencial do operador. Desta forma

p
(ZLl oqan — an)al, sei =jea=/j,

sei=7 5 =0~ 1,

) ala!mlg!':
[Lﬁ (z%e;) 733663} = 9 Om = @ -+ 1 para qualquer [ # m;
— a0 se ¢ £ 7 com a = 3,
. 0 caso contrario;
.
(i1 Biag — ax) B, sei=je3=ap,
sei=7; 0= 5+ 1,
- k 3 lgmalmals 7 l ! * '
[33 €y L (CC 6;‘)] = 9 m = Bm — 1 para qualquer s # I, m;
-~ aa! sei# jcoma=j,
0 Caso Contrario.

~

As suas expressoes acima sdo iguais.



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Coroldrio 1.2.6. Ker (Lk *) € o subespaco complementar ortogonal a R* com respeito ao

produto interno [-,-] em HE pare cada k > 2.
Observagao 1.2.7. Se definirmos Ly : C1(C,C") — C° (C,C") por

entdo L% = Lalgx, L. = La<|yx. Assim um polinémio de graur, g (z) = g° (x)+ - +¢" (z),
onde gF € HE, k = 2,....,r. pertence a Ker (La~), se € somente se g* € Ker (L5.), k =
2,...,7. Desta maneire para encontrar a forma normal, € suficiente resolver a equagdo

diferencial L 4«§ = 0 para polinémios de ordem r ndo constantes e termos lineares.

Exemplo 1.2.8. Sejam

{01 | &z, 7)
A_(O 0) ) E(‘rbﬂ)_(gz(-’ﬂl’xz))’

onde &, (x1,22) € & {21, T2) sGo polindmios escalares de grau r > 2. Entdo

- (B ()
8z;  Oxzp 2 10 §2 ($17$2)

(I?lgj%

331'@’@“ - & .

8za

Podemos ver que v polinémio solucdo de grau v (sem as constantes € os termos de primeira

ordem) da equacdo L4+ (z) = 0, expressada por

{ xl% =0,
$1;§"§§ - & =0,
5a0
&1 (21, %2) = 2361 (21), & (21, T2) = 312202 (T1) + 2561 (71)
onde &) (x1) € ¢2{(x1) sdo polinémios escelares arbitrdrios de grau v — 2. Desta forma a

forma normal de ordem r €

&y = 22 + 2 (31),

T2 = T1%T2¢2 (21) + 2idh (21) -
Uma forma normal de ordem 2 é

{ il =$2+bfb‘g,

&y = ax1z2 + bz,
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onde a, b sdo constantes complezas. Podemos escolher o subespaco gerado por {ziey, 1Tqe0}
como um subespago complementar de R2. De fato, se vy = Tiez, va = T1T263, Wy = 3Ti€2, €
we = T1Zg€z, entdo {v1,v2} € uma base do Ker (L%.) € vemos que (v, w;] = &, para 4, j =
1,2. Consequéntemente o subespago gerado por {wi, w2} € outro subespego complementar

de R?. Assim uma forma normal diferente de ordem 2 € dada por

il = T2, i
i . , a,be .
To = axy + bz,

Um método diferente de encontrar a forma normal ¢ usar a matriz de representacéo
do operador linear L% com respeito a base dada de HE. Primeiro, damos uma ordenagao aos
elementos da base de HY, {z%¢;] |a] = k,1 < j < n}. Isto pode ser feito por uma ordenagéo

lexografica reversa,
z%e; < 1’e; , se e somente se (4,3, g,y .or On) > (4, B1s By oos ) s

onde (i,y,Q0,....0n) > {J,51.52,...,8,) se e somente se ¢ > j ou ¢ = j e o primeiro
componente de desigualdade, as # [, satisfazendo as > 3., 1 £ s < n. Escrevemos
i ~ {j,a) se z%; € o i—ésimo elemento da base com respeito a ordenagdo lexografica
reversa.

Seja di = dim H e Uy, = {u,, ..., un } uma base ortogonal de H¥. Usaremos a base Uy
da forma

wi (z) = 2%;, laj=Fk, 1<j<n,

onde i ~ (j, @) estd na ordem lexogréfica reversa para i = 1,...,d. Denotamos por L% a
representagao matricial de L% com respeito a base Uy, de HE. Entdo L% é uma matriz dy x dy
a qual pode ser vista como um operador em C%. Seja R* é a imagem de L% em C% e 4*

qualquer subespago complementar, onde C% = R*a ¥, Se definimos
RE = {5k =%, a; € HY| (a1, 04,) € -‘ﬁk} ;

- (1.39)
= {eF = S s € HY| (0, 00,) € T4,

entdo R* é a imagem de L em HY e 4* é um subespaco complementar a R* em H. Deste
modo, encontrar um subespaco complementar 4° a R* é equivalente por (1.39) a encontrar
um subespago complementar Uk g R’* em C%. De modo que um subespaco complementar
¢ dado por ¢ = Ker ((Iﬁf‘;)j, o qual é subespaco complementar ortogonal de R* em C%
com respeito ao produto interno (-,-) em C%. Um outro subespago complementar a pode
ser obtido de Ker ( (f,ﬁ) ‘) usando algebra linear elementar.
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Observacao 1.2.9. Temos que a dimensio da matriz L ¢

dedkmn-(n+k—l)xw,-(nm;&”k“z),
n—1 71— 1

para calcular o matriz L% e encontrar a base do subespago complementar 3%torna-se gener-
icamente mais dificil. Portanto, o matriz L% depende somente da matriz A ¢ de k, e isso

envolve somente o cdlculo dos coeficientes da base de H® na expressdo:

L (z%;) = (ZZ-—-(@E;) z%; — Zazjx é;. (1.40)

de=1 L=l Li

Uma vez que o matriz LY € conhecida, encontrar o base do Ker ((ﬁi) ) ou algum outro

subespaco complementar T consequéntemente de U* pela identificacdo (1.39), torna-se

um problema algébrico.

Exemplo 1.2.10. Considere o sequinte equacgdo em C?:

t=Az+ 0 (z]), zeC%

-(23)

Para qualquer k > 2, determinamos um subespaco complementar U4* para a imagem R* de

onde

L% em H*. Temos que dim HY = 2(k + 1) e a base de H¥ na ordem lezogrdfica reversa é

Ak+1) _ fok O, kel 0k, k. 0, k-1 0k
{u: ()21 {zhades, ¥ maes, ..., 22k es, 2¥ader, 2¥ 20ey, ... Tizhe },

L k—id1, i1 il im : ; ,
isto € u; (z) = Y zh en, wigiyr (@) = ¥ 0 e, para 1 <1 < k+ 1, onde {e1,e3} € a

base canénica de C?. Para € = (&,,&)7 € HE temos
.
Lf;(s)_——(?% "a'g") i B S I O
55.21' g% 040 I 0 0 62
_ 2311 52
xgg%—
Entdo aplicando L% aos elementos da nossa base temos

LA = (b — 6+ 1) Uinq — g,
{ A ( ) +1 ™ Uikl 1 <i<k+1

Lhuisrsr = (K — 1+ 1) Upyigo,
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com @ convengdo ugkss = 0. Temos o seguinte matriz 2(k + 1) x 2(k + 1) para LY.

/0 o - ¢ olo o 00 )
k0 0 0
0 k-1 0 0 00
- 0 00 0 ¢ 0
A= T 0 & 0 0 0
0 -1 010 k-1 00
0 0 o 00
: : o W I SRR
0 0 e 0 =110 0 o 10 / Ak+1)x2(k+1)

- %
Seja {&;] i = 1,...,2k + 2} a base candnica de C*+2. Entgo uma base para o Ker ((Lﬁ) )
€ dada por
U = €, Uy = €9 + k€rya.
Podemos escolher também U* como sendo o espago gerado por {Wwi, W}, onde w; = &

e Wy = Ersn, como um subespaco complementar de R* em C#**+2. Pela correspondéncia

0 z*
entre HE e C**2, temos que 4* € igual ao espaco gerado por {( . ) ,_ ( 01 )}, e € um
Iy

subespaco complementar a R* em HY e uma forma normal da equagdo de ordem r é

.___( )JFZ(Z::) (1.41)

onde ai, by € C, k= 2,...,7. Podemos reescrever (1.41) como

&y = x2 + 2201 (7)),
&2 = 712 (21),

onde ¢y 2 sdo polinémios de grau T—2, parar > 2. Assim podemos escolher U* como sendo
o espaco gerado por {Wy, W}, onde W; = &) € Wy = &, como uma base para o subespago

complementar @ R* em C*+2 | correspondendo a forma normal

-m( )LZ(WIM&} lxz)’
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onde ax, b € C, k=2,...,7, ou

%1 = T3,
&y = 237 (@1) + 12262 (1)

onde &1,¢2 sGo polindmios de grau v — 2, para v > 2. Em particular,

Z1 = T,
Tp = az? + brixa,
onde a,b € C € uma forma normal de ordem 2.

Exemplo 1.2.11. Considere o campo de vetores com parte linear
Ao 0 -1 ?
1 0
&= Az + hiz)
ondez € R? e h: R? — R? de classe C*.

ou $eja,

Devemos agora fizar uma base para os monémios para HZ, pois queremos encontrar 08

termos ressonantes de ordemn 2. Sabemos que

dim} =2, (3) 6
{6)-6)-(0) () (2)- ()}

¢ uma base para H?. Podemos entdo calcular a imagem do operader homolégico (L%) para

assim temos gue

cada um dos elementos (h2(x,y)) de base de HE.

Im(zz) = 4 (V) (T (TR (- -y -y’
Al z2 )’ Ty ’ y? ’ 2zy ? —z? + g ? —2zy ,

desta forma temos que a representacdo matricial do operador L% serd

0 =1 0 -1 0 0\

2 0 -2 0 -1 0
o 1 0 0 0 -1
16 0 6 -1 0
o 1 0 2 0 =2
0o 06 1 0

1 0 /
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e assim temos que o determinante € diferente de zero. Assim teremos que repelir 0 processo

para H3, pois ndo existem termos ressonantes de ordem 2. Definimos entdo uma base pare

e dimH3 = 8. Dai, as imagens do operador homolégico (L%, ) de cada elemento (R3(z,y)) de
3z2y —z% -+ 217° ~2z%y + o —3zy* —z°
] 2%y ' oy? ’ y® T\ 3z2y /)
—2%y —ay? g
—z3 L 22:y2 ’ -2:r,2y + y3 ’ —3:3'_;,12 :

de forma que a matriz do operador serd

HS serd

(0 10 0 -1 0 0 0O

3 0 -2 ¢ 0 -t 0 0o}
02 0 -3 0 0 -1 0
06 1 0 0 0 0 -1

1 0 0 0 0 -1 0 O
01 0 o0 3 -2

00 1 0 0 0 -3

\0 0 0 1 0 0 1 O

tem determinante igual e zero. Assim o Ker{L%) # 0, o que implica gue teremos termos

ressonantes de ordem 3. Agora iremos observar quais sGo os elementos do Ker(L%).

r/3\ /0\\
-1
0

Ker(L%) = ¢ 3

[ I = T e T R e
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Assim, voltando a escrever os elementos de Ker(L%) na base de H3, temos

3ayz’ N A xy’ N 0 N 0
0 0 b3$2y 35493
—dzE 2y + - 3@4@3 I 0 . 0
0 0 3b3$€3 bgi@?yz

produzindo a seguinte forma normal

T\ =y +3a:15% — axz’y + azzy® — 3a4y°
7 T + 3512 + bozly + bazy® + 3bgy® |
Para maiores detalhes a respeito do algoritmo, veja o apéndice(B).

1.2.2 Forma Normal de Poincaré-Birkhoff

Exibiremos aqui uma outra caracterizacao de formas normais.

Considere o sistema Hamiltoniano dado por
t=JVH(z), z€QCR™" (1.42)

onde Q é uma vizinhanca da origem em R,

onde I, ¢ a matriz identidade n xn, H € C"(R*™ R), r > 1, e VH(z) é o gradiente de H(zx).
Note que JT = J~ = ~J, onde J7 é a transposta de J.
A funcéo Hamiltoniana H (z) = H, (z) + H3 () + ... + H, () + O (jz]"™), H, € P,

o espago de todas os polindmios escalares homogéneos de k—ésima ordem nas 2n varidveis,
k=2,..71.

Definicdo 1.2.12. Um operador linear A : R*™ — R* ¢ dito infinitesimamente simplético

se e somente se
A"=JAJ

onde A* € operador adjunto de A.
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Teorema 1.2.13. Um sistema linear de equacdes
T=Az, x€R™
é Hamiltoniano se e somente se A € um operador infinitesimamente simplético.

Demonstracdo. Suponha que o sistema é Hamiltoniano. Entac A = JB para alguma matriz

simétrica B. Desta forma,
AT =BT J" = ~BJ = —J TAJ = JAJ.
Assim, supondo AT = JAJ. Definimos B = J~' A, entdo
B'=—-ATJ" = —JAJJT = —~JA=J'A=B,
dai, B é simética. Definimos H(z) = 1(x, Bx). Entdo o sistema pode ser reescrito como
t=JVH(z), z¢&R*"

Definicdo 1.2.14. Um operador linear S : R* — R ¢ dito operador simplétrico se e

somente se

S*JS = J,

onde §* € o operador adjunto de S.

Definicao 1.2.13. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sob os reais. Uma forma

bilinear 7{-,-) em V' € chamado de anti simétrica se
T(x,y):——v'(a:,y), Vx,yev,

onde 7 {-,-) € dito ndo-degenerado se 7 {x,y) = 0 para todo y € V enido x = 0. Uma forma
bilinear “anti simétrica” ndo-degenerade T (-,-) definida em V' € chamada de uma forma
simplética e (V, 1} € chamado de espago vetorial simplético. Umna base {v1, ..., U, w1, ..., Wn}

de um espaco vetorial simplético € chamado de uma base simplética se
7 (vi,75) = 0, Tlws,wy) =0, e T{wy,w;)=68; parai,j=1,2,..,n,

onde 6;; € o simbolo de Kronecker.
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Seja (Z1y ..oy Trs Y1, » Yn) UM vetor do espaco vetorial gerado por (V, 7).

Definicdo 1.2.16. Uma fungdo Hamiltoniana H (z) € dite una forma Hy—normal de ordem
r > 3 se H{z) = Hy(z) + Ka(z) + ... + K, (z), onde Hylz) € uma forma guadrdtica ¢
K; (z) € C7 (clusse das fungoes j—diferencidveis), j = 3, ... 7.

Definigdo 1.2.17. Se 0 Hamiltoniano H € um polinémio de gray r nas varidveis simpléticas
L1y ey Ty Yl oes Yny GUE € um polindmio de grau [r/2] na varidvel p; = (2 -y} /2, 1 =

1,...n, entdo H € chamada de forma normal de Poincaré-Birkhoff de grau r.

Definicdo 1.2.18. Sejam P;, P, € CY{R* R)

"/ 8P OF, 8P, OP
[Py Pl = (JVP,VP) =) (33; 1@; Oz " 5331)

t=]

é chamado de colchete de Poisson de P, ¢ Ps.

Se H, é uma forma quadrética em z;, ..., 20, € Fy € P5 com k > 3 temos que (veja
[10] pag. 130)

Ho(z) + IV Eu(z) + O(jz|*) = Ho(z) + [Fi(z). Ho(z)] + O(lz]**). (1.43)

Para uma forma quadrética H,(z), definimos um operador ad¥;, : P§, — Py, por

ads;, F(z) = |Ha(z), F(z)], Fe P,
onde

Teorema 1.2.19. Suponha A = S+ N € a decomposicdo de A. Entdo ady = ad* +ad% é o
decomposicdo de ad% e Ker{ad%.)n Ker(ad.) € o subespaco complementar para o imagem
de ady, em Py, para k > 3.

O leitor pode encontrar a demonstracio em ([10]) na pag. 65.

Exemplo 1.2.20. Suponha Hy(z1,%2,Y1,92) = Z1%2 F 325 Entdo

DD e D

*1
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Parg k = 3, sobre a base %, |al = 3 de P a qual est
~3

em lezicogrdfica reversa, a

T

a na ord

+

3
A

representacdo matricial ad, do operador ad

0 )

~1

g 0

+2

+3

¢ )

€19, 2es + €15 + eog, €17. Podemos escolher C? como

X
2

-3

Entdo Ker(ad 4) € o espago gerado por ey =

—-3

sendo o espaco gerado por e1s, €15, €17 gue € o subespago complementar da imagem de ady em R,

Entdo a forma Hy—normal de ordem 3 €

3
1:

“+ GoTayiye + G3Y

2
1

IE% + 1Ty

1
2

H(zi, 2,91, 92) = L1y F

onde a;, 02, a3 S0 constantes reais.



Capitulo 2
Bifurcacoes Elementares

Neste capitulo iremos sumarizar seis bifurcacdes cldssicas que seréo ilustradas em ex-

emplos na proxima secéo.

Seja a E.D.O.
du
'Et- - f (’U,,}\),
com
flu,)=0, f:UxI—R" fee™ (2.1)

Suponha que (up, Ag) € uma solucdo de (2.1) e que o Jacobiano, D, f (ug, Ao) nao
tem autovalores zero ou imaginarios puros. Neste caso ug € chamado de um estado estével
hiperbélico de (1.2) e existe uma vizinhanca de 4o na qual f (-, A) é estruturalmente estéavel.
O teorema da apiicagao implicita garante a existéncia de um tnico ramo de solugbes suaves
de (2.1) [u(A},A] em (uo, Ag). Neste caso os autovalores de D, f (ug, Ag) permanecem fora
do eixo imagindrio para A proximo de Ag.

Uma condigio necessaria de (1.2) para termos uma bifurcacio local em (ug, Ag) é que
Do f {ug, Ao} tenha autovalores com parte real nula. O caso em que os autovalores so ima-
gindrios puros produz a bifurcacdo de Hopf. Consideramos também o caso de autovalores

simples nulos. Admitiremos gue
f (ue‘;’\ﬂ) = D: Duf (u(}sAO) w= O? E‘pi = 17 (22)

onde ¢ é autovetor de D, f (ug, Ao} . Ainda que o teorema da fungdo implicita falhe em
garantir um Unico ramo [u (A), ], pode-se exibir condigdes sob as quais o comportamento

de todas as solugbes de (2.1) préximas da origem podem ser detalhado.

32
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Observacao 2.0.21. Iremos usar o seguinte legenda pare os diagramas de bifurcacdo ele-

mentares:
— estdvel

-== instdvel
o ¢rbita periddica instdvel
o orbita periddica estdvel

*  Tamos de toros

2.1 Bifurcacao Sela-No6
Admita (2.2) e
@ =¥Dsf (ug, Xo) # 0, b= wDuuf (u0. Ao) ip # 0. (2.3)

Entdo numa vizinhanca de (ug, Ag) existe um unico ramo de solugdes (2.1) da forma

w(z),A(z)] para z € R pequeno, expressado por

u(z) =uo +2p +0 (%), A(z)m,xo+;2u'2§§+o(z3). (2.4)

Veja o diagrama (2.1).

Figura 2.1: Diagrama da bifurcacgo sela-nd.

Neste caso, (ug, Ag) € chamado de um ponto de giro {ou ponto limite) da solugdo de
(2.1), e uma sela-né da equacgo diferencial (1.2}. A obtengdo de (2.4) dé-se pelo método de
Liapunov-Schmidt: que consiste basicamente em projetar (2.1) no autoespaco e na imagem
do espago; noutro caso eles sao complementares. Solucionando primeiro na imagem do espaco
usando o fato de que D, f (ug, Ag) restrito a imagem € inversivel. Aqui, como no exemplo
seguinte, z é Unico pela condicdo de que os termos O (%) em u (z) séo satisfeitos na imegem
do espago. Isto persiste somente para satisfazer a projecdo do autoespaco de (2.1). Mas

para a # 0 em (2.2) garante que existe uma solucdo para A, e resulta em (2.4).
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Retornando a equagdo diferencial (1.2}, queremos conhecer a estabilidade do estado-
estdvel (2.4). Somente em casos cuja solucdo é no minimo assintéticamente estdvel sdo
mals interessantes. Portanto, se uma das solugdes de p para um dado A s Ag em (2.4) é
assintoticamente estével, e se n > 2, o outro é sela. Como A — Ag para o lado apropriado,
um ponto de sela instavel e um né estdvel {ou foco) une e desaparece. Dai o nome sela-né.

Este é o exemplo de bifurcagfio num autovalor nulo o qual é genérico para a definicic

dada na secéo (1).
Exemplo 2.1.1. Considere o campo de vetores
i=flz,\)=i-z% zcR AecR (2.5)
Temos que f{0.0) =0 e que g—f {0,0) = 0. Os pontos fizos de (2.5} sdo dados por
A—z%=0

ou

Istos representa uma pardbola no plano {z, A) .

X
v
____..———""""
¥ w
s
l‘ u
. ~
v e
P

Exemplo 2.1.2. Ezibiremos o seguir um ezemplo de bifurcacdo sela-né * no R2. Seja Xy um

campo de vetores em R? com uma singuleridade sela-nd. Entdo temos que detD X, (0) = 0

*Neste caso o desdobramenso ndo é versal.
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x _ x(A—aly) 3
( ; ) = ( bry? ) + O (|x]”) (2.6)
(z ) - ( xkiyz ) #0 =)

como forma normal, onde X = (z,y) € R?, com A = trDX;(0) € by sdo ndo nulos. Temos

e Xo tem forma nomal

que também admite

ainda que os autovetores de (2.6), desconsiderando os termos de ordem maior ou igual a 3,

1 1
580 ( byt ) £ ( 0 ), correspondente a 2b;y e A — a1y respectivamente, numa vizin-
o317
0 T 2yt A—ary
hance da origem. Além disso, os autovetores adjuntos de (2.6), sdo . e ;13

relativos a A — a1y e 2byy, com A prozimo de 0. Assim temos que

Ca=(0,1) ( T ) ou a.i.(__w.—-2b1_y_+_?\_— alyJ) ( T )
0 T 0
<m261y+A—a1y ) 00 1
b= .1
17 0 24 =utaay
1
b=, °
0 28 0

mas como a e b tém que ser diferentes de zero, temos

-2 -
ax(— biy + A a;yJ)(a‘) .
iz 0

b= —2513} + A - a1y 0 0 1
o » 1 ~2biy+r—ay |
a1 0 Eb}

aix

ou

2.2 Bifurcacao Transcritica
Suponha que (2.1) tem uma “solucdo trivial ” [u()), A] para todo A € J;. Isto é,

f(0,A}) =0 para todo A € [. (2.7)
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Figura 2.2: Transcritica

Vamos considerar a classe € dos campos de vetores definidas no capitulo(1) satisfazendo a
condigao (2.7). Isto exclui (2.3) visto que Dy f{0,A) = 0.
Admita em (2.2), (2.7) e

c= ﬁ’Du/\f (07 AG) ¥ ?é 07 b= T#Duuf (0" A0) 44 75 0. (28)

Entdo existe um unico ramo suave de solugdes nao triviais [u (z), A(z)] para todo z € R da

forma

—b
unga—i—O(zz)?A:Ag+z—2—c+0(zz). (2.9)
Observe que {2.9) € obtido pelo método de Liapunov-Schmidt; o diagrama de bifurcacdo

tipico € mostrado na figura seguinte.

Exemplo 2.2.1. Considere o campo de vetores

t=flz,p)=ur—2%, R, p€R. (2.10)
Observamos que
f(0,0)=0 (2.11)
e 5f
-5;(8, 0) = 0. (2.12}

Além disso, os pontos fixos de (2.10) sdo dados por
r=0,r=u {2.13)

como mostra a figura(2.8). Consequentemente, para p < 0, existem dois pontos fizos; x = 0
(estdvel) e z = p (instdvel). Estes dois pontos unem-se em yt = 0 e, para u > 0, z = 0
(instdvel) e z = @ (estdvel). Desta forma, ocorre uma mudanca da estabilidade do singular-

idade em p = 0.
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X
v
W v
~
A -
- b
v “ 3

Figura 2.3: transcritica

2.3 Bifurcacao Tipo Pitchfork

Considere agora a classe de campos de vetores €F, f € €™ satisfazendo a condicdo de

simetria

Sf(uw,A) = f(Su,)), So=—p, v€R", (2.14)

onde S é um operador linear em R™. Esta € uma generalizacao no caso de f ser uma funcgo
impar em u; por exemplo S = —1. Sob (2.14) segue que ambos. a e b em {(2.4) sdo nulos.
Vamos supor (2.2}, (2.14) e

c= ?;[)Du)\f (’U,o, ')‘{3) ¥ # 07 d= @"’)Duuuf (’LL{]._ ’\0) PR # 0. (215)

Concluimos ent8o que existem exatamente dois ramos suaves de solugdes [u (2}, A (z)] préximo
de {ug, Ao). Um destes € “trivial” (uq, A¢) € pode ser transformada em (2.7), o outro é da
forma

u(z) =z2p+ 0 (%), A(2) = Ao+ 22:6{;% +0 (%), (2.16)
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e A= A(z). Veja abaixo o diagrama tipico da bifurcacdo na figura (2.3).

Bifurcag&o pitchfork.

Exemplo 2.3.1. Considere o campo de vetores

t=flz,p)=pr—12°,z€R, p R (2.17)
Podemos ver que
f(0,0)=0 (2.18)
e of
=={0,0) = 0. 2.1
Li0,0)=0 (219)
Além disso, todos os pontos fixos de (2.17) sdo dados por
p=0epu=2z° (2.20)
x

e sdo exibidos na figura(2.3). Para 1 < 0, existe apenas um ponto fizo, T = 0 estdvel.
Para u > 0, £ = 0, temos ainda um ponto fizo, mas a partir deste surgem em p = O dois
pontos fizos estdveis e sdo dados por z° = p. Neste caso x = 0 € instdvel para pp > 0, com

outros dois pontos fizos estdveis. Este tipo de bifurcacdo € chamado de “pitchfork”.
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2.4 Bifurcacao de Hopf

Agora suponha que D, f {ug, Ag) € invertivel mas tem um par de autovalores imaginérios
puros =7, com autovetores complexos correspondentes ¢, ¢ (a barra denota o complexo
conjugado de @) e autovetores adjuntos v, ¥. A auséncia do autovalor zero nos d4, pelo
teorema da aplicacio implicita, um dnico ramo de solugdes estaciondrias ju (A),A], A € 1,
o qual sem perda de generalidade suponhamos que é a solugdo trivial (2.7). Admita {2.2),
(2.7} e

c= DS (ug, Ag) w 5% 0 (2.21)

Entao existe sobre uma vizinhanca de (0, Ag), {em {2.15)) uma familia diferencidvel de

solu¢des periddicas [u (f;7), A (r)| de perlodo T = T (r}, para r € R pequenos, da forma

u=rRe{pexp[i 2nt/T + )]} + O (r*) (2.22)
A=X+drf+0 ("), T=2r+Tr"+0(r%)

Aqui r é essencialmente a amplitude da drbita, e § é um periodo arbitrario. A férmula
explicita de A; e 75 pode ser encontrada em [4]. Genericamente A; # 0, e dai a amplitude
da oscilacgo satisfaz a relacdo

T~ (A= Xg)?. (2.23)
Se existe um outro autovalor nulo (A = 0) ou (2.21) falha, ou ambos, entdo a bifurcacdo de

Hopf ¢ degenerada no sentido do capitulo(1) (ver diagrama' (2.4 )).

Figura 2.4: Bifurcagfio de Hopf.

Exemplo 2.4.1. Seja Xy o campo de vetores em € com uma singularidade de Hopf na

origem. A forma normal de Xy pode ser escrita como

(”;) - (0 "5) (‘””1) (e + ) {a1 (") by (“‘”2) } £0(el) (224
Zo 8 0 T2 Zy z

t{e) indica a formacio de 6rbitas periddicas estaveis, enquanto que (o ) érbitas periddicas instéveis.
}Para maiores detalhes veja (3] pig. 203.
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onde 3 = (det(D.X’o))% > 0 eay # 0 (veja /3], pdg. 81, 102 ¢ 203) donde obtemos um

desdobramento de X €

X(v,z) = <” - ) (xi) + (22 + 22) {a1 (”’1) + by <”$2>}+0(]x15). (2.25)
8 v Z2 Ta 1

A menos dos termos O(|z!®) de (2.25), a familia local (2.25) € mais fdcil de ser observada

no plano (r,8). Assim temos que (2.25) em coordenadas polares torna-se
P (v 4+ ar?), 0 = 38+ bt (2.26)

onde a; < 0. O retrato de fase de (2.26) na regido v < 0 consiste de um foco estdvel na

origem. Sobre o retrato de fase v = 0, 7 == a1, isto implica que a origem € assintoticamente

estdvel. Quando v > 0 os pontos criticos serdo dados porr = (Tab;—i) * er = 0. Portanto para

v > 0 existe um ciclo limite estdvel, de raio proporcional a v, na vizinhanca do foco instdvel

na origem v = 0. Esta bifurcacdo € chamada de “bifurcacdo de Hopf subcritica”. Se ay > 0,

entdo o ciclo limite ocorre quando v < (: isto €, o ciclo limite instdvel envolve um ponto
fizo estdvel. A medida que v — 07, o raio do circulo decresce para zero em v = 0, onde o
ponto fizo na origem torna-se um foco instdvel. Quando v > 0, (21, 12)T = 0 € hiperbolico e
instdvel. Isto é conhecido como bifurcacdo de Hopf subcritica.

Nas figuras (2.4.1) e (2.4.1) o produto qualitativo destes diagramas ndo dependem dos
termos O(|z]®). Para maiores detalhes, veja [3] pdg. 203.

2.5 Bifurcacao Histereses

Suponha que na defini¢do da bifurcacio sela-né tenhamos b = 0. Entdo podemos levar

para a redugdo de Liapunov-Schmidt. O resultado é wm ramo de solugdes [u (z), A (z)] para



2.5. BIFURCACAO HISTERESES 41

z € R préximo de 0 da forma
u(z) =ug+ 29 +0 (%) e A(2) = Ao + 2°A3 + O (%) (2.27)

como no diagrama de bifurcacio abaixo.

<

S T
a=0 a >0

<0 —_

com o = 0 (se A3 # 0). Portanto, esta é uma bifurcacio degenerada de acordo com o
capitulo(1). Pequenas perturbacdes podem remover a degenerescéncia e dé outras duas
selas-né ou néo-bifurcacdes, como mostra a figura(2.28). Desta forma introduzimos um
“desdobramento” da equacéo através de o, cujo efeito tem o seguinte comportamento.

Seja f = f(u, A\, ) como em (1.3), satisfazendo (2.2} paraa =0, ¢

YDA f (10, A0, 0) # 0 (2.29)
YDy, f (U0, Ao, 0) oo = 0
YDy f (0, Ao, 0) o # 0
Y Duya f (o, Ao, 0) o # 0.

As primeiras trés condigdes asseguram justamente que a # 0 desdobra a degenerescéncia.

Sem perda de generalidade
% Duaf (uo, A, 0) 0o # 0. (2.30)
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Entdo (1.3) tem solucfo estaciondria [u (z,a),A (2, )] da forma

u{z,a) = zp+ ..

Mz, o) = Ag + oz + csaz® + ..

onde ... denota os termos de ordem superior em ¢ € z. Isto segue por Liapounov-Schmidt
e pelo teorema da aplicacdo implicita. Os diagramas da bifurcacdo sdo agora como na
figura(2.28). Observamos que a ‘bifurcac@o histereses’ é similar a ‘bifurcacdo cispide’ da
teoria da catédstrofe elementar [13,14].

Através da Teoria de Singularidades, em presenga de simetria ([24]) podemos deduzir

as seguintes formas normais para curvas de singularidades.

sela-nd A£z2=0
transcritica et z2=0
pitchfork Az+28=10
Hopf Ar 73 =0

histereses A*oaz+z°=0
Isto ¢ importante para perceber que, enquanto estas formas normais preservam 0s ramos
estaciondrios e solugdes periddicas, elas ndo preservam a dindmica completa da equacdo
diferencial (1.2).

2.6 Bifurcagao no Toro de Naimark-Sacker

Suponha u = p(t) é uma solucio T'—periddica de (1.2). Entdo p € (6rbita assintotica-
mente) estavel se os muiltiplicadores de Floguet p todos tem médulo |p] < 1. Equivalente-
mente, se sdo autovalores da derivada da aplicagio de Poincaré em p(0).

Considere um par de complexos simples p, g satisfazendo

d
Pl =1, =2 lo (M) > 6,
pRa) #1, k=1,234
Entdo para f genérico um toro invariante de solucgbes bifurca-se da drbita periddica p. A

dimensao minima do espago de fase deve ser pelo menos iridimensional para isto ocor-

rer. A maior dificuldade em aplicar este teorema origina-se de caracteristicas globais: os
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muiltiplicadores p raramente podem ser calculados analiticamente porque estes requerem
conhecimentos de toda a érbita p(t}, 0 < ¢t < T.

A bifurcacgo do tipo Naimark-Sacker descreve um comportamento andlogo a bifurcacio
de Hopf, porém com diferencas de rotacao.

Consideremos a aplicagéo
= flz,u), z € R’ peR, (2.31)

Restringindo a aplicagéo do teorema da variedade central, por algumas transformagdes pre-

liminares temos que os pontos fixos de (2.31) sdo dados por {z,u) = (0,0), isto &, temos
f(0,0)=0 (2.32)

com a matriz

D, f(0,0) (2.33)

tendo dois autovalores complexos conjugados, denotados por A(0), A{0), com
A0 = 1. (2.34)

Iremos entdo requerer que ‘
AH0)#£1,n=1,2,3.4. (2.35)

Observe que se A(0) satisfaz (2.35), ent@o A(0) também satisfaz, e vice-versa,
Temos a forma normal® de (2.31) é dada por

2= Mz +c(p)®2+04), 2 € C, ue R {2.36)
De forma que (2.36) em coordenadas polares torna-se

s =7 821:'19

e temos ( ( (Jm}w)) 3 )
r—= A {r+{(Re (T ) )7+ 0(rY) ),
00 +(p) + 5 (IW:(E;%)) 2+ O(r®), (2.37)
onde y
¢ = %tg—I% (2.38)

¥Veja (2] pag. 226.
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efp) = afp) + iwlp) (2.39)

Temos entdo na expansdo de Taylor de (2.37) quando p = 0 que

T (1 + E—iIA{u)I‘ ) ) T+ (Re (ﬁ%)) i+ O(p*r, pr,m#),
6= 6+0(0) + &) _+& (Im(55)) ™ + 00w ),

pﬂ

(2.40)

onde usamos a condigdo [A(0}| = 1. Note que, A™(0) # 1, onde n = 1,2, 3,4, de (2.38) vemos
que &(0} # 0. Simplificamos a notagéo de (2.40) por

e consequentemente, (2.40), torna-se

ror + (du + ar®) T+ O(uPr, ur®, v,

2.41
8 8+ ¢o + ipp + br? + O(u®, pré,r3). (241)

Estamos interessados na dindmica de (2.41) para r e u pequenos. Desprezando os termos de

ordem superiorO (p?r, ur?,7*) e O(u?, ur?, ) temos a forma normal

7 7+ (du +ar?) r,

2.42
0 = 8 + g + 1 + br2. (242)

Note que r = 0 é um ponto fixo de (2.42) que serd

assintoticamente estavel para du < 0,
instdvel para dy > 0,
instével para u=0,a>0e

assintoticamente estavel para u=0,a < 0.

Veja a secdo {1.2.2). No caso que, pontos fixos da componente 7 da forma normal truncada,

com 7 > 0, corresponde a orbitas periddicas.
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Lema 2.6.1. {(r,ﬁ) ERT xS r= \/:j:—d} € um cérculo o gual € invariante sobre a dindmica
produzida por (2.42).

Isto mostra que o circule invariante pode existir para cutros g > 0 ou g < 0 dependendo
do sinal de d e a € que isto serd somente um circulo invariante com distancia O(, /1) da origem.

A estabilidade do circulo invariante depende do sinal de a.

Lema 2.6.2. O circulo invariante € assintoticamente estdvel para a < 0 e instdvel para

a > 0.

Veja as demonstragdes dos lemas (2.6.1) e (2.6.2) em 2] pdg. 378.

Descrevemos os quatro casos possiveis para a bifurcacdo de um circulo invariante de
um ponto fixo.

Caso I: {d > 0, a > 0). Neste caso, a origem é um ponto fixo instdvel para u > 0 e
um ponto fixo assintoticamente estdvel para g4 < 0 com um circulo invariante instdvel para

u < 0; veja figura (2.5).

o
Figura 2.5: d >0, a > 0.
~y o rm—
f//;—\\\?:\ A ‘ h
Ty AR AN
ool gt : P S e/ 7
p <0 | u=20 | w>0 i
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Caso 2: d > 0, a < 0. Neste caso, a origem é um ponto fixo instavel para ¢ > 0 e um

ponto fixo assintoticamente estdvel para x4 < 0 com um circulo invariante assintoticamente
instavel para p > 0; veja figura (2.6).

ri=-{du Ya

Figura 2.6: d >0, a < Q.

)

)

| u<0 p=20 i >0 ‘

Caso 3: d < 0, @ > 0. Neste caso, a origem é um ponto fixo assintoticamente estavel

para x4 > 0 e um ponto fixo instdvel para p < 0 com um circulo invariante instavel para
@ > 0; veja figura (2.7).

.\\, : .\\ : 5///_"x\\\;
Oy (o) e
N

Caso 4. d < 0, a < 0. Neste caso, a origem ¢ um ponto fixo assintoticamente estdvel para

i > 0 e um ponto fixo para ¢ < 0 com um circulo invariante assintoticamente estdvel para
i < 0; veja figura (2.8).
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ri=-(dp Va

Figura 2.7: d < 0, a > 0.

rle{dy Ya

Figura 2.8: d < 0, a < 0.

)
™

el LN e
ANy S/ N
w<0 | p=10 | w>0

Observagao 2.6.3. Para a > 0, o céreulo invariante pode ezistir para outro pyp < 0 (Caso 1)
ou p > 0 {Caso 3] e, em cada caso, o circulo invariante € instdvel. Para a < 0, o cérculo
invariante pode existir para p < 0 (Caso 4) ou pp > 0 (Caso 2}, e nestes casos o circulo

invariante € assintoticamente estdvel. Consegientemente, a defermina « estabilidade do
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circulo invariante mas ndo diz qual lado de p = 0 o circulo invariante existe.

Observacao 2.6.4. Lembrando que
d
d = T A ()] o -

Consegtientemente, para d > 0, 0s autovalores cruzam de dentro para fora do circulo unitdrio
guando u cresce, para d < 0, os autovalores cruzam de fora para dentro do circulo unitdrio
quando p cresce. Desta forma, para d > 0, segue que a origem € assintoticamente estdvel
para < 0 e nstdvel para o > 0. E para d < 0, a origem é instdvel para u < 0 e

assintoticamente estdvel para p > 0.

Podemos estudar a dindmica no circulo invariante estudando a dindmica de (2.42)
restrita ao circulo invariante (isto é, considerando somente condi¢des iniciais que comegam

no circulo invariante). Pontos no circulo invariante tém coordenada inicial dada por

I
= —
que esta associada a aplicagdo
: d
G G-+ &g + <¢1 - g) Lk (2.43)

A dinamica de (2.42) depende de ¢q + (gé; — ff-) L. Se ¢g+ ((i); - f) 1+ € racional, entéo todas
as Orbitas no circulo invariante séo periddicas. Se ¢g+ ((;51 — ;‘f) i € irracional, entdo todas as
érbitas no circulo invariante, preenchem densamente o circulo. As provas destas afirmacdes

podemos encontrar em [2].

Teorema 2.6.5 (Bifurcacao de Naimark-Sacker). Considere a forma normal de (2.42).
Entdo, para u suficientemente pequeno, os casos, 1, 2, 3 e 4 sdo descritos como mencionado

acima.

A demonstracdo pode ser encontrada em [43].



Capitulo 3

Interacoes das bifurcacoes

estacionarias de Hopf

Nesta secfio consideramos a eguacdo diferencial como em (2)

j—?:f(u,)\,a), AeR aceR ueR (3.1)

e admita que
f(0,0,0y=0,

e que D, f (0,0,0) tem autovalores simples 0, —4, 7. Entdo f tem uma bifurcacio degenerada
em A = 0 {para o = 0) e escolhemos a dependéncia de « para remover esta degenerecéncia.
Em geral, para @ # 0 os autovalores 0 e 3¢ ocorrem para dois valores diferentes de A.
Esperamos encontrar a bifurcagio estado-estdvel e Hopf como descrita na segdo anterior
entre os valores de A. De fato a bifurcagio do estado-estdvel persiste sempre para o # 0,
porque estes calculos da segdo (2) ndo sdo afetados pela presenga de autovalores &:i. Por
outro lado, o autovalor 0 invalida o Teorema da Bifurcagio de Hopf, conduzindo a um novo
fenémeno.

Consideramos quatro exemplos, cada um deles corresponde a unido da bifurcagdo de
Hopf com um dos quatro tipos de bifurcagdo estaciondria apresentados na segdo anterior.

¢ Em cada exemplo, para o 5 0, retomamos a bifurcagdo estaciondria local esperada e

a0 tipo de bifurcagdo de Hopf da secdo (2); estes chamamos de bifurcagbes primdrias.

o Em dois casos, encontramos bifurcacdes adicionais de Orbitas periddicas em ramos

ndo-triviais; este chamamos de bifurcagdes secunddrias.

49
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¢ Em todos os quatros exemplos mostramos a possibilidade do surgimento de bifurcacoes
adicionais dando ascencdo a dindmica tridimensional {criagio de toros invariantes); a

estes chamamos de bifurcagdes tercidrias.

A ferramenta principal desta se¢do € o método da forma normal de Poincaré-Birkhoff,
como na segaof1.2.2). Este procedimento consiste de transformacdes ndo-lineares sucessivas
de coordenadas préximas a identidade o que sistematicamente elimina termos da série de
poténcia da representacdo de f em termos de u. Certos termos ndo podem ser eliminados;
eles sdo chamados ressonantes, e s&o fundamentais na determinacao da dindmica do sistema.
A desvantagem € que estes procedimento em geral ndo convergem. Para os casos aqui
considerados, a vizinhanca de validade da forma normal pode tender para zero como o
cdlculo para termos de grau superior.

Usamos coordenadas Cartesianas {(z,y, z) ou coordenadas cilindricas {r, 8, z),

T =7 cosd,
y = r send,
z =z,

onde z é a coordenada no autoespago correspondendo a 0 e (z,y) ou (r,#) s&o coordenadas

no espa¢o bidimensional correspondendo a .

3.1 Transcritica - Hopf

Este serd o primeiro exemplo em que exploraremos a bifurcacéo tercidria. A forma
normal de Poincaré € p
z
= = Az +az® +br? + O (|(2,7)]%)

= =7(A—a+cz)+0((z1)f) (3.2)
B =140z

onde O {|(z,7)|"} denota os termos de ordem superior a 7, os coeficientes a, b, ¢ sao generi-
camente ndo nulos e dependem suavemente do pardmetro. Claramente (3.2) tem a solugao

trivial z = r = 0, e omitindo o termo O (|{z,7)[") recuperamos a bifurcacio estado-estével
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transcritica com 7 = 0 em A = 0, e a bifurcacio com r 5 0 em A = a. Existem seis dia-
gramas de bifurcacoes genéricas dependentes de a, b, ¢, como documentado em [6]. Todas
estas exibem uma bifurcacdo de Hopf secundéria, mas somente uma tem uma bifurcacio
tercidria (3.1). Neste caso, o ramo de solugdes periddicas muda sua prépria estabilidade, um
par de multiplicadores complexos de Floquet produzem um circulo unitério préximo de 1,
e 0 teorema de Naimark-Sacker na se¢do (2.6) implica que para termos de ordem superior
genéricos existem toros invariantes de solugdes vizinhas a érbitas periddicas, ou subcriticas
e estdvels ou subcriticas e instdveis. Este resultado estd demonstrados no apéndice de [6].
Virios autores ([13], [15], [17], [18]) tém notado que as equagdes truncadas (isto é, termos
O (n) s8o desprezados) sdo integréveis no ponto de bifurcacdo (do toro), dando uma familia
de ninhos numa vizinhanga do toro por uma sela-sela conectando circulos em (r, z). Embora
esta situagdo ndo sera utilizada genericamente, isto pode ser usado no cdlculo de bifurcagtes
no toro genéricas como uma perturbacdo da integral exata. As figuras (3.1, 3.2, 3.3, 3.4,
3.5) mostram o retrato de fase tipico para (3.2) com termos cibicos incluidos {observe que

existem toros atratores).

Figura 3.1: {a)

Figura 3.2: {b) Figura 3.3: (c)
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N

Figura 3.4: (b} Figura 3.5: (c)

O segundo fato interessante deste caso é o desdobramento da conexdo sela-sela para
as equagdes em termos de (r, z), veja figura(3.5). A varidvel § rotacionard as solugdes numa
variedade bidimensional ligando as duas selas, para a aproximacdo da forma normal que
obedecem as condigdes de simetria. Entretanto, lembrando que em geral o célculo da forma
normal ndo converge, entdo as equagoes exatas devem permanecer assimétrica com relagéo
a0 eixo. Isto conduz (veja figura(3.5)), para intersecdes transversais de variedades bidimen-
sionais estdveis e instaveis de dois pontos de sela, a existéncia da “ferradura de Smale” e

comportamentos cadticos ([26],{35],36]).

3.2 Pitchfork - Hopf

Este caso, tem a seguinte forma normal

d .
Ez% =z(A+az2 +br2) + O (|(z, 1))
dT‘ o 2 H 15
E:r(ek—a%—cz +dr*) + O (|{{z,M)]") {3.3)
ag , 2
= =1+0((zn)P).
Claramente, este sistema tem uma solucdo trivial e, suprimindo os termos de ordem
superior (O (|(z,7)|™)), encontramos também bifurcacdes primdrias r = 0, A = —az? (“pitch-
ex—dr

fork?), e 2 =0, A =
subcriticas primdrias em ambos e, dadas secundédria mas nao bifurcagbes tercidrias ([37]).

- (Hopf). O caso com a, d ambos negativos tém bifurcacoes
Para ad < 0, porém, encontramos bifurcagdes tercidrias para toros invariantes ({16],[5]). Al-
guns destes toros sdo envolvidos por conecxoes de selas como no exemplo anterior, enquanto

outros sdo limitados, pelo menos para as equagdes normais truncadas ({16],[17],126}).



3.2. PITCHFORK - HOPF 53

Suponha d > 0, e inclua um termo r® com coeficiente negativo na r—equagio. Entdo,
formalmente, o ramo Hopf comeca fora de um subcritico mas retorna ao subcritico. Este
termo negativo r° tem entdo o efeito de estabilizar a bifurcacio no toro tornando-o suberitico.
Se supormos que todos os outros termos O (|(z,7)[%) séo tais que modificam este quadro,

conduzimos para a eguacdo (3.4) abaixo.

Observacao 3.2.1. Do ponto de viste da teoria das singularidades, para d prézimo de G,
d torna-se de fato um sequndo pardmetro do desdobramento. Assim para mostrar que o8
outros termos de r° ndo modificam o diagrama da bifurcacéo para o estado estaciondrio ou
para os ramos Hopf, embora o curso da dindmice global pode mudar. De fato a dindmica

muda para d — 0, em (3.4).

As pequenas variaveis e parametros, z, 4, 2, A, &, d, serfo reescalonadas, reestruturando
entao a ordem. Durante o processo o tempo ¢ passa a ser uma variavel mais lenta, tornando

w grande e fazendo os coeficientes de 75 pequenos.

dz

R-E_—a:H—wy

dy a

of A 3.4
pr wz +yH (3.4)
dz _ 2, .2 .2

dth(A%—x +yf - z%)

onde

H=—»5/\-1+2(m2~§~y2)—*3z2——e($2mé~y2)2
0se z<0 ou y>0 ou H >0,
Q=19 gHz%(z+y)
3

em caso Contrario.

O diagrama de bifurcagdo para (3.4) é dado na figura (3.6), obtencgdo das solucdes de

(3.4) sdo obtidas numericamente. Observando a figura (3.6) notamos que surgem:
1. uma singularidade estavel,
2. uma singularidade estdvel e uma Grbita periddica instdvel,

3. uma singularidade estdvel e duas drbitas periddicas instéveis,
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uma singularidade estavel, uma instdvel e duas érbitas periddicas instéveis,

uma, singularidade estavel e duas érbitas periédicas instdveis,

uma singularidade instdvel, uma singularidade estavel e uma drbita periddica instével,
uma orbita periddica estdvel, uma singularidade instdvel e uma érbita periddica instével,

uma. érbita periddica estavel, duas singularidades instdveis e uma Orbita periddica

instavel,
ramos de toro, duas singularidades instdveis e uma drbita periddica instéavel,

ramos de toro, duas singularidades instdveis e duas drbitas periddicas instéveis.
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Figura 3.6: Diagrama da Bifurcacdo do tipo Pitchfork-Hopf



w
ot

3.3. SELA-NO - HOPF

3.3 Sela-né - Hopf

Considere a forma normal

dz |
- = A+az? +br? + 0z, 7))

% =7r{a+cz)+0((zr)F) (3.5)

ag
prie 1+ O(|(z,m)]?).

Aproximando, encontramos a bifurcagdo sela-né

(A=—az®,r—0)

A N 0
__(éjc’)\_ br <c2))

e ndo uma bifurcac8o secundédria da nova solugdo periddica estaciondria. O estado esta-

e a bifurcagio de Hopf

ciondrio bésico € 0s ramos Hopf extendem-se para algum lado de A = 0 no caso ab > 0, e vai
para diregdes opostas se ab < 0. A bifurcagéo no toro Naimark-Sacker é possivel somente
se be < 0, e entdo existe uma conexéo de sela somente se ab > 0. Novamente os termos
O (|(z,7)|®) sdo requeridos para & bifurcaco em R® sdo ndo-degeneradas. Todas as carac-

teristicas deste exemplo, estdo contidas no proximo. Para maiores detalhes ver Guckenheimer
([15],[26]).

3.4 Histerese - Hopf

Considere a forma normal

% = A+ az+azd + b+ O ({(z, 7))
S (=84 +O((=rP) (36)
df

== 1+ 0 ((z,n)3).
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Da aproximacao da eguagdo, imediatamente recuperamos o estado estacionério histereses
(A= —az~a2’, r=0)

e ramos de bifurcacio de Hopf

(-4 -t-(2)-(2)

N&o existem novas bifurcacGes estacionarias de solugbes periddicas. A classificacio de diagra-
mas de bifurcacao genéricas serdo apresentadas a seguir. Trés tipos distintos de bifurcacio
envolvendo toros podem ocorrer. Existem bifurcagdes do tipo Naimark-Sacker e bifurcagdes
de conexdo de selas, na qual podem ser vistas nos exemplos anteriores, e um novo tipo:
um ’‘grande ' toro pode desaparecer simultaneamente com a bifurcacdo sela-né do estado

estacionario. As seguintes equagbes (obtidas de (3.6) e (3.4)) exibem todos 0s trés tipos.

dx

E{%x(&—ﬁ')*wy

dy

L R LIT — - .7
S WI ylz—48) o 3.7
dz _ 23 9

E=A+a4——3«»r(l+qx4wez).

Um diagrama tipico da bifurcagdo para (3.7) é como mostra na figura {3.7). A obtengdo do
diagrama € feita numericamente, caso o leitor esteja interessado nesta abordagem veja [1].

Observando a figura (3.7) notamos que surgem:

1. uma singularidade estdvel,

2. uma singularidade estdvel e uma 6rbita periédica estdvel,

3. ums singularidade estdvel e duas singularidades instéveis,

4. uma singularidade estdvel, uma instével e uma érbitas periddicas instéveis,

5. uma singularidade estével, duas singularidades instdveis e uma drbita periddica instével,
6. uma Orbita periddica estavel, uma orbita periodica instdval e uma singularidade instavel,
7. dois ramos de toros e uma érbita periddica instavel,

8. uma orbita periddica estavel e uma singularidade instéveis,
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Apéndice A
Bifurcacoes de codimensao 2

Nosso objetivo neste apéndice serd de formalizar algumas ferramentas necessaria para o
capitulo 3, no qual sdo abordados sistemas de equagdes na sua forma normal em coordenadas

clifndricas.

A.1 Um par de autovalores imaginarios puros e um

nulo

A forma normal associada com esta bifurcacio estd em R3. Portanto, a simetria na
parte linear associada com os autovalores imagindrios puros permite-nos desacoplar uma
das coordenadas das duas restantes de forma que possamos comecgar a nossa andlise usando
técnicas de espaco de fase. Em alguns destes, a dindmica nestes planos de fase pode ser visto
como uma aproximacdo para a aplicacdo de Poincaré ds forma normal complets tridimen-
sional. Este € entdo um resultado da simetria da parte linear. Nossas andlise sequiremos os

seguintes passos:

1. Anélise da bifurcacao global da aproximacdo associada a forma normal bidimensional.
2. Interpretar em termos da aproximacéo a forma normal tridimensional.

3. Discussdo dos efeitos dos termos de ordem superior na forma normal.

a8
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1. A forma normal* associada é dada por

7= T+ arz, (A1)

3= o+ br? — 22,

onde a # 0 e b = £1. Existem essencialmente somente quatro casos distintos para
serem estudados, e somente dois admitem a possibilidade da bifurcacéo giobal (para

r, z pequenos). Eles sio denotados por

Caso(a) a<0,b=+1,

Caso(b) a<0,b=-1
No Caso(a) estamos interessados na dindmica préxima do eixo y2 para g2 < 0. E no
Caso(b) estamos interessados na dindmica préxima do eixo ps para yz > 0. Em ambos
0s ¢asos & forma normal sera integravel no eixo uy (com o sinal de yp apropriado); desta
forma, esperamos que os termos de ordem superior na forma normal tenham efeitos
drasticos na dinémica do regime dos parémetros. Nossa estratégia sera incluir os
termos cubicos na forma normal e introduzir uma escalada de varidveis ent8o obtemos
uma perturbacao do sistema Hamiitoniano. Ent&o uma andlise do tipo Melnikov

pode ser usada para determinar o nimero de drbitas periédicas e possiveis bifurcacoes

[
w,uT

homoclinicas.

Da matriz

colocando dos termos cibicos em {A.1) temos

Pt +arz + (or® + driz) (A.2)
F=pp+br® — 2+ (er’z + f2°).

Em Guckenheimer e Holmes [1983] é mostrado que mudancas de coordenadas podem ser

introduzidas de forma que os termos cibicos exceto z° em (A.2) podem ser eliminados (ver

Exercicio 4.63 Wiggins). Consequentemente, sem perda de generalidade, podemos analizar

a seguinte forma normal

T = 1T + arz, (A.3)

F=pp+brt— 22+ f25

*Veja {2, pdg. 331
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Agora vejamos as varidveis dependentes e pardmetros como segue

r=eu, 2z =€, pa = €8, Uo = €21y, (A.4)
e
b — €,
entdo (A.2) torna-se
U= auv + €U (A.5)

U= v + bu® — % + efr.

Quando € = 0, o campo de vetores tem integral primeira (para a # —1)

.
Fluv)= St luz + b

2

2 _ .2
vl LE. {A.6)

Infelizmente (A.6), ndo é Hamiltoniano, mas podemos produzir um Hamiltoniano (Gucken-
heimer e Holmes [1983]) multiplicando o lado direito de (A.5) pelo fator u&™! temos
U= aquiv + ﬁulu?tz‘ (A7)
b= —busl 4 pudtt — g1 e fueled,

onde 1, = F1 quando b = +1 desde que, para o Caso{a), em pp < 0 e, para Caso(b), pe > 0.

Para € = 0, (A.7) é Hamiltoniano com fun¢do Hamiltoniana

1z ab 2 ab 2
H(u, 1) = ~2at? e eefs o e 143 T2
(u,v) U=V 5 U 2(a+1)u a+1#0
ou . b
H{u,v) = §u”2v2 - iu“g - blogu, a+1#0. (A.8)

Nas figuras acima mostram-se os conjuntos de nivel do Hamiltoniano (isto é, drbitas
de (A.7) para € = 0). Vimos desta figura que para o Caso(a), o sistema Hamiltoniano
integrével tem uma familia a 1-pardmetro de drbitas periddicas ao redor de um ponto fixo
eliptico com 6rbitas tornando a amplitude ilimitada . No Caso(b) o sistema Hamiltoniano
integravel tem uma familia a 1-parametro de solugbes periédicas envolvendo um ponto fixo
eliptico que limita-~se na érbita heteroclinica. Em ambos os casos denotamos a familia de
6rbitas a 1-pardmetro por

(u (1), (), c€l-1.0),
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2

N

Figura A.1: Caso(b)

Figura A.2: Caso(a) ~1<a <0

Figura A.3: Caso{a) a < -1

com periodo T2, onde (u~!(#),v7!(¢)) é um ponto fixo eliptico em ambos o0s casos, €

limg_o (u® (£) ,v* (t)) é limitada pela dérbita periédica no Caso(a) e um circulo heteroclinico
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no Caso(b).
A funcdo de Melnikov é dada por

Ta 4
AJ@wumagA (e (1) (0° (8))" dt (A.9)

Ta 4 4 4
o [ @R - b ) e ) o )]
Portanto , M (a; 1) = 0 é equivalente a

e af [T (ue(8)e " (v ()" dt (A.10)
I bl (D — b (e ()3 + (um (19)F 7 (0 (4))7]

= fla).

Nos interessaremos por

Caso(a) a<0,b=+41,f=#£0,11 <0,
Caso(b) a<0b=-1f#0,1n >0.

Desta forma, se f (a) é uma fun¢do mondtona de « (para a, b e f fixado)}, entdo (A.9) tem
uma tnica Orbita periddica na qual nasce na bifurcacgo Hopf e cresce monotonicamente na
amplitude no Caso(a) e desaparece na bifurcacio heteroclinica no Caso(b). Portanto, provar
que {A.10) é monotdnica em « € um problema dificil, visto que as integrais ndo podem
ser avaliadas explicitamente em termos de integrais elementares. Felizmente, foi provado
recentemente por [44], que (A.10) é realmente mondtona em «. As técnicas nestes artigos
para provar a monotonicidade envelve estimativas complicadas que ndo serio abordadas
aqui. Na figura{A.4) mostramos um exemplo de uma possivel bifurcacdo para o Caso(b)
coma =2, f<0.

2. Interpretando a dindmica do campo de vetores bidimensional em termos da dindmica

tridimensional. A forma normal tridimensional € dada por

7= T+ arz, (A.11)
P pg +br® — 22 4 f25
bt

Deste modo, as componentes 7 e z de (A.11) sdo independentes de 8, e a discussdo

da secgo (1.2). Isto é, o caso que as Orbitas periddicas tornam-se invariantes em dois
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Hy Hy= -4 j31

Q=

Figura A.4: Bifurcacio Homoclinica

toros no espago de fase em R® e, no Caso(b}, o circulo heteroclinico torna-se tal que
- a variedade estdvel bidimensional e uma variadade instdvel unidimensional do ponto
fixo hiperbélico com z < 0 coincide com a esfera invariante (com eixo invariante, como
mostra a figura (A.5). Ambas as situagbes so alteradas com a adicdo de termos de

ordem superior na forma normal.

Figura A.5: Esfera invariante

3. O problema. forma normal truncada no bi-toro invariante nos casos Ila.b, I1I e o circulo
heteroclinico em III serem afetados por termos de ordem superior na forma normal néo

sdo conhecidos. (Para o leitor encontrar mais algumas informagdes, veja {2].)

4



Apéndice B
Usando o Mathematica

Nesta se¢ao iremos apresentar um algoritmo para o calculo de formas normais usando
o método de representacdo matricial para campos de vetores. Primeiro, temos um exemplo
do algoritmo para campos em R® e logo apés um exemplo para campos em R

A versao do software Mathematica foi & 4.0, mas o algoritmo™ pode ser escrito também

" na versdo 3.0 sem alteragoes.

e Caso dos campos de vetores em R?.

{* Defini¢do da Matriz A(Parte Linear) na forma de Jordan.*)
A= {{0, 1,},{ -1,0};

(* Inclusdo do pacote de manipulagio de matrizes.*)

< <LinearAlgebra‘MatrixManipulation®

k = 2; (*k indica a partir de que ordem dos monomios iremos procurar termos ressonantes
%)

¢ = 0; (* ¢ é um contador que utilizamos para montar a base de matrizes*}

dim = 2; (* dim indica a dimens&o da matriz*)

jato = 3; (* jato indica até que ordem iremos procurar os termos ressonantes*)

Clear[FF, HH, LL, Linhas, Colunas, OO, B, MatCoef};

*Em cada um dos casos abaixo, deve-se escrever o algoritmo numa tnica célula

64



65

{* Inicio do Algoritmo *} Label[passol]; {

(* Esta rotina calcula quantos termos de ordem k existem para a matriz A.*)
Forlg =k, q> =0, Forlg=k, g > =0,

H(k==q+ghc=c+ijg=g-1jq=qg-1];

(* Aqui definimos os monomios.*)

r=dim ¢

FF = Arraylf, cl;t = 1;

Forig =k, q> =0,
Forlg =k, g >= 0,
Hk==q+g), {fitj=x"gy'gt=t+1};g=g-1

q=gq- 1
(* FF é a base dos monomios.*}
HH := Arraylh, ri; {(*Define as matrizes da base.*)
LL := Array{ln, rj; (*Diferenciais de HH.*)

Linhas := Array[lin, r}; (*Linhas da matriz da imagem do operador homolégico.*)
Colunas :==Arrayicol, r| - (*Colunas da matriz da imagem do operador homolégico.*)

QO := Arrayloh, rj; (*Imagens do operador homoldgico™)
B := Arrayb, {r, r}}; (*Matriz da imagem do operador homolégico.*)

(*Célculo do Jacobiano dos elementos da base HH. *)
Forli=1,i <=,
Ifii <= ¢, {hi] = {f[i], 0}
Inf i} = {{@:1[i], Gyfli] }, {0, 0}}},
Il{c + 1) <=1i<=2¢, {hli] = {0, fli-¢}};
Infi] = {{ 0, 0}, {0: fli - c|, B, i - ¢i}}},
i++];

(*Célculo das imagens do operador homoldgico. *)
Forn=1,n<=r,{
oh[n] = A.hfn] - In[n].A.{{x}, {y}}}; n++]

(*Rotina que explicita a matriz das imagens do operados homolégico ("MatCoef™). *}
Forj=1,j<=r,
Forfi= 1,1 <=1,
{Iffj <= ¢,
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b{j, i} = Coefficient{TakeMatrix[oh{i], {1, 1}, {1, 1}], f{jl],
Ififc + 1) <=j <=2,
blj, i} = Coefficient{TakeMatrixiohli], {2, 1}, {2, 1}], ffj - <]},
3 i)
Rt

Forln = 1, n <=,
lin[n] == Flatten[Tablebin, ii, {i, r}i];
col[n] = Flatten[Table(b[i, o, {i, r}]}; n-+-+];

MatCoef := AppendRows|Tablellinlg], {q, r}]]; (*MatCoef - matriz dos coeficientes de 00O.*)
A =0 (*\ pardmetro de A.*)
§ = Det[MatCoef}; (*@ deteminante de MatCoef*)

}

(*Esta condigao abaixo explicita a forma normal procurada dependendo de A . Caso nao seja
possivel encontrar a forma normal até o Jato de ordem ” jato”, ent@o apresenta a mensagem a
seguir.*) '

Ifl§ == 0, {KernelOHom = NullSpace[Table[col[w], {w, r}]];

prod = KernelQOHom . Table[a, h{s|, {s, r}};
termres = Plus @@ prod;
FN[x., v-] = A . {x, y} + termres;

Ifl k <= jato, {{k++); Goto[passol|},

Print{” O Sistema ndo tem termos ressonantes até o jato de order ”, jato, ".”}};}]

o Caso dos campos de vetores em R*.

(* Definicio da Matriz A(Parte Linear) na forma de Jordan.*)
A={{0,1,-1,01,{0,0,0,-1},{ 1, 0,0, 1},{ 0, 1, 0, O} };

(* Inclusdo do pacote de manipulacio de matrizes.*)

< <LinearAlgebra‘MatrixManipulation’

k = 2; (*k indica a partir de que ordem dos monomios iremos procurar termos ressonantes

¢ = 0; (* ¢ é um contador que utilizamos para montar a base de matrizes*®)

dim = 4; (* dim indica a dimensio da matriz¥)
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jato = 5; (* jato indica até que ordem iremos procurar os termos ressonantes*}
Clear[FF, HH, LL, Linhas, Colunas, 00, B, MatCoef|;

(* Inicio do Algoritmo *) Label{passol]; {
(* Esta rotina calcula quantos termos de ordem k existem para a matriz A.*)
Forl =k, 1> =0,For[p=k,p>=0,
Forlg =k, q> =0, Forlg=k, g > =0,
Ifi(k ==1+p+q+ghec=c+lg=g-1;q=q-1}
p=p-1l=1-1]f
(* Aqui definimos os monomios.*)
r = dim ¢;
FF = Array[f, c|; t = 1;
Forl =k, > =0,
Forp=k, p> =0,
Forlg =k, g > =0,
Forlg = k, g >=10,
fikk==1+p+q+g){fiti=xTypzqwgt=t+1};g=g-1]
q=q-1;p=p-1l=1-1)
(* FF é a base dos monomios.*)
HH := Arraylh, 1; (*Define as matrizes da base.*)
LL := Array|ln, ri; {(*Diferenciais de HH.*)
Linhas := Array{lin, rl; (*Linhas da matriz da imagem do operador homoldgico.*)
Colunas :=Array{col, r] (*Colunas da matriz da imagem do operador homoldgico.*)
0O :== Array[oh, rl; (*Imagens do operador homolégico™)

B := Arraylb, {r, r}]; {*Matriz da imagem do operador homoldgico.*)

{*Céleulo do Jacobiano dos elementos da base HH. *)
Fori=1,i<=r,
H[i <= ¢, {hfi] = {fli], 6, 0, O};
In[ 1] = {{8:1]i}, G,fii], o:A11).0ufli] }, {0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0, O, 0}}},
Iflc + 1) <=1<=2¢, {hfil = {0, {li - ¢, 0, 0};
Infi] = {{0,0,0,0},{@: fli-¢|, 8, fli- ], 8 fli- ¢], &, f[i - <]}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0,

K{(2c+ 1) <=1i<=3c, {hfi] = {0, 0, fi - 2 ¢J, O}:
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Infi] = {{0, 0, 0, 0}, {0,0, 0,0}, {8, fli-2¢|, &, fli-2¢l, &, fli- 2 c|, By {[i -
2¢[}, {0, 0,0, 0}}},
hiij = {0, 0,0, fli - 3 ¢]};
Infi} = {{0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {8, fli- 3¢}, &, fli - 3 ¢,
8, fii - 3 ¢, Ouw fli - 3 ¢33k
i++];

(*Célculo das imagens do operador homolégico. *}
Form=1,n<=r,{
oh[n] = Ah[n] - Inn].A.{{x}, {y}, {z}, {w}}(*, Print[oh/n]|*)}; n-+-+]

(*Rotina que explicita a matriz das imagens do operados homolégico ("MatCoef”). *)
Forj=1,j< =r,

Fori=1,i<=r,

{Ifj <=c¢,
bij, i] = Coefficient[TakeMatrix[oh| ] {1 1}, {1, 1}, fL}]]
e + 1) <=j <= 2¢,
b{j, i} = Coefficient{TakeMatrix[oh[i], {2, 1}, {2, 1}], ffj - <],
I{(2¢ + 1) <= j <= 3¢,
blj, i} == Coeflicient] TakeMatrix[ohfi], {3, 1}, {3, 1}}, f[j - 2c}],
blj, i} = Coefficient{TakeMatrix[oh[i], {4, 1}, {4, 1}, - 3¢c]}]ll;}

; i

SRt

Forlp =1, n<=1,
lin[n] = Flatten[Tablelbin, i], {i, r}]};
colin] == Flatten|{Table[bli, u, {i, r}]]; n+-+;

MatCoef := AppendRows{Table{lin[q], {q, r}]}; (*MatCoef - matriz dos coeficientes de 0O.*)
¢ = Det[MatCoef]; (*# deteminante de MatCoef*)

}

(*Esta condigdo abaixo explicita a forma normal procurada dependendo de A . Caso ndo seja
possivel encontrar a forma normal até o Jato de ordem 7 jato”, ent@o apresenta a mensagem &
seguir.®)

If[§ == 0, {KernelOHom == NullSpace[Table[col[w], {w, r}]];
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prod = KernelOHom . Table{a, his], {s, r}};
termres = Plus @@ prod;
FN[x., y-, 2, w.] = A . {x, ¥, 2, w} + termres;
Ifl k <= jato, {(k++); Goto[passol|},
Print{” O Sistema nfo tem termos ressonantes até o jato de order ”, jato, 7.”{};}]
Os leitores interessados no caso n == 3, bastam comparar o caso n = 2 en = 4,
retirando uma varidvel do caso n = 4, o que implicara na reducdo de de uma varidvel nas
seguintes partes: na rotina que calcula quantos termos de ordem k existem para a matriz
A, na obtengdo dos mondmios, na rotina do cdlculo do Jacobiano dos elementos de HH e no

célculo das imagens do operador homoldgico.
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