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Resumo

Nesta dissertacao abordamos o estudo de fluxos hiperbdlicos em particular os fluxos de Smale
em S3. Especial atencio é dado ao atrator de Lorenz.

Através do indice homolégico de Conley e da utilizacao dos grafos de Lyapunov construimos
blocos isolantes para cada conjunto invariante isolado do conjunto recorrente por cadeia, com finitas
componentes, dos fluxos de Smale.

Por outro lado, consideramos templates para as componentes nao triviais do conjunto recor-
rente por cadeia de fluxos hiperbdlicos, via o teorema de Birman-Williams.

Concluimos que dada a matriz geométrica A, que descreve o subshift de tipo finito, diversos
templates e diversos blocos isolantes estao associados a A. O mergulho dos templates nos blocos

isolantes é um problema em aberto a menos de uns casos triviais.
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Abstract

In this thesis hyperbolic flows, in particular Smale flows on S2 are studied. We also give special
attention to the Lorenz attractor.

Utilizing Conley homology index theory together with Lyapunov graphs we construct isolating
blocks for the isolated invariant sets of the finite component chain recurrent set of Smale flows.

On the other hand we consider templates for non-trivial chain recurrent components of hyper-
bolic flows using the Birman-Williams theorem.

We conclude by focusing on the geometric matrix A which describes subshifts of finite type and
consider the various isolating blocks and templates associated to A. The embedding of templates

in the isolating blocks is an open problem except for some trivial cases.
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Introducao

O estudo dos fluxos em S2 é uma area de intensa investigacdo que obteve consideraveis pro-
gressos nos ultimos 20 anos. Aprofundou-se o estudo das possiveis dinamicas realizdveis em fluxos
de S3 [31], [27], [15], [9]. Por outro lado, desenvolveu-se o estudo da topologia das érbitas periédicas
de um fluxo, isto ¢é o tipo de nds e links destas 6bitas [32], [1], [2], [20], [18], [30], [29]. O propdsito
principal deste trabalho é relacionar estas duas abordagens, dinamica e topologia através de objetos

combinatérias como os grafos de Lyapunov (blocos isolantes) e os templates.

Com a descoberta da ferradura de Smale abriu-se a possibilidade de definir uma nova classe
de fluxos que além de singularidades e 6rbitas periddicas possuem conjuntos de tipo (suspensao de)

ferradura.

A caracterizagdo desses conjuntos cadticos desenvolveu-se nos anos 60 por Markov e Bowen,
que estabeleceram que a dindmica discreta do conjunto invariante de um homeomorfismo f poderia
ser modelada tomando uma particao de retangulos e codificando o comportamento de f nesses
retdngulos em matrizes geométricas. Associadas a estas matrizes desenvolveu-se uma dinamica
simbdlica utilizando-se os subshifts de tipo finito. Tomando a suspensado de subshifts obteve-se

modelos para os conjuntos cadticos dos fluxos de Smale.

Muitas perguntas surgiram nos anos oitenta sobre quais suspensoes de subshits de tipo finito
poderiam-se realizar em S3. Franks responde, via grafos de Lyapunov, quais colecdes de suspensoes
de subshifts de tipo finito poderiam ser realizados simultaneamente em fluxos nao-singulares de
Smale. Seguindo esta abordagem e construindo blocos isolantes, em [9] os fluxos de Smale em
S3 foram classificados. Verificou-se através do indice de Conley e técnicas homoldgicas que estes

grafos de Lyapunov poderiam ser definidos para quaisquer fluxo suave em S e de fato em qualquer
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variedade.

Outros conjuntos cadticos, como o atrator de Lorenz, foram estudados por Williams que apre-
sentou um modelo topolégico para esse atrator. A partir deste modelo Birman e Williams desen-
volveram o knot-holder, hoje conhecido como template e estudaram os tipos de nés que poderiam
ocorrer em alguns desses templates, em especial o de Lorenz.

O teorema do template, fundamental nesta area, fez a conexao entre fluxos hiperbdlicos e
templates. Essencialmente cada componente nao trivial do conjunto recorrente por cadeia poderia
ser modelado por um template. Isto inclui componentes de dimensao trés, atratores de dimensao
dois e conjuntos cadticos do tipo sela de dimensao um. Daremos especial atencao a modelagem dos
templates associados a conjuntos invariantes de dimensao um, dado pela suspensao de subshits de
tipo finito.

O presente trabalho propoe uma estrutura teérica num contexto geométrico-qualitativo, em
variedades compactas M, que permitird uma visao da dinamica tanto nos blocos isolantes como
nos templates. Descrevemos a seguir a divisao deste trabalho.

No capitulo 1 reunimos alguns resultados relacionados com dinamica hiperbdlica, que serao ne-
cessarias nos capitulos posteriores. Este capitulo nos servird como uma breve introdugao bésica a te-
oria dos sistemas dinamicos. No capitulo 2 apresentamos o indice de Conley como uma generalizacao
do indice de Morse. Este indice serd utilizado no grafo de Lyapunov que permitird a construcao
dos blocos isolantes. A noc¢ao de dimensao topoldgica e a dinamica dos conjuntos recorrentes que
apresentam caos sao introduzidos no capitulo 3. Para estes conjuntos estudamos as particoes de
Markov e seus refinamentos. Também apresentamos o processo DA de conjuntos béasicos de di-
mensao topolégica dois e trés. No capitulo 4 mostramos um teorema que caracteriza os grafos de
Lyapunov de um fluxo. Em particular para os fluxos de Smale apresentamos diversas construgoes
de seus blocos isolantes correspondentes a cada vértice do grafo de Lyapunov. Ja no capitulo 5
abordamos o mergulho das Orbitas periddicas de fluxos hiperbdlicos, neste sentido o template é
uma ferramenta combinatorial que nos ajuda a determinar os tipos de links, e sua existéncia esta
dada pelo teorema de Birman e Williams. Finalmente, no capitulo 6 exploramos as relagoes entre

os templates e os blocos isolantes para fluxos de Smale.

Campinas, fevereiro de 2002

Herndn Montufar Lépez



Capitulo 1

Dinamica recorrente

Através deste capitulo e em geral no estudo da dinamica global dos sistemas nao-lineares,
fazemos uso extenso da linearizacao local. Um dos objetivos é descrever geometricamente a acao de
¢; sobre subconjuntos de M, obtendo uma classificacao do comportamento assintotico do conjunto

de solugoes, em especial pontos fixos, 6rbitas periddicas e conjuntos recorrentes mais exéticos.

1.1 Recorréncia por cadeia.

No estudo da estrutura das érbitas do fluxo ¢; estudamos nocoes de recorréncia que sao mais
fracas que periodicidade, mas ainda formam conjuntos invariantes compactos (). Apresentaremos
a seguir uma definicdo mais fraca que periodicidade e que no entanto é trivialmente satisfeito por
um ponto periddico. Sua importancia apresenta-se nas “fungoes de Lyapunov” e no estudo das
propriedades de estabilidade do fluxo.

Para um fluxo ¢; sobre M uma drbita de p € M é o conjunto O(p) = {Pp|t € R}. Se o
campo vetorial induzido pelo fluxo ¢; é nulo em p, sua érbita se reduz a p e dizemos que é uma
singularidade de ¢y. Caso contrario a aplicagdo « : R — M, a(t) = ¢¢(p), é uma imersao, dando
origem a uma Jrbita periddica se a nao é biunivoca e orbita regular caso contrario. Singularidades e
orbitas periédicas tem recorréncia simples e sao conjuntos limites em M segundo o comportamento

assintético das orbitas. Denotemos por P a uniao das singularidades e érbitas periddicas.

OUm conjunto no espago face é dito invariante se é uma uniao de orbitas.
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Agora apresentamos algumas nogoes de recorréncia que sao mais fracas que periodicidade. Uma
generalizacao de tais conjuntos é o conjunto nao-errante. Um ponto p é dito nao-errante para o
fluxo ¢ se para qualquer vizinhanga U de p, existe t arbitrariamente grande tal que ¢¢(U)NU # 0.
Denotaremos por ) o conjunto ndao errante, isto é, o conjunto dos pontos nao-errantes de ¢;.
Observamos que os pontos nao-errantes estao sobre ou préximo a drbitas que retornam & vizinhanca
U em tempos especificos.

A defini¢do de conjunto nao-errante é um conceito fraco de recorréncia, mas Conley define
uma idéia mais fraca de recorréncia [7], chamada a recorréncia por cadeia e é usada em discussoes

de estabilidade estrutural.

DEFINIGAO Um ponto € M é chamado recorrente por cadeia para o fluxo ¢y, se para qualquer
T,e > 0 existem pontos x; € M e numeros reais t; > T, ¢ = 0,1,...,n tal que x = x¢9 = x,, €

d(¢i,xi, riv1) < €, onde d(,) é uma métrica sobre M.

O conjunto recorrentes por cadeia, denotado por R, é o conjunto dos pontos recorrentes por
cadeia de ¢;. Este é um conjunto invariante compacto para o fluxo. Daqui temos a seguinte

seqiiéncia de conjuntos invariantes compactos.
PCQCR

Resultados de Conley [7] e Wilson [34] estabelecem que qualquer fluxo suave admite uma

funcao suave decrescente ao longo de dorbitas que nao pertencem a R e constante nas componentes

de R.

TEOREMA 1.1 Se ¢y € um fluro continuo sobre M entdo existe uma funcdo continua f : M — R

tal que

1. Sex ¢ R, f(¢e(x)) < f(ps(x)) quando t > s.

2. Sex,y € R, f(z) = f(y) & Dado € > 0 existem pontos T1 = T, T2, ..., Ty = Y, Tnt1, - -

Ton = x em R e mimeros reais t(i) > 0, tal que d(¢yi)wi, viv1) < e, 1 <i < 2n.

A funcédo f do teorema acima é dita fun¢do de Lyapunov.
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1.2 Hiperbolicidade.

Toda anélise de comportamento cadtico em muitos sistemas dindmicos envolve a identificagcao
de conjuntos invariantes hiperbdlicos, apesar de ser dificil sua verificagdo. A nocao de hiperboli-
cidade de um conjunto invariante compacto A de um fluxo sobre uma variedade M é definida em
termos da restricdo sobre A da derivada D¢y, ou seja, sobre TMy = p~'A, onde p: TM — M é a
projecao natural.

Uma singularidade p do fluxo ¢; é hiperbdlica se os autovalores de DX (p) tem parte real di-
ferente de zero, onde X (x) = d¢i(z)|i=0. Segue-se dos resultados classicos em teoria espectral

que existe uma decomposi¢ao do espago tangente, T,M = E; @& E,), onde os subespagos invari-

P

antes £ e B correspondem ao espectro das partes reais negativas e positivas dos autovalores,

respectivamente. Desta forma podemos encontrar constantes C, A > 0 tal que
|Doy(v)] > C'e)‘t”vH para v € E;f,t >0

| D¢y (v)]| < Cte ™ ||v| para v e Eyt>0

para alguma norma riemanniana ||.|| sobre T, M. Os subespacos E; e E sao ditos os subespagos
estdvel e instdvel da singularidade p.
Estas definigoes podem extender-se para uma érbita periédica ou ainda para um conjunto

invariante compacto.

DEFINICAO Um conjunto invariante compacto A para um fluxo ¢, tem uma estrutura hiperbdlica
se o fibrado tangente de M restrito a A, T My, pode ser escrito como uma soma de Whitney de

trés fibrados invariantes por D¢y, TMpy = E* & E° & E°, tal que
1. E° é gerado pelo campo vetorial X tangente ao fluxo.
2. Existem constantes C, A > 0 tal que
| D (v)]| > Ce)‘tHvH para v € E“,t >0

IDgy(v)]] < C’*le*)‘tHvH para v € E°,t >0

onde ||.|| é alguma métrica riemaniana.
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Intuitivamente temos que a condigao de hiperbolicidade significa que existe uma variacao
continua, das “direcoes ortogonais” ao fluxo, ao longo do qual o fluxo se expande e se contrai
respectivamente.

Se A é um ponto de equilibrio para o fluxo ¢; entdo E¢ é vazio. Temos entdo que para
cada ponto z € A = A\ {z : X(x) = 0}, onde X (z) = d¢(x)/dt|;=0, 0 espago tangente T'M,

decompoe-se numa soma direta de subespacos
TM, =FE, ® E, & EX

onde ES = RX(z), isto é, ES é gerado pelo vetor velocidade X (z). Assim o fibrado vetorial

T

um-dimensional

E°={RX(z);z € A}

¢ chamado o fibrado centro. Por outro lado as unides E* = |J{ES : x € A}, E* = |J{E¥ : z € A}
sao subfibrados de T'M, denominados fibrado estdvel e instdvel respectivamente. Logo, temos a

soma de Whitney

TMy=FE"® FE°®E°

Note que as dimensoes de E; e EY nao sao necessariamente constantes sobre todo A, mas é
constante em cada subconjunto conexo de A.

Sendo R hiperbdlico temos que as 6rbitas periddicas do sistema sao densas em R [12] o que
em geral ndo acontece com o conjunto ndo-errante 2. Assim uma conseqiiéncia da hiperbolicidade

de R é expressa no seguinte teorema.

TEOREMA 1.2 (DESCOMPOSIGAO ESPECTRAL) Suponha que o conjunto recorrente por cadeia R
de um fluxo tem uma estrutura hiperbolica. Entao R pode ser escrito univocamente como a unido
disjunta A{UAoU. . .UA, onde cada A; € compacto, invariante e cada ¢y : A; — A; € topologicamente

transitivo ()

Os conjuntos A; sdo chamados conjuntos bdsicos e sdo as componentes conexas de R,

(D Topologicamente transitivo para um fluxo significa que existe uma érbita densa.

(DO fato de um fluxo ter um ntimero finito de conjuntos bésicos serd de muita importancia em nosso trabalho

posterior.
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1.3 Estabilidade.

Em sistemas dinamicos a palavra “estabilidade” é usado em dois sentidos diferentes. A pri-
meira é com respeito as 6rbitas do sistema: uma érbita é estavel(atratora) se suas érbitas proximas
permanecem proximas quando o tempo cresce. A segunda é com respeito ao sistema em si: o
comportamento dinamico global ndo é muito afetado se as leis de evolucao sao ligeiramente modi-
ficadas(estabilidade estrutural).

Nesta secao abordaremos o segundo sentido, mais precisamente: Quando um fluxo é estrutural-
mente estavel? A hiperbolicidade é uma condi¢do muito importante bem como a transversalidade

das variedades estaveis e instaveis.

1.3.1 Variedade estavel e instavel.

Para a singularidade hiperbdlica temos os seguintes conjuntos estavel e instavel
We(p) = {x : d(¢tx,p) — 0 como t — oo}

W (p) = {z : d(¢tx,p) — 0 como t — —o0}

onde d(,) é a distancia em M dada pela norma riemanniana. Estes conjuntos sio C* subvariedades
imersas injetivamente em M dos subespacos lineares correspondentes.
Para um subconjunto invariante A de M o conjunto estavel e instavel W*(z), W*(z) de um

ponto z € A sdo definidos como
Wé(x) ={y : d(¢y, prx) — 0 como t — oo}

W z) ={y : d(¢ry, prx) — 0 como t — —oo}

onde d(,) é a distancia em M no sentido de alguma métrica riemanniana. O termo “instavel”
as vezes é convencional no caso geral, pois significa “estabilidade no tempo negativo”. Apesar
da etimologia a instabilidade nao exclui estabilidade pois pode acontecer W#(z) = W"(z), com x
ponto de equilibrio.

No teorema a seguir veremos que estas sao cOpias imersas injetivas do fibrado vetorial E° e

E" respectivamente.
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TEOREMA 1.3 (VARIEDADE ESTAVEL E INSTAVEL) Suponha que A é um conjunto invariante hi-
perbdlico compacto para o fluro ¢y. Entao para cada © € A os conjuntos W#(x) e W"(z) sdo a
imagem de uma imersao injetora suave de um espaco euclidiano sobre M. Além disso, o espaco

tangente T,(W*(z)) = ES e T,(W"(z)) = E¥.

As variedades W*(z) e W¥(x) sao chamadas respectivamente a variedade estdvel e instdvel de

x. Definimos também a variedade estdvel fraca w*(x) e a variedade instdvel fraca w*(x) por

o0 [e.9]

wiz)= |J W) e w'(@)= |J W(2))

t=—00 t=—00

Cada um destes é uma copia imersa injetiva do fibrado E® ou E" restrito a érbita de x, isto €,

se a dimensao de E? é k entao w*(z) é:
1. um k-plano imerso, se  é um ponto de equilibrio.
2. um (k+1)-plano imerso, se ¢px # = para t > 0, ou

3. uma imersio de um fibrado sobre S' com fibra um k-plano, se z esta sobre uma &rbita

periddica.

Os resultados andlogos sao vélidos para w"(x), ver [28].

1.3.2 Estabilidade estrutural.

Dos trabalhos de Smale sobre estabilidade dos fluxos surge a seguinte necessidade:
e Achar uma relacdo de equivaléncia razodvel entre fluxos sobre uma variedade, e;

e Um subconjunto aberto e denso do espago de todos os fluxos para o qual a classe de equi-

valéncia possa ser classificada por invariantes numéricos e algébricos.

Isto corresponde a estabelecer uma relacdo de equivaléncia entre os fluxos ¢; que exprima a
estrutura geométrica das orbitas. Dois fluxos ¢; : X — X e ¢4 : Y — Y sdo topologicamente equi-
valentes se existe um homeomorfismo h : X — Y que leva érbitas de ¢ a orbitas de 1 preservando
suas orientacoes. Um fluxo ¢; é estruturalmente estdvel se qualquer fluxo suficientemente proximo
é topologicamente equivalente a ¢;.

Uma propriedade fundamental na estabilidade de um fluxo é a condigao de transversalidade.
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DEFINIGAO Um fluxo ¢ : M — M com conjunto recorrente por cadeia hiperbdlico R satisfaz a
condi¢ao de transversalidade se para cada x,y € R, as variedades w®(x) e w"(y) se interceptam

transversalmente.

Condigoes necessarias e suficientes para estabilidade estrutural foram conjecturadas por Smale
[28] e a suficiéncia foi provada por J. Robbin e C. Robinson. No final do século XX a conjectura
foi solucionada afirmativamente por R. Mané [23] para difeomorfismos e por S. Hayashi [19] para

fluxos.

TEOREMA 1.4 Um fluzo ¢ : M — M sobre uma variedade fechada € estruturalmente estdvel se e

s0 se tem conjunto recorrente por cadeia hiperbolico e satisfaz a condicdo de transversalidade.

A Q-estabilidade é a estabilidade restrita ao conjunto nao-errante e portanto é mais fraca que a
estabilidade estrutural, mas existe uma conjectura similar chamada a Conjectura da 2-Estabilidade
e que também foi resolvida para fluxos em [19], mas inicialmente foi resolvida para difeomorfismos
por J. Palis [25] como uma conseqiiéncia dos trabalhos de Mané.

Finalmente, o teorema 1.4 d4 uma nova definicado para a estabilidade de um fluxo, dizemos
que ¢; é um fluzo estruturalmente estdvel se seu conjunto recorrente por cadeia é hiperbdlico e
satisfaz a condicao de transversalidade. Uma classe maior de fluxos sao os que tem €2 hiperbdlico e
Q) = P denominados fluzos Azioma A®Y). No préximo capitulo estudaremos fluxos estruturalmente

estaveis especificos como fluxos de Morse, Morse-Smale e Smale.

(")Esta classe é maior devido ao fato que conjuntos recorrentes por cadeia hiperbélicos é equivalente a Axioma A e

a propriedade de nao ciclos [12].



Capitulo 2

O indice de Conley

Nosso objetivo nesta secao é apresentar as desigualdades de Morse generalizadas o qual rela-
ciona o fluxo e a topologia da variedade. Para isto apresentamos o indice de Conley como uma
generalizagao do indice de Morse, obtendo assim informagcao acerca da estrutura dinamica de con-
juntos invariantes compactos. O indice de Conley é uma ferramenta topoldgica que serve para
entender a existéncia e estrutura de objetos dindmicos em sistemas nao-lineares. Inicialmente apre-
sentamos o indice de Morse classico que da uma classificagao de pontos criticos nao-degenerados.
Em seguida, apresentamos o indice de Conley para conjuntos invariantes isolados mais gerais e

finalizamos a secdo com as desigualdades de Morse generalizadas.

2.1 O indice de Morse topoldgico.

Dada uma funcao diferenciavel f : M — R, um ponto p € M é chamado ponto critico de f
se a aplicagao induzida df, : TM, — R é zero. Um ponto critico p € M é ndao-degenerado quando
a matriz Hessiana nesse ponto, d? f(p), ¢ nao singular. Assim por exemplo, se F,,(z) = px(1 — z)
com p # 0 entdo x = % é um ponto critico ndo-degenerado e se f(x) = 23 entdo z = 0 é um ponto
critico degenerado.

Segue-se do teorema da funcgao implicita que os pontos criticos nao-degenerados sao isolados,
logo s6 existem um numero finito de tais pontos em M. A funcdo f é chamada uma funcdo de

Morse se cada um de seus pontos criticos é nao-degenerado.

10
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DEFINICAO O #ndice de Morse de um ponto critico p de f é a dimensao maximal do subespaco

de T,M onde d?f(p) é definida negativa.

O lema de Morse mostra que o comportamento de f em p pode ser completamente descrito

pelo indice, permitindo uma classificacao razodvel de tais pontos criticos.

LEMA 2.1 (LEMA DE MORSE) Seja p um ponto critico nao-degenerado de f. Entdo existe um

sistema de coordenadas locais

(1:13'1727 e Tl Y1,y - - -,?/n—k;)

centrado em p tal que f(Z,%) = f(p) — |Z|* + |§|? nestas coordenadas onde k é o indice de f em p.

Se p é um ponto critico nao-degenerado de f com indice k entao p é uma singularidade do
sistema gradiente © = —V f(z) e a matriz —d?f(p), do sistema linearizado § = —d?f(p)y, tem k
autovalores positivos e (n — k) autovalores negativos. O teorema da variedade estdvel e instével
assegura que podemos encontrar um conjunto aberto N contendo p no qual W*(p) intercepta N

numa k-bola B¥ e W*(p) intercepta N numa (n — k)-bola B"*.

o

N
RPN
" o V')

~T
il

Figura 2.1: Singularidade de indice k.

Na figura 2.1, P e Q representam S*~1, a fronteira da k-bola B* representado pelo segmento
PQ e RS representa B" %, Se denotamos o conjunto dos pontos de entrada e de saida do fluxo
sobre ON por

N* ={z € ON;3e > O onde ¢_. )(x) N N = 0}

N~ ={zr € ON;3e > 0onde ¢jg () NN =0}
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respectivamente entdo N pode ser representado como B¥ x B" ¥ enquanto N~ e Nt podem ser

representados como dB* x B" % e B¥ x 9B"~F respectivamente, obtendo a equivaléncia homotdpica
- k k k ok—
(N,N7) ~ (B*,0B%) ~ (B, 5"

que mediante um colapso da fronteira obtemos N/N~, uma k-esfera (pontuada), N/N~— = XF.
Similarmente N/N* = $("=k) Desta forma dizemos que o indice de Morse topoldgico de p é uma
k-esfera (pontuada).

Na préxima segao apresentaremos a extensao de Conley do indice de Morse para conjuntos
invariantes mais gerais que pontos criticos nao-degenerados. Neste contexto o indice de Morse

topoldgico serd um caso particular do indice de Conley.

2.2 O indice de Conley homotdpico.

Um par topoldgico é um par ordenado (N, L) de espagos tal que L é um subespago fechado
de N. Se L consiste de um ponto, o par e dito um espago pontuado. Dado qualquer par (N, L) o

espago pontuado (N/L,[L]) é definido como segue:
(N/L, [L]) := ((N\L) U [Z], [L])

onde [L] denota a classe de equivaléncia de pontos em L na relagdo: z ~y < x =youz,y € L. A

topologia no espago pontuado (N/L,[L]) é a topologia quociente. Se L = () entao
(N/L, [L]) :== (N Uzo, o)

onde xy é um ponto fora de N.
Consideraremos uma classe especial de conjuntos invariantes com a propriedade que estes sejam
maximais num conjunto compacto. Desta forma, um conjunto compacto N C M é uma vizinhanca

1solante se

Inv(N):={z € N|p(R,z) C N} Cint(N)

onde int(N) denota o interior de N. A é um conjunto invariante isolado se A = Inv(N) para

alguma vizinhanca isolante N.
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EXEMPLO 2.1 Qualquer componente A do conjunto recorrente por cadeia R de um fluxo ¢y é
um conjunto invariante isolado. Se f é uma fungao de Lyapunov associado ao fluxo e ¢ = f(A)
entao para € > 0 suficientemente pequeno, a componente de f _l[c —€,Cc+ e] que contém A é uma

vizinhanga isolante para A.

Para definir o indice de Conley consideramos regioes de especial interesse no espaco de fase.

Se A é um conjunto invariante isolado, um par topoldgico (N, L) é dito par indice para A se:
1. A =1Inv(cl(N\L)) e N\L é uma vizinhanca de A.
2. L é positivamente invariante em N, isto é, dado x € L e ¢([0,t],z) C N entao ¢([0,t],z) C L

3. L é um conjunto de saida para N; isto é, dado z € N e t; > 0 tal que ¢(t1,2) ¢ N entao
existe tg € [0,¢1] tal que ¢([0,tp],z) C N e ¢(to,x) € L

As seguintes questoes sao demonstradas em [7]:

e Se A é um conjunto invariante isolado entao existe um par indice para A.

e Se (N,L) e (N',L') séo par indices para um conjunto invariante isolado A entéo

(N/L, L)) ~ (N'/L',[L])

DEFINIGAO O indice de Conley homotdpico de A é
h(A) = [N/L, [L]]
onde [-] denota a classe de equivaléncia do espago pontuado e (N, L) é qualquer par indice para A.

Observamos da definicao que o indice de Conley homotdpico é o tipo de homotopia de um

espaco topolégico.

EXEMPLO 2.2 Calculamos o indice de Conley homotépico de um conjunto invariante em R? con-
tendo trés singularidades p, q e r. Figura 2.2.

O conjunto N contem as singularidades. Se L = ON entao (IN,L) é um par indice para
A = {p,q,7,pq,qr}. Logo N/L é do mesmo tipo de homotopia que a 2-esfera pontuada 2. Segue-

se que h(A) = [¥?,a], a € ¥2. Por outro lado, se p € R? é um ponto critico ndo-degenerado com
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\ 4 N

NV
SNV

/ VY 3

Figura 2.2: Conjunto invariante nao trivial.

indice de Morse 2 entdo p é uma fonte(repulsor) para o fluxo gradiente & = —V f(x). Assim o
indice de Conley de p é X2, portanto o conjunto invariante isolado A = {p, q,7,5¢, g7} tem o indice

de Conley de uma fonte.

Pares indice sao objetos muito gerais para o cdlculo do indice de Conley e para nossas

construgoes posteriores. A seguir definimos uma nocao mais estrita.
DEFINIGAO Um bloco isolante é uma vizinhanga isolante N tal que

N~ ={z € N|e([0,T),z) € N,YT > 0}
¢ fechado.

A existéncia do bloco isolante para fluxos suaves é uma conseqiiéncia imediata da existéncia

de fungoes de Lyapunov. Além disso (N, N~ ) é um par indice para inv(N).

EXEMPLO 2.3 Se A é uma componente do conjunto recorrente por cadeia R com f(A) =cee >0
tal que nao existem valores criticos em [c — €, ¢ + €] entao definindo N como a componente de
Y c—¢€c+¢€) que contém A e N~ = f~(c —€) N N temos que N é um bloco isolante para A.

As seguintes figuras sdo exemplos de blocos isolantes que serdo estudados no capitulo 4.

2.3 Desigualdades de Morse generalizadas.

O estudo das relagoes entre o fluxo e a topologia da variedade se inicia com o célebre teorema

de Poincaré que relaciona a caracteristica de Euler da variedade M com a soma global dos indices
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Figura 2.3: Bloco isolante de uma singularidade e érbita periédica de indice 1.

das singularidades de um fluxo gradiente sobre M, & = —V f(z) com f uma fungao de valor real
sobre M.

Marston Morse generalizou o resultado de Poincaré ao estabelecer uma série de desigualdades
relacionando o nimero de pontos criticos de uma fungao de Morse com os nimeros de Betti de M.

Assim para cada ¢ > 0 as desigualdades de Morse sao:
Bi—Bici+...£ 80 < My —M;—1+ ...+ My

onde M; é o numero de pontos criticos de f com indice i e §; 0 i-ésimo nuimero de Betti de M. A

ultima destas desigualdades é a igualdade do teorema de Poincaré

Z (_1)dzm(M)*JMj — Z (—1)dzm(M)7]ﬁj = X(M)
P i=0

onde x(M) é a caracteristica de Euler de M. Estas desigualdades sao estabelecidas por um ar-
gumento geométrico que analisa as modificagoes que sofre a topologia do conjunto M¢ = {z €
M| f(z) < ¢} quando ¢ cresce desde o minimo até o maximo de f.

Uma generalizacao destas desigualdades de Morse, foi dada por Conley ao calcular invariantes
algébricos sobre seu indice homotépico, considerado entdo como um “indice homolégico”. O indice

de Conley homoldgico é definido por
CH.(A) = H.(N/L,[L)

onde H, denota a homologia com coeficientes num corpo, assim H,(N/L,[L]) ~ H.(N, L). Como

a homologia de espacos homotdépicos é a mesma, o indice homolégico é bem definido.

OBSERVAGAO 1 Em geral, nao é verdade que H.(N/L,[L]) ~ H.(N, L) para um par indice (N, L).

No entanto, pode-se provar que sempre existirao pares indice onde tal isomorfismo e valido. Neste
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sentido os blocos isolantes apresentados nos exemplos satisfazem esta propriedade ja que L =
f~1(c — €) é um retrato de deformacdo de uma vizinhanca de si mesmo em N = f~!(c —¢,c + ¢).
Segue-se entao por resultados de topologia algébrica que H.(N/L,[L]) ~ H.(N,L) e portanto é
isomorfo a C'H,(A).

EXEMPLO 2.4 Para a singularidade p do sistema & = —V f(x) onde p é um ponto critico nao

degenerado de f com indice k£ temos que a vizinhanga isolante encontrada é:
(Na N_) = (Bk X Bn_kuaBk X Bn_k) = ([_15 1]k x [_15 ”n_kaa([_]-a ”k) X [_15 1]n—k)

O indice de Conley homolégico C'H,(p) resulta do célculo da homologia do espago sendo:

Z sej=k
0 sej#k

CHj(p) ~

Ja para as orbitas periddicas v com variedade instével orientada de dimensao k + 1 temos

Z sej=kk+1
CHj(v) ~

0 caso contrario

A seguir apresentamos um caso particular do teorema de Conley que generaliza as desigualda-

des de Morse.

PROPOSICAO 2.2 Seja M uma 3-variedade fechada, orientdvel e ¢y : M — M um fluxo suave com
um numero finito de componentes recorrentes por cadeia R = U;R;. Se h§- sao as dimensoes do
indice de Conley homoldgico de R;, para j =0,1,2,3. Entao

D (=1)hf = x(M)

i,j
onde x(M) € a caracteristica de Fuler de M. Além disso, se OM # 0 a igualdade acima se dd para
X(M,0M™) onde OM~ é a parte da fronteira de M por onde o fluzo sai.

Como uma conseqiiéncia destas desigualdades de Morse generalizadas temos a igualdade de
Poincaré-Hopf. Se R é uma componente do conjunto recorrente por cadeia e (N, L) um par indice

para R com hj, j = 0,1,2,3 as dimensoes do indice de Conley homolégico de R. Entao

—h3+h2—h1+h0:€+—G+—€_+G_
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onde ' (e7) é o numero de componentes fronteira de entrada (saida) de N e
+ _ - —
Gt = 22:19: G~ =X

com g;" (g;) o género da k-ésima componente de fronteira da entrada (saida) de N.

17



Capitulo 3

Turbuléncia em conjuntos invariantes

Inicialmente definimos a dimensao topolégica de um conjunto invariante A. Isto serd de muita
utilidade para classificar algumas classes de fluxo, como veremos posteriormente. Observe que cada
singularidade ou érbita peridédica para fluxos estruturalmente estaveis tem uma dinamica do tipo
atratora, repulsora ou do tipo sela. Nos paragrafos a seguir estudaremos os casos onde a dimensao

de A é um e dois respectivamente.

3.1 A dimensao topolégica.

Definiremos a dimensao de uma componente conexa do conjunto recorrente por cadeia R de um
fluxo, fato que serd de muita importancia em nosso trabalho posterior. Singularidades e drbitas
periddicas sao exemplos de tais conjuntos aos quais temos associado uma dimensao, zero e um
respectivamente. Existem outros conjuntos recorrentes por cadeia que nao tem a estrutura de
uma variedade surgindo entao a necessidade de definir uma nogao geral de dimensao(a dimensao
topolégica) que utilizaremos para nossos propédsitos. Referéncias para dimensao topolégica sao [21]
e [10].

Uma componente conexa A C R tem dimensao topoldgica 0, dim(A) = 0, se para cada ponto
p € A existe uma vizinhanca U de p, suficientemente pequena, tal que OU N A = (). Desta definicao
temos que as singularidades tem dimensao topoldgica zero assim como, o conjunto de Cantor
triddico C' [10]. Note que as 6rbitas periédicas nao tem dimensao topoldgica zero.

Uma componente conexa A C R tem dimensdo topoldgica 1, dim(A) = 1, se dim(A) # 0 e

18
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para cada ponto p € A existe uma vizinhanca U de p, suficientemente pequena, tal que OU N A
tem dimensao topoldgica zero. Como uma 6rbita periddica v tem dimensao topoldgica diferente
de zero e cada ponto p € v tem uma vizinhanca suficientemente pequena que tem fronteira um
conjunto de dois pontos entao dim(vy) = 1. Em geral temos que se k é um inteiro nao-negativo entao
dim(A) < k se para cada ponto p € A existe uma vizinhanga U de p, suficientemente pequena,
tal que dim(0U N'A) < k — 1. Agora dizemos que A tem dimensdo topoldgica k, dim(A) = k, se
dim(A) < k mas dim(A) £ k — 1. Finalmente temos que a dimensao topoldgica é um invariante
topoldgico, isto é, se A e Ay sao homeomorfos entao dim(Aq) = dim(As2).

Componentes conexas de R de dimensao um e dois serao estudadas separadamente a fim de
fazer uma melhor exposicao da dinamica dos conjuntos recorrentes por cadeia. Para o caso de
uma funcao de Lyapunov trivial, isto é, com um tunico valor, temos que o conjunto recorrente por
cadeia R é toda a variedade e portanto a dimensao topoldgica de R é 3. Como exemplo classico

temos o fluxo proveniente da suspensao standard do automorfismo de Thom (automorfismo toral
2 1

11
Construamos entao o automorfismo toral hiperbdlico. Definimos uma relagao de equivaléncia

hiperbdlico),

~ sobre R? por & ~ y, se e 56 se, x —y € Z>. O quociente R2/Z2 ¢ um toro 2-dimensional, 772
Seja A € Ms com coeficientes inteiros e det(A) = £1 tal que seus autovalores tem norma diferente
de 1. Assim A é um automorfismo da grade Z? C R? e induz uma aplicacdo A sobre T2 mediante
a projecao natural 7 : R? — T2. Tal aplicacdo é um difeomorfismo de classe C™ e é chamada de
automorfismo toral hiperbdlico.

A importancia do automorfismo toral hiperbdlico estd na densidade de seus pontos periédicos

em T2. Agora consideremos o fluxo suspencio ¢, associado com A que esta definido sobre
M=T?xR/[(z,5s+1) ~ (A(zx), s)]

e esta dado por ¢(x,s) = (x,s+t).

Finalizamos esta secao deixando claro que a dimensao topoldgica nao esta relacionado com
a natureza complicada (caos) do sistema. Existem outras dimensées como a dimensao de Haus-
dorff® que medem esta natureza complicada e que ao contrdrio da dimenséio topolégica estas sao

normalmente ntimeros reais nao-negativos e nao-inteiros.

() Geralmente este tipo de dimensdes sao chamadas dimensodes fractais.
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3.2 Conjuntos caédticos.

Inicialmente construimos a aplicagao ferradura introduzida por Smale[28]. O fluxo obtido
desta aplicacao mediante uma suspensao, é fundamental no estudo de dinamicas mais complicadas
(cadtica) pois é o exemplo mais simples de um conjunto basico nao-trivial admitindo uma descrigao
via “dinamica simbdlica”.

Comecamos com o quadrado unitério D = I x I no plano e definimos a aplicacdo f : D — R?

tal que f(D) N D consiste de duas componentes que sao aplicadas de forma rectilinea por f.

H

Figura 3.1: Ferradura de Smale.

Assim, f|pns-1p € uma aplicagdo linear e sobre cada H; a aplicacdo f comprime segmentos
horizontais e estira segmentos verticais. Agora mediante uma iteracao de f obtemos que DN fDN
...N f"D é a uniao de 2" faixas verticais e f~™(D N fD N ...N f*D) é a unido de 2" faixas

horizontais.

Figura 3.2: Iteracao da ferradura de Smale.

A intersecao destes conjuntos sobre todo n € Z é o produto cartesiano de dois conjuntos de

Cantor e portanto tem dimensao zero. Desta forma muitos pontos x € D abandonam D e aqueles
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que permanecem formam o conjunto A = {z| fi:U € D,—00 < i < oo} o qual tem uma estrutura
topoldgica complicada.

Devido ao fato que f é linear nas faixas (horizontais e verticais) temos que para x € A sua
variedade estavel local é um segmento de linha horizontal passando através de x e sua variedade
instavel local é um segmento de linha vertical passando através de x. Segue-se que A é um conjunto
invariante hiperbdlico para f.

Para cada x € A associemos uma seqiiéncia bi-infinita de dois sfmbolos, 0 e 1, no espacgo de
simbolos ¥y = I1*°,_{0, 1} dado por

—0o0

U:A— ¥ com z— ¥Y(z) = (an(z)) (3.1)
onde

0se f"(z) € Hy
1se f*"(z) € Hy

ap(z) =

Considerando Yo com a topologia produto, este é compacto, perfeito e totalmente desconexo,
isto é, um conjunto de Cantor. Existe também um automorfismo natural de Yo o shift o dado por
o(a) = bonde b; = a;—1. Bowen, mostrou que ¥ é um homeomorfismo, isto é, f|5 é topologicamente
conjugado a o.

O espago Xy junto com a aplicacao o, (X9,0), é dito full-shift devido ao fato que todas as
seqiiéncias possiveis sdo permitidas. Definimos também a “matriz geométrica” A, a partir de Hy e

Hs por

entao A =
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3.2.1 Particoes de Markov.

Dentro da teoria de particdo de Markov podemos generalizar as faixas do exemplo acima. Nas
definicoes a seguir consideremos A um conjunto béasico de dimensao zero para um difeomorfismo f,

também para cada x € R adotamos a seguinte notagao.
We(a,R) = Wy (x)NR  W'(x,R) = Wi, («) N R

DEFINIGAO Um conjunto fechado R C A é um retdangulo se W} (x) "W} .(y) € R e é exatamente

um ponto, para todo x,y € R.

OBSERVAGAO 2 Um retangulo R pode ser identificado pelo produto cartesiano W#(z, R)x W"(z, R)
pois se x € A, existem ¢, > 0 tal que R = {y|existemw, zcomy = W (w)NWZ(z), w € W§(z),z €

Wit(x)} é um retangulo.

Figura 3.3: Retangulo.

DEFINIGAO Uma particio de Markov para A é uma colecio finita de retangulos Q = {R;}Y; tal

que:
1. A= U;Zl R;.
2. R;N Rj = 0.

3. Parax € R; e f(z) € R;
fW3(z, R;)) C W(f(z), Rj) e WU(f(z),R;) C f(W"(z,R))

4. Paraz € R; N fY(R;)
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Ry N f(W*™(x, Ri)) = W(f(x),R;) R0 f(W*(f(x), R;)) = W*(z, Ry)

Uma particao de Markov para a ferradura de Smale sao os dois retangulos Ry = H1 NA e

Ro = Ho N A que sao tipicamente conjuntos de Cantor, mas os consideraremos como retangulos

usuais.
W (f(z), Ra)
s <~ W3(f(x), Rs)
T@y N ws (@, Ry))
W4(z,Rq)
>
Ry
= ~
[t Ry W R

Figura 3.4: Particao de Markov da ferradura de Smale.

Bowen [4] mostrou que todo conjunto bésico tem uma particao de Markov.

Diremos que uma particdo de Markov 2 = {R;} | esta associada a uma cole¢io de handles™)
H = {Hz}fil se para cada retangulo R; existe uma “grade retangular” () limitando um handle e
tal que seus pontos de intersecao sao elementos do retangulo. Desta forma os retangulos da particao

de Markov sao da forma A N H;.

PROPOSICGAO 3.1 Uma particao de Markov para A pode ser refinado a uma particio de Markov

associada a uma cole¢do de handles disjuntos.

Demonstracdo. Refinamos a particao 2 a outra particao cujos retangulos R;g C R; para algum j,
tem diametro arbitrariamente pequeno com folhas estaveis e instaveis conectados ordenadamente.
Uma folha estdvel é conectada ordenadamente se qualquer ponto ¢ € W¥(z, R;) entre 2 pontos
a,b € W*(z,Rj) N R;g pertence também a W*(z, R;) N R;g, para qualquer x. Similarmente para
as folhas instaveis. Um suposto retangulo R;C cujas folhas estaveis e instaveis sdo conectadas
ordenadamente é dito celular. Seja {R;C} a colecao de todos os retangulos celulares maximais, isto
6, W*(z, R,) (resp. W(x, R})) é um conjunto maximal conectado ordenadamente em W2(z) N R;

(resp. W2(z) N R;) onde R, C R;.

(DUm handle é uma copia mergulhada de I x I.

() Uma “grade retangular” é uma grade cujas linhas sdo “paralelas” e tem uma correspondéncia bijetiva entre seus

pontos de intercessao.



3.2. Conjuntos caodticos. 24

Segue-se da construgao que os R;C novamente formam uma particao de Markov de A.
Seja R;C um destes retangulos, para = € R;C escolhamos os segmentos maximais I°(x) C W () e
I'(x) C W} _(z) tendo seus pontos fronteiras em R;c. Como R;g é o produto cartesiano W*(z, R;g) X

W(z, R, entdo o conjunto
Gl = Uy 1°(2) UT(2)

é uma grade retangular limitando um disco dois dimensional, o handle H,; Agora os handles H,;

sao disjuntos dois a dois pois os R;ﬁ sao fechados e R;,€ N RZ =0 [ |

A informacao obtida pela particdo de Markov de um difeomorfismo f e conjunto invariante

pode ser codificado pela “matriz geométrica”.

DEFINIGAO A matriz geométrica A correspondente a f e um conjunto de handles
H={H;:i=1---n}

é definido por A(i, j) = niimero de componentes conexas de f(H;) N H;.

3.2.2 Subshifts de tipo finito.

Da matriz geométrica podemos formar um grafo G com n vertices e A(i, j) arestas orientadas
do vértice i ao vértice j para finalmente obter um “subshift de tipo finito”. Este procedimento serd
apresentado para uma matriz de inteiros ndo-negativos, A, em geral.

Para uma matriz n x n de inteiros ndao negativos, A, podemos construir um subshift de tipo
finito. Formamos um grafo G' com n vértices e a;; arestas orientadas do vértice ¢ ao vértice j. Seja
E = {e;} o conjunto de arestas e E”% o espaco de seqiiéncias de elementos de E indexado por Z,
definimos Y , C E% por: e = (...,e_1,€p,€1,...) € ., se para cada i € Z a aresta e; termina no

vértice de G onde e;1 comeca. O homeomorfismo shift o : E? — E” é definido por o(e) = f onde

fi = €j—1-
DEFINICOES

1. Um subshift de tipo finito, 0(A), associado a uma matriz A de ordem n xn é o homeomorfismo

shift restrito a }_ 4, 0(4) =0l 124 = X4



3.2. Conjuntos caodticos. 25

2. O fluzo suspensio de um subshift de tipo finito é definido sobre o espago™)
Xa=3aXR/[(z,s+1) ~ (c(x),s)]
e o fluxo ¢y sobre X 4 é definido por ¢¢(z,s) = (z,s + t).

Denotaremos também subshift de tipo finito irredutivel aos subshifts de tipo finito associados
a uma “matriz irredutivel”. Uma matriz inteira nao negativa A de ordem n x n é dita irredutivel
se para cada 1 < i,7 < n existe um k > 0 com (A¥);; # 0. A irredutibilidade da matriz refere-se ao
fato que o grafo G tem a propriedade que para qualquer dois vértices existe um caminho orientado
entre eles.

Bowen [5] mostrou que os conjuntos cadticos de dimensao um sao homeomorfos a suspensao de
subshift de tipo finito irredutivel. Por conjunto cadtico entendemos, um conjunto invariante com
dependéncia sensitiva sobre condigoes iniciais, topologicamente transitiva e com érbitas peridédicas

simples.

TEOREMA 3.2 Se ¢y € um fluro com conjunto recorrente por cadeia R e A € um conjunto bdsico
uni-dimensional entdo ¢; restrito a A € topologicamente equivalente a suspensdo de um subshift de

tipo finito irredutivel.

Apresentamos agora um exemplo de uma ferradura que nao é topologicamente conjugado a um
full-shift mas o é a um subshift de tipo finito, (¥4, 0). Escolha uma regiao X no plano consistindo

de trés discos e duas faixas, conectadas como mostra a figura 3.5

Figura 3.5: Ferradura de Franks.

(")YNote que > 4 foi identificado com um subconjunto de uma variedade, isto é uma conseqiiéncia do teorema de

Bowen para difeomorfismos, veja também o teorema 3.2.



3.2. Conjuntos caodticos. 26

Definamos uma aplicagao f que aplica X dentro de si de tal forma que os pontos {p1, p2, p3}
formam um atrator periédico de periodo trés e as faixas sejam folheadas como na ferradura de
Smale construido anteriormente, para detalhes ver [15]. O conjunto A C h; Uhg tem uma estrutura
hiperbdlica e é com efeito um conjunto basico de f. Suspendendo f obtemos dois conjuntos basicos

uma érbita periddica atratora e um conjunto cadtico.

Da maneira em que f aplica as faixas temos que f|y néo é conjugado a um full-shift pois
f(h1) Mhy = 0 e assim a,(x) = 0 implica a,41(x) = 1 portanto o sistema (X 4,0) consiste de
todas as seqiiéncias bi-infinitas em {0, 1} tal que se a n-ésima posigao contém o simbolo 0 entao a

(n-1)-ésima posigao contém o simbolo 1. Portanto, f|a é topologicamente conjugado a um subshift
01

11

de tipo finito associado com a “matriz geométrica” B =

Observe que o teorema de Bowen acima caracteriza os conjuntos béasicos. Mas, numa vizi-
nhanca, ainda suficientemente pequena, do conjunto unidimensional pode-se ter diferentes estru-
turas. Portanto, diferentes fluxos, com a mesma dinamica num conjunto basico unidimensional,

podem ser equivalentes a um tnico subshift de tipo finito irredutivel. Assim, por exemplo, considere
1

as trés aplicagoes associadas a matriz A = , ver figura 3.6. Aqui f = g = h quando sao
11

restritas as duas faixas horizontais, desta maneira os fluxos suspensao correspondentes ¢, ¢ € ¥
tem conjuntos invariantes A com a mesma dindmica. Mas numa vizinhanca de A os trés fluxos sao

diferentes.

Figura 3.6: Ferraduras com a mesma dinamica.

No afa de classificar os subshifts de tipo finito temos que se o : ¥ — X é um subshift de tipo

finito entao é topologicamente conjugado ao shift o(A) onde A é da forma
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A1 * *
0 A2 *
0 = A,

e cada A; é irredutivel. Aqui cada parte recorrente por cadeia A; de o é topologicamente conjugado
ao subshift associado a A;, isto é, o|a, é topologicamente conjugado a o(A;). Entao o conjunto
recorrente por cadeia de o(A) consiste de |J;-_; A; pois as demais matrizes nao-nulas fora da diagonal
representam érbitas nao-recorrentes que vao de A; a Aj, i # j.

Desta forma, matrizes diferentes darao origem a subshifts de tipo finito topologicamente con-
jugados. Isto corresponde a fazer certas mudancas na escolha da particao de Markov. R. Williams
[31] caracterizou a conjugagao topoldgica para os subshifts de tipo finito. Mais precisamente, su-
ponha que A e B sdo matrizes inteiras quadradas nao-negativas e 0(A), o(B) os correspondentes

subshifts de tipo finito. Entao o(A) é topologicamente conjugado a o(B) se, e s6 se, A é forte-

1 1
mente shift equivalente () a B. Assim, por exemplo, se A = (2) e B = entao o(A) é

1 1
topologicamente conjugado a o(B).

Existe outra caracterizagao de matrizes com dinamica equivalente, que esté ligada ao teorema
de Bowen. Duas matrizes quadradas inteiras nao-negativas A e B sao fluxo equivalentes se 0s
subshifts de tipo finito 0(A) e o(B) tem fluxo suspensao topologicamente equivalentes.

B. Parry e D. Sullivan [26] caracterizaram esta relagdo de equivaléncia da seguinte maneira:
A e B sao fluxo equivalentes se, e sé se, existem matrizes A1 = A, As,---, A, = B tais que A; é

shift equivalente a A;11 ou A; tem a forma de um das duas matrizes abaixo e A;11 tem a forma da

outra.
o 1 0 - 0
ailr 0 Qln ain 0 a2 -+ a
R a1 0 a2 -+ agp
an1 Gnn
an1 0 an2 -+ Gun

™MDuas matrizes inteiras quadradas nio-negativas A e B sdo fortemente shift equivalentes se existem matrizes
inteiras ndo negativas (nfo precisamente quadradas) R; e S;, 1 < i < n, tais que A = R1S1, = Sh Ry e Ri415i41 =

S;R; para 1 <1 < n.
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Como conseqiiéncia deste resultado temos que se A e B sdo fluxo equivalentes entao det(I—A) =
det(I — B). Por outro lado, Bowen e Franks [6] mostraram que se A e B sao fluxo equivalentes
entdo tem-se o isomorfismo de grupos Z" /(I — A)Z" ~7" /(I — B)Z™.

Finalizamos este pardgrafo com o teorema de Franks [14] que resolve o problema de decidir

quando duas matrizes representam a mesma dinamica com respeito a fluxo equivaléncia.

TEOREMA 3.3 Suponha que A e B sao matrizes inteiras irredutiveis nao-negativas e que nenhuma

das quais é uma matriz permutaciol™). As matrizes A e B sdo fluro equivalentes se, e sd se,

det(I — A)=det(I - B) eZ" /(I - A)Z" ~Z™/(I — B)Z™.

No proximo capitulo estendemos nosso estudo nestes conjuntos cadticos e construimos uma

subvariedade com fronteira onde os conjuntos cadticos mergulham naturalmente.

3.3 Atratores.

No estudo qualitativo dos fluxos encontramos “regides de atracdo” que contém uma singula-
ridade, uma Orbita de indice zero ou algum outro conjunto invariante. Denotaremos por atrator
hiperbdlico trivial a essas singularidades ou orbitas de indice zero. E por atrator ndo trivial aos
demais conjuntos invariantes que estas regides contem, dentro os quais obteremos os “atratores

estranhos”.

DEFINIGAO Um subconjunto A C M é um atrator para ¢; se existe uma vizinhanga U de A tal

que:
1. ¢y(U) C int(U)
2. A = Nis0y(U)
3. A= R(dv)

Como um exemplo, consideremos o fluxo no tempo negativo do retrato de fase ilustrado na
figura 2.2. Observamos que o intervalo A entre as duas singularidades p e r satisfaz as duas

primeiras condigoes de nossa definicao porém nao é um atrator pois nao satisfaz a terceira condicao,

) Uma matriz permutacao é uma matriz tal que a soma de cada linha e coluna ¢ igual a um.
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isto é, A nao é minimal no sentido que subconjuntos préprios de A sdo atratores. Desta forma as
singularidades p e r s@o os Unicos atratores do fluxo.

Como outro exemplo, consideremos o fluxo ¢; determinado pelo sistema Lorenz, isto é, o
sistema de equacoOes diferenciais ordindrias que Lorenz introduz ao truncar a equacao de Naiver-

Stokes. O sistema Lorenz é:

x = 10(y —x)
y = r-x—y—az
z = —§z+x

onde r é um parametro real, o niimero Rayleigh. Lorenz mostrou que pode-se encontrar uma regiao
fechada simplesmente conexa N C R3, contendo a origem, tal que o fluxo entra em N através de

sua fronteira. Assim N contém um atrator A = Ny>o¢¢(N). Com efeito:

Se r < 1 a origem é um pogo hiperbdlico e é o tnico atrator.

e Em r = 1 ocorre uma bifurcacdao tipo Pitchfork.

Se r > 1 o origem é um ponto de sela com variedade estavel 1-dimensional e existem dois

pontos singulares nao triviais, ¢~ e g™, que sao pocos quando 1 < r < %.

_ 470 - ~
e Em r = 35 ocorre uma bifurcagio de Hopf.

e Ser > % os pontos singulares nao triviais sao selas com variedade instavel 2-dimensional.

Assim para r > % as trés singularidades s@o instdveis mas o atrator A = Ny>o¢:(IV) existe. Desta

forma fixando r = 28 no sistema Lorenz, uma integracao numérica sugere o atrator que se aproxima
e se move aparentemente sobre uma superficie com duas folhas S, figura 3.7.
A fronteira de S é parte da variedade instavel da origem, W*(O). Os pontos selas ¢+ e ¢~ estao
nos dois buracos de S e tem variedade estdvel um-dimensional, W*(¢%).

Note que o atrator de Lorenz nao tem uma estrutura hiperbdlica ja que contém uma singula-
ridade na origem O. Na singularidade O, Ef, tem dimensao dois e £ tem dimensao um, enquanto
que em z € A\{O} a descomposisao é E¥ @ E? @ ES onde cada um dos subespagos tem dimensao

ui.
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WOC(q+)

Wi (O

Figura 3.7: Atrator de Lorenz.

Observamos também que o atrator de Lorenz é um atrator nao-trivial ao qual nos referimos
como um “atrator estranho”. Reservaremos o nome de atrator ndo trivial para aqueles atratores
cuja dimensao topoldgica é dois. Chamaremos também de atrator hiperbdlico a um atrator com
uma estrutura hiperbdlica e de atrator expanding a um atrator hiperbdlico cuja dimensao topoldgica
é igual a dimensao de £, o fibrado instavel.

Para um fluxo estruturalmente estavel temos que os atratores hiperbdlicos sao:
e Singularidades.
e Orbitas periédicas.
e Atratores nao triviais.

Note que um conjunto basico A de dimensao dois num fluxo estruturalmente estavel sé pode ser
um atrator ou repulsor (atrator com fluxo tempo-revertido). Pois sendo A 2-dimensional segue-se
da hiperbolicidade que os fibrados estavel, instavel e centro sdo de dimensao um e como A deve
conter o fibrado centro entao também deve conter o fibrado estdvel ou instavel. Portanto, A é um
atrator ou um repulsor dependendo da direcao que esta fora de A.

Um dos atratores hiperbdlicos muito conhecidos é o D A(derivado de Anosov) da suspensao do

automorfismo de Thom de 72, . Este fluxo mergulha no complemento do né figura-oito
11

(Vi) em §3, desta forma M3 — k, ~ S3 — {né figura-oito} onde k, é uma érbita tipo fonte.

(i) Para teoria de nds ver no capitulo 5.
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Descreveremos agora o processo DA, derivado de Anosov, dado por Smale [28] o qual consiste
em abrir um “buraco” em M e separar as variedades invariantes, criando uma ou duas novas orbitas
e reduzindo a dimensao topolégica de nosso conjunto basico em um.

Consideremos uma 6rbita fechada v num conjunto bésico e seja N. = N(y) sua vizinhanca
tubular de diametro €. Para cada = € ~, definimos [e®, e", e|(x) as coordenadas referentes no
ponto z (as diregoes estavel, instdvel e centro serdo nossos eixos ), a hiperbolicidade e o teorema da
variedade estavel garante nossa definicao. Modificamos o fluxo ¢; por considerar o campo vetorial

X dado por:

(25,0,0) se x = (x5, Ty, xc) € Ne

Osex ¢ N,

X(z) =
O novo fluxo denominado fluxo DA, qblPA, é definido como o fluxo gerado pelo campo vetorial

doPA  do
—— = —+4+kX 2
dt dt + (3:2)

para algum k > 0. Sendo k suficientemente pequeno nao existe mudanca qualitativa no fluxo, mas
para k maior que o raio de contracao da variedade estavel de v o fluxo é alterado.

Consideremos a secao transversal uni-dimensional dada por I = W} (y) N7 onde 7 é uma
secao transversal local de v. Para k = 0 a aplicacao retorno induzida r é uma contracao sobre I e
dependendo da orientabilidade do fibrado estavel E® de v, r pode preservar ou reverter a orientagao.

Identificamos I com o intervalo [—1,1] com o ponto fixo correspondente a - na origem.

e Para k = 0 a aplicagao retorno é conjugada a x — +Ax, 0 < A < 1, dependendo da aplicagao

quando preserva (+) ou inverte (—) a orientacao.

e Em k, > 0 existe uma bifurcacao quando a inclinacdo em 0 é um, em valor absoluto. Se r
preserva a orientagao, ocorre uma bifurcacao Pitchfork dando origem a duas novas Orbitas

periddicas do tipo sela , 'y/ e 'y”, isotopicas a .

No caso que r inverte a orientagdo ocorre uma bifurca¢do periddo-duplo dando origem a uma
6rbita simples também de tipo sela 7', isotépica a double twisted de .

Em ambos os casos a érbita v torna-se uma fonte. A seguir consideremos 5 um conjunto basico
de dimensao trés e mostraremos que mediante uma decomposicao DA de B obtemos dois conjuntos

bésicos, uma fonte de dimensao 1 e um atrator de dimensao 2.
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Figura 3.8: Bifurcacao periédo-double e Pitchfork.

PROPOSIGAO 3.4 Seja A o complemento de W"(vy) em B, onde v € a drbita tipo fonte de fluxo

DA, ¢PA. Entdo A € um atrator expanding.

Demonstragdo. Sendo vy uma 6rbita tipo fonte do fluxo DA, ¢P4, temos que ¢PA(WE (7)) D
W.(v) para t > 0, segue-se que B\W}% (v) é uma regido positivamente invariante. Logo A =
Mo OPA M\, (7) € um atrator.

Por construgao de ¢PA as variedades estavel em A sdo preservadas, dai o fibrado estavel E° sobre
A de QSPA é o mesmo que de ¢;. Para produzir o fibrado instdvel sobre A, é suficiente construir
cones em TM,, para x € A. Mediante iteragao estes cones convergem para o novo fibrado instével
E" [18]. Conseqilientemente A é hiperbdlico.

Afirmamos que W%(y) é denso em B entdo dim(A) < 2. Como 7 C A e A é atrator entdo
W*(y') C A, logo dim(A) = 2 pois a dimensio topoldgica de W*(v') é dois.

Mostremos que W*"(y) é denso em B. Inicialmente provamos que W#(g) bajo ¢, é denso em B.
Agora como a perturbacdo DA deixa invariante o fibrado estdvel entdo W*(e) de ¢PA também
é densa em B. Daqui para x € A e N, uma vizinhanca arbitrariamente pequena em B qualquer
y € N,NW?#(g) tem sua 6rbita, préximo a qualquer ponto em B. Isto implica que gb??(?") intercepta
W(~) no fluxo DA para t suficientemente grande, pois W"(y) contém uma vizinhanga tubular de
~v. Como W*"(v) é invariante pelo fluxo entao y € W*(~). De onde y é arbitrariamente préximo a
x € A, logo W"(~) é denso em B.

Finalmente W#(e) é denso em B sob ¢; pois sendo B um conjunto basico, Bowen [4] mostra que
existe uma particao de Markov para uma segao transversal de 5 com uma sobrejecao continua do
sufshift de tipo finito & segdo transversal de B. A existéncia da variedade estavel simbdlica de €
cuja érbita é densa no espaco de simbolos implica que W#*(e) é denso em B pois a aplicagao para

B é uma sobrejegao. [ |
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A partir desta proposicao pode-se construir muitos exemplos de fluxos sobre uma trés variedade
com conjuntos bésicos de dimensdo um e dois. Assim, por exemplo, os fluxos de Anosov (Vi)
considerados em “Anomalous Anosov flows” [16].

Consideremos o fluxo DA, ¢; : My — M, da suspensdao do automorfismo de Thom de T2.
Entao ¢; tem uma drbita periédica repulsora y e um atrator expanding A. Retire uma vizinhanca
tubular N(v) de M; e seja Ms a nova variedade com fronteira OMy, homeomorfa a T’ 2 e o fluxo
também denotado por ¢, é transversal a fronteira apontando para o interior. A nova variedade M»
serd, obtida colando ao bordo de My uma vizinhanca com colarinho %) T2 x [0, 1]. Estenda o fluxo
¢t de forma natural, transversal ao colar [16].

Entao, seja @y : My — M, uma cépia de Yt : My — Ms com @y = p_, desta forma @; é um
fluxo transversal apontando para fora na fronteira OMy e contem um repelor 2-dimensional com
estrutura hiperbélica. Agora ao colar My e My através de qualquer difeomorfismo OMy — Mo,
¢ U@y da um fluxo suave 1, sobre a variedade resultante M. O fluxo ¢, satisfaz o Axioma A x) ¢
tem dois conjuntos basicos ambos com variedade estavel fraca dois dimensional.

Consideremos agora um exemplo com uma 6rbita fechada isolada no conjunto recorrente por
cadeia. Inicialmente consideramos um fluxo sobre a variedade S' x {disco com dois buracos}
que entra sobre uma componente fronteira e sai sobre as outras duas e com uma 6rbita fechada
simple, no interior da variedade, do tipo sela. Em seguida, colamos apropriadamente duas copias
de (M3, ;) e uma copia de (Ma, @;), j4 construidos anteriormente, para obter o fluxo Anosov com
quatro conjuntos basicos. Uma drbita de tipo sela 1-dimensional, um repulsor 2-dimensional e dois

atratores 2-dimensionais.

<Vi“><pt é um fluxo de Anosov se toda a variedade M possui uma estrutura hiperbdlica.
(%) Para esta definicao ver secdo 4.2.1.
*)Na verdade o fluxo 1; é Anosov [16].



Capitulo 4

Fluxos em grafos de Lyapunov

abstratos

Neste capitulo estudamos os grafos de Lyapunov de alguns fluxos especiais em S2. A dinamica
de interesse acontece no conjunto recorrente por cadeia R e portanto cada vértice do grafo estd
associado a invariantes das componentes de R. Um destes invariantes é o indice de Conley.

Na primeira secao observaremos que grafos de Lyapunov podem ser obtidos a partir de um
fluxo suave e de uma funcao de Lyapunov associada. Por outro lado, a realizagdo de um grafo de
Lyapunov abstrato foi bem desenvolvida em [15] e [9] e nas ultimas se¢Oes apresentamos alguns

construcoes.

4.1 Grafos de Lyapunov.

A existéncia da funcéo de Lyapunov é muito importante para o estudo dos fluxos suaves, pois
determinam um grafo de Lyapunov, que é uma ferramenta muito 1til, que fornece informacéoes locais
e globais de um fluxo. Introduziremos alguns conceitos elementares da teoria de grafos. Esta nova
teoria permite expressar os problemas de maneiras diferentes. Uma referéncia para este material é
[3].

Um grafo G é um par ordenado de conjuntos disjuntos (V, F) tais que E C V x V. O conjunto

34
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V' é o conjunto de vertices e E é o conjunto de arestas. Assim dada uma aresta e = {u,v} € E

dizemos que u e v sao adjacentes e que e é incidente sobre u e v.

DEFINICAO Dado um fluxo ¢; : M — M e uma funcao de Lyapunov f : M — R o grafo de
Lyapunov L é obtido tomando o espago quociente de M, que identifica a um ponto cada componente

de um conjunto de nivel de f.

Segue-se da proposigao 1.4 em [15] que o espaco resultante na defini¢do anterior é um grafo.
Esta definicdo também pode-se expressar da seguinte forma: Defina a seguinte relacdo de equi-

valéncia sobre M.

T~y Yy < T ey pertencem a mesma com-

ponente conexa de um conjunto nivel de f.

Chamamos a M/ ~; o grafo de Lyapunov L.

Geometricamente cada componente conexa de um conjunto de nivel f~!(c) colapsa a um ponto,
assim f~!(c)/ ~; é um conjunto finito de pontos distintos sobre M/ ~¢. O ponto sobre M/ ~ é
um vértice se mediante a relacao de equivaléncia corresponde a uma componente de um conjunto
de nivel contendo uma componente recorrente por cadeia. Os demais pontos sdo as arestas. Cada
aresta representa S, x I onde S, é uma superficie de género g e I é um intervalo aberto limitado.
Para uma aresta reter a informacao topolégica de Sy x I é suficiente rotuld -la com o género, g, de
Sy.

Se u é um vértice entdao o nimero de arestas de entrada de u é chamado o grau positivo de
u e é denotado por e™(u), o ntimero de arestas de saida de u é chamado o grau negativo de u e
é denotado por e~ (u), a soma dos graus positivos e negativos de u é chamado o grau de u e é
denotado por e(u). Agora cada vértice do grafo onde todas as arestas entram (saem) sao ditos
vértices pogos (vértices fontes). Chamaremos também de vértice sela dqueles vértices que nao sao
pocgos nem fontes.

Estudaremos o caso onde os grafos de Lyapunov sejam finitos e desta maneira em primeira
instancia nos restringimos aos conjuntos recorrentes por cadeia hiperbélicos e posteriormente o caso

mais geral de um conjunto recorrente por cadeia com um numero finito de componentes.

TEOREMA 4.1 Para um fluxo suave sobre uma 3-variedade orientdvel e fechada M com func¢ao

de Lyapunov f : M — R seja hé-, 7 =0,1,2,3 as dimensoes do indice de Conley homoldgico das
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componentes R; do conjunto recorrente por cadeia R do fluzo. Se L € o grafo de Lyapunov associado

com vértices v; rotulados com h;. Entao

1. Cada vértice v; deve satisfazer:

(a) et (v;) < (h})* + 1 (* indica o indice do fluro no tempo negativo).

2. Os pesos {g;"} and {g; } sobre as arestas incidentes a cada vértice v; devem satisfazer:
(a) G~ =G =e (v;) — et (i) + B3 (—1)7h}, onde G~ = Zz;avi)gk_ (GT = ZZ:(lvi)g,j).
(b) Se et (v;) =0 entdo G~ = e (v;) — 1+ hb — h}.
(c) Se e (v;) =0 entio G = et (v;) — 1 — hl + h.

Demonstragdo. Faremos um esbogo da demonstragao. Maiores detalhes encontra-se em [8]. Consi-

dere o par indice (N, L) para R; e a seqiiéncia exata
- — Hy(L) — H{(N) — CHy(R;) =% H(L) —'

onde os grupos de homologia sao considerados com coeficientes em Zo e Hy é a homologia reduzida.

Da exatidao em Ho(L) temos que

dim(Imoy) = dim(Kerig)
logo 01 é sobrejetiva e por tanto

dimCH,(R;) > dimHy(L)

Mas dimCH,(R;) = h e dimHy(L) = e~ (v;) — 1 entdo a condicio 1(a) esta provada.

Para a parte (b) considere o fluxo em tempo negativo.

A condigao 2(a) é uma reformulacao da igualdade de Poincaré-Hopf, devido a que R; corresponde
a um vértice no grafo de Lyapunov v; e ONT respectivamente ON~ correspondem as arestas de
entrada e de saida de v;.

2(b) e 2(c) sao casos particulares de 2(a).

Se et = 0, o indice de Conley de R; é uma 3-variedade fechada junto com outras variedades de

dimensao menor ja que todas as componentes fronteiras de N colapsarom a um ponto. Aqui hg =1
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que substituindo em 2(a) temos 2(b).
Se e~ = 0, o indice de Conley de R; é tem duas componentes pois L = ) e é identificado a um

ponto fora de N. Aqui hy = 1 que substituindo em 2(a) temos 2(c). [

Na préxima secdo apresentaremos um teorema de classificacio para os fluxos de Smale em
S3 (teorema 4.2).
Por outro lado, para construir um fluxo que satisfaca uma dinamica desejada é preciso definir

um grafo de Lyapunov abstrato.

DEFINICAO Um grafo de Lyapunov abstrato é um grafo orientado ) conexo () finito L que néo
possui ciclos @) orientados e cada vértice rotulado com um fluxo recorrente por cadeia sobre um
espago compacto. Cada aresta serd rotulado com um inteiro nao negativo g, que serd o peso da

aresta.

A construcao de um fluxo sobre M a partir de um grafo de Lyapunov abstrato pode-se ver em
[9], mas no préximo capitulo apresentaremos algumas construgoes.

Finalmente, se G = (V, E) e G' = (V', E') sdo dois grafos de Lyapunov abstratos com fungoes
pesos w e w' respectivamente, associados a suas arestas, isto é, w : B — Zt e w' : B/ — Z7T.

Dizemos que G e G’ sao topologicamente equivalentes se:

1. Existe um isomorfismo (") ¢ preservando pesos entre G e G, isto é, w(u,v) = w'(¢p(u), $(v)).

2. O fluxo recorrente por cadeia com que v esta rotulado, é topologicamente equivalente ao fluxo

com que ¢(v) esta rotulado.

O Fluxos de Smale sao fluxos estruturalmente estaveis com dim(R) < 1.

(DSe ¢ ¢ uma aresta ¢ e = (u,v) dizemos que e é uma aresta dirigida de u para v, uma aresta de saida de u e uma

aresta de entrada de v. O grafo é dito ser orientado se suas arestas sdo pares ordenados, isto é, arestas dirigidas.

(D Um caminho(entre v € v, ) num grafo G é uma seqiiéncia alternada de vertices e arestas vo, €1, 1, ,Un—1, €n, Un
tais que para cada i =1,--- ,n e; = (v;,v;—1) ou €; = (vi—1,v;). Um grafo é conexo se para qualquer par {u,v} de

vertices distintos existe um caminho de u para v.
(")Um caminho é um ciclo se as arestas sdo distintas e vo = vn,.

M Dois grafos G = (V,E) e G' = (V', E') sdo isomorfos se existe uma bijecao ¢ : V — V' tais que Yu,v € V,
{8(w),6(v)} € E' & {u, 0} € E.
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4.2 Blocos isolantes de fluxos em S°.

Dado um grafo de Lyapunov abstrato L que satisfaz certas condigoes, construiremos um fluxo
sobre $3 com uma funcio de Lyapunov associada que tem grafo de Lyapunov L’ topologicamente
equivalente a L.

Realizaremos a dindmica de cada vértice numa subvariedade com fronteira X de S3. A sub-
variedade X possui um tnico conjunto bésico. O fluxo entra em (resp. sai de) X através de e™
(resp. e~) componentes da fronteira de X, onde e'(resp. e~) é o niimero de arestas entrando
(resp. saindo) ao vértice v. Além disso, cada componente da fronteira é uma 2-variedade com
género gt (g~) onde g7 (g~) sdo os pesos das arestas que entram a (resp. saem de) v. Finalmente
colamos as componentes das fronteiras segundo as orientacoes do grafo, de maneira que obtemos
53 e um fluxo ¢;. As subvariedades X serdo nossos blocos isolantes.

As construgoes obedecerao ao seguinte teorema de classificacdo dado por Franks [15] e de
Rezende [9] o qual mostra que as singularidades e a suspensao de qualquer subshift de tipo finito
irredutivel pode ser realizado como um conjunto béasico em algum fluxo de Smale em S3. As
definigoes e as construgoes serdao desenvolvidas gradualmente nos seguintes paragrafos ordenados

de acordo com a dimensao e complexidade dos conjuntos bésicos.

TEOREMA 4.2 Dado um grafo de Lyapunov abstrato L com vértices pogos(fontes) rotulados por
uma drbita periddica atratora (repulsora) ou uma singularidade de indice 0 (indice 3), entdo a L é

associado um fluxo de Smale se e s se as sequintes condi¢des sao satisfeitas:

1. O grafo L é uma arvore ) com exatamente uma aresta incidente a cada vértice poco ou

fonte.

2. Se um vértice € rotulado com uma singularidade de indice 2 (indice 1) entdo 1 < et <2 e
e =1 (e+ =lel<e <2) eseo vértice é rotulado com uma drbita periddica de indice
Tentiol <et <2el<e <2 ondee(e”) é o nimero de arestas entrando(saindo)
do vértice. Se um vértice € rotulado com a suspensdo de um subshift de tipo finito e A € a

matriz inteira ndao negativa irredutivel de ordem n X n, representando o subshift, entdo:

et >0,e >0

OYUma arvore é um grafo conexo que nao possui ciclos.
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k+1-G <et<k+1comG =3, g7
k+1-Gt<e <k+1comG" =E§;g?

onde k = dimKer((I — B) : Z3 — Z3), bij = ajymod 2 e gj+ (9;) € o peso sobre a aresta de

entrada(saida) do vértice.

3. Todo vértice deve satisfazer a condicao de Poincaré-Hopf, isto é, para um vértice rotulado

com uma singularidade de indice r, a condi¢do é:

()" =ef—e =>g +> g

e para um vértice rotulado com uma suspensdo de um subshift de tipo finito ou uma Jrbita

periddica, a condi¢cdo é:
O=et—e =g/ +29;

4.2.1 Fluxos de Morse.

Nesta paragrafo estudaremos os fluxos mais simples, com uma estrutura hiperbdlica sobre seu
conjunto recorrente por cadeia. Um tal fluxo é gerado por integracao do gradiente de uma funcgao
de Morse. O conjunto recorrente por cadeia de tais fluxos é um conjunto finito de singularidades

correspondente aos pontos criticos da funcao de Morse associada.

DEFINIGAO Um fluzo de Morse é o fluxo do campo gradiente de uma funcao de Morse.

Como ja foi dito, os pontos criticos da funcao de Morse sao os conjuntos basicos do conjunto
recorrente por cadeia e este sao maximos, minimos ou selas.

Um grafo de Lyapunov satisfazendo as condigoes 1, 2 e 3 do teorema indica que seus vértices
sao da forma("): figura 4.1, ditos também grafos dangling™.

Assim, exemplos de grafos de Lyapunov abstratos que satisfacam as condigbes 1, 2 e 3 sdo:

figura 4.2.

(i) Bstamos adotando a convengao que vértices em negrito representam singularidades.
Wi Denotaremos por grafo dangling G = (V, E) onde V = (V U {oo0}), V um conjunto de vértices e E C (V x V).

Definiremos por arestas direcionadas do tipo dangling os pares (oo, V') ou (V, 00).
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3¢

0
Figura 4.1: Grafos dangling das fungoes de Morse.
3 3
0 0
2
0
0oe
Figura 4.2: Alguns grafos de Morse.
DEFINIGOES

1. Um handlebody de género g é um espaco obtido da 3-bola D? e de g cépias distintas de
D? x [~1,1], levando homeomorficamente os 2g discos D? x 41 sobre 2g 2-discos disjuntos

em OD3 (tudo é feito de tal maneira que a 3-variedade resultante seja orientdvel).

2. Um subconjunto X C Y é dito ser colarinho (em Y') se existe um mergulho b: X x [0,1] = Y

tal que b(z,0) = z,Vo € X. A imagem de b é o colar.
3. Um handlebody com colarinho M é um handlebody M uniao um colar de OM.

Dadas estas definicoes prossigamos & construcio das subvariedades X de S3.
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Observe que um bloco isolante para uma singularidade sera uma subvariedade com fronteira

em S% que ndo contém outra singularidade. Além disso, o fluxo serd transversal & fronteira.

Indice 0: Se um vértice v de um grafo de Lyapunov abstrato é uma singularidade de indice 0 (um
poco) entdao et =1 e g" = 0. Assim o bloco isolante X tem componente fronteira de género zero,
logo X é homeomorfo a 3-bola D? de R?. O poco é colocado no centro geométrico de D3 e o fluxo
serd transversal na fronteira e apontard para o interior do bloco. A construgao do bloco isolante

para uma fonte (indice 3) é andloga.

Indice 2: Se o vértice v é rotulado com uma singularidade de indice 2, temos as seguintes possi-

bilidades.
(a) et =2ee” =1.
(b) et =e” =1.

Para construir os dois tipos possiveis de blocos isolantes precisamos considerar um fluxo sobre
um cilindro C' = D? x [0, 1] como segue: Colocamos a singularidade de indice 2 no centro geométrico
de C de tal forma que o fluxo entra em C pelas duas componentes da fronteira homeomorfos a D?

e saia pelo anel, figura 4.3

~ i
. R
I o~

Figura 4.3: Cilindro sélido com uma singularidade.

(a) Neste caso temos que se as arestas de entrada tem pesos p e ¢ entdo a aresta de saida
tem peso p + ¢q. Consideremos dois handlebodies M; e Ms de género p e ¢ respectivamente. Se-

jam M7 e Ms os handlebodies com colarinho de M7 e Ms. Como M e M5 sao disjuntos, colamos
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o cilindro sélido C' a 0M; e M, mediante suas fronteiras homeomorfos a D? conformo a figura 4.4.

D+ q

Figura 4.4: Um bloco isolante de uma singularidade de indice 2.

O bloco isolante serd X = (My—M2)UCU(M; —M;). As duas componentes da fronteira de X
onde o fluxo entra sao 2-variedades de género p e ¢ (OM; e OM; respectivamente). A componente

da fronteira de X onde o fluxo sai é uma 2-variedade de género p + ¢, 9(M; U C' U My)

(b) Neste caso temos que se a aresta de entrada tem peso p a aresta de saida deve ter peso
p + 1. Consideremos um handlebody M de género p + 1 e seu handlebody com colar M. Seja
« uma curva nao separadora sobre M e A um anel sobre M contendo a. Colamos sobre A a

componente fronteira do cilindro C' por onde o fluxo sai, figura 4.5.

p+1

Figura 4.5: Outro bloco isolante de uma singularidade de indice 2

O bloco isolante serda X = (M — M) U C. O fluxo entra em X pela 2-variedade de género p,
O(MU (C), e vai sair pela 2-variedade de género p + 1, OM.

Para construir os dois tipos possiveis de blocos isolante para singularidades de indice 1 rever-

temos o fluxo sobre os blocos isolantes ja construidos.
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4.2.2 Fluxos de Morse-Smale.

Estudaremos agora uma classe mais geral que os fluxos de Morse. O conjunto recorrente por
cadeia R destes fluxos serd um conjunto finito de singularidades e érbitas periddicas que compoe

os conjuntos béasicos de R.

DEFINICAO Um fluxo suave ¢; sobre uma variedade M é chamado fluxro Morse-Smale se:
1. O conjunto recorrente por cadeia é hiperbdlico.
2. Cada conjunto bésico é uma orbita periédica ou uma singularidade.
3. ¢y satisfaz a condicao de transversalidade.

O comportamento local de uma 6rbita periédica hiperbdlica é determinado pela dimensao e
orientabilidade de sua variedade instavel. Desta forma uma oérbita periddica hiperbdlica v é dita
twisted (untwisted) se seu fibrado instédvel E*(vy) é nao-orientavel (orientavel).

Construamos um fluxo de Morse-Smale em S® com 5 érbitas periédicas untwisted, dois de
indice 0, um de indice 1 e dois de indice 2. Sejam os toros sélidos Ry e RE) com um campo vetorial
transversal apontando para dentro na fronteira e com uma Orbita periédica de indice 0 em R e

RE). Agora unimos Ry e RIO mediante Ry = S' x D! x D!, figura 4.6.

Figura 4.6: Fluxo de Morse-Smale de Franks.

A umido é feita identificando S x D! x S% com copias mergulhadas de S! x D! na fronteira
de Ry e REJ. Em R; construimos um campo vetorial com uma érbita peridédica untwisted de indice
1 de tal forma que o campo vetorial seja o mesmo nas identificagoes feitas.

O complemento de Ry UR& UR; em S? sdo dois toros sélidos disjuntos. Assim para completar o

fluxo Morse-Smale em S® acrescentamos estes dois toros sélidos e definimos um campo vetorial com
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uma, orbita periédica de indice 2 em cada um deles de forma que tenha o mesmo campo vetorial
de Ry U RE) U R; na fronteira destes toros sélidos.
Do teorema 2.6 temos que um grafo de Lyapunov satisfazendo as condigoes 1, 2 e 3 indica que

seus vertices(™ sdo da seguinte maneira.

e No caso das singularidades: é o mesmo que em fluxos de Morse.

e No caso das érbitas periddicas.

q P pt+q—1

ptg=r+s

p+q—1 D

Figura 4.7: Grafos dangling de fungoes Morse-Smale.

Para a realizacao de um grafo de Lyapunov abstrato a um fluxo de Morse-Smale precisamos

de algumas definigoes.

DEFINICAO Sejam Cp e Cy cilindros sélidos concéntricos com Co C Cy. Um alca redonda R é
uma 3-variedade homeomorfa a C; - Cs contendo uma orbita periddica tipo sela de periédo igual
a um e com fluxo definido sobre R como segue: O fluxo entra por duas componentes de fronteiras
disjuntas de R homeomorfos a anéis e sai sobre outras duas componentes de fronteira disjuntas

também homeomorfos a anéis.

A construcdo de blocos isolantes para algumas dérbitas periddicas sé dependem do tipo de
colagem das alcas redondas R, figura 4.8, com os handlebodies. Sejam A e B os anéis de R por
onde o fluxo sai, sejam também M; e My handlebodies, de género p e ¢ respectivamente, com suas
respectivas handlebodies com colar My e Ms. O fluxo entra por dM; e sai por dM; cruzando
transversalmente todo o colar.

Indice 0: Se um vértice é rotulado com uma érbita periédica de indice 0 a érbita é atratora e o

bloco isolante deve ter uma componente de fronteira de género igual a um. Logo, o bloco isolante

(%) Estamos adotando a convengao que vértices em branco representam orbitas periddicas.
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Figura 4.8: Alca redonda.

serd um toro sélido D? x S contendo a érbita no seu interior. O bloco isolante para uma érbita
periddica de indice 2 é obtido invertendo o fluxo.

Indice 1: Se um vértice é rotulado com uma 6rbita periddica de indice 1 a Orbita é tipo sela e
temos seguintes quatro possibilidades.

(a) et =e =2.

Construamos os blocos isolantes para cada caso.

(a) Neste caso fagamos uso de um al¢a connectante invariante que é um alga redonda R com
os anéis A e B colados aos anéis A’ e B’ de OM; e OMj respectivamente, ambas contendo uma

curva separatriz.

R

OCE D

r+s=p+gq

Figura 4.9: Bloco isolante com uma alga connectante invariante.

Note que a unido da al¢a R deve ser feita de modo que 9(M;URUMz3) tenha duas componentes
correspondentes a fronteiras de entrada do fluxo e tal que elas sejam 2-variedades de género r e s.

Logo o bloco isolante é definido como X = (Mg — M3) U RU (M; — M).
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(b) Neste caso a alga redonda R é colado s6 a um handlebody com colar de género p e é dito
al¢a invariante se o anel A é colado ao anel A" C M contendo uma curva nio separatriz e o anel

B é colado ao anel B' ¢ &M contendo uma curva homotopicamente trivial.
R =

NN = i
7

—_

Figura 4.10: Bloco isolante com uma alca invariante.

Seja X = RU (M — M), a fronteira de entrada de X, 0(M U R), permanece com 0 mesmo
género que a fronteira de saida de X, M. Logo X é bloco isolante neste caso.

(c) Colamos a alga redonda R a dois handlebodies com colar e dizemos que é um al¢a connec-
tante decrescente se o anel A é colado ao anel A C M, o qual contem uma curva nio separatriz

e 0 anel B é colado ao anel B C OM, o qual contem uma curva homotopicamente trivial.

R
p+q—1
1 M, M
b /?é /Q,‘T

Figura 4.11: Bloco isolante com uma alga connectante decrescente.

Observe que 9(M; U R U M3) tem uma componente de fronteira de género p + ¢ — 1 que
corresponde a fronteira de entrada de X = (Mg — M>) U RU (M; — M;), o bloco isolante.

(d) Simétrico ao caso (c).

Uma vez construidos os blocos isolantes associados aos vértices de um grafo de Lyapunov

abstrato fazemos a colagem entre eles de maneira a se obter um fluxo em S3.
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Para o fluxo anterior, com 2 drbitas atratoras, 1 érbita sela e 2 érbitas repulsoras, seu grafico

de Lyapunov é:

Figura 4.12: Grafo do fluxo Morse-Smale de Franks.

Também podemos considerar fluxos com 6rbitas periddicas e singularidades.

Figura 4.13: Alguns grafos de Morse-Smale.

OBSERVAGAO 3 A partir de um fluxo M-S em S3 com uma 6rbita atratora (repulsora) podemos
obter novos fluxos com mais érbitas que a anterior. Consideremos o bloco isolante de uma érbita
atratora (toro sélido) o qual serd trocada por um toro sélido contendo mais de uma érbita periédica
com diferentes indices. A secdo transversal da Orbita atratora no toro sélido é um disco contendo

um ponto fixo da aplicacao retorno.

Apresentamos alguns exemplos de novos fluxos (com seus respectivos grafos dangling) no toro
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sélido mediante sua aplicagdo retorno na secao transversal.

Figura 4.14: Fluxos no toro e seus respectivos grafos dangling.

Para o caso da érbita repulsora segue-se o mesmo procedimento.

4.2.3 Fluxos de Smale.

Nesta pardgrafo damos uma classificacio dos fluxos de Smale em S3. Cada vértice de um grafo
de Lyapunov associado a um fluxo de Smale serd etiquetado com um conjunto béasico de dimensao
menor ou igual a um. Cada conjunto béasico é um atrator, repulsor ou conjunto sela. Diferente do
caso Morse-Smale os conjuntos selas podem conter uma infinidade de érbitas periddicas no entanto

os atratores e repulsores sao drbitas periddicas.

DEFINIGAO Um fluxo suave ¢; sobre uma variedade compacta M é dita um fluxo de Smale se:
1. O conjunto recorrente por cadeia R tem estrutura hiperbdlica .
2. dim(R)< 1
3. ¢ satisfaz a condicao de transversalidade.

Um conjunto bésico de dimensao zero é uma singularidade e um conjunto béasico de dimensao

um é uma suspensao de um subshift de tipo finito, pois este consiste de uma o6rbita periddica ou
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pode conter uma infinidade de érbitas perddicas e outras infinitas orbitas recorrentes por cadeia
nao periddicas. Assim qualquer segdo transversal é um conjunto finito ou on conjunto de Cantor,
e a aplicacao de primeiro retorno é um subshift de tipo finito em ambos os casos, sendo trivial no
primeiro caso.

Do teorema 3.2 dado por Bowen temos que cada conjunto cadtico é topologicamente conjugado
a um subshift de tipo finito. Por outro lado, a realizacao da suspensao de um subshift de tipo finito
irredutivel como um conjunto bésico foi estabelecido inicialmente por Williams [31] para variedades
de dimensao maior que 3. Em seguida, Pugh e Shub [27] mostraram que tais suspensoes podem ser
realizadas em fluxos de Smale sobre S? com talvez muitas singularidades. Resultados de Franks
[15] e de Rezende [9], mais precisamente o teorema (2,3), respondem esta questao mostrando que
qualquer colecao de subshift suspendidos podem ser simultaneamente realizados como os conjuntos
bésicos de um fluxo de Smale sobre S3.

Para a construcao do bloco isolante da suspensao de o(A), Franks [15] mostrou que é suficiente
construir um bloco isolante para a suspensao de o(N) onde N tem todas as entradas nao-diagonais
pares e é fluxo equivalente a A. Mais precisamente, Franks mostrou que se A é uma matriz inteira
irredutivel e nao-negativa a qual nao é uma matriz de permutacao entao dado r > 0 existe uma
matriz N que é flow equivalente a A e que tem cada entrada maior que r com entradas nao-diagonais
pares. O tamanho de N depende sé de A e nao de r. Para matrizes permutagao irredutiveis a
construcao ja foi feita na secao anterior pois este é equivalente a conjuntos basicos com uma Unica
6rbita fechada.

O bloco isolante da suspensao de o(N) é geometricamente o bloco isolante da suspensao de
o(N) onde N denota a reducdo modulo 2 de N. Isto é uma conseqiiéncia de [6] pois afirma que
k = dimKer((I — B) : Z§ — Z%) = dimKer((I — N) : Z% — Z%)® é um invariante de fluxos
equivalentes. Assim o vértice o é rotulado com a matriz N e terd o mesmo grau positivo e grau
negativo que o vértice v rotulado com a matriz A. Os pesos sobre as arestas de entrada e de
saida de © serdo o mesmo que os de v. Desta forma o bloco isolante terd o nimero desejado de
componentes de fronteira de entrada e de saida como os géneros apropriados que correspondem
aos pesos dados. Note que construiremos um bloco isolante para N e nio para N mas N e N tem
blocos isolantes geometricamente iguais e dinamicamente diferentes. Como estamos interessados

no aspecto geométrico do bloco isolante isto concluird nossa construgao.

) Lembre que B é a reducdo modulo 2 de A.
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Como a matriz N tem k uns sobre a diagonal e todas as outras entradas sao zeros a suspensao
de 0(1\7 ) consiste de um conjunto béasico com k érbitas periddicas. Realizaremos geometricamente
um conjunto que tem as componentes de fronteira especificadas pelo grafo, neste propdsito o lema
(8,4) de [9] dado a seguir construe um bloco bdsico X’ para um conjunto bésico com e~ — 1 drbitas

periddicas correspondente a suspensao de um subshift de tipo finito dado pela matriz identidade

(e —1) x (e~ —1). Cabe ressaltar que o bloco X’ satisfaz as condigoes do grafo.

LEMA 4.3 Sejam e™ e e~ inteiros positivos tais que e~ > e e sejam g;.r, j = l.et, eg;,
i =1...e”, colecoes de inteiros nao negativos ( ndao todos simultaneamente zeros ) tal que e~ —e™ =
>-(9;) —Z(gj) Considere e~ handlebodies com colarinho disjuntos M; mergulhadas em S® e com
géneros g; . Seja 'V = (83 — Uf;l M,). Entao existem e~ — 1 alcas redondas que separam V' sobre

et handlebodies disjuntos de géneros gf.

Revertendo os roles de et e e™ e revertendo o fluxo sobre as alcas redondas o lema acima
estabelece o caso et > e —.

Basicamente o lema (4.3) cola e™ — 1 algas connectantes a e~ handlebodies com colarinho M;
de género g, . Para realizar a suspensao de o(N) colamos k — (e~ — 1) alcas redondas invariantes
e n — k alcas nilpotentes® ao bloco isolante X' construido no lema (4.3), e denotemos o novo
bloco isolante por X. Observe que existem k algas redondas e n — k alcas nilpotentes em X
correspondentes aos uns e zeros na diagonal de N. Agora como ao adicionar alcas invariantes ou
alcas nilpotentes a X' nao altera o numero de componentes de fronteira de X' nem seu género

entao o novo bloco isolante X realiza a suspensao de o(N).

Realizemos agora os blocos isolantes de algumas matrizes irredutiveis.

11
1. Se A= entao k = dimKer(I — A) = 0 devido a que I — A é injetiva
11
T 0 -1 T —
(I A) - -
Y -1 0 Y —T
Segue-se do teorema (4.2) que et = e~ = 1 e da condigao de Poincaré-Hopf temos que

gt = g, um inteiro ndo negativo. Apresentamos entdo seus grafos dangling(’di).

GHUm alga nilpotente é homeomorfico a D! x D! x D! e ndo contem pontos recorrentes.

(D) Estamos adotando a convengao que vértices quadrados representam ferraduras.
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Figura 4.15: Grafos dangling da ferradura

Observamos que o bloco isolante nao tem colado alcas redondas pois k = 0.

2. Se B = também temos que k = dimKer(I — B) = 0 logo o bloco isolante é o
11

mesmo que o anterior.

7T 4 2 1 00
3. Consideremos a matriz A = 30 6 entao sua redugao modulo 2 é: B = 1 0 0
8 2 1 0 01
logo
z 0 0 O x 0
(I - B ) Y = -1 1 0 Yy = —x+y
z 0 0 0 z 0
e portanto k = dimKer(I — B) = 2 de donde et = 2 e e~ = 3 satisfazem as condigoes do

teorema (4.2) e da condic¢do de Poincaré-Hopf temos a seguinte relacao

0=—1—g =95 +91 +9, +05 Istoé gy +95 +g5 =149/ +g;

Pondo g; = 2,9, =0, g3 =2, gf =2e g; = 1 as condigoes do teorema sao satisfeitas e

assim o vértice é da forma, figura 4.16.

Como et =2 e e~ = 3 entdo do lema (4.3) temos que existem 2 algas redondas connectantes
R; e Ry colados aos 3 handlebodies com colar disjuntos M;, My e M3 de géneros 2, 0
e 2 respectivamente de tal forma que o complemento S% — (| Ji_; M; U Uj;l_l R;) sdo dois

handlebodies disjuntos M; e M, de géneros 2 e 1 respectivamente.
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Figura 4.16: Grafos dangling da ferradura com k algas.

Observe que e~ —1 = k portanto nao precisamos acrescentar alcas redondas invariantes. Logo

o bloco isolante é:

Figura 4.17: Bloco isolante para uma matriz com k = 2.



Capitulo 5

Mergulho das orbitas periddicas

A existéncia de érbitas periddicas em alguns fluxos 3-dimensionais nos leva ao estudo de nés
e links. Isto deve-se ao fato que érbitas periddicas de um fluxo sdo circulos mergulhados (nds).
Desta maneira, daremos uma breve introdugdo a teoria de nés e links destacando algumas de
suas propriedades. Em seguida, apresentamos os templates, ferramenta que da informacao sobre
o mergulho das orbitas peridédicas. Por tltimo analisaremos o Teorema do template de Birman
e Williams o qual permite modelar conjuntos cadticos e atratores bidimensionais com um visivel
“objeto combinatorial” denominado template e que é analisado para entender o links das 6rbitas

periédicas.

5.1 Nos e links.

Num primeiro instante podemos, pensar num né como sendo um fio com alguma forma seme-

lhante a

AN R

Figura 5.1: Idéia de nés: trefoil e figura-oito.

93
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e gostariamos de decidir quando sao equivalentes. Os dois nés acima sao diferentes se no processo
de transformacao de um no outro, nao passamos um laco sobre seus extremos. Esta restricao
pode ser feita na definicao de equivaléncia de nds ou dentro da definicao de né. Consideraremos o
ultimo caso, isto é, modificaremos ligeiramente a idéia de um nd. KEssencialmente nos livraremos
dos extremos prolongando-os ao infinito, e o que de certa forma corresponde a identifica-los.

O objetivo da teoria de nds e links é classificar estes objetos, isto é, obter classes de equivaléncia.

Para isto devemos ter uma definicao formal do que é um né e quando sao equivalentes.

DEFINICAO Um link é um mergulho L : US' — S2 onde LS' é uma unido finita e disjunta de

1-esferas.

Se LUS! contem s6 uma 1-esfera dizemos que o link L é um nd e o denotamos por K. Freqiien-
temente identificamos o link com sua imagem em S3, i.e, com seu diagrama.
Um diagrama de um link é uma projecao do link num plano tal que qualquer cruzamento tem

exatamente duas pré-imagens (ponto duplo) e seus arcos interceptam transversalmente.

0 &

Figura 5.2: Diagramas dos nés: trefoil e figura-oito.

O né mais simples é o nd trivial, isto é, o mergulho de S' em S tal que sua imagem é a
fronteira de um 2-disco mergulhado em S3. Desta forma um né trivial tem um diagrama com
nenhum ponto duplo. Neste trabalho nos restringimos aos nés e links que tem um numero finito

de pontos duplos. Os links que nao sao deste tipo sdo ditos turbulentos.

W)

Figura 5.3: N6 turbulento.
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Consideraremos agora a questao de quando dois links L e L sao equivalentes. Observamos
que isto nao é uma questao de determinar se L e L sao homeomorfos, pois todos os links sao
homeomorfos por definicio desde que LIS' tenha o mesmo numero de componentes. Assim na

classificacao de links nossa relagao de equivaléncia sera a isotopia.

DEFINICAO Dois links L e L sao isotdpicos se existe uma familia continua de homeomorfismos Ay,

t €[0,1], de S tal que hg = Idgs e hyo L = L.

Daqui surge a pergunta natural: Quando dois links sao isotopicos?

Um dos métodos para responder esta pergunta é transformar o problema de equivaléncia entre
links (que é um problema de natureza global e topolégica) num problema de natureza local e
combinatorial.

Um link orientado é um link com uma dire¢ao dada a cada componente. Assim um link com
n componentes tem 2™ possiveis orientacoes. Consideremos a orientacao induzida no ponto duplo

do diagrama, dado pela seguinte convencao:

AR

Figura 5.4: Sinais da orientacao induzida.

No conjunto de diagramas, definimos trés operacoes naturais chamadas as operacdes de Rei-

ARV
. n AVVAN

Figura 5.5: Operacoes de Reidemeister.

demeister.

TEOREMA 5.1 Sejam K e K dois nds e d(K), d(K) seus diagramas correspondentes. Os nds K e

K sao isotdpicos se, e s6 se, depois de uma seqiiéncia finita de operagoes de Reidemeister (e suas
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inversas) os dois diagramas d(K), d(K) se transformam em dois diagramas que sao imagens um

do outro por um homeomorfismo do plano, preservando orientacdo.

Figura 5.6: Diagramas equivalentes: né figura oito.

O teorema de Reidemeister é limitado pois nao da um algoritmo que permita conhecer quando
dois nods sao isotdpicos, no entanto versoes restritas do problema tem solucgao.

Consideremos os nés que estdo no toro 72 = S! x S C 83 e que sdo descritos pelo ntimero de
voltas na dire¢ao meridional e longitudinal do toro, estes nés sao ditos nds toricos. Um né torico
(m,n) é uma curva fechada simples sobre T? que d4 m voltas na direcao longitudinal e n voltas na

direcao meridional.

(1,1) (2,3)

Figura 5.7: Alguns nés téricos.

TEOREMA 5.2 Dois nds tdricos (m,n) e (m',n’) sdo isotdpicos se, e sé se, m = m' en = n'(ou

equivalentemente m =n' en =m').

A partir dos nds téricos construiremos muitos outros nds através de uma operacao chamada

soma conexa. HEsta operacao fornece ao espaco de nés, uma lei de semi-grupo.

DEFINICAO Dados dois nés orientados K e K sua soma coneza, K#K, é formado assim: con-
sidere dois 3-discos disjuntos B e B mergulhados em S3 tal que algum arco fechado de K e (K' )
respectivamente esta na fronteira de B e (B) respectivamente. Tiramos o interior de cada arco e

identificamos a fronteira dos arcos por um homeomorfismo que preserva orientacao.
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) - - F

Figura 5.8: Soma conexa.

Observe que a soma de dois links orientados com mais de uma componente nao estd bem
definida.

Um né que nao pode ser escrito como soma de dois nés nao-triviais é dito nd primo. E claro
que cada né pode ser escrito como soma de nés primos. Um teorema de classificacao de Schubert
estabelece que cada né tem uma unica factorizacdo prima como a soma conexa de nds primos.

Exemplos de nés primos sao os nds toricos.

5.2 Templates.

Para um fluxo 3-dimensional suficientemente complicado, como por exemplo fluxos estrutural-
mente estaveis nao triviais, existe um nimero enumeravel de érbitas periddicas. O template é uma
ferramenta que investiga o link destas érbitas periddicas, isto é, preserva o mergulho das orbitas
além de reduzir a dimensao. Sua origem estd no estudo dos atratores estranhos aparentemente
associados com as equagdes de Lorenz[32, 33]. Williams desenvolve um modelo destes atratores
muito semelhante ao template de Lorenz para um estudo matematico rigoroso.

O template pode ser formado a partir de um fluxo de Smale identificando as 6rbitas que
compartilham o mesmo destino positivamente assintdtico, isto é, colapsamos ao longo da direcao
estavel do fluxo original, transformando o fluxo da variedade 3-dimensional num semifluxo sobre
uma variedade 2-dimensional com muitas folhas.

Para um fluxo em geral, ocasionalmente modificamos o fluxo antes de colapséa-lo, dando origem

no maximo a duas orbitas ficticias. Isto se verd na préxima secao.

DEFINIGAO Um template é uma 2-variedade ramificadal) compacta com fronteira construido lo-

DVer definigio em [32].
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calmente de um nimero finito de cartas ramificadas ao longo de linhas(, como ilustra a figura

abaixo, e dotado com um semifluxo expansivo suave.

Para cada linha de ramificacdo do template existe um nimero maior ou igual a 2, de faixas
que chegam na linha de ramificacao e que a cobrem completamente. E um nimero maior ou igual
que 1, de faixas que saem da linha de ramificagdo. As faixas que chegam e saem de todas as linhas
de ramificacao sao conectadas bijetivamente. O termo semifluxo denota uma acao de R™ pois o
fluxo nao é inversivel na linha de ramificacdo. Por expansivo entendemos que a aplicagdo retorno,
sobre a linha de ramificacao, induzida pelo semifluxo é uma aplicacdo expansiva, isto é, qualquer
subintervalo suficientemente pequeno é expandido. Por tanto, um template consiste de um conjunto
finito de linhas de ramificagao conectadas por suas faixas no sentido do semifluxo.

Da defini¢ao do template podemos construir muitos templates abstratos, mas a seguir cons-

truimos templates a partir de alguns fluxos classicos.

Figura 5.9: O Template ferradura.

(“)Que denotaremos a seguir apenas por cartas ramificadas.
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ExXEMPLO 5.1 (O TEMPLATE FERRADURA) Consideremos a aplicagao ferradura estudada no comego
da secao 3.2 e sua suspencao a fin de obter o template ferradura.
Colapsando a direcao estdavel do fluxo obtemos o template ferradura F. A diferenca do template

de Lorenz L e do template ferradura é que este nao contém todos os nds téricos [20].

EXEMPLO 5.2 (O TEMPLATE DE LORENZ) Consideremos o atrator de Lorenz estudado no capitulo
anterior e substituamos o fluxo 3-dimensional por um semifluxo 2-dimensional, onde as solucoes
estdao definidas num tempo positivo pois num tempo negativo toda solucao eventualmente atinge
a linha de ramificacdo e conseqlientemente contradiz a unicidade das soluces. Desta maneira

obtemos o template nao trivial mais simple, o template de Lorenz L.

Figura 5.10: O template de Lorenz.

A existéncia de drbitas periddicas em L e o tipo de link que formam esta dado em [1]. Cada link
em L é dito link de Lorenz e a totalidade de links em L é dito link de Lorenz master, L*, que é

uma classe muito importante por conter todos os nés toricos.

EXEMPLO 5.3 (TEMPLATES LORENZ-LIKE) Observamos que o template ferradura F ¢é similar ao
template Lorenz L exceto por uma semi-torcao ao longo da faixa direita. Assim estes dois templates
apresentados até agora sao exemplos simples de templates. Na verdade temos uma classe de
templates simples denominados Templates Lorenz-like. Estes sao formados apenas por uma carta
ramificada com duas faixas.

O template Lorenz-like £L(m,n) com m,n € Z tem m e n semi-tor¢oes na faixa esquerda e direita
respectivamente. Desta forma o template de Lorenz L é isotépico ao template Lorenz-like £(0,0)

e o template ferradura F ¢ isotpico ao template Lorenz-like £(0,1).

EXEMPLO 5.4 (TEMPLATES UNIVERSAIS) A existéncia de nds nao triviais em qualquer template
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Figura 5.11: Template Lorenz-like £(m,n).

estd garantida em [18] no qual se afirma que cada template 7 contém infinitos tipos de nés distintos.
Mas, isto ndo quer dizer que todos os tipos de nds e links estejam num template arbitrario. Assim
por exemplo o template ferradura F nao contém todos os nds toricos e o template de Lorenz L
nao contem o né figura-oito. Mas, existem templates que entre suas érbitas peridédicas tem todos
os tipos de nés e links e sao ditos templates universais [17]. A existéncia dos templates universais
surgiu em [2] e foi resolvido examinando subtemplates, isto é, subconjuntos do template que também

sao templates.

Figura 5.12: Template universal V.

A partir daqui surgem fluxos em S3 com link de 6rbitas periédicas densas e gerando todo tipo
de nés e links.
Outros exemplos de templates sao aqueles que tem mais de uma linha de ramificacao e podem

ser construidos abstratamente.
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5.3 O teorema do template.

Uma vez introduzido os templates nosso objetivo é associar um template 7 a cada fluxo
hiperbdlico numa 3-variedade. Assim, heuristicamente reduzimos a dimensao de nosso problema
por um, pois sé necessitamos considerar as 6rbitas sobre o template 7 o qual suporta as orbitas
periddicas do fluxo.

O teorema do template de Birman e Williams garante que tal associacao pode ser feita posi-

tivamente. A partir daqui consideramos os templates como “objetos dinamicos”.

TEOREMA 5.3 (O TEOREMA DO TEMPLATE) Dado um fluxo ¢ sobre uma 3-variedade M com con-
Junto recorrente por cadeia hiperbdlico, o link das orbitas periddicas Ly esta em correspondéncia
bijetiva com o link das drbitas periddicas L7 sobre um template particular mergulhado T C M
(com L1 contendo no mdzimo 2 dérbitas ficticias). Sobre qualquer sublink finito, a correspondéncia

€ via isotopia.

Demonstragao. Pelo teorema da descomposicao espectral R descompoe-se num ntmero finito de
conjuntos bésicos {A;}X . Sendo M 3-dimensional temos que 0 < dim(A;) < 3. Consideremos
cada um dos quatro casos referente as dimensoes de um conjunto béasico A, para construir uma
vizinhanga especial de N(A) em M e assim obter o template que serd o espaco quociente de N(A).

CAsO 0: Se dim(A) = 0 entdo A ndo contem Orbitas periédicas e o teorema ¢é trivialmente
satisfeito.

CaAso 1: Se dim(A) = 1 pelo teorema 2.13 temos que ¢; restrito a A é topologicamente
equivalente & suspensao de um subshift de tipo finito. A secao transversal A para o fluxo sobre A
pode ser considerada como uma unido finita de discos disjuntos {A;}Y; conseqiientemente AN A ¢
um conjunto de Cantor com particao de Markov {2 = U; R; onde R; sao os retangulose 7: () — Q a
aplicacao de retorno. Pela proposicao 3.1 podemos considerar a particao de Markov sendo associada
a uma colecao de alcas H = {H]}jv: 1- Estendamos agora a aplicacao retorno 7 ao algas H. Se

7(H;) N Hj # () entao:

e Como 7(W*(z,R;)) D W"(r(x),R;) entdo 7(H;) estira transversalmente H; na direcdo

instavel.
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e Revertendo a direcao do fluxo obtemos que Tfl(Hj) estira transversalmente H; na direcao

estavel.

e 7(H;) N H; tem ao mais uma componente conexa, pois se tem duas componentes entao para

x € H; 7(I*(z)) € I*(7(z)) contradizendo a condigao 4 da defini¢ao de partigao de Markov.

Fazendo fluir as algas H; em tempo positivo e negativo construimos uma vizinhanca flowbox N (A)

para o conjunto de algas.

Figura 5.13: Vizinhanga flowbox N (A).

Consideremos a matriz geométrica A, de zeros-uns, onde A; ;) ¢ igual ao nimero de intersegao
geométrica de 7(H;) N Hj. A i-ésima fila de A diz quais algas H; fluem para diante. Assim existem
> j A(i,j) componentes de 7~ '(H) N H; que estiram transversalmente H; na direcio estdvel. Logo
existem Zj A ) flowbox de saida conectados a H;. Revertendo a diregao e aplicando o mesmo
argumento mostramos que existem Zj Agjiy flowbox de entrada conectadas a H; estiram-se na
direcao instavel. Como 7 é um homeomorfismo sobre () e () intercepta a fronteira de cada alga H;
o flowbox é retilineo ao longo das arestas.
Finalmente formamos o espaco quociente, identificando todos os pontos sobre W#(x) N N(A) para
x € A, isto colapsa suavemente produzindo uma isotopia sobre o links de érbitas periddicas.
CASO 2: Se dim(A) = 2, pela hiperbolicidade cada um dos fibrados estével, instével e centro
devem ser de dimencdo um. Logo A deve ser um atrator ou repulsor. Assumimos que A é um
repulsor e escolhamos uma orbita fechada v C A. Modificamos o fluxo ¢; sobre uma pequena

vizinhanca de v, N,, ao fluxo gb?A o qual muda v a uma o6rbita de tipo fonte e da origem a uma
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ou duas Orbitas novas de tipo sela, 7l e 'y”. Semelhante & proposicdo 3.4 obtemos que se A’ é o
complemento de W*(7) em A entdo A é hiperbélico e W*(7) é denso em A. Desta forma dim(A") <
1, mas A" contem 6rbitas, em particular 7/, logo dim(A/) = 1. Considerando ¢ suficientemente
pequeno em N (¢ — 0) cada drbita periddica de ¢; eventualmente fica fora de N, exceto 7, que é
trocado no fluxo DA, ¢pPA por 7, v e ( se for necessério ) ~". Consegiientemente reduzimos o caso
2 ao caso 1 pois o fluxo DA,qﬁPA, nao tem conjuntos basicos de dimensao 2.

CASO 3: Se dim(A) = 3 escolhemos uma érbita periddica v e formamos o fluxo DA, ¢P2, sobre
uma pequena vizinhanca tubular de « tornando v uma 6rbita tipo fonte e dando origem a uma ou
duas 6rbitas novas de tipo sela, ’yl e fy”. Pelo proposicao 3.4 o fluxo DA, qﬁPA, nao tem conjuntos
bésicos de dimensao 3. Como no caso 2 as 6rbitas no fluxo DA sao isotdpicas (idénticas) a de ¢,
exceto v e 4", Como o fluxo DA, ngA, tem conjuntos béasicos de dimensao 2 entao estamos no

caso 2. [ |

Observe que a correspondéncia dos sublinks mencionada no teorema acima é via isotopia. Por
tanto, diremos que cada sublink finito de drbitas periédicas do conjunto bésico contido em Ly tem
um correspondente sublink finito de érbitas periddicas no template contida em Ls com a mesma

topologia.



Capitulo 6

Templates e blocos isolantes

Os grafos de Lyapunov dao uma caracterizacao dos fluxos. Esta caracterizacao é mais forte
para fluxos de Smale, onde obtivemos uma classificacao completa dos conjuntos basicos. No entanto
a classificacao é abstrata com relagao ao mergulho dos conjuntos bésicos.

A fim de continuar com o estudo do mergulho das érbitas no espaco de fase do fluxo necessita-
mos inicialmente estudar neste capitulo a dindmica no template onde apresentamos algoritmos para
a construgao de templates a partir de matrizes geométricas e viceversa. Esta conexao é feita man-
tendo a dinamica e em alguns casos a topologia do conjunto recorrente por cadeia em si. Na segunda

parte apresentamos alguns mergulhos de templates em S3que foram estudados por Sullivan[29].

6.1 Dinamica no template.

A partir da definicdo do template temos que muitas érbitas do semi-fluxo saem do template,
isto é devido a existéncia de um buraco nas cartas ramificadas. Como estamos interessados nas
orbitas periédicas do semifluxo, que permanecem no template, estas ultimas serao desconsideradas.
Logo da mesma forma que os fluxos, o conjunto recorrente por cadeia do template serao estas orbitas
que nunca saem do template.

Segue-se do teorema do template que toda dindmica nao-trivial pode ser modelada sobre um
template. A dinamica sobre o template esta em correspondéncia com a dinamica da suspensao

dos subshifts de tipo finito. Também temos que para cada né k, no template 7 existe uma 6rbita

64
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periddica 4 na suspensao de um subshift de tipo finito. Isto é expressado na proposigao a seguir

que resulta como um corolario do teorema do template.

PROPOSIGAO 6.1 Dado um conjunto bdsico unidimensional A de um fluxo p; existe um template e
uma suspensdo de subshift de tipo finito tais que suas orbitas periédicas estGo em correspondéncia
bijetiva.

Demonstragao. Pelo teorema do template temos que para ;| existe um template 7 tal que os links
de drbitas periddicas L, estao em correspondéncia bijetiva com os links de érbitas periddicas L.
Por outro lado o teorema de Bowen implica que ¢;|s é topologicamente equivalente a suspensao de

um subshift de tipo finito. Logo a afirmacao esta provada. [ |

Note que nao afirmamos que a correspondéncia bijetiva é via isotopia, mas podemos garantir
que as dinamicas serao topologicamente equivalentes.
Gostarfamos de estabelecer conexoes mais explicitas entre templates e matrizes. Exploraremos

isto a seguir.

6.1.1 A matriz de um template.

Primeiramente definimos a direcao estavel e instdvel no template. Estas diregbes sdo naturais
em templates provenientes de fluxos de Smale e as generalizamos para qualquer template abstrato.
A direcao “paralela” a linha de ramificacdo serd a direcdo instdvel e a direcdo “ortogonal” ao
template é a direcao estavel. Denominamos também template engordado a expansao do template
na direcdo estavel diferenciando as faixas que chegam na linha de ramificacao, veja figura. O

template engordado serd a suspensao de uma aplicacao retorno sobre o conjunto de alcas.

diregao instavel

Figura 6.1: Direcoes no template e o template engordado.

TEOREMA 6.2 A cada template estd associado uma matriz geométrica.
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Demonstragao. Dado o template 7 forme o template engordado e rotule os flowboxes originados
pelas faixas do template 7 com {IEIZ :4=1---N}. Note que no template engordado temos um
fluxo ¢y e que {H; = 8[?? :4=1--- N} representa uma particdo de Markov associada a aplicacao

de primeiro retorno f do fluxo ;. Defina entdo A7, a matriz N x N com entradas dadas por:

0 se f(Hi)ﬂHj =0
1se f(Hi)ﬂHj #0

Ar(i,j) =

Logo A7 é a matriz geométrica que representa um subshift de tipo finito que estd associado

ao template 7T . [ |

Para encontrar a matriz associada ao template nao é necessario considerar o template engor-

dado pois a informacao relevante permanece no template, como vemos na demonstragao.

EXEMPLO 6.1 Encontremos a matriz geométrica para o template de Lorenz L.

Figura 6.2: Template rotulado para obter sua matriz

fH)NH #0= Ar(1,1) =1
fOH)NHy #0 = A7(1,2) = 1 dp 11
J(H)NH #0= Ar(2,1) =1 11
f(H)NHy # 0= Ar(2,2) =1

Como o template ferradura H difere do template de Lorenz £ s6 por uma semi-torcao entao
Ay = Ay ja que em nossa definicdo de matriz geométrica nao consideramos a trajetéria do fluxo e
sim a aplicacao retorno nas alcas. Em outras palavras, as semi-tor¢oes nas faixas nao sao captadas

pela matriz.

EXEMPLO 6.2 Para o template universal V, figura 5.12, temos a seguinte matriz.
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1100
0 011
0 011
1100

Cabe ressaltar que fluxos cujos templates tem uma s6 linha de ramificacao®, possuem uma
secao transversal global que corresponde a linha de ramificacao engordado. Esta se¢do transversal
se preserva ao fazer cortes no template ao longo de suas dérbitas, desta forma temos que nao exclui
as érbitas do conjunto recorrente por cadeia do template. Assim o template e o template recortado
tem dindmica topologicamente equivalente e a mesma topologia sobre suas érbitas periédicas(i).
Diremos de forma abreviada que ambos tem a mesma dindmica e topologia. Observe que dinamicas
topologicamentes equivalentes nao captam o mergulho das orbitas ja que os homeomorfismos nao

distinguem os tipos de links.

ExXEMPLO 6.3 Consideremos os dois templates e suas matrizes

—
—
= o
= o
oS =
S

Pelo comentario anterior ambas tem a mesma dinamica e topologia. Em particular sao fluxo
equivalentes entao deverao satisfazer as condigoes do teorema de Franks 3.2:

det(I —A)=—-1 e det(I—B)=-1

ker(I —A)=0= (I - A)Z?> =7Z* logo Z*/(I — A)Z%*=0

ker(I —B)=0= (I — B)Z* =Z* logo Z*/(I - B)Z*=0

M Os templates Lorenz-like.

(i) Estes cortes nos dao a idéia de obter classes de equivaléncia de templates como veremos a posteriori.
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Basicamente, o fato de fazer cortes no template corresponde a refinar a particdo de Markov,
isto é, o fato de “acrescentar” o numero de linhas de ramificacdo corresponde a “acrescentar”
retangulos na particao de Markov.

Até agora temos construido uma matriz para um template dado. Observe que templates com
conjunto recorrente por cadeia com a mesma dinamica mas topologia sobre suas érbitas peridédicas
diferente como o template de Lorenz e o template ferradura tem a mesma matriz. Isto mostra
que uma mesma dinamica pode ser mergulhada de formas nao equivalentes. Por outro lado, os
templates que diferem por cortes tem matrizes de diferentes tamanhos mas representardo o mesmo
conjunto recorrente por cadeia. Uma conseqiiéncia imediata deste fato é que cortes no template é
uma condigao necessaria para obter templates equivalentes. Porém essa condicao nao é suficiente
pois adiante veremos que existem templates geometricamente diferentes, isto é, um nao pode ser

obtido do outro por cortes, mas que possuem mesma dindmica e topologia. Veja o exemplo 6.5.

6.1.2 O Template de uma matriz.

Continuando com nossa conexao entre templates e matrizes, gostariamos de estabelecer uma

relag@o reciproca, isto é, construir um template para cada matriz.

TEOREMA 6.3 A cada matriz geométrica esta associado um template.

Demonstragao. Isto é uma conseqiiéncia do teorema do template, mas faremos uma demonstracao
construtiva. Consideremos um conjunto de algas com n algas onde n é o tamanho da matriz. Para

cada i-ésima linha considere uma alca unida com _; A(i, j) flowbox de saida.

1 2 E] A(Za .7)
Colapsando na direcéo estavel da alca obtemos uma semi-carta(iil)

Neste ponto s6 nos falta fazer as colagens adequadas para obter o template. Cada (i,j)-ésima

posigao nos indica que da i-ésima semi-carta devemos escolher A(i,j) intervalos inferiores para

(i) Denominaremos semi-carta a parte inferior de uma carta linha ramificada.
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1 2 2. A7)

colé-los no intervalo superior da j-ésima semi-carta. Note que a aplicagao que une os intervalos

inferior e superior é escolhido de tal forma a obter um template 7 de acordo com nossa definicao.

1 — éstma linha de rami ficacao

A(i, j) = k

j — ésima linha
de rami ficacao

Observe que na demonstracao do teorema do template se constréi templates especificos pois o
fluxo é conhecido. J4 no teorema anterior obtemos diferentes templates a partir de uma matriz A,
mas que diferem apenas pelas tor¢oes que tem nas faixas e portanto terao a mesma dinamica mas

diferentes topologias.

ExXEMPLO 6.4 Matrizes com um de seus respectivos templates

1 10
1 1

A:(z) B= c=| 0 0 1
1 1

1 0 0

) G G

Todas as matrizes acima tem o mesmo template associado (depois de colar os cortes do template
ou inserir linhas de ramificagao).

Observe que estas matrizes A, B e C sao fluxo equivalentes:
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det(I —A) = —1, det(I-B)=—-1 e det(I-C)=-1
( )=0= (I - A)Z*>=17% logo Z*/(I - A)Z?>=0
ker(I —B)=0= (I -B)Z=127 logo Z')(I -B)Z =0
( )=0= (I —-0C)Z3=73 logo Z3/(I-C)Z%>=0

No exemplo anterior temos um caso onde matrizes fluxo equivalentes podem ter o mesmo
template (isto é, a menos de cortes). No entanto, uma matriz geométrica estar numa classe de
fluxo de equivaléncia nao implica que exista um unico template associado a essa classe. Veja o

exemplo a seguir.

ExEMPLO 6.5 Considere agora a seguinte particao de Markov refinada da ferradura de Smale.

H1 H2 Hl H2 H3

Figura 6.3: Particao de Markov refinada da ferradura de Smale.

110
11
A= B = 0 0 1
11
111

Figura 6.4: Template da particao de Markov refinada.

Temos que as matrizes A e B sao fluxo equivalentes, mas observamos que seus templates sao nao

equivalentes, isto é, nao se consegue chegar de um ao outro por cortes.
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Devemos ressaltar que em geral matrizes fluxo equivalentes nao preservam tipos de nés pois

esta relacao é fraca com respeito a isotopia de nés. Basta considerar o template de Lorenz e o da

1 1
ferradura associados a matriz

11

Segue-se que invariantes dos subshifts de tipo finito, isto é, as classes de fluxo equivaléncia das
matrizes geométricas, sao invariantes dinamicos dos templates.

A partir dos exemplos anteriores e em geral pode-se ver que tanto os cortes nos templates como
0s cortes nos retangulos da particao nao mudam a dindmica e topologia das drbitas periddicas (isto
é, preserva o conjunto recorrente por cadeia). Porém os cortes nos retangulos mudam a geometria
do template, isto €, produz templates nao equivalentes pois ndo se chega de um ao outro por cortes
nao template.

Porém, seria interessante que os templates do exemplo 6.5 fossem equivalentes, onde esta
equivaléncia estard dada por preservar os nés e links que habitam no template e nao pela forma

geométrica do template. Observe que no decorrer desta secao ja motivamos esta equivaléncia.

DEFINICAO Dois templates mergulhados em S sdo equivalentes se sdo conectados por uma se-

qiiéncia finita de:
1. Cortes no template.
2. Deslizamento de faixas.

3. Isotopias sobre o template.

Corte Deslizamento

Finalizaremos este capitulo apresentando este problema desafiador da teoria dos templates,

que é determinar invariantes que caracterizem as classes de equivaléncia dos templates.
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A classificacao de templates é um problema muito dificil. Um invariante simple seria a orien-
tabilidade. O template ferradura contém uma faixa de Mobius, logo é um template nao orientavel.
Neste sentido, o template de Lorenz é orientdvel. Nenhuma das seqiiéncia finitas levam templates
orientados em templates nao orientaveis.

Existem invariantes que também diferenciam alguns outros templates mas nao desenvolveremos

esta teoria nesta tese.

6.2 Mergulho do template no bloco isolante.

No capitulo 4 apresentamos diferentes construcoes geométricas de blocos isolantes para os
conjuntos basicos dos fluxos de Smale (via [9]). Estes blocos foram realizados em sua totalidade
para singularidades e 6rbitas peridédicas. No entanto, para os conjuntos cadticos a construcao foi
apenas geométrica sim levar em conta a dinamica que carrega.

Nesta secao abordaremos este fato via templates, ja que toda a dinamica de interesse do bloco
isolante encontra-se no seu interior. De fato, pois em [9] se modificou o fluxo no bloco isolante afim
de que a dinamica seja topologicamente equivalente a dinamica do conjunto cadtico apresentado.
Esta modificacao ¢ feita em flowboxes F); construidas de forma disjunta e que atravessam todas as
alcas redondas e alcas nilpotentes.

Como fluxo equivaléncia nao reconhece a forma como os conjuntos invariantes estao mergu-

lhados dentro da variedade, o mergulho do template pode ser entendido de duas formas:
1. Mergulho da dinamica do template.
2. Mergulho do template, com a dinamica e topologia das érbitas.

Desta forma gostariamos de construir fluxos de Smale onde cada conjunto cadtico seja modelado
por um mergulho de algum template 7. Isto é, existe uma vizinhanga isolante para cada conjunto
cadtico foliado por variedades estaveis locais de um fluxo, tal que quando colapsarmos na direcao
estavel, obtemos o mergulho de um template 7.

Como um template pode mergulhar de diferentes maneiras em S2 o caso 1 é geralmente co-

nhecido ao contrario do caso 2. Assim, pelos resultados da secido anterior seria suficiente rotular



6.2. Mergulho do template no bloco isolante. 73

cada vértice do grafo de Lyapunov, que representam um conjunto caético, por um template 7 ao

invés da matriz.

Figura 6.5: Grafos rotulados com templates.

Alguns mergulhos de templates em S3 foram estudadas por Sullivan [29] para fluzos Smale-
Lorenz, isto é, fluxos de Smale com trés conjuntos basicos: uma Orbita repulsora, uma Orbita
atratora (podendo ser singularidades ou érbitas periédicas) e um conjunto caético modelado pelo

mergulho do template de Lorenz.

Figura 6.6: Mergulho do template de Lorenz.

No caso em que a érbita repulsora e atratora sejam singularidades r e a, Sullivan mostrou que o
template de Lorenz mergulha em sua forma standard, isto é, ambas faixas sao livres de torc¢oes, nds
e links. Para cada singularidade r e a considerou seu bloco isolante, que neste caso sao duas 3-bolas
R e A respectivamente, e para o conjunto caético considerou o template de Lorenz engordado L.
Logo a vizinhanga L foi unida a 3-bola A ao longo do fecho do conjunto de saida de L. Isto d4 um
fluxo sobre uma nova variedade (3-bola) apontando para o interior ao longo de toda sua fronteira.

Como o complemento em S? de L U A também é uma 3-bola entdo unimos OR & fronteira de
LU A assim que a unido AULU R é S3. Os detalhes da construcdo como a suavidade, encontra-se

em [29].
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Figura 6.7: Template Lorenz engordado unido a uma bola.

Sullivan também estuda o caso onde a érbita repulsora e atratora nao sao singularidades. Neste
caso ele classifica todos os possiveis fluxos Smale-Lorenz, isto é, classifica todos os possiveis tipos

de mergulhos do template Lorenz.

TEOREMA 6.4 Para um fluzo de Smale-Lorenz em S° apenas as sequintes configuracoes sio rea-
lizdveis. O link aUr é um link de Hopf ou um trefoil e um meridiano. No dltimo caso o conjunto
cadtico € modelado por um template de Lorenz mergulhado de forma standard. No caso anterior

existem 8 possibilidades:

1. O conjunto cadtico é mergulhado de forma standard.

2. Uma faiza tem n-torgoes, para qualquer n, mas permanece livre de nos e links da outra faiza,

que também € livre de nos e torgoes.

3. Uma faiza € um (p,q) nd toroidal, para qualquer par de inteiros co-primos, com p + q — 1

tor¢oes. A outra faiza € livre de nés, torgdes e links do primeiro no.

Observamos que Sullivan deu o mergulho do template de Lorenz num sentido trivial com
11

11

respeito ao bloco isolante ja que o template de Lorenz carrega a dindmica da matriz

cujo bloco isolante nao tem nenhuma alga.
Desta forma o caso considerado por Sullivan, em termos dos blocos isolantes é um problema

trivial, mas em termos da topologia das érbitas é um problema complexo.
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PROBLEMAS
1. Um caso interessante seria considerar um template com matriz A tal que
k= dimKer(I — A) >0

pois o bloco isolante terd pelo menos uma alga redonda. Neste caso podem existir muitas
maneiras de mergulhar essa dindmica nos blocos. Desta forma o problema de mergulho do

template no bloco isolante torna-se um problema de escolha do bloco isolante para um tem-

plate.

2. Estudar a construcao de blocos isolantes para atratores em geral. Por exemplo os atratores

construidos em “Anomalous Anosov flows” [16] e que os introduzimos no final do capitulo 3.
3. Cdlculo do indice de Conley a partir dos blocos isolantes para os atratores nao-triviais.

4. Caracterizacao dos grafos de Lyapunov para estes fluxos que admitem atratores nao-triviais.
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