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Resumo 

\"este trabalho é desenvolvido um estudo sobre Sistemas Dinâm icos Reversíveis em 

O objetim deste trabalho é analisar as propriedades de tais sistemas e classificar 

as singularidades simétricas de campos reversíveis através de sua parte linear utilizando 

formas normais convenientes. Além disso. centramos atenção ao estudo de famíli as a l

parâmetro de campos re,·ersh·eis, dando ênfase à existência de órbitas homoclínicas . 

.-\s formas normais utilizadas serão irnportames na última parte do trabalho. onde 

dedicamos atenção especial à proc ura de órbi tas homoclínicas para os sistemas acima Cita

dos. além da persistência dessas órbitas em Sistemas perturbados. -\lém disso. discutimos 

a consequência din~mica que a presença de certas órbitas homoclínicas causam ao fluxo 

de sistemas cuja liueanzação pertencem às referidas regiões. 

I\. 



Abstract 

In this work a geometric approach of Reversible Dynamical Systems is done. 

Our main purpose is to classify the symmetric properties of Reversible vector fields 

by means of the exhibitíon of effiCJent normal fonns. Moreover., a study of occurrence of 

homodinic orb1ts is also perforrned. 

v 



Introdução 

Os Sistemas Dinâmicos Reversíveis constituem uma área emergente na física-matemá

tica e tem sido ah·o de estudo, nas últimas décadas, por inúmeros matemáticos e físicos. 

Tais s1stemas são caracterizados por possuírem uma simetria reversa, 1sto é, se X(x) é 

um campo vetorial definido sobre uma variedade n-dimensional i\1 então .X é reversível 

se existe uma aplicação R : \f ---t :11 que satisfaz: 

dRxX(x) = -.Y(Rr) 

:\os casos que trataremos aqui iremos supor que R é urna involução, ou seja, R2 = f d. 

O estudo de tais s1sr.emas é de grande importância devido ao seu aparecimento em 

problemas práticos como por exemplo. aqueles que possuem simetriaas espacia1s, ou ain

da. em problemas que são reversíveis em relação ao ~empo corno é o caso da oscilação 

do pêndulo simples sem atrito. Em [20] encontramos um número enorme de exem plos de 

sistemas reversh·e1s Também em [16] encontramos uma resenha com uma abordagem de 

resuJLados recentes sobre Sistemas Reversíveis e uma farta bibliografia. 

O objeti ,.o principal destf trabalho é classificar as singularidades simétricas de Cam

pos Re,·ersíveis em ~.; atran~s de sua parte linear onde utilizamos uma forma normal 

apropriada. Além disso. estudamos famíl ias a l-parâmetro X).. de campos reversíveis dan

do ênfase a existência de órbitas homocínicas. 

Este trabalho está distribuído da seguinte forma. no Capitu lo 1 definimos Sistemas 

ReversíYeis e Ecp11varia.nies e destacamos algumas propriedades Importantes do fluxo de 

tais sistemas. 
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::\o Capítulo 2 obtemos formas normais eficientes para campos definidos em uma 

Yariedade u-dimen"Ional J/. em torno de um ponto crítico. a qual será de fundamental 

imponancia para o estudo da dinamica no próximo capítulo 

I\ o Capítulo :3 restringimos uosso estudo a um Sistema Re' er:,ível em IR'. com sin

gularidade na ongem. e a partir de sua lineanzação na ongem distinguimos regiões e 

cnn·as particulares no plano (a.b) dos parãmetros do sistema mencionado As cun·as 

consti~uem a!"-> fronteiras da5 referidas regiões. Tais curva~ P regiões. em geral, corres

puudem ~ dmfunicas r.opologicament.e distintas. A partir Jaí, o nosso objetivo será obter 

con<.lições para a e'istência e persistência de órb1tas homoclín icas para os sistemas cuja 

lincarização pertence a uma ciru:, em ,.as Ci- 1 = O. 1. 2 Além di.,so. com respeito as re

giões Rr j = 1. 2. :3 analisamos a consequência dinâmica que a presença de cenas órbitas 

homoclínicas cauc;am ao fluxo de sistemas cuja linearização pcrrcncrm às referidas regiões. 

A pre:::.ença dr órbitas homodímcas é importante em aplicaçõc-:::. por ,·árias razões: por 

f'Wmplo. sob cena::- condições podemos detectar a existência de comportamento caótico 

na~ prox1midades dc> ral órbita (isto é. clinâmica "shift .. assoctada com o difeomorfismo 

ferradura e fenomcno~ de Shirniko\·). usando as propnedades de SistE>mas ReversíYeis. 

Alguma~ quco;;t ões naturais que podem ser consideradas a partir do exposto neste 

trabalho 

• Quando (localmente) Sistemas Reversíveis e Hamiltoniano!> são ''equivalentes''? 

Quanto a es~e fato sabf'mos que existem exemplos de ReH·r~heis que não são Hamil

tonianos :\o entanto. em geral. é difícil detectar quando um sistema é Re\ersível. 

Localmente. ISlO pode ser respondido através da teoria de formas norma1s 

• Considerando uma família a um parâmetro .\À de campo:, reversíveis transversal 

a C 1 onde· o~ auroval01es são =iq e O (duplo). verificar o surgimento de órbuas 

homoclímca.., 

• Considerando em ~-~ um campo ,-ewrial .Y R-reYcrsível !:-allsfatendo 



Vlll 

- S = Fix R é uma variedade diferenciável 2-dimensional; 

X(pi) = O, p1 =/: S , e DX(p1 ) possue autovalores). = ±a ± ib. Dest.a fon 

X (R(p1)) = X(p2) =O e os autovalores de dX(p2 ) são +a± ib; 

- wu(pi) rh vvs(P2 ) em Zo E s e vVS(pr) rh HlU(pz) em Z'l E s o que dá origem 

um ciclo heteroclínico simétrico. 

Com essas hipóteses fazer uma análise da existência de órbitas homoclínicas num 

Yizinhança tubular da órbita heteroclínica simétrica ta.l como no caso Sela-Foco na regiã 

l. 



Capítulo 1 

Simetrias 

Este capítulo é dedicado à introdução dos conceitos referentes a Sistemas Reversíveis 

e EquiYariames. ttlém de uma descrição de algumas propriedades importantes do fluxo de 

t a1s SIStemas. 

1.1 Simetria e Anti-simetria em Sistemas Dinâmicos 

Consideremos dms tipos de sistemas dinâmicos, um coro tempo contínuo (t E R) e 

outro com tempo d1screto (n E Z) definidos em algum espaço de fase 1\f. 

Sistemas com tempo commuo são tomados em geral como sendo flu..'i:os gerados por cam

pos ,·etoriais e sistemas com tempo discreto são geralmente tomados como sendo iterado::. 

de uma aplicação f "\'a maioria das aplicações de interesse Ai será uma variedade dife

renciá,·el. no nosso caso .. U = R71 

J\o contexto contínuo. consideraremos equações diferenciais ordinárias autõnomas da for

ma 

d.7: - F ( ) 
rlt - X . (r E JJ) (1.1.1) 

oude F· J'vf --7 T M é um campo vetorial C00
• A dinâmica de (1.1.1) é dada por ·um fluxo 

do tipo 

1 



2 Simetria 

/.{Jt : 1v1 --+ NI 

I.{Jt: x(r) t-t <,Ot(x(r)) == x(T + t) (1. 1.2 

tal que 

D efinição 1.1.1 : Dizemos que uma aplicação invertível (C00) R J\11 --+ i\1 é um 

szmetrza rever.sa (ou antz-simetria) de {1. 1.1) quando 

d~~x) = - F(R(x)) , (1.1 .4) 

ou eqv:walentemente, quando 

dR lx F(x) = - F (R(.r:) ), (1.1.5) 

onde dR lx denota a derivada de R em x. 

Simetrias reversas são tranformações do espaço de fase que aplicam traj etórias em 

outras trajetórias do mesmo sistema dinâmico rever tendo a direção de percurso em relação 
ao tempo. 

Em termos do fluxo /.{Jt, (1. 1.4) e (1.1.5) implicam 

R o r.pt = 'P- t o R. V t E R (1.1.6) 

Isso segue do fato de que R o 'Pt e <P- t o R são soluções de i: = -F(x) que passam por 
R(x) quando t = O. 
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No contexto da mecânica clássica. onde as equações diferenciais ordinárias são deri

,·adac; de Hamilronianas H(q.p) . a simetria reversa convencional é dada por 

R(q, p) = (q, -p) {1.1.7) 

onde a função llamiltoniana satisfaz H(q, p) = Htq , -p). 

Definição 1.1.2 : Uma aplzcação diferenciável h U C ~zn ----t R211 . onde U é um 

subconjunto aberto. é dzta s?mplética se 

[Dh(x)f · S · Dh(x) = S onde 5 = ( Dnxn 
ln:rnx 

\"ote que no exemplo antenor R é uma involução (i.é. R2 = id) . e R é anti-simplética, 

como abaixo descrito. 

De fato, note que R(p, q) = (q. -p) :::} DR(q. p) = ( 
0

1 0 
) -I . 

Dai. 

[D R(q. p))T · 5 · DR(q, p) = -S 

!\ote que. no caso de um sistema Hamilton iano. R(q. p) = (q . -p) é uma simetria 

reversa. desde que a função Hamiltoniana H (q. p) satJsfaça H (q. p) = H (q . -p) 

O s1stema. dinâmico associado à função Hamiltouiana é dado por: 

q= 

p= 

(
ôH âH )T 

Daí. F(q. p) = ôp (q. p) - ô(q. p) 

ôH 
âp 

âH 
ôq 



4 Simetria 

E portanto segue que DR(q, p) · F(q,p) =-F (R(q, p)) 

Por analogia ao caso de fluxo, dizemos que uma aplicação invertível R : J\;f -t NI é um 

simetria reversa de uma aplicação invertível f : Jvf ~ lvf quando 

R o f= f - 1 o R (1.1.8 

Definição 1.1.3 (Sistema Dinâmico R ever sível ) : Um sistema dmâmico é dito re 

versível quando ele possue uma simetria reversa R saüsfazendo (1.1 .4), ou (1.1.8} par 

fluxos autônomos Mt apLicações, respectivamente. 

\"a Iiterat ura podemos encontrar uma definição para sistemas reversíveis análoga à de

finição acima supondo, no entanto, que a simetria reversa R é uma involução, isto é, 

R
2 = Id. Em tais casos um sistema dinâmico que possue difeomorfismo q ue não satisfaz 

R 2 
= I d é dito um sistema dinâmico fracamente reversível. 

Vejamos alguns exemplos de sistemas dinâmicos reversíveis. 

Exemplo 1.1.1 : Todos os sistemas Hamiltomanos com Hamíltoniana H(q, p) sat'tSja

zendo H (q,p) = H(q, - p) com R da forma (1.1. '7). 

Exemp lo 1.1.2 : Todas as equaçôes de oscilação da forma 

F: JRm -t ]Rm 

De fato, considere o sistema associado 

{ 

dq 
-=w 

cf 
di = F(q) 

Assim, G(q,w) = (w, F(q )). Tome R(q,w) = (q, - w) 

Segue então que DR(q, w) · G(q, w) = ·-G(R(q, w)) 

(1.1.9) 
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Razões pelas quais surgem re,·ersibilidade: 

• Rew ~rsib ilidad e no tempo devido à hipótese natural de t.empo reversível da equação 

do mO\ imento. 

• Re,·ersibilidade no espaço surgindo devido à hipótese natu ral de simet.ria espacial 

do modelo físico. 

• Re,ersibilidade surgindo dendo a estrutura específica do problema matemático em 

quesrào 

Existem. em geral, duas perspect ivas pelas qua.is se consideram sistemas dmârmcos 

re,·ersh·eis. Por um lado. eles podem ser tratados por uma perspectiva simétrica, já que 

sistemas re,·ersheis são definidos em termos das p ropriedades Simétricas. Por outro la

do. historicamente o interesse em sistemas re,•ersíveis tem sido geralmente no contexto 

dos sistemas Hamiltonianos. Primeiramente. isso é porque vários exemplos de sistemas 

dinâmicos reversíveis em aplicações SRO também, na realidade, Hamiltouianos. Em segun

do lugar. ex1ste o notá\ el faro de que sistemas ren'rsíveis e Hamiltonianos têm interes

santes aspéctos dinâmicos em comum. 

Outro Lipo de simetria que pode ocorrer num sistema dinâmico é dada por uma apli

cação S : M -7 M que aplica órbitas do sistema em órbitas do mesmo sistema dinâmico 

sem reversão da direção de pcrcursso 

D efinição 1.1.4 : Dtzemos que uma a.phca.çào mvertível (Coe ) S 11i ~ _,f é uma 

simetria de r 1 1 1) quando 

dS(:r) = F (.c; (."")). (1 1 O) dt ~ " . . l 

ou, equz.valentemente. quando 

dSi r · F(x) = F (S(.c)). (1.1.11) 

onde dS ix denota a derivada de S em .r. 
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Simetria 

Em termos do fluxo 'Pt, (1. 1.10) e (1.1.11 ) implicam 

S o CfJt = 'Pt o S, (1.1.12 

Tal noção de simetria para sistemas dinâmicos. sendo aquelas transformações do es 

paço de fase que comutam com o operador evolução, corresponde à noção de equivariância 

Exemplo 1.1.3 Considere o sistema 

y 

-x 

e a rotação de 90° no plano dada por S(x, y) = ( -y, x) 

Temos que: F(x, y) = (y, -x). Daí, 

DSl!z,yJ · F(x. y) = F(S(x, y)) 

Portanto 8 é uma simetria para o sistema 

Geometricamente temos que o espaço de fase do sistema acima é dado por circun

ferências concêntricas com centro na origem. É claro que rotações de 90° aplicam t ra

jetórias em trajetórias sem reverter o sentido de percursso. 

, 
1.2 Orbitas Simétricas 

Considere um sistema dinâmico invertível definido num espaço de fase M. 

Definição 1.2.1 : Para cada X 0 E J1;[ definimos a órbita por X
0 

como: 

O(xo) = {x E !VI / X = ~Pt(X 0 ): tE JR} 

para o caso contínuo. Neste caso, as órbitas são curvas contínuas ou pontos isolados (no 
caso de um ponto de equilíbrio) 

ou ainda, 

para o caso discreto, onde f é uma aplicação definida em !VI. Neste caso, as órbitas são 
conjuntos dzscretos. 
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D efinição 1.2.2 : Dzzemos q-ue uma ór-bita de um sistema dznâmzco é s·tmét.rica com 

relação a uma simetna, (ou simetria reversa) T se T aplzca a. órbita nela mesma. ~sto é. 

O(.r0 ) é simétrica se T(O(:z:0 )) = O(x0 ) . 

Segue da definição que se uma órbita é simétrica com relação a umi-l simetria (ou 

simetria rewrsa) T. então todo ponto dessa órbita é aplicado por T na mesma órbita. isto 

é. T(1:) =-;,(.r) para algum TE IR (no caso contínuo) ou T(:r) = fn(x) para algum n E Z 

(no caso discreto). Daí segue que ;r E Fia: [ ( t;; 1) o T] OI I X E F~x [ u - n) o T] . onde 

Fu;(A) = { x E J'vf jA.r = .c} 

é o conjunto dos pomos fixados por .4.. 

Definição 1.2.3 (Ponto de equilíbrio Simétrico): Dtu'mos que um ponto de equilíbno 

pam um .st.stema reve1·síuel é stmétnco se ele pertence ao conjunto Fz:c( R) onde R é a 

s~metna ?'et:ersa para o referido Sistema. 

Lema 1.2.1 : Fzx(A o R o A - l) = .4 · F1x(R) 

Prova: J: E Fix( 4 o R o A- 1) <::? .--:1 o R o rl - 1(x) = T ç::} R o '-l-1 (x) = A-1 (x) ç> 

<:::? .4-1 (.r) E F1X(R) ~:r E A · F1x(R) 

• 
Proposição 1.2.1 : Considere um campo cetonal autônomo com uma stmetna reversa 

R, então a órbzta O(.r0 ) é szmétrica com relação a R se. e somente se, exzste um ponto 

x E 0(:r0 ) tal que x E Fü:(R). Aiazs ainda. 11.ma órbita penódica O(xo) tem período T 

se. e somente se. ~r E ..Pf F ~:r( R ) . 

Prova: 

R(.r0) = .p.,(.1:0) ç:} .P=f o R(.r0) = .;;-~- o .PT(,r0) q R o .;3 = 'rAj(.t'0) ~ .P~ (:ro) E Fü(R) 

~lais ainda. 

x = <?T (.r) = R ( x) ~ (.,; t o .PT )t .r) = ( ç ~ o R) ( x) = R o y -.t (.-r;) <;;} :r = .PT (:r) = ~2T ( x) = 

çr. o R o ; _:r ~:r= r.; r o R o ~.,-A_r. . 
.! 2 1 ! 

Daí. segue do lema (1.2.1 ). 4ue x E !.r?f(Fi:r(R )). 

• 



8 Simetri 

Pa.ra o caso discreto temos: 

Lema 1.2.2 : Seja f uma aplzcação possumdo uma simetria reversa R então: 

Prova: De fato. 

Suponha p par: 

. (JP . ) { f ~ Fix(R ), se p é par Fzx o R = ~ 
f 2 Fix(f o R ), se p é {mpar-

x E Fix(f o R){::} (JP o R)(x) = x {::}(f~ o f~ o R)(x) = x 

ou seja. 

x = fi((f~ o R )(x)) = f~ (y) 

e ainda, 

R(y) = (Rof~ oR)(x) = (Roj=f ofPoR)(x) = (!~ o R )(JPo R (x)) = (!~ oR)(x) = 

=> x E / ~ Fix(R) => F ix(JP o R ) Ç f~ Fix(R) . 

Por outro lado. 

x E /~Fix( R) =- x = f~(y), y E Fzx(R) 

(JP o R)(x) = fP o R o f~(y) = fP o~-~ o R (y) = f~(y) = x => x E Fix(fP o R) 

Portanto, 

Fix(fP o R) = f~ Fix(R), se p é par. 

Suponha p ímpar: 

~ ~ 
x E f 2 Fix(J o R) :::;. x =f 2 (y). y E Fzx(f o R) 

~ !..=..e . ~ (fPo R)(x) =fPoRo.f 2 (y) =JPoj 2 oR(y) =JPof- 2 ofoR(y) = 

.::R:..! ~ 
= fPof 2 (y) =f 2 (y) = x =>X E F ix(!PoR). 

Por outro lado. 

1> - l ill x E Fix(.!P o R) => (JP o R )(x) = x => Jz- o f 2 o R(x) = x 
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e=-!. P.±.! !!.=2 ::}.r=f 2 (f~ o R (x))=f 2 (y) 

~ I E..:...i t?..::..!. foR(y)=(JoRof 2 o R )(:r) =R oj- of! oR(:r;) = Rof ~ oR(x) = 
(p+l) , )J-,-1 P.±.! 

=R o ~--2- o JP o Rlx ) = (j"T o R)(.[P o R ( -c))= (f ~ o R)(x) = y 

::} y E P.Lx(f o R) 

Portanto, 
p-l 

F1x(JP o R ) = j"T Flx(j o R). se pé par. • 

Proposição 1.2.2 : Seja f uma aphco.çâo possutndo uma stmetria reve1·sa R . então a 

órbzta 0(:1·0 ) é simétrica com relação a R se, e somente se, e:áste um ponto x E O(x0 ) tal 

que x E Fix(R ) U F1x(J o R). Mols amda, 

i) Se O(xo) tem período impar p enfoo ela tem um. ponto em 

Fix(R) n/ p~n F i:r(J o R); 

ti) Se O(xo) tem período par p então ela tem um ponto em F'l:r(R ) n f~ F zx( R ), OIL um 

ponto em Pix(J o R) n jjFix(J o R ). 

Prova: Se um ponto X 0 pertence a uma órbita si métrica, então existe um m E Z tal que 

R(xo) = fm (xo)· 

Daí. se m é par temos: 

isto é. 

J!!f (x 0 ) E F ü;(R) se m é par. 

Se m é ímpar temos: 

- !!!.±! - l m.±l !!!..=!. -l "'+ l 
:::? f 1 tR o f )(xo) = f 2 (:co) =? (R o f z o f )(xo) =f ~ (xo) 

m-1 -.-1 
:=? (f o R )(J-r(xo)) = J-r(xo). 

IStO é. 

("t E Fzx(J o R ) se m é ímpar 

Portanto. existe .r na órbita simétrica tal que x E F i.r( R ) U Ftx(f o R) 
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Suponha x E Fix(R). 

Se a órbita tem período par segue que y =f ~ (x) E Fix(R) já que 

Logo, 0(.T0 ) tem um ponto x E Fix(R) tal que 

y = f~ (x) E Fix(R) E 
e ==;. y E Fzx(JP o R ) = j2 Fzx(R) 

y = .{2 (x) E Fzx(JP) 

Portanto 

y E Fix(R) n .fÍ Fix(R ) 

Analogamente, se p é ímpar temos: 

Portanto, 

x E Fix(R ) o-1 

=> x E Fix(JP o R ) = f2 Fix(f o R) 
x E Fix(JP) 

X E Fix(R) n !e;;. Fix(J o R). 

Suponha agora que x E Fix(f o R). 

Se a órbita tem período par segue que y = f~ (x) E Fix(f o R) . 
Daí, 

Portamo, 

y E Fix:(f 
0 

R) => y E Fix(JP+l o R) = f~ Ftx(f o R) 
y E Fi:J:(JP) 

y E Fix(f o R ) n f~ F ix(f o R). 

Se a órbita por x tem período ímpar e (f o R)(x) = x então: 

Simetria 
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Fazendo n = ~ temos: 

E::! e=.! e.::!. R o f 2 (:r) =f- 2 (x) =.f 2 (x) => 

: = f~ (.r) E F1.:r(R) !'.::.! 
~ n-1 ~ z E Fix(JP o R)= f z Fix(f o R) 

~ = f'T (~t) E F ix(JP) 

Portamo, 
!Cl z E Fix(R) n f 2 F ix(f o R) • 

, 
1.3 Orbitas Homoclínicas Simétricas 

Considere um sistema dinâmico reversí,·el com simetra reversa. R. 

Sej<t T 0 um ponto de equilíbrio do sistema e sejam 

as ,·ariedades es1 á V("} e instável. respectivamente, em ~r, , onde t E R 

Para o caso tempo discreto definimos 

como sendo as ,·ariedades estáYel e instáYel, resperti,·amente, em X0 • 

um pomo :r E H' 5 (x0 ) n lru(Xo) é chamado um ponto homoclímco pa1·a X0 e a órbiLa 

por x é chamada de órbzta homoclímca. A ocorrência de órbitas homoclínicas são ca

racterísticas 1mportames na dinám1ca de um sistema. Por exemplo. quando um sistema 

pOSSUE:' um pOntO homoc!ÍDICO l,ransversa] (quando {l'5 (1;0 ) e Jl'u (X0 ) Se interceptam tranS

\'€J'SaJmenre). ocorrem fenornenos caóLicos que podem ser descntos como uma aplicação 

ripo ferradura. 

Proposição 1.3.1 Seja 5 uma simetria de um szstema dmâmzco tendo Xo como ponto 

de eqv.ih1Yrio. entrio 
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Simetri 

Prova: Suponha S(f{!S(u)(:ro)) = w s(u)(.ro) 

Daí, 

X 0 = lim IPt(S(xo)) lim S(cpt(Xo)) = S(xo) 
t->oc t-toc 

.·. S(xo) = Xo 

Reciprocamente suponha S(x
0

) = X
0

. 

Seja X E W
8
(xo) - Mostremos que S(x) E vvs(Xo) · 

lirn \ft(S(x)) = lim S(9t(x)) = S(xo) = X
0

• 
t -toc t -"oo 

A prova para vvu(x0 ) é análoga. Também segue com o mesmo racíocínio a prova para 
sistemas dinâmicos discretos. 

• 
Proposição 1.3.2 : Seja R uma simetria reversa para um sistema dmârmco que tem X

0 
como ponto de eq~tihôrio, então 

Prova: Se X E H18
(Xo) n F ix(R), então lirnt -tcx: cpt(X) = Xo e 

lirn <Pt(x) = lim <Pt(R(x)) = lim R( cpt(x)) = R(x
0

) . 
1-+ - oc t-+ -oo t ~oo 

Portanto, X E TVU(R(xo) ), isto é. f;flS (Xo) n Flx(R) c vVu (R(xo)) . 
O outro caso é análogo. 

• 
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Proposição 1.3.3 : SeJa R uma Slmetria 1euersa para um sistema dinâmico qve tem x 0 

como ponto de equilíb1·io. então 

Observação 1.3.1 : Se R é uma szmetna reversa pam um sistema dinâmico e x 0 E 

Fi.r(R ) é um ponto de eqmltbrw para o .sistema. então interseções de variedades estável 

(instável) com F ~x( R) zmpficam na exzstêncw de órbitas hmnoclínicas simétricas com 

relaçâo à s1metna reversa R. Assim. a proposição (1.3.2) joTnece um crztério para peT

sistêncw de órbitas homoclínzcas que são szmétncas com relação à s1.metria reversa. a. 

saber. quando a mten;eção fif'!.i.(x0 ) n Pix(R) for transversal. 



Capítulo 2 

Formas Normais C00 de Campos 

Vetoriais Locais 

O objetivo deste capítulo é obter formas normais eficientes para campos vetoriais: 

não necessariamente reversíveis, definidos em uma variedade n-dimensional Nf em torno 

de um ponto crít ico. 

2.1 Introdução 

Gm campo vetorial em uma variedade coo, Nf , é uma aplicação 

no fi brado tangente de JV! . Em coordenadas locais, v(x) 

urna base em Tx 111. 

Dado um campo vetorial v defina a equação diferencial 

dx 
- = v(x) . 
dt 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

Sua solução (ou trajetória de v) é uma curva x : IR ~ 1111 sat isfazendo a equação. 

isto é. 

dx ( ( -= v x t)). 
dt 

O problema principal consiste em uma investigação dessas soluções. 

14 
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t:m difeomorfismo <P: 1\1 -7 Jf leYa o campo Yetonal v ao campo vetorial 

(<P.v) (x) = (dl' (;t·))-1 v(cb(x)), 

onde d/(1·) é a matriz Jacibia.na da <-\plicação <P(x) . 

Definição 2.1.1 : Dois campos vetona·zs v e i) são dztos conJugados se existe uma tmns

forma.ção cb tal que 

V =<{) . V 

:\ idéia natural é leYar o campo ,·er.onal v. por uma transform ação, a uma forma 

'·normal'' simples a qual é mais con,·eniente para o estudo. Em outras palavras, surge o 

problema de classificar os campo5 n•toriais por conjugação. Esse é um problema compli

cado e não são conhecidos muitos resultados gcra1s. 

Uma parte desse prob lema '·global"' é seu aspécto local. 

Definição 2.1.2 : DO?s campos vetoriais r e ii são ditos localmente conJugados em uma 

v2zinhança de um ponto x0 E AI se enste uma transformação local 

de uma v1zinhança U em uma vizinhança 1·· tal que 

v(::r) = (<P.v) (x), xE U. 

No contexto local. podemos identificar uma vizinhança[,' e o espaço t-angente TxL'. 1: E 

C' com o lR11
• Com essa identificação, um campo vetorial local t· = (x. 2:1 vi(x) a~·) pode 

ser identificado com a aplicação v : (lRn, Xo) --7 Rn. 

Exemplo 2.1.1 : Seja v(x0 ) = e :f:. O ~ Então pelo teorema do fluxo tubutar o campo 

vetorial t' pode ser localmente ·'retificado··. isto é, ele é localmente conJugado ao campo 

vetonal con.stante 

(<b ~ v) (x) =e. X EU 

É cla ro que. as trajetórias do campo vet.orial constante são retas 

.r(t) = t(; + x 
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A classe da transformação c/J no exemplo (2.1.1) é a mesma classe da aplicação v . 

No que se segue consideraremos campos vetoriais C 00 e transformações rjJ de elas 

coe. A invertibilidade de cjJ numa vizinhança de X0 é equivalente à invertibilidade d 
matriz Jacobiana <P'(x

0
). 

Um ponto .X0 E j\f tal que v(xo) =f. O é chamado não-singular para o campo vetori 

v. O teorema mencionado acima nos dá uma estrutura de um campo vetorial num 

vizinhança de um ponto nã.o-singular. 

Exemplo 2.1.2 : Seja 

v(x) = ÀX + h(x), x E IR, h(O) = h'(O) = 0 

um campo vetorial c= sobre R A origem é um ponto singular. Se À =f. O, então v 

localmente, em torno de 0_. coe -conjugado ao campo vetorial linear v(x) = /\x . 

De fato, procuremos uma transformação da forma 

9(x) = x + x:p(x'); <p(O) = O. 

ta l que 

cjJ,.(v(x)) = v(x) . 

Daí, temos que: 

E daí. 

[<P'(x)r
1
v(q»(x)) = v(x), isto é, 

(1 + cp(x) + x<p'(x))-
1 

(Àx + Àx<p(x) + h(x + x<p(x))) = Àx 

=> (Àx + Àxcp(x) + h(x + xcp(x)) = (1 + cp(x) + x..,o'(x)) ÀX 

<p'(x) = h(x + x<p(x)) 
).x2 

Como h( O) = h' (O) = O. a função h pode ser reesc:rir.a na forma 

onde g também é uma função c= na vizinhança de zero . 

Assim, chegamos ao p roblema de Cauchy 
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tp(O) = O 

Pelo teorema de existência, elf' tem uma solução local de classe C00
• 

:\ote que as traJetórias do campo vetorial linear v(~·) = .\:r têm a forma 

2.2 Campos Vetoriais na Reta 

17 

Ainda considerando o exemplo (2.1.2) vejamos o que ocorre quando ternos umé-l 

degeneração adicional de t·, isto é. quando ). = O. Assuma que 

v(x) = O'Xr + h(x), a =f: O, h(O) = · · · = h(r) =O, r~ 2. 

Teorema 2.1 Erzste uma transfonnação local C00
• d.>(:r). levando v à forma normal 

O smal ± depende de r. se r é por então o sinal é+. Caso contrán.o o smal é dado pelo 

sinal de a. isto é, ± = s1gn(a:). 

A. proYa deste teorema dependo do seguime lema. 

Lema 2.2.1 : Se 

w(X) = v(x) + x2
' g(x) (2.2 .1) 

onde g é uma função coo local então :.v e i: são localrnente conjugados. 

Prova: Tomando o(:r) = x + xrc,.?(x). com <p(Oi =O e supondo que o é uma conjugação 

entre .;J e f· temos: 

(d> .. w) (x) = v(x), 

ou seja. 

w(<P(.T)) = q/(x)ií(x) =>..:..(X+ .'"C r .p(.r)) = (1--L .-rrc;'(.T) + rxr- 1tp(x)) ·ü(:t:) 
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e daí segue que: 

(1 + xr <p
1

(x) + rxr - l~(x)) 'u(x) = v(<b(x )) + (<b(x)) 2r g (<P(x)) . 

Podemos reescrever a igualdade acima como 

<,e'(z) =h (x) <p(x)) 

onde h(x, y) é urna função C00
• Pelo teorema de existência, existe uma solução coo loca 

<p, \.0(0) =O. 

• 
Assim, para completar a prO\·a do teorema 2.1 devemos checar que v pode ser trans

formado na. forma (2.2.1). 

Para isso, assuma que 

com q E [r+ 1, · · · , 2r - 2} e mostremos que por uma transformação polinomial da forma 

podemos eliminar o termo ax9 

De fato , 

r:P(x) = x + cxq-r+I 

= (1 - c(q - r+ 1)xq-r + o(xq- r+ 1
) ) [o ~ (x + c:r9- r+If +a (x + cxq-r+rr + o(x1+ 1)] = 

= axr + o:rcx
9 
+ ax

9
- o:c(q - r+ l)xq + o(xq+l ) = o:xr + [o:c(2r - q -l) + a]xq + o(xq+1). 

Assim, r.omando c = ( a , onde q E {r + 1. · · · , 2r - 2} 
temos o: q - 2r + 1) 

Segue portanto que a transformação 

com 
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leva o campo v à forma 

ConSldere agora a transformação linear 

Temos q11e: 

Se r é unpar então r- 1 é par P tomando t = · -~ temos: 

Se r é par então r - 1 é ímpar e tomando t = ·-~ temos: 

(W, U) (X) = Xr + bxZr-l + X21 À·(x) 

• 
\"ote que o co<-'ficlente d ua forma normal obtida no teorema 2.1 é inYariante: se duas 

formas normais são conJugadas então elas coincH.lem. 

De fato. suponha que v1 (:r.) = xr + d1x2r-l e u2(x) = xr ..L d2x2r-I são conjugados. Enr.ão 

e.>..isr.e uma transformação coe 

q>(x) = 1' + xh(x) . h(O) =O 

tal que: 

ou seja. 

r 1 (0(:r)) = 6'(x)v2(:z;) => vi(x + :rh(x)) = (1 + h(x) ..L :rh'(x))rz(x) 
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Igualando os termos de mesmo grau na igualdade acima obtemos que rp(x) = x +ex r par 

os termos de gra u r.s onde s é o índice de menor g rau em h. E, considerando tal funçã 

h, ainda obtemos na igualdade anterior que d1 = d2 e desta forma, c = O, isto é, q)(x) = 

O teorema 2.1 nos dá uma lista completa das formas normais de campos vetoriai 

"não totalmente degenerados", isto é. onde existe r ~ O tal que v ( r) (O) :j: O. 
lirn campo vetorial com 

é chamado "fiaf'. 

2.3 Aplicação Formal e Campos Vetoriais 

Sejam w e v campos vetoriais C'X>, localmente C00-conjuga.dos numa vizinhança da 
origem, 

r/>: (U, O) ~ (VO) . 

Denote por w(x), v(x) e ~(x) as séries de Taylor formais em zero das aplicações w, v e 
c/;, respectivamente. 

Então 

w(x) = (~ ' ( x)) - 1 v(~ (x)) . 

Isso significa que a conjugação local coo implica em conjugação formal. 

Mais precisamente, uma aplicação formal 

é definida como sendo uma série fo rmal 

00 

F(x) =L p (k)(x) 
k =O 

onde F (k) : !Rn ~ JRm é uma aplicação polinomial homogênea de grau k . Em particular, 

F (
0

)(x) = cte E lRrn é o termo independente de F. Usualmente consideramos uma apli
cação formal sem termo independente, isto é, <;b(0>(x) =O. 
Em coordenadas 

X = (xl, · · · , xn) E lRn 
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a aphcaçâo formal pode ser escnt.a como urna série 

F(:r) = (t L FjJ.· I) m 

k=O lll=k 
.7=1 

onde I = {I1. • • · , In) é um inteiro multi- índice e 

I f I= ft + ···+In, X l = r'l . .. ,.1,. 
' · 1 "n · 

O conjunto de todas as aplicações formais será denotado por IR[n, m]. Esse conjunto é um 

espaço Yetorial sobre R com relação a adição. 

O conjunto R[n.l] de sénes fo11nais f· !Rn -t ~ tem uma estru tu ra de álgebra sobre 

IR. De maneira óbvia definimos o produto f.F onde f E JR(n , l] e F E lR[n, m). Isso 

impltca que IR[n. mJ tem uma estrut.ura de iR[n, 1;-módulo. 

Se F E R[n. m] é uma aplicação com F (o) = O e (}> E R[m. L] é arbitrária então 

definimos a composiçâo cp o F E IR[n, i] (subst-ituição de uma série em uma série) . 

Seja ~[rz, m] o espaço da.s aplicações formais com termos Hn·es nulos. O subgrupo 

de aplicações invertíveis consiste dos elementos 

k~2 

<P(X) == Ax + L <P(k)(x) 

com parte linear .-1 nào-stugular. isto é. det .-1 :f; O. Chamamos tais tipos de aplicações de 

difeomorfismos formatS. 

Dada F E JR[n, m] podemos definir as derivadas parciais 

BF àF(k}(x) 

axl =L axt 
k 

e a matriz .Jacobiana (sobre o anel ~[n. 1]. isto é, com elementos do anel): 

F'(x) = (~F J ) 
ôx1. 

onde 
oc 

í 1(x) = L Ffa:1
• j =l.2,··· ,m. 

11 =O 

Com uma aplicação-C'Xl local q> • IRr. --t iRm podemos associar a aplicação formal 

:X. 

~:= L cp(k) 

k=O 
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onde 

ç&(")(x) = ""' 1 okcj>(O) x' . 
L Jl ! . . . I ! OXj 
lll=k n 

Essa aplicação é chamada a série de Taylor de cp na origem . 

Lema 2.3.1 (Lema de Borel) :-[13] P ara cada aplicação formal F E R[n, m) exist 

uma aphcação coo, @ : IRn ~ Rm, tal que ~ = F 

Em outras palavras, a correspondência cp ~ 6 é sobrejetora . É claro que não 

injetora; seu núcleo consiste das aplicações ''ftat" , isto é, 

8<;&(0) = o 
ox1 ' 

I I I= k, k =O, 1, · · · 

Podemos interpretar uma aplicação formal v E ~ [n, n] como um campo vetorial 

formal obtendo assim um sistema formal 

dx _ ( ) - = 'U X 
dt 

A transformação formal x H ~(x) leva o sistema em 

dx = w(x) 
dt 

com w(x) = [ J 1 (x)]- 1 v( ~(x)) . Dessa forma , os campos vetoriais formais 1.! e 0, são ditos 

conjttgados. 

Definição 2.3.1 : Dois campos vetor·iais C00
, v e w . são dzios formalmente conjugados se 

as correspondentes sérzes de Taylor fo rmais, v e 0; são conj11,gadas como campos vetoriais 

fo rmais. 

Com base nessa defin ição e no lema de Borel, podemos d izer que dois campos vetoriais 

v e w são formalmente conjugados se existe uma transformação local coo, 6, tal que a 

diferença r = w - </J,. v é ('fla t ': na origem. 

Assim, dado um campo vetorial local C00
, v, o problema de encont rar sua forma 

normal possue duas partes: uma parte "algébrica" , que consiste em procurar formas 

normais de v e uma "funcional" que consiste na possibilidade de eliminar "flat" residuais 
T . 
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2.4 Linearização 

Os campos \·etariais com uma singulandadc nn origem mais simples é o campo linear 

..... (.7') = .-h. 

Suas trajetórias têm a forma 

x(t) == cxp(. tt)x 

e podem ser facilmente investigadas. Dessa forma. uma idéia interessante é analisar 

quando é possível linearizar um campo vetOrial . 

Tendo esta idéia em mente, começemos com o problema formal correspondente. 

Seja v(x) = Ax+ L 1 (k)(x) um campo \'etorial formal com parte linear v(l>(x) = Ax. 
k >'l 

Procuremos urna transformação formal 

~(x) == x +L q>(k)(x) 
k~2 

que le\·a i· na sua parte linear w(x) == 4x, ou seja. 

ou 

A~(x) = ~'(x)v(x) 

Donde segue que: 

=? A.:r + L Aq:P'>(x) = E:(x) + L (~Ck)(x))' [Ax + L t,(kl(x) ] 
k~2 k >'l k~2 

Se considerarmos os termos homogêneos de ordem k na igualdade anterior obtemos: 

k-l 
.-ló(k)(x) = (ó(k)(:r))' A.:r + v<kl(.t) +L (<P<$>(x) )' u(k-s-'-ll(x) 

s=2 

Dessa forma. se para todo k :2: 2. pudermos encontrar cp<k)(x) tal que 

k - 1 

4Q>1k'1(J')- (dl~k )(x)) ' A.r == v<k' (x) -r L (cp(s )(x) )' é"·-s•l)(x) (2.4.1) 
~=2 
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então v(x) é conjugado a Ax. 

O sistema (2.4.1) pode ser resolvido se o operador linear definido por 

(2.4 . 

que age no espaço das aplicações homogêneas de grau k, rp(k ) : lR11 ---+ IR.n , é invertíve 
Denotemos tal espaço por Jik. 

Afim de verificar a condição de invertibilid ade de LA encontremos seus a utovalores. 
Suponhamos que A é diagonalizável. 

Sejam À1, · · · , Àn autovalores de .4 e z1 , · · · , Zn os correspondentes autovetores. Consider 

os funcionais lineares / 1 , · · · . In dual de { z1 , · · · . zn} então segue que, 

i E {1, · ·· ,n} . 

Note ainda que 

t E R 
De fato. 

Dado um multi-índice I = (I 1 , · • • Jn), !I J= k seja 

(2.4.3) 

Então q)(x) é uma aplicaçào homogênea com âcp =J 11= k . e 

isto é, 

e a inda, 
(2 .4.4) 

onde (). , I ) = L:;==l ÀJ! i . Consequentemente, 

_d_r/J·_ {e_tA_x_) I = d/(etAx)AéAxl- = rh' ( x)Ax 
dt . t-0 y \ 

t==O 
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Por outro lado. segue de {2.4...1 ) que 

Logo, 

ó'(x)Ax = ().,I)ó(x) 

E assim. 

(L 4 ó)(x) = .4.6(x) - 6'(x)A.r = À;<P(x)- (.>., !)0(x) = [Ã,- (.>. l)]q)(x) . 

Portanto. 

lll.t = -\ - (Ã, I ) (2.4.5) 

são autovalores do operador LA. Como dim Hk = nk + n P a igualdade acima fornece 

nA 7n auw,·alores para L.4 assoc1ado~ aos nk+n autoYetores em {2.4.3) segue que eles são 

todos os autovalores possíveis do operador. Dessa forma. se todos os autovalores forem 

nào nulos, então o operador LA é invertível para todo k ~ 2, e portanto, o sistema (2.-t.l) 

pode ser resoh·ido com relação a dPl. k = 2. 3. · · · 

No caso em que .-1 não é tnYertível amda temos qne os autovalores do operador LA são da 

forma {2.4.5) e assim temos o seguinte. 

Teorema 2.2 (Poincaré): Se 

l I l= k. h= 2.3 .... 

enta.o o campo vetonal v(x) = A 1; + · · · é formalmente conyugado a sua parte lmear 

--.·(x) = -lx . 

Definição 2.4.1 A tgualdade 

l I I= k 

entre os autovalores de mn operadoT A é chamada ressonâncw de ordem k. 

L-m our.ro resultado, devido a S. Sternberg, diz quE:': um campo ,-etorial C 00 sem 

rcrmos re~sonantes é localmente C0v-ronjugado à sua pr1.n e linear. 
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Definição 2.4.2 : Um campo vetorial v(x) = A x + o(x2 ) é dito hzperbólico em um pon 

S'tngular X 0 = O se A não possue autovalores imaginários puros, zsto é, Re Àt =I O. 

Teorema 2.3 (S. Sternberg-Chen)-[22],(8] : Se dois campos vetor-ia?s coe hipeTbólic 

são formalmente conjugados no ponto singular X 0 = O então eles são localmente C 

conjugados. 

Esse teorema foi provado no caso não-ressonante por S. Sternberg em [22] e o ca 

hiperbólico geral foí provado por K. Chen em [8J. 

É claro que a h.iperbolicidade no teorema (2 .. 3) é essencial. 

Considere, por exemplo, o campo vetorial nulo v(~:) = O que é obviam ente formalme 

te conjugado a um campo "f:lat" r (x). Qualquer difeomorfismo local 1; pode ser tomad 

como uma conjugação. No entanto, o campo nulo não é c oa-conjugado a um campo T =f: . 

2.5 Forma Normal Ressonante 

Em geral , a linearização não é possível quando o campo vetorial possue termo 

ressonantes, mas podemos encontrar uma forma que simplifique o campo. 

Dado um campo vetoria l formal 

v(x) = Ax +L v(k)(x) 
k>2 

procuremos uma forma ''simples'' para o campo vetor ial formal w = (j;J; com uma t rans 

formação formal 
oa 

tP(x) = x +L <P(kl(:c) . 
k=2 

Escrevendo ~ ~ na form a 

C:.:(x) = Ax +L w(k)(x) 
k> 2 

e considerando a equação w = ~*v obtemos: 

Donde 

w(x) = Ax + L w(k) (x) = (~(x))- 1 v(~ (x)) 
k2:2 
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""' (1 + ~ ( & lk1(x))' ) Cü + ~ ui•l(x)) ~ ~-tJ(x) + ~ ,lkl ( J(x)) 

E daí. 

( I + L (4>(kl(:r))') (A.:r +:L w{k)(x)) = 
k ~2 k~2 

=Ar+ L A.(j)lkl (x) +L v<k) (x +L 1J(k)(x)) 
k~2 k?_2 k~2 ' 

Logo. 

~Ar+{; .-t,pl'l(x) T ~ v<•l ( x - ~ &ikl(x)) 

Tomaudo os termos de ordem k na igualdadr acima segue que 

.lk) _ L "'("l(.,·) , ,.(k)(x) ~R 
W - .-\lo! · ~ T " ; k· k = 2. 3.". 

onde Rk é uma expressão que depende de termos de grau ~ k - 1 

Rk = Rk (v(2) _ . .. . v<k-1l.w(ZJ _ . . . . t.Y•- ll ,tp(2J . . . .. </>(k-ll). 

Em particular. R2 = O e. desta forma. para k = 2 temos a equação 
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(2.5.1) 

O operador L. t foi definido anteriormente. mas na presença de ressonância ele não é 

invertível. e assim. provavelmeme não teremos ..;(kl = O 

Para construirmos uma forma normal fixemos no iR.n a base canônica e1 • • • • • en. Seja 

A = (atJ) a matriz da parte linear nessa. base. 

Teorema 2.4 : Dado um campo vetonal .(01 mal v(x) = Ax, 2:1.:::::2 v<k>(.r), exzste uma 

transformação formo! cb(x) = x + · · · que leva v à jo1·ma (<P~v)(x) = A x + h(x) onde h é 

u.m cmnpo vetorial formal, com parte lznear nula. comutando com A1 . isto é. 

(2.5.2) 

onde .-lT é a matriz transpost.a de A . 
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A prova do teorema (2.4) é baseada no lema seguinte. 

Seja L : E1 ---7 E2 um operador linear entre espaços Euclidianos E
1 

e E
2

. Defina 

A (u, z) = u .z = z + L(u.) (2.5 .. 

A é uma ação do grupo aditivo do espaço E1 no espaço &
2

• De fato, 

i) A (O, z) = O.z = z + L(O) = z 

ii) A(ul + u2, z) = z + L(u1 + u2 ) = z + L(u!) + L(u2) = (z + L(u2)) +L( ui)= 

=A( ui, z + L(u2)) = A{u1, A (u2 , z )) 

Lema 2.5.1 : Dado um elemento z E E2 exzste um único elemento w E [
2 

equivalente 

z no sentido de (2.5.3} e satisfazendo L•w = O, onde L* é o opemdor dual. 

Prova: Como L : [ 1 ---7 [ 2 temos a decomposição direta. 

E2 = I m L EB K e r L* 

Dado z E E2, podemos decompor de forma única 

z = v + w. v E I m L; w E K er L .. 

Existe u E [ 1 tal que v = - L( 11,) . Então 

A (u, z) = u.z = z + L (u) = v+ w - v= w. 

• 
Observação 2.5.1 : De jato temos a decomposição direta afirmada no lema anterior. 

Seja L : E1 -t E2 linear onde [ 1 e [ 2 são espaços vetoriais de dimensão finita com produto 
interno. 

Fixado v E E2, defina f: E1 -t 1R por 

f(u) = (L(u), v) . 

f é linear e pelo teorema de representação de funcionais lineares segue que 

j(u) = (u. v) = (L(u) , v), 
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onde ü é unicamente determinado. 

Defina L • : E2 --. E1 por 

L* é linear e está bem definida . 

29 

. Ma1s rtinda, se A é n ma1,riz de L nas bases 8 1. 8 2 então Ar é a matriz de L· em B1• B2• 

Além disso L" satisfaz (L(u). v)= (u, L"(v)) . 

l\llostremos agora que &2 = I m L 9 ],· er L' 

De fato . tome v E Im L n K er L·~ { v = L(u) 
L" (v) =O 

lluW = (u. u) = (L(u) . v) = (u. L"(v)) =O=> v = O 

.- . 1m L n K e r C = {O} 

Por outro lado, dnn Im L= posto A= posto '-lT = dim Im [• 

dtm E2 = d~m Im L'+ ct?m J{er L* = dim hn L+ dzm K er· L. 

I m L - ker L~ Ç &2 
como 

dím l m L ...L dim J( er L* = dim E2 
segue que 

&2 = w1. L 6 ker L". 

• 
Prova do teorema 2 .4: DenotP por E (k l o espaço de todas as aplicações polinomiais 

homogêneí1.s 

de grau k. Defina em E (k) o produw interno dado por 

(<P. v,) =:L J! <t>~·(J_·r (2 5.4) 
,,J 

Assim E (kJ adquire estrutura. de um espaço Euclidtano. Do lema 2.5.1, escolha e><2> E 

t <2i tal que w<2l E J,·eT CA . 

:Jote que nesse caso particular temos: 
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dada por: 

A (d>(2)(x). v<2>(x)) = v(2) + LA<tP>(x) = w<2>(x) 

Logo, pelo lema 2.5.1, dado v<2)(x) E t <2) , :3! w<2)(x) equi valente a v<2l(x) com LÀw(2}(x) 

O, isto é, A(<t><
2
l(x), v<2l (x)) = w<2)(x) , onde <jJ<2l é tOrnado de forma que w<2) E Ker L 

Fixado cp<2l e w(2l, escolha <t><3> tal que 

pertence a K er L À. Desta forma, construímos, por indução, a t ransformação J(x) 
x + L k~ 2 Ç><k>(x) que leva v ao campo Yetorial w tal que 

k = 2,3, . .. 

Resta mostrar agora que o operador LÃ em t (k) tem a forma 

Para isso, basta mostrar que 

(Aw(x),'IJ;(x)) = (w,AT?/J(x) ) (2.5.5 

e 

( ( w ( x)) 'Ax, '1/J ( x)) = ( w ( x), ( '!/; ( x) )'A r x) (2.5.6) 

De fato , se vale (2.5.5) e (2.5.6) então: 

(Aw(x) - (ú.)(x ))'Ax, 'lb (x)) = (w(x) , AT 7/J (:c)- (!jJ (x))'AT x) 

e daí, 

(LAw(x) . w(x)) = (w(x) , AT '1/{x) - (!jJ(x))'AT x) = (w(x), LÃ"!,b(x)) 

Portanto, 

ou ainda, 

(w(x). LÃ'I/J(x) - [ A T~J;(x) - (7,l;(x))'ATxl) =O, V w(.x ) E & {k) 

Assim. 

LÃw(x) = Ar "!,V( X) - (if>(x))' Ar x. 
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E suficiente mostrar { ~.5.5 ) c (2 5.6) para os elememo~ da base 

Tomando 

( a, 
A= 

an J 

o o 

Temos: .v(.r) = .r' c -0(x) = IJ 

o o 
onde em .....; (x) a posição não nula é a p-és i ma coordenada e em 1) a q-esima coordenada. 

Amda, se T;;!; ./. !:lCgue dr. (2.5.-l) que 

( A ~·. v) =O já que para j=q temos: 

~~; = a4p. t'ij = O, ~ .:j =O. 'W) = 1 e V:h, 101 = k e J =I= fJ 

:'\rsse caso também temoc; (!...: . .4Tt.l =O 

Por outro lado. se f= J segue que 

(.-\.JJ. u) = f 1aqp T 
:::;. ( .-!w. w) = ( ~·. A v) 

(- .. -!.T L') = J!aqp 

Portanto. ( 2 .. ).:)) e!'>t a pro,·ado. 
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Agora, para (2.5.6) temos: 

o 

(w(x ))'Ax = 

o 

onde a p-ésima coordenada é não nula. 

com q-ésima coordenada não nula. 

Assim: 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

n 

((w(x))'Ax, ·lj;(x) ) = n L akkh , J = l, p = q. 
k= l 

onde 1:; k ,j:::; n, k =fi j. 
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Por outro lado 

o o 

( } XJI . . . XJ,,- 1) 
· n J • 11 

o o 

o 

o 
onde a q-ésima coordenada é não nula . 

com p-ésima coordenada não nula . 

Daí. 

(w(x) . (r.;{:r))' Ar x) = 

o 

w(x) = x1 

o 

o .I -::j::. J - e~., + eJ ou p =I= q. 

n 

J! l: akkJk . I = J. p = q. 
k=! 

.I= J- e~.;+ e1. p = q. 

33 

:\ore que se temot- a condição J =I- ek + eJ . p = q então I = .! - e1 + ek, p = q e daí. 
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Mas (Il · · ·IJ ·· ·h ·· · In) = (J1 · · · )1 - l · · · Jk + 1 · · · Jn) , 
ou seja, Ji = lj + l e assim, 

(w(x ), ( 1;!1(x) )' AT x) = l1! · · · In !akjJJ = J1 · · · ( J1 - 1)! · · · ( Jk+ 1 )! · · · l n!akJJi = J!a~;. 1 (Jk 
1) = J!ak1h 
e portanto temos a igualdade 

( ( w ( x) )' Ax, '1,[1 ( x)) = ( w ( x) . ( ~ ( x)) 'A T x) 

J\7ote que a igualdade Bh(x) = h'(x)Bx é equivalente a igualdade 

De fato, seja 

Então r(O) = h(x). Ainda. 

'r'(t) = e-tB h'(et8 x )et8 Ex - e-tB B h(é8 x) = 

= e-tB[h'(et8 x) BéBx- B h(et8 x)J = O 

Logo, 1(t) = cte = h(x) e assim, 

e-t
8

h(et8 x) = h(x) ==;. h(et 8 ~x:) = et8 h(x), tE 1R 

(2.5.7) 

Reciprocamente, diferenciando (2.5.7) em relação ate tomando t =O, obtemos Bh(x) = 
h'(x)Bx. 

Em particular, se A r triangular 

Então, tomando B = AT obtemos: B = D + N, onde 

o cx12 CX13 0:1n 

o o 023 0'2n 

N= 
* * 

o o o * o o o o 
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= 

1 to12 ta13 + t2,Bt3 

o 1 ta:23 

o tO:n-1 ,n o 
o o 1 

et>-1 ta:12et>-z (t 1 t2 Q ) tÀ• a13' !-'13 e ~ 
(iO: tn + t2.Btn + · · · + tn-l'ltn)etÀn X1 

o 

o 

éÀ2 ta:né"3 ( ta2n + t2 P2n + . .. + fn- Lr}2n) et>.,. X2 

o o 

é"1 X1 + ta12é;..2 X2 + (ta13 + t2/313)é'3 :t3 + · · · + (taln + t281n + · · · + tn-ll'tn)é>."Xn 

e1.>. 2 X2 + i0:23é>.3 X3 + · · · + (t0:2n + t 2,82n + · · · + tn-lrJzn)et>-nxn 

E como h(x) = ( ~ h/x 1 )n 
I 1=l 

segue que: 

h(etBx) = (LhHet>.J Xl + .. . )/1 .. . (é>-nxn/"')n 
I z=l 

Por outro lado, 
etB h (X) = etN et D h (X) = 

et>- 1 L h}x1 .L to::12et>.z L hjxl + · · · + (tatn + t 2 Ptn + · · · + tn- l'Yln)et>.n L h7x
1 

r I 1 

etÀz L h]x1 + . .. + (tazn T t2 fJ2n + .. . + tn- 2
rJ2n)etÀn. L h/x

1 

1 I 

Da equação (2.5.7) obtemos a igualdade: 

(L hí(et>-txl + ... )/1 . .. (ec,\.,Xn)'n )n 

1 t=l 

= (et>.1 L hJXi +o
1
2t L h]:r:' + · · · , é'2 L hJx1 +o::nt L h~x 1 + · · · . · · · , et>.,. L h7J.:

1

) 

1 r 1 1 r 

UNICAMP 
B!BUOTfi" .. , ~~C NTRAL 

r:;r:; "; ' : ' ., '1 1L. ANTE .... c , . . .1 • •• -· ~ . 
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Igualando os coeficientes correspondentes aos termos que dependem de t apenas expone 
cialmente obtemos: 

Portanto. (2.5.2) implica na condição 

n 

À t :~ :z= h).k => h.i = o 
k= l 

Tal condição, por sua vez, é equivalente a 

(2.5.8 

ou 

h'(x) Dx = Dh(x). 

Cm campo \·etorial satisfazendo essa igualdade é chamado forma normal ressonante o 
forma normal de PoincaTé-Dulac. 

Exemplo 2.5.1 : Cons1-dere a jo1ma nor·maL (2.5.2) para o caso bi-dimensional. Exzste1 

as seguintes possibzhdades para os autovaLores ).1 , ).2 E spec A 

a)Àt rf À2 reais. 

!\esse caso podemos colocar A na forma. diagonal: isto é, .4 = dzag(À
1

. ).
2

) . Os termos 
ressonantes são tais que 

< I ,).>= Ài , ou seja. se I= (p. q) então 

e a forma norarna.J (2.5.2) é dada por 

i: = À1 x + :2: h~qxPyq 
p+q?:2 

iJ = À2Y + L n;qxPyq 
p+q?:2 

onde h~q = O quando Àt =1- PÀ1 + QÀ2 . 

b) À1 = A2 = ). # O. 

Nesse caso não existem temos ressonantes, já que 

p)q + qÀz = p). + q). = (p + q)À f: ). 
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e portanto 

Portanto. a forma normal é linear 

X= /LX 

c) À1 = À2 = O. Nessas condições existem duas possibilidades· 

c.l) A =O e (2.5.2) nào nos fornece nada) já que 

c 2) A pode ser colocada na forma de Jordan 

J = ( ~ ~) 

37 

Então a fo rma normal ressonante é vazia , Já que D = O e (2 5.8) segue para rodo h. Xlas 

(2 .. 5 2) com A = J implica: 

( Ol ) r (o 0o) A = O O => .4 = 1 

Da1. 

Da igualdade Ar h( X) = h'(_:qAr X segue que: 

ôhl .r= o 
8y 

A.ssim. 

Bht =O ~ h1 = h1 (x) = :n '·(:r) 
8y 
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e 

Portanto, segue que a forma normal é dada por: 

{ 

± = y + x7f;(x) 

Y = y'lj;(x) 

onde 1/!(z) é uma série formal de uma única variáveL 

d) À1 = a + i/3, À2 = 3.1 com (3 =I= O 

d.l )a #O. 

PÀ t + qÃ2 = p(a: + i/3) + q(a- i/3) = (p + q)a: + i(p- q)/3 =I= Ài , i = 1, 2 

já que p + q . ~ 2 

Portanto não existem termos ressonantes, e daí, a forma normal é linear. 
d .2) a = O: 

Nesse caso a condição de ressonância nos dá: 

ou seja, 

PÀ1 + qÀ2 = ipp - iq/3 = i8 (p - q) = 
{ 

Àj 

À2 

=? { i;3(p - q) = i/3 { p - q = 1 =? { p = q + 1 (..\t) 
i(3(p- q) = - i!3 =? p - q = - 1 q = p + 1 (,\2) 

{ 
/\) = (q + 1)..\1 + QÀ2 

À2 = pÀ ] + (p + 1)>..2 

A matriz A. é similar à matriz anti-simétrica 

S= ( O /3 ) · 
- 8 o 

segue que 

ets = . tE .IR 
( 

cos,Bt senf3t ) 

-sen/3t cos.Bt 
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é uma matriz ortogonal. 

Em coordenadas complexas 

podemos escreYer: 

Z = X+ ly, z = x- zy 

s~ = :u;: s .u .~ = 1 ( z/3 O ) 
- .... - O - z,d 
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1 ( 1 onde .11:; = ./2 z 
1

. ) sendo suas colunas composta pelos autO\'etores de S norrnali
-z 

zados . 

. -\inda. 

Assim. tomando 

0 
) e portamo 

e- tflt 

h(.\) = h(z. z) = L hp9 zPz 9 , hvq E C 

obtemos de (2.5.7) com B = 5:::. : 

~Ias. por outro lado. 

Donde, e1Stiz(z. 2) = e'(p - q)~th(z . z) e assim 

p-q=l==}p=q+l 

o que implica. 

h- 1 _ :::) _ ~ a .,.q-l;;Q __ ' a (1 - 12)9 _ ·g(j.,.j2) 
,~.- - L q- - - ~ L q -, - - - · 

q~l 

Assim. a forma normal nessE' raso é 

q~l 

(2.5.9) 
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com uma série formal complexa g(u) == ~ 9kttk, 9k E íC. 

k>l 
Consideremos agora g(u) == Re g(u) + ilm g(u) == o{u) + i-y(u) 
Daí, podemos escrever (2 . .5 .9) na forma, 

como z == x + zy segue que: 

o que implica 

:i:+ iY = -By + iBx + [a(x
2 + y2

)x - 7(x2 + y2)y) + i[t> (.r 2 + y2)y + 7(x2 + y2)x) 

{ 
x == - ,By + a(x2 + y2)x - ~t(x 2 + y2 )y Logo 

' i; = /]x + a(x2 + y 2)y + !(x2 + y2)x 
Em coordenadas polares obtemos: 

. x± + yy .1:( - .8y + ax - rY) + y(,Bx + ay + -yx) 
r = = == cv.r r r 

f). i;x - yi (!3x + ay + -yx)x - y( - -yy + o·x - -yy) /3 
- - - + r - r2 - r2 -

onde o = a(r2
) e 1 = ~ t( r 2 ) . 

Dai, segue que: 

{ 
~ = o{r2 )r 

f)== /3 + !(r2) 

O caso Re g(u) i O é equivalente a a(r2
) i O; nesse caso o ponto x =O é chamado foco. 

Quando Re g(u) ==O temos a (r 2
) ==O e o sistema fica na forma 

onde x == O corresponde a um centro: todas as órbitas são fechadas. 

A condição (2.5 .2) pode ser introduzida para aplicações C00• Então, surge a seguinte 
pergunta: 

To do campo vetorial C00 

v (x) = Ax + .. · 



Forma Normal Ressonante 41 

pode ser reduzido à forma 

w(x) = A:r + h(T), 

por uma ~;rans[o rm ação coo locaJ <!J? 

Em princípio. notemos a seguinte generalização do lema de Borel (Lema 2.3.1): 

Dada uma aplicação formal h.(:r) satisfazendo (2.5.2) existe uma. aplicação local C 00 

h(x) satisfazendo (2.5.2). cuja série de Taylor formal em zero é igual a h(x) . 

Combinando tal resul tado com o teorema 2.4 obtemos 

Corolário 2.5 : Dado 'U7n campo vetonal coe. v(x) = Ax+· · · existe uma tr·ansformação 

ex. q>(x), que leva v à formo (d>.v)(x) = Ax + h(x) + T(x) . onde h(x) = o(x2 ) satísfaz 

(2.5.2) e r é ".fiat ·· residual. 

Se v é hiperbólico em zero T(T) pode ser eliminado por uma transformação coo 

(Teorema de Sternberg-Clten). Veremos, mais adiante, que o mesmo ocorre em alguns 

casos não hiperbólicos. 

P rova do Corolário 2.5: 

Dado u(1·) = --L.r + · · · existe (/) tal que 

(Q*D)(:r) = A.x + h(x) . 

Por out ro lado. 3 h E e-x com AT h(l·) = h'(x)A7 .-r: e que tem série formal de Taylor h. 
Então h(1.:) = h(x) + i(:r) . 

Daí. 

Ax + h(x) = Ax, h(x) + f(.r) :::!> .4:r, i-L(x) = .-!T + h(:r) + T1 (x). 

Tambem. (ó.v)(x) tem série formal de Taylor ~.v, onde 9 E C 00
• 

Assim, 

(6.v)(x) = (~.D)(x) + r2 (.r) = A .1~ + h(T) + rl(x) + 12(x) = A.L + h(x) + r(:r). 

: , (<P .v)(:z;) = Ax + h(x) + r(x) 

• 
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2.6 Equação da forma normal. Teorema principal 

:\lote que, se A = O então todo campo vetorial formal satisfaz (2.5.2). Por isso, 
natural tentarmos encontrar formas normais mais exatas. 

Para esse fim, introduzimos as seguintes notações: 

Dado um polinômio P(x) = L_ Prx' denote P (lz) o operador diferencial no espaço d 
séries formais U(x) = LJ UJxJ 

P (-a ) u == ""' Pr----;--ôl_u_ 
ôx ~ âxh · · · âx'" · r r n 

Da mesma forma, definimos o operador P (/x) para uma matriz P = (?;,
1

) sobre o anel 

de polinômios. Re/embrando que denotamos por sr a matriz transposta de B = (1};
1
). 

Também. dado um campo vetorial polinomial P(x) = (P
1
(x), · · · ,Pn(x) ), denote

mos por C.P o operador, agindo no espaço de todos os campos vetoriais formais w -
(w l, ... 'wn) pela. fórmula 

Exemplo 2.6.1 Se n = 1, então 

para P(x) =L P~c xk e uma aplicação formal w. 

De fato, 

e daí, 

Exemplo 2.6.2 

( 

a11 

4 - . o 
J - • • 

anl · · · 

p (!_) w = ""' P . éfkw(x) 
âx ~ k ôxk ' 

k 
P'(x) =L kPkxk-l 

k 

: Suponha que P (x) = Ax seja uma aphcaçâo linea·r em JRn. 

a1n ) 
: . P(x) = (anx, + · · · + ah ~ , · · · , anlXJ + · · · + annXn) -

ann 

P'(x) =A 
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n 

P~(x) =L atkXk 

k=l 

( â)- Ln âwi P' - :....·1 = a~k-
âx âxk 

k=l 

e entiio 

Dado um campo ,·etorial formal ...;(x) = 2:::::; 1 wU)(x) denotemos por prkw sua pro

jeção no espa<_;o das aplicações polinomiais de grau ~ k. isto P. . 

pr~c.J.;· =L ._u(il(:c). 
j$_k 

Definição 2.6 .1 : Um campo vetonal formal:..;= L >I w{j)(:r) é chamado forma normal ;_ 

se sattsfaz as equações 

k = 2.3.· . . 

onde Uk-l são alguns campos vr>tonats polmomtai.'> de grau ~ k - 1. 

Chamamos (2.6.1) de equação da forma normal. 

Em parti<.:ular. se w satistaz a igualdade 

( Lpr~c-tw)._.·(k) =O k = 2.3 . . .. 

então podentos tomar Vk-t =O em (2.6.1 ), e assim . w é urna forma normal. 

(2.6.1) 

(2.6.2) 

Exemplo 2 .6.3 : Se w(:r) = ....:1.:7.' -;-u.'(P)(x) . p ~ 2 onde w<PJ sattsfaz (2.5.2), então (2.6.2) 

é tólida e ..,.; é uma forma normal. 

De fato. p1'p-tw = A1: e daí. 

onde <1 última igualdade segue da condição (2 5.2). 

Se k =1= p então w<k) = O e assim 

( ) 
(k) 

Lp r~c _ 1 ..... • w =O. 
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!\o entanto, de maneira geral, uma forma normal não satisfaz (2.6.2). Como 

.Cprk-IW == L .Cw<Jl 
;<k-1 

podemos reescrever (2.6.1) na forma 

k - 1 

(..Cw(J))(;.)k)) == L (.Cw(s))(vk- j+s) 

para J == 1. · · · , k - 1 e j - s ;:: 1. 

Para isso basta notar que 

s::::l 

(l::wf> ))w(k) : ( t X;w,Ul (:,) wJ•>),"=l - [ ( w(j) )' (:,)r w(k) (X) 

é composta por monômios de grau k- J + 1 e como de (2.6.1) e (2.6.3) ternos 

(2.6.3 

(2.6.4) 

basta igualar os termos de ordem k - j + 1 na igualdade acima e então obtemos (2.6.4). 
Em particular, suponha que w <Jl == O, j $ p - 1. 

Torne j = p em (2.6.4) . Então a expressão no lado direito de (2.6.4) satisfaz 

k-l 

L (.Cw(s))(é - p+s) = O 
s::::p 

já que s ~ p e ao mesmo tempo p - s 2 l. 
Daí. segue que 

Portanto se w = w CP) + · · · é uma forma normal então ' 

(2.6.5) 

Exemplo 2.6.4 : Se um campo vetorzal w(x) = ± xP + Lk~p -'-I hkxk na reta é uma forma 
normal então (2. 6.4) nos dá: 
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ou ainda. 

hk[k(k- 1) ... (k- p T 1) - pk(k- I ) . . . (k- p + 2)] =o 

Logo. 

{ 
lt,. =o ou 

k ( k - 1) . . . ( k - (p - 2)) ( k - (p - 1)) - pk t k - 1) . .. ( k - (p - 2)) = o 

=> { 

Donde segue que 

hs. =o ou 

k ( k - 1) ... ( k - (p - 2) )( ( k - (p - 1) - p) = o 

{ 
hk =o ou 

k = 2p- 1 

hk = O <>e k i 2p - 1 

Esse resultado coincide com o teorema 2.1. 

O pnncipal resultado formal consiste na possibilidade de reduzir qualquer campo 

,·etOiíal formal à forma normal. 

Mais precisamente, denote por G o grupo de todas as transformações formais q:>(x) = 

x + .... isto é. cb' (O) = I . 

Teorema 2.6 (4J : Dado um campo vetoríal for-ma! 'Ú e:ttsle uma única .forma normal~ 

que é for·malmente conjugada a v no grupo. zsto é, 

(f) E G. 

Com ba c:;e nese teorema a propriedade (2.6.5) de forma normal nos dá 
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Corolá rio 2.7 : Dado um campo vetorzalformalv = v<P)(x)+ . .. por uma tmnsformaçã 

fo rmal <P(x) = x + .. . pode ser red1a2do a um campo vetor·ial w = u<P) + L k~p+l w<k 

satisfazendo a equação 

Esse corolário é uma generalização do teorema 2.4 o qua l corresponde ao caso p = 1 

(veja e ·. (2.6.2)) . 

A prova do teorema 2.6 consiste de uma aplicação tiequencial do lema 2.5 l para 

espaços Euclidianos Ek de campos vetoriais polinomiais de grau ::; k , k = 2. 3, . . . munido 

do produto interno (2.5 4). Uma pro,·a completa pode ser encontrada em [4) . 

2.7 w-definição de Campos Vetoriais Locais 

Segue do teorema 2.6 e do lema 2.3.1 Lema d e B o re l que todo campo vetorial local 

coo pode ser reduzido por uma transformação local C00
• <P, a um campo ' 'etorial w = cb./t/ 

tal que a série de Taylor.;.; em zero é a forma normal. 

.\lais ainda. pelo Teorema 2.3 Teor ema de Sternberg-Chen, se v1 e v2 são dois 

campos \·etoriais hiperbólicos com a mesma forma normal das séries de Taylor v1 e f:2 então 

eles são e x -conJugados. Em outras palavras. a forma normal formal nos dá uma classi

ficação completa dos campos vetoriais locais hiperbólicos com respeito a transformações 

ex-. rp = x + .. . 
.Já no caso não-hiperbólico isso não é verdade: pode acontecer que campos vetoriais 

ti1 e u2 tendo a mesma forma normal formal de séries de Taylor v 1 e v2 que não são 

C00-conjugados. Dessa forma, é importante verificar em quais casos, não hiperbólicos. 

conjugação formal implica conjugação crXJ. 

Definição 2. 7 .1 : Dzzemos que um campo vetor·ial v é w-definido se qualquer campo 

vetorial que é formalmente conJ~tgado a v . é coo- conjugado a v . 

Corno exemplo: temos que todo campo vetorial hiper bólico é w- defmido (Teorema de 

S ternberg-Chen). 

Se v(x) = Ax + .. . é não-hiperbólico. entilo existe um subespaço Lc C !Rn , invariante 

com relação a A, tal que t odos os autovalores da restrição A ILc estão no eixo imagináno. 
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Em nosso contexto. sem perda de generaHdade. podemos assumir que Lc é invariante com 

relação a v. De fato, existe uma transformação C00 local, 0. e um ''flat" residual tal que 

Lc é invariante com relaçào ao campo \·etorial w = <P. v +;. Dessa forma <1>- 1 (L,;) é a 

ntriedade centro formalmente Ü1\·ariante para o campo vetorial v. 

As im·estígações posrenores de w-defin ição são baseadas no seguinte teorema: 

Teorema 2.8 [4] : Um campo vetorial v com apenas um autovalo·r nulo simples ou apenas 

um par de autovalores zmag1nários puros no eixo imagináno contém um conjunto excep

cwnal X de codzrnensâo mfinita, fora do qual todo.<; os campos formalmente conjugados a 

V sào Coc-C011)Ugados a V 

Suponhamos que dnnL,; ~ 2, onde o campo vetorial tem um autoYalor nu lo (dim Lc:::: 

lJ ou um par de autovalores imaginários puros (d1m Lc = 2). 

Para esses caso. defina .~ r como: 

Se dim Lc = 1 então .\" consiste de todos os campos ü para os quais ~t ·c =O. onde H" é a 

forma normal ressona.nte de v e VÍ.ic = ~l· I L c Se d1m Lc = 2 então N consiste de todos os 

campos v para os quais r,{,rc é tal que Re(g)=O. 

Lembremos que nesse caso. De= D ILe é não totalmente degenerado e o campo 'fii·c 

tem a seguinte forma em coordenadas complexas: 

onde I Z.B, f3 =f:. O são os autovalores de De e g é uma série formal com \·alores complexos 

sem termos livres. 

Para o caso l-dimensional se [; ~ .~
7 então nmos que v pode ser reduzido por meio 

de uma transformação coc, q;. à forma normal 

onde p e d são invariantes do campo. 

Para o caso 2-rlimensional se r f!! .Y então v tem uma aproximação linca.r rlo tipo 

centro e é formalmente conjugada à forma. normal dada por 

. ( I 121 b I l2p b4p -
2

l b I I"P) Z = Z 1!JJ = 1, Z + 0 Z i · · · I (-p + p Z 

onde l e ]J são mteiros. 1 ~ l :::; p <. oc. bo ... . . bp E lR, bo =/:- O e l . p, bo, . .. , bt-p são 

invariantes do campo i. 

Essa forma normal foi obLida por !\I. Zhitomirskii em [24]. 
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Segue do teorema 2.8 que podemos substituir "formalmente conjugado" por '(C';:;o

conjugado" . 
Portanto, se v é um campo vetorial tal que dwt Lc 5_ 2 e v \Lc não é "totalmente 

degenerado" entã.o v é w- de jinído. 

Segue do corolário 2.5 e do teorema 2.8 o seguinte: 

Corolário 2 .9 Um campo ~J etorio.l local coo v(x) = .4x + ... rf. N pode ser reduzido por 

uma transformação coo à jo1·ma 

w(x) = A.x + h(x) , h'(x) .4Tx = A'h(x). 



Capítulo 3 

, 
Orbitas Homoclínicas em Sistemas 

Reversíveis 

Consideraremos, a parrir daqui, sistemas dinâmicos de dimensão 2n que são re

YerSí\·eís segundo uma inmlução linear R tal que dzm Fix(R) = n, isto é, 

x = f(x), x E lR2
n, RJ(x) = - f(Rx), R2 =I d, S = Ftx(R) :::::: IRn (3.0.1) 

O :subespaço linear S é chamado seção szmétnca da reversibihdade. 

\' ários teorPmas para sistemas Hamil tonianos têm similares para sistemas reversíveis 

Um exemplo desse fato é o resultado de que trajetórias homoclímcas simétricas sob a 

reversibilidade são de codimensão zero, isto é. elas persistem sob perturbações genéricas 

que presen·am a re,·ersibílidade [9]. 

Relembremos que uma órbita homoclínica simétrica para o sistema (3.0.1 ) é definida como 

sendo 

[ = {"t(t) / tE IR} 

onde ;(t) é uma solução de (3.0.1) satisfazendo 

"'~( t ) ~ :r' quando t--+ :rJO. ~ 1 (0) E S. onde J (x·) =O e .r· E S. 

49 



50 
Órbitas Homoclinicas e1n Sistemas Reversíveis 

3 .1 Uma equação de ordem quatro canônica; bifur

cação local. 

3 .1.1 A equação 

Consideraremos um campo vetorial X em iR4 definido por 

(3.1.1) 

que é reversível com relação a uma involução linear R tal que dim Fix(R) = 2 e O E 

Fix(R). A função F(X) nào possue termos constantes ou parte linear. 

A mat riz A = DX(O) é, em particular. R-reversível. Daí, 

A.R = -RA 

Os aULovalores da matriz A sã.o obtidos através do seu polinômio característico 

p(,\) = Det(A- >J) =O. 

Das relações R o R = Ide .AR= -RA obtemos: 

p(-X) = Det((.AR - -XR)R) = Det(AR- -XR)Det R 
= Det( - RA- -XR)Det R= (Det Rf Det( - A - -XI) = Det(.A +-XI) = p( -À) 

Daí o polinômio característico toma a seguinte forma: 

onde a e b são paràmetros reais. 

3.1.2 Linearização e Formas Norn1ais 

Com o objetivo de analisar a estrutura dos pontos homoclínicos de (3.1.1) inicial

mente consideraremos sua linearização, isto é, 

X= AX. 

Os autovalores desse problema. satisfazem a equação característica 
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ou seja. p(À) = À 1 
- bÀ2 +a =O, é o polinómio raracterístico do problema linearizado. 

Daí segue que: se À é auto,·alor. -À também o é. mais ai nda .~ também é auto,·alor 

Logo o espectro é simétrico com relação aos eixos real e imaginário . Segue da definição 

de reYersibilidade que essa simetria no espectro ocorre para todo ponto de equilíbrio 

simétrico. 

É claro que a classificação de tais campos de vetores vai depender apenas dos parâmetros 

a e b. Desta forma, podemos identificar quatro regiões dist.intas do plano de parâmetros 

correspondendo a d inâmicas qualitatiYamente distimas. As quatro regiõe::. são limüadas 

pelas seguintes curvas de codimensão 1 (no senrido de que perturbações no campo re

versíYel por uma família a um parâmetro de campos de vetores nos dá todos os tipos 

topológicos distimos). 

"' + '-__j 
C. 

+ + t r-.:... p:q 

Regiao 1 

Regiao 2 

:a 

Regia o 3 

~+ 

+ 
figura 3.1 · LinParização de 3.1.1 na origem. 

C0 : dada por a= O. b > O na qual o problema linear possu<> dois autoYalorcs nulos e 
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dois reais. 

Àl,2 =o, À3,4 = ±Vb 

C I : dada por a = 0: b <o na qual o problema linear possue dois autovalores nulos e 

dois imaginários puros. 

C2: dada por b 

conjugados. 

-2.j(i, onde existe um par de autovalores imaginários dupos 

À= ± i fíbf V2 
C

3
: dada por b = 2Jã: onde existem dois pares de autovalores reais , simétricos com 

relação à origem. 

À=±~ 
As quatro curvas se encontram em um ponto de codimensão dois a = b = O onde 

a linearização do sistema correspondente a (3.1.1) tem quatro autovalores nulos com 

multiplicidade geométrica um. 

looss analisou uma forma normal para um tal ponto de codimensão dois, aparecendo, 

em geral, um campo vetorial reversível de ordem quatro para o qual a origem é um ponto 

fixo simétirco persistente. 

Faremos um breve comentário sobre as formas normais a um parâmetro nas curvas 

Ct, i = O, 1, 2 onde podemos identificar a existéncia ou não de órbitas homoclínicas para 

o sistema linearizado original. 

);ote que nas regiões 1 e 2 a origem é hiperbólica. Isso implica que órbitas homo-

clínicas para a origem são de codimensão zero. 

Relembremos que. uma órbita homoclínica simétrica é formada pela interseção da 

variedade instável da origem vVu(o) e a seção simétricaS := Fix(R) . Se tal interseção 

for transversal, então as órbitas homoclínicas persistem sob pequenas perturbações re-

versíveis. 

Próxzmo a. Co: Vamos restringir nosso estudo à variedade centro e assim reduzimos o 

estudo a um sistema planar. 

Desta fo rma, a parte linear é dada por A = ( ~ ~ ) que é reversível com relação a 
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R- ( ~ ~1 ) 

:"OH' quP AR= -RA 

Encontr<"mos uma forma normal para o sistema com tal parte hnear que satisfaça 

onde 

Arh(:r. y) = h'(x, y)Ar ( x ) 
y 

e que seja R-reversível Tal fato é possível devido a [10}. 

Assim, í'l forma normal é dada por 

{ 
x = y+ht(x . y) 

iJ = h2(x, y) 

T 1 T( X) (0 A h(:r, y) = h (x, y) A !J ::;. l 

Ôh1 X = Q 
ôy 

fJh2 X= hl 
ây 

Como h(x, y) = (h1 (x, y), h2(x, y)) deve satisfazer 

h(R(x. y)) = - R(h(:r, y)) 

e dai segue que: 

Assim. 
ôh·> àh2 
Ô -X = h, (x) = 0 ::;> B = 0 =:} h2(X. y) = h2(x). 

y y 

Daí a forma normal é dada por: 

53 
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Consideremos agora o sitema desdobrado por um parâmetro J1 da forma 

(3.1.2) 

que corresponde ao sistema oscilador não-linear com f.1 > O correspondendo a autovalores 

reais não nulos próximos do zero (região 2). 
Consideremos agora, para J1 =í= O, a seguinte mudança de variável: 

x = , .~-X(vt) 

y = f1V Y ( vt) 

Ç = vt 

Então nas novas variáveis o sistema pode ser escrito corno: 

8X 8X ât 1 âx 1 y J1VY y 

ou seja, 

aç = at aç = -;;, at ; = J1V = -;;;; = 

âY ôY ât 1 ây 1 1 CC 

ôÇ = 8t aç = f.lV 8t; = p.v 2 L Cj(f.l)XJ = 
J=l 

·'XI 1 ~ . 1 [? '22 = -
2 
~ Cj(JJ.)J11 X 1 = -

2 
J1- X+ c2lJ.L)J1 X + o(f.iX)] = 

tW . J11J ' 
]==l 

= ~ 2 [MX + c,(M)MX2 + o(MX)] = sign(M)X +c~~) ~tX' + o(~tX ). 

{
a;; =Y 

e;; = sign(p.)X + c2 (J..L)sign(J.L)X
2 + o(~-tX) . 

Truncando o sistema acima nos termos de ordem mais baixa ternos: 

(3.1.3) 

Observe que o sistema (3.1.3) é um Hamiltoniano com funçào Hamiltoniana para J1 > O 

dada por 
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Tal srstema tem pomos de equllíbrio (O, O) e (- a 2 ~ 11 ). O) , a2 (J..L) =/= O onde (O. O) é do tipo 

sela e (- 122 (t~ , . O) é do tipo centro. 

Desta forma a única solu<;:ão homoclínica satisfaz a equação 

Y 2 .X2 a2(J-t) 3 . 2 -
2 

- -
3
-X = O, ou amda 

} ·2 = .. Y2' 2a2(f.L) y3 
3 -

a qual encontra o eixo-X em X =O c X = - ·) 
3
( ) , a2 (J..L) f:. O. 

- 0.2 J1 
Portanto. para tal sistema. temos o seguinte esboço: 

... : ................... @ ........................ . 
: ~ -3 
o 2a 2 (1\.1) 

Figura 3.2: r.L2(f.L) < O. 

t.· ma reYersibilidade da forma - R pode ser admit ida quando o lado direito da segunda 

equação de (3.1.2) é formada apenas por termos de expoenre ímpar. Assim, a forma 

normal truncada pode ser escrita como: 

(3.1.-1) 

.:\oYamcnte temos um sistema Hamiltoniano agora com função Hamilt.oniana para 

p > O dada por: 

H (
,.}')_ )·2 x2 ,.X 4 
.).. ----+o-

2 2 4 
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Tal sistema tem pontos de equilíbrio em 

(0, 0), (~ , O) e (- ~ , 0 ) quando /3 > O 

onde (0, 0) é do tipo sela e (±ji,o) do tipo centro. 

As soluções homoclínicas satisfazem a equação 

H(X, Y ) :::;; O, 

isto é. 

que encontra. o eixo-X em X =O e X = ± JI. 
Para. este truncamento temos o seguinte esboço: 

Figura 3.3: 

Para !3 < O não existem soluções homoclínicas para o campo expressado pela forma 

normal. 
De fato : nesse caso ternos a funçã.o Ha.milt.oniana: 

H(X. Y) = y 2 -X?. BX 4 
' 2 2 + . 4 

Um único ponto de equilíbrio , a saber, a origem (0, O) . 

E a. equação: 
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só encontra os eixos X e 1· na origem. 

Em geraL não é verdade que soluções da forma normal truncada em qualquer ordem 

persistem sobre uma perturbação que retoma ao sistema original. a menos que possa ser 

pro,·ado que a forma normal truncada seJa uma forma normal topológ~ca (ou desdobra

mento versal) Para a forma normal planar {3 1.3) ou (3.1 A) as soluções homoclínicas 

persistem para JJ, > O já que o equilíbrio é hiperbólico e H'u(o) e S se mterceptam t rans

\'ersalmente. 

Próximo a C1. Em C1 a matriz da parte hnear 4 tem autovalores {0. + tq} onde O é duplo 

e q = Jibi. 
Dessa forma. A pode ser e:,crita na forma 

o 1 o o 

rl= 
o o o o 
o o zq o 
o o o -lq 

e R nessa base toma a forma 

1 o o o 

R = 
o - 1 o o 
o o o 1 

o o 1 o 

:'\ote que AR= - RA 

Encontremos a forma norma] J\' = AX + h(X) onde AT h(X) - h'(X)Ar X que seja 

R-rcversi,·e) [10]. 

h(X ) = (h1 (X ). h2 (X), h3 (X), h4 (X) ) onde X = (x: y, z. E) 

Então de -l.Th(X ) = h'(X }ATS segue que: 

Ôht ôh1 ôhl ôhl 

o o o o hl ôx !l2 ôz âz o 
ôh2 âh2 ôh2 

] o o o h2 ôx 
~r3 

ôz ôz :r. 

o o ~q o h2 ôh3 ôh3 ôh3 1qz 

h4 
ôx ôy ôz ôz 

- iqz o o o -1q ôh4 ôh4 ôh4 ôh.l 

â:r ôy âz ôf 
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Considerando o operador D := x :Y + iqz %z - i qz %z seque da igualdade anter ior que: 

Assim , h1 = h1 (x, \z\2
) . 

Dh1 = O 

D h2 = h1 

Dhs = iqh3 

Dh4 = - iqh4 

Mas como h(R(X )) = - R(h(X )) temos: 

Daí, 

e portanto , 

(3.1.5) 

Logo, Dh
2 

= O o que implica h2 = h2(x, \z\2 ) sem qualquer rest rição como vemos em 

(3.1.8) . 
P ara determinar h3 tome 1\!!3 = z h3 então: 

isto é, 

Ainda. j\.13 =O para z = O j á que M3 = z h3 

daí 

Portanto , hs = zM(x , \z \2 ) 

Sim ilarmente, tome Nf4 = zh4 . Então: 

Logo, M
4 

= Nf
4
(x, \z\2 ) e com cálculos análogos ao anterior conclui-se que h4 = zN (x , ]z\

2

) 

\tlais ainda, como h4 = h3 segue que N = M. 
Agora temos h( X ) = ( O ~ h1 (x, jz j2) , zM (x , \z\2

), zM(x, \z\2 ) ) 
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e devido a re\'ersibilidade temos: 

h(R(X)) = -R(h(X)) => h(x. - u. z. z) = -R(O. h1(x, jzj2), zJ1(x. jzj2), Zill(x, jzj2)) :::> 

=> {0, h1 (.c.jz j2), zAI(x. !z(.~). ::.l~!(x.jzj 2 )) = (0, h1 (x.!z(\ -::.Íf(x1 jzj2)) -zt1!(x.jzj 2 
)) 

~ -"f(:r.jz j2 ) = -1\f( x.jzj~) => J/ = 1'1fJ . 1f; real 

Portanto a forma normal é dada por: 

:r= y 

iJ = 0(:r.j.:j2) 

i = iz'l/'·(x.jzj2
) 

z = -1.i?,!J(:r . jzj2) 

onde o e ~ são polinõm1os de ordem arbitrária em seus argumentos. 

Cons1deremos agora o sistema desdobrado por um parâmetro J.l da forma 

x = y 

i; = cb(JJ,. x.jzj 2
) 

: = ~z·l1:(Jt. x, lzl2) 

z = - izv(JJ,1 J; , lz!2
) 

Tal sistema tem duas iutegrais primeiras. rt. saber: 

1"\· := 1.::1 2 e H := !/- 2 r ó(J.L. s, l\ )ds . 
.f o 

C ma forma normal truncada é obtida tomando 

Soluções homoclfnicas surgem apenas no <'Onjumo de ni"vel K = O da integral primeira. 

\esse conJunto de nível, soluções homoclínicas para. a origem surgem quando tomamos 

constantes c1 e c2 tais que o sistema correspondente está na regiã.o 3. Quando estamos 

na região 4 não exiStem soluções homodímcas para a origem. No entanto. detecta-~e 

uma solução homoclínica para o ponto fixo (-~~~~~ . O) quando c2(J.L) f. O. Em tal ca.so o 

UNICAMP 
BIBllOTH' A H~ rHAL 
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sistema é apenas R-reversível. 
De fato , note que no conjunto de nível K = O o sistema truncado se reduz a 

Suponhamos c
2
(M) =f- O. Assim o sistema € R-reversível. 

Em z =O temos os pontos críticos: (0. O) e (- cz~J.') . O) 

Suponha que J.L > O. Daf, (0 , O) é uma sela e (- c 2 ~tJ.L), O) é um centro já que (3.1.6) é 

reversível. 
Analisemos a solução no conjunto de nível H = O, ou seja, 

(3.1.7) 

Note que: 

2 2 3 {l 
y = 0 {:::} J.LX2 + - c2 (J.L)X3 = 0 {::} J.L + -

3
c2(J.L)X = 0 {::} X= - -2 - ( - ) 3 C2 /.L 

já que x =f- O. Como a curva dada por (3.1.7) toca o eixo de simet ria em (0, O) e 

( - ~ c
2

1J.L) , O) temos uma solução homoclínica dada por (3.1.7). 

@ . . . .. . ...... . .......... ······. ...... .. ... . . . . .......... . 
- 31'-1 
2c

2
y..., l 

Figura 3.4: c2(J.L) > O 
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Supondo p < O lemos: (0. O) centro e (- c :~P.} . O) sela Amda. 

Analisemos a solução que satisfaz 

3 3 
p . ' 2 - 2 ' 2 ( . .3 J.l Jl(x. y) =- )2 . iSto e. y - flX - -

3
c2 JL)l -

3 
( 2 . 

3r2 (J.L r2 p) 

Podemos ainda escre,·er· 

Logo a solução toe;, o ci>..o de simetria em x = ., 
1 ~ ) 

-C2 /l. 
e 1· = - __!!__( ) r portanto temos 

c2 J.l 

uma ~olução homodmira paw (- c 2 ~f.l). O) da forma. 

········;.:; .. ............... @ .............. . 
---- ~ 
2 c "' 01> ~ c 2 (1\.1) 

f1gura :3 5: (i) c:2(11) > O 
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. 

_,..., ··················@·············· ·····;;.;· 
c

2
V1-1) • 2c 2 V\tl) 

F igura 3.6: (ii) c2(/-L) < O 

A questão de persistência dessas soluções seguem de maneira análoga ao caso Co 

embora o equilíbrio não seja hiperbólico na região 3. Basta lembrar do fato que estamos 

restritos ao conjunto de nível K = O. 
Se tomarmos tb (p, , x, lzl2 ) = px + c3 (p)x3 então o sistema é adicionalmente -R-

reversível e sob uma escolha adequada do sinal de c3 (fJ) temos um par de soluções homo

clínicas para a. origem quando p, > O. 

3.1.3 Região 1 - O Caso Sela-Foco: 

Considere o sistema 

x = J(X ), x E R4
• J E ck (k ~ 2) (3.1.8) 

tal que 

1) Existe uma reversibilidade R, isto é . 

.f(RX ) = -R(f (X )) 

2) f(O)=O, isto é, a origem é um ponto de equilíbrio simétrico para o sistema.; 

3) O espectro de D f(O) consiste dos autovalores 

±a+ ~w . a :w> O. 
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4) Existe uma órbita homoclínica 1 satisfazendo 

5) -v é uào-degenerada. isto é, os espaços rangemes das Yariedades estável e instável 

satisfazem 

ou 

õa) se q := 1 n Fix(R) então a \·ariedade estável w ·~( O ) e o plano Fí:.c(R) se interceptam 

r.rans\·ersalmente em q. E ainda mais, 1 não pertence a uma família a um-parâmetro de 

órbitas homoclínicas. 

Definição 3.1.1 : Uma órbita é dita k-homoclinica) se ela está contido. em uma mzt

nhança tubular da órbzta homoclímca -v e se ela corta uma secção transversal de "/ exata

mente k vezes. 

Analogamente. uma órbita é dita k-penódzca se ela está contida numa Vlzinhança tubular 

de -y e se ela cor·ta uma secção transversal a"' exatamente k vezes antes de se fechar· no 

(k + ! }-retorno 

:-\a definição não assumimos k mínima!, dessa forma, urna órbita k-periódica é também 

nk-periódica para qualquer n E N 

Teorema 3.1 : Assuma 1-5. Então para cada n 2 2 exzste uma infinidade de órbitas n

homoclínicas em uma vizinhança tubular de -y. Ma2S ainda. para cada órbita n-homoclínica 

existe uma jamt1ia a vm-parâmetro de órbitas n-periódtcas simét1"icas se acumulando na 

órbita n-homoclínzca_ 

Se substituímos 5 por 5a ternos a segumte versão mais fraca. 

Teorema 3.2 : Ass'uma 1-4 e 5a. Então existe urna mfinidade de ór·bitas 2-homoclúLicas 

e 3-homoclínicas em uma vtzinhança tv,bular de 1 . Tais órbttas ou são todas degeneradas 

ov exzste uma órbzta homoclímca não-degenerada para a qual o teorema 3.1 :::e apltca. 

A Aplicação de Poincaré: 

A prova do teorema (:3.1) usa uma aplicação de Poincaré ao longo da órbita hemo

clínica ~ . Essa aplicação P dividida numa pane local (próxima a O) <> um difeomorfismo 

global ao longo de ·v. 
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A Parte Local: 

Lema 3.1.1 :(lznearização [3}} Se os autovalores de Df( O) satisfazem (3}, então o fluxo 

pode ser C1 - hnearizado próximo da origem. 

Assumiremos que a condição de reversibilidade (1) segue para a matriz 

R= 

o o 1 o 
o o o 1 

1 o o o 
o 1 o o 

e que o fluxo linear em uma vizinhança U de O é gerado pela equação diferencial 

a -w o o 
w o o o 

X = X 
o o - Q.' w 

o o - w - 0.' 

::".lote que nesse caso: 

dim Fix(R) = 2 
Para a construção da aplicação de Poincaré próxima da órbita homoclínica "'í é conveniente 

tomar coordenadas polares em U. Para isso, tome 

X 1 = Pu COS <{J11: X2 = Pu sin 'Pu 

X3 = Ps COS !.p8 , 

com os índices ·u, s indicando as direções instável e estável respectivamente. As variedades 

locais estável e instável são dadas então por: 

e o plano Fix(R) é dado por 

Fix(R) = {Pu = Ps, '.Pu = <{Js} · 

De fato , 
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E daí. 

COS..;'u = COSys } 
. . => -?u = ..Ps· 

Sinyu = sm -,?.~ 

\'ejamos como fica o sistema nas novas coordenad<1S: 

p~ 

o (:cr + x~) 
- ---'----=- = apu 

Pu 

=!.c: 
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XJ ( -ax3 '.....;x.t) + x~ t -;..o..'.rJ - a .r~) 

p~ 

-a(x~ + x 2
) 

· 
4 = - aps 

Ps Ps 
·(x2 . x2) 

-~ 1 -:- 2 
- __ __::__--=..;.. = -w' 

pt 
.r.3.i·1 - :r-1i.'l X3( -..l.'X3- OX-t) - l'~( -a:r3 + :.VX4) 

y,-
p~ ri; 

Portanto. nas nO\·as coordenadas. a equação diferPncial é dada por 

A. solução exiJlíciLa dessa equação é: 

Pu= op~~. 
p, = -ap. 

Yu = ..J 

<.;)., = -:.1) 

Pu(t) = Pu(O)ea:t .Pu (i)= ~u{O) + wt 

Ps(t) = p.(O)e- at .;~(t) = .p,(O)- wi 

(3.1.9) 

(3.1.10) 

Em ,·ista da nos a an<Hise subsequeme. dl\ iduernos a part<' loca l det aplicação de Poincaré 

em duas aplicaçõe5 que são relacionadas pela reYcrsiuiltdade. Para es!'>e fim. defiDimos as 
- - · '\'L '\0 '\' 
::,eçoe~ ~ . ..... c ..... como 

~L := {Pu = r. p,, ~ T }, ~s := R(~}·) 

e 

~o : = {Pu = p, :S r} . 
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Fix(R) 

Figura 3.7: (Aplicação de Poincaré ao longo de i)· 

Aqlil r é escolhido suficientemente pequeno tal que as trajetórias de :Bs a r;u estejam 

inteiramente em U onde o campo vetorial é linear. 

As secções r;s e Bu são toros sólidos com Ví- ' t~c n r;s e H 1 1 ~c n ~ u. sendo seus círculos 

centrais. 

A secção 2::0 é R-invariante. 
De fato , torne x E L:0 . Então x = (pc os <,:~u,ps in tp 10 pcoscps , PSi n cp 8 ), p:::; T. 

R(x) = R (pcoscpu, ,psin cpu) PCOScp 5 , psin cp 5 ) = (pcos <p 5 ,psincps, PCOScpu,PSincp'U) E l::
0

. 

Denote por q5 := L:s n 1 e qu := r;u. n "! os pontos onde a órbita homoclínica /' cruza as 

seções 2::8 e r;u. . 
O fluxo (linear) agora define uma aplicação local de Poincaré 

que pode ser escrita explicitamente. 
A reversibilidade também produz outra aplicação local de Poincaré 
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Juntando as duas aplicações obtemos a aplicação local dr Poincaré. 

Dr~creYcmos ll toc na forma 

n . (p"' ,.•n . ~'11) -f ( ~O>Jt POUI ~OlJ') 
toe· u ·Yu •'ris 'r-u • ·' ·Y~ 

ll toc = D{oc o Dfoc: ~s" ll" 1 ~c{O) -r ~u " TT t~c(O) 

0 [0mpo t 1 qu~ a traJetória gasta entre r .s " lr1!c(0) e ~u saric;faL a equação 

o que u o~ dá. 
r r 

T = p'neotl =? eoti = - ~ iJ =o lln-. 
u p~ p~ 

Su bstitumdo na solução (3. 1 l O) remos: 

p~ut = re-ot1 = p~" 

i":o-.. t = -'" - '· t = ... in - <::.[nL 
rs rs "'-' f 'r':. o p~"' 

~ot.t - _,, ..l.. ::i.[nL 
'-'u - "'u o p~"~ 
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(3.1.11) 

(3.1.12) 

(3.1.13) 

O que no" fornece a expressão da aplicação local de Pomcaré Dzor que é dada por. 

n (pm 1 _,in ,,m) = ( ,,tn _ .JJln_!_ ptn t":tn _ =lTl_!_ ) = ( ..,out Pout ,.m•t) 
lor. u · ru · '-"s YZJ • u · r s 'Yu • s '-'s 

• Q p~n a p~n 

Equaçõe-, ~tmilares podem ser obtidas para as aplicações il foc e ntoc· 
D(· faro. para llzoc o tempo tu que a trajetón a gasta entre~~" tr 1 ~(0) e l:0 " {O} satisfaz 

a l'quação. 
r 1 r 

P (l ) p (4 
)' IStO e' f:l

111e011" = re-ut~ ::} f ~ 2 o.t, = - ::} t = -/n-u ' IJ = $ I tL • ' I J1t 17l V ') 'L7l 
Pu - 0:' Pu 

onde estamos consideando 

n ~ (ptn _ ..,tn , ~'n) _, ( ,..o po ~o) 
loc · u ·ru ·'r' ~ l"'u' ~·'r"s · 

Lo~o .;uhstituindo na solução (3 1.10) temos: 

-alln-' ! 
p~ = re l o ··~" = (rp~n). 
,,..o = ,.,tn _ =-In-' 
r'~ ..,.. ~ 2o p~" 

,..o- ..,m - In r 
Yu- 'r'u 7 2o p~"' 

Daí. 

n·< (p111 . <:)tn ,_,ITI) = ( ,..0 . PQ • ""0) = ( ~ 'JlTI , ~fn.!_' (rp'n) l/ 2 • 1 ~11! _ .::_,n.!_) 
lnr u .u•r, "Pu sYs Y>J 1 2(\ p:JI u .,..,, 2o p~n 
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A Aplicação Global: 

De forma similar; podemos fazer uso da reversibilidade na construção da aplicação 

global de Poincaré tomando uma seção R-invariante L: contendo o ponto q := r n Fix(R) . 

Um difeomorfismo local rrs entre E e z:::s é induzido pelo fluxo ao longo de r · Esse 

difeomorfismo IJS aplica uma vizinhança de q em L: em uma vizinhança de q
5 

em z::s . 
Analogameme, nu : z=t. ---+ L: é induzido pelo fluxo ao longo de T Por reversibilidade 

nu = R o (TI5
)-

1 o R e a aplicação I1 : E ---+ L: com 

TI = nu o Tltoc o ns (3.1.14) 

é uma aplicação de Poincaré seguindo a órbita homoc1ínica 1· 1\ot-e que essa aplicação é 

R-reversível, isto é, R o TI o R= rr- 1 

De fato, 

R o TI o R= R o nu o ntoc o IJS o R= (R o nu o R) o (R o II1oc o R) o (R o rr.s o R) = 

Onde a penúltima igualdade segue de: 

Definimos também duas aplicações de Poincaré que seguem apenas um lado de "f da 

seguinte forma: 

rrs ·- rrs o rrs ! .- loc e TI ~ ! ·- nu o nu l .- loc · 
2 

Essas aplicações nos habilita encont rar órbitas periódicas simétricas próximas a f. Como 

as órbitas contidas na vizinhança tubular de '")t podem interceptar Fix(R) apenas em 2: 

ou em E0 , exist em t.res diferentes possibilidades de como os dois pontos simétricos de uma 

órbita periódica simétrica podem estar contidos em L: ou em 2::0 . Tais casos são descritos 

pelo seguinte lema cujas hipóteses seguem a notação acima: 

Lema 3 .1.2 : z) Se X E F 'ix(R) n nn (Fix(R))' então X E L: é um ponto fixo de IT
2
n . A 

tmJetó;ia de (3.1 .8) passando por- x é simétrica e 2n -penódica. 

ii} Se X E F ix(R) n (n\ o nn-l o rr1) (Fix( R)), então X E E0 é tal que a tmjetória de 

{3.1.8} passando por x é simétnca e 2n -penódica. 

úi) Se x E Fix(R) n (nn o rr1) (Fix(R))) então x E L: é um ponto fixo de IT
2
n+

1
. A 

tmjetória de (3.1.8) passando por x é simét;ica e {2n + 1)-periódica. 
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Prova: i) Por hipótese x = fl"(y) para algum y E Fix(R) n I:. 
Assim. 

e x está comido em uma órbita 2n-periódica. 

ii) Por hipótese X E Fix(R) n (rrt o rrn- 1 orrl ) (Fix(R)) 

Logo, 

Daí. 

X= (rr~ o rrn-l o rr&) (y), y E Fi.t(R) n ~ 0 • 

(n~ orrn-l orrl)_, (y) = (rr~)-l o (rr-trl o (ni)-l (y) = 

= (RoTI1 o R) o (nn-'r 1 o (Rorri o R) (y) = 

=R o I1\ o D'L-1 o rr~ o R(y) =R (n~ o n n - l o fi1Y) = R(.c) = X 

X= (n~ o nn-l o fll) (y) = ( T11 o fln-l o I11 r ([[~c rrn- 1 o fl1) -l (y) = 

(IT! o rrn-l o TI 1f)2 
(x) = (rr·~ o nn-t o TI~ o Di o nn-t o TI!) (x) = 

2 2 ~ 2 2 2 

= (n~ o nn-l o no rrn-1 o n~) (x) = ( rr; o rr2n-l o rr~) (x) 

iii) Por hipótese x E F1x(R) n (TI" o flt) (Fi:c(R)). 

Logo, 

x =R(x) = (Roll"on~) (y)= (RonnoiT! o R) (y) 

~ y = (R o nn o rr ~ o R) -I (X) = R o ( l11) -l o fi -n o R (X) 

~ y = (R o ( n1)- I o R) o (R o n - n o R) (X) = n ~ o rrn (X). 

Assim. 
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• 
De modo similar a re\ersibihdade nos fornece uma ferramenta para detectar órbitas 

hornoclínicas que passam pela vizinhança de "t várias ,·ezes antes de eventualmente entrar 

numa ,-izinhança do equilíbrio. 
. - 1 

Por reversibilidade temos que D ~ =R o (fi~) o R. 
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Defina vv; := (IT5 ) - l ( \ tV l ~c n 2:5 ) como uma componente de ~ V
5
(0) n 'E passando por q. 

Similarmente, vv: :=nu ( Wt~c n 'Eu) =R (V\ 1 ~) é a componente de V\'u (o) em E contendo 

o ponto q. 
Assim, cada órbita começando em wg r,ende diretamente a O, isto é, ela não deixa a 

vizinhança U de O uma vez tendo entrado nela. 
Aqui d istinguimos dois casos: órbitas homoclínicas que são (2n+l )-homoclínicas tem 

seu ponto simétrico em E e as órbitas 2n-homoclínicas interceptam F i x(R) em 'E
0

. 

Lema 3.1.3 : i) Se X E wq~ n nn (F?,x(R)) então a órbita por X é ·uma órbita (2n+1)

hom oclínica s~métn ca . 

i!} Sex E rv;n( rrn o n4) (Fu(R)) então a órbitaporx é uma ódJita (2n+2}-homoclínica 

stmétrica. 

Prova: i) Temos que n-n(x) E F ix(R). 

Também: 

Dessa forma, toda a órbita por x segue a órbita r exatamente 2n vezes de B para B e as 

outras duas metades do tempo de ~ para O. 
i i) Aqui a órbita por x segue Af exatamente n + ~ vezes antes de cortar w; e tende para 

O após meia revolução. Completando a órbita para trás por reversibilidade produzindo 

uma órbita (2n+2)-homoclínica. 

• 

Espirais e Rolos: 

Para descrever o efeito da aplicação de Poincaré I1 em Fix(R) introduzimos a noção 

de espirais e rolos. 
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D efinição 3.1. 2 : Uma C 1 -curva k em uma vanedade 2-d?mensional M é chamada es

p'lral (logarítmica) em M se extste um ,8 =f. O, umrt vzzmhança VV Ç ~ de O e um dife

omorfismo local zp : 1'1 2 1 · -t l V tal qu,e a imagem, '0( k n V) é a par·te de ·uma espiral 

logarítrmca S~ em H'. EtJsa espiral S13 é dada em coordenadas polares pela pammetrização 

TE Jlt 

~· - 1 (O) é chamado ponto base da espiraL 

'Cma Yariedade imersa 2-dimensional N Ç JR3 é chamada um rolo (logarítmico) se 

existe urna espira] como acima. Ss- dzinhanças 1 ~ Ç JR3 , l l/0 Ç JR2 de zero e um difeo

morfismo t:'0 : 1 ~ ~ fO. l jxH·o tal que a imagem w0 (N n V0 ) é [0. 1 Jx(Se n ltV0 ). 

A pré-imagem t'•; 1 ([O.l!x{O}) é rhamada a base do rolo. 

Observação 3.1.1 : a) Um C 1-df:feomorfismo -J; : N --1 J\T aplica uma espiml em N 

sobre uma espiral em .\'. 

b} Se o : R3 -t 1R3 é um C 1 -dzfeomor.fi.smo, então a imagem de um rolo sob 1> é ainda um 

rolo. 

Lema 3.1.4 : i) Uma C 1-curva k em uma variedade M passando pelo ponto base p de 

uma esptral S em Jf mtercepta essa espzral em infimtos pontos, o~ quais se acumulam em 

p. 

ii) Umo C 1 -curva k em IR:~ . interceptando a ba.se de um rolo loga'ritmico em p de tal forma 

que k e a base não são tangentes em p. mtercepta o rolo em mfinztos pontos p1,p2.p3, .. 

acumulando em Ji. Mais aznda, existe ·io tal que para todo i ~ t 0 a intersecção de k e o 

rolo é transversal 

iia) C: ma C 1-curva k em IR3 : que é tangente à base do rolo logarítmzco em p mas não coin

cide com a base em uma tnzinhança de p mtercepta o rolo em infinitos pontos p1 ,p2, p3, . .. 

acumulando em p. 

in) Se um plano [ mtercepta a base de um rolo logarítmzco R tmnsversalmente em p. 

então [ n R localmente (zsto ,;, próximo de p) é uma espiral em E com ponto base p. 

Prova: i) Existe um difeomorfismo 'I!- aplicando uma vizinhança F de p em !'vl em Ili2 tal 

que a imagem '!f;(k n F) é urna C 1-cur\'a em JR2 passando por O. Essa curva intercepta a 

espira] 58 = w(S n \ ·) em infinitos pontos que se acumulam em O. A pré- imagem desses 

pontos em !\1 são exat.amente os pontos de intersecção em re k e S. 
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A prova para (ii) e (iia) segue o mesmo raciocínio. 

iii) Sejam 'l/J
0

, \ 1 ~ , H1
0 

e a espiral logarítmica Sp escolhidas corno na definiçao (3.1.2) 

tal que 7./Jo(R n 1/
0

) = (0, l )x(S.e n vV0 ) e seja Wo suficientemente pequeno tal que a C
1

-

variedade W
0
(E ) n ([O, l]xW

0
) que é transversal a. [0 1 l]x{O} pode ser escrita como o gráfico 

sobre {O}xlill0 . 

A projeção P: 'l,b
0
(E) n ([0 , l]xHlo) -+ H1

0 é então um difeomorfismo. Portanto P o 'lj;0 

é também um difeomorfismo apl icando R n & localmente em uma espiral S13 e O sendo o 

ponto base de tal espiral. Assim, R n E é uma espiral em E com ponto base p. 

• 

A principal conexão entre os conceitos geométricos de espirais e rolos e órbitas ho

moclínicas simétricas é dada pelo lema seguinte. Essencialmente ele diz que uma parte de 

qualquer superfície que intercepta a curva w; t ransversalmente em E será aplicada em 

um rolo logarítmico pela aplicação de Poincaré TI. 

Lema 3.1.5 : Seja F uma C 1-vanedade 2-dimenswnal em 2:: , interceptando H'; trans

versalmente em p. Então para qualquer intervalo fechado I C l- V 1 ~c( O ) n z::u existe um 

subconjtmto Fr de F tal que (TI10c o n s)(F1) é um rolo logarítmico em Eu com base I. 

O ponto p pertence à fronteira de :F1 . 

P rova: Corno ns é um d1feomorfismo local aplicando uma vizinhança de p em E em E
5 

é 

suficiente mostrar que se uma C 1-variedade 2-diemensional /11 = TI
5
(:F) em Es intercepta 

H ' 1 ~ c t ransversalmente em um ponto m = TI5 (p) emào existe um subconjunto M1 de M 

que é aplicado em um rolo logarít mico com base I por Dtoc· 
Para provar isso, primeiro restringimos a Pu-coordenada em :Es para Pu ~ r com 

escolha apropriada O < r ~ r. Assim, tomando urna vizinhança Nl0 de m em NJ tal que 

.J\1
0 

pode ser escrito como o gráfico de uma função C
1

, g : 

(3.1.15) 

Defina /11
1 

Ç !11
0 

como sendo os pontos de Mo que são aplicados por Dtoc em pontos 

com 'Pu-coordenadas em I . Assim, por (3.1.13) 
w r 

M1 = {('Ps, tf'u, Pu) E _Mo; 'Pu+ -ln- E I} (3.1.16) 
Q Pu 

Agora. a imagem de M1 é 
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onde 

g(:.p~.~..p,) := g PsCOS '-Pu - -In- . p~s m 'Pu - -ln- - - ln-. _ ( ( w r) . ( w r)) w r 
o ~ a ~ a ~ 

De fato. 

onde 

9u E I (por construção), 

P .~ = PuS 7-: e 
..; r u.• 1· 

'Ps = tPs - -ln- = g(Pu ('OS :Pu· Pu sin !ftu) - -in- = 
Q ~ o ~ 

= g Ps cos Yu - -ln- . Ps sin .Pu - -ln- - -:::_ln -( ( 
w r) ( w r)) • 1' 

a P~> a Ps a: Ps 

Note que: 

f)g Ôg [ ( w r ) . ( ..;J r ) v..' Ps T l -('Pu· Ps) =- cos 9u - -ln- - Ps sm 'Pu- -ln- - - 2 + 
ÔPs ÔX a Ps a Ps o. r p) 

âg [ . ( w r ) ( w r ) » p$ r ] w Ps r +- sm Yu- -ln- T P.s cos '-Pu- - In - ---z + - - l = ay a Ps Cl {J:, a T Ps a r Ps 

= -. - cos 'Pu- -ln- -- sm !.Pu- -ln- + âg [ ( w r ) U.' • ( w r ) ] 
âx a Ps a a Ps 

-- sm .;u- -Ln- + -cos Yu- -Ln- +-ôg [ . ( w r ) w ( u.: 1· ) l ...; 
ây a Ps Cl: ()' Pt. ap2 

Daí. 
o Ôg 

hm -
8 

(..Ju · Ps) = +oc 
p,-.o- Ps 

Assim, como -#L > O em (0. p] para algum ji > O ::.egue que g( Pu.·.) é estritameme crescente 
u(J• 

nesse interYalo 

Observe que lim [J(<?u· p5 ) = -oo o que implica que [!('Pu •. ) cresce de -oo em (O ,õ] para 
p.-.o-

todo .Pu E J. 

Relembremos que um rolo foi definido como a imagem difeomorfa de um rolo de 

referencia 

Defina a seguinte aplicação: 
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entre os ci li ndros 

Z := {(!Pu :<f!s, Ps) E .Eu; <Pu E 1, Ps S ,õ} e 

Z := { (((Ju,/.Ps,Ps); <fiu E I , Ps S exp (:fí('Pu ·Ps) )} . 
'I.J;• afeta apenas a p

5
-coordenada, isto é, ·tf;(<pu, 'Ps : Ps) := ('f?u, 'f?s, Ps) 

onde 
Ps := { exp (~g(cpu, Ps)) , para P~ -:/=O . 

O, para Ps =O 

'ljJ é 1-1 devido a monotonicidade estabelecid a para Ps E (0, pJ. 
Para verificar a diferenciabilidade de '!]; e de sua inversa basta analisar o caso quando 

Ps = O. 

= lim 
P ~ _.o+ 

l
. exp (~g( <fu, Ps)) 
l ffi = 

p,.-;0+- Ps 

exp (9:. [g (P cos (cp - ~lni... ) p sin (c"' - !!:L[n.I....)) - !!:L[n.I....]) w s u a Ps ' S TU a p$ a Ps 

Ps 

exp (Q.g (.p
5

COS ('Pu- ~l n .I._) , p,5 sin (<pu - ~ln.I.... ))) exp (-ln.!:. ) 
l
. w a Ps a Ps Ps = liTl - --'- - --'-- - ~---~---~ ---~~ --~-_..:__ -

Ps-+O+ Ps 

exp (9:.g (P cos (<!J - '::!.[n.I._) . p sin ( '" - '::!. ln!:...))) Ps . w s . u () Ps ' s ru a Ps r 

= hm 
Ps -+O+ Ps 

1
. exp ( ~g (Ps cos ('Pu- ~ln ;J , p,, sin (<pu - ;zn ;. ) ) ) (~g(O , O)) 
1m = exp ..,;,;w=-----'-

Ps-+0+ r T 

Ainda para Cf!u. temos: 

':lo [exp (~g(c.pu, Ps))] = ~exp (a g(cpu, Ps)) 0°g ('Pu: Ps) -+O quando Ps -+ O"T' 
u <pu W vJ W 

1Pu 

pois 

og a9 . ( w r ) a9 ( w r ) --(<;u,Ps) = - -p5 Sll1 <Pu - - ln - + -p5 COS l.fJu - - ln-
OCf!u 8x a Ps 8y ex Ps 

---tO 

quando Ps -+ o+ 
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Portanto '1/J é diferenciáveL 

.-\gora l;' aphca Illoc( :\11) n z em 

{ (<Pu · .;-:;. Ps) E Z; 'Pu E J. Ps = exp(.;ca/..,;) }. 

ainda podemos considerar urna aplicação afim de Z que leva o intervalo I no inten·alo 

[0.11 transformando o conjunto anterior num rolo de referência [O, l ]xSa/w· 

Portanto segue que ITlocPh) é um rolo logaritmico. 

• 
um resultado análogo segue para a aplicação de Poincaré local Tiioc· 

Lema 3.1.6 : Para qualquer mtervalo fechado I C Tr 1 ~c(O) n ~u. existe 1.trn subconjunto 

de Fir(R) n ~ o tal que ITioc aplica esse conjunto sob um Tolo logarítmico em r;u com base 

I. 

A prO\·a desse lema segue a mesma linha do lema 3.1.5 

Infinidade de órbitas homoclínicas e periódicas. 

A pro\·a do teorema (3.1) é dh·idida em Yárias partes. Depois de recordar um 

resultado clássico em órbitas l -periódicas trataremos o caso de soluções n-homoclínicas 

separadamente para n ímpar e n par. 

U ma família de órbitas l -periódicas: 

Aqui Yerernos que toda órbita homoclínjca simétrica é acompanhada por uma família 

de órbtLas periódicas simétricas. 

Teorema 3.3 : (l -periódicas) Assuma (1) -(4) e (5a) Então extste uma esptral lo

garítrmca 5 em Fix(R) com ponto base q = 1 n Ft:l'(R) tal que as trajetónas associadas 

de (3.1. 8} sao órbitas 1-perzódzcas szmétncas. O período tende ao znfinzto à medzda que 

se aproxzma do ponto q pela esp1ral. 

Prova: ). lostrarf'mos a ex1stênc1a de uma espiral em F ix( R) com ponto base q consistindo 

de pontos em Fzx(R) n IT'f (F1x(R)). Assim, de acordo com o lema (3. 1.2 iií ) as órbitas 
2 
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<1ssociadas são l-periódicas. 

Da h1pótese (5a), Ftx(R) e n· ~( o ) se 1uterceptam trans,·ersalmente em ~. 

Para. usar o lema 3.1.6 tome um inter"alo I C ll ' 1 ~c(O) n I:u contendo o ponto qu 

em seu interior. Então, de acordo com o lema 3.1.6, um subconjunto de F ~x( R ) n E0 é 

aplicado em um rolo logarítmico em Eu por II!oc· 

Por outro lado. n-u aplica uma ,·izinhança de qu. em 1::u difeomorficamente em uma 

'izinhança de q em L A parte do rolo contido no domínio de nu é então aplicada em 

um rolo logarítmico R em ~ por rru. A base desse rolo é uma vizinhança de q em 

n·qu( w; := nu ( n ·t~c n L:u)). 

Dessa forma. um subconjun to de F ix( R) n ~o (tendo O em su a fronreira) é aplicado 

em um rolo logarítmico R pela ap licação de Pomcaré TI ~ = nu o TI ~c· Pelo lema 3.1.4(iü) 
z 

a mtersecção de R e Fix(R) localmente é uma espiral S e as órbitas associadas são 

l -periódicas pelo lema 3.1.2 (iii com n=O) 

• 

Órbitas (2n+ l )-homoclínicas e (2n+ l )-periódicas: 

O método desenvolvido na seção anterior nos permite mostrar a existência de órbitas 

n-homoclínicas e o-periódicas para todo n > 1. Procedemos da seguinte forma: uma 

pequena parte do plano F ix(R) é aplicado por um iterado rrn da aplicação de Poincaré 

ou por nn o Tit em uma superfície que intercepta a \·ariedade Irl ·; transversalmente. Enrão 

uma parte dessa 511perfície torna-se-á um rolo logarítmico após uma volta ao longo de 1'· 

Esse rolo logarítmico in tercepta F z:c(R ) em uma espiral (onde os pontos de in tersecção 

dão origem a órbitas periódicas) e. por outro lado, ele tem uma intersecção não vazia com 

Tr; (onde os pontos de intersecção dão origem a órbitas homoclínicas). Para a prova nós 

essencialmente aplicaremos os lemas (3.1.2) e (3.1.3) os quais garantem que. começando 

em Fix(R) . é suficiente const ruir soluções '·semi'' -periódicas e homoclínicas que tornam

se soluções periódicas e homoclínicas completas por reversibilidade. 

Teorema 3.4 : ((2n+l} -homoclíntcas) Ass·urna (1}-(5). Então para cada n ~ 1 exzs

te um número infimto e enumerável de órb~ta s (2n+1}-homoclímcas szmétricas e cada 

uma dessas ór-b'ttns é acompanhada por uma famz1ia a um parâmetro de órbztas (2n+1} 

perzódicas s~métricas. 
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Prova: Temos que q E Ftx(R) e ainda \-r; intercepta Fi:r(R) transversalmente em q. 

Seja C uma vizinhança de q em Fl:r(R) . 

Cons1deremos um intervalo f C 1íF 1 ~c(O) n Eu que está contido no domínio de rru 
e tal que qu E I Como U é uma C1-variedade 2-dimensional mterceptanclo a cun·a 

\r; = (Ir)- 1 ( H ' 1 ~c(O) n ~ s) transversalmente em q, pelo lema 3.1.5 existe um subconjunto 

UI de u· o taJ que a imagem de c·/ sob ( I1toc o rró) é um rolo logarítmico em Eu com base J. 

A parte do rolo logarítmico no domíuio de nu é aplicado por nu num rolo R 1 com base 

fltL(J) ç 1r;~ . (IJU( It ' 1 ~c(O) n Eu)= lr;) 
~ote que q = n u(qtL) E rru(J). Logo. o plano Fix(R) e a base do rolo 1?./ se inter

ceptam rransversalmente em q. 

Pelo lema 3.1.4 a intersecção R 1 n F ix(R) é localmente uma espiral em Fix(R) com 

ponto base q. Essa espiral está contida em Fix(R) n fl (Fzx(R)). 

De fato, é claro que essa espiral está contida. em Fzx(R) pois ela. é dada pela intersecção 

R 1 n F tx(R) . Atem disso. tal espiral está contida em R 1 = n u(Il1oc o n s)(UI) onde 

estamos considerando apenas a parte do rolo contido no domínio de nu. No entanto, 

nu o fi1oc o rrs =TI: ou seja. Rr = ITlUr ). 

Portanto, temos que a espiral está contida em Ftx(R) n TI( Fix(R)) e daí. segue pelo lema 

3.1.2(i). que as órbitas associadas sào 2-periódicas. 

Agora. pelo lema 3.1.4(ii) a intersecção R 1nrv; cons1ste de uma sequênc1a J.II· P2· --lo 

q de pomos em IT(Ftx(R) ) n w;, e esse pontos dão origem a órbitas 3-homoclín"icas pelo 

lema 3.1.3(i). Além disso, pelo lema 3.1 A(ií) segue que existe um i 0 tal que para 1. 2': ·to a 

intersecção de O(U1) e \-l'; em P1- será r,rans,·ersal. Ainda pelo teorema 3.3 para cada órbita 

3-homoclímca t.emos uma famíhas de órbitas 3-pcriódicas simétricas que se acumulam na 

órbita 3-homoclínica simétrica. 

Para concluirmos a demonstração do teorema basta considerarmos as órbitas 3-

homoclínicas obtidas para 1. ~ i 0 como novas órbitas homoclinicas básicas e o resultado 

segue por indução. 

• 

Órbitas 2n-homoclínicas e 2n-periódicas: 

Para provar a existência de órbitas 2n-homoclimcas aplicamos a segunda parte 

do Jema 3.1.3. Faremos a prova em dois passos mostrando a existência de órbitas 2-
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homoclínicas e depois provamos a existência de outras soluções homoclinicas por indução. 

Teorema 3 .5 : (2-homoch'nicas) Assuma (1)-(5). Então existe uma seqüênciap1>p2, ... -7 

O em _::o ial que as traJetórias associadas são órbitas 2-homoclínicas simétncas e para 

1 2: i 0 a intersecção de W 8 (0) e l+'u(O) em p1 é transversal. 

Prova: A prova segue a mesma linha da prova do teorema 3.4. Um subconjunto de 

Fix(R)nL0 é aplicado por 11 ~ em um rolo logarítmico e m~ com base em algum inten·alo 
? 

de li'; contendo q (lema 3.1.6). A C 1-curva iV: intercepta esse rolo em infini tos pontos 

q1• q2•.. .. ·ovamente, existe z0 tal que para l ~ t 0 a intersecção do rolo com vv; em qt é 

transwrsal (lema 3.1.4(iii )) 

Os pontos Pi := (rr1) -l (qt) possuem então a propriedade do teorema (lema 3.1.3(ii) com 

n=O). 

• 

Obser vação 3.1.2 : Substituindo (5) por {5a) obtemos infinitas órbitas 2-homoclínicas. 

O teorema 3.5 nos habilita para mostrar indutiYamente que e-'<istem órbitas homo

clínicas seguindo "f um número par de vezes. Esse t eorema completa a prova do teorema 

3.1. 

Teorema 3.6 : (2n-homoclímcas e 2n-perzódzca..r;) Para cada n ~ 1 existem infinitas 

órbztas 2n-homoclínicas simétricas e cada wna delas é acompanhada por uma fam'tlio de 

órbitas 2n-periódicas simétricas. 

A mtersecçâo de uma tal famílza de órbita.s per·iódicas com 2:0 nFix(R) forma uma espiral 

logaritrnica em F ix(R) com um ponto base que pertence a uma órbita homoclínica. 

Prova: Cada uma das órbitas 2-homocl ínicas cuja existência foi garantida no teorema 

3 5 com i 2: i 0 pode ser consjderada como uma nova órbita 1-homoclínica. Gsando o 

teorema 3.3 obtemos uma família de t rajetórias 2-penódicas simétn cas (com respeito a 

órbita homoclínicas primária "f). 

O teorema 3.-l fornece infinitas órbitas 2(2n+ l )-homoclínicas e 2(2n + l )-periódicas e 

o teorema 3.5 a existência de infinitas órbitas 4-homoclínica.s. 

Por indução segue que da existência de trajetórias 2k-homoclínicas existem órbitas 

2k-periódicas. 2k (2 n~l ) -h omoclí ni cas, 2k(2n+l)-periódícas e 2k·t-1-homoclínicas. 
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• 
Desta forma. conclu ímos a prova do teorema 3.1. dada a existência de uma órbita 

homoclínica. simétrica simples obtemos imediatamente a exislência de infinitas órbitas 

n-bomoclínicas e 11 -periódicru:; pa1a todo n ~ 2. 

3 .1.4 R egião 2 - O Caso Sela: 

:\a região 2 da figura 3.1 os auto,·a,lores da origem são reais . Aqui, não ex1stc. a 

priori. nenhuma ra1ào para mult1plicidade de soluções homoclínicas como na região 1. ja 

que tal efeito é dendo a parte complexa dos amm·alores o que aqui não existe. \i esse caso. 

a dinámica numa vizinhança da órbita bomoclínica é, em contraste com o caso sela-foco. 

muito simples . .-\qui consideraremos um campo de Yetares reversível 

.\' = !(J.L. X) 

tal que .f(Jl.RX) = -R!(J.L.X) para parâmetros reais f.J, E lR e X E lR4
. Além disso , 

assumiremos que O E JR.4 é um equilíbrio hiperbólico com autm·alores reais simples. isto é: 

spec = {±l. ±1}. "', > 1. 

Supomos ainda que. para lt = 0: temos uma órbita homoclínica simétrica para a 

origem que surge devido a uma tangência quadrática entre l<P'(O) e Fu:(R), isto é. estamos 

supondo que a órbita homoclínica é não-transversal. 

Introduzimos coordenadas X = (x. y . u. r) numa ,·izinhança de O tal que o campo 

,·etorial do sistema toma a forma 

j; = -x + ... . 
iJ=y+ .. . 

Ú =-"lU+ . . . 
(3 .] .17) 

Ú = 'YV + ... 
onde as ret icências indicam termos não-lineares de ordem superior. Dessa forma. os eixos 

coordenados são as autodireções da matriz de linearizaçào em O. .-\ , ·ariedade instável 

é tangente ao plano { x = O. u = O} e a Yanedade estável é tangente ao plano {y = 
O, v = 0}. Como R apl ica eiXos coordenados em eixos coordenados correspondentes aos 

autovalores de sinais opostos. visto que Rj'(O)R = - f'(O). segue que R é dado por 

R(x, y, u, v)= (y . :r. v. u) 

nessas coordenadas. É claro que Fix(R) é dado por 

Fix(R) = {x = y. u =v} 
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Também é claro que os planos afins { x; 11 = X0 , u~v = u0 } são invariantes com relação a 

R. 

Introduzimos a notação R ~ 1 para esses planos onde NI = (x0 , y0 , u 0 , v0 ) é o ponto de 

intersecção do plano com F~x(R). Note que Rf.;1 = i'vl + F~x( -R). 

Supomos que a variedade instável de O intercepta Fil: (R) em algum pomo A/. Deúdo 

a reversibilidade, a variedade estável de O intercepta Fix( R) no mesmo ponto. Dessa 

forma, a órbira r passando por M é uma órbita homoclínica simétrica para O. 

Faremos as seguintes hipóteses: 

1. l ·P' possue uma tangência com F ix(R) em unJ ponto 1\1. A tangência é assumida tão 

simples quanto possível no sentido que 

2. a intersecção de Fix(R ) com o plano tangente de R 'u em J! é l-dimensional (uma 

reta), e 

3. a tangência é quadrática. 

Incluímos nosso sistema em uma família a l -parâmetro f = f(JL, X) depedendo 

SUa\·emente de /1 (Suavemente Significa que O Campo vetoriaJ é Cr -Suave COffi relação 

a (J.L. x, y, u. v)). Também assumimos que 

4. a intersecção de w·u com Fix(R) varia quando /.L varia., sendo tangente para f.L =O. 

Como a tangência é quadrática, o ponto de tangência desaparece, digamos, para 

J-L > O. Quando tal tangência é desfeita, tanto n·u qu<1mo sua R-imagem n·s deixam de 

ser tangentes a F lx(R ) simultaneamente. Por outro lado. para J1 < O, dois pontos A/1 

e Jf2 aparecem. nos quais H'u intercepta F i:r(R ) transversalmente. Os pontos M1 e J\112 

correspondem a um par de órbitas homoclínicas transversais simétricas r 1 e r2. 
Precisamos ainda de algumas hipótest>s de não-degenerescênciA ad icionais. Primeiro 

suponha que: 

Õ. r nãO pertence à Variedade inStável f0r t.e {ll"UtJ de o. 
vvuu é unicamente definida como uma variedade l-dimensional que é tangente a 

{x = O, y = O, 7.l = O} em O. Tal \'ariedade corresponde à parte de n·u relacionada 

ao autovalor positi\'O de maior módulo. isto é. é uma \·ariedade l-dimensional tangent.e 

ao subespaço gerado pelo auto\'etor associado ao autovalor "! > 1. A condição 5 diz que 

r deixa a origem O numa direção bem determlllada. isto é, tangente ao eixo-y. Sem 

perda de generalidade podemos assumir que r deixa a origem na direção y > O. Devido 

a reversibilidade do sistema, f também retoma a O numa direção bem definida, isto é, 
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tangeme ao eixo-x. 

Para as outras hipóteses de não degenerescência, consideremos uma secção transversal 

:= {y = é} para f. onde é > O é fi_....._ado e suficientemente pequeno. Frxe também 

outra secção transversal L a qual contém o ponto M e uma vizinhança local d{' M em 

F~x(R). 

Sote que em uma pequena viZmhança de O existe uma (não única) ,·ariedade invari

ante M i 1 ~ (conhecida como variedade instável extendida) a qual é C 1-suave, tangente ao 

hiperplano { u =O} em O, e que contém W 1 ~c · 

Se n ue denota os iterados positivos de H' l~~ dentro de uma \'iZinhança de r e fora de uma 

pequena ,·izinhança de O assumimos que: 

6. rrue é transveral a F ix(R) no ponto .vi= r r- Fix( R), e 

7 Tl'u.e também é trans,·ersal ao plano R~ 1 . 

Not.e que ~l· ue não é unicamente definida. mas os espaços tangentes de quaisquer duas 

,·ariedades coincidem em todos os pontos de wu. Assim as condições de transversalidade 

6 c I estão bem defimdas. 

Devemos distinguir duas possibilidades geométricas diferentes de como rru pode 

encontrar Fzx(R). Em uma pequena ,·izinhança do ponto Ar := r n ~,. temos um fluxo 

definindo uma aplicação de Poincaré IT+ : E~ --* L 

Devido a hipótese de que w·u t.em uma tangência quadrática com F~x(R) , a pré-imagem 

I1 ~ 1 ( F ü(R)) possue uma tangência quadrática com a curva T t \f 1 ~c n E+ = {x =O. u = 

O. y = E}. Como vrl~c c H 1 1 ~ essa curva pertence à superfície 1 , {~~ ~ n ~+ a qual está 

próxima ao plano { u = O. y = é}. Na realidade essa superfície é tangente ao plano 

{ u. = O. y = E:} para uma escolha adequada de coordenadas. 

Da trans,·ersahdade de wue e Fu;(R) . segue que a superfície Vl ' 1 ~nE+ é trans,·ersal a 

IT+ 1(Fzx(R)) . Asstm, a intersecção é uma cur,·a la qual possue uma tangência quadrática 

com a cur\'a {.r= O. ·u =O. y =c}. 

De fato, I = (íl' 1 ~~ n E•) n l1::;: 1(Fix(R)) e IT: 1 (Fi:r(R )l tem tangência quadrática com a 

cur"a {r= O. u =O. y =é} a qual está comida em TF 1 ~~ n E ...... 

:\!ais ainda, os valores de x não são nulos em todos os pontos de l. Diremos que 

Fzx(R) encontra Vl' u no lado positivo se a. cun·a l pertence a parte de lV 1 ~~ n I:+ que 

corrcsponde a valores positivos de x, e no lado negati\·o se :c < O em l . Relembremos que 

X > O, dentro de wl~· é a direção de retorno da órbita homoclínica original r para o. 
Seja ~- uma VIZinhança de r uO. o teorema seguinte detecta órbitas l-periódicas 
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simétricas em V chamadas principais e também estabelece a inexistência de órbitas k

homodínicas em U com k ~ 2. 

Teorema 3. 7 : Seya O um equiltôrio hzperbólico simétrico; com autovalores reais simples,. 

de um campo vetonal reversível de dimensão 4 de suavidade cr, r ~ 3. Assuma que O 

possue uma órbita homoclínica s~métrica ao longo da qual as condtções de tangêncta e 

não-degenerecêncw 2-7 espectficadas acima ocorrem. Então, em uma v~zinhanço suficien

temente pequena u da ó·rbita 1-homoclínicas stmétn.ca r. e para J.t pequeno. não existem 

órbitas k-homoclínicas, para qualquer k 2': 2. 

Para as órbitas periódicas principats em [/ e para p, pequeno segue que: 

Se Ytx(R) e H·u encontram-se no Lado negatwo, então exzstem órbttas periódtcas 

principazs para tL ~ O. Para JJ < O fixado extste uma famt1ta a l-parâmetro de órbitas 

periódicas princzpaís unindo as órbitas homoclinicas r 1 e r 2 . 

Se Fzx( R ) e vVu encontram-se no lado posit1vo, então exMte uma .famz?ia a l-parâmetro 

de ó1·bztas periódtcas principais para J.L > O. Essa família é dividida em dois caminhos 

contínuos pela órb~ta homoclínica r em J.L = O. Os do1s caminhos persistem. separada

mente, para /.1. < o, um limitado por r 1 e o outr·o por· r 2. 

P assos d a Prova: Consideremos inicialmf'nte as órbitas periódicas simétricas próximas a 

órbita homoclínica simétrica r e por fim analisemos a situação das órbitas k-homoclínicas. 

As órbitas periódicas simétricas in terceptam o plano F ix(R ) em exatamente dois 

pontos. Reciprocamente. qualquer órbita que intercepta F ix(R) duas vezes é uma órbüa 

periódica simétrica. Como estamos tratando de órbitas periódicas principais em uma 

,·izinhança V de f UO, tais órbitas têm um ponto de intersecção com F ix(R) que pertence 

a uma pequena vizinhança de O e outro que pertence a uma pequena ,·izinhança do 

ponto l -.1 =r n Fix(R). Além disso , órbitas l-periódicas em V interceptam uma secção 

transversal em U precisamente uma vez. 

Denote por P . o ponto de intersecção de uma órbita l-periódica com _:::+. Tal ponto 

está próximo de Ar = f n L:+ . 

.\iote que o conjunto de tais pomos P pertence a uma curva .C que é a intersecção de 

duas superfícies em E+. A primeira superfície, chamada de conjunt.o saída , é formada por 

iterados positi,·os de uma vizinhança de O em Fix(R) pelo fluxo que interceptam r;+. A 

segunda superfície é o conjun to n:;:1(F i:r(R)): a intersecção com E+ de iterados negativos 

de uma vizinhança de JU em Fix(R) pelo fluxo. 
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Gsaremos a nota.çào ( F ·~:z:( R )) + e (Fix (R))- para essas duas superfícies. 

Assim, C= (Fix(R))' n (Fu(R) )-. 

Logo. prectsamos descrever algebricameute as superfícies (F ix( R))= . 

Como por hipótese vl/u (O} tem tangência quadrática com F zx(R) em }..f segue que 

( F ~:r( R ))- po<;SUC' r.angência quadrática com {x =o. IL =O, y = e:}= n ·l ~cn L- no ponto 

!VI' = (:r= O. lt =O. v = v .. ) =r n ~...!.. e portanto (F zx(R))- é dado por 

(3.1.18) 

para f.L = 0: onde os \·alores c' e lad + !a2! são não-nulos e as reticências indicam termos 

de ordem superior. 

Como (Fix(R ))- é transversal ao plano { u = O} segue que a1 :f:. O e então podemos 

reescrever (3 .1.18) como 

x =c( v- v·f + av + ... (3.1.19) 

onde o sina l do coeficiente c indica como F ix (R) encont ra n · u (positiva ou negativamente). 

Para JJ ~ O temos uma perturbação de (3.1.19) para 

x = c(J-l +(v- v")2
) + au + . (3.1.20) 

onde as ret icências indicam r.ermos de ordem superior na extensà.o de Taylor em (tJ,. v -

r• . u). 

Por (3.1.20). a superfícte (Fzx( R))- não intercep ta n · l~c n E+ = {x = O. u =O} para 

p > O Para p < O. por ou(.ro lado, existem dois pont o& de intersecção /vfi e Af2 com 

\·-coordenadas 

v1,2 = v'" + ~+o( JIPT) (3.1.21) 

pelos quais passam as órbitas homoclínicas transversais f t e r2. 
Quanto a (F ix(R))+ pode-se mostrar que esse conjunto é uma C 1-sup erfíete limitada 

por H 'i':x n ~ ...!.. . Além disso. ela pode ser escrita na forma 

11 = ~;( x , v . Jl). x> O 

ond~ a função'!}; é C' e 

7P =O, 

em x = O. Em particular w = o(x). Além d isso. 

8'1/; 
8(t'. u) = O(x) 

(3. 1.22) 

(3.1.23) 

(3.1.24) 
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Comparando as equações (3.1.22) e (3.1.20) para (Fix (R))+ e (Fix(R))-, respecti

vamente, segue que C= (Fix(R))+ n (Fix(R) ) - é dada pelo sistema 

{ 

:r: = c(f.L +(v- v"f) + rp( f.L, v) 

u = w(x. v, f.L) 

x>O 

(3.1.25) 

onde 
tfJ = o(l,u\ + (v - v'?) 
Ôrp 
ÔJt = o(l) 

ÔI.{J ov = o(\f.L\) + o(\v - v"\) 

(3.1.26) 

De acordo com o sistema (3.1.25) segue que a dependência de x em (v - v "' ) é dada pela 

primeira equação. O gráfico dessa dependência é uma curva do tipo parábola. Como 

precisam os encontrar valores de x > O para obtermos órbitas periódicas principais segue 

que: 

• Não existem órbitas periódicas principais para /.1 > O no caso negativo (c < 0) . 

• Os v-valores das órbitas periódicas principais formam um intervalo v1 (Jt) < v- v* < 

v2(J.L), para 11 < O. 
Os extremos desse intervalo correspondern a valores homoclínicos x = O. De fa-

to , a segunda equação de (3.1.25) e (3.1.23) implicam u = O. Logo, essas são v

coordenadas de pontos da intersecção de (F ix(R))- com l 1 V t~ nl:+ = {x =O, u =O} 

dados pelos pontos homoclínicos (3.1.21) . 

. ;ote ainda que: 

• [. é vazio para c < O, fi, ~ O; 

• [. consiste de uma componente conexa para c < O, /.l < O ou c > O, f.L > O. 

• C consiste de duas componentes conexas para c > O. f.L ~ O. 

Para obtermos as expressões (3.1.22)-(3.1.24) consideramos o problema de Shil 'nikov: 

para E > O suficientemente pequeno, para qualquer Xo, V 0, yT , vT tal que \lxoll ~ 
~ , lluo\1 ::; E . IIYri\ ~ E, l!v,ll ~ €, e para qualquer T > O existe uma única solução do pro

blema: encontrar uma órbita x (t) . y(t), -u(t), v(t) intei ramente contida. na E-vizinhança 
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de O e que satisfaz as condiçõe::> de contomo 

X{Ü) = T 0 • u(Q) = U0 

y(r)=y7 , v(r)=v, 

85 

(3.1.27) 

.-\lém disso. existem Cr -funções (X.)·. ú-, F) Lais que as órbitas que começam no ponto 

(T 0 , Yn· u,..'vo) em uma vizinhança de O alcançam um ponto (x,. Yr· Ur . v.,) em t = r se, e 

somente se. 

Xr = ):(xo. Uo·Yr · tnT), 11-r = U(x0 . Uo.y-,,Vr.T) 

Yo = )' (xo.Uo,YnVr-1) . Uo = ,.(Xo,'Un,YnV-r.T) 
(3.1.28) 

Consideremos por reversib il idade~-= R(~ +) :={r= E} e se (x0 , Yo· U 0 , v0 ) E 2:- r 

(Ir · Yr· U-;-. t'-;-) E r- segue que R (.To. Yo· Uo, Vo) = (xr · Yr· Ur, V;) ::::::} Yo = X r e Vo = u, 

e daí. 

) "(xo. Uo. Yr· t:,. r) = X(Yr· r ... Xo· Uo· T) 

V(:ro, Uo. Yr, v,, r) = [J(yr, '!ir, Xo, Uo, T) 
(3.1.29) 

Daí, o conjunto (Fzx(R))- c 
P = (x-r,Yr·U.,..,Vr) para os quais: 

= {y = ::} é dado. localmente, pelos pomos 

ou seja, 

{ 

X-= .\'(~.1.: 7 .€. V-;. r) 

U - U(c .,. - •• -) í - ,_ • t. T, .:. • Vt • I 

(3.1.30) 

onde 1·- pode ser tomado arbitra.namente com Yalores próximos a t·• e T tão grande quanto 

necessário. 

Em outras palanas, o ponto P pertence a (F7T(R ))..;.. se, e somente se, a orbira 

começando em R(P) = (:r0 = é,y0 = X-:-.Uo = v,,V,1 = 'U-r) E :E- := {T = c} = 

R(I:- ) alcança E ~..~.. após algum tempo t = T De fato, cons1dere a órbita para frente 

começando em algum ponto de Fzx(R) próximo a O e iuterceptando I:+ em P . Então por 

reYersibilidade a órbita para trás intercepta ~- = R(I:- ) no pomo R (P ). após o mesmo 

tempo. Rec1procameme, qualqner órbi ta passando por P e R(P) intercepta Fix(R) ent.re 

P c R(P). 

Para finalizar precisamos est.imar as funções X e C. 
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Para isso, podemos colocar o sistema na forma de Ovsyannikov-Shil 'nikov [19] próximo 

a O, ou seja, 
i; = - x + 9n (x, y, v )x + 912(x, y, u, v) 'U , 

Ú = - ~ y u + 92l (X, Y, V) X + 922 (X, Y, 'U, V) tt 

iJ = Y + fu(x, y, u)y + h2(x, y, 'U, v)v 

v = :v + h1 (x , y, u)y + /z2(x, y, u , v)v 

onde 9i; e fij são funções cr-l satisfazendo 

9u(x = O,y,v) =O 92t(x = O,y,v) = O 

9n(x,y =O, v = O)= O g12(x,y = O,u,v =O) 

fu (x,y = O,u) =O h1 (x,y =O. u) =O 

fu(x = O.y,u =O) = O ft2(x = O,y,u =O, v) 

(3.1.31) 

(3.1.32) 

(3.1.33) 

a lém disso tal mudança pode ser considerada de tal forma que a reversibilidade R continua 

linear, isto é, R(x,y,u,v) = (y .. x.v,u). 

Nessas coordenadas as funções X, Y. U, V são dadas por 

X = e- -r X 0 +o( e-'") 

Y = e--rYr + o(e-r) 

U = o(e- '") 

v= o(e-'") 

(3.1.34) 

Considerando as estimativas (3.1.34) podemos reescrever as equações (3.1.30) na 

forma 

Da primeira equação temos 

e 

x .. = e" é+ o( e- r) 

'U-r = o(e-T) 

x>O 

X 
r= -ln - + o(l ) 

é 

(3.1.35) 

(3.1.36) 

(3.1.37) 

onde o(l ) é uma função de (x
7

, V-r, f.l) que tende a zero junto com sua primeira derivada 

para X-r --t o+. 
Quanto as órbitas k-homoclinicas, para k ~ 2, considere lV Ç E+ dado pelos pontos 

z(T) E 2:+ que pertencem a órbitas por z(O) E 1:- numa vizinhança U de r , e que tendem 

para O. 
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Considerando a imagem de 1\. por IT+ mostra-se que 

Zt- Z0 E Fix( -R) (3.1.38) 

para quaisquer dois pontos z0 • z1 no fecho de 11-r( W) Ç I:. 

Suponha que Z0 E l: n Tl"5 pertence a uma órbn.a k-homoclínica, k ?:: 2. não necessa

namente simétrica. 

Relembrando que zo E tv-> indica que a órbita por z0 tende imediatamente para O 

quando passa por z0 . Como Z0 estti numa órbita k-hornoclínica, sua órbita para trás 

também tende para O. assim ::0 pertence a IT _(H'). SeJa z1 := R(z0 ) E E n T,.vu. Temos 

que: 

z1 - z0 E Fzx(- R ) 

e ainda Zt pertence ao fecho de rr+(vr) Daí, de (3.1.38) segue que Zo = Zt = R(zo) E 

Ftx(R) . Em particular 

pertence a uma órbita l-homoclínica simétrica. 

3.1.5 Região 3 - O Caso Sela-Centro: 

:\essa regtão a or,gem não é hiperbólica devido a um par de autovalores imaginários 

puros. Dessa forma, a questão de persistência de órbitas homoclínJcas é mais sutil. {.;ma 

análise completa da existência de órbitas homoclinicas neste caso não é conhecida, mas 

trataremos aqm um caso particular; quando o sistema reversível é um hamíltoniano. 

Consideraremos um problema. com dOis graus de liberdade cuja função Hamiltomana 

é dada por 

(3.1.39) 

onde estamos supondo c5 =/: O e wÀ > O. Com uma mudança de variá,·el podemos supor 

>. = 1 e 6 = ~ · O sistema Hamiltoniano associado é dado por: 

. âH 
q=

âp 

. âH 
p=- ôq 

(h = WPl 

Q2 = ÀP2 

. 3 'I 2 . · ~ '> P1 = -wql - · CXQj - pq1 f]2 - ~IQ?. 

Pz = >.q2 - aqr - 2--rqt q2 - 38qi 

(3.1.40) 
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ou ainda: 

o o w o 
o o o ). 

- w O O O 

o ). o o 

+ 0(2) =A ( ~) + 0(2) 

Note que os autovalores da parte linear são dados por: 

Portanto a linearização na origem é do tipo sela-centro. 

Ainda. 
H(q; -JJ) = H(q , p) 

e portanto o sistema é R-reversível onde 

R(q. p) = (q , - p) 

~ote que 
Fix(R) = {p =O} = {p, = P2 = 0}. 

Consideraremos 'Y como um parâmetro de perturbação. 

Para ; = O temos que 

h(t) = ( q(t) ) -
p(t) 

o 
3/ ( 1 + cosh t) 

o 
- 3 sinh t / (1 + cosh t)2 

(3.1.41) 

é uma soluçaõ homoclínica R-reversível para o sistema (3.1.40) com ponto simétrico em 

(0, 3/ 2. O, O). 
~osso objetivo é analisar a estrutura do fluxo com respeito a órbitas homoclínicas 

numa vizinhança do "loop" {h(t). t E ~ } U {O} para pequenas variações de 'Y· Restrin

giremos nossa atenção para as órbitas homoclínicas na superfície de energia H = O. Tal 

superfície contém o ponto de equilíbrio (q,p) =O e também toda órbita tendendo a O para 

t -7 ')O ou t ~ - 00. 
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Como nos outros casos; a principal ferramenta para estudar o fluxo é uma aplicação 

de Poincaré TI ( .. /) em uma secção 2-dimensional E- c {H = O} transversal à parte 

da variedade está\·el local com q2 > O. Tal aplicação é composta por uma parte local e 

uma parte global Titoc e G, respecti\·amente. A primeira corresponde ao fluxo próx1mo do 

equilíbrio. 

R edução a uma aplicação de Poincaré 2-dimensional: 

Como estamos na superfície de nh·el H = O resoh·emos tal equação para p2 = q2 

obtendo 

2 2 ( 2 2) 2 3 2/3 2 ? 2 2 3 P2 = q2- w P1 + ql - o:ql - q1q2- - '1 Q1Q2- 3q2 (3.1.42) 

e o fluxo pode ser Yisuahrado no espaço (q. p1). 

As equações são dadas por 

(3.1.43) 

Note que o sistema é definido apenas no conjunto D dado por 

? 
D = { (q, Pl): qi - ... :(pi + qi) - 2aq~ - 2/3qiq2- 2-yqtq~ - ~qi ~ O} 

A front.eira fJD de D é dada por 

(3.1.44) 

Para coeficientes gera1s fJD é formada por duas partes as quais são importantes para a 

anàlisc . Por um lado. temos uma parte cônica fJD1 próxima a origem e, por outro lado. 

urna pane suave âD2 comendo o ponto (q, pt) = (0, 3/ 2. O) o qual pertence a solução 

homoclínica (3.1.41), (de fato. basta fazer t = 0) . 

. -\. Yariedade instá.vel local H ' 1 ~c(O) é 1-dimenswnal e tangente ao subespaço gerado 

por (O,l.OJ) em O Portam.o. parte dessa variedade tem localmente uma componente q2 

positiYa, daí q2 cresce até encontrar fJD . já quE" o sinal da terceira componente de (3.1.43) 

muda apenas quando encontra fJD. 
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Podemos notar também que a variedade estável local W 1 ~c ( O) é tangente ao subespaço 

gerado por (0,1,0,-1) em O. 

As aplicações local e global: 

Considerando as secções transversais 

desejamos construir uma aplicação local de Poincaré 

I1 , .- ')'-'-
ioc : LJ ~ '-' • 

Note que as secções trans-.·ersa.is 2:;± são 2-dimensionais. As coordenadas de tais secções 

estão no plano (ql ,Pl) · 

Considerando uma mudança de variável 

é possível obter uma nova função Hamiltoniana 

ii(x, y, -t) = K(I1, !2 , 'Y) = wh + Iz + O(I~ + li) 

onde h = (x~ + xª) / 2 e 12 = (Yi - Yi)/2. 

Nas novas coordenadas o fluxo é dado por 

. ( o w) x = 
- W O , 

ôK . âK 
onde C.:.·(!, / )= ôh (Jl,Jz ,/) e>..(! ,'}') = 012 (Jl. h-1) 

De fato, 

(3.1.45) 

==? :i; = . x parte não-hiperbólica ( 
o w) 

- w O 
. âK âK 811 _ 
x 2 = -- = --- =wx1 

âx1 ôh ÔXt 

. ôK oK ôi2 • 
Yt = - = - . - = >..yz 

ÔY2 8I2 ôy2 ( - ) 
=> y = ~ ~ y parte hiperbólica 

. fJK fJK 8!2 · 
Y2 = -- = -- = ÀY1 
< ôyl 81-2 âyl 
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e as secções trausversais são agora dadas por: 

t::: ={H = O. Yt = ~- ±y2 >O} 

::"Jot.e que o sistema foi decomposto numa parte não-hiperbólica x e outra hiperbólica y. 

\iessas coordenadas a aplicação de Pomcaré local é dada por 

X ---\ Dtoc X. "".' = X - ( ) ( cos n sm o ) 
-sin O rosD 

{3.1.46) 

onde 

(3.1.47) 

Para a aplicação global existe uma forma normal dada por 

(3.1.48) 

onde ê (.,;): f-r -4 t-. Tal forma normal pode ser encont r adt~. em [18]. 
Essas aplicações fi1oc e é são reYersiYeis com relação a k::: : t= -4 t= que sã.o dadas 

por 

ou seja. valem as relações 

(;-l = ic oêoic. (3.1.-!9) 

:\ssirn, obtemos a aplicação de Poincaré fi : ~- -4 i:- em torno de (3.1.41) a qual é dada 

por 

fi = Ô o IT toc 

Por Simplicidade, a partir daqlll. substituiremos li por TI e o mesmo para ê , frtoc• R 
e[±. 

Ass1m temos· 

TI(x, I) = G(I1toc(x. ''(), rt ) 

Como H' 1 ~c(O) C 1(0, 1,0, -1) nas no\·as coordenadas, em I;- , H·,~c (O) corresponde 

a .r = O. isto é. x = O corresponde a intersecção da \·ariedade estável local com ~- e 
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assim órbitas homoclínicas sã.o obtidas sempre que o n-ésimo iterado de O se anula, isto 

é; rrn (o, 'Y) =o. 
Se n é o menor inteiro tal que rrn(o, !) = O, a solução correspondente é uma órbita 

n-homoclínica. O correspondente valor do parâmetro 'Y é chamado valor n-homoclínico. 

Soluções Homoclínicas: 

Consideraremos aqui a aplicação de Poincaré I1 = C o lltoc e a involução R(xt, x2) = 
(x1. -x2). 

Denotemos o conjunto dos valores de todos os parâmetros l' para os quais o sistema 

tem uma órbita n-homoclínica por r n, isto é, 

rn = {!; Tin(0,1) =O, flk(O .. ;) i= O para k = 1, . . . ,n -1}. 

Sabemos que TI = G o Titoc e que C' e I1toc sat isfazem as relações de reversibilidade 

(3 .1 49): a-1 =R o C' o R , TI~ ~ =R o TI1oc o R. Isso implica que 

rr- 1 =TI~ ~ o c-1 = (R o TI1oc o R) o (RoGo R)= R o Titoc o G o R= 

= (R o TI10c) o (G o fl1oc) o ( TI~ ~ o R) = (R o IItoc) o TI o (R o Titoc) 

Lema 3.1.7 : Seja n E N. Então fl 2 n(O,~ í) =O B fl toc o (ITn)(O,r) 

Similarmente, fl2n+l(O, ~r) = O{::} rrn+l (0, r) = GoRo n n+1(0, l' )· 

Prova: De rr-t = (R o Illoc) o TI o (R o I1toc) e rrm(l\ 1) = O obtemos: 

n m - k (O,!) = n-k (0, l') = R o I1toc o ITk o (R o fi loc(O) !'), -y) = R o IT1oc o ITk(O, 'Y) 

Já que (R o fi toc)( O, 1) =TI~! (R (O), 'Y) = rr ~;(o, /') = O. 

Com m = 2n e k = n obtemos: 

Tomando m = 2n + 1 e k = n temos: 

nn+l (0, ''f) = R o TI1oc o Tin(o, "') .:....R o Iltoc o Il io~ o c-1 o rrn+l (0, I') = 
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==> n n-rt (0, -v) == G oRo rrn+1(0, -y.) 

( ..:... ) segue de: rrn-l == G o TI1oc o I111 
:::;. rrn == IT ~ o c-1 o nn+1. 

• 
Definimos agora conjuntos de pontos em r:- tendo as propriedades de simetria do 

lema 3.1.1. 

Í:;ar = {x E~-; fl toc(x, r)= Rx} 

L:;mpar = {X E :s-: G(Rx. ')') = X} 

Para nn (0. -;•) E E;4 ,. temos uma solução 2n-homoclínica e para rrn+l (O, !) E ~7mpar 

uma solução (2n+ 1 )-homoclínica. 

l·m fato importante a se obsen·ar é que o ponto simétrico para uma órbita 2n

homoclímca Lem coordenada q2 próximo de zero e para uma órbita (2n+l)-homoclínica 

tal ponto tem coordenada Q2 próximo de 3/2 

Daí. 

A partir daqui analisaremos os conjuntos L:;a,. e ~ 7mpar com maior atenção. 

Consideremos inicialmente L:;4 ,. em coordenadas polares. 

x = r(coso,sino) E ~;a,. desde que 

( 
cosO 

Dtoc(.r . ~,) = Rr ~ . 
- Sin 0 :~: ~ ) ( :: ) - ( :~, ) 

( ~:~n~ ;:~) ( :: ~::) -( ~,c;~,~~) => 

{ 
r{cos ocos 0 + sin n sin ())] = r cos 4> 

:::;. r[- sin n cos 4> + cos D sin <Pl = -T sin 9 

Para r # O temos: 

{ 
cos 0 COS 9, SÍIJ D sin <P == COS (]) 

- sin n cos <Í> + cos Q sin dJ = - sin ó ~ { cos(O - <b) = cos if> 

si n( 4> - n) = - sm 9 

=}{ cos(D- 4>) = cos 9 
==> 0.- <I>= 6 + 2hr, k E Z 

sin(O- 1;) = sin <P 

1 
==> c/>= -n + hr. k = o. 1 

2 
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Logo, 
k =O, 1 

e portanto, 

~ ;., = { x = r(cos Q>, sin .p) E l: - ; 4> = ~n Gr
2

, "!) +h} 
onde Q é definido em (3.1.47) . Assim, 'E7ar é uma espiral logarítmica dupla enrolando 

(3.1.50) 

infinitamente em torno do ponto x = O. 

Qua.nto a. E{mpar temos que: 

mas 

Daí, 
G(Rx, -y) = x 

implica em 

{ C ( b ) + ( Ü
1 

b ) ( X1 ) + O(\Rx\
2 + ·l) = ( X t ) 

1 -- 0 -X2 X? b -

.:::::;. ( "'(Cb ) + ( -bx2 ) + O('Y2 + \x\2) = ( X1 ) 

~ -~ ~ 

.:::::;. x1 + bx2 - 1cb + O('l + lx\
2
) =O 

Logo, (3.1.51) 
L.Jmpar = {(xbx2) E L.-; a(x1,X2,/) =O} 

onde a(x . 1) = x
1 
+ bx2 - 1cb + O('l + \x\

2
) para ('Y, x) ~O . 

A existência de órbitas n-homoclínicas será agora estabelecida numa série de resul-

tados todos usando a caracterização do lema 3.1.7. 

Teorema 3.8 : Suponha que o parâmetro c rw forma normal (3.1.48) é não nulo . Então 

existe um 1 > O tal que 
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onde 

Mazs ainda, 

~ 2,- < ~ 2,- o 2.+ 2,+ 
f k !k..o.l < < ~'k-1 < "k 

?~ 

lim ~:k~l = f-7: / u. 

k-.oo "fi·-
tol limite também é váltdo para ,.~· -. 

95 

Prova: Para const.ruir f 2 devemos resolver IT(O.)') E 2::;ar · Mas 11(0. -y) = ;c(b. l )T + 

O(~.?) é uma curYa suave passando pela origem com Yelocidade não-nula com relação a --. . 

Dessa forma encontramos infinitas mtersecções com a espiral: 

(3.1.52) 

onde a primeira igualdade de (3.1.52) segue da expressão de IT (O. ;) em coordenadas 

polares da seguinte forma: 

tg<j:J 
Xz :c + O('i) --yc ( 1 + O(hl)) 

= x 1 = -: cb + 0(1'2) = 1cb 1 + O(J-vi) = 
oc 

1 I) 1 1 ""' k(l k = b(l +O(b )1 - (- 0(11'1)) = b( l +O(lr!)) 2o( - 1) ~ , J) 

Daí, 
1 

tgd; = b + O(b l) 

o que 1mplica 
l 

dJ = arctgb + O(hl) + krr. k E N. 

a segunda igualdade de (3.1.52) equi\·ale aos pontos de intersecção da curva TI{O, r) com 

:E;ar dando origem aos pomos "'.~·= para k E N. 

Quanto ao limite temos que: 

Daí. 
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Logo, 
') 

l k+l 
----;;r 

i k 

Assim, 
? 

lim ( 'Yk-rl)- = e-2rr/w 
k-too /'k 

já que 'Yk -1 O quando k -1 oo e portanto 

• 
Observação 3.1.3 : É possível obter um resultado mais geral que o teorema 3.8. Pode-se 

mostrar que existe ;y > O tal que 

f 3 n ( -";/, )) = { -y~·m; k E N. m = l , 2, 3, 4} 

onde 
.-y2, - / ,..

1
3,1 < ~y3 . 2 < .-y2,l < o < 'V2 .+ < 'V3,3 < .,.3,4 < ~ 2,+ 

l k .... k K l k-,-1 •k-'--1 l k t k Yk 

tal f ato não será demonstrado aqui mas pode sere encontrado em r 18}. 

Teorema 3.9 : Para cada n 2 2 e r" E rn n (- i , i') existe um é> O tal que o conjunto 

f 2n n ( 1• - s , r*+ E) é da forma { rkn,+. 'Y ~n , - , k E N} com 

2n,- < 2n,- < ~ < 2n,+ < 2n,+ 
r ~c ~ f k+ l ! '"Yk+l 'YJ.: e 

2rt ,± • 
lim 'Yk+l - 1 = e - n / (lw) 

k-too 1 ~n.± - ')' .. 

onde l E N 

Prova: Corno r2n é dado pelas soluções de n n(o, 'Y) E ~;ar consideremos a função 

d : ( -~ ' - i) --7 ~-

'""/ H d(--y) = rrn (Ü, '"'f) 

Como -y* E rn sabemos que d(!") =O e Ti k(O,~() =;I= O para k = l , 2, . . . . n - 1. Mais 

ainda, TI (.; .) é analítica em todos os pontos (x , 1) exceto quando x = O. Assim, d = d('Y) = 
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nn- 1(I1(0, ; '), "/)depende analiticamente de -y em uma vizinhança de I · Obviamente d(J) 

não pode ser completamente degenerado, isto é, d( -y) =: O já que a existência de órbitas 

2-homoclínicas e 3-homoclínicas em (- i', .:Y) impede tal fato, assim existe um inteiro l tal 

que 

com O =!= d1 E iR2
. Para o caso l = 1 o resultado segue como no teorema 3.8. 

Para L 2:: 2 a expressão (3.1..52) também é válida, mas n é tomado como 0( ~ ld( 7) 12, -y). 
l\ot.e que a curva d(-y) passa por O quando 1 = '( . 

De n = -w In Jr - 'i"J21 + 0(1 ) para 1 -4 1 " temos de (3.1.52): 

Assim, 

e portanto, 

arctgt + O(IJJ) + k'ii = ~ [ - w In h - ~("j 21 + 0(1)] 

-w ln b- r" l21 = 2arctgt + O(ltl) + 2k1f + 0 (1) 

lnl1 - 1"!21 = - ~arctgt + O(i"t l) - 2
:" + 0(1) 

h - 1*1 21 = exp ( - ~a , rctgt + O(bl) - 2 ~7f + 0(1)) 

l-tk_._
1 

_ 
1 

.. 121 _ exp (- ~ar-ctgt + O(I'YI)- Z(k~l),, + 0(1)) 

h k - ''1"121 exp (- 3arctgi + O(lfl) - 2
:" + 0(1)) 

I 
* 12! .. 

1. ) k + L- I - 2r. fw ---'-c , . rk+ l _ , -- e- rr /(lw) _ 1m = e ._..,. 1m----
k-too 'Yk - "/" k->oo ' 'k - ~ ~ 

• 
Observação 3.1.4 : O teorema 3.8 é um caso especial do teorema 3.9 com n=1. Mais 

amda, iterando o resultado acima, vemos que em toda vzzinhança de '"( e todo k E N 

existem infinitos pontos"/ corr·espondendo a ór-bítas (2kn)-homoclínícas 

Analisemos agora a existéncia de órbitas n-homoclínicas para quaisquer n . Os casos 

n = 2k e n = 3.2k. k = O. 1. . .. segue dos resultados anteriores . 

De acordo com o Lema :3.l.í e a expressão (3.1.51), temos que checar a condição 

a(Tin+1(Ü,/'),() =O para concluir que TI2n+ 1(0, : ) = O. ~o ent.anto 1 de a(O, !) = - 1cb, 

O("t2) e a(IT(O. /'), 1) = 1cb + 0 (1'2), vemos que a função a(rrn+1 (0, / ), -y) muda de si

nal pelo menos uma vez entre quaisquer dois pomos lt e 1'2 com n n+l (0, 1d = O e 

n n+t (O, ~t2) = fi ( O, ; 2) . 

Daí segue o seguinte: 
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Lema 3.1.8 Suponha c -:f:. O; então existe um i tal que para todo "(1 E rn+ l n (- i', i') e 

todo "t2 E rn n (- i , )') , existe um 'Y* E f 2n+ 1 entr·e 'Yt e 'Y2 . 

A partir daí obtemos o seguinte teorema: 

Teorema 3.10 : Em toda vizinhança U de 1 = O e para todo n ~ 2, a intersecção de U e 

rn contém mfinitos pontos. Cada ponto em rn corresponde a um sistema ( 3.1. 4 O), numa 

vizmhança de (3.1 .40) com 1 =O, que possue solução n-homocLínica numa vizinhança de 

h(t ). 

Prova: Faremos a prova por indução. O caso n = 2 e n = 3 j á é conhecido. Assuma que 

o resultado segue para n = 2, 3, . . . , m para algum m ~ 3. Se m + 1 é par aplicamos o 

teorema 3.9 com n = (m+ 1)/ 2 obtendo infinitos pont os (m+l)-homoclínicos próximos a 

~ ; = O . Se m+ 1 é ímpar, isto é m + 1 = 2l + 1, então l ~ 2. 

AssJm, exjstem sequências bU c rt e b k+l ) c rt+l com lk > 'Yk+ l > ~~ +1 -t o. Aplicando 

o lema 3.1.8 obtemos um 'Y~t + l E (Ji+ 1, -yk) para cada k E N. Dessa forma, r~t+l -tO para 

k -t oc o que conclue a prova. 

• 



Apêndice 

Ressonância 1: 1 

Aqui consideraremos a bifurcação em torno de C2 . i',:o entanto, não fazemos a prova 

dos resulrados aqui mencionados, os quais podem ser encontrados com detalhes em [15]. 

Próximo a C2 : ~este caso. podemos considerar uma família a um-parámetro de campos 

,·etonais em li(4, com um ponto fixo na origem. e tal que o operador linearizado para 

J.L = O. tem uma singularidade ressoname do tipo 1 : 1, isto é, existem dois pares de 

autovalores do tipo ±i...v0 com blocos de Jordan bi-dimens10nais. Esse p rocedimento pode 

ser encontrado em [15]. 
J\lais precisamente, uma equação diferencial da seguinte forma em C2: 

{ 
~~ = ZW0 Z1 + z2 1 f(t~,zl, z~ . z~. z2) 
.::2 = ZWoZ2 + g(JJ,. Z1. Z t : Z2: 22) 

onde f. g = o(lt-t l( lzl l + lz21) 1 lz1 l2 + lz2l2) 

(3.1.53) 

_-\ssurmremos também que esse sistema é reversh·el com relação à reversibilidade R(zt. z2 ) = 

(z1 . -z2) . Isso implica que as funções f e g satisfazem: 

j(p., ZJ , - f2: -Z2) =-f(p, Zt· ZJ. Z2. 22) 

y(p. 2t , - z2. -z2) = g(p. =t.I.I , z2. z2) 

Uma forma normal para (3.1.53) obr.ida por Elphick [10] é dada por: 

{ 

ZJ = l~ •o .::l..!.. :.:2 + ZJ.Po[W lz1l 2
, i(z1z2- ZtZ2)] 

22 = tLtJ0 Z2 + .:2<r>o[t.t; lz112, ~(ztZ2 - f1z2)] 1 z1cp![p; lzd2. Hz1z2- ZtZ2)] 

(3.1.54) 

(3.1.55) 

onde t.p0 e ?t são polinômios em seus dois últ.imos argumentos. Além disso, esse processo de 

normalitaçâo presen·a a re\'ersibilidade R. ~otr que lzd 2 e ~(z 1 z 2 - z1z2 ) são invariantes 

99 
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sob R: portanto, segue de (3.1.54) que t.p0 é uma função imaginária pura e que <p
1 é uma 

função real. 
Desta forma, podemos reescrever o sistema (3.1.55) da seguinte forma: 

(3.1.56) 

{ 

Zt = ÍWoZL + Zz + izlP(p.; \zt\2
, Hzl.Z2 - zlz2)1 

z2 = iw
0

Z2 + iz2P[p.; \zt \2 , ~ ( Zt z2 - i 1 z2)] + z1 Q(p.: I zrl
2

, ~ ( Z1 Z2 - i 1 zz)] 

onde P e Q sã.o polinômios reais em seus dois últimos argumentos, com J..i sendo um 

parâmetro de desdobramento que, por convenção, corresponde a. regiào 1 para tt < O e a 

região 4 caso contrário e ainda P(O, O, O) =O = Q(O, O. O) . 

O sistema (3.1.56) é integrável: 
De fato , K = z

1
.Z

2
- z

1
z

2 
é uma integral primeira. Para dar a expressão da outra integral, 

defina 
G(Jt , u., v) = 1u Q(p.. s, v)ds; 

então a outra integral é dada por 

onde v = ~ ( z 1 .Z 2 - z1z2) é a primeira integral básica. 

Considere agora a seguinte mudança de variáveis: 

Então. o sistema (3.1.56) é agora escriw como: 

onde as duas integrais são agora dadas por 

K = r 0 r 1 sin('l/;1 - '!f·o) 

H = Ti - G(JJ., r~, K) 

Tomando U
0 
= r~ , u 1 =ri então o sistema (3.1.60) torna-se: 

(3.1.57) 

(3.1.58) 

(3.1.59) 

(3.1.60) 

(3 .1.61) 

(úo? = 4r~ricos 2 (1/; 1- '1/Jo) = 4r~ril l - sin2(1P t - lPo)] = 4{ r~d- r~ r is in
2

( 'l/-'l - '!.f;o)} = 
= 4{ U 0 [G(p. , U 0 . K) +H) - K

2
} 
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= _ sm(~·~- 1/Jo) [ 2 •2 Q( 2 ; -·)] _ _ ror! sin{v;I- 'lbo) [ .2 + 1Q( 2 l")] _ 
rt 'ro IJ,ro, '\ - 2 2 'I ro . f.t,To . '\ -

ToTJ T oTl 

ou seja, 

= -/\-(uou1)- 1[ttt- U0 Q(JL. U0 . K )J = 
= -K(u0 , ut)-l [u0 Q(p. 'U0 , [..,·) + 'IJ,J + G(J.L, U0 , I<)- C(;.t, U0 , K)J = 

= -K(uout)- 1[u0 Q(f.L. U0 . A.) -l.. G(J.t. U 0 ,K) +H] 

{ 
(Ü0 )

2 = 4{ tt0 [G(f.L! 'U0 • h' ) 7 H]- K 2
} 

('1/)t- Wo) = -J<(u0 uJ)- 1[u0 Q(J.L, U0 • I<) + G(f.l. U0 , 1\·) +H), 

Consideremos as partes principais de P e Q: 

P(f.l. u. v) = P1fJ. + P2u. + PJt + O(jpj + juj + jul)2
• 

Q(J.L, ·u, v) = -qtJ.L + Q2U + q3v + 0(1111 + Jul + Jvj) 2 

Daí podemos extrair o sistema linear associado a (3.1.56) o qual é dado por 

:;1 = UtJoZl T Z2 + tz.IP(f.L. O, O) 

::.1. = tw0 ::2 + iz2P(f.L, O, 0) + z1Q(p, O. O) 

e que possue autO\·alores 

i['-'o + P(J..L. O. 0)] ± JQ(~!. O. O). e os complexos conjngados 

(3.1.62) 

(3.1.63) 

(3.1.64) 

Como convencionamos que fJ >O corresponde à regiã.o (4). segue que Q(p, O, O) <O 

para fJ > O. Portanto. temos: 

Ql >o (3.1.65) 

:\ partir daí. considera-se soluções periódicas de (3.1.56) que correspondem a soluçôe:-. 

constantes de (3 1.62). isto é, faz-se uma análise dos pontos críttcos de (3.1.62). 

Para o caso q2 > O e J..L > O Iooss em [15] mostra a existêntta de uma família a um 

parâmetro de soluções homoclínnicas para (3.1.62). Para o campo vetorial (3.1.56), essas 

órbitas são homoclínícas para uma mesma solução periódica. 

Par<~ q2 < O e IJ.. < O com H = f{ = O existem duas órbitas homoclín icas para a 

origem de (3.1.56). Tais órbitas são simétricas e formam intersecções t rans\·ersais entre 

ll"u(O) c S = F2x( R). Quando 11 < O estamos numa região de parâmetros onde a. origem 

é hiperbólica e com basE" nisso Iooss most.ra a persistência de tais órbitas para (3.1.53). 
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