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Resumo

Estudamos a ocorréncia de caos homoclinico nas 6rbitas (geodésicas) de particulas-teste su-
jeitas & agdo gravitacional de um buraco-negro central e de uma casca (halo) exterior de matéria.
Para isso, supomos que a casca externa tem simetria axial, de maneira que a métrica resultante
é uma métrica de Weyl. Tratamos os efeitos gravitacionais dessa casca como pertubagdo multi-
polar da métrica de Schwarzschild e utilizamos o Método de Melnikov para detectar a presenca
do emaranhado homoclinico no espaco de fase, estrutura que implica dinamica cadtica do ti-
po Ferradura de Smale. Concluimos que caos homoclinico é geral nessa situacdo e discutimos

algumas possiveis consequéncias fisicas.



Abstract

We study the occurrence of homoclinic chaos in the orbits (geodesics) of test-particles un-
der the gravitational action of a central black-hole and an exterior shell of matter. To this
purpose we assume that the shell is axially symmetric, so that the corresponding metric is a
Weyl one. We treat the gravitational effects of the shell as a multipolar pertubation of the
Schwarzschild metric and use the Melnikov Method to show the existence of the homoclinic
tangle in phase space, which implies that the dynamics is chaotic in the sense of the Smale
horseshoe. We conclude that homoclinic chaos is general in this situation and discuss some

physical consequences.



Introducao

O estudo de caos em sistemas dindmicos teve suas origens em fins do século XIX com o
matemaético francés Henri Poincaré [1]. O seu interesse principal era o problema de trés corpos
em mecanica celeste. Ao mudar o enfoque de érbitas individuais para o comportamento de
drbitas evoluindo a partir de conjuntos de pontos iniciais, Poincaré mostrou a possibilidade
de comportamentos bastante complicados, que hoje conhecemos por cadticos. Seguiram-se a
Poincaré varios trabalhos importantes, entre os quais se destacam os de G. Birkhoff na década
de 20, de M. L. Cartwright e J. E. Littlewood nos anos 40, S. Smale nos anos 60 e também os
da grande escola russa, notavelmente através de A. N. Kolmogorov e V. 1. Arnold.

Contudo, fol somente com o advento dos computadores na década de 70 que essa 4rea mul-
tidiscipinar da ciéncia realmente se imp6s como um campo de intensa atividade. Atualmente,
estudiosos de areas tdo diversas quanto o mercado financeiro e a cosmologia se ocupam de
problemas de caos.

Caos homoclinico em Relatividade Geral tem sido estudado ao longo da ultima década.
Bombelli e Calzetta [2] analisaram particulas-teste orbitando um buraco negro sob acdo de
ondas gravitacionais no limite de altas frequéncias. Letelier e Vieira [3] estudaram perturbagdes

menos gerais, mas ndo se restringiram aquele limite. Moeckel [4] tratou o caso de perturbagbes



externas devidas a uma massa distante. Caos homoclinico também foi estudado em cosmologia
[3].

Nesta dissertacao, concentramo-nos num problema de caos deterministico em Relatividade
Geral. Mais precisamente, tratamos o problema da dindmica de particulas-teste movendo-se
scb agdo gravitacional de um buraco negro central e uma casca (halo) exterior axialmente
simétrica. Esse seria um primeiro paradigma da dindmica de estrelas proximas do nucleo
galdtico. E, embora um tanto simplificado, ele nos permite vislumbrar o que pode ocorrer
numa situacio fisica real.

Dividimos nossa apresentacao em cinco capitulos, ¢ primeiro sendo esta introducdo. No
segundo, apresentamos os conceitos de sistemas dindmicos envolvidos no problema estudado.
Apresentamos o mapa da Ferradura de Smale. Introduzimos o conceito de conjugacdo to-
poldgica e mostramos como esse mapa ¢ topologicamente conjugado ao “deslocamento em dois
simbolos”. Apresentamos as principais propriedades da dindmica associada. A seguir, voltamos
nossa atencao a questdo da estabilidade linear de pontos fixos de mapas. Definimos os concei-
tos de pontos fixos eliptico e hiperbdlico e de variedades estdvel e instdavel. Mostramos como a
estrutura conhecida como emaranhado homoclinico pode surgir no espaco de fase e como a sua
presenca implica a ocorréncia de dindmica de Ferradure. Apresentamos a situagéo fisica em que
estamos interessados e estabelecemos sua conexdo com o material precedente, i.e., mostramos
como pode surgir uma dindmica de Ferradura na situacdo fisica real, através do teorema de
Smale-Birkhoff. Finalmente, apresentamos o Método de Melnikov, que nos possibilita inferir se
de fato tal dindmica ocorre num subconjunto invariante do espaco de fase. Deduzimos a sua
versao padrdo e apresentamos uma versao alternativa que se mostra mais apropriada para o
nosso sistema, ja que, como veremos, ele admite uma “reducdo hamiltoniana”.

No capitulo 3, apresentamos a parte de Relatividade Geral fundamental para a compreensao
do sistema estudado. Primeiramente, apresentamos o formalismo geral das métricas com sime-
tria axial (métricas de Weyl). Em seguida, apresentamos as métricas de Weyl com contribuigdes

multipolares (multipdlos externos) para o problema das geodésicas em um espago-tempo com
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um buraco negro central e com uma casca exterior de matéria, tal como em [6].

O capitulo 4 contém nossos resultados originais. Mostramos, via Método de Melnikov, que
caos homoclinico é genérico para as Orbitas das particulas-teste sujeitas a interacao gravitacional
com um buraco negro central e uma casca externa. Discutimos as consequéncias desse tipo de
dinamica em termos de escape e captura pelo buraco negro. As conclusdes sdo apresentadas no

capitulo 5.



2

Sistemas dinamicos e caos homoclinico

Um sistema dindmico pode ser encarado como uma “receita” matemdtica para evoluirmos
temporalmente um certo estado. Essa evolucado pode ocorrer de maneira discreta, como na
situacio em que ela € prescrita por um mapa, ou continua, por exemplo no caso de um sistema
de equacoes diferenciais ordindrias. Um sistema de evolucgdo continua sempre pode ser transfor-
mado num sistema de evolucdo discreta, bastando, por exemplo, definir o mapa My que leva o
sisterna num instante tp em seu estado no instante fo -+ 7. Muitas vezes é conveniente fazermos
tal mudanca de enfoque, o que pode nos trazer uma série de informacdes importantes sobre a

dindmica. O problema tratado nessa dissertacao constitul um exemplo desse fato.

2.1 O Mapa da Ferradura de Smale

Nesta secao, apresentamos o mapa da Ferradura de Smale {7}, M;. Estabelecemos a sua
conjugacao topolégica ao mapa do deslocamento em dois simbolos. A partir dessa conjugacéo,
mostramos como ocorre a sensibilidade as condicdes iniciais e apresentamos as suas principals

propriedades.
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Figura 2.1: O Mapa da Ferredura de Smale

Parte considerdvel dos sistemas dindmicos apresenta comportamentos tipicos do mapa da
Ferradure de Smale. Apresentamos esse mapa geometricamente na figura 2.1. Ele foma um
quadrado S, estica-o verticalmente de um fator maior que 2, comprime-o horizontalmente de
um fator menor que % e o dobra em forma de ferradura, superpondo essa nova configuracao
ao quadrado inicial. Considera-se a imagem de S segundo o mapa como sendo a interse¢do da
ferradura com o quadrado original.

Como em cada iteracdo do mapa uma certa area do quadrado é levada fora do mesmo, apds
infinitas iteracGes o conjunto que permanece tem medida de Lebesgue nula.

Buscaremos agora caracterizar a acdo do mapa no conjunto invariante sob sua agdo, que
denotaremos por A. Primeiramente, é claro, devemos caracterizar o préprio conjunto invariante.
Por definicao, se um ponto pertence 2 A entdo apds um nimero arbitrario de iteragdes ele devera
estar em A. Analisando a figura 2.2, vemos que o mapa leva o quadrado em faixas verticais
cada vez mais estreitas e cujo nimero dobra a cada iteracdo. No limite de infinitas iteragoes,
temos um conjunto de Cantor de linhas verticais. Por outro lado, analisando a figura 2.3, vemos

que as pré-imagens das faixas verticais sdo faixas horizontais. E, novamente pela defini¢do do
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Figura 2.3: Iteracoes passadas do Mapa M,

conjunto invariante, um ponto pertence a ele somente se estd em todas as pré-imagens das
faixas verticais. De modo andlogo, no limite do processo temos um conjunto de Cantor de
linhas horizontais. O conjunto invariante A ¢, entfo, a intersec@o desses dois conjuntos de
Cantor.

Uma vez conhecido o conjunto invariante, vamos agora estabelecer um homeomorfismo entre
A e o conjunto das sequéncias bi-infinitas de dois simbolos, £. Um elemento a pertence a . se

a pode ser escrito na forma:

a = ...Q_30_.20_1.00018203..., (21)
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onde os a;s pertencem a um conjunto de dois simbolos {aqui convencionados 0 ou 1). O préprie

processo de construgao de A nos sugere o homeomorfismo, dado por:

a=d(x), x€A, (2.2)

com
0, se M} (x) € Hy

1,se Mi(x) € H;

y =

e onde Hy e H; estdo mostrados na figura 2.3. A prova de que ¢ e ¢~ sdo de fato continuas

pode ser encontrada em (8], onde se define a seguinte métrica em :

p _ o g byl
(a,b) = ‘Z o (2.3)
jm—oo
Vemos que dois pontos estdo proximos em 3 quando eles coincidem em sua parte central,
i.e., aquela em torno do ponto decimal.

Agora, vamos introduzir 0 mapa do deslocamento em dois simbolos, My : ¥ — Y. Ele se

define por:
A/ird 1 a e a,, (24)
sendo a’ = ...a’_za'_qa_j.apa}al..., onde af = 0441,
Assim, vemos que:
, 0, se MiH{x) € H, 3
a;i = - s (2.3)
1, se My (x) € Hy

de modo que a acéo do mapa da Ferradure em um ponto X € A equivale & aplicacdo do mapa
do deslocamento no ponto a € ¥ associado a x pelo homeomorfismo ¢. Isso esta representado
esquematicamente na figura 2.4. Dizemos que Mj e M, sdo topologicamente conjugados, o que

significa que ¢{ M) = My(d).
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Figura 2.4: Conjugacéo topolédgica de My e My

A partir dessa relacdo estabelecida entre M, e My, a a¢do do mapa da Ferradura torna-
se bem mais clara. Com isso, inferimos pelo menos trés propriedades muito importantes da
dinamica da Ferrodura, a saber:

1a} H4 um conjunto infinito enumerdvel de érbitas periddicas;

1b} O conjunto de pontos em drbitas periddicas ¢ denso no conjunto invariante A;

2) Existe um conjunto ndo enumerdvel de 6rbitas nao periédicas em A;

3) Hé 6rbitas densas em A (transitividade).

A propriedade (1a} decorre do fato de que, para cada inteiro positivo k, existe um ndmero
finito de 6rbitas de periodo k. Como a reunido enumeravel de conjuntos enumerdveis é enu-
meravel, a concluséo é automatica.

Um argumento bem simples prova (1b). Dado um ponto qualquer a de X, podemos encontrar
um ponto b arbitrariamente préximo de a, bastando que eles coincidam em sua parte central,
je.,a; =b parat € —n <7 < n. Se b for definido como sendo o ponto resultante da repetigéo

periédica desse bloco central, entdo b obviamente estd em uma drbita periddica.
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Para provarmos a propriedade {2}, associamos a cada sequéncia bi-infinita de 0’s e I’s uma

sequéncia infinita da seguinte maneira;

v g 8-1.80.--8pp... 7 805152

Como os nimeros irracionais em (0, 1] (que sdo ndo enumerdveis) podem ser representados em
base binaria como sequéncias ndo periddicas de 0's e 1's, inferimos a existéncia de um conjunto
nio enumersvel de érbitas ndo periédicas.

A propriedade (3) é demonstrada com a construgdo de uma tal érbita, o que se dd pela
justaposicéo de todas as possiveis sequéncias finitas de 0’s e 1’s (vide [8] para os detalhes).

Neste ponto, torna-se clarc o porqué de o mapa da Ferradura ser cadtico. Suponhamos que
se conhega uma condicao inicial a € ¥ a menos de um pequeno erro, o que é inerente a qualquer
situacdo fisica. Isso é traduzido topologicamente da seguinte maneira: estamos tomando um
ponto em uma vizinhanga do ponto a, i.e., b; = a; para li| < N, com N suficientemente
grande. Ora, independentemente de quao pequena seja essa vizinhanga, podemos nela encontrar
um ponto b tal que byy1 # ays;. Isso nos diz que os pontos MY+ (¢~ (a)) e M1 (¢71(b))
em A estdo em faixas diferentes Hy e Hy (vide a figura 2.3). Ou seja, esse sistema dindmico
apresenta dependéncia sensivel a condigdes iniciais. Sistemas que exibem dependéncia sensivel
a condi¢bes iniciais em conjuntos invariantes fechados séo frequentemente caracterizados como
cadticos [8].

Como salientado por Holmes em seu artigo de revisdo [9), é de extrema importincia o fato de
o mapa da Ferradura ser estruturalmente estavel, i.e., pequenas perturbagtes de M, possuem
um conjunto invariante onde sdo topologicamente conjugados ao mapa do deslocamento em

dois simbolos.

2.2 Estabilidade linear de pontos fixos

Nesta secao, estudamos o problema da estabilidade em primeira ordem de pontos fixos de

mapas. Apresentamos os conceitos de subespacos estdvel, instdvel e central, relacionando-os
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aos madulos dos autovalores da matriz de linearizacdo. Definimos também pontos fixos elipticos
e hiperbolicos.

Seja M : X, + Xp41 Um mapa com um ponto fixo x,. Estaremos aqui interessados no
comportamento de pontos préximos de X,. Escrevendo x, = X, + 7., obtemos a seguinte

linearizagao:

M1 = DM(X,).7n.

Supondo solugdes da forma 1, = A"e, obtemos a equagdo de autovalores

DM(x,).e = Ae,

cujas solugdes ndo triviais A; sdo encontradas com o procedimento usual, i.e., impondo que:

det[DM(x,) ~ A} = 0.

Os respectivos autovetores e; determinam direcoes no espaco de fases. Condigdes iniciais nessas
direcdes aproximam-se assintoticamente de x, pela acio do mapa M se [A;} < 1 e pela agdo de
M-t se {A;] > 1. Isso nos motiva a definir os subespacos estavel, E°, instavel, E*, e central,
E¢. respectivamente, como sendo os subespacos gerados pelos autovetores correspondentes a
antovalores de mddulo menor, maior e igual a 1. A figura 2.5 ilustra um caso bidimensional e
um tridimensional.

Para finalizar esta secdo, apresentamos duas defini¢Ges relacionadas & estabilidade linear.
Dizemos que um ponto fixo de um mapa M é eliptico quando a sua matriz de linearizacao possui
autovalores de modulo igual a 1. Caso contrdrio, ele é denominado hiperbélico. Pontos fixos
hiperbdlicos em sistemas Hamiltonianos tém papel extremamente importante para a dindmica,

como ficard claro nas préximas secgoes.
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Figura 2.5: Subespacos estdvel e instdvel

2.3 Variedades estavel e instavel e o teorema de Smale-

Birkhoff

Nesta secdo, definimos variedades estdvel e instdvel de pontos fixos e mapas e apresentamos
as suas possiveis configuracdes no espago de fase. Definimos pontos homoclinicos e hetero-
clinicos. Mostramos como pode surgir o emaranhado homoclinico no espaco de fase e de que
maneira a sua presenca implica a ocorréncia de dindmica da Ferradura, o que é estabelecido
pelo teorema de Smale-Birkhoff.

Na secdo precedente, enfocamos o comportamento das linearizagdes de mapas em torno de
pontos fixos. A motivagdo para fazé-lo foi que esperamos que, localmente, o comportamento
do mapa nao-linear seja qualitativamente semelhante. De fato, isso ocorre, o que nos leva
as seguintes defini¢des. A variedade estdvel local W7 de um ponto fixo x. de um mapa M
é o conjunto dos pontos em uma certa vizinhanca U (de didmetro €) de x, que sao levados
assintoticamente por M em x,. E, analogamente, a variedade instavel local W* de um ponto

fixo x, de um mapa M é o conjunto dos pontos em uma certa vizinhanca U de x. que séo
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Figura 2.6: Variedades estdvel e instdvel

levados assintoticamente por M™! em x, (estamos assumindo que M seja inversivel). Os
espacos tangentes a W} e W em x, s&o os subespacos estdvel e instdvel, respectivamente. A
partir desses conceitos locais, definimos as variedades estdvel (W*) e instavel (W"} {globais)
como sendo, respectivamente, os conjuntos formados pela unido das sucessivas iteragoes de
M~! e M sobre W} e W A figura 2.6 ilustra uma situacio bidimensional com dim{W*) =1e
dim(W*) = 1 e uma tridimensional em que dim(W?*) = 2 e dim(W*) = 1, mostrando também
os subespagos estével E¥ e instdve] F®.

Um fato importante que concerne a essas variedades é que elas nfo podem apresentar auto-
interseccdes. De fato, para ¢ suficientemente pequenos, W} e WP sdo muito préximas de E° e
E* e, portanto, nao apresentam auto-intersegdes. Como as variedades globais sao obtidas das
locais a partir de iteracbes do mapa, auto-intersecoes de W* e W™ indicariam, respectivamente,
que M~! e M nao sdo injetivos, o que contradiz a hipétese feita de que M é inversivel.

Nada impede, contudo, que W* e W* tenham intersecdo nio vazia. Chamamos tais inter-
secbes de cruzamentos homoclinicos se W* e W™ siio variedades de um mesmo ponto fixo e de

cruzamentos heteroclinicos se W* e W* sio variedades de pontos fixos distintos. A figura 2.7
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~

Figura 2.7: Interse¢des homoclinicas

ilustra a primeira situagao e a figura 2.8 ilustra a segunda. Nesta diss’ertagéo, concentraremo-
nos no caso homoclinico em duas dimensfes associado a um ponto fixo hiperbdlico de sela, t.e.,
um ponto fixo hiperbdlico com um autovalor de médulo maior que 1 e outro de médulo menor
que 1. Ou seja, estamos interessados em sistemas de 2 graus de liberdade em que as variedades
estavel e instdvel s&o unidimensionais.

E crucial para a dindmica que a existéncia de um cruzamento homoclinico implica a existéncia
de um ntmero infinito de tais cruzamentos. Isso porque um ponto na intersecgo de W* e W™
deve ser mapeado por M e M~! em pontos que também estejam na intersecdo dessas variedades,
jé que elas sdo, por definicdo, conjuntos invariantes. Com isso, no caso de haver cruzamentos
homoclinicos, as variedades se dispdem em uma configuracdo bastante complexa, formando
a estrutura conhecida como emaranhado homoclinico no espaco de fases. B exatamente essa
estrutura que vemos na figura 2.7.

A complexidade geométrica do emaranhado reflete-se na complexidade das érbitas da diné-
mica resultante. Realmente, a presenca de cruzamentos homoclinicos transversos (i.e., nio

tangentes) implica a ocorréncia da dindmica da Ferradura em um subconjunto invariante do
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Figura 2.8: Intersegdes heteroclinicas

espaco de fases. A figura 2.9 ilustra o processo. Tomando um quadrado inicial J em torno
do ponto fixo, a aplicacdo de ¢ iteragdes do mapa M estica J ao longo de W* e o contrai ao
longo de W*. E a aplicacdo de ¢, iteracdes de M™! estica J ao longo de W* e o contrai ao
longo de W*. Assim, o mapa M%#¥% age como uma Ferradura em M™%(J). Esse resultado
aparentemente um tanto quanto for¢ado pelo modo como desenhamos as duas variedades na
figura é estabelecido rigorosamente pelo teorema de Smale-Birkoff, que enunciamos agora.

Teorema de Smale-Birkhoff: Seja M : B® — R? um difeomorfismo que possui um ponto fixo
hiperbdlico de sela x, e um ponto homoclinico transverso y. Entdo, para algum k£ finito, MF
tem um conjunto de Cantor invariante em que é topologicamente conjugado a um deslocamento
em dois simbolos.

Na realidade, pode-se mostrar [8] o resultado bem mais geral da conjugacio topoldgica de

MF* a um deslocamento em N simbolos, com N inteiro.
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—q2
M 0

Figura 2.9: A Ferradura no espago de fases

2.4 Mapas de Poincaré |

Nesta secao, mostramos como definir de maneira natural um sistema de evolugdo discreta
a partir de certas classes de sistemas de evolugdo continua. Os mapas de Poincaré, como sao
chamados, trazem grande simplificacdo para o tratamento de muitos problemas, revelando,
ainda assim, suas propriedades qualitativas mais importantes.

Um mapa de Poincaré é qualquer mapa definido a partir de um fluxo. Uma simplificacdo
imediata é ganha pela reducdo de uma dimensdo no problema. Em casos em que a dimensao
do fluxo é menor que 4, esse recurso é de grande valor para a maior compreensdo geomeétrica
e intuitiva do sistema. Ademais, muitos conceitos de clara definicdo para mapas sdo ofuscados
pela dindmica continua dos fluxos, o que também torna desejavel a utilizagio desse recurso.
Por exemplo, uma 6rbita periédica de um fluxo equivale a um simples ponto fixo de um mapa
de Poincaré.

N#o ha regra sistemética para a construcdo desses mapas. Ela ird depender fundamental-
mente do fluxo estudado e de que aspecto da dindmica serd enfocado. Contudo, dois tipos de

mapas de Poincaré sdo, em particular, bastante tteis, de maneira que cabe aqui apresentd-los.
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Como primeiro caso, consideremos o fluxo gerado pelo campo vetorial f. Em outras palavras,

consideremos o fluxo dado por:

x = f(x), x e R (2.6)

Entdo, supondo que esse fluxo ¢(¢,.) admita uma drbita periddica ¢(t, Xo), i.e., assumindo
que ¢(t+T, Xo)}=0¢(f, %), onde x¢ é uma condigao inicial e onde T' é o periodo, uma maneira na-
tural de se construir o0 mapa de Poincaré é a seguinte: seja & uma superficie (n—1)-dimensional
transversa ao campo vetorial em Xg, L.e., f(Xq} - n{xg) # 0, sendo n(xp) a normal a £ em Xg.
Entdo o mapa de Poincaré P ¢ definido como sendo a aplicagdo que leva pontos de uma certa

vizinhanca V' C £ de Xo nos seus primeiros pontos de retorno a £ através do fluxo ¢. Ou seja:

P:V -3
x = ¢(7(x),x),

onde 7(x) é 0 tempo que X leva para voltar a X.. A figura 2.10 ilustra a situacao.
O segundo caso frequente é aquele em que o campo vetorial é periédico no tempo, i.e.,

quando o fluxo é da forma:

x=1f(x,#), com xeR' e fixt) ==Ff{x1t+T). (2.7}

Torna-se conveniente transformar esse sistema ndo autdénomo (i.e, dependente explicitamente
do tempo) n-dimensional em um sistema autbnomo (n + 1)-dimensional, o que fazemos da

seguinte maneira:

x=1(x,0), =1, (2.8)

onde (x,6) € R x 8%, de modo que = (t mod 27). Definimos agora a secdo g, como sendo

S, = {(x,0) € R* x S/ 8 =6, € [0,2m)}.
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Figura 2.10: Mapa de Poincaré associado a uma érbita periddica

O mapa de Poincaré My, . entdo, ¢ definido mais convenientemente como sendo a aplicagao

MPGQ : 290 —% 299 (29)
x(6) — x(0y + 27).

Nesta dissertagdo, serd esse tipo de mapa de Poincaré que utilizaremos.

2.5 Sistemas Hamiltonianos de 11 grau de liberdade

Nesta secdo, apresentamos uma situacdo fisica que, como mostraremos mais tarde (secdo
2.7}, é andloga & do problema em que estamos interessados. Trata-se de um fluxo hamiltoniano
continuo constituido por uma parte autdbnoma integravel e por uma perturbacao nao autonoma
periédica no tempo. Definimos um mapa de Poincaré a partir desse fluxo e mostramos, atraves
do teorema de Smale-Birkhoff, que ocorre dindmica de Ferradura neste mapa (caos homoclinico).

Consideremos o fluxo gerado pelo campo vetorial hamiltoniano fg, ou seja, consideremos o

seguinte sistema de equagdes diferenciais ordinarias:
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Figura 2.11: O loop homoclinico

% =f(x), xe&R%. (2.10)

Assumimos que esse sistema tem um ponto hiperbélico de sela na origem (para fins de simpli-
ficacdo) e com as variedades estdvel e instdvel coincidindo em um ramo, formando o chamado
loop homoclinico, que denotamos por I'. Esse loop, que mostramos na figura 2.11, é tao somente
uma superficie de energia constante.

Ao fazermos o produto R? x S definido pela equagio 2.10 e por § = 1, o ponto de sela
hiperbélico acima mencionado torna-se uma 6rbita periddica ~; e a intersecdo das variedades
estdvel, W*(v). e instavel, W™(v,), de v, é a superficie cilindrica mostrada na figura 2.12.

Agora, perturbamos o sistema descrito por 2.10, de modo que vale:

% =fo(x) +efy(x,0); 6=1, (2.11)

com € € B* e sendo f; uma funcio periddica em € de periodo igual a 27. Esse € o chamado

“sistema de 1% grau de liberdade”, o tempo fazendo as vezes de “%— grau de liberdade”. Se ¢
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- >

—

Figura 2.12: ' x §*

»

é suficientemente pequeno, pode-se mostrar que a érbita v, dd lugar a uma também periddica
érbita v.. Entretanto, as variedades estdavel, W?¥(y.), e instdvel, W™“(v,), em geral nio tém
mais como intersecao a superficie cilindrica. Pelos argumentos da secdo 2.3, duas situacoes
sao possiveis: ou as variedades W?(v.} e W¥(v,) ndo se intersecionam ou o fazem em infinitas
“superficies” 1-dimensionais. A figura 2.13 ilustra esse dltimo caso.

E importante notar que as intersecdes de W*(v,) e W¥(v.) com as secdes Ty, = {(x,8) €
R" x 8/ § =0 € [0,27)} séo dependentes de 6. Contudo, elas so iguais para §'s que diferem
entre si de 27, de modo que somos levados a construir um mapa de Poincaré M, do segundo
tipo, dado pela equagdo 2.9.

Asgsim sendo, partimos da andlise do fluxo para a andlise de um mapa. Pelo que vimos nas
seches anteriores, a existéncia de cruzamentos homoclinicos transversos implica a ocorréncia de
dinamica cadtica tipo Ferradura em M,* para algum inteiro k (teorema de Smale-Birkhoff). A
fim de verificar que esse é realmente o caso, usamos o método de Melnikov, cuja versao padrao

apresentamos a seguir.
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Figura 2.13: Wo(v.) e W*{~,)

2.6 O Método de Melnikov

Agora, apresentamos 0 Método de Melnikov [10], bem como a demonstracdo de sua validade
baseada em [11].

Consideremos a situagao descrita na se¢do anterior. Queremos saber se, no caso perturbado
(eq. 2.11), as variedades estdvel e instdvel cruzam-se transversalmente. Para tal, facamos a
seguinte andlise: Seja Xg € R? um ponto do loop homoclinico I' do sistema nio perturbado e
seja L a secdo perpendicular a I’ em Xg. O Método de Melnikov consiste na andlise da distancia
entre W¥(v.} e W*(7.) ao longo de L. Para isto, fixemos 6 = 8. Nesse plano Xy, seja X}, 0

ponto da érbita hiperbdlica v, e denominemos W™?*(x}, ) as intersecGes de W**(7,) com esse

#

:¢,) com L mais préximas de o (vide figura 2.14)

plano. Sejam A™*® as intersecdes de W**#(x
e sejam x"5{t;0p,€), t € R, as trajetdrias (dnicas) de 2.11 passando por A®®,

Definimos, entdo, a funcio distancia:

A () = folxo(t — ) A [x"(; 00, €) — X (t: 60, €)], (2.12)
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Figura 2.14: Medigao da distancia entre as variedades no plano g,

onde o produto A é definido do seguinte modo:

(@1, az) A (b1, b2) = a1by — azby. (2.13)

Concluimos que A(t, 6p) éigual a | fo{xo(t—8p)) | vezes a componente de x™(t; &g, €) —x*(¢; fg, €)

perpendicular a fo{xo(t—8;)), que é tangente a I' em xo(t—fy). Segue-se que ‘ﬁ,‘((f;)}; ¢ a distancia

entre W¥(7.) ¢ W*(v.) ao longo de L no plano § = 6.
Vamos, agora, desenvolver a expressdo 2.12 de modo a facilitar a sua utilizagdo. Para isso,

facamos antes a expansdo de x"™5(t; 8y, ¢} em série de Taylor:

X%2(t; g, €) = xo(t — ) + ex°(t,60) + O(e?), (2.14)

onde x}"° sdo as primeiras variagbes com relagdo a e. Logo:

%17(t 6o) = Dfg(xo(t — 0))x17(t, 8) + f1 (et — 6), ) + O(e). (2.15)

Agora, definimos:
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ALty = fo(xolt — by)) A ex1™{t. fy),. (2.16)

de modo que A (8) = AH) — Ai{#) + O(e?). Entao, derivando A%* com relagdo ao tempo e

utilizando 2.15, obtemos, apés algumas manipulagoes algébricas:

A?’s(t) = E[TT(ng(xe(t_go)))fg(}(o(t—9@})/\XT’S(t, Gg)ﬁ“‘fo(}((}(t—gg))/\ﬂ (Xg(t—eg), f)]+0(€2).
(2.17)
Se o sistema nao perturbado € hamiltoniano, temos que Tr(Dip(x)) = 0, de modo que a

equagio 2.17 reduz-se a:

A?’S(t) = Efg (Xo(f — 90)) AN f}_(Xo(t - 90), t). (218)
Integrando, obtemos:
o
Al = e/ fo(xo(t — 8u)) A fr(xo(t — 0q),t)dt, (2.19)

ja que A¥{—oc) = 0 devido a fy(xo(—c0)) = £,{0) = 0. E, por argumentos andlogos,

oG

A(bo) = —¢ ; fo(xo{t — 80)) A f1(x0(t — 60), 7)dt. (2.20)
Portanto, concluimos que:
A(Bo) = €N (65) + O(&), (2.21)
com
I (8y) = / Fo(xo (2 — 8)) A £y (xo0(t — B). )dt. (2.22)

No caso em que fj também é um campo vetorial hamiltoniano, a funcdo de Melnikov adquire

a forma:
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M(6y) = /_ m{H07H1}(XQ(t — 6y),t)dt, (2.23)

onde Hy e H; sdo as Hamiltonianas correspondentes a fy e f, respectivamente.

Se M () tem zeros nao degenerados, entdo, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, W¥*(x; , )
e W#(x,,) tém intersecoes transversais, caracterizando a presenga do emaranhado homoclinico
e, portanto, de uma dindmica cadtica do tipo ferradura de Smale.

O Método de Melnikov pode também ser usado para o estudo de sistemas abertos, como em
[12]. Nesse caso, a compactificacdo do dominio feita através de uma mudanga de coordenadas

torna o método aplicavel.

2.7 Reducao Hamiltoniana

Nesta secdo, partimos de umn sistema Hamiltoniano autdnomo com dois graus de liberdade
e mostramos que ele equivale a um sistema de 1% grau de liberdade. Em particular, mostramos
como o momento generalizado conjugado a uma coordenada tipo angulo pode ser encarado
como uma “nova Hamiltoniana”[9].

Seia H(q1, g2, 1, P2) uma hamiltoniana auténoma. H é, portanto, conservada, de modo que

podemos escrever:

H(QI: qq2, I, p?) = h: (224)

onde h € a energia do sistema.

Suponhamos que g3 € pp sejam varidveis de angulo e acdo e que H possa ser escrita como
a soma de uma hamiltoniana Hy com uma perturbacio eH;, de modo que ¢; sd apareca na
perturbacdo. Entdo temos uma situacao intuitivamente andloga & da se¢do 2.5, g2 fazendo as
vezes de coordenada temporal. Vamos mostrar que esse é realmente o caso.

Primeiramente, escrevemos py como func¢ao das demais varidveis invertendo a equagao 2.24:

Do = Ph(@l;plé Q2)- (2-25)
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Como H é conservada, temos que:

oH oH oH OH OF, 3Ph ap,
=dH = d -’ dq
0 81911—823 Pz+82d9‘f2 8232(31 aldp1+ade2)
Logo:
OH OH 3Ph O0H 0OH 3Ph
+ - = {, + — = {, 2.26
89‘1 Opa 591 ' 5 Op 3191 (2.26)

De modo geral nas situagdes de interesse, gfg“‘— = g;; # (), de modo que 2.26 implica:

dgy _ ¢ _ 9H/0p __ 0k é&mgz_ﬁﬂ/aql _0p, (2.27)
dQ:z q‘2 c':?H/apg 8p1 ’ dC_[Q q.g aH/apg 8q1 ) )
Assim, denotando a—q—z por (}', temos finalmente que:
F F
g =2 = 95 (2.28)

— p1 - |
Op1 Oq
Desse modo, — Py, funciona como uma nova hamiltoniana e ¢, como a sua respectiva coordenada

temporal. Esse procedimento ¢ conhecido como reducdo hamiltoniana e é de enorme utilidade,
j4 que sistemas auténomos de 2 graus de liberdade com uma perturbagido dependente de uma
coordenada angular sdo bastante comuns. Em particular, o sistema estudado nesta dissertaco

constitul um exemplo.

2.8 Versao alternativa do Método de Melnikov

Como veremos no capitulo 4, estamos interessados num sistema cuja hamiltoniana é da

forma:

H(Tvp: QIQ) = HD(Tap:Q) + EH}(T,[)t 95 Q)

Mostramos na ultima secdo que ele pode ser reduzido a um sistema de 1% grau de liber-
dade em superficies de H constante. Desse modo, a fim de detectarmos cruzamentos ho-
moclinicos transversos, deverfamos verificar se a fungdo de Melnikov, dada por M(f,) =

fw {Qg, 0 Hr{0),p(8), 8 + 6y)df, possui zeros isolados.
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No sistema que estudaremos, contudo, essa integral mostra-se de resolu¢io impraticdvel.
Com isso, somos levados a uma outra versdo do método de Melnikov. Ela é proposta em
[13] (vide [4] para um exemplo de aplicagdo em Relatividade Geral) e se baseia na medigdo
da diferenca, em primeira ordem, dos valores que o momento generalizado ndo conservado
{2 assume nas variedades estdvel e instdvel. Visto que j4 apresentamos a demonstragio do
método de Melnikov padrao e que a demonstragdo dessa versdo alternativa nio é de grande
interesse, além de mais trabalhosa, vamos apenas enuncia-la aqui. Ela nos diz que a diferenca
entre os valores de {} nas intersecGes das duas variedades com um plano transverso é igual a
eM(8y) + O(€?), com M{f,) definida por 2.29. Portanto, se a funcdo M(#;) abaixo tem zeros

ndo degenerados, entdo ha cruzamentos homoclinicos transversos e, portanto, seguem-se todas

as implicagdes do teorema de Smale-Birkhoff. A funcdo de Melnikov alternativa é dada por:

M(8y) = lim [~ 08,

(r(6),p(6),8 + 65)],dt), (2.29)

onde T; e T} séo, respectivamente, os instantes em que a érbita atravessa o plano € = # mod 27

no futuro e no passado pela j-ésima vez (j natural) e onde v denota o loop homoclinico.



Relatividade Geral

Em regides do universo onde os campos gravitacionais sdo intensos, a Relatividade Geral
deve substituir a teoria da gravitacdo de Newton. Nessas situacdes, a equacdo de Poisson para

o potencial gravitacional da lugar & seguinte equacio tensorial:

i
R, — §Rgm, = xT,,. (3.1

A equagho de campo de Einstein (3.1) relaciona o tensor de Ricci Ry, e 0 escalar de curvatura
R, ambos construidos a partir da métrica g,,,, a0 tensor de energia-momento 7,,, que descreve as
fontes do campo gravitacional {k = —87G/c*, onde G é a constante gravitacional newtoniana
e ¢ é a velocidade da luz). A sua solugfo é a métrica do espago-tempo. O movimento das

particulas-teste submetidas a tal campo corresponde, entdo, as geodésicas daquela geometria.

3.1 Métricas de Weyl

Nesta secdo, encontramos a forma geral das métricas resultantes da deformacao do espago-

tempo por uma distribui¢do de matéria com simetria axial, da maneira como apresentada em
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[14] (vide também [15]).

Em fisica classica, a simetria axial é expressa por um potencial escrito em coordenadas
cilindricas (p, ¢, z) independente da coordenada angular ¢. Em relatividade geral, entendemos
os efeitos gravitacionais ndo mais como originados por uma forca (e, portanto, por um poten-
cial), mas sim por deformagdes do espago-tempo. Assim, esperamos que a simetria axial se
manifeste por uma independéncia da métrica g;; da coordenada ¢. Entretanto, tal imposi¢ao
é muito pouco restritiva, sendo que a métrica ainda permanece com os seus dez termos, agora
funcdes somente das coordenadas ¢, p e z. A fim de encontrar resultados menos gerais, im-
pomos a reversibilidade das coordenadas ¢ e ¢, de modo que a métrica fica invariante sob as
transformacoes ¢ — —¢ e t — —t (fonte de campo estética}. Com isso, reduzimos para cinco
o ntmero de termos na métrica, jd que os termos nao diagonais de g;; que contém d¢ ou df
desaparecem. Ademuais, se definirmos apropriadamente as outras duas coordenadas, podemos

escrever a nossa métrica na seguinte forma, contendo somente trés fungdes desconhecidas’:

ds? = o*[(dz")? + (dz*)¥] + 8*(dz®)? — +*(dz*)®. (3.2)

Na relacio acima, 2° = ¢, z* =t e a, 5 e v sdo fungdes de 2! e 7%
& ; )

Calculando o tensor de Ricci, vemos que duas de suas componentes sdo:

g 1
Ry = o] {AB + =(Bava+ ﬁ,z’Y,z)} (3-3)
i
e
Ru = — Aﬁ%_l(gﬁ iy 3.4
47T 703 / A A%+ B2va) ¢ (3.4)

onde os subscritos denotam derivagdo parcial e A denota o “laplaciano™: Af = f11+ f -

Manipulando as expressoes acima, resulta que:

1
o3y

R+ Ri=p3 Ry~ v Ry = A(BY). (3.5)

lconvencionamos G = ¢ = 1 nesta dissertagao,
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Impondo a condicdo de vécuo, a equagio de Einstein torna-se:

Ry =0, (3.6)

de modo que a equagao anterior implica:

A(Gv) =0. (3.7)

Assim, Bv é uma funcdo harménica p(z!, z?):

By = p(z,27). (3.8)
Portanto, existe uma fungido harmodnica z{z',z%) conjugada a p, de modo que a funcio

seguinte ¢ analitica:

p+iz= flz' +iz?). (3.9)

Sabemos da teoria de varidveis complexas que, em cada ponto z de um dominio onde uma
funcdo F é analitica e F'(z) # 0, a transformacio w = F(z) é conforme. Logo, a transformagéio

(z},5%) — (p, 2) € conforme, de modo que:

?[(dx)? + (dr?)?)] = A*{dp* + d2?), (3.10)

onde A é funcio de p e z. E, como a equagdo 3.8 impde uma relagio entre as fungdes 5 e 7,

ternos que a nossa métrica fica somente com duas funcdes desconhecidas:

ds® = A%(dp? + d2®) + pPy 2de® — 2dt, (3.11)

Neste ponto, torna-se interessante a seguinte mudanca de notagéo:

A= B=pe? v =e, {(3.12)

de modo que a métrica fica:
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ds* = 2N (dp? + dz?) + plemPde? — ePdf?. (3.13)

Das componentes do tensor de Ricci? escritas agora em funcio dos novos pardmetros A e v,

concluimos, ap6s a imposicio da condicdo de vicuo, que:

AX+ —== =10, (3.14)

Jsj
vy = P(/\,zz - ’\,22): Vo =2pA1A2, (3.15)
Av+ A3 + A, =0, (3.16)

onde, de agora em diante, subentendem-se z' e z°, respectivamente, por p e z.

Mas a equacdo 3.14 é facilmente reconhecida como a equacio de Laplace em coordenadas
cilindricas. Como o potencial newtoniano também satisfaz essa equacgo, a analogia é imediata.
Por exemplo, um caso de excepcional interesse é aquele em que a origem do potencial é uma
distribuicdo linear da massa M no segmento que vaide z = ~L az = [, comp = 0. O

potencial newtoniano é entdo dado por [15}:

GM, Ry + Rs+2L

P{z.p) = — 5T 1HR1+R9—2L’ (3.17)
onde:
Ri=(z=L)*+p* (3.18)
e
RE=(z+L)*+ /% (3.19)

“as componentes do tensor de Ricel, que szo de cdlculo razoavelmente trabalhoso, podem ser encontradas

em [14]-
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Podemos, entdo, identificar o potencial ® com a nossa func¢ao X. A outra funcao necessaria
para a determinac¢ao da métrica € v. De acordo com a equagao 3.15, essa fungdo é dada pela

integral de linha3®:

O caso particular em que fazemos L = m = GM é de grande interesse* . Substituindo

L = m na equacao 3.17 e resolvendo a integral de linha para v, chegamos a métrica da forma:

R, + Ry — 2m By + Ry +2m Ry + Ry +2m
2 = de? — dp® +dz%) — 2de?, .

ds Ri+R:+2m 4R R, ( Pt Z) R1”%“R2--2mp ¢, (321)

com L = m nas equagoes 3.18 e 3.19.
Fazendo a transformacédo de coordenadas

z={r—mjcost, p=sinfvVr?—2mr, (3.22)

obtemos a métrica de Schwarzschild:
2 2
ds? = —(1 = ==)dt’ + (1= =2)71dr? + 120" + 1 singdg?” (3.23)

Isto simplesmente expressa o fato de que a simetria esférica, como no caso da métrica de

Schwarschild, é um caso particular de simetria axial.

3.2 Multipolos em Relatividade Geral

Nesta se¢do, mostramos como descrever, no formalismo de Relatividade Geral, a situagdo
fisica em que ha uma distribuicdo axialmente simétrica de matéria, composta de uma parte

interna e outra externa.

3ndo fizemos uso da equacdo 3.16, que decorre das equagdes 3.14 e 3.15.
4(Ybserve-se que 2m é o raio de Schwarzschild.
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Como vimos na seco precedente, uma métrica estitica e axialmente simétrica é dada por
(vide eq. 3.13):
ds® = 62(”")‘}(02,02 + dzz) + pPe P ? — e dt?, (3.24)

sendo as funcbes A e v dadas pela solugdo da equacéo de Laplace
Ap -
f\,pp + /\,zz -+ "‘;‘ = O (320)

e pela quadratura
dv = p(A% — A%)dp + 2pA N . dz, (3.26)

que correspondem &as equacées 3.14 e 3.15.
E conveniente trabalharmos com as chamadas coordenadas esferoidais prolatas, obtidas das

coordenadas de Schwarzschild (vide eq. 3.22) pela relagio

z=1 -1, z>1, (3.27)
m

y=cosf, —1<y<L

Nas coordenadas esferoidais prolatas, as equacdes 3.25 e 3.26 tornam-se:

[(2* = DAsla +[(1 = 4" Ayls =0, (3.28)
1 2

o= L = N0 — s -0 — 26 - AL (029)
2 1

Vy = 5‘2__?[34(332 - () —y(1- 92)()‘,3:)2 + 2z(1 — 92))‘@)‘,3;}- (3.30)

A equacéo de Laplace nessas novas coordenadas, eq. 3.28, pode ser separada e resolvida em

termos dos polindmios de Legendre @; e F; [16], de maneira que a solugfo geral é:

20

Me,y) =) laQi(z) + bPi(@)][a@i(y) + dPi(y))- (3.31)

I=0
Como Q{y) apresenta singularidades em y = =1, a solugéo geral assume a forma
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oc

Mz, y) = > Qi) Bi(y) + bP{x) By, (3.32)

=4

sendo os coeficientes a; e b de 3.31 diferentes dos que aparecem em 3.32. A fungdo v pode,
entdo, ser obtida a partir das equagoes 3.29 e 3.30.

Os termos @;(z)Pi(y) anulam-se para x — oo. S&0, portanto, os multipdlos internos,
descrevendo a distribuicio de matéria central. Eles também sdo fonte de caos em Relatividade
Geral [17]. Por outro lado, os termos F;(z) P (y) divergem nesse limite, sendo, pois, os multipdlos
externos. Eles descrevem o quanto a distribuicio de matéria exterior difere de um homedide®.

Estaremos interessados nesses ultimos nesta dissertagéo.

5Chamamos aqui de homedide qualguer distribuigdo de matéria que mantém inalterada a métrica interna.



Caos em Relatividade Geral

O estudo dos efeitos gravitacionais de sistemas formados por um centro de atragdo e por
uma casca externa de matéria é de grande interesse emn astrofisica, j& que constitui um primeiro
modelo para a dindmica de estrelas em galdxias. FEssas sdo, em geral, concebidas como um
niicleo central, um disco e um halo externo. De maneira geral, usam-se potenciais newtonianos
para descrever a interagao. Contudo, fortes evidéncias da presenca de buracos negros na regiao
central [18] sugerem a importéncia do tratamento via Relatividade Geral, pelo menos naquela
regiao.

Neste capitulo, apresentamos ¢ estudo da dindmica de particulas-teste sujeitas & agao gra-
vitacional de um buraco negro central e de uma casca externa de matéria (vide figura 4.1).
Supde-se para essa lltima uma simetria axial, de modo que temos uma métrica de Weyl com
contribuigBes multipolares, como tratado na secdo 2 do capitulo precedente.

Usamos o Método de Melnikov para concluir que essa dindmica é catica (tipo Ferradura) e
discutimos algumas consequéncias.

Caos homoclinico em Relatividade Geral com perturbacio externa periodicamente depen-

dente da coordenada angular foi estudado em [4]. Naquele trabalho, a perturbacéo foi obtida a
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P = constante

Figura 4.1: A situacéo fisica estudada

partir de uma lineariza¢do das equacbes de Einstein. Nesta dissertacéo, analisamos o caso em

que a perturbacdo é dada por uma solugiio exata das mesmas.

4.1 A orbita homoclinica

Em fisica classica, o problema de duas particulas interagindo gravitacionalmente é o cha-
mado problema de Kepler [19]. Na situacio em que uma das particulas é muito mais massiva
que a outra, a primeira pode ser considerada fixa e se mostra que a érbita da segunda € uma
hipérbole, elipse ou pardbola, o que depende da energia. A Hamiltoniana para o sistema é:

p?  Mm Q2

H = - — . .
2 r +2m7"2’ (4.1)

onde p é o momento conjugado & coordenada 7, (2 é o momento angular e onde consideramos
M > m. E conveniente expressar as Grbitas tratando » = 1 como funcdo da coordenada

angular 6
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QM (0 = 2k + 2Mu(f) — Q*u*(6) (4.2)

onde h é a energia. Nessa equagdo, o termo a esquerda corresponde a energia cinética, enquanto
que o termo & direita pode ser visto como a diferenca entre a energia total e o potencial efetivo,
que denotamos pPOT P(u). A figura 4.2 mostra esse potencial quadratico para um valor tipico
do momento angular. A massa M ¢ suposta igual a .

A versdo relativistica desse sistema € o problema de Schwarzschild. No lugar de forgas
gravitacionais, encaramos o movimento da particula-teste como uma geodésica no espago-tempo

cuja métrica é:

ds® = —~A(r)dt* + A7 (r)dr® + r*d6® + r? sin® fd¢?, (4.3)

2 ;v * . - -
onde A(r) = 1 — <. Usaremos, de agora em diante, somente coordenadas adimensionais,

fazendo as substituigdes s & 3=, 17 ¢ o~ et & 5% Com isso, em particular, temos que
Alry=1- *}

A Relatividade Geral também pode ser estudada a partir de um enfoque Lagrangiano.
Nesse caso, as equacoes de Euler-Lagrange reduzem-se as equacbes das geodésicas. A funcéo

Lagrangiana' ¢ definida como

. 1 "
L{z%,z%) = §gab($c)x0’xb.
Com 1550, temos:
1 : _ . .
L= 5 [—A(r)t2 + ATHrY? 4 1?07 + r?sin? 097, (4.4)
Mais conveniente em nosso caso, contudo, é o formalismo hamiltoniano. Definindo os mo-
mentos generalizados como p, = %g e a Hamiltoniana como

H Epaj:a“Lv

1no caso de coordenadas afins.
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obtemos:
1 - Q3 Q3
H = |-Alr) E? + A(r)p* + —Tg sy g] , (4.5)

sendo os momentos conjugados E = A(r)f, p = A~Y(r)7, Qy = r20 e Q, = r®sin® 4.
Vamos nos restringir a movimentos nos planos ¢ = constante, de modo que a Hamiltoniana

tornsa-se:

2

CA(M B+ A+ 2 (4.6)

H= =

b

com £ = .
Nesse sistema ainda ndo perturbado, temos trés integrais de movimento: a Hamiltoniana?,

o momento {1 (conjugado & coordenada #) e a energia E, que nesse caso constitul o momento

conjugado & coordenada t. A equag@o paramétrica para u(fl) agora é%:

0%/ (0)2 = (E? — 1) + u(f) — Q2u2(8) + 02u®(9). (4.7)

De maneira andloga & da equacdo (4.2), o termo do lado esquerdo corresponde & energia cinética
e o0 termo do lado direito corresponde & diferenca entre a energia total e um polindmio que dé
conta da energia potencial e que novamente chamamos de P{u). Podemos ver que a principal
caracteristica relativistica é a presenca de um termo cubico no potencial, que mostramos na
figura 4.3. Isso muda drasticamente as possibilidades da dindmica. Em particular, voltaremos
nossa atencdo para a orbita homoclinica que existe para valores de (2% entre 3 e 4. Nesse caso,
hi duas érbitas circulares, uma das quais estavel e a outra instiavel. Denotaremos por u,, o
valor de u correspondente a essa uUltima. E chamaremos de tnm,;, 0 outro valor de u tal que
P(u) = P(uy,). A 6rbita homoclinica é aquela cujo termo de energia total E* — 1 ¢ igual a
P(uys) € que tende assintoticamente a u,, quando t -+ £oo. Nessa situacdo, as variedades

estavel e instdvel associadas ao ponto fixo hiperbélico (r,p) = (?—1%:} 0) coincidem, formando o

2H = —1L devido a v¥u, = -1
3ohserve-se que u agora também é adimensional.
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0.3 s

0.2 /

Figura 4.2: Potencial para o caso cldssico

loop homoclinico no espaco de fase. Vemos da equacio (4.7) que v'(#)* é um polinémio cibico

na varidvel u. Além disso, para a érbita homoclinica as suas raizes s80 Umin € Uyn. €55a tltima

tendo multiplicidade 2. Desse modo, podemos escrever:

u'(8)? = (u(f) — Uyn) 2 (1(0) = Upin ).

Como indicado em [4], essa equagdo admite a quadratura

u(f) = Uy, — o&’sech®(af/2),

onde @ = /Uyn = Umin-

(4.8)

(4.9)

Essa parametrizacao da drbita homoclinica serd usada no cdiculo da integral de Melnikov

na préxima secio. Ela estd mostrada na figura 4.4. Nessa figura, bem como em outras mais &

frente neste capitulo, a varidvel & no eixo horizontal estd denotada por th.
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Figura 4.3: Potencial para o caso relativistico

0.4+

0.35

0.37

0.28+

0.2+

2 14 J’s B 20 22 24 26 28 30

Figura 4.4: Ramo positivo da érbita homoclinica
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4.2 A dinamica perturbada

Agora, nés consideramos a perturbagdo do problema descrito na se¢@o precedente consti-
tuida por multip6los externos até terceira ordem (dipélos, quadrupdlos e octopélos). Como
j& afirmamos na sec&o 3.2, se a casca fosse um homedide perfeito, ela ndo alteraria a métrica
interna. Na andlise que se segue, vamos considerar a situacfo em que a casca difere ligeiramente
de um homedide, fazendo aparecer essas contribuicdes multipolares. Como mostrado em [6], a
imposicao de condigdes de unicidade e suavidade na solugdo até terceira ordem (vide eq. 3.32)

nos leva 4 métrica:

ds? = —(1 - %)epdﬁ +e9F(1 - %}"1dr2 + 2 d6?] + e Frisin®fde?,
P = ¢(3a%y? — 2% — y* — 1) + Axy{527%y® — 32 — 352 + 1),
& = Ve + a + Yers
7o = —der(l =) - 5 = (1 - 0 — 1) + 147,
vy = —2y(32% = 1)(1 - %) — 2/\2(3;2 Z1)(1 — ) (Thrtyt — 42z
~427%yt 4 1827%y% + 3% + 3yt + 1),
Yo = —2edzy(z® — 1)(1 - y?)(32% - 1)(3y* - 1),

onde z = 2r — 1 e y = cosf sdao as ji apresentadas coordenadas esferoidais prolatas (vide eq.
3.27). Aqui, € é o pardmetro quadrupolar e A é o pardmetro octopolar. O pardmetro dipolar
aparece implicitamente, j& que a exclusdo das singularidades conicas impde que ele deve ser
igual a wg—)\ {vide [6]). Ou seja, os multipdlos de ordem par devem aparecer juntos. Ressaltamos
que as fun¢des P e @ acima ndo devem ser confundidas com os polinémios de Legendre P e

Q.

A partir dessa métrica, escrevemos o Lagrangiano:

1. . ,
L= §[Bt2 + Cr? + DE* + Fo?, (4.10)
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onde

F a nossa nova Hamiltonlana passa a ser:

1 B2 proo2 2
H=-[—4+—+-2422
F+r+EtptE

> (4.11)
sendo E = Bt, P = Cr, Qy = Dé e 2, = Fé os momentos conjugados. Observemos que

Qy = ”%‘% = 0, de maneira que {2, € constante. Assim, podemos restringir nossa aten¢ao
as particulas com {ly = 0, ie., as particulas confinadas ao plano ¢ = constante. Nossa

Hamiltoniana, entdo, de agora em diante, é:

1.E2 P2 Q2
H= 2l 4 e
s+ =+ plh (4.12)
onde 2 = Q.
Agora, expandimos essa Hamiltoniana numa série de poténcias de € e A:
H = Hy+ eH; + AH; + 0(2), (4.13)
com Hy dado pela equacéo (4.6) e com
1.
H, = §§A"1(3x2y2 - 22—y — DE? + A(32%% — dxy® — 22 — P + 4z — 1)p?
407 2.2 2 2 .2
(3zy* — dgy” — z° — y* + 4z ~ 1), (4.14)

TEIIe
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2

1.E .
H, = 5[—Z~$y(5a:2y2 — 327 — 3y + 1) — Ap*[~2y(32? — 1)(1 — y?) — zy(5x’y? — 32° — 3y* + 1]

407 § ’ )
EES)E 1)22—2@’(3%2 - 1)1 =) — zy(5a*y” ~ 32% — 3y* + 1]]. (4.15)

Diferentemente da situacio descrita na secio anterior, 0 momento (! ndo € mais uma cons-
tante de movimento, tendo perdido a sua integrabilidade devido & perturbagiio dependente de
#. Nesse novo caso, £ pode ser encarado como um novo “Hamiltoniano”, como mostramos na
secdo 2.7. De maneira geral, as variedades estdvel e instdvel ndo mais coincidem, duas situagoes
podendo surgir: elas néo se interseccionam ou elas o fazem em um nimero infinito de pontos.
Nessa ultima possibilidade, se as intersecoes sdo transversas, surge o emaranhado homoclinico
no espago de fase, estrutura cuja presenca garante (teorema de Smale-Birkhoff) a ocorréncia
de dindmica de Ferradura de Smale em um conjunto invariante do espago de fase®.

De modo a detectar a presenca dos tais cruzamentos transversais, usamos a versao do
Método de Melnikov apresentada na se¢do 2.8. Quando aplicada ao nosso sistema, ela afirma
que a ocorréncia de pontos homoclinicos transversos esté associada & existéncia de zeros nao
degenerados para a funcdo M(f), com:

275
M(6;) = lim ' —M(T(Q),p(ﬂ),9+ 6y)dr, (4.16)

7=20 J_on ot
com j inteiro e onde A = ke, sendo « real. Assim, s é o pardmetro que arbitra o papel relativo
dos multipdlos de ordem par {quadrupdlo) e fmpar (dip6lo e octopélo).
Apéds calculos razoavelmente trabalhosos, em que simplificamos observando a paridade das

funcoes envolvendo produtos de sin(f) e cos(d), chegamos a:

M (8,) = 2Asin 6 cos §y + x[Bsinfy + C sinéy cos® Oy + F sin® fy], (4.17)

onde

4yide toda a discussdo sobre as consequéncias da presenca de cruzamentos homoclinicos transversos no

capitulo 2.
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23

A= lim Galr(8)] cos{20)d8, (4.18)

Froo N

Ga = [(32% — 1)E—2+(3x2 — 4z - 1)Ap* + (32 — 4z — 1 QQWQ
“ A ot —de =gl
2
B = lim Gaq(r(8)} cos 8d8, (4.19)
j—e fg
3 E? 3 2 2 3 2 2.r?
Gonlr) = [(=3z° + ZL‘}“E 4 (=32" + 6z° + 1 — 2)Ap° + (~35° + 62° +z — 2)7"_2]?2—’
2w
C = lim Gia[r(0)]){cos® 8 — 2sin® § cos 8)d#, (4.20)
j=ee fg
.3 E? - 3 2 2 3 2 Q2. r?
Gia(r) = [(152° — 93:)7 +{152° — 18z% ~ 9z + 6)Ap” + (15z° — 18z° — 9z + 6)T—2}6,
e onde
1 Zﬁj
F = lim = G1a[r(8)] sin® & cos 6d8.
300 2 [ on;

Nas expressdes acima, transformamos uma integral em 7 numa integral em # observando que,

na dindmica no perturbada, £ = 4

Neste ponto, é conveniente escrevermos M (f;) como uma série de Fourier, o que torna

mais clara a anslise das suas rafzes. Usando as identidades trigonométricas sinzcos®z =
l(sinz +sin3z) e sin® z = 2sing — 1 sin 3z, chegamos a:
: ¢ 3F ¢ F .
M(6;) = Asin 26, + &{(B + 7 + —4~—) sin 6y + (Z — —4—) sin 36;). (4.21)

Com isso, temos que M(6,) = 0 em #; = 2K para K inteiro. Nesse caso, M'(f) =

2A + k(B + C). Por outro lado, temos que M(fy) = 0 em 8y = (2K + 1), sendo K inteiro,
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mas, nesse caso, M'(fy) = 24 — k(B + ). Assim, para que M(6,) nao tenha zeros transversos

em 8y = 2K, deve ser satisfeita a condicdo

2A+k(B+C) =0. (4.22)

E, para que M {fg) ndo tenha zeros transversos em # = (2K + 1), deve ser satisfeita a condi¢io

24— k(B+C) =0. (4.23)

Das equacdes 4.22 e 4.23, concluimos que uma condigio necessédria para que M (fy) ndo tenha

zeros transversos €:

A=0er(B+C)=0.

Logo, uma condicdo suficiente para que M (f,) tenha zeros transversos é:

A#0ouxr{B+C)#0. (4.24)

Entdo, basta analisarmos os termos A e B + C. Se eles ndo forem nulos, entdo a condicdo 4.24
nos garante a presenca de cruzamentos transversos no espaco de fase e, portanto, a ocorréncia

de dindmica caética tipo Ferradura.
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Figura 4.5: Integrando em A para 02 = 3.01

4.3 Resultados

Primeiramente, vamos nos ater ao caso de contribuicdo puramente quadrupolar, de modo
que k = 0. Nas figuras 4.5 a 4.7, apresentamos o integrando do termo A para trés valores de
0)? entre 3 e 4 (valores para os quals a dindmica ndo perturbada admite a 6rbita homoclinica}.
Vermos que esse integrando tende assintoticamente a uma fungéo periédica em 6, de periodo 7
e com integral nula em intervalos de tamanho 277, de modo que a integral definida por 4.18
converge. Cabe aqui ressaltar a importancia de definirmos corretamente os limites de integragao,
j4 que a integral impropria fow Galr(8)] cos(26)df ndo converge, o mesmo acontecendo com as
integrais improéprias definidas a partir dos termos B e C. Essa, alids, ¢ a razdo de nao termos
transformado a integracdo em @ (intervalo infinito) numa integracio em r (intervalo limitado)
como em [20], 0 que nos permitiria inferir a ocorréncia de caos homoclinico simplesmente pela

analise dos graficos dos integrandos, sem o cdlculo explicito das integrais.
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Figura 4.6: Integrando em A para €° = 3.1
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Figura 4.7: Integrando em A para (% = 3.3
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Figura 4.8: Log(A) em fun¢io de (2

Calculamos numericamente o valor de 4 como fun¢do de Q2 no intervalo (3,4). Os resultados
estdo no grafico linear-logaritmico apresentado na figura 4.8. Vemos que A ¢ estritamente
positivo e tende a zero quando Q% — 3. A tabela seguinte apresenta os valores de A e do erro
estimado para o seu cdlculo para valores pequenos de Q2°. Os erros estimados s&o ainda menores

para Q% > 3.05.

02 A AA

3.01 | -0.001 0.002
3.02 | 0.0323 : 0.0004
3.03 | 0.2772 | 0.0001
3.04 | 1.12484 | 0.00005
3.05 | 3.13933 | 0.00003
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Figura 4.9: Integrando em B + C para 2 = 3.01

Para analisar o caso em que sé estdo presentes os multipélos de ordem {mpar (dipdlo e
octopélo), observemos o integrando de B + C mostrado nas figuras 4.9 a 4.11. Mais uma vez, 0
integrando tende assintoticamente a uma funcio periédica em 6, de perfodo 27 e com integral
rmila em intervalos de tamanho 2rnj, de modo que a integral definida pela soma dos termos B

e C em 4.19 e 4.20 converge.
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Log[-(B+C)}
=
[ ]
\

Figura 4.12: Logl-(B+C)] em fungio de {2

Calculamos numericamente o valor de B + C como fun¢do de Q2. Os resultados estdo no
grafico linear-logaritmico na figura 4.12. Vemos que B + (' é estritamente negativo e também
tende a zero quando Q* — 3. A tabela abaixo apresenta os valores de B + C e de seu erro
estimado. Percebemos que o erro relativo é muito menor que no caso do termo A. Novamente,

os erros sio menores para 0% > 3.05.

02 B+C A{B+C)
3.01 -20.54 0.02
3.02 1 -170.668, 0.004
3.03 | -511.621, 0.001
3.04 1 -1060.8502 | 0.0006
3.05 | -1825.8606 | 0.0003

Vemos, assim, que tanto o multipélo de ordem par (quadrupdlo) quanto os de ordem impar
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(dipdlo e octopdlo) fazem com que a fungdo de Melnikov tenha zeros ndo degenerados e, por-
tanto, ambos sdo fonte de caos homoclinico.
Para finalizar esta sec@o, cumpre ressaltar que o calculo numérico das integrais foi feito

através do pacote Maple, que usa o método da gquadratura de Clenshaw-Curtis.

4.4 Discussao

Como vimos na se¢io precedente, ha a presenca de pontos homoclinicos transversos nos
mapas de Poincaré da dindmica perturbada. Portanto, seguem-se todas as propriedades da
dindmica cadtica extensamente discutidas no capitulo 2, especialmente na secdo 2.1. Isto ocorre
em todo intervalo de valores do momento angular para os quais existe a Orbita homoclinica na
situacdo néo perturbada, a menos, possivelmente, de valores de Q? muito préximos de 3.

Consequentemente, hd particulas-teste movendo-se erraticamente na regido entre ryy, € Tmaz
que irdio cair no buraco negro movendo-se arbitrariamente préximas (no espago de fase) de
outras que nfo o farao. E, portanto, virtualmente impossivel prever se uma tal particula serd
ou nao capturada pelo buraco negro.

Essa questdo de escape e captura pelo buraco negro pode ser melhor entendida com uma
andlise da figura 4.13. Ela mostra a situacdo perturbada com cruzamentos homoclinicos. Como
vemos, regides do espaco de fase inicialmente correspondentes a particulas que cairiam no
buraco negro na dindmica integrivel sdo mapeadas em regides correspondentes a particulas que
escapam. O efeito inverso também acontece, dele decorrendo a captura. Um estudo detalhado

desse mecanismo de transporte no espago de fase pode ser encontrado em [8].
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Figura 4.13: Escape e captura no espaco de fase



Conclusoes

Nesta dissertacao, estudamos o problema das geodésicas no espago-tempo com um buraco
negro central e com uma casca exterior de matéria cuja contribui¢do para a métrica supomos
poder ser encarada como uma perturbacdo multipolar. Ademais, supomos que essa distribuicao
de matéria tivesse simetria axial, resultando, portanto, numa métrica de Weyl. Concentramo-
nos nas geodésicas restritas a planos de ¢ constante (a dindmica no plano equatorial, supondo-
se simetria de reflexdo em relagdo a esse plano, é integrivel) e nos valemos de uma versdo do
Método de Melnikov para inferir a presenca de pontos homoclinicos transversos na dindmica
resultante. Vimos que esta situacdo ocorre em todo o intervalo de valores do momento angular
para os quais o sistema nao perturbado admitia a érbita homoclinica.

Fisicamente, a restricdo de nossa andlise a particulas-teste movendo-se em planos de ¢
constante é, obviamente, um tanto quanto forte. Porém, é bastante razodvel supor que a
eliminacio dessa restri¢cao nao altere a situagao de caos nas geodeésicas, por dois motivos: caos
é a situacdo genérica em sistemas dindmicos e essa situacdo mais geral é extremamente mais
complicada.

Por fim, cabe ressaltar que, embora o caos homoclinico seja uma possibilidade puramente

relativistica, uma vez que o potencial efetivo newtoniano ¢ quadratico, as conclusdes a que
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chegamos valem indistintamente quer o centro de atrago seja um buraco negro quer ndo. Ou

seja, 0 centro pode ter um raio maior que o de Schwarzschild (desde que menor que ry,!).
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