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Resumo

Neste trabalho de tese sao abordados trés temas relacionados com a teoria de trans-
porte 6timo de massa e a teoria métrica de fluxos gradientes. A saber, inicialmente es-
tudamos um modelo unidimensional vindo da mecanica dos fluidos, o qual é um analogo
unidimensional da equacao quase-geostrofica. Analisamos a boa colocacdo deste mode-
lo no espago de Wasserstein das medidas periédicas, Z(S!), munido com a métrica de
Wasserstein que vem da teoria de transporte 6timo de massa. Obtemos também pro-
priedades qualitativas tais como comportamento assintotico, regularidade e estabilidade
de solugoes em relagao ao parametro da viscosidade. Depois, estudamos a boa colocagao,
em espacos métricos gerais, da equacao de fluxo gradiente dependendo do tempo, isto
é, a equacao diferencial ordinédria cujo campo de velocidades é dado por menos o gradi-
ente, em relagdo a variavel espacial, de um funcional que depende do tempo. Para tal
sistema, damos condi¢bes ao funcional que garantem a boa colocacdo e permitem obter
propriedades como uma identidade de energia e comportamento assintotico. Aplicamos
a teoria métrica desenvolvida para o caso do espaco de Wasserstein Euclidiano classico
P5(R%) munido com a métrica de Wasserstein. Os funcionais destas aplicagdes sao essen-
cialmente a soma dos funcionais de energia potencial, um funcional de energia interna
(dada pelo funcional de entropia com coeficiente de difusdo varidvel) e o funcional de
energia de interagdo. Finalmente, adaptamos a teoria métrica para funcionais de energia

interna mais gerais.

Palavras-chave: Fluxo gradiente, Transporte Otimo, Solucdes Periédicas, Compor-

tamento assintotico, Funcionais dependentes do tempo.



Abstract

In this thesis work, we study three topics related to optimal mass transport the-
ory and the metric theory of gradient flows. Namely, the first one is the analysis of
an one-dimensional model arising in fluid mechanics. This model is an one-dimensional
analogous of the quasi-geostrophic equation. We analyze well posedness of this model
in the Wasserstein space of periodic probability measures, denoted by Z2(S'), endowed
with the Wasserstein metric defined in an optimal transportation framework. Also, we
study qualitative properties of solutions of that model such as asymptotic behavior, reg-
ularity and stability with respect to the viscosity. The second topic is the study of
time-dependent gradient flow in a metric setting, that is, ordinary differential equations
whose velocity field are given by minus the spatial gradient of time-dependent functional.
For this, we give conditions in the functional that ensure the well-posedness and allow
to get qualitative properties such as the energy identity and asymptotic behavior. We
give applications of this theory to functionals defined in the Euclidean Wasserstein space
P5(R?) endowed with the Wasserstein metric. In the applications, the functionals dealt
with are precisely the sum of the time-dependent potential energy, the internal energy
(which is the Boltzman entropy energy with time-dependent diffusion coefficient) and the
time-dependent interaction energy. Finally, we adapt the metric theory for a more general

time-dependent energy functional.

Keywords: Gradient Flow, Optimal Transport, Periodic Solutions, Asymptotic be-

havior, Time-dependent functionals
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Introducao

Neste trabalho de tese sao abordados trés temas relacionados com a teoria de fluxos
gradientes e a teoria de transporte 6timo de massa. Primeiramente, estudamos a versao

peridédica de um modelo unidimensional que vem da mecénica de fluidos, a saber

Oppir + Op(H (1) pis) = VOoafis, (0.0.1)
onde |
s x —_
H(p) = %P-V- . _cot <2y> m(y) dy,

denota a transformada de Hilbert periédica e v > 0 é uma constante chamada de visco-
sidade. De fato, motivados pela forma geométrica do nicleo da transformada de Hilbert,

abordamos o seguinte problema unidimensional

at,ut - 8:0((613W * ,ut),ut) = I/axx:uta (002)

onde W representa uma funcao periddica satisfazendo certas condi¢des que cobrem o
caso particular (0.0.1). A boa colocagao e propriedades qualitativas do modelo (0.0.2)
sdo obtidos no espaco de Wasserstein periddico Z2(S') cujos elementos sao medidas de
probabilidade no circulo S! = R/Z.

O modelo (0.0.1) pode ser visto como uma equagao de continuidade cujo campo de
velocidades depende de maneira nao-local da funcao desconhecida p; e possui uma forte
analogia com alguns modelos que vém da fisica. Por exemplo, ele é um analogo uni-
dimensional da equagdo quase geostréfica 2-dimensional, veja por exemplo [11]. Neste
trabalho, os autores mostram que se jio ¢ uma funcao periddica de classe C! e com média
zero, i.e. [T po(z) dz = 0, entdo ndo pode existir uma solugao em C([0, 00) x [—, 7])
para o modelo (0.0.1) com viscosidade v = 0. Este fato, ainda é vilido se a média do
dado inicial é nao negativa e o minimo dele é negativo. Outra analogia é exibida em
[1] na qual o comportamento das solugdes de (0.0.1), com v = 0, é comparado com o
problema chamado de vortex sheet. Este problema, essencialmente, consiste no estudo de
dois fluidos separados por uma membrana e cuja dindmica é governada pelas equagoes de
Euler incompressiveis e de tipo irrotacional. Nesse trabalho, foi estudado (0.0.1) onde,

para v > 0, eles construiram uma solugao no espago C*°([0,7*) x S!) e com norma L>
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explodindo no tempo 7. Com efeito, eles mostraram que a solugao converge no sentido

distribucional quando t — T™ para uma medida periédica do tipo

a+ Y 6(x —2mn),
nez

onde J, representa a delta de Dirac concentrada em 0.
Por outro lado, em [10] foi estudada a versdao nao periédica da equagao (0.0.1) com
v = 0 e dado inicial gy € L} R) N C%, onde 0 < § < 1 e com o > 0 se anulando
no infinito. Os resultados de [10] mostram a existéncia de uma unica solugdo global em
C1((0,00); C*(R)). Também, no mesmo trabalho, é mostrado que para py € H*(R) com
to > 0e v =0, existe T" > 0 tal que o modelo (0.0.1) admite uma tnica solugao no espago
C([0,T]; H*(R)) N C'([0,T); H'(R)). Outro indicativo de um comportamento singular

para as solugoes de (0.0.1) é dado em [22, Lema 3.3] onde para um dado inicial da forma
to = ag + a; cos(x)

com |ai] > v >0 e ag # 0, solugdes com norma L*(S') explodindo em tempo finito sdo
construidas. Todos estes fatos expostos indicam que as solugdes do modelo (0.0.1) possuem
um comportamento singular e que nem sempre podem ser estendidas globalmente no
tempo preservando sua regularidade inicial. A versdo nao periédica do modelo (0.0.1) foi
estudada no contexto da teoria de transporte em [7] onde foi obtida a boa colocagao global
no espaco de Wasserstein & (R) assim como propriedades qualitativas e um resultado de
estabilidade em relagao ao parametro da viscosidade.

Passando para o modelo (0.0.2), que generaliza a situagao anterior, vemos que ele pode
ser interpretado como uma equagao de agregacao periddica, quando v = 0. Tal equacao
tem sido estudada em varios contextos na literatura e ele aparece como um modelo em
quimiotaxia assim como para descrever a interagao de certas populagoes como rebanhos,
enxames de insetos, etc, onde se apresenta um potencial de interagdo. Em [0] é estudada
uma equacio de agregacio do tipo i+ V - (uVW * 1) = 0 no R%, d > 2, onde W é um
potencial radial, nao negativo e Lipschitz fora da origem. Os autores mostraram que, para
algum dado inicial regular, a solu¢do explode em tempo finito. Em [5] é provada a boa
colocacao global da mesma equagao de agregacao em dimensao maior do que 1, quando
a condicao chamada de Osgood é satisfeita. Em relacdo ao modelo (0.0.2), obtemos aqui
a boa colocacio no espago de Wasserstein periddico Z2(S'), sem quaisquer condigoes
adicionais no dado inicial.

Neste trabalho, para v = 0, notamos que existe um efeito de regularizagdo no sentido
de que o potencial W induz uma repulsao da massa a qual inicialmente pode estar alta-
mente concentrada. Mais ainda, no caso particular (0.0.1) notamos que a solugao tende

assintoticamente a homogeneizar a massa em um sentido fraco, veja Teorema 2.7.1(v) e

12



Proposicao 2.5.1. Por outro lado, quando o dado inicial é altamente singular, digamos
uma delta de Dirac, é possivel que o fluxo nao se torne imediatamente uma medida ab-
solutamente continua em relacao a medida de Lebesgue como mostra a Proposicao 2.3.1.

A ideia principal para abordar tal modelo no espago de Wasserstein vem do calculo for-

mal de Otto (veja [28, capitulo 15]), no qual uma equagao de fluxo gradiente admite a
representacao formal
o€
O =V - (Mtvﬁ(ﬂt))a (0.0.3)

onde %(,ut) representa a derivada de um funcional no sentido de L?. Tal abordagem foi

inicialmente introduzida por Otto no trabalho [17] para a equagao de Fokker-Planck e
depois formulada de maneira mais rigorosa junto a um célculo sub-diferencial no livro [3].

Estas ideias tem sido utilizadas para abordar equagoes gerais do tipo
Oy =V - {uNVVF' (u) + V]}, (0.0.4)
para funcionais na forma
En) = [ [F(n(@) + p(a)V ()] da,

como feito em [1]. Com respeito & teoria de fluxo gradiente no espago Z(S'), em [3] foi

considerado uma familia de funcionais de primeira ordem e com deslocamento convexo

Elp) = /01 Kl)] dx, para [ € [1,3/2],

PP

cujo fluxo gradiente associado sao solugoes periddicas fracas para uma classe de equagoes

dado por

parabdlicas de quarta ordem.

Note que ndo podemos aplicar diretamente a teoria desenvolvida em [3] para o espago
de Wasserstein Z2(S'), pois ela estd desenvolvida com espago base sendo um espaco de
Hilbert e a estrutura vetorial tem um papel importante. Aqui usamos a teoria métrica
de fluxo gradiente desenvolvida na primeira parte da mesma referéncia e, para ligarmos
tal teoria com a equagao (0.0.2), adaptamos técnicas e os conceitos 14 encontrados. Es-
sencialmente, adotamos a interpretagdo de Z(S') como um espago quociente do espaco
P5(R), analogamente a relagao entre o toro e o espago Euclidiano. Portanto, precisamos
de uma certa invariancia dos funcionais considerados com respeito a relacao de equiva-
léncia considerada, veja Lema 2.2.2. Esta interpretagao e demais propriedades do espago
P5(S') podem ser encontradas em [10].

Na segunda parte deste trabalho, desenvolvemos uma teoria métrica de fluxos gra-

dientes, na qual consideramos um funcional que admite uma dependéncia na variavel

13



temporal. Precisamente, consideramos a seguinte equagcao diferencial ordinaria
u'(t) = =VE(t,u(t)), (0.0.5)

onde o gradiente é tomado em relagdo a segunda variavel e assumimos que £ : [0, 00) X
X — (—o00,+00] com X sendo um espago métrico completo e separavel. O objetivo é
construir uma teoria métrica para a equagao (0.0.5) e aplicé-la para obter resultados de boa
colocagao global e propriedades qualitativas de certas equacoes diferenciais parciais com
coeficientes que admitem dependéncia da variavel temporal . De fato, o contexto onde
tal teoria sera aplicada é no espacgo de Wasserstein &2,(R?) para os funcionais de energia
interna, energia potencial e energia de interacao que admitem parametros dependentes
do tempo. Com respeito a equagao (0.0.5), existem abordagens métricas que resolvem
equagoes duplamente nao lineares. Com efeito, em [20], [25] e [21], é considerada a equagao
nao linear

V(i (t) = —VE(t, u(t))

num contexto métrico, onde ¥ : R — R é uma funcio convexa. Tal sistema pode ser

reformulado pela desigualdade diferencial

ig(tw(t)) < OE(t u(t)) — W(u(t)) — VH(=VE(, u(l))),

onde U* é a fungdo convexa conjugada de ¥. Note que (0.0.5) é um caso particular

da equagdo anterior tomando W(z) = 3|z[%. A abordagem para tal sistema nao linear
segue da discretizacao de tal equacao, o que tem como consequéncia o seguinte esquema

variacional discreto

d(U™ 1 v)

U e A i " — Y (—— 2
e Argin, {(¢" — 1" ¥(G

)+ E{",v)} (0.0.6)
Os autores dos trabalhos citados acima estudam a convergéncia do esquema discreto

(0.0.6) assumindo condigdes tais como
|0:E(t,v)| < C(E(t,v) + d(u, up) + 2Cy) > —o0, Vt € [0,T], (0.0.7)

para algum ug € X, onde
Cg = inf S(t, 'U).

te[0,T] weX
Aplicagoes da teoria geral sdo dadas em espagos de Banach para funcionais que podem
ser decompostos como £ = & + &, onde & ¢é limitado inferiormente e \g—convexo
uniformemente em ¢, e & é uma perturbacao concava dominada por &£;. Para um dominio

Q e uy € Hy(2), eles analisaram a equagio

14



u'(t) = Au— F'(u) — I(t),

na métrica L'(£2).

Contudo, ndo podemos aplicar a teoria desenvolvida em [20], [25] e [21] desde que ela
assuma hipdtese de limitacao inferior sobre o funcional £ e os funcionais que sao objeto
do nosso estudo nao possuam em geral essa propriedade. Como consequéncia deste fato,
um tipo de controle como em (0.0.7), na derivada temporal 0,£, ndo pode ser imposta.
Em vez disto, assumimos uma condi¢ao de crescimento quadratico na derivada temporal
de £ em relacdo a variavel espacial. Uma outra diferenca é que trabalhamos com uma
hipétese de convexidade que depende do tempo. Em esséncia, permitimos que o nivel de
convexidade do funcional £ varie de acordo como o tempo. Esta liberdade possui certas
implicagoes no comportamento assintotico do fluxo gradiente associado, a saber, estamos
falando da propriedade de contragdo que mede a distancia entre dois fluxos gradientes
ao longo do tempo. Se a convexidade tornar-se forte o suficiente, entao obtemos uma
aproximagcao entre os dois fluxos. Estas e outras condig¢oes adicionais sao dadas nos itens
(E1), (E2), (E3), (E4) e (E5) do Capitulo 3.

Finalmente, aplicaremos a teoria métrica desenvolvida para os seguintes funcionais

Enlt, p) = H/Rd plog(p) d + /]R V(t,z) du(z), (0.0.8)

W) = 5 [ W) e p)(a,n), 0.0.9)

onde £ > 0 é uma constante, V : [0,00) x RY — R e W : [0,00) x R? x R? — R sdo
os potenciais de confinamento e interacao, respectivamente, os quais satisfazem certas
condigbes (tais como convexidade) que sao especificadas no Capitulo 4. Como serd visto,
os fluxos gradientes gerados por tais funcionais sao solugoes distribucionais das equagoes
de Fokker-Planck

Oppe +V - (VV(t,2) 1) = KAy

e a equacao de agregacao (escrita aqui para um potencial regular W),

Ope = V- (U(t, 2) 1)
\If(t, xz, :ut) = % fRd (81W<t7 T, y) _I— 82W(ta Y, ZL’)) dlut(y)

Aqui e no resto da introducao, os operadores V e A sao tomados em relacao as variaveis
espaciais. Note que a equagao anterior, é uma generalizagdo da equacao estudada em [(]

para potenciais convexos e nao necessariamente radiais. Evidentemente, também podemos
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considerar o funcional

&@MZRAJM%WMW+; d‘W@%de®M@w% (0.0.10)

R4 xR

porém aqui limitamos nossa atencao para o caso onde o potencial de interacao W é
suficientemente regular, uma vez que nao sabemos como caracterizar a equagao de conti-
nuidade satisfeita pelo fluxo gradiente apenas sob hipétese de convexidade. Entao, nessas
condigoes o fluxo gradiente do funcional &, satisfaz a equagao conhecida como equagao
de Mckean-Vlasov

Op — KAy = V- (U(t,2))
Utz ) = 3 fpga (OW (2, y) + 0W(t,y, z)) du(y).

Cabe comentar que a equacao de Mckean-Vlasov modela a lei do processo estocastico

descrito pela equacao diferencial estocastica
dXt = —\Ij(t, Xt7 ,LLt)dt ‘I— V QHdBt,

onde B, denota um movimento Browniano cléssico, veja por exemplo [27].
Quando a difusao  : [0, 00) — (0, 00) depende do tempo, precisamos impor a condi¢ao
de ndo-crescimento em k(-). Nesta direcao, comentamos que Petrelli e Tudorasco em [23]

estudaram a equacao de Fokker-Planck nao-linear e nao-homogénea
Oyuy — V(uVV(t,z)) — A(P(t,u)) = g(t, z,u) em (0,T) x €, (0.0.11)

onde 2 é um dominio limitado e os dados iniciais nao negativos sao tomados em L*(£2) tais
que [ug dxr = 1. Eles mostraram a convergéncia do esquema discreto para uma solugao de
(0.0.11) no sentido de distribui¢oes. No caso em que P(t,u) = x(t)u, os autores impoem,
além da condigao de decrescimento na difusao, uma condicdo de limitacao inferior acima
do zero para k(t), mesmo no caso homogéneo. No entanto, aqui é permitido que a difusao
torne-se arbitrariamente proxima do zero.

Notamos que para o caso de difusao variavel, os funcionais envolvidos nao satisfazem
a condigdo (E3) da teoria métrica e portanto ela ndao é diretamente aplicavel, porém
é possivel fazer uma adaptacao direta dos argumentos e reobter os mesmos resultados,
conseguindo assim a boa colocacao das equacoes de Fokker-Plank e Mckean-Vlasov com
difusbes variaveis, assim como propriedades qualitativas como a identidade de energia e
a propriedade de contracgao.

Finalmente, no intuito de generalizar a teoria métrica, consideramos um funcional de

energia interna mais geral do tipo

Flt.p) = / F(t, ul(z)) dz (0.0.12)

Rd
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para alguma fungao F' : [0,00) x [0,00) — R de classe C"! satisfazendo algumas condigoes
de compatibilidade. Para tal funcional, adaptamos os argumentos da teoria métrica e
reobtemos os mesmos resultados com excepcao da identidade de energia. Além disto, o

fluxo construido é uma solucao no sentido de distribui¢oes da equagao nao linear
Oppe — A(P(E, ) = 0,

onde P = 2%E(t,z) — F(t,z). Evidentemente, tais resultados continuam vélidos se consi-
derarmos a soma do funcional F com qualquer uma das energias (potencial ou interagao)
que consideramos anteriormente; contudo, por simplicidade, consideramos apenas a ener-
gia interna.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, damos os pré-
requisitos relacionados com a teoria métrica de fluxos gradientes para funcionais que
nao dependem do tempo, assim como resumimos a teoria de transporte de massa rele-
vante para os nossos propoésitos. Finalmente, fazemos uma descri¢do sucinta do espaco
de Wasserstein %25(R%), de algumas propriedades geométricas e do célculo sub-diferencial
em tal espaco. O Capitulo 2 é dedicado ao estudo do modelo unidimensional (0.0.1) ou,
mais precisamente, da equagao (0.0.2), onde obtemos a boa colocacao, propriedades qua-
litativas e estabilidade descritas acima. No Capitulo 3, desenvolvemos a teoria métrica
de fluxos gradientes para funcionais que dependem do tempo, onde damos as condigoes
suficientes que irdo permitir obter a boa colocacao e demais propriedades qualitativas.
Finalmente, no Capitulo 4, damos aplica¢oes da teoria desenvolvida no Capitulo 3 para
os funcionais comentados acima. Neste Capitulo, também damos as adaptagoes para
o caso dos funcionais que nao satisfazem totalmente as condi¢oes dadas no Capitulo 3.

Alertamos que a leitura do Capitulo 4 depende fortemente da leitura do Capitulo 3.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento do
presente trabalho. Basicamente, apresentamos a teoria métrica de fluxos gradientes, a
teoria de transporte 6timo de massa e uma revisao rapida do calculo sub-diferencial no

espaco de Wasserstein.

1.1 Teoria métrica de fluxos gradientes

Nesta se¢ao, damos algumas defini¢oes e resultados sobre a teoria de fluxos gradientes
em espacos métricos, a qual foi amplamente estudados na referencia [3, capitulo 1]. Ao
longo desta segao, o par (X, d) denota um espago métrico completo e separdvel. Uma vez
que a nocao de solucdo do conceito de fluxo gradiente exige uma certa regularidade, é

natural comegarmos com uma definicdo sobre regularidade de curvas.

Definicao 1.1.1. Seja I C R um intervalo. Dizemos que uma curva admissivel v : [ — X

pertence ao espaco ACP(I; X) para p € [1,+0o0], se existe uma fungdo m € LP(I) tal que
t
d(v(s),v(t)) < / m(r) dr para toda s <t € [. (1.1.1)

No caso p = 1, tal conjunto coincide com o conjunto de curvas absolutamente continuas

e, neste caso, serd usada a notagao AC(I; X).

Dizemos que a curva é p—absolutamente continua ou simplesmente absolutamente
continua quando o valor do expoente p for claro. Similarmente, definimos o conceito
de uma curva v : I — X ser localmente p—absolutamente continua ou simplesmente
localmente absolutamente continua. O seguinte lema mostra que a definigdo anterior é

forte o suficiente para permitir derivagao de curvas.

Lema 1.1.2. Seja p € [1,400|. Entao, para qualquer curva v € ACP(I; X), o limite

[v'|(t) :zlimM (1.1.2)

s—t ‘t — 5’
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existe para quase todo t € 1. Mais ainda, a fungao t — |V'|(t) pertence ao espago LP(I) e
¢ uma funcao admissivel na definicao 1.1.1 com a sequinte propriedade de minimalidade:
Sem € LP(I) € qualquer outra fung¢ao admissivel na defini¢io 1.1.1 entdo |v'|(t) < m(t)
para quase todo t € I.

Agora, tendo uma noc¢ao de derivada métrica para curvas, é natural definir a nogao
de comprimento de arco. Antes, observamos que de fato é possivel falar de comprimento
de arco sem ter a nocao de derivada métrica. O seguinte resultado permite fazer uma
reparametrizacao de curvas absolutamente continuas por comprimento de arco. Note que

basta enunciar o resultado para o caso p = 1.

Lema 1.1.3. Sejam a < b numeros reais, I um intervalo com extremos a,b, e v uma
curva no espago AC(I; X) com L := [ |[v/|(t) dt.

(a) Para cada € > 0, existe uma fung¢do absolutamente continua estritamente crescente
sc: (a,b) = (0, L) coms.(a®t) =0, s(b”) = L. := L+ ¢(b—a),
e uma curva Lipschitz 0. : (0, L.) — X tal que

X A V'l
v=">0c08,, |0]os. = P € L>(a,b).

A fungio s. admite uma inversa Lipschitz continua t. : (0, L) — (a,b) com cons-

1

tante Lipschitz menor igual do que e e U, = v o t..

(b) Eziste uma fungio absolutamente continua ndo decrescente
s:(a,b) = [0,L] coms(a")=0, s (b7) =1L,
e uma curva Lipschitz 0 : (0, L) — X tal que

v="0os, |0'| =1, para quase todo ponto em [0, L].
A seguir, vamos considerar funcionais do tipo £ : X — (—o00, 00| e estabelecer certa

nomenclatura sobre eles. Dizemos que o funcional £ é proprio se existir uy € X tal que

E(up) < 0o. Em seguida definimos o dominio de € como sendo o conjunto
Dom(€) ={ue X : E(u) < oo} (1.1.3)

O seguinte resultado serd importante na sequéncia deste trabalho.
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Lema 1.1.4 ([3] Lema 2.2.1). Seja £ : X — (—o00,4+00] um funcional, tal que existe
7> 0 eu" € X tal que

i} . d*(v,u*)
Entao, .
&r(u) > E(u”) — — d*(u*,u) para todo 0 <7 < 7%, e u € X,
T — T
e

d2(u,v) < 4r*1 (5(1}) n d2(2U,U) _ gT*(U*) + 1d2(u*,u)> )

T — T T T — T

d?(u,v)

5 sao limitados.
-

Em particular, os subniveis da aplicagio v — E(v) +

Outro conceito de relevancia ¢é o de inclinacao local de um funcional, que permite dar
uma reformulacao métrica da nogao de solugao para um sistema de fluxo gradiente no

contexto de espagos métricos.

Defini¢ao 1.1.5. Seja £ : X — (—o00, 00| um funcional préprio. Definimos a inclinagao

local de £ no ponto u € X como

|0E| (u) = limsup (S(U; — 8(1;))+. (1.1.5)

VU (U, ’U)
Note que Dom(|0€|) C Dom(E). Agora, defina o funcional E(7,u;-) definido por

d*(u, v)

T

+E&(v),
para 7 > 0 e u € X. No proximo lema, relembramos uma estimativa para a inclinagao

local dada na defini¢ao 1.1.5.

Lema 1.1.6 ([3] Lema 3.1.3). Seja u, um minimizador de E(r,u;-). Entdo, u, €

Dom(|0€|) e além disso
d(u,u,)

|0€](ur) <

Para tal funcional, iremos assumir a seguinte condicao de convexidade: Dados u, v, v; €

X entao existe uma curva s : [0, 1] — X tal que v = vg, 11 = vy €

A7t
2

E(r,u;vs) < (1 — s)E(7,u;v) + sE(T,u;vy) — 5(1 — 8)d*(vo, v1), (1.1.6)

para algum A € R e todo s € [0,1]. Assumindo a hipdtese de convexidade, obtemos mais

algumas propriedades para |0&|.
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Teorema 1.1.7 ([3] Teorema 2.4.9). Sob a hipétese de convezidade assumida em (1.1.6)

e a semi-continuidade inferior do funcional &€, isto é,
d(tp,u) — 0 implica 117111_1>ior01f8(un) > E(u), (1.1.7)

temos que o funcional u — |0€|(u) é semicontinuo inferiormente em relag¢ao a métrica d

e vale a sequinte formula

Eu)—Ew) 1 *
o€ = ——+ =\ . 1.1.8
g =sup (55 4 Daatann) L1y
No que segue, damos uma breve descricao da equacgao de fluxo gradiente para o fun-

cional € no intervalo I = [0, +00). Considere a equagao diferencial ordinaria

{zmw = —VE(u(t)),
u(0) = Uo-

Um primeiro passo é, evidentemente, saber o que se entende por uma solugao da equacao
anterior no contexto de espagos métricos. Tal ideia é abordada com um pouco mais
de detalhe no comego do capitulo 3 para o caso em que o funcional £ pode depender na
variavel t. Mas, neste caso, escrevemos apenas a reformulagao para a situacao presente. A
saber, usando o conceito de inclinacao local dada na definicdo 1.1.5 e a nocao de derivada
métrica demonstrada no Lema 1.1.2, temos a seguinte reformulagao equivalente: dizemos
que uma curva u € AC?*([0,400); X) é um fluxo gradiente ou uma curva de inclinagio
maximal para o funcional € se a composta £(u(t)) é uma fun¢do absolutamente continua

e satisfaz a desigualdade,

d

SE((r) < — S 08P (u(t) — S (1) (119)

Por outra parte, um segundo passo seria, como abordar a equacao de fluxo gradiente.

Para isto, observe que uma versao discreta implicita de tal equacao é a seguinte

Untl 78 (), (1.1.10)

Tn
a qual pode ser vista como a equacao de Euler-Lagrange para o funcional =un® ””' + E(v).
Em outras palavras, uma maneira de construir uma “solugao” discreta para a equagao
fluxo gradiente do funcional £ ¢ a seguinte: considere uma particio 7 = {0 = t2 < ¢! <
- < t" < ---} e defina o tamanho do passo por 7, = t* — t"~!. Logo, dado um u,,_;
defina u,, como sendo um minimizante do funcional E(7,, u,_1;v) para todo n € N.

Definimos também as, assim chamadas, solu¢oes aproximadas por um simples processo

de interpolagao, a saber u, : [0,00) = X por u,(t) = u, se t € (t271,¢7].
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No seguinte teorema, condensamos os resultados sobre a abordagem anterior, colo-
cando as hipodteses sob as quais todos os elementos definidos anteriormente estao bem
colocados. Nele constam, a boa colocacao e propriedades qualitativas do fluxo gradiente.

Para uma demonstragao deste resultado consultar [3, Capitulo 4]

Teorema 1.1.8. Seja £ : X — (—o00,400] um funcional préprio, semicontinuo infe-
riormente, satisfazendo a condigio de coercividade (1.1.4) e a condi¢io de converidade
(1.1.6). Entdo, a solugio discreta wu,, e portanto a solug¢ao aprorimada u., estdo bem

definidas e valem os sequintes itens:

(i) Para cada ug € Dom(E) a solugio aproximada u,, com u-(0) = ug, converge lo-
calmente uniformemente, quando o tamanho da particio |T| — 0, para uma curva

Slug] = u : [0,00) = X que pertence ao espago ACE ([0, +00); X), com u(0) = ug.

loc

(ii) A aplicagio uy — Slug| possui a sequinte propriedade de contragdio, fraca quando
A < 0 e forte quando A\ > 0,

d(S[uo)(t), S[vol)(t) < e™d(uo, vo),

onde vy € Dom(E).

(1ii) No caso em que X\ =0 e o funcional € possui pelo menos um minimizante u, entao

vale a propriedade de estabilidade assintotica para o ponto de equilibrio do funcional

d2(U0, ﬂ)

E(ult) - E(@) <

Além disso, a aplicagdo t — d(u(t),u) é ndo-crescente.

(iv) Assumindo que A = 0, temos a estimativa de erro para a convergéncia da solu¢do
aproximada
d*(ur(t), u(t)) < 7| (E(uo) — &i(uo)) -

O Teorema anterior é parcialmente generalizado no capitulo 3 para o caso de um fun-
cional dependendo da variavel ¢t > 0. De fato, mostramos que a mesma abordagem pode
ser adaptada para tal caso com as condi¢oes apropriadas sobre tal funcional. Encerramos
esta secdo com um resultado de regularidade para fungoes de duas variaveis sob hipoteses
de regularidade em cada variavel separadamente. Uma prova deste resultado pode ser

encontrada em [28, Lema 23.28]

Lema 1.1.9. Seja F' = F(t,s) uma fungao de [0,T] x [0,T] — R absolutamente continua
na varidvel t uniformemente em s, e absolutamente continua em s uniformemente em t;
mais precisamente, existe uma fungio ndao negativa m € L} ([0,00)) tal que
t s
F(t,s) = F(t, ) < [ m(r) dr e |F(t,5) = F(t,8)| < [ m(r) dr,
t/

Sl
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onde m ndo depende de s na primeira desiqualdade e de t na sequnda. FEntdo, a funcao
d(t) := F(t,t) é localmente absolutamente continua e, para quase todo ponto tq € [0,T],

temos a estimativa

jt\t:tod(t) < lim sup (F(t()’t) — 6<t0)> + lim sup (F(t’to) — 5(t0>> . (1.1.11)

tTto

1.2 Teoria de transporte

Nesta secao, sao descritos os pré-requisitos necessarios da teoria de transporte que
serao de vital importancia no desenvolvimento do presente trabalho. Esta secao é baseada
nas referéncias [29] e [3]. Primeiro, estabelecemos algumas notagdes que ajudaram na
compreensao do texto.

Reservamos, a menos que seja esclarecido, as letras do alfabeto grego como pu, v, w,
etc, para denotar as medidas de probabilidade de Borel, em algum espago topologico,
que comumente serd o espaco Euclidiano R? ou o circulo S'. Seja T': X — Y uma
aplicagdo mensuravel entre dois espagos mensuraveis. Se p é uma medida no espaco X,
definimos o pushforward da medida p via a aplicagdo T' como a medida em Y dada por
Tyu(B) = u(T-Y(B)) para todo conjunto mensuravel B C Y. Continuando, dado um
espago topoldgico X, denotamos por Z(X) o conjunto de todas as medidas de probabi-
lidade de Borel em X.

Agora, vamos descrever brevemente o problema de Monge-Kantorovich para o trans-
porte de massa. A primeira formulacgao foi feita pelo matematico francés Gaspard Monge
no ano de 1781, e é dada como segue: sejam X e Y dois espagos mensuraveis, c: X XY —
[0, +00] uma fun¢ao mensuravel chamada de fungao custo e duas medidas de probabili-
dade p e v em X e Y, respectivamente. O problema de Monge consiste em achar uma

aplicagao mensuravel T:X =Y tal que T# L=ve

/X c(z, T(x)) du(x) = inf {/X c(z,T(x)) du(z) : T: X =Y, Typ= l/}. (1.2.1)

O problema anterior também é conhecido como problema de transferéncia de massa. A
formulacao anterior pode ser em algumas situacoes mal colocada, de fato, podemos pen-
sar no caso em que a medida y ¢ uma delta Dirac e ¥ nao sendo deste tipo, logo pode-se
mostrar que nao existe uma aplica¢ao tal que Txp = v. Em vista de tal inconveniente
precisamos de uma reformulacdo. Com efeito, o matematico russo Leonid Kantorovich
abordou o mesmo problema com a seguinte reformulagao: dadas duas medidas de proba-
bilidade p no espago X e v no espago Y, denote por I'(i, ) o conjunto das medidas de

probabilidade vy no espago mensuravel X xY tais que y(AxY) = u(A) e y(X xB) = v(B).
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Estamos interessados em achar uma medida vy € I'(u, ) tal que

/X><Y c(z,y) dyo(z,y) = inf {/XXY c(x,y) dy(z,y) : v € T'(p, 1/)} . (1.2.2)

Note que, o problema de Kantorovich (1.2.2) é uma reformulagao do problema de Monge
(1.2.1) e é bem colocado. De fato, a medida produto sempre estd no conjunto I'(u,v).
Como ja é de costume na literatura, chamaremos de problema de Monge-Kantorovich a
qualquer um dos problemas (1.2.1) e (1.2.2), desde que fique claro no contexto.

Estamos interessados no problema de Monge-Kantorovich no caso em que X =Y = R?
e a funcao custo ¢ é dada pela norma Euclidiana. Neste caso, ¢ bem conhecido que tal
problema ¢ bem posto e admite pelo menos uma solucio no subconjunto %,(R%) C Z(R%)

definido como
Py(RY) = {M e PRY) : My() = /]R l2f? du(z) < +oo}. (1.2.3)

Aqui a expressao Ms(p) é o segundo momento de p. E também conhecido que, no espago
P5(R?), o problema de Monge-Kantorovich define uma métrica completa, conhecida como
a métrica de Wasserstein. Para posterior referéncia, damos a expressao explicita desta
métrica

d3(u, v) = min {/]Rded |z —y|* dy(z,y) : v € T(u, V)} : (1.2.4)

Para os resultados de existéncia de solugao para o problema de Monge-Kantorovich
referimos o livro de Cedric Villani [29, capitulo 1] onde se tem uma apresentagao bastante
detalhada (veja também [3, capitulo 6]). Em [3, capitulo 7] encontra-se os resultados
sobre a métrica de Wasserstein tais como completude e a existéncia de geodésicas como
curvas que minimizam a distancia entre pontos.

A seguir enunciamos um teorema que contém os resultados de regularidade necessarios
para o desenvolvimento deste trabalho. Antes disso, lembre que o suporte de uma medida
de probabilidade i no espaco R? é o menor conjunto fechado F C R? tal que u(F) = 1.

Neste caso denotamos tal conjunto por Supp(u).

Teorema 1.2.1. Sejam p,v € P5(R?) e considere o problema de Monge-Kantorovich

com custo quadrdtico c(x,y) = |z — y|* em (1.2.2). Entdo:

(i) (Critério de Knott-Smith) Um plano de transporte v € T'(u,v) € uma solugao
do problema de Monge-Kantorovich se e somente se existe uma fungdo convexa e

semicontinua inferiormente ¢ tal que
Supp(v) C Graph(0¢), (1.2.5)

onde Graph(0¢) denota o grifico da sub-diferencial ¢ da fungao convera.
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(ii) (Brenier) Se pu nao dd massa a conjuntos com dimensdo de Hausdorff menor ou
igual a d — 1, entao existe um unico plano de transporte étimo v € I'(u,v) caracte-

rizado pela expressao

v =UdxV)yup, (1.2.6)

onde V¢ € o unico, a menos de um conjunto de p—medida nula, gradiente de uma

fungdo convexa que empurra | para v, i.e. v = Vouu. Em particular, temos que
B v) = [ |o = Vo) dp(x).

Ao longo deste trabalho, denotamos a aplicacdo dada pelo Teorema anterior por t}, =
V¢. Para uma demonstragao do Teorema anterior referimos [29, Teorema 2.12].

Naturalmente, uma das aplicagoes da teoria resumida na secdo 1.1 pode ser feita
no espaco métrico de Wasserstein (#25(R9),d,). Nesta dire¢do, vimos que as curvas
absolutamente continuas desempenham um papel importante na teoria. Portanto, a seguir
damos um resultado que caracteriza tais curvas em (Z2,(R%),d,). Tal caracterizacio serd

de vital importancia quando resolvermos certas equagoes diferenciais parciais.

Teorema 1.2.2. Seja I um intervalo aberto de R, p; : [ — P5(RY) uma curva absoluta-
mente continua e |u'| € L*(I) a derivada métrica de pi; no sentido do Lema 1.1.2. Entdo,
existe um campo vetorial de Borel v : I x RT — R com a notagio vi(z) := v(t,x), tal
que

v € L2(pes RY), vl p2g) < 1](t) em quase todo t € I. (1.2.7)

Além disto, a equacdo de continuidade
8tut + V- (Ut,ut) =0 emI x Rd, (128)

¢ satisfeita no sentido de distribuicoes, 1i.e.

/1 /R (@t @) + Vin(t,x) - w) ) dt =0, (1.2.9)

para toda n € C°(I x RY). Mais ainda, para quase todo t € I, v; pertence ao fecho em
L%(u; RY) do subespago formado pelos gradientes Vn com n € C°(R?).

Reciprocamente, se uma curva py : I — Po(R%) € continua em relagdo a topologia
fraca induzida pela dualidade com as fungoes continuas e limitadas, e satisfaz a equacao
de continuidade (1.2.8) para algum campo vetorial Borel mensurdvel vy com ||ve]|r2(,,) €
LY(I), entio py € uma curva absolutamente continua e |1/'|(t) < ||vi]| 124, para quase todo
tel.

A prova da caracterizagao anterior pode ser encontrada em [3, Teorema 8.3.1]. Note

que, a condi¢ao de minimalidade no campo vetorial v; implica que na verdade ||v||r2(.,) =
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|1/](t). Pelo resultado anterior, pode-se também motivar a defini¢do de plano tangente

em um ponto do espago de Wasserstein. De fato, o plano tangente é definido como

T,2,(R%) = TV - 1 € C2 (R} ™. (1.2.10)

Agora, vamos construir um tipo de curva, chamada de geodésica generalizada, as quais
sao importantes para a aplicacao da teoria métrica baseada na condicao de convexidade
(1.1.6). De fato, a importancia dela reside no fato que elas sao adequadas para obter a
propriedade de convexidade de um funcional baseado na métrica de Wasserstein. Sejam
to, 11,0 € Po(R?) e considere também vy € T'(0, 119) e v1 € I'(0, p1) dois planos 6timos no
problema de Monge-Kantorovich definindo a métrica de Wasserstein. Usando um teorema
conhecido como Teorema de desintegracao (veja por exemplo [2]) é possivel construir uma
medida v em Z(R? x R? x R?) tal que Piyy = 0, Payy = po, Pagy = p, Pragy =70 €
Py 347y = 7, onde P; e P; ; denotam as projegoes de RYx R x R? — R? e R x RY x R% —
R? x R? na coordenada i ou na coordenada (i, j), respectivamente, com 7,7 = 1,2,3. Com

esta construcao em mente temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.2.3. Sejam o, fig, 11 € P2(R%) e 79,71 € Z(R? x R?) dois planos 6timos
no problema (1.2.4) que define dy(o, o) e da(o, y1), respectivamente. Seja v € 2(R? x
R? x R?) um 3-plano tal que Py oyy =0 e Py 34y = 71, onde P, ; sdo as projeges dadas
acima. Uma geodésica generalizada com ponto base ¢ ligando pg com pu, é dada pela
interpolagao iy = ((1 —t)Py + tPs) 47y, para t € [0, 1].

Finalmente, se ¢ é uma medida suficientemente regular, entdo sabemos que existem
aplicacoes de transporte t40 e tH tais que na definicdo anterior vy = (Id X t/0)4o e
v = (Id x th") 4o. Logo, podemos ver que as geodésicas generalizadas neste caso sao da
forma p; = ((1 — )t + tth) 4o

1.3 Funcionais classicos

Nesta secao, faremos uma rapida revisao do calculo sub-diferencial desenvolvido em
[3] para funcionais. Comegamos definindo o conceito de funcional convexo ao longo de

geodésicas generalizadas.

Definigdo 1.3.1. Considere um funcional £ : Z5(RY) — (—o0, +00]. Dizemos que &
é A\—convexo ao longo de geodésicas generalizadas para algum A € R se para quaisquer
o, to, 1 € Dom(E) existe uma geodésica generalizada com base no ponto o e induzida

por um 3—plano v como na definicao 1.2.3, tal que

E(pe) < (L=1)E(po) + € () — ;t(l — t)d3 (o, 1), Yt € [0,1], (1.3.1)
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onde

o2 (10, 1) = |

2
RIxRI xR |y - Z| d")/(lL'7y, Z)

Agora, apresentamos exemplos de funcionais que satisfazem a condi¢ao de convexidade
dada na defini¢ao 1.3.1.

Funcional de entropia: Denote por 2, ,.(R?) o conjunto de medidas de probabili-
dade com segundo momento finito que sao absolutamente continuas em relacao a medida

de Lebesgue. O funcional de entropia U : P5(RY) — (—o00, +00] é definido por

Uln) = [ pla)log(p(a)) dr. (13.2)

se du = pdx e U(p) = 400 em caso contrario.
Energia potencial: Dada uma funcio V : R — R chamada de potencial de confi-

namento, definimos a energia potencial V : &,(R%) — (—o0, +-00] por

V(p) = /IR V() du(). (1.3.3)
Energia de interacdo Dada uma funcio W : RY x R — R chamada de potencial de
interacio, definimos a energia de interagio W : Z5(R?) — (—o0, +00] por

1

2 JRIxR

W(n) W(z,y) d(p @ p)(x,y). (1.3.4)

Para os funcionais definidos acima temos o seguinte resultado de convexidade.
Teorema 1.3.2 ([3] Capitulo 9). Valem as sequintes afirmagoes:
(i) O funcional de entropia U é 0—convezo ao longo de geodésicas generalizadas.

(ii) Assuma que as fungoes V. e W sdo A—convezas para algum A € R, entdo os fun-
cionais energia potencial V e energia de interacao VV sao A\—convexos ao longo de

geodésicas generalizadas.

(iii) Seja o € P(R?) fizo. Entdo, o funcional p — d3(o,p) é 2—convero ao longo de

geodésicas generalizadas baseadas na medida o.

A seguir, damos o conceito de sub-diferencial para funcionais convexos no sentido
definido acima. De fato, tal conceito pode ser dado para funcionais mais gerais, porém,

uma vez que so trabalharemos com funcionais convexos, basta a definicdo abaixo.

Definigdo 1.3.3. Seja £ : P (R?) — (—o0, +00] um funcional préprio, semicontinuo
inferiormente e A—convexo ao longo de geodésicas generalizadas. Uma medida de proba-
bilidade v € P, (R? x RY) pertence a sub-diferencial OE (1) se

(1> Pl#’y = W,
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(i) Para qualquer o € P, (R?), existe uma medida de probabilidade v € Z(R? x R? x
R?) tal que P oy~ =7 e Pyyy = o satisfazendo

E0)—Ew > [, lpr-w) vy ydmo).  (185)

Rd x R4 x R4
O préximo teorema relaciona o conceito de sub-diferencial e o de inclinacao local dada
na definicao 1.1.5.

Teorema 1.3.4 ([3] Teorema 10.3.11). Seja & um funcional semicontinuo inferiormente
satisfazendo a condicio de coercividade (1.1.4), assuma também que OE(u) € nao vazio.

Entao, existe um unico sub-diferencial vy € OE () tal que

Yolz = min{|yls 1 v € BE(w)} = [0€] (), (1.3.6)

onde
2 =/ lyl* dy(z,y).
Rd xR4
Denotamos tal elemento por O°E().

Para o caso dos funcionais que serao tratados neste trabalho, a sub-diferencial pode
ser representada por uma aplicagao. De fato, temos a caracterizacao a seguir a qual pode

ser encontrada em [3, Teoremas 10.4.6, 10.4.13].
Teorema 1.3.5. Os sequintes itens sao vdlidos:

(i) Seja du = pdx uma medida em Pq.(RY) que estd em Dom(|0U|). Entdo, p €
WLLHRY) e existe um campo vetorial wp = Vp com w € L*(u;R?), tal que (Id x
w)up = 0°E(n). Vale também a reciproca.

(ii) Considere o funcional € =U+V com as hipdteses dadas no Teorema 1.5.2. Entao,

a sub-diferencial é caracterizada pela identidade
wp = Vp+ pVV para algum w € L*(1; RY), (1.3.7)

onde du = pdz, p € WHH(R?) e (Id x w)yp = 8°E(p).

Para o caso do funcional de intera¢ao (1.3.4), assumimos as seguintes hipéteses para

o potencial W:
1.- W é simétrico, isto é, W(x,y) = W(y, x) para todo z,y € R%.
2.- W é uma funcao A—convexa para algum A € R.

3.- W possui crescimento quadratico, i.e. existe uma constante C' > 0 tal que
W(z,y) < C(L+ [2|* + [y[*) Va,y € RY.
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O préximo resultado é uma caracterizagao para a sub-diferencial do funcional de in-

teragdo mostrada em [9, Teorema 3.3].

Teorema 1.3.6. Seja W um potencial satisfazendo as condicoes 1,2 e 3 citadas acima.

Se (Id x &)y = 8°W(u), entdo existe uma selecio mensurdvel (m,12) € OW tal que

(z) = ;/Rd (m(x,y) + m(y, =) duly) para p— q.t.p. v € R (1.3.8)

Agora, apresentamos uma versao da regra da cadeia para funcionais no espago de
Wasserstein que é valida sob hipéteses fracas de regularidade. Para uma prova veja |3,
Proposicao 10.3.18].

Teorema 1.3.7. Seja £ um funcional semicontinuo inferiormente A—convexo ao longo de
geodésicas generalizadas e satisfazendo a condigao de coercividade (1.1.4) e py : (a,b) —
Dom(E) C P5(R?) é uma curva absolutamente continua com campo de velocidade v, dado
pelo Teorema 1.2.2. Se ty € (a,b) é um ponto a onde |0E|(j) < 00, € oy € diferencidvel,

entdo vale a sequinte regra de derivacao

Sy = [ (@) dule,p) Yo, € 9E(u,). (1:39)
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Capitulo 2
Modelo Unidimensional Periodico

Neste capitulo, estudamos solugoes periddicas de um modelo de transporte unidimen-
sional com campo de velocidades dependendo de forma nao local da solugao. A principal
motivacdo vem do caso em que tal campo de velocidades é dado pela transformada de

Hilbert periédica. Mas precisamente, consideremos a equagao
Oppr+ Op(H (p)p) = 0 (2.0.1)

com a condigao inicial p(0) = o, onde

H(p) ! PV. [ cot <$2—y) w(y) dy. (2.0.2)

" or -

Para maior generalidade consideremos um modelo com viscosidade, que permitira obter

uma certa regularidade no caso em que tal viscosidade é nao nula. De fato, consideramos

Ot + Op(H () p) = vy pt (2.0.3)

onde v > 0 é uma constante chamada de viscosidade.

2.1 Teoria de transporte no circulo

Nesta se¢do, denotamos por S! = R/27Z o circulo unitario candnico com a topologia
quociente. Quando conveniente, também identificamos S' com o conjunto [—, ) com a
topologia quociente. Lembre que C*(S') denota o conjunto das funcoes 2 —periddicas
e de classe C* com k > 0 sendo um inteiro. Em particular, C(S') = C°(S!) denota o
conjunto das func¢oes continuas 2w —periddicas.

Lembremos que £ (S') denota o conjunto das medidas de probabilidade de Borel em

S*. Munimos Z2(S!') com a métrica periédica de Wasserstein definida por

& up) =inf{ [ @ (o) dy(eg) 7 € Dprlip) | (@21
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onde Tper (i1, p) = {7y € P(S' x S') : v(A x S') = u(A),7(S* x A) = p(A)} e dper denota
a distancia geodésica em S'. Como ja é cldssico, denotamos por Z,.(S') o conjunto
das medidas de probabilidade que sao absolutamente continuas em relacao a medida
de Lebesgue em S'. O seguinte fato é uma consequéncia imediata de um resultado de
regularidade, veja por exemplo [14] ou Teorema 1.2.1(ii): se u € Z(S') é uma medida
que ndo possui atomos, isto é, 1 se anula em conjuntos unitrios de S', entdo existe uma

tinica aplicagao t/, : S — S' tal que p =t/ ,u e

& (np) = [ o t)()) du(a) (21.2)

Por outro lado, em [16] define-se o espago Z(S!) (em qualquer dimensao) por meio de
uma relagdo de equivaléncia, imitando a construgdo de R/27Z, da seguinte forma: seja

i, p € P5(R), entao definimos a relagdo de equivaléncia

pp e [ Cauw) = [ ¢ dpla), (2.1.3)

para toda ¢ € C(S!). Sobre a relagio anterior, dada uma medida de probabilidade
€ P5(R), entdo existe um unico representante da classe de equivaléncia de p, denotada,

por [i que estd suportada no conjunto [—m, ). Com efeito, considere a aplicagdo T': R —

[_77-771-)
T — 27| 5= ] se 0<E—|L]<g
T(x) = = DS ) = (2.1.4)
$—27TL%J—27T Se ES%—L%J<1,

onde |-| denota a funcdo maior inteiro, entdao tal medida é dada por fi = Tiu. Desta
maneira, cada medida de probabilidade em 2 (S') pode ser identificada com uma tnica
classe de equivaléncia dada pela relacao acima. Na mesma referéncia, os autores mostra-
ram a seguinte identidade que relaciona a métrica de Wasserstein peridodica e a métrica

de Wasserstein euclidiana. Mais precisamente, vale a seguinte identidade

d.. (11, p) = min{d3(u, p*) : p ~ p*}, (2.1.5)

onde ds denota a distancia de Wassertein euclidiana. Na identidade acima, o lado esquerdo
deve ser pensado como a distancia entre os representantes da classe de equivaléncia de y
e p, cujo suporte estd contido no intervalo [—7, 7).

Voltando ao caso em que existe uma aplicagdo de transporte que satisfaz (2.1.2), é
claro que a aplicagdo t/, pode ser vista como definida em [—m, 7] com valores em S'.
Seguindo [8] definimos a aplicagdo tf : [—m, 7] — [—m, 37| dizendo que tj(x) é o menor
elemento da classe de equivaléncia de t/,(z) tal que |z — Eﬁ(x)| < 7. Neste caso, é claro

que dper (2, t7,(2)) = [v — ’;f:(x)| e por construcao temos que

EE(—W) =th(n) + 27 =: a + 27. (2.1.6)
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A seguinte observacao é importante para o restante deste capitulo.

Observagao 2.1.1. A medida p := Eﬂ#p realiza o minimo em (2.1.5). Mais ainda, a
aplicacao tf, realiza o transporte 6timo com custo euclidiano quadréitico entre p e p e

portanto tal aplicacdo ¢ mondtona nao-decrescente.

De fato, lembre que podemos olhar as medidas de probabilidade p, p € Z2(S') como
sendo suportadas em [—m, 7). Considere a medida p = tﬁ#p que esta suportada em

[a,a 4 27). Note que p ~ p e além disso,

Gwp) < [ o= th@)P dulx)
= [ G ) (o)
= dye, (1. 0).

Logo, pela identidade (2.1.5), obtemos a conclusao da observagdao. Em particular, vale
Gorlpop) = [ e = ()] dp(a), (2.1.7)

Em geral, segue de (2.1.5) que dados p, p € 2 (S') existe p* € P5(R) e v* € T'(u, p*)
tal que p ~ p* e
Lp) = [ o=yl dy (). (2.1.8)
RxR

2.2 Formulacao como fluxo gradiente e funcionais pe-
riddicos

Uma manipulagao formal da equagao (2.0.3) permite-nos reescrevé-la da seguinte forma

o = 0. (v - 1)

_ 5, [u 2, (V log (1) — 71T10g [sin(z/2)] * u)} | (2.2.1)

Tendo em conta esta reformulacao, é natural no contexto de fluxos gradientes, definir o

seguinte potencial de interacao.

_ { —Llog|sin(x/2)] se € [-mm), z#0; (2.2.2)

W f—
(x) +00 se =20

e W(x + 2r) = W(z) para todo = € R.
Baseado no comportamento geométrico deste potencial, no que segue, permitiremos

um potencial mais geral. Portanto, dada uma fungdo W : R — (—o0, +00], que chamamos
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Figura 2.1: Potencial de interacao.

de potencial de interagao, assumiremos ao longo deste capitulo que sao validas as seguintes

condicoes:

I1) W é uma fungdo par, semicontinua inferiormente, W(0) = +oco e W (z +27) = W(z)
para todo z € R,

I2) W é diferencidvel em (—m,0)U (0, ) e as derivadas laterais em 7 existem e sao nulas,

i.e.
d~ d+

- % W(ﬂ-> = 07

I3) W é convexa separadamente em cada intervalo (—m,0), (0,7) e existe o € (0,1) tal
que
sup t*W(t) < oc. (2.2.3)

o<t<m
Se denotarmos por a* > 0 o infimo dos « tais que (2.2.3) é valido, entdo também

assumimos que

sup [t W ()| < oo e inf t* W (t) > 0. (2.2.4)

o<t<m 0<t<e

Segue das condigoes (I1)-(I3) que W ¢é limitada inferiormente e convexa nos intervalos

(—2m,0) e (0,27), separadamente, veja Figura 2.1.

Observagao 2.2.1. Note que quando a* > 0 temos

inf W (t) > 0,

0<t<e

para € (0,a*) e € > 0 suficientemente pequeno.

Dada a estrutura de fluxo gradiente formal (2.2.1), definimos o funcional F, : 2(S') —

(—00, +00] da seguinte maneira

Folu] = v [p] + WIul, (2.2.5)
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onde v > 0,

[T ulog(p) dr se € Pue(St
Ulp) = { ) 5) (22.6)
+00 caso contrario
é chamado de funcional de entropia e
1
Wik =5 /[ﬁ e Wz —y) dp® p(z,y), (2.2.7)

é chamado de funcional de interacao. Fazemos a convencao de que quando v = 0, 0-o0 = 0.
Note que cometemos um abuso de notagao ao identificar ;1 com sua densidade em relagao a
medida de Lebesgue. Faremos frequentemente tal abuso de notagao sem mais comentarios.

Com respeito a defini¢do dos funcionais, fazemos as seguintes observagoes:

» Sabemos que cada medida 1 € H5(R) possui um tinico representante fi suportado no
conjunto [—m, m). No caso em que p é absolutamente continua em rela¢ao a medida
de Lebesgue, temos que tal representante também é absolutamente continua, pois
conjuntos de medida nula em [—7,7) tem por imagem inversa, via a aplicagio
definida em (2.1.4), um conjunto de medida nula na reta. Deste modo, para que
U em (2.2.6) esteja bem definida em uma classe de equivaléncia dada pela relagao

(2.1.3) basta escolher tal representante.

» No caso do funcional de interagao W, temos que ele é invariante pela relacao (2.1.3),

isto é, se p ~ pu* entao
/RQ W(r —y) du® p(z,y) = /RQ W(z —y) du™ @ p*(2,y). (2.2.8)

De fato, note que podemos aproximar W monotonamente por uma sequéncia de fun-
¢oes continuas e limitadas nas quais vale a igualdade anterior. Logo, pelo Teorema da
convergéncia mondtona, obtemos a invariancia desejada.

Sobre o funcional de entropia definido em (2.2.6), temos o seguinte tipo de invariancia.

Lema 2.2.2. Seja U : [0,00) — R mensurdvel com U(0) = 0, p,p € Pa(R) tais que
po~ p, € suportado em |a,a + 2m) e p suportado em [b,b+ 2m). Entdo, se f e h sdo
as densidades de p e p, respectivamente, temos que U o f € LY(R,dz) se e somente se

Uoh e LYR,dz), e nesse caso, vale a igualdade

/RUofda::/RUohdx.

Demonstracio. Sem perda de generalidade, podemos assumir que p é suportada em
[0,27). Defina a funcdo 7" : [b,b + 27) — [0, 27) por

T(2) x—2m| | seb§x<27r(1+L%J>;
e m—27r(1+{%j) se2w(1+L%j)§x<b+27r,
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onde | -] denota a fun¢do maior inteiro. Entao, claramente T é bijetiva e segue da constru-
cao que Tiup ~ p e Typ é suportada em [0, 27). Desde que existe um tnico representante
de p suportado em [0, 27), concluimos que Tizp = p. Sejam f e h as respectivas densidades

de p e p. Entdo, para qualquer ¢ € C(S!), temos

| C@nr @) de= [ (@) f() do,
[0,2m) [0,27)
Portanto, obtemos que h o T™!' = f em quase todo ponto z € [0,27) e a féormula de

mudanca de variavel permite obter a identidade desejada. O

Em geral, o funcional de entropia nao é invariante. Com efeito, basta tomar o exemplo

1
2mn

dp = il[mﬁ)dx e du* = Ljo,2rn)dx 08 quais verificam que p ~ p*, porém o funcional

U assume valores diferentes em cada medida, quando n > 1.

2.3 Dominio dos funcionais

Lembremos que o dominio de um funcional definido em um conjunto qualquer é o
subconjunto dos pontos onde o funcional é finito. Em particular, para o nosso funcional

temos que o dominio ¢ dado por
D(F) ={pec 2(S") : F,u < oo} (2.3.1)

Notemos que quando v > 0 o dominio do funcional F, esta contido em Z2,.(S!'). Por outro
lado, no caso em que v = 0, o funcional se reduz a energia de interacao. Note que se u
é uma medida de probabilidade que d4a massa positiva a pontos, entao a medida produto
d4 massa positiva a diagonal de [—m,7) x [—7, ) e portanto o funcional W atingird o
valor +00. No entanto, nem sempre o dominio deste funcional contém apenas medidas
absolutamente continuas em relacdo a medida de Lebesgue, como mostra o resultado

abaixo. Para um conjunto A C R denotemos por dimy(A) a dimensao de Hausdorff de
A.

Proposicao 2.3.1. O funcional de interacio VW definido em (2.2.7) possui elementos no
seu dominio que sdo singulares com respeito a medida de Lebesque. Mais ainda, seja o
definido como em (13) (veja pag. 33). No caso a* > 0, temos que Wlu] = 400 nas
medidas tais que dimpy (Supp(p)) < a*.

Demonstracao. Consideremos a medida de Hausdorff H” em R definida de tal maneira
que H' coincide com a medida de Lebesgue. Escolha um s com o < s < 1. E sabido que
existem conjuntos tipo Cantor que denotamos por C, em [0, 7] tal que H*(Cy) = 7°, para

mais detalhes sobre a construgao de tais conjuntos e medida de Hausdorff veja [18, pag.
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60]. Defina a funcao de Borel

H(CsN(x—r,x+71))

O(Ca: ) = li , 2.3.2
(Crie) = Hmawp == -
onde w, = 7/2/T(1 + 5/2) com I'(t) = [>*7'"Le™ dr sendo a funcdo Gamma. Por [18,

Teorema 6.2] sabemos que
d(Cy;z) <1 <2,

para quase todo x € R em relacao a ‘H*. Seja B o conjunto dos pontos em R tais que a

desigualdade anterior é valida. Defina agora

H(CsN(x—r,x+71))

W

By={z€B: <2, Vr e (0,1/k)},

com k inteiro positivo. Note que Bj é uma sequéncia crescente de conjuntos tais que
U By = B, logo podemos escolher k inteiro suficientemente grande tal que 0 < H*(Bg, N
C;) < H*(C;) = 7°. Consideremos a medida finita definida por

p’(A) = H* (B, NCs N A),

para todo A C [—m, 7) Boreliano. Note que por definigao de By,, vale a seguinte proprie-
dade

W(x—rx+r) <H(CsN(x—r,z+71)) < 2wer, (2.3.3)

para todo 7 € (0,1/ko) e H°—q.t.p. € R. Portanto, temos a seguinte estimativa

Lo =yl dir) = [Tl =gl > ) a
= [T e = gl < o) dr

= /Oo ar (o — 1o+ 1)) dr
0

1/ko L 00 L
< / 2wgar TS dr + war™ " dr
0 1/ko
2w
= hnly S SkS. 2.3.4
s_ 0 + 7k ( )

Finalmente, desde que p* estd suportada em [0, 7), podemos assumir que z € [0,7), e

entao

/[O e y) dp(y) < sup t*W(t) ~/|x—y<7r [z =y dp’(y).

o<t<m

Integrando em relagao a du®(x) e usando (2.3.4), concluimos com a primeira parte. A
segunda é uma consequéncia da teoria de potencial, veja por exemplo [18, Teorema 8.5,

pag.111] e a observacao 2.2.1. O
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2.4 Semicontinuidade dos funcionais

Nesta secao, analisamos a semicontinuidade inferior dos funcionais envolvidos. Antes

de mais nada, lembre que a convergéncia fraca no espaco L (S') ¢ definida por
= e Jim [ ¢(@) dunl@) = [ C(a) du(e), (2.4.1)
para toda ¢ € C(S!). E um fato conhecido que a convergéncia fraca definida acima é,

or causa da compacidade de S!. equivalente a convergéncia induzida pela métrica de
b

Wasserstein periédica definida em (2.1.1).

Lema 2.4.1. O funcional F,,, definido em (2.2.5)-(2.2.7), é semicontinuo inferiormente

em relagcao a topologia fraca e portanto em relacao a métrica de Wasserstein.

Demonstracio. Basta mostrar a semicontinuidade inferior dos funcionais U e Fy.
Semicontinuidade de U: Considere U(t) = tlog(t) para t > 0 com a convengao
natural de que U(0) = 0. Seja pup — p uma sequéncia fracamente convergente. Primeiro
observe que podemos assumir, sem perda de generalidade, que pu; é absolutamente conti-
nua para todo k € N. Assim, denote por du, = pi dx as respectivas densidades. Primeiro,
analisamos o caso em que du = p dx é também absolutamente continua. Neste caso, seja
n € C*°(S') uma fungio nio negativa em (—m, 7) com suporte compacto com massa uni-
taria. Para 0 < 6 < 1 defina n5(z) = $n(%) em (=76, d7), e como 0 em (—m, w)\ (=4, o),

e estenda periodicamente em R. Pela desigualdade de Jensen, temos

/” Ulpe(y))ns(x —y) dy > U ((pr  m5) () .

Integrando em relagao a x, usando o Teorema de Tonelli e o Lema de Fatou, segue que

lilgninfU[Mk] > liminf | U ((pr xns)(x)) dz (2.4.2)
— 00

k—o0 -

> "liminfU ((pr xms)(x)) dx
k—o0

—T

= [ Uprm)a) dr. (24.3)

onde na ultima igualdade usamos a convergéncia fraca de yu; e a continuidade de U. Por

outro lado, note que

prns(e) = p@) < sl [ ol )~ ple)] dy,

e portanto (p * ns)(xz) — p(x) nos pontos de Lebesgue de p, isto é, em quase todo ponto.
Juntando este ltimo fato, a continuidade da U e mais uma vez o Lema de Fatou, podemos

tomar o limite quando § — 0 em (2.4.3) para obter a desigualdade desejada.
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Agora, assuma que i nao é absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue.
Naturalmente, U[u] = oco. Considere du = p dx + dfising, & decomposigdo de Lebesgue
de e K C S' o suporte da medida singular pising. Logo, m := piging(K) > 0 e |K| =0
onde as barras denotam a medida de Lebesgue em S'. Por regularidade das medidas,
é possivel achar um aberto O C S! com medida de Lebesgue arbitrariamente pequena
tal que K C O. Assim, pela convergéncia fraca, temos que li}ggf pue(O) > m > 0. Se

cop = %r>1(f) U(t), segue da desigualdade de Jensen que

Uil =2my > [ (Upu(a) = <o) do

= o1 () =)

é crescente e continua para t > 0. Portanto, para k € N suficien-

Uu()
Tt
temente grande, temos que

Note que a funcgao

2|0 m
Ulpg] — 2mcq > uk(O)ln’U () — |Olco.

Tomando o lim inf obtemos
k—oo

m
L _ S mo\
h}gggle/{[uk] 2mcy > 2|0|U <2|O\> |O|co.

Ut A ) _
Desde que tli>rg> — = +00 e |O] é arbitrariamente pequeno, concluimos a demonstragao
da semicontinuidade de U.

Semicontinuidade de WW: Neste caso considere novamente p, — g uma sequéncia
convergindo fracamente. Entao, o produto p; ® px certamente converge fracamente para
1@ p (este fato pode ser demonstrado usando um argumento de densidade das fungoes de
varidveis separdveis). Seja W, uma sequéncia monétona crescente de fungoes continuas,
limitadas e 2r—peridédicas convergindo para W. Entao, pela convergéncia fraca, temos

que

lim inf W(z = y)dpy ® pe(z,y) > lim Wiz = y)dpr @ p(z, y)

koo J(—mx]2 k=00 J (= x]2

= /(_ i Wiz —y)dp @ p(z, y).

Agora, a semicontinuidade procurada segue pelo Teorema da convergéncia monotona. [
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2.5 Existéncia de minimizadores

Uma vez que o espaco 2 (S') é compacto, e o funcional F, é semicontinuo inferi-
ormente, é imediato que tal funcional é limitado inferiormente e possui pelo menos um

minimizador. Explicitamente, temos a seguinte estimativa
1 1
vUlp] > —2mve™ e Folu] > §W(7r)

Logo, tomando uma sequencia minimizante p; que podemos assumir que converge para

algum ponto i, pela compacidade, temos que i ¢ um minimizador ja que
inf F, < F,[u] < klim Fo ] = inf F,.
—00
No caso particular do potencial de interacdo W definido em (2.2.2), é possivel obter
explicitamente o minimizador do funcional W.

Proposicao 2.5.1. Considere o funcional de interacao VW com potencial de interagdo
dado por (2.2.2). Entao, W possui um tinico minimizante que é uma medida de probabi-

lidade dada pela medida de Lebesgue normalizada no intervalo [—m, ).

Demonstragio. De fato, primeiro considere a aplicacao E : [—m, 7) — 3 dada por E(x) =
e onde

Y={ze€C:|z|=1}.

Assim, para u € Z(S!), temos que

1 r—y
Wil = 27r/[”)2 log | csc <2> | d(p @ p)(z,y)
_ 1 ! 2 ;
T oom /[_mr)z ©8 |eie/2e=i/2 — e=iz/2¢iy/2| (h @ p)(z,y)

1 2
2m /[—mr)2 o8 <|e” — ezy|> (p® p)(z,y)

1 2
— 27T/Ezlog<|z_w|> d(Eyp @ Eyp)(z,w).

Portanto, minimizar o funcional VW é o mesmo que minimizar o funcional, assim chamado,

de energia logaritmica no circulo no plano complexo. Tal minimizador ¢ amplamente
estudado na teoria de potenciais logaritmicos e, em particular, é bem conhecido que o

funcional

o€ PX)— 217r/22 log <|z—2w]> d(o®0o)(z,w) € (—o0, +09]

admite uma tnica medida minimizante dada pelo comprimento de arco normalizado, veja
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por exemplo [20, pag. 25]. Desde que a aplicacdo Ey estabelece uma bijecao entre as res-
pectivas medidas de probabilidade, temos imediatamente que a medida de probabilidade
que minimiza W é dada pela medida de Lebesgue normalizada no intervalo [—m, ), isto
édp = - d. m

2

2.6 Convexidade dos funcionais

Nesta secao, adaptamos alguns conceitos da teoria classica no espaco de Wasserstein
P5(R) para o espago de medidas periédicas Z(S!). Comegamos com a nocio de geodésica
generalizada, que pode ser dado para qualquer dimensao, mas aqui limitamos o estudo
para o caso unidimensional.

Dadas medidas de probabilidade pq, pt1,w € Z(S!), sabemos pela segao 2.1 que exis-
tem pg ~ o, 1 ~ p1 e planos de transporte vy € I'(w, u5) e 71 € T'(w, p}) tais que vale
a identidade (2.1.8), respectivamente, para cada caso. Na definigdo abaixo P;, denota
a aplicacdo projecao na i—ésima coordenada e P;; denota a projecdo na (i,j)—ésimas

coordenadas. Com isto em mente, damos o seguinte conceito.

Definigao 2.6.1. Considere pug, p11,w € P(S) e escolha 1, 115, 70,71 tais que (2.1.8), seja
valido. Uma geodésica generalizada ligando o com py baseada no ponto w e induzida
por um 3—plano 4, é uma curva dada pelas classes de equivaléncia da interpolacao pf =
((1 = t)Py 4+ tPs) 47, onde « é uma medida de probabilidade em R? tal que P24y = 7o
e Prggy =m.

Observagao 2.6.2. Note que pf sao medidas de probabilidade que nao possuem a priori
uma periodicidade. Devido a este fato, consideramos classes de equivaléncia segundo a
relacao (2.1.3).

No caso em que w, fig € f11 sao suportadas em (—, 7], € w ndo possui atomos, podemos
tomar como 3—plano vy = ([, £ , EE;T)#QJ, onde os mapas twﬁi, ¢ = 0,1, sdo construidos como
em (2.1.6). Portanto, a geodésica generalizada em P(S') ¢ dada pela classe de equivaléncia
de pf = (1 — £)tE° + tt7) 4w,

Definigao 2.6.3. Dizemos que um funcional F : P(S') — (—o0,00] é A—convexo ao
longo de geodésicas generalizadas para algum A € R, se dados pg, u; € D(F) (o dominio
de F) existe um w € D(F) e uma geodésica generalizada uf ligando pp com p;, baseada

em w e induzida por um 3—plano ~, tal que
g A 2 * ok
Flui] = (1 =) Flpo] + tF (] = 511 = t)d5 (o, 1),

onde pf ~ py, i = 0,1 e d2 (ug, p}) = Js |22 — @3|* dy (@1, 22, 73).

Note que a identidade (2.1.5) implica que, na definicao anterior, o termo que mede a

convexidade satisfaz d2 (1, 1) > d3(ug, 17) > dj, (tto, 1)

40



Lema 2.6.4. Os sequintes itens sdo vdlidos:

a) O funcional de energia F, definido em (2.2.5) € estritamente 0—convexo ao longo de

geodésicas generalizadas. Desta forma, ele possui um unico minimo.

b) Fizado w € P(SY), o funcional p — d,.(w,p) é 2—convero ao longo de geodésicas

per

generalizadas baseadas em w.

Demonstra¢io. Comegamos mostrando o item a). Seja w, uo, 11 € D(F,) suportadas no
intervalo [—, ). Desde que w, jig € p1 ndo possuem atomos, como vimos acima, é possivel
escolher uma geodésica generalizada com representante uf = ((1 — zf)tj‘,ﬁ6 S+ )pw.

Para o funcional de entropia U sabemos que w, pg, ft1 € Pac(S') sdo absolutamente
continuas em relacao a medida de Lebesgue. Uma vez que as aplicagoes de transporte
sao essencialmente 6timos em relagao a métrica euclidiana, por teoria de regularidade
de aplicacoes de transporte, (veja [3, pag. 213]) temos que puf € Pu.(S') é também
absolutamente continua em relacdo a medida de Lebesgue, além disso devido a (2.1.6)
temos que pf é suportada num intervalo do tipo [(1 — t)ag + tay, (1 — t)ag + ta; + 27).
Agora denotemos por f; a densidade de pf em relacao & medida de Lebesgue, logo pelo

Lema 2.2.2 nés podemos reescrever a entropia na forma classica

U] = [ filog(f) d.

Logo o resultado recai na convexidade ao longo de geodésicas generalizadas para a entropia
definida em Z(R), o espaco de Wasserstein Euclideano, dado no Teorema 1.3.2.

No caso do funcional de interacao, lembre que o potencial de interacao periddico W é
convexo em cada intervalo (—27,0) e (0, 27) separadamente de acordo com i)-iii). Agora
com esta observacao em mente podemos mostrar que Fy ¢ convexo ao longo de geodésicas

generalizadas. Com efeito, pela identidade (2.2.8) temos que,
Falu) =5 [ [ W= 0 (@)~ ) + 1 @) - ) de @
Também note que (z,y) € [—m, 7)? implica na relagdo
—om < thi(x) —thi(y) < 27, i =0,1,

E a monotonicidade das aplicagoes de transporte implica da relagdo anterior que, %BE (x)—
t4° (y) > 0 se e somente se t&' () — t&' (y) > 0 e mais ainda as desigualdade anteriores séo
estritas fora de um conjunto com w—medida nula. Aplicando entao a convexidade de W

em (—27,0) e em (0, 27) separadamente, obtemos o resultado desejado. Agora passamos

2

a mostrar o item b). Fixe w € #(S') e considere a fun¢ao p — dz,,

(w, i), para o w dado

considere pig, ft1, p5, (7 €« como na defini¢ao 2.6.1 e considere a geodésica generalizada
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ligando po com gy baseado em w e induzido por «. Usando a relacao (2.1.8) e o Teorema,

1.3.2 (iii), temos que

dper(w, i) < dj(w, i)
= (]' - t)df)er(wﬂ MO) + tdger(wa Ml) - t(l - t>d'2y(/1“zk]7 /[{)7
como queriamos demonstrar. O

2.7 Boa colocacao e limite inviscido

Nesta secao, aplicamos o Teorema 1.1.8 do Capitulo 1 para obter o fluxo gradiente

métrico que, como sera visto, é a solucao no sentido distribucional da equacao

Op — (W% p)p)e = VOyup. (2.7.1)

SejaT >0, >0ewe P(S'). Defina o funcional U, (7, i;-) : 2(S') — (—o0, +o0]
por
e, (w, 1)
2T
onde d,., denota a métrica de Wasserstein periédica definida em (2.1.1) e F, é o funcional

definido em (2.2.5)-(2.2.7). Dado um py € Z(S'), pela semicontinuidade do funcional e

\I/u<7—7w;ﬂ) = +~Fu[:u]7 (272)

a métrica, podemos definir a seguinte sequéncia: p’_ = pg e dado p-1, defina p*  como

o tinico elemento em Z(S') tal que

U, (7, s ) = Jin (7, pyt 1) para k> 1. (2.7.3)

De fato, a unicidade segue da convexidade mostrada no Lema 2.6.4. Logo, podemos definir

as solugoes aproximadas
fo,-(t) = pl - para t € (k—1)7,k7] e k >0, (2.7.4)

k > 1 com a convencao de que i, -(0) = p19. Com estas construgoes, passamos a enunciar
o resultado de existéncia e propriedades qualitativas para o fluxo gradiente associado ao

funcional F,.

Teorema 2.7.1. Seja v > 0, pg € P(S') e F, o funcional definido em (2.2.5)-(2.2.7).

Valem os sequintes itens:

(i) A solugao aproximada fu,, definida em (2.7.4) converge localmente uniformemente

quando T — 0 para uma curva localmente absolutamente continua, denotada por

o (+) := Supo)(+) : [0,00) = P(S'), chamada de fluzo gradiente de F,.
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(ii) A aplicagio oy — S, [po](t) € 1—lipschitz, isto €, dados g, wy € P(S'), entdo
dper(Sl/ [NO] (t), Szz [WOKt)) S dper(;“Ou WO)-

(iii) Se v > 0, entdo u,(t) € Pu.(S') para todo t > 0. No caso em que v = 0, se
supormos que o* > 0 é como na Proposicio 2.5.1, entdo a medida pu(t) € suportada
em conjuntos com dimensdo de Hausdorff maior igual do que o*. No caso o = 0,

w(t) ndo da massa a pontos.

(iv) Seja i, € P(S') o tnico ponto que minimiza o funcional F,. Entdo, a fungio
t — d2,(f, p(t)) € ndo crescente. Além disso, a curva i, satisfaz a sequinte

condi¢cao de decrescimento no funcional

d;2)er (/'LO ) ﬂl/)

5 para todo t > 0. (2.7.5)

]:V[:ul/(tﬂ - fu[ﬂu] S
(v) A medida ji,, é um fluro gradiente estaciondrio, isto é, S,|i,|(t) = [, para toda
t > 0. Mais ainda, para cada py € P(S') temos que S, [uo)(t) — 1, na métrica de

Wasserstein quando t — oo.

(vi) Se uy € D(F,), entdo temos a sequinte estimativa para o erro de convergéncia
A (e (8), () < 7 (Folpo] 4+ 27" (2.7.6)

Demonstragdo. Lembre que ja demonstramos que o funcional F,, é semicontinuo inferi-
ormente no Lema 2.4.1 e a hipdtese de convexidade para o funcional U, (7, u;-) segue do
Lema 2.6.4. Mostremos que nosso funcional de energia é proprio. De fato, tome uma
densidade de probabilidade p limitada. E facil ver que o funcional de entropia é finito.
Por outro lado, para o funcional de interagdo W, assuma sem perda de generalidade que

W >0 e que p é uma funcao 2r—periddica tal que

/[ )p(x) dx = 1.
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Logo, usando a condicao (I3) temos que

/:j W:)p(x—2)dz < /:2: W(z)p(x — 2) dz + /_07r W(z)p(x — 2) dz
+/O7r W(z)p(x — 2) dz + /:ﬂ W(z)p(x — 2) dz

4

o el Sup. tW(t).

Assim, temos que o funcional F, é proprio. Pela secao 2.5, sabemos que o funcional F,
¢é limitado inferiormente. Portanto, segue a condi¢ao de coercividade. Mais ainda, por
um argumento via convolucao, podemos aproximar qualquer medida de probabilidade
em Z(S') por medidas absolutamente continuas em relagao a medida de Lebesgue com
densidade limitada. De fato, considere 7. uma identidade aproximada positiva e periddica,

e Z(Sh) e uma funcio teste ¢ € C(S?), logo

™

| e @ete) de = [ (nexo(=))(@) dpz),

™ —T

e a convergéncia uniforme (7. x p(—x)) — ¢(—x) implica a afirmagao. Deste modo temos

que D(F,) = 2(Sh).

Os itens (1), (ii), (iv) e (vi) s@o consequéncias diretas do Teorema 1.1.8. O item (777),
para v > 0, segue do fato que p,(t) € D(F,) C P4(S'). Em quanto que para o caso
v = 0, é uma consequéncia direta da Proposigao 2.3.1. Com respeito ao item (v), note

que para um dado inicial pg = i1, e todo 7 > 0, temos que

q’u(ﬂ NO?ﬂu) = Jrl/[ﬂu] < \I/l/<7—7 NO?W)7

para todo w € L2 (S'). Logo, a sequéncia discreta definida em (2.7.3) ¢ constante e igual a
i, para todo 7 > 0. Portanto, segue que S, [j1,](t) = f, para todo t > 0. Para a segunda
parte, seja t, — oo tal que p,(tx) converge, devido a compacidade de Z(S!). Usando
(2.7.5), concluimos que t}}i_r)noo ty(tr) ¢ um minimizador para F,. Logo, por unicidade

concluimos que 1tli_r)n o (te) = fiy, 0 que completa a demonstragao. O
—>00
Observacao 2.7.2. Note que

« A condigao (I3), veja pag. 33, que impoe um controle no crescimento de W na

origem, é importante para que o funcional envolvido seja préprio.

» No caso v = 0, o item (7i) pode ser interpretado fisicamente da seguinte maneira: se
tomarmos inicialmente uma massa unitaria altamente concentrada, entao tal massa
comeca a ser espalhada dependendo do valor de a*. Em outras palavras, se diz que

o potencial W ¢ repulsivo.
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O préximo passo é mostrar a estabilidade do funcional das curvas p,(-) construidas
no teorema anterior em relacao ao parametro v > 0 e quando v — 0. Mas, antes disso,
mostramos um lema que essencialmente é um resultado de I'—convergéncia de funcionais.

Para uma defini¢do precisa e resultados relacionados veja [2, pag. 331].

Observagio 2.7.3. Note que o resultado abaixo é trivial se w € D(U) N D(W) ou se
w ¢ D(Fy). Porém, desde que D(U) N D(W) & D(Fp), como foi mostrado na Proposigao

2.3.1, entao em geral devemos proceder com um pouco de cuidado.

Lema 2.7.4. Para v > 0, considere o funcional F, definido em (2.2.5)- (2.2.7). Entdo,
existe vy > 0 tal que dado w € P(S') podemos construir w, € P(S), para cada 0 < v <
Vo, tal que

lig(l) Folwy| = Folw] e w, = w quando v — 0. (2.7.7)

Demonstrag¢io. Primeiro note que D(F,) nao depende de v, pois este conjunto é igual a
D(U) N D(W) quando v > 0. Considere n € C(S') uma fungao par, ndo negativa, com

1/2 & considere a

Inlli = 1 e com suporte compacto em (—m, 7). Agora, defina §(v) = v
fungao n,(z) := ﬁn (ﬁ) em (—6(v)m, 6(v)m) com extensao por zero até [—m, 7). Defina
as funcdes w, ¢, : T? — (—o0, +o0] por w(z,y) = W(z —y) e g, (z,y) = n.(2)n.(y)-
Passo 1: A funcao ¢, *xw converge para w quando ¥ — 0 em subconjuntos compactos
do conjunto G(T?) = {(z,y) € [-m, m)* : © # y}. Com efeito, seja K C G(T?) um
subconjunto compacto e (z,y) € K. Pela continuidade de W fora da origem, temos que
w é uniformemente continua num conjunto compacto X 3 K tal que (z,y) € K implica
(x—r,y—s) € K com (r,s) € (—0(v)m, 6(v)7)? e v < 14y com 1 suficientemente pequeno.

Assim, dado € > 0, diminuindo vy se necessario, podemos concluir que v < vy implica

s —wten)l < [ [ o= ry =) - wllnons) dr ds
< €,

0 que prova o passo 1.
Em vista da observagdo 2.7.3, basta mostrar o resultado para um w € D(W). Considere
Wy = N5() * w, onde a convolugao ¢ em St

Passo 2: Vale o seguinte limite

lim W{w, | = W[w].

v—0

De fato, note que
Whal = [ (ws0)(r.9) dw @ w)a.9) (27.8)

Uma vez que a diagonal de [—7, )% possui w®@w—medida nula o Passo I implica que wp,

converge para w em quase todo ponto em relacdo a w ® w. Tomando uma perturbacao de
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w, podemos aplicar o Teorema da convergéncia dominada em (2.7.8) e obter

lim Ww,] = /G(?l‘?) lim(w * ,)(z,y) dlw @ w)(x,y)

v—0 v—0

= Wiw].
Passo 3 Finalmente, provemos (2.7.7). Note que dw, = p, dz, onde

o) = [ (e —y) dely)

—T

< v 7]l ce-
Logo, para algum v suficientemente pequeno, temos que
—2mvet <vllw,] < 200 2|n)|oe log(rV3||n]les) — 0 quando v — 0. (2.7.9)

Juntando (2.7.9) com o Passo 2, (2.7.7) segue imediatamente. O

Agora, estamos prontos para demonstrar o resultado de estabilidade anunciado. Aqui,

vy denota a mesma constante que no Lema 2.7.4.

Teorema 2.7.5. Assuma que 0 < v < vy. Denote por u(-) a curva dada pelo Teorema
2.7.1 associada ao funcional Fo e por u,(-) a curva associada ao funcional F, para v >
0, com o mesmo dado inicial g € D(F,,). Entdo, a curva p,(-) converge localmente

uniformemente para a curva p(-) com respeito & métrica de Wasserstein periddica.

Demonstragao. Dividimos a prova em alguns passos.

Passo 1: Assuma que temos a convergéncia p, — p em Z(S!) quando v — 0.
Para 7 > 0 fixo, denote por p,, e f, 0 Unico minimizante do funcional W, (7, u,;-) e
o (7, i1; +), respectivamente, entao p,, — p, em P(S'), quando v — 0. De fato, devido
a compacidade do espago podemos extrair uma sequéncia v, — 0 tal que p,, » — fi; para
algum fi, € 2(S'). Agora, para w € P (S!) fixo, seja w, a sequéncia dada pelo Lema,
(2.7.4). Entao,

Uy (T, s o 7) < W (T, fly s Wiy ) (2.7.10)

Usando o Lema 2.7.4, temos que lim U, (7, t,,; wy, ) = Yo(7, p;w). No lado esquerdo de
k—00
(2.7.10), temos lim infy oo Vo, (7, fy,; fuy,7) = Vo(T, 115 fir), pela semicontinuidade inferior
dos funcionais. Logo
‘110(73/!;/17) < \Ijo(T,/L;C«J), (2711)

para todo w € P(S'). Segue de (2.7.11) e a unicidade do minimizante que fi, = p,.

Passo 2: Considere as solugoes aproximadas fi, ,(-) definidas em (2.7.4) para v >
0. Entao, p,.(-) = to-(-) localmente uniformemente em [0,00). De fato, isto é uma
consequéncia imediata de aplicar o Passo 1 de maneira indutiva para a sequéncia definida
em (2.7.3).
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Finalmente, usando o passo 2 e a estimativa de erro (2.7.6), temos que

per (11, (1), (1)) < dper (110 (t), pr (8)) + dper (11,7 (1), 117 () + dper (11 (1), 12(2))
< 7—1/2("ru [NO] + 27”/6_1)1/2 + dpeT(NV,T (t), MT(t)) + TI/Q‘FV [N0]1/2'

Tomando limite quando v — 0 e depois quando 7 — 0, segue a conclusao. O

2.8 Solucoes no sentido distribucional

Nesta secao, mostramos que o fluxo gradiente métrico dado pelo Teorema 2.7.1 é de fato
uma solugdo em sentido distribucional da equagao (2.7.1). Por completude, mostramos
uma caracterizagiao das curvas absolutamente continuas no espago Z(S!). Aqui devemos
lembrar a relacdo de equivaléncia definida em (2.1.5) e denotamos por [o] € £(S') a

classe de equivaléncia de um elemento o € Z(R).

Teorema 2.8.1. Seja a < b, [0](*) : (a,b) = P2(S') uma curva em AC?*(a,b; 2(S')).

Entdo, existe um campo de velocidades Borel mensurdvel v : (a,b) x St — R tal que
2 ot

v = (t,) € OF(SLR)"

valida, isto €,

), vell 200 < |loll], e a equagao de continuidade periodica é
( t) t

b
/ / (Dub(t, ) + Vad(t, 2)0(t, z)) doy(z) dt =0, (2.8.1)
a JR

para cada ¢ € CP((a,b) x S'). Mais ainda, o campo v satisfaz a igualdade ||v]12(5,) =

o4l

Demonstrag¢io. Lembre que para cada u € Z5(R), denotamos por fi o Ginico representante

de [p] suportado em [—m, 7). Seja s,t € (a,b) € V51 € [')er (75, 5¢) um plano de transporte

6timo no problema de Monge-Kantorovich (2.1.1). Entéo,

|05(0) — ou(P)] =

/Slxgl (o(x) — d(y)) dvsy| < Lip(d)dper (s, ),

para toda ¢ € C*(S!), onde temos usado que a métrica periédica em S! coincide local-
mente com a métrica Euclidiana. Para estimar com mais precisdo a derivada da funcao

acima, definimos

d(x)—9(y) se x—y ¢ 277,

H er\T,Y) = dper (%)
per(7:9) { ¢(x)  se x—ye€22n.

Claramente H,,., pode ser visualizada como uma fungao continua periédica de periodo 27

em cada variavel. Logo, podemos estimar

t — Ot dper t+hy Yt 12
|0+h(¢|)h| o¢(9)] < (T}J’lg)(/glxsngeT(x,y) d%+h,t($ay)> . (2.8.2)

Note que, quando h — 0, o primeiro fator do lado direito de (2.8.2) vai para |[o]'|(¢)
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enquanto o segundo fator converge para [q (¢')*(z) do(x) = [z (¢/(x))? do(z), devido &

estabilidade dos planos de transporte. Isto se traduz em

lim sup 0140(P) — 04(9)]
h—0 |h|

< o 1Ol 2o - (2.8.3)

Defina a medida finita p := [ 0; dt no conjunto (a,b) x R, e tome ¢ € C*°((a,b) x S').

Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada temos

o L d(s+ h,z) — P(s, 1)
/(a,b)xSl E(S’ﬁ) dpls, ) = }LIE% (a,b) xSt h dp(s, z)
_ i [P o8, 7) —0u(éls, 7))
h—0Jq h

IA

(/ab o] [P(s) ds) 2 (/(ayb)XSI 0,6(5. )2 dﬂ<87x)>1/27

onde a tltima desigualdade segue de (2.8.3). Portanto, a tltima desigualdade implica que

o funcional linear definido por

9¢
L aw = _/ ) d ) )
@0 == [ Ssus) dusz)
é continuo e pode ser estendido para um funcional L : {0,¢ : ¢ € C>((a,b) X Sl)}LQ(“) —

R de maneira continua. Logo, pelo Teorema da representacao de Riesz, temos que existe
2
um v € {9,¢ : ¢ € C>®((a,b) x Sl)}L " tal que

L(w) = ~/(a,b)><Sl v(s, v)w(s,x) du(s,x).

Claramente, tal v é o procurado no enunciado do teorema. O

A partir de agora, omitimos na notacao a dependéncia da curva dada pelo Teorema
2.7.1 com respeito ao pardmetro v > 0. Dizemos que uma curva g, : [0,00) — Z(S!)
é uma solugao no sentido de distribuigoes para (2.7.1) com dado inicial ug € Z(S'), se

para toda ¢ € C*(S') a equacao

1

=5 [ W= ) @) = ¢ ) di @ pula,y)

(2.8.4)

¢ vélida no sentido de distribuigdes em (0, 00) e uy — 1o na topologia fraca de medidas.

& 6 duta) =v [ ") duute)

Desde que a curva p; (dada pelo Teorema 2.7.1) é localmente absolutamente continua
em (0,00), o Teorema 2.8.1 garante que p; ja satisfaz a equagdo de continuidade (2.8.1)
no sentido de distribuigoes para uma certa fungao boreliana v como no teorema anterior.
Por outro lado, podemos dar a nocao de subdiferencial para o caso periddico da seguinte

forma.
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Definigdo 2.8.2. Considere um funcional F : Z(S!') — (—o0,+00] e um elemento
o € Dom(F) que, por simplicidade, assumimos que ndao di massa a pontos. Dizemos que
v € L*(0,S') est4 na subdiferencial 0.F[o] se

Flw) - Flo] > /( _p@E(@) ~ ) do(w) + oder(0,). (2.8.5)

onde t@ ¢ a aplicacio construida em (2.1.6).

Analogamente ao caso Euclidiano, podemos mostrar que o conjunto d.F (o) é convexo

fechado e possui um tnico elemento de norma minimal, denotado por 9°F|o], tal que
10°Flo]llL2(0) = [0F (o),

onde |0F|(0) denota a inclinagao local dada a definigao 1.1.5.

Além disso, os mesmos argumentos que demonstram a regra da cadeia no Teorema
1.3.7 para o caso nao peridédico permitem obter uma versao da regra da cadeia no caso
periédico. Portanto, usando a identidade de energia, cuja versao mais geral pode ser
encontrada no Teorema 3.6.4, e a regra da cadeia, concluimos que o campo associado a

curva dada pelo Teorema 2.7.1 satisfaz a identidade

v(t,-) = —0°F, [, para iy — q.t.p.

Assim, o nosso proximo objetivo é caracterizar o elemento de norma minimal na sub-

diferencial OF, isto é, a fungao 0°F,[u]. Primeiro mostramos um lema técnico.

Lema 2.8.3. Considere um funcional linear L : C*(S') — R, tal que
IL()] < Cll¢ || (2.8.6)
Entado, existe uma medida de Radon & € M(S") tal que
L) = [, dx) de(e).

Demonstragio. Denotemos por C* (S') o conjunto das fungdes periddicas de classe C*

com média zero, isto é, as ¢ € C*(S!) tais que

/7; o(z) de = 0.

No caso k = 0 omitimos o sobrescrito. Primeiro note que a condigao (2.8.6) implica que

L(K) = 0 para toda K € R. (2.8.7)
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Considere o operador T} : C(S') = C,,(S'), dado por
—o—5 [ s
e note que [|T1(d)|lc < 2||¢]|oo- Defina também Ty : C,,(S') — CH(S') por

JE o(y) dy se € [-m, ),

Tr(¢)(x) = { Ty (9)(z + 27) = T (o) (2),

onde [|T5(¢)|loe + [|T2(0) ||lse < (27 +1)||¢]|0. Agora, definimos o operador L : C(S') — R
por L = L o T, o T} que satisfaz a desigualdade

L(9)] < 202 +1)[¢]loc,

para toda ¢ € C(S'). Assim, L é continua, portanto, pelo Teorema da representacio de

Riesz, sabemos que existe uma medida de Radon & € M(S!) tal que
L(9) = [, o(x) de(a).

para toda ¢ € C(S'). Finalmente, considerando o operador derivagao C*(S') — C(S'),

temos que
T (4 / / 1
L6) = LT = L (T - 5-(6(x) - 6(-m))))
= L(¢ = o(=7)) = L(9),
onde na tltima linha temos usado (2.8.7). Isto conclui a demonstragao. ]

Continuando com a nossa andlise, para uma medida g € Dom(W), definimos o funci-
onal linear L, : C*(S') — R por

Lu(6) = [ W= )(0(x) —~ 0ly) d(u @ )(,y). (2:8.8)

Denotemos por A := ([|[v —y| < ] U[|lxr —y — 27| < ] U[|lz —y + 27| < €])¢ C [-7,7)%
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Entao,

|Lu(¢)| < /“I—y|<e} |W’(x — ) (d(x) — d(y))| d(p @ p)(z,y)
" /[xyzuﬁ] (W' (z —y)(¢(z) — ¢(y))| d(p @ p)(z,y)
i /uqu] (W' (z —y)(¢(z) — ¢(y))| d(p @ p)(z,y)

+ /A W' (& = y)(d(x) — d())| d(p © p)(x,y)
= L+ L+I13+1,

Assim, usando (2.2.4), podemos estimar

L < ||¢|ls sup [t"FW(2) 2 —y|™ d(p® p)(z,y)
o<t<T ]

| [lz—yl<e

1+a* !
S |’¢/Hoosupo<t<7r |t w <t>|

. * W €T — d ® x’ ,
infocice 1 W(1) [lz—y|<e] ( y) dp® p)(z,y)

onde a tltima expressao ¢ finita desde que u € Dom(W). Similarmente,

L < @]l sup [ W) | 2=y = 27" dlu @ 1)(a,v)
o<t<m [le—y—2m|<e]

SUPg<t<r ’tl—m* W'(t)|

i . Wi(r —y) dip® p)(z,y).
infocicec "W (1) lle—y—27]<d] ( y) d(p @ p)(z,y)

< ¢l

As mesmas estimativas seguem para I3. Além disso, I, pode ser estimado de maneira

mais direta ji que o integrando é limitado no conjunto A. Em resumo, obtemos que

1Lu(@)] < Cll¢]|

onde C' = C(W)>0 depende apenas de W. Como uma consequéncia das estimativas

anteriores, chegamos ao préximo lema.

Lema 2.8.4. Considere o funcional linear L, definido em (2.8.8), com p € Dom(WW).
Entao, existe uma medida de Radon §, € M(S') tal que

Lu(6) = [ ¢/(x) d&, (@)

A prova é uma consequéncia direta do Lema 2.8.3. A seguir damos uma caracterizagao

da subdiferencial do funcional de energia.

Lema 2.8.5. Seja v > 0 e F,, o funcional definido em (2.2.5), e u € Dom(F,). Se
w € Dom(|0F,|), entio existe € L*(S',du) tal que

d 1

= (o 58 (2.89)

0
K 2
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onde &, € a medida de Radon dada no Lema 2.8.4. O campo de velocidade 0 é a selecao

minimal na subdiferencial OF,[u]. Mais ainda, quando v > 0, temos que vy — &, €
WS, dz), onde dx denota a medida de Lebesque em [—m,7) = St.

Demonstragio. Seja ¢ € C*°(S') e para 0 < € < Lip(¢)~! defina r.(z) := z + ed(x). Note
que r(m) = 2r+r.(—7m) e que z—y > 0 implica r.(x)—7r.(y) > (r—y)—eLip(¢)(x—y) > 0.
Em particular, podemos ver 7. como uma aplicacao de S' em si mesmo e que satisfaz
=27 < re(x) — re(y) < 2m. Agora, sabemos que ¢ ® p ndo dd medida positiva a diagonal
de [—m,m)?, portanto

Wl W) = 5 f [ T = ZWEED) g,

1 W(re(z) —re(y)) — W(z —y)
3 / /[Ky}m[_mp d(p @ p)(z,y).

€

Note que as expressoes em cada integral sao monotonas nao decrescentes, devido a con-
vexidade de W em (—2m,0) e em (0,27), respectivamente. Assim, pelo Teorema da

convergéncia mondtona temos que

lim 1(1/\}[7;#;4 ~ W) = ; //[m)? W'z —y)(d(x) — ¢(y)) d(p @ p)(z,y)

e—0 €

_ ;Lu(gb), (2.8.10)

Por outro lado, para v > 0, veja que regp estd suportado em [re(—m),r.(—m) + 27) e é

absolutamente continua em relacao a medida de Lebesgue com densidade dada por

fri (=)
14 e/ (r (z))

fe(:L") =

onde f denota a densidade de i em relagdo a medida de Lebesgue. Deste modo

Ul ~ U = — [ (@) (log (1+ e (@) do
e portanto
g > Ulrep] ~Ull) =~ [ () dp. (2.811)

Lembrando que localmente a distancia em S! coincide com a distancia Euclidiana, obtemos

que

1/[7wr) ¢'(w) deu(w) - I//7r ¢'(z) dp = lim l[fu(n#u) — Fo(p)]

2 - e—0 €

—lé’fu\(u)Hd)HLz(u)

v
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e, trocando ¢ por —¢, segue que
1 , /
IQ/[_M)cb (z) d€.(z) — u/[_m)gb(x) dp| < 0F ()6l 200

Pelo Teorema de representacdo de Riesz, existe um 6 € L?(u) satisfazendo (2.8.9) e
10/ L2y < [0F,|(1). Note que este fato também implica que a derivada distribucional
aparecendo em (2.8.9) é de fato uma fungdo quando v > 0. Resta mostrar que 6 esta de
fato na subdiferencial de F, segundo a defini¢do 2.8.2. De fato, para o € Z(S!), usando
a convexidade mostrada no Lema 2.6.4 e um argumento similar ao calculo das derivadas

direcionais (porém mais técnico), podemos estimar

Folo] = Folu] = lim T[] t— Fulu]
/[mr) cZ:<V“ - ifu)(ﬁ@) — ) dx

= [ f@)E @) ~ ) du

onde usamos a geodésica generalizada baseada no ponto . O]

Agora, estamos prontos para mostrar que o fluxo gradiente dado pelo Teorema 2.7.1
¢ uma solucao de (2.7.1) no sentido de (2.8.4).

Teorema 2.8.6. Seja v > 0 e F, o funcional definido em (2.2.5)-(2.2.7). Para py €
P(SY), denotamos por p; a curva em P(S') dada pelo Teorema 2.7.1 com dado inicial
po. Entao, py € uma solugao de (2.7.1) no sentido distribucional (2.8.4). Mais ainda, se

v >0, temos que

pe € L}, ((0,00); BV (S!, dx)) (2.8.12)
vy — &, € WHY(SY, dx), para toda t > 0, (2.8.13)

onde dx denota a medida de Lebesque em [—m,m) = S' e &,, denota a medida de Radon

construida no Lema 2.8.4.

Demonstrag¢io. Primeiro mostramos que tal curva satisfaz (2.8.4). Seja n € C'*(0,00) e
¢ € C=(S'), entdo pelo Teorema 2.8.1 e a analise depois da definigao 2.8.2 (pagina 49)

sabemos que p,; satisfaz

/OOO /[_M) 0 (®)é(x) du, dt = /0 - n(t) /[_m) & (2)0(t, ) dus dt,
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onde 0(t, x) denota a fun¢ao dada em (2.8.9). Logo,

/[_mr)gzﬁ'(x)Q(t,x) dpy = /[_M)cb’( z)d(vp — €ut>
_ /[) #'(2) dpe + 5 /[) ¢ (x) dE,
= _V/[—m) ¢"(x) dp
+;A%Wmmx_www»—w@»wm®Mme-

Daqui segue imediatamente (2.8.4). Agora, para v > 0, mostremos (2.8.12). Seja ¢ €
C>(St), entao

v /[_m) ¢'(x) dpy = — ) ¢(x) d(vp — f,“ )+ / M) dgm( )
= =), t@e) dul +/ o dgm( )
c(w)

< 1@llool OF | (11e) + 19'loe-

Portanto, a derivada distribucional de p; é dada por uma medida de Radon finita em S*

(§
c(wW
Joupelloy < 107 () + S5

donde segue (2.8.12). Finalmente, (2.8.13) é uma consequéncia direta do Lema 2.8.5. [

2.9 Aplicacgoes

Agora, damos dois exemplos de potenciais de interacdo que satisfazem as condigoes
(I1)-(13).

Potencial Logaritmico: O primeiro e principal exemplo é dado pelo potencial defi-
nido em (2.2.2), isto é,

~ 1
W(z) = ——log|sin(z/2)|,
T
para x # 0. Como vimos na secao 2.2 este potencial esta associado a equagao
O+ Oz (H(p)p) = v0yupt,

onde H(p) denota a transformada de Hilbert (2.0.2). Note que (I1) e (I2) sdo imediata-
mente verificdveis, por outro lado note que (2.2.3) é vélida para toda a € (0, 1) e portanto

(2.2.4) é satisfeita com o* = 0. Note também que neste caso, a curva dada pelo Teorema
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2.7.1 satisfaz a equagao

oL oau@ =v [ 0@ du@ro- [ eot (TE) (00) ) dlu © (),

para toda ¢ € C>(S').
Mais ainda, no caso v = 0, temos que

™

1
lim [ Cdpi= o [ () dr.

t—00 21 J—n

devido ao item (v) do Teorema 2.7.1. Em particular, para qualquer intervalo I C [—m, ),

temos que
1 L : 1
o1 < liminf (1) < limsup (1) < |1},
onde as barras | - | denotam a medida de Lebesgue do intervalo I. Este ultimo fato pode

ser interpretado como uma propriedade de regularidade da equacgao (2.0.1). Do ponto de
vista fisico também poderiamos fazer a seguinte interpretagao: assuma que a temperatura
estd inicialmente concentrada num ponto (como um delta de Dirac), se a temperatura é
governada pela equagdo (2.0.1) entdo, pelas proposigoes 2.3.1 e 2.5.1, temos que existe
uma propagacao do calor pelo menos num sentido fraco e que quando o tempo cresce a
temperatura tende a ser homogénea.

Potenciais singulares: Um outro exemplo a ser considerado ¢
W(z) = |esc(z/2)]7,

para x # 2kmw, k € Z e com s € (0,1) fixo. Uma motivagao para considerar tal potencial
de interacdo é que ao menos do ponto de vista heuristico, este pode ser visto como o
analogo periédico do potencial |x|™* no caso de P(R). Novamente, é imediato verificar
as condigoes (I1), (I2), em quanto que (2.2.3) é verificada para o € [s,1) e portanto
(2.2.4) é vélida para a* = s. Neste caso, notamos que a curva dada pelo Teorema 2.7.1

satisfaz a equacao

S L odnt) = v [ 6@ dut

Sl

—s /slxsl | cse (w;y) | 7% cot <332—y> (¢ (x) — ¢ (y)) dps @ pe)(z, ),

para toda ¢ € C*(S'). A Proposigao 2.3.1 implica que a velocidade de propagacao da
equagao (2.7.1) com v = 0 é maior do que a velocidade de propagacao para o caso do
potencial logaritmico, sem que isto implique necessariamente numa maior regularidade

assintotica.
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Capitulo 3

Fluxo Gradiente Dependendo do
Tempo

Neste capitulo, estendemos os resultados da teoria métrica de fluxos gradientes de [3]
para o caso de um funcional que depende do tempo. De fato, estamos interessados em

estudar o andlogo métrico do sistema nao auténomo

u'(t) = —VE(tu(t)), (3.0.1)
u(0) = wup, (3.0.2)

onde o operador gradiente é tomado com relagao a variavel espacial. Tal sistema é bem
entendido em um contexto Euclidiano e com regularidade suficiente no funcional £. Em
[241] é abordado um sistema duplamente nao linear generalizando (3.0.1) e com a hipétese
de limitagao inferior no funcional £ e um certo controle da derivada temporal dos funci-
onais. Os funcionais a serem considerados aqui podem nao ser limitados inferiormente.

Além disso, trabalhamos sob hipoteses de convexidade que varia de acordo com o tempo.

3.1 Formulacao Métrica

Considere (X,d) um espago métrico separavel e completo, e £ : [0,00) x X —
(=00, 400] um funcional. E bem conhecido que o sistema (3.0.1) admite uma reformu-
lacao puramente métrica, o que lhe permite ser estudado em espacos métricos abstratos.

De fato, temos que (3.0.1) é formalmente equivalente a

jt(f(t,U(t))) = 0t u(t)) — |VE(, u(t))] [u'(t)] (3.1.1)
|

W) = |[VERu®)). (3.1.2)
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Por sua vez, podemos reescrever (3.1.1)-(3.1.2) como

;i(é’(t,u(t))) < 0 (t,u(t)) — ; |V<€'(t,u(7§))|2 — ; |u’(t)|2. (3.1.3)
De fato, a desigualdade anterior torna-se uma igualdade gracas a desigualdade de Young,
donde segue a equivaléncia.

Uma vez que curvas absolutamente continuas possuem derivada no sentido métrico, o
ultimo termo do lado direito de (3.1.3) pode ser facilmente interpretado no sentido métrico.
Assim, no intuito de dar um sentido puramente métrico a (3.1.3), pode-se substituir o
moédulo do gradiente pela inclinacao local dada na defini¢ao 1.1.5. Assim, adotamos como

formulagdo métrica para equagao (3.0.1) a desigualdade

d 1 1
SUE®u(t) < E (L ult) — 5 EOE @) — 5 WP (), (314
onde [0€(t)| denota a inclinagao local do funcional u — E(t, u).

Vamos assumir que o funcional £ satisfaz um conjunto de condigoes gerais e que irdo
permitir a boa colocagdo do problema (3.0.1)-(3.1.1).

Assumimos que:

E1l.- Paracadat > 0, o funcional £(¢, -) é préprio e semicontinuo inferiormente em relagao

a métrica d.
E2.- O conjunto D := Dom/(&(t,-)) nao depende de ¢.

E3.- Existe u* € X e uma fungao 3 : [0,00) — R com 8 € L},.([0,00)) tal que, para cada
u € D, a fungao t — £(t, u) satisfaz

E(t,u) — £(s,u)| < /: B(r) dr(1+ d*(u, u”)), (3.1.5)

onde 0 < s < t.

Note que se a condigdo (3.1.5) é satisfeita para algum u* € X, entao ela é satisfeita
para todo u* € X. Note também que para cada u € D fixo, a fungdo t — E(t,u) é
diferencidvel q.t.p. em [0,00), porém o conjunto de diferenciabilidade pode mudar de
acordo com a escolha de u. Agora, esclarecemos o que entendemos por solucdo métrica
(3.0.1) com dado inicial uy € X.

Definicao 3.1.1. Seja &€ : [0,00) x X — (—00, 00| um funcional satisfazendo as hipdteses
(E1)-(E3), e up € X. Dizemos que uma curva absolutamente continua u : [0,00) — X
¢ uma solugao de (3.0.1)-(3.0.2) se u(0) = ugp, a fungao t — E(t,u(t)) é absolutamente
continua,

/], 10EC)] (u(-)) € Line([0,00)),
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e, para cada 0 < s < t < oo, temos que

E(t,u(t)) — E(s,u(s)) < /St O E(ryu(r)) dr — ;/: |u'|2 (r) dr

—5 [ 108 () ) (3.1.6)

3.2 Esquema Variacional Implicito

Uma estratégia para construir uma solugao do sistema (3.0.1)-(3.0.2) é construir um
esquema discreto implicito, também chamado de esquema de Euler. Comegamos conside-

rando a aproximacao de Moreau-Yosida. Parat > 0 e 7 > 0, tal aproximacgao ¢ definida

por
Eir(u) = 1g)f( {E(t,7,u;v)}, (3.2.1)
onde P
E(t,7,u;v) := E(t,v) + (2u, v). (3.2.2)
T
Dada 7 = {0 =3 < {7 < -~ <t} <.} uma particio de [0,00) com lim ¢ = oo,

denotamos o tamanho de passo por 7, =t — "', Seja U2 € X um dado inicial indexado

a particao 7. Podemos construir a sequéncia, chamada de solugao discreta,
U € Argmin {E(t2, 7,, U v)} . (3.2.3)

Em vista de que os resultados de convergéncia sao obtidos localmente no tempo, a
partir de agora fixamos T" > 0, porém arbitrario, e fazemos nosso analise no intervalo
[0,T]. Para isto, impomos mais duas condigbes em termos da aproximacao de Moreau-
Yosida (3.2.1)-(3.2.2).

Assumimos que:

E4.- Para T' > 0, existe um nimero 7*(7") = 7* > 0 tal que a fungdo
t— & (u”)

é limitada inferiormente em [0,7], onde u* é o mesmo elemento aparecendo na

suposigao (E3).

E5.- Existe uma fungdo A : [0,00) — R com A € L2 ([0,00)) tal que: dados pontos
u,vo,v7 € X, existe uma curva v : [0,1] — X com v(0) = vy, (1) = vy e a

desigualdade

7L+ A(t)

E(t,7,u;7s) < (1 —s)E(t, 7, u;v0) + sE(t, 7, u;v1) — 5

5(1 — s)d*(vp.v1)
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¢ valida para 0 < 7 < 5= e s € [0, 1], onde A7 = max{0, — inf,co.r) A(t)}.
T

Observacao 3.2.1. « Na hipétese (E5), assumimos a existéncia da curva 7 para pontos
quaisquer no espago X ao contrario do que é feito em [3], onde tal curva existe s6
para elementos no dominio do funcional. Esta diferenca nao é determinante para os
argumentos de uma teoria geral nem acrescenta vantagens substanciais. Isto é feito
desde que em nossas aplicagoes tal propriedade é de fato satisfeita, precisamente

estamos falando de geodésicas generalizadas no espaco de Wasserstein.

o Note que, pelo Lema 1.1.4, para cada u € X e 0 < 7 < 7%, temos que a func¢ao

t — &.-(u) é limitada inferiormente em [0, 7.

Em vista das suposi¢oes (E4) e (E5), assumimos por motivos técnicos que 0 < 7 <

™ < min{)\,1 , 1}
T+1

3.3 Construcao e Propriedades do Esquema Impli-
cito

Nesta secao, analisamos o problema de minimizagao (3.2.1) e estudamos alguns resul-
tados do esquema variacional implicito (3.2.3). Estes resultados podem ser vistos como
uma extensao de [3, capitulos 3 e 4] para o caso de funcionais que dependem do tempo.

Comecamos com a existéncia do minimizante.

Lema 3.3.1. Assuma que as hipoteses (E1),(E4) e (E5) sejam vdlidas. Seja u € X,
0<t<Te0<T<T1" Entio, o problema de minimiza¢io (3.2.1) tem uma unica

I~ t
solugdo que denotamos por u;.

Demonstragio. Lembre que, pela observagao 3.2.1, & ,(u) > —oo e portanto podemos
tomar uma sequéncia minimizante (v,),ey € D para o funcional E(¢,7,u;-). Dados
m,n € N, pela suposi¢do (E5), sabemos que existe uma curva v : [0,1] — X, com

7(0) = Un, 7(1) = vy, tal que

Gir(u) < E(t,7,u;7(1/2))
1+ \(t)

1 1
< 7E(t77—7u;vn) + 7E(t777u;vm) - ]

2
5 5 d*(Vp, Upm)-

Reescrevendo esta expressao, obtemos que

L+ A(t)

3 d2(vn, Um) <

(B(t, 7,105 00) — E1r () + ;(E(t, o) — Eor ().

DN | —

Uma vez que 7! + A(t) > 0, segue que v, ¢ uma sequéncia de Cauchy e portanto existe

t

¢ := lim v,. Usando a semi-continuidade inferior dos funcionais envolvidos, temos que

n—oo

U
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t

u,. € um ponto de minimo, i.e.

bir(u) = B(t, T usul).

Finalmente, a unicidade de u’. segue da propriedade de convexidade (E5). ]

Observacao 3.3.2. Note que, em vista da restricdo que temos assumido para 7%, a saber
1
ATt
menos para toda 1 <n < N, onde t} 1 < T <V

7 < min{ , 1}, entao a solucao discreta definida em (3.2.3) estd bem definida pelo

Agora, provamos uma propriedade de continuidade da fungao (7,t,u) — ul que gene-

raliza parcialmente os teoremas 3.1.2 e 4.1.2 de [3]

Teorema 3.3.3. Assuma que as suposi¢oes (E1)-(E5) sao vdlidas. Entdo:
a) A aplicagio (t,7,u) € [0,T] x (0,7%) x X — & ,(u) € R € continua.

b) A aplicagio (t,7,u) € [0,T] x (0,7*) x X = ul € X € continua.

Demonstragio. Comegamos mostrando a). Seja (¢, T, u,) € [0,7] x (0,7°) x X uma
sequéncia convergindo para (to, 7o, up) € [0, 7] x (0,7*) x X e denote por v, = (u,)* o

Tn

ponto de minimo construido no Lema 3.3.1. Entao, temos que

limsup &, -, (un,) = limsup E(t,, 7, uy;vy)
n—o0 n—o0

< limsup E(t,,, 7, un; v)
n—o0

- E(t(b To, Uo; U)7

para cada v € X. Tomando o infimo em relagdo a v, temos que limsup &y, -, (u,) <
n—oo

&ty (Up). Por outro lado, uma vez que & -,(ug) < 0o, a estimativa anterior também

implica que a sequéncia numérica &, ,, (u,) ¢ limitada superiormente. Logo, usando o

Lema 1.1.4, temos a limitagao

41 n d2 * .
d2<un’ Un) < o <éatn:7'n(un) - gtn,r*(u*) + <U7U)> .

Portanto, segue que a sequéncia v, ¢ limitada na métrica, pois t — &; ;.(u*) é localmente
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limitada inferiormente. Logo,

1
liminf &, ,, (u,) > liminf {(d(un, o) — d(vp, ug))? + E(tn, vn)}

n—00 n—o0 27,

d* (U, o) d(Up, ug)d(Uo, V)  To— Tn
- + d
2T, Tn 2T0T,
+E(to, 70, uo; vn) + (E(tn, vn) — E(to, vn))}

> . . . 20, %
> tmint{ Sl = [ 50 L+ )
éalfg,m(”())?

n—00 (Um uo)

= liminf {

donde segue o item a). Para mostrar o item b) note que

E(to, 70, uo; vn) — &4, 7 (Un) = (d (t,vn) _ d (vn,un)> + (E(to, vn) — E(tn, vn)).

70, Tn

Usando novamente o fato de v, ser limitada na métrica e as convergéncias u, — uy,
t, — to e T, — 7o, nao é dificil ver que

lim (E(to, To, Uo; Un) - é?n,m (un)) =0.

n—oo

Logo, pela continuidade mostrada no item a), temos que nh_g)lo E(to, 70, uo; vn) = &ty.m (10)-

Assim, temos que v,, é uma sequéncia minimizante e a prova do Lema 3.3.1 implica que

to
T0?

v ¢ convergente ¢ lim v, = (1), obtendo a continuidade desejada. O
n—oo

Agora, derivamos algumas estimativas que serdao usadas na convergéncia das solugoes

aproximadas definidas na secao 3.4.

Lema 3.3.4. Assuma as condi¢oes (E1)-(E5). Dados 7 € (0,7*),t >0 e u € D, entao
temos a sequinte estimativa
P lufTw) P (u T u)

(Ut u*) — dP(u,u) < e + 17— : (3.3.1)
T €

para todo € > 0. Se T < 7*/8, entao

0<r<t+1*

t+7*
(T ur) < 4rt (5(t,u) —i—/t B(r) dr(1 4 d*(u,u*)) — inf &T*(u*))>

+4d? (u, u*). (3.3.2)
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Demonstragio. De fato, temos que

d? (T u*) — d* (u, u*)

2d( t+T,u )(d(u u ) d(ut+7—7 u*)) _ (d(u, u*) — d(ut—i-ﬂ'7 u*))Z

T T

< ( t+7 U*)d( t+7— )
S ( t+7' ) ( ’u*)
T €
d2 t+1 %
< D€t +mu) — £t rutt)) 4Tl )
€
d2 t+7 * d2 t+71 %

Note que na terceira linha acima ja obtemos (3.3.1). Escolhendo € = %, segue que

,dQ( BT < ( (t,u) +/W ) dr(1+d*(u,u ))—&+T,T*<“*))>

2
—|—d2(u, u*) 4 {dZ(uiJrT’ u*),
T

e, escolhendo 7 < %, concluimos com a demostracao. O
Agora, temos o seguinte resultado de diferenciabilidade.

Proposigao 3.3.5. Assuma que as condigoes (E1)-(E5) sejam vdlidas. Para 0 < 1 < &
a aplicagio T — &pirr(u) € localmente absolutamente continua em (0,7*/8] e portanto
diferencidvel em quase todo ponto desse intervalo. Se supormos ainda que, para cada
u € D, o conjunto de pontos de diferenciabilidade da fungio t — E(t,u) ndo depende de
u (e.g. set — E(t,u) for diferencidvel), entdo

d d?(u, utm)

(1) = DE(t+ T ) = =, (3.3.3)

nos pontos onde a derivada existe. Finalmente, temos a sequinte expressao integral

@ (u, utt)

d2(“ UHT t+r t+r
5 —|—/ dr—/ OE(t+r,u, ™) dr+E(tu)—E(t+7,u""). (3.3.4)
T 0

Demonstragio. Sejam 0 < 19 < 7 < %. Temos que

éat—i—n,n (U) - 5154_7—0,70 (U) < g(t + 7, u t+7—o) _ g(t + 70 ut+7—0)

0 T0

To —

L (u, ult 3.3.5
gy P (s, ul ™) (3.3.5)
t+711 _
< [ B0) A ) + R ),
t+7o0 27’17’0 0
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trocando os papeis de 1y e 7, também podemos obter

Butra (1) = B (W) 2 E(t+ 710 ™) = E(t 4 7o, u™)

+ 2w, ul ) (3.3.6)
27’17’0
t41 o
> — [T B0 dr(1 + @ ut)) + 2R, ult .
t+70 ! 2T1TO 1

Logo, usando (3.3.2) no Lema 3.3.4, podemos estimar o termo d*(u, u™) e d*(u*, ult™),
i = 0,1, por uma expressao que nao depende de 7 em cada intervalo compacto de (0, %]
Concluimos que a fungdo 7 — &.,.-(u) é localmente absolutamente continua em (0, %]
e portanto é derivavel q.t.p. Para obter (3.3.3), seja 7 um ponto de diferenciabilidade da,
fungdo 7 — &4, -(u) e onde t + 7 é um ponto de diferenciabilidade de t — £(¢,u), que

nao depende de u. Fazendo 7y = 7 em (3.3.5), temos

d E{t+7+6,ult) —E(t+7,ultT) -1 5,

— < : )y T y Y . s +T

ch’jpz‘,+T,T<u) = (151_I>I(1) 5 —|—(151_I>I(1) 2<7_ + 5)7_d (ua Ur )
d2(u, utT+T)

= @5(1& + 7, ui—i_T) — 9.2
T

Similarmente, usamos (3.3.6) com 73 = 7, para obter a desigualdade contraria. Final-

mente, integrando (3.3.3), obtemos que
T d2 t+r T
brenn) ~ () + [T i [0+ ) ar
70 r 0

Observe que, pela suposigao (E3) e a estimativa (3.3.2) no Lema 3.3.4, a integral do lado
direito é finita mesmo para 7y = 0. Logo, basta mostrar que &1, -, (v) = £(t,u) quando

To — 0. De fato, primeiro observe que
é(;f-FToﬁo (U) < S(t + 7o, u)

Assim, segue que
lim sSup éa?H’TO,TO (u) S S(t, u)

T0—01
Em particular, para 7y suficientemente pequeno, temos que &t -, (u) é limitada superi-

ormente. Pelo Lema 1.1.4, obtemos

™70

dQ(U” uiz_m) < T — Tg

(@@H-TO,TO (u) - éﬁf-&-To,T* (U’*) + dQ(u*’ U)) :

T — 79

Logo, fazendo 19 — 0, concluimos que d(u, utT;”O) — 0. Agora, usando a semi-continuidade
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inferior do funcional, podemos estimar

E(t,u) > liminf &y 1, (u)

T0—0
-+
> dimigt (™) — [ B0) dr(1 + it u ™))
T0—0 0 t 0
> E(t,u),
de onde segue que ligo Eitrymo(w) = E(t, u) e portanto (3.3.4). O
70

Observacao 3.3.6. Note que na prova do resultado anterior, obtemos o limite importante

lim d(u, u™™) = 0.

T—0

A seguir enunciamos uma versao discreta do Lema de Gronwall.

Lema 3.3.7 ([3] Lema 3.2.4). Seja A,a € [0,00) e para cada n > 1, sejam ay,, 5, €
[0, 4+00) tal que

a, < A+a26jaj Vn > 1, comm =supaf, < 1.
j=1 neN

Entdo, denotando B := A/(1 —m), 0 := «a/(1 —m) e By =0, temos que

O proximo resultado permite limitar a sequéncia discreta em cada intervalo limitado

de [0,00). Compare com o resultado em [3, Lema 3.2.2].

Lema 3.3.8. Assuma as condicoes (E1)-(E5). Seja T > 0 e T uma parti¢io de [0,00).
Escolha N € N tal que T € (tY=1,tN]. Assuma ainda que existe uma constante S > 0 tal
que

£(0,U% <8 d*u*, U < 8S. (3.3.7)

Entao, existe uma constante C = C(S,T,7*,E) > 0 tal que para todo 1 < n < N, temos

que

UJ UJ 1)

27;

i( EW, U —E(H,UD) <C, (338)

J=1

d*(u,U}) < C, 2_:

para |T| suficientemente pequeno.

Demonstragio. Usando a propriedade de minimalidade de U e a condi¢ao (E3), pode-se
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obter facilmente a estimativa

P(UL, Ui

Z 27;

7=1 J

IN

i( (t, U7 = E(t,U))
< g(o Up) - £(t3,U07)
+Z/ ) dr(1+ d2(u*, UIY), (3.3.9)

para 1 <n < N. Logo, usando conjuntamente a estimativa anterior e a estimativa (3.3.1)

obtemos

—_

d*(u dQ( U

n

;d2(u*7U£)_;d2(u*aU2) = Z

.
—_

2
( d2(U3, Uiy dQ(UjQ,u*))

< )
- ]Z::l 27; +T] 2e

d*(u*,Ur)
< 0 _ : N * Y T
< c(eud - _inf Gl >) ree

n d2 U] * tJ ) i1
+ZT] Z/ ) dr(1+d*(u",Ul™)).

Escolhendo € = %, segue que

*

d(u, UYN) < 27 (5(0, U% — inf é@,r*(u*)> 42 <1+T* /0 B(r) dr) d*(u*, U?)

0<t<T+7*
T+r* N tJ7L1 .
o [ g (25 [ ) o
0 =1

N
< A(S T, 7%, E) + 4 Bid*(u, UL,

J=1

onde f§; = 2 + % ftt]fH B(r) dr. Agora, desde que a funcao fi B(r) dr é absolutamente
continua no intervalo [0,7 + 7*|, entdo existe 6 = §(7) > 0 tal que s,t € [0,T + 7%
e0 <t—s < dimplica [} B(r) < ;%. Assim, para |7| < min{Z-,d}, garantimos que
max 46, < 1 e usando o Lema 3.3.7 obtemos a primeira desigualdade de (3.3.8). A

1<n<
segunda segue de (3.3.9) e a limitagdo da sequéncia discreta. O]

3.4 Estimativas a priori vindas da convexidade

Nesta segao, obtemos estimativas a priori para a solugdo aproximada (3.4.8) que pro-
vém da hip6tese de convexidade (E5). A ideia principal é obter uma desigualdade dife-
rencial que é bem conhecida num contexto Euclidiano. De fato, se assumirmos que X é

um espago Euclidiano e £ é um funcional A(¢)-convexo, entao uma solugao u(t) do sistema
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(3.0.1)-(3.0.2) satisfaz a desigualdade diferencial

1d
2dt

At
Ju(t) ol + 2 uge) — vl + £, u0) < £t 0), (3.41)
para todo v € X. Esta desigualdade pode ser também usada para reformular a nogao de
solugao do sistema de fluxo gradiente.
Como uma consequéncia da propriedade de convexidade assumida em (E5) temos a

seguinte versao métrica de (3.4.1).

Lema 3.4.1 ([3], Teorema 4.1.2 (ii)). Dados u,v € X, 0 <7 < 7* e lembrando que u. de-
nota o minimo do funcional de Moreau-Yosida (3.2.2), entdo vale a sequinte desigualdade

variacional

1 1 1
Edz(ui, v) — EdQ(u, v) + ik(t)dz(ui,v) < E(t,v) — & (u).

Agora, reescrevemos o Lema 3.4.1 para a solugao discreta (3.2.3). De fato, dada uma
particio 7 = {0 =Y < tl < ... <" < ---} de [0,00), lembrando que 7, = {7 — "' e

U ¢é a solugao discreta definida em (3.2.3), temos

1, S A 2(Ur, U1
n o n T n < n o n ny T T

o (*(Up,v) = d*(Up=',V)) + UL V) S E(HLY) - E(8.UT) —

(3.4.2)

para toda V € D, n=1,2,...,N, onde t:' 1 < T <V
Agora, definimos as fungoes interpolantes, que dependem da particdo escolhida, a

serem usadas no esquema de convergeéncia:

TA(t) = 17, S(t) =17 (3.4.3)
(1) = (D), (3.4.4)
L) = t_:?_l (3.4.5)
c2tV) = (1 —nzT(t))d%Uf*l,V)+zT(t)d2(Uf,V), (3.4.6)
E() = (—=L@)EW U +1L)EWUY), (3.4.7)
U.(t) = UM U(t):=U"" (3.4.8)

onde todas a definigoes sdo dadas para t € (t*',"]. Aqui, também temos as convengoes
obvias T-(0) = 0, A+(0) = A(0), d2(0; V) = d(U2, V), &(0) = £(0,U2) e U (0) = U,(0) =
U?. Usando (3.4.6), ainda podemos reescrever (3.4.2) como

1d

2 /5. :\T(t) 2(7T7
5 (V) + TEE U0, V) + (1) = E(To(1),V) <

SE1) + (L= L () (E(S,(0), U (1)) — E(To(0), U, (1)), (3.4.9)

66



onde

;%T(t) = (1 - lr<t))(g(t27 U;?_l) - g(ﬂ-lv U:})) - 21d2(U:—L—17 U:-L) (3410)

Tn

para t € (t*7! ¢"). Com esta notagao, obtemos a seguinte desigualdade diferencial.

Lema 3.4.2. Assuma as condigoes (E1)-(E5). Defina, para as solugoes aproximadas

(3.4.8) associada a uma parti¢io T, o termo residual
D.(t) .= (1 = 1:(t)d(U-(t),U,(t)). (3.4.11)

Entao, para cada V€ D, temos a desigualdade diferencial

L ) + 280 ) - (30T, 0,U,0) + 3 (0 20(0) dr6:7)
(1) — E(T (1), V)
< 120+ 20320 + (1 LO)ES0.U,0) - ETO.UL0), (3412)

para cada t € (1271, t%); em particular, ela é vdlida q.t.p. em [0,T], onde T > 0 € fivado.

Demonstra¢io. Em vista da desigualdade (3.4.9) s6 precisamos estimar o termo
PO ),V) = d(1:V) = (1= 1) (P(T-(0), V) = d* (U (1), V).
Temos duas possibilidades: se A(¢)) > 0, entao basta assumir que
AU, V) < dUr, V).
Logo,

FO(1),V) = d2 (V) > —d(UF Up (AU}, V) +d(U7 V)

He(Od(UF, U~ (U7 V) = d(UF, V)

~d(UR, U2 (1= L)V V) + L (0d(U, V)
+d(U7, V)

—2d(UZ, U2 (1 = L())d(Uz ™ V) + L (8)d(U}, V)
> =2d(U, U Nde(1:V).

v

Na segunda possibilidade, A(t") < 0, basta mostrar a estimativa quando d*(U,(t),V) >
d2(t; V). Temos que

(U (1), V) —dz(t;V) = 2d-(V)(d(U(1),V) = d-(;V))
HA(U-(),V) = dr(t: V),
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porém, pela concavidade da funcao raiz quadrada, chegamos a
0 <d(U(1),V) —d-(t;V) < Z(1),
donde,
(U (t), V) = d7(t; V) < 2d-(6; V)2, (t) + Z2(1),

o que conclui a demonstracao. O]

Agora considere mais uma partigdo n de [0,00) com || < 7*. Defina a interpolagao
din(t, s)=(1- ln(s))dz(tQQn) + 1y (s)d7(t:Uy), (3.4.13)

para (t,s) € [0,T]*.
A seguir, lembramos uma versao do Lema de Gronwall, cuja demonstragao incluimos

por completude, uma vez que o enunciado é um pouco mais geral que a versao conhecida.
Lema 3.4.3. Sejam x : [0,00) — R uma fungio localmente absolutamente continua e

a,b, A € L} ([0, 00)) fungdes reais satisfazendo

jta;2(t) + 2X(0)2%(t) < a(t) 4+ 2b(t)x(t) q.t.p. t > 0. (3.4.14)

Entao, para cada T > 0, temos que

t

+ T
Mz(T)| < 22(0) + su e2()q(s) ds| +2 [ e*D|bt)| dt
= P s
0

te0,77 /0

onde a(t) = [EX(s) ds.

2a(t)

Demonstrag¢ao. Multiplicando (3.4.14) por e , podemos reduzir a desigualdade a forma

d

%(ea(t)ajf < e Wa(t) + 2(e*Db(t)) (e*Wa(t))

e entdo podemos assumir que X = 0. Neste caso, integrando a desigualdade, obtemos

22 (t) — 2%(0) < /Ot a(s) ds + 2/(: b(s)x(s) ds.

Usando as notacoes
t

X(T) = sup |z(t)|, A(T)= sup [ a(s)dse B(T)= /OT |b(s)| ds

t€[0,T] te[0,7] /0
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podemos tomar o supremo, para obter
X3(T) < 2*(0) + A(T) + 2X(T)B(T).

Somando B%*(T) em ambos os lados, chegamos a

X(T) — B(T) < /22(0) + A(T) + B¥(T) < /(22(0) + A(T))* + B(T),

donde segue imediatamente a conclusao desejada. O]

A ideia agora é aplicar o lema anterior a interpolacao definida em (3.4.13). Isto é feito

no proximo resultado. Defina o termo residual associado ao nosso funcional

Grn(t) = 201 =1(t)) [E(To(t), U, (1) — E(T-(t), U~ (t))]
+2U () [E(To (1), U+ (1) — E(T- (), U-(#))] (3.4.15)

onde 7 e 7, foram definidos em (3.4.3). Note que em geral G, (t) # Gy (1).

Corolario 3.4.4. Assuma que o funcional £ satisfaz as condigoes (E1)-(E5). Entdo, a
interpolagio “dr,” definida em (3.4.13) satisfaz a sequinte desigualdade diferencial, g.t.p.
te0,7).

S 10) + (rlt) + Mgl (11) < 2[R

QU
—
<
3
—~
~
N—
<
—~
~—
~—
_|_
>
S+
—~
~
N—
QU
—~
=
3
—~
~
>
=
3
—~
~
~—
~—

Além disso, vale a estimativa

e Od_ (t,t) < (d2 (U2, US) + / 20mle) N7 (5 (s) + N (5)5(s)) ds

oe{rn}
1/2
+/ 20mn(®) (GF () + Gy (5)) ds>

+ [ eente (Ai<s>d<UT<s>,QT<s>> 5 (5)d(U(5). Uy (5))
T2 (5) P (s) + X;(s)@n(s)) ds,

para todo t € [0,T), onde ay(t) == JEXr(5) + Ay(s) ds.

Demonstragio. De fato, primeiro fazemos V' = U, (s) em (3.4.12) e multiplicamos pelo

fator 1 —1,(s). Logo, fazemos V = U, (s) em (3.4.12) e multiplicamos por [, (s). Somando
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as duas expressoes obtidas chegamos a

L (1) + 22, (1,5) — (VAT 0, U, 0)) + X5 (0270)) o9
FE (1) = (1= Ly (8)E(To(0), Uy (5)) = In($)E(T(1), T (5))

L.(0)+ 22220 4 (1 L )(ES (0.0, (1)  E(T(0).L4(1). (3.416)

3

onde usamos a desigualdade

den(t,s) = (1 = 1y(s))d-(t:Uy,)) + ly(s)d-(t; Up).

Analogamente, trocando os papéis de 7 e 1, obtemos a estimativa

+ 210 (s,0) — (R (5)AT(5),Uy5)) + 35 (5)74(5)) (5,1
[

2
+E(s) = (1= L ()E(Ty(5), Ur (1)) = 1 (E(Ty(s), U~ (1))

< L)+ 220 520) 1 (1= 1 () (ES(5).Uy5)) = ETo(5).Uy(5))- (3:417)

Note que dZ,(t,s) = d;.(s,t) e também que

d 2 9 2 9 2
%dT'I]( ) Edfn(t t) + %d‘r'q(t t)

Logo, somando as contribui¢oes de (3.4.16) e (3.4.17), notando que

(1= L(O)E(S (1), Ur (1) = E(T7(1), Ur (1)) = Ex() + (1 = 1r(1)E(Ty (1), U~ (1))

HAOE(T (1), T4(0) = 3Gra(0),

e fazendo o mesmo para o caso Gy, (t), obtemos a primeira conclusao do corolério.

Para obter a segunda desigualdade, basta aplicar o Lema 3.4.3 e usar a estimativa

t’ ~
LS () + A5 (5)F3(5) + Gels)) ds
0.6e{r,n},0#¢

< / arn(t (%5 (5) + X5 (5)Z3(5) + Giels)) ds,
966{7’71} 07

para todo t' € [0, ¢].

3.5 Convergéncia da Solugao Aproximada

Nesta secdo, provamos que a solucdo aproximada U, converge uniformemente em

cada intervalo limitado. O préximo passo é estimar os termos residuais que aparecem no
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corolario 3.4.4. Comecamos com o lema abaixo

Lema 3.5.1. Assuma as condigoes (E1)-(E5). Entdo, valem as estimativas:

/OT 2000 (GE (5) + A7 (5)D2(s)) ds < Ol7| Y_(E@, UMY — £, UM)  (3.5.1)

</0T60‘m(3)5\7(3)@7.(3) s) < C|r|? Z (0, U — (87, U™)) (35.2)

T _ o 2
( / NI (5)d(T 1 (s), Uy (s)) s> T)lrf? Z (£, U7 = E(t7,U7)), (35.3)
0
parat € [0,T), T € (i1 67] e |7l |n| < .

Demonstracao. Primeiro notemos que

/)\ )ds < T sup (A()).

te[0,7
Logo, para I = (t*1 "], com 1 < n < N, podemos estimar

_ tn n __ 4\2
[ ez as < w1 S0 as e
n t

T
1

= gI(Q(T)A;Tnd?(Uf,U;H) (3.5.4)
1

< gKQ(T)dQ(U:aUr_l)v

onde foi usado o fato A;7,, < A;7* < 1, de acordo com (E5), e K(T') = exp (QT SUDye(0.7] ()\(t)))
Por outro lado, segue de (3.4.10) que

/n 2arn(s %Jr( ) < K2(T>/ 2<1 o lT(s))(S(tZ,Uffl) _E(tZTn?U:—lil?US)) ds

n
T

KT (EW, U — B, 7, U2 U2)).
Assim,

T

/nemfm (5 (s)+ A7 (5)Z2(s)) ds < K*(T)|r|(E(t2,UFY) = E(t2, U,

T
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donde segue (3.5.1). Por outro lado, segue de (3.5.4) que

T 9 N d2 Un Un l)
2a.,-,,(s 2 < Z 7K2
f, @R @ P ds < ARRADITE S =g

n

2
< g)\;Kz NEd Z (tr, Ur=hy — (¢, UM)).

Deste modo, podemos estimar

( /0 " 03 () 7 (s) ds>

2

IN

Top [ X (5)92(s) ds

2
< SOGPTRAT |r|z E(t, U2 — (12, UD)),

o que nos da (3.5.2). Similarmente, podemos estimar o termo residual

T y _ 2 T
([ R T 6. 0o @s) < KHT) s ()T / E(0(9).U4(5)
0 0<t<T
2 n n—1
< TK2(T) sup ( |7-| ZdU—U))
0<t<T 27,
< B z (12, U271) — E(E2, UD)),
onde B(T) = TK*(T) supy<,;<7(A*(t))?, e entao obtemos (3.5.3). O

A proxima proposigdo dd uma estimativa do termo residual definido em (3.4.15).
Antes, lembramos a notacao classica para o maximo e o minimo de numeros reais,

a Ab=min{a,b} e a Vb= max{a,b}.

Proposicao 3.5.2. Assuma as mesmas hipoteses do Lema 3.3.8. Fize T > 0. Sejam
T, n duas particoes de (0,00) e escolha N, K € N tais que T € (t¥N1 ¥ n (tE-1 K]
Entao,

/ G2, () dt < C(|7] + ), (3.5.5)

onde C' € uma constante que depende apenas de T, S, 7% e £.

Demonstragio. Argumentamos da seguinte maneira: para tL, o segundo elemento da
particdo 7, escolha k; € N como sendo o maior inteiro satisfazendo ¢ ~' < 1. Se
ti = t,, definimos J} = I}, caso contrario escolhemos o maior n; < N tal que ¢ < /1 e

definimos J! = I} U--- U I™. Em qualquer caso, observando que 7, (") = t,";l, obtemos

72



a estimativa

1-—1 "o "(t)é’ ds dt < 1—1.(t) d (VT 5] d
ay / T t / t/
/J}. ( ( )) (AT () (S) o Ji ( <S) s

k1

< (el + ) [ Bs) ds.

Continuando, se fosse ¢'*! = {1, definimos J2 = I7**', caso contrario escolhemos o
méximo ky € N tal que ;27! < t21%!, onde pode acontecer que t;? = t22*! e em tal caso
escolhemos novamente J? = I™*! Na outra possibilidade, escolhemos o maior ny < N
tal que 72 < /> e definimos J? = I7**' U ... U I2. Observando que Tp(t}2) = > e que
T-(t) > tm+! para t € J2, podemos estimar

Tr(E)VTn(t) T (t72 )V Ty (t22)
/J2<1—17(t))/ B(s) ds dt < []2(1—17<t>) di A(s) ds

(AT (1) AT, (1)
ko

< (rl+ ) [, 8(s) ds.

n

Apés uma quantidade finita de passos, até chegar no intervalo I, paramos o processo.

Somando tais estimativas, obtemos

[ra—ron [T s ds de < (el [ 505) ds, (3.5.6)

(AT (2)

e analogamente

T Tr (VT (1) T4
/ L(1) B(s) ds dt < (7] + yn|)/ B(s) ds. (3.5.7)
0 Tr (A Tn (1) 0

Somando (3.5.6) e (3.5.7), chegamos a

/ /T " 5(s) ds dt < 2|7 + |77|)/T+T*ﬁ(s) ds. (3.5.8)

(AT (L)

Finalmente, usando a primeira desigualdade de (3.3.8) no Lema 3.3.8, obtemos

GH(t) < 2(1—1I.(t O ds(1+ d*(u*,U,)(t
—1, + Us
B0 < 20—t [ T BGs) ds(L+ P T)(0)
T (VT (#) -
+2zT(t)/ B(s) ds(1 + d2(u*,U,) (1))
~(ONT (1)
T ()T (8)
< C(S,T,7,€) B(s) ds.
T (AT (1)
Assim, usando (3.5.8) segue o resultado desejado. O

Agora, mostramos que as solugoes aproximadas definidas em (3.4.8) convergem uni-
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formemente em [0, 7] para uma curva. Como veremos na proxima secao, tal curva limite
¢ absolutamente continua e é a solugao do sistema (3.0.1)-(3.0.2) no sentido da definigdo
3.1.1.

Teorema 3.5.3. Assuma as condigoes (E1)-(E5). Mais ainda, assuma que

lim d(U?,ug) = 0, supE(0,UY) = S < o0, (3.5.9)

|T]—0

para algum vy € D. Entdo, as solugoes aprovimadas U, e U, geradas pela familia U2,
convergem uniformemente em [0, T] quando |7| — 0 para uma fungio u : [0,00) — X.

Além disso, a curva u ndo depende da familia de dados iniciais U? convergindo para ug.

Demonstracao. Fixado T' > 0, pelo Lema 3.3.8, sabemos que para particoes 7 com tama-
nho suficientemente pequeno, valem as desigualdades

N
(U, (1),U-() < |T|Ce Y E(t7,U7) = E(t7. U1 < C, (3.5.10)
n=1

onde C' é uma constante que nao depende de 7 e T' € (t¥~1 t¥]. Dadas duas particdes T,

1, temos a estimativas

d(U-(1), Up(t)) < (1= Iy(t))
l

(1
+(1 = Iy() (AT (1), Uy (1)) + Ly (£)1 () AT (1), U (1))
+(1 = Ly ()1 (AT (£), Uy (£)) + Ly () (1 = L (£)d(U 1 (1), T (1))
(1= Iy())(1 = () (U, (), Uy (1) = d(U-(t), Uy(t)))

IA
L
3
3
—~
S+
~
~—
_|_
—~
—_
|
o~
3
—~
~
~
~—
—~
—_
|
o~
3
—~
~
~—
~—
/N
S
—~
=
3
—~
~
~—
<
3
—~
~
~
~—
+
S
—
=
3

< (1) + AU (0), T (0)) + (U, (1), T 1),

Assim, para partigoes com tamanhos suficientemente pequenos, usando as desigualda-
des em (3.5.10), obtemos

FU.T,0) < 3 (&y(0.0) + (U, 0. T-(0) + E(0,0).7,(0))
< 3d2,(t,t) +3C(|7| + nl).

Agora, pelo corolario 3.4.4, o Lema 3.5.1 e a Proposicao 3.5.2, obtemos que
2 2(770 770 2 2
dz, (t,t) < Cd* (U7, Uy) + C(I7|+ nl) + C(|7[" + [n]),

onde a constante C' ndo depende das parti¢oes e pode mudar de linha para linha. Isto mos-

tra que a familia U, é de Cauchy e, por ser X um espaco completo, ela é convergente. Mais
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ainda, ela converge uniformemente no intervalo [0, 7] para uma funcao u : [0,00) — X.
Finalmente, seja V. uma outra familia satisfazendo as condigoes em (3.5.9). Denotamos
por @ a curva limite de V-(¢) e consideremos uma nova familia W2 tomando sequéncias
T, e T, disjuntas. Entao, basta notar que toda a anélise feita é valida para a familia W2
e portanto as solugoes aproximadas convergem uniformemente em [0, 7] para uma curva.

Por um argumento de restricao para subsequéncias concluimos que @ = u. O

Observagao 3.5.4. Observe que a condicao (3.5.9) e a semi-continuidade inferior do fun-
cional nos leva a assumir que ug € D. De fato, a convergéncia das solu¢des aproximadas
¢ valida para dados iniciais em D. O argumento é padrao e ndés o omitimos aqui. Porém,

assumimos tal fato para posterior referéncia.

3.6 Regularidade

Agora mostramos que a fungdo obtida na se¢do anterior é de fato uma solugdo no

sentido da definicao 3.1.1. Comecamos lembrando a seguinte interpolacao.

Defini¢ao 3.6.1 (Interpolagdo de De Giorgi). Seja (Ur)S°, uma solucao discreta do

esquema variacional (3.2.3). Definimos a interpolagao

U()=U, (7 +06) te@ Lted=t—1"1

como 0 unico minimizador do funcional
veEX 5 E 1 4+6,6,U v).

Agora, mostramos que a interpolagdo acima converge pelo menos pontualmente para

a mesma curva obtida no Teorema 3.5.3.

Proposicao 3.6.2. Assuma as mesmas hipoteses do Teorema 3.5.3. Para T > 0 fixo,

temos a estimativa

_ ~ t—S-(t) (7@
E(U,1),0,(t) < || [ C 77/ e 3.6.1
@00, < 71 (€4 2570 [T sty an (3.6.1)
em [0,T] e para alguma constante C' que ndo depende de T. Em particular, a curva U,
converge em quase todo t € [0,T] para a curva u dada no Teorema 3.5.53. Mas ainda, se

B € localmente limitada, a convergéncia € localmente uniforme.

Demonstragcio. Com efeito, fixado T' > 0, primeiro mostremos que o esquema discreto
(UMN_, satisfaz

E(, UM < £, UN + C, (3.6.2)
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onde T € (t¥=1 tN]. De fato, desde que U" minimiza o esquema de Euler (3.2.3), temos

que
E(tn, UMY < E(17Y, U / (1 + d(u*, UP1)).

Lembrando que d(u*, U”~!) é limitado por uma constante C, que depende apenas de T e

parametros que nao dependem de 7, e continuando indutivamente chegamos a
0 770 e
E(t", UM < E(°,U°) + 0/0 B(r) dr,

donde segue a afirmacao, apds renomear as constantes. Por outro lado, usando a segunda

desigualdade no Lema 3.3.4 e a estimativa (3.6.2), temos que

AU, (1), u") < 47" (S(t" LU (1) + C(1+ d*(u”, UL (1))
< 4(&(0,U2) + O), (3.6.3)

para toda ¢t € [0,T]. Finalmente, usando a notagio 6 =t — "~ ! para t € (t*"},1"] e a

propriedade de minimizacéo de U, (t), segue que

<« PUALUO) gy 50y + £0.7,00)
8. T 0) + (55 - 5 ) EU0.T(0),

e, reacomodando os termos, podemos escrever

(3~ 2 ) WD 00) < (55— oo ) W0, Te0) + [ 506)

x (d(u, UL (1)) + d*(u”, Ur(1)))

Assim, usando (3.6.3) e lembrando que £(0,U?) < S, obtemos (3.6.1). Segue a conver-
géncia nos pontos de Lebesgue de 3 e, além disso, se 3 é localmente limitada entao tal

convergéncia é uniforme em [0, 7. O

O lema abaixo é um resultado que nos permite obter a continuidade absoluta quando

tivermos um certo tipo de controle nas diferencas.

Lema 3.6.3. SejaT >0 ¢ f,g,8 € L'([0,T]) tais que

7 = SO < (900) +g(sD)le = o] + [ 50 ar
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para s < t. Entio, f € WY ([h, T — h]) para toda 0 < h < T/2.

Demonstragao. De fato, primeiro observamos que a funcao t — fg B(r) dr é absolutamente
continua em [0, 7] e portanto estd em Wh([0,T]). Pela caracterizagio via quociente de

diferencas do espaco de Sobolev, temos que
T—h |1 [t+h
sup f/ B(r) dr| dt < oc. (3.6.4)
0<|h|<h’h h Ji

Usando a notagao

temos a estimativa

ARSI GO it

IN

/hThg(t) bt h)+ ‘}11 /fhﬁ(r) dr

T—h|1 rt+h
2+ |3 [ o0 ar

Usando entdo a estimativa (3.6.4) e a caracterizagao por quociente de diferencas obtemos

IN

dt.

a conclusao desejada. O

Agora, mostramos que a curva u obtida no Teorema 3.5.3 é uma solucao do fluxo

gradiente dependendo do tempo no sentido da defini¢ao 3.1.1.

Teorema 3.6.4. Assuma as condicoes (E1)-(E5). A curva u : [0,00) — X obtida no Te-
orema 3.5.3 é localmente absolutamente continua e a derivada métrica |u'| € L2 ([0, 00)).
Além disso, se os pontos de diferenciabilidade da fungio t — E(t,u) ndo depende de
u € D, se a derivada em relagao a t é semicontinua superiormente na varidvel u (com

relagao a métrica d), e a sequinte condigao

tm n) t, n
tn Lt d(up, u) =0 quandon—>oo:>hminfg( tn) — E(t n)

n—oo tn —t

> 9,E(tu)  (3.6.5)

¢ vdlida, a menos de subsequéncia. Entdo, a funcio t — E(t,u(t)) é absolutamente

continua e satisfaz a identidade de energia

E(t,ult) ~ E(s,u(s)) = [ A£G utr)) dr — 5 [ 1 Pe) dr = [ 1080 P(u(r)) dr
(3.6.6)

Em particular, a curva u é uma solugdo de (3.0.1)-(3.0.2).

Demonstra¢io. Como sempre, fixamos um intervalo [0, T]. Definimos a derivada discreta

da curva U, (t) por
aUr, o)
UZ(t) = ——,

Tn
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para t € (t"7! t"]. Segue do Lema 3.3.8 que
T
/ UL2(¢) dt < C. (3.6.7)
0

Logo, podemos extrair uma sequéncia T tal que || — 0 e |U., | converge fracamente
em L*([0,T]) para alguma fungdo m € L*([0,7]). Sejam 0 < s <t <Tep=p(s), n=
n(t) € Ntais que s € (21,2 | et € (7', ]. Entdo, usando a desigualdade triangular,

Tk 7 Tk Tk 7 Tk

AT, (). T (1) < [, 1, 1(r) dr.

Aplicando lim inf quando k£ — oo e usando a convergéncia fraca, temos que

¢
ut))g/mr dr

e, portanto, u é absolutamente continua. Além disso, temos que |[uv/| € L% .(0,00) e
|u'|(t) < m(t) em quase todo ponto de [0, 00).
Por outro lado, fazendo uma mudanca de variaveis, podemos reescrever a identidade

(3.3.3) para as solugoes discretas como

CUp Uy i PO U () t’# .
w [ e = [T 08w UL) dr

T T

FE(ET UPTY) — £, UT),

2T

Somando, desde 1 até um certo n, obtemos

. PO, 00) o
5/0 UL (r dr—l—/ o dr = /0 0,E(r, U (1)) dr
+E£(0,U%) — £(t™,U"). (3.6.8)

Agora, observe que para a sequencia T, obtida acima, temos

E(t,u(t)) < h,ggfé‘(t,ﬁm (t)) = liminf (77, (1), Ux, (¢)).

k—o0

Logo, usando o Lema 1.1.6 e o Teorema 1.1.7, para t € [0, T, obtemos

5 [Py dr s [ 0E)P ) dr + £t u(o)

T (U, (1), Uy, (7 —
< it (3 710, Py ar [0 EORLI) e 0.7,
Tep (8) _
< hmsup 0E(r,U., (1)) dr + £(0,u(0))
k—o0
< /8,5 ryu(r)) dr+ £(0,up), (3.6.9)
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onde escolhemos U? = wy, j4 que a curva u niao depende da familia que aproxima o dado

inicial, veja Teorema 3.5.3. Note que podemos concluir também que sup E(t,u(t)) < oo.
te[0,T)
Reciprocamente, vamos mostrar que a funcao t — E(t, u(t)) é absolutamente continua.

Em vista do Lema 1.1.3, sabemos que existe uma fungao s : [0, 7] — [0, L] absolutamente
continua, crescente, com inversa Lipschitz e uma curva @ : [0, L] — X com |&/|(t) < 1
e u(t) = a(s(t)). Denotemos por t : [0, L] — [0,7] a inversa de s e a fungdo ¢(s) =

E(t(s),u(s)). Entao, usando o Teorema 1.1.7, temos que

plo) = o) = (10EUs)I(() = SMO(@(s1), ) ) da(s1), 8(52))
+/t:()) B(r) dr(1+ d*(u*, i(ss)))

< (I0EE(s)I@(s1)) + A5 C) sz — s1] + (14 C?) / B(t(s))E(s) ds,

S1

para 1 < sg, onde C'= sup d(u*,4(s)). Invertendo os papeis de s; e sy, podemos obter
s€[0,L]
facilmente que

(1) = p(s2)| < (108t (@) + € (B(52)((52)) +225C) 32 = 5
H(1+C) [T B (5) ds,

S1

para s; < $3. Usando o Lema 3.6.3 obtemos que ¢, e portanto t — E£(t,u(t)), é abso-
lutamente continua. Logo, ela é derivavel em quase todo ponto em relagao a medida de
Lebesgue. Seja agora to um ponto onde t — E(t,u(t)) é derivavel e a derivada métrica de

u existe. Entao, dada uma sequéncia t,, | to e usando (3.6.5), temos que

E(tn, u(tn)) — E(to, ulto)) E(tn, utn)) — E(to, ultn))

lim > liminf
n—00 t, — o n—oo t, —to
i o £l () — E(to, u(te)) d(u(tn). u(t)
n—00 d(u(ty,), u(to)) tn — to
= 0&(to, ulto)) — [0 (to)|(u(to))lu| (o).
Integrando e usando (3.6.9), facilmente obtemos (3.6.6). O

Como uma consequéncia importante, temos o corolario abaixo.

Corolario 3.6.5. Assuma as mesmas hipoteses do Teorema 3.6.4. FEntdo, eziste uma
sequéncia de partigoes Ty tal que a interpolagao E., (t) definida em (3.4.7) converge para

a fungao t — E(t,u(t)) in L}

Le([0,00)), e portanto em quase todo ponto (a menos de

subsequéncia), onde u é dada pelo Teorema 3.5.5.

Demonstragdo. Basta mostrar que as fungoes f, e g, definidas por
f+(t) = E(t7, U7), para t € (77, 17]
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g-(t) = E U7, para t € (677,17,

convergem para t — E(t,u(t)) em L'([0,T]) quando |7| — 0 a menos de subsequéncia.
Primeiro, note que para cada partigdo {0 = tg < t; < --- < t;, = T} podemos limitar a

variagao pontual de f, por
L N
Z |f7'(tl fT (7. 1 Z tn Un 1 g(tZ7U17'L))
=1

Z/_ (1+d(u", U2,

onde, pelo Lema 3.3.8, os dois somatoérios sao limitados por uma constante que nao de-
pende de 7 nem de N. Portanto, f, possui variacdo pontual uniformemente limitada, e
entdo também possui variagdo essencial uniformemente limitada. Analogamente, temos
que g, possui variagao essencial uniformemente limitada. Logo, podemos usar o Teorema
de compacidade para fungdes de variac¢ao limitada. Precisamente, pelo Teorema [13, teo-
rema 4, capitulo 5], existem fungdes A, B € L*([0,T]) tais que, a menos de subsequéncia,
fr. = Ae gy, — Bem L' Além disso, desde que

[ 10— g0 at < st (1, Um) — (L, pn)

=< |7'\C,

temos que A = B q.t.p. em [0,7]. Também, pela convergéncia em quase todo ponto
e a semicontinuidade inferior de £(¢,-) segue que A(t) > &(t,u(t)). De fato, é possivel

mostrar a igualdade como segue

/ ' (r) dr + 5 / 0 ()2 (u(r)) dr + A(t)
< liminf (2/ Tk()| ( ) d _i_/DTT’“(t) dQ(Urk(T),ﬁTk(T)) dr

k—o0 27"2

+E(Tr, (), Ux,))
< /@ r,u(r)) dr + £(0,uy).

Pela identidade (3.6.6), segue a igualdade procurada. O

Observagao 3.6.6. Note que a identidade de energia (3.6.6) implica em particular que
u(t) € Dom(|0&(t)|) para quase todo t € (0,00).
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3.7 Uma propriedade de contracao

Nesta se¢ao, mostramos a propriedade chamada de A—contragao. Tal propriedade é es-
sencialmente uma consequéncia da condi¢ao de convexidade (E5) e ela nos dé informagao
sobre o comportamento assintotico de solugoes dadas pelo Teorema 3.5.3. Precisamente,

temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.7.1. Assuma que a func¢io \ dada em (E5) é continua. Para ug, vy € D,

sejam u, v as correspondentes solucoes dadas pelo Teorema 3.5.5. Entao,
d(ut), v(t)) < e JA0 Ta(u(s), u(s)), (3.7.1)

para s < t.

Demonstragio. Note que, como consequéncia do Teorema 3.5.3, temos que d,(t,V) —
d(u(t), V) uniformemente em [0, 7). Além disso, pela continuidade de A, temos que A — A
uniformemente em [0, 7], onde as convergéncias anteriores sao quando |7| — 0. Por outro

lado, pelo corolario 3.6.5, temos também a convergéncia
t t
/ Ery (1) dr —>/ E(ryu(r)) dr, quando k — oo,

para alguma subsequéncia || — 0. Tendo em conta estas consideragoes, podemos
integrar de s até ¢t na desigualdade diferencial (3.4.12) no Lema 3.4.2 e passar o limite

quando |T;| — 0. Lembrando que os termos residuais vao para zero, chegamos a

;dQ(u(t),V)—;dz(u(s),V)—i— / t/\(zr)dz(u(r),V)—l—E(r,u(r)) ar< [ e VYdr. (3.7.2)

Por outro lado, desde que as curvas u e v sao absolutamente continuas e portanto limitadas

localmente, vale a estimativa

(), 0(s)) = (), 0(s)| < d(ult), ult))(d(u(t), o(s) + du(t), os)))
< o) [ W) dr,

onde C(T') =2 sup (d(u(t),u”)+d(v(t),u")). Deste modo, temos que a fungao F(t,s) =
0<t<T

d*(u(t),v(s)) é absolutamente continua em relagao a ¢, uniformemente em relagio a s, no

intervalo [0, 7. De maneira andloga mostra-se que F(t,s) é absolutamente continua em

relagdo a s uniformemente em relagdo a ¢ no intervalo [0, 7]. Isto nos permite aplicar o

Lema 1.1.9, de onde concluimos que a funcio §(t) := F(t,t) = d*(u(t),v(t)) é absoluta-

mente continua e sua derivada satisfaz a limitagdo (1.1.11). Usando agora (3.7.2), segue
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que

llim sup (d (ult + h), v(t)) = & (ult), v(t))) + /\(t)d2(u(t), v(t)) + E(t,u(t)) < E(t,vu(t)).

h—0t h

Analogamente, para a curva v temos que

1lim sup <d2(u(t),v(t)) — (ut), vt - h>>> + )\<2t)d2(u(t),v(t)) + E(t,v(t)) < E(t, ult)).

h—0t h

Somando estas duas ultimas contribuigoes e lembrando (1.1.11), obtemos

C;ltaﬂ(u(t), v(t)) + 2A(8)d* (u(t), v(t)) < 0. (3.7.3)
Uma integracao direta nos da (3.7.1). O

Finalizamos este capitulo com um comentario.

Observagao 3.7.2. Podem acontecer muitas situagdes de acordo com o comportamento
de \. Nesta direcao, estamos mais interessados em saber quando solugoes diferentes se
aproximam. Por exemplo, pode acontecer que até um certo tempo a A(t)—convexidade
de &£(t,-) seja negativa, mas se depois de tal tempo esta convexidade fosse tornando-se
positiva, de tal maneira que fg A(s) ds fique positivo, entdo as solugoes podem se aproxi-
mar com uma certa taxa. E interessante notar que esta flexibilidade no comportamento

das solugoes nao é valida para funcionais que nao dependem do tempo t.
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Capitulo 4

Aplicacoes para o espaco de

Wasserstein

Neste capitulo apresentamos aplicagoes da teoria desenvolvida no capitulo 3 para fun-
cionais dependentes do tempo, no espago de Wasserstein. Veremos que as curvas asso-
ciadas a tais funcionais, resolvem certas equacoes diferenciais parciais com coeficientes
que dependem do tempo. Para o caso de equacdes do tipo parabdlico com coeficiente
de difusao dependendo do tempo, veremos que a teoria nao é diretamente aplicavel po-
rém ¢ possivel adaptar os argumentos do capitulo 3 para reobter os mesmos resultados.
Comecamos analisando o caso de difusdao constante. Neste capitulo trabalhamos no caso
em que X = P5(R?) é o espaco de Wasserstein definido na se¢do 1.2 com a métrica de
Wasserstein dy quadratica definida em (1.2.4).

Considere os seguintes funcionais:

Energia potencial dependente do tempo: V : [0,00) X Z5(R?%) — (—o0, +00]

dada por
V(t, 1) == /R V(t.2) dp(z). (4.0.1)
Energia de interagdo dependente do tempo: W : [0, 00) x Z5(R%) — (—o00, +00]
dada por
Wit =3 [ W(tay) s p)ay), (10.2)
R4 xR

onde V : [0,00) x R? - Re W :[0,00) x R x RY — R sdo fungdes satisfazendo certas

condicoes especificadas abaixo.
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4.1 Equacao de Fokker-Planck com potencial depen-

dendo do tempo

Dada uma constante x > 0, a primeira aplicacdo serd para o funcional
E(t, ) = KF () + V(, 1), (4.1.1)
onde F : P5(R?) — (—00, +0o0] denota o funcional de energia de interna definida por

Jaa p(x)1og(p(2)) dz,  se  du(x) = p(x)dz,

] (4.1.2)
+00, caso contrario.

Flu) = {
Agora, damos as condigoes a serem satisfeitas pela funcao que define o funcional de

energia potencial para que o funcional & cumpra com as condi¢oes (E1)-(E5).

V1.- Para cada t > 0 fixo, a fungao V(¢,-) é A(t)—convexo para alguma fungdo A :

0,00) = R em L2 ([0, 00)), isto é, a funcdo V (t,z) — 28 |z|2 ¢ convexa.
loc 2

V2.- Denotemos por 0°V (t, z) o elemento de norma minimal na subdiferencial de V' (¢, -)
no ponto z € RY.  Assumimos que [9°V (¢,0)| é localmente limitada e a funcio

t — V(t,0) é localmente limitada por baixo.

V3.- Existe uma fungao 8 € L}, ([0, +00)) tal que

V(s,z) = V(t,2)| < /Stﬂ(r) dr(1+|z]2), for 0 < s < L. (4.1.3)

Note que a condigdo (V2) foi assumida para x = 0 apenas por simplicidade. De fato,
poderfamos ter assumido tal condicdo para qualquer outro zy € R? fixo. Antes de mostrar

que o funcional &; satisfaz as condi¢oes requeridas mostramos um resultado preliminar.

Lema 4.1.1. Sejam 0 € P 4.(RY) e up € Po(RY) tais que px — i na topologia fraca
de medidas. Se th e t! denotam os respectivos transportes otimos, entao thx — t em
probabilidade com relacao a o. Em particular, temos convergéncia c—q.t.p. a menos de

subsequéncia.

Demonstragao. De fato, sabemos que pelo fato de o ser absolutamente continua em relagao
a medida de Lebesgue, os planos de transporte entre o e cada py (u resp.) sdo da forma
e = (I X th#) 4o (v = (I X t#)uo resp.). Desde que a familia v, é tight (ajustada) e
cada um dos 7y, possui suporte ciclicamente mondtono, é imediato mostrar que v, —
fracamente.

Agora, dado ¢ > 0, escolha M, > 0 tal que o[|t}| > M] < ¢/3 e R. > 0 tal que

ol|lz] > R < €/3. Uma vez que o é absolutamente continua em relacdo & medida de
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Lebesgue, podemos achar um § > 0 tal que |A| < ¢ implica 0(A) < €/6. Considere um
truncamento da aplicacao t# denotada por g na bola fechada B(R.). Mais precisamente,
g é a fungdo cuja imagem coincide com a interse¢do da imagem de t“|5 B(r) com a bola
B(M,). Pelo Teorema de Lusin, podemos achar uma funcio continua g. deﬁmda em B(R,)
tal que |G| :== [{z € B(R.) : g(z) # g(2)}] < 6 e ||gclloe = ||9llso- Entdo, denotando
gy = [lt(z) — ()] > 571),

o(A;) = o(Ar; N B(R)) + 0(Ar; N B(R) N[[th] > M) + o(Ay; N B(R) N [[th] < M)
< 26/3+U(AkjﬂB( ) N[[t4] < M)).

Assim, para By,.; = Ag; N B(R) N [[t4] < M.], temos que

0(Biei) = w ({(.):ly—th(@)] = 57" o] < R, [th(2)] < M})
{(z,9) :ly = g(@)] > 57", [af < R})

(z,y)

(z,y)

(
%(
%

IN

{(2,9) : ly—g(2)| > 57", o] < Re, @ ¢ G}) +0(Go)
W ({(@y) 1 |y = g.(@)] > 57" |2 < Re}) + /6.

IN

Notando que o conjunto {(z,y) : |y — g.(z)| > 571, |z| < R.} é fechado, a convergéncia

fraca da sequéncia v, implica que

limsupo(Bee,) < 7 ({(@9) Iy — g @)| =57 |2| < R}) +¢/6

< Y({@y):ly—g@)| 27" 2] < Re, # ¢ G}) +0(Ge) +¢/6.

Finalmente, desde que ¢ coincide com a aplicacao de transporte que induz ~, é imediato
que a primeira parcela do lado direito ¢ nula. Logo, juntando as estimativas anteriores,

chegamos a

lim sup o ([[¢4(x) — 62 ()| > j7]) = limsup o(Ag) < e,

k—o00 k—o00

o que conclui a demonstracao. O]
A seguir, mostramos que de fato o funcional & satisfaz as condigoes (E1)-(E5).

Proposicao 4.1.2. Assuma as condigoes (V1)-(V3). Assuma também que eziste i €

Py(RY) absolutamente continua e com fungio densidade dada por dji = pdx, satisfazendo

/Rdﬁlog(ﬁ) dz < oo e /IRd V(0,z) dii(x) < oo. (4.1.4)

Entdo, o funcional & satisfaz as condigoes (E1)-(E5).
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Demonstra¢io. Prova de (E1): Usando a desigualdade
t
V(t,z) - V(0,2) < / B(s) ds(1 + |z]?), (4.1.5)
0

e a hipétese (4.1.4), é imediato concluir que & (¢, i) < oo para toda t > 0, donde segue

que &(t,-) é préprio. Por outro lado, temos a desigualdade
V(t,x) > —A(t) — B(t)|z|?, (4.1.6)

onde A, B sao fungdes localmente limitadas. Com efeito, pela convexidade dada em (V1)

e a definicdo de subdiferencial, temos que
Alt)
2
1 1
>‘Wam—§$V@mP—§a+Mmuﬂ

V(t,x) > V(,0)+ (0°V(t,0),z) — ||

Assim, escolhendo A(t) = —V/(¢,0) + 3|0°V (t,0)]* e B(t) = 1(1 + A()), segue (4.1.6).
Integrando (4.1.6), obtemos a semicontinuidade inferior de V. Desde que a energia interna
F é conhecida ser semicontinua inferiormente em relagdo a convergéncia fraca e portanto
em relagdo a métrica de Wasserstein (veja por exemplo [19]), temos que &; satisfaz (E1).

Prova de (E2): Uma aplicacao direta de (4.1.5) implica que Dom(V(t, -)) = Dom(V(0, -))
e portanto Dom(&(¢,-)) = Dom(V(0,-)) N Dom(F) nao depende de t. Logo, segue (E2).

Prova de (E3): A propriedade (E3) é uma consequéncia direta de (V3) com u* = dy,
onde dy denota a delta de Dirac na origem.

Prova de E4: Aqui, considere a estimativa dada em [17]
|, Plog(p) dv 2 —C(1+ My(p))*, (4.1.7)

onde o € (0,1) e C > 0 é uma constante dependendo apenas da dimensdo d do R? e
dp = pdr € Py 4.(R?). Deste modo, obtemos de (4.1.7) e (4.1.6) que

dfw P&t ) > 5o Mo() — KOO+ Ma(u))* — A(t) — B(t) Mo(s)
_ (;* _ B(t)) My(p) — KC(1+ My(p))™ — A1),

Deste modo, fixado 7' > 0, podemos achar 7*(T") = 7* > 0 tal que

1 1/1
—B(t) > = ( — (14 sup A(t))) > 0.
2 \7* te[0,T]

Tomando o infimo em relagdo a p e usando (V2) obtemos (E4).

Prova de (E5): (E5) é uma consequéncia direta da convexidade ao longo de geodésicas
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generalizadas satisfeita pelos funcionais envolvidos. Relembre o conceito de geodésicas

generalizadas dado na defini¢ao 1.2.3 (veja pagina 26) O

Antes de aplicar os teoremas do capitulo 3 damos mais uma condigdo que permitira
obter a regularidade necessaria no funcional. E claro pela hipétese (V3) que a fungao
t — V(t,z) é diferencidavel em quase todo ponto, no entanto o conjunto de pontos de
diferenciabilidade depende a priori de z € R%. Em vista destas observacoes, precisamos

do resultado.

Proposicao 4.1.3. Seja k > 0 e denote por D1 = Dom(E(t,-)). Assuma que o conjunto
de pontos de diferenciabilidade da fun¢io t — V (t,x) ndo depende de x, e.g. se tal fungao
¢ diferencidvel. Entao, para cada o € Dy, a fungio t — E(t,u) é diferencidvel q.t.p., o

conjunto de pontos de diferenciabilidade ndo depende de p, e vale a identidade

D&t 1) / fv (t,2) du(z), (4.1.8)
e a derivada 0, (t, u) € semicontinua superiormente na varidvel p. Além disso, se o

potencial V' satisfaz

tr — o - Ot

ty = to ey — Yo = lilgn inf (to, o), (4.1.9)
—00

entdo, a menos de subsequéncia, o funcional & satisfaz a sequinte propriedade

t t
ti — to e da(jug, o) — 0 = liminf Eulte ) = Ealto, ) / —V t,x) dug(x),
k—oo tk —to
(4.1.10)

nos pontos onde a derivada existe.

Demonstrag¢io. Primeiro, considere o conjunto A C [0, 00) dado pela interse¢ao do con-
junto dos pontos de diferenciabilidade da funcao t — V' (¢, x), que nao depende de z, e o

conjunto de pontos de Lebesgue da funcao 5. Para t € A, note que

51(t+h,uf)L—51(t,,u) :/Rd V(t+h,x})L—V(t,x) dp(z).

Uma vez que

V(t+h,x)—
h

) ds(1+ |z]?),
|h|/

podemos usar uma versao generalizada do Teorema da convergéncia mondtona de Lebes-
gue (veja por exemplo [15, pag. 59]) para concluir que a derivada existe em cada ponto

de A, o qual nao depende de u e entdo (4.1.8) segue imediatamente. A semicontinuidade
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superior em relagao a métrica de Wasserstein, segue da evidente desigualdade

%‘:(t,x) < B+ |2]?),

para t € A e o Lema de Fatou.
Para mostrar (4.1.10) assuma que t;, — to € A e pur — o na métrica de Wasserstein,
e escolha um o € % ,.(R?). Sabemos que existem os mapas de transporte 6timos t** e

tho. Portanto, temos a identidade

E(te, ) — Enlto, p) :/ V(t, 85+ (2)) = V(to, t5*(2)) do(z).

tr — o tr — to
Logo, usando a desigualdade

1
tx — 1o

V(tr, t5* () — V(to, t5*(x))

(1+ [th (2)*) > 0,
te — to

/tzk B(s) ds

o Lema de Fatou e o Lema 4.1.1, obtemos (4.1.9) a menos de restricdo para uma sub-

sequéncia. n

Agora passamos a mostrar que a curva dada pelo Teorema 3.5.3 é solucao da equagao

de Fokker-Planck com potencial dependendo do tempo.

Teorema 4.1.4. Considere o funcional & com k > 0 definido em (4.1.1) com potencial V
satisfazendo (V1)-(V38) e as hipdteses da Proposicio 4.1.3. Entdo, dado pg € P5(RY),
a curva p : [0,00) = PH(RY) dada pelo Teorema 3.5.3 é uma solugio no sentido de
distribuicoes da equacdo de Fokker-Planck

Op =kAp+ V- (VV(t,x)p), (4.1.11)

com limy o+ u(t) = po na métrica de Wasserstein. Se k > 0, entdo puy = u(t) é uma
medida absolutamente continua em relagio a medida de Lebesque, i.e. duy(x) = p(t,x)dz,
e p(t,-) € Wit (RY). Também, p, satisfaz a identidade de energia

t
Es, () = Eultpu@) + [ [ (0P = 0V () dpg (@) dr - (4.1.12)
para s < t, onde Wy : [0,00) x R? — RY ¢ um campo vetorial satisfazendo a identidade
p(t,x)Wy(t,x) = kVp(t,x) + p(t, z)V,V(t,x), para k>0, (4.1.13)

e Uy = 3°V(t,x) para k = 0. Além disso, se a fungio \ é continua e p', u® sio duas

solugoes, temos a sequinte propriedade de contragdo
t
da (21 (8), 52(1)) < e~ 20 Ty (i (5), 12(5). (4.1.14)
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Demonstragio. Sabemos pelo Teorema 1.2.2 que a curva associada ao funcional & dada

pelo Teorema 3.5.3 satisfaz a equacao de continuidade
O + V- (Wi (t, 2)pe) = 0,

para um certo campo ¥; : [0,00) x R? — R? que podemos assumir que satisfaz
W (t, )|l z2(ur) = |13], onde |py| denota a derivada métrica da curva em relacdo a métrica
de Wasserstein. Vamos caracterizar tal campo. De fato, lembre que pelo Teorema 3.6.4, a
fungao t — & (¢, 1) ¢ localmente absolutamente continua em [0, 00). Seja ¢ um ponto de
diferenciabilidade de tal funcdo e de V (-, ). Considerando uma sequéncia t; — t, entao

Extr, pte) = Eu(t, (1)) &t plte)) — Enlt, p(t))

tr —t N t —t
+V<tk7 p(te)) — V(t, u(ty))
ty —t

. (4.1.15)

Em vista da Proposigao 4.1.3 também sabemos que é valida a identidade de energia (3.6.6)

e, portanto, a menos de subsequéncia, podemos assumir que o

lim V(te, pltr)) — V(¢ plty))
k—ro0 tk —1

existe. Mais ainda, a demonstragdo da identidade de energia no Teorema 3.6.4 implica

que tal limite é igual a
ov

—(t, ) duy.
/]Rd ot ( ) ) Lt
Deste modo, ainda a menos de subsequéncia, podemos assumir que o limite da primeira
parcela do lado direito de (4.1.15) existe quando k — oo. Logo, pela regra da cadeia para

funcionais no espago de Wasserstein, dada no Teorema 1.3.7, temos que

i £t 10)) = E0(t, (1)
k—ro0 tk —1

— /R (@) (1), 1) dpu,

onde 9°&(t) denota o elemento de norma minimal na subdiferencial do funcional & (¢, -).

Contudo, concluimos de (4.1.15) que

jté'l(t,ut) = /]Rd ((0°&1()) (pee), Wq) dpy + /]Rd %‘t/(t,x) d . (4.1.16)

Pela identidade de energia (3.6.6) e o fato de que |[(0°&1(t))(pe)ll22(u) = [0E1 ()] (1),

concluimos imediatamente que
(0°61(1)) () = =W (2, ).

Assim, obtemos (4.1.12). Pela caracterizagao de (0°&1(t)) (1) dada no Teorema 1.3.5 (ii),
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obtemos imediatamente (4.1.11) no sentido distribucional e o campo V¥, satisfaz (4.1.13).

O caso k = 0 é uma consequéncia da caracterizagdo de 0°V dada na segdo 1.3 (veja pag.

26). 0

4.2 Equacao de agregacao com interacao dependendo

do tempo

Nesta secao, consideramos o seguinte funcional
Ex(t, 1) = Wt, ), (4.2.1)

onde W é o funcional energia de interacao definido em (4.0.2). A seguir, damos as

condicoes a serem satisfeitas pelo potencial de interacao W. Precisamente, assuma que

W1.- Para cada t > 0 fixo, o potencial de interagao W (¢, x,y) é simétrico e, para t = 0,
este potencial satisfaz uma condigao de crescimento quadrético, a saber W (t, z,y) =

W(t,y,z) e W(0,z,y) < C(1+ |z|* + [y]?).

W2.- Para cada t > 0, W(t,-) é A(t)—convexa, onde A : [0,00) — R é uma func¢do em

00
loc

de W(t,-) no ponto (z,y) € R? x RY. Assumimos que [0°W (¢,0,0)

limitada e t — W(¢,0,0) é localmente limitada inferiormente.

([0,00)). Denote por 0°W (¢, x,y) o elemento de norma minimal na subdiferencial

¢é localmente

W3.- Assuma também que existe uma funcio 3 € L}, ([0, +00)) tal que
t
W (s,x,y) — W(t,z,y)| < / B(r) dr(1+ x> + |y|*), para 0 < s <t. (4.2.2)

Note que, existe uma pequena diferenca entre as suposig¢oes para a funcao V' na secao
4.1 e para o potencial W desta se¢do. O motivo para tal diferenca é que esta permite
aplicar as ferramentas desenvolvidas no artigo [9]. Agora mostramos que as suposigoes
(E1)-(E5) sao satisfeitas pelo funcional &. De fato, desde que a demonstragiao segue nas

mesmas linhas da Proposicao 4.1.2, faremos apenas um esboco da prova de tal resultado.

Proposigao 4.2.1. Considere o funcional & definido em (4.2.1) com potencial de in-

teragio W satisfazendo (W1)-(W3). Entdo, o funcional E cumpre com as condigoes

(E1)-(E5).

Demonstragio. De fato, usando (W1) e (W3) temos a estimativa

Witay) < ([ 8(s) ds+C) (14 Jaf + o).
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Também, usando (W2), podemos chegar ao anédlogo de (4.1.4), a saber
W(t,z,y) > —A(t) = B)(|z* + |y*),

onde A, B sao fungoes localmente limitadas superiormente. Destas desigualdades, conclui-
se que Dy := Dom(&(t,+)) = P5(RY). Mais ainda, pelo crescimento quadratico de
W (t,-,-) para todo t > 0, temos também que E;(t, ) é continuo com relagdo & métrica de
Wasserstein. Assim, temos (E1) e (E2) em quanto (E3) é uma consequéncia imediata de

(W3). A demonstragao de (E4) e (E5) segue nas mesmas linhas da Proposigao 4.1.2. O
Similarmente temos um resultado de diferenciabilidade para o funcional &s.

Proposicao 4.2.2. Assuma que o conjunto de pontos de diferenciabilidade da funcao
t — W(t,z,y) nao depende do par (z,y), e.g. se tal fungio € diferencidvel. Entao, para
cada 1 € Dy = P (RY), a fungdo t — &, (t, p) é diferencidvel q.t.p., o conjunto de pontos
de diferenciabilidade nao depende de p e vale a identidade

1 0

at52(taﬂ) = 5 R XRA aW@?ma y) d(:u ® M)(xa y)> (423)

e a derivada 0;E5(t, 1) € semicontinua superiormente na varidvel p. Além disso, se o

potencial W satisfaz

W (te, xi, yx) — W(to, Tk, Ur) > ow
th — to = ot

(t[); Lo, yO)a
(4.2.4)

ty = to € (x,yx) — (To,%0) = li}gn inf
— 00

entdo, a menos de subsequéncia, o funcional € satisfaz a sequinte propriedade,

Eo(ti, pr) — Ealto, i) 1 9 W
> — -
= 9 Jra 9t (thay) duO(x)v

(4.2.5)

ti — to e da(ug, o) — 0 = liminf
k—o0 tk‘ — tO

nos pontos onde a derivada existe.

Desde que a demonstracao deste resultado ¢ similar a prova da Proposicao 4.1.3 a
omitimos aqui. Deste modo, passamos a enunciar o resultado principal para o funcional

de interacao que depende do tempo.

Teorema 4.2.3. Considere o funcional & definido em (4.2.1) com o potencial de in-
teragio W satisfazendo (W1)-(W3) e as hipdteses da Proposicao 4.2.2. Entdo, dado
to € Po(R), a curva p : [0,00) = P5(RY) dada no Teorema 5.5.3 é uma solugio em

sentido distribucional da equagao de continuidade

o=V - (\IJQ(tax)N)> (4'2'6)
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com limy_,g+ pu(t) = po na métrica de Wasserstein, onde
Us(t, x) :/Rd n(t,x,y) dp(y), p-g.t.p. em R, (4.2.7)

en(t,z,y) = 5(m(t, z,y)+n(t, y,x)) para alguma sele¢io mensurdvel (11, n2) € OW (¢, -, -).

Além disso, | satisfaz a identidade de energia

Exso(s)) = &t n(0) + [ [ (Walr o) =0 () dyn(a) dr - (428)

para s < t. Mais ainda, se a funcdo N é continua e p', u? sio duas solucées, temos a

propriedade de contracao

(i (1), 12(1)) < €20 Ty (5), 1(5)).

Demonstracio. A demonstracao deste teorema segue as mesmas linhas do Teorema 4.1.4.
Aqui, s6 esclarecemos que o campo Wy é da forma (4.2.7), devido a caracterizagdo do
elemento de norma minimal na subdiferencial do funcional energia de interacao geral

dada no teorema 1.3.6 (veja pagina 29). O

Observacao 4.2.4. No caso em que o potencial de interacao W é suave, o suficiente, entao

a curva dada pelo teorema anterior resolve o seguinte sistema:

{ Qe = V- (Ua(t,x)psy)
‘I/Q(t,l’) = %fRd (81W(t,x,y) —|-82W(t,y,$)) d:ut<y)a

onde (W (t,x,y), W (t,z,y)) = VW (t,z,y) denota o gradiente de W em relacdo as

variaveis espaciais.

E natural considerar também o funcional
Et, p) = KF () + W(t, p), (4.2.9)

onde F denota o funcional de entropia definido em (4.1.2) e k > 0. De fato, é possivel
verificar que tal funcional cumpre com as hipdteses (E1)-(E5) desde que W cumpra com
(W1)-(W3). Além disso, sob as hipéteses de diferenciabilidade em relagdo a varidvel
temporal ¢ € [0,00), podemos reproduzir o Teorema 4.2.3 para este funcional. Porém,
nao ¢ conhecida uma caracterizagao, nem sequer qualitativa, do campo de velocidades
aparecendo na equacao de continuidade satisfeita pela curva dada pelo Teorema 3.5.3.
Mais ainda, como foi pontuado em [9], o problema para caracterizar tal campo de velo-

cidades pode ser mais delicado do que parece. Contudo, é esperado que, sob hipotese de
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suavidade, tal curva seja uma solugao da equacao conhecida como Mckean-Vlasov:

{atut—mm = V- (Ua(t, 7)) (4.2.10)

Uy(t,x) = %fRd (W (t, z,y) + OoW (t,y, ) dus(y).

4.3 Equacao de Fokker-Planck com difusao depen-

dendo do tempo

Nesta secao, construimos o fluxo gradiente para o funcional
Ex(t, ) = w(6)F () + V(L ), (4.3.1)

onde F é o funcional de entropia definido em (4.1.2), V é o funcional de energia potencial
definido em (4.0.1) e k : [0,00) — (0,00) é uma funcao satisfazendo certas condigoes.
Aqui, assumiremos que o potencial V' definindo o funcional V satisfaz todas as hipoteses
feitas da secao 4.1.

Primeiramente, note que o funcional &, cumpre com as condigoes (E1), (E2), (E4)
e (E5). Porém, a condicao (E3) nao é satisfeita e de fato, ndo é dificil chegar a uma
contradi¢ao se supormos que tal condi¢ao seja valida. Para contornar tal inconveniente,
impomos a seguinte condi¢ao na funcao de difusao:

K.- Assuma que & : [0,00) — (0, 00) ¢ uma fungao localmente absolutamente continua
e nao crescente.

Usaremos como substituto da condi¢cdo (E3) o seguinte resultado, onde usamos a
notagdo D, = Dom(&,(t,-)).

Lema 4.3.1. Seja 0 < s <t < oo e assuma a condi¢io (K). Entdo, para cada p € D,

vale a sequinte estimativa

Exlt, ) = Exls, p) < D(r(s) — k(1)) (1 + My(p))™ + /;6(7“) dr(1+ My(p)),  (4.3.2)

onde D > 0 é uma constante dependendo apenas da dimensio do espago R? e o € (0,1).

Demonstracio. A demonstracao deste resultado é uma consequéncia direta da estimativa

(4.1.7) do fato de k ser nao crescente e da condi¢ao (V3). O

O lema a seguir permite uma limitacao uniforme da entropia F sob certas condicoes

nos argumentos.

Lema 4.3.2. Seja (t;, j15)ics € [0,00) x P(R?) uma familia limitada tal que

gﬁ(ti7 ,uz) S OO?
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onde Cy € R é uma constante. Entao, temos a limitagdo
[ F ()] < Ch,

para alguma constante C7 > 0. Mais ainda, se as constantes de limita¢do nas hipdteses

nao dependem da familia I, entdo Cy também nao depende da familia de indices I.

Demonstragio. De fato, a estimativa (4.1.6) e o fato de t; € [0, 00) ser limitado implicam
que V(t;,v;) é limitado inferiormente. Logo, uma vez que k é uma fungao continua e
positiva, temos que F(u;) é limitada superiormente. Por outro lado, pela estimativa
(4.1.7), concluimos que F(u;) ¢é limitado inferiormente, pois p; é uma familia limitada, e

entao segue a conclusao. O

Agora, damos um roteiro das demonstragdes dos resultados do capitulo 3 adaptadas
para o contexto atual. Uma vez que a maioria dos argumentos sao adaptagoes do capitulo
3 damos apenas os detalhes das passagens mais relevantes da teoria
Prova do Lema 3.5.1: Este lema é valido, nesta situacao, pois ele nao precisa da condicao
(E3).

Prova do Teorema 3.3.3: Para provar a continuidade da aplicagdo &; (1), notamos que a
prova de
limsup &, 1, (1) < & (1),

n—o0

quando (t, Ty, ptn) — (t,7, ) é a mesma. Por outro lado, lembrando que v, denota
o minimo do funcional E(t,, 7, itn; -), temos novamente que (v,)peny ¢ uma sequéncia

limitada. Logo, a desigualdade
E(tn) F(0n) + V(tn, vn) < &, r, () < C

¢ valida para alguma constante C' > 0 que nao depende de n. Portanto, voltando para a

demonstracao do Teorema 3.3.3, podemos usar o Lema 4.3.2 e a estimativa
Exltn 0n) = Exlt ) < (nlta) = KOV () + [ (1) dr(1+ Mo(u,))
tin

para obter
hg_l)golf Etnrn (Hn) = (1)

Isto implica a primeira conclusao do teorema, enquanto a segunda conclusao segue os
mesmos passos.

Em seguida esbocamos, uma prova da diferenciabilidade da aproximacao de Moreau-
Yosida. Para isto, lembre que p!™™ denota o inico minimizante do funcional E(t+7, 7, y; -).

Prova da Proposi¢io 3.3.5: Seja 0 < 19 < 7 < 1 < 7*/8. Entédo , pelo Lema 4.3.1,
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temos que

Brimin (1) = Gremm) < Cl(t+70) — it +7))(1+ Ma(u)°
t+711 —T1

By dr(l 4+ My(p,)) + 1

d o).
410 27_07_1 2(“7 :ut—i—m)

Similarmente,

i (1) = Erirgro (1) = (K(t +70) — K(E 4+ 71)) F(piir,)
. To — T1

- pr) dr(l+ My(pih ) +

——d )
t+70 27_07_1 2 (M? ILLt-i-Tl)

Lembre que, por continuidade, a aplicacao 7 — puj, . ¢ limitada em cada intervalo com-
pacto de (0,7*/8] e também por continuidade a fun¢do 7 — &y, (1) é localmente limi-
tada. Deste modo, a fungao 7 — E.(u7,,) é localmente limitada superiormente. Segue
entao, do Lema 4.3.2 que F(uy,,) é localmente limitada em (0,7*/8]. Contudo, as duas
ultimas estimativas implicam a continuidade absoluta local da fungdo 7 — &irr(p) €
vale a férmula

d da (4, piiry)

i) = K+ T)F () + OV (E+ 7, ) — (4.3.3)

Finalmente, é facil conferir que valem

lim sup &+T,T<M) < gﬁ(t7 :u) € 71_15{(1) dQ(M? M;—T) =0.

T—0

Assim,

o inf & o) > T infw() F (7o) + V(E ) + (st +7) = (0)F ()

t+7'
- / ) dr(L+ Mo(y,.))]
> )

onde a tltima linha segue do Lema 4.3.2 e o fato de puj, . ser limitada para 7 > 0 sufi-
cientemente pequeno. Temos mostrado que lim, o &y, (1) = E4(t, 1), donde obtemos
imediatamente a identidade (3.3.4).

Prova do Lema 3.5.8: Neste caso notamos, pelo Lema 4.3.1, que

n

S (EEL U — (e Z( -+ [ 500 ds)

Jj—1
Jj=1 7=1 tr

X (UJ 1)) + gn(o’ US) - gﬁ(t:’ U:—l)
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Logo, seguindo as estimativas na prova do lema, nao é dificil ver que vale

My(UP) < A(S,T,7,&:) + 4> B Ma(UY)

j=1

com ff; = 2L + T (D(m(tf_) — k() + fgﬂ B(s) ds), e portanto os mesmo argumentos
continuam sendo validos.

Continuando com a analise, uma relativamente rapida inspe¢ao permite concluir que os
resultados da segdo 3.4 nao utilizam a condigdo (E3) e portanto elas permanecem sendo
validas para o funcional &.. Similarmente, podemos ver que o Lema 3.5.1 permanece
valido no nosso contexto. Portanto, agora estaremos focados em estimar o residuo G,
onde usa-se explicitamente a condigao (E3).

Prova da Proposi¢ao 3.5.2: Lembre que o residuo em questao é definido em (3.4.15). Pois
bem, pelo Lema 3.3.8 sabemos que as aplicagoes t — U,(t) e t — U.(t) sao limitadas,
digamos em [0, 7], por uma constante que nao depende da parti¢do 7. Agora, usamos
novamente o Lema 4.3.2 para concluir que as expressdes numéricas F(U,(t)) e F(U,(t))
sdo limitadas em médulo em [0,7] por uma constante que nao depende da particao 7.

Assim, veja que

[ (L= 10) [T (1) A R(Ta(8)) = KT () V K(To(0)] dt
(= 12(0)) dt [5(0) = (T (8) V (T (1)

< (I7]+ D) (5(0) — £ (ty)),

I/\\

onde J! é um intervalo, t™ e t’fll sao todos definidos na demonstragao da Proposicao 3.5.2.

Note que, o processo recursivo pode ser repetido e obter uma estimativa do tipo

[0 = 1) ST 0) A R(To(0)) = (T () V (T ()] e
< (f7] + [n)(s(0) = w(T + 7).

Finalmente, lembrando a defini¢ao de G, e observando que o funcional V nao acrescenta

maior dificuldade, podemos repetir os mesmos argumentos restantes na demonstragao.
Agora que temos recuperados todos os resultados necessarios para obter a conver-

géncia da solucdo aproximada U, o Teorema 3.5.3 segue diretamente. Daqui em diante

denotamos por p; a curva para onde a solucdo aproximada converge. O préximo passo

entao, é mostrar a convergéncia da interpolacao de De Giorgi para a curva pi.

Prova da Proposicao 3.6.2: Primeiro note que, fixado 7" > 0, uma conta direta usando o

Lema 4.3.1 da a estimativa

tn

n—1
T

U < e U+ (D) = sl + [ 506) s ) (14 M)
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paran = 1,...,N, onde T € [tN~1 tN). Logo, usando o Lema 3.3.8 e um procedimento

reCUrSiVO ObtemOS
T4+7*
Etn U < en<o,U£>+c(Dn<o>+ [ 8 ds)7
0

para todo n = 1,..., N, isto recupera a estimativa (3.6.2). Similarmente, lembrando
a notacio U, para a interpolacio de De Giorgi e usando (3.3.1) para t € (£271,1"] e

§=1t—1t""! temos

My(Ux(t))

< 26 (E(LUFT) = & (80)) + gMg(a(t)) +6
t

< 26 (&t U + (DOt = w0) + [, Bls) ds) (L4 MaUZ™) = i (00))

My (T2 (1))

€

6 ~
+;M2(Uf(t)) +9
Deste modo, tomando € = % e lembrando que 0 < |7| < %, segue que

M?((Zf(t)) < <Sﬁ(t2_1,Uf_1) + (DK(O) + /: B(s) ds) (1+ My(UP ™)) — @@t,r*(%))-

Esta tltima desigualdade implica imediatamente que My(U,(t)) é limitada em [0, 7] por
uma constante que nao depende da particao 7. Portanto, o resto da demonstracao da
Proposicao 3.6.2 continua valendo.

Prova do Teorema 3.6.4: Neste teorema, onde essencialmente se mostra a identidade de
energia, nos limitamos em observar que a condigao de “semi-continuidade inferior” (3.6.5)
nao é satisfeita em geral. Porém, ainda repetindo o argumento de limitacao da entropia
baseado no Lema 4.3.2, pode-se concluir que a fungdo t — E,(t, ) é localmente abso-
lutamente continua, onde pu; é a curva limite das solugoes aproximadas. Em particular,

temos que

lim sSup "{(t)‘/—-(:ut) = 5#6 (t07 Mto) - 11¥I_l>glf V(t7 Ht),

t—to

A semi-continuidade inferior do funcional V(t,-) para cada t fixo implica

liminf V(¢ 1) > lim inf (V(tmm) - /[t’to]ﬁ(é‘) (1 +M2<,ut))>
Z V(t()a:uto)-

Note que liminf; ;, 5(t)F (pe) > K(to)F (). Isto permite concluir que a fungao t —

F(pe) € continua. Usando tal continuidade, pode-se mostrar, pelo menos para a curva ji,
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que, para uma sequéncia t; — to que,

hm ]nf gﬁ(tka ,utk) - gﬁ(t()? :utk)

>
b PR— > 0 (to, i, )- (4.3.4)

Com isto concluimos os comentarios em relagdo a identidade de energia e ao Teorema

3.6.4. Agora, resumimos os resultados obtidos para este funcional no seguinte teorema.

Teorema 4.3.3. Seja &, o funcional definido em (4.3.1) com & : [0,00) — (0,00) sendo
uma fungdo ndo crescente e absolutamente continua. Entdo, dado g € P»(R?), a curva
po: [0,00) = Py(RY) construida nas passagens anteriores é formada por medidas de
probabilidade absolutamente continuas em relagio a medida de Lebesgue, i.e. du(x) =
p(t,x)dz, p(t,-) € Wit (RY) para cada t € [0,00), e p é uma solugio distribucional para a

equacao de Fokker-Planck
Op = k() Ap+ V- (VV(t,x)p), (4.3.5)

com lir(gr wu(t) = po na topologia fraca de medidas. Também, p, satisfaz a identidade de
t—

energia

(s, 1u(5)) = En(t, ) + [ [ (Walr, OF 0V . 0))o(r, ) de

- /: /Rd K (r)p(r, x)log(p(r, x)) dx dr, para s < t, (4.3.6)

onde W, : [0,00) x R — R é um campo vetorial satisfazendo a identidade
p(t, 2) U, (t,2) = k(t)Vp(t,z) + p(t,x)VV (t,z) para p-a.e. x € RY (4.3.7)

Mais ainda, se a fungdo \ € continua e i, fto SGo duas curvas associadas ao funcional,

entao vale a propriedade de contragao
do(pr (t), p2(1)) < € X Py (1 (s), pia(s)) para s < t. (4.3.8)

A demonstracao deste teorema é similar ao Teorema 4.1.4 tendo em conta as adap-
tagoes desenvolvidas nesta secdo. Portanto ela serda omitida. Finalizamos esta secao,

fazendo alguns comentérios.

Observacao 4.3.4. O funcional de entropia foi escolhido como a energia interna pois este
representa, provavelmente, um dos exemplos mais importantes do ponto de vista fisico e
matematico. Sem embargo, um analise dos detalhes permite concluir que os resultados
permanecem validos para funcionais de energia interna mais gerais, com a mesma condi¢ao
no coeficiente de difusdao x. Obviamente, tais funcionais de energia interna devem cumprir

certas condigoes que permitam adaptar os argumentos antes expostos. Na préxima secao,
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generalizamos parcialmente os mesmos resultados para funcionais de energia interna que
sao dependentes do tempo sem ser necessariamente de variaveis separadas.

Por outro lado, também podemos considerar o funcional dado por
En(t, 1) = k(O)F () + WL, p).

Mantendo as hipdteses e notacao das secoes anteriores, temos que toda a teoria métrica
é valida para este funcional. Mesmo assim, para um potencial de interacao geral nao
¢ facil saber que tipo de equagdo especifica ¢ satisfeita pela a curva construida como
fluxo gradiente de tal funcional. No caso em que tal potencial de interacao W é suave
o suficiente, pode-se concluir que tal curva é uma solucao distribucional da equacao de

Mckean-Vlasov com difusdo dependente do tempo:

{ Oupte — k() Ay = V- (Ua(t, x)pae) (4.3.9)

Uy(t,x) = %fRd (W (t, z,y) + OoW (t,y,z)) duy(y).

4.4 Funcionais de energia interna mais gerais

Nesta secao, damos os principais argumentos que adaptam os resultados do capitulo
3 para o caso de um funcional de energia interna que depende do tempo t. De fato,
os argumentos expostos aqui sao validos se somarmos qualquer um dos dois funcionais
estudados até agora, isto é, o funcional de energia potencial V e o funcional de energia
de iteracao WW. Uma vez que o funcional de entropia com difusao dependente do tempo
nao satisfaz a condigao (E3), é esperado que uma energia interna mais geral também nao
cumpra tal condigao.

Seja F : [0,00) x [0,00) — R uma fungao continua tal que F' € C*((0,00) x (0, 00)).

Considere o funcional de energia interna F : [0, 00) X Z,(R?) — (—o00, +00] definido por

Jra F(t,p(x)) dz, se  du=pdx

) (4.4.1)
+00, caso contrario.

Flt,p) = {

Agora, damos as condigoes a serem satisfeitas pela funcao F a fim de recuperar,
pelo menos parcialmente, os resultados das outras se¢oes. Note que tais condigoes sao
generalizagdes naturais das anteriores para o caso do funcional de entropia e difusao

variavel. Assuma que:

F1.- Existem fungdes a, A : [0,00) — [0,00) com a € L},([0,00)) e A € L'([0,00)) tais

loc

que

—A()F(0,2) < aa];(t, z) < a(t)F(0,z), (4.4.2)
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para todo ¢, z € [0,4+00), e F(0, 2) tem crescimento superlinear no infinito, i.e.

F
lim 0.2) _ +00.
z—>+00 z

F2.- Existe a € (0,1) com o > ﬁ‘g e constantes positivas c1,co > 0 tais que

F(0,2) > —c12 — cp2”.

F3.- F(0,0) =0, z — F(t,2) é convexa e z — z?F(t,27%) é convexa e nao crescente em
(0, +00), para cada t > 0.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que ||A||; = [;° A(t) dt < 1 pois, caso con-
trario, basta substituir F' por ”A”%. Primeiramente, mostramos uma estimativa que sera

usada continuamente ao longo desta se¢do e que é uma consequéncia das condigoes (F1)
e (F2). A saber,

Flt,2) — /Ot%f(r,z) dr+ F(0, 2)

t
> ( | A dr) FH(0,2) + F(0, 2)
0
t
_ (1 - [ aw) d’r) FH0,2) — F(0,2) (4.4.3)
0
> —F(0,2) > —c12 — 2. (4.4.4)
Logo, lembrando que a > -4, segue de (4.4.4) que
d+2

Ft,p) > — (01 + ¢ /Rd p(x)* dx)
> - (Cl + ¢ (/Rd (1+ [2*)p() dfﬁ)a (/Rd (1“;'2)1; d$>la)
= —(c1+ eCa(l + Ma(p))) . (4.4.5)

Portanto, o funcional definido em (4.4.1) é bem definido em [0, +00) x Z(R?) com
valores em (—o0, +00]. Segue também de (4.4.3) que F'(¢, -) possui crescimento superlinear
no infinito para cada t > 0 fixo. Esta propriedade implica que o nosso funcional de energia
interna F (¢, -) é semicontinuo inferiormente com relagao a topologia fraca de medidas(veja
[19]). Deste modo, F verifica a condi¢ao (E1).

Agora, seja j1 € P9 4.(R?) com du = pdx e F(0, 1) < co. Entdo, por (F2) temos

F(t,p()) < ([ alr) dr) F7(0, p(0) + F(0,0(2)).

Logo, temos que F(t, ) < oo para todo t > 0. Por outro lado, se du = pdz é tal que
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F(t, ;) < 400 para um t > 0 fixo, entao, substituindo z = p(z) em (4.4.3), obtemos

(1 - " A dr) [ 0. p@) dz — [ F(0,pla)) di < Ft,p) (4.4.6)

Assim, temos de (4.4.6) que F(0, u) < oo e, portanto, F satisfaz (E2), isto é, o dominio
nao depende da variavel ¢. Além disso, note que devido a (F3), também temos F'(¢,0) = 0
para cada t > 0.

Daqui em diante usamos anotagio D = Dom(F(t,-)) C P94.(RY). Paras <tepu €D

com du = pdx, temos que

Fit (@) — Fssp(a) < ( [ alr) dr) (cap(a) + cap(a)”).

Deste modo, usando (4.4.5) obtemos a estimativa
t
F(t,u) —F(s,p) < (/ a(r) dr) (1 + c2Co(1 + My(p))) , para todo 0 < s < t. (4.4.7)

Agora, a ideia é usar (4.4.7) como um substituto para a condigao (E3). Finalmente, note

que a condicao (E4) segue da estimativa (4.4.5). Com efeito,

d%(ﬂ? 60)

M2(N)
27* '

27*

./_"(t, M) 4 > —(Cl + CQCa<1 + MZ(:U»Q) +

Entao, podemos ver que para 7% > 0 suficientemente pequeno a expressao do lado direito
acima é limitada inferiormente. Mais ainda, note que o 7* é vélido para toda t € [0, +00).
Finalizando este trecho, notamos que (E5) é vilido com A = 0, devido a (F3). De fato, sob
estas hip6tese é bem conhecido na literatura que o funcional F(t,-) é convexo ao longo
de geodésicas generalizadas (veja [3, Proposi¢ao 9.3.9]). Para uma posterior referencia

enunciamos os resultados obtidos até aqui.

Lema 4.4.1. Seja F' € C([0,+00) x [0,400)) N CH((0,+00) x (0,400)) uma fungio
satisfazendo as condicoes (F1)-(F3). Entao, o funcional de energia interna dependente
do tempo F definido em (4.4.1) satisfaz as hipotese (E1), (E2), (E4) e (E5) do capitulo

3. Além disso, vale a estimativa (4.4.7).

Antes de continuar, lembramos a seguinte notacdo para a aproximacao de Moreau-
Yosida do funcional:

d2
Bt 7,5 0) = F(t,0) + 200
T

& (1) = very}}g&d) E(t, 7, u;v).

Note que a existéncia de uma unica medida realizando o minimo na definicao de & ;

é garantida novamente como na secao 4.3. Como de costume denotamos tal minimizador
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por ut. Para mostrar a continuidade das aplicagoes &; (1) e pt, temos a desigualdade
lim sup &, 7, (n) < &7 (1)

assim como a limitacao da sequencia v,, := (,un) Agora, notemos que se t,, > t, entao
(4.4.7) e (4.4.2) implicam que

_ /tt"A(s) ds [ FHO.0(@) do < Fltn o) = Ft,0,)

< /tt" a(s) ds(cy + exCa(1 + Ma(v,))?),

onde, abusando da notagao, temos identificado v, com sua densidade. Similarmente,
quando t, < t, obtemos uma estimativa similar. Usando (4.4.6) e o fato que &, -, (tn) €
limitada superiormente, conclui-se que o termo [pa (0, v,(2)) dz é limitado e portanto
segue que

li7£n.7:(tn,vn) — F(t,v,) = 0.

Usando este ultimo limite, pode-se concluir que lim &, ,, (in) = &;:-(1). A continuidade
n
de pt segue de maneira similar. Note que, temos recuperado o Teorema 3.3.3.

Analisemos a diferenciabilidade do nosso funcional. Note que se du = pdx € D, entao

t 8F
Fltrop) = Fltow) = [ [ 5 (t.p) dt da.
R4 Ji, t

Olhando para (4.4.2) e aplicando o Teorema da convergéncia dominada, conclui-se que
t — F(t,pn) é diferencidvel para cada p € D na intersecao dos pontos de Lebesgue das

fungoes a, A dadas na condigao (F1). Além disso, vale a formula

OF () = [ St pla) d

Em particular, os pontos de diferenciabilidade nao dependem de pu.

Agora, tomando 1) < 71 e u € D, obtemos

éatJrTl,Tl (M) - @@tJrTO,TO (M) < .F(t + 7 /Lt+TO) _ ]:'(t + 70 ut+7’0)

7- T
T, ). (44.8)

+ 27071

t+7

Denotando as respectivas densidades por dult™ = pt7dz, podemos estimar

F(t+ 7, ltJFTO) — F(t + 7o, pt™) o (9F (r, p™(x)) dr dx
a 0: Hry Re Jt+1g 87" Pro

t+11

< [ agr)dr /]R CF(0, () do.

t+70
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A tltima integral sobre R é uniformemente limitada em relacdo a 7, em conjuntos com-

pactos de (0, 7*]. Trocando os papéis de g e 71, obtemos também

§t+7'1,7'1 (:u) - gt‘i‘TO,TO (:U’) Z f(t + 1, NZ—J{TI) - .F(t + 70, /Lt+71)
70

_l’_
27071

2 T
T2, ), (4.4.9)
onde podemos estimar

t+rt
F(t+m,ptt™) = Fltro, ™) 2 = [ A@) dr / F*(0, pt™) da.
t+70
Agora, precisamos de uma estimativa para [pa F'*(0, pif™ (2))dz. Substituindo t =t + 7

e z = pt(x) em (4.4.3), e depois de integrar, chegamos a expressao

A=Al [, FH 0™ @) do < [ F7(0.p57 (@) do+ G () (44.10)

O primeiro termo no lado direito de (4.4.10) é limitado localmente em (0,7*]. Pela
continuidade da aplicacdo 7 — &1r-(1), 0 segundo termo tem a mesma propriedade.
Portanto, concluimos que a funcdo 7 — &4 ,(1) é absolutamente continua em cada

subconjunto compacto de (0, 7*]. Uma conta direta mostra que

d

_ [ OF b d3(p, pi*7)
Cbrnn () = [ G470l (@)) do

272 ’

(4.4.11)

para cada ponto de diferenciabilidade 7 € (0, 7*]. Assim, temos recuperado a Proposigao
3.3.5. Continuando com a andalise, s6 comentamos que o Lema 3.3.8 segue os mesmos
argumentos que a adaptacao feita na secao 4.3 para o funcional de entropia com difusao
varidvel e com o uso da estimativa (4.4.7). Mais ainda, nesta se¢do assim como na anterior,
notamos que todos resultados da se¢ao 3.4 permanecem validos assim como a estimativa
dos residuos no Lema 3.5.1. Deste modo, aqui novamente s6 precisamos estimar o termo
residual G,, definido em (3.4.15). Para isto, note que basta estimar, por exemplo, a

exXpressao
G = [ (U= L) F(T(0),U, (1)) = FT(0), U (0)] .

Fixe T' > 0. No caso em que 7;(t) > 7,(t), note primeiro que

/ﬂ(t) a(r) dr) /Rd F~(0,U,(t,z)) dz

Tn(t)

FT(0.U,(0) — FIT(0).U.(1) < (

7= (t)
< C’(T)/T(t) a(r) dr, (4.4.12)

onde C(T) é uma constante que ndao depende das partigoes 7,7. De maneira similar,
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quando T;(t) < Tp(t), temos que

FT0L0) = FT.00) < ([7740)ar) [ 0.0 (0.0)

T (t)

Tn(t)

< O(T) / A(r) dr, (4.4.13)
T=(¢)

onde pode-se assumir que C'(T") é a mesma constante da estimativa anterior. Note que na

ultima estimativa, temos usado (4.4.3). Logo,

/Tn(S)VTr(S)

G < C(T)/Ot(l—lT(s)) (a(r) + A(r)) dr ds.

Tn(8)AT+(s)

Daqui para frente, os mesmos argumentos da Proposicao 3.5.2 sao validos, recuperando
assim tal resultado. Assim, concluimos que existe uma curva p : [0,00) — P, (R?) tal
que U,(t) — p; = pu(t) uniformemente em intervalos compactos.

A seguir, esbocamos a prova de que a interpolacao de De Giorgi também converge
para a curva j;. Seja d =t — "1 para t € (1771, ¢"] e t < T. Usando a propriedade de

minimizadores de Uy (t) e U,(t), obtemos

Tn— 0 o

AW, (0).02(0) + F(40,0) — F 02,00
< T;LT;;Sd%(UT(t%UT(t)) + Ft,UL(t) — F"U(t),  (4.4.14)
e portanto
LA (1), 0 (1) < S LU0, U (0)
+/f alr) dr [ F(0,0n(t,2) do
+ /t T A0 dr /R FH(0,T (1)) do. (4.4.15)

Agora note que os temos fga F7(0,U,(t,x)) dz e fpa F~(0,U-(t,z)) dz sio estimados
localmente, como foi feito até agora (veja estimativa (4.4.10)). Deste modo, obtemos a

desigualdade

U (0), 0r(0) < B0, 0 (0) + COIrl o) [ (alr) + A)

Donde, obtemos a convergéncia da interpolagdo de De Giorgi U, — [t no conjunto de
pontos de Lebesgue da funcao A(t) + a(t).

Continuando, gostariamos de obter a identidade de energia andloga a (3.6.6), pagina

oF

77. De fato, supondo por exemplo que a fungao %;(t,-) ¢ uma funcdo concava, para cada
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t > 0 fixo, e a identidade (4.4.11), podemos obter

F(t.u(t) - Fls, //Rd ) dwdr— 5 [ PG

—5 |0F( ) (u(r)) dr.

[sto corresponde a nossa nocao de solucao, porém, obter a igualdade na identidade
anterior pode ser um tanto delicada e nao sabemos se ela é valida em geral. Com efeito,

o problema de obter a igualdade em geral, esta relacionado com o calculo do limite

F (L, ) = F(to, )

lim ,
t—to t — to
o qual ap6s uma mudanca de variaveis (veja por exemplo [29, Teorema 4.8(iv)]) pode ser

transformado num limite da forma

t—to JRA t — to

det(Vth') dx,

para alguma do = gdz € P, ..(R?). Uma vez que o mapa de transporte t* é dado pelo
gradiente de uma funcao convexa, segundo o Teorema 1.2.1, podemos identificar o calculo
do limite anterior com um problema de estabilidade para a equagao de Monge-Ampere.
Até onde sabemos, tais resultados de estabilidade sdo conhecidos sob hipéteses mais fortes
que as que temos em nosso contexto, veja por exemplo [12]. Contudo, ainda é possivel
mostrar que a curva p; ¢ solugao distribucional de uma certa equacao parabdlica de tipo

nao linear e isto é feito no proximo teorema.

Teorema 4.4.2. Considere o funcional de energia interna definida em (4.4.1) e assuma
as condigoes (F1)-(F3). Entdo, a curva pi : [0,00) = P5(RY), du; = p(z,t)dz, dada pela

teoria métrica adaptada nesta secao € uma solucao distribucional da equacdo
Op — V- (VLP(t,p(t,x))) =0, (4.4.16)

com condigio inicial py € Po(RY) e com P = zaa—’:(t, z) — F(t,z). Além disso, temos a
propriedade de contracdo
da(pae, ve) < da(po, vo)-

Demonstracio. Por simplicidade, tomamos um tamanho de passo uniforme 7 > 0. Con-
sidere a particdo {0 < 7 < 27 < 37 < --- }, e escolha £ € Cg°(R% R?). Considere também

o fluxo &4 associado ao campo &, i.e.

(05)" = &(Ps). (4.4.17)
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Entao, pela propriedade de minimizagao de U, temos que

d2 Unfl U d2 Unfl Ur
4 2( T ) 5) —Z/I(nT,Uf)— 2( T ) 7')

T T

U(nt,Us) > 0, (4.4.18)

onde Us = ®s5.U" é o pushforward de U via ®;. Entao, por argumentos padroes (veja

[17]), segue que

U(nT,Us) —U(nT,U")

lim ; - /R = P(nr, U (2))divé da
e
di(ur—t, Us) —di(urt,un) (x —vy)
. —1%2 T ) 2 T e iV .
(151_13(1)7' 5 — /]Rded - £(y> dv(x,y),

onde v € T(U"1,U") é um plano de transporte 6timo entre U™~ ! e U". Trocando £ por

—¢, usando a simetria de (4.4.18), tomando o caso particular £ = V(, obtemos que

[ =9 v(y) driay) - [, Por U2 (@) AC dr = 0. (4.4.19)

T

Segue da tltima identidade que P(n7, U") € W (R?) ¢ uniformemente limitado. Assim,
podemos usar a convergéncia fraca e as estimativas no Lema 3.3.8 para concluir que a

curva i : [0,00) = P(R?) resolve a equacio (4.4.16) no sentido de distribuigdes. O
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