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Resumo

Os sk-splines tiveram sua teoria basica desenvolvida por Alexander Kushpel nos anos de
1983-1985. Os sk-splines sdao importantes em varias aplicagdes e seu espago é gerado por

translagoes discretas de uma tnica funcao nicleo.

Neste trabalho desenvolvemos a teoria geral dos sk-splines sobre o toro, apresentamos duas
aplicagoes dos principais resultados obtidos e comparamos nossos resultados com outros ja

publicados, mostrando que as taxas de convergéncia sao 6timas em termos de ordem.

Palavras-chave: splines; interpolagdo no toro; aproximagoes; multiplicadores; fungoes

analiticas.



Abstract

The sk-splines had their basic theory developed by Alexander Kushpel in the years 1983-
1985. The sk-splines are important in many applications and their space is generated by

discrete translations of a single core function.
In this work we develop a general theory of sk-splines on the torus, present two applications
of the main results obtained and compare our results with others already obtained, showing

that the convergence that we obtained is sharp in terms of order.

Keywords: Spline; Torus Interpolation; Approximation; Multiplier; Analytic functions.
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Introducao

No sentido classico, um spline é uma fun¢ao formada por pedacos de polindmios.
Os sk-splines sao uma generalizagdo dos splines polinomiais (ver Observagao 1.3.13 em
(LOPES, 2013) e (GOLOMB, 1968; ZHENSYKBAEV, 1973)) e dos L-splines de Micchelli
(MICCHELLI, 1976). A teoria dos sk-splines foi introduzida e sua teoria basica desenvolvida
por A. Kushpel em (KUSHPEL, 1984; KUSHPEL, 1985; KUSHPEL, 1987a; KUSHPEL,
1989b; KUSHPEL, 1989a; KUSHPEL, 1987b). Os sk-splines sdo importantes em varias
aplicagoes e seu espago é gerado por translacoes discretas de uma tnica funcao nicleo. A
principal vantagem em usar sk-splines ao invés de splines polinomiais ¢ que se o ntcleo do
sk-spline tem suavidade infinita, entdao a taxa de convergéncia dos sk-splines interpolantes
é governada pela suavidade do nicleo. Em (KUSHPEL; LEVESLEY; LIGHT, 1996)
podemos encontrar mais informagoes sobre o desenvolvimento historico dos sk-splines,

suas aplicagoes e suas generalizacoes. Resultados mais recentes sobre convergéncia de
sk-splines em LY foram obtidos em (KUSHPEL, 2008a; KUSHPEL, 2008b).

Considere um nticleo continuo K sobre T?. Dado n = (ny,...,nq) € N? e

k = (k... kq) € Z% seja xy = (Tpy, ..., Tr,), Thy = Thy/ny, O = {k = (k1,...,kg) € Z%:

0<k<2n—1,1<i<d} e, ={xx:keQ,}. Um sk-spline sobre A, é uma fungiao
representada na forma

ska(%) = c+ > a(x = xy), (1)

ke

onde os coeficientes ¢ € R, k € ,, satisfazem a condicao Z cx = 0.

keQn

Splines definidos por (1) tém sido considerados, no caso 1-dimensional, por
diferentes autores, sob condigoes bastante restritivas sobre o nicleo K, tais como sinal
de regularidade (ver (KARLIN, 1968)), ou usando o Teorema de Taylor para obter
alguma estimativa de erro ou a existéncia de interpolantes (MICCHELLI; PINKUS, 1976;
MICCHELLI; PINKUS, 1977b; MICCHELLI; PINKUS, 1977a; MICCHELLI; PINKUS,
1978). Condigdes deste tipo usualmente nos permite aplicar métodos desenvolvidos para
splines polinomiais e obter resultados analagos em situacoes mais gerais. N6s nao impomos
nenhuma condi¢ao de regularidade ou usamos qualquer propriedade especial de polinomios
para demonstrar nossos resultados. Isto nos permite dar um tratamento unificado para

uma ampla variedade de fungoes splines, isto é, com suavidade finita, infinita ou analitica.

No Capitulo 1, apresentamos alguns resultados basicos sobre Analise de Fourier

no toro e fixamos as notagoes que serao utilizadas nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2 desenvolvemos a teoria geral dos sk-splines sobre o toro e

demonstramos os teoremas principais. Na Secao 2.1 introduzimos o conceito de sk-spline
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sobre o toro T? e demonstramos alguns resultados basicos, que serdo muito utilizados nas
segOes posteriores. Na Secao 2.2 definimos sk-spline fundamental, sk-spline interpolante
de uma func¢ao definida sobre o toro e encontramos condi¢oes para a existéncia e unicidade
de sk-splines interpolantes. Mostramos que o sk-spline interpolante pode ser escrito em
fungao do sk-spline fundamental. A demonstracdo do Teorema de Existéncia e Unicidade
de sk-splines interpolantes, no caso do circulo, faz uso de matrizes circulantes e suas
propriedades como ferramenta fundamental. Os resultados desta se¢ao sao apresentados de
forma bastante diferentes dos resultados andlogos para o circulo. Em particular, ndo usamos
matrizes circulantes e suas propriedades na demonstracao do Teorema de Existéncia e

Unicidade de sk-splines interpolantes para o toro.

Denotamos por f * g o produto de convolugao de duas fungoes integraveis f e
g sobre T? e denotamos U, = {f € L*(T%) : ||f||, < 1}, K+U, = {K = f : f € U,}, para

1 < p < o e um nicleo continuo K sobre T¢. Para x = (1,...,24) € R? escrevemos
o = (74 + mﬁ)lﬂ, X[op = 1m’gmd|xj|. Denotamos por sky(f,-) o tnico sk-spline
U

interpolante da funcdo f com nds e pontos de interpolacao A, (ver Definicao 2.2.5 e
Teorema 2.2.6).

Nas Secoes 2.3 e 2.4 demonstramos os Teoremas 2.3.7 e 2.4.6 que nos fornecem
taxas de convergéncia para uma funcao do tipo f = K * ¢ onde ¢ € LP(T?%) e K é um
nticleo fixo, pelos sk-splines sky(f,-), na norma de L?(T%). No Teorema 2.3.7 a taxa de
convergéncia é obtida quando 1 < p <2< g < ™, comp ' —g > 27! e no Teorema 2.4.6
quando 1 < ¢ < 2 < p < . Os resultados mais interessantes para as nossas aplicagoes
sao os Corolarios 2.3.9 e 2.4.7, uma vez que, suas hipdteses sao mais fracas e assim, mais
faceis de serem verificadas. No Corolario 2.4.8 obtemos por interpolacao novas taxas de

convergéncia quando 1 < p <2 < g < 0.

No Capitulo 3, apresentamos duas aplicagoes dos principais resultados do

Capitulo 2. Na primeira aplicacdo (Teorema 3.1.1) demonstramos, em particular, que se

Ki(x)= > 077%™, xeT! yeR, v>d, (2)
1624\ {0}
onde |-|=]-|sou|-|=]| |w, en=(n,...,n)e N’ entdo
sup || f = skn(f,)[la < Cn 7PV 1< p <2 (3)
fEKl*Up
€
sup ||f = ska(f, )|l <Cn™?, 1<¢<2<p<w. (4)
feKl*Up

Na segunda aplicagao (Teorema 3.2.3) demonstramos, em particular, que se

Ky(x) = Z e Moet*  xeT! raeR, ra>0, (5)
1624\ {0}
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en=(n,...,n)e N entio,
sup || f = ska(f,-)l[o < Cem®nl VPR 1 < p <2, r 21 (6)
feKaxUp
e
sup [|f = sku(f,)lla < e 1<g<2<p<w, r>0. (7)
fE 2* p

A constante C' ¢ positiva e independente de n, p e g. Observamos que os conjuntos K; * U,
sao classes de fungoes finitamente diferenciaveis e Ky * U, classes de funcoes infinitamente

diferenciaveis se 0 < r < 1 e analiticas se > 1, sobre o toro.

A n-largura de Kolmogorov do conjunto K = U,, para um nuicleo continuo K,

em L4(T%) com 1 < p,q < o0, é definida por

dn(K # Uy, L?) = inf sup mf f = 9llgs
Tn feksU, 96T
onde T}, varia na familia dos subespacos de dimensao n de LI(T%). Seja SK(Ay) o espaco
vetorial dos sk-splines sobre A,. Uma questao fundamental para uma teoria de splines
sobre T? é saber se o subespaco SK(Ay) é tdo bom quanto os subespacos de polindmios
trigonométricos de mesma dimensio, no sentido de n-larguras. Como dim SK(A,) = (2n)*
para todos os niicleos considerados neste trabalho (ver Observagao 2.2.7), entdao queremos

saber se
sup ||f - Skn(f? )||q N\ d(2n)d<K * Up7 Lq>’ (8>

feK=Up,
o que implica
sup ||f - Skn(fv )||q = d(2n)d(K * Up7 Lq)

feK=Up
Lembramos que para duas sequéncias (a,) e (b,), a, < b, se a, < Cib, e a, = b, se
Csb, < a,, < Chb,, para todo n, onde as constantes C; e Cs independem de n. Se tivermos

(8) entdo podemos construir splines interpolantes 6timos, em termos de ordem.

No Capitulo 3, fazendo uma comparacao dos resultados deste capitulo com re-
sultados sobre n-larguras de Kolmogorov publicados em (KUSHPEL; STABILE; TOZONI,
2014) (ver Observagoes 3.1.3 e 3.2.4) obtemos, para todo n € N,

sup Hf - Skn(f? )H2 = d(2n)d(K1 * Upa L2) = n*’erd(l/pfl/Z)’ I < P < 2 Y > d
fEKl*Up

sup |[f — ska(f,)|lg = dnya(K1*Up, L) =07, 1<q<2<p< o, 7>d,
feK1xUp

sup |1f = shalf, o = o (Ko« U, 12) = €, a0, 0<r < 1.

feKoxUs
Podemos entao afirmar que a taxa de convergéncia dos sk-splines é 6tima, em termos de
ordem, para fungoes nas classes de tipo Sobolev K * U, quando 1 < p <2 =g¢q,v > d

equando 1 < g < 2 < p < o0, v > d. Para fungdes nas classes de fungoes infinitamente
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diferencidveis Ky = U, (analiticas se r = 1) temos também taxa de convergéncia 6tima, em

termos de ordem, dos sk-splines quando p=¢=2,a>0,0<7r < 1.

Classes de Sobolev sobre o toro T¢ sdo classes de convolucdo com um niicleo
que ¢ um produto de nicleos 1-dimensionais de Weyl. Mais precisamente, seja r; € N U {0},

I1<j<de
e}

K;(x) = Z k™" cos (ka: - Tjg) ,
k=1
e considere o nicleo sobre T¢ definido por K (z1,...,24) = Ki(z1) -+ K(24). O conjunto

K U, é a classe de Sobolev anisotrdpica de fungoes cuja r = (11,72, ..., rq)-ésima derivada
estd em U,, 1 < p < 0. Os conjuntos de fungoes K * U, no Teorema 3.2.3 nao sao classes
de Sobolev, mas conjuntos de fungoes finitamente diferenciaveis sobre o toro, similar as

classes de Sobolev, os quais denominaremos classes do tipo Sobolev.

Em (LEVESLEY; KUSHPEL, 1999; LEVESLEY; KUSHPEL, 1996) foi estu-
dada a convergéncia de sk-splines para fungoes em classe de Sobolev sobre o toro. Estes
estudos foram avangados em (GOMES et al., 1999; GOMES et al., 1997). O melhor
resultado foi obtido em (GOMES et al., 1999). Em (GOMES et al., 1999) foi obtida uma
taxa de convergéncia quase 6tima, no sentido de melhor aproximacao por polinémios
trigonométricos, para fungoes em classes de Sobolev, por sk-splines, 6tima, a menos de
um fator logaritmico. Em (KUSHPEL; GRANDISON; DZUNG, 2006), um resultado

semelhante foi obtido para o caso p = g = 1. Nestes artigos os niicleos considerados sobre o
d

toro T sao do tipo K(x) = 1_[ Kp(xy), x = (x1,...,24), onde K, sdo funcoes continuas
=1

m=
sobre o circulo unitario. Em nenhum destes artigos foi obtida uma taxa de convergéncia
6tima, em termos de ordem, no sentido de n-larguras, para fungoes em classes de fungoes
finitamente ou infinitamente diferenciaves, ou em classes de funcoes analiticas sobre o toro,

em particular para as classes Sobolev. Veja Observagao 3.2.5.

Em (LEVESLEY; KUSHPEL, 1999; LEVESLEY; KUSHPEL, 1996; GOMES
et al., 1999; GOMES et al., 1997; KUSHPEL; GRANDISON; DZUNG, 2006) foram
consideradas somente aproximacoes por sk-splines para fungoes em classes de Sobolev.
Nao conhecemos resultados semelhantes aos obtidos na Secao 3.2, de aproximagao por
splines para funcoes em classes de funcoes infinitamente diferenciaveis ou analiticas sobre

o toro.

Os resultados das Segoes 2.2 e 2.3 e as aplicagoes destes resultados no Capitulo
3, mais precisamente, a estimativa (3.1) do Teorema 3.1.1 e a estimativa (3.11) do Teorema
3.2.3, estao publicados em (OLIVEIRA; TOZONI, 2021).
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1 Analise de Fourier no Toro

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre analise de
Fourier no toro. Esses resultados serao aplicados nos capitulos seguintes. As demonstragoes
serao omitidas em sua maioria. As referéncias para este capitulo sdo (CHAMIZO; IWANIEC,
1995), (FOLLAND, 1984), (GRAFAKOS, 2008), (HEATH-BROWN, 1999), (HUXLEY,
2003) e (STEIN, 1970).

1.1 Preliminares sobre Analise no Toro

Nesta se¢ao apresentamos definigdes e resultados basicos sobre analise de Fourier
no toro. As referéncias para esta se¢ao sao (GRAFAKOS, 2008) e (STEIN, 1970).

Notacgéo 1.1.1. O toro d—dimensional T¢, d € N= {1,2,3,...}, é definido como sendo o

produto cartesiano de d vezes do grupo quociente R/27Z, isto é,
T¢ = R/277Z x R/27Z x - - - x R/27Z.
Podemos identificar T¢ com o cubo d—dimensional
[, 7]d = {(z1,20,...,20) eRY: —w < a; <7, i =1,2,...,d}.

Para que [—, 7T]d, de fato, represente o toro T¢, devemos identificar as suas faces opostas.
Assim, o ponto
(xlv ey L1, =T, Ly, - v - 7$d>

¢ identificado com o ponto
(-1'17 ey L1, Ty Ly 1y - - 7xd>

para cada 1 = 1,2,...,d, fixo, uma vez que ambos representam o mesmo elemento no
grupo quociente.

A correspondéncia [—m, 7| 3 (21,29, ..., 2q) — (e, ..., ™) estabelece um
isomorfismo de grupos entre [—, 7T]d e o produto cartesiano S' x --- x 81, de d vezes
o circulo unitario S* = {e" : t € [~ 7]}. Assim podemos identificar também T? com

St x ... x S

Funcoes definidas no toro T¢ sdo funcoes f definidas em R? que satisfazem
f(x +2mm) = f(x), para todo x € R? e m € Z% Tais funcées sao ditas periddicas de

periodo 27 em cada coordenada.

Consideremos o circulo unitario S munido da medida de Lebesgue normalizada

1
z—dt. Vamos sempre considerar T? com a medida produto, d vezes, dessa medida sobre S?,
T
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1
a qual denotaremos por dr(x) = Wd:cldxg -+ +dxg. A medida dv(x) é a tnica medida
T

de Haar normalizada sobre T¢.

Notagdo 1.1.2. Para 1 = (I,...,1g), k = (ki,....kq),j = (j1,...,Ja) € Z% e x=
(x1,...,74), y = (y1,...,yq) € R denotamos

a) Xy = T1y1 + - + Tald,

b) Ik = (L, . .., laka),

= kmod(j) se existe p € Z” tal que 1 — k = pj,

= (0,0,...,0),

g) [xly= (1] + [wal’ + - + Jzal”)"?, 1< p < o,
)

Neste trabalho consideraremos uma norma genérica x — |x| sobre R? e deno-

taremos por |1| a norma do elemento 1 € Z%.

Definicdo 1.1.3. Dizemos que uma funcdo Lebesgue mensuravel f : T — C pertence

ao espaco LP(T%), 1 < p < oo, se
f |f(x)|Pdv(x) < 0.
Td

Se f,g e LP(T?) e f=g q.t.p, consideramos f e g como sendo 0 mesmo elemento em LP(T%).

Além disso, se f e LP(TY),
1/p
171l = ( | |f(X)|”dV(X))
’I[‘d

define uma norma em LP(T%) quando 1 < p < 0.

Defini¢do 1.1.4. Dizemos que uma funcio Lebesgue mensuravel f : TY — C pertence
ao espaco L*(T%), se existir 0 < B < o tal que a medida de Lebesgue do conjunto
{xeT?:|f(x)| > B} énula. Se f,ge L*(T?) e f=g q.t.p, consideramos f e g como sendo

o mesmo elemento em L (T?). Além disso, se f € L*(T?),
£l = inf{B>0:v({xeT:|f(x)|> B}) =0}
define uma norma em L*(T).

Definigao 1.1.5. Seja f € L'(T?) e m € Z%. O m—ésimo coeficiente de Fourier da funcio

~

f, denotado por f(m), é definido por
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Definigdo 1.1.6. Dada f € L*(T?), definimos a série de Fourier da funcio f por

> Fm)em. (1.1)

meZd
Defini¢do 1.1.7. Sejam f : T* — C e y € T¢. Denotaremos por f, f e 7Y f as fungoes

de T% em C definidas por f(x) = f(x), f(x) = f(—x) e 7V f(x) = f(x —y). O produto de
convolucio de duas fungdes f e g de L*(T?), denotado por f # g, é definido por

frg(x) = y f(x—y)g(y)dv(y).

Teorema 1.1.8 (Desigualdade de Young, (STEIN, 1970), p. 31). Se 1 < p,g < w0, f €
LY(T?) e g € LP(T?), entdo f « g e L*(T?), onde 1/s = 1/p + 1/q — 1. Além disso, temos
que

Lf = glls < {1 fllallgllp-

Proposigio 1.1.9. Sejam f,g e L'(T?), ke Z? ) e Cey e T Ento para todo m € Z%,

temos

~

(2) f + g(m) = f(m) + §(m),

—_— ~

(f) €O f(m) = f(m — k),

(&) J(0) = | f(x)dv(x),

Td

~

(h) sup [f(m)[ < [|f]]1,

meZd

— ~

(i) f*g(m) = f(m)g(m).

Defini¢do 1.1.10. Um polinémio trigonométrico em T? é uma funcéo da forma
P(x) = Z ame™X,

onde (@ )mezd, ¢ uma sequéncia finitamente suportada em Z?, isto é, am, # 0 apenas para
um nimero finito de elementos m € Z%. O grau de P é o maior valor de |qi| + - - - + |qq| tal
que aq # 0, onde q = (q1,...,q4) € Z%. Denotamos por P o espaco formado por todos os

polindmios trigonométricos.
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Proposicio 1.1.11. O conjunto dos polinémios trigonométricos é denso em LF(T?), para

1<p<o.

Proposicao 1.1.12. Se f,g e L'(T%) satisfazem f(m) = g(m), para todo m € Z?, entdo

f = g em quase todo ponto.

Observacao 1.1.13. Consideremos o espaco de Hilbert complexo L?(T%), munido do

produto interno usual
o= | 1aRIAvx), fge T,

e para cada k € Z%, seja ¢y (x) = e, Sabemos que (L*(T?),{-,-)) é um espaco de Hilbert
complexo e que a familia {@y : k € Z?} é um sistema ortonormal completo de L?(T%), isto
é:

(1) <¢k7 ¢m> =0, se k # mj;

(ii) [loll2 = 1, ke Z¢

(iii) Se f € LA(T% e {f, ¢1> = f(k) = 0, k € Z%, entdo f = 0.

Temos também para f,g e L*(T9) :

I1f1I5 = Z If(k)[> (Identidade de Plancherel),

keZd
. 7 ik-x
i |l = 3 Fagers| —o
[kl2<n 2

Ny f(x)g(x)dv(x) = Z f(k)m (Identidade de Parseval).

Definicao 1.1.14. Seja R um ntmero real ndao negativo. Os ntcleos esférico Dy e quadrado

D7, de Dirichlet no toro T¢ sao definidos respectivamente por

Dgr(x) = Z e®* e Di(x) = Z ek,

keZ?, |kl2<R keZd, |k|o<R
Os nucleos esférico e quadrado de Dirichlet sao polinémios trigonométricos em
Td
Definicao 1.1.15. Para R € R, R > 0, chamamos as expressoes

Sr(N)x) = (f+*Dr)(x)= > flke™™

keZd, |k|o<R

SiNX) = (f+Dpx) = > fk)e™™

keZd, |k|o<R

de soma parcial esférica e soma parcial quadrada de Fourier da funcao f, respectivamente.
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1.2 Alguns Resultados sobre Analise no Toro

Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados de andlise no toro que serao usados

em capitulos posteriores. A referéncia para esta se¢do é (FOLLAND, 1984).

Teorema 1.2.1 (Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin, (FOLLAND, 1984), p.193).
Sejam 1 < pg, p1,qo0, @1 < o e para 0 <t < 1 sejam p; e ¢; dados por

1 1—-t ¢t 1 1—t ¢
N — + — — .

Pt Po poa do 0
Suponhamos que 7" seja uma aplicacdo linear de LF°(T?) 4 LP*(T%) em L% (T%) 4 L% (T%)
tal que

17(Pllag < Mollfllpo: f € L7(T)

IT(Pley < Millfllpy, f & L7(TY).

Entao para cada 0 <t < 1,
IT(F)ge < Mg~ Mi[| flp & L (TY).

Definigao 1.2.2. Sejam (ay)xez¢ uma sequéncia de ntimeros complexos. Se a sequéncia

(S )men onde S, = 2 ax, converge em C, dizemos que a série 2 ax é convergente.
|kl2<m keZd
Se a série Z ax é convergente, o limite da sequéncia (S,,)men € chamado de soma da
keZd
série e sera denotado também por Z .
keZd

Definigao 1.2.3. Dizemos que uma sequéncia de nimeros complexos (ak)yxeze pertence

ao espaco [P, 1 < p < o, se

1/p
|| (ax) keZde <Z |ak|p> <o, 1 <p< oo,

kezd

|| (ax)keza |l = sup |ax|.
keZd

Observamos que a fungao || - || : 1 — R é uma norma em (¢ e que [?, munido

dessa norma, é um espaco de Banach.

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Hausdorff-Young, (FOLLAND, 1984), p.240). Se f €
LT, 1<p<2el/p+1/qg=1, entdo (f(Kk))cz € 1 e

|(Fo), | <0l

Notagao 1.2.5. Denotaremos por C (Td) o espaco vetorial real formado por todas as

funcoes continuas f : TY — R munido da norma da convergéncia uniforme.
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Notacdo 1.2.6. Seja K € C(T%) e pe R, 1 < p < 0. Denotamos

Up = {f € LP(T) : |fll, < 1}

K«U,={K=xf:felU,}.
Corolario 1.2.7. Se fe LY(T%),1<p<2el/p+1/q =1, entao

171l < || (F0) (1:2)

keZzd D

Demonstragao: Usando argumentos de dualidade (ver (FOLLAND, 1984), p. 180) obte-

1mos

181l = sup {| [ 71000

:geUp}. (1.3)

No supremo acima podemos trocar g € U, por g € U, n L*(T%) pois U, n L*(T%) é denso
em U,. Como f e LYT?) < L*(T%) e g € U, n L*(T?), segue pela Identidade de Parseval e

pela desigualdade de Holder para os espagos 1P que

S| = | 3 Fag00) < |(F09) )| 100Dzl
Agora, pela desigualdade de Hausdorff-Young,
[1(G(8))wezally < llgllp < 1
e assim
Feageaanta)| < || (Fo) || -
Portanto (1.2) segue de (1.3). O

Observagao 1.2.8. Seja 1 < p < w e seja p' tal que 1/p + 1/p’ = 1. Entédo, para
g € L”(T%) temos

lolly = suw {| [ reistxiavo) 1 e .

Consideremos uma aplicacdo linear 7' : LP(T%) — L(T%) limitada, 1 < p,q < o

, isto é, existe uma constante positiva C, tal que, para toda f € L (']I‘d),

IT(Hlg < ClIflp-

Denotemos
[T]|pq = sup{|[T(f)llg : fe Uy} < o0

Sejam p’, ¢ tais que 1/p+1/p' =1e1/q+ 1/¢ =1 e suponhamos que

Ld T(g)(x)f(x)dv(x) = f g(x)T(f)(x)dv(x)

Td
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para toda g € LP(T%) e f e L7 (T%). Entéo
Tllgp = sup{[|T()lly: fe Uy}
= s | TG0

- p{U F )T (g) (%) ()

= sup{[|T(9)llq : g € Up}
= HTHp,tr

:ge€ Uy, erq/}

ZfEUq/, gEUp}

Portanto, T estd bem definido como um operador de L7 (T%) em LP(T%) e temos que
||T||q’,p’ - ||T||p7q-

Observacgao 1.2.9. Seja (a))eze uma sequéncia de nimeros reais tal que a; = a_j para

todo1e Z¢ e
2 lay| < 0.
lezd

Consideremos o niicleo K (x) dado por

Pelo Teorema 2.1.9 temos que K é uma funcao real, continua e par. Considere-

mos o operador de convolucio definido para f e L'(T%) por

Tf(z) = K * f(x), z e T (1.4)

Como K é uma funcio continua sobre T?, K é limitada, assim pela Desigualdade
de Young, para toda f e LY(T%), Tf e L®(T?) e

T flleo = K = flloo < [IK [0l f1]1- (1.5)
Sep,geR, 1<p,qg<oe feLP(T?, entdo

1T fllg < 1T flloo < ool [f1T1 < Koo [ £]
e assim 7' é um operador linear limitado de LP(T?) em L?(T%).
Seja f € L'(T?). Como a série
Z af(1)e™™
lez
converge absolutamente pois

D laf@e™ ) =3 fallf Q)

lezd lezd

£l 2 | = C||f]],

lezd

A
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entdo podemos definir 7'f por

Temos que T é um operador linear e
17 flls < ClIfll1, f e LYT).

Para f € H (ver Proposi¢ao 1.3.2) usando (2.20), obtemos

Tf(x) = WK@—WﬂWWW)
= 33 aft0e | etany)
= Y afl)e™
- T

Como T e T sdo limitados de L*(T%) em L*(T%) e H é denso em L*(T?), podemos concluir
que T'f = Tf para toda f e L*(T?), isto é, para f € L'(T%) temos

Tf(x) =) afde™™ (1.6)

lezd

Para f,g e L*(T%), usando a identidade de Parseval, a Proposicdo 1.1.9(c) e o fato que

a1 = a_; para todo 1 € Z¢, obtemos

| rroaeodvix = 3 Traja)

Entao pela Observagao 1.2.8 temos
Tl = 1Tl

para quaisquer p,q € R, 1 < p,q < o0, onde p’ e ¢ satisfazem 1/p+ 1/p' = 1/q+ 1/¢' = 1.
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1.3 Operadores Multiplicadores sobre o Toro

Nesta se¢ao definimos operadores multiplicadores sobre o toro e apresentamos

resultados que serao usados no capitulo sobre aplicacoes desta tese. As referéncias para
esta secao sao (CHAMIZO; IWANIEC, 1995), (HEATH-BROWN, 1999) e (HUXLEY,
2003).

Definicao 1.3.1. Para [, k € N, definimos
Ar={keZ: |kly <1}, Af ={keZ: k|, <I},

H, = [eik'x ke ANA 4], H = [eik'x ke ANAS ],
d = dimHy, dF = dimH?,

onde A_; = J e [f;j: 7€ '] denota o espago vetorial gerado pelas fungoes f; : T¢ — C,

com j pertencente ao conjunto de indices I

Proposicao 1.3.2. O espaco vetorial H gerado pela familia {™* : k € Z%} é denso em
LP(T?), para 1 < p < 0.

Observacao 1.3.3. O problema do circulo de Gauss tem mais de um século, é uma
questao simples de contagem com consequéncias muito complexas. Consiste em contar os
pontos de coordenadas inteiras contidos num circulo de raio R e de centro na origem de

R?. Este ntmero pode ser escrito na forma
N(R) = nR* + E(R),

onde E(R) ¢ um termo de erro. Gauss demonstrou de uma forma bastante elementar,
que existe uma constante C' > 0 e um nimero 0 < @ < 1 tal que E(R) < CR’ para todo
R>0.

Uma grande quantidade de conteiido mateméatico tem sido construido em torno
desse problema. Os trabalhos mais recentes nesta direcao tém se concentrado em encontrar
valores cada vez menores para o expoente §. Em (HUXLEY, 2003) foi demonstrado que a
estimativa E(R) < CR’ é verdadeira para qualquer > 131/208.

Para de Ne R > 0 seja Br = {x € R : |x|, < R}. A quantidade de pontos de
coordenadas inteiras contidos na bola fechada Bg de raio R é dada por

Na(R) = Vol(Bg) + Ea(R),

onde E4(R) denota o termo do erro. Como

2ﬂ.d/2
VOZ(BR) = WRd,
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segue que
/2
N4(R) = <d12’(d/2)) R+ Ey4(R).

Hd = inf{a : Ed(R) = O(Ra)}

Denotemos

Para d = 1 temos #; = 0 e é conhecido que para d > 4 temos 0; = d — 2. O valor de
0, continua em aberto nos casos d = 2 e d = 3. E conhecido que 1/2 < 0, < 1 e pelo
que vimos acima #y < 131/208. Para o caso d = 3 é conhecido que 1 < 65 < 2. Foi
demonstrado em (CHAMIZO; IWANIEC, 1995) que a estimativa F3(R) < CR? é valida
para 6 = 29/22 ¢ em (HEATH-BROWN, 1999) que é vélida para § = 21/16 e desta forma
05 < 21/16 < 29/22.

Proposicao 1.3.4. Dado d > 2, seja § = 0,63 sed =2,0 =21/16=1,3125sed =3 e
6 = d— 2 sed>4. Entao existem constantes positivas C e Cs, tal que, para todo [ € N,

d/2 d/2
217 a1 o < gy < 2T

X rap’ Al

Em particular d; = 147!

Demonstracgao: Segue da definicdo de H; que

dp = #A—#A1 = Na(l) — Na(l - 1)

/2 -y
= (d]%(d/Q)ld + Ed(l)> - (d]%(d/Q)(l ~ 1)+ Ey(l - 1))

27Td/2 p .
- dI(d/2) (%= (= 1)) + (Ba(l) — Ea(l = 1)).
Temos
ld — (l — 1)d = dld_l — d(d — 1)ld_2 + d(d B 1)<d_ 2)ld_3 . i 1’
2 3

assim 1

dld_l o ( 2_ )ld—2 < ld B (l o 1)d < dld_l
e portanto
F(d/z) d—1 ]_Wld 2 + Ed(l) — Ed(l — 1) < dl < [’(d/z) ld 1 + Ed(l) . Ed(l _ 1)

Por hipotese
|Eg(l) — Eq(1 = 1)| < |Eg(D)] + |Ea(l — 1) < OL°

e logo

d/2 d/2
2T it _ ol < dy < 2T
I'(d/2) I'(d/2)

pois d—2 < § < d— 1. Como consequéncia das desigualdades em (1.7) segue que d; = 141,
m

1=t o°, (1.7)
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Observacao 1.3.5. Verificamos facilmente que para todo [ € N
df =20+ 1) —(2(1 —1) + )4 = 1471,
Definigdo 1.3.6. Seja A : [0,0) — R uma funcao. Para cada k € Z%, definimos
e = Alkl), e A= A(lklo)-

Denotaremos por A e A, os operadores lineares definidos para ¢ € ‘H (ver Proposi¢ao
1.3.2) por

Ap = > NP(k)e™™

kezd

Avp = Y AB(k)e™™,
keZd
Denominaremos A (respectivamente A,) como sendo a sequéncia de multiplicadores

A = {Ax}yeza (respectivamente Ay, = { A} }yeza)-

Observamos que se 1 < p < o, temos H denso em LP(T9). Assim, se
sup{|[Apll, : ¢ € H,||l¢ll, < 1} < o0, entdo o operador A pode ser extendido a toda

funcio ¢ € LP(T?) e ¢ limitado sobre L?(T?). O mesmo vale para A..

Definigao 1.3.7. Sejam A = {Ag}yeze € A = { A }keze como na Definicao 1.3.6 e sejam
1 < p,q < . Se para todo ¢ € LP(T?) existirem funcdes f = Ap € LY(T% e f* = A,p e
LY(T?) com expansdes formais em série de Fourier dadas por

J~ Z AP (ke

keZd

f* ) Mpk)e’™,

keZd

respectivamente, tal que |[A[],, = sup{[|A¢||; : ¢ € Up} < 0 e [[As]]pq = sup{[|Asel]q :
¢ e U,} < o, dizemos que A e A, sdo operadores multiplicadores limitados de LP(T%) em
L4(T%), com normas ||Al|,, € ||As]|pq Tespectivamente, onde U, denota a bola unitaria

fechada do espaco LP(T?).

Observacio 1.3.8. Scja 8 = (B1,...,04) € NuU {0})? e m = (my,...,my) € C%. Escre-
vemos | 8| = 1 + - - - + Ba, m” = m;P'my?? - myP?. Denotamos também o médulo de um
nimero complexo z por |z|. Verificamos facilmente que |(im)?| = |i/’lm?| < |m\|25 . Seja
v€R, v > |B| + d e considere o niicleo
Ki(x) = Z k|3 e,
kezd
Dada ¢ € Uy,
Kyxp(x) = ), [kl2” @(k) e,

keZd
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Temos que

20 1G] IR 200 e < 3 [kl Kl gl

keZd keZd
s

_ Z Z ’k‘lflfv

n=1 kEAn\An 1

Clzn n—l'm'y

N

N

c, Z == 181=d+1).

n=1

Como v — |f| —d + 1 > 1, entdo a série

D7 k)7 Kl (k) e
keZd
converge uniformemente em T?. Podemos entdo concluir que a derivada 0° (K, = ) estd

bem definida e que

P Ky p)(x) = ) (k)7 [k, p(k) e™™.
keZd
Portanto as deridadas parciais 0° (K, = ) existem e estdao bem definidas para todo
Be (Nu{0})% com |8] <7 —d. Assim K, « U, é um conjunto de fungdes finitamente

diferenciaveis pois K; * U, c K; * Uy, para qualquer 1 < p < .

Observacao 1.3.9. Sejam «, r dois niimeros reais positivos e consideremos o ntcleo

— T , .
X) _ Z e alk|] ezkx

kezd
Dada ¢ € Uy,
Kolx) v = 3 e (k) el
keZzZd

Se B e (Nu{0})? entao

D e M p(k)] ()] ™) < Y e M il [kl

keZd keZd
o

SIS P
n=1 kGAn\An_l
ve]

< CanHm 1 —a(n—1)" e

n=1

e portanto a série

3 ek (k) (ik)”

keZd
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converge uniformemente em T¢ Podemos entdo concluir que a derivada 0°(K, * o) esta

bem definida e que
P+ p)x) = 3] €M (i) (ik)7 e
keZd
Desta forma a fungao Ky = ¢ é infinitamente diferenciavel e K = U, é um conjunto de

funcoes infinitamente diferencidveis pois Ky * U, < Ky * Uy, para qualquer 1 < p < 0.

Observacao 1.3.10. Sejam K5 o ntcleo da Observacao 1.3.9 com r > 1 e ¢ € U;. Vamos

mostrar que K» = ¢ é uma fungao analitica. Se p € N entao

et — _pt ltp + ﬁtpfl + Mtl’*Q NI p!
a Oé2 053 ap-i—l

e assim

o0 |
f tPe— M dt — L

Se B e (Nu{0})? pelas contas da Observacio 1.3.9 temos que

0
Haﬁ(}(Q * @)Hoo < O Z ndtBl=1 p—a(n=1)"
n=1
)
< 02 nd+|,3\—1 e—an’"
n=1
o0
< 02 Z nd+|5\—l e—an
n=1
Q0
< Cgf AHIBI=1 oot gy
0
d+ (5] —1)!
_ olasls-nr
ad+l18l

O n-ésimo resto de Taylor de K5 * ¢ em x( ¢ dado por

1 - d
E,(x) = m |B|=Zn+1 P (Ky * 0)(X)(x —x0)?, xeT,

onde X € T%. Logo se |x — Xo|2 < s, s > 0, temos

1 n
Bl < Gy 2 100 )l 5
" [Bl=n+1
< o st (d+ 8] —1)!
= (n+1)! Bl ad+1A]
< C st (d+n)! 4
(n+ 1)! ad+n+l
< gnt+l 0d o

5 qd+n+l n
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Tomando s = a/e obtemos

7’L2d72

en+1 ’

|En(x)] < Cé

e assim
lim F,(x) =0,

n—0oo
para todo x € T? tal que |x — Xg|o < s. Podemos entao concluir que a série de Taylor de
K + ¢ em torno de x, converge para Kj * ¢(x), para todo x € T? tal que |x — Xg|s < s,
isto é,
=1
Ky # p(x) = Ky * p(x0) + 2 o Z P (Ko + 0)(x%0)(x — %X0)?,  |x —Xg|2 < 5.
n=1""|8]=n

Portanto a funcio Kj = ¢ é analitica em T¢. Assim o conjunto K, # Up, ¢ um conjunto de

funcoes analiticas para qualquer r > 1e 1 < p < o0.
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2 sk-Splines

Neste capitulo desenvolvemos a teoria geral dos sk-splines sobre o toro e demons-
tramos os dois resultados mais importantes que fornecem estimativas para aproximacao

de uma dada funcao por sk-splines interpolantes.

2.1 Definicoes e Resultados Basicos

Nesta secao damos a defini¢do de sk-spline e demonstramos alguns resultados

bésicos que serao usados nas segoes seguintes deste capitulo.

Notagdo 2.1.1. Seja n = (ny,...,ny) € N% Para k = (ky,...,kg) € Z% denotamos

xg, = mki/ny, 1 <1< d,l€Z e xx= (g, .., Tk,). Também denotamos
an{j:(jla---7jd)ezdl 0<j<2m-—1,1<1l<d}
An:{Xk:kEQn}, N:#Qn:#An:2dn1n2"'nd.

Definigdo 2.1.2. Para um nicleo fixado K € C(T?), um sk-spline sobre A, é uma funcio

representada na forma
skn(x) = c+ Z acK (x — xx),

keQn

onde os coeficientes ¢, ¢k € R, k € €1, satisfazem a condicao

Os pontos xi sdo chamados de nés do sk-spline sk(x).

Observagao 2.1.3. O espacgo vetorial real formado por todos os sk-splines sobre Ay,
associados ao nucleo K serd denotado por SK(A,). Como o espago vetorial V' gerado pelo
conjunto de fungoes {1, K (x —xx), k € Q,} tem dimensao no maximo N +1e SK(A,) éo

subespacgo de V' formado pelas fungbes cujos coeficientes satisfazem a condicao 2 cx =0,
keQn

entdo dim SK(A,) < N.

A partir do Teorema 2.1.9, vamos sempre considerar o niicleo K uma funcao

real, par e continua sobre T¢.

Lema 2.1.4. Seja 1€ Z% Entao

Z eil-xk —

{ N, 1=0 mod(2n),
keQn

0, caso contrario.
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Demonstragio: Suponhamos 1 = (Iy,1ly,...,ly) € Z* com 1 = 0 mod(2n), isto é, [; =
0 mod(2n;) para 1 < j < d. Entdo para cada 1 < j < d existe p; € Z tal que [; = 2n;p,.
Temos

k;
ljxy, = 2njp]7r = 2mp;k;,
nj

2mpiki — 1 e logo

ellxic — X5y iljk; Hezl ik _

N
assim e = e

Portanto segue que
Dl =14 41=N.

keQn
Suponhamos agora que 1 = (I1,...,l3) € Z% com 1 % 0 mod(2n). Entdo existe
1 < j < dtal que l; # 0 mod(2n;) e assim existem a,b € Z tal que l; = 2nja + b,
1 <b<2n; —1. Como
bk;
{an, - 0 < ky < 20y — 1) = {2mak; + 20 < by < 25 — 1},
J
temos
el 0 <k < 2ny — 1) = {2 Rie™Rim 0 < ko< 2n; — 1
J J J J
= {e™kimi 0 <k < 2nj — 1}
= {eiﬂkj/nj -0 < I{ZJ < 2nj — 1}
{0 < k; < 2n; — 1},

que é o conjunto formado por todas as 2n; raizes da unidade. Portanto

2n;—1 2n;—1
Z eiljmkj _ Z eixkj -0
k;=0 kj=0
e assim
d
Z 6z’l-xk _ 2 Heil,«ka
keQn keQn r=1
2n1—1 2ng—1 d
= Z Z Heilrxkr
k1=0 kq=0 r=1
2n1—1 2nj_1—12n;j41-1 2ng—1 2n;—1
SN VI W § (F R
k1=0 kj—1=0 kjy1=0 =0 r=1,r#j kj=0
Completamos assim a demonstracao do lema. O

Lema 2.1.5. Temos para todo 1€ Z¢,

Z cos(l-xy) =

keQn

{ N, 1= 0 mod(2n),

0, caso contrario,

Z sen (1-xy) = 0.

keQn



Capitulo 2. sk-Splines

Demonstracio: Seja 1 € Z%, 1 = 0 mod(2n). Pelo Lema 2.1.4 temos

N = Z X — Z (cos(l-xy) + isen (1-xy))

keQn keQn

e assim

Zcos(l-xk)zN e Zsen(l-xk)zo.

keQn keQn

Sele Z* e 1 # 0 mod(2n), entao pelo Lema 2.1.4

0= Z e — Z (cos(l-xx) +isen (1-xk))

keQn keQn

e assim

Z cos(l-xy) = Z sen (1-xx) =0,

kEQn kEQn

o que completa a demonstracao.

Lema 2.1.6. Para l,j € Z? temos

r

N, 14+j=0mod(2n) e
1—j =0 mod(2n),

Z (cos(j - xk))(cos(l-xk)) =<1 N/2, 1+ j=0 mod(2n) ou
kelln 1—j =0 mod(2n),

0, caso contrario,

-

N/2, 14j# 0 mod(2n)e
1 —j=0mod(2n),

2 (sen(j-xk))(sen(l-xx)) =< —N/2, 1+j=0mod(2n) e
ketln 1—j = 0 mod(2n),

. 0, caso contrario,

D7 (cos(j - xu)) (sen (1-xi)) = 0.

keQn

Demonstracao: Para 1,j € Z9,

S (cos(j i) (cos(l-x) = 5 D (eos((1+J) - x) + cos((1— J) - ),

kEQn kEQn
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Z (cos(j - xx))(sen (1-xy)) = ; Z (sen ((1+j) - xk) + sen ((1—3j) - xx))

keQn keQn

Z (sen (j-xx))(sen (1-xy)) = ; Z (cos((1—3j) - xx) —cos((1+j) - xx)).

ke keQn

O resultado segue pelo Lema 2.1.5.

Definigéo 2.1.7. Para K € C(T%), j e Z% e x € T¢, definimos

Aj(x) = Z eI (x — xy),

keQn
2 2 .
pi(x) = T Re(y(x)) = = 3 (cos (- xa) K (x = )
¢ 2 2 )
03() = - Im((0)) =+ Y (sen (- 310) K (x = xi).

Lema 2.1.8. Sejam p,j € Z%. Entao para qualquer x € T%
(8) panp+j(x) = p;(x),

(b) p2np-j(x) = pj(x),
(¢) Tamp(x) = 03(x),
( _

d) oanp-j(x) = —0j(x).

Demonstracgao: Temos

Monpj(X) =}, eCPHINK (x — x)
keQn
_ Z eiQ(nP)'Xkeij'XkK(X _ Xk) - )\j(x)7
keQn

Aompi(x) = Y, cCPIRK (x - xq)
keQn
— 2 eP2(mP) i i [ (x — 3,
keQn

- 2 ek K(x — xi) = Aj(x).

keQn

2 2

Como pyx) = Re(y(x) = Re([EE) € o) = wIm() = —Im (),

seguem os resultados.

Teorema 2.1.9. Considere um nicleo K dado por

K(x) = Z ae’™
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onde (a),.;« ¢ uma sequéncia de nimeros reais tal que

D] < oo

lezd

e ay = a_; para todo 1 € Z%. Entdao K é uma funcdo real, continua, par e para cada j € Z¢,

pi(x) = Y (azapijcos ((20p + ) - X) + @anp-jcos((2np — j) - X))

03(x) = ) (aznpjsen ((2np + j) - X) — azap—jsen ((2np — j) - X)).

pezZd

Demonstracao: Para cada m € N seja

Entdo para todo x € T e r € N,

| Kongr(X) = K (x)] =

m<|lja<m-+r

< D al

m<|lja<m+r

< D) al

[2=m
Como Z |a)| < oo, entdo para qualquer r € N,
lez4
mlirﬁoo )S(;lﬂg ’Km-i-r(x) - Km(x)‘ < mlirfrloo ’@1‘ = 0.

[1]2=m

Assim (K, )men é uma sequéncia de Cauchy na norma de C(T%)(norma da convergéncia
uniforme). Mas C(T?) é completo e portanto existe uma funcio K e C(T%) tal que
K,, — K uniformemente. Logo para todo x € T,

K(x) = lim K, (x)= Z ae™.

m——+00

lez4
Temos
1 A ,
K(x) = 5 Z (me™™ + a_je”")

lezd

1

= 3 Z ((a1 +a—y)cos(1-x) +i(ay —a_) sen (1-x))

lezd

= Z aycos(l - x) (2.1)

lezd
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e assim K é uma funcao real e par.

Fixemos j € Z% e sejam
A;={1€Z:1+j=0mod(2n)} = {2np — j : p € Z%},
B;={1€Z%:1-j=0mod(2n)} = {2np + j: p € Z%}.

Denotamos A;AB; = (A4;\Bj) v (B;\4;). Segue pelo Lema 2.1.6 que

([ N, leAjn B,

Z (cos(j - xk))(cos(l-xx)) = 4 N/2, 1€ A;AB;, (2.2)
k& [ 0, le(4uBy)°
(§
([ NJ/2,  le Bj\A;,
D (sen(j-x0))(sen(1-x)) =4 —N/2,  1le A4)\B;, (2.3)
et L0, le(4AB)"

Agora usando (2.1) obtemos

M) = Y K

— Z (cos(j - xx) +isen (j-xx)) Z ajcos(l- (x — xy))

= D a  (cos(ixi))(cos(l- (x —xu)))

+ i a Y (sen (- x) (cos(l- (x = xi0). (24)
lezd ke

Portanto por (2.4) e pelo Lema 2.1.6

pi(x) = ]%[ Z a Z (cos(j - xx))(cos(l-x —1-x))

1ezd¢  KkeQn
- % 3@ 35 (cos(i- ) [feos(L- ) (con(l - 3) + (sen 1)) (sen (1)
= = Y anfeosl- %) 7 (cos(i - x)) (eos(l - x)
£ 2 N alsen(1-x) Y (costi - xi0)(sen (1 1)

leZd keQn

= 2 Y afeosl- %) Y (cos(i - x))eos(l - x)).

lezd keQn
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Entao usando (2.2) obtemos

2 2 N
pi(x) = N 2 Naycos(l-x) + N Z Ealcos(l - X)
].EAjf\Bj IEAJABJ

- > (znp+5cos((20p + ) - x)
2np+jeA;n Bj,peZd

+ Y, azpjeos((2np —j) - x)
2np—jeA;n Bj,peZd

+ > (znp+jcos((2np + j) - x)
2np+j€AjABj,p€Zd

+ Y, asupjcos((2np —j) - x)
2np—jeA;AB;,peZd

= Z Aanp+icos((2np + j) - x)
2np+j€Ajqu,p€Zd

+ > aznp—jcos((2np — j) - x)

2np—jeA;uB;j,peZd

= Z Aonprjcos((2np + j) - x) + Z 2np—jcos((2np — j) - x).
pezd peZd

Por (2.4) e pelo Lema 2.1.6

oj(x) = ]%7 Z a Z (sen (j - xx))(cos(l-x —1-xy))

lezd keQn

= 2 Y (sem (i) [(eos(1 - x)) eos(1 x)) + (sen (1)) sem (1))

= 2 afeost- %) Y (sen (G- 30)(cos (1))
174 keQin

b 2 Y asen(x) Y (sen (G- x))(sen 1 x)

lezd keQn

_ fvz ai(sen (1-x)) 3 (sen (j - xi))(sen (1 ).

lezd keQn
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Entao usando (2.3) obtemos

oj(x) = Z aysen (1-x) — Z aysen (1-x)

- Y, Gompyysen((2np +j) - x)
2np+jeB;j\Aj,peZ

- D aznp—j sen ((2np —j) - x)
2np—jeA;\Bj,peZ

+ Z Aonp+jsen ((2np + j) - x)
2np+jeA;n B;,peZd

- > (znp-jsen ((2np — j) - x)

2np—jeA;nB;,peZd

= Z Q2np+j S€NL ((2np + j) ’ X)
2np-+je Bj,peZd

Y dampysen((20p —j) )

2np—jeA;,peZ?

= Z Agnp+jsen ((2np +j) - x) — Z Aanp—j sen ((2np — j) - x),

pezd peZd
o que conclui a demonstracao. O

De agora em diante o ntcleo K considerado ira sempre satisfazer as condigoes

descritas no Teorema 2.1.9. Em particular, K ser4 uma funcao real, continua e par.

2.2 sk-Spline Fundamental

Nesta secao damos a definicdo de sk-spline fundamental e demonstramos a

existéncia e unicidade de sk-splines interpolantes.

Definicao 2.2.1. Suponhamos p;(0) # 0 para todo j € €y, j # 0. Definimos skn por

skn(X) = — + —
N ZQ:* p.] O

onde 7= Q,\{(0,...,0)}.

Lema 2.2.2. A funcao ,s\lgn é um sk-spline.
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Demonstracao: Temos pela definigdo de p;(x) que

~ 1 p;(x)
skn(x) = — J
N _]eQ* p'] 0
1 1 1 2
= —+ = — (cos(j - xx)) K (x — xx)
1
= — Z Z (cos(j - Xk))> K(x —xy)
ﬁJ keQn < JEQ* ﬁh(0>
1
= — :g] kl(.X <Xk
N KeQn
e pelo Lema2.1.5
2 1
Z k = — 2 cos(j - xx) = 0.
ke NZ je ri(0) 55,
Portanto ;\lgn é um sk—spline pela definicao . O

Observacao 2.2.3. O sk-spline ;\En serd chamado de sk-spline fundamental.

Lema 2.2.4. Se p;(0) # 0 para todo j € {25, entdo o sk-spline skn satisfaz

- 1 k=0,
Sk“(xk):{o ke QF

Demonstracgao: Pelo Teorema 2.1.9 temos que

pi(x1)

= Y (@zmprscos((2np + ) - x1) + azmp-seos((2np — ) - x1))

pezZd

= [aznp+s[(cos(2np - x1))(cos(j - x1)) — (sen (2np - x1))(sen (j - x1))]+

pezZd

+  aanp-j[(cos(2np - x1))(cos(j - x1)) + (sen (2np - x1))(sen (j - x1))]]
= Z (@2np+i€Os(j - X1) + aonp—jcos(j - x1))

peZd

= (cos(j+x1)) D, (aznp+j + G2np—;)

peZd

= (cos(j-x1))p;(0)
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pois cos(2np - x;) = 1 e sen (2np - x;) = 0 para todo p € Z?. Portanto pelo Lema 2.1.5

5 11 ¢ py(x)
Sk’n Xk = — 4+ —
)= NN 20
1 1 j - (0
1Ly (ol 0l
NIN &0
1
- N cos(j - Xx)
1 SO
= ¥ cos(k - x;)
J€OQn
B 1, k=0,
0, ke Qf,
e assim demonstramos o lema. O

Definigdo 2.2.5. Sejam f uma fungao definida em T% e {y; : j € Q,} = T% Se existirem
constantes ¢*, i € R, k € (), tal que
ska(f,y5) = ¢+ D GE(y;— %) = f(y5): §€ O,
keQn
dizemos que o sk-spline
skn(f,x) =c* + Z K (x —xy)
keQn

é um sk-spline interpolante de f com nods xy e pontos de interpolagao yy.

Teorema 2.2.6. Suponhamos p;(0) # 0 para qualquer j € 2. Entao para qualquer funcao
f definida sobre T¢, existe um tnico sk-spline interpolante de f com nés e pontos de

interpolacao xy, k € €, que pode ser escrito na forma,

ska(f,%) = Y f(x)skn(x — x).

keQn

Demonstracgao: Fixemos k € §2,. Pela demonstracao do Lema 2.2.2 temos que

~ 1
S/{?n(X — Xk) = N + Z CIK(X - (Xk + Xl))
1€eQn
1
= N + Z C]K(X — Xk+1)
1eQn

1
= N + Z Cl_kK(X—Xl)

1€y

e Z Cl_x = Z a = 0. Entao ;\én( — X)) também é um ;\E—Spline para todo k € €.
IGQn leQn

Portanto a combinagao linear Z f (Xk);\k‘/n(' — X ) é um sk-spline. Aplicando o Lema

keQn
2.2.4 obtemos

skn(f,x)) = Z f(xk>/5\én(xl —xk) = f(x1)

keQn
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para qualquer 1 € Q,. Podemos concluir assim que sky(f,-) é um sk-spline interpolante de

f com nos e pontos de interpolagao xy.

Agora vamos demonstrar a unicidade do sk-spline interpolante associado a uma
dada func@o. Seja {w; : 1 < j < N} uma enumeragao de A, e consideremos a aplicagdo

linear T : SK(Ay) — RY onde N = #Q, = #A, = 2%niny - - - ng, definida por
T (skn) = (skn(W1), ..., skn(Wn)).

Dadoy = (y1,%2,...,yn) € RY, seja g : T* — R definida por

N
g(X) = Zyjaj 1_[ |X_Wl|27 XETdv
=1

I<ISN 15

onde

-1
I<ISN, 1#j

Temos que g(wy) = yx para 1 < k < N. Se sk, é um sk—spline interpolante de g entao

T(skn) = (9(W1), .., 9(Wn)) = y.

Portanto segue que I,,(T) = RY. Como dimSK(A,) < N entdo dimSK(A,) = N e

portanto 1" é um isomorfismo.

Seja f uma funcao definida em T? e suponha que sk.. e sk? sejam dois sk-spline

interpolante de f. Entao

T(skn) = T(sky) = (f(w1),.... f(wx))
e como T é um isomorfismo, segue que sk, = sk2. O

Observagao 2.2.7. Seja K o nicleo dado no Teorema 2.1.9 e tal que p;(0) # 0 para
todo n € N? e j € Q,. Entdo segue do Teorema 2.2.6 que o espaco vetorial SK(Ay) de
todos sk-splines sobre A, e associados ao niucleo K tem dimensao N = 29n1ns .. .ng. Em

particular, se n; = ny = -+ = nyg = n temos dim(SK(A,)) = (2n)".

O Teorema 2.2.6 generaliza o resultado de existéncia e unicidade dos sk-splines
interpolantes sobre o toro demonstrado em (LEVESLEY; KUSHPEL, 1999) para nticleos

d
do tipo K(x) = 1_[ K, (zp), x = (21,...,24), onde K, sdo funcoes continuas sobre o
m=1

circulo unitéario.

2.3 Aproximacao por sk-Splines |

Nesta secao demonstramos um de nossos principais resultados, o Teorema 2.3.7.

Este teorema nos diz como uma funcio da forma f = K ¢, para ¢ € LP(T%), é aproximada
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pelos sk-splines sky(f,-) no espaco L4(T%), onde 1 <p <2< ¢g<oocom 1/p—1/qg=>1/2.
Mas o resultado mais interessante para as nossas aplicagoes sera o Corolario 2.3.9, uma

vez que, a sua hipotese é mais fraca e assim, mais facil de ser verificada.

Em todos os resultados desta se¢ao consideramos um niicleo K como no Teorema

2.1.9 e tal que p;(0) # 0 para todo n € N* e j € QF.

Lema 2.3.1. Para je Q, e 1€ Z? temos,
p(x —x;3) = pi(x) cos(l- x;) + o1(x) sen (1 - x;).

Demonstracgao: Pelo Teorema 2.1.9,

p(x — X;)
— 3 (aamprrcos((20p + 1) - (x — 7)) + Gamp1cos((2np 1) - (x — x7)))
= ) {aznps[(cos((2np +1) - x))(cos ((2np +1) - x;))
+ (sen((2np +1)-x))(sen ((2np +1) - x;)]
+  agnp-1[(cos((2np — 1) - x))(cos ((2np — 1) - x;))
+ (sen((2np —1) - x))(sen ((2np —1) - x;))]}
=3 {ammprl(cos((2np + 1) - ) (cos (2np - x3)) (cos (1 7))
— (sen (2np - x;3))(sen (1-x;))]
+ (sen((2np +1) - x))[(sen (2np - x;))(cos (1-x;)) + (cos (2np - x;))(sen (1-x;))]]
+  aanp-1[(cos((2np —1) - x))[(cos (2np - x;))(cos (1 x;))
+ (sen (2np - x;))(sen (1-x;))]
+ (sen((2np —1) - x))[(sen (2np - x;))(cos (1- %)) — (cos (2np - x;))(sen (1-x;))]]}

> {aznpl(cos((2np +1) - x))(cos (1-x7)) + (sen ((2np +1) - x))(sen (1-x;))]

+  agnp1[(cos((2np — 1) - x))(cos (1 x5)) — (sen ((2np —1) - x))(sen (I-x;))]}
= Z (cos(l - x;))[aznp+icos((2np + 1) - X) + agnp_1cos((2np — 1) - x)]

pezZd

+ Z (sen (1-x;))[asnp+1sen ((2np +1) - x) — agnp-1sen ((2np — 1) - x)]

= p(x) cos(l-x5) + an(x) sen (1 - x;),

portanto o lema estd demonstrado. O

Lema 2.3.2. Para todo 1€ Z¢, 1% 0 mod(2n) e x € T¢,

L~ A
Z e Misky(x — x;) = I(X).
3§ PI(O)
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Demonstracao: Vamos demonstrar o resultado primeiramente para a parte real. Con-
sideremos os conjuntos A; e B introduzidos na demonstracdo do Teorema 2.1.9, isto
é,
={keZ": 1+k=0mod(2n)} = {2np — 1 : p € Z%},
={keZ":1-k=0mod(2n)} = {2np +1: p e Z}.

Usando o Lema 2.3.1 e os Lemas 2.1.5 e 2.1.6, usando (2.2) e o fato de
1 # 0 mod(2n) temos

> (cos(1- x;))skn(x — ;)

— Z(cos(lxj {+ 2 ka XJ }
jEQ keQ¥
= — Z cos(l- x;)
JEQ
+ ]1, me(0)” {pk(X) Z (cos(L- x;))(cos(k - x;)) (2.5)

+ ow(x) Y (cos(l-x;)) (sen <k-xj>>}

j€Qn

_ Pr(X) Z (cos(1-x;))(cos(k - x3))

kQ*pkO J€n

1 i ()
-5 2 21> (eos(1 - xy)) (cos(k - x;)

keQE A (A1nB)) pic( j€0n
P

) 3 (cos(lxp) (cos(k - )

kEQﬁﬁ(A]AB]) pk( ) jEQn

~—  —

X

(=}

X

_ Px i Px(x)
LI R P Y ) (26)

ke (A nBy) PK ke (A ABy) PK

—~
~—
—_

Se k € By entdo existe p € Z% tal que k = 2np + 1 e assim p(x) = Ponp+1(X) =
p1(x) pelo Lema 2.1.8. De forma andloga, se k € A; podemos concluir que py(x) = p(x).
Logo por (2.5) temos

sk = pl(X) e A } *
j;n<COS(1-Xj))8kn(X—Xj) = 2(0) (#(Qn (A1 n By)) + 2#(Qn (AIABl))> (2.7)

onde #A denota a cardinalidade do conjunto A.

Sejal= (ly,...,l;) € Z% Para cada 1 < j < d, existe um tinico ¢; e um tinico
r; satisfazendo ¢;,7; € Z,0 < r; < 2n; — 1 e l; = 2n;q; + r;. Entao 1 = 2nq + r onde

a=(q,...,qx)€Z%er = (r,...,ry) € Q. Assim

Bi={2np+1:peZ’ ={2n(p+q)+r:peZ'}={2np+r:peZ’} =B
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De forma analoga temos
A ={2np —r:peZ = A,.

Como p(x) = pr(x) pelo Lema 2.1.8, obtemos por (2.7)

- %;))skn(x — X; :pr(x) *A A 1 *
j;g:n(cos(l 1)) skn(x — Xj) e (0) (# (05 N (Ar 0 By)) + 5#(2 (ArABr))).

Logo basta demonstrarmos o resultado para 1 € €2}.

Sejam 1 = (Iy,...,lq),k = (k1,...,kq) € Q5. Entdo 1 —k = 0 mod (2n) se e
somente se k = 1, e 1 + k = 0 mod (2n) se e somente se k; =1, = 0 e k; = 2n; —[;
se l; # 0. Assim k € Q} n (A n By) se e somente se k = 1e [; € {0,n;} para todo
1 <j<d keQ n(B\A4) se e somente se k =1el; ¢ {0,n;} para algum 1 < j < d;
ke Qp n (A\B)) se e somente se k; = 1; =0, k; =2n; —[; se l; # 0 el; ¢ {0,n;} para

algum 1 < j < d. Sejam

A={leQy :1;€{0,n;} para todo 1 < j < d},

B={le ;¢{0,n;} para algum 1 < j < d}.
Entao Q) = AuB, AnB=C e

1, 1e A,
0, leB,

07 16-’47

#(Qiﬂ(AlﬂBl))Z{ 9 leB

; #(O5 0 (AAB)) = {

Portanto segue por (2.7) que para qualquer 1€ 7, temos

j;n(cos(l - %;)) 5k (X — ;) ﬁigi . (2.8)

Passemos agora a demonstracao da parte imaginaria. Usando o Lema 2.3.1,
(2.3) e os Lemas 2.1.5 e 2.1.6, temos

S (sen (L)) oha(x =) = = Y “k(x)—; o )

J€n ke A (B)\A)) rx(0) ke A (A1\B1) Pi(0)
Aplicando o Lema 2.1.8 obtemos
— O'I(X) O, 1e .A,
j;n(sen (1 xy))ska(x —35) = - QS (# (0 (AAB)) =y aix) | o (29)

Se k € A; N By, entdo existem p, q € Z¢ tal que k = 2np + 1 = 2nq — 1. Assim

pelo Lema 2.1.8 temos 0y (X) = donp41(X) = 01(X) € 0k(X) = Oong-1(X) = 0_1(x) = —01(x)
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e portanto oy (x) = o1(x) = 0. Logo para 1 € A temos 01(x) = 0. Entao para todo 1€ Z%,

1 # 0 segue por (2.9) que

S (sem (1 37)) ¢ — x5) = 2,
§En p1<0)
o que conclui a demonstragao. O]

Observacio 2.3.3. Seja | -| uma norma em R? e seja K € C(T%) um nticleo como no Teo-
rema 2.1.9, tal que a; = ay se Lk € Z% e [1| = |k|. Dados k = (ky,...,kq), p = (P1,....Pa),
i=(i1,...,4q) € Z% sejam k = ((=1)"ky,...,(=1)"ky) e p = ((—1)"py,...,(—=1)"py).
Entao

2np + k| = |(2nup1 + (=1)"ky, ..., 2ngpg + (—1)"ky)|
= |(|2np1 + (=) k1], ..., |2ngpg + (—1)"k,])]
= ’(‘2n1(_1)i1p1 +k1‘>"'7’2nd(_1>idpd+kd|>’
= |2np + k|

€ assilm Ay, i = Uonp+k-

Dadoj = (j17 s 7jd> € (N v {0})d = {07 1727 e ‘}d7 Seja

DJ:{p:<p177pd)EZd ‘p1|:.]la Z:1727’d}

Entao

2 Gaprc = DL ), Gampei

peZd je(Nu{0})® PED;

I

je(NU{0})? PED;

=), i

je(Nu{0})? PED;

= Z Aonp+k-

peZd

Observagao 2.3.4. Consideremos um ntcleo K dado por

K(x) = Z ae™™,

lezd

tal que a; = 0, para todo 1€ Z% e

2 (2np—k < Ca2n7k7

pezZd
para todo n = (ny,ny,...,n4) € N* e todo k = (ki, ..., kg) € Z%, com 0 < k; < nj, para
7 =1,2,...,d, onde C' ¢ uma constante positiva que independe de n e de k. Entao
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De fato, seja n = (1,...,1). Dado 1 € Z% existem py,...,pa k1,...,kq € Z tal que
0<k <1,0<j<d el; =2p;—kj.Sep=(p1,...,pa) e k = (k1,...,kq), entdo
l1=2p—k =2np— k. Assim

Z a) < Z Z G2np—k <C Z Qon-k < 0.
lezd ke{0,1}¢ pezd ke{0,1}4
Suponhamos que a; = a_; para todo 1 € Z%. Entdo pelo Lema 2.1.8, o nicleo K é uma

funcao real, continua e par.

Lema 2.3.5. Seja |- | uma norma em R? e seja K o niicleo dado por
K(x) = Z ae™™
lezd

onde (aj)eze é uma sequéncia que satisfaz a; = ay se 1] = |k| e a1 = ax > 0 se [1] = [k|,
para 1, k € Z¢. Suponhamos que existe uma constante positiva C' tal que para todo n € N¢

etodok:(kfl,...,kd)eZd, com 0 < k; <njparaj=12,...,d, temos

Z G2np—k < Ca2n—k‘

pezZd
Seja
Oni(x) = ™™ — Z "5 5y (x — Xj) -
J€Qn
Entéo para 1€ Z¢, 1= (|ly],...,|la]),
qofm 1 g <1 < |n),
a1
[On1(x)| < el — 1 ara 1= 0 mod (2n
) p Y
4, para todo 1.

Demonstracao: Vamos demonstrar o resultado primeiramente para a parte real. Seja

fn1(x) = cos(l-x) — Z (cos (1- xj));\l%n (x — x5)

Jjen

a parte real de 6,(x). Para 1 = 0 mod (2n), pela Definigdo 2.2.1, Lemas 2.1.5 ¢ 2.3.1
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temos
pni(x) = cos(l-x) — Z (cos(1- xj))%n (x — x;)
J€Qn
= cos(l-x) — Z ( — Z ka XJ )
jEQn kEQ*
= cos(l~x)—1—— 2 Z pre(x = ;)
JEQn kGQ*

— cosllx) ~ 1 3 s 25 () cos(le - x3) + on(x) sen (k- )

Q* pk JEQ

= cos(l - x)—1—— Z pk)(; Z cos(k - x;)

Q* pk JEQn

= cos(l-x)— 1.

Para 1 0 mod (2n), usando o Lema 2.3.2 temos

il 20 ) cos(1 %)~ ()
) a0

Portanto, como pelo Teorema 2.1.9 temos p1(x) < p1(0) para todo x e para todo 1€ Ze,

e (0)cos(l ) (¥
P1 cos{l-X)— p1(X
|/Ln,l(x)’
n(0)
< n(0) + m(x) < 2m(0) _
n(0) (0)
Suponhamos agora 0 < [1] < |n| e seja 1 = (|ly,...,|ls|). Entdo usando a hipétese do

teorema e a Observacao 2.3.3, obtemos,

p1(0) cos(l - x) — pi(x)

‘,un,l(x)‘
m(0)
< 2m(0)
2@1
_ ZmeZd (Gan—l + a2mn+1) _ 2ZmeZd Aomn-1
(45 (45
< 201

ai

Passemos agora a demonstragdo da parte imaginaria do resultado. Seja

¢na(x) = sen(l-x) — Z (sen (1- xj))%n (x — x;)

j€n
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a parte imaginaria de 0, (x). Para 1 =0 mod (2n), como sen (1-x;) = 0, temos ¢n;(x) =

sen (1 - x).
Para 12 0 mod (2n), usando o Lema 2.3.2 temos

C sen(lox) o1(x) _ p(0)sen (1-x) — oy(x)
Pl = el = o) a0

Portanto, como pelo Teorema 2.1.9 temos |oy(x)| < p1(0) para todo x e para todo 1€ Z%,

entao |p1(0) sen (1-x)| + |oy(x)] - 2m(0)

(0) <o) 7

ona(x)] <

Assim, de forma anéloga ao caso real, para 0 < |1| < |n|, usando a hipdtese do teorema,

obtemos,
2m(0 2m(0 i
‘an,](x)’ < pl( ) < pl( ) < 20(1211—1.
pl(o) 2@1 ay
Considerando as estimativas obtidas para jin 1(X) € ¢n1(X), obtemos a estimativa
desejada para 0y 1(x). O

Lema 2.3.6. Seja K um ntcleo como no Lema 2.3.5. Entao para cada 1 < p < oo e

C, = 2%+1CP,
Zalwnl <, 2 ay.

lezd [1]=n

Demonstragiao: Como a; = ax > 0 se |k| = |l|, k,1e Z% utilizando o Lema 2.3.5 e

tomando 1= (|l1, ..., |l4]) temos
Dl < Y dltax)P+ Y aflfai(x)P
174 o<[1<n] 1[=n|
= D Al + Y aflfaax)P
0<[1<n] 1[=[n|
o e ()5 e
0<|1[<n| @ [1]>[n]
= cr Y b+ al
0<[1[<n] 1[=n|

Para cada l € Z%,1 # 0, seja
Dy={k=(ki,....,ks) € Z%: |kj| = |l;|, 1 <j<d}

Entao
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D faa(x)P < 4CP Y a4 Y

lezd 0</|1|<|n| [1|=|n|

rer Y Y e Y o

0<|l|<|n| keDy [1/=|n|

4pCP21 Z aba_y +4° Z ay

0<[l<[n] [1=[n]

<Cl< Z af—l—Zaf)éZClZaf,

In|<[j|<3|n] 1[=n] 1[>(n|

N

N

completando assim a demonstracao do lema. O]

Teorema 2.3.7. Seja |- | uma norma em R? e seja K o niicleo dado por
K(x) = Z ae™™,

onde (a)))eze é uma sequéncia que satisfaz @y = ax se |1 = k| e a1 = ax > 0 se |k| = |1,

para k,1 € Z¢. Suponhamos que

para todo n € N% e todo k = (ky,...,kq) com 0 < k; < nj para j =1,2,...,d, onde C
é uma constante positiva que independe de n e k. Entao, para 1 < p < 2 < ¢ < 0, com

p ' — ¢! = 27" existe uma constante positiva C, independente de n, p e ¢, tal que

—1 -1

p —q
sup ||f_5k5n(f")||q <C< Z ailp(Q—p)l)

feKxU, 1>

Demonstracao: Sejape R, 1 <p <2esejap tal que 1/p+1/p' =1. Dada f e K = U,
(ver Notacao 1.2.6), ¢ € U,, tal que f = K = ¢, pelo Teorema 2.2.6,

o0 = sha(fx) =
= 1) = D) Fx)Tenlx — x)

keQn

= X) — K(xy — dv %n X — Xy
709 3 ([ Koo~ y)otr)ivty) ) Tt 0
- | K= yotmiany) - | ( S K )l - xk>¢<y>> av(y)

_ (K(x —y) = Y K(x— y)skn(x — xk)> o(y)dv(y)

Te ke

(&

— [ @ulxy)o(y)du(y),

JTd
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onde

Pu(x,y) = K(x—y) = > K(xi — y)ska(x — xu).

keQn

Portanto pela desigualdade de Holder temos

[F (%) = ska(f, %) < [[0]]p]|Pn(x, )]

Como 1 < p < 2, segue por (1.2) que

1/p
| (x (Z rmp) ,
lezd

b = f d, (x, y)e*il'ydy(y).
’]Td

onde para 1 e Z,

Por (2.20) temos que

Ld K(x —y)e ™y = L ) (Z a;ed 0 ”) e Ydu(y)

eZ4d

- Zajeij-XJ e_i(lﬂ')'ydz/(y)
Td

jezad
—il-x

= Qe

e de forma analoga

f < Z K (xi — y)ska(x — Xk)e_“.y> dv(y)

Td keQn

S e [y
Td

KeQn jezd
= Z ale_“'xkskn(x — Xk).
keQn

Portanto segue que

bh = a ( —ix Z e~k (X—Xk)> = a1, 1(x) = a10n, 1(X).

keQn

Usando o Lema 2.3.6 obtemos

1/p
1Pn(x, )], < (Z a’illen,l(X)lp>

lezZd

1/p
= (Z ay !9n,1(X)|p>

lezd

1/p
Cl ( Z af) )
[1=(n|

N

(2.10)

(2.11)
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onde O = 27C?. Para ¢ € LP(T%) definimos

To(x) = | @alx.3)o3)d().

Pelas desigualdades (2.10) e (2.11) podemos concluir que 7' ¢ limitado de LF(T¢) em
L*(T%) e que

1/p
T |poe < C4 ( > af> . (2.12)

1[=(n|

Sejam ¢, € L' (Td) e

H(x,y) = Z K (xx —Y);]%n(x — Xk),

7+ch x—xl

1eQn

Temos

| o yoIiny) = 3 (5 ) gl — 30 = ol + 6,%).

keQn
Ld sha (K + 6, x)1(x)dv(x)
= YOS Ko )+ Y Y e 6) (o (K ) ()
keQn keQn 1€y
_ 2/’]<V0> (K +6) 05+ 35 3 iy moen (K 0) () (6 + ) )
- YO 2 (K = 6) () + 5 D5 sy modtam) (K = 0) (0 (K + ) (x;)
keQn JEQn kel
_ W’ SUE e 6) () + ) (K +) (x5) Y e (K + 6) (xas)
keQn JEQn 1€Qn
— Lds n(K 1, x)p(x)dv(x) + Cu(K, ¢, 1),
onde

(0) _ 9(0)
Ca( I, 6, 0) = TZ (K = ) ( Nk;]n(K*w)(xk)-

€Qn
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Como u(z,y) = K(x — y) — H(z,y), entdo

| o
[ 108 0)60) = shalE€ + 6. 3)) )

|0 )00 = o 50 901 (x) + G 0
= [ @t + Gk, 6.0)

| Tl1py = sup|[T¢|]y
¢elUy

= Sup sup
peUy YelUy

| o

< sup sup f (T) (x)b(x)dv(x)| + sup sup [¢a(K, 6, ¥)|
peUp ¢ely |JTd el ¢eln

= sup [|T%]|w + sup sup |Ga (K, ¢, 7)|
YeUy YeU, ¢pely

= HTHP@O + sup sup |Cn(K7 ¢7 ¢)’
YeU, ¢pely

N

1/p
Cy ( > af) + sup sup |Ca(K, ¢, )| . (2.13)

1> n) Vels 9l

Temos que |(1)| < [[¢lly < 1, [P < [[¥[l < [[¢l[, <1e

D, ad(l) Y et

lezd keQn

Z aQnI@ZA)(in)

D (K = 9) ()

keQn

- N

e portanto

sup sup |(u (K, ¢, 9¥)| < Csaoy. (2.14)
PYeUp ¢pely

De (2.13) and (2.14) segue que

1/p
1T, < Cy ( > af> . (2.15)

[1]=n]

Para 0 <t < 1 sejam p; e ¢; dados por
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Aplicando o Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin (Teorema 1.2.1), concluimos que 7'
6 limitado de LP*(T%) em L*(T?) e que

1/p
Dt,qt < 05 ( Z af) :

1> n]

1T

Notequept’l—qt’l:p’l>1/2,1<pt<2,2<qt<oceque

pflqul
qtpt(qe—pt) !
‘THpt,(It <G5 ( Z 0| )

1[>(n|

Fixemos 1 <r<2e2<s<wtal que 1/r —1/s > 1/2. Vamos mostrar que
existem 0<t<lel<p <2talque
1 t
R -
r p
(2.16)
11—t
s p

isto &, r = p; e s = ¢;. Temos que r = 1 se e somente se t = 0 e s = o0 se e somente se
t=1. Comooscasosr=1,2<s<wes=o00,1<r <2 estao resolvidos nas estimativas
(2.12) e (2.15) podemos considerar ¢t # 0 et # 1, isto é, r > 1 e s < c0. Resolvendo o

sistema (2.16) obtemos
sr o os(r—1)

p:s—r’ Cos(r—1)+r

Como 1/r —1/s = 1/2, temos r < 2s/(s +2) e assim chegamos que p < 2. Mas p =
sr/(s—r) > r > 1 e portanto 1 < p < 2. Pela expressao de t em termos de r e s

verificamos que 0 <t < 1.

Podemos entao concluir que para quaisquer r,s e R, 1 < r <2 < s < ®
satisfazendo 1/r — 1/s = 1/2, o sistema (2.16) tem solucdo para t e p taisque 0 <t < 1e
I1<p<2 n
Lema 2.3.8. Sejam a : [0, +0) — R uma funcdo decrescente e positiva, e |- | = |- |,

para algum 1 < p < 0. Para cada p € Z? seja ap = a(|p|). Suponhamos que exista uma

constante ¢; > 0 tal que, para todo n € N¢,

Z a2np < C1G2n. (217)

Entdo existe uma constante ¢, > 0 tal que, para todo n € N% ¢ k € Z¢ com |k| < |n,

temos
2 A2np—k < Co09on—_k- (218)

pezZd



Capitulo 2. sk-Splines 51

Demonstragio: Fixemos n = (ny,...,nq) € N%. Pela Observacgio 2.3.3 basta considerar
k = (ki,...,kq) € Z% satisfazendo |[k| < |n| e 0 < k; < nj, para todo j = 1,2,...,d.

Seja p = (p1,...,pq) € Z%. Para cada 1 < j < d escrevemos
~ b; — 1 y Dy > 07
Vi(p) = pj =
p] ) pj < 07
e definimos

U(p) =P = (i(p1), - - Yalpa))-

1 estd bem definida como uma funcdo de Z¢ em Z<. Se p; > 0 entao
2n;p; — kil = [2n;(p; — 1) + (2n; — k;)| = [2n;(p; — 1)| = 2n;p;
e se p; < 0 entao
2nyp; — kil = [2n;(=p;) + k;| = 2n5(=p;) + k; = 2n;(=p;) = [2n;p;] = |2n;p].
Portanto

2np — k|, > (12mpa]” + - + [2n4pa?) " = [20P),, 1 <p < o

2np — k|, = max{[2n1D1], ..., [2n4Pa|} = [2nP|w.

Logo
2np — k| > |2np|
e consequentemente

A2np—k < A2np - (219)

Verificamos facilmente que se v;(p;) = 0 entao p; € {0, 1} e que se ¥;(p;) # 0
entdo nao existe ¢; € Z, q; # p; tal que ¥;(q;) = ¥;(p;). Assim podemos concluir que para
qualquer k € Z%, a cardinalidade do conjunto ¥~*({k}) é no maximo 2¢. Portanto por
(2.19) e (2.17)

Z Qonp-k < Z G2np

pezZd pezZd

N
R
]
S
E

VAN
)
U

o
S
S
N
5

d
< 2%ia9n—x,

onde a tltima desigualdade acima segue pois, como |2n| = [2n — k|, temos as, < don_k-
]

O resultado seguinte é consequéncia imediata do Teorema 2.3.7 e do Lema
2.3.8.
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Corolério 2.3.9. Sejam a : [0, +00) — R uma funcdo decrescente e positiva, e |- | = |- |,
para algum 1 < p < o0. Para cada p € Z% seja ap = a(|p|). Consideremos um niicleo K

dado por

tal que

onde C' é uma constante positiva que independe de n € N, Entéio para 1 < p < 2 < ¢ < o0,
com p ' —¢ ' > 27! e todo n € N%, existe uma constante positiva C, independente de
n,p e q, tal que

—1 -1

p " —q
sup ||f — ska(f. )llg < C ( 3 agp(q-pw)

feKxU, 1>

2.4 Aproximacao por sk-Splines |l

Nesta se¢ao demonstramos o nosso segundo resultado sobre aproximacao de
funcoes do tipo f = K * ¢, ¢ € LP(T?) por sk-splines, no espaco L(T?), neste caso para
1<¢<2<p<o. E o Teorema 2.4.6, mas em nossas aplicacdes usamos o Coroldrio 2.4.7

por ter uma hipdtese mais facil de ser verificada.

Continuamos nesta secao considerando um niicleo K como no Teorema 2.1.9 e

tal que p;(0) # 0 para todo n e N? e j € QF.

Lema 2.4.1. Para 1€ Z? temos

1/N, 1=0,
a4 O 1=0mod (2n),1#0,

N (0)' 1 0 mod (2n).

Demonstracgao: Podemos verificar que

| 0, 140
Lde“'xdl/(x)z{ Ny =9, (2.20)

De fato, se 1 = (I1,1s, .. .,13) € Z%, entdo

d 1 27
X dy(x) = (J e“k’tdt>
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2m
e J estdt = 0 para I # 0. Temos que
0

ha(l) — L e du(x)

ﬁrd pi(x)e" M dv(x). (2.21)

Como para a € Z4
—ilx _

(cos(a-x))e

entao usando o Teorema 2.1.9,

LMMWWM@— Z@mq;mww+www“ww

b g [ eos((2mp =) x))e v (x)

peZd

_ = Z a2np+JJ i(2np+j—1)-x +e i(2np+j+1)-x )dl/( )

peZd

+ o= Z Gomp-i J i2np—j-lyx . o—i(20p=i+D)x) gy ()

peZd

Portanto por (2.21)
RN GO
) - = v(x
5 N
1 n j ' j
o X3 e [ s g

peZ jeQk p‘]

i Z Z Cl2np—.]f i(2np—j—1)-x + e—i(2np—j+1)-x)dy(x>‘ (222)

peZd jeQk p‘]

Caso 1: Suponhamos 1 = 0. Entéao para j € Q) temos 2np+j # 0 e 2np—j # 0,
para qualquer p € Z%. Assim por (2.20)

0 = f ei(anH)'xdl/(x):f e_i@“pﬂ)'xdl/(x)
Td

Td

= f ei(an—j)-de(x) = f e—i(an—j)*d,/(X)
Td Td
e logo por (2.22)
sk

(1) = 5hn (0) — ]{[L dv(x) — zif
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Caso 2: Suponhamos 1 = O0mod(2n), 1 # 0, isto é, 1 = 2nq, q € Z%, q # 0.

Para todo j € QO e p € Z? temos

2np+j—1=2n(p—q)+j+#0,
2np+j+1l=2n(p+q)+j#0,
2np—j—1=2n(p—q)—j=#0,

2np—j+l=2n(p+q)—j#0

e como também temos 1 # 0 segue por (2.20) e (2.22) que sky(1) = 0.

Caso 3: Suponhamos 1 # Omod(2n), isto é,1 = 2nq + k, k € Qf, q € Z°.

Portanto

0=2np+j—1=2np+j—2nq—k = 2n(p—q) +

implica

(k)

p=q ¢ j=k;

O=2np+j+1 = 2np+j+2nq+k = 2n(p+q)+ (j+k)

implica

p:_

i-qej=2n-k 1=(1,1,...,1);

O0=2np—j—1=2np—j—2nq—k = 2n(p—q) — (j+k)

implica

0=2np—j+1

implica

p:i+q e j=2n-—Kk;

=2np—j+2nq+k = 2n(p+q)+ (k—j)

p=-qe j=k

Assim usando (2.20) e (2.22) obtemos

—~

skn(1)

i LGan-&-k ia2n(717q)+2n7k

" N pl0) TN ponil0)

4 LQQn(i+q)72n+k ia—an—k
2N pan-x(0) 2N p(0)

Pelo Lema 2.1.8 temos que pang-k(0) = pk(0) = pong+k(0) = m(0) e como aspgik = a1 =

(_] = G_nq—k SEgUE que

Portanto o lema est4 demon

strado.
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Lema 2.4.2. Seja ¢ € L'(T?) tal que ||¢]||; < 1 e seja

- | Kx = yoly)anty) = K < o(x)

Para todo j € 2, temos

1) = shal %) = | ®a(x.5)o3)de(y)

onde

d,(x,y) = K(x,y) — Z K(xy — y)%n(x — Xg).

Além disso, considerando a série de Fourier de ®,(x,y) dada por
Py (x,y) ~ Z @(kb ky)ea ey
kl,kgeZd

e coeficientes de Fourier
Buallaka) = [ | @aly)e (i )
Td JTd

temos para k, j € Z¢,

Falk—jd0 —asd DT T NI = 0med oy,
0, j#0, 0, caso contrario,

—~

onde Ts\lén(l) é dado no Lema 2.4.1.

Demonstracgao: Pelo Teorema 2.2.6 temos

fx) — ska(f.x) = N
= f(x) = D) f(xa)ska(x — xu)

keQn

= 109- 3 ([ K- ¥ ) Talx -2

keQn

— ﬁrd ( K(xy — y)¢(y):9\/~5n(x — Xk)) dv(y)

vy - | ( 3 K G~ y)oFalx - xk>) H)dv(y)

keQn

(&

(&

Il
%ﬁ%ﬁ %ﬁ

( > K(xi - ¥)skn(x — Xk)) o(y)dv(y)
keQn

y)du(y).
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Sejam k, j € Z¢. Observe agora que

.
= J D, (x, y)e K> =kY gy (x)du(y)
Jra Jpa
r ~ e
- Kix=y) = 2 K (= y)5Falx — ) | 3500 o)
JT¢ JT4 meQn
.
= K(x — y)e&H>=ky g, (x)du (y)
Jra Jpa
r ~ e
- L) ( > K (%m — y)ska(x - Xm>e“““"’”“'y> dv(x)du(y).
JTIT \ meQ,

Vamos analisar separadamente cada uma das tltimas integrais acima. Denotaremos a

primeira parcela por I e a segunda por /1. Assim por (2.20) temos

I = f K(x — y)e' & )*=ky gy, (x)du(y)
T

d JTd
_ J;Td J:]Td ( a 6z‘s~(x—y)> 6i(k+j)~x—ik-ydy(x)dy<y)

A
seZ4 T4 T4
Z 1, s+k+j=0, 1, s+k=0,
fd a .
a7 ° 0, caso contrario, 0, caso contrario,
= Z asas,—(k-i-j)(;s,—k
seZd

a_x, j:07
0, Jj#0,

e
m- L2 —y)é‘/%n<x—Xm>e““*”"‘“"y> dv(x)d(y)
meQy
- J J Z Z age’™ Cm=Y) gk (X — Xy et x= lky) dv(x)dv(y)
meQ), seZd
— Z Z i8Xm (J i(_s_k)'de(Y)) (j i(kt3)x gL (X—Xm)dl/(x))
meQ, seZd Td
= 2 Z e’s'x““asésrkj UL L n(X — X )dv(x)
me), seZd T4
=Y g, J )X T (5 — xom ) A/ ().
me, T4
Como .
skn(x) = Y. ska(D)e™,
lez
entao

%n(x — Xpm) = Z %n(l)e’il'Xmeil'x.

lezd
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Portanto pelo Lema 2.1.4 e (2.20) temos

II = a Z efik-xm f ei(k+j)-x 2 g];n(l)efil-xmeil-xdy(x)
Td

meQ, - lezd
= a_y Z e—ik-xm Z :g\]%n(l)e—il-xm J ei(k-i—j).xeil.xdy(x)
meQ, 1ezd __ T4
= G_k Z ¢~k Xm Z S/{?n(l)e_il'xm(sh_(kﬂ)
me, /le\Zd
= a_y Z e—ik~xm;\]5n(_k o j)ei(k-l-j)-xm
LH\GQn
= a,kg/%n(—k ) 2 e~ xm
meQn
= N, j=0mod (2n),

= a—kfs\lgn(_k —J)

0, caso contrario.

Assim obtemos a expressao de ®,(—k — j, k) como consequéncia das integrais

Tell. ]

Lema 2.4.3. Seja &, como no Lema 2.4.2. Suponhamos ai > 0 para todo k € Z%. Entao

Z |<f>;(l, m)| < oo.

I,meZd

Demonstragao: Vamos mostrar que

3 1®u(-—k —j, k)| < 0.

K, jezd
Note que
k, jezd keZd jezd
kezZd keZ? jezd\{0}

— S+ 5. (2.23)
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Aplicando o Lema 2.4.1, Lema 2.4.2 e o Lema 2.1.8, podemos limitar S5 da seguinte forma:

SQ = Z Z G—k{ ! ’ .?:0, }—a_kin(—k—j){ N ! jEOmOd (211),}

Kzt jeza {0} 0, j#0, 0 , j#O0mod (2n),
~ . N |, j=0mod (2n),
- Nay Y sk:n(kj){ ] (2n) }
kEZd jEZd\{O} 0 Y J ?’é OmOd (2n)7
= NZak Z sk: —(k + 2ns))
keZd seZ4\{0}
1/N, k = —2ns,
- N Z 01 Z , 0, k =0 mod (2n), k # —2ns,
kezZd seZ4\{0} 7a7(k+2n5)7 k # 0 mod (2n),
Npx(0)
a_
< Dlams+2 )] “ D A eroms). (2.24)
seZd kezd P k( ezd\{o}

Pelo Teorema 2.1.9

pk(O) = Z (a2np+k + a2np—k) > Z (2np+k,
pezZd peZd
assim usando (2.24) obtemos

Za2ns+2zak () Z 2np+k

seZd kezd peZ\{0}

< ZaQHS—i-QZak

seZd keZd

Pelo Lema 2.4.1 e Lema 2.4.2, podemos limitar S; da seguinte forma:

Sio= Do (1—N§n(—k))‘

keZd
1/N, k=0,
_ Za—kl_N 20, k =0 mod (2n), k # 0,
kezd ok k # 0 mod (2n
k. k£ Ouod (2n)
2a_
- Z A_onk + Z a_x |1 — aok
keZd\ {0} k £0 mod (2n) px(0)
Como 0 < 2ay/pk(0) = 2a_x/px(0) < 1, temos
2a_
0<1- 2K
px(0)
e portanto
Sl < Z ax < 0.
kezd

Como S e Sy sdo limitados, o resultado segue por (2.23). O
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Lema 2.4.4. Seja ®,, como no Lema 2.4.2. Considere o operador T, definido sobre LP(T%),

1 <p< oo, por

To(x) = j Bu(x,y)(y) du(y).

Td
Entao

1Tl < D 1Al lpps

jezd

onde A; é o operador multiplicador gerado pela sequéncia A; = {(f);(—k —J, k) beza-

Demonstracao: Aplicando o Lema 2.4.3 temos

r

To(x) = J Pn(x,y)o(y) dr(y)

Ny ( Z Z k17 zk1~x+ik2.y) Qb(}’) dl/(y)

k1 EZd kgEZd

Il
(;

:J S Bu(—k +j ke (‘”"“ky>¢(Y)dl/(Y)

jezd keZd

R L AT

jezd keZd

= ) el (Z On(—k +j,k)$(—k)e—ik*)

jeza keZd

= Yebx (Z Bo(k +j, —k)¢3<k)eik-x>

jezd keZd

= > FXAfe) (),

jezd

d(y)e™ dV(Y))

Td

onde A] = {é;(k#—j, —k)}keze. Usando o Lema 2.1.8 temos que pi(\O) = p_;(0) eéfsim pelo

—~

Lema 2.4.1 sky (1) = sk (—1), para todo 1 € Z¢. Em particular sk (—k f_]) = ;\lgn(k +j)
para todos k, j € Z%. Portanto como ax = a_y, pelo Lema 2.4.2 temos o, n(—-k—j,k) =

CDn(k + j, —k). Entao
1Tl < D NIAFell = D 1Al

jeza jeza
e logo

1T 1lp < D 1Al

jezd

o que demonstra o lema. O

Lema 2.4.5. Seja Aj; como no Lema 2.4.4. Entdo paral <p<®ene Z%, temos

SUP Lf = ska(f, )]y < Z || A2ns][p.p-

feK=Up seZd
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Demonstracao: Aplicando o Lema 2.4.2 temos que i(—k —j, k) = 0 para todo j #
0 mod (2n), para todo k € Z?. Pelo Lema 2.4.2 ¢ Lema 2.4.4 obtemos

sup || f = skn(f,)ll, = sup

| #utmomin

feKxU, ¢eU, »
< D 1Al
jezd
= Z HAQHSHPJ’?
seZd
concluindo assim a demonstracao. O]
Teorema 2.4.6. Secja | - | uma norma em R? e seja K o niicleo dado por
K(x) = Z ae’™™,
lezd
onde (a1)ez¢ ¢ uma sequéncia de niémeros reais tal que @ = a_, para todo 1 € Z% e

a1 = ay > 0 se |k| = |1, k,1e Z4\{0}. Suponhamos que existe uma constante positiva C

tal que, para todo n € N e todo k € Z%, com |k| < |n],

Entdo para 1 < ¢ < 2 < p < o0, existe uma constante positiva C, independente de n, p e
q, tal que

f&ﬂJU—S%U%Wq<5%-
Demonstracgao: Segue pela Observacao 2.3.4, que o nucleo K satisfaz as condigoes no
Lema 2.1.8. Vamos aplicar o Lema 2.4.5 para p = 2 e assim precisamos limitar ||A;||22
para j = 2ns, onde A; = {Cf);(—k — j, k) }ieza. Seja j = 0. Pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.2, e

Ccomo ay = a_y € js%n(—k) = ;lgn(k), temos

—~~

Bu(—k,K) — ax(l— Noka(K))

1, k=0,
— | 1- 0,  k=0mod (2n),k # 0, (2.25)
2&k

(0 k # 0 mod (2n).

Para k = 0 temos &D;(—k, k) = 0. Para k = 0 mod (2n), k # 0, seja q € Z¢, q # O tal
que k = 2nq. Aplicando a hipétese obtemos

D, (—k, k) = ax = agnq < Z aonp < Cagy < Cay,.
pezZd
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Pelo Teorema 2.1.9
2ak 2ak
pk(O) ZpeZd (a2np+k + a2np—k)

2ak

2ay + ZpeZd\{O} (a2np+k + a2np—k)

o1 ZpeZd\{O} (a2np+k + CL2np—k) (2 26)
2ak + ZpEZd\{O} (a2np+k + a2np7k) . .

Suponhamos agora k # 0 mod(2n). Para [k| < |n|, temos 2n| = [2n — k + k| <
2n — k| + |k| < [2n — k| + |n| e portanto |n| < |2n — k|. Da mesma forma obtemos
In| < |2n + k|. Logo por hipdtese, por (2.25) e (2.26)

(f)\(—k k) _ ak ZpEZd\{O} (a2np+k + aanfk> (2 27)
" ’ 2(Zk + ZpeZd\{O} (a2np+k + a2np7k) .

K ZpEZd\{O} (aanJrk + a2np7k)

<
2ak
1
= 5 2 (a2np+k + a2np—k)
peZ4\{0}
< 5 (a2n+k + a2n7k>
< Cay.

Para |k| > |n|, usando (2.27) temos

—~ a Qon + Qonp—
Bk k) < k 2ipezd\ (o} (@2np+k + Gonp Q::ak<(%_

pezd\{0} (a2np+k + a2np—k)

Portanto mostramos que para qualquer k € Z% temos

1Bn(—k, k)| < Can. (2.28)

Seja j = 2ns, s € Z\{0}. Para |k| < |ns| temos que, 2|ns| = [2ns — k + k| <
12ns + k| + |k| < |2ns + k| + |ns| e portanto |ns| < |2ns + k|. Logo pelos Lemas 2.4.1 e
2.4.2 temos

&J:l(—k —2ns, k)| = a_kN;En(—Qns - k)
< 2CLst-&-k&

rx(0)

< 2a2ns+k < 26Lns

pois ai/pi(0) < 1 para todo k € Z%. Para |k| > |ns|, pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 temos

&D;(—k —2ns, k)| = a_kN;l%n(—k — 2ns)
G2ns+k
= 26Lk
px(0)

< 2ak < ZCLnS
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POiS donsix/pr(0) < 1 para todo k € Z%. Portanto mostramos que para quaisquer s, k € Z¢,

s # 0 temos que

—~

[P, (—k — 2ns, k)| < 2aps. (2.29)
Como para qualquer sequéncia limitada de multiplicadores A = { Ay }yez¢ temos
[Ajll2.2 = sup [Awl,
keZd
entao pela hipétese, Lema 2.4.5, (2.28) e (2.29), temos que

sup |If = ska(f )2 < D) [[Asns|f

feK+Us se7Zd
= > sup [B,(—k — 2ns k)|
sezd keZd
= Sup |Cf):1(_k7 k)| + 2 sSup |Cf);(—k — 2ns, k)|
keZd seZ4\ {0} keZd
< Can+ ). 2ans (2.30)

seZ4\{0}

Dado p € Z¢, existe q € Z% tal que np = 2nq + k, onde k;j = 0 ou k; = nj.
Seja A = {k = (k1,....kq) 1 kj =0 ou k; =n;, 1 <j<d} Seke Atemos k| < n|.

Assim usando a hipdtese obtemos

3 < 3] Y g < C Y tonen

peZd keA qezd keA

Mas [2n + k| > |2n| > |n|, logo asnik < an € portanto

Z anp < C Z an < 2°Cay. (2.31)

peZd keA

Assim por (2.30) e (2.31) concluimos que

sup ||f — ska(f, )|z < Can + 241 Cay = Cay,.
fEK*U2

Portanto demonstramos o resultado para p = ¢ = 2.

Se 1< q <2< p< o0, wsando que [[fll, < |If]l2 < [|f]],. segue que

sup Hf_Skn(fv')Hq < sup ||f_3kn(fa'>”2 <Ua—na
feKxUp feK*Uz

concluindo assim a demonstragdo do teorema. O

O resultado seguinte é consequéncia imediata do Teorema 2.4.6 e do Lema
2.3.8.
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Corolério 2.4.7. Sejam a : [0, +00) — R uma funcdo decrescente e positiva, e |- | = |- |,
para algum 1 < p < co. Para p € Z%\{0} seja a, = a(|p|) e seja ap = 0. Consideremos

um nucleo K dado por

tal que

onde C' é uma constante positiva que independe de n € N, Entdo para 1 < ¢ <2 <p <

e todo n € N?, existe uma constante positiva C, independente de n,p e ¢, tal que

sup [1f — ska(f. )y < Can.

feKxU,

Corolario 2.4.8. Seja K um niicleo como no Corolario 2.4.7 e sejam 1 < p <2 < ¢ < 0.

Entéo existe uma constante positiva C, independente de n € N¢, p e ¢, tal que

(2—p)/2p
sup ||f — ska(f,)|]2 < C ( Z a%) a2 P, (2.32)

feK#Up

(g—2)/2q
sup Hf - Skn(f7 )Hq < C ( 2 a’12) a121/q’ (233>
Jelxl >n|
2/p—1
sup |[|f — ska(f,)lly < C < > a1> a . (2.34)
feK=U, > |

Demonstracgao: Fixemos n € N Seja ®,(x,y) como na demonstraciao dos Teoremas
2.3.7 e 2.4.6 e como no enunciado do Lema 2.4.2; e seja T o operador linear definido na

demonstracio do Teorema 2.3.7 e no enunciado do Lema 2.4.4, para ¢ € L'(T?) por

To(x) = | @l y)oy)dv(y).

Segue dos Corolarios 2.3.9 e 2.4.7 que existe uma constante positiva C' independente de n,

tal que

[T]|22 < Can = M.

Sejam py = 1,q0 = p1 = ¢1 = 2, e para 0 <t < Lsejam 1/p, = (1 —t)/po +t/p1 = (2—1)/2
el/gg=(1—1)/qo+t/q1 = 1/2. Assim temos ¢; =2 ¢ t = 2 — 2/p;. Entdo pelo Teorema

de Interpolagao de Riesz-Thorin (Teorema 1.2.1) segue que
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(2-p)/2p
T |lp2 < My~'M; = C < > af) an P,

1= n]

Quando t varia entre 0 e 1, p; varia entre 1 e 2, portanto obtemos (2.32).

Novamente, como consequéncia dos Corolarios 2.3.9 e 2.4.7,

1/2
T ]|20 < C ( > a?) = My

[1|=>n]

HTHQQ < 6&11 = Ml.

Sejam pg =2=p; =q € g = 0, e para 0 <t < 1 sejam 1/p, = (1 —t)/po +t/p1 = 1/2
el/q = (1—1)/q0+t/q1 = t/2. Assim temos p; = 2 e t = 2/¢;. Entdo pelo Teorema de

Interpolacao de Riesz-Thorin segue que

1

(4—2)/2q
2q: < My~ "M} = C’( Z af) afl/q.

1[>(n|

Quando ¢ varia entre 0 e 1, ¢; varia entre 2 e co, portanto obtemos (2.33).

Finalmente, como consequéncia dos Corolarios 2.3.9 e 2.4.7

[Tl <C Y, o= My

1> n]

7|22 < Can = M.

Sejampy = 1,0 = 0, p1 = ¢1 = 2, epara0 < t < 1sejam 1/p, = (1—t)/po+t/p1 = (2—1)/2
el/qp = (1—-t)/qo+t/q1 =1t/2. Temost = 2(1—1/p;) e 1/qs = 1—1/py, logo 1/py+1/qs = 1,
isto é, ¢ = p; é o conjugado de p;. Entao pelo Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin,

temos

1Tl

’
Dy

2/pt—1
<My 'ME=C ( Z a1> a2 v,
[1=[n|

Quando t varia entre 0 e 1, p; varia entre 1 e 2 e p; de 2 até o0. Logo obtemos (2.34). [
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3 Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos duas aplicagoes dos principais resultados do
capitulo anterior. Na Secao 3.1 estudamos aproximacao de fungoes finitamente diferenciaveis
(ver Observagao 1.3.8) e na Segdo 3.2 aproximagao de fungoes infinitamente diferenciaveis
e analiticas (ver Observagoes 1.3.9 e 1.3.10), definidas sobre o toro T?, por sk-splines

interpolantes.

3.1 Aproximacao de Funcoes Finitamente Diferenciaveis

Nesta se¢ao estudamos aproximacao de fungoes em classes de tipo Sobolev sobre
o toro, por sk-splines. Usamos como ferramental principal para obter nossas estimativas
os Corolarios 2.3.9, 2.4.7 e 2.4.8. No final da se¢do mostramos que a taxa de convergéncia
dos sk-splines interpolantes para func¢oes nas classes de tipo Sobolev coincide com a taxa
de convergéncia por subespacos de polindmios trigonométricos e que é 6tima, em termos

de ordem, no sentido de n-larguras, em varios casos.

Teorema 3.1.1. Para v e R, v > d, seja
K= Y 0t xe,
1624\ {0}
onde |-| =] -|aou|-| =] | Paran € N, sejan = (n,...,n) € N Entdo, para

1<p<2<g<w, coml/p—1/qg=1/2 temos que

sup || = ska(f, )llg < Cn 770, (3.1)
f€K1*Up

epara 1 < ¢ <2 < p < o temos que

sup || f = skn(f, )llg < Cn77. (3:2)
fEKl*Up

Dados p, q € R satisfazendo 1 < p <2< ¢< ®

sup || f — skn(f.)[| < O~ Hd0/P=1/2), (3.3)
feK1xUp
sup ||f — skn(f, )|l < Cn 74210 (3.4)
feK1xUs
e
sup || f = ska(f,)||y < Cn7+ICP=1, (3.5)

feKy *Up
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A constante C' é positiva e independe de n,p e q.
Demonstragao: Sejam a € R, a > 0e f(x) = (x — 1)*/z%, x = 2. Como

f’(:c)=oz<1—1)ax( L e

x z—1)
segue que f(z) é crescente e assim que f(z) = f(2) = 1/2%, = > 2. Portanto
(j—1)" <297 j =2 (3.6)
Fixemos n = (n,n,...,n) e para cada j € N seja B; = {le Z*: j — 1 < |1| < j}. Temos
assim Z% = CJ B;. Se p e Bj, entao j —1 < |p| < j e portanto ;77 < |p|77 < (j —1)7".
=1

J=

Seja a; = |1]77 para 1 € Z"\{0} e ag = 0. Pela Proposicio 1.3.4 e pela Observacio 1.3.5
segue que a cardinalidade #B; do conjunto B; satisfaz
#B; < Cj*', jeN, (3.7)
onde C é uma constante positiva que independe de j. Como
2np =2(n,...,n)(p1,...,pa) =2n(1, ..., 1) (p1,...,pa) = 2n(p1, ..., pa) = 2nP,

entdo por (3.6) e (3.7)

Z Qonp = ag + 2 Aonp

peZd peZ\{0}

N
s
o
=
2
(5
|
=
2

j=2 peB;
00]
< CY.@n) 7t
=2
a0
< 2702(271)_7]‘1_1]_7
=2
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J

Como v > d, entdo d — 1 —y < 0 e assim j4 177 < f t3=177dt. Logo
J

j—1

e¢] Q0
1

=2

e portanto como d—vy < 0,

o]
Dty < 20C(20)77 Y 5
j=2

peZd

< 22C(2n)7" lim | t17at
m—0o0 1

i
= 27C(2n)"" lim [d ]
d—y
= 27C(2n)77 lim (m —1)

1
— —270(2n)7 ——
(2n) S

27CI1)
= | | = Clagn.
v — d

(3.8)

Portanto demonstramos que as hipéteses dos Corolarios 2.3.9 e 2.4.7 sao satisfeitas.

Sejar =p ' — ¢ 'es=r"" Entdo usando (3.6) e (3.7)

Temos que 1

<P <

2 (@) = ), Da

1>]n| j=In[+11eB;

- 3 S

j:\n|+1 IEBj

i Di-1)"

j—\n|+1 IeB;

C Z -1

Jj=In[+1

DN RSV

j=In|

o0
2d—10 Z jd—l—sv'

j=In|

N

N

N

2,assimr = 1/p—1/g<les

>1.Logod—1—sy <d—1—sd <

—1 < 0.
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J
Assim j9717%7 < J t471797dt e portanto

j—1

o0
2d—1cf Z jd—l—S'y

[1[=[n] j=In|
© J
< 270 )] f 1=t
j=n| 21
0
= 2-1¢ J st
[n|—1
m
= 277'C lim =gy
m—0o0 In|—1
tdfs'y m
= 2971C lim
m=0 | d =8V |52
_ 2d—1c lim md_s,y o (‘l’l| B 1)(1—5'7
m—o \ d — sy d— sy
BN (T Vs
d— sy
d—1
< 2 C |n|d—5'y
sy—d
= Cg]n\d_‘”.
Entao aplicando o Corolério 2.3.9 obtemos
sup ||f = ska(f )y < G| ) (@)’
feK1xUp 1>

< 5|0

Cy|n| 7@ —ah

I

paral <p<2<g<w comp ' —¢g ' =21 Agora aplicando o Corolario 2.4.7 obtemos

sup
f€K1 *Up

para 1 < ¢ < 2 < p < 0. Como para n = (n,..

equagoes (3.1) e (3.2) ficam demonstradas.

De (3.1) e (3.2) temos

1/2
( Z a12> < Cn~ 72,
[1]=n]

Z ap < Cn~7Hd

1[=[n|

|f = skn(f,)llg < Cs[n]™7,

.,n) temos |n|, = Vdn e |n|, = n, as

e a, =n" . Assim as estimativas (3.3), (3.4) e (3.5) seguem pelo Corolério 2.4.8. O
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Notagao 3.1.2. Se (a,) e (b,) sdo sequéncias, escrevemos a,, » b, para indicar que existe
uma constante C; > 0 tal que a, > Cib, para todo n € N e escrevemos a,, < b, para
indicar que existe uma constante Cy > 0 tal que a,, < Csb,, para todo n € N. Escrevemos

a, = b, para indicar que a,, <€ b, e a, » b,.

Observacao 3.1.3. Consideremos um ntcleo K; como no Teorema 3.1.1 e sejam n € N e
p,q € Rcom 1 < p,q < o0. Observamos que o conjunto K, U, ¢ uma classe de tipo Sobolev
em T?. A n-largura de Kolmogorov de K = U, em LI(T%) é o niimero d,, (K, * U,, L?) dado
por

dn(Ky « Uy, LY) = inf sup inf [|f — gll4
Tn feK1xUp g€Tn

onde T,, varia na familia dos subespacos de dimensao n de Lq(Td). Segue como consequéncia
de resultados em (KUSHPEL; STABILE; TOZONI, 2014) e (PESENSON, 2016) que

gyt (K1 # Uy, L9) = n PP 1 < p<2<g< (3.9)

dionya(Ky#Up, L) =077, 1< q<2<p<®© (3.10)

onde os subespagos T{(y,)e na definigao de (2n)%-largura de Kolmogorov podem ser con-
siderados variando somente na familia dos subespacos de polinémios trigonométricos de

dimensao (2n)%.

Uma questao fundamental para uma teoria de splines multidimensionais é saber
se o subespago de splines multidimensionais interpolantes sera tao bom como o subespago
de polinémios trigonométricos de mesma dimensao, no sentido de que eles tenham a mesma
ordem de convergéncia (velocidade de convergéncia) sobre as classes de Sobolev. Se sim,
entdo podemos construir splines interpolantes 6timos (ver introdugao do artigo (GOMES
et al., 1999)).

Vimos na Observacio 2.2.7 que para n = (n,...,n) € N% a dimensao do
espaco SK(Ay) dos sk-splines interpolantes sobre A, é (2n)?. Assim, devemos comparar

os resultados do Teorema 3.1.1 com as estimativas (3.9) e (3.10).

Fazendo a comparacao, verificamos que a taxa de convergéncia dos sk-splines
interpolantes, ¢ da mesma ordem que a taxa de convergéncia por subespacos de polinoémios
trigonométricos da dimensao de SK(A,,), para classes do tipo Sobolev,quando 1 < p <
2=gqequando 1 < ¢ <2 <p<w,isto é, a taxa de convergéncia é étima, nesses casos,
em termos de ordem, no sentido de n-larguras. A construcao dos sk-splines 6timos é dada
no Teorema 2.2.6 . O subespaco SK(Ay) é étimo para a (2n)%largura de Kolmogorov
da classe do tipo Sobolev K; * U, em LI(T%), no caso 1 < p < 2 = ¢ e também no caso

1<qg<2<p< o, em termos de ordem.
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3.2 Aproximacao de Funcées Infinitamente Diferenciaveis e Anali-
ticas

Nesta se¢ao estudamos aproximacgao de fungdes em classes de fungoes infinita-
mente diferénciaveis e analiticas sobre o toro, por sk-splines. Usamos como ferramenta
principal para obter nossas estimativas os Corolarios 2.3.9, 2.4.7 e 2.4.8. Mostramos que
a taxa de convergéncia dos sk-splines interpolantes para fungoes nessas classes coincide
com a taxa de convergéncia por subespagos de polinémios trigonométricos e que é 6tima,
em termos de ordem, no sentido de n-larguras em varios casos. No final comparamos os

resultados deste capitulo com resultados relacionados publicados em artigos de A. Kushpel.
Observacgao 3.2.1. Sejam a,b,r€ R, a>b>0er > 1. Entao
(a—b)"<a" =1

Observacio 3.2.2. Scjam a,be R, a > 0,b > 0. Entdo existe ¢ € N tal que e ® < ¢t7°

para t > c. De fato
efat tb
lim = lim — =0
t—+oo b t—too eat

e assim existe ¢ > 0 tal que se t > ¢, t°/e™ < 1 e portanto e™™ < t7°.

Teorema 3.2.3. Sejam r, o dois niimeros reais positivos, e seja

Ky(x) = Z e oMol x e T,

124\ {0}
Para n € N sejan = (n,...,n) € N Entdo, para 1 < p <2< ¢g<wer > 1, com
1/p—1/q = 1/2, temos que
sup [|f = ska(f, )llq < Ce pl= 01, (3.11)

feKaxU, P

epara 1< g<2<p<wer>0temos

sup ||f — ska(f, Iy < Ce" (3.12)

fEKQ*Up

Dados p,q € R satisfazendo 1 < p <2< g<wer =1, temos

sup ||f — ska(f, )|z < Cem " nl D=2, (3.13)
fEKz*Up

sup || f — ska(f,)|ly < Cem n( 0270, (3.14)
feKoxUsz

sup || f = ska(f, )|y < Cem" nl=DEP=D, (3.15)
fEKg*Up

a constante C é positiva e independe de de n, p e q.
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Demonstracao: Consideremos r > 0 e fixemos n = (n,n,...,n). Para cada s € N seja
o0

By={1€Z%: 5 —1<|l|, < s}. Temos assim Z* = UBS' SepeB;,s—1<|p|luw<s
s=1
e portanto —s" < —|p|%, < —(s — 1)". Seja ay = e~ "= para 1€ Z\{0} ¢ ap = 0. Como

2np = 2np, por (3.7) temos

2 Qonp = ag + Z Gonp

pezd peZ\{0}

0
P
s=2 peBs

0

- 5,3 e

s=2 peBs

Z e—a(2n)" P[5

2 peBs

I
18

@
Il

e—a(Qn)T(s—l)T

A
s

@
||
o

ke

€B;

Sd_l e—a(?n)r (s—1)"

A
Q
s

2

S

e(dfl) In sefoc(2n)r(sfl)’“

I
Q
s

vy
Il
N

p(d—1) Ins—a(2n)" (s=1)"

I
Q
s

w
Il
N

0
_ Z (d—1)Ins+a(2n)"—a(2n)"(s—1)"

= Caoy Z e(dfl)lnsfa(2n)’“((sfl)”71). (316)

s=2

4(d—1
Seja g(x) = Lxrﬂ— (d—1)Inz, z > 1. Como ¢'(z) = (d— 1)z~ (z"/* —
T
1) > 0paraz >1eg(l) =4(d—1)/r > 0, entao g(z) = 0 para todo z > 1. Tomando
A = 4(d — 1)/r segue por (3.16) que

> tomp < OaznZeAS”“‘” oo, (3.17)
pezZd
Como ( 0 .
. (r—1)" =
:nglolo xr/2 -

entao existe a € N tal que

(z—1)" =22 z>a.

Logo existe uma constante K; > 0 tal que

Z a2np OCLQn (Kl + Z As™/4—a(2n)"s T/Q) (318)

peZd



Capitulo 3. Aplicagées

72

Podemos observar que existe b € N,b > a, tal que Az"/* — a(2n)’”x7"/ 2 <

Portanto existe uma constante Ky > 0 e por (3.18) segue que

peZd s=b s=b

Como )
T

i, o =0,
existe uma constante c € N, ¢ > b, tal que

gl _
et <t =

Assim existem constantes positivas K3 e K4 e por (3.19) segue que

peZ4

0 0
Z G2np < OCLQn <K1 + KQ + Z 6_sr/4> < Oagn (Kl + KQ + Z 6_81/4

—z"* x> b

) . (3.19)

0
2 (2np < CCLQn (Kl + K2 + Kg + Z 8_2> < C’a2n (Kl + K2 + Kg + K4) = éagn.

Portanto demonstramos que as hipéteses dos Corolarios 2.3.9 e 2.4.7 sao satisfeitas.

Consideremos agora 1 < p < 2 < ¢ < o tal que p_l -q

1 — ¢ 1)~ Entdo por (3.7) e pela Observacio 3.2.1

Y (@) = X (e

[Ploo =] [Ploo =00

s=(p

_ Y el
|Ploo=(n|o

0
3 3 e

j=n+1peB;

o0
Z Cljd—le—as(j—l)"

j=n+1
0

= G ) (I+ )T e

N

N

\T
3

_ C (Z+ ) 1€7as|n\&€fas(lrf|n\go)

MS

~

n

Cl efasnT

N

(l+ )d 1 7as(l n)”

RgE

T
3

_ ClefasnT (] +n+ 1) -1 fOzS]

MS

<.
I
o

Como

(7 +1+n)* 2<d_.1><3+1)d S

i=0 ?
OQ(] + 1)d 1, d—1
2d7102jd71nd71

N

A

1'> 1/2 e seja
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temos
0 o0
2 (ap)s < Ognd—le—ocsn Z -1 —045] < C nd 1 —asn Z]d 1 —asg
‘p|002|n|oo Jj=1 J=1
Pela Observacio 3.2.2 segue que existe k € N tal que e < ¢72¢ ¢ > k. Assim
k—1 ' 0
Z (ap)s < C«3nd—1€—o¢sn Z jd—le—aSj + Z jd_lj_2d>
|P‘oo |n‘oc Jj=1 Jj=k
[ee}
_ C«gnd—le—asnT K5 + Zj-d-l)
j=k
o0
< andileiasnr K5 + Z j72
_ C4nd le—asn
Logo
8_1
o0
[Pleo=[n[0
Pelo Corolario 2.3.9 temos
feKaxUp
para 1 <p<2<qg<wer =1, e pelo Corolario 2.4.7 temos,
sup Hf - Skn(fv )Hq < C«?e—am’
feKaxUp
para 1 < ¢<2<p<wer>0. Isto demonstra (3.11) e (3.12).
De (3.11) e (3.12) temos
1/2
( Z af) < Cge @ pld=1/2,
o =m0
l < Cse—omrn(d—l)’
oo =[n]o0
e an = e . Assim as estimativas (3.13), (3.14) e (3.15) seguem pelo Corolario 2.4.8. [
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Observacgao 3.2.4. Consideremos um ntcleo Ky como no Teorema 3.2.3 e sejam n € N e
p,q € R com 1 < p,q < o0. Observamos que o conjunto K = U, ¢ uma classe de fungoes
sobre T¢, infinitamente diferencidveis se 0 < r < 1 e analiticas se r > 1. Foi demonstrado
em (KUSHPEL; STABILE; TOZONI, 2014) que

dion+1ya (Ko + Up, L) « e o =N 1 < p<2< gL o, T> 1, (3.20)

€
dignya (K3 = Uy, L9) < e plm D02 1 < p<2<g<om, 7 =1, (3.21)

e
dignya(Ka # Uy, L) = e, 2< p,g< o0, 0 <r <1 (3.22)

Verificamos que para todos os casos estudados no Teorema 3.2.3, a taxa de convergéncia
dos sk-splines interpolantes obtida neste teorema, coincide (ou é mesmo melhor pois
dions1ya (K2 * Up, L) < d9yya (K2 # Up, L7)) com a taxa de convergéncia por subespacos de

polindémios trigonométricos da dimensao de SK(Ay)

Nocasop=q=2,a>0e0 <r <1, observamos que a taxa de convergéncia ¢
otima, em termos de ordem, no sentido de n-larguras. A construgao dos sk-splines 6timos é
dada no Teorema 2.2.6. O subespaco SK (Ay) é 6timo para a (2n)%largura de Kolmogorov

da classe Ky * U, em LY(T%), no caso 1 < ¢<2<p<0,0<r<1,em termos de ordem.

Observacao 3.2.5. Vamos comparar os resultados dos Teoremas 3.1.1 e 3.2.3 com outros
resultados sobre aproximacgao por splines no toro em artigos de A. Kushpel em coautoria
com outros mateméaticos. Em nenhum desses artigos foi obtido um resultado com taxa
de convergéncia 6tima, em termos de ordem, no sentido de n-larguras. Nesses artigos o
estudo foi feito com classes de Sobolev anisotropicas e em nossos estudos com classes de

fungoes que denominamos de tipo Sobolev.

Seja Z, = Z\{0}. Para cada 1 < j < d, considere uma sequéncia de ntimeros
reais (a; )iz, , tal que a;; = a_;j e a;; > a;11,; > 0 para todo [ € Ne 1 < j < d. Suponha
que para cada n = (ny,...,ng) € N? existe uma constante positiva C tal que, se [ € Z e

l] < nj, entdo

o0
Z Aon;k—1,j < Caon, 15,
=1

onde a constante C' independe de 7, [ e n. Seja K o niicleo

K(x)= ) wme™, xeT

onde

ay = A 10,2 - Qryd-
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Entao foi demonstrado em (LEVESLEY; KUSHPEL, 1999) que para sk-splines associados

a esse nucleo temos que, se 1 <K p<2<g<wel/p—1/g=>1/2 entdo

0 1/p—1/q
sup ||f — skn(f.")||s < C max (Z <az,j>‘“’<q—f’>‘1> : (3.23)
!

fEK U, Isj<d
A constante C ¢ independente de n, p e q.

Seja v > 1 e para cada 1 < j < d seja a;; = |I[|77, | € Z,. Seja K3 o nucleo

associado a essa sequéncia particular. Para 1= (I, ..., 1) € Z2 temos

ay=apy 1 aga= L]l T =l LT

d, satisfazem as condigoes
1/2 temos

Como sabemos que as sequéncias (a; )iz, , 1 < Jj <
acima e também que para 1 < p<2<g<ocom 1/p—1/g=>

o 1/p—1/q
(Z (|l|—7)qp(q—p)1> < Olnj—7+1/p—1/q7

l=n;
onde C; é uma constante positiva que independe de n = (n4,...,ny) € N% para o caso

particular de n = (n,...,n) € N, n e N, segue por (3.23) que

b (1 = ska(f, lly < Con™7 0078 (3:24)
3*%Up

Observamos que K3 * U, é uma classe de Sobolev em <.

A ordem de aproximacao neste caso, por subespacos de polindémios trigonomé-
tricos de dimensdo n é n~"HYP7Y4 para 1 < p < ¢ < 0. Como dim(SK (Ay)) = (2n)¢, o
resultado (3.24) deve ser comparado a aproximacao por subespagos de polinémios trigo-

—dy+d(

nométricos de dimensio (2n)?, que tem ordem n 1/p=1/4) gg0 mostra que a ordem

de aproximagao para uma funcao f € K3 = U, por sk-splines ¢ muito mais lenta do que a

ordem de melhor aproximacao por polinomios trigonométricos.
Consideremos um ntimero primo P e

Gp={g=(g1,...,90)eN": 1<g<P—1,i=1,....d}.

Fixado g € Gp, seja

27 27 27
Ag:{wj:”gz(wl “94): ij,l,...,P—l}.

P p P

Seja SK(A%) o espago dos sk-splines sobre A%, que tem dimensdo P. Em
(GOMES et al., 1999) foi demonstrado quese l <p<2<g<wel/p—1/q=>1/2 entdo

existe g* € Gp tal que

sup [|f = ska(f, AF )|y < CPT P i(log PYtrii, (3.25)
fEKg*Up
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onde sk(f, Afé*) é o sk-spline interpolante de f tendo como nos e pontos de interpolagao

os pontos de A%*, e a constante C' nao depende de P.

O resultado (3.25) d4 uma estimativa quase 6tima, no sentido de melhor
aproximacao por polindmios trigonométricos, para fungoes f na classe de Sobolev K3 = U,

por sk-splines, 6tima, a menos de um fator logaritmico.

Em (KUSHPEL; GRANDISON; DZUNG, 2006), um resultado semelhante ao
resultado (3.25) foi obtido para o caso p = ¢ = 1.

Tomemos agora a,7 € R,ae>0r > leparal < j<deleZ,sejab,; = eell”,
Assim para 1= (I1,...,13) € Z¢,
by=bi1-bia= e—alhl™ . gmellal” — g—a(ul"++llal")
Seja K o nucleo associado a essa sequéncia particular (bl)lezgg .
Entao por (3.23) para o niicleo K, obtemos, para n = (n,...,n) € N°, ne N,

I<p<2<g<wcoml/p—1/q=1/2, que

sup || f — ska(f, )l < Ce".
f€K4*Up
Observe que a ordem de aproximagao de uma funcao f € K4+ U, por sk-splines
de SK(Ay) para d > 2, que tem dimensio (2n)?, coincide com a ordem de aproximacao
para d = 1, neste caso a dimensao de SK(A,) é 2n. Constatamos assim que a ordem de

aproximacao nao ¢ boa, para d > 2.

Nas Observagoes 3.1.3 e 3.2.4, constatamos que as aproximacoes de fungoes
f € K = U,, por sk-splines, para os nucleos K ali considerados, sao étimas, em termos de
ordem, no sentido de melhor aproximacao por subespagos de polindomios trigonométricos

da dimensao de SK(A,), n = (n,...,n) e N* n e N, para varios valores de p e g.
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