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Resumo

Os sk-splines tiveram sua teoria básica desenvolvida por Alexander Kushpel nos anos de

1983-1985. Os sk-splines são importantes em várias aplicações e seu espaço é gerado por

translações discretas de uma única função núcleo.

Neste trabalho desenvolvemos a teoria geral dos sk-splines sobre o toro, apresentamos duas

aplicações dos principais resultados obtidos e comparamos nossos resultados com outros já

publicados, mostrando que as taxas de convergência são ótimas em termos de ordem.

Palavras-chave: splines; interpolação no toro; aproximações; multiplicadores; funções

analíticas.



Abstract

The sk-splines had their basic theory developed by Alexander Kushpel in the years 1983-

1985. The sk-splines are important in many applications and their space is generated by

discrete translations of a single core function.

In this work we develop a general theory of sk-splines on the torus, present two applications

of the main results obtained and compare our results with others already obtained, showing

that the convergence that we obtained is sharp in terms of order.

Keywords: Spline; Torus Interpolation; Approximation; Multiplier; Analytic functions.



Lista de símbolos

T
d Toro d-dimensional, p. 14.

N Conjunto dos números inteiros positivos, ver Notação

1.1.1, p. 14.

x Elementos de R
d, ver Notação 1.1.2, p. 15.

l ” k Ver Notação 1.1.2, p. 15.

0 Ver Notação 1.1.2, p. 15.

l̂ Ver Notação 1.1.2, p. 15.

|x|p Ver Notação 1.1.2, p. 15.

|x| Norma genérica, ver Notação 1.1.2, p. 15.

LppTdq Ver Definição 1.1.3 e Definição 1.1.4, p. 15.

||f ||p Ver Definição 1.1.3 e Definição 1.1.4, p. 15.
pfpmq Coeficiente de Fourier, ver Definição 1.1.6, p. 15.

f ˚ g Produto de convolução, ver Definição 1.1.7, p. 16.

xf, gy Produto interno de L2pTdq, ver Observação 1.1.13, p.

17.

Up Ver Notação 1.2.6, p. 19.

K ˚ Up Ver Notação 1.2.6, p. 19.

λk “ λp|k|2q, Ver Definição 1.3.6, p. 24.

λ˚
k “ λp|k|8q Ver Definição 1.3.6, p. 24.

Λ e Λ˚ Operadores multiplicadores, ver Definição 1.3.6, p. 24.

xk Nós do sk-spline, ver Definição 2.1.1, p. 28.

Ωn Ver Definição 2.1.1, p. 28.

Λn Ver Definição 2.1.1, p. 28.

N Cardinalidade de Ωn e Λn, ver Definição 2.1.1, p. 28.

CpTdq Ver Definição 2.1.2, p. 28.

sknpxq sk-Spline, ver Definição 2.1.2, p. 28.

ρjpxq Ver Definição 2.1.7, p. 31.
Ăskn sk-Spline fundamental, ver Definição 2.2.1, p. 35.

Ω˚
n Ver Definição 2.2.1, p. 35.

sknpf,xq sk-Spline interpolante de f , ver Definição 2.2.5, p. 37.

an ! bn Ver Notação 3.1.2, p. 69.

an — bn Ver Notação 3.1.2, p. 69.

dnpK1 ˚ Up, Lqq n-Largura de Kolmogorov, ver Observação 3.1.3, p. 69.
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Introdução

No sentido clássico, um spline é uma função formada por pedaços de polinômios.

Os sk-splines são uma generalização dos splines polinomiais (ver Observação 1.3.13 em

(LOPES, 2013) e (GOLOMB, 1968; ZHENSYKBAEV, 1973)) e dos L-splines de Micchelli

(MICCHELLI, 1976). A teoria dos sk-splines foi introduzida e sua teoria básica desenvolvida

por A. Kushpel em (KUSHPEL, 1984; KUSHPEL, 1985; KUSHPEL, 1987a; KUSHPEL,

1989b; KUSHPEL, 1989a; KUSHPEL, 1987b). Os sk-splines são importantes em várias

aplicações e seu espaço é gerado por translações discretas de uma única função núcleo. A

principal vantagem em usar sk-splines ao invés de splines polinomiais é que se o núcleo do

sk-spline tem suavidade infinita, então a taxa de convergência dos sk-splines interpolantes

é governada pela suavidade do núcleo. Em (KUSHPEL; LEVESLEY; LIGHT, 1996)

podemos encontrar mais informações sobre o desenvolvimento histórico dos sk-splines,

suas aplicações e suas generalizações. Resultados mais recentes sobre convergência de

sk-splines em Lq foram obtidos em (KUSHPEL, 2008a; KUSHPEL, 2008b).

Considere um núcleo contínuo K sobre T
d. Dado n “ pn1, . . . , ndq P N

d e

k “ pk1, . . . , kdq P Z
d seja xk “ pxk1

, . . . , xkd
q, xkl

“ πkl{nl, Ωn “ tk “ pk1, . . . , kdq P Z
d :

0 ď kl ď 2nl ´ 1, 1 ď l ď du e Λn “ txk : k P Ωnu. Um sk-spline sobre Λn é uma função

representada na forma

sknpxq “ c `
ÿ

kPΩn

ckKpx ´ xkq, (1)

onde os coeficientes ck P R, k P Ωn, satisfazem a condição
ÿ

kPΩn

ck “ 0.

Splines definidos por (1) têm sido considerados, no caso 1-dimensional, por

diferentes autores, sob condições bastante restritivas sobre o núcleo K, tais como sinal

de regularidade (ver (KARLIN, 1968)), ou usando o Teorema de Taylor para obter

alguma estimativa de erro ou a existência de interpolantes (MICCHELLI; PINKUS, 1976;

MICCHELLI; PINKUS, 1977b; MICCHELLI; PINKUS, 1977a; MICCHELLI; PINKUS,

1978). Condições deste tipo usualmente nos permite aplicar métodos desenvolvidos para

splines polinomiais e obter resultados análagos em situações mais gerais. Nós não impomos

nenhuma condição de regularidade ou usamos qualquer propriedade especial de polinômios

para demonstrar nossos resultados. Isto nos permite dar um tratamento unificado para

uma ampla variedade de funções splines, isto é, com suavidade finita, infinita ou analítica.

No Capítulo 1, apresentamos alguns resultados básicos sobre Análise de Fourier

no toro e fixamos as notações que serão utilizadas nos capítulos seguintes.

No Capítulo 2 desenvolvemos a teoria geral dos sk-splines sobre o toro e

demonstramos os teoremas principais. Na Seção 2.1 introduzimos o conceito de sk-spline
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sobre o toro T
d e demonstramos alguns resultados básicos, que serão muito utilizados nas

seções posteriores. Na Seção 2.2 definimos sk-spline fundamental, sk-spline interpolante

de uma função definida sobre o toro e encontramos condições para a existência e unicidade

de sk-splines interpolantes. Mostramos que o sk-spline interpolante pode ser escrito em

função do sk-spline fundamental. A demonstração do Teorema de Existência e Unicidade

de sk-splines interpolantes, no caso do círculo, faz uso de matrizes circulantes e suas

propriedades como ferramenta fundamental. Os resultados desta seção são apresentados de

forma bastante diferentes dos resultados análogos para o círculo. Em particular, não usamos

matrizes circulantes e suas propriedades na demonstração do Teorema de Existência e

Unicidade de sk-splines interpolantes para o toro.

Denotamos por f ˚ g o produto de convolução de duas funções integráveis f e

g sobre T
d e denotamos Up “ tf P LppTdq : ||f ||p ď 1u, K ˚ Up “ tK ˚ f : f P Upu, para

1 ď p ď 8 e um núcleo contínuo K sobre T
d. Para x “ px1, . . . , xdq P R

d escrevemos

|x|2 “
`
x2

1
` ¨ ¨ ¨ ` x2

d

˘1{2
, |x|8 “ max

1ďjďd
|xj|. Denotamos por sknpf, ¨q o único sk-spline

interpolante da função f com nós e pontos de interpolação Λn (ver Definição 2.2.5 e

Teorema 2.2.6).

Nas Seções 2.3 e 2.4 demonstramos os Teoremas 2.3.7 e 2.4.6 que nos fornecem

taxas de convergência para uma função do tipo f “ K ˚ ϕ onde ϕ P LppTdq e K é um

núcleo fixo, pelos sk-splines sknpf, ¨q, na norma de LqpTdq. No Teorema 2.3.7 a taxa de

convergência é obtida quando 1 ď p ď 2 ď q ď 8, com p´1 ´ q´1 ě 2´1 e no Teorema 2.4.6

quando 1 ď q ď 2 ď p ď 8. Os resultados mais interessantes para as nossas aplicações

são os Corolários 2.3.9 e 2.4.7, uma vez que, suas hipóteses são mais fracas e assim, mais

fáceis de serem verificadas. No Corolário 2.4.8 obtemos por interpolação novas taxas de

convergência quando 1 ď p ď 2 ď q ď 8.

No Capítulo 3, apresentamos duas aplicações dos principais resultados do

Capítulo 2. Na primeira aplicação (Teorema 3.1.1) demonstramos, em particular, que se

K1pxq “
ÿ

lPZdzt0u

|l|´γeil¨x, x P T
d, γ P R, γ ą d, (2)

onde | ¨ | “ | ¨ |2 ou | ¨ | “ | ¨ |8, e n “ pn, . . . , nq P N
d, então

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||2 ď Cn´γ`dp1{p´1{2q, 1 ď p ď 2 (3)

e

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Cn´γ, 1 ď q ď 2 ď p ď 8. (4)

Na segunda aplicação (Teorema 3.2.3) demonstramos, em particular, que se

K2pxq “
ÿ

lPZdzt0u

e´α|l|r8eil¨x, x P T
d, r, α P R, r, α ą 0, (5)
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e n “ pn, . . . , nq P N
d, então,

sup
fPK2˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||2 ď Ce´αnr

npd´1qp1{p´1{2q, 1 ď p ď 2, r ě 1 (6)

e

sup
fPK2˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Ce´αnr

, 1 ď q ď 2 ď p ď 8, r ą 0. (7)

A constante C é positiva e independente de n, p e q. Observamos que os conjuntos K1 ˚Up
são classes de funções finitamente diferenciáveis e K2 ˚ Up classes de funções infinitamente

diferenciáveis se 0 ă r ă 1 e analíticas se r ě 1, sobre o toro.

A n-largura de Kolmogorov do conjunto K ˚ Up, para um núcleo contínuo K,

em LqpTdq com 1 ď p, q ď 8, é definida por

dnpK ˚ Up, Lqq “ inf
Tn

sup
fPK˚Up

inf
gPTn

||f ´ g||q,

onde Tn varia na família dos subespaços de dimensão n de LqpTdq. Seja SKpΛnq o espaço

vetorial dos sk-splines sobre Λn. Uma questão fundamental para uma teoria de splines

sobre T
d é saber se o subespaço SKpΛnq é tão bom quanto os subespaços de polinômios

trigonométricos de mesma dimensão, no sentido de n-larguras. Como dimSKpΛnq “ p2nqd

para todos os núcleos considerados neste trabalho (ver Observação 2.2.7), então queremos

saber se

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ! dp2nqdpK ˚ Up, Lqq, (8)

o que implica

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q — dp2nqdpK ˚ Up, Lqq.

Lembramos que para duas sequências panq e pbnq, an ! bn se an ď C1bn e an — bn se

C2bn ď an ď C1bn, para todo n, onde as constantes C1 e C2 independem de n. Se tivermos

(8) então podemos construir splines interpolantes ótimos, em termos de ordem.

No Capítulo 3, fazendo uma comparação dos resultados deste capítulo com re-

sultados sobre n-larguras de Kolmogorov publicados em (KUSHPEL; STABILE; TOZONI,

2014) (ver Observações 3.1.3 e 3.2.4) obtemos, para todo n P N,

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||2 — dp2nqdpK1 ˚ Up, L2q — n´γ`dp1{p´1{2q, 1 ď p ď 2, γ ą d,

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q — dp2nqdpK1 ˚ Up, Lqq — n´γ, 1 ď q ď 2 ď p ď 8, γ ą d,

e

sup
fPK2˚U2

||f ´ sknpf, ¨q||2 — dp2nqdpK2 ˚ U2, L
2q — e´αnr

, α ą 0, 0 ă r ď 1.

Podemos então afirmar que a taxa de convergência dos sk-splines é ótima, em termos de

ordem, para funções nas classes de tipo Sobolev K1 ˚ Up quando 1 ď p ď 2 “ q, γ ą d

e quando 1 ď q ď 2 ď p ď 8, γ ą d. Para funções nas classes de funções infinitamente
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diferenciáveis K2 ˚ Up (analíticas se r “ 1) temos também taxa de convergência ótima, em

termos de ordem, dos sk-splines quando p “ q “ 2, α ą 0, 0 ă r ď 1.

Classes de Sobolev sobre o toro T
d são classes de convolução com um núcleo

que é um produto de núcleos 1-dimensionais de Weyl. Mais precisamente, seja rj P NY t0u,

1 ď j ď d e

Kjpxq “
8ÿ

k“1

k´rj cos
´
kx ´ rj

π

2

¯
,

e considere o núcleo sobre T
d definido por Kpx1, . . . , xdq “ K1px1q ¨ ¨ ¨Kpxdq. O conjunto

K ˚Up é a classe de Sobolev anisotrópica de funções cuja r “ pr1, r2, ..., rdq-ésima derivada

está em Up, 1 ď p ď 8. Os conjuntos de funções K1 ˚ Up no Teorema 3.2.3 não são classes

de Sobolev, mas conjuntos de funções finitamente diferenciáveis sobre o toro, similar às

classes de Sobolev, os quais denominaremos classes do tipo Sobolev.

Em (LEVESLEY; KUSHPEL, 1999; LEVESLEY; KUSHPEL, 1996) foi estu-

dada a convergência de sk-splines para funções em classe de Sobolev sobre o toro. Estes

estudos foram avançados em (GOMES et al., 1999; GOMES et al., 1997). O melhor

resultado foi obtido em (GOMES et al., 1999). Em (GOMES et al., 1999) foi obtida uma

taxa de convergência quase ótima, no sentido de melhor aproximação por polinômios

trigonométricos, para funções em classes de Sobolev, por sk-splines, ótima, a menos de

um fator logarítmico. Em (KUSHPEL; GRANDISON; DZUNG, 2006), um resultado

semelhante foi obtido para o caso p “ q “ 1. Nestes artigos os núcleos considerados sobre o

toro T
d são do tipo Kpxq “

dź

m“1

Kmpxmq, x “ px1, . . . , xdq, onde Km são funções contínuas

sobre o círculo unitário. Em nenhum destes artigos foi obtida uma taxa de convergência

ótima, em termos de ordem, no sentido de n-larguras, para funções em classes de funções

finitamente ou infinitamente diferenciáves, ou em classes de funções analíticas sobre o toro,

em particular para as classes Sobolev. Veja Observação 3.2.5.

Em (LEVESLEY; KUSHPEL, 1999; LEVESLEY; KUSHPEL, 1996; GOMES

et al., 1999; GOMES et al., 1997; KUSHPEL; GRANDISON; DZUNG, 2006) foram

consideradas somente aproximações por sk-splines para funções em classes de Sobolev.

Não conhecemos resultados semelhantes aos obtidos na Seção 3.2, de aproximação por

splines para funções em classes de funções infinitamente diferenciáveis ou analíticas sobre

o toro.

Os resultados das Seções 2.2 e 2.3 e as aplicações destes resultados no Capítulo

3, mais precisamente, a estimativa (3.1) do Teorema 3.1.1 e a estimativa (3.11) do Teorema

3.2.3, estão publicados em (OLIVEIRA; TOZONI, 2021).
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1 Análise de Fourier no Toro

Neste capítulo apresentamos algumas definições e resultados sobre análise de

Fourier no toro. Esses resultados serão aplicados nos capítulos seguintes. As demonstrações

serão omitidas em sua maioria. As referências para este capítulo são (CHAMIZO; IWANIEC,

1995), (FOLLAND, 1984), (GRAFAKOS, 2008), (HEATH-BROWN, 1999), (HUXLEY,

2003) e (STEIN, 1970).

1.1 Preliminares sobre Análise no Toro

Nesta seção apresentamos definições e resultados básicos sobre análise de Fourier

no toro. As referências para esta seção são (GRAFAKOS, 2008) e (STEIN, 1970).

Notação 1.1.1. O toro d´dimensional Td, d P N“ t1, 2, 3, . . .u, é definido como sendo o

produto cartesiano de d vezes do grupo quociente R{2πZ, isto é,

T
d “ R{2πZ ˆ R{2πZ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ R{2πZ.

Podemos identificar T
d com o cubo d´dimensional

r´π, πsd “ tpx1, x2, . . . , xdq P R
d : ´π ď xi ď π, i “ 1, 2, . . . , du.

Para que r´π, πsd, de fato, represente o toro T
d, devemos identificar as suas faces opostas.

Assim, o ponto

px1, . . . , xi´1,´π, xi`1, . . . , xdq

é identificado com o ponto

px1, . . . , xi´1, π, xi`1, . . . , xdq

para cada i “ 1, 2, . . . , d, fixo, uma vez que ambos representam o mesmo elemento no

grupo quociente.

A correspondência r´π, πsd Q px1, x2, . . . , xdq ÞÑ peix1 , . . . , eixdq estabelece um

isomorfismo de grupos entre r´π, πsd e o produto cartesiano S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ S1, de d vezes

o círculo unitário S1 “ teit : t P r´π, πsu. Assim podemos identificar também T
d com

S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ S1.

Funções definidas no toro T
d são funções f definidas em R

d que satisfazem

fpx ` 2πmq “ fpxq, para todo x P R
d e m P Z

d. Tais funções são ditas periódicas de

período 2π em cada coordenada.

Consideremos o círculo unitário S1 munido da medida de Lebesgue normalizada
1

2π
dt. Vamos sempre considerar Td com a medida produto, d vezes, dessa medida sobre S1,
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a qual denotaremos por dνpxq “ 1
p2πqddx1dx2 ¨ ¨ ¨ dxd. A medida dνpxq é a única medida

de Haar normalizada sobre T
d.

Notação 1.1.2. Para l “ pl1, . . . , ldq, k “ pk1, . . . , kdq, j “ pj1, . . . , jdq P Z
d e x“

px1, . . . , xdq, y “ py1, . . . , ydq P R
d, denotamos

(a) x ¨ y “ x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xdyd,

(b) lk “ pl1k1, . . . , ldkdq,
(c) l ” kmodpjq se existe p P Z

d tal que l ´ k “ pj,

(d) l ď k se lj ď kj para 1 ď j ď d,

(e) 0“ p0, 0, . . . , 0q,
(f) l̂“ p1, 1, . . . , 1q,
(g) |x|p“ p|x1|p ` |x2|p ` ¨ ¨ ¨ ` |xd|pq1{p, 1 ď p ă 8,

(h) |x|8 “ max
1ďjďd

|xj|.

Neste trabalho consideraremos uma norma genérica x Ñ |x| sobre R
d e deno-

taremos por |l| a norma do elemento l P Z
d.

Definição 1.1.3. Dizemos que uma função Lebesgue mensurável f : Td ÝÑ C pertence

ao espaço LppTdq, 1 ď p ă 8, se
ż

Td

|fpxq|pdνpxq ă 8.

Se f, g P LppTdq e f=g q.t.p, consideramos f e g como sendo o mesmo elemento em LppTdq.
Além disso, se f P LppTdq,

||f ||p “
ˆż

Td

|fpxq|pdνpxq
˙1{p

define uma norma em LppTdq quando 1 ď p ă 8.

Definição 1.1.4. Dizemos que uma função Lebesgue mensurável f : Td ÝÑ C pertence

ao espaço L8pTdq, se existir 0 ă B ă 8 tal que a medida de Lebesgue do conjunto

tx P T
d : |fpxq| ą Bu é nula. Se f, g P L8pTdq e f=g q.t.p, consideramos f e g como sendo

o mesmo elemento em L8pTdq. Além disso, se f P L8pTdq,

||f ||8 “ inftB ą 0 : νptx P T
d : |fpxq| ą Buq “ 0u

define uma norma em L8pTdq.

Definição 1.1.5. Seja f P L1pTdq e m P Z
d. O m´ésimo coeficiente de Fourier da função

f , denotado por pfpmq, é definido por

pfpmq “
ż

Td

fpxqe´im¨xdνpxq.
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Definição 1.1.6. Dada f P L1pTdq, definimos a série de Fourier da função f por
ÿ

mPZd

pfpmqeim¨x. (1.1)

Definição 1.1.7. Sejam f : Td ÝÑ C e y P T
d. Denotaremos por f̄ , rf e τyf as funções

de T
d em C definidas por f̄pxq “ fpxq, rfpxq “ fp´xq e τyfpxq “ fpx ´ yq. O produto de

convolução de duas funções f e g de L1pTdq, denotado por f ˚ g, é definido por

f ˚ gpxq “
ż

Td

fpx ´ yqgpyqdνpyq.

Teorema 1.1.8 (Desigualdade de Young, (STEIN, 1970), p. 31). Se 1 ď p, q ď 8, f P
LqpTdq e g P LppTdq, então f ˚ g P LspTdq, onde 1{s “ 1{p ` 1{q ´ 1. Além disso, temos

que

||f ˚ g||s ď ||f ||q||g||p.

Proposição 1.1.9. Sejam f, g P L1pTdq, k P Z
d, λ P C e y P T

d. Então para todo m P Z
d,

temos

(a) zf ` gpmq “ pfpmq ` pgpmq,

(b) xλfpmq “ λ pfpmq,

(c) pfpmq “ pfp´mq,

(d) prfpmq “ pfp´mq,

(e) yτyfpmq “ rfpmqe´im¨y,

(f) {eikp¨qfpmq “ pfpm ´ kq,

(g) pfp0q “
ż

Td

fpxqdνpxq,

(h) sup
mPZd

| pfpmq| ď ||f ||1,

(i) zf ˚ gpmq “ pfpmqpgpmq.

Definição 1.1.10. Um polinômio trigonométrico em T
d é uma função da forma

P pxq “
ÿ

mPZd

ame
im¨x,

onde pamqmPZd , é uma sequência finitamente suportada em Z
d, isto é, am ‰ 0 apenas para

um número finito de elementos m P Z
d. O grau de P é o maior valor de |q1| ` ¨ ¨ ¨ ` |qd| tal

que aq ‰ 0, onde q “ pq1, . . . , qdq P Z
d. Denotamos por P o espaço formado por todos os

polinômios trigonométricos.
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Proposição 1.1.11. O conjunto dos polinômios trigonométricos é denso em LppTdq, para

1 ď p ă 8.

Proposição 1.1.12. Se f, g P L1pTdq satisfazem pfpmq “ pgpmq, para todo m P Z
d, então

f “ g em quase todo ponto.

Observação 1.1.13. Consideremos o espaço de Hilbert complexo L2pTdq, munido do

produto interno usual

xf, gy “
ż

Td

fpxqgpxqdνpxq, f, g P L2pTdq,

e para cada k P Z
d, seja φkpxq “ eik¨x. Sabemos que pL2pTdq, x¨, ¨yq é um espaço de Hilbert

complexo e que a família tφk : k P Z
du é um sistema ortonormal completo de L2pTdq, isto

é:

(i) xφk, φmy “ 0, se k ‰ m;

(ii) ||φk||2 “ 1, k P Z
d;

(iii) Se f P L2pTdq e xf, φky “ pfpkq “ 0, k P Z
d, então f “ 0.

Temos também para f, g P L2pTdq :

||f ||2
2

“
ÿ

kPZd

| pfpkq|2 pIdentidade de Plancherelq,

lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˇ̌
ˇ̌
ˇf ´

ÿ

|k|2ďn

pfpkqeik¨x

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
2

“ 0

e ż

Td

fpxqgpxqdνpxq “
ÿ

kPZd

pfpkqpgpkq pIdentidade de Parsevalq.

Definição 1.1.14. Seja R um número real não negativo. Os núcleos esférico DR e quadrado

D˚
R de Dirichlet no toro T

d são definidos respectivamente por

DRpxq “
ÿ

kPZd, |k|2ďR

eik¨x e D˚
Rpxq “

ÿ

kPZd, |k|8ďR

eik¨x.

Os núcleos esférico e quadrado de Dirichlet são polinômios trigonométricos em

T
d.

Definição 1.1.15. Para R P R, R ě 0, chamamos as expressões

SRpfqpxq “ pf ˚ DRqpxq “
ÿ

kPZd, |k|2ďR

pfpkqeik¨x

e

S˚
Rpfqpxq “ pf ˚ D˚

Rqpxq “
ÿ

kPZd, |k|8ďR

pfpkqeik¨x

de soma parcial esférica e soma parcial quadrada de Fourier da função f, respectivamente.
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1.2 Alguns Resultados sobre Análise no Toro

Nesta seção apresentamos alguns resultados de análise no toro que serão usados

em capítulos posteriores. A referência para esta seção é (FOLLAND, 1984).

Teorema 1.2.1 (Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin, (FOLLAND, 1984), p.193).

Sejam 1 ď p0, p1, q0, q1 ď 8 e para 0 ă t ă 1 sejam pt e qt dados por

1
pt

“ 1 ´ t

p0

` t

p1

,
1
qt

“ 1 ´ t

q0

` t

q1

.

Suponhamos que T seja uma aplicação linear de Lp0pTdq ` Lp1pTdq em Lq0pTdq ` Lq1pTdq
tal que

||T pfq||q0
ď M0||f ||p0

, f P Lp0pTdq

e

||T pfq||q1
ď M1||f ||p1

, f P Lp1pTdq.

Então para cada 0 ă t ă 1,

||T pfq||qt
ď M1´t

0
M t

1
||f ||pt

, f P LptpTdq.

Definição 1.2.2. Sejam pakqkPZd uma sequência de números complexos. Se a sequência

pSmqmPN onde Sm “
ÿ

|k|2ďm

ak, converge em C, dizemos que a série
ÿ

kPZd

ak é convergente.

Se a série
ÿ

kPZd

ak é convergente, o limite da sequência pSmqmPN é chamado de soma da

série e será denotado também por
ÿ

kPZd

ak.

Definição 1.2.3. Dizemos que uma sequência de números complexos pakqkPZd pertence

ao espaço lp, 1 ď p ď 8, se

||pakqkPZd ||p “
˜ÿ

kPZd

|ak|p
¸1{p

ă 8, 1 ď p ă 8,

||pakqkPZd ||8 “ sup
kPZd

|ak|.

Observamos que a função || ¨ || : lq Ñ R é uma norma em lq e que lq, munido

dessa norma, é um espaço de Banach.

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Hausdorff-Young, (FOLLAND, 1984), p.240). Se f P
LppTdq, 1 ď p ď 2 e 1{p ` 1{q “ 1, então p pfpkqqkPZd P lq e

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
´
pfpkq

¯
kPZd

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
q

ď ||f ||p.

Notação 1.2.5. Denotaremos por CpTdq o espaço vetorial real formado por todas as

funções contínuas f : Td Ñ R munido da norma da convergência uniforme.
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Notação 1.2.6. Seja K P CpTdq e p P R, 1 ď p ď 8. Denotamos

Up “ tf P LppTdq : ||f ||p ď 1u

e

K ˚ Up “ tK ˚ f : f P Upu.

Corolário 1.2.7. Se f P LqpTdq, 1 ď p ď 2 e 1{p ` 1{q “ 1, então

||f ||q ď
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
´
pfpkq

¯
kPZd

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
p
. (1.2)

Demonstração: Usando argumentos de dualidade (ver (FOLLAND, 1984), p. 180) obte-

mos

||f ||q “ sup
"ˇ̌
ˇ̌
ż

Td

fpxqgpxqdνpxq
ˇ̌
ˇ̌ : g P Up

*
. (1.3)

No supremo acima podemos trocar g P Up por g P Up X L2pTdq pois Up X L2pTdq é denso

em Up. Como f P LqpTdq Ă L2pTdq e g P Up X L2pTdq, segue pela Identidade de Parseval e

pela desigualdade de Hölder para os espaços lp que

ˇ̌
ˇ̌
ż

Td

fpxqgpxqdνpxq
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

kPZd

pfpkqpgpkq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
´
pfpkq

¯
kPZd

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
p

||ppgpkqqkPZd ||
q
.

Agora, pela desigualdade de Hausdorff-Young,

||ppgpkqqkPZd ||
q

ď ||g||p ď 1

e assim ˇ̌
ˇ̌
ż

Td

fpxqgpxqdνpxq
ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
´
pfpkq

¯
kPZd

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
p
.

Portanto (1.2) segue de (1.3).

Observação 1.2.8. Seja 1 ď p ď 8 e seja p1 tal que 1{p ` 1{p1 “ 1. Então, para

g P Lp1pTdq temos

||g||p1 “ sup
"ˇ̌
ˇ̌
ż

Td

fpxqgpxqdνpxq
ˇ̌
ˇ̌ : f P Up

*
.

Consideremos uma aplicação linear T : LppTdq Ñ LqpTdq limitada, 1 ď p, q ď 8
, isto é, existe uma constante positiva C, tal que, para toda f P LppTdq,

||T pfq||q ď C||f ||p.

Denotemos

||T ||p,q “ supt||T pfq||q : f P Upu ă 8.

Sejam p1, q1 tais que 1{p ` 1{p1 “ 1 e 1{q ` 1{q1 “ 1 e suponhamos que
ż

Td

T pgqpxqfpxqdνpxq “
ż

Td

gpxqT pfqpxqdνpxq
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para toda g P LppTdq e f P Lq1pTdq. Então

||T ||q1,p1 “ supt||T pfq||p1 : f P Uq1u

“ sup
"ˇ̌
ˇ̌
ż

Td

T pfqpxqgpxqdνpxq
ˇ̌
ˇ̌ : g P Up, f P Uq1

*

“ sup
"ˇ̌
ˇ̌
ż

Td

fpxqT pgqpxqdνpxq
ˇ̌
ˇ̌ : f P Uq1 , g P Up

*

“ supt||T pgq||q : g P Upu
“ ||T ||p,q.

Portanto, T está bem definido como um operador de Lq
1pTdq em Lp

1pTdq e temos que

||T ||q1,p1 “ ||T ||p,q.

Observação 1.2.9. Seja palqlPZd uma sequência de números reais tal que al “ a´l para

todo l P Z
d e ÿ

lPZd

|al| ă 8.

Consideremos o núcleo Kpxq dado por

Kpxq “
ÿ

lPZd

ale
il¨x.

Pelo Teorema 2.1.9 temos que K é uma função real, contínua e par. Considere-

mos o operador de convolução definido para f P L1pTdq por

Tfpxq “ K ˚ fpxq, x P T
d. (1.4)

Como K é uma função contínua sobre Td, K é limitada, assim pela Desigualdade

de Young, para toda f P L1pTdq, Tf P L8pTdq e

||Tf ||8 “ ||K ˚ f ||8 ď ||K||8||f ||1. (1.5)

Se p, q P R, 1 ď p, q ď 8 e f P LppTdq, então

||Tf ||q ď ||Tf ||8 ď ||K||8||f ||1 ď ||K||8||f ||p

e assim T é um operador linear limitado de LppTdq em LqpTdq.

Seja f P L1pTdq. Como a série
ÿ

lPZd

alf̂plqeil¨x

converge absolutamente pois
ÿ

lPZd

|alf̂plqeil¨x| “
ÿ

lPZd

|al||f̂plq|

ď ||f ||1
ÿ

lPZd

|al| “ C||f ||1,
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então podemos definir T̃ f por

T̃ fpxq “
ÿ

lPZd

alf̂plqeil¨x.

Temos que T̃ é um operador linear e

||T̃ f ||8 ď C||f ||1, f P L1pTdq.

Para f P H (ver Proposição 1.3.2) usando (2.20), obtemos

Tfpxq “
ż

Td

Kpx ´ yqfpyqdνpyq

“
ż

Td

ˆ ÿ

lPZd

ale
il¨px´yq

˙ˆ ÿ

kPZd

f̂pkqeik¨y

˙
dνpyq

“
ÿ

lPZd

ÿ

kPZd

alf̂pkqeil¨x
ż

Td

eipk´lq¨y dνpyq

“
ÿ

lPZd

alf̂plqeil¨x

“ T̃ fpxq.

Como T e T̃ são limitados de L1pTdq em L8pTdq e H é denso em L1pTdq, podemos concluir

que Tf “ T̃ f para toda f P L1pTdq, isto é, para f P L1pTdq temos

Tfpxq “
ÿ

lPZd

alf̂plqeil¨x. (1.6)

Para f, g P L2pTdq, usando a identidade de Parseval, a Proposição 1.1.9(c) e o fato que

al “ a´l para todo l P Z
d, obtemos

ż

Td

Tfpxqgpxq dνpxq “
ÿ

lPZd

xTfplqĝplq

“
ÿ

lPZd

alf̂plqĝp´lq

“
ÿ

lPZd

alf̂p´lqĝplq

“
ż

Td

fpxqTgpxq dνpxq.

Então pela Observação 1.2.8 temos

||T ||p,q “ ||T ||q1,p1 ,

para quaisquer p, q P R, 1 ď p, q ď 8, onde p1 e q1 satisfazem 1{p ` 1{p1 “ 1{q ` 1{q1 “ 1.
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1.3 Operadores Multiplicadores sobre o Toro

Nesta seção definimos operadores multiplicadores sobre o toro e apresentamos

resultados que serão usados no capítulo sobre aplicações desta tese. As referências para

esta seção são (CHAMIZO; IWANIEC, 1995), (HEATH-BROWN, 1999) e (HUXLEY,

2003).

Definição 1.3.1. Para l, k P N, definimos

Al “ tk P Z
d : |k|2 ď lu, A˚

l “ tk P Z
d : |k|8 ď lu,

Hl “ reik¨x : k P AlzAl´1s, H
˚
l “ reik¨x : k P A˚

l zA˚
l´1

s,

dl “ dim Hl, d˚
l “ dim H

˚
l ,

onde A´1 “ H e rfj : j P Γ s denota o espaço vetorial gerado pelas funções fj : Td ÝÑ C,

com j pertencente ao conjunto de índices Γ .

Proposição 1.3.2. O espaço vetorial H gerado pela família teik¨x : k P Z
du é denso em

LppTdq, para 1 ď p ă 8.

Observação 1.3.3. O problema do círculo de Gauss tem mais de um século, é uma

questão simples de contagem com consequências muito complexas. Consiste em contar os

pontos de coordenadas inteiras contidos num círculo de raio R e de centro na origem de

R
2. Este número pode ser escrito na forma

NpRq “ πR2 ` EpRq,

onde EpRq é um termo de erro. Gauss demonstrou de uma forma bastante elementar,

que existe uma constante C ą 0 e um número 0 ă θ ď 1 tal que EpRq ď CRθ para todo

R ą 0.

Uma grande quantidade de conteúdo matemático tem sido construido em torno

desse problema. Os trabalhos mais recentes nesta direção têm se concentrado em encontrar

valores cada vez menores para o expoente θ. Em (HUXLEY, 2003) foi demonstrado que a

estimativa EpRq ď CRθ é verdadeira para qualquer θ ą 131{208.

Para d P N e R ą 0 seja BR “ tx P R
d : |x|2 ď Ru. A quantidade de pontos de

coordenadas inteiras contidos na bola fechada BR de raio R é dada por

NdpRq “ V olpBRq ` EdpRq,

onde EdpRq denota o termo do erro. Como

V olpBRq “ 2πd{2

dΓ pd{2qR
d,
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segue que

NdpRq “
ˆ

2πd{2

dΓ pd{2q

˙
Rd ` EdpRq.

Denotemos

θd “ inftα : EdpRq “ OpRαqu.

Para d “ 1 temos θ1 “ 0 e é conhecido que para d ě 4 temos θd “ d ´ 2. O valor de

θd continua em aberto nos casos d “ 2 e d “ 3. É conhecido que 1{2 ď θ2 ď 1 e pelo

que vimos acima θ2 ď 131{208. Para o caso d “ 3 é conhecido que 1 ď θ3 ď 2. Foi

demonstrado em (CHAMIZO; IWANIEC, 1995) que a estimativa E3pRq ď CRθ é válida

para θ “ 29{22 e em (HEATH-BROWN, 1999) que é válida para θ “ 21{16 e desta forma

θ3 ď 21{16 ă 29{22.

Proposição 1.3.4. Dado d ě 2, seja θ “ 0, 63 se d “ 2, θ “ 21{16 “ 1, 3125 se d “ 3 e

θ “ d ´ 2 se d ě 4. Então existem constantes positivas C1 e C2, tal que, para todo l P N,

2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ´ C2l

θ ď dl ď 2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ` C1l

θ.

Em particular dl — ld´1.

Demonstração: Segue da definição de Hl que

dl “ #Al ´ #Al´1 “ Ndplq ´ Ndpl ´ 1q

“
ˆ

2πd{2

dΓ pd{2q l
d ` Edplq

˙
´
ˆ

2πd{2

dΓ pd{2qpl ´ 1qd ` Edpl ´ 1q
˙

“ 2πd{2

dΓ pd{2qpld ´ pl ´ 1qdq ` pEdplq ´ Edpl ´ 1qq.

Temos

ld ´ pl ´ 1qd “ dld´1 ´ dpd ´ 1q
2

ld´2 ` dpd ´ 1qpd ´ 2q
3

ld´3 ´ ¨ ¨ ¨ ˘ 1,

assim

dld´1 ´ dpd ´ 1q
2

ld´2 ď ld ´ pl ´ 1qd ď dld´1

e portanto

2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ´ πd{2pd ´ 1q

Γ pd{2q ld´2 ` Edplq ´ Edpl ´ 1q ď dl ď 2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ` Edplq ´ Edpl ´ 1q.

Por hipótese

|Edplq ´ Edpl ´ 1q| ď |Edplq| ` |Edpl ´ 1q| ď C1l
θ

e logo
2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ´ C2l

θ ď dl ď 2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ` C1l

θ, (1.7)

pois d´ 2 ď θ ă d´ 1. Como consequência das desigualdades em (1.7) segue que dl — ld´1.
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Observação 1.3.5. Verificamos facilmente que para todo l P N

d˚
l “ p2l ` 1qd ´ p2pl ´ 1q ` 1qd — ld´1.

Definição 1.3.6. Seja λ : r0,8q Ñ R uma função. Para cada k P Z
d, definimos

λk “ λp|k|2q, e λ˚
k “ λp|k|8q.

Denotaremos por Λ e Λ˚ os operadores lineares definidos para ϕ P H (ver Proposição

1.3.2) por

Λϕ “
ÿ

kPZd

λk pϕpkqeik¨x

e

Λ˚ϕ “
ÿ

kPZd

λ˚
k pϕpkqeik¨x.

Denominaremos Λ (respectivamente Λ˚) como sendo a sequência de multiplicadores

Λ “ tλkukPZd (respectivamente Λ˚ “ tλ˚
kukPZd).

Observamos que se 1 ď p ă 8, temos H denso em LppTdq. Assim, se

supt||Λϕ||p : ϕ P H, ||ϕ||p ď 1u ă 8, então o operador Λ pode ser extendido a toda

função ϕ P LppTdq e é limitado sobre LppTdq. O mesmo vale para Λ˚.

Definição 1.3.7. Sejam Λ “ tλkukPZd e Λ˚ “ tλ˚
kukPZd como na Definição 1.3.6 e sejam

1 ď p, q ď 8. Se para todo ϕ P LppTdq existirem funções f “ Λϕ P LqpTdq e f˚ “ Λ˚ϕ P
LqpTdq com expansões formais em série de Fourier dadas por

f ∼

ÿ

kPZd

λk pϕpkqeik¨x

e

f˚
∼

ÿ

kPZd

λ˚
k pϕpkqeik¨x,

respectivamente, tal que ||Λ||p,q “ supt||Λϕ||q : ϕ P Upu ă 8 e ||Λ˚||p,q “ supt||Λ˚ϕ||q :

ϕ P Upu ă 8, dizemos que Λ e Λ˚ são operadores multiplicadores limitados de LppTdq em

LqpTdq, com normas ||Λ||p,q e ||Λ˚||p,q respectivamente, onde Up denota a bola unitária

fechada do espaço LppTdq.

Observação 1.3.8. Seja β “ pβ1, . . . , βdq P pN Y t0uqd e m “ pm1, . . . ,mdq P C
d. Escre-

vemos |β| “ β1 ` ¨ ¨ ¨ ` βd, mβ “ m1
β1m2

β2 ¨ ¨ ¨md
βd . Denotamos também o módulo de um

número complexo z por |z|. Verificamos facilmente que |pimqβ| “ |i|β|mβ| ď |m||β|
2 . Seja

γ P R, γ ą |β| ` d e considere o núcleo

K1pxq “
ÿ

kPZd

|k|´γ
2 eik¨x.

Dada ϕ P U1,

K1 ˚ ϕpxq “
ÿ

kPZd

|k|´γ
2 ϕ̂pkq eik¨x.
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Temos que
ÿ

kPZd

|pikqβ| |k|´γ
2 |ϕ̂pkq| |eik¨x| ď

ÿ

kPZd

|k||β|
2 |k|´γ

2 ||ϕ||1

“
8ÿ

n“1

ÿ

kPAnzAn´1

|k||β|´γ
2

ď C1

8ÿ

n“1

nd´1pn ´ 1q|β|´γ

ď C2

8ÿ

n“1

n´pγ´|β|´d`1q.

Como γ ´ |β| ´ d ` 1 ą 1, então a série
ÿ

kPZd

pikqβ |k|´γ
2 ϕ̂pkq eik¨x

converge uniformemente em T
d. Podemos então concluir que a derivada BβpK1 ˚ ϕq está

bem definida e que

BβpK1 ˚ ϕqpxq “
ÿ

kPZd

pikqβ |k|´γ
2 ϕ̂pkq eik¨x.

Portanto as deridadas parciais BβpK1 ˚ ϕq existem e estão bem definidas para todo

β P pN Y t0uqd, com |β| ă γ ´ d. Assim K1 ˚ Up é um conjunto de funções finitamente

diferenciáveis pois K1 ˚ Up Ă K1 ˚ U1, para qualquer 1 ď p ď 8.

Observação 1.3.9. Sejam α, r dois números reais positivos e consideremos o núcleo

K2pxq “
ÿ

kPZd

e´α|k|r
2 eik¨x.

Dada ϕ P U1,

K2pxq ˚ ϕ “
ÿ

kPZd

e´α|k|r
2 ϕ̂pkq eik¨x.

Se β P pN Y t0uqd, então
ÿ

kPZd

e´α|k|r
2 |ϕ̂pkq| |pikqβ| |eik¨x| ď

ÿ

kPZd

e´α|k|r
2 ||ϕ||1 |k||β|

2

“
8ÿ

n“1

ÿ

kPAnzAn´1

e´α|k|r
2 |k||β|

2

ď C

8ÿ

n“1

nd`|β|´1 e´αpn´1qr ă 8

e portanto a série ÿ

kPZd

e´α|k|r
2 ϕ̂pkq pikqβ eik¨x
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converge uniformemente em T
d. Podemos então concluir que a derivada BβpK2 ˚ ϕq esta

bem definida e que

BβpK2 ˚ ϕqpxq “
ÿ

kPZd

e´α|k|r
2 ϕ̂pkq pikqβ eik¨x.

Desta forma a função K2 ˚ ϕ é infinitamente diferenciável e K2 ˚ Up é um conjunto de

funções infinitamente diferenciáveis pois K2 ˚ Up Ă K2 ˚ U1, para qualquer 1 ď p ď 8.

Observação 1.3.10. Sejam K2 o núcleo da Observação 1.3.9 com r ě 1 e ϕ P U1. Vamos

mostrar que K2 ˚ ϕ é uma função analítica. Se p P N então
ż
tpe´αtdt “ ´e´αt

ˆ
1
α
tp ` p

α2
tp´1 ` ppp ´ 1q

α3
tp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` p!

αp`1

˙

e assim ż 8

0

tpe´αtdt “ p!
αp`1

.

Se β P pN Y t0uqd, pelas contas da Observação 1.3.9 temos que

||BβpK2 ˚ ϕq||8 ď C1

8ÿ

n“1

nd`|β|´1 e´αpn´1qr

ď C2

8ÿ

n“1

nd`|β|´1 e´αnr

ď C2

8ÿ

n“1

nd`|β|´1 e´αn

ď C3

ż 8

0

td`|β|´1 e´αtdt

“ C3

pd ` |β| ´ 1q!
αd`|β|

.

O n-ésimo resto de Taylor de K2 ˚ ϕ em x0 é dado por

Enpxq “ 1
pn ` 1q!

ÿ

|β|“n`1

BβpK2 ˚ ϕqpx̄qpx ´ x0qβ, x P T
d,

onde x̄ P T
d. Logo se |x ´ x0|2 ă s, s ą 0, temos

|Enpxq| ď 1
pn ` 1q!

ÿ

|β|“n`1

||BβpK2 ˚ ϕq||8 sn`1

ď C3

sn`1

pn ` 1q!
ÿ

|β|“n`1

pd ` |β| ´ 1q!
αd`|β|

ď C4

sn`1

pn ` 1q!
pd ` nq!
αd`n`1

nd´1

ď C5

sn`1

αd`n`1
n2d´2.
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Tomando s “ α{e obtemos

|Enpxq| ď C6

n2d´2

en`1
,

e assim

lim
nÑ8

Enpxq “ 0,

para todo x P T
d tal que |x ´ x0|2 ă s. Podemos então concluir que a série de Taylor de

K2 ˚ ϕ em torno de x0 converge para K2 ˚ ϕpxq, para todo x P T
d tal que |x ´ x0|2 ă s,

isto é,

K2 ˚ ϕpxq “ K2 ˚ ϕpx0q `
8ÿ

n“1

1
n!

ÿ

|β|“n

BβpK2 ˚ ϕqpx0qpx ´ x0qβ, |x ´ x0|2 ă s.

Portanto a função K2 ˚ ϕ é analítica em T
d. Assim o conjunto K2 ˚ Up, é um conjunto de

funções analíticas para qualquer r ě 1 e 1 ď p ď 8.
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2 sk-Splines

Neste capítulo desenvolvemos a teoria geral dos sk-splines sobre o toro e demons-

tramos os dois resultados mais importantes que fornecem estimativas para aproximação

de uma dada função por sk-splines interpolantes.

2.1 Definições e Resultados Básicos

Nesta seção damos a definição de sk-spline e demonstramos alguns resultados

básicos que serão usados nas seções seguintes deste capítulo.

Notação 2.1.1. Seja n “ pn1, . . . , ndq P N
d. Para k “ pk1, . . . , kdq P Z

d denotamos

xkl
“ πkl{nl, 1 ď l ď d, l P Z e xk“ pxk1

, . . . , xkd
q. Também denotamos

Ωn “ tj “ pj1, . . . , jdq P Z
d : 0 ď jl ď 2nl ´ 1, 1 ď l ď du,

Λn “ txk : k P Ωnu, N “ #Ωn “ #Λn “ 2dn1n2 ¨ ¨ ¨nd.

Definição 2.1.2. Para um núcleo fixado K P CpTdq, um sk-spline sobre Λn é uma função

representada na forma

sknpxq “ c `
ÿ

kPΩn

ckKpx ´ xkq,

onde os coeficientes c, ck P R, k P Ωn, satisfazem a condição

ÿ

kPΩn

ck “ 0.

Os pontos xk são chamados de nós do sk-spline skpxq.

Observação 2.1.3. O espaço vetorial real formado por todos os sk-splines sobre Λn,

associados ao núcleo K será denotado por SKpΛnq. Como o espaço vetorial V gerado pelo

conjunto de funções t1, Kpx ´ xkq, k P Ωnu tem dimensão no máximo N ` 1 e SKpΛnq é o

subespaço de V formado pelas funções cujos coeficientes satisfazem a condição
ÿ

kPΩn

ck “ 0,

então dim SKpΛnq ď N .

A partir do Teorema 2.1.9, vamos sempre considerar o núcleo K uma função

real, par e contínua sobre T
d.

Lema 2.1.4. Seja l P Z
d. Então

ÿ

kPΩn

eil¨xk “
#
N, l ” 0 modp2nq,
0, caso contrário.
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Demonstração: Suponhamos l “ pl1, l2, . . . , ldq P Z
d com l ” 0 modp2nq, isto é, lj ”

0 modp2njq para 1 ď j ď d. Então para cada 1 ď j ď d existe pj P Z tal que lj “ 2njpj.

Temos

ljxkj
“ 2njpj

πkj

nj
“ 2πpjkj,

assim e
iljxkj “ ei2πpjkj “ 1 e logo

eil¨xk “ e
řd

j“1
iljkj “

dź

j“1

eiljkj “ 1.

Portanto segue que ÿ

kPΩn

eil¨xk “ 1 ` ¨ ¨ ¨ ` 1 “ N.

Suponhamos agora que l “ pl1, . . . , ldq P Z
d com l ı 0 modp2nq. Então existe

1 ď j ď d tal que lj ı 0 modp2njq e assim existem a, b P Z tal que lj “ 2nja ` b,

1 ď b ď 2nj ´ 1. Como

tljxkj
: 0 ď kj ď 2nj ´ 1u “ t2πakj ` πbkj

nj
: 0 ď kj ď 2nj ´ 1u,

temos

teiljxkj : 0 ď kj ď 2nj ´ 1u “ tei2πakjeiπbkj{nj : 0 ď kj ď 2nj ´ 1u
“ teiπbkj{nj : 0 ď kj ď 2nj ´ 1u
“ teiπkj{nj : 0 ď kj ď 2nj ´ 1u
“ teixkj : 0 ď kj ď 2nj ´ 1u,

que é o conjunto formado por todas as 2nj raízes da unidade. Portanto
2nj´1ÿ

kj“0

e
iljxkj “

2nj´1ÿ

kj“0

e
ixkj “ 0

e assim
ÿ

kPΩn

eil¨xk “
ÿ

kPΩn

dź

r“1

eilrxkr

“
2n1´1ÿ

k1“0

¨ ¨ ¨
2nd´1ÿ

kd“0

dź

r“1

eilrxkr

“
2n1´1ÿ

k1“0

¨ ¨ ¨
2nj´1´1ÿ

kj´1“0

2nj`1´1ÿ

kj`1“0

¨ ¨ ¨
2nd´1ÿ

kd“0

dź

r“1,r‰j

eilrxkr

2nj´1ÿ

kj“0

e
iljxkj “ 0.

Completamos assim a demonstração do lema.

Lema 2.1.5. Temos para todo l P Z
d,

ÿ

kPΩn

cospl ¨ xkq “
#
N, l ” 0 modp2nq,
0, caso contrário,

e ÿ

kPΩn

sen pl ¨ xkq “ 0.
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Demonstração: Seja l P Z
d, l ” 0 modp2nq. Pelo Lema 2.1.4 temos

N “
ÿ

kPΩn

eil¨xk “
ÿ

kPΩn

pcospl ¨ xkq ` i sen pl ¨ xkqq

e assim

ÿ

kPΩn

cospl ¨ xkq “ N e
ÿ

kPΩn

sen pl ¨ xkq “ 0.

Se l P Z
d e l ı 0 modp2nq, então pelo Lema 2.1.4

0 “
ÿ

kPΩn

eil¨xk “
ÿ

kPΩn

pcospl ¨ xkq ` i sen pl ¨ xkqq

e assim ÿ

kPΩn

cospl ¨ xkq “
ÿ

kPΩn

sen pl ¨ xkq “ 0,

o que completa a demonstração.

Lema 2.1.6. Para l, j P Z
d temos

ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqpcospl ¨ xkqq “

$
’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’%

N, l ` j ” 0 modp2nq e

l ´ j ” 0 modp2nq,

N{2, l ` j ” 0 modp2nq ou

l ´ j ” 0 modp2nq,

0, caso contrário,

ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqp sen pl ¨ xkqq “

$
’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’%

N{2, l ` j ı 0 modp2nq e

l ´ j ” 0 modp2nq,

´N{2, l ` j ” 0 modp2nq e

l ´ j ı 0 modp2nq,

0, caso contrário,

e ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqp sen pl ¨ xkqq “ 0.

Demonstração: Para l, j P Z
d,

ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqpcospl ¨ xkqq “ 1
2

ÿ

kPΩn

pcosppl ` jq ¨ xkq ` cosppl ´ jq ¨ xkqq,
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ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqp sen pl ¨ xkqq “ 1
2

ÿ

kPΩn

p sen ppl ` jq ¨ xkq ` sen ppl ´ jq ¨ xkqq

e ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqp sen pl ¨ xkqq “ 1
2

ÿ

kPΩn

pcosppl ´ jq ¨ xkq ´ cosppl ` jq ¨ xkqq.

O resultado segue pelo Lema 2.1.5.

Definição 2.1.7. Para K P CpTdq, j P Z
d e x P T

d, definimos

λjpxq “
ÿ

kPΩn

eij¨xkKpx ´ xkq,

ρjpxq “ 2
N

Repλjpxqq “ 2
N

ÿ

kPΩn

pcos pj ¨ xkqqKpx ´ xkq

e

σjpxq “ 2
N

Impλjpxqq “ 2
N

ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqKpx ´ xkq.

Lema 2.1.8. Sejam p, j P Z
d. Então para qualquer x P T

d,

(a) ρ2np`jpxq “ ρjpxq,
(b) ρ2np´jpxq “ ρjpxq,
(c) σ2np`jpxq “ σjpxq,
(d) σ2np´jpxq “ ´σjpxq.

Demonstração: Temos

λ2np`jpxq “
ÿ

kPΩn

eip2np`jq¨xkKpx ´ xkq

“
ÿ

kPΩn

ei2pnpq¨xkeij¨xkKpx ´ xkq “ λjpxq,

λ2np´jpxq “
ÿ

kPΩn

eip2np´jq¨xkKpx ´ xkq

“
ÿ

kPΩn

ei2pnpq¨xke´ij¨xkKpx ´ xkq

“
ÿ

kPΩn

eij¨xkKpx ´ xkq “ λjpxq.

Como ρjpxq “ 2
N

Repλjpxqq “ 2
N

Repλjpxqq e σjpxq “ 2
N

Impλjpxqq “ ´ 2
N

Impλjpxqq,
seguem os resultados.

Teorema 2.1.9. Considere um núcleo K dado por

Kpxq “
ÿ

lPZd

ale
il¨x
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onde palqlPZd é uma sequência de números reais tal que
ÿ

lPZd

|al| ă 8

e al “ a´l para todo l P Z
d. Então K é uma função real, contínua, par e para cada j P Z

d,

ρjpxq “
ÿ

pPZd

pa2np`jcos pp2np ` jq ¨ xq ` a2np´jcospp2np ´ jq ¨ xqq

e

σjpxq “
ÿ

pPZd

pa2np`j sen pp2np ` jq ¨ xq ´ a2np´j sen pp2np ´ jq ¨ xqq.

Demonstração: Para cada m P N seja

Kmpxq “
ÿ

|l|2ďm

ale
il¨x.

Então para todo x P T
d e r P N,

|Km`rpxq ´ Kmpxq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ÿ

mă|l|2ďm`r

ale
il¨x

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď
ÿ

mă|l|2ďm`r

|al|

ď
ÿ

|l|2ěm

|al|

Como
ÿ

lPZd

|al| ă 8, então para qualquer r P N,

lim
mÑ`8

sup
xPTd

|Km`rpxq ´ Kmpxq| ď lim
mÑ`8

ÿ

|l|2ěm

|al| “ 0.

Assim pKmqmPN é uma sequência de Cauchy na norma de CpTdq(norma da convergência

uniforme). Mas CpTdq é completo e portanto existe uma função K P CpTdq tal que

Km Ñ K uniformemente. Logo para todo x P T
d,

Kpxq “ lim
mÑ`8

Kmpxq “
ÿ

lPZd

ale
il¨x.

Temos

Kpxq “ 1
2

ÿ

lPZd

pale
il¨x ` a´le

´il¨xq

“ 1
2

ÿ

lPZd

ppal ` a´lq cos pl ¨ xq ` ipal ´ a´lq sen pl ¨ xqq

“
ÿ

lPZd

alcospl ¨ xq (2.1)
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e assim K é uma função real e par.

Fixemos j P Z
d e sejam

Aj “ tl P Z
d : l ` j ” 0 modp2nqu “ t2np ´ j : p P Z

du,

Bj “ tl P Z
d : l ´ j ” 0 modp2nqu “ t2np ` j : p P Z

du.

Denotamos Aj△Bj “ pAjzBjq Y pBjzAjq. Segue pelo Lema 2.1.6 que

ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqpcospl ¨ xkqq “

$
’&
’%

N, l P Aj X Bj,

N{2, l P Aj△Bj,

0, l P pAj Y Bjqc
(2.2)

e

ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqp sen pl ¨ xkqq “

$
’&
’%

N{2, l P BjzAj,

´N{2, l P AjzBj,

0, l P pAj△Bjqc.
(2.3)

Agora usando (2.1) obtemos

λjpxq “
ÿ

kPΩn

eij¨xkKpx ´ xkq

“
ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkq ` i sen pj ¨ xkqq
ÿ

lPZd

alcospl ¨ px ´ xkqq

“
ÿ

lPZd

al

ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqpcospl ¨ px ´ xkqqq

` i
ÿ

lPZd

al

ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqpcospl ¨ px ´ xkqqq. (2.4)

Portanto por (2.4) e pelo Lema 2.1.6

ρjpxq “ 2
N

ÿ

lPZd

al

ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqpcospl ¨ x ´ l ¨ xkqq

“ 2
N

ÿ

lPZd

al

ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqrpcospl ¨ xqqpcospl ¨ xkqq ` p sen pl ¨ xqqp sen pl ¨ xkqqs

“ 2
N

ÿ

lPZd

alpcospl ¨ xqq
ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqpcospl ¨ xkqq

` 2
N

ÿ

lPZd

alp sen pl ¨ xqq
ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqp sen pl ¨ xkqq

“ 2
N

ÿ

lPZd

alpcospl ¨ xqq
ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqpcospl ¨ xkqq.
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Então usando (2.2) obtemos

ρjpxq “ 2
N

ÿ

lPAjXBj

Nalcospl ¨ xq ` 2
N

ÿ

lPAj△Bj

N

2
alcospl ¨ xq

“
ÿ

2np`jPAjXBj,pPZd

a2np`jcospp2np ` jq ¨ xq

`
ÿ

2np´jPAjXBj,pPZd

a2np´jcospp2np ´ jq ¨ xq

`
ÿ

2np`jPAj△Bj,pPZd

a2np`jcospp2np ` jq ¨ xq

`
ÿ

2np´jPAj△Bj,pPZd

a2np´jcospp2np ´ jq ¨ xq

“
ÿ

2np`jPAjYBj,pPZd

a2np`jcospp2np ` jq ¨ xq

`
ÿ

2np´jPAjYBj,pPZd

a2np´jcospp2np ´ jq ¨ xq

“
ÿ

pPZd

a2np`jcospp2np ` jq ¨ xq `
ÿ

pPZd

a2np´jcospp2np ´ jq ¨ xq.

Por (2.4) e pelo Lema 2.1.6

σjpxq “ 2
N

ÿ

lPZd

al

ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqpcospl ¨ x ´ l ¨ xkqq

“ 2
N

ÿ

lPZd

al

ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqrpcospl ¨ xqqpcospl ¨ xkqq ` p sen pl ¨ xqqp sen pl ¨ xkqqs

“ 2
N

ÿ

lPZd

alpcospl ¨ xqq
ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqpcospl ¨ xkqq

` 2
N

ÿ

lPZd

alp sen pl ¨ xqq
ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqp sen pl ¨ xkqq

“ 2
N

ÿ

lPZd

alp sen pl ¨ xqq
ÿ

kPΩn

p sen pj ¨ xkqqp sen pl ¨ xkqq.
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Então usando (2.3) obtemos

σjpxq “
ÿ

lPBjzAj

al sen pl ¨ xq ´
ÿ

lPAjzBj

al sen pl ¨ xq

“
ÿ

2np`jPBjzAj,pPZd

a2np`j sen pp2np ` jq ¨ xq

´
ÿ

2np´jPAjzBj,pPZd

a2np´j sen pp2np ´ jq ¨ xq

`
ÿ

2np`jPAjXBj,pPZd

a2np`j sen pp2np ` jq ¨ xq

´
ÿ

2np´jPAjXBj,pPZd

a2np´j sen pp2np ´ jq ¨ xq

“
ÿ

2np`jPBj,pPZd

a2np`j sen pp2np ` jq ¨ xq

´
ÿ

2np´jPAj,pPZd

a2np´j sen pp2np ´ jq ¨ xq

“
ÿ

pPZd

a2np`j sen pp2np ` jq ¨ xq ´
ÿ

pPZd

a2np´j sen pp2np ´ jq ¨ xq,

o que conclui a demonstração.

De agora em diante o núcleo K considerado irá sempre satisfazer as condições

descritas no Teorema 2.1.9. Em particular, K será uma função real, contínua e par.

2.2 sk-Spline Fundamental

Nesta seção damos a definição de sk-spline fundamental e demonstramos a

existência e unicidade de sk-splines interpolantes.

Definição 2.2.1. Suponhamos ρjp0q ‰ 0 para todo j P Ωn, j ‰ 0. Definimos Ăskn por

Ăsknpxq “ 1
N

` 1
N

ÿ

jPΩ
˚
n

ρjpxq
ρjp0q

onde Ω˚
n“ Ωnztp0, . . . , 0qu.

Lema 2.2.2. A função Ăskn é um sk-spline.
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Demonstração: Temos pela definição de ρjpxq que

Ăsknpxq “ 1
N

` 1
N

ÿ

jPΩ
˚
n

ρjpxq
ρjp0q

“ 1
N

` 1
N

ÿ

jPΩ
˚
n

1
ρjp0q

˜
2
N

ÿ

kPΩn

pcospj ¨ xkqqKpx ´ xkq
¸

“ 1
N

`
ÿ

kPΩn

˜
2
N2

ÿ

jPΩ
˚
n

1
ρjp0qpcospj ¨ xkqq

¸
Kpx ´ xkq

“ 1
N

`
ÿ

kPΩn

ckKpx ´ xkq

e pelo Lema2.1.5 ÿ

kPΩn

ck “ 2
N2

ÿ

jPΩ
˚
n

1
ρjp0q

ÿ

kPΩn

cospj ¨ xkq “ 0.

Portanto Ăskn é um sk´spline pela definição .

Observação 2.2.3. O sk-spline Ăskn será chamado de sk-spline fundamental.

Lema 2.2.4. Se ρjp0q ‰ 0 para todo j P Ω˚
n, então o sk-spline Ăskn satisfaz

Ăsknpxkq “
#

1, k “ 0,

0, k P Ω˚
n.

Demonstração: Pelo Teorema 2.1.9 temos que

ρjpxlq “
ÿ

pPZd

pa2np`jcospp2np ` jq ¨ xlq ` a2np´jcospp2np ´ jq ¨ xlqq

“
ÿ

pPZd

ra2np`jrpcosp2np ¨ xlqqpcospj ¨ xlqq ´ p sen p2np ¨ xlqqp sen pj ¨ xlqqs`

` a2np´jrpcosp2np ¨ xlqqpcospj ¨ xlqq ` p sen p2np ¨ xlqqp sen pj ¨ xlqqss
“

ÿ

pPZd

pa2np`jcospj ¨ xlq ` a2np´jcospj ¨ xlqq

“ pcospj ¨ xlqq
ÿ

pPZd

pa2np`j ` a2np´jq

“ pcospj ¨ xlqqρjp0q
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pois cosp2np ¨ xlq “ 1 e sen p2np ¨ xlq “ 0 para todo p P Z
d. Portanto pelo Lema 2.1.5

Ăsknpxkq “ 1
N

` 1
N

ÿ

jPΩ
˚
n

ρjpxkq
ρjp0q

“ 1
N

` 1
N

ÿ

jPΩ
˚
n

pcospj ¨ xkqqρjp0q
ρjp0q

“ 1
N

ÿ

jPΩn

cospj ¨ xkq

“ 1
N

ÿ

jPΩn

cospk ¨ xjq

“
#

1, k “ 0,

0, k P Ω˚
n,

e assim demonstramos o lema.

Definição 2.2.5. Sejam f uma função definida em T
d e tyj : j P Ωnu Ă T

d. Se existirem

constantes c˚, c˚
k P R, k P Ωn tal que

sknpf,yjq “ c˚ `
ÿ

kPΩn

c˚
kKpyj ´ xkq “ fpyjq, j P Ωn,

dizemos que o sk-spline

sknpf,xq “ c˚ `
ÿ

kPΩn

c˚
kKpx ´ xkq

é um sk-spline interpolante de f com nós xk e pontos de interpolação yk.

Teorema 2.2.6. Suponhamos ρjp0q ‰ 0 para qualquer j P Ω˚
n. Então para qualquer função

f definida sobre T
d, existe um único sk-spline interpolante de f com nós e pontos de

interpolação xk,k P Ωn, que pode ser escrito na forma,

sknpf,xq “
ÿ

kPΩn

fpxkqĂsknpx ´ xkq.

Demonstração: Fixemos k P Ωn. Pela demonstração do Lema 2.2.2 temos que

Ăsknpx ´ xkq “ 1
N

`
ÿ

lPΩn

clKpx ´ pxk ` xlqq

“ 1
N

`
ÿ

lPΩn

clKpx ´ xk`lq

“ 1
N

`
ÿ

lPΩn

cl´kKpx ´ xlq

e
ÿ

lPΩn

cl´k “
ÿ

lPΩn

cl “ 0. Então Ăsknp¨ ´ xkq também é um Ăsk-spline para todo k P Ωn.

Portanto a combinação linear
ÿ

kPΩn

fpxkqĂsknp¨ ´ xkq é um sk-spline. Aplicando o Lema

2.2.4 obtemos

sknpf,xlq “
ÿ

kPΩn

fpxkqĂsknpxl ´ xkq “ fpxlq
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para qualquer l P Ωn. Podemos concluir assim que sknpf, ¨q é um sk-spline interpolante de

f com nós e pontos de interpolação xk.

Agora vamos demonstrar a unicidade do sk-spline interpolante associado a uma

dada função. Seja twj : 1 ď j ď Nu uma enumeração de Λn e consideremos a aplicação

linear T : SKpΛnq Ñ R
N onde N “ #Ωn “ #Λn “ 2dn1n2 ¨ ¨ ¨nd, definida por

T psknq “ psknpw1q, . . . , sknpwNqq.

Dado y “ py1, y2, . . . , yNq P R
N , seja g : Td Ñ R definida por

gpxq “
Nÿ

j“1

yjαj
ź

1ďlďN l‰j

|x ´ wl|2, x P T
d,

onde

αj “
˜ ź

1ďlďN, l‰j

|wj ´ wl|2
¸´1

, 1 ď j ď N.

Temos que gpwkq “ yk para 1 ď k ď N . Se skn é um sk´spline interpolante de g então

T psknq “ pgpw1q, . . . , gpwNqq “ y.

Portanto segue que ImpT q “ R
N . Como dimSKpΛnq ď N então dimSKpΛnq “ N e

portanto T é um isomorfismo.

Seja f uma função definida em T
d e suponha que sk1

n e sk2

n sejam dois sk-spline

interpolante de f . Então

T psk1

nq “ T psk2

nq “ pfpw1q, . . . , fpwNqq

e como T é um isomorfismo, segue que sk1

n “ sk2

n.

Observação 2.2.7. Seja K o núcleo dado no Teorema 2.1.9 e tal que ρjp0q ‰ 0 para

todo n P N
d e j P Ωn. Então segue do Teorema 2.2.6 que o espaço vetorial SKpΛnq de

todos sk-splines sobre Λn e associados ao núcleo K tem dimensão N “ 2dn1n2 . . . nd. Em

particular, se n1 “ n2 “ ¨ ¨ ¨ “ nd “ n temos dimpSKpΛnqq “ p2nqd.

O Teorema 2.2.6 generaliza o resultado de existência e unicidade dos sk-splines

interpolantes sobre o toro demonstrado em (LEVESLEY; KUSHPEL, 1999) para núcleos

do tipo Kpxq “
dź

m“1

Kmpxmq, x “ px1, . . . , xdq, onde Km são funcões contínuas sobre o

círculo unitário.

2.3 Aproximação por sk-Splines I

Nesta seção demonstramos um de nossos principais resultados, o Teorema 2.3.7.

Este teorema nos diz como uma função da forma f “ K ˚φ, para φ P LppTdq, é aproximada
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pelos sk-splines sknpf, ¨q no espaço LqpTdq, onde 1 ď p ď 2 ď q ď 8 com 1{p´ 1{q ě 1{2.

Mas o resultado mais interessante para as nossas aplicações será o Corolário 2.3.9, uma

vez que, a sua hipótese é mais fraca e assim, mais fácil de ser verificada.

Em todos os resultados desta seção consideramos um núcleo K como no Teorema

2.1.9 e tal que ρjp0q ‰ 0 para todo n P N
d e j P Ω˚

n.

Lema 2.3.1. Para j P Ωn e l P Z
d temos,

ρlpx ´ xjq “ ρlpxq cospl ¨ xjq ` σlpxq sen pl ¨ xjq.

Demonstração: Pelo Teorema 2.1.9,

ρlpx ´ xjq
“

ÿ

pPZd

pa2np`lcospp2np ` lq ¨ px ´ xjqq ` a2np´lcospp2np ´ lq ¨ px ´ xjqqq

“
ÿ

pPZd

ta2np`lrpcospp2np ` lq ¨ xqqpcos pp2np ` lq ¨ xjqq

` p sen pp2np ` lq ¨ xqqp sen pp2np ` lq ¨ xjqs
` a2np´lrpcospp2np ´ lq ¨ xqqpcos pp2np ´ lq ¨ xjqq
` p sen pp2np ´ lq ¨ xqqp sen pp2np ´ lq ¨ xjqqsu
“

ÿ

pPZd

ta2np`lrpcospp2np ` lq ¨ xqqrpcos p2np ¨ xjqqpcos pl ¨ xjqq

´ p sen p2np ¨ xjqqp sen pl ¨ xjqqs
` p sen pp2np ` lq ¨ xqqrp sen p2np ¨ xjqqpcos pl ¨ xjqq ` pcos p2np ¨ xjqqp sen pl ¨ xjqqss
` a2np´lrpcospp2np ´ lq ¨ xqqrpcos p2np ¨ xjqqpcos pl ¨ xjqq
` p sen p2np ¨ xjqqp sen pl ¨ xjqqs
` p sen pp2np ´ lq ¨ xqqrp sen p2np ¨ xjqqpcos pl ¨ xjqq ´ pcos p2np ¨ xjqqp sen pl ¨ xjqqssu
“

ÿ

pPZd

ta2np`lrpcospp2np ` lq ¨ xqqpcos pl ¨ xjqq ` p sen pp2np ` lq ¨ xqqp sen pl ¨ xjqqs

` a2np´lrpcospp2np ´ lq ¨ xqqpcos pl ¨ xjqq ´ p sen pp2np ´ lq ¨ xqqp sen pl ¨ xjqqsu
“

ÿ

pPZd

pcospl ¨ xjqqra2np`lcospp2np ` lq ¨ xq ` a2np´lcospp2np ´ lq ¨ xqs

`
ÿ

pPZd

p sen pl ¨ xjqqra2np`l sen pp2np ` lq ¨ xq ´ a2np´l sen pp2np ´ lq ¨ xqs

“ ρlpxq cospl ¨ xjq ` σlpxq sen pl ¨ xjq,

portanto o lema está demonstrado.

Lema 2.3.2. Para todo l P Z
d, l ı 0 modp2nq e x P T

d,

ÿ

jPΩn

eil¨xjĂsknpx ´ xjq “ λlpxq
ρlp0q .
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Demonstração: Vamos demonstrar o resultado primeiramente para a parte real. Con-

sideremos os conjuntos Al e Bl introduzidos na demonstração do Teorema 2.1.9, isto

é,

Al “ tk P Z
d : l ` k ” 0 modp2nqu “ t2np ´ l : p P Z

du,

Bl “ tk P Z
d : l ´ k ” 0 modp2nqu “ t2np ` l : p P Z

du.

Usando o Lema 2.3.1 e os Lemas 2.1.5 e 2.1.6, usando (2.2) e o fato de

l ı 0 modp2nq temos
ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqqĂsknpx ´ xjq

“
ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqq
#

1
N

` 1
N

ÿ

kPΩ
˚
n

ρkpx ´ xjq
ρkp0q

+

“ 1
N

ÿ

jPΩn

cospl ¨ xjq

` 1
N

ÿ

kPΩ
˚
n

ρkp0q´1

#
ρkpxq

ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqqpcospk ¨ xjqq (2.5)

` σkpxq
ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqqp sen pk ¨ xjqq
+

“ 1
N

ÿ

kPΩ
˚
n

ρkpxq
ρkp0q

ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqqpcospk ¨ xjqq

“ 1
N

ÿ

kPΩ
˚
nXpAlXBlq

ρkpxq
ρkp0q

ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqqpcospk ¨ xjqq

` 1
N

ÿ

kPΩ
˚
nXpAl∆Blq

ρkpxq
ρkp0q

ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqqpcospk ¨ xjqq

“
ÿ

kPΩ
˚
nXpAlXBlq

ρkpxq
ρkp0q ` 1

2

ÿ

kPΩ
˚
nXpAl∆Blq

ρkpxq
ρkp0q . (2.6)

Se k P Bl então existe p P Z
d tal que k “ 2np ` l e assim ρkpxq “ ρ2np`lpxq “

ρlpxq pelo Lema 2.1.8. De forma análoga, se k P Al podemos concluir que ρkpxq “ ρlpxq.
Logo por (2.5) temos

ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqqĂsknpx ´ xjq “ ρlpxq
ρlp0q

ˆ
#pΩ˚

n X pAl X Blqq ` 1
2

#pΩ˚
n X pAl∆Blqq

˙
(2.7)

onde #A denota a cardinalidade do conjunto A.

Seja l “ pl1, . . . , ldq P Z
d. Para cada 1 ď j ď d, existe um único qj e um único

rj satisfazendo qj, rj P Z, 0 ď rj ď 2nj ´ 1 e lj “ 2njqj ` rj. Então l “ 2nq ` r onde

q “ pq1, . . . , qdq P Z
d e r “ pr1, . . . , rdq P Ωn. Assim

Bl “ t2np ` l : p P Z
du “ t2npp ` qq ` r : p P Z

du “ t2np ` r : p P Z
du “ Br.
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De forma análoga temos

Al “ t2np ´ r : p P Z
du “ Ar.

Como ρlpxq “ ρrpxq pelo Lema 2.1.8, obtemos por (2.7)

ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqqĂsknpx ´ xjq “ ρrpxq
ρrp0q

ˆ
# pΩ˚

n X pAr X Brqq ` 1
2

#pΩ˚
n X pAr∆Brqq

˙
.

Logo basta demonstrarmos o resultado para l P Ω˚
n.

Sejam l “ pl1, . . . , ldq,k “ pk1, . . . , kdq P Ω˚
n. Então l ´ k ” 0 mod p2nq se e

somente se k “ l, e l ` k ” 0 mod p2nq se e somente se kj “ lj “ 0 e kj “ 2nj ´ lj

se lj ‰ 0. Assim k P Ω˚
n X pAl X Blq se e somente se k “ l e lj P t0, nju para todo

1 ď j ď d; k P Ω˚
n X pBlzAlq se e somente se k “ l e lj R t0, nju para algum 1 ď j ď d;

k P Ω˚
n X pAlzBlq se e somente se kj “ lj “ 0, kj “ 2nj ´ lj se lj ‰ 0 e lj R t0, nju para

algum 1 ď j ď d. Sejam

A “ tl P Ω˚
n : lj P t0, nju para todo 1 ď j ď du,

B “ tl P Ω˚
n : lj R t0, nju para algum 1 ď j ď du.

Então Ω˚
n “ A Y B, A X B “ H e

#pΩ˚
n X pAl X Blqq “

#
1, l P A,

0, l P B,
, #pΩ˚

n X pAl∆Blqq “
#

0, l P A,

2, l P B.

Portanto segue por (2.7) que para qualquer l P Ω˚
n temos

ÿ

jPΩn

pcospl ¨ xjqqĂsknpx ´ xjq “ ρlpxq
ρlp0q . (2.8)

Passemos agora à demonstração da parte imaginária. Usando o Lema 2.3.1,

(2.3) e os Lemas 2.1.5 e 2.1.6, temos

ÿ

jPΩn

p sen pl ¨ xjqqĂsknpx ´ xjq “ 1
2

ÿ

kPΩ
˚
nXpBlzAlq

σkpxq
ρkp0q ´ 1

2

ÿ

kPΩ
˚
nXpAlzBlq

σkpxq
ρkp0q .

Aplicando o Lema 2.1.8 obtemos

ÿ

jPΩn

p sen pl ¨ xjqqĂsknpx ´ xjq “ σlpxq
2ρlp0qp# pΩ˚

n X pAl∆Blqqq “

$
&
%

0, l P A,

σlpxq
ρlp0q , l P B.

(2.9)

Se k P Al X Bl, então existem p,q P Z
d tal que k “ 2np ` l “ 2nq ´ l. Assim

pelo Lema 2.1.8 temos σkpxq “ σ2np`lpxq “ σlpxq e σkpxq “ σ2nq´lpxq “ σ´lpxq “ ´σlpxq
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e portanto σkpxq “ σlpxq “ 0. Logo para l P A temos σlpxq “ 0. Então para todo l P Z
d,

l ‰ 0 segue por (2.9) que

ÿ

jPΩn

p sen pl ¨ xjqqĂsknpx ´ xjq “ σlpxq
ρlp0q ,

o que conclui a demonstração.

Observação 2.3.3. Seja | ¨ | uma norma em R
d e seja K P CpTdq um núcleo como no Teo-

rema 2.1.9, tal que al “ ak se l,k P Z
d e |l| “ |k|. Dados k “ pk1, . . . , kdq, p “ pp1, . . . , pdq,

i “ pi1, . . . , idq P Z
d, sejam k “ pp´1qi1k1, . . . , p´1qidkdq e p “ pp´1qi1p1, . . . , p´1qidpdq.

Então
|2np ` k| “ |p2n1p1 ` p´1qi1k1, . . . , 2ndpd ` p´1qidkdq|

“ |p|2n1p1 ` p´1qi1k1|, . . . , |2ndpd ` p´1qidkd|q|
“ |p|2n1p´1qi1p1 ` k1|, . . . , |2ndp´1qidpd ` kd|q|
“ |2np ` k|

e assim a
2np`k “ a2np`k.

Dado j “ pj1, . . . , jdq P pN Y t0uqd “ t0, 1, 2, . . .ud, seja

Dj “
 
p “ pp1, . . . , pdq P Z

d : |pi| “ ji, i “ 1, 2, . . . , d
(
.

Então ÿ

pPZd

a
2np`k “

ÿ

jPpNYt0uqd

ÿ

pPDj

a
2np`k

“
ÿ

jPpNYt0uqd

ÿ

pPDj

a2np`k

“
ÿ

jPpNYt0uqd

ÿ

pPDj

a2np`k

“
ÿ

pPZd

a2np`k.

Observação 2.3.4. Consideremos um núcleo K dado por

Kpxq “
ÿ

lPZd

ale
il¨x,

tal que al ě 0, para todo l P Z
d e

ÿ

pPZd

a2np´k ď Ca2n´k,

para todo n “ pn1, n2, . . . , ndq P N
d e todo k “ pk1, . . . , kdq P Z

d, com 0 ď kj ď nj, para

j “ 1, 2, . . . , d, onde C é uma constante positiva que independe de n e de k. Então

ÿ

lPZd

al ă 8.
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De fato, seja n “ p1, . . . , 1q. Dado l P Z
d, existem p1, . . . , pd, k1, . . . , kd P Z tal que

0 ď kj ď 1, 0 ď j ď d, e lj “ 2pj ´ kj. Se p “ pp1, . . . , pdq e k “ pk1, . . . , kdq, então

l “ 2p ´ k “ 2np ´ k. Assim

ÿ

lPZd

al ď
ÿ

kPt0,1ud

ÿ

pPZd

a2np´k ď C
ÿ

kPt0,1ud

a2n´k ă 8.

Suponhamos que al “ a´l para todo l P Z
d. Então pelo Lema 2.1.8, o núcleo K é uma

função real, contínua e par.

Lema 2.3.5. Seja | ¨ | uma norma em R
d e seja K o núcleo dado por

Kpxq “
ÿ

lPZd

ale
il¨x

onde palqlPZd é uma sequência que satisfaz al “ ak se |l| “ |k| e al ě ak ą 0 se |l| ě |k|,
para l,k P Z

d. Suponhamos que existe uma constante positiva C tal que para todo n P N
d

e todo k “ pk1, . . . , kdq P Z
d, com 0 ď kj ď nj para j “ 1, 2, . . . , d, temos

ÿ

pPZd

a2np´k ď Ca2n´k.

Seja

θn,lpxq “ eil¨x ´
ÿ

jPΩn

eil¨xjĂskn px ´ xjq .

Então para l P Z
d, l̃ “ p|l1|, . . . , |ld|q,

|θn,lpxq| ď

$
’’&
’’%

4C
a

2n ˜́l

al

, 0 ă |l| ď |n|,
|eil¨x ´ 1|, para l ” 0 mod p2nq,
4, para todo l.

Demonstração: Vamos demonstrar o resultado primeiramente para a parte real. Seja

µn,lpxq “ cospl ¨ xq ´
ÿ

jPΩn

pcos pl ¨ xjqqĂskn px ´ xjq

a parte real de θn,lpxq. Para l ” 0 mod p2nq, pela Definição 2.2.1, Lemas 2.1.5 e 2.3.1
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temos

µn,lpxq “ cospl ¨ xq ´
ÿ

jPΩn

pcos pl ¨ xjqqĂskn px ´ xjq

“ cospl ¨ xq ´
ÿ

jPΩn

˜
1
N

` 1
N

ÿ

kPΩ
˚
n

ρkpx ´ xjq
ρkp0q

¸

“ cospl ¨ xq ´ 1 ´ 1
N

ÿ

jPΩn

ÿ

kPΩ
˚
n

ρkpx ´ xjq
ρkp0q

“ cospl ¨ xq ´ 1 ´ 1
N

ÿ

kPΩ
˚
n

1
ρkp0q

ÿ

jPΩn

pρkpxq cospk ¨ xjq ` σkpxq sen pk ¨ xjqq

“ cospl ¨ xq ´ 1 ´ 1
N

ÿ

kPΩ
˚
n

ρkpxq
ρkp0q

ÿ

jPΩn

cospk ¨ xjq

“ cospl ¨ xq ´ 1.

Para l ı 0 mod p2nq, usando o Lema 2.3.2 temos

µn,lpxq “ cospl ¨ xq ´ ρlpxq
ρlp0q “ ρlp0q cospl ¨ xq ´ ρlpxq

ρlp0q .

Portanto, como pelo Teorema 2.1.9 temos ρlpxq ď ρlp0q para todo x e para todo l P Z
d,

então

|µn,lpxq| “
ˇ̌
ˇ̌ρlp0q cospl ¨ xq ´ ρlpxq

ρlp0q

ˇ̌
ˇ̌

ď ρlp0q ` ρlpxq
ρlp0q ď 2ρlp0q

ρlp0q “ 2.

Suponhamos agora 0 ă |l| ď |n| e seja l̃ “ p|l1|, . . . , |ld|q. Então usando a hipótese do

teorema e a Observação 2.3.3, obtemos,

|µn,lpxq| “
ˇ̌
ˇ̌ρlp0q cospl ¨ xq ´ ρlpxq

ρlp0q

ˇ̌
ˇ̌

ď 2ρlp0q
2al

“
ř

mPZdpa2mn´l ` a2mn`lq
al

“ 2

ř
mPZd a2mn ˜́l

al

ď 2C
a

2n ˜́l

al

.

Passemos agora à demonstração da parte imaginária do resultado. Seja

φn,lpxq “ sen pl ¨ xq ´
ÿ

jPΩn

p sen pl ¨ xjqqĂskn px ´ xjq
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a parte imaginária de θn,lpxq. Para l ” 0 mod p2nq, como sen pl ¨ xjq “ 0, temos φn,lpxq “
sen pl ¨ xq.

Para l ı 0 mod p2nq, usando o Lema 2.3.2 temos

φn,lpxq “ sen pl ¨ xq ´ σlpxq
ρlp0q “ ρlp0q sen pl ¨ xq ´ σlpxq

ρlp0q .

Portanto, como pelo Teorema 2.1.9 temos |σlpxq| ď ρlp0q para todo x e para todo l P Z
d,

então

|φn,lpxq| ď |ρlp0q sen pl ¨ xq| ` |σlpxq|
ρlp0q ď 2ρlp0q

ρlp0q “ 2.

Assim, de forma análoga ao caso real, para 0 ă |l| ď |n|, usando a hipótese do teorema,

obtemos,

|φn,lpxq| ď 2ρlp0q
ρlp0q ď 2ρlp0q

2al

ď 2C
a

2n ˜́l

al

.

Considerando as estimativas obtidas para µn,lpxq e φn,lpxq, obtemos a estimativa

desejada para θn,lpxq.

Lema 2.3.6. Seja K um núcleo como no Lema 2.3.5. Então para cada 1 ď p ă 8 e

Cp “ 23p`1Cp, ÿ

lPZd

a
p
l |θn,lpxq|p ď Cp

ÿ

|l|ě|n|

a
p
l .

Demonstração: Como al ě ak ą 0 se |k| ě |l|, k, l P Z
d, utilizando o Lema 2.3.5 e

tomando l̃ “ p|l1|, . . . , |ld|q temos
ÿ

lPZd

a
p
l |θn,lpxq|p ď

ÿ

0ď|l|ď|n|

a
p
l |θn,lpxq|p `

ÿ

|l|ě|n|

a
p
l |θn,lpxq|p

“
ÿ

0ă|l|ď|n|

a
p
l |θn,lpxq|p `

ÿ

|l|ě|n|

a
p
l |θn,lpxq|p

ď
ÿ

0ă|l|ď|n|

a
p
l 4pCp

ˆ
a

2n ˜́l

al

˙p

`
ÿ

|l|ě|n|

a
p
l 4p

“ 4pCp
ÿ

0ă|l|ď|n|

a
p

2n ˜́l
` 4p

ÿ

|l|ě|n|

a
p
l .

Para cada l P Z
d, l ‰ 0, seja

Dl “ tk “ pk1, . . . , kdq P Z
d : |kj| “ |lj|, 1 ď j ď du.

Então
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ÿ

lPZd

a
p
l |θn,lpxq|p ď 4pCp

ÿ

0ă|l|ď|n|

a
p

2n ˜́l
` 4p

ÿ

|l|ě|n|

a
p
l

ď 4pCp
ÿ

0ă|l|ď|n|

ÿ

kPDl

a
p
2n´k ` 4p

ÿ

|l|ě|n|

a
p
l

ď 4pCp2d
ÿ

0ă|l|ď|n|

a
p
2n´l ` 4p

ÿ

|l|ě|n|

a
p
l

ď C1

˜ ÿ

|n|ď|j|ď3|n|

a
p
j `

ÿ

|l|ě|n|

a
p
l

¸
ď 2C1

ÿ

|l|ě|n|

a
p
l ,

completando assim a demonstração do lema.

Teorema 2.3.7. Seja | ¨ | uma norma em R
d e seja K o núcleo dado por

Kpxq “
ÿ

lPZd

ale
il¨x,

onde palqlPZd é uma sequência que satisfaz al “ ak se |l| “ |k| e al ě ak ą 0 se |k| ě |l|,
para k, l P Z

d. Suponhamos que

ÿ

pPZd

a2np´k ď Ca2n´k,

para todo n P N
d e todo k “ pk1, . . . , kdq com 0 ď kj ď nj para j “ 1, 2, . . . , d, onde C

é uma constante positiva que independe de n e k. Então, para 1 ď p ď 2 ď q ď 8, com

p´1 ´ q´1 ě 2´1, existe uma constante positiva C, independente de n, p e q, tal que

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď C

˜ ÿ

|l|ě|n|

a
qppq´pq´1

l

¸p´1´q´1

.

Demonstração: Seja p P R, 1 ď p ď 2 e seja p1 tal que 1{p ` 1{p1 “ 1. Dada f P K ˚ Up
(ver Notação 1.2.6), φ P Up, tal que f “ K ˚ φ, pelo Teorema 2.2.6,

fpxq ´ sknpf,xq “
“ fpxq ´

ÿ

kPΩn

fpxkqĂsknpx ´ xkq

“ fpxq ´
ÿ

kPΩn

ˆż

Td

Kpxk ´ yqφpyqdνpyq
˙
Ăsknpx ´ xkq

“
ż

Td

Kpx ´ yqφpyqdνpyq ´
ż

Td

˜ ÿ

kPΩn

Kpxk ´ yqĂsknpx ´ xkqφpyq
¸
dνpyq

“
ż

Td

˜
Kpx ´ yq ´

ÿ

kPΩn

Kpxk ´ yqĂsknpx ´ xkq
¸
φpyqdνpyq

“
ż

Td

Φnpx,yqφpyqdνpyq,
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onde

Φnpx,yq “ Kpx ´ yq ´
ÿ

kPΩn

Kpxk ´ yqĂsknpx ´ xkq.

Portanto pela desigualdade de Hölder temos

|fpxq ´ sknpf,xq| ď ||φ||p||Φnpx, ¨q||p1 . (2.10)

Como 1 ď p ď 2, segue por (1.2) que

||Φnpx, ¨q||p1 ď
˜ÿ

lPZd

|bl|p
¸1{p

,

onde para l P Z
d,

bl “
ż

Td

Φnpx,yqe´il¨ydνpyq.

Por (2.20) temos que

ż

Td

Kpx ´ yqe´il¨ydy “
ż

Td

˜ÿ

jPZd

aje
ij¨px´yq

¸
e´il¨ydνpyq

“
ÿ

jPZd

aje
ij¨x

ż

Td

e´ipl`jq¨ydνpyq

“ ale
´il¨x

e de forma análoga

ż

Td

˜ ÿ

kPΩn

Kpxk ´ yqĂsknpx ´ xkqe´il¨y

¸
dνpyq

“
ÿ

kPΩn

ÿ

jPZd

Ăsknpx ´ xkqaje
ij¨xk

ż

Td

e´ipl`jq¨ydνpyq

“
ÿ

kPΩn

ale
´il¨xkĂsknpx ´ xkq.

Portanto segue que

bl “ al

˜
e´il¨x ´

ÿ

kPΩn

e´il¨xkĂsknpx ´ xkq
¸

“ alθn,´lpxq “ a´lθn,´lpxq.

Usando o Lema 2.3.6 obtemos

||Φnpx, ¨q||p1 ď
˜ÿ

lPZd

a
p
´l |θn,´lpxq|p

¸1{p

“
˜ÿ

lPZd

a
p
l |θn,lpxq|p

¸1{p

ď C1

˜ ÿ

|l|ě|n|

a
p
l

¸1{p

, (2.11)
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onde C1 “ 27C2. Para φ P LppTdq definimos

Tφpxq “
ż

Td

Φnpx,yqφpyqdνpyq.

Pelas desigualdades (2.10) e (2.11) podemos concluir que T é limitado de LppTdq em

L8pTdq e que

||T ||p,8 ď C1

˜ ÿ

|l|ě|n|

a
p
l

¸1{p

. (2.12)

Sejam φ, ψ P L1
`
T
d
˘

e

Hpx,yq “
ÿ

kPΩn

Kpxk ´ yqĂsknpx ´ xkq,

Ăsknpxq “ 1
N

`
ÿ

lPΩn

clK px ´ xlq .

Temos
ż

Td

Hpx,yqφpyqdνpyq “
ÿ

kPΩn

pK ˚ φq pxkqĂsknpx ´ xkq “ sknpK ˚ φ,xq,

e

ż

Td

sknpK ˚ φ,xqψpxqdνpxq

“ ψ̂p0q
N

ÿ

kPΩn

pK ˚ φq pxkq `
ÿ

kPΩn

ÿ

lPΩn

cl pK ˚ φq pxkq pK ˚ ψq pxl`kq

“ ψ̂p0q
N

ÿ

kPΩn

pK ˚ φq pxkq `
ÿ

kPΩn

ÿ

jPΩn

cpj´kq modp2nq pK ˚ φq pxkq pK ˚ ψq pxjq

“ ψ̂p0q
N

ÿ

kPΩn

pK ˚ φq pxkq `
ÿ

jPΩn

ÿ

kPΩn

cpk´jq modp2nq pK ˚ φq pxkq pK ˚ ψq pxjq

“ ψ̂p0q
N

ÿ

kPΩn

pK ˚ φq pxkq `
ÿ

jPΩn

pK ˚ ψq pxjq
ÿ

lPΩn

cl pK ˚ φq pxl`jq

“
ż

Td

sknpK ˚ ψ,xqφpxqdνpxq ` ζnpK,φ, ψq,

onde

ζnpK,φ, ψq “ ψ̂p0q
N

ÿ

kPΩn

pK ˚ φq pxkq ´ φ̂p0q
N

ÿ

kPΩn

pK ˚ ψq pxkq.
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Como Φnpx, yq “ Kpx ´ yq ´ Hpx, yq, então
ż

Td

pTφqpxqψpxqdνpxq

“
ż

Td

rpK ˚ φqpxq ´ sknpK ˚ φ,xqsψpxqdνpxq

“
ż

Td

ppK ˚ ψqpxq ´ sknpK ˚ ψ,xqqφpxqdνpxq ` ζnpK,φ, ψq

“
ż

Td

pTψqpxqφpxqdνpxq ` ζnpK,φ, ψq,

assim usando (2.12)

||T ||1,p1 “ sup
φPU1

||Tφ||p1

“ sup
φPU1

sup
ψPUp

ˇ̌
ˇ̌
ż

Td

pTφqpxqψpxqdνpxq
ˇ̌
ˇ̌

ď sup
ψPUp

sup
φPU1

ˇ̌
ˇ̌
ż

Td

pTψqpxqφpxqdνpxq
ˇ̌
ˇ̌ ` sup

ψPUp

sup
φPU1

|ζnpK,φ, ψq|

“ sup
ψPUp

||Tψ||8 ` sup
ψPUp

sup
φPU1

|ζnpK,φ, ψq|

“ ||T ||p,8 ` sup
ψPUp

sup
φPU1

|ζnpK,φ, ψq|

ď C1

˜ ÿ

|l|ě|n|

a
p
l

¸1{p

` sup
ψPUp

sup
φPU1

|ζnpK,φ, ψq| . (2.13)

Temos que |φ̂plq| ď ||φ||1 ď 1, |ψ̂plq| ď ||ψ||1 ď ||ψ||p ď 1 e
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

kPΩn

pK ˚ ψqpxkq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

lPZd

alψ̂plq
ÿ

kPΩn

e´il¨xk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

“ N

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

lPZd

a2nlψ̂p2nlq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď N
ÿ

lPZd

a2nl ď NC2a2n

e portanto

sup
ψPUp

sup
φPU1

|ζnpK,φ, ψq| ď C3a2n. (2.14)

De (2.13) and (2.14) segue que

||T ||1,p1 ď C4

˜ ÿ

|l|ě|n|

a
p
l

¸1{p

. (2.15)

Para 0 ă t ă 1 sejam pt e qt dados por

1
pt

“ 1 ´ t ` t

p
e

1
qt

“ 1 ´ t

p1
.
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Aplicando o Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin (Teorema 1.2.1), concluimos que T

é limitado de LptpTdq em LqtpTdq e que

||T ||pt,qt
ď C5

˜ ÿ

|lě|n|

a
p
l

¸1{p

.

Note que p´1

t ´ q´1

t “ p´1 ě 1{2, 1 ď pt ď 2, 2 ď qt ď 8 e que

||T ||pt,qt
ď C5

˜ ÿ

|l|ě|n|

a
qtptpqt´ptq´1

l

¸p´1

t ´q´1

t

.

Fixemos 1 ď r ď 2 e 2 ď s ď 8 tal que 1{r ´ 1{s ě 1{2. Vamos mostrar que

existem 0 ď t ď 1 e 1 ď p ď 2 tal que
$
’’’’&
’’’’%

1
r

“ 1 ´ t ` t

p
,

1
s

“ 1 ´ t

p1
,

(2.16)

isto é, r “ pt e s “ qt. Temos que r “ 1 se e somente se t “ 0 e s “ 8 se e somente se

t “ 1. Como os casos r “ 1, 2 ď s ď 8 e s “ 8, 1 ď r ď 2 estão resolvidos nas estimativas

(2.12) e (2.15) podemos considerar t ‰ 0 e t ‰ 1, isto é, r ą 1 e s ă 8. Resolvendo o

sistema (2.16) obtemos

p “ sr

s ´ r
, t “ spr ´ 1q

spr ´ 1q ` r
.

Como 1{r ´ 1{s ě 1{2, temos r ď 2s{ps ` 2q e assim chegamos que p ď 2. Mas p “
sr{ps ´ rq ą r ą 1 e portanto 1 ă p ď 2. Pela expressão de t em termos de r e s

verificamos que 0 ă t ă 1.

Podemos então concluir que para quaisquer r, s P R, 1 ď r ď 2 ď s ď 8
satisfazendo 1{r ´ 1{s ě 1{2, o sistema (2.16) tem solução para t e p tais que 0 ď t ď 1 e

1 ď p ď 2.

Lema 2.3.8. Sejam a : r0,`8q Ñ R uma função decrescente e positiva, e | ¨ | “ | ¨ |p
para algum 1 ď p ď 8. Para cada p P Z

d seja ap “ ap|p|q. Suponhamos que exista uma

constante c1 ą 0 tal que, para todo n P N
d,

ÿ

pPZd

a2np ď c1a2n. (2.17)

Então existe uma constante c2 ą 0 tal que, para todo n P N
d e k P Z

d com |k| ď |n|,
temos ÿ

pPZd

a2np´k ď c2a2n´k. (2.18)
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Demonstração: Fixemos n “ pn1, . . . , ndq P N
d. Pela Observação 2.3.3 basta considerar

k “ pk1, . . . , kdq P Z
d satisfazendo |k| ď |n| e 0 ď kj ď nj, para todo j “ 1, 2, . . . , d.

Seja p “ pp1, . . . , pdq P Z
d. Para cada 1 ď j ď d escrevemos

ψjppjq “ p̃j “
#
pj ´ 1 , pj ą 0,

pj , pj ď 0,

e definimos

ψppq “ p̃ “ pψ1pp1q, . . . , ψdppdqq.
ψ está bem definida como uma função de Z

d em Z
d. Se pj ą 0 então

|2njpj ´ kj| “ |2njppj ´ 1q ` p2nj ´ kjq| ě |2njppj ´ 1q| “ |2nj p̃j|

e se pj ď 0 então

|2njpj ´ kj| “ |2njp´pjq ` kj| “ 2njp´pjq ` kj ě 2njp´pjq “ |2njpj| “ |2nj p̃j|.

Portanto

|2np ´ k|p ě p|2n1p̃1|p ` ¨ ¨ ¨ ` |2ndp̃d|pq1{p “ |2np̃|p, 1 ď p ă 8

e

|2np ´ k|8 ě maxt|2n1p̃1|, . . . , |2ndp̃d|u “ |2np̃|8.

Logo

|2np ´ k| ě |2np̃|
e consequentemente

a2np´k ď a2np̃. (2.19)

Verificamos facilmente que se ψjppjq “ 0 então pj P t0, 1u e que se ψjppjq ‰ 0

então não existe qj P Z, qj ‰ pj tal que ψjpqjq “ ψjppjq. Assim podemos concluir que para

qualquer k P Z
d, a cardinalidade do conjunto ψ´1ptkuq é no máximo 2d. Portanto por

(2.19) e (2.17)

ÿ

pPZd

a2np´k ď
ÿ

pPZd

a2np̃

ď 2d
ÿ

p̃PZd

a2np̃

ď 2dc1a2n

ď 2dc1a2n´k,

onde a última desigualdade acima segue pois, como |2n| ě |2n ´ k|, temos a2n ď a2n´k.

O resultado seguinte é consequência imediata do Teorema 2.3.7 e do Lema

2.3.8.



Capítulo 2. sk-Splines 52

Corolário 2.3.9. Sejam a : r0,`8q Ñ R uma função decrescente e positiva, e | ¨ | “ | ¨ |p
para algum 1 ď p ď 8. Para cada p P Z

d seja ap “ ap|p|q. Consideremos um núcleo K

dado por

Kpxq “
ÿ

lPZd

ale
il¨x,

tal que ÿ

pPZd

a2np ď Ca2n,

onde C é uma constante positiva que independe de n P N
d. Então para 1 ď p ď 2 ď q ď 8,

com p´1 ´ q´1 ě 2´1 e todo n P N
d, existe uma constante positiva C, independente de

n, p e q, tal que

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď C

˜ ÿ

|l|ě|n|

a
qppq´pq´1

l

¸p´1´q´1

.

2.4 Aproximação por sk-Splines II

Nesta seção demonstramos o nosso segundo resultado sobre aproximação de

funções do tipo f “ K ˚ φ, φ P LppTdq por sk-splines, no espaço LqpTdq, neste caso para

1 ď q ď 2 ď p ď 8. É o Teorema 2.4.6, mas em nossas aplicações usamos o Corolário 2.4.7

por ter uma hipótese mais fácil de ser verificada.

Continuamos nesta seção considerando um núcleo K como no Teorema 2.1.9 e

tal que ρjp0q ‰ 0 para todo n P N
d e j P Ω˚

n.

Lema 2.4.1. Para l P Z
d temos

xĂsknplq “

$
’’’&
’’’%

1{N, l “ 0,

0, l ” 0 mod p2nq, l ‰ 0,
2al

Nρlp0q , l ı 0 mod p2nq.

Demonstração: Podemos verificar que

ż

Td

eil¨xdνpxq “
#

0, l ‰ 0,

1, l “ 0.
(2.20)

De fato, se l “ pl1, l2, . . . , ldq P Z
d, então

ż

Td

eil¨xdνpxq “
dź

k“1

ˆ
1

2π

ż
2π

0

eilk¨tdt

˙
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e
ż

2π

0

eilk¨tdt “ 0 para lk ‰ 0. Temos que

xĂsknplq “
ż

Td

Ăsknpxqe´il¨xdνpxq

“
ż

Td

˜
1
N

` 1
N

ÿ

jPΩ
˚
n

ρjpxq
ρjp0q

¸
e´il¨xdνpxq

“ 1
N

ż

Td

e´il¨xdνpxq

` 1
N

ÿ

jPΩ
˚
n

1
ρjp0q

ż

Td

ρjpxqe´il¨xdνpxq. (2.21)

Como para a P Z
d

pcospa ¨ xqqe´il¨x “ 1
2

`
eipa´lq¨x ` e´ipa`lq¨x

˘
,

então usando o Teorema 2.1.9,
ż

Td

ρjpxqe´il¨xdνpxq “
ÿ

pPZd

a2np`j

ż

Td

pcospp2np ` jq ¨ xqqe´il¨xdνpxq

`
ÿ

pPZd

a2np´j

ż

Td

pcospp2np ´ jq ¨ xqqe´il¨xdνpxq

“ 1
2

ÿ

pPZd

a2np`j

ż

Td

peip2np`j´lq¨x ` e´ip2np`j`lq¨xqdνpxq

` 1
2

ÿ

pPZd

a2np´j

ż

Td

peip2np´j´lq¨x ` e´ip2np´j`lq¨xqdνpxq.

Portanto por (2.21)

xĂsknplq “ 1
N

ż

Td

e´il¨xdνpxq

` 1
2N

ÿ

pPZd

ÿ

jPΩ
˚
n

a2np`j

ρjp0q

ż

Td

peip2np`j´lq¨x ` e´ip2np`j`lq¨xqdνpxq

` 1
2N

ÿ

pPZd

ÿ

jPΩ
˚
n

a2np´j

ρjp0q

ż

Td

peip2np´j´lq¨x ` e´ip2np´j`lq¨xqdνpxq. (2.22)

Caso 1: Suponhamos l “ 0. Então para j P Ω˚
n temos 2np`j ‰ 0 e 2np´j ‰ 0,

para qualquer p P Z
d. Assim por (2.20)

0 “
ż

Td

eip2np`jq¨xdνpxq “
ż

Td

e´ip2np`jq¨xdνpxq

“
ż

Td

eip2np´jq¨xdνpxq “
ż

Td

e´ip2np´jq¨xdνpxq

e logo por (2.22)
xĂsknplq “ xĂsknp0q “ 1

N

ż

Td

dνpxq “ 1
N
.
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Caso 2: Suponhamos l ” 0 modp2nq, l ‰ 0, isto é, l “ 2nq, q P Z
d, q ‰ 0.

Para todo j P Ω˚
n e p P Z

d temos

2np ` j ´ l “ 2npp ´ qq ` j ‰ 0,

2np ` j ` l “ 2npp ` qq ` j ‰ 0,

2np ´ j ´ l “ 2npp ´ qq ´ j ‰ 0,

2np ´ j ` l “ 2npp ` qq ´ j ‰ 0

e como também temos l ‰ 0 segue por (2.20) e (2.22) que
xĂsknplq “ 0.

Caso 3: Suponhamos l ı 0 modp2nq, isto é, l “ 2nq ` k, k P Ω˚
n, q P Z

d.

Portanto

0 “ 2np ` j ´ l “ 2np ` j ´ 2nq ´ k “ 2npp ´ qq ` pj ´ kq

implica

p “ q e j “ k;

0 “ 2np ` j ` l “ 2np ` j ` 2nq ` k “ 2npp ` qq ` pj ` kq

implica

p “ ´1̂ ´ q e j “ 2n ´ k, 1̂ “ p1, 1, . . . , 1q;

0 “ 2np ´ j ´ l “ 2np ´ j ´ 2nq ´ k “ 2npp ´ qq ´ pj ` kq

implica

p “ 1̂ ` q e j “ 2n ´ k;

e

0 “ 2np ´ j ` l “ 2np ´ j ` 2nq ` k “ 2npp ` qq ` pk ´ jq

implica

p “ ´q e j “ k.

Assim usando (2.20) e (2.22) obtemos

xĂsknplq “ 1
2N

a2nq`k

ρkp0q ` 1
2N

a
2np´1̂´qq`2n´k

ρ2n´kp0q
` 1

2N

a
2np1̂`qq´2n`k

ρ2n´kp0q ` 1
2N

a´2nq´k

ρkp0q .

Pelo Lema 2.1.8 temos que ρ2nq´kp0q “ ρkp0q “ ρ2nq`kp0q “ ρlp0q e como a2nq`k “ al “
a´l “ a´2nq´k segue que

xĂsknplq “ 2al

Nρlp0q .

Portanto o lema está demonstrado.
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Lema 2.4.2. Seja φ P L1pTdq tal que ||φ||1 ď 1 e seja

fpxq “
ż

Td

Kpx ´ yqφpyqdνpyq “ K ˚ φpxq.

Para todo j P Ωn, temos

fpxq ´ sknpf,xq “
ż

Td

Φnpx,yqφpyqdνpyq

onde

Φnpx,yq “ Kpx,yq ´
ÿ

kPΩn

Kpxk ´ yqĂsknpx ´ xkq.

Além disso, considerando a série de Fourier de Φnpx,yq dada por

Φnpx,yq „
ÿ

k1,k2PZd

xΦnpk1,k2qeik1¨x`ik2¨y

e coeficientes de Fourier

xΦnpk1,k2q “
ż

Td

ż

Td

Φnpx,yqe´ik1¨x´ik2¨ydνpxqdνpyq,

temos para k, j P Z
d,

xΦnp´k ´ j,kq “ a´k

#
1, j “ 0,

0, j ‰ 0,

+
´ a´k

xĂsknp´k ´ jq
#
N, j ” 0 mod p2nq,
0, caso contrário,

+

onde
xĂsknplq é dado no Lema 2.4.1.

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.6 temos

fpxq ´ sknpf,xq “
“ fpxq ´

ÿ

kPΩn

fpxkqĂsknpx ´ xkq

“ fpxq ´
ÿ

kPΩn

ˆż

Td

Kpxk ´ yqφpyqdνpyq
˙
Ăsknpx ´ xkq

“ fpxq ´
ż

Td

˜ ÿ

kPΩn

Kpxk ´ yqφpyqĂsknpx ´ xkq
¸
dνpyq

“
ż

Td

Kpx ´ yqφpyqdνpyq ´
ż

Td

˜ ÿ

kPΩn

Kpxk ´ yqĂsknpx ´ xkq
¸
φpyqdνpyq

“
ż

Td

˜
Kpx ´ yq ´

ÿ

kPΩn

Kpxk ´ yqĂsknpx ´ xkq
¸
φpyqdνpyq

“
ż

Td

Φnpx,yqφpyqdνpyq.
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Sejam k, j P Z
d. Observe agora que

xΦnp´k ´ j,kq “

“
ż

Td

ż

Td

Φnpx,yqeipk`jq¨x´ik¨ydνpxqdνpyq

“
ż

Td

ż

Td

˜
Kpx ´ yq ´

ÿ

mPΩn

Kpxm ´ yqĂsknpx ´ xmq
¸
eipk`jq¨x´ik¨ydνpxqdνpyq

“
ż

Td

ż

Td

Kpx ´ yqeipk`jq¨x´ik¨ydνpxqdνpyq

´
ż

Td

ż

Td

˜ ÿ

mPΩn

Kpxm ´ yqĂsknpx ´ xmqeipk`jq¨x´ik¨y

¸
dνpxqdνpyq.

Vamos analisar separadamente cada uma das últimas integrais acima. Denotaremos a

primeira parcela por I e a segunda por II. Assim por (2.20) temos

I “
ż

Td

ż

Td

Kpx ´ yqeipk`jq¨x´ik¨ydνpxqdνpyq

“
ż

Td

ż

Td

˜ÿ

sPZd

ase
is¨px´yq

¸
eipk`jq¨x´ik¨ydνpxqdνpyq

“
ÿ

sPZd

as

ˆż

Td

eips`k`jq¨xdνpxq
˙ˆż

Td

eip´s´kq¨ydνpyq
˙

“
ÿ

sPZd

as

#
1, s ` k ` j “ 0,

0, caso contrário,

+
¨
#

1, s ` k “ 0,

0, caso contrário,

+

“
ÿ

sPZd

asδs,´pk`jqδs,´k

“
#
a´k, j “ 0,

0, j ‰ 0,

+

e

II “
ż

Td

ż

Td

˜ ÿ

mPΩn

Kpxm ´ yqĂsknpx ´ xmqeipk`jq¨x´ik¨y

¸
dνpxqdνpyq

“
ż

Td

ż

Td

˜ ÿ

mPΩn

ÿ

sPZd

ase
is¨pxm´yqĂsknpx ´ xmqeipk`jq¨x´ik¨y

¸
dνpxqdνpyq

“
ÿ

mPΩn

ÿ

sPZd

eis¨xmas

ˆż

Td

eip´s´kq¨ydνpyq
˙ˆż

Td

eipk`jq¨xĂsknpx ´ xmqdνpxq
˙

“
ÿ

mPΩn

ÿ

sPZd

eis¨xmasδs,´k

ż

Td

eipk`jq¨xĂsknpx ´ xmqdνpxq

“
ÿ

mPΩn

e´ik¨xma´k

ż

Td

eipk`jq¨xĂsknpx ´ xmqdνpxq.

Como
Ăsknpxq “

ÿ

lPZd

xĂsknplqeil¨x,

então
Ăsknpx ´ xmq “

ÿ

lPZd

xĂsknplqe´il¨xmeil¨x.
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Portanto pelo Lema 2.1.4 e (2.20) temos

II “ a´k

ÿ

mPΩn

e´ik¨xm

ż

Td

eipk`jq¨x
ÿ

lPZd

xĂsknplqe´il¨xmeil¨xdνpxq

“ a´k

ÿ

mPΩn

e´ik¨xm

ÿ

lPZd

xĂsknplqe´il¨xm

ż

Td

eipk`jq¨xeil¨xdνpxq

“ a´k

ÿ

mPΩn

e´ik¨xm

ÿ

lPZd

xĂsknplqe´il¨xmδl,´pk`jq

“ a´k

ÿ

mPΩn

e´ik¨xm
xĂsknp´k ´ jqeipk`jq¨xm

“ a´k
xĂsknp´k ´ jq

ÿ

mPΩn

e´ij¨xm

“ a´k
xĂsknp´k ´ jq

#
N, j ” 0 mod p2nq,
0, caso contrário.

.

Assim obtemos a expressão de pΦnp´k ´ j,kq como consequência das integrais

I e II.

Lema 2.4.3. Seja Φn como no Lema 2.4.2. Suponhamos ak ą 0 para todo k P Z
d. Então

ÿ

l,mPZd

|xΦnpl,mq| ă 8.

Demonstração: Vamos mostrar que

ÿ

k, jPZd

|xΦnp´k ´ j,kq| ă 8.

Note que

ÿ

k, jPZd

|xΦnp´k ´ j,kq| “
ÿ

kPZd

ÿ

jPZd

|xΦnp´k ´ j,kq|

“
ÿ

kPZd

|xΦnp´k,kq| `
ÿ

kPZd

ÿ

jPZdzt0u

|xΦnp´k ´ j,kq|

“ S1 ` S2. (2.23)
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Aplicando o Lema 2.4.1, Lema 2.4.2 e o Lema 2.1.8, podemos limitar S2 da seguinte forma:

S2 “
ÿ

kPZd

ÿ

jPZdzt0u

ˇ̌
ˇ̌
ˇa´k

#
1 , j “ 0,

0 , j ‰ 0,

+
´ a´k

xĂsknp´k ´ jq
#
N , j ” 0 mod p2nq,
0 , j ı 0 mod p2nq,

+ˇ̌
ˇ̌
ˇ

“
ÿ

kPZd

a´k

ÿ

jPZdzt0u

xĂsknp´k ´ jq
#
N , j ” 0 mod p2nq,
0 , j ı 0 mod p2nq,

+

“ N
ÿ

kPZd

a´k

ÿ

sPZdzt0u

xĂsknp´pk ` 2nsqq

“ N
ÿ

kPZd

a´k

ÿ

sPZdzt0u

$
’’’&
’’’%

1{N, k “ ´2ns,

0, k ” 0 mod p2nq, k ‰ ´2ns,
2a´pk`2nsq

Nρkp0q , k ı 0 mod p2nq,

,
///.
///-

ď
ÿ

sPZd

a2ns ` 2
ÿ

kPZd

a´k

ρkp0q
ÿ

sPZdzt0u

a´pk`2nsq. (2.24)

Pelo Teorema 2.1.9

ρkp0q “
ÿ

pPZd

pa2np`k ` a2np´kq ą
ÿ

pPZd

a2np`k,

assim usando (2.24) obtemos

S2 ď
ÿ

sPZd

a2ns ` 2
ÿ

kPZd

a´k

1
ρkp0q

ÿ

pPZdzt0u

a2np`k

ă
ÿ

sPZd

a2ns ` 2
ÿ

kPZd

ak

ď 3
ÿ

sPZd

ak ă 8.

Pelo Lema 2.4.1 e Lema 2.4.2, podemos limitar S1 da seguinte forma:

S1 “
ÿ

kPZd

ˇ̌
ˇ̌a´k

ˆ
1 ´ N

xĂsknp´kq
˙ˇ̌
ˇ̌

“
ÿ

kPZd

a´k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
1 ´ N

$
’’’&
’’’%

1{N, k “ 0,

0, k ” 0 mod p2nq, k ‰ 0,
2a´k

Nρkp0q , k ı 0 mod p2nq,

,
///.
///-

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

“
ÿ

kPZdzt0u

a´2nk `
ÿ

k ı0 mod p2nq

a´k

ˇ̌
ˇ̌1 ´ 2a´k

ρkp0q

ˇ̌
ˇ̌ .

Como 0 ă 2ak{ρkp0q “ 2a´k{ρkp0q ă 1, temos

0 ă 1 ´ 2a´k

ρkp0q ă 1

e portanto

S1 ă
ÿ

kPZd

ak ă 8.

Como S1 e S2 são limitados, o resultado segue por (2.23).
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Lema 2.4.4. Seja Φn como no Lema 2.4.2. Considere o operador T , definido sobre LppTdq,
1 ď p ď 8, por

Tφpxq “
ż

Td

Φnpx,yqφpyq dνpyq.

Então

||T ||p,p ď
ÿ

jPZd

||Λj||p,p,

onde Λj é o operador multiplicador gerado pela sequência Λj “ txΦnp´k ´ j,kqukPZd .

Demonstração: Aplicando o Lema 2.4.3 temos

Tφpxq “
ż

Td

Φnpx,yqφpyq dνpyq

“
ż

Td

˜ ÿ

k1PZd

ÿ

k2PZd

xΦnpk1,k2qeik1¨x`ik2¨y

¸
φpyq dνpyq

“
ż

Td

˜ÿ

jPZd

ÿ

kPZd

xΦnp´k ` j,kqe´ipk´jq¨x`ik¨y

¸
φpyq dνpyq

“
ÿ

jPZd

eij¨x
ÿ

kPZd

xΦnp´k ` j,kqe´ik¨x

ˆż

Td

φpyqeik¨y dνpyq
˙

“
ÿ

jPZd

eij¨x

˜ÿ

kPZd

xΦnp´k ` j,kqpφp´kqe´ik¨x

¸

“
ÿ

jPZd

eij¨x

˜ÿ

kPZd

xΦnpk ` j,´kqpφpkqeik¨x

¸

“
ÿ

jPZd

eij¨xpΛ˚
j φqpxq,

onde Λ˚
j “ txΦnpk`j,´kqukPZd . Usando o Lema 2.1.8 temos que ρjp0q “ ρ´jp0q e assim pelo

Lema 2.4.1
xĂsknplq “ xĂsknp´lq, para todo l P Z

d. Em particular
xĂsknp´k ´ jq “ xĂsknpk ` jq

para todos k, j P Z
d. Portanto como ak “ a´k, pelo Lema 2.4.2 temos xΦnp´k ´ j,kq “

xΦnpk ` j,´kq. Então

||Tφ||p ď
ÿ

jPZd

||Λ˚
j φ||p “

ÿ

jPZd

||Λjφ||p

e logo

||T ||p,p ď
ÿ

jPZd

||Λj||p,p,

o que demonstra o lema.

Lema 2.4.5. Seja Λj como no Lema 2.4.4. Então para 1 ď p ď 8 e n P Z
d, temos

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||p ď
ÿ

sPZd

||Λ2ns||p,p.
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Demonstração: Aplicando o Lema 2.4.2 temos que xΦnp´k ´ j,kq “ 0 para todo j ı
0 mod p2nq, para todo k P Z

d. Pelo Lema 2.4.2 e Lema 2.4.4 obtemos

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||p “ sup
φPUp

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż

Td

Φnp¨,yqφpyqdνpyq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
p

ď
ÿ

jPZd

||Λj||p,p

“
ÿ

sPZd

||Λ2ns||p,p,

concluindo assim a demonstração.

Teorema 2.4.6. Seja | ¨ | uma norma em R
d e seja K o núcleo dado por

Kpxq “
ÿ

lPZd

ale
il¨x,

onde palqlPZd é uma sequência de números reais tal que al “ a´l para todo l P Z
d e

al ě ak ą 0 se |k| ě |l|, k, l P Z
dzt0u. Suponhamos que existe uma constante positiva C

tal que, para todo n P N
d e todo k P Z

d, com |k| ď |n|,

ÿ

pPZd

a2np´k ď Ca2n´k.

Então para 1 ď q ď 2 ď p ď 8, existe uma constante positiva C, independente de n, p e

q, tal que

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Can.

Demonstração: Segue pela Observação 2.3.4, que o núcleo K satisfaz as condições no

Lema 2.1.8. Vamos aplicar o Lema 2.4.5 para p “ 2 e assim precisamos limitar ||Λj||2,2
para j “ 2ns, onde Λj “ txΦnp´k ´ j,kqukPZd . Seja j “ 0. Pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.2, e

como ak “ a´k e Ăsknp´kq “ Ăsknpkq, temos

xΦnp´k,kq “ akp1 ´ N
xĂsknpkqq

“ ak

¨
˚̊
˚̋1 ´

$
’’’&
’’’%

1, k “ 0,

0, k ” 0 mod p2nq,k ‰ 0,
2ak

ρkp0q , k ı 0 mod p2nq.

,
///.
///-

˛
‹‹‹‚ (2.25)

Para k “ 0 temos xΦnp´k,kq “ 0. Para k ” 0 mod p2nq, k ‰ 0, seja q P Z
d, q ‰ 0 tal

que k “ 2nq. Aplicando a hipótese obtemos

xΦnp´k,kq “ ak “ a2nq ď
ÿ

pPZd

a2np ď Ca2n ď Can.
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Pelo Teorema 2.1.9

2ak

ρkp0q “ 2akř
pPZd pa2np`k ` a2np´kq

“ 2ak

2ak ` ř
pPZdzt0u pa2np`k ` a2np´kq

“ 1 ´
ř

pPZdzt0u pa2np`k ` a2np´kq
2ak ` ř

pPZdzt0u pa2np`k ` a2np´kq . (2.26)

Suponhamos agora k ı 0 modp2nq. Para |k| ď |n|, temos 2|n| “ |2n ´ k ` k| ď
|2n ´ k| ` |k| ď |2n ´ k| ` |n| e portanto |n| ď |2n ´ k|. Da mesma forma obtemos

|n| ď |2n ` k|. Logo por hipótese, por (2.25) e (2.26)

xΦnp´k,kq “
ak

ř
pPZdzt0u pa2np`k ` a2np´kq

2ak ` ř
pPZdzt0u pa2np`k ` a2np´kq (2.27)

ď
ak

ř
pPZdzt0u pa2np`k ` a2np´kq

2ak

“ 1
2

ÿ

pPZdzt0u

pa2np`k ` a2np´kq

ď C

2
pa2n`k ` a2n´kq

ď Can.

Para |k| ą |n|, usando (2.27) temos

xΦnp´k,kq ď
ak

ř
pPZdzt0u pa2np`k ` a2np´kqř

pPZdzt0u pa2np`k ` a2np´kq “ ak ď an.

Portanto mostramos que para qualquer k P Z
d temos

|xΦnp´k,kq| ď Can. (2.28)

Seja j “ 2ns, s P Z
dzt0u. Para |k| ď |ns| temos que, 2|ns| “ |2ns ´ k ` k| ď

|2ns ` k| ` |k| ď |2ns ` k| ` |ns| e portanto |ns| ď |2ns ` k|. Logo pelos Lemas 2.4.1 e

2.4.2 temos
ˇ̌
ˇxΦnp´k ´ 2ns,kq

ˇ̌
ˇ “ a´kN

xĂsknp´2ns ´ kq

ď 2a2ns`k

ak

ρkp0q
ď 2a2ns`k ď 2ans

pois ak{ρkp0q ă 1 para todo k P Z
d. Para |k| ě |ns|, pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 temos

ˇ̌
ˇxΦnp´k ´ 2ns,kq

ˇ̌
ˇ “ a´kN

xĂsknp´k ´ 2nsq

“ 2ak

a2ns`k

ρkp0q
ď 2ak ď 2ans
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pois a2ns`k{ρkp0q ă 1 para todo k P Z
d. Portanto mostramos que para quaisquer s,k P Z

d,

s ‰ 0 temos que

|xΦnp´k ´ 2ns,kq| ď 2ans. (2.29)

Como para qualquer sequência limitada de multiplicadores Λ “ tλkukPZd temos

||Λj||2,2 “ sup
kPZd

|λk|,

então pela hipótese, Lema 2.4.5, (2.28) e (2.29), temos que

sup
fPK˚U2

||f ´ sknpf, ¨q||2 ď
ÿ

sPZd

||Λ2ns||2,2

“
ÿ

sPZd

sup
kPZd

|xΦnp´k ´ 2ns,kq|

“ sup
kPZd

|xΦnp´k,kq| `
ÿ

sPZdzt0u

sup
kPZd

|xΦnp´k ´ 2ns,kq|

ď Can `
ÿ

sPZdzt0u

2ans. (2.30)

Dado p P Z
d, existe q P Z

d tal que np “ 2nq ` k, onde kj “ 0 ou kj “ nj.

Seja A “ tk “ pk1, . . . , kdq : kj “ 0 ou kj “ nj, 1 ď j ď du. Se k P A temos |k| ď |n|.
Assim usando a hipótese obtemos

ÿ

pPZd

anp ď
ÿ

kPA

ÿ

qPZd

a2nq`k ď C
ÿ

kPA

a2n`k.

Mas |2n ` k| ě |2n| ě |n|, logo a2n`k ď an e portanto

ÿ

pPZd

anp ď C
ÿ

kPA

an ď 2dCan. (2.31)

Assim por (2.30) e (2.31) concluímos que

sup
fPK˚U2

||f ´ sknpf, ¨q||2 ď Can ` 2d`1Can “ C̄an.

Portanto demonstramos o resultado para p “ q “ 2.

Se 1 ď q ď 2 ď p ď 8, usando que ||f ||q ď ||f ||2 ď ||f ||p, segue que

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď sup
fPK˚U2

||f ´ sknpf, ¨q||2 ď Can,

concluindo assim a demonstração do teorema.

O resultado seguinte é consequência imediata do Teorema 2.4.6 e do Lema

2.3.8.
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Corolário 2.4.7. Sejam a : r0,`8q Ñ R uma função decrescente e positiva, e | ¨ | “ | ¨ |p
para algum 1 ď p ď 8. Para p P Z

dzt0u seja ap “ ap|p|q e seja a0 “ 0. Consideremos

um núcleo K dado por

Kpxq “
ÿ

lPZd

ale
il¨x,

tal que ÿ

pPZd

a2np ď Ca2n,

onde C é uma constante positiva que independe de n P N
d. Então para 1 ď q ď 2 ď p ď 8

e todo n P N
d, existe uma constante positiva C, independente de n, p e q, tal que

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Can.

Corolário 2.4.8. Seja K um núcleo como no Corolário 2.4.7 e sejam 1 ď p ď 2 ď q ď 8.

Então existe uma constante positiva C, independente de n P N
d, p e q, tal que

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||2 ď C

˜ ÿ

|l|ě|n|

a2

l

¸p2´pq{2p

a2´2{p
n , (2.32)

sup
fPK˚U2

||f ´ sknpf, ¨q||q ď C

˜ ÿ

|l|ě|n|

a2

l

¸pq´2q{2q

a2{q
n , (2.33)

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||p1 ď C

˜ ÿ

|l|ě|n|

al

¸2{p´1

a2´2{p
n . (2.34)

Demonstração: Fixemos n P N
d. Seja Φnpx,yq como na demonstração dos Teoremas

2.3.7 e 2.4.6 e como no enunciado do Lema 2.4.2, e seja T o operador linear definido na

demonstração do Teorema 2.3.7 e no enunciado do Lema 2.4.4, para φ P L1pTdq por

Tφpxq “
ż

Td

Φnpx,yqφpyqdνpyq.

Segue dos Corolários 2.3.9 e 2.4.7 que existe uma constante positiva C independente de n,

tal que

||T ||1,2 ď C

˜ ÿ

|l|ě|n|

a2

l

¸1{2

“ M0

e

||T ||2,2 ď Can “ M1.

Sejam p0 “ 1, q0 “ p1 “ q1 “ 2, e para 0 ď t ď 1 sejam 1{pt “ p1 ´ tq{p0 ` t{p1 “ p2 ´ tq{2

e 1{qt “ p1 ´ tq{q0 ` t{q1 “ 1{2. Assim temos qt “ 2 e t “ 2 ´ 2{pt. Então pelo Teorema

de Interpolação de Riesz-Thorin (Teorema 1.2.1) segue que



Capítulo 2. sk-Splines 64

||T ||pt,2 ď M1´t
0

M t
1

“ C

˜ ÿ

|l|ě|n|

a2

l

¸p2´pq{2p

a2´2{p
n .

Quando t varia entre 0 e 1, pt varia entre 1 e 2, portanto obtemos (2.32).

Novamente, como consequência dos Corolários 2.3.9 e 2.4.7,

||T ||2,8 ď C

˜ ÿ

|l|ě|n|

a2

l

¸1{2

“ M0

e

||T ||2,2 ď Can “ M1.

Sejam p0 “ 2 “ p1 “ q1 e q0 “ 8, e para 0 ď t ď 1 sejam 1{pt “ p1 ´ tq{p0 ` t{p1 “ 1{2

e 1{qt “ p1 ´ tq{q0 ` t{q1 “ t{2. Assim temos pt “ 2 e t “ 2{qt. Então pelo Teorema de

Interpolação de Riesz-Thorin segue que

||T ||2,qt
ď M1´t

0
M t

1
“ C

˜ ÿ

|l|ě|n|

a2

l

¸pq´2q{2q

a2{q
n .

Quando t varia entre 0 e 1, qt varia entre 2 e 8, portanto obtemos (2.33).

Finalmente, como consequência dos Corolários 2.3.9 e 2.4.7

||T ||1,8 ď C
ÿ

|l|ě|n|

al “ M2

e

||T ||2,2 ď Can “ M1.

Sejam p0 “ 1, q0 “ 8, p1 “ q1 “ 2, e para 0 ď t ď 1 sejam 1{pt “ p1´tq{p0`t{p1 “ p2´tq{2

e 1{qt “ p1´tq{q0 `t{q1 “ t{2. Temos t “ 2p1´1{ptq e 1{qt “ 1´1{pt, logo 1{pt`1{qt “ 1,

isto é, qt “ pt é o conjugado de pt. Então pelo Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin,

temos

||T ||pt,p
1
t

ď M1´t
2

M t
1

“ C

˜ ÿ

|l|ě|n|

al

¸2{pt´1

a2´2{pt

n .

Quando t varia entre 0 e 1, pt varia entre 1 e 2 e p1
t de 2 até 8. Logo obtemos (2.34).
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3 Aplicações

Neste capítulo apresentamos duas aplicações dos principais resultados do

capítulo anterior. Na Seção 3.1 estudamos aproximação de funções finitamente diferenciáveis

(ver Observação 1.3.8) e na Seção 3.2 aproximação de funções infinitamente diferenciáveis

e analíticas (ver Observações 1.3.9 e 1.3.10), definidas sobre o toro T
d, por sk-splines

interpolantes.

3.1 Aproximação de Funções Finitamente Diferenciáveis

Nesta seção estudamos aproximação de funções em classes de tipo Sobolev sobre

o toro, por sk-splines. Usamos como ferramental principal para obter nossas estimativas

os Corolários 2.3.9, 2.4.7 e 2.4.8. No final da seção mostramos que a taxa de convergência

dos sk-splines interpolantes para funções nas classes de tipo Sobolev coincide com a taxa

de convergência por subespaços de polinômios trigonométricos e que é ótima, em termos

de ordem, no sentido de n-larguras, em vários casos.

Teorema 3.1.1. Para γ P R, γ ą d, seja

K1pxq “
ÿ

lPZdzt0u

|l|´γeil¨x, x P T
d,

onde | ¨ | “ | ¨ |2 ou | ¨ | “ | ¨ |8. Para n P N, seja n “ pn, . . . , nq P N
d. Então, para

1 ď p ď 2 ď q ď 8, com 1{p ´ 1{q ě 1{2 temos que

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Cn´γ`dp1{p´1{qq, (3.1)

e para 1 ď q ď 2 ď p ď 8 temos que

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Cn´γ. (3.2)

Dados p, q P R satisfazendo 1 ď p ď 2 ď q ď 8

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||2 ď Cn´γ`dp1{p´1{2q, (3.3)

sup
fPK1˚U2

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Cn´γ`dp1{2´1{qq (3.4)

e

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||p1 ď Cn´γ`dp2{p´1q. (3.5)
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A constante C é positiva e independe de n, p e q.

Demonstração: Sejam α P R, α ą 0 e fpxq “ px ´ 1qα{xα, x ě 2. Como

f 1pxq “ α

ˆ
1 ´ 1

x

˙α 1
xpx ´ 1q ě 0, x ě 2,

segue que fpxq é crescente e assim que fpxq ě fp2q “ 1{2α, x ě 2. Portanto

pj ´ 1q´α ď 2αj´α, j ě 2. (3.6)

Fixemos n “ pn, n, . . . , nq e para cada j P N seja Bj “ tl P Z
d : j ´ 1 ď |l| ă ju. Temos

assim Z
d “

8ď

j“1

Bj. Se p P Bj, então j ´ 1 ď |p| ă j e portanto j´γ ă |p|´γ ď pj ´ 1q´γ.

Seja al “ |l|´γ para l P Z
dzt0u e a0 “ 0. Pela Proposição 1.3.4 e pela Observação 1.3.5

segue que a cardinalidade #Bj do conjunto Bj satisfaz

#Bj ď Cjd´1, j P N, (3.7)

onde C é uma constante positiva que independe de j. Como

2np “ 2pn, . . . , nqpp1, . . . , pdq “ 2np1, . . . , 1qpp1, . . . , pdq “ 2npp1, . . . , pdq “ 2np,

então por (3.6) e (3.7)

ÿ

pPZd

a2np “ a0 `
ÿ

pPZdzt0u

a2np

“
8ÿ

j“2

ÿ

pPBj

a2np

“
8ÿ

j“2

ÿ

pPBj

|2np|´γ

“
8ÿ

j“2

ÿ

pPBj

p2nq´γ|p|´γ

ď
8ÿ

j“2

ÿ

pPBj

p2nq´γpj ´ 1q´γ

ď C

8ÿ

j“2

p2nq´γjd´1pj ´ 1q´γ

ď 2γC
8ÿ

j“2

p2nq´γjd´1j´γ

“ 2γCp2nq´γ
8ÿ

j“2

jd´1´γ.
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Como γ ą d, então d ´ 1 ´ γ ă 0 e assim jd´1´γ ď
ż j

j´1

td´1´γdt. Logo

8ÿ

j“2

jd´1´γ ď
ż 8

1

td´1´γdt

e portanto como d´γ ă 0,

ÿ

pPZd

a2np ď 2γCp2nq´γ
8ÿ

j“2

jd´1´γ

ď 2γCp2nq´γ lim
mÑ8

ż m

1

td´1´γdt

“ 2γCp2nq´γ lim
mÑ8

„
td´γ

d ´ γ

m

1

“ 2γCp2nq´γ lim
mÑ8

ˆ
md´γ

d ´ γ
´ 1
d ´ γ

˙

“ ´2γCp2nq´γ 1
d ´ γ

“ 2γC|1|γ
γ ´ d

a2n “ C1a2n. (3.8)

Portanto demonstramos que as hipóteses dos Corolários 2.3.9 e 2.4.7 são satisfeitas.

Seja r “ p´1 ´ q´1 e s “ r´1. Então usando (3.6) e (3.7)

ÿ

|l|ě|n|

palqs “
8ÿ

j“|n|`1

ÿ

lPBj

asl

“
8ÿ

j“|n|`1

ÿ

lPBj

|l|´sγ

ď
8ÿ

j“|n|`1

ÿ

lPBj

pj ´ 1q´sγ

ď C

8ÿ

j“|n|`1

jd´1pj ´ 1q´sγ

“ C

8ÿ

j“|n|

pj ` 1qd´1j´sγ

ď 2d´1C

8ÿ

j“|n|

jd´1´sγ.

Temos que 1 ď p ď 2, assim r “ 1{p´1{q ď 1 e s ě 1. Logo d´1´sγ ă d´1´sd ď ´1 ă 0.
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Assim jd´1´sγ ď
ż j

j´1

td´1´sγdt e portanto

ÿ

|l|ě|n|

palqs ď 2d´1C

8ÿ

j“|n|

jd´1´sγ

ď 2d´1C

8ÿ

j“|n|

ż j

j´1

td´1´sγdt

“ 2d´1C

ż 8

|n|´1

td´1´sγdt

“ 2d´1C lim
mÑ8

ż m

|n|´1

td´1´sγdt

“ 2d´1C lim
mÑ8

„
td´sγ

d ´ sγ

m

|n|´1

“ 2d´1C lim
mÑ8

ˆ
md´sγ

d ´ sγ
´ p|n| ´ 1qd´sγ

d ´ sγ

˙

“ ´2d´1C
p|n| ´ 1qd´sγ

d ´ sγ

ď 2d´1C

sγ ´ d
|n|d´sγ

“ C2|n|d´sγ.

Então aplicando o Corolário 2.3.9 obtemos

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď C3

˜ ÿ

|l|ě|n|

palqs
¸r

ď C3C
r
2
|n|pd´sγqr

“ C4|n|´γ`dpp´1´q´1q,

para 1 ď p ď 2 ď q ď 8, com p´1 ´ q´1 ě 2´1. Agora aplicando o Corolário 2.4.7 obtemos

sup
fPK1˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď C5|n|´γ,

para 1 ď q ď 2 ď p ď 8. Como para n “ pn, . . . , nq temos |n|2 “
?
dn e |n|8 “ n, as

equações (3.1) e (3.2) ficam demonstradas.

De (3.1) e (3.2) temos

˜ ÿ

|l|ě|n|

a2

l

¸1{2

ď Cn´γ`d{2,

ÿ

|l|ě|n|

al ď Cn´γ`d

e an “ n´γ. Assim as estimativas (3.3), (3.4) e (3.5) seguem pelo Corolário 2.4.8.
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Notação 3.1.2. Se panq e pbnq são sequências, escrevemos an " bn para indicar que existe

uma constante C1 ą 0 tal que an ě C1bn para todo n P N e escrevemos an ! bn para

indicar que existe uma constante C2 ą 0 tal que an ď C2bn para todo n P N. Escrevemos

an — bn para indicar que an ! bn e an " bn.

Observação 3.1.3. Consideremos um núcleo K1 como no Teorema 3.1.1 e sejam n P N e

p, q P R com 1 ď p, q ď 8. Observamos que o conjunto K1 ˚Up é uma classe de tipo Sobolev

em T
d. A n-largura de Kolmogorov de K1 ˚Up em LqpTdq é o número dnpK1 ˚Up, Lqq dado

por

dnpK1 ˚ Up, Lqq “ inf
Tn

sup
fPK1˚Up

inf
gPTn

||f ´ g||q,

onde Tn varia na família dos subespaços de dimensão n de LqpTdq. Segue como consequência

de resultados em (KUSHPEL; STABILE; TOZONI, 2014) e (PESENSON, 2016) que

dp2nqdpK1 ˚ Up, Lqq — n´γ`dp1{p´1{2q, 1 ď p ď 2 ď q ď 8 (3.9)

e

dp2nqdpK1 ˚ Up, Lqq — n´γ, 1 ď q ď 2 ď p ď 8 (3.10)

onde os subespaços Tp2nqd na definição de p2nqd-largura de Kolmogorov podem ser con-

siderados variando somente na família dos subespaços de polinômios trigonométricos de

dimensão p2nqd.

Uma questão fundamental para uma teoria de splines multidimensionais é saber

se o subespaço de splines multidimensionais interpolantes será tão bom como o subespaço

de polinômios trigonométricos de mesma dimensão, no sentido de que eles tenham a mesma

ordem de convergência (velocidade de convergência) sobre as classes de Sobolev. Se sim,

então podemos construir splines interpolantes ótimos (ver introdução do artigo (GOMES

et al., 1999)).

Vimos na Observação 2.2.7 que para n “ pn, . . . , nq P N
d, a dimensão do

espaço SKpΛnq dos sk-splines interpolantes sobre Λn é p2nqd. Assim, devemos comparar

os resultados do Teorema 3.1.1 com as estimativas (3.9) e (3.10).

Fazendo a comparação, verificamos que a taxa de convergência dos sk-splines

interpolantes, é da mesma ordem que a taxa de convergência por subespaços de polinômios

trigonométricos da dimensão de SKpΛnq, para classes do tipo Sobolev,quando 1 ď p ď
2 “ q e quando 1 ď q ď 2 ď p ď 8, isto é, a taxa de convergência é ótima, nesses casos,

em termos de ordem, no sentido de n-larguras. A construção dos sk-splines ótimos é dada

no Teorema 2.2.6 . O subespaço SKpΛnq é ótimo para a p2nqd-largura de Kolmogorov

da classe do tipo Sobolev K1 ˚ Up em LqpTdq, no caso 1 ď p ď 2 “ q e também no caso

1 ď q ď 2 ď p ď 8, em termos de ordem.
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3.2 Aproximação de Funções Infinitamente Diferenciáveis e Analí-

ticas

Nesta seção estudamos aproximação de funções em classes de funções infinita-

mente diferênciáveis e analíticas sobre o toro, por sk-splines. Usamos como ferramenta

principal para obter nossas estimativas os Corolários 2.3.9, 2.4.7 e 2.4.8. Mostramos que

a taxa de convergência dos sk-splines interpolantes para funções nessas classes coincide

com a taxa de convergência por subespaços de polinômios trigonométricos e que é ótima,

em termos de ordem, no sentido de n-larguras em vários casos. No final comparamos os

resultados deste capítulo com resultados relacionados publicados em artigos de A. Kushpel.

Observação 3.2.1. Sejam a, b, r P R, a ě b ą 0 e r ě 1. Então

pa ´ bqr ď ar ´ br.

Observação 3.2.2. Sejam a, b P R, a ą 0, b ą 0. Então existe c P N tal que e´at ď t´b

para t ě c. De fato

lim
tÑ`8

e´at

t´b
“ lim

tÑ`8

tb

eat
“ 0

e assim existe c ą 0 tal que se t ě c, tb{eat ď 1 e portanto e´at ď t´b.

Teorema 3.2.3. Sejam r, α dois números reais positivos, e seja

K2pxq “
ÿ

lPZdzt0u

e´α|l|r8eil¨x, x P T
d.

Para n P N seja n “ pn, . . . , nq P N
d. Então, para 1 ď p ď 2 ď q ď 8 e r ě 1, com

1{p ´ 1{q ě 1{2, temos que

sup
fPK2˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Ce´αnr

npd´1qp1{p´1{qq, (3.11)

e para 1 ď q ď 2 ď p ď 8 e r ą 0 temos

sup
fPK2˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Ce´αnr

. (3.12)

Dados p, q P R satisfazendo 1 ď p ď 2 ď q ď 8 e r ě 1, temos

sup
fPK2˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||2 ď Ce´αnr

npd´1qp1{p´1{2q, (3.13)

sup
fPK2˚U2

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Ce´αnr

npd´1qp1{2´1{qq, (3.14)

sup
fPK2˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||p1 ď Ce´αnr

npd´1qp2{p´1q. (3.15)

a constante C é positiva e independe de de n, p e q.
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Demonstração: Consideremos r ą 0 e fixemos n “ pn, n, . . . , nq. Para cada s P N seja

Bs “ tl P Z
d : s ´ 1 ď |l|8 ă su. Temos assim Z

d “
8ď

s“1

Bs. Se p P Bs, s ´ 1 ď |p|8 ă s

e portanto ´sr ă ´|p|r8 ď ´ps ´ 1qr. Seja al “ e´α|l|r8 para l P Z
dzt0u e a0 “ 0. Como

2np “ 2np, por (3.7) temos
ÿ

pPZd

a2np “ a0 `
ÿ

pPZdzt0u

a2np

“
8ÿ

s“2

ÿ

pPBs

a2np

“
8ÿ

s“2

ÿ

pPBs

e´α|2np|r8

“
8ÿ

s“2

ÿ

pPBs

e´αp2nqr|p|r8

ď
8ÿ

s“2

ÿ

pPBs

e´αp2nqrps´1qr

ď C

8ÿ

s“2

sd´1e´αp2nqrps´1qr

“ C

8ÿ

s“2

epd´1q ln se´αp2nqrps´1qr

“ C

8ÿ

s“2

epd´1q ln s´αp2nqrps´1qr

“ Ce´αp2nqr
8ÿ

s“2

epd´1q ln s`αp2nqr´αp2nqrps´1qr

“ Ca2n

8ÿ

s“2

epd´1q ln s´αp2nqrpps´1qr´1q. (3.16)

Seja gpxq “ 4pd ´ 1q
r

xr{4 ´ pd´ 1q ln x, x ě 1. Como g1pxq “ pd´ 1qx´1pxr{4 ´
1q ě 0 para x ě 1 e gp1q “ 4pd ´ 1q{r ą 0, então gpxq ě 0 para todo x ě 1. Tomando

A “ 4pd ´ 1q{r segue por (3.16) que

ÿ

pPZd

a2np ď Ca2n

8ÿ

s“2

eAs
r{4´αp2nqrpps´1qr´1q. (3.17)

Como

lim
xÑ8

px ´ 1qr ´ 1
xr{2

“ 8
então existe a P N tal que

px ´ 1qr ě xr{2, x ě a.

Logo existe uma constante K1 ą 0 tal que

ÿ

pPZd

a2np ď Ca2n

˜
K1 `

8ÿ

s“a

eAs
r{4´αp2nqrsr{2

¸
. (3.18)
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Podemos observar que existe b P N, b ě a, tal que Axr{4 ´ αp2nqrxr{2 ď ´xr{4, x ě b.

Portanto existe uma constante K2 ą 0 e por (3.18) segue que

ÿ

pPZd

a2np ď Ca2n

˜
K1 ` K2 `

8ÿ

s“b

e´sr{4

¸
ď Ca2n

˜
K1 ` K2 `

8ÿ

s“b

e´s1{4

¸
. (3.19)

Como

lim
xÑ8

x2

ex
1{4

“ 0,

existe uma constante c P N, c ě b, tal que

e´x1{4 ď x´2, x ě c.

Assim existem constantes positivas K3 e K4 e por (3.19) segue que

ÿ

pPZd

a2np ď Ca2n

˜
K1 ` K2 ` K3 `

8ÿ

s“c

s´2

¸
ď Ca2n pK1 ` K2 ` K3 ` K4q “ C̄a2n.

Portanto demonstramos que as hipóteses dos Corolários 2.3.9 e 2.4.7 são satisfeitas.

Consideremos agora 1 ď p ď 2 ď q ď 8 tal que p´1 ´ q´1 ě 1{2 e seja

s “ pp´1 ´ q´1q´1. Então por (3.7) e pela Observação 3.2.1
ÿ

|p|8ě|n|8

papqs “
ÿ

|p|8ě|n|8

pe´α|p|r8qs

“
ÿ

|p|8ě|n|8

e´αs|p|r8

ď
8ÿ

j“n`1

ÿ

pPBj

e´αs|p|r8

ď
8ÿ

j“n`1

C1j
d´1e´αspj´1qr

“ C1

8ÿ

l“n

pl ` 1qd´1e´αslr

“ C1

8ÿ

l“n

pl ` 1qd´1e´αs|n|r8e´αsplr´|n|r8q

ď C1e
´αsnr

8ÿ

l“n

pl ` 1qd´1e´αspl´nqr

“ C1e
´αsnr

8ÿ

j“0

pj ` n ` 1qd´1e´αsjr

.

Como

pj ` 1 ` nqd´1 “
d´1ÿ

i“0

˜
d ´ 1

i

¸
pj ` 1qd´1´ini

ď C2pj ` 1qd´1nd´1

ď 2d´1C2j
d´1nd´1,
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temos

ÿ

|p|8ě|n|8

papqs ď C3n
d´1e´αsnr

8ÿ

j“1

jd´1e´αsjr ď C3n
d´1e´αsnr

8ÿ

j“1

jd´1e´αsj.

Pela Observação 3.2.2 segue que existe k P N tal que e´αst ď t´2d, t ě k. Assim

ÿ

|p|8ě|n|8

papqs ď C3n
d´1e´αsnr

˜
k´1ÿ

j“1

jd´1e´αsj `
8ÿ

j“k

jd´1j´2d

¸

“ C3n
d´1e´αsnr

˜
K5 `

8ÿ

j“k

j´d´1

¸

ď C3n
d´1e´αsnr

˜
K5 `

8ÿ

j“k

j´2

¸

“ C4n
d´1e´αsnr

.

Logo

˜
8ÿ

|p|8ě|n|8

papqs
¸s´1

ď C5e
´αnr

npd´1qp1{p´1{qq.

Pelo Corolário 2.3.9 temos

sup
fPK2˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď C6e
´αnr

npd´1qp1{p´1{qq,

para 1 ď p ď 2 ď q ď 8 e r ě 1, e pelo Corolário 2.4.7 temos,

sup
fPK2˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď C7e
´αnr

,

para 1 ď q ď 2 ď p ď 8 e r ą 0. Isto demonstra (3.11) e (3.12).

De (3.11) e (3.12) temos

˜ ÿ

|l|8ě|n|8

a2

l

¸1{2

ď C8e
´αnr

npd´1q{2,

ÿ

|l|8ě|n|8

al ď C8e
´αnr

npd´1q,

e an “ e´αnr

. Assim as estimativas (3.13), (3.14) e (3.15) seguem pelo Corolário 2.4.8.
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Observação 3.2.4. Consideremos um núcleo K2 como no Teorema 3.2.3 e sejam n P N e

p, q P R com 1 ď p, q ď 8. Observamos que o conjunto K2 ˚ Up é uma classe de funções

sobre T
d, infinitamente diferenciáveis se 0 ă r ă 1 e analíticas se r ě 1. Foi demonstrado

em (KUSHPEL; STABILE; TOZONI, 2014) que

dp2n`1qdpK2 ˚ Up, Lqq ! e´αnr

npd´1qp1{p´1{qq, 1 ď p ď 2 ď q ď 8, r ą 1, (3.20)

e

dp2nqdpK2 ˚ Up, Lqq ! e´αnr

npd´1qp1{p´1{2q, 1 ď p ď 2 ď q ď 8, r “ 1, (3.21)

e

dp2nqdpK2 ˚ Up, Lqq — e´αnr

, 2 ď p, q ď 8, 0 ă r ď 1. (3.22)

Verificamos que para todos os casos estudados no Teorema 3.2.3, a taxa de convergência

dos sk-splines interpolantes obtida neste teorema, coincide (ou é mesmo melhor pois

dp2n`1qdpK2 ˚ Up, Lqq ď dp2nqdpK2 ˚ Up, Lqq) com a taxa de convergência por subespaços de

polinômios trigonométricos da dimensão de SKpΛnq

No caso p “ q “ 2, α ą 0 e 0 ă r ď 1, observamos que a taxa de convergência é

ótima, em termos de ordem, no sentido de n-larguras. A construção dos sk-splines ótimos é

dada no Teorema 2.2.6. O subespaço SKpΛnq é ótimo para a p2nqd-largura de Kolmogorov

da classe K2 ˚ Up em LqpTdq, no caso 1 ď q ď 2 ď p ď 8, 0 ă r ď 1, em termos de ordem.

Observação 3.2.5. Vamos comparar os resultados dos Teoremas 3.1.1 e 3.2.3 com outros

resultados sobre aproximação por splines no toro em artigos de A. Kushpel em coautoria

com outros matemáticos. Em nenhum desses artigos foi obtido um resultado com taxa

de convergência ótima, em termos de ordem, no sentido de n-larguras. Nesses artigos o

estudo foi feito com classes de Sobolev anisotrópicas e em nossos estudos com classes de

funções que denominamos de tipo Sobolev.

Seja Z˚ “ Zzt0u. Para cada 1 ď j ď d, considere uma sequência de números

reais pal,jqlPZ˚ , tal que al,j “ a´l,j e al,j ą al`1,j ą 0 para todo l P N e 1 ď j ď d. Suponha

que para cada n “ pn1, . . . , ndq P N
d existe uma constante positiva C tal que, se l P Z e

|l| ď nj, então

8ÿ

k“1

a2njk´l,j ď Ca2nj´l,j,

onde a constante C independe de j, l e n. Seja K o núcleo

Kpxq “
ÿ

lPZd
˚

ale
il¨x, x P T

d,

onde

al “ al1,1al2,2 ¨ ¨ ¨ ald,d.



Capítulo 3. Aplicações 75

Então foi demonstrado em (LEVESLEY; KUSHPEL, 1999) que para sk-splines associados

a esse núcleo temos que, se 1 ď p ď 2 ď q ď 8 e 1{p ´ 1{q ě 1{2, então

sup
fPK˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď C max
1ďjďd

˜
8ÿ

l“nj

pal,jqqppq´pq´1

¸1{p´1{q

. (3.23)

A constante C é independente de n, p e q.

Seja γ ą 1 e para cada 1 ď j ď d seja al,j “ |l|´γ, l P Z˚. Seja K3 o núcleo

associado a essa sequência particular. Para l “ pl1, . . . , ldq P Z
d
˚ temos

al “ al1,1 ¨ ¨ ¨ ald,d “ |l1|´γ ¨ ¨ ¨ |ld|´γ “ |l1 ¨ ¨ ¨ ld|´γ.

Como sabemos que as sequências pal,jqlPZ˚ , 1 ď j ď d, satisfazem as condições

acima e também que para 1 ď p ď 2 ď q ď 8 com 1{p ´ 1{q ě 1{2 temos
˜

8ÿ

l“nj

p|l|´γqqppq´pq´1

¸1{p´1{q

ď C1n
´γ`1{p´1{q
j ,

onde C1 é uma constante positiva que independe de n “ pn1, . . . , ndq P N
d, para o caso

particular de n “ pn, . . . , nq P N
d, n P N, segue por (3.23) que

sup
fPK3˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď C2n
´γ`1{p´1{q. (3.24)

Observamos que K3 ˚ Up é uma classe de Sobolev em T
d.

A ordem de aproximação neste caso, por subespaços de polinômios trigonomé-

tricos de dimensão n é n´γ`1{p´1{q, para 1 ă p ď q ă 8. Como dimpSKpΛnqq “ p2nqd, o

resultado (3.24) deve ser comparado à aproximação por subespaços de polinômios trigo-

nométricos de dimensão p2nqd, que tem ordem n´dγ`dp1{p´1{qq. Isso mostra que a ordem

de aproximação para uma função f P K3 ˚ Up por sk-splines é muito mais lenta do que a

ordem de melhor aproximação por polinômios trigonométricos.

Consideremos um número primo P e

GP “ tg “ pg1, . . . , gdq P N
d : 1 ď gi ď P ´ 1, i “ 1, . . . , du.

Fixado g P GP , seja

∆g
P “

"
wj “ 2πj

P
g “

ˆ
2πjg1

P
, . . . ,

2πjgd
P

˙
: j “ 0, 1, . . . , P ´ 1

*
.

Seja SKp∆g
P q o espaço dos sk-splines sobre ∆g

P , que tem dimensão P . Em

(GOMES et al., 1999) foi demonstrado que se 1 ď p ď 2 ď q ď 8 e 1{p´ 1{q ě 1{2, então

existe g˚ P GP tal que

sup
fPK3˚Up

||f ´ sknpf,∆g˚

P q||q ď CP´γ`1{p`1{qplogP qγd´1{p`1{q, (3.25)
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onde skpf,∆g˚

P q é o sk-spline interpolante de f tendo como nós e pontos de interpolação

os pontos de ∆g˚

P , e a constante C não depende de P .

O resultado (3.25) dá uma estimativa quase ótima, no sentido de melhor

aproximação por polinômios trigonométricos, para funções f na classe de Sobolev K3 ˚ Up,
por sk-splines, ótima, a menos de um fator logarítmico.

Em (KUSHPEL; GRANDISON; DZUNG, 2006), um resultado semelhante ao

resultado (3.25) foi obtido para o caso p “ q “ 1.

Tomemos agora α, r P R, α ą 0 r ě 1 e para 1 ď j ď d e l P Z˚ seja bl,j “ e´α|l|r .

Assim para l “ pl1, . . . , ldq P Z
d
˚,

bl “ bl1,1 ¨ ¨ ¨ bld,d “ e´α|l1|r ¨ ¨ ¨ e´α|ld|r “ e´αp|l1|r`¨¨¨`|ld|rq.

Seja K4 o núcleo associado a essa sequência particular pblqlPZd
˚
.

Então por (3.23) para o núcleo K4 obtemos, para n “ pn, . . . , nq P N
d, n P N,

1 ď p ď 2 ď q ď 8 com 1{p ´ 1{q ě 1{2, que

sup
fPK4˚Up

||f ´ sknpf, ¨q||q ď Ce´αnr

.

Observe que a ordem de aproximação de uma função f P K4 ˚Up por sk-splines

de SKp∆nq para d ě 2, que tem dimensão p2nqd, coincide com a ordem de aproximação

para d “ 1, neste caso a dimensão de SKp∆nq é 2n. Constatamos assim que a ordem de

aproximação não é boa, para d ě 2.

Nas Observações 3.1.3 e 3.2.4, constatamos que as aproximações de funções

f P K ˚ Up, por sk-splines, para os núcleos K ali considerados, são ótimas, em termos de

ordem, no sentido de melhor aproximação por subespaços de polinômios trigonométricos

da dimensão de SKpΛnq, n “ pn, . . . , nq P N
d, n P N, para vários valores de p e q.
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