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Resumo

A teoria de X-invariantes surgiu do trabalho de Bieri e Strebel, que
definiram o primeiro Y-invariante, apenas para grupos metabelianos, e o
usaram para descrever os grupos metabelianos finitamente gerados [BiSt].
Posteriormente, foram definidos os ¥ -invariantes homotépicos e homolégicos
de grupos finitamente gerados arbitrarios [BiNSt]. Estes s@o certos sub-
conjuntos da esfera de caracteres profundamente relacionados as proprie-
dades de finitude F,,, e FP,,, respectivamente. Os grupos de Artin formam
uma grande classe de grupos, cada um associado a um grafo rotulado, que
inclui algumas subclasses importantes, como “Braid groups” e “Right-
angled Artin groups”.

Em nossa pesquisa, aperfeicoamos um teorema de Meier, Meinert e
VanWyk [MeMnWy] que dd uma descricio parcial do X '-invariante de
grupos de Artin: os autores estabelecem uma condi¢do necessaria e uma
suficiente, ambas de verificagdo simples, para que um caractere esteja no
invariante. Conjecturamos que a condigao suficiente também é necesséaria.
Se GG é um grupo de Artin associado a um grafo conexo G, considere o
posto de G como sendo o nimero minimo de geradores do grupo (livre)
fundamental de G. Meier [Me| provou que a conjectura é verdadeira para
grupos de Artin associados a &drvores, i.e., de posto 0. Provamos que a
mesma é verdadeira para grupos de Artin de posto 1, como nosso resultado
principal. Temos conviccao de que um método similar pode ser aplicado
para provar que a conjectura vale para grupos de Artin de posto 2, o que
é o proximo passo de nossa pesquisa.



Abstract

The Y-invariants theory arose from the work of Bieri and Strebel, who
defined the first Y-invariant, for metabelian groups only, and used it to
describe the finitely presented metabelian groups [BiSt]. Later on, the
homotopical and homological ¥X"*-invariants of arbitrary finitely gener-
ated groups were defined [BiRe]. These are certain subsets of the sphere
of characters deeply related to the finiteness properties F,, and FP,,,
respectively. The Artin groups form a large class of groups, each one as-
sociated to a labeled graph, that includes some important subclasses, as
Braid groups and Right-angled Artin groups.

In our research we improve a theorem of Meier, Meinert and VanWyk
[MeMnWy] that gives a partial description of the ¥'-invariant of Artin
groups: they establish a necessary and a sufficient condition, both of
simple testing, for a character to be in the invariant. We conjecture that
the sufficient condition is also necessary. If G is an Artin group associated
to a connected graph G, consider the rank of G as being the minimal
number of generators of the (free) fundamental group of G. Meier [Me]
has proven the conjecture to be true for Artin Groups associated to trees,
i.e., of rank 0. We prove it to be true for Artin groups of rank 1, as our
main result. We strongly believe that a similar method can be applied to
prove the conjecture for Artin groups of rank 2, which is the next step of
our research.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese, estudamos os -invariantes unidimensionais de grupos de Artin.

Y-invariantes de grupos finitamente gerados

A teoria de X-invariantes surgiu com Bieri e Strebel [BiSt|, que definiram o
primeiro Y-invariante e o utilizaram para descrever os grupos metabelianos fi-
nitamente apresentdveis. Mais tarde, esse invariante ¥!(G) foi definido em
um contexto mais geral, com G sendo um grupo finitamente gerado qualquer
[BiNSt]. Por defini¢io, ¥!(G) contém as classes de equivaléncia [x] de homo-
morfismos nao-nulos (onde dois homomorfismos sdo equivalentes se sao iguais a
menos de um produto por um nimero real positivo)

x:G— (R, +)
tais que o subcomplexo gerado pelos vértices

Gy =1{9€G|x(g9) >0}

de um grafo de Cayley (cf. [Ht]) associado a um conjunto gerador finito de
G é conexo. Em outras palavras, dividimos o complexo de Cayley em duas
metades, seguindo a divisao da reta real em duas semi-retas - reais nao negativos
e reais nao-positivos -, e verificamos quando a propriedade que o grafo de Cayley
possui de ser conexo é preservada para a metade que corresponde aos reais nao-
negativos.

Invariantes andlogos a ¥'(G), de dimensao maior, foram definidos em me-
ados da década de 80 [Re],[BiRe]. Esses invariantes, X™(G) e X" (G, Z), sao
de natureza homotdpica e homoldgica, respectivamente, e sao certos conjuntos
de classes de caracteres profundamente relacionados as propriedades de fini-
tude F,, e F'P,,, respectivamente. Dessa forma, dado um grupo G de tipo F,
(ou FP,,, respectivamente), gracas a um importante resultado de Bieri e Renz
[BiRe] é relativamente simples de se determinar se um subgrupo de G acima dos



comutadores é de tipo F,,, (ou F'P,,, respectivamente), dado que conhecemos o
invariante X™(G) (ou ¥ (G, Z), respectivamente).

Desde entao, muitos avangos foram feitos no sentido de descrever os -
invariantes de diversas classes de grupos, geralmente a custo de muitos calculos.
Vale a pena observar que o invariante ™ (G) (ou £™(G, Z), respectivamente) é
completamente conhecido no caso de grupos de Artin “right angled” [MeMnWy?2]
e que neste caso existem exemplos onde ¥%(G) # X2(G,Z). Isto pode ser visto
como versao monoidal do resultado principal de Bestvina e Brady, que produ-
ziram em [BsBd] o primeiro grupo (dentro da classe de grupos de Artin “right
angled” ) que tem tipo F'P» mas nao tem tipo Fb, i.e., ndo sao finitamente apre-
sentaveis . Para grupos abelianos finitamente gerados, temos que, para cada
caractere x, a classe de equivaléncia [x] € X°°(G,Z). Mas, no caso de grupos
metabelianos G de tipo F P, foi mostrado em [HaKochl] and [HaKoch2] que

Y(G)¢ = X™(G,Z)° = conve,y, 2HG)C (1.0.1)

para m = 2 or m = 3, (G extensao cindida de grupos abelianos, onde o
indice ¢ representa o completamento na esfera de caracteres S(G) = {[x]|x €
Hom(G,R)\ {0}}. De novo, isto pode ser considerado como versao monoidal da
classificagao de grupos metabelianos G de tipo F'P,, para m =2 or m = 3, G
extensao cindida de grupos abelianos [BiSt], [BiHa]. Como existe classificagao
de grupos metabelianos G de posto de Priifer finito ( i.e., existe d tal que cada
subgrupo finitamente gerado de G pode ser gerado por no maximo d elemen-
tos) de tipo homoldgico F P, [Aberg], mais tarde Meinert obteve a classificagao
completa de ™ (G, Z) para grupos metabelianos G de posto de Priifer finito e
m arbitrdrio [Mn1].

Um resultado especialmente interessante para nossa pesquisa é o obtido por
Schmitt [Sch], que, no caso de G ser um grupo que age sem inversoes sobre
uma arvore 7', relaciona os Y-invariantes homotépicos de G aos Y-invariantes
dos estabilizadores de vértices e arestas de 7. A luz da teoria de Bass-Serre,
esse teorema nos permite concluir que se um caractere de um produto livre
amalgamado G = A x¢ B pertence ao invariante de G e sua restri¢cdo pertence
ao invariante de C, entdo suas restrigoes a A e B pertencem aos invariantes de
A e B, respectivamente.

Mais detalhes sobre a teoria de Y-invariantes e os resultados mencionados,
além de outros resultados preliminares que provamos, podem ser encontrados
na secao 1.2.

Grupos de Artin e seus Y-itnvariantes

Os grupos de Artin formam uma grande classe de grupos, com uma definigao
combinatorial simples: Seja G um grafo simplicial finito, com arestas rotuladas
por numeros inteiros maiores que um. Entao, o grupo de Artin associado a
G, denotado por G, é dado por uma apresentacio finita, com geradores corres-
pondentes aos vértices de G e relagoes dadas por



[u7 U]n = [’U, u]nv

para cada aresta {u,v} de G com rétulo n, onde

[a,b],, :=abab---, Va,beV(G).
n fatores

A classe de grupos de Artin inclui varias subclasses importantes, como gru-
pos livres finitamente gerados, grupos abelianos finitamente gerados, “braid
groups” e “graph groups”. Grupos de Artin costumam ser muito uteis para a
construgao de exemplos com propriedades singulares, por sua definicao combi-
natorial ampla e simples (c¢f. [BsBd]).

Até agora, ndo temos uma descricao detalhada geral dos X-invariantes de
grupos de Artin, nem mesmo de dimensao 1.

Seja x um caractere de um grupo de Artin G associado a um grafo G. Uma
aresta e de G é dita morta se e tem rotulo par maior que dois e as imagens
dos elementos de G associados aos extremos de e sao nimeros reais antipodais.
Defina Lx = Lz(x) como o subgrafo completo de G gerado pelos vértices v €
V(G) tais que x(v) # 0. Defina o subgrafo vivo £ = L(x) C Lz como o
subgrafo obtido de Lz apds remover as arestas mortas. Um subgrafo H de G
é dito dominante se, para todo v € V(G) \ V(H), existe uma aresta de G que
liga v a um vértice de H.

Dado um grupo de Artin G associado a um grafo G, Meier [Me] descreve
completamente o X1(G) a partir de G, no caso de G ser uma &rvore: ele de-
monstra que a classe de um caractere x de G pertence a X1(G) se e somente se
L(x) é conexo e dominante.

Meier, Meinert e VanWyk [MeMnWy] calculam uma descri¢ao parcial, tam-
bém a partir de G, para o Y-invariante unidimensional de grupos de Artin
arbitrdarios: uma condi¢do necessaria e uma condicao suficiente para que um
caractere de GG pertenca ao invariante (sendo que a suficiente ji havia sido de-
monstrada em [Me]). Mais especificamente, provam que se L(x) é conexo e
dominante, entdo [x] € £(G). Além disso, também provam uma reciproca par-
cial: se [x] € X1(G), entdo Lx(x) é conexo e dominante. Note que a primeira
condicao implica a segunda, pelas defini¢coes dos subgrafos.

Mais detalhes sobre Y-invariantes de grupos de Artin, bem como alguns
resultados novos obtidos, podem ser encontrados na secao 1.3.

Os resultados novos

Nesta tese, estudamos os Y-invariantes unidimensionais de grupos de Artin.
Conjecturamos que a condigao suficiente provada por Meier, Meinert e VanWyk
seja também necessaria. Ou seja, se G é um grupo de Artin associado ao grafo G,
conjecturamos que, dado um caractere x de G, entdo [x] € £!(G) se e somente
se L(x) é conexo e dominante. O objetivo da tese é provar a validade dessa
conjectura para alguns tipos de grupos de Artin especificos.



Seja G um grupo de Artin, associado ao grafo G. Se G é desconexo, é facil
ver que a conjectura vale (coroldrio 2.3.19), com ©!(G) = (). Logo, considere G
como sendo um grafo conexo. Entao,

m(G)=ZL*xLx*-- 7,

n copias

para algum n > 0. Dizemos, nesse caso, que G é um grupo de Artin de posto
n. Sob essa defini¢do, é sabido que a conjectura vale para todos os grupos de
Artin de posto 0, i.e., associados a arvores.

O resultado principal

O resultado principal da tese é o seguinte:

Teorema (3.1.2). Seja G um grupo de Artin de posto 1, associado ao grafo G.
Entao,

YHG) = {[x] € S(G) | L(x) é um subgrafo conexo e dominante de G}.

O teorema acima é provado no capitulo 2. Para prové-lo, precisamos de duas
etapas, que explicaremos abaixo.

Casos especiais

Na secao 2.2, demonstramos que a conjectura vale para alguns casos especiais
de grupos de Artin de posto 1. S&o grupos de Artin G associados a grafos G
com poucos vértices e arestas, o que facilita os calculos. Além disso, cada grupo
acompanha um caractere especifico xy no enunciado tal que £(x) é desconexo,
e mostramos que basta provar que [x] € X1(G)¢. Os métodos que usamos para
provar esses casos especiais sao analogos entre si.

Usando alguns cdlculos e um famoso resultado de Bieri e Renz (teorema
2.2.10), o problema se reduz a provar que N := ker y nao ¢ finitamente gerado.
Nas trés demonstragoes, supomos que N é finitamente gerado, mostramos que

G=NX1Z

e chegamos a uma contradigao, a partir da construcao de uma apresentagao
de N usando os geradores e relagoes dados pela definicao de G como grupo de
Artin.

Sao trés casos especiais: o primeiro (teorema 3.2.1) é composto de trés
vértices, com duas arestas mortas e uma aresta de rétulo 2. O segundo também
possui trés vértices, com duas arestas mortas e uma aresta de rétulo {mpar (te-
orema 3.2.2). O terceiro e tltimo possui duas arestas mortas e duas arestas
de rétulo 2 (teorema 3.2.3). Nos trés casos, as arestas mortas dao origem a
geradores de N, enquanto a(s) outra(s) aresta(s) dao origem a relagoes de N.



A idéia da demonstracao do teorema principal

Para demonstrar a validade da conjectura para grupos de Artin de posto 1 (segao
2.3), também procedemos por reducao ao absurdo. Por algumas consideragoes
da segao 1.3 (coroldrio 2.3.17) , basta provar que, dado um caractere discreto
x de G tal que Lz (x) é conexo e L(y) é desconexo, temos que [x] € L1 (G)°.
Supomos, entdo, que Y satisfaz as hipéteses acima e [x] € L}(G).

A demonstracao consiste de vérias alteragoes no grafo G (e, portanto, no
grupo G), de modo que [x] (ou a classe de algum homomorfismo induzido por
X) permanece no invariante do novo grupo. Usamos dois lemas de mergulho
(lemas 2.3.8 e 2.3.6) para descrever certos grupos de Artin como produtos livres
amalgamados de grupos de Artin, com amélgamas também sendo grupos de
Artin. Combinando esses lemas com o teorema de Schmitt (teorema 2.2.18),
obtivemos os teoremas 2.3.11 e 2.3.10, que nos permite alterar os grafos e grupos
da maneira descrita acima.

Apds um numero finito dessas alteracoes, chegamos necessariamente a um
dos casos especiais, o que encerra a demonstragao. Mais especificamente, apos
uma observagao que nos permite identificar G e £z (x), usamos o teorema 2.3.10
para reduzir o grafo G a um lago reduzido nao-trivial.

Fixamos duas arestas mortas (que existem, pois £(x) é desconexo) e usamos
um lema de reducdo (corolario 2.3.26) para colapsar as arestas {mpares. O
unico caso que nao podemos colapsar todas as arestas impares é quando todas
as arestas nao-fixadas sao impares, o que nos leva ao segundo caso especial
(teorema 3.2.2), que j4 foi resolvido.

Depois de colapsar as arestas impares, usamos o mesmo lema de redugao
para mudar os rétulos das arestas nao fixadas restantes (todas pares) para 2.
Ainda usando o mesmo lema de reducgao, acrescentamos algumas arestas de
rétulo 2 (se necessdrias) e usamos o teorema 2.3.11 para reduzir o grafo a um
dos dois outros casos especiais, que ja foram resolvidos (teoremas 3.2.1 e 3.2.3).
Isso encerra a demonstragao.

Outros resultados

No capitulo 3, exibimos dois novos casos em que a conjectura é valida. A
demonstracao é semelhante as dos casos especiais da secao 2.2.

O teorema 4.1.1 é uma tentativa de provar a conjectura para um grupo
de Artin associado a um grafo completo de quatro vértices, de posto 3. Para
isso, tivemos que adicionar algumas hipdteses, e, mesmo assim, a demonstragao
ficou consideravelmente mais trabalhosa. Se retiramos uma aresta, o resultado é
completo e consideravelmente mais simples (teorema 4.1.7) - nesse caso, o grupo
de Artin gerado é de posto 2.

O teorema 4.2.1 é uma generalizacao do padrao do teorema 3.2.2. O grupo
de Artin em questao tem posto arbitrario.



Objetivos futuros

A pesquisa ainda estd em andamento. Temos fortes indicios de que uma adaptagao
do método utilizado nessa tese pode ser usado para provar a validade da con-
jectura para grupos de Artin de posto 2, embora nesse caso os calculos sejam

muito mais extensos, com muito mais casos especiais.



Capitulo 2

Definicoes e Resultados
Preliminares

Nesse capitulo, apresentaremos as defini¢oes e resultados que foram utilizados
como base para a tese. Varios resultados j& sao previamente conhecidos, dos
quais omitiremos as demonstracoes, enquanto outros sao resultados novos que
utilizaremos nos capitulos posteriores.

2.1 Conceitos basicos de Teoria de Grupos

Primeiramente, faremos uma breve revisao de alguns conceitos béasicos, princi-
palmente com o intuito de estabelecer nossa notagao.

Definigcao 2.1.1. Sejam G, Ga, Gy e G grupos, i1 : Go = G1 e is : Gy —
G5 monomorfismos, j; : G1 — G e jy : Go — G homomorfismos. Dizemos

que (G, j1,72) é um produto livre amalgamado de G1 e G com amalgama Gy,
denotado por G = Gy *¢, G2, se

1. j1od1 = jaoia,

2. Para qualquer grupo H e homomorfismos ¢, : G, — H, para r = 1,2,
com ¢q 041 = (3 0 ig, existe um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que
¢r = ¢j7“a para r =1,2.

Teorema 2.1.2 (Forma normal de produtos livres amalgamados). Seja G =

G1 *¢, G2, com a notagdo acima. Sejam S e T tansversais a esquerda de Gy
em G e Ga, respectivamente, tais que 1 € SNT. Temos que

1. j1 e jo sao monomorfismos
2. j1G1 N j2Ga = j1Go = j2Go

3. Pensando em j1 e jo como inclusoes, qualquer elemento de G pode ser
unicamente escrito como uius -« - - Unpc, onden >0, ¢ € Gy e uy, U, ..., Uy
vem alternadamente de S —1 e T — 1.



Demonstragio. [Coh] O

Também serdo utilizados os teoremas estruturais da teoria de Bass-Serre,
incluindo a construgao de grafos de grupos e a relacao da mesma com grupos
agindo sobre drvores. Para mais detalhes, conferir [Coh].

Lema 2.1.3. Seja x : G — R um homomorfismo de grupos e N := kerx.
Suponha que N' < N é um subgrupo normal de G, tal que

G
i
Entao, N = N. Além disso, G ~ N x (a).

Z={a).

Demonstracao. Como x é discreto, temos que % ~ 7. Mas, pelo teorema dos

isomorfismos,

G/N G
NN =N
ou seja,
Z
W —_ Z.

Entao, % = 0, que implica N = N.
Como
Imy ~ (o) ~Z

é livre, temos que a sequéncia exata
1-N—-G—{a)—1
cinde e, portanto, G = N x («) O
Lema 2.1.4. Sejam C e D dois grupos e A := C x D. Defina
DY := ({d°|c€ C,d e D}) < A.
Entdo, para cada a € A, existem tinicos ¢ € C,§ € D tais que
a = cf.

Além disso, ¢ é a imagem de a pela projecdo candnica

A

Demonstracao. Consequéncia do teorema da forma normal de produtos livres
(caso particular do teorema 2.1.2). O

Lema 2.1.5. Sejam C e D dois grupos, com C = x;c; (y;) e A:=Cx D, onde
* denota o produto livre de dois grupos. Entao,

C* = %ierdep <y;j> <A



Demonstracdo. Seja a um elemento arbitrario de A = C « D. Entao, existem
c1€C, ca...,cn€C\{ea}, di,....dy—1€D\{ea}, d,eD

tais que

crdicads - - - cpdy,

(i) () o (™) (i)

€D

S
I

eCcA

A decomposicdo acima é tinica, pois C4 N D = {e4}, uma vez que % ~ D,
Portanto,

aeCred-d,=en

Ou seja, C4 é gerado, como subgrupo de A, por CP := {¢?|c € C,d € D}.
Como C é gerado por {y; |7 € I}, entao temos que

ch = <{y§i}iel,d€D>

Suponha agora que exista uma palavra reduzida sobre {yf}ie 1,deD

€1 €2 En
()" 68" )" oo

il,...,ine.[, dl,...,dnED, €1y En = *1

com

tais que €; = €41 sempre que i; = ;41 e dj = d;4;. Entao, podemos reescrever
a equacao acima como
—1 &1 —1 &2 —1,€n —
d; i, did; Y. coodpad, Yir d, =exp

Pela forma normal de A (como produto livre), temos que os d;’s precisam
cancelar. Mas entao, temos que

dy=dy = =dp.
Logo,

£1,,E2 En __
Yis Yiy Y = €A,
com £; = £;41 sempre que i; = 4;41. Mas isso é uma contradicdao, pela
forma normal de C' = *;¢7 (y;) como produto livre.
Portanto, nio existe tal palavra, o que significa que C* é um produto livre
dos subgrupos ciclicos gerados por cada um dos elementos de

{y¢|iel,dec D}



2.2 X-invariantes de grupos finitamente gerados

A teoria de X-invariantes surgiu com Bieri e Strebel [BiSt], que definiram o
primeiro Y-invariante e o usaram para descrever os grupos metabelianos finita-
mente apresentaveis. Mais tarde, foram definidos Y-invariantes homotépicos e
homolégicos de grupos finitamente gerados quaisquer, que sao certos conjuntos
de classes de caracteres profundamente relacionados as propriedades de finitude
F,, e F'P,,, respectivamente.

Definicao 2.2.1. Seja A um mdédulo sobre um anel R. Dizemos que A tem
tipo (homolégico) F'P,, se existe uma resolucao livre de R-médulos

e B Fy— = Fy—>A—=0

tal que, para todo i < m, F; tem posto finito.
Dizemos que um grupo G tem tipo (homolégico) FP,, (sobre Z) se o
ZG-médulo trivial Z tem tipo homolégico F' P, .

A propriedade F'P,, esta relacionada as nogoes de grupo finitamente gerado
e finitamente apresentavel:

Teorema 2.2.2. Todo grupo € de tipo homoldgico FPy. Um grupo G € de
tipo homolégico F'Py se e somente se € finitamente gerado. Se G € finitamente
apresentavel, entao G € de tipo homoldogico F Ps.

Demonstragio. Cf. [Bi], capitulo 1. O

A reciproca da ultima parte do teorema acima vale para grupos metabelianos
(o que também foi provado por Bieri e Strebel), mas foi provado que nao é ver-
dadeira para um grupo qualquer, quando Bestvina e Brady [BsBd] exibiram um
exemplo de grupo F Py (i.e., FP,, ¥Ym) mas nao finitamente apresentavel. Um
grupo ¢ finitamente apresentavel se e somente se satisfaz uma outra propriedade
mais forte, de natureza homotopica, que veremos a seguir.

Definicao 2.2.3. Seja G um grupo. Dizemos que um complexo CW V é um
complexo K(G,1) se V é conexo, 71(V) ~ G e todos os grupos de homotopia
superiores 7; (V') sao triviais, para i > 2.

Um grupo G é dito de tipo (homotdpico) F,, se existe um complexo
K(G,1) V com m-esqueleto finito.

Teorema 2.2.4. Seja G um grupo. Entao, G é de tipo Fy se e somente se G
€ finitamente gerado. O grupo G € de tipo Fy se e somente se G € finitamente
apresentavel.

Demonstragao. Cf. [Geo], capitulo 7. O

Como é previsivel a partir do resultado acima, a nocao de tipo homotépico
é mais forte que a de tipo homoldgico.

Teorema 2.2.5. Todo grupo de tipo homotopico F,, € de tipo homoldgico F P,,.
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Demonstragio. Cf. [Geo], capitulo 7. O

Definigao 2.2.6. jSeja G um grupo finitamente gerado. Um caractere de G
é um homomorfismo y : G — R. Dois caracteres x1, x2 sao ditos equivalentes
(x1 ~ Xx2) se existe um ntmero real positivo r tal que y; = ry2. A esfera de
caracteres de GG é o conjunto

S(G) := (Hom(G, R)\{O})/ ~~ St

onde n é o posto livre de g

Definigao 2.2.7. Seja G um grupo finitamente gerado e A um ZG-mdédulo
finitamente gerado. Entao, o Y-invariante homolégico m-dimensional é
dado por

"G, A) = {[x] € S(G)| A é de tipo homoldgico FP,, sobre ZG, },
onde G, = {g € G|x(g) > 0}.

Definigao 2.2.8. Seja G um grupo de tipo homotépico F,,. Por definicao,
o Y-invariante homotdpico m-dimensional, ¥™(G), é o conjunto formado
por todas as classes [x] € S(G) para as quais existe um complexo K(G,1) Y,
dependendo de x, e uma funcio altura h : Y — R, y-eqiiivariante, tal que Y/hzo,
o subcomplexo maximal de ¥ de pontos com altura nao-negativa, é (m — 1)-
Conexo.

Teorema 2.2.9 ([BiRe]). Se G € um grupo de tipo F,,, entdo
YG) CymHG) C - C BN,
"G, 72) C ¥ NG, Z) C - C BNG, Z);
YH(G) CXY(G,Z), 1<i<m.
O teorema a seguir explicita a principal aplicacao dos »-invariantes.

Teorema 2.2.10 ([BiRe]). Suponha que G é um grupo de tipo FP,, (tipo F,,)
e H € um subgrupo de G contendo G’, o subgrupo comutador de G. Entao, H
é de tipo FP,, (tipo F,,) se e somente se

S(G.H) == {[x] € S(@)| x(H) = 0} C S™(G,Z) (resp. ()
Nesse trabalho, focaremos nos Y-invariantes de dimensao 1, que coincidem.
Teorema 2.2.11 ([BiRe]). Seja G um grupo de tipo F,,. Entao,
i @) =324G, 7).

Varios teoremas conhecidos descrevem a estrutura dos Y-invariantes. Exi-
biremos alguns abaixo. Buscamos selecionar os mais relevantes para a nossa
pesquisa, de modo que hé ainda muitos outros resultados importantes que nao
constam na lista.
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Teorema 2.2.12 ([BiRe|). Seja G um grupo finitamente gerado e A um ZG-
mddulo finitamente gerado. Entao ¥ (G, A) é aberto em S(G). Além disso, se
G € de tipo F,,, entao X™(G) € aberto em S(G).

Embora o resultado abaixo seja bem conhecido, exibiremos uma demons-
tracao, por sua simplicidade e importancia para a tese.
Primeiro, estabeleceremos uma notacao: durante todo o texto,

EMG) = S(G)\EM(G)

YMG,A)° = S(G)\ MG, A),
onde m é um numero natural e A é um ZG-mddulo.

Proposigao 2.2.13. Seja w: G — G um epimorfismo de grupos e seja X um
caractere nao-nulo de G. Entao,

[xon] € SHG) = [x] € X' (G).
Equivalentemente,
[X] € 21 (G)° = [xon] € 2H(G)°.

Demonstracdao. Defina
X:=Xxorm

e suponha que
] € ZHG).

Entao, existem ZGy-médulos Fj, @ € Z, tais que Fy, F} sao finitamente gerados,
de modo que

F: = F—=>F_ 3= =F =F—=Z—-0

é uma resolugao livre de Z (como ZG,-médulo).
Defina

F = ./T'.®ZGX ZGX,

que é um complexo de Z;(_}')—C—médulos livres finitamente gerados.
Como o funtor ®zq, ZGy é exato a direita, entao

FL—Fy—7Z—0

é uma sequéncia exata, e, portanto, uma resolucao livre parcial de Z como
ZGg-mdédulo. Como Fi, Fy sao finitamente gerados, temos que

(Xl € 2Y(G)
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Em geral, é muito dificil determinar os X-invariantes. No entanto, eles foram
plenamente calculados para algumas classes especificas de grupos.

Teorema 2.2.14. Seja G um grupo livre nao-ciclico finitamente gerado. Entao,
YMG) =X"(G,Z) = 0.

Demonstragao. Exibiremos uma demonstracao desse resultado na segao 1.3 (co-
roldrio 2.3.19), como consequéncia de um outro teorema, embora ele possa ser
provado independentemente (calculando seu quociente metabeliano maximal e
usando o invariante de Bieri-Strebel, por exemplo). O

Teorema 2.2.15 ([BiRe]). Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entdo,
YMG) =X"(G,Z2) = S(G).

Para evitar confusdes com a notagao, exibimos a definicao combinatorial de
grafo que usamos, retirada majoritariamente de [Coh].

Definicao 2.2.16. Um grafo consiste de dois conjuntos disjuntos, o conjunto
V(G) de vértices de G e o conjunto E(G) de arestas de G, juntamente com duas
fungoes

o:EG)—=V(G), ~:E(G) — E@QG),

tais que, para toda aresta e € E(G), e # € e e = €. Definimos outra fungao
T : E(G) — V(G) por 7(e) = o(€). Chamamos o(e) de inicio ou comego de
e e 7(e) de fim ou término de e, nos referindo a ambos como extremos de e.
Chamamos € de aresta inversa de e. Um caminho de comprimento n > 0 é uma
sequéncia finita eg, ..., e, de arestas tais que 7(e;) = o(e;+1) para todo i < n.
Esse caminho come¢a em o(ey) e termina em 7(e,), sendo que os vértices do
caminho sao o(e;) para todo i < n e também 7(e,,). Um caminho é dito um lago
se comega e termina no mesmo vértice. O la¢o trivial ¢ um caminho de tamanho
0, formado por apenas um vértice, comegando e terminando nesse vértice. Um
lago é dito reduzido se e; 11 # é; para todo i < n e ey # €,. Uma grafo é conexo
chamado de drvore se todos os seus lacos reduzidos sao triviais.

Grafos, como definidos acima, tém uma conhecida representacao topologica
como complexo CW. Usaremos ambas as representagoes livremente, ja que sao
completamente compativeis. Para mais sobre a topologia de grafos e complexos
CW, consultar [Ht].

Definicao 2.2.17. Seja G um grupo que age sobre um grafo 7' (cf. [Coh]).
Digamos que G age sem inversoes se sempre que g € GG estabiliza uma aresta e
temos que g estabiliza cada um de seus extremos.

O teorema abaixo estuda os Y-invariantes de grupos que agem (sem in-
versoes) sobre drvores.
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Teorema 2.2.18 ([Sch]). Seja G um grupo, M um ZG-mddulo e x : G — R um
homomorfismo nao trivial. Suponha que G aja sem inversoes em uma drvore T
tal que T € finita modulo a acao de G. Suponha, além disso, que a restri¢ao

Xo : Go = Z
de x ao estabilizador G, de um vértice ou aresta o é nao-nula. Entao,

1. Sen > 1, se [xy] € X"(Gy, M) para todo vértice v de T e se [xe] €
Y=Y G, M) para toda aresta e de T, entdo [x] € "(G, M).

2. Sen >0, sex] € (G, M) e se[xe] € "(Ge, M) para toda aresta e de
T, entao [xy) € ¥"(Gy, M) para todo vértice v de T.

3. Sen>1, sex] € (G, M) e se [xu] € "Gy, M) para todo vértice v
de T, entdo [x.] € X" Y(Ge, M) para toda aresta e de T.

Demonstragao. Um esboco da demonstragao, em inglés, pode ser encontrado
em [MeMnWy2]. O

Utilizaremos o seguinte caso particular do teorema 2.2.18:

Corolario 2.2.19. Seja G um grupo e x : G — R um homomorfismo nao
trivial. Suponha que G possa ser decomposto como um produto livre amalgamado
de grupos

G =G4*g. GB

e sejam x A, XB, Xc as restricoes de x a Ga,Gp, G, respectivamente. Suponha
que X¢c € nao-nulo, e, portanto, x4 e xp também sdo nao-nulos.

Se [x] € XHG) e [xc] € Y Ge), entio [xa] € LG a) e [xB] € 2H(GB).

Demonstracao. Temos que G é grupo fundamental do grafo de grupos com
grupos de vértices G 4,Gp e grupo de aresta G, cuja aresta associada conecta
os vértices G4 e Gp. Entao, pela teoria de Bass-Serre (ver mais detalhes em
[Coh]), temos que G age sobre uma &rvore composta de apenas uma aresta,
com estabilizadores de vértices iguais a G4, Gp e estabilizador de aresta igual
a G¢. Entao, temos o resultado pelo item 2 do teorema 2.2.18, com M = Z e
n=1. O

2.3 Grupos de Artin e seus Y-invariantes

Grupos de Artin formam uma extensa classe de grupos, definidos a partir de
grafos. Nessa se¢ao, apresentaremos alguns definicoes e resultados importantes
relacionados a Y-invariantes de grupos de Artin que utilizamos como base para
a tese.

Definicao 2.3.1. Um grafo G é dito simplicial se:

1. Nao existe aresta e € F(G) tal que o(e) = 7(e).
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2. Se ey,e5 € E(G), o(e1) = o(e2) e T(e1) = 7(e2), entdo e; = eq.

Definigao 2.3.2. Seja G um grafo simplicial finito, com arestas rotuladas por
numeros inteiros maiores que um. Entao, o grupo de Artin associado a G,
denotado por G, é dado por uma apresentagao finita, com geradores correspon-
dentes aos vértices de G e relagoes dadas por

[uv v]n = [Uv u]m

para cada aresta de G, ligando os vértices u e v com rétulo n, onde

[a,b],, :==abab---, Va,beV(G).
n fatores
Observagao 2.3.3. Sejam G um grupo de Artin, associado ao grafo G, e x :
G — R um caractere de G. Se u,v sao extremos de uma aresta com rétulo impar
de G, entao x(u) = x(v). De fato, temos que, para algum [ > 1,

l

[u, V]2141 = (uv)lu = (vu)'v = [v,u]211,

e, portanto,

Ix(uv) + x(v) = Ix(vu) + x(u) = x(v) = x(u).

Abaixo, explicitamos a topologia da esfera de caracteres de um grupo de
Artin.

Recordamos que o grafo completo gerado por V' é o grafo cujos vértices sao
os elementos de V tal que, para toda dupla de vértices diferentes {u, v} existe
uma aresta do grafo que os conecta.

Teorema 2.3.4. Seja G um grupo de Artin associado ao grafo G. Defina V :=
V(G) e a sequinte relagdo de equivaléncia entre vértices de G:

v ~w
)

Eziste um caminho de G, ligando v a w, formado por arestas de rdtulo impar.

Seja

Seja H o grafo completo com V(H) =V e tal que todas as arestas de H tem

rotulo 2. Seja H ~ Z\Vl o grupo de Artin associado a H.
FEntao,
G

a:H,

e, portanto, -
S(G) ~ S(H) ~ SVI—1,

onde 0s isomorfismos sao induzidos por

v v mod ~
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Demonstragao. Seja V := V(G) e R o conjunto de relagoes de G, como na
defini¢ao 2.3.2. Seja

G
m:G— el
a projecao canonica. Entao,
G
o= (V| R,uv = vu, Yu,v € V).

Seja r € R. Entao, existem u,v € V tais que
-1
r = ([u,v]n) ([v,uln)
Se n =2k, k € N, entao

r = (uv)*(vu) ",

Logo, temos que, em g,
r=uFFphk =1

é uma relacao trivial.
Sen=2k+1, k€N, entao

r = (uv)*uv ™ (vu) 7F.
L G
0go, temos que, em 7,
r=uw =1 & u=uv.
Portanto, temos que u ~ v se e somente se existem

U= UL, Uy Uy =V EV

tais que u; e u;y1 sao ligados por uma aresta fmpar, parai=1,...,n — 1.
Ou seja, para quaisquer u,v € V,

u~v = U =7vem a
Dai, temos que
e (V| uv = vu, parau,v € V) = H,
com o isomorfismo sendo claramente induzido por

v v mod ~
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H4 varias maneiras de decompor um grupo de Artin como um produto livre
amalgamado de dois grupos de Artin, com amalgama sendo também um grupo
de Artin. Faremos esse procedimento véarias vezes durante a tese, de modo a
aplicar o corolario 2.2.19. Para mostrarmos esse processo, primeiro precisamos
de alguns lemas.

Lema 2.3.5. Seja G um grupo de Artin, associado a um grafo G. Seja H um
subgrafo de G e H seu grupo de Artin associado. Entao, existe um homomor-
fismo i : H — G tal que a imagem do gerador de H associado a um vértice
u € V(H) C V(G) € o gerador de G associado ao vértice u. Chamaremos i de
homomorfismo induzido pela inclusao H — G.

Demonstragao. Seja X = V(G) \ V(H) e seja F o grupo livre com base X.
Considere o monomorfismo canonico

i1: H— HxF.

Seja R o conjunto de relagoes associadas as arestas de G \ H. Considere o
epimorfismo canonico

. HxF
io: Hx F —» W ~ (.
Entao,
= ’i2 9] il
satisfaz as propriedades descritas no enunciado. O

Lema 2.3.6. Seja G um grupo de Artin associado ao grafo G. Seja H um grafo
composto apenas por um vértice u € V(G) e H = (u) ~ Z seu grupo de Artin
associado.
Seja
1 H—>G

o homomorfismo induzido pela inclusao H — G, como no lema 2.3.5.
Entao, i € um monomorfismo de grupos.

Demonstragao. Provaremos que i(H) ~ 7Z, e, portanto, ¢ ¢ monomorfismo.
Defina I C V(G) como sendo o conjunto de vértices v tais que u ~ v, como
no enunciado do teorema 2.3.4. Note que u € I.
Seja N o subgrupo normal de G gerado por:

e uv~!; para todo v € I\ {u};

e w; para todo w € V(G) \ I.

Seja

2l Q

j:G—
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a projecao canonica. Afirmamos que

~ 7.

=1l

Para provar a afirmacdo acima, vamos obter uma apresentagdo para
partir da apresentagao usual de G como grupo de Artin.
E claro pela definicao de j que

iV(9)) = (j(u).

Portanto, % é ciclico ou trivial, ou seja, é (isomorfo a) um quociente de Z.
Precisamos apenas analisar as imagens das relacoes de G por j.
Seja e € E(G) uma aresta de rétulo n. Temos quatro possibilidades:

ZIQ

a

1. Se o(e),7(e) ¢ I, a relacio de G associada a e ¢ trivial em &, ja que
o(e),(e) € N.

2. Sec(e)=weler(e)=v¢Ie,entao e tem rétulo par, digamos n=2k,
pela definicao de I. Portanto, a relacao de % oriunda de e é a relagao
trivial:

J ((wo)* (vw) %) = j(wh)j(w™") =1,
jdquewv e N.

3. Sea(e) ¢ Ier(e) €1, asituacdo é andloga & anterior.

4. Se o(e) =w € I e 7(e) = w' pertencem a I, entdo a relacio de ¢ oriunda
de e é novamente a relacao trivial:

J ([w’qu[w/’w];l) :j(u U ) =1,
ja que uw "t uw'~! € N.

Portanto, temos que

G
i(G) = — ~H.
i(G) =5
Note que, se identificarmos % e H, temos que
joi=1Id,
e, portanto, i ¢ monomorfismo. O

Definicao 2.3.7. Um subgrafo H de G ¢é dito completo se satisfaz a seguinte
propriedade: Se u,v € V(H) s@o extremos de uma aresta e de G, entao e € E(H).

Lema 2.3.8. Seja G um grupo de Artin associado ao grafo G. Seja H um
subgrafo completo de G e H seu grupo de Artin associado.

Além disso, suponha que se e € E(G) tal que o(e) € V(H) e T(e) ¢ V(H),
entao a aresta e possui rotulo par.

Seja i : H — G o homomorfismo induzido pela inclusio H — G, como no
lema 2.3.5.

Entao, i € um monomorfismo de grupos.
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Demonstrag¢ao. Provaremos que i(H) ~ H, e, portanto, ¢ é monomorfismo.
Para tanto, seja N o subgrupo normal de G gerado por V(G) \ V(H) e seja

, G

a projegdo candnica. Afirmamos que

G
— ~ H.
N

ZQ

Para provar a afirmacdo acima, vamos obter uma apresentacao para
partir da apresentagao usual de G como grupo de Artin.

Os geradores de G que nao tem imagem trivial por j sao os elementos de
V(H), entao esses sao os geradores de % de nossa construcdo. As arestas de
‘H geram relagoes que nao sao alteradas por j, gerando as mesmas relacoes em
%. Portanto, temos que % é (isomorfo a) um quociente de H, ja que tem os
mesmos geradores, mesmas relagoes e possivelmente mais algumas, oriundas das
outras relagoes de G.

Seja e € F(G) uma aresta de rétulo n que nao pertenca a E(H). Como H
é um subgrafo completo, pelo menos um dos extremos de e, digamos 7(e) = v,
nao pertence a H. Temos duas possibilidades:

a

1. Se a(e) ¢ V(H), a relagio de G associada a e ¢é trivial em <, ji que
o(e),7(e) € N

2. Se o(e) = u € V(H), entdo, por hipétese, n = 2k é par e temos que a
relagao associada a e gera uma relagao trivial em %:

7 ()" (o)™ = j ()5 (w) " =1,
jdquev e N.
Portanto, temos que
J(G) = % ~ H.
Note que, se identificarmos % e H, temos que
joi=1d,
e, portanto, ¢ é monomorfismo. O

Proposigao 2.3.9. Seja G um grupo de Artin, associado a um grafo G. Sejam
G4,G8,Gc subgrafos de G, com G 4,Gp,Ge sendo os grupos de Artin associados
a Ga,G8,Gc, respectivamente. Além disso, suponha que:

1.
Gc=G4NGgB.
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G=04UGg.
3. Os homomorfismos
i :Go — G,., r=A,B,
induzidos pelas inclusoes
Gc = Gr, 1=ADB,
respectivamente, $Gao monomorfismos.

FEntao,
G~ GA *Ge GB.

Demonstra¢ao. Sejam
jr:Gr — G, r=AB,

0s homomorfismos de grupos induzidos pelas inclusoes
G- —G, r=AB.
Claro que, pelas definigdes dos homomorfismos, temos que
jaoia=jpoip.
Seja H um grupo e
¢r:G.— H, r=AB,

homomorfismos tais que
paoip = ¢poip.

Defina 0 homomorfismo de grupos ¢ : G — H de modo que

p(v) = ¢r(v), Vv e V(G).

Temos que ¢ esta bem-definido, ja que
paoia=¢poip

G§=G4UGp.

Além disso, claro que
¢T:j7’o¢7 T:A,B,

pelas defini¢cées dos homomorfismos.
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Seja 1 : G — H um homomorfismo tal que
¢r:jr0¢, T:AaB~
Entao,

¢(’U) = ¢r(v) = ]r(w(v)) = 1/}(1)), r=A,B,

e, portanto, ¥ = ¢, pelo item 2 do enunciado.

Portanto, pela definicao de produto livre amalgamado, temos o resultado.
O

Teorema 2.3.10. Seja G um grupo de Artin, associado a um grafo G. Sejam
G4,98,Gc subgrafos de G tais que:

1.
Go=6GaNGp.

G=0GaUGg.
3. Go € um subgrafo de G composto apenas por um vértice.

Sejam G o, Gp,Ge os grupos de Artin associados a Ga,Gp,Gc, respectiva-
mente. seja x : G — R um caractere de G e sejam xa,XB, Xc aS restrigoes de
x & Ga,Gp,Go, respectivamente. Suponha que xc € nao-nulo, e, portanto, x a
e xB também sio nao-nulos. Além disso, suponha que [x] € X1(G).

FEntao,

[xal €21(Ga) e [xs] € XN (Gp).

Demonstra¢ao. Sejam

ir :Goc = G,, r=ADB

0s homomorfismos induzidos pelas inclusoes
gC — gra r= A7 B ’

respectivamente.
Pelo lema 2.3.6, temos que cada i,., para r = A, B, é um monomorfismo.
Entao, pela proposicao 2.3.9, temos que

G~ GA *Geo GB.
Como G¢ ~ 7Z é abeliano, pelo teorema 2.2.15 temos que
[Xc] € Zl(Gc) = S(Gc)

Logo, pelo corolario 2.2.19, temos o resultado.
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Teorema 2.3.11. Seja G um grupo de Artin, associado a um grafo G. Sejam
G4,G5,Gc subgrafos de G tais que:

1.
Gc=G4NGgB.

G=GaUGp.
3. Go € um subgrafo completo de G.

4. Dada uma aresta e € E(G) tal que o(e) € Go e T(e) ¢ Ge, entao a aresta
e possui rotulo par.

Sejam G a,Gp,Gc 0s grupos de Artin associados a Ga,Gp,Gc, respectiva-
mente. seja X : G — R um caractere de G e sejam x A, XB, Xc as restri¢oes de
x ¢ Ga,Gp,Ge, respectivamente. Suponha que x¢o € ndo-nulo, e, portanto,
XA € xXB também sdo nao-nulos. Além disso, suponha que [x] € X'(G) e
el € S1(Ge).

FEntao,

Al €HGa) e [xs] € B(Ga).

Demonstra¢ao. Sejam
ir: G —>G,., r=AB,
0s homomorfismos induzidos pelas inclusées
Gc =Gy, 7=AB,

respectivamente.
Pelo lema 2.3.8, temos que cada um dos i,., para r = A, B, é um monomor-
fismo. Entao, pela proposicao 2.3.9, temos que

G ~ GA *Geo GB.
Portanto, temos o resultado, pelo corolédrio 2.2.19. O

Definigao 2.3.12. Seja G um grafo. Um subgrafo H de G é dito dominante
se, para todo v € V(G) \ V(H), existe e € E(G) tal que o(e) = v , 7(e) € V(H).

Definigao 2.3.13. Seja y um caractere de um grupo de Artin G associado a
um grafo G. Uma aresta e de G é dita morta se e tem rétulo par maior que

dois e x(o(e)) = —x(7(e)).

Definigao 2.3.14. Seja G um grupo de Artin, associado ao grafo G e seja
X : G — R um caractere de G. Defina L = L#(x) como o subgrafo completo
de G gerado pelos vértices v € V(G) tais que x(v) # 0. Defina o subgrafo vivo
L = L(x) C Lr como o subgrafo obtido de Lx apds remover as arestas mortas.
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Teorema 2.3.15 ([MeMnWy]). Seja G um grupo de Artin, G seu grafo asso-
ciado e x um caractere de G.

1. Se L(x) é um subgrafo conezo e dominante de G, entio [x] € B'(G).

2. Se [x] € X1(Q), entdo Lx(x) € conezo e dominante.

O teorema 2.3.15 descreve parcialmente o Y-invariante unidimensional de
grupos de Artin. Acreditamos ainda que a reciproca do item 1 seja verdadeira,
o que d& origem a conjectura abaixo.

Conjectura 2.3.16. Seja G um grupo de Artin, associado ao grafo G. Entao,

YHG) = {[x] € S(G) | L(x) é um subgrafo conexo e dominante de G}

O objetivo de nossa pesquisa € provar que a conjectura acima vale para alguns
casos particulares. Usando o teorema 2.3.15, podemos reduzir a conjectura
2.3.16 para um caso mais simples.

Corolario 2.3.17. Seja G um grupo de Artin e G seu grafo associado. Suponha
que, para todo caractere discreto x de G, temos que

Lr(x) € conexo, L(x) € desconero = [x] € BH(G)".

YHG) = {[x] € S(G) | L(x) é um subgrafo conexo e dominante de G}

Demonstra¢do. Seja x um caractere de G.

Se L(x) é conexo e dominante, temos que [x] € £*(G), pelo teorema 2.3.15.

Se [x] € (@), entdo, pelo teorema 2.3.15, temos que Lx(x) é conexo e
dominante. Portanto, £(x) também ¢é um subgrafo dominante de G, pois ele
é obtido retirando apenas algumas arestas de Lx(x). Suponha que L(x) é
desconexo. Chegaremos a uma contradigao.

Usando a notagao do teorema 2.3.4, temos que a abelianizacao H := g de
G é isomorfa a ZIV|. Portanto, se

V= {171,...,17n},
podemos considerar xy como um vetor

(X(vl)a ey X(vn)) € an

onde v; é um representante qualquer de 7; modulo ~, para cada i. Se L(x) é
desconexo, entao existem dois vértices de Lx(x), digamos vy, v, tais que cada
caminho ligando vy e vo em Lx(x) passa por uma aresta morta, uma vez que
Lr(x) é conexo. Note que isso ndo depende da escolha dos representantes das
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clases de vy, vy, pela definicao de ~. Sejam eq,...,e, essas arestas mortas
(escolhendo uma para cada caminho), de modo que

ej:{uj7u;}c{'l}1,...,'[}n}’ ]:1,,m
Pela densidade de Q em R, para cada v € {vy,...,v,} existem sequéncias
¢ : N —=Q

tais que
lim ¢,(n) = x(v).
n—oo

Além disso, ¢ facil ver que podemos escolher ¢, de modo que
¢, =0 se X(U) =0,

¢o(n) #0Vn se x(v) #0

¢U1:_¢uf7 Z':].,...,m.
Seja
Xj = (v, (4);-- -, bv, (j)) €R™
Entao, claro que
lim x, = X,

n—00

e, portanto,
lim [x,] = [x], em S" ' = S(G).

n—oo
Pela construgao acima, x; € discreto, Lz (x;) é conexo e L(x;) é desconexo para
todo j € N. Portanto, [y;] € ¥'(G)¢ para todo j € N. Como, pelo teorema
2.2.12, £YG)¢ é fechado em S(G), temos que [x] € X} (G)¢, o que nos d4 a
contradicao desejada. O

Durante toda a tese, utilizaremos varias vezes o corolario 2.3.17 para pro-
varmos a validade da conjectura 2.3.16 nos casos em questao.

Primeiramente, consideraremos o caso de um grupo de Artin associado a um
grafo desconexo.

Teorema 2.3.18 ([MeMnWy]). Seja G = Axc B um produto livre amalgamado.
Se [x] € BYG), entio xc € ndo-nulo. Em particular, se G = Ax B entio ¥*(Q)
€ vazio.

Corolério 2.3.19. Seja G um grupo de Artin associado a um grafo desconexo
G. Entao,

YHG) = {[x] € S(G) | L(x) € conexo e dominante} = (.

Em particular, se G é um grupo livre nao-ciclico entio ¥*(G) = ).
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Demonstracao. Claro que G se escreve como produto livre de dois grupos de
Artin, pela definicao de grupo de Artin. Portanto,

YHG) = 0.
O restante do resultado segue do corolario 2.3.17. O

Em vista do corolario 2.3.19, daqui para frente consideraremos apenas grupos
de Artin associados a grafos conexos.

E sabido que a conjectura 2.3.16 é verdadeira para grupos de Artin associados
a uma aresta.

Teorema 2.3.20 ([Me]). Seja G o grupo de Artin associado ao grafo

uy Us.
1. Sen =2, entio X' (G) = S(G) = S*.

2. Sen =2k, k> 1, entio S(G) = S! e X1(Q) = ST\ {(1,-1),(-1,1)}.
3. Sen =2k +1, entio ' (G) = S(G) = §° = {+1}.

Corolario 2.3.21. Seja G um grupo de Artin associado a um grafo G que possui
apenas dois vértices. FEntao,

YHG) = {[x] € S(G) | L(x) € conexo e dominante}
Além disso, sabemos também que a conjectura 2.3.16 vale para arvores.

Teorema 2.3.22 ([Me]). Seja G um grupo de Artin, associado a wma drvore
G. Entao,

YHG) = {[x] € S(G) | L(x) € um subgrafo conexo e dominante de G}.

O objetivo de nossa pesquisa é mostrar, nos capitulos a seguir, que a conjec-
tura 2.3.16 vale para o maior niimero de casos possiveis. Para isso precisaremos
de alguns lemas gerais, que demonstramos a seguir. O primeiro nos diz que o
primeiro Y-invariante de um grupo de Artin é simétrico com relacao a origem.

Lema 2.3.23. Seja G um grupo de Artin. Entio, ¥'(G) = —L1(G).

Demonstracio. B facil ver, pela simetria das relagoes da definicao de grupo de
Artin, que a funcao

o:G—G
gr—g "

é um automorfismo de G, de modo que
X0¢=—Xx.

Como (@) é invariante via automorfismos, temos o resultado. O
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Lema 2.3.24. Sejam G um grupo, x € Hom(G,R) um caractere discreto e
H :=kerx. Entao,

S(G, H) :={[Y] € S(G) [¥(H) = 0} = {[x], = [x]}-

Demonstragio. Obviamente, basta provar que S(G,H) C {[x],—[x]}. Sem
perda de generalidade, suponha que Imx = Z e que [u] € S(G, H). Entao,
H < ker p. Além disso,

G/H Z

I oS ~ ~ .
A kerp  kerp/H — keru/H

Mas Im g é um subgrupo nao nulo de R, logo é livre de torgao. Sendo também
um quociente de Z, temos que Im p ~ Z, ou seja, k‘jfl“ é o grupo trivial, o que

implica ker p = H. O

Corolario 2.3.25. Seja G um grupo de Artin e x um caractere discreto de G.
FEntao,

[x] € 21(G) & ker x € finitamente gerado

Demonstragao. Pelo lema 2.3.24, temos que S(G, N) = {[x], —[x]}- Aphcando
o teorema 2.2.10, para m = 1, e o lema 2.3.23, vemos que [x] € X}(G) se e
somente se ker y é finitamente gerado. O

O corolério 2.3.25 nos d4 uma maneira eficiente de utilizar o corolario 2.3.17.

O resultado abaixo é um coroldrio da proposicao 2.2.13, que nos da um
maneira algoritmica de reduzir grafos, para que possamos aplicar o corolario
2.3.17 com mais facilidade.

Coroléario 2.3.26. Seja G um grupo de Artin, com grafo associado G, cujo
congunto de vértices € V(G) = {u;}icr. Considere I como sendo totalmente
ordenado. Caso exista wma aresta conectando u; e uj, com i < j, denotamos
o rdtulo dessa aresta como ;. Para cada v € V(G), seja I, o conjunto de
vértices de G que estao ligados a v por caminhos compostos apenas de arestas
com rétulos impares. Seja x um caractere de G e G o grupo de Artin associado
ao grafo G, obtido de G atrdves de um mimero finito de passos dos seguintes
tipos:

1. apagar os vértices de I,,, onde v é um vértice tal que x(v) = 0, bem como
todas as arestas as quais eles pertencam.

2. adicionar uma aresta, de rotulo n > 2, ligando dois vértices de G que nao
possuem uma aresta que os conecte.

3. trocar um rdtulo oy de uma aresta {u;,u;} de G por B;i; > 1 tal que
Bijlaij, a nao ser que x(u;) # x(uj;) e Bi; seja impar.
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4. identificar dois vértices u;, u; tais que x(u;) = x(u;). Depois, reduzir duas
arestas que eventualmente tenham mesmas extremidades, de rétulos m,n,
a apenas uma, de rdtulo mdc(m,n). Caso mdc(m,n) = 1, identificar os
vértices, repetindo o processo. Depois, apagar arestas que tenham fim e
cOmeco 1guais.

Entao, existe um epimorfismo natural
7:G—»G.

Além disso, x induz um caractere X de G (de modo que x = Y o) e temos
que -
] € 21(G)° = [x] € BHG)°

Demonstracdo. Precisamos apenas provar que G é um grafo adequado para a
defini¢do de um grupo de Artin, uma vez que, assumindo isso, 0s passos acima
consistem apenas em acrescentar relagoes a G, e, portanto, o resultado é con-
sequéncia da proposicao 2.2.13. Note que x induz ¥ : G — R, por causa das
condigoes nos passos 1, 2, 3 e 4.

Para o passo 1, primeiramente note que, pela observacao 2.3.3, os vértices
de I, tem x-valor nulo. Seja

1= I,.
x(v)=0

Entao, aplicar o passo 1 significa fazer o quociente do grupo original pelo sub-
grupo

N:= ()¢ <G.
E suficiente mostrar que as relagoes oriundas das arestas “apagadas” nao geram
novas relagoes no quociente. De fato, seja e uma aresta tal que 7(e) = v’ € I.
Temos duas possibilidades:

1. o(e) = u € I. Nesse caso, a relacao gerada no quociente a partir de e é
trivial, pois u,v € N.

2. o(e) = u ¢ I. Nesse caso, e tem rétulo par, digamos 2k. Entao, e dd
origem, no quociente %, a relacao
(uv)k(vu)—F =ara=F =1,
que ¢ trivial.

Nao ha o que provar para os passos 2 e 3, basta observar as relagdes na
definicao de grupos de Artin.

Para o passo 4, note que todas as relagoes de GG, em sua apresentagao
canoénica como grupo de Artin, sao da seguinte forma:

[Ui, uj]n = uiujui cee = ujul-uj e = [Uj, Uz]n .
—_————  —\
n fatores n fatores
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Ao identificarmos dois vértices, poderia ocorrer de obtermos um grafo nao-
simplicial, i.e., com duas ou mais arestas ligando dois vértices. Para resolver
esse problema, observamos que

(Wi ujlm = [wj, wilm € [wi ujln = [uj, wiln
| (2.3.1)
[uia uj]mdc(m,n) = [ujv ui]mdc(m,n)-
De fato, com 1, j, m arbitrarios, é claro que
[wiy wjlm = [Ug, Uilm = Ui, Ujlam = [Uj, Uilam, Yo € Z,

onde « pode ser negativo, se definirmos

(Wi, Uj)—m = [u;l,ufl m-

Logo, é evidente que

[uia uj]mdc(m,n) = [uja ui]mdc(m,n)
3

[wis ujlm = [uj, wilm € [ui, ujln = [uj, wiln.
Reciprocamente, se d := mdc(n, m), temos que existem «, 5 € Z tais que
am + fn =d.
Logo, supondo que
[Wis Wjlm = [ug, wilm € [ui, usln = [ug, uiln,
temos que

[Uis Ujlam = [Uj, Wilam € [ui,uj]pn = [U), uiln-

Dai, apenas justapondo as relagoes, temos que

[uiauj]a7n+ﬂn - [ujaui]am+Bn = [Uiauj]d - [uja ui]da

como queriamos demonstrar.

Usando (2.3.1), podemos reduzir duas arestas de mesmas extremidades - com
rétulos m, n - a uma dnica aresta - de rétulo mde(m, n) -, repetindo o processo
até que haja apenas uma aresta. Caso mdec(m,n) = 1, basta identificar os
vértices e repetir o processo. Note que s6 podemos identificar dois vértices
u;,uj (usando o passo 4) se x(u;) = x(u;), mas é exatamente o caso, pois,
se mdc(m,n) = 1, entdo pelo menos uma das arestas é impar, o que forga
x(ui) = x(u;), pela observacao 2.3.3.

Dessa forma, o grafo G é um grafo que se adequa & definicdo de grupo de
Artin. O
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Capitulo 3

Grupos de Artin de posto 1

3.1 Objetivo

A definigao a seguir serd utilizada por uma questao de praticidade.

Definigao 3.1.1. Seja G um grupo de Artin, associado a um grafo conexo G.
Entao,
m(G)=ZL*xZLx - 7,
—_—

n copias

para algum n > 0. Dizemos entao que G é um grupo de Artin de posto n.

Vimos que a conjectura 2.3.16 ja foi provada como verdadeira para grupos
de Artin de posto 0 (teorema 2.3.22). Nosso objetivo nesse capitulo é provar o
mesmo para grupos de Artin de posto 1, ou seja, o teorema a seguir.

Teorema 3.1.2. Seja G um grupo de Artin de posto 1, associado ao grafo G.
FEntao,
YHG) = {[x] € S(G)| L(x) € um subgrafo conexo e dominante de G}.

Para isso, reduziremos o problema para grupos de Artin associados a grafos
pequenos, utilizando o corolario 2.2.19 e o corolario 2.3.26. Primeiramente,
vamos resolver esses casos especiais, na proxima segao.

3.2 Os casos especiais
Nessa segao, provaremos a conjectura 2.3.16 para trés modelos de grupos de

Artin de posto 1. Esses resultados serdo importantes para provar o teorema
3.1.2.
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Teorema 3.2.1. Seja G = G(k1,k2) o grupo de Artin associado ao grafo

2

2%
2 2k

w

tal que ky, ko sdo inteiros positivos maiores que 1 e x € Hom(G,R) tal que

Entao, [x] € £Y(G)°

Demonstracao. Pelo corolario 2.3.26, podemos considerar que ky, k2 sao primos.

Seja N := ker x. Pela imagem dos geradores de G por y, vemos que x é
discreto. Pelo coroldrio 2.3.25, temos que [x] € ¥1(G) se e somente se N ¢é
finitamente gerado (como grupo).

Suponha, entao, que N é finitamente gerado. Chegaremos a uma con-
tradicao.

Por defini¢do, G tem uma apresentacao

G = (u,v,w|uv = vu, (vw)** = (w)*2, (uw)*? = (wu)*?)

Defina
To = vw, Yo = uw,
ou seja,
_ —1 _ —1
vV=Tow T, UuU=Yw .
Entao,

N = <930>y0>G

De fato, seja o
N = (zg,y0)" < N.

Temos que
G
N (u,v,w | relagoes de G,vw = 1,uw = 1).
Ou seja, em %, v=u=w" oque ji torna as relacdes de G irrelevantes.
Assim,
G
— ~7Z=(w
L= (w)
Entao, pelo lema 2.1.3, N = N e
G =N x(w)

Portanto, » A
ri=xy ., Y=Yy, 1E€ZL



formam um conjunto de geradores de N.
Traduzindo as relacoes de G para a apresentagao de N com os geradores
acima, temos que:

(vw)" = (W) & 2ft =2 o b =M vie z, (3.2.1)

Y vicZ, (3.2.2)

(uw)kz _ (wu)kz PN yém _ y]i21 o y§2

UV = VU = yowflxowfl = xowflyowfl S Y21 = T_2Y_1

= T = yi__llxi—lyi Vi € Z. (323)
Portanto, temos a seguinte apresentacao para N:
N = ({wi,yitier | 2" = 26y =y, v = y; w1y i € 7).
Por hipétese, N é finitamente gerado, logo

N
N
(e 06)

também o é. Note que, por (3.2.1) e (3.2.2),

N :=

N — <{$i7y’i}i€Z | xfl = 173/52 = 1a‘ri = y;_llxiflyivi S Z>
Defina os grupos

K = ({yitiez | y)* = 1,i € Z) = %ien(yi | yi* = 1) = iz Ly,
K = (z|2" =1) ~ 7,

A=K % Kl.
Note que, identificando x = ¢, podemos escrever {z; };ez como subconjunto
de A. De fato, basta usarmos que, por (3.2.3),
T, = y;_llxi,lyh set1 >0 e z; = yixiﬂy;}l, se 1 < 0.

Levando isso em conta, podemos descrever N como o seguinte quociente de
A:

LA
({2 Yiez)?

Pelo lema 2.1.4, temos que, para cada i € Z, existe tnico 7; € KX tal que

~ N.
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Ti = T,

j4 que, por (3.2.3) a imagem de cada x; pela projecio candnica A — K4 é

igual a z.
Entao,
k1—1 k1—2
xfl = (x'yi)kl = wkl’ﬁc ' o ' R e i (3.2.4)
Observe que K# é um subgrupo de indice finito de A, ji que
A
ﬁ ~ Zkl'
Entao,
B :=n(K*%)

é um subgrupo de indice finito de N. Ou seja, B é finitamente gerado. Veremos
que isso gera uma contradigao.

Note que como x é gerador de Zj, como grupo, entdo Zg,[K1] ~ Zy,|z],
como algebras de grupos (com coeficientes em Zy, ), onde z*t = 1.

Considere B como sendo a abelianizacio de B. O Z-médulo B é fini-
tamente gerado, pois B é finitamente gerado. Veremos B? como sendo um
Zy, | K1]-mé6dulo, gerado pelas classes de y;, onde a agao de K; é dada por con-
jugacao a direita.

Por (3.2.4), com a notagao acima, temos que

pab ~ Piezyi (Liy[2])
7 ;
de modo que y; Z, [K1] ~ Zy,[K1] e I é 0 Zj,[K;1]-submédulo gerado por
Vi(l+z+---+aM7h), Vi
Defina

Zkz[x}
(1+x+-~-+$k1_1)’

que é um anel que também é um Zy,-espago vetorial (ja que ko é primo) de
dimensao k1 — 1 > 1. Entao,

B = @,y R,

é um quociente de B (como Z-mdédulo), sendo, portanto, finitamente ge-
rado (como Z-médulo).
Mas isso é uma contradi¢ao, pois R # 0. O

O teorema a seguir é um caso particular de um teorema que demonstraremos
no ultimo capitulo, mas optamos por demonstra-lo independentemente, ja que
a demonstracao desse caso é bem mais simples e importante para o capitulo.
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Teorema 3.2.2. Seja G = G(k1,ko,1) o grupo de Artin associado ao grafo

2k
Ui Uz
2041
ng
us

tal que ky,ka,l sdo inteiros positivos, com ki, ko > 1 e x € Hom(G,R) tal

que
—1=x(u1) = x(us) = —x(u2).

Entdo, [x] € 2YG)¢
Demonstracao. Seja N := ker y. Pela imagem dos geradores de G por x, vemos
que x ¢ discreto. Pelo coroldrio 2.3.25, temos que [x] € ¥!(G) se e somente se
N é finitamente gerado (como grupo).

Suponha, entdo, que N ¢é finitamente gerado. Chegaremos a uma con-
tradicao.

Por definicao, G tem uma apresentacao

G = (u1, ug, uz | (urug)™ = (ugur)™, (uguz)™ = (uguz)*?,
(ulu;g)lul = (U3u1)lu?,>.
Podemos supor que os k; sao primos, pelo corolario 2.3.26.

Defina
Lo 1= UrUu2, Yo ‘= U2U3,

ou seja, ) .
Uy = Toly uz = Uy Yo-

Entao, .
N = <~’007 y0>

De fato, seja .
N = (zg,y0) < N

Temos que

uy, ug, uz | relagoes de G, ujus = uguz = 1).

G
N
Ou seja, % ~ 7., gerado por us. Como x é discreto, pelo lema 2.1.3, temos que

N=Ne
G:N><I<U2>.

Isso mostra que
€T = xoza Yi = y027 ZEZv

sao geradores de N como subgrupo de G.
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Precisamos agora traduzir as relagoes de G para a apresentagao de N que
usaremos. As duas primeiras relagoes sao simples:

(urug)' = (ugu))" & aft = 2 o 2br = aM vie z, (3.2.5)
(uguz)™ = (ugus)*® & yp* = y)* & yg* = y;* Vi € Z. (3.2.6)
Para a terceira relacao, desenvolveremos cada lado da equagao separada-

mente:

| fatores

(U1U3)lul = (xou;Qyo) e (foug_zyo) iﬂouz_l = XoY2X2Y4 - $21—2y21$2w2_2l_1,

! fatores

l -1 -1 -1 —1y, —1
(uzu1)'uz = (uy YoTous )+ (Uy YoToUs ) Uy Yo =

—20—1

Y1T1Y3T3 -~ - Y21—-1021—1Y21+1Usg .

—201—-1
2

Igualando os dois termos resultantes acima, cancelando os fatores u a

direita de cada termo e conjugando a equacio por u} temos que

(u1U3)lu1 = (U3u1)lu;3 =

TilYit2Tit2Yitd *  Yit2ATit2l = Yit1Tit1Yit3Tit3 - Tig2l—1Yit2141 Vi € Z
(3.2.7)

Temos, portanto, a seguinte apresentacao para N:
N = ({z,yi iez | (3.2.5),(3.2.6), (3.2.7),i € Z).

Por hipétese, N é finitamente gerado, logo

N

N
k k
<‘r01 ’ y02>

também o é. Note que, por (3.2.5) e (3.2.6),

N :=

N = ({xi,yi}iemxfl = 1,y§2 = ,(327),2 € Z>

Defina os grupos

Kl = <{$i}0§i§2l—1 \xfl = 1,0 S 7 S 2l — 1> =

k
ko<i<ai—1 (Ti | ;' = 1) =~ *o<i<oi—1Zk, ,
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K= {yitiez | yi? = 1,i € Z) = ez (yi | y* = 1) = %iezZx,,

M = K x K,
D:ZZkl,
A:=K=xD.

Note que podemos escrever {x; };ez como subconjunto de M. De fato, temos
que, por (3.2.7),

1 -1 -1 1 -1
Tit2l = YiroPiror—2Yivra1—2Tito1—a" " Yigali =~
CYip 1T 1Yip3Tit3 - Tipoi—1Yiyoit1, Vi € Z, (3.2.8)

Ti = Yi+1Li+1Yi43Ti+3 * " Li+21—-1Yi+20+1"
-1, -1 —1 -1 -1, -1 .
TV Tian—oYito—2 TiyalYiro, Vi € L. (3.2.9)
Levando isso em conta, podemos descrever N como o seguinte quociente de

M:

M _
T M—» ———70— ~N.

. M
({1 }iez)
Pelo lema 2.1.4, temos que, para cada i € Z, existem unicos z; € Kj,
v; € K1 tais que

T; = TijU;.

Note que, se 0 <1 < 2] — 1, entao x; = Z; e v; = epy.
Além disso, por (3.2.8), temos que

—1 .
Ti¥Y;i4 € <Ii—21, Li—20—1y+ -y Li—1,Yi—214+15 Yi—21+25 - - - ,y¢> Vi > 2.

Substituindo z; = Z;v; na equagado acima, temos que

~ —1 ~ ~ ~
TiviY; 4 € <-Ti—2lUi—217 Li—21—1Vi—21—15 -+ -y Li—1Vi—1, Yi—21+15 Yi—20+2, - - - 7y7:>
Vi > 2.

Temos, entao que o elemento a esquerda é equivalente a uma palavra for-
mada a partir dos elementos geradores a direita. Nessa palavra, conjugamos os
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elementos de modo a isolar os fatores Z; a esquerda da palavra, obtendo uma
nova palavra

~, —1
‘Iiviyi-ﬁ—l = Citsi S Ml,

onde

K K
G €K1 e 0 € (Vimo, Vicoi—1, o, Vi1, Yim 2l 1, Yim2042, - - - Yi) - < K7L
Como
- -1 K
£L'7;€K1, ’Uin_lEK L

e, pelo lema 2.1.4, essa decomposicao é unica, temos que ; = ¢; e

- K
Vi1 = 0i € (Vimat, Vimai1, - - - Vie L, Yim 2041, Yi2042s - - Yi) s
Vi > 2l.
Como v; =1, para 0 < j < 2l — 1 temos, por inducdo, que
_ K .
viyir1 € {yitogy<a)™ Vi 2L (3.2.10)
Analogamente, por (3.2.9) e pelo lema 2.1.4, temos que
Y Ti € (Tig1, Tivas s Tigol, Yit2, Yit 3y - - - Yig2ir1), Vi <O
Substituindo z; = Z;v; na equagao acima, temos que
—1 -1 ~ (oF L
Yir1Ti = Yi 1 TiVi = T4 (yf+1) Vi
e, por argumento analogo ao do caso anterior,
&\ L K, .
(yi+1) v; € <Uz'+1’?1i+27 s Vi2l, Yit 2, Yit 35 - - - 7yi+21+1> , Vi<,
Logo, por indugao,
T; -1 Ky .
(vit1)  vi € {yjlivegy<a)™', Vi <O (3.2.11)

Queremos agora construir um epimorfismo

0:M— A

de modo que 0| = Idg e 0 projete K em Zy, .
Levando isso em consideragdo e considerando Zj, como subgrupo de A,
definimos # em K da seguinte maneira:
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0(580) = 0(1‘1) =...= 0(5821_2) =1e€e ka Q(l’gl_l) =2¢c Zkl-

Pelo lema 2.1.4 e por (3.2.8), temos que

~ ~—1 ~—1 ~—1~ ~ ~ :
Ti42] = :z:i+21_2xi+2l_4 Ly L4143 0 Li420—1, Vi. (3212)

Aplicando 6, temos que

O(Tivo) = —0(Zi) + 0(Ziy1) — O(Tig2) + -+ — O0(Tiv2u—2) + 0(Tiza-1), Vi
Assim,
(o) =1, O(Tor41) = 0(Targ2) = -+ = 0(Za—1) = —1, 0(Za) = -2,
0(Zys1) = -1, 0(Tgs2) =0(Tgs2) = =0(Tq) =1, O0(Tgs1) =2,
(3.2.13)

e assim por diante, de modo que

0(Fisa112) = 0(3;) Vi.

Usando a decomposicao x; = Z;v;, temos que

O(x:)** = (0(2:)0(vi)) (0(&:)0(vi)) - - - (0(Z:)0(v:))

k1 termos

0@ (90" ) - (80 (0000)") (B(01)")
= (8@ ) (00)" ) (00)"0) (Bw)') . (3:2.14)

Defina
ri=1= 9(.’)30) = G(i‘o) S Zkl,

Suponha que k; # 2. Entao, por (3.2.13), temos que 6(Z;) é um gerador de
Zy, , qualquer que seja i € Z.

Entdo, a menos de uma permutacio dos expoentes {xF1 =1 xF1=2 2 1},
temos que
k1—1 2
0(z;)" = (o(vi)f ' ) (a(vi)f ) (O(w:)") (0(v:)") . (3.2.15)
Se k1 = 2, temos que
0(i;) = { €4, $01=-2 mod2i+1 (3.2.16)
T, caso contrario.

Assim, se 1 = —2 mod 2] + 1, temos que
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0(x;)* = 0(v;)% (3.2.17)
Note que esse é o tnico caso em que 0(Z;) = e4.
Caso contrario,
0(x:)? = (0(v:)") O(vi).
Considere agora a proje¢ao canonica
A _
- = A
({0(xi)* tiez)

O epimorfismo 6 : M —» A induz um epimorfismo  : N — A, conforme o
diagrama abaixo.

M
N

Portanto, A é finitamente gerado.
Observe que K4 é um subgrupo de indice finito de A, ji que

<<

|

A
ﬂ ~ Zkl'
Entao,
B :=§(K*%)

¢ um subgrupo de indice finito de A. Ou seja, B é finitamente gerado. Veremos
que isso gera uma contradigao.
Pelo lema 2.1.5, temos que

K% = x;ez.4ep (yd) < A

Note que como x é gerador de Zj, como grupo, entiao Zg, D] ~ Zy,[x], como
algebras de grupos (com coeficientes em Zj, ), onde z*t = 1.

Considere B como sendo a abelianizacio de B. O Z-médulo B ¢ fini-
tamente gerado, pois B ¢ finitamente gerado. Veremos B como sendo um
Zy, | D])-médulo, gerado pelas classes de

€ 1= 59%,
onde a acao de D é dada por conjugagao a direita.
Defina v = §0v;.
Por (3.2.15) e (3.2.16), temos que, como Zg, [D]-médulos,

pab o, Piezei (Liy[z])
B I+1I ’
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de modo que €;Z, [Zk, | ~ Zi,[Zr,], I é 0 Z,|Zg, ]-submébdulo gerado por
Oi(zM T 2+ 1), Vi tal que 0(Z;) # ea
e I' é o Z,[D]-submédulo gerado por:

k10;, Vi tal que 0(z;) = ea.

Suponha que k; # 2

Defina
Zkz[x]
I+ Fak-1)

que é um anel que também ¢é um Z,-espago vetorial de dimensao k; —1 > 1.
Entao, temos, por (3.2.13), que I’ = 0. Entao,

R =

Bob = @jiezei R

é um quociente de B* (como Z-médulo), sendo, portanto, finitamente ge-
rado (como z-mddulo).
Mas isso é uma contradi¢ao, pois R # 0.

Suponha que k; = 2.

Nesse caso, B2 nao é necessariamente um quociente de B*®, pois néo temos
que I’ = 0. Considere B como um Zy,-espaco vetorial. Entdo, seja
L:={i€Z|i=-2 mod?2l+1}
e defina o Zy,-espago vetorial
Bab
Vi=eo—r—.
({oi}ier)
Como
I' € ({ditier)
por (3.2.16), entdo V é um quociente de B (como Zy,-espaco vetorial), e,

portanto, tem dimensao finita.
Note que, como ky = 2, temos que
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Zkz [‘ril}

R= >~ Ly s
(1+x) F2
onde x = —1 em R. Logo,
V Giczeili, .
({oi}ier)
Seja

A=Z\{i€eZ|i=—-1 mod 20+ 1}.
Temos que, por (3.2.10) e (3.2.11),
V > @ieneily,.
Como A é infinito, temos que V tem dimensao infinita, o que é uma con-

tradigao.
O

Teorema 3.2.3. Seja G = G(k1,k2) o grupo de Artin associado ao grafo

2k}1 2k2

tal que ki, ks sdo inteiros positivos, com ki, ko > 1 e x € Hom(G,R) tal que

onde p,q sao inteiros coprimos.
Entao, [x] € £Y(G)°
Demonstracao. Seja N := ker y. Pela imagem dos geradores de GG por x, vemos

que y é discreto. Pelo corolério 2.3.25, temos que [x] € 1(G) se e somente se

N é finitamente gerado (como grupo).
Suponha, entdo, que N ¢ finitamente gerado. Chegaremos a uma con-

tradicao.
Por definicao, G tem uma apresentacao

G = (u,v,w,t| ()™ = (vu)*, (wt)*2 = (tw)*2, vt = tv, uw = wu)
Podemos supor que os k; sao primos, pelo corolario 2.3.26.
Defina
To = uv, Yo :=wt, zo=uPw !

Veremos que N = (g, Yo, 20)
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Seja N := (xo,ymz())G < N. Temos que

G .
N (u,v,w, t|relagoes de G,uv = wt = uPw™ 9 = 1).
Logo,

— = (u,w | uvw = wu, uP = w?).

N

Sabemos que existem «, § € 7Z tais que

1
ap—!—ﬁq:l(:}ag—k,@:a.

Assim, se definimos
G
v =uPw® e N
t G
emos que, em 5,

AP = uPPuwPY = PP — w, ~!= wdP e — 38y Pe — u,

e, portanto,

Como Y é discreto, temos, pelo lema 2.1.3, que N = N e
G =N x (7).

Isso mostra que

i i i

IR Y 7 :
Tit=xy, Yii=Yg . =2y, €4,

sao geradores de N como subgrupo de G.

Precisamos agora traduzir as relagoes de G para a apresentagao de N que
usaremos.

Primeiramente, note que uw = wu implica:

1.
AP = uPBwP® — yPBuwt =18 — wuPPuw—1% = wzg
2.
1— —
A1 = wdP e — o 1—Pay,9e — uzg a
3.
207 = 7Y%0-
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Além disso, vale a reciproca; os itens 1,2,3 acima implicam uw = wu:

ww = (Y12§) (P25 ") = (P2 °)(172§) = wu.

Note que a terceira equagao acima também implica
2 =z9=:2, Vi€l (3.2.18)
Temos, entao, que

u=~1% w= szfﬁ
ol o, —q — oyl B.—Dp
v=u "mo=2 "7 "To, t=w "Yo=2"7 "Yo.

Usando as equacoes acima, é ficil traduzir as outras relacoes de G:

(w0)™ = (vu)™ & (Y1272 lwg)™ = (27 Tagy z*)M

Sapt = z_("xlglzo‘ &b = z_axfjrqza VieZ (3.2.19)

(wt)kz — (tw)kz PN (sz—ﬂzﬁv—pyo)kz — (zﬁv_pympz_ﬂ)kz
& ygz = zﬂy’;Zz_ﬁ & yfz = zﬁyfjpz_ﬁ YieZ (3.2.20)

vt = tv & z*""y*qxozﬁ’yfpyo = Z’B’Y*pyozia’)’quo
< Z_axqzﬁyp+q'7_p_q = Zﬁypz_amp+q7_p_q
S 2% 2 Yprg = Pypr “Tpey
S Tpyg = zayp_lz_o‘_ﬂxqzﬁypﬂ Vi € Z,

& Tigp = zo‘yi_fpfqz_a_ﬁxizﬁyi_s_p VieZ, (3.2.21)

onde a segunda equivaléncia da iltima equagao foi obtida conjugando as

poténcias de -, deslocando-as para a direita; e a tltima equivaléncia de cada

uma das trés equagoes foi obtida conjugando os dois lados de cada equagao por
~% ~%, 19, respectivamente.
Usando as equagoes (3.2.18), (3.2.19), (3.2.20), (3.2.21), temos a seguinte

apresentagao para N:

k —a,k a k k —
N = <{xi7yi72}iEZ|xil =z iniqz 7yi2 = Zﬁyzf»pz 67

Tiyp = z"y;rlpfqz_o‘_ﬁxizﬁyi_kp,i €7Z). (3.2.22)
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Por hipétese, N é finitamente gerado, logo
- N
N := ~
kv ko
({ah vl hiez U 2)

também o é. Note que, por (3.2.22),
N = ({wi,yitier | 2f = Lyl® =L wiy =y 2ilisp i €Z).  (3.2.23)

Defina os grupos

K1 = ({zi}o<icp1 |2t =1,0<i<p—1) =

xo<i<p—1 (i | 251 = 1) ~ x0<i<p-1Zn, ,

K = ({yitiez | y)? = 1,0 € Z) = %iezyi | Y5> = 1) = *iezZp,

M=K x K,
D::Zkl,
A:=K=xD.

Note que podemos escrever {; } ez como subconjunto de M, usando (3.2.21).
Levando isso em conta, podemos descrever N como o seguinte quociente de
M:

M _
™M —» ————— >~ N.

<{$f1 }i€Z>M

Pelo lema 2.1.4, temos que, para cada ¢ € Z, existem tunicos z; € Kj,
v; € K1 tais que

T; = TiU;.

Note que, se 0 <7 < p—1, entao x; = T; e v; = eyy.
Além disso, por (3.2.23), temos que

_ -1 :
Litp = Yipp—qliYi+p, Vi € Z.

Substituindo x; = Z;v; na equagao acima, temos que

~ 1 ~ .
TitpVitp = Yipp_qliVilitp, Vi E L,

que é equivalente a
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~—1
~ ~ 1 T .
TitpVitp = Ti (yierfq) VilYYitp, Vi€ ZL.
Como
. 1 N\E K
z; € Ky, (yiﬂ,,q) VilYivp € KT,
e, pelo lema 2.1.4, essa decomposigao é unica, temos que
Tipp =T, =23, Vi€, (3.2.24)
onde i é o representante de 4 modulo p tal que
0<i<p-L1.
Queremos agora construir um epimorfismo

0:M— A

de modo que 0| = Idg e 0 projete K em Zy, .
Levando isso em consideragdo e considerando Zj, como subgrupo de A,
definimos 6 nos geradores de K7 da seguinte maneira:

0(zo) = (1) = --- = 0(xp-1) = 1 € Zy,,
de forma que, por (3.2.24),
H(i‘z) =1e€ ka Vi € 7.

Usando a decomposicao z; = T;v;, temos que

O(xi)™ = (0(:)0(vi)) (0(2:)0(vi)) - -~ (0(2:)8(v:))

k1 termos

03" (000" ) - (000 @) (6(00)") (8(02)")
(e(vi)‘)(ii)’”’l) (e(vi)‘)(ii)Q) (9(01-)9(5“)) (O(v:)).  (3.2.25)

Defina
ri=1¢ Zkl'

Entao, temos que
ki—1 22 2
o) = (0™ )+ (B0 ) (B()") ((0)") (3.2.26)
Considere agora a projegao canonica

A _
0:A—» — = A,
({0(zi)*1 Yien)”
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O epimorfismo 6 : M — A induz um epimorfismo

0:N — A,
conforme o diagrama abaixo.
M ’ A
wi ;
N - A

Portanto, A é finitamente gerado.
Observe que K# é um subgrupo de indice finito de A, ji que

A

Tox = D~ L. (3.2.27)
Entao,

B:=§(K*%)

é um subgrupo de ndice finito de A. Ou seja, B é finitamente gerado. Veremos
que isso gera uma contradigao.
Pelo lema 2.1.5, temos que

KA = *icZ,dely, <f‘/zd> <A

Note que como z é gerador de Zj, como grupo, entao Zyg,[D] ~ Zy,[x], como
algebras de grupos (com coeficientes em Zg, ).

Considere B como sendo a abelianizacio de B. O Z-médulo B é fini-
tamente gerado, pois B é finitamente gerado. Veremos B? como sendo um
Zy,|D]-médulo, gerado pelas classes de

e; = 00y;, 1€,

onde a acao de Zy, é dada por conjugacgao.
Por (3.2.26), temos que, como Zg, [D]-mddulos,

pab o, Diezei (Zy [2%1])
~ 7 ;

de modo que ¢;Zy, [D] ~ Z,[D] e I é o Zy,[D]-submédulo gerado por

(60v)(z" P -+ 4+ 1), VieZ
Defina

Zkz[xil]
Trot+an )

que é um anel que também ¢é um Zy,-espago vetorial de dimensao k; —1 > 1.
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Como a imagem de I em P;cze; R é nula, temos que

B = GeneR

é um quociente de B (como Z-mdédulo), sendo, portanto, finitamente ge-
rado (como Z-médulo).
Mas isso é uma contradi¢ao, pois R # 0.

3.3 Demonstracgao

Nessa secao, provaremos o teorema 3.1.2, que é o objetivo do capitulo.

Teorema (3.1.2). Seja G um grupo de Artin de posto 1, associado ao grafo G.
Entao,

YHG) = {[x] € S(G) | L(x) é um subgrafo conexo e dominante de G}.

Demonstragao. Seja x um caractere discreto de G tal que Lx(x) é conexo e
L(x) ¢ desconexo. Pelo corolario 2.3.17, basta provar que [x] € L1(G)°.

Suponha entao que [x] € £(G). Chegaremos a uma contradicio.

Primeiro, apagamos todos os vértices v € V(G) tais que x(v) = 0 bem como
todas arestas as quais eles pertengam, substituindo o grafo G por esse novo
grafo, o grupo G pelo grupo de Artin associado ao novo grafo e x pelo caractere
induzido no novo grupo via quociente. Nossas hip6teses ainda valem: Lx(x)
é conexo, L(x) é desconexo (j& que esses dois subgrafos sdo independentes dos
vértices com x-valor nulo) e [y] € X}(G) (pelo corolario 2.3.26).

Além disso, o novo grafo ou é uma arvore ou 71(G) ~ Z. Se o novo grafo é
uma arvore, pelo teorema 2.3.22 temos uma contradi¢ao. Portanto, ainda temos
que G é um grupo de Artin de posto 1.

Equivalentemente, podemos assumir que G nao possui vértices v tais que
x(v) = 0. Note que isso significa que agora G = Lx(x), e, portanto, estamos
assumindo G como conexo.

Como m1(G) ~ Z, temos que G contém um laco reduzido

y=e1en

tal que
g=qUT1U---UT,,

onde T;, i =1,...,n sao arvores disjuntas, de modo que
T,Nny=A{oe;}, i=1,...,n.

Note que é possivel que T; seja composta de apenas um vértice.
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Seja Go ~ Z o grupo de Artin associado ao grafo formado apenas pelo
vértice v1 = o(ey). Sejam G4 o grupo de Artin associado ao grafo

Gai=vyUThU---UT,

e Gp o grupo de Artin associado a arvore T7. E facil ver, pela definicao de
grupos de Artin, que
G ~ GA *Geo GB.

Sejam x4, XB, XC as restricoes de x a Ga,Gp, G, respectivamente. Temos
que x¢ € nao-nulo, ja que G nao possui vértices de y-valor nulo. Logo, pelo
teorema 2.3.10, temos que [y4] € X1 (G4) e [xB] € HGB).

Como L(x) é desconexo, temos que ou L(xa) ¢ desconexo ou o L(xp) ¢é
desconexo. Mas, pelo teorema 2.3.22, temos que L(xp) é conexo, ja que [yg] €
Y1(Gp) e Ty é uma arvore. Ou seja, L(x4) é desconexo.

Seja G o grupo de Artin associado ao lago reduzido Gy := v,e xo : Go — Ra
restrigao de y a Gg. Usando o mesmo raciocinio acima para 75, ..., T, , obtemos
que [xo] € X1 (Go) e L(xo) é desconexo.

Como L(xo) é desconexo, entdo Gy = e --- e, tem pelo menos duas ares-
tas mortas, digamos que sejam e; e e;,, sem perda de generalidade, como no
diagrama abaixo.

™ e
s

o< ...<— @

Seja Gy o grafo obtido de Gy apds trocar os rétulos de todas as outras arestas
pares (exceto e; e e;,) por 2. Seja G o grupo de Artin associado a Gy e
x1 : G1 — R o caractere induzido por Yyp.

Pelo coroldrio 2.3.26, temos que [x1] € ¥1(G1).

Temos agora quatro possibilidades:

1. O grafo G; nao possui arestas de rétulo 2;

2. O grafo G; possui uma aresta e; de rétulo 2 com 1 < j < ig e ndo possui
nenhuma aresta e de rétulo 2 com ig < k < n;

3. O grafo G; nao possui nenhuma aresta e; de rétulo 2 com 1 < j < ig e
possui uma aresta e, de rétulo 2 com ig < k < n;

4. O grafo G; possui uma aresta e; de rétulo 2 com 1 < j < iy e uma aresta
e de réotulo 2 com ig < k < n.

Caso 1: Nesse caso, as Unicas arestas pares de G; sao e; e e;,. Como G; €
simplicial, ele possui pelo menos uma aresta impar, digamos que seja e;,, com
1< <n.
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Seja Go o grafo obtido de Gy, apds identificar os extremos de todas as outras
arestas fmpares de Gy (exceto e;, ). Isso nao fard o grafo deixar de ser simplicial,
ja que ele é um lago reduzido.

Seja G2 o grupo de Artin associado a Gs. Pela observacao 2.3.3, Gy é um
quociente de (G1 e x; induz um caractere s : Go — R.

Pelo coroldrio 2.3.26, temos que [ya] € ¥'(G2).

Note que G2 tem apenas trés arestas, ej, e;, e e;,. Logo, Gy é da forma

2k‘1
Uy Uz
20+1
2]{}2
us

com ki, ko, sendo inteiros positivos, ki,ke > 1 ¢

x2(u1) = xz2(u3) = —xa(uz).

Portanto, pelo teorema 3.2.2 temos que [x2] € £'(G2)¢, o que é uma con-
tradicao.

Caso 2: Para esse caso, primeiramente geramos um outro grafo Go, obtido de
G1 apos identificar todos os extremos de arestas impares e apagar essas arestas.
Seja Gy o grupo de Artin associado a G (que é simplicial, pois G; é um lago
reduzido). Novamente pela observagao 2.3.3, temos que G2 é um quociente de
G4 e x1 induz um caractere xs : Go — R. Pelo coroldrio 2.3.26, [y2] € X(Gy).

Temos que Gy é um laco reduzido da forma

Go = e1ej,€5, - - €5, €5, com 1 < ji < jo << jp <o,

sendo ej,,e;, ..., e;, arestas de rétulo 2 e ey, e;, arestas mortas, como abaixo.
Seja Gs o grafo obtido de G apds adicionar uma aresta eg, com rétulo 2, tal
que o(eg) = 7(e1) e T(eg) = o(es, ), como abaixo.

Temos que G3, o grupo de Artin associado a Gs, é obviamente um quociente
de G5 e x2 induz um caractere x3 : G3 — R. Pelo corolario 2.3.26, temos que

[xs] € B'(G3).
Considere os lacos reduzidos

o A e,
QA ‘= €1€0€4,, QB = 6j16j2 s 6jm€0,

e seja G, a aresta eg, todos subgrafos de Gs. Sejam G4, Gz, G os grupos de
Artin associados a G'y, G, G(-, respectivamente, todos (isomorfos a) subgrupos
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de G3. Sejam X'y, X, X¢ as restricoes de x3 a Gy, G5, G{-, respectivamente,
todos nao-nulos, pelo inicio da demonstracao. Temos que

Ge~Z&L

é um grupo abeliano, e, portanto, x| € X'(G}) = S(G}), pelo teorema 2.2.15.
Além disso, note que G/, é um subgrafo completo de G’, que s6 possui arestas
pares.
Logo, pelo teorema 2.3.11, temos que [x/4] € ' (Gy).
Note que G’y ¢ da forma

2ko

2k,
w

com ki, ko sendo inteiros positivos maiores que 1 e

Xa(u) = x4 (v) = =Xa(w).

Portanto, pelo teorema 3.2.1, temos que
[X4) € BHG)°,

o que é uma contradicao.

Caso 3:

O caso 3 é andlogo ao caso 2.

Caso 4:

Como no caso 2, definimos Gy como sendo o grafo obtido de G; apds iden-
tificar todos os extremos de arestas impares e Gy como sendo o grupo de Ar-
tin associado a Go. Novamente temos que Go é quociente de G; e definimos
X2 : Go2 — R como sendo o caractere induzido por xi;. Pelo corolario 2.3.26,
temos que [y2] € X1(Ga).

Temos entao que G é um lago reduzido da forma

Go = €1€r,€py * €1, €j( €5, €5y " s

com 1 <ry <rg <--orp <idg <8y <8p<08,<n,

onde as arestas €,,,€py,...,€p,,Cs,Cqy,..., 65, tém rétulo igual a 2 e as
arestas ep, e;, sao arestas mortas, como abaixo.
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Analogamente ao caso 2, seja Gz o grafo G, acrescido de uma aresta ep, com
rétulo 2, tal que o(eg) = 7(e1) e 7(eg) = o(e;, ), como abaixo.

2 2

TN
N A

Temos que G3, o grupo de Artin associado a Gs, é obviamente um quociente
de G5 e x2 induz um caractere x3 : G3 — R. Pelo corolario 2.3.26, temos que
[xs] € £1(Gs).

Considere os lacos reduzidos

! [ 5
Ga 1= €1€0€i,€5, €5, €5, Gp 1= €p €y € €0,

e seja Gf. a aresta eg, todos subgrafos de Gs. Sejam Gy, G5, G os grupos de
Artin associados a G4, G, G, respectivamente, todos (isomorfos a) subgrupos
de Gs. Sejam x4, X5, Xo as restricoes de x3 a G4, Gz, G-, respectivamente,
todos nao-nulos, pelo inicio da demonstracao. Temos que

c~LDL

é um grupo abeliano, e, portanto, x| € X'(G) = S(G}), pelo teorema 2.2.15.

Além disso, note que G/, é um subgrafo completo de G’. Além disso, G’ s6
possui arestas pares.

Logo, pelo teorema 2.3.11, temos que [x'4] € ' (Gy).

Agora seja G4 o grafo obtido a partir de G’; apds adicionar uma aresta e,
de rétulo 2, tal que o(ef)) = 7(ei,) € T(efy) = o(e1), como abaixo.
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Seja G4 o grupo de Artin baseado em Gy, que é claramente um quociente
de G3. Seja também x4 : G4 — R o caractere induzido por x3. Pelo corolario
2.3.26, temos que [y4] € 2H(Gy).

Considere os lagos reduzidos

"o / "o —//
Ga = e1e0€i,€y, Up 1= 5,65, €5,€p,

e seja G a aresta e, todos subgrafos de G4. Sejam Gy, G, G, os grupos de

Artin associados a G'§, G, G, respectivamente, todos (isomorfos a) subgrupos
de (;4.

Sejam x4, x5, x¢- as restricoes de x4 a G}, G5, G, respectivamente, todos
nao-nulos, pelo inicio da demonstracao. Temos que

C~LDL

é um grupo abeliano, e, portanto, [x¢] € L1(GY) = S(GZ), pelo teorema 2.2.15.
Note também que G/ é um subgrafo completo de G” e que G” sé possui
arestas pares.
Logo, pelo teorema 2.3.11, temos que [x/4] € L1(Gy).
Note que G’} ¢é da forma

2k 2ko

com ki, ko >1e
Xau) = =xX40), Xa(w) = —=x4(t).

Como x’j ¢é discreto (ja que, pelo inicio da demonstracao, x ¢ discreto),
temos, pelo teorema 3.2.3, que

[X4) € BHGR)°,
o que é uma contradigao.

Portanto, temos que
] € ZHG)".
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Capitulo 4

Outros resultados

4.1 Grafos de quatro vértices

Conforme o grupo fundamental do grafo de um grupo de Artin se torna mais
complexo, os cédlculos que o método utilizado em nosso trabalho geram se tornam
muito mais dificeis. O préximo teorema mostra isso: ele surgiu de uma tentativa
de provar a conjectura 2.3.16 para o caso mais geral de quatro vértices - isto é, o
grafo completo. Note que, além da demonstracao ser bem mais trabalhosa que
os outros casos, ainda tivemos de adicionar algumas hipdteses sobre os rétulos
das arestas.

Teorema 4.1.1. Seja G = G(ky, ko, ks, ka,11,12) 0 grupo de Artin associado ao
grafo

2k1
’Lbl\ /’LL2
2k, 2ko
201 +1 /& 2y+1
u u
3 ks 4

tal que ki, ko, ks, ka,l1,ly sao inteiros positivos, com ki, ko, ks > 1, kil|ky,
kslks e [x] € Hom(G,R) tal que
—1 = x(u1) = x(us) = —x(uz) = —x(ua).
Além disso, suponha que ki,ks ndo sdo ambos poténcias de 2.
Entdo, [x] € 2H(G)¢
Demonstracao. Por definicao, G tem uma apresentagao

ha (Uzus)k2 = (uguz)’”,

G = (u1,u2,us3, uq | (Uluz)k1 = (ugu1)
(ugua)™ = (uguz)™, (uyuz)uy = (uzur)us,

(ugua)2ug = (ugug)?ug, (ugug)™ = (uguy)™).
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Pelo corolario 2.3.26, podemos supor que ki, ks, ks sao primos e que ky =
mme(ky, k3).
Pelo corolario 2.3.25, basta provar que N := ker y nao ¢é finitamente gerado.
Suponhamos o contrario, que N ¢é finitamente gerado.
Defina
To ‘= Ujuz, Yo ‘= Ugu3, Z0 ‘= U3Uuy,

ou seja,
-1 -1 —1
Uy = TolUg ~, U3 = Uy Yo, U4 =Yy U220

Entao, N = (x9, yo, zo>G. Defina, também,

i

Ti =X, Y=Y, =2y, Vi€,

que sao geradores de N como subgrupo de G.

Devido ao fato da demonstracao do teorema 4.1.1 ser longa, precisaremos de
varios resultados auxiliares, que serao enunciados como lemas, dentro do corpo
da demonstragao.

O lema abaixo traduz as relagoes de G para palavras compativeis com a
apresentagao de N que usaremos.

Lema 4.1.2. Com a nota¢ao acima, temos que:

(urug)t = (uguy)™ & b =2k i, (4.1.1)
(uguz)k? = (uzug)™ < Y = yb>, Vi, (4.1.2)
(usua)™® = (ugus)® & 2f* = (24)™, v, (4.1.3)

! 1
(U1U3) 1U1 = (U3U1) 1’LL3 =
TilYit2Tit2Yi+raTiva *** Yit2l, Tital, =
Yit1Tip1Yit3Ti43 " Yigol, —1Tiv2l —1Yit2l, 41, Vi, (4.1.4)

l l
(ugug)us = (ugug)?uy <
1 -1 1 _
Yivol, #it2la—1Y;yo1, 2 YipaZitl =

-1 -1 —1 .
Yigor,+1%i+20Yiyo,—1 " Yig1%in Vi (4.1.5)

(u1U4)k4 = (u4u1)k4 & (xl-Hy;lzziH)k“ (x;lzjlyiﬂ)k‘* =1, Vi. (4.1.6)
+
Portanto, N tem uma apresentacao

N = ({1, ys, zi tiez | (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5), (4.1.6),i € Z).
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Demonstra¢ao. Provaremos cada equivaléncia separadamente:

(4.1.1)
(’U,1UQ>k1 = (ugul)kl ~
k1 uy\ k1 zouy " k1 uy! ki k1
xg' = (z4") :(xo ) :(xo ) =1 &
zfl = z’gl Vi
(4.1.2)
(uzwg)kz = (U3U2)k2 < y§2 = (yéu)’” = yiw s yf2 = 3152 Vi
(4.1.3)

Vi

Como as proximas duas relacoes sao mais extensas, desenvolveremos cada
termo das equacoes separadamente.

(4.1.4) Agrupando fatores us no comego do produto por meio de conjugacoes,
temos

l -1, -1, \h —1 —20;—1
(wrug) ur = (zoug 'ug 'yo) " wous ' = Toyamoya - - - Tar, —2yau, Top Uy

e

I —1 —1\h 1
(ugur)tug = (Uz Yooy ) Uy Yo =
—20;—1
Y1X1Y3T3 - - - Y21, 121, —1Y21, +1Ug .
Igualando os dois termos resultantes acima, cancelando os fatores uy 2~
a direita de cada termo e conjugando a equacao por u4 temos a equagao

desejada.
(4.1.5) Agrupando fatores u, ! no fim do produto por meio de conjugacdes, temos

1

2lytl — —1 1
= Uy Yo1,2212—1Y2, _9%21,—-3 """ Yo 21

_ !
(utg)us = (uayy 'uszo) * us

_ la _
(ugug)?uy = (yo 1U2Zou2) Y5 Yugzg =

20541, —1 —1 ~1_ 1
Ug ™ Yo, 417212 Y21, 17212—-2 """ Y3 22Y1 Z0-
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. . 2l2+1
Igualando os dois termos resultantes acima, cancelando os fatores uy>"

A esquerda de cada termo e conjugando a equacio por uj temos a equacio
desejada.
(4.1.6)
(u1ug)™ = (ugur)* & (ugug)™ (uy'uy ™ &
M (ugag 2 Mg o)™ = (woyy t20) M (22 2T o) =1

(wouy "y "uzzo)

Conjugando a equacao acima por u12+1, temos a equacgao desejada.

Defina agora o quociente de N:
N:=(N|zf* =19k =1,28 =1)

Note que, em N,

xfl = yfz = fS‘ =1, W,
por (4.1.1), (4.1.2) e (4.1.3).
Defina os grupos
Ky = (zo, 21, w1 | = 1,i=0,1,--+ 2l — 1

k
= *0<i<2l,—1 <$z |zt = 1> ~ *0<i<2ly —1 Lk s

K = ({yi}iez |y}* = 1,i € Z) = %z <yi|yf2 = 1> ~ *iezli,,

KS p— <ZOaZI7"' y 22051 253 :1’7,:0,1,2l2_1>

k
= *0<i<2ly—1 <Zi | 2% = 1> 2 *0<i<2ly—1Likey s

MZ:Kl*K*Kg, M12:K1*K, MgZ:K*Kg,

D=2y, XLy, A:=K=xD.

Note que, usando (4.1.4), podemos escrever {z;}icz como subconjunto de
M;. Analogamente, usando (4.1.5), podemos escrever {z; };cz como subconjunto
de Msj. Levando isso em conta, podemos descrever N como o seguinte quociente
de M:

M

A i ~ N,
<{Ii1;zigari}iez>

T M —

%)



onde, devido a (4.1.6),

ri = (i1 azien) (@7 2 i) (4.1.7)

Temos que N ¢ finitamente gerado, por ser quociente do grupo finitamente
gerado N.
Para dar continuidade a demonstragao, precisaremos de outro lema.

Lema 4.1.3. Para todo i, temos que
1. existem tnicos T; € K, e v; € KX tais que
€Xr; = .i'z"Uz' € Ml.

Note que T; = x; sei=20,1,---,2l; — 1. Portanto,

vi=1, para0<i<2l—1. (4.1.8)

Além disso, temos que

T =2, % By Bicon 1 Fion 43 By Vi €L, (4.1.9)
vy € <{yJK1}0§j<i> . para i > 2ly, (4.1.10)

T; -1 K, .
(yi+1) v; € {yj }i+2§j§2l1—1 para 1 < 0. (4.1.11)

2. existem tunicos Z; € K3 e w; € K3 tais que

zi = Z;w; € Ms.
Note que z; = z; sei =0,1,--- ,2ly — 1. Portanto,

wiy =1, para0<i<2) —1. (4.1.12)

Além disso, temos que

B =Zic1Zios o Eimolar1 5 o, B ayae Fiy VIEL, (4.1.13)
z 71 K, .
(yiﬂ) w; € {yj Yo<j<i), parai > 2ls, (4.1.14)
z 1 Ks .
(yiJrl) w; € {yj Fita<j<ol—1 para i < 0. (4.1.15)
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Demonstracao. 1. Como ; é a imagem de z; via projecao canonica

M
Ml = Kl -KKI —» (KKl) ’:Kl,
temos, pelo lema 2.1.4, que existem tnicos &; € K e v; € K1 tais que

xTr; = :ﬁivi € Ml.
Pelo lema 2.1.4 e por (4.1.4), temos que

TiTiyo - Tiyor, = Tig1Tiq3 - Tiyor,—1, ViEL
~ ~ o~ - 1~ ~ ~ .
Tipo, = (Tiiyo -~ Toy,—2) Tiv1Tigs - Tiyor,—1, Vi€EZL

Transladando os indices por —2l, temos que

~ ~—1 ~—1 ~—1 = ~ ~ .
Ti =Ty o g Ty_gp Ti—204+1Ti—211+3 " " Ti—1, Vi € Z.

Seja i > 2l;. Entao, por (4.1.4), transladando os indices por —2l;, temos
que

11 -1 -1 -1 -1 -1 -1
Li =Yy Xy oYioliy Yoy 1+a¥i o1, 12Yi 21,4205 21"

CYim ol 41T =20, +1Yi—20 +3Ti—20, 43 Ti—3Yi—1Ti—1Yit1, Vi E L
(4.1.16)

Para facilitar a notagao, considere (; como sendo o elemento de K, for-
mado pelo produto dos j ultimos fatores do lado direito da equagao (4.1.9),
de forma que Z; = oy, -

Substituindo x; = Z;v; em (4.1.16) e conjugando os fatores, da direita
para a esquerda, de modo a “deslocar” os Z; para a esquerda, temos que

-1 -1 -1 -1
x; = Qo (yf%) (”Ufilé) (yfiléfl) (’UfiLfQ) e
Ciy42 -1 Ciy42 -1 Ciy41 -1 Ciy41 -1
T (yi—1211+4) (”1—1211+2) <yi—12l1+2> (Ui—12ll> ’
Gy Ciy—1 Ciy—1 Ciy—2
\Yicor 41 ) \Yi—2i4+1 ) \Yi—21,+43 ) \Vi—2t,43) """

(1}2.413> (?th) (vi-1) (Yit1) -

Como a decomposicao x; = Z;v; € Unica e T; = (a,, temos que
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vy = (yf2z1> ( 5215) ( C2z1 1) ( szl 2) -1 o
Ciy+2 Ciy42 Cly+1 /g +1\
) (yi—12ll+4) ( i 1211+2) <yz 1211+2> (01—1211)
Ciy Czl 1 Ciy—1 Czl 2
Yi—oti+1 ) \YVi—2i,41 ) \Yi—21,43) \Vi—21,+3

( " ) (yz 1) (vic1) (Yir1), Vi€eZ (4.1.17)

que nos d4, por indugao, o resultado desejado para i > 2.
Para ¢ < 0, vale um argumento anélogo.

Reorganizando (4.1.9) e transladando os indices por 2l;, temos que

- - —1 il gl .
Ti = Ti41Ti43 " $z+211—3337+211—1$2+211 il -2 TiraZigas Vi € Z.

(4.1.18)
Por (4.1.4), temos que

Li = Yi+1Li+1Yi43Li4+3 * ** Tit2ly —3Yi+201 —1Li4+20 —1Yi+21; +1°
-1, -1 -1 -1 -1, -1,-1,-1 .
Tior, Yirot, Tivor, —2Yivon—2 " Tiva¥iralipo¥ive, Vi€ Z. (4.1.19)
Para facilitar a notagao, considere C} como sendo o produto em K; do j

tiltimos fatores do lado direito da equagao (4.1.18), de forma que &; = (3 -

Entéo, substituindo z; = &;v; em (4.1.19) e conjugando os fatores, da
direita para a esquerda, de modo a “deslocar” os Z; para a esquerda,
temos que

<2l CQl 1 Cél —1 <2l 2
Ty = (Céll) (yz-‘rll) < Z+11 ) <yi+é ) < Z-‘ré )
Czl+1 Gyt Czl ¢y
"\ Yitar, -3 Yitor,—1 Vitor—1 Yitot+1
, -1 , - —1 , —1
Cll Cy—1 <L1 1 Cly—2
Vitor, Yitol, Vitol, —2 Yitor,—2 T

-1 —1 PN |
¢ ¢ ¢ -1
( zi4) (yzjrzi) (”ih) (Yiv2) -

Como a decomposicao x; = Z,;v; é Unica e T; = Qéll, temos que
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. Cézl Céll—l Céll—l 4511—2
Vi = |\ Yjt1 Vit1 Yits Vits
Clytt Clyt1 G G
'<Uz‘+1211—3> <yi+12l1—1 Vidor 1 ) \ Yiton+1 )
, 1 , -1 , -1 , 1
Ciy Gy -1 Cy—1 Ciy—2
N Vigar, Yital, Vitol,—2 Yitol, —2

’ —1 ’ —1 1 B
~~~(v§j_4) (yfjrzx) (Uf-lw) (yiy2) ", (4.1.20)

que nos d4, por indugao, o resultado desejado para i < 0.

. A primeira parte é consequéncia do lema 2.1.4, de forma andloga ao item
1.

Pelo lema 2.1.4 e por (4.1.5), temos que

Zig2o—1Zi420—3 " " Zigl = Zi42oZiq2a—2 """ Ziy Vi € L.

Isolando z;49;,—1 e transladando os indices por —2Is + 1 , temos que

s = = . =1 =—1 1 .
Zi = Zi—1%i—3 " Zi—2la+1%; 01, % 2l,42 " Fi—2> Vi € 7. (4.1.21)

Seja i > 2l5. Entao, por (4.1.5),

-1 -1 —1 —1
Zi = Yir1l; Zi-1Y; oZi—2 " Y;_op, 14 %i—21a43Y;_op, 42%i—2la+1"

—1 —1 —1 —1
T2 o, Yi—2la+1%; 1, 4 9Yi—20043 " 2y 4 Yi—3%; oYi-1- (4~1~22)

Para facilitar a notacao, considere &; como sendo o produto em K3 dos j
ultimos fatores do lado direito da equagao (4.1.13), de forma que 2; = &oy,.

Substituindo z; = Z;w; em (4.1.22) e conjugando os fatores, da direita
para a esquerda, de modo a “deslocar” os Z; para a esquerda, temos que

13
5= (En) (%)
() (o) (i) (wie)
[P -1 Siyt1 Slg41 -1 &
(%‘—2212+4> <w¢—22+12+3) (yif212+2> (%—22124-1) ’
[ -1 Elg—1 Elg—1 -1 §lg—2
W 2y, YiZoty4+1 ) \Wilar,12 Yilol,43)
—1 —1
ce(wf) () (i) (e
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Como a decomposicao z; = Z;w; € Unica e z; = £qy,, temos que

w; (yizrlf) . (y§212>*1 (wfilfil) ( 5212 1) ( 5212 2) .
Eiyt2 -1 St Eip41 -1 &
(yz 22z2+4> (wilez+3) (yz 2212+2) (wz 2212+1) ’
& -1 Eip—1 E1,—1 -1 E1,—2
’ (wi—22l2) (yi—22l2+1) (wi—2212+2> (yi—2212+3>

( 524)_1 (yfi3)( flz)_l (Yi-1), (4.1.23)

que nos da, por inducao, o resultado desejado para i > 2Is.
Para ¢ < 0, vale um argumento andlogo.

Reorganizando (4.1.13) e transladando os fndices por 2[5, temos que

-1 ~—1 s z s
Zl = Zl+221+4 i+2122i+212*12i+2l2*3 cc il (4124)

Para facilitar a notagao, considere f; como sendo o produto em K3 dos j
tiltimos fatores do lado direito da equagao (4.1.24), de forma que z; = &, .

Por (4.1.5), temos que

_ —1 —1 —1
Zi = Yi+12;40Yi+3%,14 """ Ziy 1, Yit20a+1"

-1 -1 -1 .
“Yigor, Fit2lo—1Y;4 01, —2Fiala—3 " Yif2%i+1, Vi € Z. (4.1.25)

Entao, substituindo z; = Z;w; em (4.1.25) e conjugando os fatores, da
direita para a esquerda, de modo a “deslocar” os Z; para a esquerda,
temos que

—1 —1
3 3] €o1y1 €o1y1
Zi = (5512) <yi+f) ( z+§> (yi+§ ) ( Wi )
¢l g a0\ [«
Io+2 lo+1 Io+1 1
’ (“%4-2212—2) (yi-i—zQ,lQ—l) (“’if252> <y¢f212+1) :
-1 , -1
&, €1 Ely1 512 2
Yital, Wi o, —1 Yitol,—2 Wi o1, -3

’ ’ —1
3 13 3
(yzj-4> (wz-lw)) (yziz) (wig1)-

Como a decomposicao z; = Z;w; é Unica e z; = 5&12, temos que
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’ ’ -1 ’ ’ -1
_ So1, a1y §219—1 §219—1
Wi =\ Yy Wiy 2 Yiv3 Wi g T

& g a0\ [ e

Io+2 lg+1 lo+1 l
<wi+22l2—2) (yilez—l) <wi+22l2> (yif2lz+1) :

’ -1 ’ 7 -1 7
512 ‘512_1 512_1 512—2

N Vit Wi o, —1 | |\ Yitar,—2 Witor,—3 |

(y€i4> (wfjrg) (y§i2)_l (wip1), (4.1.26)

que nos d4, por indugao, o resultado desejado para ¢ < 0.

Queremos agora construir um epimorfismo

0:M— A

de modo que 0| = Idg e 0 projete K1 em Zy, e K3 em Zy,.
Levando isso em consideragdo e considerando Zj, como subgrupo de A,
definimos # em K, da seguinte maneira:

H(I()) = 9(1‘1) =...= 6(@11_2) =1¢ ka 0(562[1_1) =2c Zkl-

Pelo lema 4.1.3, parte 1, temos que

O(Tiyar,) = —0(Z;) + 0(Tig1) — 0(Tig2) + -+ 0(Tiyar, 1), Vi

Assim,
0(Z,) =1, O0(ZTan,41) = 0(Fop,42) =+ = 0(Tar, 1) = =1, 0(Tw,) = -2,
0(Zar,+1) = =1,  0(Zar, 12) = 0(Zar,43) = - = 0(Ze1,) = 1, O(To1,41) =2,

(4.1.27)
e assim por diante, de modo que

O(Titar, +2) = 0(z:), Vi

O resultado também vale de maneira andloga para indices negativos, usando
que

0(Z;) = 0(Ziv1) — 0(Tiv2) + 0(Tits) + - — O(Tivau, )

Usando a decomposicao x; = x,;v;, temos que
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0(xi) = (0(2:)0(v:)) (0(2:)0(vy)) - (0(F:)0(v:))

k1 termos

o) (00 ")+ (00" (000)") (0(v)")
= (00" ) - (000" @) (6@)"@)) (b)) . (4.1.28)

Defina
ri=1= 9(.’)30) = 9(@‘0) S Zkl-

Suponha que k; # 2. Entao, por (4.1.27), temos que 6(Z;) é um gerador de
Zy, , qualquer que seja ¢ € Z. Logo, a menos de uma permutagao dos expoentes

{akr=t gh=2 2?1,
temos que
k1—1 ’E2 T
o)™ = (0™ ) - (00" (B(w0)) (B(01)") (4.1.29)
Se k1 = 2, temos que

(561)2{ eq, sei=—2 mod 2 +1 (4.1.30)

x, caso contrario.

Assim, se i = —2 mod 2[; + 1, temos que
9(1‘2)2 = 9(’01')2.

Note que esse é o tinico caso em que 0(Z;) = ea.
Caso contrario,
0(z:)* = (0(v:)") 0(v3).

Para definir 8 em K3, procederemos de maneira semelhante. Definimos

9(20) = 0(2’1) == 0(2’212,2) =1e¢ Zk3, 9(2212,1) =2c Zk3.

Pela parte 2 do lema 4.1.3, temos que

0(Zita1,) = —0(20) +0(21) — 0(Z2) + -+ - + 0(221,-1), Vi.

Assim,
0(Za1,) =1, 0(Za1,41) = 0(Z21y12) = = 0(Za,—1) = =1, 0(Zu,) = -2,
0(Za1,41) = =1, 0(Zap12) = 0(Za1,43) = - = 0(Z61,) = 1,  0(Z61,41) = 2,
(4.1.31)
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e assim por diante, de modo que

O(Zivar,+2) = 0(Z:), Vi

O resultado também vale de maneira analoga para indices negativos, usando
que

0(2i) = 0(Ziy1) — 0(Zit2) + 0(Ziga) + -+ — 0(Zitar)-

Usando a decomposicao z; = z;w;, temos que

0(z:)" = (0(Z:)0(w;)) (0(Z:)0(w;)) - -+ (0(Z:)0(w;))

k3 termos

= 02" (0(w) ") - (0w ) (B(w)") (Bwi)?)
= () G ) (0 ) (0)" ) (D))

Defina
z:=1= 9(20) = 0(20) S st.

Suponha que k3 # 2. Entéo, por (4.1.31), temos que 6(Z;) é um gerador de
Zy,, qualquer que seja ¢ € Z.
Entao, a menos de uma permutacao dos expoentes

ks—1 ks—2 2
{zM 7,272 0 2% 2,1

temos que

0(z)k = (e(wi)zk“) (e(wi)zz) (O(ws)?) (0(w:)?) . (4.1.32)

Se k3 = 2, temos que

0(:) :{ ea, sei=—2 mod 2ly+1 (4.1.33)

z,  caso contrario.

Assim, se i = —2 mod 2[; + 1, temos que
9(2’2)2 = G(wZ)Z

Note que esse é o tinico caso em que 0(Z;) = eq.
Caso contrario,
0(2:)* = (0(wi)*) O(vy).
Considere agora a projecdo candnica
A _
0:A— = = A
({0(2i)kr, 0(zi)%, 0(ri) Yiez)
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O epimorfismo 6 : M — A induz um epimorfismo 6 : N — A, conforme o
diagrama abaixo.

M

s

| <

N

Portanto, A é finitamente gerado.
Observe que K4 é um subgrupo de fndice finito de A, ja que

ﬁ ~ Zkl X Zk3. (4134)
Entao,
B :=§(K%)

¢ um subgrupo de indice finito de A. Ou seja, B é finitamente gerado. Veremos
que isso gera uma contradigao.
Pelo lema 2.1.5, temos que
KA = *{€Z,deD <Z/zd> < A

Note que como z é gerador de Zy, e z é gerador de Zj, como grupos, entao
Ty [ D] =~ Zpoy [x1, 2%, como algebras de grupos (com coeficientes em Zy, ).

Considere B como sendo a abelianizacio de B. O Z-médulo B é fini-
tamente gerado, pois B é finitamente gerado. Veremos B? como sendo um
Zy,|D]-médulo, gerado pelas classes de

€; = (59(y2),

onde a agao de D (denotada por o) é dada por conjugagao.
Pelo lema 2.1.4, existe uma decomposicao tnica

Ty = TiPis (4.1.35)

com 7; € Ky % K3 e p; e KM,
Para podermos descrever B® mais detalhadamente, precisamos analisar a
classe de 6(r;). Faremos isso no lema a seguir, usando a decomposigio acima.
Antes, defina

pila):=1+a+---+a 2 +a/7 L.
Lema 4.1.4. Seja B como descrito acima. Defina

Tj, €5, Zj, U5, Wy, tj, P
como sendo as imagens em B de

60(z;), e, 00(Z5), 60(vs), 60(w;), 00(%;%;), 66(ps),
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respectivamente. Entao, para todo i € 7,

0(r;) = 0(p:)

pi = (Dit1 — €iv2) © (Zit 1Pk, (tig1)) + Wit1 © (Pry (tit1))
+ (Eip1 — 0) o (pry(t771)) — 0 (27 ' pry (8,7))  (4.1.36)
Demonstra¢ao. Seja i € Z.

Substituindo (4.1.35), x; = Z,;v; e z; = Z;w; em

ri = (@i zien) (@ 2 i)™

e conjugando os fatores de modo a “deslocar” os Z;, Z; para a esquerda, temos
que

Fo = (T Zig) " (87127 M € Ky K, (4.1.37)

pi= (I W) T () (o) () T ()
) () T () (o) () T (wly) -
() T () T () (o) T () T ()
@) T ) T () ) T @) T (i), (4.1.38)

onde 7; é o produto em K; x K3 dos j ultimos fatores do lado direito da
equagao (4.1.37) (de modo que na, = 7).

Aplicando 6 em (4.1.37), temos que 0(7;) = e, uma vez que 0(K; *K3) C D
e, pela hipdtese do teorema, kq|ky e ks|ks. Logo, por (4.1.35),

0(ri) = 0(pi).
Note que, como i?l = 2;?3 =1Vjex;Z; = Z;T;, entao tf“ =1Vj.
Defina 7; como sendo §0(n;) € Zy, x Zi, < A. Como

k:4 J— .
t;t=1Vy,
temos que
Naky = T2k, = 1.
Entao,
=2 ny=t715",

s = ()T e = ()M T AT

Mokst1 = Zit1s  N2ka43 = bit1Zit1,

. ka—2 = . ka—1 =
sMaks—3 = 141 Zit1,  Make—1 = 447 Zip1,  (4.1.39)
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. _ R 12 R 1y ka—1 .

2 = ti 15 N4 = (tl 1) y e T2k —2 = (ti 1) ! sy TRky = la

fokate = tit1s  Nokgdd = tigqs oor s Dagg—2 = tfjﬁl, Naky = 1. (4.1.40)
Aplicando 66 e a projecio B — B em (4.1.38), podemos mudar a notacio

multiplicativa para aditiva, de forma que a conjugacao por elementos de D serd
denotada como a agao (o) & direita de Z[D]. Temos, entao, que

Pi = Vi1 0 (Mary—1) — €ig2 0 (Nay—1) + Wig1 0 (Nap,—2)
+ 0i41 0 (Naky—3) — €ip2 0 (Naky—3) + Wit1 © (Naky—a) + -
oo+ Vi1 0 (M2ky+3) — €it2 © (Naky+3) + Wiv1 © (Mak,+2)
+ Dig1 0 (Nakg41) — €ip2 © (No2ry+1) + Wit © (M2r,)
— 0; 0 (M2r,) — Wi © (N2ry—1) + Eig1 © (N2r,—2)
— 03 0 (N2ky—2) — Wi © (N2ky—3) + i1 © (N2ky—a) — -~
w0 =00 (1) — Wi o (N3) + €1 0 (12)
—0;0(N2) —w; 0 (M) + é;41. (4.1.41)

Substituindo (4.1.39) e (4.1.40) na equagio acima e reagrupando as parcelas,
temos a equagao desejada. O

Por (4.1.29), (4.1.30), (4.1.32), (4.1.33) e (4.1.41), temos que, como Zy, [D]-
modulos,

pab o Biezei (Zi; [z, 2])
o I1+171 ’
de modo que €;Zy,[D] ~ Zy,[D], I é o Zj,[D]-submédulo gerado por:

(4.1.42)

® ;o (pr,(x)), Vital que 0(Z;) # ea;

o ;o (pry(2)), Vital que 0(2;) # ea;

e p;, VieZ

e I' é o Z,[D]-submdédulo gerado por:

e k10;, Vital que 0(Z;) =ea (ouseja, se kg =2ei=—2 mod 2l; + 1);
o k3w;, Vital que 0(2;) =ea. (ouseja, se ki =2e¢i=—2 mod 2l; + 1);
Para prosseguirmos, precisamos do lema a seguir:

Lema 4.1.5. Suponha que ki,k; mao sao ambos iguais a dois. Seja
t =228, onde o, B € Z, com o # 0 ou § # 0. Entdo, o anel

Zk2 [xil,zil]

(pkl (x)7pk3 (Z)7 Py (t))

T:
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é nao-nulo. Em particular, como Zy, € um corpo (jd que ko € primo), o conjunto
acima € um Zy,-espago vetorial de dimensao m > 1.

Demonstrag¢do. Defina os seguintes anéis:

o Zk2[‘ri1] . Zk‘z[zil}

M= n@) T )

Entao,
R = R1 ®Z;€2 R2

¢ um anel que também ¢é um Z,-espago vetorial.
Seja I o ideal de R gerado por py, (t), onde aqui t = 2% ® 2.
Entao,

R
T~—
I

e temos que
T=0<I1=R< anng(pg,(t) =0,
ja que
dimgz,, R = dimg,, I + dimg, anng(pg,(t)).

Como k1, k3 nao sao ambos iguais a dois e «, f nao sao ambos iguais a
zero, entao
0#1—te€anng(pg,(t)).

De fato,
(I+t+-+th (1 —t)=1-th =0,

onde a ultima igualdade segue da hipétese do teorema 4.1.1 de que ki, ks|ky.
Logo, anng(pg, (t)) # 0 e, portanto, T # 0. O

A partir de agora, consideraremos o Zy, [D]-médulo B* como um Zj,,-espaco

vetorial e omitiremos o simbolo “o” para simplificar a notagao. Note que

diIIle2 B < 00,

pois B ¢ finitamente gerado como Z-médulo.
Defina

Zk2 [mil’zil]

B= o @ (@)

Suponha que k1, k3 # 2.

Por (4.1.27) e (4.1.31), temos que I' = 0.
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Entao, o Zg,-espago vetorial (que também é um R-mddulo)
éR
{piR}iez)’

onde é;R ~ R, é um quociente de B, e, portanto, tem dimensao finita.
Defina

V= ®iez

9i = ((Di1 — €i42) Zi1 + Wit1) (Pry (tig1)) -
Entao, por (4.1.41),
pi=gi— g1 (54051
ou seja,
gR=0YieZ= p;R=0ViecZ.

Logo, 0 Zj,-espago vetorial (que também é um R-médulo)

Giczei R
Vo= ——— (4.1.43)
({giR}iez)
é um quociente de V, e, portanto, tem dimensao finita.
Seja
l:= Inax(2l1, 212) >0
e seja

T @jeZéiR —» @jzléiR

a projecao canonica entre os Zy,-espacos vetoriais acima.
Entao, 7 induz um epimorfismo de Zg,-espacos vetoriais
Vo = DiczéiR N ®i>i16 R v
({giR}iez)  ({m(gi)R}icz)
de modo que V; tem dimensao finita.
Por (4.1.10) e (4.1.14), temos que, para cada i > [,

Vi1 — €iv2 € Bo<j<i€jLi, (D]

Wig1 — €i42Zit1 € Do<j<i€; Ly, [D].

Logo, para cada i > [, existem \j; € Zy,[D], com 0 < j < ¢, tais que
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gi = | (Eit2 — €ix2)Zit1 + €i42Zip1 + Z €iNji | (Pry(tigr))
0<y<i+1

gi = (€iyaZit1 + %) (Prs (tit1)), (4.1.44)
onde
0<y<i+1

Entao, por (4.1.44), temos que

m(g;)) =0sei+2<I.
Logo,

({m(gi)R}iez) C ({m(9:)R}iz1—2),

e, portanto, existe um isomorfismo de Zj,-espagos vetoriais
>8R . i>i16i R

(m(gi)RYicz) — ({m(gi)R}iz1—2)

de modo que V5 tem dimensao finita.
Defina, para cada i € Z,

Vl = = ‘/27

Ji = pr, (ti—1)R,

que é um ideal de R, que, portanto, também é um Zj,-subespaco de R.
Entao, temos que, como Zy,-espagos vetoriais,

R
R~ J1 T
¥ i
embora nao sejam isomorfos como R-médulos.
Seja
R
i — =R
! 7,
o mergulho dado pelo isomorfismo acima. Entao,
R
R=J —
@f(ﬁ)

e, portanto, todo elemento r € R pode ser decomposto, de maneira tnica,
como

R
r=rmr1+ f(re), onder; = (pg,(ti_1))7r] € Ji,ma € 7 (4.1.46)

7

Seja
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R R
¢ D> R — @izleij

a transformacao linear definida indutivamente por:

o(é;r) = ¢(é;r1) + ¢(é;f(ra2)), para todo i > I,
onde, para y;_o definido em (4.1.44) e (4.1.45),

p(éir) == —¢ (7T(’}/i_2)7‘12?;11) , para todory € J;,1 > 1,

@(éif(ra)) :== é;r2, para todo ry € %,i > 1. (4.1.47)

K3

Observamos que (4.1.45) implica 7(y;—2) = 0, portanto

¢(éir1) =0 para todo ry € J,.
Note que ¢ estd bem-definida, pois ¢(¢é;J;) depende apenas de ¢(é;R) para

0<j<ie

¢(ér) = ére, para todo r € R,

onde ry foi definido em (4.1.35).
Temos que ¢(7(g;)R) = 0 para todo i > [—2, pois, usando (4.1.44) e (4.1.47),

temos que

d(m(gi)r) = ¢ (m(€ivaZiv1) +7(7)) TPrs (tiv1))
= ¢ (Cir2Zip17Pry (tig1)) + & (m(Vi) PRy (tig1))
= =@ (T (%a)rPry (tiv1)) + & (m(Vi)rpry (tiv1)) =0
Ou seja, ¢ induz uma transformacao linear
@i>16i R
({r(gi)R}Yizi-2)

Além disso, ¢o é sobrejetora, pois, para todo rq € % temos que

. R
— Di>16i—-

Vo =
@21 Vo 7,

éira = ¢(€if(ra)) = p2(éif(r2)) € ¢p2 (Vo).

Recordamos que

() - (y).

t; = T;%2; €
Como ki, ks # 2, temos, por (4.1.27) e (4.1.31), que

t; = 2% 2% onde ay, 8; # 0.

Logo, pelo lema 4.1.5, temos que
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%#0, Vi € Z,

e, portanto,

. . R
dimgz,  ¢2(V2) = dimg,_ @12161‘7 - .
7

Mas isso implica

dimZkQ V2 = 00,

o que é uma contradicao.
Suponha que ky =2, k3 # 2.

Seja
Li={j€eZ|j=-2 mod?2l +1}.

Recordamos que I e I’ foram definidos em (4.1.42). Pelas observagoes apds
(4.1.30) e (4.1.33), temos que I’ estd contido no Zy,[D]-submddulo gerado por
{0i}ier,, sendo que vale a igualdade se ki # ks.

Recordando que definimos Vj em (4.1.43), temos que o Zj,-espago vetorial
(que também é um R-mddulo)

Vo
<{’O’iR}iEL1 >
é um quociente de V e, portanto, tem dimensao finita.
Como comentado no inicio da demonstragao, podemos supor ks = mmec(ky, k3) =

mmc(2, k3). Uma vez que k3 é primo diferente de 2, temos que ky = 2ks. Além
disso,

=

_ Zk2[xi1,zi1] N Zkz[zil}
(T4 Lpra(2))  (prs(2))

de modo que z = —1 em R.
Note que, como k3 # 2 é primo, temos que z; = 6(Z;) é um gerador de Zy,
(por 4.1.31) e, portanto,

Pks (Zz) = pkg(z)a Vi S Z7

lembrando que z foi fixado como um gerador de Z, .
Seja i € Z. Por (4.1.30), temos duas possibilidades:

1. Sei = -2 mod 2l; + 1, entdo 6(Z;) = ea. Logo, &; = 1 e, portanto,

Pra(t) =1+ 24+ 2770 = pry (2) + 25 Py (25) = Do (2) + Py (2) = 0.
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2. Caso contrario, entao 6(Z;) = . Logo, &; = —1 e, portanto,

pra(t) = Y (-1Y%]

0<j<2ks—1
= Y CwEs Y
0<j<ks—1 k3<j<2kz—1

= Y (VE+ Y (-t =o.
0<j<ks—1 0<j<ks—1

Ou seja, pg, (t;) = 0 Vi € Z. Logo, g; = 0 Vi e, portanto, g; R = 0 Vi.
Assim, temos que
GiczéiR
({0:iR}ier,)
Se i > 2y, temos, por (4.1.10), que

//\./
Vo o~

Uy — €i+1 € Po<j<iC; 1.
Por outro lado, se i < 0 temos, por (4.1.11), que

U; — €i+1 € Dicj<an, 161,
Além disso, por (4.1.8), temos que v; = 0 se 0 < i < 21;.
Portanto, temos que
Vo =~ @ien, &iRR,

onde
AN =Z\{jeZ|j=-1 mod 2y +1}.

Como R # 0 pelo lema 4.1.5 e A; é infinito, temos que V{ tem dimenséo

infinita, o que é uma contradigao.

Suponha que ki # 2, k3 = 2.

O argumento nesse caso é analogo ao do caso anterior.
Seja
LQZ{]EZ|j572 m0d2l2+1}

Recordamos que I e I’ foram definidos em (4.1.42). Pelas observagoes apds

(4.1.30) e (4.1.33), temos que I’ estd contido no Zy,[D]-submddulo gerado por
{W;}icL,, sendo que vale a igualdade se k3 # ka.

Recordando que definimos Vj em (4.1.43), temos que o Zj,-espago vetorial

(que também ¢ um R-mddulo)
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Vo
({wiR}ier,)
é um quociente de V' e, portanto, tem dimensao finita.
Nesse caso, temos que ks = 2k;. Além disso,

"o,
vy =

Ly, [xila Zil] -~ Ly, [wil]
(Pr (), 14+ 2) — (pr, (7))

de modo que z = —1 em R.

Note que, como k; # 2 é primo, temos que x; = 0(Z;) é um gerador de Zy,
(por 4.1.31) e, portanto,

R =

i, (z3) = pr, (x), Vi€ Z.
Seja i € Z. Por (4.1.33), temos duas possibilidades:
1. Sei=—2 mod 25 + 1, entdo 0(Z;) = e4. Logo, 2; = 1, e, portanto,

Pra(ti) = 1@+ +27 7" = pp, (20) + 21 pr, (1) = p, (@) +pr, () = 0.

2. Caso contrdrio, entao 6(Z;) = z. Logo, 2; = —1, e, portanto,
pri(t) = Y (1)
0<j<2k1—1
= Y CwEs Y
0<j<h1—1 b <j <2k —1
= > (=vE+ Y (-1tal=o.
0<j<ki—1 0<j<ki—1

Ou seja, p, (t;) = 0 Vi € Z. Logo, g; = 0 Vi e, portanto, g; R = 0 Vi.
Assim, temos que
DiezéiR
({wiR}ier,)
Se i > 25, entao temos, por (4.1.14), que

VI~

W; — €41 € Bo<j<i€jR.
Por outro lado, se i < 0 temos, por (4.1.15), que
Wi — €i41 € Bicj<al,—165 .
Além disso, temos, por (4.1.12), que w; = 0 se 0 < i < 2ls.

Portanto, temos que

17 A
VO >~ DicA, eiR,
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onde

Como R # 0 pelo lema 4.1.5 e Ay é infinito, temos que V{’ tem dimenséo
infinita, o que é uma contradigao.

O

Observagao 4.1.6. Podemos permitir que k; e ks sejam poténcias de dois, no
enunciado do teorema 4.1.1, se ko também é par. Nesse caso, basta identificar
os pares de geradores (uy,u3) e (ug,uyq), i.e., definir

G G

a <u1u51, 'U/QU4_1>G

Assim temos, pelo corolario 2.3.26, que

G~ (uy, uz | (urus)® = (uguy)"),

onde
k := mdc(mde(mdc(ky, ko), ks3), k4),

que é maior ou igual a 2, por hipétese, ja que ki, k3 s@o poténcias de dois,
k4 ¢ multiplo de ki e ko éipar.
Seja x o caractere de G induzido por x. Pelo teorema 2.3.20, temos que

[x] € BH(G)".
Entao, pelo corolario 2.3.26, temos que
[x] € H(G)",
como queriamos demonstrar.

Se retirarmos apenas uma das arestas, o problema ja se torna muito mais
simples e nao exige hipdteses adicionais. De fato, o grupo de Artin do enunciado
do teorema 4.1.1 tem posto 3, enquanto o do enunciado do teorema abaixo tem
posto 2. Como dito na introducao, acreditamos que um método similar ao usado
nessa tese pode ser usado para provar a conjectura 2.3.16 para grupos de Artin
de posto 2, mas, assim como no teorema 4.1.1, o problema se torna muito mais
dificil quando o grupo de Artin tem posto 3.

Teorema 4.1.7. Seja G = G(ky, ko, ks,l1,l2) o grupo de Artin associado ao
grafo

2k1
Ui U2
2k2/
20141 / 2l5+1
U U
3 2hs 4



tal que ky, ko, ks, l1, 1o sdo inteiros positivos, com k1, ko, ks > 1 e x € Hom(G,R)
tal que
—1 = x(u1) = x(us) = —x(u2) = —x(ua).
Entao, [x] € ZY(G)".

Demonstra¢do. Suponha que k; e k3 ndo sdo ambos poténcias de dois. Adicione
uma aresta de rétulo igual a mme(2ky, 2k3), ligando u; e uy, de forma a aplicar
o corolario 2.3.26. Dessa forma, o resultado segue do teorema 4.1.1.

Suponha que k; e k3 sao poténcias de dois. Pelo corolario 2.3.26, podemos
considerar k1 = k3 = 2 e ko primo. O inicio da demonstracao é analogo ao do
teorema 4.1.1, apenas omitindo as referéncias a aresta com rétulo 2k4 (incluindo
as relagoes 4, p; e p;) até a equacao (4.1.42).

Entao, por (4.1.29) e (4.1.32), temos que, como Zj,[D]-médulos,

_ @iezés (Z, [z, 2*1))

B ~
I+7r ’

de modo que
D:<$> X <y>2Z2xZQ’

éiZy, D] ~ Z, D], I é 0 Zy,[D]-submédulo gerado por:
e U;0(x+1), Vital que 0(Z;) # eq;
e w;0(z+1), Vital que 0(z;) # ea;
e I' é o Z,[D]-submdédulo gerado por:
e 20;, Vital que 0(z;) = ea;

e 2w;, Vi tal que 0(Z;) = ea.

Defina
Ly, 2]
Ri=—>2""" _~7
(@+1,z41) ™
de modo que r = z = —1 em R.
Defina

Lj:={i€Zli=-1 mod 2l; +1}.

Pelas observagoes apés (4.1.30) e (4.1.33), temos que I’ estd contido no
Zy,-subespaco vetorial de R gerado por {0;}icr, e {wW;}ier,, sendo que vale a
igualdade se 2 # ko.

Ou seja, temos que o Zy,-espaco vetorial

GiczéiR
({oitier,, {witier,)

é um quociente de B, e, portanto, tem dimenséao finita.

W .=

()



Sejam

l:=mmec(2l; + 1,205 + 1),
de modo que
(2 + )24+ 1) =1d, d:=mdc(2ly + 1,213+ 1).
Defina também, para cada j > 0,
A ={0,1,...,jl -1}
e o seguinte subespaco de W:
Dien, iR
({0iYicr,, {Witicr,) N [®iea,&R]

Sabemos, do lema 4.1.3, que

Ej =

[ )
0 — €11 € Po<j<i€jR, sei > 2ly;
[ )
0; =0, se0<17<2y;
[ )
U — €iy1 € Dicj<a,—16;R, sei <0
[ ]
Wi — €112 € Do<j<i€jR, sei > 2l;
[ )
w; =0, se0<i< 2oy
[ )
Wi — €412 € Bicj<a,—16R, sei <0,
Portanto,
B Dien, eill
= - )
<{Ui}i€Lm(Aj71)7 {wi}ieLzﬁ(Arl)>
Entao,

dimg,, E; > 8A; — ([Li N (A; = D]+ 8[L2 N (A — 1)])
> 8N —B[Lin(A; = D] = 8[LaN(A; = 1)]

sl b !
=J W +1 2 +1)°

Logo, por (4.1.48),
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dimgz,, B, > j (l— 205 +1 B 2l1+1>

d d

> % (20 + 1)(2lp + 1) — (2l +1) — (20 + 1))
> é (21(205 + 1) — 211 — 1))
J
>4 _
> d(41112 1)
J
> =3,
>3

Como E; < W para todo j > 0, entao

dimg,, W = oo,

o que é uma contradicao. O

4.2 Uma generalizagao

Abaixo, demonstramos uma versao mais geral do teorema 3.2.2. De fato, a
demonstracao do teorema 3.2.2 poderia ter sido omitida, mas optamos por deixa-
la por ser muito mais simples e pela importancia dele por si s6. Note que o grupo
de Artin abaixo possui posto arbitrario.

Teorema 4.2.1. Seja G = G(k1,ka,... , kn,l2,1l3,...,1,) 0 grupo de Artin as-
sociado ao grafo

tal que ki, ko, ... kn,ls,..., 1, sdo inteiros positivos, com ki, ko, ..., k, > 1,
e [x] € Hom(G,R) tal que

=1 =x(u1) = x(u2) = -+ = x(un) = —x(u).

(i



Além disso, suponha que

1
Z 2li+1<1'

ki € poténcia de 2
Entao, [x] € 2Y(G)°.

Demonstracao. Por definicao, G tem uma apresentagao

G = (u,uy,Ug, ..., Uy | (uul)k1 = (ulu)kl, (uug)k2 = (ugu)kz, .
ol (uun)k" = (unu)k"7 (u1u2)l2U1 = (uQul)Ing,
(u1U3)l3u1 = (U3u1)l3U3, A (ulun)l"ul = (unul)l"un>.

Pelo corolario 2.3.26, podemos supor que ki, ks, k3, . .., k, sdo primos. Sem-
pre que possivel, tomaremos k; # 2, por ser um caso mais simples.
Sabemos que basta provar que N := ker y nao ¢ finitamente gerado. Supo-
nhamos o contrario, que N ¢ finitamente gerado.
Defina
Toi = Ui, 1=1,...,n, Yo :=To,1.

ou seja,
U; :uflxg,i, t=1,....n

Entao, N = ({xoﬁi}lgign)g. Defina, também,

W .
xji=x5,; t=1...,n, jEL

)

que sao geradores de N como subgrupo de G. Usaremos ainda a seguinte
notagao:
yj = xj,1~

Devido ao fato da demonstracao do teorema 4.2.1 ser longa, precisaremos de
varios resultados auxiliares, que serao enunciados como lemas, dentro do corpo
da demonstragao.

O lema abaixo traduz as relagées de G para palavras compativeis com a
apresentagao de N que usaremos.

Lema 4.2.2. Com a notacao acima, temos que

1. parat=1,2,...,n,

oo ol = ol Vj€eL. (4.2.1)

(uu)™ = (uw;) ;.

2. parai=2,3,...,n,

(ului)l’iul = (uiul)l"ui =

o1 -1 -1 -1 1 1 1 1
Lii =Yj—1T5-2Yj—3Vj—ai " Yj_o1,+3%; 2n,42,:Y5—20,+10j 21,4

“Yj—20, Tj 20 41,5 Y 204282043, - Lj—3,iY 2815, V] € L
(4.2.2)
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Demonstracao. 1. Por definicao,

(wei) " = (w4 agly = oy & 2l = ot Vi€ 2

Por inducao, temos o resultado desejado.

2. Como u; = uilxo,i, temos que

(uiul)l"'ui = (ului)liul <~

(U_lﬂﬂo,iu_lyo)liu_lxo,i = (U_lyou_lwo,i)liu_lyo-

Conjugando os fatores por poténcias de u de modo a desloca-las para a
direita, temos que a equagao acima é equivalente a

20;—1

L1,iY2L3,3Y4 - y2l,-—zlei—1,1y21i$21i+1,m7

—20;—1
Y1X2,4Y3Tq i T2, —2,iY21;, —1L21; Y21, +1U

=

11 1 -1 11 -1 -1
Lol 41,0 = Yo, Xop,—1,iY21,—2% 21,3, " " Ya T3,:Y2 L1

"Y1X2,5Y3Ta X201 —2,iY20;— 1221, iY20;+1-

Conjugando & direita ambos os lados da equacdo acima por u/ =24 ~1 temos
o resultado desejado.

O
Defina agora o quociente de N:
N = (N|z§; =1,1<i<n).
Note que, em N,
afi=1, Vi<i<n, Vjez,

por (4.2.1).

Temos que N é finitamente gerado, por ser quociente do grupo finitamente
gerado N.

Defina os grupos

K= (o, 1,0+ 2,1 |25 = 1,7 =0,1,---,2[; — 1)

= o< <ot —1(T5 | 055 = 1) = xo<j<a, 1Ly, 2<1i<n,

K=Ky = {y;}jez |y} = 1,5 € Z) = %jenly; |yi* = 1) ~ xjens, ,
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M = *lgiSnKiz Mz = K % Ki7 para 2 < ) < n,

D= ngignzk“ A:=KxD.

Note que, usando (4.2.2), dado 2 < i < n, podemos escrever {x;;};ez como
subconjunto de M,;. Levando isso em conta, podemos descrever N como o
seguinte quociente de M:

M

M — 7 N.
<{$§Q}jez,2§ign>

Para dar continuidade a demonstracao, precisaremos de outro lema.

Lema 4.2.3. Para todo 2 < i <n e para todo j € Z, temos que existem unicos
T € K; evj,; € KEi tais que
Tji = T,V
Note que
Tji=wxj; sej=0,1,---,2l; — 1L

Portanto,
’Ujﬂ':]. 560§]§21171

Além disso, temos que, para todo 2 < i < n,

- ~1 ~—1 1 JO - ~ -
Lji = Ti_9,;Ti_a;"  Lj_op,42:iTj—21;,iTi—2Li+1,iTj—20;43,i * " " Lj—3,iLj—1,i
VjeZ
Lyt Ky ; | > 2, 4.2.3
'U],ly_j € {yk }0§k<] ) para j = alg ( oL )
—1 Zj; K; .
Vi yj" S <{yk }j+1Sk§21i*1> para j < 0. (4.2.4)

Demonstragao. Fixe 2 < i < n.
A primeira parte é consequéncia do lema 2.1.4.
Pelo lemas 2.1.4 e por (4.2.2), temos que

_ A ~—1 71 71 5 A N
Lji = Tj_0iTj_gq;"  Lj_op49:Tj or, iLi—2l+1,iTj—21;+3,i Tj—34iTj—1,i,
Vj € Z. (4.2.5)

Nao ha o que provar para 0 < j < 2[; — 1.
Seja j > 2l;. Entao, pelo lema 4.2.2,
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o1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
Lii =Yj-1%5_23¥Y53Vi_a; " Yj_o1,4+3%j—21,+2,:Y5—20,+1T 521, 4"
Y2, T2+ 1,iY 20+ 2T~ 20+ 3,  Tj—3,iYj—2Tj—1,iYj  (4.2.6)

Para facilitar a notagao, considere (j; como sendo o produto em K; dos k
ultimos fatores do lado direito da equacao (4.2.5), de forma que &;,; = (o, i-

Substituindo xy; = Zj vk, em (4.2.6) e conjugando os fatores, da direita
para a esquerda, de modo a “deslocar” os Zj ; para a esquerda, temos que

_ Cat; i -1 Caty,i -1 Cat;—1,i -1 Cot;—1. -1

Tji = C2l,:,i Y Vi Yi_5 Chayl .
Gz N7 (Gt L G N G T
. (yj—Qli+3) (’Uj—2li+2,i) (yj_gli_;,_l) (vj—2l,; )
Ciy i Ci—1,i Ciyj—1,i Cly—2i

“\Yi-2i ) \Yi—20+14 ) \Yi—242) \Yi-2t+3,i) "

Cu,i C1,i

a (“jlf:ﬂ,i> (%’1—2) (0j-1.4) (45) -

Como a decomposicao x;,; = T;;v;; € Unica e T;; = (.4, temos que

o Cauyi -1 Caiy,i -1 Ca;—1,i -1 Ca1;—1,i -1
Vji = \Yj-1 Vi_2 Yj—3 Vi_4,
Cly42,i -1 Cui42,i -1 Cli+1,i -1 Cli+1,i)
(yj—21i+3) (”j—2zi+2,i) (yj—2l,-,+1) (”j—zli )
Ciy i Ci—1,i Ci—1,i Clj—2,i
“\Yi-2 ) \Yi—20+14 ) \Yi—242) \Yi—2t+3,0) "
C1,i Cii
" (UjiB,i) (yjiZ) (vj—1,4) (y5), (4.2.7)

que nos da, por inducao, o resultado desejado para j > 2I;.
Para 7 < 0, vale um argumento anélogo.
Reorganizando (4.2.5) e trocando os indices j por j + 2l;, temos que

7 — 7. L e T 7 .~_1 71 ...~_1 -1
Lji = Tj+1,iT 543, " Lj420;, =3, j4+20—1,iLj o1, i Vitor,—2 LiraiLitai
VjeZ. (4.2.8)

Pelo lema 4.2.2; temos que, trocando os indices j por j + 2l;,

Tji = YjTit+1,iYj+2T5+3,i " Tj421;—3,iYj+21; —2L 5421, —1,iYj+21;°
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 .
Ty fon, Yot 1T ran -2, ron -3 T iraYj s e VI € L

(4.2.9)
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Para facilitar a notagao, considere Cllm‘ como sendo o produto em K; dos k
tltimos fatores do lado direito da equacao (4.2.8), de forma que &;; = (y, ;-

Entao, substituindo xy,; = vk, em (4.2.9) e conjugando os fatores, da
direita para a esquerda, de modo a “deslocar” os Zj; para a esquerda, temos
que

A oy i Cory—1i Cary—1i Cory—2i
wji = (Coui) | 9 Vi1, Yito Uitz )
C;i+1,i Czli+1,7: Czllm Cz/“
A\ Yitan-si ) \ Yirani—2 ) \ Viver -1 ) \ Yit2u |
—1 —1 —1 —1
Cl/,i,i Cl/i—l,i Cl/,i—l,i Cl/ifli
"\ Vitan. Yjvor,—1 Yital,—2,i Yjro1,—3
—1 ’ —1 ’ —1
Cé,i <1,i Cl,i —1
"'(”j+4,i Yits viys ) (Wik1)

Co L Sy
Como a decomposicao z;; = &;;v;,; ¢ Unica e T;; = (y, ;, temos que

R Céli,i Célifl,i Célifl,i Cél,ﬁ&z‘
Vi =\ Y; Yjt1, Yj+2 Yitsi )"
C;i+1,i Cl/,i+1,i Clllm CI/17
A\ Vitor s | \ Yita—2 ) \ Yita—1, ) \ Yt |-

—1 —1 —1 —1

Cz/,i,i C{i—l,i Clli—l,i Czlifz,i

. ’l} . . y . o ’l} . o . y . o ...
J+205,1 j+20;—1 J+20—2,1 j+20;—3

o \“Ha T L T -1
"'(”a‘iﬁu) (yjis) (Ujlm) (yj41) . (4.2.10)

que nos da, por indugao, o resultado desejado para j < 0.
O

Queremos agora construir um epimorfismo

6: M —- A

de modo que 0| = Idg e 0 projete K; em Zy,, para 2 <14 < n.
Fixe 2 < ¢ < n. Levando o comentario acima em consideracao e considerando
Zy, como subgrupo de A, definimos 6 em K; da seguinte maneira:

9(1‘0’1‘) = 9(1‘1’1‘) == 9(x2li72,i) =1¢ Zki, 9((,62[1.,1’1') =2¢€ Zki'

Pelo lema 4.2.3, parte 1, temos que

O(Tj101,,0) = —0(Zji) + 0(Tj11,0) — 0(Tjp2,) + -+ 0(Tjq2,-1,) V€L
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Assim,

0(53211,1') = I, 0(53211._,_171-) = 9(‘%2%4—2,1') — e = 9(£4l{,—1,i) _ _17
0(Za, i) = =2, O0(Zar414) = —1,
O@at,424) = OFat,e00) =+ = 0@Far) = 1, O(@er 1) =2, (4.2.11)

e assim por diante, de modo que

O(xj1a1,42,) = 0(xj:) Vi € Z.

O resultado também vale de maneira analoga para indices negativos, usando
que

0(Zj:) = 0(Tj114) — 0(Tjr2.0) +0(Tjza) + - — O(Tjran,4)-

Usando a decomposigao xy,; = &y, iUk i, temos que

O(xj.0)" = (0(F5,0)0(v5,4)) (0(F5,0)0(v4)) -+ (0(&5.:)0(v5)),

k; termos

0(xj:)" = 0(i5,)" (Q(Uj,i)e(j“)kiil) (Q(Uj,i)e(i“)z) (G(Uj,i)e(ij”'))

9(1’3‘,1‘)]&" _ <9(Uj7i)9(ij,l)k,;—l> (9(%‘,1‘)9(&“)2) (e(ij)G(ij,i)) (e(vj,i)l) )
Defina
ZTi = 1= 9(,@0’1‘) = 6‘(5‘077“) € Zki-

Suponha que k; # 2. Entao, por (4.2.11), temos que (Z;,;) é um gerador de
Zy,, qualquer que seja j € Z. Logo, a menos de uma permutagao dos expoentes
{xii_l,xf’i#, oo, x2 24,1}, temos que

k;—1

O(x;)k = (G(Uj,i)zil ) (g(vm)zf) (O(v;.1)") (0(v;.)") - (4.2.12)

Se k; = 2, temos que

0(7;:) = e, sej=-—2 mod?2l;+1 (4.2.13)
T x;, caso contrario. -
Assim, se j = —2 mod 2[; + 1, temos que
9(33]',,‘)2 = 9(’()]‘71')2. (4.2.14)
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Note que esse é o tnico caso em que 0(Z;;) = ea.
Caso contrario,

0(x;.0)% = (0(v.0)") 0(v;.).

Considere agora a projecao canonica

A _

A — = A

({0(z.0)F}jez2<izn)”

O epimorfismo 6 : M — A induz um epimorfismo 6 : N — A, conforme o
diagrama abaixo.

M
N

Portanto, A é finitamente gerado.
Observe que K# é um subgrupo de ndice finito de A, ji que

| <

|

— x2§iSnZ;€i =D. (4215)
Entao,
B :=§(K*%)

é um subgrupo de indice finito de A. Ou seja, B é finitamente gerado. Veremos
que isso gera uma contradigao.
Pelo lema 2.1.5, temos que

K* = xjezaep (yf) < A

Note que como z; é gerador de Zy,, para todo 2 < i < n , entao
+1 41 +1
Zy, D) = Zy, |25 x5, oy, s

como &dlgebras de grupos (com coeficientes em Zy, ).

Considere B como sendo a abelianizacio de B. O Z-médulo B ¢ fini-
tamente gerado, pois B é finitamente gerado. Veremos B® como sendo um
Zy, [D]-médulo, gerado pelas classes de

ej = 00(y;),
onde a agao (denotada por o) é dada por conjugagao.
Defina
pk((l) Z=1—|—a+...+ak—2+ak_1
e defina
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Tjir €y Uj
como sendo as imagens em B de
00(z;:), ej, 0(vj,).
Por (4.2.12), temos que, como Zy, [D]-médulos,

_ ®jezes (Tayfos ' w5t 1)
o I+r ’
de modo que €;Zy, [D] ~ Z, [D], I é o Zy, [D]-submédulo gerado por

Bab

(4.2.16)

{056 0 (pr, (24)) | 0(F,4) # ea}

e I' é o Zg, [D]-submdédulo gerado por
(ki |0(25.:) = ea} = {205 [ ki = 2,0(25.)}-
Defina

Zkl[‘rétla“'axi:l]
R = .
({pr, (7i) }2<i<n)

Obviamente, R # 0. Mais precisamente, R é um Zj,-espaco vetorial de

dimensao
2<i<n
ja que ‘
Pr;(75) =0 & Z‘?iil = —xfi72 — xfi7‘3 — ez — 1,

ou seja, R é gerado, como Zg, -espago vetorial, por

{5”%2%%3 o 'xi"}ogjigk,;—ugign. (4.2.17)
Suponha que k; # 2 para 2 < i < n.
Por (4.2.11), temos que I’ = 0.
Entao, o R-médulo

V = ®jeczé; R, onde ;R ~ R,

é um quociente de B, e, portanto, ¢ finitamente gerado. Mas isso é uma
contradigao, pois R # 0.

O caso acima é o caso mais simples. Se tivermos poténcias de 2 em meio
aos kls originais, teremos que considerar alguns kjs da demonstracao (depois
de considerd-los como primos) como iguais a 2, com a limitagdo que estd na
hipétese do teorema.
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Sem perda de generalidade, digamos que os elementos de {k; }a<;<, que sdo
poténcias de 2 sao
k2:k3:"':k7n+1 :2’

onde, por hipdtese do teorema,

1
> o1t

2<i<m+1

Seja
Li={j€Z|j=-2 mod2l; +1}.

Por (4.2.12), (4.2.13) e (4.2.14), temos que I é o Zy,[D]-submddulo gerado
por:

Vji © i, (T4),
para (j,i) € (Zx{m+2,m+3,....,n})U(Z\ L;) x{2,3,...,m+1})

e I' é o Z, [D]-submdédulo gerado por:

20;,, para (j,1) € L; x {2,3,...,m+ 1}.

Nesse caso, definimos

_ Ly, (2523, ..., Tp] N Lty [Trmt2y Timtss -« oy T
(i + 1e<i<mtr Uk, (@) bmt2<i<n) ({pr: (@) bmr2<i<n)
de modo que
To =T33 =" =Tyl = —1

em R.
Recordando que

Lj:={i€Zli=-2 mod2l+1},
temos que I’ estd contido no Zy,-subespaco vetorial de R gerado por
|_| f[)jviR7
(j,i)EL; x{2,3,....m+1}

sendo que vale a igualdade se 2 # kj.
Ou seja, temos que o Zy, -espaco vetorial

Diczéi R
<|_|(j,i)€Li x{2,3,...,m+1} f’j,iR>

é um quociente de B, e, portanto, tem dimenséo finita.
Seja

W .= , onde ;R ~ R,
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l:= 1’I111’1C({2lZ + 1}2§i§m+1) Z 3.
Defina também, para cada s > 1,
As:={0,1,...,sl — 1}
e o seguinte subespaco de W:

B, = Dien, 6 R

.....

Pelo lema 4.2.3, temos que

[ ]
05 — €5 € Do<r<jbrlt, se j>2l;
[ ]
ﬁj,i:O, seOSjSQli—l;
[ ]
V5 — €j%j4 € Djp1<h<an—1, sej<0.
Logo,

B, - Dien, 6 R

<|_|(j,i)e[LiﬁAs]><{2,3 ..... m+1} @j7iR>
Note que, por (4.2.17), temos a igualdade de Zj,-espagos vetoriais:

(05,1 R) = <{ﬁj,i$%2$§3 e xi"}ogjiski—272§i§n> :
Além disso, claro que
dim (9;;R) = dim R = 0.
Portanto, temos que
dimgz, @ep.eiR = osl.

Entao,

dimg, < | ] @MR> <4 #[L; N Ay]
(4,9)€[LiNA])x{2,3,...,m+1} 2<i<m+

[

Portanto, temos que

87



dimgz, Fs > 0sl —ds= ds(l —1),

e, portanto,

lim dimzk_1 E, = o0,
S— 00

uma vez que [ —1>2 > 0.
Como F,; < W para todo s > 0, entao

dimg,, W = o,

o que é uma contradicgao.
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