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Resumo

Reticulados vêm sendo utilizados na abordagem de vários problemas em códigos corretores

de erros e criptografia. Este trabalho foca em construções de reticulados a partir de

códigos lineares q-ários. Construções D, D1 e D e vários resultados são estendidos de

códigos lineares binários para códigos lineares q-ários, q P N. Definimos a adição zero-

um em Zn

q
e mostramos que a Construção D produz um reticulado se, e somente se, a

cadeia de códigos utilizada é fechada sob esta adição. Fórmulas fechadas ou limitantes

para a distância da soma mínima de reticulados obtidos via Construções D, D1 e D

são fornecidos. Introduzimos a Construção A1 a partir de códigos lineares sobre o anel

quociente ZqrXs{pXaq e mostramos que a mesma produz um reticulado se, e somente se, o

código utilizado é fechado sob a adição zero-um deslocada. Conexões entre as construções

supracitadas também são fornecidas.

Palavras-chave: Reticulados. Códigos q-ários. Construções D, D1, D e A1.



Abstract

Lattices have been used in the approach of several problems in error correcting codes

and cryptography. This work focuses on lattice constructions from q-ary linear codes.

Constructions D, D1 and D and several results are extended from binary linear codes

to q-ary linear codes, q P N. We define the zero-one addition in Zn

q
and show that the

extended Construction D produces a lattice if and only if the nested codes are closed

under this addition. Closed formulas or bounds for the minimum sum distance of lattices

obtained via Constructions D, D1 and D are derived. We introduce the Construction A1

from linear codes over the quotient ring ZqrXs{pXaq and show it produces a lattice if and

only if the used code is closed under shifted zero-one addition. Connections between the

aforementioned constructions are also provided.

Keywords: Lattices. q-ary codes. Constructions D, D1, D and A1.
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Introdução

Um reticulado Λ é um subgrupo aditivo e discreto de Rn. Equivalentemente,

Λ ⊆ Rn é um reticulado se, e somente se, existem vetores linearmente independentes

v1, . . . ,vm ∈ Rn tais que Λ consiste de todas as combinações lineares inteiras de vi,

i = 1, . . . ,m, isto é,

Λ = {α1v1 + · · ·+ αmvm; α1, . . . , αm ∈ Z}.

Reticulados têm sido relacionados com códigos lineares sobre anéis finitos e usados para

correção de erros em diferentes contextos [53] e também na proposição de esquemas crip-

tográficos [32, 36]. A relação entre códigos e reticulados mais conhecida é a chamada

“Construção A”, que associa a cada código linear C ⊆ Zn
q (onde Zq é o anel dos inteiros

módulo q) a imagem inversa de C pela aplicação módulo q, a qual sempre é um reticu-

lado [9,24,28]. Neste trabalho, estudamos as Construções D, D′, D e A′. As Construções D

e D′ foram propostas por Barnes e Sloane em [2] para códigos binários. Estas construções

fornecem reticulados a partir de cadeias de códigos binários encaixados. Reticulados com

boas propriedades, tais como reticulados LDPC [37] e reticulados turbo [38], podem ser

descritos usando as Construções D′ e D, respectivamente. Já a Construção D é uma re-

formulação da fómula código de Forney introduzida em [15,16]. A partir de uma cadeia de

códigos lineares Zn
p ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca (p primo), o conjunto gerado pela Construção

D é dado por

ΓD = Ca + pCa−1 + p2Ca−2 + · · ·+ pa−1C1 + paZn.

Esta construção tem atráıdo muita atenção desde sua introdução [19,20,22,25,26,51]. A

Construção D nem sempre produz um reticulado. Quando p = 2, a Construção D produz

um reticulado se, e somente se, a cadeia de códigos utilizada é fechada sob o produto de

Schur [25]. Finalmente, a Construção A′ definida em [19, 20] produz reticulados a partir

de códigos lineares sobre o anel quociente Z2[X]/(Xa). Em [20] é demonstrado que esta

construção é equivalente à construção multińıvel de reticulados Barnes-Wall a partir de

códigos de Reed-Muller.
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Organização do trabalho

O Caṕıtulo 1 é dedicado à apresentação dos conceitos básicos da teoria de reticu-

lados. Nele, definimos reticulado, base, matriz geradora, determinante e volume de um

reticulado, região de Voronoi, densidade de empacotamento, número de vizinhos, reticu-

lado dual, etc. Consideramos métricas em reticulados provindas de normas e na Seção 1.4

mostramos que a região de Voronoi de um reticulado Λ na métrica da soma e na métrica

do máximo nem sempre são regiões fundamentais de Λ.

O Caṕıtulo 2 destina-se ao estudo de códigos lineares sobre Zq, q ∈ N. Neste

caṕıtulo são apresentados alguns conceitos básicos tais como base, matriz geradora, distância

mı́nima, código dual e a cota de Singleton de um código linear.

No Caṕıtulo 3, são apresentadas nossas principais contribuições que incluem os

resultados de [41–44]. Na Seção 3.1, estudamos a Construção A para códigos lineares q-

ários (q ∈ N) e mostramos que o reticulado tridimensional de maior densidade na métrica

da soma pode ser obtido via Construção A. Na Seção 3.2.1, estendemos a Construção

D para códigos lineares q-ários (q ∈ N) e mostramos que a mesma sempre produz um

reticulado. Mostramos que um reticulado obtido via Construção D a partir de uma

cadeia composta por k códigos lineares sobre Zq, a menos de um fator de escala, sempre

pode ser obtido via Construção A a partir de um código linear sobre Zqk . Além destes,

vários resultados apresentados em [2,9] para reticulados obtidos via Construção D a partir

de códigos lineares binários são estendidos para reticulados obtidos via Construção D a

partir de códigos lineares q-ários. As Construções D′ e D para códigos q-ários (q ∈ N)

são apresentadas nas Seções 3.2.2 e 3.2.3, respectivamente. Mostramos que a Construção

D′ sempre produz um reticulado enquanto que a Construção D nem sempre fornece um

reticulado. Na Seção 3.2.4 são apresentadas algumas conexões entre as Construções D,

D′ e D. Além disso, definimos a adição zero-um em Zn
q , mostramos que para q = 2 esta

operação coincide com o produto de Schur e que Construção D produz um reticulado se,

e somente se, a cadeia de códigos utilizada é fechada sob a adição zero-um. Resultados

sobre a distância mı́nima na métrica da soma em reticulados obtidos via Construções

D, D′ e D são apresentados na Seção 3.2.5. Na Seção 3.3, propomos uma generalização

da Construção A′ e mostramos que esta produz um reticulado se, e somente se, o código

correspondente sobre Zq[X]/(Xa) é fechado sob a adição zero-um deslocada. Uma conexão

entre as Construções A e A′ também é fornecida. Observações finais e perspectivas futuras

estão inclúıdas no último caṕıtulo.
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Caṕıtulo 1

Reticulados

Neste caṕıtulo, apresentamos os conceitos iniciais e alguns resultados preliminares

sobre reticulados. Para tornar o texto o mais autossuficiente posśıvel também fornecemos

demonstrações de vários resultados apresentados. O objetivo deste caṕıtulo é estabelecer

a base teórica e notações para o desenvolvimento do restante do trabalho. As principais

referências utilizadas neste caṕıtulo foram [5], [9], [23], [47] e [52].

1.1 Conceitos e resultados iniciais

No decorrer deste texto, o espaço vetorial normado (Rn, ‖ · ‖) será denotado sim-

plesmente por Rn. Neste trabalho só consideramos métricas em Rn provindas de normas.

Salvo menção em contrário, ‖ · ‖ será assumida como uma norma arbitrária no Rn, sendo

d a métrica induzida por esta noma, isto é, d(x,y) = ‖x − y‖. Entre as normas mais

conhecidas no Rn temos as normas ℓp, 1 ≤ p ≤ ∞, descritas abaixo.

Para cada 1 ≤ p < ∞, a norma ℓp de um vetor x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn é definida

como

‖x‖p =
( n∑

i=1

|xi|p
)1/p

e a métrica induzida por esta norma é dada por

dp(x,y) =

( n∑

i=1

|xi − yi|p
)1/p

,

em que x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. A métrica induzida pela norma ℓ1

também é conhecida como métrica da soma, métrica de Manhattan ou métrica do

táxi. A métrica induzida pela norma ℓ2 é a métrica euclidiana.

A norma ℓ∞ (também conhecida como norma do máximo) de um vetor x =
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(x1, . . . , xn) ∈ Rn é definida como

‖x‖∞ = max{|x1|, . . . , |xn|}

e a métrica induzida por esta norma é dada por

d∞(x,y) = max{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|},

em que x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.

Dados x ∈ Rn e r > 0, a bola aberta e a bola fechada com centro em x e raio

r > 0 são, respectivamente, definidas como

Bd(x, r) = B(x, r) = {y ∈ Rn; ‖x− y‖ < r}

e

Bd[x, r] = B[x, r] = {y ∈ Rn; ‖x− y‖ ≤ r}.

Todas as normas no Rn são equivalentes [30], isto é, dadas duas normas ‖ · ‖a e

‖ · ‖b, sempre existem constantes positivas c1 e c2 tais que para qualquer x ∈ Rn,

c1‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤ c2‖x‖a.

Isto garante que todas as normas no Rn induzem a mesma topologia, ou seja, conjuntos

abertos numa norma ‖ · ‖a também são abertos numa norma ‖ · ‖b e vice-versa.

Definição 1.1.1. Um conjunto D ⊆ Rn é dito discreto quando não possui pontos de

acumulação. Isto significa que para cada x ∈ D, existe r > 0 tal que B(x, r) ∩D = {x}.

Exemplo 1.1.1. Os conjuntos N, Z e {1/n; n ∈ N∗} são discretos em R.

Observação 1.1.1. Todo subconjunto de um conjunto discreto é também discreto.

Observação 1.1.2. A Definição 1.1.1 não depende da norma em Rn, ou seja, conjuntos

discretos numa norma ‖ · ‖a também são discretos numa norma ‖ · ‖b e vice-versa. Isto

ocorre pois todas as normas no Rn induzem a mesma topologia, conforme mencionado

anteriormente.

Definição 1.1.2. Chamamos de reticulado qualquer subgrupo aditivo e discreto de Rn.

Exemplo 1.1.2. Zn é um reticulado.

Teorema 1.1.1. Se Λ é um reticulado em Rn, então existe r > 0 tal que B(x, r)∩Λ = {x}
para todo x ∈ Λ.
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Demonstração. Seja Λ ⊆ Rn um reticulado. Como Λ é um subgrupo aditivo e discreto de

Rn, temos que 0 ∈ Λ e existe r > 0 tal que B(0, r) ∩ Λ = {0}. Logo para cada x ∈ Λ,

tem-se

y ∈ B(x, r) ∩ Λ ⇐⇒ x− y ∈ B(0, r) ∩ Λ

⇐⇒ x− y = 0

⇐⇒ x = y

e portanto B(x, r) ∩ Λ = {x} para todo x ∈ Λ.

Corolário 1.1.1. Todo reticulado Λ em Rn é um conjunto fechado.

Demonstração. Pelo Teorema 1.1.1, existe r > 0 tal que B(x, r) ∩ Λ = {x} para todo

x ∈ Λ. Seja (zn) ⊆ Λ uma sequência convergente em Rn, digamos zn → z, z ∈ Rn. Logo

existe n0 ∈ N tal que

‖zn − zm‖ = ‖zn − z + z − zm‖ ≤ ‖zn − z‖+ ‖zm − z‖ <
r

2
+

r

2
= r

sempre que n,m ≥ n0. Como B(zn, r) ∩ Λ = {zn}, segue que zn = zn0
, para todo

n ≥ n0, isto é, exceto por um número finito de termos, a sequência (zn) é constante.

Como (zn) ⊆ Λ, segue que z ∈ Λ. Isto mostra que Λ ⊆ Rn é fechado.

Corolário 1.1.2. Seja Λ ⊆ Rn um reticulado. Toda bola centrada em zero possui finitos

elementos de Λ, isto é, o conjunto B(0, R) ∩ Λ é finito, para todo R > 0.

Demonstração. Pelo Teorema 1.1.1, existe r > 0 tal que B(x, r) ∩ Λ = {x} para todo

x ∈ Λ. As bolas B(x, r), com x ∈ B[0, R] ∩ Λ, formam uma cobertura aberta de

B[0, R] ∩ Λ. Como B[0, R] ∩ Λ é compacto (todo subconjunto limitado e fechado de Rn

é compacto), existem x1, . . . ,xk ∈ B[0, R] ∩ Λ tais que

B[0, R] ∩ Λ ⊆
k⋃

i=1

B(xi, r),

donde segue que B[0, R] ∩ Λ = {x1, . . . ,xk}, uma vez que B(xi, r) ∩ Λ = {xi} para todo

i = 1, . . . , k. Isto mostra que B[0, R] ∩Λ é finito. Logo B(0, R)∩Λ também é finito.

Corolário 1.1.3. Todo reticulado Λ ⊆ Rn, Λ 6= {0}, possui um vetor não nulo de norma

mı́nima.

Demonstração. Segue imediatamente do Corolário 1.1.2.

Teorema 1.1.2. Um subconjunto Λ 6= {0} de Rn é um reticulado se, e somente se,

existem b1, . . . , bm ∈ Rn linearmente independentes tais que Λ consiste de todas as com-
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binações lineares inteiras destes vetores, isto é,

Λ =
{
α1b1 + · · ·+ αmbm; α1, . . . , αm ∈ Z

}
.

Demonstração. (⇒) Sejam Λ ⊆ Rn um reticulado não nulo e S = {v1, . . . ,vm} um

subconjunto maximal linearmente independente de Λ. A prova será feita por indução

sobre m. Suponha inicialmente que m = 1 (isto é, S = {v1}) e seja r > 0 tal que

B(0, r) ∩ Λ 6= {0}. O Corolário 1.1.2 garante que o conjunto B(0, r) ∩ Λ é finito. Logo

podemos escolher b1 ∈ B(0, r)∩Λ, b1 6= 0, tal que a norma de b1 seja mı́nima. Para cada

x de Λ, existe α1 ∈ R tal que x = α1b1. Se α1 é inteiro então α1b1 ∈ Λ, pois b1 ∈ Λ e

Λ é um subgrupo aditivo de Rn. Agora, se α1 não é inteiro temos que α1b1 /∈ Λ, pois se

existisse um número real não inteiro α1 tal que α1b1 ∈ Λ teŕıamos

α1b1 − ⌊α1⌋ b1 = (α1 − ⌊α1⌋)b1 ∈ Λ

e

‖(α1 − ⌊α1⌋)b1‖ = (α1 − ⌊α1⌋)‖b1‖ < ‖b1‖

(o śımbolo ⌊α1⌋ denota o maior inteiro menor ou igual a α1). Porém, isto contradiz a

minimalidade de ‖b1‖. Logo
Λ =

{
α1b1; α1 ∈ Z

}
.

Agora, suponha que m > 1 e que o resultado vale para todo reticulado que contém um

subconjunto maximal linearmente independente com m−1 vetores. Sejam V o subespaço

de Rn gerado pelos vetores v1, . . . ,vm−1 e Λ0 = Λ ∩ V . Claramente Λ0 é um reticulado.

Logo, por hipótese de indução, existem b1, . . . , bm−1 ∈ Rn linearmente independentes tais

que

Λ0 =
{
α1b1 + · · ·+ αm−1bm−1; α1, . . . , αm−1 ∈ Z

}
.

Seja X o conjunto formado por todos os elementos x de Λ da forma

x = α1b1 + · · ·+ αm−1bm−1 + αmvm,

com αi ∈ R, 0 ≤ αm ≤ 1 e 0 ≤ αi < 1 para i = 1, . . . ,m − 1. Do Corolário 1.1.2, temos

que X é finito, já que é limitado. Por outro lado, X 6= ∅ pois vm ∈ X. Assim, podemos

escolher bm = α̃1b1 + · · ·+ α̃m−1bm−1 + α̃mvm ∈ X tal que o coeficiente α̃m seja não nulo

e mı́nimo. Obviamente {b1, . . . , bm−1, bm} é linearmente independente. Dado v ∈ Λ, pela

maximalidade de m, o conjunto {v, b1, . . . , bm} é linearmente dependente, isto é, existem

números reais βi, 1 ≤ i ≤ m, tais que

v =
m∑

i=1

βibi =
m−1∑

i=1

(βi + βmα̃i)bi + βmα̃mvm,
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uma vez que bm = α̃1b1 + · · · + α̃m−1bm−1 + α̃mvm. Tomando γm = ⌊βm⌋ e γi = ⌊βi +

(βm − ⌊βm⌋)⌋, 1 ≤ i ≤ m, temos o vetor w = v−∑m−1
i=1 γibi − γmbm pertence a Λ e pode

ser reescrito da seguinte forma w = v −∑m−1
i=1 (γi + γmα̃i)bi − γmα̃mvm, isto é,

w =
m−1∑

i=1

(βi + βmα̃i)bi + βmα̃mvm −
m−1∑

i=1

(γi + ⌊βm⌋α̃i)bi − ⌊βm⌋α̃mvm.

Donde segue que w =
∑m−1

i=1 µibi + µmvm, onde µi = βi + (βm − ⌊βm⌋)α̃i − ⌊βi + (βm −
⌊βm⌋)α̃i⌋ e µm = (βm − ⌊βm⌋)α̃m. Observe que 0 ≤ µi ≤ 1 e 0 ≤ µm < α̃m < 1. Isto

mostra que w pertence a X. Como o coeficiente de vm em w é menor do que α̃m e não é

negativo, temos que ele é zero (pela escolha de bm), isto é, βm ∈ Z. Logo w ∈ Λ∩V = Λ0

e consequentemente v ∈ Λ, já que b1, . . . , bm ∈ Λ, γ1, . . . , γm, βm ∈ Z, Λ é um reticulado

e

v = w +
m−1∑

i=1

γibi + γmbm

Isto mostra que

Λ =
{
α1b1 + · · ·+ αmbm; α1, . . . , αm ∈ Z

}
.

(⇐) Sejam b1, . . . , bm ∈ Rn linearmente independentes tais que

Λ =
{
α1b1 + · · ·+ αmbm; α1, . . . , αm ∈ Z

}
.

Considere a matriz B cujas linhas são os vetores b1, . . . , bm. Podemos reescrever Λ da

seguinte forma

Λ = {xB; x ∈ Zm}.

Observe que Λ é um subgrupo aditivo de Rn. De fato, Λ ⊆ Rn, 0 ∈ Λ e dados v,w ∈ Λ,

existem x,y ∈ Zm tais que v = xB e w = yB. Donde segue que v −w = xB − yB =

(x−y)B ∈ Λ, já que (x−y) ∈ Zm. Agora, vamos mostrar que Λ é um conjunto discreto.

Com efeito, todo vetor v ∈ Λ pode ser escrito de forma única como

v = λ1b1 + · · ·+ λmbm

com λi ∈ Z. Como {b1, . . . , bm} ⊆ Rn é linearmente independente, existem bm+1, . . . , bn ∈
Rn tais que {b1, . . . , bm, bm+1, . . . , bn} é uma base de Rn. Considere a transformação linear

T : Rn → Rn dada por T (α1b1 + · · · + αnbn) = (α1, . . . , αn). Temos que T
(
B(0, r)

)
é

limitado, digamos

‖T (v)‖ < k, ∀v ∈ B(0, r).

Logo T (v) ∈ B(0, k)∩Zn para todo v ∈ B(0, r)∩Λ. Mas B(0, k)∩Zn é finito (Corolário

1.1.2) e T é bijetora, logo B(0, r) ∩ Λ é finito. Seja r > 0 tal que Λ ∩ B(0, r) 6= {0}. O

conjunto {‖x‖; x ∈ Λ ∩ B(0, r) e x 6= 0} ⊆ R é não vazio e finito, logo possui menor
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elemento. Seja x0 ∈ Λ, x0 6= 0, tal que

‖x0‖ = min{‖x‖; x ∈ Λ ∩ B(0, r) e x 6= 0}.

Para 0 < ǫ ≤ ‖x0‖ tem-se B(x, ǫ) ∩ Λ = {x} para todo x ∈ Λ. Caso contrário, existiria

y ∈ Λ tal que x 6= y e

‖x− y‖ < ǫ ≤ ‖x0‖,

contrariando a minimalidade de ‖x0‖, já que 0 6= x − y ∈ Λ. Isto mostra que Λ é

discreto.

Observação 1.1.3. Se b1, . . . , bm ∈ Rn são linearmente dependentes, então o conjunto

formado por todas as combinações lineares inteiras destes vetores nem sempre é um reti-

culado. Por exemplo, pode-se mostrar que {a + b
√
2; a, b ∈ Z} ⊂ R não é discreto (logo

não é um reticulado) e {1,
√
2} ⊂ R é linearmente dependente.

Definição 1.1.3. Um conjunto {b1, . . . , bm} ⊆ Rn linearmente independente é dito uma

base de um reticulado Λ ⊆ Rn quando Λ =
{
α1b1 + · · ·+ αmbm; α1, . . . , αm ∈ Z

}
.

Observação 1.1.4. Todo reticulado possui uma base (Teorema 1.1.2). Um reticulado

pode ser gerado por mais de uma base, conforme podemos conferir no próximo exemplo.

Exemplo 1.1.3. Na Figura 1.1 estão ilustrados um reticulado Λ ⊆ R2 e duas bases do

mesmo, a saber α = {(2, 0), (−1, 1)} e β = {(3, 1), (1, 1)}.

Figura 1.1: Reticulado Λ

Teorema 1.1.3. Duas bases de um mesmo reticulado possuem a mesma quantidade de

vetores.

Demonstração. Seja Λ ⊆ Rn um reticulado. Suponha que {b1, . . . , bm} e {c1, . . . , ck}
são bases de Λ. Para provar que m = k, basta mostrar que o espaço vetorial real ge-

rado por {b1, . . . , bm} é igual ao espaço vetorial real gerado por {c1, . . . , ck}, isto é,
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span{b1, . . . , bm} = span{c1, . . . , ck}. Com efeito, seja x ∈ span{b1, . . . , bm}. Assim,

existem números reais α1, . . . , αm tais que

x =
m∑

i=1

αibi. (1.1)

Como cada bi pertence ao reticulado Λ e {c1, . . . , ck} é uma base de Λ, segue que existem

λij ∈ Z tais que

bi =
k∑

j=1

λijcj. (1.2)

De (1.1) e (1.2), obtemos

x =
m∑

i=1

k∑

j=1

αiλijcj.

Portanto x ∈ span{c1, . . . , ck}. Isto mostra que span{b1, . . . , bm} ⊆ span{c1, . . . , ck}. De
forma análoga podemos obter a outra inclusão span{c1, . . . , ck} ⊆ span{b1, . . . , bm}.

Definição 1.1.4. O número de vetores de uma base qualquer de um reticulado Λ é cha-

mado de posto ou dimensão de Λ. Dizemos que um reticulado Λ ⊆ Rn possui posto

completo quando o posto de Λ é n.

Definição 1.1.5. Sejam Λ ⊆ Rn um reticulado e {b1, . . . , bm} uma base de Λ tal que

bi = (bi1, . . . , bin), para i = 1, . . . ,m. Dizemos que a matriz

B =









b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n
...

...
...

bm1 bm2 . . . bmn









é uma matriz geradora de Λ. A matriz G = BBt é chamada de matriz de Gram de

Λ associada à base {b1, . . . , bm}.

Um reticulado Λ ⊆ Rn com matriz geradora B ∈ Rm×n pode ser representado

matricialmente da seguinte forma

Λ = Λ(B) = {uB; u ∈ Zm}.

Definição 1.1.6. Uma matriz quadrada U com entradas inteiras é chamada de matriz

unimodular se det(U) = ±1.

Lema 1.1.1. A inversa de uma matriz unimodular também é uma matriz unimodular.

Demonstração. Seja A ∈ Zn×n tal que det(A) = ±1. O Teorema 3.5.5 de [4], garante que

A possui inversa e A−1 = [1/ det(A)](Adj(A)), onde Adj(A) denota a matriz adjunta de
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A. Por outro lado, temos que Adj(A) ∈ Zn×n, uma vez que A ∈ Zn×n. Logo todas as

entradas da matriz A−1 também são inteiras, já que det(A) = ±1. Para concluir a prova,

basta mostrar que det(A−1) = ±1. Com efeito, temos que AA−1 = In e consequentemente

det(A) det(A−1) = 1. Mas det(A) = ±1, logo det(A−1) = ±1.

Observação 1.1.5. O conjunto de todas as matrizes unimodulares de ordem n munido

com a multiplicação usual de matrizes é um grupo. Este grupo é denotado por Gln(Z).

Teorema 1.1.4. B1 e B2 são matrizes geradoras de um reticulado Λ se, e somente se,

existe uma matriz unimodular U tal que B2 = UB1.

Demonstração. (⇒) Sejam B1 e B2 matrizes geradoras de um reticulado Λ e sejam

b1, . . . , bm as linhas da matriz B2. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe ui ∈ Zm tal que

bi = uiB1. Assim, existe uma matriz U ∈ Zm×m tal que B2 = UB1. Analogamente, po-

demos mostrar que existe uma matriz V ∈ Zm×m tal que B1 = V B2. Logo B1 = V UB1.

Multiplicando ambos os lados desta igualdade à direita por Bt
1(B1B

t
1)

−1 (B1B
t
1 possui

inversa pelo Lema 1.2.1), obtemos V U = Im e consequentemente detU detV = 1. Por

outro lado, os números detU e detV são inteiros, pois U, V ∈ Zm×m. Logo detU = ±1.

Portanto existe uma matriz quadrada U com entradas inteiras e det(U) = ±1 tal que

B2 = UB1. (⇐) Seja U uma matriz unimodular tal que B2 = UB1. Como U ∈ Zm×m, se-

gue que Λ(B2) ⊆ Λ(B1). Por outro lado, da igualdade B2 = UB1 segue que B1 = U−1B2,

o que implica Λ(B1) ⊆ Λ(B2), uma vez que U−1 também é uma matriz unimodular (Lema

1.1.1). Portanto B1 e B2 geram o mesmo reticulado.

Teorema 1.1.5. O determinante de uma matriz de Gram de um reticulado é invariante

por mudança de base.

Demonstração. Sejam B1 e B2 matrizes geradoras de Λ. Pelo Teorema 1.1.4, existe uma

matriz unimodular U tal que B2 = UB1. Logo G2 = B2B
t
2 = UB1B

t
1U

t = UG1U
t.

Portanto

det(G1) = det(U) det(G2) det(U
t) = det(G2),

uma vez que det(U) = det(U t) = ±1.

Definição 1.1.7. Sejam Λ ⊆ Rn um reticulado e G uma matriz de Gram de Λ. O

determinante ou discriminante de Λ é definido como det(Λ) = det(G).

1.2 O reticulado dual

Definição 1.2.1. Seja Λ = Λ(B) um reticulado em Rn. O reticulado dual de Λ é

definido como

Λ∗ =
{
w ∈ span(B); 〈v,w〉 ∈ Z, ∀v ∈ Λ

}
,
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onde span(B) é o espaço vetorial real gerado pelas linhas de B e 〈 , 〉 é o produto interno

usual em Rn.

O conjunto Λ∗ é de fato um reticulado (ver Teorema 1.2.1 a seguir). Do ponto de

vista geométrico, o reticulado dual pode ser visto como a interseção entre determinadas

famı́lias de hiperplanos. De fato, seja {b1, . . . , bm} uma base de um reticulado Λ. Temos

que

Λ∗ =
{
w ∈ span(B); 〈bi,w〉 ∈ Z para i = 1, . . . ,m

}
.

Dessa forma, podemos escrever Λ∗ =
⋂m

i=1 Hi, em que

Hi =
⋃

k∈Z

{
w ∈ span(B); 〈bi,w〉 = k

}
,

isto é, Hi é a união de todos os hiperplanos no span(B) que são perpendiculares ao vetor

bi e cuja distância euclidiana até a origem é k/‖bi‖2, para algum k ∈ N. Para cada k ∈ N,

k 6= 0, existem dois hiperplanos no span(B) que são perpendiculares ao vetor bi e cuja

distância euclidiana até a origem é k/‖bi‖2, a saber

{w ∈ span(B); 〈bi,w〉 = −k} e {w ∈ span(B); 〈bi,w〉 = k}.

Exemplo 1.2.1. Seja Λ ⊆ R2 o reticulado gerado pela matriz B, cujas linhas são b1 =

(2, 1) e b2 = (1, 2). Temos que span(B) = R2. Para cada i ∈ {1, 2}, seja Hi a união de

todos os hiperplanos (que neste caso são retas) no R2 que são perpendiculares ao vetor bi

e cuja distância euclidiana até a origem é k/‖bi‖2, para algum k ∈ N. Os conjuntos H1

e H2 estão representados nas Figuras 1.2(a) e 1.2(b), respectivamente. Na Figura 1.3(a)

(a) H1 (b) H2

Figura 1.2: Famı́lias de hiperplanos associadas aos vetores b1 = (2, 1) e b2 = (1, 2)

podemos observar as sobreposições entre as famı́lias de retas H1 e H2. O reticulado dual

de Λ pode ser visto como a interseção entre os conjuntos H1 e H2 e este está representado
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na Figura 1.3(b).

(a) H1 e H2 (b) Λ∗ = H1 ∩H2

Figura 1.3: Reticulado dual

Lema 1.2.1. Seja B uma matriz m× n de posto m. Temos que

(i) BBt possui inversa.

(ii) span(B) = span
(
(BBt)−1B

)
.

Demonstração. (i) As linhas a matriz B são linearmente independentes, uma vez que B

é uma matriz m× n de posto m. Assim,

x(BBt) = 0 ⇒ x(BBt)xt = 0 ⇒ ‖xB‖22 = 0 ⇒ xB = 0 ⇒ x = 0.

Isto mostra que linhas da matriz BBt também são linearmente independentes. Por outro

lado, temos que BBt é uma matriz quadrada. Logo BBt possui inversa.

(ii) Seja y ∈ span(B), isto é, y = xB para algum x ∈ Rm. Pelo item (i), a matriz

BBt possui inversa, logo podemos escrever y = z(BBt)−1B, em que z = x(BBt) ∈ Rm.

Isto mostra que y ∈ span
(
(BBt)−1B

)
e consequentemente span(B) ⊆ span

(
(BBt)−1B

)
.

Por outro lado, a inclusão span
(
(BBt)−1B

)
⊆ span(B) é trivial. Portanto span(B) =

span
(
(BBt)−1B

)
.

Teorema 1.2.1. Se B ∈ Rm×n é uma matriz geradora de Λ, então a matriz (BBt)−1B

(isto é, a pseudoinversa de Bt) é uma matriz geradora de Λ∗.

Demonstração. Seja B ∈ Rm×n uma matriz geradora de Λ. Para cada v ∈ Λ, isto é,

v = uB com u ∈ Zm temos que

〈
v,w(BBt)−1B

〉
= w(BBt)−1Bvt = w(BBt)−1B(uB)t = wut ∈ Z, ∀w ∈ Zm.
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Logo {w(BBt)−1B; w ∈ Zm} ⊆ Λ∗. Agora, vamos mostrar a inclusão Λ∗ ⊆ {w(BBt)−1B;

w ∈ Zm}. Com efeito, seja w ∈ Λ∗(B). Temos que w ∈ span(B) e 〈v,w〉 ∈ Z

para todo v ∈ Λ. Como span(B) = span((BBt)−1B), existe u = (u1, . . . , un) ∈ Rn

tal que w = u(BBt)−1B. Para concluir, basta mostrar que u ∈ Zn. Com efeito, te-

mos que 〈v,u(BBt)−1B〉 ∈ Z para todo v ∈ Λ. Em particular, ui = u(BBt)−1Bbti =

〈bi,u(BBt)−1B〉 ∈ Z, em que bi é a i-ésima linha de B.

Corolário 1.2.1. Para qualquer reticulado Λ, tem-se (Λ∗)∗ = Λ.

Demonstração. Seja B ∈ Rm×n uma matriz geradora de Λ. Pelo Teorema 1.2.1, (BBt)−1B

é uma matriz geradora de Λ∗ e

[
(BBt)−1B((BBt)−1B)t

]−1
(BBt)−1B = B

é uma matriz geradora de (Λ∗)∗. Portanto (Λ∗)∗ = Λ.

Corolário 1.2.2. Seja Λ ⊆ Rn um reticulado. Para cada 0 6= k ∈ R, temos que o dual

de kΛ é (1/k)Λ∗.

Demonstração. Sejam Λ ⊆ Rn um reticulado e 0 6= k ∈ R. Se B é uma matriz geradora

de Λ, kB é uma matriz geradora de kΛ. O Teorema 1.2.1 garante que (BBt)−1B e

(kB(kB)t)−1kB = (1/k)(BBt)−1B

são matrizes geradoras de Λ∗ e (kΛ)∗, respectivamente. Portanto (kΛ)∗ = (1/k)Λ∗.

Corolário 1.2.3. Para qualquer reticulado Λ, tem-se det(Λ∗) = 1/ det(Λ).

Demonstração. Seja B ∈ Rm×n uma matriz geradora de Λ. O Teorema 1.2.1 afirma que

(BBt)−1B é uma matriz geradora de Λ∗ e portanto

det(Λ∗) = det
[
(BBt)−1B

(
(BBt)−1B

)t]
= det (BBt)−1 = 1/ det(BBt) = 1/ det(Λ).

1.3 Região fundamental

Definição 1.3.1. Uma região fundamental F de um reticulado Λ = Λ(B) ⊆ Rn de

posto m é um subconjunto de span(B) que ladrilha span(B) por translações v + F com

v ∈ Λ, isto é,

span(B) =
⋃

v∈Λ

(
v + F

)

e dois ladrilhos v1 + F e v2 + F , com v1,v2 ∈ Λ e v1 6= v2, ou não se interceptam ou se

interceptam apenas nos bordos.



1.3. Região fundamental 22

Exemplo 1.3.1. Considere o reticulado Λ com base β = {(2, 1), (−1, 1)}. Na Figura 1.4

estão ilustradas duas regiões fundamentais de Λ, a saber F1 = {α1(2, 1) + α2(−1, 1); 0 ≤
α1, α2 < 1} e F2 = {α1(3, 0) + α2(−1, 1); 0 ≤ α1, α2 < 1}.

(a) Ladrilhamento por F1 (b) Ladrilhamento por F2

Figura 1.4: Ladrilhamentos do reticulado Λ

Teorema 1.3.1. [3] Seja Λ = Λ(B) ⊆ Rn um reticulado de posto m. Se F1 e F2

são regiões fundamentais de Λ, então F1 e F2 possuem o mesmo volume euclidiano (m-

dimensional).

Definição 1.3.2. O volume de um reticulado Λ ⊆ Rn de posto m, denotado por vol(Λ), é

definido como o volume euclidiano m-dimensional de uma região fundamental (qualquer)

de Λ.

Exemplo 1.3.2. O volume do reticulado Λ apresentado no Exemplo 1.3.1 é vol(Λ) = 3/2.

Definição 1.3.3. Sejam Λ = Λ(B) ⊆ Rn um reticulado de posto m e β = {b1, b2, . . . , bm}
uma base de Λ. O conjunto

Pβ =

{ m∑

i=1

αibi; 0 ≤ αi < 1, ∀ i ∈ {1, . . . ,m}
}

é denominado paralelotopo fundamental de Λ associado à base β.

Exemplo 1.3.3. Considere novamente o reticulado Λ apresentado no Exemplo 1.3.1. Os

conjuntos F1 e F2 (Figura 1.4) são paralelotopos fundamentais de Λ associados, respecti-

vamente, às bases {(2, 1), (−1, 1)} e {(3, 0), (−1, 1)} de Λ.

Teorema 1.3.2. Qualquer paralelotopo fundamental de um reticulado Λ é uma região

fundamental de Λ.
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Demonstração. Seja β = {b1, b2, . . . , bm} uma base de Λ e considere o paraletotopo fun-

damental associado a esta base, isto é,

Pβ =

{ m∑

i=1

αibi; 0 ≤ αi < 1, ∀ i ∈ {1, . . . ,m}
}

.

Seja B a matriz geradora de Λ associada à base β. Devemos mostrar que

(i) span(B) =
⋃

v∈Λ
(
v + Pβ

)
.

(ii) Se v1,v2 ∈ Λ e v1 6= v2, então os ladrilhos v1 + Pβ e v2 + Pβ ou são disjuntos ou se

interceptam apenas nos bordos.

(i) A inclusão
⋃

v∈Λ
(
v + Pβ

)
⊆ span(B) é trivial. Assim, resta mostrar a outra in-

clusão, isto é, span(B) ⊆ ⋃

v∈Λ
(
v + Pβ

)
. Com efeito, para cada w ∈ span(B) existem

α1, . . . , αm ∈ R tais que w =
∑m

i=1 αibi. Logo

w =
m∑

i=1

αibi =
m∑

i=1

⌊αi⌋bi +
m∑

i=1

(αi − ⌊αi⌋)bi ∈
⋃

v∈Λ

(
v + Pβ

)
,

uma vez que
m∑

i=1

⌊αi⌋bi ∈ Λ e
m∑

i=1

(αi − ⌊αi⌋)bi ∈ Pβ.

Isto mostra que span(B) =
⋃

v∈Λ
(
v + Pβ

)
.

(ii) Observe que o interior do conjunto v + Pβ é dado por

int
(
v + Pβ

)
=

{

v +
m∑

i=1

αibi; 0 < αi < 1, ∀ i ∈ {1, . . . ,m}
}

.

Sejam v1,v2 ∈ Λ tais que int
(
v1 + Pβ

)
∩ int

(
v2 + Pβ

)
6= ∅. Seja

x ∈ int
(
v1 + Pβ

)
∩ int

(
v2 + Pβ

)
.

Existem s1, . . . , sm, k1, . . . , km ∈ Z e α1, . . . , αm, β1, . . . , βm ∈ R tais que 0 < αi, βi < 1,

v1 =
m∑

i=1

sibi,v2 =
m∑

i=1

kibi e x =
m∑

i=1

sibi +
m∑

i=1

αibi =
m∑

i=1

kibi +
m∑

i=1

βibi.

Como b1, b2, . . . , bn são linearmente independentes, segue que si + αi = ki + βi, isto é,

si − ki = βi − αi. Logo si = ki e αi = βi, uma vez que si − ki ∈ Z e −1 < βi − αi < 1.

Portanto v1 = v2.

Definição 1.3.4. Um conjunto limitado X ⊆ Rm é dito J-mensurável (mensurável

segundo Jordan) se, tomando-se um bloco B = [a1, b1]×· · ·× [am, bm] ⊆ Rm que contenha
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X, a função caracteŕıstica XX : B → R, que é dada por XX(x) = 1, ∀x ∈ X e XX(x) =

0, ∀x ∈ B \ X, é integrável. Neste caso, o volume euclidiano m-dimensional de X é

definido como

volm(X) =

∫

B

XX(x)dx.

Teorema 1.3.3. [29] Um conjunto limitado X ⊆ Rm é J-mensurável se, e somente se,

sua fronteira Fr(X) tem medida nula.

Observação 1.3.1. Qualquer paralelotopo fundamental de um reticulado é um conjunto

J-mensurável e seu volume é dado pelo Teorema 1.3.5 a seguir.

Teorema 1.3.4. [29] Sejam T : Rm → Rm uma transformação linear e A ∈ Rm×m tal

que T (x) = xA, para todo x ∈ Rm. Se Ω ⊆ Rm é um conjunto J-mensurável, então T (Ω)

também é J-mensurável e

volm(T (Ω)) = | detA| · volm(Ω).

Teorema 1.3.5. O volume euclidiano m-dimensional de um paralelotopo fundamental de

um reticulado Λ de posto m é dado por
√
det Λ.

Demonstração. Sejam Λ ⊆ Rn um reticulado, {b1, . . . , bm} uma base de Λ e B a matriz

geradora de Λ associada a esta base. Aplicando o processo de ortogonalização de Gram-

Schmidt (ver Seção 8.4 de [4]) aos vetores b1, . . . , bm e normalizando os vetores gerados

por este processo, obtemos vetores ortonormais a1, . . . ,am tais que

span{b1, . . . , bm} = span{a1, . . . ,am}.

Agora, sejam am+1, . . . ,an ∈ Rn tais que {a1, . . . ,am,am+1, . . . ,an} é uma base ortonor-

mal de Rn e considere a matriz

A =

(

A1

A2

)

em que A1 é a matriz m × n, cujas linhas são os vetores a1, . . . ,am e A2 é a matriz

(n − m) × n, cujas linhas são os vetores am+1, . . . ,an. Note que AAt = AtA = In,

A1A
t
1 = Im e BAt

2 = 0. Defina T : span(B) → Rm pondo T (x) = xAt
1. A aplicação T

preserva a distância euclidiana, isto é, ‖T (x)‖2 = ‖x‖2, ∀x ∈ span(B). De fato, para

cada x ∈ span(B), existe y ∈ Rm tal que x = yA1 (já que span(B) = span(A1)) e

consequentemente

‖T (x)‖22 = 〈T (x), T (x)〉 =
〈
xAt

1,xA
t
1

〉
= (xAt

1)(xA
t
1)

t = xAt
1A1x

t

= (yA1)A
t
1A1x

t = y(A1A
t
1)A1x

t = (yA1)x
t = xxt = ‖x‖22.

Logo a aplicação T preserva o volume euclidiano (Teorema 10.53 de [1]). O Teorema 1.3.4

juntamente com a Observação 1.3.1 garantem que se Pβ = [0, 1)mB = {xB; x ∈ [0, 1)m}
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(isto é, Pβ é o paralelotopo fundamental de Λ associado à base b1, . . . , bm), então

volm(Pβ) = volm
(
T (Pβ)

)
= volm

(
[0, 1)mBAt

1

)

= | det (BAt
1)| · volm

(
[0, 1)m

)
= | det (BAt

1)|.

Por outro lado, temos que AtA = At
1A1 +At

2A2, isto é, At
1A1 = AtA−At

2A2 e consequen-

temente

BAt
1A1B

t = B(AtA− At
2A2)B

t = BAtABt − BAt
2A2B

t = BBt,

já que AtA = In e BAt
2 = 0. Logo

det(BAt
1)

2 = det(BAt
1) det(BAt

1)
t = det(BAt

1A1B
t) = det(BBt) = det Λ.

Portanto volm(Pβ) =
√
det Λ.

Corolário 1.3.1. O volume de um reticulado Λ é dado por
√
det Λ.

Demonstração. Basta aplicar os Teoremas 1.3.2 e 1.3.5.

Exemplo 1.3.4. Considere o reticulado Λ gerado pela matriz

B =

(

−1 1 0

0 −1 0

)

.

Temos que

G = BBt =

(

−1 1 0

0 −1 0

)





−1 0

1 −1

0 1




 =

(

2 −1

−1 2

)

é uma matriz de Gram de Λ. Logo o volume de Λ é vol(Λ) =
√
det Λ =

√
detG =

√
3.

1.4 Região de Voronoi

Nesta seção, introduzimos o conceito de região de Voronoi. Recordamos algumas de

suas propriedades já conhecidas quando a métrica considerada é a euclidiana. Discutimos

também o fato de que algumas destas propriedades não são válidas para as métricas da

soma e do máximo.

Definição 1.4.1. Dado um elemento v de um reticulado Λ = Λ(B) ⊆ Rn, a região de

Voronoi de v (em relação à métrica d) é definida como

Rd(v) = {x ∈ span(B); d(x,v) ≤ d(x,u), ∀u ∈ Λ},
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Demonstração. Como a métrica d é induzida por uma norma, segue que d(w+u,w+v) =

d(u,v) quaisquer que sejam u,v,w ∈ Rn. Assim, para cada v ∈ Λ tem-se

x ∈ Rd(0) ⇐⇒ x ∈ span(B) e d(x,0) ≤ d(x,u) para todo u ∈ Λ.

⇐⇒ (v + x) ∈ span(B) e d(v + x,v) ≤ d(v + x,w) para todo w ∈ Λ.

⇐⇒ (v + x) ∈ Rd(v).

Isto mostra que Rd(v) = v +Rd(0).

Definição 1.4.2. Dado um reticulado Λ ⊆ Rn, a região Rd(0) é chamada região de

Voronoi de Λ. A região de Voronoi de Λ também é denotada por Rd(Λ).

Teorema 1.4.2. Seja Λ = Λ(B) ⊆ Rn um reticulado. Temos que R2(Λ) é uma região

fundamental de Λ.

Demonstração. Observe que span(B) =
⋃

v∈Λ R2(v). Do Teorema 1.4.1, obtemos

span(B) =
⋃

v∈Λ

(
v +R2(0)

)
.

Agora, sejam v ∈ Λ e X = {u ∈ Λ; u 6= v e ‖u− v‖2 é mı́nimo}. Dos Corolários 1.1.2 e

1.1.3, segue que X é não vazio e finito, digamos X = {u1, . . . ,uk}. Pode-se mostrar que

R2(v) =
{
x ∈ span(B); d(x,v) ≤ d(x,ui), ∀i ∈ {1, . . . , k}

}
,

o interior do conjunto R2(v) é dado por

Int
(
R2(v)

)
=
{
x ∈ span(B); d(x,v) < d(x,ui), ∀i ∈ {1, . . . , k}

}

e sua fronteira (isto é, o bordo) é dado por

Fr
(
R2(v)

)
=

{

x ∈ span(B)

∣
∣
∣
∣

d(x,v) = d(x,ui), para algum i ∈ {1, . . . , k}
e d(x,v) ≤ d(x,ui), para todo i ∈ {1, . . . , k}

}

.

Para qualquer u ∈ Λ, temos que R2(u) ∩ R2(v) 6= ∅ se, e somente se, u = ui para

algum i ∈ {1, . . . , k}. Renomeando os vetores, se necessário, podemos supor sem perda

de generalidade que u = u1. Assim, x ∈ R2(u) ∩ R2(v) implica que x ∈ span(B),

d(x,v) = d(x,u1) e d(x,v) ≤ d(x,uj), para todo j ∈ {2, . . . , k}. Logo x ∈ Fr
(
R2(v)

)
.

Isto mostra que R2(u) ∩ R2(v) ⊆ Fr
(
R2(v)

)
. Analogamente, podemos mostrar que

R2(u) ∩ R2(v) ⊆ Fr
(
R2(u)

)
. Portanto ladrilhos distintos R2(u) e R2(v) ou não se

interceptam ou se interceptam apenas nos bordos.

Observação 1.4.3. Dado um reticulado Λ, o volume da região de Voronoi R2(Λ) é dado

por (det Λ)1/2, pois é uma região fundamental de Λ.
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esférico cujos centros das esferas/bolas são os elementos de Λ (Teorema 1.1.1).

Definição 1.5.2. O raio de empacotamento ρ de um reticulado Λ não nulo é o maior

número real r tal que Λ + B[0, r] é um empacotamento reticulado.

Teorema 1.5.1. Seja Λ ⊆ Rn um reticulado não nulo. O raio de empacotamento de Λ é

dado por ρ = ‖x0‖/2, em que ‖x0‖ = min{‖x‖; x ∈ Λ e x 6= 0}.

Demonstração. Seja x0 ∈ Λ tal que ‖x0‖ = min{‖x‖; x ∈ Λ e x 6= 0} (a existência é

garantida pelo Corolário 1.1.3). Note que Λ + B[0, ‖x0‖/2] é um empacotamento de Λ.

Com efeito, suponha que u,v ∈ Λ e

(
u+B[0, ‖x0‖/2]

)
∩
(
v +B[0, ‖x0‖/2]

)
6= ∅.

Sejam x,y ∈ B[0, ‖x0‖/2] tais que u + x = v + y, isto é, v − u = x − y. Donde segue

que

‖v − u‖ = ‖x− y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ≤ ‖x0‖
2

+
‖x0‖
2

= ‖x0‖.

Porém, x0 e v −u pertencem ao reticulado Λ e ‖x0‖ = min{‖x‖; x ∈ Λ e x 6= 0}. Logo
‖v − u‖ = ‖x− y‖ = ‖x0‖. Da igualdade ‖x− y‖ = ‖x0‖, obtemos

‖x‖ = ‖y‖ =
‖x0‖
2

,

uma vez que ‖x‖ ≤ ‖x0‖/2 e ‖y‖ ≤ ‖x0‖/2. Isto mostra que as bolas u+B[0, ‖x0‖/2] e
v + B[0, ‖x0‖/2] se interceptam apenas no bordo. Para concluir a prova, basta observar

que quando r > ‖x0‖/2 a coleção de bolas Λ+B[0, r] não é um empacotamento esférico,

pois x0/2 ∈ B(0, r) ∩B(x0, r).

Definição 1.5.3. Seja Λ ⊆ Rn um reticulado de posto m. Definimos a densidade de

empacotamento esférico de Λ em relação a uma métrica d como

∆d(Λ) =
volume euclidiano m-dimensional de uma esfera de raio ρ

volume euclidiano m-dimensional de uma região fundamental de Λ
,

ou seja,

∆d(Λ) =
volm(Bd[0, ρ])

vol(Λ)
=

volm(Bd[0, 1])ρ
n

√

det (Λ)
.

Observação 1.5.2. A densidade de empacotamento de um reticulado Λ = Λ(B) ⊆ Rn é

a proporção do espaço gerado pelas linhas de B que é coberta pela união das esferas/bolas

centradas nos pontos de Λ e de raio ρ.

Definição 1.5.4. A densidade de centro de um reticulado Λ de posto m em relação

a métrica d é o número δd(Λ) = ρn/vol(Λ).
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1.7 Reticulados importantes

Nesta seção, todos os resultados informados (raio de empacotamento, norma mı́nima,

densidade, etc) são relativos à norma euclidiana. Dados referentes às outras métricas são

escassos na literatura.

O reticulado Zn

O reticulado cúbico Zn é definido como

Zn = {(x1, . . . , xn); x1, . . . , xn ∈ Z}.

Qualquer matriz unimodular de ordem n gera Zn. Em particular, a matriz identidade In

é uma matriz geradora de Zn. O reticulado Zn é autodual (isto é, (Zn)∗ = Zn), sua norma

mı́nima é 1, seu kissing number é 2n, seu raio de empacotamento é 1/2 e sua densidade

de centro é 2−n.

O reticulado An

O reticulado An é definido como

An = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Zn+1; x0 + x1 + · · ·+ xn = 0}.

Geometricamente An pode ser visto como a interseção entre o reticulado cúbico Zn+1 e o

hiperplano perpendicular ao vetor e = (1, . . . , 1). Uma matriz geradora é dada por














−1 1 0 0 . . . 0 0 0

0 −1 1 0 . . . 0 0 0

0 0 −1 1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 . . . −1 1 0

0 0 0 0 . . . 0 −1 1














.

Pode-se mostrar que An tem norma mı́nima igual a
√
2, seu kissing number é n(n + 1),

seu raio de empacotamento é 1/
√
2 e sua densidade de centro é 2−n/2(n+ 1)−1/2.

O reticulado Dn

O reticulado Dn é conjunto formado por todos os vetores do Rn que possuem

coordenadas inteiras e cuja soma das mesmas é par, isto é,

Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Zn; x1 + · · ·+ xn é par}.
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Uma matriz geradora para Dn é dada por














−1 −1 0 . . . 0 0 0

1 −1 0 . . . 0 0 0

0 1 −1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 . . . 1 −1 0

0 0 0 . . . 0 1 −1














.

Pode-se mostrar que Dn tem norma mı́nima igual a
√
2, seu kissing number é 2n(n− 1),

seu raio de empacotamento é 1/
√
2 e sua densidade de centro 2−(n+2)/2(n+ 1).

O reticulado E8

O reticulado E8 é formado por todos os pontos (x1, . . . , x8) ∈ R8 tais que {x1, . . . , x8} ⊂
Z ou {x1, . . . , x8} ⊂ Z+ 1/2 e x1 + · · ·+ x8 ≡ 0 mod 2, isto é,

E8 = {(x1, . . . , x8) ∈ R8; todo xi ∈ Z ou todo xi ∈ Z+ 1/2, x1 + · · ·+ x8 ≡ 0 mod 2}.

Este é o reticulado mais denso em dimensão 8. Uma matriz geradora de E8 é dada por



















2 0 0 0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0 0 0

0 0 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 1 0 0 0

0 0 0 0 −1 1 0 0

0 0 0 0 0 −1 1 0

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2



















.

Pode-se mostrar que E8 é autodual (isto é, (E8)
∗ = E8), sua norma mı́nima igual a

√
2,

seu kissing number é 240, seu raio de empacotamento é 1/
√
2 e sua densidade de centro

é 1/16.

O reticulado E7

O reticulado E7 é constitúıdo pelos pontos de E8 que são perpendiculares ao vetor

e = (1, . . . , 1), isto é,

E7 = {(x1, . . . , x8) ∈ E8; x1 + · · ·+ x8 = 0}.



1.7. Reticulados importantes 36

Uma matriz geradora de E7 é dada por
















−1 1 0 0 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0 0 0

0 0 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 1 0 0 0

0 0 0 0 −1 1 0 0

0 0 0 0 0 −1 1 0

1/2 1/2 1/2 1/2 −1/2 −1/2 −1/2 −1/2
















.

Pode-se mostrar que o determinante de E7 é 2, sua norma mı́nima igual a
√
2, seu kissing

number é 126, seu raio de empacotamento é 1/
√
2 e sua densidade de centro é 1/16.

O reticulado E6

O reticulado E6 é constitúıdo pelos vetores de E8 que pertencem ao complemento

ortogonal do subespaço vetorial gerado por (1, 0, . . . , 0, 1) e (0, 1, . . . , 1, 0), isto é,

E6 = {(x1, . . . , x8) ∈ E8; x1 + x8 = x2 + · · ·+ x7 = 0}.

Uma matriz geradora de E6 é dada por

B =














0 −1 1 0 0 0 0 0

0 0 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 1 0 0 0

0 0 0 0 −1 1 0 0

0 0 0 0 0 −1 1 0

1/2 1/2 1/2 1/2 −1/2 −1/2 −1/2 −1/2














.

Pode-se mostrar que o determinante de E6 é 3, sua norma mı́nima igual a
√
2, seu kissing

number é 72, seu raio de empacotamento é 1/
√
2 e sua densidade de centro é 1/(8

√
3).

O reticulado de Barnes-Wall Λ16 (ou BW16)

O reticulado de Barnes-Wall Λ16 é constitúıdo por todas as combinações lineares

inteiras das linhas da seguinte matriz
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1√
2







































4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1







































.

Pode-se mostrar que o determinante de Λ16 é 256, sua norma mı́nima é igual a 2, seu

kissing number é 4320, seu raio de empacotamento é 1 e sua densidade de centro é 1/16.
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O reticulado de Leech Λ24

O reticulado de Leech Λ24 é constitúıdo por todas as combinações lineares inteiras

das linhas da seguinte matriz

1√
8



























































8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 0 0 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 2 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 2 2 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0

2 2 0 0 2 0 2 0 2 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0

0 2 2 2 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

−3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



























































.

Pode-se mostrar que o determinante de Λ24 é 1, sua norma mı́nima é igual a 2, seu kissing

number é 196560, seu raio de empacotamento é 1 e sua densidade de centro é 1.

Conclúımos esta seção apresentando uma tabela com os reticulados mais densos

(considerando a métrica euclidiana) nas dimensões de 1 até 8 [9] e na dimensão 24 [8].

Estas são as únicas dimensões em que os reticulados mais densos são conhecidos.

Dimensão 1 2 3 4 5 6 7 8 24
Reticulado Z A2 D3 D4 D5 E6 E7 E8 Λ24

Tabela 1.1: Reticulados mais densos (norma euclidiana)
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Caṕıtulo 2

Códigos lineares q-ários

Neste caṕıtulo, apresentamos uma breve introdução a códigos lineares q-ários. No-

vamente, para tornar o texto o mais autossuficiente posśıvel fornecemos demonstrações

de vários resultados apresentados. As principais referências utilizadas neste caṕıtulo fo-

ram [11], [21], [34] e [35].

2.1 Códigos lineares

Sejam q um inteiro positivo, Zq o anel dos inteiros módulo q e Zn
q o conjunto

formado por todas as n-uplas sobre Zq, isto é,

Zn
q =

{
(x1, . . . , xn); xi ∈ Zq, ∀i ∈ {1, . . . , n}

}
.

Definição 2.1.1. Chamamos de código linear q-ário de comprimento n a um subgrupo

aditivo de Zn
q .

Observação 2.1.1. Um código linear q-ário também é chamado de código linear sobre

Zq, ou simplesmente, código linear.

Definição 2.1.2. Sejam b1, . . . , bk ∈ Zn
q . Dizemos que b1, . . . , bk são linearmente in-

dependentes sobre Zq quando

α1b1 + · · ·+ αkbk = 0 (α1, . . . , αk ∈ Zq) =⇒ α1 = · · · = αk = 0.

Caso contrário, os vetores b1, . . . , bk são ditos linearmente dependentes sobre Zq.

Definição 2.1.3. Sejam b1, . . . , bk ∈ Zn
q e {0} 6= C ⊆ Zn

q um código linear. Dizemos que

os vetores b1, . . . , bk geram C, quando b1, . . . , bk ∈ C e qualquer vetor v ∈ C pode ser

escrito como uma combinação linear (em geral, não única) destes vetores, isto é, quando

existem α1, . . . , αk ∈ Zq tais que v = α1b1 + · · ·+ αkbk. Neste caso, escrevemos

C = 〈b1, . . . , bk〉 .
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Por convenção, dizemos que o código linear nulo C = {0} ⊆ Zn
q é gerado pelo conjunto

vazio. Em outras palavras, C = {0} = 〈∅〉.

Definição 2.1.4. Chamamos de base1 de um código linear C ⊆ Zn
q qualquer subconjunto

S de Zn
q formado por vetores linearmente independentes que geram C.

Observação 2.1.2. Se S = {b1, . . . , bk} ⊆ Zn
q é uma base de um código linear C ⊆ Zn

q ,

então qualquer elemento v ∈ C pode ser escrito de forma única como uma combinação

linear dos elementos de S.

Exemplo 2.1.1. O código linear C = 〈(2, 4)〉 = {(0, 0), (2, 4), (4, 2)} ⊆ Z2
6 não possui

base, uma vez que todo subconjunto não vazio de C é linearmente dependente.

Observação 2.1.3. Quando q é primo, temos que Zq é um corpo e um código linear

q-ário pode ser visto como um subespaço vetorial de Zn
q e, consequentemente, possui uma

base com k ≤ n vetores. Caso contrário, se q não é primo, podemos apenas garantir a

existência de um conjunto minimal de geradores.

Teorema 2.1.1. [23] Todo código linear q-ário possui um conjunto minimal de geradores.

Teorema 2.1.2. Sejam C1 e C2 códigos lineares tais que Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2. Existem

números inteiros k1 ≥ k2 ≥ 0 e um conjunto de vetores {b1, . . . , bk1} em Zn
q tais que

C1 = 〈b1, . . . , bk1〉 e C2 = 〈b1, . . . , bk2〉 .

Demonstração. Sejam C1 e C2 códigos lineares q-ários tais que C1 ⊇ C2. Pelo Teorema

2.1.1, existem vetores b1, . . . , bk2 ∈ Zn
q , para algum k2 ≥ 0, tais que C2 = 〈b1, . . . , bk2〉 .

Se C1 = C2, o resultado é imediato. Caso contrário, escolhemos bk2+1 ∈ C1 \ C2 (é

posśıvel fazer tal escolha pois C1 % C2). Se C1 = 〈b1, . . . , bk2 , bk2+1〉, obtemos o resultado

desejado. Caso contrário, prosseguimos com este processo. Como a cardinalidade de C1

é finita, após um número finito de passos encontraremos bk2+1, bk2+2, . . . , bk1 ∈ Zn
q , para

algum k1 ≥ k2, de modo que C1 = 〈b1, . . . , bk1〉, o que completa a demonstração.

Observação 2.1.4. O conjunto {b1, . . . , bk1} no Teorema 2.1.2 pode ser vazio. Isto ocorre

quando C1 = C2 = {0} e k1 = k2 = 0.

Observação 2.1.5. Sejam C1 e C2 códigos lineares sobre Zq tais que C1 ⊇ C2. Se q é

primo, então existem parâmetros k1 ≥ k2 ≥ 0 e b1, . . . , bk1 ∈ Zn
q tais que {b1, . . . , bk2} e

{b1, . . . , bk1} são, respectivamente, conjuntos minimais de geradores de C1 e C2. Porém,

quando q não é primo nem sempre existem parâmentros com estas propriedades (ver

Exemplo 2.1.2).

1Em [35] é apresentada a noção de independência modular e uma nova definição de base de um código
linear, a qual não é equivalente a definição apresentada neste trabalho.
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Exemplo 2.1.2. Considere a cadeia de códigos lineares Z2
4 ⊇ C1 ⊇ C2 tal que

C1 = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)}

e

C2 = {(0, 0), (2, 2)}.

Escolhendo k1 = 2, k2 = 1, b1 = (2, 2) e b2 = (1, 1), temos que C1 = 〈b1, b2〉 e C2 = 〈b1〉.
Observe que não existem k1 ≥ k2 ≥ 0 e b1, . . . , bk1 ∈ Z2

4 tais que C2 = 〈b1, . . . , bk2〉 e

{b1, . . . , bk1} seja um conjunto minimal de geradores de C1.

Corolário 2.1.1. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares.

Temos que existem números inteiros k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0 e um conjunto de vetores

{b1, . . . , bk1} em Zn
q tais que

Cℓ = 〈b1, . . . , bkℓ〉 para todo ℓ ∈ {1, . . . , a}.

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 2.1.2.

Observação 2.1.6. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares.

Se q é primo e a dimensão de Cℓ como espaço vetorial sobre Zq é kℓ, sempre existe um

conjunto {b1, . . . , bk1} ⊆ Zn
q linearmente independente tal que

Cℓ = 〈b1, . . . , bkℓ〉 para todo ℓ ∈ {1, . . . , a}.

2.2 O código dual

Definição 2.2.1. Para x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) em Zn
q , o produto interno

entre x e y é definido como 〈x,y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Teorema 2.2.1. Seja C um código linear q-ário de comprimento n. O conjunto

C⊥ = {y ∈ Zn
q ; 〈x,y〉 = 0, ∀x ∈ C} (2.1)

também é um código linear q-ário de comprimento n.

Demonstração. Observe que C⊥ ⊆ Zn
q , 0 ∈ C⊥ e dados y1,y2 ∈ C⊥ tem-se 〈x,y1 − y2〉 =

〈x,y1〉−〈x,y2〉 = 0−0 = 0, para todo x ∈ C. Logo C⊥ é um subgrupo aditivo de Zn
q .

Definição 2.2.2. Seja C um código linear q-ário. O código linear q-ário C⊥ definido em

(2.1) é chamado código dual de C.

No que segue, a cardinalidade de um conjunto S é representada por |S|.



2.2. O código dual 42

Teorema 2.2.2. [49] Dado um código linear C ⊆ Zn
q , temos que |C||C⊥| = qn.

Teorema 2.2.3. Dado um código linear C ⊆ Zn
q , temos que (C⊥)⊥ = C.

Demonstração. Aplicando o Teorema 2.2.2 aos códigos C e C⊥, obtemos |C||C⊥| = qn e

|C⊥||(C⊥)⊥| = qn. Logo |C| = |(C⊥)⊥|. Por outro lado, temos que C ⊆ (C⊥)⊥, já que

para cada x ∈ C tem-se 〈x,y〉 = 0, ∀y ∈ C⊥ e logo x ∈ (C⊥)⊥. Portanto (C⊥)⊥ = C.

Definição 2.2.3. Um código linear C ⊆ Zn
q é dito auto-ortogonal se C ⊆ C⊥ e é dito

autodual quando C = C⊥.

Exemplo 2.2.1. Considere os códigos lineares C1 = {(0, 0), (2, 2)} ⊆ Z2
4 e

C2 = {(0, 0), (1, 2), (2, 4), (3, 1), (4, 3)} ⊆ Z2
5.

Temos que

C⊥
1 = {(x, y) ∈ Z2

4; 2x+ 2y = 0}
= {(0, 0), (0, 2), (1, 1), (1, 3), (2, 2), (2, 0), (3, 3), (3, 1)}

e

C⊥
2 = {(x, y) ∈ Z2

5; x+ 2y = 0}
= {(0, 0), (1, 2), (2, 4), (3, 1), (4, 3)}.

Observe que C1 ⊆ C⊥
1 e C2 = C⊥

2 , isto é, C1 é auto-ortogonal e C2 é autodual (em

particular, também é auto-ortogonal).

Lema 2.2.1. Se C1 e C2 são códigos lineares q-ários tais que C1 ⊇ C2, então C⊥
1 ⊆ C⊥

2 .

Demonstração. Seja y ∈ C⊥
1 . Temos que 〈x,y〉 = 0 para todo x ∈ C1. Em particular,

〈x,y〉 = 0 para todo x ∈ C2, já que C1 ⊇ C2. Logo y ∈ C⊥
2 . Portanto C⊥

1 ⊆ C⊥
2 .

Teorema 2.2.4. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares. Existem

números inteiros 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ ra e um conjunto de vetores {h1, . . . ,hra} em Zn
q

tais que

C⊥
ℓ = 〈h1, . . . ,hrℓ〉 para todo ℓ ∈ {1, . . . , a}.

Demonstração. Dada uma cadeia de códigos lineares Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca, podemos

considerar a cadeia de códigos duais associada Zn
q ⊇ C⊥

a ⊇ C⊥
a−1 ⊇ · · · ⊇ C⊥

1 (Lema 2.2.1).

O resultado segue do Teorema 2.1.2 aplicado a esta cadeia de códigos duais.

Observação 2.2.1. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares.

Se q é primo e a dimensão de Cℓ como espaço vetorial sobre Zq é kℓ, sempre existe um

conjunto {h1, . . . ,hra} ⊆ Zn
q (rℓ = n− kℓ) linearmente independente tal que

C⊥
ℓ = 〈h1, . . . ,hrℓ〉 para todo ℓ ∈ {1, . . . , a}.
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2.3 Matriz geradora

Para cada k > 0, Ik denota a matriz identidade de ordem k × k.

Definição 2.3.1. Seja C ⊆ Zn
q um código linear. Uma matriz G cujas linhas formam

um conjunto minimal de geradores de C é chamada matriz geradora de C.

Observação 2.3.1. A matriz G não é univocamente determinada por C, uma vez que

depende da escolha de um conjunto minimal de geradores de C.

Teorema 2.3.1. Sejam C ⊆ Zn
q um código linear e G ∈ Zk×n

q uma matriz geradora de

C, isto é, C = {uG; u ∈ Zk
q}. Temos que C⊥ = {y ∈ Zn

q ; yGt = 0}.

Demonstração. Seja D = {y ∈ Zn
q ; yGt = 0}. Para cada y ∈ D,

〈uG,y〉 = y(uG)t = (yGt)ut = 0, ∀u ∈ Zk
q

e logo y ∈ C⊥. Isto mostra que D ⊆ C⊥. Agora, vamos mostrar que C⊥ ⊆ D. Com

efeito, dado y ∈ Zn
q tal que y /∈ D, o vetor yGt é não nulo. Logo, existe i ∈ {1, . . . , k}

tal que 〈eiG,y〉 = (yGt)et
i 6= 0. Portanto y /∈ C⊥. Isto conclui a demonstração.

Observação 2.3.2. Seja C ⊆ Zn
q um código linear. Se G ∈ Zk×n

q e H ∈ Zm×n
q são,

respectivamente, matrizes geradoras de C e C⊥, então HGt = 0. Além disso, se q é

primo, então qualquer matriz geradora de C⊥ é (n − k) × n. Porém, quando q não é

primo isto nem sempre é verdade, conforme podemos no Exemplo 2.3.1.

Exemplo 2.3.1. Considere novamente o código linear C = {(0, 0), (2, 2)} ⊆ Z2
4. No

Exemplo 2.2.1, vimos que C⊥ = {(0, 0), (0, 2), (1, 1), (1, 3), (2, 2), (2, 0), (3, 3), (3, 1)}. Logo

G =
(

2 2
)

e H =

(

1 3

0 2

)

são, respectivamente, matrizes geradoras de C e C⊥.

Observação 2.3.3. Sejam G1 e G2 matrizes geradoras de códigos lineares C1 e C2,

respectivamente. Se G1 e G2 são matrizes de mesma ordem e G2 pode ser obtida de G1

por uma sequência finita de operações do tipo

(L1) Permutação de duas linhas

(L2) Multiplicação de uma linha por um escalar inverśıvel em Zq

(L3) Adição de um múltiplo escalar de uma linha a outra

então C1 = C2. Além disso, G1 também pode ser obtida de G2 por uma sequência finita

de operações do tipo (L1), (L2) e (L3).
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No que segue, apresentamos resultados referentes às matrizes geradoras de códigos

lineares sobre Zpa , onde os números a e p são inteiros positivos, sendo p primo. Também

denotamos por (C1) a operação permutação de duas colunas.

Lema 2.3.1. Sejam C ⊆ Zn
pa um código linear e G = (gij) ∈ Zk×n

pa uma matriz geradora

de C. Aplicando uma sequência finita de operações do tipo (L1), (L2), (L3) e (C1) à

matriz G, é posśıvel obter uma matriz da forma

(

psIℓ psB

0 psD

)

,

em que 0 ≤ s ≤ a − 1, 1 ≤ ℓ ≤ k e a matriz D de ordem (k − ℓ) × (n − ℓ) não possui

entradas inverśıveis em Zpa.

Demonstração. Podemos assumir sem perda de generalidade que 0 ≤ gij < pa, para

1 ≤ i ≤ k e 1 ≤ j ≤ n. Para cada gij ∈ Zpa , gij 6= 0, existem números inteiros kij e

aij univocamente determinados tais que 0 ≤ kij < a, 0 < aij < pa−kij , gij = pkijaij e

mdc(p, aij) = 1. Note que cada aij é inverśıvel em Zpa . Seja

s = min
1 ≤ i ≤ k

1 ≤ j ≤ n

{
kij; gij 6= 0, gij = pkijaij e mdc(p, aij) = 1

}
.

Assim, para cada para (i, j) satisfazendo 1 ≤ i ≤ k e 1 ≤ j ≤ n, podemos escolher bij tal

que 0 ≤ bij < pa−s e gij = psbij. Ou seja,

G = ps









b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bk1 bk2 · · · bkn









.

Por construção, alguma entrada bij é inverśıvel em Zpa . Assim, por meio de (L1) e (C1),

podemos supor sem perda de generalidade que b11 é inverśıvel em Zpa . Agora, multipli-

cando a primeira linha por b
−1

11 (operação (L2)) e, para cada i ∈ {2, . . . , k}, adicionando à

i-ésima linha a primeira linha multiplicada por −bi1b
−1

11 (operações do tipo (L3)), obtemos

uma matriz da forma

G1 = ps









1 c12 · · · c1n

0 c22 · · · c2n
...

...
...

0 ck2 · · · ckn









.

Se todas as entradas cij com 2 ≤ i ≤ m e 2 ≤ j ≤ n não são inverśıveis em Zpa ,

encontramos o resultado desejado. Caso contrário, por meio de (L1) e (C1), podemos

supor sem perda de generalidade que c22 é inverśıvel em Zpa . Assim, multiplicando a
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segunda linha de G1 por c
−1
22 (operação (L2)) e, para cada i ∈ {1}∪{3, . . . , k}, adicionando

à i-ésima linha a segunda linha multiplicada por −ci2c
−1
22 (operação (L3)), obtemos uma

nova matriz da forma

G2 = ps












1 0 d13 · · · d1n

0 1 d23 · · · d2n

0 0 d33 · · · d3n
...

...
...

...

0 0 dk3 · · · dkn












.

Se todas as entradas dij com 3 ≤ i ≤ m e 3 ≤ j ≤ n não são inverśıveis em Zpa , encontra-

mos o resultado desejado. Caso contrário, continuamos este processo até encontrarmos

uma matriz da forma

ps

(

Iℓ B

0 D

)

,

em que 0 ≤ s ≤ a− 1, 1 ≤ ℓ ≤ k e a matriz D é (k − ℓ)× (n− ℓ) e não possui entradas

inverśıveis em Zpa .

Teorema 2.3.2. Todo código linear sobre Zpa de comprimento n, a menos de uma per-

mutação de colunas, possui uma matriz geradora da forma

G =












Ik0 A0,1 A0,2 A0,3 · · · A0,a−1 A0,a

0 pIk1 pA1,2 pA1,3 · · · pA1,a−1 pA1,a

0 0 p2Ik2 p2A2,3 · · · p2A2,a−1 p2A2,a

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · pa−1Ika−1
pa−1Aa−1,a












. (2.2)

As colunas de G estão agrupadas em blocos de tamanhos k0, k1, . . . , ka−1 e ka = n −
∑a−1

i=0 ki, com ki ≥ 0 para todo i ∈ {0, 1, . . . , a}.

Demonstração. Seja G ∈ Zk×n
pa uma matriz geradora de C. Aplicando uma sequência

conveniente de operações do tipo (L1), (L2), (L3) e (C1) a esta matriz, obtemos uma

matriz da forma (

ps1Iks1 ps1B1

0 ps1D1

)

,

em que 0 ≤ s1 ≤ a − 1 e a matriz D1 é (k − ks1) × (n − ks1) e não possui entradas

inverśıveis em Zpa (Lema 2.3.1). Se ks1 = k, encontramos o resultado desejado. Caso

contrário, aplicando uma sequência conveniente de operações do tipo (L1), (L2), (L3) e

(C1) a esta nova matriz, obtemos uma matriz da forma






ps1Iks1 ps1As1,s2 ps1B̃1

0 ps2Iks2 ps2B2

0 0 ps2D2





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em que 0 ≤ s1 < s2 ≤ a− 1 e a matriz D2 é (k− ks1 − ks2)× (n− ks1 − ks2) e não possui

entradas inverśıveis em Zpa (Lema 2.3.1). Se ks1 + ks2 = k, encontramos o resultado

desejado. Caso contrário, continuamos com este processo até obtermos uma matriz da

forma 










ps1Iks1 ps1As1,s2 ps1As1,s3 · · · ps1As1,sr ps1As1,a

0 ps2Iks2 ps2As2,s3 · · · ps2As2,sr ps2As2,a

0 0 ps3Iks3 · · · ps3As3,sr ps3As3,a

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · psrIksr psrAsr,a












,

em que 0 ≤ s1 < s2 < · · · < sr ≤ a− 1 e ks1 + ks2 + · · ·+ ksr = k.

Definição 2.3.2. Dizemos que uma matriz geradora G de um código linear C ⊆ Zn
pa está

na forma padrão quando G está na forma (2.2).

Observação 2.3.4. Um código linear C ⊆ Zn
pa pode ter mais do que uma matriz geradora

na forma padrão. Por exemplo,

G1 =

(

1 0

0 2

)

e G2 =

(

1 2

0 2

)

são matrizes geradoras na forma padrão do código linear 4-ário

C = {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, 0), (0, 2), (1, 2), (2, 2), (3, 2)}.

Teorema 2.3.3. [35] Seja C ⊆ Zn
pa um código linear. Os parâmetros k0, k1, . . . , ka são

os mesmos qualquer que seja a matriz geradora de C na forma padrão.

Teorema 2.3.4. Seja G ∈ Zk×n
pa uma matriz geradora de um código linear C ⊆ Zn

pa na

forma (2.2). Qualquer v ∈ C pode ser escrito de forma única como v = (v0,v1, . . . ,va−1)G,

com vi ∈ (Zpa/p
a−iZpa)

ki ∼= (piZpa)
ki. Além disso, o número de elementos C é dado por

|C| = p
∑a−1

i=0
(a−i)ki .

Demonstração. Seja φ : Zk
pa → Zn

pa o homomorfismo de grupos dado por φ(v) = vG.

É imediato que φ(Zk
pa) = C. Por outro lado, dado v ∈ Zk

pa podemos escrever v =

(v0,v1, . . . ,va−1) com vi ∈ Zki
pa . Dessa forma,
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φ(v) = 0 ⇐⇒







v0 = 0

v0A0,1 + pv1 = 0

v0A0,2 + pv1A1,2 + p2v2 = 0
...

v0A0,a−1 + pv1A1,a−1 + p2v2A2,a−1 + · · ·+ pa−1va−1 = 0

v0A0,a + pv1A1,a + p2v2A2,a + · · ·+ pa−1va−1Aa−1,a = 0

⇐⇒







v0 = 0

pv1 = 0

p2v2 = 0
...

pa−1va−1 = 0

⇐⇒







v0 ∈ paZk0
pa

v1 ∈ pa−1Zk1
pa

v2 ∈ pa−2Zk2
pa

...

va−1 ∈ pZka−1

pa .

Logo

ker(φ) =
(
paZpa

)k0 ×
(
pa−1Zpa

)k1 × · · · ×
(
pZpa

)ka−1 .

Portanto

C ∼= Zk
pa/ ker(φ)

∼=
(
Zk0

pa × Zk1
pa × · · · × Zka−1

pa

)/(
paZk0

pa × pa−1Zk1
pa × · · · × pZka−1

pa

)

∼=
(
Zpa
/
paZpa

)k0 ×
(
Zpa
/
pa−1Zpa

)k1 × · · · ×
(
Zpa
/
pZpa

)ka−1

∼=
(
Zpa
)k0 ×

(
pZpa

)k1 × · · · ×
(
pa−1Zpa

)ka−1 .

Das considerações acima, obtemos que qualquer elemento v de C pode ser escrito de

forma única como v = (v0,v1, . . . ,va−1)G com vi ∈ (Zpa/p
a−iZpa)

ki ∼= (piZpa)
ki e, con-

sequentemente, o número de elementos C é dado por |C| = (pa)k0(pa−1)k1 · · · (p)ka−1 =

p
∑a−1

i=0
(a−i)ki .

Definição 2.3.3. Um código linear C ⊆ Zn
pa que a menos de uma permutação de colunas

possui uma matriz geradora da forma (2.2) é dito do tipo

(1)k0(p)k1 · · · (pa−2)ka−2(pa−1)ka−1 .

Corolário 2.3.1. [21] Todo código linear sobre Zp de comprimento n, a menos de uma

permutação de colunas, possui uma matriz geradora da seguinte forma G = (Ik | A), em
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que A é uma matriz k × (n− k).

O próximo teorema fornece uma matriz geradora do código dual C⊥ a partir de

uma matriz geradora de C na forma (2.2).

Teorema 2.3.5. Seja C ⊆ Zn
pa um código linear com matriz geradora G da forma (2.2).

Para cada par (i, j) satisfazendo 0 ≤ i < j ≤ a, seja

Bi,j = −
j−1
∑

k=i+1

Bi,kA
t
a−j,a−k − At

a−j,a−i.

Então, uma matriz geradora do código dual de C é dada por

H =












B0,a B0,a−1 · · · B0,3 B0,2 B0,1 Ika

pB1,a pB1,a−1 · · · pB1,3 pB1,2 pIka−1
0

p2B2,a p2B2,a−1 · · · p2B2,3 p2Ika−2
0 0

...
...

...
...

...
...

pa−1Ba−1,a pa−1Ik1 · · · 0 0 0 0












. (2.3)

As colunas de H estão agrupadas em blocos de tamanhos k0, k1, . . . , ka−1 e ka = n −
∑a−1

i=0 ki, com ki ≥ 0 para todo i ∈ {0, 1, . . . , a}.

Demonstração. Seja D ⊆ Zn
pa o código linear gerado por H. Escreva

G =












G0

G1

G2

...

Ga−1












e H =












H0

H1

H2

...

Ha−1












,

de modo que Gi e Hi sejam matrizes ki × n e ka−i × n, respectivamente. Temos que

GH t =









G0H
t
0 G0H

t
1 · · · G0H

t
a−1

G1H
t
0 G1H

t
1 · · · G1H

t
a−1

...
...

...

Ga−1H
t
0 Ga−1H

t
1 · · · Ga−1H

t
a−1









.

É imediato que GjH
t
i = 0 sempre que i + j ≥ a, pois neste caso todas as entradas de

GjH
t
i são múltiplas de pa. Por outro lado, para i, j ∈ {0, 1, . . . , a − 1} tal que i + j < a
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tem-se

GjH
t
i = pi+j

(
IkjB

t
i,a−j + Aj,j+1B

t
i,a−j−1 + · · ·+ Aj,a−i−1B

t
j,j+1 + Aj,a−iIka−i

)

= pi+j

(

Bt
i,a−j +

a−j−1
∑

k=i+1

Aj,a−kB
t
i,k + Aj,a−i

)

= 0,

uma vez que

Bi,a−j = −
a−j−1
∑

k=i+1

Bi,kA
t
j,a−k − At

j,a−i.

Logo GH t = 0. Isto mostra que D ⊆ C⊥. Para concluir a demonstração, basta mostrar

que |D| = |C⊥|. Do Teorema 2.3.4, obtemos

|D| = (pa)ka(pa−1)ka−1 · · · (p2)k2(p)k1 = p
∑a

i=1
iki

e

|C| = (pa)k0(pa−1)k1 · · · (p)ka−1 = p
∑a−1

i=0
(a−i)ki .

Consequentemente

|C||D| =
(
p
∑a−1

i=0
(a−i)ki

)(
p
∑a

i=1
iki
)
= pan.

Isto mostra que |D| = |C⊥|, uma vez que |C||C⊥| = pan (Teorema 2.2.2).

Corolário 2.3.2. Sejam C ⊆ Zn
pa um código linear do tipo

(1)k0(p)k1 · · · (pa−2)ka−2(pa−1)ka−1

e ka = n −∑a−1
i=0 ki. O código linear C⊥ é do tipo (1)ka(p)ka−1 · · · (pa−2)k2(pa−1)k1 e seu

número de elementos é dado por

|C⊥| = (pa)ka(pa−1)ka−1 · · · (p2)k2(p)k1 = p
∑a

i=1
iki .

Demonstração. Segue imediatamente dos Teoremas 2.3.4 e 2.3.5.

Corolário 2.3.3. [21] Se C ⊆ Zn
p é um código linear com matriz geradora G = (Ik | A),

então H = (At | In−k) é uma matriz geradora de C⊥.

Em [35] é apresentado o conceito de matrizes geradoras na forma padrão para

códigos lineares sobre Zq, q ∈ N, generalizando vários resultados mencionados aqui.

2.4 Distâncias em Zn
q

Nesta seção, apresentamos as distâncias de Hamming e de Lee que foram definidas

respectivamente em 1950 [18] e 1957/1958 [27, 48] e têm sido muito estudadas desde que
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foram introduzidas.

2.4.1 Distância de Hamming

A distância de Hamming entre dois elementos x,y ∈ Zn
q é simplesmente o número

de coordenadas distintas entre os mesmos.

Definição 2.4.1. Dados dois elementos x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) ∈ Zn
q , a

distância de Hamming entre x e y é definida como

dH(x,y) = |{i; xi 6= yi, 1 ≤ i ≤ n}|.

Definição 2.4.2. Seja C ⊆ Zn
q um código linear não nulo. A distância de Hamming

mı́nima de C é definida como

dH(C) = min{dH(x,y); x,y ∈ C e x 6= y},

ou equivalentemente, dH(C) = min
{
dH(z,0); z ∈ C \ {0}

}
.

No próximo teorema, o śımbolo ⌈x⌉ denota o menor inteiro maior ou igual a x.

Teorema 2.4.1. (Cota de Singleton) Seja C ⊆ Zn
q um código linear não nulo. Temos

que

dH(C) ≤ n− ⌈logq |C|⌉+ 1.

Demonstração. Seja φ : C → Zn
q o homomorfismo de grupos dado por

φ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−dH(C)+1, 0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

dH(C)−1

).

Pode-se ver facilmente que φ é injetor (e logo |C| = |φ(C)|) e |φ(C)| ≤ qn−dH(C)+1.

Portanto |C| ≤ qn−dH(C)+1. Aplicando a função logaŕıtmica de base q (que é crescente,

já que q ≥ 2) em ambos os lados da desigualdade |C| ≤ qn−dH(C)+1, obtemos logq |C| ≤
n − dH(C) + 1 e consequentemente ⌈logq |C|⌉ ≤ n − dH(C) + 1, já que n − dH(C) + 1 é

inteiro. Portanto dH(C) ≤ n− ⌈logq |C|⌉+ 1.

Definição 2.4.3. Um código linear C ⊆ Zn
q é dito MDS (Maximum Distance Separable)

se dH(C) = n− ⌈logq |C|⌉+ 1.

Exemplo 2.4.1. O código linear C = {(0, 0), (2, 2)} ⊆ Z2
4 é MDS. De fato, observe que

dH(C) = 2, n = 2 e ⌈log4 |C|⌉ = ⌈log4 2⌉ = ⌈1/2⌉ = 1. Logo dH(C) = n− ⌈logq |C|⌉+ 1.



2.4. Distâncias em Zn
q 51

2.4.2 Distância de Lee

Definição 2.4.4. Dados dois elementos x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) ∈ Zn
q , a

distância de Lee entre x e y é definida como

dLee(x,y) =
n∑

i=1

min{σ(xi − yi), q − σ(xi − yi)},

sendo σ : Zq → Z a inclusão natural (isto é, σ(x) é o resto da divisão de x por q).

Observação 2.4.1. Quando q = 2 ou q = 3, as distâncias de Hamming e de Lee são

idênticas, isto é, dh(x,y) = dLee(x,y), ∀x,y ∈ Zn
q . Porém, se q > 3 a distância de Lee

de x a y é sempre maior ou igual à de Hamming de x a y.

Observação 2.4.2. A distância de Lee foi introduzida em [27,48] na abordagem da trans-

missão de sinais em determinados canais com rúıdo. Recentes aplicações na área de

comunicações podem ser encontradas em [13] e suas referências.

Definição 2.4.5. Seja C ⊆ Zn
q um código linear não nulo. A distância de Lee mı́nima

de C é definida como

dLee(C) = min{dLee(x,y); x,y ∈ C e x 6= y}.

Observação 2.4.3. A distância de Lee é invariante por translações, isto é,

dLee(x,y) = dLee(x+ z,y + z), ∀x,y, z ∈ Zn
q .

De fato, para quaisquer x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) e z = (z1, . . . , zn) em Zn
q ,

dLee(x+ z,y + z) =
n∑

i=1

min
{
σ
(
(xi + zi)− (yi + zi)

)
, q − σ

(
(xi + zi)− (yi + zi)

)}

=
n∑

i=1

min
{
σ
(
xi − yi

)
, q − σ

(
xi − yi

)}

= dLee(x,y).

Teorema 2.4.2. Seja C ⊆ Zn
q um código linear não nulo. Temos que

dLee(C) = min
{
dLee(z,0); z ∈ C \ {0}

}
.

Demonstração. Sejam x,y ∈ C, x 6= y, tais que dLee(C) = dLee(x,y). Temos que

dLee(C) = dLee(x,y) = dLee(x− y,0) ≥ min
{
dLee(z,0); z ∈ C \ {0}

}
,
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já que x − y ∈ C \ {0}. Por outro lado, dLee(z,0) ≥ dLee(C), ∀z ∈ C \ {0}, e logo

min{dLee(z,0); z ∈ C \ {0}} ≥ dLee(C). Isto conclui a demonstração.

Teorema 2.4.3. Seja C ⊆ Zn
q um código linear não nulo. Temos que

dLee(C) ≤
⌊
q

2

⌋
(
n− ⌈logq |C|⌉+ 1

)
.

Demonstração. Para cada z ∈ Zn
q ,

dLee(z,0) =
n∑

i=1

dLee(zi, 0) ≤
⌊
q

2

⌋

dH(z,0),

já que dLee(zi, 0) = 0 se zi = 0 e dLee(zi, 0) ≤
⌊
q/2
⌋
se zi 6= 0. Logo

dLee(C) ≤
⌊
q

2

⌋

dH(C).

Para concluir a demonstração, basta aplicar o Teorema 2.4.1.

Definição 2.4.6. Um código linear C ⊆ Zn
q é dito MLDS (Maximum Lee Distance

Separable) se dLee(C) = ⌊q/2⌋(n− ⌈logq |C|⌉+ 1).

Exemplo 2.4.2. O código linear C = {(0, 0), (2, 2)} ⊆ Z2
4 é MLDS. De fato, observe

que dLee(C) = 4, q = 4, n = 2 e ⌈log4 |C|⌉ = ⌈log4 2⌉ = ⌈1/2⌉ = 1. Logo dLee(C) =

⌊q/2⌋(n− ⌈logq |C|⌉+ 1).
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Caṕıtulo 3

Reticulados obtidos a partir de

códigos lineares

Neste caṕıtulo, abordamos construções de reticulados a partir de códigos. Na Seção

3.1, estudamos a Construção A para códigos lineares q-ários e mostramos que o reticulado

tridimensional de maior densidade na métrica da soma pode ser obtido via Construção A.

Na Seção 3.2.1, propomos a Construção D para códigos lineares q-ários e estendemos vários

resultados de códigos binários para códigos q-ários. As Construções D′ e D para códigos

q-ários são apresentadas nas Seções 3.2.2 e 3.2.3, respectivamente. Na Seção 3.2.4 são

apresentadas algumas conexões entre as construções supracitadas. Também, definimos

a adição zero-um em Zn
q e mostramos que a Construção D produz um reticulado se, e

somente se, a cadeia de códigos utilizada é fechada sob esta adição. Fórmulas e limitantes

para a distância da soma mı́nima de reticulados obtidos via Construções D, D′ e D são

apresentados na Seção 3.2.5. Na Seção 3.3 introduzimos a Construção A′ para códigos

lineares sobre o anel quociente Zq[X]/(Xa).

Os resultados deste caṕıtulo incluem os apresentados em [41,42], os quais possuem

versões preliminares [43, 44].

No decorrer deste caṕıtulo, utilizamos frequentemente a inclusão natural σ : Zq →
Z (isto é, σ(x) é o resto da divisão de x por q), o homomorfismo de anéis σ : Z → Zq

dado por σ(x) = x e suas extensões σ : Zn
q → Zn e σ : Zn → Zn

q .

3.1 Construção A

Existem várias maneiras de se obter reticulados a partir de códigos lineares q-ários,

uma das mais conhecidas é a chamada Construção A, que abordamos nesta seção.

Definição 3.1.1. (Construção A) Dado um código linear C ⊆ Zn
q , definimos o conjunto

ΛA(C) da seguinte forma

ΛA(C) = qZn + σ(C).
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Teorema 3.1.1. C ⊆ Zn
q é um código linear se, e somente se, ΛA(C) ⊆ Zn é um

reticulado em Rn.

Demonstração. (⇒) Seja C ⊆ Zn
q um código linear. Como ΛA(C) ⊆ Zn é um conjunto

discreto, basta mostrar que ΛA(C) é um subgrupo aditivo de Rn. Com efeito, 0 ∈ ΛA(C)

e dados w1,w2 ∈ ΛA(C) existem z1, z2 ∈ Zn e c1, c2 ∈ C tais que w1 = qz1 + σ(c1) e

w2 = qz2 + σ(c2), logo w1 −w2 = q(z1 − z2) + σ(c1)− σ(c2). Aplicando o algoritmo da

divisão, obtemos m ∈ Zn e r ∈ Zn tais que r ∈ [0, q)n e σ(c1)− σ(c2) = mq + r. Assim,

temos que w1−w2 = q(z1−z2+m)+r, com r = σ(σ(r)) e σ(r) = c1−c2 ∈ C. Portanto

w1−w2 ∈ qZn+σ(C) = ΛA(C). (⇐) Seja C ⊆ Zn
q e suponha que ΛA(C) = qZn+σ(C) é

um reticulado em Rn. Observe que C = σ(ΛA(C)), ΛA(C) é um subgrupo aditivo de Zn

e σ : Zn → Zn
q é um homomorfismo de grupos. Logo C é um subgrupo aditivo de Zn

q , ou

seja, C ⊆ Zn
q é um código linear.

Definição 3.1.2. Um reticulado que pode ser obtido via Construção A a partir de um

código linear C ⊆ Zn
q é chamado de reticulado q-ário.

Um reticulado q-ário ΛA(C) ⊆ Rn sempre contém qZn e portanto possui posto

completo. Também vale a “rećıproca”, isto é, se um reticulado Λ ⊆ Zn contém qZn, então

Λ pode ser obtido via Construção A a partir de algum código q-ário de comprimento n.

Exemplo 3.1.1. Na Figura 3.1, ilustramos o reticulado 6-ário obtido via Construção A

a partir do código linear

C = {(0, 0), (1, 2), (2, 4), (3, 0), (4, 2), (5, 4)} ⊆ Z2
6.

Figura 3.1: ΛA(C) ∩ [−6, 6]2

O próximo resultado é apresentado em [40] e uma demonstração alternativa pode

ser encontrada em [23, Proposição 3.2.7]. Trata-se de um caso particular do Corolário

3.2.10, por isso omitimos sua demonstração.
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Teorema 3.1.2. Seja {0} 6= C ⊆ Zn
q um código linear. Se dLee(C) denota a distância

de Lee mı́nima do código C, então a distância mı́nima em relação à métrica da soma do

reticulado ΛA(C) é dada por

d1min

(
ΛA(C)

)
= min

{
q, dLee(C)

}
.

Exemplo 3.1.2. Considere o código linear

C = 〈(1, 36, 3), (0, 37, 7)〉 ⊆ Z3
38

e o reticulado ΛA(C) = 38Z3 + σ(C). É fácil ver que






1 36 3

0 −1 7

0 0 38






é uma matriz geradora para ΛA(C). Logo a matriz

M =






1 38 −7

−2 −75 14

3 107 −20











1 36 3

0 −1 7

0 0 38




 =






1 −2 3

−2 3 1

3 1 −2






é também uma matriz geradora para ΛA(C), uma vez que






1 38 −7

−2 −75 14

3 107 −20






é uma matriz unimodular. Em [33] é mostrado que a densidade de Λ(M) (e portanto de

ΛA(C)) em relação à métrica da soma é 18/19 e que esta é a maior densidade posśıvel

em relação à métrica da soma no R3. Observamos também que, usando o Teorema 3.1.2,

podemos obter a distância de Lee mı́nima do código C, a saber dLee(C) = 6.

3.2 Construção D e suas variações

3.2.1 Construção D

A Construção D é apresentada em [2, 9] para códigos binários. Em alguns traba-

lhos encontramos uma versão generalizada desta construção que relaciona reticulados com

cadeias de códigos lineares sobre Zp, p primo (por exemplo [14,22,39]). Nesta seção, esten-

demos esta construção para códigos lineares q-ários (q ∈ N) e também vários resultados
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de códigos binários para códigos q-ários.

Definição 3.2.1. (Construção D) Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca, uma cadeia de

códigos lineares. Dados números inteiros k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0 e um conjunto de

vetores {b1, . . . , bk1} em Zn
q tais que Cℓ = 〈b1, . . . , bkℓ〉, para ℓ = 1, 2, . . . , a. O conjunto

ΛD consiste de todos os vetores da forma

qz +
a∑

ℓ=1

kℓ∑

j=1

β
(ℓ)
j

1

qℓ−1
σ(bj),

em que z ∈ Zn e β
(ℓ)
j ∈ {0, 1, . . . , q − 1}.

A existência dos parâmetros k1, k2, . . . , ka e b1, b2, . . . , bk1 na definição acima é ga-

rantida pelo Corolário 2.1.1. Quando a = 1, a Construção D coincide com a Construção

A. Se q for primo, cada código linear Ci pode ser visto como um subespaço vetorial de

Zn
q e sempre podemos escolher como parâmetros ki = dimCi (i = 1, . . . , a) e um conjunto

de vetores {b1, . . . , bk1} ⊆ Zn
q linearmente independentes tais que Ci = 〈b1, . . . , bki〉 (Ob-

servação 2.1.6) e, quando q = 2, a Definição 3.2.1 restrita a estes parâmetros coincide a

versão original da Construção D [2].

O teorema a seguir fornece uma nova representação para o conjunto ΛD. No

restante deste caṕıtulo, salvo menção em contrário, ka+1 := 0.

Teorema 3.2.1.

ΛD =

{

z +
a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

α
(s)
i

1

qs−1
σ(bi); z ∈ qZn, α

(s)
i ∈ Z e 0 ≤ α

(s)
i < qs

}

.

Demonstração. Observe que k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0, logo

a∑

ℓ=1

kℓ∑

j=1

β
(ℓ)
j

1

qℓ−1
σ(bj)

=

( a∑

ℓ=1

β
(ℓ)
1 qa−ℓ

)
1

qa−1
σ(b1) + · · ·+

( a∑

ℓ=1

β
(ℓ)
ka
qa−ℓ

)
1

qa−1
σ(bka) +

( a−1∑

ℓ=1

β
(ℓ)
ka+1q

a−1−ℓ

)
1

qa−2
σ(bka+1) + · · ·+

( a−1∑

ℓ=1

β
(ℓ)
ka−1

qa−1−ℓ

)
1

qa−2
σ(bka−1

)

+ · · ·+
(

β
(1)
k2+1

)
1

q0
σ(bk2+1) + · · ·+

(

β
(1)
k1

)
1

q0
σ(bk1)

=
a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

α
(s)
i

1

qs−1
σ(bi), onde α

(s)
i =

s∑

ℓ=1

β
(ℓ)
i qs−ℓ para todo 1 ≤ s ≤ a.

Para completar a prova, é suficiente observar que um inteiro m satisfaz 0 ≤ m < qs se, e
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somente se, existem β
(1)
i , . . . , β

(s)
i ∈ {0, 1, . . . , q − 1} tais que

∑s
ℓ=1 β

(ℓ)
i qs−ℓ = m.

Teorema 3.2.2. O conjunto ΛD é um reticulado em Rn de posto completo.

Demonstração. Observe que ΛD é um conjunto discreto, uma vez que qa−1ΛD ⊆ Zn.

Assim, para provar que ΛD é um reticulado, resta mostrar que ΛD é um subgrupo aditivo

de Rn. Com efeito, ΛD é um subgrupo aditivo de Rn pois de ΛD ⊆ Rn, 0 ∈ ΛD e dados

w1,w2 ∈ ΛD temos, pelo Teorema 3.2.1, que existem z1, z2 ∈ qZn e 0 ≤ α
(s)
i , β

(s)
i < qs

tais que

w1 = z1 +
a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

α
(s)
i

1

qs−1
σ(bi) e w2 = z2 +

a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

β
(s)
i

1

qs−1
σ(bi)

e consequentemente

w1 −w2 =
(
z1 − z2

)
+

a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

(
α
(s)
i − β

(s)
i

) 1

qs−1
σ(bi).

Aplicando o algoritmo da divisão obtemos inteiros γ
(s)
i e µ

(s)
i , 1 ≤ s ≤ a e ks+1+1 ≤ i ≤ ks,

tais que α
(s)
i − β

(s)
i = γ

(s)
i qs + µ

(s)
i e 0 ≤ µ

(s)
i < qs. Assim

w1 −w2 = z +
a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

µ
(s)
i

1

qs−1
σ(bi),

em que

z = z1 − z2 + q
a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

γ
(s)
i σ(bi) ∈ qZn.

Logo, pelo Teorema 3.2.1, temos que w1−w2 ∈ ΛD. Isto mostra que ΛD é um reticulado.

Para concluir, basta observar que ΛD tem posto completo, uma vez que qZn ⊆ ΛD.

Exemplo 3.2.1. Seja Z2
4 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia de código lineares tal que

C1 = 〈(2, 2), (0, 1)〉 e

C2 = 〈(2, 2)〉 .

Dados k1 = 2, k2 = 1, b1 = (2, 2), b2 = (0, 1) ∈ Z2
4, temos que C1 = 〈b1, b2〉 e C2 = 〈b1〉.

Aplicando o Teorema 3.2.1, obtemos

ΛD =
{
z + α

(2)
1 (1/2, 1/2) + α

(1)
2 (0, 1); z ∈ 4Zn, 0 ≤ α

(1)
2 < 4 e 0 ≤ α

(2)
1 < 42

}
,

isto é,

ΛD =
⋃

z∈4Z2

(
z + ΛD ∩ [0, 4)2

)

e os elementos de ΛD ∩ [0, 4)2 estão representados na Figura 3.2.
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Figura 3.2: ΛD ∩ [0, 4)2

Observação 3.2.1. Seja Z2
3 ⊇ C1 ⊇ C2 tal que C1 = C2 = {(0, 0), (1, 2), (2, 1)}. Apli-

cando a Construção D a esta cadeia usando k1 = 2, k2 = 1, b1 = (1, 2), b2 = (2, 1) ∈ Z2
3,

obtemos

ΛD =
{
z + α

(2)
1 (1/3, 2/3) + α

(1)
2 (2, 1); z ∈ 3Zn, 0 ≤ α

(1)
2 < 3 e 0 ≤ α

(2)
1 < 32

}
.

Por outro lado, utilizando k̂1 = 2, k̂2 = 1, b̂1 = (2, 1), b̂2 = (1, 2) ∈ Z2
3, temos

Λ̂D =
{
z + α

(2)
1 (2/3, 1/3) + α

(1)
2 (1, 2); z ∈ 3Zn, 0 ≤ α

(1)
2 < 3 e 0 ≤ α

(2)
1 < 32

}
.

Note que ΛD 6= Λ̂D, pois (1/3, 2/3) ∈ ΛD \ Λ̂D. Isto mostra que um reticulado obtido via

Construção D depende dos parâmetros k1, . . . , ka e b1, . . . , bk1.

Lema 3.2.1. Se o conjunto {b1, . . . , bk} ⊆ Zn
q é linearmente independente sobre Zq, então

{σ(b1), . . . , σ(bk)} ⊆ Zn é linearmente independente sobre Z.

Demonstração. Suponha que {σ(b1), . . . , σ(bk)} é linearmente dependente sobre Z, isto

é, que existem inteiros α1, . . . , αk não todos nulos tais que α1σ(b1) + · · · + αkσ(bk) = 0.

Seja s = min{t ∈ Z; αiq
−t ∈ Z e αiq

−(t+1) ∈ Z, ∀i = 1, . . . , k}. Dividindo os inteiros

α1, . . . , αk por qs, obtemos inteiros β1, . . . , βk, não todos múltiplos de q, tais que α1 =

qsβ1, . . . , αk = qsβk e logo β1σ(b1) + · · ·+ βkσ(bk) = 0. Logo β1b1 + · · ·+ βkbk = 0 com

βi 6= 0 para algum i ∈ {1, . . . , k}. Portanto {b1, . . . , bk} ⊆ Zn
q é linearmente dependente

sobre Zq.

Teorema 3.2.3. Se b1, . . . , bk1 ∈ Zn
q são vetores linearmente independentes, então

|ΛD ∩ [0, q)n| =
a∏

s=1

(
qs
)ks−ks+1 .

Demonstração. Pelo Lema 3.2.1, σ(b1), . . . , σ(bk1) são vetores linearmente independentes
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sobre Z. Logo existem exatamente
∏a

s=1

(
qs
)ks−ks+1 vetores da forma

a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

α
(s)
i

1

qs−1
σ(bi) (0 ≤ α

(s)
i < qs).

Devemos mostrar que estes vetores também são distintos quando considerados módulo q.

Logo, para completar a demonstração é suficiente observar que se

w1 =
a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

α
(s)
i

1

qs−1
σ(bi) e w2 =

a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

β
(s)
i

1

qs−1
σ(bi),

0 ≤ α
(s)
i < qs e 0 ≤ β

(s)
i < qs, são congruentes módulo q, então w1 = w2. De fato,

w1 ≡ w2 mod q se, e somente se,

a∑

s=1

ks∑

i=ks+1+1

(
α
(s)
i − β

(s)
i

) 1

qs−1
σ(bi) ∈ qZn.

Como os vetores b1, . . . , bk1 são linearmente independentes (sobre Zq), segue que

(
α
(s)
i − β

(s)
i

) 1

qs−1
∈ qZ.

Por outro lado, 0 ≤ α
(s)
i < qs e 0 ≤ β

(s)
i < qs, isto é, −q <

(
α
(s)
i − β

(s)
i

) 1

qs−1
< q. Logo

(
α
(s)
i − β

(s)
i

) 1

qs−1
= 0,

isto é, α
(s)
i = β

(s)
i , para todo par (i, s) satisfazendo 1 ≤ s ≤ a e ks+1+1 ≤ i ≤ ks. Portanto

w1 = w2.

Observação 3.2.2. No Exemplo 3.2.1, os vetores b1 = (2, 2) e b2 = (0, 1) são linearmente

dependentes sobre Z4 e |ΛD ∩ [0, 4)2| = 32 6= 64 =
∏2

s=1

(
4s
)ks−ks+1 . Isto mostra que a

hipótese do Teorema 3.2.3 é fundamental para garantir a conclusão do mesmo.

O próximo teorema estende um resultado de reticulados obtidos via Construção D

a partir de códigos p-ários (p primo) [14] para códigos q-ários, q ∈ N.

Teorema 3.2.4. Sejam G1 a matriz cujas linhas são os vetores σ(b1), . . . , σ(bk1) e C o

código linear qa-ário gerado pelas linhas da matriz G = DG1, em que D = (dij) é a matriz

diagonal tal que



3.2. Construção D e suas variações 60

djj =







1, se 1 ≤ j ≤ ka

q, se ka < j ≤ ka−1

...

qa−1, se k2 < j ≤ k1.

Temos que qa−1ΛD = ΛA(C).

Demonstração. Seja w ∈ ΛA(C). Existem α
(i)
j ∈ {0, 1, . . . , qa− 1}, 1 ≤ i ≤ a e ki+1+1 ≤

j ≤ ki, e z ∈ Zn tais que

w = qaz +
a∑

i=1

ki∑

j=ki+1+1

α
(i)
j qa−iσ(bj).

Por outro lado, qa−1ΛD é um reticulado e qaz, qa−iσ(bj) ∈ qa−1ΛD para todo 1 ≤ i ≤ a

e ki+1 < j ≤ ki, logo w ∈ qa−1ΛD. Isto mostra que ΛA(C) ⊆ qa−1ΛD. Agora, vamos

mostrar que qa−1ΛD ⊆ ΛA(C). Com efeito, seja w ∈ qa−1ΛD. Pelo Teorema 3.2.1, existem

α
(i)
j ∈ {0, 1, . . . , qi − 1} ⊆ {0, 1, . . . , qa − 1}, 1 ≤ i ≤ a e ki+1 + 1 ≤ j ≤ ki, e z ∈ Zn tais

que

w = qaz +
a∑

i=1

ki∑

j=ki+1+1

α
(i)
j qa−iσ(bj).

Portanto w ∈ ΛA(C).

Corolário 3.2.1. O conjunto qa−1ΛD é um reticulado qa-ário.

Exemplo 3.2.2. Considere novamente a cadeia de códigos lineares Z2
3 ⊇ C1 ⊇ C2 tal que

C1 = C2 = {(0, 0), (1, 2), (2, 1)}. Escolhendo k1 = 2, k2 = 1, b1 = (1, 2), b2 = (2, 1) ∈ Z2
3,

obtemos

ΛD =
{
z + α

(2)
1 (1/3, 2/3) + α

(1)
2 (2, 1); z ∈ 3Zn, 0 ≤ α

(1)
2 < 3 e 0 ≤ α

(2)
1 < 32

}
.

O reticulado 3ΛD é 9-ário, pois pode ser obtido via Construção A a partir do código linear

9-ário determinado pela matriz

G =

(

1 0

0 3

)(

1 2

2 1

)

=

(

1 2

6 3

)

.

Observação 3.2.3. O reticulado ΛD do exemplo anterior não pode ser obtido via Cons-

trução D a partir de uma cadeia de códigos lineares binários.

O resultado a seguir estende o Teorema 13 da página 232 de [9] para a Construção

D a partir de códigos q-ários, q ∈ N.

Teorema 3.2.5. Sejam k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0 e b1, . . . , bk1 ∈ Zn
q não nulos tais que
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1. Cℓ = 〈b1, . . . , bkℓ〉, para ℓ = 1, . . . , a.

2. Alguma permutação das linhas da matriz M = [σ(b1) · · · σ(bk1)]t forma uma matriz

triangular superior (resp. inferior) na forma escalonada.

3. Para cada j ∈ {1, . . . , k1}, a primeira (resp. última) componente não nula do vetor

σ(bj), que denotamos por αj, divide q e todas as demais componentes do mesmo.

Se ΛD é o reticulado obtido via Construção D a partir da cadeia Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca

usando os parâmetros k1, k2, . . . , ka e b1, . . . , bk1, então existe uma base para ΛD formada

pelos k1 vetores (1/qi−1)σ(bj), 1 ≤ i ≤ a e ki+1 < j ≤ ki, mais n − k1 vetores da forma

(0, . . . , 0, q, 0, . . . , 0).

Demonstração. Podemos assumir sem perda de generalidade que alguma permutação das

linhas da matriz M forma uma matriz triangular superior. Seja M̃ a (única) matriz

triangular superior de ordem n cujas linhas são os k1 vetores

1

qi−1
σ(bj) (1 ≤ i ≤ a e ki+1 < j ≤ ki)

e as demais n− k1 linhas são da forma (0, . . . , 0, q, 0, . . . , 0). A existência e unicidade da

matriz M̃ é garantida pela Hipótese 2, uma vez que b1, . . . , bk1 são vetores não nulos. As

linhas da matriz M̃ são linearmente independentes pois

det M̃ = qn−k1

( k1∏

j=1

αj

) a∏

i=1

(
1

qi−1

)ki−ki+1

6= 0.

Para concluir a demonstração, vamos mostrar que Λ(M̃) = ΛD, em que Λ(M̃) é o reti-

culado gerado pelas linhas da matriz M̃ . Com efeito, dado w ∈ Λ(M̃), existem números

inteiros β
(i)
j , 1 ≤ i ≤ a e ki+1 + 1 ≤ j ≤ ki, e z ∈ qZn tais que

w = z +
a∑

i=1

ki∑

j=ki+1+1

β
(i)
j

1

qi−1
σ(bj).

Dividindo β
(i)
j por qi obtemos inteiros µ

(i)
j e α

(i)
j , 1 ≤ i ≤ a e ki+1 + 1 ≤ j ≤ ki, tais que

β
(i)
j = µ

(i)
j qi + α

(i)
j e 0 ≤ α

(i)
j < qi. Assim,

w = z̃ +
a∑

i=1

ki∑

j=ki+1+1

α
(i)
j

1

qi−1
σ(bj),

em que

z̃ = z + q

a∑

i=1

ki∑

j=ki+1+1

µ
(i)
j σ(bj) ∈ qZn.
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Portanto w ∈ ΛD (Teorema 3.2.1). Reciprocamente, dado w ∈ ΛD temos que existem

inteiros α
(i)
j ∈ {0, 1, . . . , qi − 1}, 1 ≤ i ≤ a e ki+1 + 1 ≤ j ≤ ki, e z ∈ qZn tais que

w = z +
a∑

i=1

ki∑

j=ki+1+1

α
(i)
j

1

qi−1
σ(bj).

Por outro lado,
a∑

i=1

ki∑

j=ki+1+1

α
(i)
j

1

qi−1
σ(bj) ∈ Λ(M̃),

uma vez que os vetores (1/qi−1)σ(bj), 1 ≤ i ≤ a e ki+1 < j ≤ ki, são linhas da matriz

M̃ . Logo, para mostrar que w ∈ Λ(M̃) é suficiente mostrar que z ∈ Λ(M̃). De fato,

sejam d1, . . . ,dn as linhas da matriz M̃ e e1, . . . , en os vetores canônicos do Rn. Como a

primeira componente não nula de cada vetor σ(bi), i = 1, . . . , k1, divide q e todas as demais

componentes do mesmo e a matriz M̃ é triangular superior, temos que cada um dos vetores

qei, 1 ≤ i ≤ n, pode ser escrito como combinação linear inteira das linhas di,di+1, . . . ,dn.

Logo qZn ⊆ Λ(M̃) e portanto z ∈ Λ(M̃). Isto mostra que Λ(M̃) = ΛD.

Corolário 3.2.2. Sejam k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0 e b1, . . . , bk1 ∈ Zn
q vetores não nulos

satisfazendo as Condições 1, 2 e 3 do Teorema 3.2.5. Temos que

det ΛD =

( k1∏

j=1

αj

)2
(
q2
)n−

a∑

ℓ=1

kℓ
.

Demonstração. Do Teorema 3.2.5, existe uma matriz triangular M̃ ∈ Rn×n, cujas linhas

são os k1 vetores (1/qi−1)σ(bj), 1 ≤ i ≤ a e ki+1 < j ≤ ki, mais n − k1 vetores da forma

(0, . . . , 0, q, 0, . . . , 0) tal que ΛD = Λ(M̃). Portanto

det ΛD = det(M̃M̃ t) =

( k1∏

j=1

αj

)2
(
q2
)n−

a∑

ℓ=1

kℓ
,

uma vez que

det M̃ = qn−k1

( k1∏

j=1

αj

) a∏

i=1

(
1

qi−1

)ki−ki+1

=

( k1∏

j=1

αj

)

qn−k1 · q−(ka+ka−1+···+k3+k2)

=

( k1∏

j=1

αj

)

q
n−

a∑

ℓ=1

kℓ
.

Isto conclui a demonstração.
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Corolário 3.2.3. [9] Sejam b1, . . . , bk1 ∈ Zn
2 vetores não nulos tais que

1. Cℓ = 〈b1, . . . , bkℓ〉 para ℓ = 1, . . . , a.

2. Alguma permutação das linhas da matriz M , cujas linhas são σ(b1), . . . , σ(bk1),

forma uma matriz triangular superior (resp. inferior) na forma escalonada.

Então existe uma base para o reticulado ΛD formada pelos k1 vetores (1/2i−1)σ(bj), 1 ≤
i ≤ a e ki+1 < j ≤ ki, mais n− k1 vetores da forma (0, . . . , 0, 2, 0, . . . , 0). Além disso,

det ΛD = 4
n−

a∑

ℓ=1

kℓ
.

Demonstração. Para cada j ∈ {1, . . . , k1} a primeira componente não nula de σ(bi) é

igual a 1 e portanto divide 2 e todas as demais componentes deste vetor. Aplicando o

Teorema 3.2.5 e o Corolário 3.2.2 obtemos o resultado desejado.

O próximo corolário estende a Proposição 3.2.4 da referência [23].

Corolário 3.2.4. Sejam C ⊆ Zn
pr um código linear e G uma matriz geradora de C na

forma padrão, isto é,

G =












Ik0 A0,1 A0,2 A0,3 · · · A0,r−1 A0,r

0 pIk1 pA1,2 pA1,3 · · · pA1,r−1 pA1,r

0 0 p2Ik2 p2A2,3 · · · p2A2,r−1 p2A2,r

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · pr−1Ikr−1
pr−1Ar−1,r












,

na qual as colunas estão agrupadas em blocos de tamanhos k0, k1, . . . , kr−1 e kr = n −
∑r−1

i=0 ki, com ki ≥ 0 para todo i ∈ {0, 1, . . . , r}. Uma matriz geradora do reticulado

ΛA(C) é dada por














Ik0 A0,1 A0,2 A0,3 · · · A0,r−1 A0,r

0 pIk1 pA1,2 pA1,3 · · · pA1,r−1 pA1,r

0 0 p2Ik2 p2A2,3 · · · p2A2,r−1 p2A2,r

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · pr−1Ikr−1
pr−1Ar−1,r

0 0 0 0 · · · 0 prIkr














.

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 3.2.5.

Observação 3.2.4. Um fato importante que pode ser inferido do último teorema é des-

crito a seguir. Se um reticulado Λ ⊆ Rn de posto completo possui uma matriz geradora do

tipo λM com λ ∈ R e M ∈ Zn×n sendo uma matriz triangular superior (resp. inferior) tal
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que a primeira entrada não nula de cada linha (resp. última) divide todas as demais en-

tradas de sua linha, então exceto por um fator de escala Λ pode ser obtido via Construção

D. Em particular, os reticulados Zn, Dn, E8,Λ16 e Λ24 (ver Seção 1.7) podem ser obtidos

via Construção D. Para ilustrar tal afirmação, nos próximos exemplos constrúımos os

reticulados E8, Λ16 e Λ24.

Exemplo 3.2.3. Seja Z8
4 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia códigos lineares tal que

C1 = 〈b1, . . . , b8〉 e C2 = 〈b1, . . . , b7〉 ,

em que

b1 = (2, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b2 = (0, 2, 2, 0, 0, 0, 0, 0),

b3 = (0, 0, 2, 2, 0, 0, 0, 0),

b4 = (0, 0, 0, 2, 2, 0, 0, 0),

b5 = (0, 0, 0, 0, 2, 2, 0, 0),

b6 = (0, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 0),

b7 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1),

b8 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).

Seja ΛD o reticulado obtido via Construção D, utilizando como parâmetros k1 = 8, k2 = 7

e os vetores b1, . . . , b8. O Teorema 3.2.5 afirma que

{
1

4
σ(b1),

1

4
σ(b2),

1

4
σ(b3),

1

4
σ(b4),

1

4
σ(b5),

1

4
σ(b6),

1

4
σ(b7),

1

40
σ(b8)

}

é uma base para ΛD. Assim,



















1/2 1/2 0 0 0 0 0 0

0 1/2 1/2 0 0 0 0 0

0 0 1/2 1/2 0 0 0 0

0 0 0 1/2 1/2 0 0 0

0 0 0 0 1/2 1/2 0 0

0 0 0 0 0 1/2 1/2 0

1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4

1 0 0 0 0 0 0 0



















é uma matriz geradora para ΛD e, consequentemente, a matriz
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M =



















− 1/2 1/2 0 0 0 0 0 0

0 − 1/2 1/2 0 0 0 0 0

0 0 − 1/2 1/2 0 0 0 0

0 0 0 − 1/2 1/2 0 0 0

0 0 0 0 − 1/2 1/2 0 0

0 0 0 0 0 − 1/2 1/2 0

1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4

1 0 0 0 0 0 0 0



















também é uma matriz geradora para ΛD. Por outro lado, temos que 2M é uma matriz

geradora de E8 (ver Seção 1.7). Logo 2ΛD = E8.

Exemplo 3.2.4. Seja Z16
4 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia códigos lineares tal que C1 = 〈b1, . . . , b16〉

e C2 = 〈b1, . . . , b5〉, em que

b1 = (2, 2, 2, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0),

b2 = (0, 2, 2, 2, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0, 0, 2, 0, 0, 0),

b3 = (0, 0, 2, 2, 2, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0, 0, 2, 0, 0),

b4 = (0, 0, 0, 2, 2, 2, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0, 0, 2, 0),

b5 = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2),

b6 = (2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b7 = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b8 = (1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b9 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b10 = (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b11 = (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b12 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b13 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b14 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b15 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

b16 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0).

Seja ΛD o reticulado obtido via Construção D, utilizando como parâmetros k1 = 16, k2 = 5

e os vetores b1, . . . , b16. Aplicando o Teorema 3.2.5, obtemos que

{
1

4
σ(b1),

1

4
σ(b2), . . . ,

1

4
σ(b5),

1

40
σ(b6),

1

40
σ(b7), . . . ,

1

40
σ(b16)

}

é uma base para ΛD. Logo uma matriz geradora para ΛD é dada por
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M =







































2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1/2 1/2 1/2 1/2 0 1/2 0 1/2 1/2 0 0 1/2 0 0 0 0

0 1/2 1/2 1/2 1/2 0 1/2 0 1/2 1/2 0 0 1/2 0 0 0

0 0 1/2 1/2 1/2 1/2 0 1/2 0 1/2 1/2 0 0 1/2 0 0

0 0 0 1/2 1/2 1/2 1/2 0 1/2 0 1/2 1/2 0 0 1/2 0

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2







































Agora, observe que

√
2M =

1√
2







































4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1







































e que esta é uma matriz geradora do reticulado Λ16 (ver Seção 1.7). Portanto
√
2ΛD =

Λ16.
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Exemplo 3.2.5. Seja Z24
8 ⊇ C1 ⊇ C2 uma cadeia códigos lineares tal que

C1 = 〈b1, . . . , b24〉 e

C2 = 〈b1, . . . , b23〉 ,

em que cada bi corresponde a i-ésima linha da seguinte matriz



























































4 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 0 0 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 2 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 2 2 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0

2 2 0 0 2 0 2 0 2 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0

0 2 2 2 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



























































Se ΛD é o reticulado obtido via Construção D, utilizando como parâmetros k1 = 24, k2 =

23 e os vetores b1, . . . , b24, então ΛD =
√
8
8
Λ24.

3.2.2 Construção D
′

A Construção D′ é apresentada em [2, 9] apenas para códigos lineares binários.

Nesta seção, estendemos esta construção para códigos lineares q-ários, q ∈ N.

Definição 3.2.2. (Construção D
′

) Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia
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de códigos lineares. Dados números inteiros r1, r2, . . . , ra satisfazendo 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤
· · · ≤ ra e um conjunto de vetores {h1, . . . ,hra} em Zn

q tais que C⊥
ℓ = 〈h1, . . . ,hrℓ〉 para

ℓ = 1, 2, . . . , a, em que C⊥
ℓ é o código dual de Cℓ, o conjunto ΛD′ consiste de todos os

vetores x ∈ Zn tais que

x · σ(hj) ≡ 0 mod qi+1

para todo par de inteiros (i, j) satisfazendo 0 ≤ i < a e ra−i−1 < j ≤ ra−i (r0 := 0).

A existência dos parâmetros r1, r2, . . . , ra e h1,h2, . . . ,hra na definição acima é

garantida pelo Teorema 2.2.4. Quando a = 1, a Construção D′ coincide com a Construção

A. Se q é primo, cada código linear Ci pode ser visto como um subespaço vetorial de Zn
q e

sempre podemos escolher como parâmetros ri = n− dimCi (i = 1, . . . , a) e um conjunto

de vetores {h1, . . . ,hra} ⊆ Zn
q linearmente independente tal que C⊥

i = 〈h1, . . . ,hri〉
(Observação 2.2.1) e, quando q = 2, a Definição 3.2.2 restrita a estes parâmetros coincide

a versão original da Construção D′ [2].

Teorema 3.2.6. O conjunto ΛD
′ é um reticulado em Rn de posto completo.

Demonstração. ΛD′ é um conjunto discreto, pois ΛD′ ⊆ Zn. Para ver que ΛD′ é um

subgrupo aditivo de Rn note que ΛD′ ⊆ Rn, 0 ∈ ΛD′ e dados x,y ∈ ΛD′ temos que

(x− y) · σ(hj) ≡ 0 mod qi+1

para todo par de inteiros (i, j) satisfazendo 0 ≤ i < a e ra−i−1 < j ≤ ra−i, uma vez que

x · σ(hj) ≡ 0 mod qi+1 e y · σ(hj) ≡ 0 mod qi+1. Isto mostra que x− y ∈ ΛD′ . Como

qaZn ⊆ ΛD′ , segue que ΛD′ é um reticulado de posto completo.

Exemplo 3.2.6. Seja Z2
4 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia de códigos lineares tal que

C1 = 〈(2, 2), (0, 1)〉 e C2 = 〈(2, 2)〉 .

Observe que

C⊥
1 = {(x, y) ∈ Z2

4; 2x+ 2y = 0 e y = 0}
= {(0, 0), (2, 0)}
= 〈(2, 0)〉

e

C⊥
2 = {(x, y) ∈ Z2

4; 2x+ 2y = 0}
= {(0, 0), (2, 0), (0, 2), (2, 2), (3, 1), (1, 1), (1, 3), (3, 3)}
= 〈(3, 1), (2, 0)〉 .
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Tomando r1 = 1, r2 = 2, h1 = (2, 0) e h2 = (3, 1), temos que 0 ≤ r1 ≤ r2, C
⊥
1 = 〈h1〉,

C⊥
2 = 〈h1,h2〉 e

ΛD
′ = {x ∈ Z2; x · σ(h1) ≡ 0 mod 16 e x · σ(h2) ≡ 0 mod 4}

= {(x, y) ∈ Z2; 2x ≡ 0 mod 16 e 3x+ y ≡ 0 mod 4}.

Logo ΛD′ ∩ [0, 16)2 = {(0, 0), (0, 4), (0, 8), (0, 12), (8, 0), (8, 4), (8, 8), (8, 12)}. Os elementos

de ΛD′ ∩ [0, 16)2 estão representados na Figura 3.3.

Figura 3.3: ΛD′ ∩ [0, 16)2

3.2.3 Construção D

A Construção D, também chamada de construção pela fórmula código, é uma

reformulação da fórmula código de Forney, que foi introduzida em [15, 16]. Nesta seção,

estendemos esta construção para códigos lineares q-ários, q ∈ N.

Definição 3.2.3. (Construção D) Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos

lineares. O conjunto ΓD é definido da seguinte forma

ΓD = qaZn + qa−1σ(C1) + · · ·+ q1σ(Ca−1) + σ(Ca).

Observação 3.2.5. Quando a = 1, temos que ΓD = ΛA(C1) e, neste caso, ΓD é um

reticulado. Para a ≥ 2, temos que ΓD ⊆ Zn é um conjunto discreto, mas nem sempre é

um reticulado (ver Exemplo 3.2.7).

Definição 3.2.4. Dada uma cadeia de códigos lineares Zn
q ⊇ C1 ⊇ · · · ⊇ Ca, denotamos

por ΛD o “menor” reticulado (com relação a inclusão) que contém o conjunto ΓD dado na

Definição 3.2.3. Em outras palavras, ΛD é o (único) reticulado que contém ΓD e satisfaz

a seguinte propriedade: Se Λ é um reticulado em Rn que contém ΓD, então ΛD ⊆ Λ.
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Observação 3.2.6. Uma caracterização dos elementos do reticulado ΛD será apresentada

no Teorema 3.2.7.

Exemplo 3.2.7. Considere novamente a cadeia de códigos lineares apresentada no Exem-

plo 3.2.6, isto é, Z2
4 ⊇ C1 ⊇ C2 tal que

C1 = 〈(2, 2), (0, 1)〉 e C2 = 〈(2, 2)〉 .

Observe que

σ(C1) = {(0, 0), (2, 2), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (2, 3), (2, 0), (2, 1)} e

σ(C2) = {(0, 0), (2, 2)}.

Como ΓD = 42Z2 + 41σ(C1) + 40σ(C2), segue que

ΓD =
⋃

z∈16Z2

(
z + ΓD ∩ [0, 16)2

)
,

em que

ΓD ∩ [0, 16)2 = {(0, 0), (8, 8), (0, 4), (0, 8), (0, 12), (8, 12), (8, 0), (8, 4), (2, 2),
(10, 10), (2, 6), (2, 10), (2, 14), (10, 14), (10, 2), (10, 6)}.

Os elementos de ΓD ∩ [0, 16)2 e ΛD ∩ [0, 16)2 estão reprentados na Figura 3.4. Neste

exemplo, temos que ΓD $ ΛD, isto é, ΓD não é um reticulado.

(a) Γ
D
∩ [0, 16)2 (b) Λ

D
∩ [0, 16)2

Figura 3.4: Elementos de ΓD e ΛD na caixa [0, 16)2

Exemplo 3.2.8. Seja Z2
4 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia de códigos lineares tal que C1 = 〈(1, 1), (0, 2)〉



3.2. Construção D e suas variações 71

e C2 = 〈(2, 2)〉. Observe que

σ(C1) = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (0, 2), (1, 3), (2, 0), (3, 1)} e

σ(C2) = {(0, 0), (2, 2)}.

Como ΓD = 42Z2 + 41σ(C1) + 40σ(C2), segue que

ΓD =
⋃

z∈16Z2

(
z + ΓD ∩ [0, 16)2

)
,

em que

ΓD ∩ [0, 16)2 = {(0, 0), (4, 4), (8, 8), (12, 12), (0, 8), (4, 12), (8, 0), (12, 4),
(2, 2), (6, 6), (10, 10), (14, 14), (2, 10), (6, 14), (10, 2), (14, 6)}.

Os elementos de ΓD ∩ [0, 16)2 e ΛD ∩ [0, 16)2 estão reprentados na Figura 3.5. Neste

exemplo, temos que ΓD = ΛD, isto é, ΓD é um reticulado.

(a) Γ
D
∩ [0, 16)2 (b) Λ

D
∩ [0, 16)2

Figura 3.5: Elementos de ΓD e ΛD na caixa [0, 16)2

Observação 3.2.7. O conjunto ΛD é sempre um reticulado qa-ário. Se ΓD é um reticu-

lado, então ΛD = ΓD.

3.2.4 Conexões entre as Construções D, D
′

e D

No próximo exemplo exploramos algumas relações entre as Construções D, D
′

e D.

Exemplo 3.2.9. Considere a cadeia de códigos lineares Z2
6 ⊇ C1 ⊇ C2 tal que C1 =



3.2. Construção D e suas variações 72

〈(1, 2)〉 e C2 = 〈(2, 4)〉. Observe que

C⊥
1 = {(x, y) ∈ Z2

6; x+ 2y = 0}
= {(0, 0), (4, 1), (2, 2), (0, 3), (4, 4), (2, 5)}
= 〈(4, 1)〉

e

C⊥
2 = {(x, y) ∈ Z2

6; 2x+ 4y = 0}
= {(0, 0), (1, 1), (4, 1), (2, 2), (5, 2), (0, 3),

(3, 3), (1, 4), (4, 4), (2, 5), (5, 5), (3, 0)}
= 〈(4, 1), (3, 0)〉 .

Escolhendo os parâmetros k1 = 2, k2 = 1, r1 = 1, r2 = 2 e b1 = (2, 4), b2 = (3, 0),h1 =

(4, 1),h2 = (3, 0) ∈ Z2
6, temos 0 ≤ k2 ≤ k1, 0 ≤ r1 ≤ r2, C1 = 〈b1, b2〉, C2 = 〈b1〉,

C⊥
1 = 〈h1〉 e C⊥

2 = 〈h1,h2〉. Assim,

ΛD =

{

z + α
(1)
2 (3, 0) + α

(2)
1

1

6
(2, 4); z ∈ 6Z2, 0 ≤ α

(1)
2 ≤ 5 e 0 ≤ α

(2)
1 ≤ 35

}

e

ΛD′ =

{

(x, y) ∈ Z2; 4x+ y ≡ 0 mod 36 e 3x ≡ 0 mod 6

}

.

Também,

ΓD = 62Z2 + 61σ(C1) + 60σ(C2),

em que

σ(C1) = {(0, 0), (1, 2), (2, 4), (3, 0), (4, 2), (5, 4)}
σ(C2) = {(0, 0), (2, 4), (4, 2)}.

Portanto,

6ΛD =
⋃

z∈36Z2

(
z + (6ΛD) ∩ [0, 36)2

)
,

ΛD′ =
⋃

z∈36Z2

(
z + ΛD′ ∩ [0, 36)2

)
,

ΓD =
⋃

z∈36Z2

(
z + ΓD ∩ [0, 36)2

)
e

ΛD =
⋃

z∈36Z2

(
z + ΛD ∩ [0, 36)2

)
,
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(a) 6ΛD ∩ [0, 36)2 (b) ΛD′ ∩ [0, 36)2

(c) Γ
D
∩ [0, 36)2 (d) Λ

D
∩ [0, 36)2

Figura 3.6: (Exemplo 3.2.9) Elementos de 6ΛD, ΛD′ , ΓD e ΛD na caixa [0, 36)2

Neste exemplo, observamos que (i) ΓD $ ΛD, (ii) 6ΛD $ ΛD, (iii) 6ΛD 6⊂ ΛD′, (iv) ΛD′ 6⊂
6ΛD e (v) ΛD′ $ ΛD (ver Figura 3.6).

Observação 3.2.8. O reticulado ΛD sempre contém qa−1ΛD (Teorema 3.2.7), mas ΛD′

nem sempre está contido em ΛD, conforme podemos verificar no próximo exemplo.

Exemplo 3.2.10. Seja Z2
4 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia de códigos lineares tal que C1 = 〈(1, 1)〉

e C2 = 〈(2, 2)〉 . Observe que

C⊥
1 = {(x, y) ∈ Z2

4; x+ y = 0}
= {(0, 0), (1, 3), (2, 2), (3, 1)}
= 〈(1, 3)〉
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e

C⊥
2 = {(x, y) ∈ Z2

4; 2x+ 2y = 0}
= {(0, 0), (1, 1), (1, 3), (2, 0), (2, 2), (3, 1), (3, 3), (0, 2)}
= 〈(1, 3), (1, 1)〉 .

Escolhendo r1 = 1, r2 = 2 e h1 = (1, 3),h2 = (1, 1) ∈ Z2
4, temos que 0 ≤ r1 ≤ r2,

C⊥
1 = 〈h1〉 e C⊥

2 = 〈h1,h2〉. Assim,

ΛD′ =
{
(x, y) ∈ Z2; x+ 3y ≡ 0 mod 16 e 2x ≡ 0 mod 4

}
.

Também,

ΓD = 42Z2 + 41σ(C1) + 40σ(C2),

em que

σ(C1) = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)}
σ(C2) = {(0, 0), (2, 2)}

Temos que ΓD = ΛD,

ΛD′ ∩ [0, 16)2 = {(0, 0), (2, 10), (4, 4), (6, 14), (8, 8), (10, 2), (12, 12), (14, 6)}

e

ΓD ∩ [0, 16)2 = {(0, 0), (2, 2), (4, 4), (6, 6), (8, 8), (10, 10), (12, 12), (14, 14)}.

Os elementos de ΓD ∩ [0, 16)2 e ΛD ∩ [0, 16)2 estão representados na Figura 3.7. Neste

exemplo, temos que ΛD′ 6⊂ ΛD.

(a) ΛD′ ∩ [0, 16)2 (b) Λ
D
∩ [0, 16)2

Figura 3.7: Elementos de ΛD′ e ΛD na caixa [0, 16)2
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O próximo teorema e seu corolário estendem resultados de reticulados obtidos a

partir de códigos binários [25] para reticulados obtidos a partir de códigos q-ários.

Teorema 3.2.7. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares. Temos

que (i) qa−1ΛD ⊆ ΛD e (ii) ΛD consiste de todos os vetores da forma

qaz +
a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci

α
(i)
j σ(cj),

em que α
(i)
j ∈ {0, 1, . . . , q − 1} e z ∈ Zn.

Demonstração. (i) Dados k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0 e vetores b1, . . . , bk1 ∈ Zn
q tais que

Ci = 〈b1, . . . , bki〉 para i = 1, 2, . . . , a, considere o reticulado

ΛD =

{

z +
a∑

i=1

ki∑

j=1

α
(i)
j

1

qi−1
σ(bj); z ∈ qZn e α

(i)
j ∈ {0, 1, . . . , q − 1}

}

.

Dado w ∈ qa−1ΛD, existem z ∈ Zn e α
(i)
j ∈ {0, 1, . . . , q − 1} tais que

w = qaz +
a∑

i=1

ki∑

j=1

α
(i)
j qa−iσ(bj).

Como ΛD é um reticulado, qaz ∈ qaZn ⊆ ΓD ⊆ ΛD e qa−iσ(bj) ∈ qa−iσ(Ci) ⊆ ΓD ⊆ ΛD,

para 1 ≤ i ≤ a e 1 ≤ j ≤ ki, temos que w ∈ ΛD.

(ii) Seja

Λ =

{

qaz +
a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci

α
(i)
j σ(cj); α

(i)
j ∈ {0, 1, . . . , q − 1} e z ∈ Zn

}

.

É imediato que ΓD ⊆ Λ. Da igualdade

a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci

α
(i)
j σ(cj) =

a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci\Ci+1

µ
(i)
j σ(cj),

em que µ
(i)
j = α

(i)
j + α

(i−1)
j q + · · ·+ α

(1)
j qi−1, obtemos

Λ =

{

qaz +
a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci\Ci+1

µ
(i)
j σ(cj); µ

(i)
j ∈ {0, 1, . . . , qi − 1} e z ∈ Zn

}

.

Agora, note que 0 ∈ Λ e que dados x,y ∈ Λ, existem λ
(i)
j , µ

(i)
j ∈ {0, 1, . . . , qi − 1} e

z1, z2 ∈ Zn tais que

x = qaz1 +
a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci\Ci+1

µ
(i)
j σ(cj) e y = qaz2 +

a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci\Ci+1

λ
(i)
j σ(cj).
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Assim,

x− y = qa(z1 − z2) +
a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci\Ci+1

(µ
(i)
j − λ

(i)
j )σ(cj).

Aplicando o algoritmo da divisão, obtemos inteiros β
(i)
j e r

(i)
j tais que 0 ≤ r

(i)
j < qi e

µ
(i)
j − λ

(i)
j = β

(i)
j qi + r

(i)
j e logo

x− y = qaz +
a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci\Ci+1

r
(i)
j σ(cj),

em que

z = z1 − z2 +
a∑

i=1

∑

cj∈Ci\Ci+1

β
(i)
j σ(cj) ∈ Zn.

Logo x−y ∈ Λ e portanto Λ é um reticulado. Resta mostrar que Λ é o menor reticulado

em Rn que contém ΓD. Com efeito, seja Λ
′ ⊆ Rn um reticulado tal que ΓD ⊆ Λ

′

. Para

cada v ∈ Λ, existem α
(i)
j ∈ {0, 1, . . . , q − 1} e z ∈ Zn tais que

v = qaz +
a∑

i=1

qa−i
∑

cj∈Ci

α
(i)
j σ(cj).

Como qaz ∈ ΓD ⊆ Λ
′

e qa−iσ(cj) ∈ qa−iσ(Ci) ⊆ ΓD ⊆ Λ
′

para todo i ∈ {1, 2, . . . , a} e

cj ∈ Ci, temos que v ∈ Λ
′

. Isto mostra que Λ é o menor reticulado contendo ΓD.

Definição 3.2.5. (Produto de Schur em Zn
q ) Dados x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn)

em Zn
q , o produto de Schur entre x e y é definido como

x ⋆ y = (x1y1, . . . , xnyn),

onde a operação no lado direito da igualdade acima denota o produto usual em Zq.

Observação 3.2.9. O produto de Schur também é conhecido como multiplicação com-

ponente a componente.

Definição 3.2.6. Uma cadeia de códigos lineares Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca é dita fe-

chada sob o produto de Schur quando o produto de Schur de quaisquer dois elementos

de Ci sempre pertence a Ci−1 para i = 2, . . . , a, isto é, se c1, c2 ∈ Ci então c1 ⋆ c2 ∈ Ci−1

para i = 2, . . . , a.

Observação 3.2.10. O conjunto ΓD obtido via Construção D a partir de uma cadeia

de códigos binários encaixados é um reticulado se, e somente se, a cadeia utilizada é

fechada sob o produto de Schur [25]. No próximo exemplo mostramos que quando q 6= 2

este resultado nem sempre é válido. Observamos que nem mesmo quando q é primo (e

consequentemente Zq é um corpo) podemos garantir o resultado.
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Exemplo 3.2.11. Considere a cadeia de códigos lineares Z4
5 ⊇ C1 ⊇ C2 tal que

C1 = 〈(1, 2, 3, 4), (1, 4, 4, 1)〉 e

C2 = 〈(1, 2, 3, 4)〉 .

Esta cadeia de códigos é fechada sob o produto de Schur, mas o conjunto ΓD obtido via

Construção D a partir desta cadeia não é um reticulado. De fato, note que

C2 = {(0, 0, 0, 0), (1, 2, 3, 4), (2, 4, 1, 3), (3, 1, 4, 2), (4, 3, 2, 1)}

e logo

{
x ⋆ y; x,y ∈ C2

}
=

{
(0, 0, 0, 0), (1, 4, 4, 1), (2, 3, 3, 2), (3, 2, 2, 3), (4, 1, 1, 4)

}

= 〈(1, 4, 4, 1)〉 ⊆ C1.

Logo a cadeia Z4
5 ⊇ C1 ⊇ C2 é fechada sob o produto de Schur. Por outro lado, v =

(1, 2, 3, 4), w = (1, 4, 4, 1) ∈ C1 e σ(v), σ(w), σ(v +w) ∈ ΓD, mas σ(v) + σ(w)− σ(v +

w) = (0, 5, 5, 5) /∈ ΓD. Caso contrário, existiriam c1 ∈ C1, c2 ∈ C2 e z ∈ Zn tais que

(0, 5, 5, 5) = 25z + 5σ(c1) + σ(c2) e logo teŕıamos c1 = (0, 1, 1, 1), mas (0, 1, 1, 1) /∈ C1.

Portanto ΓD não é um reticulado.

Tendo em vista as observações acima, propomos a seguinte operação em Zn
q .

Definição 3.2.7. (Adição zero-um em Zn
q ) Dados x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn)

em Zn
q , a adição zero-um entre x e y é dada por

x ∗ y = (x1 ∗ y1, . . . , xn ∗ yn) ∈ Zn
q ,

onde

xi ∗ yi =
{

0, se σ(xi) + σ(yi) < q

1, se σ(xi) + σ(yi) ≥ q,

para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Lema 3.2.2. Para x,y ∈ Zn
q , tem-se σ(x) + σ(y) = σ(x+ y) + qσ(x ∗ y).

Demonstração. Dados x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) ∈ Zn
q , temos que

σ(xi) + σ(yi) = σ(xi + yi) + qσ(xi ∗ yi).
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Logo

qσ(x ∗ y) = q
(
σ(x1 ∗ y1), . . . , σ(xn ∗ yn)

)
=
(
qσ(x1 ∗ y1), . . . , qσ(xn ∗ yn)

)

=
(
σ(x1) + σ(y1)− σ(x1 + y1), . . . , σ(xn) + σ(yn)− σ(xn + yn)

)

=
(
σ(x1), . . . , σ(xn)

)
+
(
σ(y1), . . . , σ(yn)

)
−
(
σ(x1 + y1), . . . , σ(xn + yn)

)

= σ(x) + σ(y)− σ(x+ y).

Isto mostra o resultado.

Observação 3.2.11. Quando q = 2 a adição zero-um coincide com o produto de Schur.

Definição 3.2.8. Uma cadeia de códigos lineares Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca é dita

fechada sob a adição zero-um quando a adição zero-um de quaisquer dois elementos

de Ci sempre pertence a Ci−1 para i = 2, . . . , a, isto é, se c1, c2 ∈ Ci então c1 ∗ c2 ∈ Ci−1

para i = 2, . . . , a.

Exemplo 3.2.12. A cadeia Z2
3 ⊇ C1 ⊇ C2 tal que C1 = C2 = 〈(1, 2)〉 não é fechada sob

a adição zero-um, pois (1, 2) ∈ C2 e (1, 2) ∗ (1, 2) = (0, 1) /∈ C1.

Exemplo 3.2.13. A cadeia de códigos lineares Z4
5 ⊇ C1 ⊇ C2 apresentada no Exemplo

3.2.11 não é fechada sob a adição zero-um. Caso contrário, como (1, 2, 3, 4), (2, 4, 1, 3),

(3, 1, 4, 2) ∈ C2 e

(3, 1, 4, 2) ∗ (3, 1, 4, 2) = (1, 0, 1, 0),

(2, 4, 1, 3) ∗ (2, 4, 1, 3) = (0, 1, 0, 1),

(1, 2, 3, 4) ∗ (1, 2, 3, 4) = (0, 0, 1, 1),

teŕıamos (1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1) ∈ C1 e portanto dimC1 ≥ 3 (Contradição!).

Lema 3.2.3. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares. Se

w ∈ Zn
q \ Ci, então qa−iσ(w) /∈ ΓD.

Demonstração. Seja w ∈ Zn
q e suponha que qa−iσ(w) ∈ ΓD, isto é, que existem cℓ ∈ Cℓ,

1 ≤ ℓ ≤ a, e z ∈ Zn tais que

qa−iσ(w) = qaz + qa−1σ(c1) + · · ·+ qa−i+1σ(ci−1) + qa−iσ(ci) + · · ·+ q0σ(c0). (3.1)

Dividindo cada uma das componentes de ambos os membros da Igualdade (3.1) por qa−i+1

e usando a unicidade da divisão em Z, obtemos

qa−iσ(w) = qa−iσ(ci) + · · ·+ q0σ(c0). (3.2)
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Agora, dividindo ambos os membros da Igualdade (3.2) por qa−i e usando novamente a

unicidade da divisão em Z, obtemos

σ(w) = σ(ci).

Isto mostra que w ∈ Ci, pois ci ∈ Ci.

No próximo teorema, fornecemos uma condição necessária e suficiente para que o

conjunto ΓD obtido via Construção D seja um reticulado. Este teorema e seus corolários

estendem para reticulados obtidos a partir de códigos q-ários resultados apresentados

em [25] para reticulados obtidos a partir de códigos binários.

Teorema 3.2.8. Dada uma cadeia de códigos lineares Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca, as

seguintes afirmações são equivalentes:

1. ΓD é um reticulado.

2. ΓD = ΛD.

3. Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca é fechada sob a adição zero-um.

4. ΓD = qa−1ΛD.

Demonstração. É fácil ver que 4 ⇒ 1 ⇒ 2. Assim, basta mostrar que 2 ⇒ 3 e 3 ⇒ 4.

(2 ⇒ 3) Suponha que a cadeia Zn
q = C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca não é fechada sob a adição

zero-um. Ou seja, existem c1, c2 ∈ Ci tais que c1 ∗ c2 /∈ Ci−1 para algum i ∈ {2, 3, . . . , a}.
Aplicando o Lema 3.2.3, obtemos

qa−i+1σ(c1 ∗ c2) /∈ ΓD.

Por outro lado, usando o Lema 3.2.2, temos que

qσ(c1 ∗ c2) = σ(c1) + σ(c2)− σ(c1 + c2).

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por qa−i, obtemos

qa−i+1σ(c1 ∗ c2) = qa−iσ(c1) + qa−iσ(c2)− qa−iσ(c1 + c2) ∈ ΛD,

uma vez que c1, c2, c1 + c2 ∈ Ci. Portanto ΓD 6= ΛD.

(3 ⇒ 4) Esta demonstração será feita por indução sobre a. Se a = 1 o resultado é trivial,

pois ΛD e ΓD coincidem com o reticulado obtido via Construção A a partir de C1. Seja

Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares fechada sob a adição zero-um.

Aplicando a hipótese de indução para Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca−1, obtemos

Γ
′

D
= qa−1Λ

′

D, (3.3)
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em que

Γ
′

D
= qaZn + qa−1σ(C1) + · · ·+ qa−iσ(Ci) + · · ·+ q1σ(Ca−1).

e

qa−1Λ
′

D =

{

qaz +
a−1∑

i=1

qa−i

ki∑

j=1

α
(i)
j σ(bj); α

(i)
j ∈ {0, 1, . . . , q − 1} e z ∈ Zn

}

.

A partir daqui denotaremos por Λ o reticulado dado em (3.3). Para finalizar a demons-

tração, devemos mostrar que o conjunto

ΓD = Λ + σ(Ca) = {v + σ(c); v ∈ Λ e c ∈ C0}

é igual a

qa−1ΛD =

{

v +
ka∑

j=1

α
(a)
j σ(bj); v ∈ Λ e α

(a)
j ∈ {0, 1, . . . , q − 1}

}

.

E para isto, basta mostrar que se c ∈ Ca, ou seja, se existem ı́ndices 1 ≤ j1, . . . , js ≤ ka

tais que c = bj1 + · · ·+ bjs , então

σ(bj1) + · · ·+ σ(bjs) = v + σ(c),

para algum v ∈ Λ. Com efeito, o caso s = 1 é trivial, pois c = bj1 ∈ Ca, 0 ∈ Λ e

σ(bj1) = 0+ σ(bj1).

Agora, seja c = bj1 + · · ·+ bjs , com s > 1 e 1 ≤ j1, . . . , js ≤ ka. Pela hipótese de indução,

existe um vetor v′ ∈ Λ tal que

σ(bj1) + · · ·+ σ(bjs−1
) = v′ + σ(c′),

em que c′ = bj1 + · · ·+ bjs−1
. Aplicando o Lema 3.2.2, obtemos

σ(bj1) + · · ·+ σ(bjs−1
) + σ(bjs) = v′ + σ(c′) + σ(bjs)

= v′ + σ(c′ + bjs) + qσ(c′ ∗ bjs)
= v′ + σ(c) + qσ(c′ ∗ bjs).

Como Ca−1 ⊇ Ca é fechada sob a adição zero-um, temos que c′ ∗ bjs ∈ Ca−1 e consequen-

temente qσ(c′ ∗ bjs) ∈ Λ. Portanto

σ(bj1) + · · ·+ σ(bjs) = v + σ(c),
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em que v = v′ + qσ(c′ ∗ bjs) ∈ Λ.

Corolário 3.2.5. Se uma cadeia de códigos lineares Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca é fechada

sob a adição zero-um, salvo por um fator de escala, as Construções D e D geram o mesmo

reticulado.

Corolário 3.2.6. Se uma cadeia de códigos lineares Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca é fechada

sob a adição zero-um, então o reticulado obtido via Construção D não depende da escolha

dos parâmetros k1, k2, . . . , ka e b1, . . . , bk1.

Exemplo 3.2.14. Considere a cadeia de códigos lineares Z4
5 ⊇ C1 ⊇ C2 tal que

C1 = 〈(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)〉 e

C2 = 〈(1, 2, 3, 4)〉 .

Temos que C2 = {(0, 0, 0, 0), (1, 2, 3, 4), (2, 4, 1, 3), (3, 1, 4, 2), (4, 3, 2, 1)} e consequente-

mente

{
x ∗ y; x,y ∈ C2

}
=

{
(0, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1),

(0, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 0)
}
⊆ C1.

Logo a cadeia Z4
5 ⊇ C1 ⊇ C2 é fechada sob a adição zero-um. Do Teorema 3.2.8, segue

que o conjunto ΓD obtido a partir desta cadeia é um reticulado e ΓD = 5ΛD. Além

disso, o reticulado ΛD não depende da escolha dos parâmetros (Corolário 3.2.6). Assim,

escolhendo como parâmetros k1 = 3, k2 = 1,

b1 = (1, 2, 3, 4),

b2 = (0, 1, 0, 1) e

b3 = (0, 0, 1, 1),

temos que C1 = 〈b1, b2, b3〉 e C1 = 〈b1〉. Note que estes vetores satisfazem as hipóteses

do Teorema 3.2.5. Logo

{(1/5, 2/5, 3/5, 4/5), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 5)}

é uma base para ΛD e consequentemente









1 2 3 4

0 5 0 5

0 0 5 5

0 0 0 25









é uma matriz geradora para ΓD = ΛD.
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Observação 3.2.12. A cadeia usada no exemplo anterior não é fechada sob o produto

de Schur, uma vez que (1, 2, 3, 4) ∈ C2 e

(1, 2, 3, 4) ⋆ (1, 2, 3, 4) = (1, 4, 4, 1) /∈ C1.

Os próximos dois lemas estendem para códigos q-ários resultados conhecidos ante-

riormente para Construções D e D′ a partir de códigos binários [37, 50].

Lema 3.2.4. Seja H a matriz k1 × n, cujas linhas são

σ(b1), . . . , σ(bka), qσ(bka+1), . . . , qσ(bka−1
), . . . , qa−1σ(bk2+1), . . . , q

a−1σ(bk1).

Temos que x ∈ Λ∗
D se, e somente se, qx ∈ Zn e Hxt ≡ 0 mod qa−1.

Demonstração. Por definição, Λ∗
D = {x ∈ Rn; 〈x,y〉 ∈ Z, ∀y ∈ ΛD}. Usando o Teorema

3.2.1, obtemos que x ∈ Λ∗
D se, e somente se, 〈x, qz〉 ∈ Z e 〈x, (1/qi−1)σ(bj)〉 ∈ Z para

1 ≤ i ≤ a, ki+1 < j ≤ ki e para todo z ∈ Zn. Logo

x ∈ Λ∗
D se, e somente se, qa−i 〈x, σ(bj)〉 ≡ qa 〈x, et〉 ≡ 0 mod qa−1

para 1 ≤ i ≤ a, ki+1 < j ≤ ki e 1 ≤ t ≤ n, em que {e1, . . . , en} é a base canônica do Rn.

Portanto x ∈ Λ∗
D se, e somente se, qx ∈ Zn e Hxt ≡ 0 mod qa−1.

Lema 3.2.5. Seja H a matriz ra × n, cujas linhas são

σ(h1), . . . , σ(hr1), qσ(hr1+1), . . . , qσ(hr2), . . . , q
a−1σ(hra−1+1), . . . , q

a−1σ(hra).

Temos que x ∈ ΛD′ se, e somente se, x ∈ Zn e Hxt ≡ 0 mod qa.

Demonstração. Basta observar que x ∈ ΛD′ se, e somente se, x ∈ Zn e qa−ix · σ(hj) ≡ 0

mod qa para 0 < i ≤ a e ra−i < j ≤ ra−i+1. Logo x ∈ ΛD′ se, e somente se, x ∈ Zn e

Hxt ≡ 0 mod qa.

Dada uma cadeia Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca de códigos lineares e parâmetros

0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ ra e h1, . . . ,hra ∈ Zn
q tais que C⊥

i = 〈h1, . . . ,hri〉 para i = 1, 2, . . . , a,

considere o reticulado ΛD⊥ obtido via Construção D a partir da cadeia C⊥
1 ⊆ C⊥

2 ⊆ · · · ⊆
C⊥

a ⊆ Zn
q (usando os parâmetros r1, r2, . . . , ra,h1, . . . ,hra), isto é,

ΛD⊥ =

{

qz +
a∑

i=1

ra−i+1∑

j=ra−i+1

α
(i)
j

1

qi−1
σ(hj); z ∈ Zn e α

(i)
j ∈ {0, 1, . . . , qi − 1}

}

.

Considere também o reticulado ΛD′ obtido via Construção D′ a partir da cadeia Zn
q ⊇

C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca (usando os mesmos parâmetros r1, r2, . . . , ra,h1, . . . ,hra), isto é,

ΛD′ =
{
x ∈ Zn; x · σ(hj) ≡ 0 mod qi+1, 0 ≤ i < a e ra−i−1 < j ≤ ra−i

}
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no qual r0 = 0. Nestas condições, obtemos os seguintes resultados.

Teorema 3.2.9. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares. Temos

que ΛD′ = qΛ∗
D⊥. Além disso, M é uma matriz geradora de ΛD⊥ se, e somente se, q(M t)−1

é uma matriz geradora de ΛD′.

Demonstração. Seja H a matriz, cujas linhas são

σ(h1), . . . , σ(hr1), qσ(hr1+1), . . . , qσ(hr2), . . . , q
a−1σ(hra−1+1), . . . , q

a−1σ(hra).

Temos que

y ∈ qΛ∗
D⊥

Lema 3.2.4⇐⇒ y = qx, qx ∈ Zn e Hxt ≡ 0 mod qa−1

⇐⇒ y ∈ Zn e Hyt ≡ 0 mod qa

Lema 3.2.5⇐⇒ y ∈ ΛD′ .

Logo ΛD′ = qΛ∗
D⊥ . Pelo Teorema 1.2.1, temos que M é uma matriz geradora de ΛD⊥ se,

e somente se, (M t)−1 é uma matriz geradora de Λ∗
D⊥ . Portanto M é uma matriz geradora

de ΛD⊥ se, e somente se, q(M t)−1 é uma matriz geradora de ΛD′ , já que ΛD′ = qΛ∗
D⊥ .

Corolário 3.2.7. A cadeia C⊥
1 ⊆ C⊥

2 ⊆ · · · ⊆ C⊥
a ⊆ Zn

q é fechada sob a adição zero-um

se, e somente se, ΛD′ = qaΓ∗
D

⊥ = qaΛ∗
D

⊥ , onde Γ
D

⊥ e Λ
D

⊥ são obtidos via Construção D

a partir da cadeia C⊥
1 ⊆ C⊥

2 ⊆ · · · ⊆ C⊥
a ⊆ Zn

q .

Demonstração. O Teorema 3.2.8 afirma que a cadeia C⊥
1 ⊆ C⊥

2 ⊆ · · · ⊆ C⊥
a ⊆ Zn

q é

fechada sob a adição zero-um se e, somente se, Λ
D

⊥ = Γ
D

⊥ = qa−1ΛD⊥ . Por outro lado,

do Corolário 1.2.2 e Teorema 3.2.9 temos que Γ
D

⊥ = Λ
D

⊥ = qa−1ΛD⊥ se, e somente se,

Γ∗
D

⊥ = Λ∗
D

⊥ = (qa−1ΛD⊥)∗ = (1/qa−1)Λ∗
D⊥ = (1/qa)ΛD′ . Logo a cadeia C⊥

1 ⊆ C⊥
2 ⊆ · · · ⊆

C⊥
a ⊆ Zn

q é fechada sob a adição zero-um se, e somente se, ΛD′ = qaΓ∗
D

⊥ = qaΛ∗
D

⊥ .

Corolário 3.2.8. Sejam 0 ≤ r1 ≤ · · · ≤ ra e h1, . . . ,hra ∈ Zn
q vetores não nulos tais que

1. C⊥
ℓ = 〈h1, . . . ,hrℓ〉 para ℓ = 1, . . . , a.

2. Alguma permutação das linhas da matriz [σ(h1) · · · σ(hra)]
t forma uma matriz

triangular superior (resp. inferior) na forma escalonada.

3. Para cada j ∈ {1, . . . , ra}, a primeira (resp. última) componente não nula do vetor

σ(hj), denotada por αj, divide q e todas as demais componentes do mesmo.

Seja M a (única) matriz triangular superior (resp. inferior) cujas linhas são os ra

vetores (1/qi−1)σ(hj), 1 ≤ i ≤ a e ra−i < j ≤ ra−i+1, mais n − ra vetores do tipo

(0, . . . , 0, q, 0, . . . , 0). Nestas condições, q(M t)−1 é uma matriz geradora para ΛD′ e

det ΛD′ =

( ra∏

j=1

αj

)−2(

q2
)

a∑

ℓ=1

rℓ

.
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Em particular, quando q = 2 temos det ΛD′ = 4
∑a

ℓ=1
rℓ .

Demonstração. Pelos Teoremas 3.2.5 e 3.2.9, M é uma matriz geradora de Λ⊥
D e q(M t)−1

é uma matriz geradora de ΛD′ . Aplicando o Corolário 3.2.2, obtemos

det Λ⊥
D = det (MM t) =

( ra∏

j=1

αj

)2(

q2
)n−

a∑

ℓ=1

rℓ

.

Como detΛD′ = det [q(M t)−1(q(M t)−1)t] = (q2)n det (MM t)−1 = (q2)n(det ΛD⊥)−1, segue

que

det ΛD′ =

( ra∏

j=1

αj

)−2(

q2
)

a∑

ℓ=1

rℓ

.

Em particular, quando q = 2 temos αj = 1 para 1 ≤ j ≤ ra e logo det ΛD′ = 4
∑a

ℓ=1
rℓ .

Exemplo 3.2.15. Seja Z2
6 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia de códigos lineares tal que C1 = 〈(1, 2)〉

e C2 = 〈(2, 4)〉. Temos que C⊥
1 = {(x, y) ∈ Z2

6; x+ 2y = 0} = 〈(4, 1)〉 e

C⊥
2 = {(x, y) ∈ Z2

6; 2x+ 4y = 0} = 〈(4, 1), (3, 0)〉 .

Considere o reticulado ΛD⊥ obtido via Construção D a partir da cadeia Z2
6 ⊇ C⊥

2 ⊇ C⊥
1

usando r1 = 1, r2 = 2,h1 = (4, 1) e h2 = (3, 0). Como estes parâmetros satisfazem as

hipóteses do Corolário 3.2.8, segue que

det ΛD⊥ =
(
3 · 1

)2(
62
)2−(1+2)

= 1/4,

det ΛD′ =
(
3 · 1

)−2(
62
)1+2

= (63/3)2 = 722

e matrizes geradoras para ΛD⊥ e ΛD′ são dadas respectivamente por

M =

[

σ(h2)

(1/6)σ(h1)

]

=

[

3 0

4/6 1/6

]

e 6(M t)−1 =

[

2 −8

0 36

]

.

3.2.5 Distância mı́nima dos reticulados ΛD,ΛD′ e ΛD

Nesta seção, apresentamos resultados que obtivemos sobre as distâncias mı́nimas

(em relação à métrica da soma) dos reticulados ΛD,ΛD′ e ΛD.

Lema 3.2.6. Se {0} 6= C ⊆ Zn
q é um código linear, então existem x,y ∈ C tais que

‖σ(x)− σ(y)‖1 = dLee(C).

Demonstração. Seja z ∈ C tal que dLee(z,0) = dLee(C). Logo 2z ∈ C e σ(2z)− σ(z) =



3.2. Construção D e suas variações 85

(α1, . . . , αn), sendo

αi =

{

σ(zi), se σ(zi) < q/2

σ(zi)− q, se σ(zi) ≥ q/2.

Portanto

‖σ(2z)− σ(z)‖1 =
n∑

i=1

|αi| =
n∑

i=1

min{σ(zi), q − σ(zi)} = dLee(z,0) = dLee(C).

Isto mostra que existem x,y ∈ C tais que ‖σ(x)− σ(y)‖1 = dLee(C).

Teorema 3.2.10. Sejam Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca 6= {0} uma cadeia de códigos lineares

e ΓD o conjunto discreto obtido via Construção D a partir desta cadeia. Se a distância

de Lee mı́nima em Cℓ é dℓLee, para ℓ = 1, 2, . . . , a, então

d1min(ΓD) = min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}.

Demonstração. Para cada ℓ ∈ {1, 2, . . . , a}, o Lema 3.2.6 garante que existem xℓ,yℓ ∈ Cℓ

tais que ‖σ(xℓ)−σ(yℓ)‖1 = dℓLee. Como qa−ℓσ(Cℓ) ⊆ ΓD, segue que q
a−ℓσ(xℓ), q

a−ℓσ(yℓ) ∈
ΓD e

‖qa−ℓσ(xℓ)− qa−ℓσ(yℓ)‖1 = qa−ℓ‖σ(xℓ)− σ(yℓ)‖1 = qa−ℓdℓLee.

Além disso, temos que d1min(ΓD) ≤ qa pois qaZn ⊆ ΓD. Logo

d1min(ΓD) ≤ min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}.

Para completar a prova, resta mostrar que d1min(ΓD) ≥ min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}. Com

efeito, dados x,y ∈ ΓD, escrevemos x = qℓv e y = qkw de modo que v,w ∈ Zn, v 6≡ 0

mod q e w 6≡ 0 mod q. Podemos assumir sem perda de generalidade que ℓ ≥ k. Temos

que: (i) Se k ≥ a então

d1(x,y) = qkd1(qℓ−kv,w) ≥ qa, pois 0 6= qℓ−kv −w ∈ Zn.

(ii) Se 0 ≤ k ≤ a − 1 e 0 ≤ ℓ ≤ a − 1, então existem c1 ∈ C1, . . . , ca−k ∈ Ca−k e z ∈ Zn

tais que y = qaz + qa−1σ(c1) + · · ·+ qkσ(ca−k) e consequentemente

w = qa−kz + qa−1−kσ(c1) + · · ·+ q0σ(ca−k).

Observe que 0 6= qℓ−kv −w ∈ Ca−k (pois v ∈ Ca−ℓ e w ∈ Ca−k) e

d1(x,y) = qkd1(qℓ−kv,w) = qk
n∑

i=1

|qℓ−kvi − wi|

≥ qk
n∑

i=1

min{σ(qℓ−kvi − wi), q − σ(qℓ−kvi − wi)} ≥ qkda−k
Lee ,
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pois |qℓ−kvi − wi| ≥ min{σ(qℓ−kvi − wi), q − σ(qℓ−kvi − wi)} para i = 1, . . . , n.

(iii) Se 0 ≤ k ≤ a− 1 e ℓ ≥ a, então 0 6= w ∈ Ca−k e x = qaz com z = qℓ−av ∈ Zn. Logo

d1(x,y) = qkd1(qa−kz,w) = qk
n∑

i=1

|qa−kzi − wi|

≥ qk
n∑

i=1

min{σ(−wi), q − σ(−wi)}

= qkdLee(−w,0) ≥ qkda−k
Lee .

Portanto d1(x,y) ≥ min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}, ∀x,y ∈ ΓD.

Corolário 3.2.9. Sejam Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca 6= {0} uma cadeia de códigos lineares,

ΓD o conjunto obtido via Construção D a partir desta cadeia e ΛD o menor reticulado

que contém ΓD. Se a distância de Lee mı́nima em Cℓ é dℓLee, para ℓ = 1, 2, . . . , a, então

d1min(ΛD) ≤ min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}.

Além disso, quando a cadeia de códigos lineares é fechada sob a adição zero-um, temos

d1min(ΛD) = min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}.

Demonstração. Do Teorema 3.2.10, obtemos d1min(ΛD) ≤ min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}, uma

vez que ΓD ⊆ ΛD. Quando a cadeia utilizada é fechada sob a adição zero-um, temos que

ΓD é um reticulado e ΓD = ΛD. Assim, aplicando novamente o Teorema 3.2.10, obtemos

d1min(ΛD) = d1min(ΓD) = min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}.

Acreditamos que a segunda parte do Corolário 3.2.9 possa ser refinada, retirando-

se a hipótese de que a cadeia Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca é fechada sob a adição zero-um.

Propomos, portanto, a seguinte conjectura:

Conjectura 3.2.1. Sejam Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca 6= {0} uma cadeia de códigos

lineares, ΓD o conjunto obtido via Construção D a partir desta cadeia e ΛD o menor

reticulado que contém ΓD. Se a distância de Lee mı́nima em Cℓ é d
ℓ
Lee, para ℓ = 1, 2, . . . , a,

então

d1min(ΛD) = min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}.

Corolário 3.2.10. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca 6= {0} uma cadeia de códigos lineares

fechada sob a adição zero-um e seja ΛD o reticulado obtido via Construção D a partir
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desta cadeia. Se a distância de Lee mı́nima em Cℓ é dℓLee, para ℓ = 1, 2, . . . , a, então

d1min(ΛD) = min
1≤ℓ≤a

{

q,
1

qℓ−1
dℓLee

}

.

Demonstração. Como a cadeia de códigos usada é fechada sob a adição zero-um, temos

que qa−1ΛD = ΛD e logo d1min(ΛD) = (1/qa−1)min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee}.

Observação 3.2.13. Quando a = 1, o Teorema 3.2.10 coincide com o Teorema 3.1.2.

De fato, neste caso temos que ΓD = ΛA(C1) e logo

d1min

(
ΛA(C1)

)
= d1min

(
ΓD

)
= min

{
q, dLee(C1)

}
.

No exemplo a seguir mostramos que a condição de que a cadeia de códigos lineares

é fechada sob a adição zero-um não pode ser omitida no Corolário 3.2.10.

Exemplo 3.2.16. Seja Z2
3 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia de códigos lineares, na qual C1 = C2 =

〈(1, 2)〉. Escolhendo os parâmetros k1 = 2, k2 = 1 e b1 = (1, 2), b2 = (2, 1) ∈ Z2
3, temos

0 ≤ k2 ≤ k1, C1 = 〈b1, b2〉, C2 = 〈b1〉 e, consequentemente, ΛD consiste de todos os

vetores da forma

z + α
(1)
2 (2, 1) + α

(2)
1

1

3
(1, 2),

em que z ∈ 3Z2, 0 ≤ α
(1)
2 < 3 e 0 ≤ α

(2)
1 < 9. Portanto,

ΛD =
⋃

z∈3Z2

(
z + ΛD ∩ [0, 3)2

)
.

Os elementos de ΛD∩[0, 3)2 estão representados na Figura 3.8. Neste exemplo, observamos

Figura 3.8: Elementos de 3ΛD na caixa [0, 9)2.
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que d1Lee = d2Lee = 2, d1min(ΛD) = 1,

min
1≤ℓ≤2

{

3,
1

3ℓ−1
dℓLee

}

=
2

3

e que a cadeia C1 ⊇ C2 não é fechada sob a adição zero-um, uma vez que (1, 2) ∈ C2 e

(1, 2) ∗ (1, 2) = (0, 1) /∈ C1.

Observação 3.2.14. O Exemplo 3.2.16 está de acordo com a Conjectura 3.2.1. De fato,

temos que ΓD = 32Z2 + 31σ(C1) + 30σ(C2) com σ(C1) = σ(C2) = {(0, 0), (1, 2), (2, 1)},
isto é,

ΓD = 32Z2 + ΓD ∩ [0, 9)2

e

ΓD ∩ [0, 9)2 = {(0, 0), (3, 6), (6, 3), (1, 2), (4, 8), (7, 5), (2, 1), (5, 7), (8, 4)}.

Os elementos de ΓD ∩ [0, 9)2 estão representados na Figura 3.9(a). O conjunto ΓD não

(a) Γ
D
∩ [0, 9)2 (b) Λ

D
∩ [0, 9)2

Figura 3.9: Elementos de ΓD e ΛD na caixa [0, 9)2

é um reticulado (evidentemente este resultado não poderia ser diferente, pois a cadeia

utilizada nesta construção não é fechada sob a adição zero-um - Teorema 3.2.8). Na

Figura 3.9(b), está ilustrado o reticulado ΛD (isto é, o menor reticulado que contém ΓD).

Observe que d1min(ΛD) = 2 (ver Figura 3.9(b)) e min{32, 3d1Lee, d2Lee} = min{9, 6, 2} = 2.

Corolário 3.2.11. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca 6= {0} uma cadeia de códigos lineares

fechada sob a adição zero-um. Se a distância mı́nima dℓLee de Cℓ satisfaz dℓLee ≥ qℓ,

ℓ = 1, 2, . . . , a, então d1min(ΛD) = qa e d1min(ΛD) = q.

Demonstração. Basta observar que qa−ℓdℓLee ≥ qa e (1/qℓ−1)dℓLee ≥ q, para ℓ = 1, 2, . . . , a.

Consequentemente, aplicando o Teorema 3.2.10 e o Corolário 3.2.10, obtemos d1min(ΛD) =

q e d1min(ΛD) = min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee} = qa.
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Corolário 3.2.12. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca 6= {0} uma cadeia de códigos lineares

fechada sob a adição zero-um. Suponhamos que os vetores b1, . . . , bk1 ∈ Zn
q usados na

Construção D sejam não nulos e satisfaçam as seguintes condições:

1. Alguma permutação das linhas da matriz [σ(b1) · · · σ(bk1)]t forma uma matriz tri-

angular superior (resp. inferior) na forma escalonada.

2. Para cada j ∈ {1, . . . , k1}, a primeira (resp. última) componente não nula do vetor

σ(bj), denotada por αj, divide q e todas as demais componentes do mesmo.

Seja λ = min1≤ℓ≤a{q, (1/qℓ−1)dℓLee}, onde dℓLee denota a distância de Lee mı́nima em Cℓ,

ℓ = 1, 2, . . . , a. Nestas condições, a densidade de empacotamento de ΛD (e logo de ΛD)

na métrica da soma é dada por

∆1(ΛD) = ∆1(ΛD) =
λnq

∑a
ℓ=1

kℓ−n

n!
∏k1

i=1 αi

(3.4)

e a densidade de centro

δ1(ΛD) = δ1(ΛD) =
λnq

∑a
ℓ=1

kℓ−n

2n
∏k1

i=1 αi

. (3.5)

Além disso, temos que dℓLee ≥ qℓ se, e somente se,

∆1(ΛD) =
q
∑a

ℓ=1
kℓ

n!
∏k1

i=1 αi

e δ1(ΛD) =
q
∑a

ℓ=1
kℓ

2n
∏k1

i=1 αi

. (3.6)

Demonstração. Basta observar que o volume euclidiano da bola n-dimensional de raio 1

na métrica da soma é 2n/n! [40] e aplicar os Teoremas 3.2.10 e 3.2.8.

No exemplo a seguir mostramos que a condição de que a cadeia de códigos lineares

é fechada sob a adição zero-um não pode ser omitida no Corolário 3.2.12.

Exemplo 3.2.17. Seja Z2
6 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia de códigos lineares tal que C1 =

〈(4, 2), (3, 0)〉 e C2 = 〈(4, 2)〉. Escolhendo k1 = 2, k2 = 1 e b1 = (4, 2), b2 = (3, 0) ∈ Z2
6,

temos 0 ≤ k2 ≤ k1, C1 = 〈b1, b2〉, C2 = 〈b1〉 e, consequentemente, ΛD consiste de todos

os vetores da forma

z + α
(1)
2 (3, 0) + α

(2)
1

1

6
(4, 2),

em que z ∈ 6Z2, 0 ≤ α
(1)
2 < 6 e 0 ≤ α

(2)
1 < 36. Observe que d1Lee = 3, d2Lee = 4 e os

vetores b1 e b2 são não nulos e satisfazem as hipóteses do Corolário 3.2.12. Considere

também o conjunto

ΓD = 36Z2 + 6σ(C1) + σ(C2)
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e o reticulado ΛD (menor reticulado que contém ΓD). Pode-se mostrar que ∆1(ΛD) = 2/3

e ∆1(ΛD) = 1/2. Logo neste exemplo não vale a Igualdade (3.4), caso contrário teŕıamos

∆1(ΛD) = ∆1(ΛD) = 2/9. Evidentemente isto não contradiz o Corolário 3.2.12, pois a

cadeia de códigos utilizada neste exemplo não é fechada sob a adição zero-um.

Teorema 3.2.11. Sejam Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca 6= {0} uma cadeia de códigos

lineares, 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ ra e h1, . . . ,hra ∈ Zn
q tais que C⊥

ℓ = 〈h1, . . . ,hrℓ〉 para

ℓ = 1, 2, . . . , a. Se ΛD
′ é o reticulado obtido via Construção D

′

usando os parâmetros

descritos acima, então

min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee} ≤ d1min(ΛD

′ ) ≤ qa,

em que dℓLee é a distância de Lee mı́nima em Cℓ, para ℓ = 1, 2, . . . , a.

Demonstração. Se x ∈ Zn é um vetor com uma componente que não é múltipla de q e

x · σ(hj) ≡ 0 mod q, 1 ≤ j ≤ rk, então ‖x‖1 ≥ dkLee. De fato, podemos escrever x =

c + qz, onde z ∈ Zn, c = (c1, . . . , cn) e ci ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Como x tem uma componente que não é múltipla de q, temos c 6= 0. Além disso,

c · σ(hj) ≡ 0 mod q, 1 ≤ j ≤ rk, logo 0 6= c ∈ Ck e consequentemente ‖c‖1 ≥ dkLee.

Portanto

‖x‖1 = ‖c+ qz‖1 =
n∑

i=1

|ci + qzi| ≥
n∑

i=1

min{ci, q − ci} ≥ dkLee.

Agora, seja 0 6= x ∈ ΛD
′ . Como x 6= 0, existe k ≥ 0 tal que q−kx ∈ Zn e q−k−1x /∈ Zn.

Se k < a então q−kx · σ(hj) ≡ 0 mod q para 1 ≤ j ≤ ra−k, uma vez que

x ∈ ΛD′ ⇐⇒ x · σ(hj) ≡ 0 mod qi+1, para 0 ≤ i < a e ra−i−1 < j ≤ ra−i.

=⇒ x · σ(hj) ≡ 0 mod qk+1, para k ≤ i < a e ra−i−1 < j ≤ ra−i.

⇐⇒ q−kx · σ(hj) ≡ 0 mod q, para 1 < j ≤ ra−k.

Logo ‖x‖1 ≥ qkda−k
Lee . Se k ≥ a então x = qkz = qa(qk−az), para algum 0 6= z ∈ Zn, e logo

‖x‖1 ≥ qa. Portanto min{qa, qa−1d1Lee, . . . , d
a
Lee} ≤ d1min(ΛD

′ ). Para obter a desigualdade

d1min(ΛD
′ ) ≤ qa, é suficiente observar que qaZn ⊆ ΛD

′ .

Exemplo 3.2.18. Seja Z2
3 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia de códigos lineares tal que C1 = C2 =

〈(1, 1)〉. Assim, C⊥
1 = C⊥

2 = {(x, y) ∈ Z2
3; x + y = 0} = {(0, 0), (1, 2), (2, 1)} = 〈(1, 2)〉 .

Para r1 = 1, r2 = 2 e h1 = (1, 2),h2 = (1, 2) ∈ Z2
3, temos 0 ≤ r1 ≤ r2, C

⊥
1 = 〈h1〉,

C⊥
2 = 〈h1,h2〉 e, consequentemente,

ΛD
′ =

{
(x, y) ∈ Z2; x+ 2y ≡ 0 mod 9

}
.
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Portanto

ΛD
′ =

⋃

z∈9Z2

(
z + ΛD′ ∩ [0, 9)2

)
.

Os elementos de ΛD
′ ∩ [0, 9)2 estão representados na Figura 3.10. Neste exemplo, obser-

vamos que d1Lee = d2Lee = 2 e portanto min{d2Lee, 3d1Lee, 32} = 2 < 3 = d1min(ΛD′) < 32.

Figura 3.10: Elementos de ΛD′ na caixa [0, 9)2.

Exemplo 3.2.19. Um exemplo no qual as desigualdades do Teorema 3.2.11 são estritas

pode ser obtido considerando novamente a cadeia de códigos lineares Z2
6 ⊇ C1 ⊇ C2 tal

que C1 = 〈(1, 2)〉 e C2 = 〈(2, 4)〉 juntamente com os parâmetros r1 = 1, r2 = 2 e h1 =

(4, 1),h2 = (3, 0) ∈ Z2
6 (Exemplo 3.2.9). Neste exemplo, temos que min{62, 6d1Lee, d2Lee} =

4 < 5 = d1min(Λ
′
D) < 62.

3.3 Construção A′

Nesta seção, Zq[X] representa o anel de polinômios na variável X com coeficientes

em Zq, Ia = (Xa) ⊆ Zq[X] é o ideal gerado pelo polinômio Xa e Ra,q é o anel quociente

de Zq[X] por Ia, isto é, Ra,q = Zq[X]/Ia. Em outras palavras, Ra,q é o conjunto

{ a−1∑

j=0

bjX
j; b1, b2, . . . , ba−1 ∈ Zq

}

,

munido com as operações de adição e multiplicação de polinômios sobre Zq, juntamente

com a operação quociente Xa = 0, que é equivalente ao cancelamento de todos os termos

de grau maior ou igual a a. Também utilizamos a aplicação φ : Ra,q → Z dada por

φ

( a−1∑

j=0

bjX
j

)

=
a−1∑

j=0

σ(bj)q
j,
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e sua extensão φ : Rn
a,q → Zn dada por φ(p1, . . . , pn) =

(
φ(p1), . . . , φ(pn)

)
.

Definição 3.3.1. Um subconjunto C de Rn
a,q é chamado de código linear de compri-

mento n sobre Ra,q quando C pode ser escrito da seguinte forma

C = {uG; u ∈ R1×k
a,q },

para alguma matriz G ∈ Rk×n
a,q . Neste caso, dizemos que as linhas da matriz G geram o

código linear C.

A seguir, apresentamos a Construção A′ associada com códigos lineares sobre Ra,q,

a qual é uma generalização da Construção A′ que foi introduzida em [19, 20] para o caso

q = 2.

Definição 3.3.2. (Construção A′) Dado um código linear C de comprimento n sobre

Ra,q, definimos o conjunto

ΓA′ = φ(C) + qaZn.

Observação 3.3.1. Para qualquer código linear C ⊆ Rn
a,q, ΓA′ = φ(C) + qaZn é um

conjunto discreto, uma vez que ΓA′ ⊆ Zn. Entretanto, conforme podemos ver no próximo

exemplo, ΓA′ nem sempre é um subgrupo aditivo de Rn e, consequentemente, a Construção

A′ nem sempre produz um reticulado.

Exemplo 3.3.1. Considere o código linear C sobre R2,6 gerado pelas linhas da matriz

G =

[

2 4

X 2X

]

∈ R2×2
2,6 .

Ou seja,

C =

{[

aX + b cX + d
]
[

2 4

X 2X

]

; a, b, c, d ∈ Z6

}

=

{

(2b+ (2a+ d)X, 4b+ (4a+ 2d)X); a, b, d ∈ Z6

}

.

Donde segue que

φ(C) =
{
(σ(2b) + 6σ(2a+ d), σ(4b) + 6σ(4a+ 2d)); a, b, d ∈ Z6

}
,

isto é,

φ(C) = {(0, 0), (6, 12), (12, 24), (18, 0), (24, 12), (30, 24), (2, 4), (8, 16), (14, 28),
(20, 4), (26, 16), (32, 28), (4, 2), (10, 14), (16, 26), (22, 2), (28, 14), (34, 26)}.
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Os elementos de φ(C) estão representados na Figura 3.11. Neste exemplo, o conjunto

ΓA′ = φ(C) + 36Z2 =
⋃

z∈36Z2

[
z + φ(C)

]

não é um reticulado. Além disso, temos que ΓA′ é igual ao conjunto ΓD obtido via

Construção D no Exemplo 3.2.9 a partir da cadeia de códigos lineares 6-ários

Z2
6 ⊇ C1 = 〈(1, 2)〉 ⊇ C2 = 〈(2, 4)〉 .

Figura 3.11: ΓA′ ∩ [0, 36)2

No próximo teorema mostramos que qualquer conjunto ΓD ⊆ Zn obtido a partir

da Construção D também pode ser obtido via Construção A′, ou seja, sempre existe um

código linear C ⊆ Rn
a,q tal que ΓD = φ(C)+qaZn. Este resultado é mostrado em [25] para

o caso q = 2.

Teorema 3.3.1. Sejam Zn
q ⊇ C1 ⊇ · · · ⊇ Ca−1 ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares e

ΓD = qaZn + qa−1σ(C1) + · · ·+ q1σ(Ca−1) + σ(Ca).

Existe um código linear C ⊆ Rn
a,q tal que ΓD = φ(C) + qaZn = ΓA′.

Demonstração. Sejam k = k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0 e uma matriz G ∈ Zk×n
q tal que as

primeiras ki linhas geram Ci. Escrevemos

G =









Ga

...

G2

G1









∈ Zk×n
q
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de modo que as linhas da matriz [Gt
a · · ·Gt

i]
t geram Ci e consideramos o código linear C

sobre Ra,q gerado pelas linhas da matriz

G̃ =












Ga

XGa−1

...

Xa−2G2

Xa−1G1












∈ Rk×n
a,q .

Afirmação: ΓD = φ(C) + qaZn (isto é, ΓD pode ser obtido de C via Construção A′).

De fato, dado w ∈ ΓD, existem z ∈ Zn e ci ∈ Ci, i = 1, . . . , a, tais que

w = qaz + qa−1σ(c1) + · · ·+ q1σ(ca−1) + σ(ca).

Para cada i ∈ {1, . . . , a}, escolhemos di = (di1, . . . , diki) ∈ Z1×ki
q tal que

di







Ga

...

Gi






= (di1, . . . , diki)







Ga

...

Gi






= ci.

Multiplicando as componentes de di por potências convenientes de X e acrescentando

k − ki zeros, obtemos um vetor d̃i = (di1X
a−i, . . . , diki , 0, . . . , 0) ∈ R1×k

a satisfazendo

d̃iG̃ = (di1X
a−i, . . . , diki , 0, . . . , 0)












Ga

XGa−1

...

Xa−2G2

Xa−1G1












= ciX
a−i

e consequentemente (d̃1 + · · · + d̃a−1 + d̃a)G̃ = c1X
a−1 + · · · + ca−1X + ca. Aplicando φ

em ambos os lados desta última igualdade, obtemos

φ
(
(d̃1 + · · ·+ d̃a−1 + d̃a)G̃

)
= qa−1σ(c1) + · · ·+ qσ(ca−1) + σ(ca).

Como (d̃1 + · · · + d̃a−1 + d̃a)G̃ ∈ C, segue que w ∈ φ(C) + qaZn. Isto mostra que

ΓD ⊆ φ(C) + qaZn. Para concluir a prova, resta mostrar que φ(C) + qaZn ⊆ ΓD. Com

efeito, se w ∈ φ(C) + qaZn, então existem z ∈ Zn e d̃ ∈ R1×k
a tais que w = φ(d̃G̃) + qaz.
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Além disso, para qualquer d̃ ∈ R1×k
a , o coeficiente de Xa−i em

d̃G̃ = d̃












Ga

XGa−1

...

Xa−2G2

Xa−1G1












é combinação linear das linhas da matriz [Gt
a · · ·Gt

i]
t. Logo existem ci ∈ Ci, ∀i = 1, . . . , a,

tais que d̃G̃ = c1X
a−1 + · · ·+ ca−1X + ca e portanto

w = φ(d̃G̃) + qaz = qaz + σ(c1)q
a−1 + · · ·+ σ(ca−1)q + σ(ca) ∈ ΓD.

Isto mostra que ΓD = φ(C) + qaZn.

Corolário 3.3.1. Se um código linear C sobre Ra,q pode ser escrito como

Ca +XCa−1 + · · ·+Xa−1C1

e a cadeia Zn
q ⊇ C1 ⊇ · · · ⊇ Ca−1 ⊇ Ca é fechada sob a adição zero-um, então o conjunto

ΓA′ = φ(C) + qaZn obtido a partir da Construção A′ é um reticulado.

Demonstração. Temos que

ΓA′ = φ(C) + qaZn = σ(Ca) + qσ(Ca−1) + · · ·+ qa−1σ(C1) + qaZn = ΓD.

Aplicando o Teorema 3.2.8 obtemos o resultado desejado.

Definição 3.3.3. (Adição zero-um em Rn
a,q) Dados p(X) = α0+α1X+· · ·+αa−1X

a−1

e p̂(X) = α̂0 + α̂1X + · · ·+ α̂a−1X
a−1 em Ra,q, a adição zero-um entre p(X) e p̂(X) é

p(X) ∗ p̂(X) = (α0 ∗ α̂0) + (α1 ∗ α̂1)X + · · ·+ (αa−1 ∗ α̂a−1)X
a−1,

na qual a operação (∗) no lado direito desta igualdade é a adição zero-um em Zq. A

adição zero-um entre dois elementos p = (p1, . . . , pn) e p̂ = (p̂1, . . . , p̂n) de Rn
a,q é definida

como

p ∗ p̂ = (p1 ∗ p̂1, . . . , pn ∗ p̂n).

Observação 3.3.2. Escrevendo p, p̂ ∈ Rn
a,q como p = p0 + p1X + · · · + pa−1X

a−1 e

p̂ = p̂0 + p̂1X + · · ·+ p̂a−1X
a−1 com pi, p̂i ∈ Zn

q , i = 0, . . . , a− 1, temos

p ∗ p̂ = (p0 ∗ p̂0) + (p1 ∗ p̂1)X + · · ·+ (pa−1 ∗ p̂a−1)X
a−1.
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Definição 3.3.4. Um código linear C sobre Ra,q é dito fechado sob a adição zero-

um deslocada quando para quaisquer elementos c1 e c2 de C, (c1 ∗ c2)X também é um

elemento de C.

Observação 3.3.3. Se uma cadeia de códigos lineares Zn
q ⊇ C1 ⊇ · · · ⊇ Ca−1 ⊇ Ca é

fechada sob a adição zero-um, então C = Ca +XCa−1 + · · ·+Xa−1C1 é um código linear

sobre Ra,q fechado sob a adição zero-um deslocada.

Lema 3.3.1. Seja C um código linear sobre Ra,q. Se c1 e c2 são elementos de C, então

φ(c1) + φ(c2)− φ(c1 + c2) = φ
(
(c1 ∗ c2)X

)
+ qaz, para algum z ∈ Zn.

Demonstração. Sejam c1, c2 ∈ C. Para cada i ∈ {1, 2}, escrevemos ci da seguinte forma

ci = ci,0 + · · ·+ ci,a−2X
a−2 + ci,a−1X

a−1,

em que ci,0, . . . , ci,a−2, ci,a−1 ∈ Zn
q . Donde segue que

φ(c1) = σ(c1,0) + · · ·+ σ(c1,a−2)q
a−2 + σ(c1,a−1)q

a−1,

φ(c2) = σ(c2,0) + · · ·+ σ(c2,a−2)q
a−2 + σ(c2,a−1)q

a−1 e

φ(c1 + c2) = σ(c1,0 + c2,0) + · · ·+ σ(c1,a−2 + c2,a−2)q
a−2 + σ(c1,a−1 + c2,a−1)q

a−1.

Usando as três igualdades acima e o Lema 3.2.2, obtemos

φ(c1)+φ(c2)−φ(c1+c2) = σ(c1,0∗c2,0)q+ · · ·+σ(c1,a−2∗c2,a−2)q
a−1+σ(c1,a−1∗c2,a−1)q

a.

Porém, φ
(
(c1 ∗ c2)X

)
= σ(c1,0 ∗ c2,0)q + · · ·+ σ(c1,a−2 ∗ c2,a−2)q

a−1, logo

φ(c1) + φ(c2)− φ(c1 + c2) = φ
(
(c1 ∗ c2)X

)
+ qaz,

em que z = σ(c1,a−1 ∗ c2,a−1) ∈ Zn.

Teorema 3.3.2. Seja C um código linear sobre Ra,q. O conjunto ΓA′ = φ(C) + qaZn

obtido de C via Construção A′ é um reticulado se, e somente se, C é fechado sob a adição

zero-um deslocada.

Demonstração. (⇒) Suponha que C que não é fechado sob a adição zero-um deslocada.

Então existem c1, c2 ∈ C tais que (c1 ∗ c2)X /∈ C e, logo, φ
(
(c1 ∗ c2)X

)
/∈ φ(C), uma

vez que a aplicação φ é injetora. Observe que φ(c1), φ(c2), φ(c1 + c2) ∈ φ(C) ⊆ ΓA′ , mas

φ(c1)+φ(c2)−φ(c1+c2) /∈ ΓA′ , pois φ(c1)+φ(c2)−φ(c1+c2) = φ
(
(c1∗c2)X

)
+qaz, para

algum z ∈ Zn (ver Lema 3.3.1) e φ
(
(c1 ∗ c2)X

)
/∈ φ(C). Logo ΓA′ não é um reticulado.

(⇐) Suponha que C que é fechado sob a adição zero-um deslocada. Primeiramente temos

que ΓA′ ⊆ Zn e, consequentemente, ΓA′ é um conjunto discreto. Agora, sejam c1, c2 ∈ C.
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O menor grau de um elemento p(X) = α0+α1X+ · · ·+αa−1X
a−1 ∈ Ra,q é igual ao menor

ı́ndice i tal que αi 6= 0. Por convenção o menor grau de 0 é a. Dizemos também que k é

o menor grau de c2 se o mı́nimo entre os menores graus das entradas de c2 é igual a k.

Primeiramente vamos mostrar por indução que φ(c1) + φ(c2) ∈ ΓA′ . Se o menor grau de

c2 é a, então c2 = 0 e o resultado é óbvio. Suponha que o menor grau de c2 é a− 1. Pelo

Lema 3.3.1,

φ(c1) + φ(c2)− φ(c1 + c2) = φ
(
(c1 ∗ c2)X

)
+ qaz,

para algum z ∈ Zn. Como (c1 ∗ c2)X = 0 em Ra,q, segue que

φ(c1) + φ(c2) = φ(c1 + c2) + qaz ∈ ΓA′ .

Agora, suponha que o grau de c2 é 0 ≤ k ≤ a − 1. Aplicando novamente o Lema 3.3.1,

temos

φ(c1) + φ(c2)− φ(c1 + c2) = φ
(
(c1 ∗ c2)X

)
+ qaz,

para algum z ∈ Zn. Como o menor grau de (c1 ∗c2)X é maior ou igual a k+1, aplicando

a hipótese de indução aos vetores c1 + c2 e (c1 ∗ c2)X, obtemos

φ(c1 + c2) + φ
(
(c1 ∗ c2)X

)
∈ ΓA′ .

Logo φ(c1) + φ(c2) ∈ ΓA′ . Finalmente, para cada c ∈ C, temos

−φ(c) = (qa − 1)φ(c) + qaφ(c) ∈ ΓA′ ,

uma vez que (qa − 1)φ(c) ∈ ΓA′ e φ(c) ∈ Zn. Logo ΓA′ é um reticulado.

Corolário 3.3.2. Seja σqa : Zn → Zn
qa o homomorfismo canônico de anéis. Um código

linear C sobre Ra,q é fechado sob a adição zero-um deslocada se, e somente se, σqa(φ(C))

é um código linear qa-ário. Neste caso,

ΓA′ = ΛA

(
σqa(φ(C))

)
.

Demonstração. (⇒) Observe que σqa(φ(C)) = σqa(ΓA′) e ΓA′ é um reticulado, pois C é um

código linear sobre Ra,q fechado sob a adição zero-um deslocada. Temos que σqa(φ(C)) ⊆
Zn
qa , 0 ∈ σqa(φ(C)) e dados w1,w2 ∈ σqa(φ(C)) = σqa(ΓA′), existem c1, c2 ∈ ΓA′ tais que

w1 = σqa(φ(c1)) e w2 = σqa(φ(c2)) e consequentemente

w1 −w2 = σqa(φ(c1))− σqa(φ(c2))

= σqa
(
φ(c1)− φ(c2)

)
∈ σqa(φ(C)).

Isto mostra que σqa(φ(C)) é um código linear qa-ário.
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(⇐) Suponha que o código linear C não é fechado sob a adição zero-um deslocada. Pelo

Teorema 3.3.2, segue que ΓA′ não é um reticulado. Assim, existem v1,v2 ∈ ΓA′ tais que

v1 − v2 /∈ ΓA′ , pois ΓA′ é um conjunto discreto. Como v1,v2 ∈ ΓA′ , existem c1, c2 ∈ C

e z1, z2 ∈ Zn tais que v1 = φ(c1) + qaz1 e v2 = φ(c2) + qaz2. Seja w1 = σqa(v1) e

w2 = σqa(v2),

w1 −w2 = σqa(v1)− σqa(v2) = σqa(v1 − v2) /∈ σqa(φ(C)),

pois se σqa(v1 − v2) = σqa(φ(c)) para algum c ∈ C, então v1 − v2 = φ(c) + qaz para

algum z ∈ Zn, isto é, v1 − v2 ∈ ΓA′ . Logo σqa(φ(C)) não é um código linear.

Portanto um código linear C sobre Ra,q é fechado sob a adição zero-um deslocada

se, e somente se, σqa(φ(C)) é um código linear. Finalmente, note que se σqa(φ(C)) é um

código linear, então o reticulado obtido via Construção A usando o código linear σqa(φ(C))

é

ΛA

(
σqa(φ(C))

)
= σqa

(
σqa(φ(C))

)
+ qaZn = φ(C) + qaZn = ΓA′ .
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Considerações finais e perspectivas

Nos Caṕıtulos 1 e 2 e na Seção 3.1 procuramos dar uma redação abrangente sobre

códigos e reticulados incluindo os principais resultados e discussões originais a serem utili-

zados no restante do Caṕıtulo 3. Verificamos que a região de Voronoi de um reticulado nas

métricas da soma e do máximo nem sempre são regiões fundamentais do mesmo (Exem-

plo 1.4.2). Mostramos que o reticulado tridimensional de maior densidade na métrica da

soma pode ser obtido via Construção A (Exemplo 3.1.2). No Caṕıtulo 3, as Construções

D, D′ e D são generalizadas para códigos lineares q-ários (q ∈ N) e vários resultados de

códigos binários são estendidos para códigos q-ários (Seções 3.2.1, 3.2.2 e 3.2.3). Definimos

a adição zero-um em Zn
q (Definição 3.2.7) e mostramos que a Construção D produz um

reticulado se, e somente se, a cadeia de códigos utilizada é fechada sob esta adição (Te-

orema 3.2.8). Também são fornecidas fórmulas fechadas e limitantes para a distância da

soma mı́nima de reticulados obtidos via Construções D, D′ e D em termos das distâncias

de Lee dos códigos utilizados (Seção 3.2.5). Introduzimos a Construção A′ a partir de

códigos lineares sobre o anel quociente Zq[X]/(Xa) e mostramos que a mesma produz um

reticulado se, e somente se, o código utilizado é fechado sob a adição zero-um deslocada

(Seção 3.3). Conexões entre as construções supracitadas também são fornecidas (Seções

3.2.4 e 3.3).

Como posśıveis perspectivas futuras de pesquisa em continuidade deste trabalho,

colocamos:

• Estudar a distância mı́nima de reticulados obtidos via Construções D, D′ e D a

partir de códigos q-ários considerando outras métricas.

• Estudar e discutir posśıveis vantagens das construções aqui apresentadas em posśıveis

aplicações.

• Pesquisar posśıveis construções de reticulados densos na métrica euclidiana e da

soma via Construção D (resp. D′ ou D) a partir de códigos q-ários.

• Seja R um subanel discreto de C formando um domı́nio de ideais principais (por

exemplo, R = Z[i] ou R = Z[(−1 + i
√
3)/2]), p um primo em R e Rp = R/(p), isto

é, Rp é o anel quociente de R pelo ideal gerado por p (Rp é um corpo). Em [14]

é introduzida a “Construção D complexa”, a qual relaciona reticulados (R-lattices)
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com cadeias de códigos lineares sobre Rp. Nesse contexto, surgem as seguintes

questões: 1) Podemos generalizar as Construções D′ e D para cadeias de códigos

sobre Rp? 2) Dentre os resultados apresentados neste trabalho, quais podem ser

estendidos?
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do máximo, 8

paralelotopo fundamental, 19

posto de um reticulado, 14

Produto de Schur em Zn
q , 73

raio de empacotamento, 28

região de Voronoi, 22

região fundamental, 18

reticulado, 9

Zn, 31

An, 31

Dn, 31

E6, 33

E7, 32

E8, 32

q-ário, 51
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