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Resumo

Reticulados vém sendo utilizados na abordagem de varios problemas em cédigos corretores
de erros e criptografia. Este trabalho foca em construcoes de reticulados a partir de
c6digos lineares g-arios. Construcoes D, D’ e D e vérios resultados sdo estendidos de
c6digos lineares bindrios para codigos lineares g-arios, ¢ € N. Definimos a adigao zero-
um em Z; e mostramos que a Construgao D produz um reticulado se, e somente se, a
cadeia de codigos utilizada é fechada sob esta adi¢ao. Formulas fechadas ou limitantes
para a distdncia da soma minima de reticulados obtidos via Construcoes D, D’ e D
sao fornecidos. Introduzimos a Construcao A’ a partir de cédigos lineares sobre o anel
quociente Z,[X]/(X®) e mostramos que a mesma produz um reticulado se, e somente se, o
codigo utilizado é fechado sob a adi¢ao zero-um deslocada. Conexdes entre as construgoes

supracitadas também sao fornecidas.

Palavras-chave: Reticulados. Cédigos g-arios. Construcoes D, D', D e A’



Abstract

Lattices have been used in the approach of several problems in error correcting codes
and cryptography. This work focuses on lattice constructions from g¢-ary linear codes.
Constructions D, D’ and D and several results are extended from binary linear codes
to g-ary linear codes, ¢ € N. We define the zero-one addition in Z; and show that the
extended Construction D produces a lattice if and only if the nested codes are closed
under this addition. Closed formulas or bounds for the minimum sum distance of lattices
obtained via Constructions D, D’ and D are derived. We introduce the Construction A’
from linear codes over the quotient ring Z,[X]/(X®) and show it produces a lattice if and
only if the used code is closed under shifted zero-one addition. Connections between the

aforementioned constructions are also provided.

Keywords: Lattices. g-ary codes. Constructions D, D’, D and A’.
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Introducao

Um reticulado A é um subgrupo aditivo e discreto de R". Equivalentemente,
A C R™ é um reticulado se, e somente se, existem vetores linearmente independentes
vy,...,0,; € R" tais que A consiste de todas as combinagoes lineares inteiras de wv;,

t=1,...,m, isto é,
A={av; 4+ +anvn; ag,...,an, € Z}.

Reticulados tém sido relacionados com codigos lineares sobre anéis finitos e usados para
correcao de erros em diferentes contextos [53] e também na proposigao de esquemas crip-
tograficos [32,36]. A relacao entre cidigos e reticulados mais conhecida é a chamada
“Construgao A”, que associa a cada cédigo linear C' C Zy (onde Z, é o anel dos inteiros
modulo ¢) a imagem inversa de C' pela aplicagdo médulo ¢, a qual sempre é um reticu-
lado [9,24,28]. Neste trabalho, estudamos as Construcdes D, D’, D e A’. As Construgdes D
e D’ foram propostas por Barnes e Sloane em [2] para c6digos bindrios. Estas construgoes
fornecem reticulados a partir de cadeias de cédigos binarios encaixados. Reticulados com
boas propriedades, tais como reticulados LDPC [37] e reticulados turbo [38], podem ser
descritos usando as Construcoes D’ e D, respectivamente. Ja a Construcdo D é uma re-
formulacao da fémula cédigo de Forney introduzida em [15,16]. A partir de uma cadeia de
codigos lineares ZZ 2C12C, 2+ 2 C, (pprimo), o conjunto gerado pela Construgao
D é dado por
I'5=Cy+pCai+p*°Coo+--+p" 'Cy +p°Z".

Esta construcao tem atraido muita atengao desde sua introducao [19,20,22,25,26,51]. A
Construcdo D nem sempre produz um reticulado. Quando p = 2, a Construcdo D produz
um reticulado se, e somente se, a cadeia de cédigos utilizada é fechada sob o produto de
Schur [25]. Finalmente, a Construgao A’ definida em [19,20] produz reticulados a partir
de cédigos lineares sobre o anel quociente Zo[X]/(X*). Em [20] é demonstrado que esta
construcao é equivalente a construcao multinivel de reticulados Barnes-Wall a partir de
cédigos de Reed-Muller.
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Organizacao do trabalho

O Capitulo 1 é dedicado a apresentacao dos conceitos basicos da teoria de reticu-
lados. Nele, definimos reticulado, base, matriz geradora, determinante e volume de um
reticulado, regiao de Voronoi, densidade de empacotamento, niimero de vizinhos, reticu-
lado dual, etc. Consideramos métricas em reticulados provindas de normas e na Secao 1.4
mostramos que a regiao de Voronoi de um reticulado A na métrica da soma e na métrica
do maximo nem sempre sao regides fundamentais de A.

O Capitulo 2 destina-se ao estudo de cédigos lineares sobre Z,, ¢ € N. Neste
capitulo sao apresentados alguns conceitos basicos tais como base, matriz geradora, distancia
minima, coédigo dual e a cota de Singleton de um cédigo linear.

No Capitulo 3, sao apresentadas nossas principais contribuicoes que incluem os
resultados de [41-44]. Na Secao 3.1, estudamos a Construcao A para cédigos lineares g-
arios (¢ € N) e mostramos que o reticulado tridimensional de maior densidade na métrica
da soma pode ser obtido via Construcao A. Na Secao 3.2.1, estendemos a Construgao
D para c6digos lineares g-arios (¢ € N) e mostramos que a mesma sempre produz um
reticulado. Mostramos que um reticulado obtido via Construcao D a partir de uma
cadeia composta por k codigos lineares sobre Z,, a menos de um fator de escala, sempre
pode ser obtido via Construcao A a partir de um cédigo linear sobre Z, . Além destes,
vérios resultados apresentados em [2,9] para reticulados obtidos via Construc¢ao D a partir
de cédigos lineares bindrios sao estendidos para reticulados obtidos via Construcao D a
partir de cédigos lineares g-arios. As Construcdes D' e D para cédigos g-drios (¢ € N)
sao apresentadas nas Secoes 3.2.2 e 3.2.3, respectivamente. Mostramos que a Construcao
D’ sempre produz um reticulado enquanto que a Construcdo D nem sempre fornece um

reticulado. Na Secao 3.2.4 sao apresentadas algumas conexoes entre as Construgoes D,

n
q’

operagao coincide com o produto de Schur e que Construgao D produz um reticulado se,

D’ e D. Além disso, definimos a adicido zero-um em Z”, mostramos que para ¢ = 2 esta
e somente se, a cadeia de codigos utilizada é fechada sob a adigdo zero-um. Resultados
sobre a distancia minima na métrica da soma em reticulados obtidos via Construgoes
D, D’ e D sdo apresentados na Secao 3.2.5. Na Secio 3.3, propomos uma generalizacio
da Construcao A’ e mostramos que esta produz um reticulado se, e somente se, o cédigo
correspondente sobre Z,[X]/(X®) é fechado sob a adi¢ao zero-um deslocada. Uma conexao
entre as Construcoes A e A’ também ¢é fornecida. Observacoes finais e perspectivas futuras

estao incluidas no ultimo capitulo.
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Capitulo 1

Reticulados

Neste capitulo, apresentamos os conceitos iniciais e alguns resultados preliminares
sobre reticulados. Para tornar o texto o mais autossuficiente possivel também fornecemos
demonstracoes de varios resultados apresentados. O objetivo deste capitulo é estabelecer
a base tedrica e notacoes para o desenvolvimento do restante do trabalho. As principais

referéncias utilizadas neste capitulo foram [5], [9], [23], [47] e [52].

1.1 Conceitos e resultados iniciais

No decorrer deste texto, o espago vetorial normado (R™, || - ||) serda denotado sim-
plesmente por R™. Neste trabalho s6 consideramos métricas em R" provindas de normas.
Salvo mengao em contrério, || - || serd assumida como uma norma arbitraria no R", sendo
d a métrica induzida por esta noma, isto é, d(x,y) = || — y||. Entre as normas mais
conhecidas no R" temos as normas ¢,, 1 < p < oo, descritas abaixo.

Para cada 1 < p < 00, a norma £, de um vetor = (z1,...,2,) € R" ¢é definida

n 1/p
lel, = (Dmp)
=1

e a métrica induzida por esta norma ¢é dada por

n 1/p
Pey) = (Sla-ul)

i=1

Ccomo

em que * = (1,...,2,), Yy = (Yy1,...,¥n) € R™ A métrica induzida pela norma ¢,
também é conhecida como métrica da soma, métrica de Manhattan ou métrica do
taxi. A métrica induzida pela norma /5 é a métrica euclidiana.

A norma £, (também conhecida como norma do méaximo) de um vetor =
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(x1,...,2,) € R" é definida como
2|0 = max{|zi],. .., |zal}
e a métrica induzida por esta norma é dada por
d*(z,y) = max{|z1 — yil,.. ., |20 — yal},

em que & = (1,...,2,), Y = (Y1,.-.,Yn) € R™.
Dados € R" e r > 0, a bola aberta e a bola fechada com centro em x e raio

r > 0 sao, respectivamente, definidas como

Ba(®,r) = B(z,r) = {y € R"; [l& -yl <r}

Balx,r] = Ble,r] = {y € R"; [|@ —y| <r}.

Todas as normas no R™ s@o equivalentes [30], isto é, dadas duas normas || - ||, e

|| - [|», sempre existem constantes positivas ¢; e ¢y tais que para qualquer € R,
cillefa < flzlly < coflzfa.

Isto garante que todas as normas no R” induzem a mesma topologia, ou seja, conjuntos

abertos numa norma || - ||, também sdo abertos numa norma || - ||, e vice-versa.

Definicao 1.1.1. Um conjunto D C R™ ¢ dito discreto quando ndo possui pontos de

acumulagao. Isto significa que para cada © € D, existe r > 0 tal que B(x,r)N D = {x}.
Exemplo 1.1.1. Os conjuntos N, Z e {1/n; n € N*} sdo discretos em R.
Observacao 1.1.1. Todo subconjunto de um conjunto discreto é também discreto.

Observagao 1.1.2. A Definicao 1.1.1 nao depende da norma em R™, ou seja, conjuntos
discretos numa norma || - || também sao discretos numa norma || - ||, e vice-versa. Isto
ocorre pois todas as normas no R™ induzem a mesma topologia, conforme mencionado

anteriormente.
Definicao 1.1.2. Chamamos de reticulado qualquer subgrupo aditivo e discreto de R™.
Exemplo 1.1.2. Z" ¢ um reticulado.

Teorema 1.1.1. Se A € um reticulado em R™, entdo existe r > 0 tal que B(x,7)NA = {x}

para todo x € A.
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Demonstracao. Seja A C R™ um reticulado. Como A é um subgrupo aditivo e discreto de
R™, temos que 0 € A e existe > 0 tal que B(0,7) N A = {0}. Logo para cada = € A,

tem-se
yeB(x,r)NA < x—yeB0O,r)NA
~— xx—y=0
— z=uy
e portanto B(x,r) N A = {x} para todo x € A. O

Corolario 1.1.1. Todo reticulado A em R™ € um conjunto fechado.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.1.1, existe r > 0 tal que B(x,r) N A = {x} para todo
x € A. Seja (z,) C A uma sequéncia convergente em R", digamos z, — z, z € R". Logo
existe ng € N tal que

r

2 ="

r
lzn = 2zl = llzn — 2 + 2 = 2zul| < [lz0 — 2| + |20 — 2] < 5 +

sempre que n,m > ng. Como B(z,,r) N A = {z,}, segue que z, = z,,, para todo
n > ng, isto é, exceto por um numero finito de termos, a sequéncia (z,) é constante.

Como (z,) C A, segue que z € A. Isto mostra que A C R"™ é fechado. ]

Corolario 1.1.2. Seja A C R™ um reticulado. Toda bola centrada em zero possui finitos
elementos de A, isto €, o conjunto B(0, R) N A € finito, para todo R > 0.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.1.1, existe r > 0 tal que B(x,r) N A = {x} para todo
x € A. As bolas B(x,r), com € B[0,R] N A, formam uma cobertura aberta de
B[0, Rl N A. Como B[0, RN A ¢é compacto (todo subconjunto limitado e fechado de R”

é compacto), existem 1, ...,z € B[0, R] N A tais que
k
B0,RINAC | B(=i,r),
i=1
donde segue que B[0, R|NA = {xy,...,x;}, uma vez que B(x;,r) N A = {x;} para todo

i=1,..., k. Isto mostra que B[0, R] N A é finito. Logo B(0, R) N A também é finito. [

Corolario 1.1.3. Todo reticulado A C R™, A £ {0}, possui um vetor ndo nulo de norma

minima.
Demonstracao. Segue imediatamente do Corolério 1.1.2. [

Teorema 1.1.2. Um subconjunto A # {0} de R™ é um reticulado se, e somente se,

existem by, ..., b, € R" linearmente independentes tais que A consiste de todas as com-
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binacoes lineares inteiras destes vetores, isto €,
A= {a1b1+--~+ambm; A1y ey Qp EZ}.

Demonstra¢ao. (=) Sejam A C R™ um reticulado ndo nulo e S = {vy,...,v,} um
subconjunto maximal linearmente independente de A. A prova sera feita por inducao
sobre m. Suponha inicialmente que m = 1 (isto é, S = {v1}) e seja r > 0 tal que
B(0,7) N A # {0}. O Coroldrio 1.1.2 garante que o conjunto B(0,r) N A ¢é finito. Logo
podemos escolher by € B(0,7)NA, by # 0, tal que a norma de by seja minima. Para cada
x de A, existe a; € R tal que & = a1by. Se «y é inteiro entdao a1by € A, pois by € A e
A é um subgrupo aditivo de R". Agora, se a; nao é inteiro temos que a;b; ¢ A, pois se

existisse um numero real nao inteiro a; tal que a1b; € A teriamos

Oélbl — LOQJ b1 = (Oél — LalJ)bl c A

[(r = [a1])bal = (@1 — [aa ])[|ba]] < |||

(o simbolo |a;] denota o maior inteiro menor ou igual a «;). Porém, isto contradiz a
minimalidade de ||b;]|. Logo
A= {Oélbl; o1 € Z}

Agora, suponha que m > 1 e que o resultado vale para todo reticulado que contém um

subconjunto maximal linearmente independente com m — 1 vetores. Sejam V' o subespaco

de R™ gerado pelos vetores vy,...,v,,_1 ¢ Ag = ANV. Claramente Ay é um reticulado.
Logo, por hipétese de indugao, existem by, ..., b,,_1 € R" linearmente independentes tais
que

Ay = {Oélbl + ot apaibpo1; g, € Z}-

Seja X o conjunto formado por todos os elementos @ de A da forma
T =aby + -+ A 1bp 1+ ap Uy,

coma; ER, 0<a, <leO0<aq;<lparai=1,...,m — 1. Do Corolario 1.1.2, temos
que X ¢ finito, j& que é limitado. Por outro lado, X # ) pois v,, € X. Assim, podemos
escolher b,, = a1by + - -+ a,_1b,, 1 + AU, € X tal que o coeficiente @, seja nao nulo
e minimo. Obviamente {by,...,b,_1,b,,} é linearmente independente. Dado v € A, pela
maximalidade de m, o conjunto {v, by, ..., b,,} é linearmente dependente, isto é, existem

nameros reais 3;, 1 <1 < m, tais que

m m—1
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uma vez que b,, = a1by + -+ + &p_1bp_1 + &pv,,. Tomando v, = [Bn] € v = [Fi +
(B — [Bm]) ], 1 < i < 'm, temos o vetor w = v — 37" 7;ib; — Vb, pertence a A e pode

. . —1 ~ ~ . ,
ser reescrito da seguinte forma w = v — > 7" (Y + Vm@i)bi — VG Up, isto 6,

m—1 m—1

w = Z(ﬁz + Bm@i)bi + BV, — Z(% + [ Bm] @i)bi — | B | GV

i=1 i=1

Donde segue que w = Y77 13b; + finy Oy, onde i = B + (B — B ))is — B + (B —
| Bm )] e i = (B — | Bm])@m. Observe que 0 < p; < 1e0 < pyy < & < 1. Isto
mostra que w pertence a X. Como o coeficiente de v,, em w é menor do que &, e nao é
negativo, temos que ele é zero (pela escolha de b,, ), isto é, 3, € Z. Logo w € ANV = Ay
e consequentemente v € A, jd que by, ..., b, € A, Y1, .., Ym, Bm € Z, A é um reticulado

€
m—1

v=wt Y %ibi + Ymbm

i=1
Isto mostra que
A= {a1b1+---+ambm; A1y, Oy € Z}.

(<) Sejam by, ..., b, € R" linearmente independentes tais que
A= {a1b1+---+ambm; A1y, Qy € Z}.

Considere a matriz B cujas linhas sao os vetores by, ..., b,. Podemos reescrever A da
seguinte forma

A={xB; x € Z™}.

Observe que A é um subgrupo aditivo de R™. De fato, A CR", 0 € A e dados v,w € A,
existem x,y € Z™ tais que v = B e w = yB. Donde segue que v — w = B — yB =
(x—y)B € A, jd que (x—y) € Z™. Agora, vamos mostrar que A é um conjunto discreto.

Com efeito, todo vetor v € A pode ser escrito de forma inica como
U:)\lb1++)\mbm

com \; € Z. Como {by,...,b,} CR"élinecarmente independente, existem by, 1, ...,b, €
R™ tais que {by, ..., by, b1, ..., b,} é uma base de R". Considere a transformacao linear
T : R" — R" dada por T(a1by + -+ + ayby,) = (an,..., ). Temos que T'(B(0,r)) é
limitado, digamos

IT(v)|| < k,Yv € B(0,r).

Logo T'(v) € B(0,k)NZ" para todo v € B(0,7)NA. Mas B(0, k) NZ™ é finito (Corolario
1.1.2) e T é bijetora, logo B(0,7) N A ¢ finito. Seja r > 0 tal que AN B(0,r) # {0}. O

conjunto {||z||; * € AN B(0,r) e x # 0} C R é nao vazio e finito, logo possui menor
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elemento. Seja &y € A, xy # 0, tal que
|zo|| = min{||x||; £ € AN B(0,r) e x # 0}.

Para 0 < € < ||@g]|| tem-se B(x,€) N A = {x} para todo & € A. Caso contrario, existiria
yeAtalquex #£ye
| — yl| < e< [l

contrariando a minimalidade de ||xof|, j& que 0 # x* —y € A. Isto mostra que A é
discreto. [

Observacao 1.1.3. Se by,...,b,, € R" sao linearmente dependentes, entao o conjunto
formado por todas as combinagoes lineares inteiras destes vetores nem sempre € um reti-
culado. Por exemplo, pode-se mostrar que {a + W2 a,be Z} C R nao é discreto (logo

nao é um reticulado) e {1,v/2} C R € linearmente dependente.

Defini¢ao 1.1.3. Um conjunto {by,...,b,,} C R" linearmente independente é dito uma
base de um reticulado A C R™ quando A = {albl + -t anbn; ag,...,a, € Z}.

Observacao 1.1.4. Todo reticulado possui uma base (Teorema 1.1.2). Um reticulado

pode ser gerado por mais de uma base, conforme podemos conferir no proximo exemplo.

Exemplo 1.1.3. Na Figura 1.1 estdo ilustrados um reticulado A C R? e duas bases do
mesmo, a saber a = {(2,0),(=1,1)} e f={(3,1),(1,1)}.

° ' ° °
'

*— 0o — —e
. . . °

° ' ° °

] ] ] ®
® { ] l o { ]
Figura 1.1: Reticulado A

Teorema 1.1.3. Duas bases de um mesmo reticulado possuem a mesma quantidade de

vetores.

Demonstragao. Seja A C R™ um reticulado. Suponha que {by,...,b,} e {ci,...,cx}
sao bases de A. Para provar que m = k, basta mostrar que o espago vetorial real ge-

rado por {by,...,b,} é igual ao espago vetorial real gerado por {eci,..., ¢y}, isto é,
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span{by,...,b,} = span{cy,...,c;}. Com efeito, seja @ € span{by,...,b,}. Assim,

existem numeros reais aq, ..., a,, tais que

x = Zaib,-. (1.1)

Como cada b; pertence ao reticulado A e {cy, ..., ¢} é uma base de A, segue que existem

Aij € Z tais que
k
bl’ = Z >\7chj- (12)
j=1

De (1.1) e (1.2), obtemos

T = Z Oél')\ijCj.
i=1 j=1
Portanto « € span{cy, ..., c;}. Isto mostra que span{by, ..., b, } C span{cy,...,c;}. De
forma andloga podemos obter a outra inclusao span{ec,...,cy} C span{by,...,b,}. O

Definicao 1.1.4. O numero de vetores de uma base qualquer de um reticulado A € cha-
mado de posto ou dimensao de A. Dizemos que um reticulado A C R™ possui posto

completo quando o posto de A € n.

Defini¢ao 1.1.5. Sejam A C R"™ um reticulado e {by,...,b,} uma base de A tal que

b; = (bir, ..., bin), parai=1,...,m. Dizemos que a matriz
bii biz ... b,
b1 bma .. bmn

¢ uma matriz geradora de A. A matriz G = BB' é chamada de matriz de Gram de

A associada a base {by, ..., b,}.

Um reticulado A € R™ com matriz geradora B € R"™*™ pode ser representado

matricialmente da seguinte forma

A=A(B)={uB; ueZm}.
Definicao 1.1.6. Uma matriz quadrada U com entradas inteiras é chamada de matriz
unimodular se det(U) = +£1.

Lema 1.1.1. A inversa de uma matriz unimodular também é uma matriz unimodular.

Demonstracao. Seja A € Z™" tal que det(A) = £1. O Teorema 3.5.5 de [4], garante que
A possui inversa e A~! = [1/det(A)](Adj(A)), onde Adj(A) denota a matriz adjunta de



1.2. O reticulado dual 18

A. Por outro lado, temos que Adj(A) € Z™", uma vez que A € Z"*". Logo todas as
entradas da matriz A~! também sao inteiras, ja que det(A) = +1. Para concluir a prova,
basta mostrar que det(A™!) = 41. Com efeito, temos que AA™! = I,, e consequentemente
det(A) det(A™1) = 1. Mas det(A) = +1, logo det(A™!) = +1. O

Observagao 1.1.5. O conjunto de todas as matrizes unimodulares de ordem n munido

com a multiplica¢do usual de matrizes € um grupo. Este grupo é denotado por Gl,(Z).

Teorema 1.1.4. By e By sao matrizes geradoras de um reticulado A se, e somente se,

ezxiste uma matriz unimodular U tal que By = UB;.

Demonstra¢ao. (=) Sejam B; e By matrizes geradoras de um reticulado A e sejam
bi,..., b, as linhas da matriz B,. Para cada i € {1,...,m}, existe u; € Z™ tal que
b; = u;B;. Assim, existe uma matriz U € Z"™*™ tal que B, = UB;. Analogamente, po-
demos mostrar que existe uma matriz V € Z"™*™ tal que By = V By. Logo By = VUDB;.
Multiplicando ambos os lados desta igualdade a direita por Bi(B;B!)~' (BB! possui
inversa pelo Lema 1.2.1), obtemos VU = I,,, e consequentemente det U detV = 1. Por
outro lado, os nimeros det U e det V' sao inteiros, pois U,V € Z™*™. Logo det U = +£1.
Portanto existe uma matriz quadrada U com entradas inteiras e det(U) = £1 tal que
By = UBy. (<) Seja U uma matriz unimodular tal que By = UB;. Como U € Z™*™, se-
gue que A(By) C A(By). Por outro lado, da igualdade By = U B; segue que By = U !B,
o que implica A(B;) C A(Bs), uma vez que U~! também é uma matriz unimodular (Lema

1.1.1). Portanto B; e By geram o mesmo reticulado. O

Teorema 1.1.5. O determinante de uma matriz de Gram de um reticulado é invariante

por mudanca de base.

Demonstracdao. Sejam By e B, matrizes geradoras de A. Pelo Teorema 1.1.4, existe uma
matriz unimodular U tal que By = UB;. Logo Gy = ByBY = UBBiU' = UG,U".
Portanto

det(G1) = det(U) det(Go) det(U*) = det(Gs),
uma vez que det(U) = det(U") = £1. O

Definicao 1.1.7. Sejam A C R™ um reticulado e G uma matriz de Gram de A. O

determinante ou discriminante de A ¢ definido como det(A) = det(G).

1.2 O reticulado dual

Definicao 1.2.1. Seja A = A(B) um reticulado em R™. O reticulado dual de A é
definido como
A* = {w € span(B); (v, w) € Z,Vv € A},
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onde span(B) € o espago vetorial real gerado pelas linhas de B e (,) € o produto interno

usual em R™.

O conjunto A* é de fato um reticulado (ver Teorema 1.2.1 a seguir). Do ponto de
vista geométrico, o reticulado dual pode ser visto como a intersecao entre determinadas
familias de hiperplanos. De fato, seja {by, ..., b, } uma base de um reticulado A. Temos
que

A* = {w € span(B); (b;,w) € Zparai=1,...,m}.

Dessa forma, podemos escrever A* = (", H;, em que

H; = | J {w € span(B); (b;, w) =k},

isto é, H; é a unido de todos os hiperplanos no span(B) que sao perpendiculares ao vetor
b; e cuja distancia euclidiana até a origem é k/||b;||2, para algum k € N. Para cada k € N,
k # 0, existem dois hiperplanos no span(B) que sdo perpendiculares ao vetor b; e cuja

distancia euclidiana até a origem é k/||b;||2, a saber
{w € span(B); (b;,w) = —k} e {w € span(B); (b;,w) = k}.

Exemplo 1.2.1. Seja A C R? o reticulado gerado pela matriz B, cujas linhas sao by =
(2,1) e by = (1,2). Temos que span(B) = R?. Para cada i € {1,2}, seja H; a unido de
todos os hiperplanos (que neste caso sao retas) no R? que sao perpendiculares ao vetor b
e cuja distancia euclidiana até a origem € k/||b;||2, para algum k € N. Os conjuntos Hy

e Hy estao representados nas Figuras 1.2(a) e 1.2(b), respectivamente. Na Figura 1.3(a)

\ \ -
DS

(a) H1 (b) H2

/

\

/

Figura 1.2: Familias de hiperplanos associadas aos vetores b; = (2,1) e by = (1,2)

podemos observar as sobreposicoes entre as familias de retas Hy e Hy. O reticulado dual

de A pode ser visto como a intersecao entre os conjuntos Hy e Hy e este estd representado
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na Figura 1.3(b).

\

° L]
° (]
-
1
(] °
° °

0
0

\\ L4 ° ! o L]
(a) H, e Hy (b) A*= H{ N Hy

° (]
N S S —
-1
(] °
° °

Figura 1.3: Reticulado dual

Lema 1.2.1. Seja B uma matriz m X n de posto m. Temos que
(i) BB' possui inversa.
(i1) span(B) = span((BB')™'B).

Demonstragao. (i) As linhas a matriz B sao linearmente independentes, uma vez que B

é uma matriz m X n de posto m. Assim,
z(BB")=0 = z(BB")z'=0 = |zB|5=0 = zB=0 = x=0.

Isto mostra que linhas da matriz BB! também sao linearmente independentes. Por outro
lado, temos que BB! é uma matriz quadrada. Logo BB' possui inversa.

(ii) Seja y € span(B), isto é, y = xB para algum € R™. Pelo item (i), a matriz
BB! possui inversa, logo podemos escrever y = z(BB')"!B, em que z = x(BB!) € R™.
Isto mostra que y € span((BB')"'B) e consequentemente span(B) C span((BB')"'B).
Por outro lado, a inclusdo span((BB')™*B) C span(B) ¢ trivial. Portanto span(B) =
span((BB")"'B). O

Teorema 1.2.1. Se B € R™ " ¢ uma matriz geradora de A, entao a matriz (BB')™'B

(isto €, a pseudoinversa de B') é uma matriz geradora de A*.

Demonstracao. Seja B € R™*™ uma matriz geradora de A. Para cada v € A, isto é,

v =uB com u € Z™ temos que

(v,w(BB")"'B) = w(BB")"'Bv' = w(BB")"'B(uB)" = wu' € Z,Vw € Z".
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Logo {w(BB")™'B; w € Z™} C A*. Agora, vamos mostrar a inclusao A* C {w(BB!)"!B:;
w € Z™}. Com efeito, seja w € A*(B). Temos que w € span(B) e (v,w) € Z
para todo v € A. Como span(B) = span((BB')"'B), existe u = (u,...,u,) € R”
tal que w = uw(BB!")"!B. Para concluir, basta mostrar que w € Z". Com efeito, te-
mos que (v,u(BB")"'B) € Z para todo v € A. Em particular, u; = u(BB')"'Bb! =
(b;,u(BB")™'B) € Z, em que b; ¢ a i-ésima linha de B. O

Corolario 1.2.1. Para qualquer reticulado A, tem-se (A*)* = A.
Demonstragdo. Seja B € R™*™ uma matriz geradora de A. Pelo Teorema 1.2.1, (BB!)"'B
¢ uma matriz geradora de A* e

[(BBY'B((BB")"'B)] '(BB")"'B=B

¢ uma matriz geradora de (A*)*. Portanto (A*)* = A. O

Corolario 1.2.2. Seja A C R" um reticulado. Para cada 0 # k € R, temos que o dual
de kA € (1/k)A*.

Demonstrac¢ao. Sejam A C R™ um reticulado e 0 # k& € R. Se B é uma matriz geradora
de A, kB é uma matriz geradora de kA. O Teorema 1.2.1 garante que (BB!)™'B e

(kB(kB)")"'kB = (1/k)(BB")"'B

sdo matrizes geradoras de A* e (kA)*, respectivamente. Portanto (kA)* = (1/k)A*. O
Corolario 1.2.3. Para qualquer reticulado A, tem-se det(A*) = 1/ det(A).

Demonstracao. Seja B € R™*™ uma matriz geradora de A. O Teorema 1.2.1 afirma que

(BB')"!B é uma matriz geradora de A* e portanto

det(A*) = det [(BB") ' B((BB")'B)'] = det (BB*)™! =1/ det(BB") = 1/ det(A).

1.3 Regiao fundamental

Defini¢ao 1.3.1. Uma regidgo fundamental F' de um reticulado A = A(B) C R" de
posto m € um subconjunto de span(B) que ladrilha span(B) por transla¢oes v + F com
v €A, isto €,

span(B) = U (v+F)

vEA
e dois ladrilhos v1 + F e vo + F, com v1,v5 € A e v1 # vy, ou nao se interceptam ou se

interceptam apenas nos bordos.
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Exemplo 1.3.1. Considere o reticulado A com base 8 = {(2,1),(—1,1)}. Na Figura 1.4
estao ilustradas duas regioes fundamentais de A, a saber Fy = {a1(2,1) + aa(—1,1); 0 <
ap,as <1} e Fy = {a1(3,0) + as(—1,1); 0 <y, a9 < 1}.

o o o o
o o 9 o

(a) Ladrilhamento por Fy (b) Ladrilhamento por Fy

Figura 1.4: Ladrilhamentos do reticulado A

Teorema 1.3.1. [3] Seja A = A(B) C R" um reticulado de posto m. Se Fy e F;
sao regioes fundamentais de A, entdo Fy e Fy possuem o mesmo volume euclidiano (m-

dimensional).

Definigao 1.3.2. O volume de um reticulado A C R"™ de posto m, denotado por vol(A), é
definido como o volume euclidiano m-dimensional de uma regico fundamental (qualquer)
de A.

Exemplo 1.3.2. O volume do reticulado A apresentado no Exemplo 1.3.1 é vol(A) = 3/2.

Definigao 1.3.3. Sejam A = A(B) C R" um reticulado de postom e 5 = {by,bs,...,b,}

uma base de A. O conjunto
Py = {Zaibi; 0<a;<1,Vie {1,...,m}}
i=1
¢ denominado paralelotopo fundamental de A associado a base 3.

Exemplo 1.3.3. Considere novamente o reticulado A apresentado no Exemplo 1.3.1. Os
conjuntos Fy e Fy (Figura 1.4) sdo paralelotopos fundamentais de A associados, respecti-
vamente, as bases {(2,1),(—1,1)} € {(3,0),(—1,1)} de A.

Teorema 1.3.2. Qualquer paralelotopo fundamental de um reticulado A € uma regiao
fundamental de A.
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Demonstracao. Seja f = {by, by, ..., b, } uma base de A e considere o paraletotopo fun-

damental associado a esta base, isto é,
m
Py = {Zaibi; 0<w<1lVie {1,...,m}}.
i=1

Seja B a matriz geradora de A associada a base 5. Devemos mostrar que

(i) span(B) = Uyea ('v + Pﬁ)-

(ii) Se v1,v2 € A e v1 # vy, entao os ladrilhos vy + Pg e vy + P ou sdo disjuntos ou se

interceptam apenas nos bordos.

(i) A inclusao |
clusdo, isto ¢, span(B) € J,cx (v + PB)- Com efeito, para cada w € span(B) existem

ven (V+ P3) C span(B) é trivial. Assim, resta mostrar a outra in-

ai, ...,y € R tais que w = )", a;b;. Logo

=1 =1 =1 vEA
uma vez que
D lealbie A e Y (o — [ai])b; € Pa.
=1 =1

Isto mostra que span(B) = [J,cn (v + Ps).

(ii) Observe que o interior do conjunto v + P3 é dado por

int(v+P5) = {U+Zaibi; O<aq<1l,Vie {1,...,m}}.

=1

Sejam vy, vs € A tais que int('v1 + Pﬁ) N int('vg + Pﬁ) # (). Seja

T € iIlt(’Ul + Pg) N il’lt(’vg + Pﬁ)

Existem s1,...,8m,k1,....km €Z e ay,...,0m,01,...,0n € R tais que 0 < o, §; < 1,
m m m m m m
v = Z Sibi7’l)2 = Z k‘lbl e xr = Zslbl —+ ZO@I)Z = Z kzbz + Zﬂzbz
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Como by, bs, ..., b, sao linearmente independentes, segue que s; + «; = k; + ;, isto é,

s; —k; = B; — ;. Logo s; = k; e a; = B, uma vez que s; — k; € Ze —1 < 5; —a; < 1.

Portanto v; = vs. ]

Definigao 1.3.4. Um conjunto limitado X C R™ ¢ dito J-mensurdvel (mensurdvel

sequndo Jordan) se, tomando-se um bloco B = [ay,b1] X -+ X [am, bpn] € R™ que contenha
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X, a fungao caracteristica Xx : B — R, que € dada por Xx(x) = 1,V € X e Xx(x) =

0,V € B\ X, € integravel. Neste caso, o volume euclidiano m-dimensional de X ¢é

definido como
volm(X):/XX(x)dx.
B

Teorema 1.3.3. [29] Um conjunto limitado X C R™ ¢é J-mensurdvel se, e somente se,

sua fronteira Fr(X) tem medida nula.

Observacao 1.3.1. Qualquer paralelotopo fundamental de um reticulado é um conjunto

J-mensuravel e seu volume é dado pelo Teorema 1.3.5 a sequir.

Teorema 1.3.4. [29] Sejam T : R™ — R™ uma transformagao linear e A € R™™ tal
que T'(x) = ¢ A, para todo x € R™. Se Q CR™ é um conjunto J-mensurdvel, entao T (£2)

também é J-mensurdvel e
00l (T'(2)) = | det A| - vol,, (£2).

Teorema 1.3.5. O volume euclidiano m-dimensional de um paralelotopo fundamental de

um reticulado A de posto m € dado por v/det A.

Demonstragao. Sejam A C R™ um reticulado, {by,...,b,,} uma base de A e B a matriz
geradora de A associada a esta base. Aplicando o processo de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt (ver Secao 8.4 de [4]) aos vetores by, ..., b, e normalizando os vetores gerados

por este processo, obtemos vetores ortonormais aq, ..., a,, tais que
span{b,..., b, } =span{ai,...,a,}.
Agora, sejam @11, - . ., a, € R" tais que {ay,...,an, @ni1,...,a,} é uma base ortonor-

(%)

em que A; é a matriz m X n, cujas linhas sao os vetores aq,...,a,, ¢ Ay é a matriz

mal de R"™ e considere a matriz

(n — m) x n, cujas linhas sdo os vetores @,;1,...,a,. Note que AA" = A'A = I,,
A1 AL = 1,, e BAL = 0. Defina T : span(B) — R™ pondo T'(x) = xA}. A aplicacao T
preserva a distancia euclidiana, isto é, ||T(x)||2 = ||x||2, V& € span(B). De fato, para
cada & € span(B), existe y € R™ tal que ¢ = yA; (j& que span(B) = span(A;)) e

consequentemente

IT(@); = (T(x), T(x)) = (zA}, zA]) = (zA})(zA))" = zA Az’
= (yA)A Az’ = y(Ad) A’ = (yA)z' = za' = |z

Logo a aplicacao T" preserva o volume euclidiano (Teorema 10.53 de [1]). O Teorema 1.3.4

juntamente com a Observacao 1.3.1 garantem que se Pz = [0,1)"B = {zB; = € [0,1)™}
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(isto é, Ps é o paralelotopo fundamental de A associado a base by, ..., b,,), entao

voly,(Pg) = vol,(T(Ps)) = vol,([0,1)"BA})
= |det (BAY)| - Volm([O, 1)m) = | det (BAY)|.

Por outro lado, temos que A"A = A} A; + AL Ay, isto é, AYA; = A'A — AL A, e consequen-
temente

BAYA,B' = B(A'A — AYA,)B! = BA'AB' — BALA,B' = BB,

jd que A'A =1, e BA, = 0. Logo
det(BAL)? = det(BAY) det(BAY)" = det(BA. A, B") = det(BB") = det A.

Portanto vol,,(Pz) = vdet A. O
Corolario 1.3.1. O volume de um reticulado A ¢ dado por v/ det A.
Demonstracao. Basta aplicar os Teoremas 1.3.2 e 1.3.5. O

Exemplo 1.3.4. Considere o reticulado A gerado pela matriz

s (-1 1 o)
0 -1 0
-1 0
G=pp' = " " o=
N L0 -10 0 S\ -1 2

¢ uma matriz de Gram de A. Logo o volume de A ¢ vol(A) = v/det A = v/det G = /3.

Temos que

1.4 Regiao de Voronoi

Nesta se¢ao, introduzimos o conceito de regiao de Voronoi. Recordamos algumas de
suas propriedades ja conhecidas quando a métrica considerada é a euclidiana. Discutimos
também o fato de que algumas destas propriedades nao sao validas para as métricas da

soma e do maximo.

Defini¢ao 1.4.1. Dado um elemento v de um reticulado A = A(B) C R", a regido de

Voronoi de v (em relagio a métrica d) € definida como

Rq(v) = {x € span(B); d(x,v) < d(x,u),Vu € A},
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isto €,
Ra(v) ={x € span(B); ||l —v| < || — ul|,Vu € A}.

Observagao 1.4.1. Ry(v) € o conjunto de todos os pontos de span(B) que estao mais
prozimos de v do que de qualquer outro ponto de A (considerando a métrica d). Neste
trabalho abordamos apenas métricas induzidas por uma mnorma, conforme mencionado

anteriormente.

No que segue, as regioes de Voronoi de v considerando a métrica da soma, a métrica
euclidiana e a métrica do maximo sdo, respectivamente, denotadas por R(v), Ra(v) e

Roo(v).

Exemplo 1.4.1. Seja A C R? o reticulado determinado pela base {(3,0),(—1,1)}. Na
Figura 1.5(a) ilustramos a regigo de Voronoi Ry(0). Observe que R2(0) é uma regido

fundamental de A, isto é, Ro(0) ladrilha R? por transla¢oes v +Ro(0) com v € A (Figura

1.5(b)).

(a) R2(0) (b) R2(0) é uma regiao fundamental de A

Figura 1.5: Regiao de Voronoi na métrica euclidiana

Observacao 1.4.2. Seja A = A(B) C R um reticulado. A regidgo de Voronoi R(0)
¢ uma regidio fundamental de N (Teorema 1.4.2). Porém, nas métricas da soma e do

mazrimo a regiao de Voronoi de um reticulado nem sempre é uma regidgo fundamental de
A (Ezemplo 1.4.2).

Teorema 1.4.1. Seja A = A(B) C R"™ um reticulado. Para cada v € A, temos que

Ra(v) = v+ Ra(0).
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Demonstra¢ao. Como a métrica d é induzida por uma norma, segue que d(w+u, w+v) =

d(u,v) quaisquer que sejam u, v, w € R". Assim, para cada v € A tem-se

x € R4(0) <= « €span(B) e d(x,0) < d(x,u) para todo u € A.
< (v+x) €span(B) e d(v+ x,v) < d(v + &, w) para todo w € A.
— (v+x) e Ryv).

Isto mostra que R4(v) = v + R4(0). O

Defini¢ao 1.4.2. Dado um reticulado A C R™, a regido Rq(0) é chamada regido de
Voronoi de A. A regiao de Voronoi de A também é denotada por Ra(A).

Teorema 1.4.2. Seja A = A(B) C R" um reticulado. Temos que Ra(A) é uma regido
fundamental de A.

Demonstragdo. Observe que span(B) = (J,c, R2(v). Do Teorema 1.4.1, obtemos

span(B) = U (v + R2(0)).
veEA
Agora, sejam v € A e X ={u € A; u # v e |Ju — vl|| é minimo}. Dos Coroldrios 1.1.2 e

1.1.3, segue que X é nao vazio e finito, digamos X = {uy, ..., u;}. Pode-se mostrar que
Ry(v) = {x € span(B); d(z,v) < d(z,u;),Vi € {1,...,k}},
o interior do conjunto Rs(v) é dado por
Int(R2(v)) = {x € span(B); d(z,v) < d(x,w;),Vi € {1,...,k}}

e sua fronteira (isto é, o bordo) é dado por

Fe(Ra(w)) = {mEspan(B)‘ d(z,v) = d(z,u;), para algum i € {1,... k} }

e d(x,v) < d(x,u;), paratodoi e {1,...,k}

Para qualquer u € A, temos que Ro(u) N Ra(v) # B se, e somente se, u = wu; para
algum i € {1,...,k}. Renomeando os vetores, se necessirio, podemos supor sem perda
de generalidade que w = u;. Assim, * € Ro(u) N Re(v) implica que x € span(B),
d(z,v) = d(x,u) e d(z,v) < d(z,u;), para todo j € {2,...,k}. Logo & € Fr(R(v)).
Isto mostra que Ra(u) N Ro(v) C Fr(Ry(v)). Analogamente, podemos mostrar que
Ro(u) N Ry(v) € Fr(Ra(u)). Portanto ladrilhos distintos Ro(u) e Ro(v) ou nao se

interceptam ou se interceptam apenas nos bordos. 0

Observacao 1.4.3. Dado um reticulado A, o volume da regido de Voronoi Ro(A) € dado

por (det A2, pois é uma regido fundamental de A.
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Observacgao 1.4.4. Sejam u,v € R? tais que u # v. O conjunto dos pontos equidistantes
de w e v na métrica euclidiana é uma reta (a mediatriz do segmento [u,v]). Por outro
lado, observamos que o conjunto dos pontos equidistantes de w e v na métrica da soma
(e também na méltrica do mdximo) nem sempre € uma “curva”, as vezes é uma “regiao”.
Nas Figuras 1.6 e 1.7 ilustramos o conjunto dos pontos que sao equidistantes aos pontos

u e v na métrica da soma e na métrica do mazrimo, respectivamente.

.'u,
.’U
LU

.'U
(a) u=(3,0)ev=(7,2) b)u=(-1,7)ev=(31)

oY o

.'u, "U

(c)u=(1,1)ev=3,3) (d) u=(-1,2) e v =(1,0)

Figura 1.6: Lugar geométrico dos pontos equidistantes de uw e v na métrica da soma

O conjunto dos pontos equidistantes de uw e v na métrica da soma (resp. na métrica do
mdximo) nao € uma “curva” quando u—v = (£t,t) (resp. u—v = (0,t) ouu—v = (¢,0))

para algum t € R.
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P,
/ Py’
u
(a) u=(0,0) e v=(-1,4) (b)) u=(-1,-1)ewv=(3,0)
I
u Y
u
(¢) u=(0,0) e v=(0,4) (d) w=(0,0) e v=(4,0)

Figura 1.7: Lugar geométrico dos pontos equidistantes de w e v na métrica do maximo

Exemplo 1.4.2. Sejam A, Ag C R? os reticulados gerados pelas bases a = {(3,0), (—1,1)}
e 0 =A{(3,0),(0,2)}, respectivamente. Nas Figuras 1.8(a)e 1.8(b) estao representadas as
regides de Voronoi Ri(Aa) e Rao(Ag), respectivamente. Observe que (det Ay)Y? = 3,
(det Ag)'/? = 6, a drea euclidiana de Ri(A,) € 13/4 e a de Roo(Ag) € 13/2. Pelo Co-
roldrio 1.3.1, temos que R1(Aa) € Reo(Ag) ndo sio regioes fundamentais de A, e Ag,
respectivamente. Em cada caso, ladrilhos que nao sao disjuntos e nao se interceptam

apenas nos bordos estao ilustrados na Figura 1.9.
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Figura 1.8: Regiao de Voronoi

] [ ] ° [ ] L ] ®
L ] ° L ] -~ L
(] L ] ° ® L L 4
L L2 L ] T T
L] ® L —
® L ] L L L ] L ]
L ° L]
L] ® ® L ® L
(a) Reticulado A, (b) Reticulado Ag

Figura 1.9: R1(As) € Roo(Ag) ndo sao regioes fundamentais de A, e Ag, respectivamente

1.5 Empacotamento esférico

Definigao 1.5.1. Um empacotamento esférico no R" é uma cole¢ao de esferas/bolas
no R™, todas de mesmo raio, de modo que quaisquer duas esferas/bolas ou ndo se inter-
ceptam ou se interceptam apenas no bordo. Um empacotamento reticulado no R"
¢ empacotamento esférico tal que o conjunto dos centros das esferas/bolas formam um

reticulado.

Observagao 1.5.1. Dado um reticulado A C R™, sempre existe um empacotamento



1.5. Empacotamento esférico 31

esférico cujos centros das esferas/bolas sao os elementos de A (Teorema 1.1.1).

Definicao 1.5.2. O raio de empacotamento p de um reticulado A ndao nulo é o maior

nimero real v tal que A + B[0,7] é um empacotamento reticulado.

Teorema 1.5.1. Seja A C R™ um reticulado nao nulo. O raio de empacotamento de A é

dado por p = ||xo||/2, em que ||xo|| = min{||x|; = € A e x # 0}.

Demonstragdo. Seja xy € A tal que ||zo|| = min{||z||; € A e z # 0} (a existéncia ¢
garantida pelo Corolario 1.1.3). Note que A + B0, ||xo||/2] é um empacotamento de A.

Com efeito, suponha que u,v € A e
(u+ B[O, |lzol|/2]) N (v + B[O, [|2ol/2]) # 0.

Sejam x,y € B0, ||xol||/2] tais que u + & = v + y, isto é, v — u = x — y. Donde segue

que
ol [0l
lv —ul = llz -yl < llzll + llyl < == + == = llzoll.
Porém, @y e v — u pertencem ao reticulado A e ||zo|| = min{||z||; £ € A e © # 0}. Logo
|lv —ul| = || — y|| = ||xo]|. Da igualdade ||z — y|| = ||xol|, obtemos
e Mol
lell = llyll = ==

uma vez que ||| < ||@ol|/2 e ||y < ||zol|/2. Isto mostra que as bolas w + B[O, ||z||/2] e
v + B[O, ||zo||/2] se interceptam apenas no bordo. Para concluir a prova, basta observar
que quando r > ||xg||/2 a colecao de bolas A + B[O, r] ndo é um empacotamento esférico,
pois x¢/2 € B(0,7) N B(xo, ). O

Definicao 1.5.3. Seja A C R"™ um reticulado de posto m. Definimos a densidade de

empacotamento esférico de A em relagao a uma métrica d como

volume euclidiano m-dimensional de uma esfera de raio p

Ag(A) =

volume euclidiano m-dimensional de uma regido fundamental de A’

ou seja,

_ 00hu(Ba[0, p]) _ voly(Ba[0, 1])p"
Balt) = vol(A) det (A)

s

Observagao 1.5.2. A densidade de empacotamento de um reticulado A = A(B) C R" é
a propor¢ao do espago gerado pelas linhas de B que € coberta pela unido das esferas/bolas

centradas nos pontos de A e de raio p.

Definigao 1.5.4. A densidade de centro de um reticulado A de posto m em relagao

a métrica d é o nimero dq(A) = p"/vol(A).
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Observacao 1.5.3. Utilizamos p1, A1(A), §1(A) para denotar o raio de empacotamento,
a densidade de empacotamento e a densidade de centro de A em relacao a métrica da
soma. Analogamente, usamos ps, Ao(A), 62(A) para representar o raio de empacota-
mento, a densidade de empacotamento e a densidade de centro de A em relacao a métrica

euclidiana.

Exemplo 1.5.1. Considere o reticulado A C R? gerado pela base {(2,1),(—1,1)}. Nas
Figuras 1.10(a) e 1.10(b) estio representados empacotamentos esféricos deste reticulado,
respectivamente, em relacao a métrica da soma e em relagao a métrica euclidiana. Ob-
serve que vol(A) = 3, p1 = 1, py = V/2/2, voly(B1[0, p1]) = 2, voly(B3]0, py]) = 7/2. Logo
A1(A) =2/3, Ay(A) =7/6, 01(A) =1/3 e d2(A) = 1/6.

(a) Métrica da soma (b) Métrica euclidiana

Figura 1.10: Empacotamento esférico do reticulado A gerado pela base {(2,1),(—1,1)}

Observacao 1.5.4. Fizados uma métrica e um inteiro positivo n, um problema cldssico
¢ a busca pelo reticulado n-dimensional com a maior densidade possivel. Sao poucas as
dimensoes em que tais reticulados sao conhecidos. Por exemplo, na métrica euclidiana
sao conhecidos os reticulados mais densos nas dimensoes de 1 até 8 [9] e na dimensdo
24 [8] (ver Segao 1.7). Enquanto que na métrica da soma, sao conhecidos apenas 0s

reticulados mais densos nas dimensoes 1,2 e 3 [12].

1.6 Numero de vizinhos

Um problema classico relacionado com empacotamentos reticulados é o problema

do nimero de vizinhos (kissing number).
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Definigao 1.6.1. Seja A C R™ um reticulado. Para cada x € A, o nimero de vetores
y € A tais que x #y e d(x,y) = ||z — y|| seja minima, que denotamos por T4(x), € dito

o0 numero de vizinhos de x.

Teorema 1.6.1. Seja A C R™ um reticulado. Dados x,y € A, o nimero de vizinhos de

x ¢ igual ao numero de vizinhos de y.

Demonstracao. Se A = {0}, o resultado ¢ trivial. Suponha que A # {0} e sejam V, =
{ze s x#zedz,z) = ||z —2| émhimal eV, = {z € \; y # z e d(y,.z) =
|ly — z|| ¢ minima}. Para obter o resultado desejado, basta observar que a aplicagao

¢V, =V, dada por ¢(z) = 2+ (y — x) é bem definida e bijetora. O

Defini¢ao 1.6.2. Seja A C R™ um reticulado. O nimero 174(0) é chamado nidmero de

vizinhos (ou kissing number) de A.

Observagao 1.6.1. O nimero nimero de vizinhos de A também serd denotado por T4(\)
ou sitmplesmente 74. O numero de vizinhos em relagao as métricas da soma e euclidiana
serao denotados por T, e T, respectivamente. No proximo exemplo podemos observar que

o numero de vizinhos de um reticulado depende da norma utilizada.

Exemplo 1.6.1. Seja A C R? o reticulado gerado pela base {(3,0),(2,2)}. Nas Figuras
1.11(a) e 1.11(b) estao representados empacotamentos esféricos deste reticulado, respec-
tivamente, em relagao a métrica da soma e em relacao a métrica euclidiana. Observamos
que o reticulado A possui kissing number igual a 1 = 4 na métrica da soma e kissing

number igual a 7 = 2 na métrica euclidiana.

(a) Métrica da soma (b) Métrica euclidiana

Figura 1.11: Empacotamentos esféricos de A

Observacao 1.6.2. O kissing number na métrica euclidiana define o sequndo termo da
chamada série teta do reticulado [9,45].
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1.7 Reticulados importantes

Nesta se¢ao, todos os resultados informados (raio de empacotamento, norma minima,
densidade, etc) sao relativos a norma euclidiana. Dados referentes as outras métricas sao

escassos na literatura.
O reticulado 7Z"
O reticulado cubico Z™ é definido como
72" ={(x1,...,xn); x1,..., Ty € L}.

Qualquer matriz unimodular de ordem n gera Z". Em particular, a matriz identidade I,
¢ uma matriz geradora de Z". O reticulado Z" é autodual (isto é, (Z™)* = Z"), sua norma
minima é 1, seu kissing number é 2n, seu raio de empacotamento é 1/2 e sua densidade

de centro é 27 ™.

O reticulado A,
O reticulado A,, é definido como
An = {($O7I17-.-7xn) - Zn+1; $0+5L'1 —|—..._|_xn — 0}

Geometricamente A,, pode ser visto como a intersecao entre o reticulado ctibico Z"*! e o

hiperplano perpendicular ao vetor e = (1,...,1). Uma matriz geradora é dada por
—1 1 00 ... 0
0 -1 10 ... 0
0 0O -1 1 ... 0
0 1 10
00 .. 0 -1

Pode-se mostrar que A,, tem norma minima igual a v/2, seu kissing number é n(n + 1),

seu raio de empacotamento é 1/v/2 e sua densidade de centro é 27"/2(n + 1)~1/2,

O reticulado D,,

O reticulado D,, é conjunto formado por todos os vetores do R™ que possuem

coordenadas inteiras e cuja soma das mesmas é par, isto é,

D, ={(x1,...,z,) €Z"; 21+ -+ + x, é par}.
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Uma matriz geradora para D,, é dada por

-1 -1
-1

0O 1 -1 ... 0
0 1 -1 0
0 0 1 -1

Pode-se mostrar que D,, tem norma minima igual a v/2, seu kissing number é 2n(n — 1),

seu raio de empacotamento é 1/4/2 e sua densidade de centro 2~ ("+2/2(p 4 1).

O reticulado FEx

O reticulado Fg é formado por todos os pontos (z1, . .., rg) € R® tais que {xy,..., 25} C

Zou{xy,...,x5} CZ+1/2ex;+---+2x5=0 mod 2, isto §é,
Es = {(z1,...,78) € R® todo z; € Z outodo x; € Z+1/2, 21 +---+ 25 =0 mod 2}.

Este é o reticulado mais denso em dimensao 8. Uma matriz geradora de Eg é dada por

2 0 o 0 0 0 0
-1 1 o 0 0 0 O
0 -1 o 0 0 0 O
o 0 -1 1 0 0 0 O0
o o0 o0 -1 1 0 0 0
o o0 o0 o0 -1 1 0 O
o o0 o o0 o0 -1 1 0

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

Pode-se mostrar que Fg é autodual (isto é, (Fg)* = Eg), sua norma minima igual a v/2,
seu kissing number é 240, seu raio de empacotamento é 1/4/2 e sua densidade de centro

é1/16.

O reticulado FE;

O reticulado E; é constituido pelos pontos de Eg que sao perpendiculares ao vetor
e=(1,...,1), isto é,

E?:{(l’la...,ﬂfg)EES; x1++$8:0}
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Uma matriz geradora de E; é dada por

-1 1 0 0 0 0 0
0 -1 1 0 0 0 0
0 —1 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0 0
o 0 0 0 -1 1 0 0
0 0 0 O 0 —1 1 0

Ly 1y 1 1f —1f 1 —1j _1p

Pode-se mostrar que o determinante de E; é 2, sua norma minima igual a v/2, seu kissing

number é 126, seu raio de empacotamento é 1/v/2 e sua densidade de centro é 1/16.

O reticulado FEj

O reticulado Fj ¢ constituido pelos vetores de Fs que pertencem ao complemento

ortogonal do subespago vetorial gerado por (1,0,...,0,1) e (0,1,...,1,0), isto é,
E6:{($17..-,£138) € Eg; $1+5L‘8:x2+...+x7:0}.

Uma matriz geradora de Eg é dada por

0 -1 1 0 0 0 0

0 —1 0 0 0

0 0 -1 0 0 0
B—

0 O 0 0 —1 1 0 0

0O O 0 0 0 —1 1 0

L 1fp 1f 1y —ljp —1h —1f _1)

Pode-se mostrar que o determinante de Eg é 3, sua norma minima igual a v/2, seu kissing

number é T2, seu raio de empacotamento é 1/v/2 e sua densidade de centro é 1/(8v/3).

O reticulado de Barnes-Wall Ajs (ou BIW16)

O reticulado de Barnes-Wall A4 é constituido por todas as combinagoes lineares

inteiras das linhas da seguinte matriz
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4000000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOO®O

2200000000O0O0O0O0O0GO0

20200000O0O0OO0OO0O0O0O0O

20020000O0O0O0OO0O0O0O0GO

2000200000O0O0O0O0O0O0
200002000O0O0O0O0O0O0TG®O0
200000200O0O0O0O0O0O0O0
200000020000O0O0O0°O0

20000000200O0O0O0O0°O0

2000000O0O0O20O00O0O0QO0O0

2000000O0O0OO0O200O00¢O0O0

1111010110010O0O00O0
0601111010110O0T1O0¢O00¢O0
0600111101011O0O010O00
0600011110101 1O001O0
11111111111 11111

1
V2

Pode-se mostrar que o determinante de Ag é 256, sua norma minima é igual a 2, seu

kissing number é 4320, seu raio de empacotamento é 1 e sua densidade de centro é 1/16.



38

1.7. Reticulados importantes

O reticulado de Leech Asy

O reticulado de Leech Ayy é constituido por todas as combinagoes lineares inteiras

das linhas da seguinte matriz

8 00000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOO0OOOO0GO0O
440000000O0O0OO0O0O00O0O0OO0OO0OO0OO0OGO0OO0GO0O®O
404000000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0GO0OO®O

400400000O0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0®O0O®O

400040000O0O0OO0OO0OO0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O®O

400004000O0O0O0O0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0O0®O0OO®O

4000004000O00O0O00O0O0OO0OO0OO0OO0ODO0OO0OGO0O®

22 222222000000000000¢O0°O0°O0O0

4000000O04000O00O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0G®O0O®

4000000O0O0400O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O0®O0O®O

4000000O0OO0OO0O40000O0OO0OO0OO0OO0ODO0OO0T®O0O®
222200002222000000O0000O00O0°O0
4000000O0O0O0O0OO0OO0O400O0O0O0O0O0OO0CO0OO0O®O
2200220022002 2000000¢O0°O0°O00O0
202020202020202¢00O000¢O0¢0¢O0O0
20020020020020020000O00O0°O0O0
4000000O0OO0OO0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O40O0O0O0OO0GO0OO®
202020022200000022¢00¢O0¢0¢00O0
200222002020000020200¢00°0
22002020200200002002¢0¢000®O0
06022220002000200020002¢0°00O0

0600o000O0O0OO0220022¢0022¢0022°¢0°0

0000O0O0OO0OO0OZ2O020202¢02202022¢020
-3 11111111111111111111T1T171

1
NG

Pode-se mostrar que o determinante de Aoy é 1, sua norma minima é igual a 2, seu kissing

number é 196560, seu raio de empacotamento ¢é 1 e sua densidade de centro é 1.

Concluimos esta se¢ao apresentando uma tabela com os reticulados mais densos

(considerando a métrica euclidiana) nas dimensoes de 1 até 8 [9] e na dimensao 24 [8].

Estas sao as tnicas dimensoes em que os reticulados mais densos sao conhecidos.

24
Aos

Es

Er

Es

Ds

Dy

Ds

1

Z | Ay

Dimensao

Reticulado

Tabela 1.1: Reticulados mais densos (norma euclidiana)



39

Capitulo 2
Cdédigos lineares g-arios

Neste capitulo, apresentamos uma breve introducao a codigos lineares g-arios. No-
vamente, para tornar o texto o mais autossuficiente possivel fornecemos demonstracoes

de varios resultados apresentados. As principais referéncias utilizadas neste capitulo fo-

ram [11], [21], [34] e [35].

2.1 Cddigos lineares

Sejam ¢ um inteiro positivo, Z, o anel dos inteiros modulo ¢ e Zj o conjunto

formado por todas as n-uplas sobre Z,, isto ¢,
2 = {(x1,....20); @ € Lg, Vi€ {1,...,n}}.

Definicao 2.1.1. Chamamos de codigo linear q-drio de comprimento n a um subgrupo
aditivo de Zy .

Observacao 2.1.1. Um cddigo linear q-drio também é chamado de codigo linear sobre

Zq, ou simplesmente, codigo linear.

Definigao 2.1.2. Sejam by, ..., by € Zy. Dizemos que by, ..., by sio linearmente in-

dependentes sobre 7, quando
arby + -+ apby, =0 (ov,...,a, €Z;) = a3 =---=a,=0.

Caso contrdrio, os vetores by, ..., by sao ditos linearmente dependentes sobre Z,.

Definigao 2.1.3. Sejam by, ..., by € Zy e {0} # C C Zy um cédigo linear. Dizemos que
os vetores by, ..., b, geram C, quando by,... b, € C' e qualquer vetor v € C' pode ser
escrito como uma combinagdo linear (em geral, nao unica) destes vetores, isto €, quando

existem ayq, . ..,y € Zg tais que v = a1by + - - - + a;by. Neste caso, escrevemos

C:<b1,...,bk>.
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Por convengao, dizemos que o cddigo linear nulo C = {0} C Ly € gerado pelo conjunto

vazio. Em outras palavras, C = {0} = (0).

Definicao 2.1.4. Chamamos de base' de um cédigo linear C C Zy qualquer subconjunto

S de Zy formado por vetores linearmente independentes que geram C.

Observagao 2.1.2. Se S = {by,..., by} C Zy é uma base de um cddigo linear C' C Zj,
entao qualquer elemento v € C' pode ser escrito de forma unica como uma combinagao

linear dos elementos de S.

Exemplo 2.1.1. O cddigo linear C' = ((2,4)) = {(0,0),(2,4), (4,2)} C ZZ nao possui

base, uma vez que todo subconjunto nao vazio de C' € linearmente dependente.

Observacao 2.1.3. Quando q € primo, temos que Z, € um corpo e um codigo linear
q-ario pode ser visto como um subespago vetorial de Zy e, consequentemente, possui uma
base com k < n wvetores. Caso contrdrio, se ¢ nao € primo, podemos apenas garantir a

existéncia de um conjunto minimal de geradores.
Teorema 2.1.1. [23] Todo cédigo linear q-drio possui um conjunto minimal de geradores.

Teorema 2.1.2. Sejam C; e Cy codigos lineares tais que ZZ D (Cy D Cy. FExistem

nimeros inteiros ki > ko > 0 e um conjunto de vetores {by,..., by, } em Z;‘ tais que
01 = <b1,...,bk1> € CQ = <b1,...,bk2>.

Demonstracao. Sejam C e Cy codigos lineares g-arios tais que Cy O (5. Pelo Teorema
2.1.1, existem vetores by, ..., by, € Z;, para algum ky > 0, tais que Cy = (b1,...,by,) .
Se C) = (3, o resultado ¢é imediato. Caso contrario, escolhemos by,,1 € C; \ Cy (é
possivel fazer tal escolha pois C ; Cy). Se Cy = (by,...,by,, br,11), obtemos o resultado
desejado. Caso contrario, prosseguimos com este processo. Como a cardinalidade de C
¢ finita, apés um numero finito de passos encontraremos by, 1, by, 42, .., by, € Zy, para

algum k; > ko, de modo que Cy = (by, ..., by, ), o que completa a demonstragao. O

Observacgao 2.1.4. O conjunto {by, ..., by, } no Teorema 2.1.2 pode ser vazio. Isto ocorre
quando C; = Cy = {0} e ky = ky = 0.

Observacao 2.1.5. Sejam C; e Cy cddigos lineares sobre Z, tais que C; D Cy. Se q €
primo, entdao existem parametros ki > ky > 0 e by, ... by, € Zy tais que {by,...,by,} e
{b1,..., by, } sao, respectivamente, conjuntos minimais de geradores de Cy e Cy. Porém,
quando q nao € primo nem sempre existem paramentros com estas propriedades (ver
Ezxemplo 2.1.2).

'Em [35] é apresentada a nocao de independéncia modular e uma nova defini¢io de base de um cédigo
linear, a qual nao é equivalente a definigao apresentada neste trabalho.
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Exemplo 2.1.2. Considere a cadeia de cédigos lineares 72 O C1 D Cy tal que

Cl - {(070)7 (17 1)7 (27 2)? (373)}

Oy = {(070)’ (272)}'

Escolhendo ky = 2,ky = 1,b; = (2,2) e by = (1,1), temos que Cy = (b1, by) e Cy = (by).
Observe que ndo existem ky > ko > 0 e by, ..., by, € Z32 tais que Co = (by,... by,) ¢

{b1,..., by, } seja um conjunto minimal de geradores de C4.

Corolario 2.1.1. Seja Z;‘ >0, 2 Cy D -+ D C, uma cadeia de codigos lineares.
Temos que existem numeros inteiros ky > ko > -+ > k, > 0 e um conjunto de vetores

{b1,.. ., by, } em Z7) tais que
Co = (by,...,bg,) para todo { € {1,...,a}.

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 2.1.2. O]

Observacao 2.1.6. Seja Zy 2 Ci D Cy D -+ D C, uma cadeia de codigos lineares.
Se q € primo e a dimensao de C; como espago vetorial sobre Z, € k;, sempre existe um

conjunto {by,... by} C Z; linearmente independente tal que

Cyp = (by,...,bg,) para todo ¢ € {1,...,a}.

2.2 O cdédigo dual

Definigao 2.2.1. Para x = (v1,...,7,) €y = (Y1,-..,Yn) em Zy, o produto interno

entre ey € definido como (x,y) = T1y1 + -+ + TpYn.

Teorema 2.2.1. Seja C' um cddigo linear q-drio de comprimento n. O conjunto
Ct={ye Zy; (x,y) =0,Vx € C} (2.1)

também é um codigo linear q-ario de comprimento n.

n

Demonstracao. Observe que C+ C Zy, 0 € C* e dados yy, Yy, € C* tem-se {x,y; — Yo) =

(T, Y1) —(x,ys) = 0—0 = 0, para todo = € C. Logo C* é um subgrupo aditivo de Zy. O

Definigao 2.2.2. Seja C um cddigo linear q-drio. O cédigo linear q-drio C+ definido em
(2.1) é chamado codigo dual de C.

No que segue, a cardinalidade de um conjunto S é representada por |S]|.
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Teorema 2.2.2. [{9] Dado um cddigo linear C' C Z7', temos que |C||C+| = ¢".
Teorema 2.2.3. Dado um cédigo linear C' C Z7, temos que (C+)*+ = C.

Demonstragdo. Aplicando o Teorema 2.2.2 aos cédigos C' e C*, obtemos |C||CH| = ¢" e
|ICH(CH)E] = ¢ Logo |C] = [(CH)*]. Por outro lado, temos que C' C (C+)*+] ja que
para cada ¢ € C tem-se (x,y) = 0,Vy € C* elogo = € (C*+)*1. Portanto (CH)* =C. O

Definigao 2.2.3. Um cddigo linear C C Zy € dito auto-ortogonal se C' C Ct e € dito
autodual quando C' = C+.

Exemplo 2.2.1. Considere os cddigos lineares Cy = {(0,0),(2,2)} CZ2 ¢
Co = {(07 0)7 (17 2)? (274)7 (37 1)7 (47 3)} C Zg
Temos que

Ci = {(z,y) € Zj; 20 +2y =0}
= {(0,0),(0,2),(1,1),(1,3),(2,2),(2,0),(3,3), (3, 1)}

Cy = {(z.y) €23 z+2y=0}
= {(070)7(1’2>7(2>4)7(371)’(473)}'

Observe que Cy C Cit e Cy = Cy, isto é, C, € auto-ortogonal e Cy € autodual (em

particular, também é auto-ortogonal).

Lema 2.2.1. Se C) e Cy sao codigos lineares q-drios tais que Cy O Cy, entao C’f - C’QL.
Demonstragdo. Seja y € Ci-. Temos que (x,y) = 0 para todo € C;. Em particular,
(x,y) = 0 para todo x € Cy, ja que C; O Cy. Logo y € C3-. Portanto Cf C C-. O

Teorema 2.2.4. Seja Ly 2 Cy 20y 2D C, uma cadeia de codigos lineares. Existem
numeros inteiros 0 < ry <1y < --- <1, e um conjunto de vetores {hy,...,h,, } em Ly
tais que

C; = (hy,...,h,,) para todo £ € {1,... a}.

Demonstracao. Dada uma cadeia de codigos lineares ZZ >0C1 20y D--- Dy, podemos
considerar a cadeia de c6digos duais associada Z! 2 C;- 2 C;; 2 --- 2 Cf (Lema 2.2.1).

O resultado segue do Teorema 2.1.2 aplicado a esta cadeia de codigos duais. O

Observacao 2.2.1. Seja ZZ OC, 20, 2 --- 2D C, uma cadeia de codigos lineares.
Se q € primo e a dimensao de C; como espago vetorial sobre Z, € k;, sempre existe um

congunto {hy,... h,,} CZy (rg =n — k) linearmente independente tal que

C; = (hy,...,h,,) para todo £ € {1,... a}.
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2.3 Matriz geradora

Para cada k > 0, I denota a matriz identidade de ordem k X k.

Definigao 2.3.1. Seja C' C Zj um cddigo linear. Uma matriz G cujas linhas formam

um conjunto minimal de geradores de C' é chamada matriz geradora de C.

Observacao 2.3.1. A matriz G nao € univocamente determinada por C, uma vez que

depende da escolha de um conjunto minimal de geradores de C'.

Teorema 2.3.1. Sejam C' C Zy um cddigo linear e G € Z’;X" uma matriz geradora de
C, isto ¢, C = {uG; uw € Z}. Temos que C+ = {y € Z?; yG' = 0}.

Demonstragao. Seja D = {y € Z7; yG* = 0}. Para caday € D,
(uG,y) = y(uG)' = (yGHu' = 0,Vu € Z}

e logo y € C*+. Isto mostra que D C C*+. Agora, vamos mostrar que C+ C D. Com
efeito, dado y € Z} tal que y ¢ D, o vetor yG* é nao nulo. Logo, existe i € {1,...,k}
tal que (e;G,y) = (yG*)el # 0. Portanto y ¢ C*. Isto conclui a demonstracio. O

Observagao 2.3.2. Seja C C Zj um cddigo linear. Se G € Z’;X" e H € Z;" sao,

respectivamente, matrizes geradoras de C e C*, entdo HG* = 0. Além disso, se q ¢é

s

primo, entdo qualquer matriz geradora de C+ é (n — k) x n. Porém, quando q ndo é

primo isto nem sempre € verdade, conforme podemos no Exemplo 2.5.1.

Exemplo 2.3.1. Considere novamente o cédigo linear C = {(0,0),(2,2)} C Z3. No
Ezemplo 2.2.1, vimos que C*+ = {(0,0), (0,2), (1,1), (1, 3),(2,2), (2,0),(3,3),(3,1)}. Logo

G=(22) eH:<(1) ;’)

sao, respectivamente, matrizes geradoras de C' e Ct.

Observagao 2.3.3. Sejam Gy e Gy matrizes geradoras de codigos lineares Cy e Cy,
respectivamente. Se G1 e Gy sao matrizes de mesma ordem e Gy pode ser obtida de G,

por uma sequéncia finita de operagoes do tipo

(L1) Permutacdo de duas linhas

(L2) Multiplicacio de uma linha por um escalar inversivel em Z,
(L3) Adi¢io de um maltiplo escalar de uma linha a outra

entao Cp = Cy. Além disso, G1 também pode ser obtida de Gy por uma sequéncia finita
de operagoes do tipo (L1),(L2) e (L3).
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No que segue, apresentamos resultados referentes as matrizes geradoras de codigos
lineares sobre Zy, onde os nimeros a e p sao inteiros positivos, sendo p primo. Também

denotamos por (C1) a operagao permutacao de duas colunas.

Lema 2.3.1. Sejam C' C Zy. um cddigo linear e G = (g,;) € Z];am uma matriz geradora
de C. Aplicando uma sequéncia finita de operagoes do tipo (L1),(L2),(L3) e (C1) a

matriz G, € possivel obter uma matriz da forma

p’l, p°’B
0 p'D )’

em que 0 < s<a—1,1<{¢ <k eamatrizD de ordem (k —{) X (n — {) ndo possui

entradas inversiveis em Zipa.

Demonstracao. Podemos assumir sem perda de generalidade que 0 < ¢;; < p®, para
1<i1<kel<j<n. Para cada Jij € L Gij # 0, existem ntimeros inteiros kij e
a;; univocamente determinados tais que 0 < kj; < a, 0 < a;; < p* ", g;; = phia; e
mdc(p, a;;) = 1. Note que cada @;; é inversivel em Z,.. Seja
s= min {ky; g; #0,9; = pa; e mde(p, a;;) = 1}
i 179 97,] 791] b 1) D, 17 .

<
<js<n

Assim, para cada para (i, j) satisfazendo 1 <i < ke 1 < j <n, podemos escolher I;ij tal

que 0 < bj; <p"Feyg; = psl_)ij. Ou seja,

[_711 Z_712 e Bln
G — ps 521 B22 e 5271
Ekl Bk2 e Ekn

Por construgdo, alguma entrada b;; é inversivel em Z,.. Assim, por meio de (L1) e (C1),
podemos supor sem perda de generalidade que by; é inversivel em Zye. Agora, multipli-
cando a primeira linha por 51—11 (operacao (L2)) e, para cada i € {2,...,k}, adicionando a
i-ésima linha a primeira linha multiplicada por —Bill_)l_ll (operagoes do tipo (L3)), obtemos

uma matriz da forma

I €G3 - T
0 Gy -+ Cop
S
Gi=p .
0 Cra - Cin

Se todas as entradas ¢;; com 2 < ¢ < m e 2 < j < n nao sao inversiveis em Zja,
encontramos o resultado desejado. Caso contrario, por meio de (L1) e (C1), podemos

supor sem perda de generalidade que €y ¢ inversivel em Z,.. Assim, multiplicando a
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segunda linha de G| por ¢, (operacdo (L2)) e, para cadai € {1}U{3,...,k}, adicionando
A i-6sima linha a segunda linha multiplicada por —¢;¢,, (operagdo (L3)), obtemos uma

nova matriz da forma

T 6 313 s Elln
6 T 823 cee Egn
G2 = ps 6 6 C_lgg cee 83n
00 dis -+ din

Se todas as entradas d;; com 3 <7 <m e 3 < j < n nao sao inversiveis em Z,., encontra-

mos o resultado desejado. Caso contréario, continuamos este processo até encontrarmos

(1 B
.

emque 0 <s<a—1,1<¢<keamatriz D é (k—{)x (n—{) enao possui entradas

uma matriz da forma

inversiveis em Za. O]

Teorema 2.3.2. Todo cddigo linear sobre Zy. de comprimento n, a menos de uma per-

mutacdo de colunas, possui uma matriz geradora da forma

Iy Aop Aoz Aoz -0 Aoer Aoa
0 ply, pAip pAiz -+ pAiaa PAia
G = 0 0 pLy, p*Asz - p’Asa1 DAy, : (2.2)
0 0 0 0 v pt L, p T AL,
As colunas de G estao agrupadas em blocos de tamanhos ko, kyi,...,kqe_1 e kg = n —

Z?:_ol ki, com k; > 0 para todo i € {0,1,...,a}.

Demonstracao. Seja G € Z’;f" uma matriz geradora de C. Aplicando uma sequéncia

conveniente de operagoes do tipo (L1), (L2), (L3) e (C1) a esta matriz, obtemos uma

p? Iy, pBi
0 pDy )

em que 0 < 57 < a—1eamatriz Dy é (k— ks, ) X (n — ks,;) e ndo possui entradas

matriz da forma

inversiveis em Z,. (Lema 2.3.1). Se ks, = k, encontramos o resultado desejado. Caso
contrario, aplicando uma sequéncia conveniente de operagoes do tipo (L1), (L2), (L3) e

(C1) a esta nova matriz, obtemos uma matriz da forma

pSIIksl p31A51,52 p81 Bl
0 pthL, p*B
0 0 p=D,
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em que 0 < s1 < s9 <a—1eamatriz Dy é (k— kg, —ks,) X (n— ks, — ks,) € ndo possui
entradas inversiveis em Z,. (Lema 2.3.1). Se ky, + ks, = k, encontramos o resultado

desejado. Caso contrario, continuamos com este processo até obtermos uma matriz da

forma
Pt Iy, P As s DM A sy o DU A s, DT A
0 P Iksg PP Asysy 0 PP Asys, PP Asa
0 0 P, o PP A, PP AgL |,
O O O e pST[kST pSTAsr,a
emque 0<s; <s3<---<s,<a—1leks +ks+---+ks =k O

Definigao 2.3.2. Dizemos que uma matriz geradora G de um codigo linear C' C Zy. estd

na forma padrao quando G estd na forma (2.2).

Observagao 2.3.4. Um cddigo linear C C Zj. pode ter mais do que uma matriz geradora

na forma padrao. Por exemplo,

10 1 2
Gl = (& G2 =
0 2 0 2
sao matrizes geradoras na forma padrao do codigo linear 4-drio

C ={(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(0,2),(1,2),(2,2),(3,2)}.

Teorema 2.3.3. [35] Seja C C 77, um codigo linear. Os parametros ko, ki, ..., k, sdo

0s mesmos qualquer que seja a matriz geradora de C' na forma padrao.

Teorema 2.3.4. Seja G € Z];aX" uma matriz geradora de um cdédigo linear C' C Zj. na
forma (2.2). Qualquer v € C pode ser escrito de forma inica como v = (vg, vy, ...,V,—1)G,

com V; € (Zpa | p* Zpa)¥ =2 (p'Zpa)¥i. Além disso, o nimero de elementos C' é dado por
0| = pZ?;ol (a—i)ki
Demonstracao. Seja ¢ : Z’;a — Zy. o homomorfismo de grupos dado por ¢(v) = vG.

E imediato que ng(Z’;a) = (. Por outro lado, dado v € Z’;a podemos escrever v =

(vo, V1, ...,V4-1) cCOM V; € Z];Z. Dessa forma,
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Vo = 0
voAo1 +pv1 =0
voAg2 + pvi A + PPy =0

VoAo a1+ pV1A1a 1+ P*V9Ase 1+ +p 1 =0
vy Ao +pUi1di + p2’U2A2,a + -+ pa_lva—lAa—l,a =0
Vo = 0

pv; =0

— p?vy =0

Logo

Portanto

C=Zh/ker(¢) = (ZKo x Z x -+ x Zia™) ) (p"ZRe x p* 2 % -+ x pZia)
> (Zya [0 L) X (L [0 Lga)™ X -+ X (L [ 9T ) ™
ka—l

I

(Zpa)ko X (pra)kl X oo X (p¥T e )

Das consideragoes acima, obtemos que qualquer elemento v de C' pode ser escrito de

forma tinica como v = (v, V1, ..., Ve 1)G com v; € (Zpa/p* Ly )kt =2 (p'Zya)¥i e, con-
sequentemente, o nimero de elementos C' é dado por |C| = (p?)*o(pe=t)kr ... (p)ka—1 =
poico (a=i)ks O

Definigao 2.3.3. Um cddigo linear C' C Z. que a menos de uma permutagdao de colunas

possui uma matriz geradora da forma (2.2) € dito do tipo

(1)Fo(p)fs - - (p*2) ka2 (p=1)re,

Corolério 2.3.1. [21] Todo cédigo linear sobre Z,, de comprimento n, a menos de uma

permutagdo de colunas, possui uma matriz geradora da sequinte forma G = (I | A), em
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que A € uma matriz k x (n — k).

O préximo teorema fornece uma matriz geradora do cédigo dual C* a partir de

uma matriz geradora de C' na forma (2.2).

Teorema 2.3.5. Seja C C Zy, um cddigo linear com matriz geradora G da forma (2.2).

Para cada par (i,7) satisfazendo 0 < i < j < a, seja

7j—1
— E . t At
Bi,j - Bl,kAafj,afk Aafj,afi'
k=i+1

Entao, uma matriz geradora do codigo dual de C' € dada por

By Bya-1 -+ Bogs By s By, I,
pBl,a pBl,afl T PBl,3 pBl,Z ply, , 0O

H = szgﬂ p2B27a_1 cee p2BQ73 pzlka72 0 0 . (23)
p“lea_l,a p* i, - 0 0 0 0

As colunas de H estdo agrupadas em blocos de tamanhos ko, ki,..., ko1 € kg = n —

S0 ki, com k; > 0 para todo i € {0,1,...,a}.

Demonstragdao. Seja D C Zyj. o codigo linear gerado por H. Escreva

Gy Hy
Gy H,
G= Gz e H= H2 s
Ga—l Ha—l

de modo que G; e H; sejam matrizes k; X n e k,_; X n, respectivamente. Temos que

GoHY  GoH! -+ GoH!_,
aH G H G\H{ - GH]_,
Ga—lHé Ga—lHll‘/ T Ga—lHé—l

E imediato que G;H! = 0 sempre que ¢ + j > a, pois neste caso todas as entradas de

G;H! sado miltiplas de p®. Por outro lado, para 7,5 € {0,1,...,a — 1} tal que i + j < a
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tem-se
GiH! = p™" (LB, j+ AjjnBla j 1+ +AjainaBl o+ Ajaily, )
a—j—1
= piti (Bf,a—j + Z Ajya,kB;k + Ami) =0,
k=i+1

uma vez que

a—j—1

Biaj=— Y BuAl, ,— A, .

k=i+1
Logo GH! = 0. Isto mostra que D C C*. Para concluir a demonstracao, basta mostrar
que |D| = |C*|. Do Teorema 2.3.4, obtemos

D[ = (p*)Fe(p™ 1)t (7R (p)M = pim
e
a—1 N7
€= () () o ) = pid ek

Consequentemente

a1l N @ik an

’CHD’ e (pzi:O (aiz)kl) (pZizl k’b) s p .

Isto mostra que |D| = |C*|, uma vez que |C||C*| = p™ (Teorema 2.2.2). O

Corolario 2.3.2. Sejam C' C Zy. um cddigo linear do tipo

(1)k0 (p)kl e (pa_2)ka72 (pa—l)ka,l

e ko =n— 0" ki. O cddigo linear C* € do tipo (1)ke(p)ka-1 ... (p®=2)k (pe=1)f ¢ seu

numero de elementos é dado por

‘CJ_‘ — (pa>ka(pa71)ka_1 . (p2)k2 (p)kl _ pizl ik

Demonstracao. Segue imediatamente dos Teoremas 2.3.4 e 2.3.5.

O

Corolério 2.3.3. [21] Se C C Zy ¢ um cddigo linear com matriz geradora G = (I | A),

entao H = (A | I,,_y) é uma matriz geradora de C*+.

Em [35] é apresentado o conceito de matrizes geradoras na forma padrao para

cddigos lineares sobre Z,, ¢ € N, generalizando varios resultados mencionados aqui.

2.4 Distancias em Zg

Nesta se¢ao, apresentamos as distancias de Hamming e de Lee que foram definidas
respectivamente em 1950 [18] e 1957/1958 [27,48] e tém sido muito estudadas desde que
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foram introduzidas.

2.4.1 Distancia de Hamming

A distancia de Hamming entre dois elementos @,y € Z; ¢ simplesmente o nimero

de coordenadas distintas entre os mesmos.

Definigao 2.4.1. Dados dois elementos € = (x1,...,%,),y = (Y1,..-,yn) € Zy, a

distancia de Hamming entre x ¢ y ¢ definida como

Definicao 2.4.2. Seja C' C Zy um cddigo linear nao nulo. A disténcia de Hamming

minima de C' € definida como
dy(C) = min{dy(x,y); =,y € C ex # y},
ou equivalentemente, dy(C) = min {dy(z,0); z € C'\ {0}}.

No préximo teorema, o simbolo [z] denota o menor inteiro maior ou igual a x.

Teorema 2.4.1. (Cota de Singleton) Seja C' C Zj um cédigo linear nao nulo. Temos
que

dg(C) <n —[log, |C|] + 1.

Demonstragao. Seja ¢ : C' — Z; o homomorfismo de grupos dado por

A(x1, .. x0) = (1, -+, Tn—dy(©)+1,0,0,...,0).

du (C)—1

Pode-se ver facilmente que ¢ é injetor (e logo |C] = |¢(C)|) e |¢p(C)| < ¢du(©+1,
Portanto |C| < ¢"~4#(©)+1 Aplicando a funcio logaritmica de base ¢ (que é crescente,
jé que ¢ > 2) em ambos os lados da desigualdade |C| < ¢"~9#(F1 obtemos log, |C| <
n —dg(C) + 1 e consequentemente [log, [C[] < n —dg(C)+ 1, ji que n — dy(C) +1 ¢
inteiro. Portanto dg(C) < n — [log, |C|] + 1. O

Definigao 2.4.3. Um cddigo linear C' C Zy ¢ dito MDS (Mazimum Distance Separable)
se dg(C) =n — [log, |C[] + 1.

Exemplo 2.4.1. O cédigo linear C' = {(0,0),(2,2)} C Z3 é MDS. De fato, observe que
du(C)=2,n=2 e [log, |C|] = [log,2] = [1/2] = 1. Logo du(C) =n — [log, |C|] + 1.
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2.4.2 Distancia de Lee

Definicao 2.4.4. Dados dois elementos € = (z1,...,%,),Yy = (Y1,..-,yn) € Zy, a

distancia de Lee entre x e y € definida como
dree(@, ) me{a vi)ia — (e — )},

sendo o : Zy — Z a inclusdo natural (isto €, o(T) € o resto da divisdo de x por q).

Observacao 2.4.1. Quando q = 2 ou q = 3, as distancias de Hamming e de Lee sao
idénticas, isto ¢, dp(x,y) = dre(x,y),VT,y € Z7. Porém, se q¢ > 3 a distancia de Lee

de x ay é sempre maior ou igual a de Hamming de x a y.

Observagao 2.4.2. A distancia de Lee foi introduzida em [27,48] na abordagem da trans-
missao de sinais em determinados canais com ruido. Recentes aplicacoes na drea de

comunicagoes podem ser encontradas em [13] e suas referéncias.

Definigao 2.4.5. Seja C C Z7 um cddigo linear nao nulo. A distdncia de Lee minima
de C' ¢ definida como

dree(C) = min{dpe.(x,y); x,y € C ex # y}.
Observacao 2.4.3. A distancia de Lee ¢ invariante por translacoes, isto €,
diee(®,Y) = dree(T + 2,y + 2), V2, y,2 € Z.
De fato, para quaisquer * = (T1,...,%n), Y = (Y1,--,Yn) € 2 = (21,...,2,) em Zy,
diee(x + 2,y +2) = me{ (it 2) — (i +2).q—o((@i+2) — (yi +2))}
= Zmin {J(xi — yi),q — a(:z:,- — yz)}
= dj(w Y).
Teorema 2.4.2. Seja C' C Z; um cdédigo linear nao nulo. Temos que
dree(C) = min {dr..(2,0); z € C\ {0}}.
Demonstracao. Sejam x,y € C, & # y, tais que dre.(C) = dre.(x,y). Temos que

dree(C) = dpee(®,y) = dpee(x — y,0) > min {dLee(z, 0); zeC\ {O}},
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ja que x —y € C\ {0}. Por outro lado, dre.(z,0) > dr..(C),Vz € C\ {0}, e logo
min{dre.(2,0); z € C'\ {0}} > dre.(C). Isto conclui a demonstragao. O

Teorema 2.4.3. Seja C' C Z; um cdédigo linear nao nulo. Temos que

€)= | 4| (n = Pog, e + 1)

Demonstragdo. Para cada z € Zy,

dLee(Z,O) = ;dLee<Zi70) S \‘gJ dH(Z,O),
ja que dree(2i,0) =0 se z; =0 e dree(2;,0) < \_q/QJ se z; # 0. Logo

€)= | 3] n(),

Para concluir a demonstracao, basta aplicar o Teorema 2.4.1. O

Definigao 2.4.6. Um cddigo linear C C Zy ¢é dito MLDS (Maximum Lee Distance
Separable) se dpe.(C) = [q/2](n — [log, |C|] + 1).

Exemplo 2.4.2. O cddigo linear C = {(0,0),(2,2)} C Z3 é MLDS. De fato, observe
que dre.(C) =4, ¢ =4, n =2 e [log, |C|| = [log,2] = [1/2] = 1. Logo dp..(C) =
La/2](n — [log, |C[T +1).
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Capitulo 3

Reticulados obtidos a partir de

codigos lineares

Neste capitulo, abordamos construcoes de reticulados a partir de codigos. Na Secao
3.1, estudamos a Construcao A para codigos lineares g-arios e mostramos que o reticulado
tridimensional de maior densidade na métrica da soma pode ser obtido via Construcao A.
Na Secao 3.2.1, propomos a Construcao D para cédigos lineares g-arios e estendemos varios
resultados de cédigos bindrios para cédigos g-arios. As Construcoes D’ e D para cédigos
g-arios sao apresentadas nas Secoes 3.2.2 e 3.2.3, respectivamente. Na Secao 3.2.4 sao
apresentadas algumas conexoes entre as construgoes supracitadas. Também, definimos
a adigao zero-um em Z; e mostramos que a Construgao D produz um reticulado se, e
somente se, a cadeia de cddigos utilizada é fechada sob esta adi¢ao. Formulas e limitantes
para a distancia da soma minima de reticulados obtidos via Construcdes D, D’ e D séo
apresentados na Secao 3.2.5. Na Secao 3.3 introduzimos a Construcao A’ para c6digos
lineares sobre o anel quociente Z,[X]/(X*).

Os resultados deste capitulo incluem os apresentados em [41,42], os quais possuem
versoes preliminares [43,44].

No decorrer deste capitulo, utilizamos frequentemente a inclusao natural o : Z, —
Z (isto é, o(T) é o resto da divisdo de x por ¢), o homomorfismo de anéis 7 : Z — Z,

dado por o(z) =T e suas extensoes 0 : Zy — Z" e 7 : " — 7.

3.1 Construcao A

Existem varias maneiras de se obter reticulados a partir de codigos lineares g-arios,

uma das mais conhecidas é a chamada Construcao A, que abordamos nesta secao.

Definigao 3.1.1. (Construgdo A) Dado um cidigo linear C' C Z7, definimos o conjunto
A4(C) da sequinte forma
Aa(C) =qZ" + o(CO).
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Teorema 3.1.1. C C Zy ¢ um cddigo linear se, e somente se, As(C) C Z" € um

reticulado em R™.

Demonstragao. (=) Seja C' C Z um cédigo linear. Como A, (C) € Z" é um conjunto
discreto, basta mostrar que A4(C) ¢ um subgrupo aditivo de R". Com efeito, 0 € A4(C)
e dados wy, wy € Ay(C) existem zy,2z9 € Z" e ¢1,¢co € C tais que wy = ¢z +0(¢y) e
Wy = qzy + 0(cy), logo wy — we = q(21 — 22) + 0(¢1) — o(ez). Aplicando o algoritmo da
divisdo, obtemos m € Z" e r € Z" tais que r € [0,9)" e 0(¢1) — 0(€2) = mq+ r. Assim,
temos que wy —wy = ¢(z1 —2zo+m)+r, comr = o(a(r)) ea(r) = ¢; —cy € C. Portanto
w; —w; € ¢Z" +0(C) = Aa(C). (=) Seja C C Z7 e suponha que A4 (C) = ¢Z" +0(C) é
um reticulado em R". Observe que C' = G(A4(C)), Aa(C) é um subgrupo aditivo de Z"
e : Z" — Zy; ¢ um homomorfismo de grupos. Logo C' ¢ um subgrupo aditivo de Zy, ou

seja, C' C Zy ¢ um codigo linear. O

Definigao 3.1.2. Um reticulado que pode ser obtido via Construcao A a partir de um

cédigo linear C' C Z; ¢ chamado de reticulado g-drio.

Um reticulado g-drio A4(C') € R™ sempre contém ¢Z"™ e portanto possui posto
completo. Também vale a “reciproca”, isto é, se um reticulado A C Z™ contém ¢Z", entao

A pode ser obtido via Construcao A a partir de algum cédigo ¢-drio de comprimento 7.

Exemplo 3.1.1. Na Figura 3.1, ilustramos o reticulado 6-drio obtido via Construcao A

a partir do codigo linear

C'={(0,0),(1,2),(2,4),(3,0), (4,2), (5,4)} € Zg.

®
@
@

Figura 3.1: A4(C) N[—6,6]?

O préximo resultado é apresentado em [40] e uma demonstragao alternativa pode
ser encontrada em [23, Proposicao 3.2.7]. Trata-se de um caso particular do Corolario

3.2.10, por isso omitimos sua demonstracao.
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Teorema 3.1.2. Seja {0} # C C Z; um cddigo linear. Se dre.(C) denota a distincia
de Lee minima do codigo C, entao a distancia minima em relagao a métrica da soma do
reticulado A4 (C) € dada por

dinin (AA(C)) = min {Q7 dLee(C)}-
Exemplo 3.1.2. Considere o codigo linear

C =((1,36,3),(0,37,7)) C Z

e o reticulado A4 (C) = 38Z3 + o(C). E fdcil ver que

1 36 3
0 -1 7
0 0 38

¢ uma matriz geradora para A4(C'). Logo a matriz

1 38 =7 1 36 3 1 -2 3
M=|-2 -7 14 o -1 7(=1-2 3 1
3 107 —20 0 0 38 3 1 =2

¢ também uma matriz geradora para Ao(C), uma vez que

1 38 -7
-2 =7 14
3 107 =20

¢ uma matriz unimodular. Em [33] € mostrado que a densidade de A(M) (e portanto de
AA(C)) em relagao a métrica da soma é 18/19 e que esta é a maior densidade possivel
em relacio a métrica da soma no R3. Observamos também que, usando o Teorema 3.1.2,

podemos obter a distancia de Lee minima do cdédigo C, a saber dp..(C) = 6.

3.2 Construcao D e suas variacgoes

3.2.1 Construcao D

A Construgao D é apresentada em [2,9] para cédigos bindrios. Em alguns traba-
lhos encontramos uma versao generalizada desta construcao que relaciona reticulados com
cadeias de c6digos lineares sobre Z,,, p primo (por exemplo [14,22,39]). Nesta secao, esten-

demos esta construcao para cédigos lineares g-arios (¢ € N) e também vérios resultados
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de codigos binarios para cédigos g-arios.

Definigao 3.2.1. (Construcao D) Seja Zy 2 Cy 20y 2 - 2 C,, uma cadeia de
codigos lineares. Dados numeros inteiros ky > ke > -+ > k, > 0 e um conjunto de
vetores {by, ..., by, } em Zy tais que Cp = (by,...,by,), para £ = 1,2,...,a. O conjunto

Ap consiste de todos os vetores da forma

qz+i2ﬁ£)

/=1 j=1

emquezEZ”eﬁj(-é)E{O,l,...,q—l}.

A existéncia dos parametros kq, ko, ..., k, € by, bs, ... b, na definicao acima é ga-
rantida pelo Corolario 2.1.1. Quando a = 1, a Construcao D coincide com a Construcao
A. Se ¢ for primo, cada cédigo linear C; pode ser visto como um subespaco vetorial de
Zq e sempre podemos escolher como parametros k; = dim C; (i=1,...,a) e um conjunto
de vetores {by, ..., by, } C Z7 linearmente independentes tais que C’Z- = (bl, ..., by,) (Ob-
servagao 2.1.6) e, quando ¢ = 2, a Definigao 3.2.1 restrita a estes parametros coincide a
versao original da Construcao D [2].

O teorema a seguir fornece uma nova representacao para o conjunto Ap. No

restante deste capitulo, salvo mencao em contrario, k.1 := 0.

Teorema 3.2.1.

AD—{Z+Z Z Oz(s —0 i);quZ”,a§8)6Z60§&§S)<qS}.

s=1 i=ks41+1

Demonstracao. Observe que ky > ko > -+ >k, > 0, logo

DL

1
(Zﬂgf)qaé> qa_10< (Zﬁka a— é)
/=1
S A0 a1r) ] a1e) 1
Zﬂka—l—lq e 0 (br,+1) + Zﬁka X - =50 (b, )

o(bg,) +

(>
N
(ﬂé?ﬂ) o(basr) + (ml ) o(byy)

S 1 S = —
= Z Z ag ) o(b;), onde 041( ) = Zﬁz@qs ¢ paratodo 1< s <a.

qs—l
s=1 i=ksy1+1 /=1

Para completar a prova, é suficiente observar que um inteiro m satisfaz 0 < m < ¢° se, e
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somente se, existem Bfl), o ,6§5) €{0,1,...,¢— 1} tais que y_,_, Bfg)qs_f =m. ]
Teorema 3.2.2. O conjunto Ap € um reticulado em R™ de posto completo.

Demonstracao. Observe que Ap é um conjunto discreto, uma vez que ¢* 'Ap C Z".
Assim, para provar que Ap é um reticulado, resta mostrar que Ap é um subgrupo aditivo
de R™. Com efeito, Ap é um subgrupo aditivo de R™ pois de Ap C R", 0 € AD e dados
w1y, wy € Ap temos, pelo Teorema 3.2.1, que existem z1,2o € gZ" e 0 < a B(S < q°

tais que

wl_Z1+Z Z ol —of i)ewz—zzntz Z 58) (b:)

s=1 1= ksy1+1 s=1 1= ksy1+1

e consequentemente

a ks
w; —wy = (21 — 22) + Z Z (ozgs) — ﬁi(s)) 1_10(b¢).

s=1 i=kqei1+1

Aplicando o algoritmo da diviséo obtemos inteiros 7(8) e ,u(s), 1<s<aeks1+1 <1<k,

)

taisqueags)—ﬁi(s):’yf)q —l—u eO<,u )<q Assim

wy — ’lUQ—Z"‘Z Z ,U/Z s— )

s=1 i=ksq11+1

em que

z—zl—z2+qz Z 1o(b;) € g2,

s=1 1= k9+1+1

Logo, pelo Teorema 3.2.1, temos que w; —wy € Ap. Isto mostra que Ap é um reticulado.

Para concluir, basta observar que Ap tem posto completo, uma vez que ¢Z" C Ap. [
Exemplo 3.2.1. Seja Z2 O C) 2 Cy a cadeia de cédigo lineares tal que

Ci = ((2,2),(0,1)) e
Cy = <(272)>

Dados ky =2, ko =1, by = (2,2),by = (0,1) € Z2, temos que C; = (by,bs) e Cy = (by).

Aplicando o Teorema 3.2.1, obtemos
Ap={z+aP(1/2,1/2) + o’ (0,1); z €4Z2",0<ay) <4 e0<al? <42},

isto €,
AD = U (Z -+ AD N [0,4>2>
z€472

e os elementos de Ap N [0,4)? estao representados na Figura 3.2.
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Figura 3.2: ApN|0,4)?

Observagao 3.2.1. Seja Z2 2 Cy D Cy tal que C; = Cy = {(0,0),(1,2),(2,1)}. Apli-
cando a Construcio D a esta cadeia usando ki =2, ke =1, by = (1,2),by = (2,1) € Z2,

obtemos
Ap={z+a(1/3,2/3) + ai’(2,1); z€32",0<a) <3 e0<al? <3%}.
Por outro lado, utilizando ky = 2, ke = 1, by = (2,1), by = (1,2) € Z2, temos
Ap={z+a(2/3,1/3) + a{’(1,2); z€32",0< o) <3 e0<al? <3%}.

Note que Ap # Ap, pois (1/3,2/3) € Ap \ Ap. Isto mostra que um reticulado obtido via

Construgcao D depende dos parametros ki, ..., k, e by,... by,.

Lema 3.2.1. Se o conjunto {by,..., by} C Zy € linearmente independente sobre Z,, entao

{o(b1),...,0(bx)} CZ" € linearmente independente sobre 7.

Demonstragao. Suponha que {o(by),...,0(by)} é linearmente dependente sobre Z, isto
é, que existem inteiros aj, ..., ax nao todos nulos tais que ayo(by) + -+ + axo(bg) = 0.
Seja s = min{t € Z; ayqt € Z e cyqg Y € Z,Vi = 1,...,k}. Dividindo os inteiros
ai,...,qE por ¢°, obtemos inteiros fi,..., B, nao todos multiplos de ¢, tais que a; =
@B, .., = ¢ B e logo Bio(by) + -+ + Bro(by) = 0. Logo B,by + -+ + Bybr = 0 com
B; # 0 para algum i € {1,...,k}. Portanto {b;,...,b;} C Zy é linearmente dependente
sobre Z,. O

Teorema 3.2.3. Se by, ..., by, € Z; sao vetores linearmente independentes, entao
a
ks—ks
Apn[0.9)" =] ()"

s=1

Demonstracao. Pelo Lema 3.2.1, o(by),...,0(b,) sdo vetores linearmente independentes
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a ( s)ks—ks+1

a1 vetores da forma

sobre Z. Logo existem exatamente ||

a k
S s 1 s
Z Z Oéz( ) o(b;) (0< 045 ) < q°).

s—1
s=1 i=ksy1+1 q

Devemos mostrar que estes vetores também sao distintos quando considerados modulo g.

Logo, para completar a demonstracao é suficiente observar que se

a ks a ks
w1=Z Z ozz(s)qsl_la(bi) e ’wzzz Z ﬁz.(s)

s=1 i=ks41+1 s=1 i=ks41+1

1
qs_la(bi)a

0< az(»s) <q¢gel< ﬁi(s) < ¢°, sao congruentes médulo ¢, entdo w; = w,. De fato,

w; = wy mod ¢ se, e somente se,

a k
- s oy 1 i
Z Z (O‘z( ) _52( ))Fa(bi) € qZ".

s=1 i=kgy1+1

Como os vetores by, ..., b, sdo linearmente independentes (sobre Z,), segue que

S S 1
(az( ) - 51( ))qsfl € qZ

7 %

1
Por outro lado, 0 < ol < ¢el< Bi(s) < q°, isto 6, —q < (a(s) _ 61‘(8))
q

() _glon_ L _
(5" = 8 )F =0,
isto é, az(»s) = Bi(s), para todo par (i, s) satisfazendo 1 < s < ae ksy1+1 < i < ks. Portanto

w; — Wwa. ]

Observacgao 3.2.2. No Exzemplo 3.2.1, os vetores by = (2,2) e by = (0, 1) sdo linearmente
dependentes sobre Zy e |Ap N [0,4)?] = 32 # 64 = [[°_, (48)168%“. Isto mostra que a

hipotese do Teorema 3.2.3 € fundamental para garantir a conclusao do mesmo.

O préximo teorema estende um resultado de reticulados obtidos via Construcao D

a partir de cédigos p-arios (p primo) [14] para cédigos g-arios, ¢ € N.

Teorema 3.2.4. Sejam G a matriz cujas linhas sao os vetores o(by),...,o(by,) e C o
codigo linear ¢*-drio gerado pelas linhas da matriz G = DGy, em que D = (d;;) € a matriz

diagonal tal que
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1, sel1 <j<ke
q, se ka < ] < kafl
djj =y .
¢!, se ks <j <k
Temos que ¢° *Ap = AA(C).

Demonstragao. Seja w € A,(C'). Existem ozj(»i) €{0,1,...,¢"—1},1<i<aek ;1+1<
1 < k;, e z € Z" tais que

a ki
w=q"z+ Z Z agi)q“_ia(bj).
i=1 j=kiy1+1
Por outro lado, ¢*'Ap é um reticulado e ¢°z,¢* ‘o (b;) € ¢*"*Ap para todo 1 < i < a
e kiy1 < j < ki, logo w € ¢ 'Ap. Isto mostra que As(C) C ¢“ 'Ap. Agora, vamos
mostrar que ¢*"'Ap C A4 (C). Com efeito, seja w € ¢ 'Ap. Pelo Teorema 3.2.1, existem
e f0,1,....¢ 1} C{0,1,....¢" —1}, 1<i<aeky +1<j<k,ez €L tais

que
a

k;
w=q"%+ Z Z aﬁl)q“_za(bj).
=1 j=kit1+1
Portanto w € A4 (C). O

Coroldrio 3.2.1. O conjunto ¢® 'Ap € um reticulado ¢*-drio.

Exemplo 3.2.2. Considere novamente a cadeia de cddigos lineares 73 2 Cy D Cy tal que
Cy = Cy ={(0,0),(1,2),(2,1)}. Escolhendo ky =2, ks =1, by = (1,2),by = (2,1) € Z2,

obtemos
Ap={z+aP(1/3,2/3) + aiP(2,1); z€32",0< ) <3 e0<al? <32},

O reticulado 3Ap € 9-drio, pois pode ser obtido via Construgdao A a partir do codigo linear

9-drio determinado pela matriz

10 1 2 1 2
G = = )
0 3 2 1 6 3
Observacao 3.2.3. O reticulado Ap do exemplo anterior nao pode ser obtido via Cons-

trucao D a partir de uma cadeia de codigos lineares bindrios.

O resultado a seguir estende o Teorema 13 da pagina 232 de [9] para a Construgao

D a partir de codigos g-arios, g € N.

Teorema 3.2.5. Sejam ky > ko > --- >k, >0 eby,..., b € ZZ nao nulos tais que
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1. Cp=(by,...,by,), para t =1,... a.

2. Alguma permutagao das linhas da matriz M = [o(by) - -+ o(by,)]" forma uma matriz

triangular superior (resp. inferior) na forma escalonada.

3. Para cada j € {1,...,k1}, a primeira (resp. ltima) componente nao nula do vetor

o(b;), que denotamos por «;, divide q e todas as demais componentes do mesmo.

Se Ap € o reticulado obtido via Construcao D a partir da cadeia ZZL 200120, 2---D2C,
usando os parametros ki, ko, ... kg € by, ... by, , entdo existe uma base para Ap formada
pelos ky vetores (1/¢"1)o(b;), 1 <i<a ek <j <k, maisn — k vetores da forma
0,...,0,¢,0,...,0).

Demonstracao. Podemos assumir sem perda de generalidade que alguma permutagao das
linhas da matriz M forma uma matriz triangular superior. Seja M a (inica) matriz

triangular superior de ordem n cujas linhas sao os k; vetores

1
ob;)) (I1<i<a e kig<j<k)

g1
e as demais n — k; linhas sao da forma (0,...,0,¢,0,...,0). A existéncia e unicidade da
matriz M é garantida pela Hipétese 2, uma vez que by, . .. , b, sao vetores nao nulos. As

linhas da matriz M sao linearmente independentes pois

i k1 a 1\ Kk
det M = ¢" ™™ ( a-) ( 4 ) # 0.
]'1;[1 J H qul

i=1

Para concluir a demonstracdo, vamos mostrar que A(M) = Ap, em que A(M) é o reti-
culado gerado pelas linhas da matriz M. Com efeito, dado w € A(M), existem niimeros
inteiros BJ(-i), 1<i<aeki1+1<j<k;ezeqZ"tais que

a ki ‘
w=z+> Y} ﬂj(»z)qil_lo(bj).

1=1 j=k;11+1

J

ﬁj(,i) — uﬁ”q" + a§i) e0< oz? < ¢'. Assim,

Dividindo BJ@ por ¢¢ obtemos inteiros u(i) e ay), 1<i<aeki1+1< 75 <k, tais que

em que
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Portanto w € Ap (Teorema 3.2.1). Reciprocamente, dado w € Ap temos que existem
mtelrosa E{O L., =1 1<i<aekiy1+1<j<kez¢eqZ"tais que

wezed Y

=1 j=k;y1+1
Por outro lado,
a k;
0_1 y
Y Y o)) € A(M),
=1 j=k;it1+1 q

uma vez que os vetores (1/¢"1)o(b;), 1 <i < ae ki1 < j < k;, sao linhas da matriz
M. Logo, para mostrar que w € A(M) é suficiente mostrar que z € A(M). De fato,
sejam dy, . ..,d, as linhas da matriz M eey,..., e, os vetores canonicos do R”. Como a
primeira componente nao nula de cada vetor a(b ),i=1,...,k;, divide q e todas as demais

componentes do mesmo e a matriz M é triangular superior, temos que cada um dos vetores

qge;, 1 <1 < n, pode ser escrito como combinacao linear inteira das linhas d;,d;.1, ..., d,.
Logo ¢Z" C A(M) e portanto z € A(M). Isto mostra que A(M) = Ap. O
Corolario 3.2.2. Sejam ky > ko > -+ >k, > 0 e by,..., by, € ZZL vetores nao nulos

satisfazendo as Condicoes 1, 2 e 3 do Teorema 3.2.5. Temos que
k1 2 a
n—> k
det Ap = <Haj> (qQ) =1

Demonstracao. Do Teorema 3.2.5, existe uma matriz triangular M e R, cujas linhas
sao os ki vetores (1/¢"1)o(b;), 1 <i<aekyi <j<k,maisn— k vetores da forma
0,...,0,4,0,...,0) tal que Ap = A(M) Portanto

n—3 k
det Ap = det( MMt (Ha]) =1 Z7

uma vez que

~ k1 a 1 ki—kit1
det M = q”kl(Haj>H( . 1)
- - \q"
_ (H%) k1 (ka+ka 14-+k3+k2)

Isto conclui a demonstracao. O]
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Corolério 3.2.3. [9] Sejam by, ..., by, € Z3 vetores nao nulos tais que
1. Cy=(by,...,by,) para t =1,..., a.

2. Alguma permutacdo das linhas da matriz M, cujas linhas sao o(by),...,0(by,),

forma uma matriz triangular superior (resp. inferior) na forma escalonada.

Entao existe uma base para o reticulado Ap formada pelos ki vetores (1/2771)a(b;), 1 <

i<a ek <j <k maisn —ky vetores da forma (0,...,0,2,0,...,0). Além disso,
n— Xa: k
det AD =4 =1 ’
Demonstragao. Para cada j € {1,...,k1} a primeira componente nao nula de o(b;) é

igual a 1 e portanto divide 2 e todas as demais componentes deste vetor. Aplicando o

Teorema 3.2.5 e o Corolério 3.2.2 obtemos o resultado desejado. O]
O préximo coroldrio estende a Proposicao 3.2.4 da referéncia [23].

Corolario 3.2.4. Sejam C C Zj. um cédigo linear e G uma matriz geradora de C' na

forma padrao, isto €,

Iy, Aox Ao Aoz - Agya Aoy
0 ply, pA1,2 pA1,3 T pA1,r—1 pALr
G = 0 0 p2jk2 p2A273 s p2A2,r71 P2A2,r ,
0 0 0 0 T pr_ljkr_l pr_lArfl,r
na qual as colunas estao agrupadas em blocos de tamanhos ko, ky,...,k._1 e k., = n —

Z:;é ki, com k; > 0 para todo i € {0,1,...,r}. Uma matriz geradora do reticulado
AA(C) € dada por

Iy, Aox Aop Aoz 0 Agpr Ao,
0 ply, pAl,Q pA1,3 T pA1,r—1 pAl,r
0 0 szkg p2A2,3 T p2A2,r_1 p2A2,r
0 0 - Py, pPTA,
0 0 e 0 P,
Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 3.2.5. O]

Observacgao 3.2.4. Um fato importante que pode ser inferido do ultimo teorema é des-
crito a sequir. Se um reticulado A C R™ de posto completo possui uma matriz geradora do

tipo AM com A € R e M € Z™" sendo uma matriz triangular superior (resp. inferior) tal
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que a primeira entrada ndo nula de cada linha (resp. iltima) divide todas as demais en-
tradas de sua linha, entao exceto por um fator de escala A pode ser obtido via Constru¢ao
D. Em particular, os reticulados 7, D,,, Es, A1g € Aoy (ver Secao 1.7) podem ser obtidos
via Construcao D. Para ilustrar tal afirmacgao, nos proximos exemplos construimos os

reticulados Eg, Aig € Noy.

Exemplo 3.2.3. Seja Z§ O C) O Cy a cadeia cédigos lineares tal que
Cl = <b1,...,b8> e CQZ <b1,...,b7>,
em que

(2,2,0,0,0,0,0,0),
(0,2,2,0,0,0,0,0),
(0,0,2,2,0,0,0,0),
(0,0,0,2,2,0,0,0),
bs = (0,0,0,0,2,2,0,0),
(0,0,0,0,0,2,2,0),
(1,1,1,1,1,1,1,1),
(1,0,0,0,0,0,0,0).

Seja Ap o reticulado obtido via Construcao D, utilizando como parametros ki1 = 8, ko =7

e os vetores by, ..., bg. O Teorema 3.2.5 afirma que

1 1 1 1 1 1 1 1
{360 4o (6o Jo (b Jo(bo). Jotbe). Jotbe). 1otbr). oo}

€ uma base para Ap. Assim,

o 1h 0 0 0 0
0 o 1o 0 0 O
0 0 2 1 0 O
0 0 0 1o 1k 0
0 0 0 0 1p 1p
0O 0 0 0 0 2 1k
Us Vg 1y g Ly 1y 1y 1)
10 0 0 0 0 0 O

o O O O o O

€ uma matriz geradora para Ap e, consequentemente, a matriz
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—1lh  1p 0 0 0
0 ~—1lp 1h 0 0
0 0 —1p 1/ 0
0 0 0 —12 1/

0 0 0 0 -lp 1
0 0 0 0 0 -l lp
T T T V7 VR VAR VA
1 0 0 0 0 0 0 O

o O o O
o O O o O
o O O o o O

também € uma matriz geradora para Ap. Por outro lado, temos que 2M € uma matriz
geradora de Eg (ver Se¢do 1.7). Logo 2Ap = Es.

Exemplo 3.2.4. Seja Zi® O Cy D Cy a cadeia cédigos lineares tal que Cy = (by, ... byg)
e Cy = (by,...,bs), em que

by —
by —
by =
by =
bs =
be —

(2,2,2,2,0,2,0,2,2,0,0,2,0,0,0,0),
0,2,2,2,2,0,2,0,2,2,0,0,2,0,0,0),
(0,0,2,2,2,2,0,2,0,2,2,0,0,2,0,0),
(0,0,0,2,2,2,2,0,2,0,2,2,0,0,2,0),
(2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2 222 2 2),
(2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
bs = (1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0),
(1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0),
(1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0),
(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0).

Seja Ap o reticulado obtido via Construcao D, utilizando como parametros ki = 16,ko =5

e os vetores by, ..., big. Aplicando o Teorema 3.2.5, obtemos que

1 1 1 1 1 1
{Za(bl), ZO’(bg)7 ey ZO’(b5), EO’(bG), EO’(b'y), ey 4—00'(b16)}

¢ uma base para Ap. Logo uma matriz geradora para Ap € dada por
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0
1/2

1/2
0

0

1/2 1/2 1/2 1/2

1 1/

0
1/2

L 1/ 1/ 1)y

0
0
0

1/2
0

lfa 1/ 0

0
1/2

0

Ly 1y 1fy 1/

0
0

1/2

0

0 12 1k

0

1 1y 1y 1/
Lo 1/ 1/ 1y 1y 1fp 1 1y 1y 1/ 1/ 1 1)y 1y 1/ 1}

0

Agora, observe que

400000O0O0OO0OO0OO0OO0OOO0O0OQO0

220000000O0O0O0O0O0O0O
20200000O0O0O0O0O0O0O0O
200200000O0O0O0O0O0O0TGO0
200020000O0O0O0O0O0O0TGO0
200002000O0O0O0O0O0O0°O0
2000002000000O0O0O0O0
20000002000O0O0O0©O0°O0
200000O00200O00O00¢O0°FO0
2000000O0020000°O00O0
200000O0O0O0OO0O2O00O00¢O0O0

1111010110O01O00°O0060
060111101011001O0¢O0O0
00111101011O0O010O00
060o00111101011O0O010O0
1111111111 111T1T171

e que esta é uma matriz geradora do reticulado Aig (ver Secdo 1.7). Portanto v/2Ap

A16 .
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Exemplo 3.2.5. Seja Z2* O C, O Cy uma cadeia cédigos lineares tal que

em que cada b; corresponde a i-ésima linha da sequinte matriz

3.2. Construcao D e suas variagoes

44000000O0O0OO0OO0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O®O

404000000O0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0O0O0OO0OO0O0O®O0O®O

400400000O0O0O0O0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0GO0O®O

400040000O0O0O000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0®O0O®O

4000040000O0O0O0O00O0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OT®O

4000004000O0OO0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0O®

22 222222000000000O000¢O00O0°O00O0

4000000O0O4000O00O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O®O

4000000O0O04000O00O0OO0OO0O0O0OO0ODO0OO0OGO0O®

4000000O0OO0OO0O4000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O®

222200002222000000O000°O00O0°©0
4000000O0O0OO0OO0OO0O400O0O0O0O0O0O0OO0OTO0O®O
2200220022002 2000O000¢O00O0°O00O0
2020202020202022000000¢O0¢0°0©0
20020020020020020000O0O0°O0O0

4000000O0OO0OO0OO0OO0O0O0OO0OO0OO0O40O0O0O0O0GO0OTOQ

202020022200000022¢00¢O00¢00O0
20022200202000002¢020¢0¢000O0
22002020200200002002¢0¢0¢00®O0
022220002000200020002°¢0¢00O0

0600000O0OO0OO0220022¢0022¢0022°¢00O0

0600000O0O0OO020202¢02¢02¢02¢02¢0220

5111111111111 11111111T1T171

1000000OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0OO0OO0OO0OO0®O0OO0

Se Ap ¢ o reticulado obtido via Construcao D, utilizando como parametros ki = 24, ke =

.y b24, entao AD = \/?§A24'

23 e os vetores by, ..

3.2.2 Construciao D’

A Construgdo D’ é apresentada em [2,9] apenas para cédigos lineares bindrios.

Nesta secao, estendemos esta construcao para codigos lineares g-arios, g € N.

>C, 2 Cy O -+ 2 C, uma cadeia

n
q

Definigao 3.2.2. (Construcdo D') Seja 7
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de codigos lineares. Dados niumeros inteiros ri,ro,...,7, satisfazendo 0 < r; < ry <
-+ <1y e um conjunto de vetores {hy, ... h,,} em Zj tais que Cit = (hy,...,h,,) para
0 =1,2,...,a, em que C} € o cédigo dual de Cy, o conjunto A,y consiste de todos os

vetores x € Z" tais que
x-o(h;)=0 mod ¢!
para todo par de inteiros (i,7) satisfazendo 0 <i < a erq_;i 1 <j <Tey (ro:=0).

A existéncia dos parametros r1,79,...,7, € hy,ho, ... h, na definicao acima é
garantida pelo Teorema 2.2.4. Quando a = 1, a Construcao D’ coincide com a Construcao
A. Se g ¢ primo, cada c6digo linear C; pode ser visto como um subespago vetorial de Zj e
sempre podemos escolher como parametros r; = n — dim C; (i = 1,...,a) e um conjunto
de vetores {hi,...,h,,} C Z7 linearmente independente tal que C;* = (hy,...,h,,)

(Observagao 2.2.1) e, quando ¢ = 2, a Definigao 3.2.2 restrita a estes parametros coincide

a versao original da Construcao D’ [2].
Teorema 3.2.6. O conjunto A € um reticulado em R™ de posto completo.

Demonstracao. Ap, é um conjunto discreto, pois Apr C Z". Para ver que Ap/ é um

subgrupo aditivo de R™ note que Apr CR", 0 € Ap: e dados x,y € Ap temos que
(x —y)-o(hj) =0 mod ¢

para todo par de inteiros (i, j) satisfazendo 0 < i < aer, ;1 < j < r,_;, uma vez que
x-o(hj) =0 mod ¢! e y-o(h;j) =0 mod ¢"". Isto mostra que  —y € Ap. Como

q*Z" C Apr, segue que Ap é um reticulado de posto completo. O

Exemplo 3.2.6. Seja Z2 2O C; 2 Cy a cadeia de cddigos lineares tal que
C1=1((2,2),(0,1)) e Cy=((2,2)).
Observe que

Ct = {(z,y) €Z2; 20 4+2y=0 ey =0}
= {(070)’(270)}
= ((2,0))

Cy = {(z.y) € Zi; 2z +2y =0}
= {(0,0),(2,0),(0,2),(2,2),(3,1),(1,1),(1,3),(3,3)}
= ((3,1),(2,0)).
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Tomando ry = 1, 19 = 2, hy = (2,0) e hy = (3,1), temos que 0 < 71 < 1y, CF = (hy),
CQJ' == <h1,h2> €

Ay = {x€Z% x-0(h))=0 mod 16 e = - o(hy) =0 mod 4}
= {(z,y) €Z% 22 =0 mod 16 e 3x +y =0 mod 4}.

Logo A,y N1]0,16)% = {(0,0), (0,4), (0,8),(0,12), (8,0), (8,4), (8,8), (8,12)}. Os elementos
de Ay N[0,16)? estao representados na Figura 3.3.

12 ]
8 ]
4 ]
oe ®
0 8 16

Figura 3.3: Ap N[0, 16)?

3.2.3 Construcao D

A Construcao D, também chamada de construcdo pela formula cédigo, é uma
reformulagao da férmula cédigo de Forney, que foi introduzida em [15,16]. Nesta segao,

estendemos esta construcao para cédigos lineares g-arios, ¢ € N.

Defini¢ao 3.2.3. (Construgao 1_)) Seja ZZ >0 D -2 C, uma cadeia de codigos

lineares. O conjunto I'y € definido da sequinte forma
FE =q"7Z" + qa_lO'(Cl) + - F qu(Ca—l) + U(Ca)~

Observacao 3.2.5. Quando a = 1, temos que 'y = A4(C}) e, neste caso, 'y € um
reticulado. Para a > 2, temos que I'y; C Z"™ € um conjunto discreto, mas nem sempre €

um reticulado (ver Exemplo 3.2.7).

Definicao 3.2.4. Dada uma cadeia de codigos lineares ZZ °>C; D---DC,, denotamos
por Ay o “menor” reticulado (com relagao a inclusio) que contém o conjunto I'y dado na
Defini¢ao 3.2.3. Em outras palavras, Ap € o (inico) reticulado que contém I'y e satisfaz

a sequinte propriedade: Se A é um reticulado em R™ que contém I'y, entao A5 C A.
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Observagao 3.2.6. Uma caracterizagcao dos elementos do reticulado Ay serd apresentada

no Teorema 3.2.7.

Exemplo 3.2.7. Considere novamente a cadeia de codigos lineares apresentada no Fxem-
plo 3.2.6, isto ¢, 72 O Cy 2 Cy tal que

C1=1((2,2),(0,1)) e C2=((2,2))-

Observe que

Q
—~
0
N—

I
—
\-O
]
=
(\V]
N\
N—
P
\-O
—_
~—
—~
\.O
[\
N—
e
uO
w
N—
—~
\-M
w
SN~—
—
(\V]
@)
N—
P
\-l\')
—_
~—
=

[qM)

Como Ty = 4°7* + 4'0(Cy) + 4% (Cy), seque que

I's= |J (2+Ipn[0,16)%),

2€167Z2

em que

I'5n[0,16)2 = {(0,0),(8,8),(0,4),(0,8),(0,12), (8,12),(8,0), (8,4), (2,2),
(10,10), (2,6), (2,10), (2,14), (10, 14), (10, 2), (10, 6)}.

Os elementos de T'5 N [0,16)? e A5 N [0,16)% estao reprentados na Figura 3.4. Neste

exemplo, temos que T'5 G Ap, isto €, Ty mdo € um reticulado.

1] e o

12 o

10{ e o

8 o

61 ® o

4 °

2 { J { J

°C 2 4 & 8 10 12 14 16 °0 2 4 & § 10 b 14 16

(a) T N[0, 16)? (b) Ap N[0, 16)?

Figura 3.4: Elementos de 'y e Ay na caixa [0, 16)?

Exemplo 3.2.8. SejaZ2 O C; O Cy a cadeia de cédigos lineares tal que C, = ((1,1), (0,2))
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e Cy =((2,2)). Observe que

J(Cl) = {(070)7(171)7(272)7(373>’(072)7<173)7(270)7(371)}6
0(02) = {(070)’(272)}‘

Como T'y = 4°7% + 4'0(C}) + 4% (Cy), seque que

5= |J (z+T5N[0,16)%),

z€167Z2

em que

I'5N100,16)2 = {(0,0),(4,4),(8,8),(12,12), (0,8), (4,12), (8,0), (12,4),
(2,2), (6,6), (10,10), (14, 14), (2,10), (6, 14), (10,2), (14, 6)}.

Os elementos de T'5 N [0,16)? e A5 N [0,16)* estao reprentados na Figura 3.5. Neste

exemplo, temos que I'y = Ag, isto €, I'y € um reticulado.

L e L

14 { ] ] 14 ] ]

12 ° ° 12 ° °

10 ] ] 10 { ] ®

8@ ® 8@ ®

6 { ] ] 6 ] ]

4 ° ° 1 4 ° °

2 L ] L ] 2 ® ®

v — ¢ |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16

(a) T'5N[0,16)2 (b) A5nN10,16)?

Figura 3.5: Elementos de I'y e Ay na caixa [0, 16)?

Observagao 3.2.7. O conjunto A é sempre um reticulado q*-drio. Se I'y; € um reticu-
lado, entao Ay =T'p.

3.2.4 Conexdes entre as Construgdes D, D' e D

No préximo exemplo exploramos algumas relagoes entre as Construgoes D, D' e D.

Exemplo 3.2.9. Considere a cadeia de cédigos lineares ZE 2 C1 2 Cy tal que Cy =
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((1,2)) e Cy = ((2,4)). Observe que

Ci = {(z.y) € Z§ = +2y =0}
= {(0’0)7(471)7(2’2)’(073)7(4v4)’(275)}
= ((4,1))

Cy = {(x,y) €72 2z +4y =0}
= {(0,0), (1, ) (4,1),(2,2),(5,2),(0,3),
3,3),(1,4),(4,4),(2,5),(5,5), (3,0)}
(4,1),(3,0)).

—~

FEscolhendo os parametros ki = 2,ko =1, 11 =1, 79 =2 e by = (2,4),bs = (3,0),hy =
(4 ].) h2 = (3,0) c Z%, temos O S /{32 S 1{51, O S T S o, Ol = <b1,b2>, 02 = <b1>,
Cit = (hy) e Cy = (hy, hy). Assim,

1
Ap = {z +a8(3,0) + a§2)6(2,4); ze672,0<a) <5e0<al? < 35}

AD/:{(x,y)EZz; 4r+y =0 mod 36 e 3x =0 modﬁ}.

Também,
I's = 62Z% 4+ 6'0(C}) 4 6°0(Cy),
em que
a(C1) = {(0,0),(1,2),(2,4),(3,0),(4,2),(5,4)}
0(02) = {(O7O>7(274)7<47 2>}
Portanto,
6Ap = |J (2+(6Ap)N[0,36)%),
2€3672
Ap = U (z+ Ap N0,36)%),
2€3672
I's = | (z+T50n10,36)%) e
2E€36Z2
Ay = U (z + A5 N10,36)%),

Z€36Z2
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36 36
{ ] (] { ] o
30 4 304
{ ] { ] [ ]
24 4 { ] ] 24 o [ ]
L] L] { ]
18 4 184
o [ ] [ ]
12 [ ] L ] 124 { ] [ J
{ ] { ] L ] [ ]
6+ 6
[ ] [ ] (] L]
0 & 0 <
0 6 12 18 24 30 36 6 12 18 24 30 3€
(a) 6Ap N [0, 36)2 (b) Aps N0, 36)2
36 36
L ] [ J [ J [} { ]
[ J L ] [ J [ J [}
301 300 [ J [} [ J L ] [ J
{ ] { ] L] { ] { ] { ] ®
[ J [} L] o L] [ J [}
244 [ J [ ] 4@ [ J [ J L] o L]
L ] [ J [ J [ J L ]
{ ] L] { ] { ] { ]
18 4 18@ [ J [} [} L ] [ J
[ J L ] [ J [ J [} { ]
[ ] [} [ J L ] [ J [ J [ J
12 L] [ ] 12@ [ ] ° ° ] L]
L ] [ J [ J [} {
[ J L ] [ J [ J [ J
6 6@ [ J [ J [ J L ] L]
{ ] L] { J [ ] [ ] [ ] °
o [ J [} L ] [ J [ J [}
0 0 6 12 1=8 24 30 36 0 g ‘I=2 1=8 gl g] 36
(c) I N[0, 36)? (d) A5 N10,36)2

Figura 3.6: (Exemplo 3.2.9) Elementos de 6Ap, Ap/, ['5 e Ax na caixa [0, 36)?

Neste exemplo, observamos que (1) T

6Ap e (v) Apr G Ap (ver Figura 3.6).

D ; Aﬁ, (Z’l) 6AD ; Aﬁ, (ZZZ) 6AD gZ AD/, (ZU) ADI gZ

Observagao 3.2.8. O reticulado A sempre contém q**Ap (Teorema 3.2.7), mas Ap

nem sempre estd contido em A, conforme podemos verificar no prozimo exemplo.

Exemplo 3.2.10. Seja Z2 D Cy 2 Cy a cadeia de cédigos lineares tal que Cy = ((1,1))

e Cy = ((2,2)). Observe que

ot =

{(z,y) € Zizz +y =0}
{(0,0),(1,3),(2,2),(3, 1)}

((1,3))
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Cy = {(x,y) € Z3; 2z + 2y = 0}
= {(0,0),(1,1),(1,3),(2,0),(2,2),(3,1),(3,3),(0,2)}
= <(173)7(171)>'

Escolhendo 1y = 1, ro = 2 e hy = (1,3),hy = (1,1) € Z3, temos que 0 < 71 < 71y,
Cit = (hy) e Cy = (hy, hy). Assim,

Ap ={(z,y) €Z% z+3y=0 mod 16 e 2z =0 mod 4}.

Também,
T'5 = 4222 4+ 4'o(C)) + 4% (Cy),

em que

Temos que I'y = Ap,

Ap N1]0,16)% = {(0,0), (2,10), (4,4), (6,14), (8,8), (10,2), (12, 12), (14,6)}

I'5N[0,16)% = {(0,0), (2,2), (4,4), (6,6), (8,8), (10, 10), (12,12), (14, 14)}.

Os elementos de TN [0,16)* e Ax N [0,16)% estdo representados na Figura 3.7. Neste

exemplo, temos que Ap ¢ Ap.

L e e I B

14 . 14 °

12 . 12 °

10 . 10 °

6 ° 6 °

4 ° - °

2 ° 2 °

0 1~ 0 ——
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16

(a) AprN10,16)> (b) A5nN10,16)?

Figura 3.7: Elementos de Ap e Ag na caixa [0, 16)?



3.2. Construcao D e suas variagoes 75

O préximo teorema e seu coroldrio estendem resultados de reticulados obtidos a

partir de codigos binérios [25] para reticulados obtidos a partir de cédigos g-arios.

Teorema 3.2.7. Seja ZZ 2C, 202 ---2C, uma cadeia de codigos lineares. Temos

que (i) ¢"*Ap C Ag e (i1) A5 consiste de todos os vetores da forma

qz+Zq“lZa o(c;),

c; €C;
em quea§-i) €e{0,1,....,.q—1} ez € Z™.
Demonstragao. (i) Dados ky > ko > -+ > k, > 0 e vetores by,..., by, € Zy tais que
C;=(by,...,by,) parai=1,2,... a, considere o reticulado

7 1 7
AD—{z—{—ZZa) j;quZ”eag)E{O,l,...,q—l}}.

=1 j5=1

Dado w € ¢ 'Ap, existem z € Z" e ag-i) € {0,1,...,q— 1} tais que

a k;
w=q"z+ Z Z ozj(.i)q“_ia(bj)

i=1 j=1
Como Ap é um reticulado, ¢“z € ¢"Z" CT5 C A e ¢ o(b;) € ¢*'o(C;) CT
paral <i<ael<j <k, temos que w € Ap.
(17) Seja

S
N
-

J

{q Z+Zq“ 3 alo(ey); o 6{0,1,...,q—1}ez€Z”}.

c; €C;

E imediato que I'; C A. Da igualdade

Zq“ "> alo(e) an”' > uo(e)),
=1

c;€C; ¢ €C\Cit1

i_l)q + -+ O[Q)qifl, obtemos

@ _ () (
=0 ta i

J

— {q“z + Zq“_i Z ,ug-i)a(cj); ,uy) c{0,1,....¢ —1}ezc Z”}.
i=1

cj ECi\Ci+1

em que [

Agora, note que 0 € A e que dados x,y € A, existem /\‘gi%uy) € {0,1,....¢" — 1} e

z1,29 € Z" tais que

a::q“zrl—Zq‘H Z ug-i)a(cj) e y—qz2+2q‘” Z >\
=1

CjECi\C¢+1 cj eC; \Cl+1
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Assim,

T —y=q"(z1 —22) + Z ¢ Z (uﬁ’) - Aﬁl))a(cj)‘
=1 CjECi\CH_l
Aplicando o algoritmo da divisdao, obtemos inteiros BJ@ e rj(-i) ](-i) < qe
,uy) — /\y) = B](I)q" + r§z) e logo

z-y=qz+> ¢ > 1V,
=1

c; cC; \Ci+1

tais que 0 < r

em que
a
z=2z — 2+ Z Z ﬁ](-Z)O'(Cj) SWAS
1=1 ¢;€C;\Cit1
Logo x —y € A e portanto A é um reticulado. Resta mostrar que A é o menor reticulado
em R" que contém I';5. Com efeito, seja A" C R™ um reticulado tal que I's C A'. Para

cada v € A, existem oz;i) €{0,1,...,¢g—1} e z € Z" tais que

v=q"2+ Z g Z a§i)a(cj).
=1 c;eC;
Como ¢°z € I'5 C A" e ¢“o(c;) € ¢“o(C;) C T C A para todo i € {1,2,...,a} e

c; € C;, temos que v € A’. Tsto mostra que A é o menor reticulado contendo I's. n

Definicao 3.2.5. (Produto de Schur em Zy) Dados® = (v1,...,7,) ey = (Y1, - -, Yn)
em Zy, o produto de Schur entre x ey € definido como

xxy = (T1y1, -, Tuln),

onde a operagao no lado direito da igualdade acima denota o produto usual em Z,.

Observacao 3.2.9. O produto de Schur também ¢é conhecido como multiplicagcao com-

ponente a componente.

Definicao 3.2.6. Uma cadeia de codigos lineares Zy 2 Ci DCy D---DC, € dita fe-
chada sob o produto de Schur quando o produto de Schur de quaisquer dois elementos
de C; sempre pertence a C;_y para i =2,...,a, isto €, se c,cy € C; entao ¢ xcy € C;_

para it =2,...,a.

Observacao 3.2.10. O conjunto I's obtido via Constru¢io D a partir de uma cadeia
de codigos bindrios encaixados € um reticulado se, e somente se, a cadeia utilizada é
fechada sob o produto de Schur [25]. No prézimo exemplo mostramos que quando q # 2
este resultado nem sempre é valido. Observamos que nem mesmo quando q € primo (e

consequentemente Z, € um corpo) podemos garantir o resultado.
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Exemplo 3.2.11. Considere a cadeia de cédigos lineares Z3 O Cy 2 Cy tal que

Gy = ((1,2,3,4),(1,4,4,1)) e
Co, = ((1,2,3,4)).

FEsta cadeia de codigos € fechada sob o produto de Schur, mas o conjunto I'y obtido via

Construgcdo D a partir desta cadeia nao é um reticulado. De fato, note que
CZ = {(07 07 07 0)7 (17 27 37 4)’ (27 47 ]'7 3)7 (37 17 47 2)7 (47 37 27 ]')}
e logo

{exy; m,yecC} = {(0,0,0,0),(1,4,4,1),(2,3,3,2),(3,2,2,3),(4,1,1,4) }
= ((1,4,4,1)) C C;.

Logo a cadeia Z2 O Cy 2O Cy € fechada sob o produto de Schur. Por outro lado, v =
(1,2,3,4), w = (1,4,4,1) € C; e o(v),0(w),o(v +w) € I'y, mas o(v) + o(w) — o(v +
w) = (0,5,5,5) ¢ I'y. Caso contrdrio, existiriam ¢; € C1,¢o € Cy e z € Z™ tais que
(0,5,5,5) = 25z + 50(¢cy) + o(ez) e logo teriamos ¢; = (0,1,1,1), mas (0,1,1,1) ¢ C;.

Portanto I'y; nao é um reticulado.
Tendo em vista as observagoes acima, propomos a seguinte operagao em Zg.

Definigao 3.2.7. (Adi¢do zero-um em Z;) Dados x = (x1,...,7,) €Y = (Y1,---,Yn)

n
em Ly,

a adi¢ao zero-um entre x e y € dada por
TrxYy = (‘rl*yla"'?xn*yn) EZZ?

onde

para todo 1 € {1,...,n}.
Lema 3.2.2. Para x,y € 7!, tem-se o(x) + o(y) = o(x + y) + qo(x * y).

q’

Demonstragio. Dados © = (21,...,2n), Yy = (Y1, .., yn) € Z7, temos que

o(x;) + o(yi) = oz +yi) + qo(x; * ;).
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Logo

go(xxy) = q(a(xl kY1), ..., 0(Ty * yn)) = (qa(xl kY1), - qQO(Ty * Yp) )
= (o(z1) +o(y) —ol@ +y1), ..., 0(@n) + 0(yn) — (T + Yn))
= (o(z1),...,0(xa)) + (a(30), - . ,U(yn)) = (o(zi+ 1), 020 +yn))
= a(a:) + a(y) —o(x+y).

Isto mostra o resultado. O

Observacgao 3.2.11. Quando q = 2 a adi¢ao zero-um coincide com o produto de Schur.

Definicao 3.2.8. Uma cadeia de codigos lineares Zy 2 Ci DCy D --- D C, € dita
fechada sob a adi¢cao zero-um quando a adigcao zero-um de quaisquer dois elementos
de C; sempre pertence a C;_q1 para i1 =2,...,a, isto €, se ¢1,¢cy € C; entdo ¢ x ¢y € C;_1

parat=2,...,a.

Exemplo 3.2.12. A cadeia Z% O C, 2 Cy tal que Cy = Cy = ((1,2)) ndo € fechada sob
a adi¢ao zero-um, pois (1,2) € Cy e (1,2) % (1,2) = (0,1) ¢ C,.

Exemplo 3.2.13. A cadeia de cédigos lineares Zz 2 C; 2 Cy apresentada no Ezemplo
3.2.11 ndo € fechada sob a adi¢io zero-um. Caso contrdrio, como (1,2,3,4), (2,4,1,3),

(3, 1,4, 2) eCs e

(3,1,4,2) % (3,1,4,2) = (1,0,1,0),
(2,4,1,3) % (2,4,1,3) = (0,1,0,1),
(1,2,3,4) % (1,2,3,4) = (0,0,1,1),
tertamos (1,0,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1) € Cy e portanto dim Cy > 3 (Contradi¢ao!).

Lema 3.2.3. Seja ZZ O C, D Cy D -+ D C, uma cadeta de codigos lineares. Se
w € Z7\ Cy, entao ¢ 'o(w) ¢ I'p.

Demonstragdo. Seja w € Zy e suponha que ¢"“‘o(w) € T'p, isto é, que existem ¢; € CY,
1<l<a,ezeZ" tais que

" lo(w) =q"z+ ¢ tole) + -+ ¢ o(ei) ¢ o(e) + -+ ¢0o(cy). (3.1)

Dividindo cada uma das componentes de ambos os membros da Igualdade (3.1) por ¢*~**!

e usando a unicidade da divisao em Z, obtemos

0" o(w) = ¢ o) + -+ q'o(co). (3.2)
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Agora, dividindo ambos os membros da Igualdade (3.2) por ¢®~* e usando novamente a

unicidade da divisao em Z, obtemos
o(w) =o(c).

Isto mostra que w € Cj, pois ¢; € C;. O

No préoximo teorema, fornecemos uma condigao necessaria e suficiente para que o
conjunto I'; obtido via Construgao D seja um reticulado. Este teorema e seus corolarios
estendem para reticulados obtidos a partir de cédigos g-arios resultados apresentados

em [25] para reticulados obtidos a partir de cédigos bindrios.

Teorema 3.2.8. Dada uma cadeia de codigos lineares ZZ ODC1 D20y D - D0y, as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. I'5 € um reticulado.

2. I'y = Ap.

3. ZZ ODC1 20y DD, € fechada sob a adicao zero-um.
4. T5=q"'Ap.

Demonstracao. E fcil ver que 4 = 1 = 2. Assim, basta mostrar que 2 = 3 e 3 = 4.
(2 = 3) Suponha que a cadeia Zy = Cy 2 Cy 2 -+ 2 C, nao ¢ fechada sob a adigao
zero-um. Ou seja, existem ¢y, ¢; € C; tais que ¢ x ¢y ¢ C;_1 para algum i € {2,3,...,a}.

Aplicando o Lema 3.2.3, obtemos
¢ Mo(erxey) ¢ T'p.
Por outro lado, usando o Lema 3.2.2, temos que
qgo(cy xca) = o(ey) +o(ez) —o(ey + ¢).
Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por ¢*~%, obtemos
¢ "Moler x ) = ¢ o(er) + ¢ o(er) — ¢ lo(ey + ¢2) € Ag,

uma vez que ci, Cy, c; + ¢y € C;. Portanto I'y; # Ap.

(3 = 4) Esta demonstragao sera feita por inducao sobre a. Se a = 1 o resultado é trivial,
pois Ap e I'; coincidem com o reticulado obtido via Construgao A a partir de C;. Seja
Ly 2 Cy D Cy D --- D (C, uma cadeia de codigos lineares fechada sob a adi¢ao zero-um.

Aplicando a hipdtese de inducao para Ly 2 CiD2Cy,2---2C,_1, obtemos

- = qa_lAD7 (33)
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em que
I =q¢"Z"+ ¢ 'o(Cr) + -+ ¢ 'o(Ci) + -+ + ¢ 0(Camn).

a—1 ki
A, = {q“z + Zq“_iZay)a(bj); aéz) €{0,1,...,q—1}ez€ Z”}.
i—1 =1

A partir daqui denotaremos por A o reticulado dado em (3.3). Para finalizar a demons-

tragao, devemos mostrar que o conjunto

I'p=A+0(C,) ={v+o(c); veAece (Cy}

é igual a
ka
¢ Ap = {’v + Zaga)a(bj% veAle aga) €{0,1,...,q— 1}}
j=1
E para isto, basta mostrar que se ¢ € Cy, ou seja, se existem indices 1 < ji,...,Js < kg

tais que ¢ = b;, +---+b;,, entao
o(bj,) + -+ 0o(bj,) =v+o(c),
para algum v € A. Com efeito, o caso s = 1 ¢ trivial, poisc =b;, € C,, 0 € A e
o(bj,) =0+ 0(b;,).

Agora, sejac=b;, +---+bj,coms>1el <ji,...,j5 <k, Pelahipdtese de indugao,

existe um vetor v’ € A tal que
o(bj,) + - +o(b, ) =" +0(c),
em que ¢ =bj, +---+bj, ,. Aplicando o Lema 3.2.2, obtemos

o(bj,) + - +o(bj, ) +o(by) = v +o(c)+a(by)
= v +o(c+bj,)+qo(c xby,)
= v' +o(e)+qo(c xby,).

Como C,_1 2 C, ¢ fechada sob a adigao zero-um, temos que ¢’ * b, € C,_; e consequen-

temente qo(c’ * b;,) € A. Portanto
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em que v = v +qo(c xb;,) € A. O

Corolario 3.2.5. Se uma cadeia de cddigos lineares Zy 2 CiDCyD---DC, € fechada
sob a adicdo zero-um, salvo por um fator de escala, as Construgoes D e D geram o mesmo

reticulado.

Corolario 3.2.6. Se uma cadeia de codigos lineares Z’; 20C1 20D+ D, € fechada
sob a adi¢ao zero-um, entao o reticulado obtido via Construgcao D nao depende da escolha

dos parametros ki, ko, ..., k, e by, ... by,.

Exemplo 3.2.14. Considere a cadeia de cddigos lineares Zs O Cy 2O Cy tal que

¢y = ((1,0,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1)) e
Cy = {((1,2,3,4)).

Temos que Cy = {(0,0,0,0),(1,2,3,4),(2,4,1,3),(3,1,4,2),(4,3,2,1)} e consequente-

mente

{xxy; z,yeC} = {(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),
(070717 1)7 <1a 17171)7 (1a 17070)} g Cl'

Logo a cadeia Z3 O Cy D Cy € fechada sob a adi¢do zero-um. Do Teorema 3.2.8, seque
que o conjunto I'y obtido a partir desta cadeia é um reticulado e 'y = 5Ap. Além
disso, o reticulado Ap nao depende da escolha dos parametros (Coroldrio 3.2.6). Assim,

escolhendo como parametros ky = 3, ko = 1,

bl = (172a374)7
by = (0,1,0,1) ¢
b3 = (0707171)7

temos que C7 = (b1, by, bs) e C; = (by). Note que estes vetores satisfazem as hipdteses
do Teorema 3.2.5. Logo

{(1/5,2/5,3/5,4/5),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(0,0,0,5)}

€ uma base para Ap e consequentemente

S O ot N
S o O W

o O O =

25

¢ uma matriz geradora para I'y = Ap.
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Observacao 3.2.12. A cadeia usada no exemplo anterior nao é fechada sob o produto
de Schur, uma vez que (1,2,3,4) € Cy e

(1,2,3,4) % (1,2,3,4) = (1,4,4,1) ¢ C.

Os préximos dois lemas estendem para cddigos g-arios resultados conhecidos ante-

riormente para Construgoes D e D’ a partir de cédigos bindrios [37,50].

Lema 3.2.4. Seja H a matriz ky X n, cujas linhas sao

o(by),...,o(bg,),qo(b,41)s---,q0(br, ), .. ,q“ila(bkﬁl), . 7qafla(bkl).

Temos que © € N}, se, e somente se, qr € Z™ ¢ Hx' =0 mod ¢* .

Demonstragao. Por defini¢ao, A}, = {x € R";(x,y) € Z,Vy € Ap}. Usando o Teorema
3.2.1, obtemos que & € A%, se, e somente se, (x,qz) € Z e (x,(1/¢"')o(b;)) € Z para
1<i1<a, ki <j<k; eparatodo z € Z". Logo

x € A}, se, e somente se, ¢ (z,0(b;)) =q¢"(x,e;) =0 mod ¢*"

paral <i<a, kiy1 <j<kel<t<n,emque{e...,e,} éa base canonica do R".

Portanto & € A} se, e somente se, qxr € Z" e Hx' =0 mod ¢* 1. O

Lema 3.2.5. Seja H a matriz v, X n, cujas linhas sao

0<h’1)7 s ’U(th)? (]0<hr1+1), s 7q0(hT2)a s 7qa_10(h1”a—1+1)7 s 7qa_10(hTa)'

Temos que x € Apr se, e somente se, x € Z"" e Hx' =0 mod ¢°.

Demonstragdo. Basta observar que © € Aps se, e somente se, x € Z" e ¢ ‘x - o(h;) =0
mod ¢ para 0 <1 < aer,; <jJ<rer1. Logox € Ap se, e somente se, x € Z" e
Hz! =0 mod ¢°. ]

Dada uma cadeia Z; 2 Cy 2Cy D .- D (C, de cédigos lineares e parametros
0<r <ry<---<rgehy,... h,, €Z taisque C}- = (hy,... h,) parai=1,2,...,a,
considere o reticulado Ap. obtido via Construgao D a partir da cadeia C- C C3- C -+ C

Ct C Zy (usando os parametros 11,7y, ..., 7q, by, ..., hy,), isto é,

Ta—it+1 1

ADL:{qz—l—Z Z ay)qi_la(hj);zEZ”eay)E{O,l,...,qi—l}}.

i=1 j=rq_i+1

Considere também o reticulado Aps obtido via Construgao D" a partir da cadeia Z; 2

C1 2Cy D --- D C, (usando os mesmos parametros ry,ro,...,7q, by, ... h; ), isto é,

Ap = {m €Z"; x-o(h;) =0 mod ¢ 0<i<aer,i1<j< ra_i}
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no qual rp = 0. Nestas condigoes, obtemos os seguintes resultados.

Teorema 3.2.9. Seja ZZ 20,20, D---DC, uma cadeia de codigos lineares. Temos
que Apy = qA% .. Além disso, M é uma matriz geradora de Ap. se, e somente se, g(M")™!

¢ uma matriz geradora de Apr.

Demonstracao. Seja H a matriz, cujas linhas sao

o(hy),...,o(h;),q0(hp 1), ..., q0(h,), ... ,q“ila(h%flﬂ), . ,q“fla(hra).

Temos que

y € qhy. a3t —gxqgr € 7" e H' =0 mod ¢*

— ye€Z"eHy'=0 mod ¢*
Lema 3,2.5
<~ (TS AD’-
Logo Ap: = qA}, .. Pelo Teorema 1.2.1, temos que M ¢ uma matriz geradora de Ap. se,
e somente se, (M")~! ¢ uma matriz geradora de A%, . Portanto M é uma matriz geradora

de Ap. se, e somente se, ¢(M")~! é uma matriz geradora de Ap/, ja que Ap = gAY, . O

Corolario 3.2.7. A cadeia Cf C CQL Cc...C C’j C Z;‘ ¢ fechada sob a adi¢do zero-um
se, e somente se, Ap = an%L = q“A%l, onde I'51 e Ay1 sdo obtidos via Construgao D
a partir da cadeia C’f - C’j c..-C C’al - ZZ.

Demonstracao. O Teorema 3.2.8 afirma que a cadeia Cf - C’2L c ... C C’j - ZZ é
fechada sob a adigao zero-um se e, somente se, A1 =T'51 = q*'Ap.. Por outro lado,
do Coroldrio 1.2.2 e Teorema 3.2.9 temos que I'5. = A51 = q“ 'ApL se, e somente se,
I =A%, = (¢ *Apr)* = (1/q" M)A, = (1/¢")Ap. Logo a cadeia C{- C Cy C --- C

Ct C Zy ¢é fechada sob a adi¢ao zero-um se, e somente se, Apr = q“F% L= q“A% L. n
Corolario 3.2.8. Sejam 0 <ry <---<r, ehy,...,h,, € ZZ vetores nao nulos tais que
1. C ={(hy,...,h,) paral=1,... a.

2. Alguma permutagdo das linhas da matriz [o(hy) -+ o(h,,)]" forma uma matriz

triangular superior (resp. inferior) na forma escalonada.
3. Para cada j € {1,...,r,}, a primeira (resp. dltima) componente nao nula do vetor
o(h;), denotada por «;, divide q e todas as demais componentes do mesmo.

Seja M a (unica) matriz triangular superior (resp. inferior) cujas linhas sdo os T,
vetores (1/¢" )o(h;), 1 < i < a erey < j < Te_iy1, mais n — r, vetores do tipo

(0,...,0,4,0,...,0). Nestas condigoes, q(M*)™* é uma matriz geradora para Ap: e

a

Ta -2 Z T
detAD/ = (Ha]> <q2)f—1 .
J=1
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Em particular, quando ¢ = 2 temos det Ap = 42i=17¢,

Demonstragio. Pelos Teoremas 3.2.5 e 3.2.9, M é uma matriz geradora de A3 e q(M?)™!

¢ uma matriz geradora de Ap,. Aplicando o Corolério 3.2.2, obtemos

a
n—>re

det A = det (MM*) = (Haj> ( ) =

Como det Apr = det [q(M*) "1 (q(MH) )] = (¢*)" det (MM*)™! = (¢*)"(det Apr)~t, segue

que

Ta —2 gi Ty
det AD’ = (H()é]) (q2) - .
j=1
Em particular, quando ¢ = 2 temos o; = 1 para 1 < j <17, e logo det Ap = 4=, O

Exemplo 3.2.15. Seja Z2 D Cy 2 Cy a cadeia de cddigos lineares tal que Cy = ((1,2))
e Cy = ((2,4)). Temos que CF = {(z,y) € Z% = +2y=0} =((4,1)) e

CQJ_ = {(SL‘,y) € Z?‘y; 20+ 4y = O} = <<47 1>7 (370)>

Considere o reticulado Ap. obtido via Construgdo D a partir da cadeia Z2 2 Cy 2 Cf
usando r1 = 1,19 = 2,hy = (4,1) e hy = (3,0). Como estes parametros satisfazem as

hipoteses do Corolario 3.2.8, seque que
det Apr = (3-1)%(6%)* " =1/,

det Ap = (3-1)72(6%) " = (6°/3)% = 727

e matrizes geradoras para Api e Apr sao dadas respectivamente por

Vo [ o(hy) ] _ [ 30 ] . 6 — [2 —8].
(1/6)o(hs) 4/6 1/6 0 36

3.2.5 Distancia minima dos reticulados Ap,Ap e Ay

Nesta secao, apresentamos resultados que obtivemos sobre as distancias minimas

(em relagao a métrica da soma) dos reticulados Ap, Ap e Ap.

Lema 3.2.6. Se {0} # C C Z € um cédigo linear, entdo existem x,y € C tais que
lo(@) — o (y)ll1 = dree(C).

Demonstracao. Seja z € C tal que dpe.(z,0) = dr..(C). Logo 2z € C e 0(2z) — o(z) =
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(a1, ..., ap), sendo
o(zi), se o(z) < q/2
; =
o(z)—q, seo(z)>q/2.
Portanto

n

lo(22) —o(2)[h = Z || = Zmin{a(zz-), ¢ = 0(2:)} = dree(2,0) = dpee(C).

Isto mostra que existem @,y € C tais que ||o(x) — o(y)||1 = dre(C). O

Teorema 3.2.10. Sejam Zy 2 C1 2 Cy 2 -+ 2 C, # {0} uma cadeia de cddigos lineares

e I'y o conjunto discreto obtido via Constru¢io D a partir desta cadeia. Se a distancia

de Lee minima em Cy éd5,, para { =1,2,... a, entdo
drlnln(Fﬁ) = min{qa, qaildiew ] Czee}'
Demonstrag¢ao. Para cada £ € {1,2,...,a}, o Lema 3.2.6 garante que existem x,, y, € Cy

tais que ||U(wﬁ) _O-<yf) Hl - diee' Como qa—fo.(oz> - Fﬁ? segue que qa—fo.(a%)? qa_ﬁo-<yé) €
Fﬁ e

a—~t 14

lg*~ o () — "o (ye)llh = ¢"~lo(@e) — o(ye)lh = ¢~ dL..

Além disso, temos que d.. (T'z) < ¢ pois ¢°Z" C I'y. Logo

min

1 : —1 1
dmin(rﬁ) < mln{qa7 qa dLee’ ] aLee}‘
Para completar a prova, resta mostrar que d.; (I's) > min{q¢®, ¢ d},.,...,d%..}. Com

efeito, dados ,y € 'y, escrevemos = ¢‘v e y = ¢*w de modo que v, w € Z", v # 0
mod ¢ e w Z 0 mod ¢q. Podemos assumir sem perda de generalidade que ¢ > k. Temos

que: (i) Se k > a entao
d'(z,y) = ¢"d' (¢" v, w) > ¢*, pois 0 # ¢ v —w € Z".

(ii)Se0<k<a—-1e0<{¢<a-—1,entao existem ¢; € C1,...,co € Cy ez €L

tais que y = ¢z + ¢* lo(cy) + - -+ + ¢¥o(c,_1) e consequentemente
w=q"z+¢""o(cr) + 4 ¢"0(cas)

Observe que 0 # ¢ *o —w € C,_;, (poisT € Cy yew € Cy_yp) €
d'(z,y) = ¢"d'(¢"Fv,w) =" |¢" v — wl
i=1

> ¢*> min{o(¢" v — W), q — o(q" Mo — W)} > ¢rdy Lk,
=1
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pois |¢‘ Fv; — w;| > min{o(¢"*v; — w;),q — o(q

iii)Se0<k<a—1lel>a entio 0w e C,_ e x =q¢*2 com z = ¢ *v € Z". Logo
q q g

kY, —w;)} parai=1,...,n.

d'(z,y) = ¢"d'(¢""z,w)=¢" Z "2 — wi

> kZmln{a —w;),q — o(—w;)}

Portanto d*(z,y) > min{¢*, ¢* 'd}..,...,d%..},Vx,y € I'p. O

Corolario 3.2.9. Sejam Zy 2 C1 20D -2 C, # {0} uma cadeia de cidigos lineares,
I'5 o conjunto obtido via Constru¢io D a partir desta cadeia e A5 o menor reticulado

que contém I'y. Se a distancia de Lee minima em Cy € dS,., para £ = 1,2,...,a, entio
iin(Ap) < min{q, ¢*dpee, s e}

Além disso, quando a cadeia de codigos lineares € fechada sob a adi¢ao zero-um, temos
diin(Ap) = min{g®, ¢* dp,e, .. diee )

Aﬁ) < min{qa q* ldlLee7 s 7d%ee}7 uma

vez que I'y; € A5, Quando a cadeia utilizada é fechada sob a adi¢ao zero-um, temos que

Demonstragdo. Do Teorema 3.2.10, obtemos d};, (

I'5 é um reticulado e I'y; = Aj. Assim, aplicando novamente o Teorema 3.2.10, obtemos

d* . (Af)—d1 (I'y) = min{¢*, ¢*~ 1dLee,..., e}

min min

]

Acreditamos que a segunda parte do Corolario 3.2.9 possa ser refinada, retirando-
se a hipdtese de que a cadeia ZZ ODC; D0y DD (, éfechada sob a adi¢ao zero-um.

Propomos, portanto, a seguinte conjectura:

Conjectura 3.2.1. Sejam Zi 2 C; 2 Cy 2 -+ 2 C, # {0} uma cadeia de cédigos
lineares, I'5 o conjunto obtido via Construgdo D a partir desta cadeia e A5 o menor
reticulado que contém I's. Se a distancia de Lee minima em Cy éd5, ., paral =1,2,...a,

entao
drlnln(A ) Hlll’l{q qa 1dLee? R %ee}'

Corolério 3.2.10. Seja Z; 2 C, 2 Cy 2 --- 2 C, # {0} uma cadeia de cédigos lineares

fechada sob a adi¢ao zero-um e seja Ap o reticulado obtido via Construcdo D a partir
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desta cadeia. Se a distancia de Lee minima em Cy é dS.., para £ =1,2,..., a, entdo

1
1 S ¢
dmin<AD) - lrélﬁlga {q7 qéfl dLee}‘
Demonstra¢ao. Como a cadeia de cddigos usada é fechada sob a adicao zero-um, temos
que ¢ 'Ap = A5 e logo dl. (Ap) = (1/¢* ') min{q®, ¢ d},., ..., d%..}. O

min

Observacao 3.2.13. Quando a = 1, o Teorema 3.2.10 coincide com o Teorema 3.1.2.

De fato, neste caso temos que I'y = As(C1) e logo
drlnin (AA(Cl)) = drlnin (Fﬁ) = min {Q7 dLee(Cl)}-

No exemplo a seguir mostramos que a condigao de que a cadeia de cédigos lineares

é fechada sob a adigao zero-um nao pode ser omitida no Corolario 3.2.10.

Exemplo 3.2.16. Seja Z2 O C, 2 Cy a cadeia de cddigos lineares, na qual C; = Cy =
((1,2)). Escolhendo os parametros ki = 2,ks = 1 e by = (1,2),by = (2,1) € Z2, temos
0 < ko < ky, C1 = (by,by), Cy = (by) e, consequentemente, Ap consiste de todos os
vetores da forma

s +al(21) +a?1(1,2),

em que z € 3Z2,0 < aél) <3el< oz&m < 9. Portanto,

AD = U (Z—f-ADﬂ [0,3)2)

z€372

Os elementos de ApN|0,3)? estdo representados na Figura 3.8. Neste exemplo, observamos

Q- .
8 ®

7 1 ®
6 ®

Figura 3.8: Elementos de 3Ap na caixa [0, 9)%.
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que dy,, =d%,. =2,d. (Ap) =1,

. 1, 2
oin {3, —3“dLee} =3
e que a cadeia C; D Cy nao € fechada sob a adi¢ao zero-um, uma vez que (1,2) € Cy e

(1,2) % (1,2) = (0,1) ¢ C}.

Observagao 3.2.14. O Ezemplo 3.2.16 estd de acordo com a Conjectura 3.2.1. De fato,
temos que T'y = 32Z* + 3'0(Cy) + 3°(Cy) com o(Cy) = o(Cy) = {(0,0),(1,2),(2,1)},
isto €,

I's = 3°Z° +T5NJ0,9)

I'5N10,9)* = {(0,0),(3,6), (6,3),(1,2), (4,8),(7,5),(2,1),(5,7), (8,4)}.

Os elementos de T'5 N [0,9)? estao representados na Figura 3.9(a). O conjunto I's ndo

I+ 1 9-----------------------------1I
81 ° 81 ® ° ° i
71 ° L7 ° ° o
61 ° Y ° ° :
51 ° S ° ° !
44 ° i 41 ° ° ° i
31 ° i 30 ' ° i
24 o L 24 @ 'Y 'Y i
1 o b1 o o o
0e | P e——— o &

01 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(a) TN [0,9)% (b) AN [0,9)

Figura 3.9: Elementos de 'y e A5 na caixa [0,9)?

¢ um reticulado (evidentemente este resultado mdo poderia ser diferente, pois a cadeia
utilizada nesta construc¢ao nao € fechada sob a adigdo zero-um - Teorema 3.2.8). Na
Figura 3.9(b), estd ilustrado o reticulado Ay (isto €, o menor reticulado que contém I'py).
Observe que d};,(A5) =2 (ver Figura 3.9(b)) e min{3? 3d},,,d3 ..} = min{