Universidade Estadual de Campinas
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO CIENTIFICA

Departamento de Mateméatica Aplicada

Tese de Doutorado

Método Lagrangiano Aumentado

Regularizado para problemas

com Voracidade.

por

André Luis Machado Martinez |

Doutorado em Matematica Aplicada - Campinas - SP

Orientador: Prof. Dr. José Mario Martinez Pérez

"Este trabalho contou com apoio financeiro da CAPES.




Método Lagrangiano Aumentado Regularizado para problemas
' com Voracidade

Este exemplar corresponde a redagéo
final da disserta¢do devidamente cor-
rigida e defendida por André Luis
Machado Martinez e aprovada pela
comissao julgadora.

Campinas, 17 de junho de 2009

=

Prof. Dr: José Mario Martinez Pérez

Orientador by

Banca Examinadora:

prof. Dr. Jos¢ Mario Martinez Pérez.
prof. Dra. Sandra Augusta Santos.
prof. Dr. Benar Fux Svaiter.

prof. Dr. Alfredo Noel lusem.

prof. Dr. Nelson Maculan Filho.

Dissertacdo apresentada ao Instituto
de Matematica, Estatistica e Compu-
tagdo Cientifica, UNICAMP, como
requisito parcial para obtengéo do Ti-
tulo de Doutor em Matematica
Aplicada.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecdria: Crisllene Queiroz Custédio — CRB8 / 7966

Martinez, André Luis Machado

M366m Meétodo langrangiano aumentado regularizado para problemas com
voracidade / André Luis Machado Martinez -- Campinas, [S.P. : s.n.],
2009.

Orientador : José Mario Martinez Pérez
Tese (Doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto
de Matematica, Estatistica e Computac@o Cientifica.

1. Programagfo ndo-linear. 2. Lagrange, Fungdes de. 3. Otimizagdo
matematica. I. Martinez Pérez, José Mario. II. Universidade Estadual de
Campinas. Instituto de Matemdtica, Estatistica e Computacfo Cientifica.
111 Titulo.

(cqc/imecc)

Titulo em inglés: Regularized augmented lagrangian method for problems with greediness

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Nonlinear programming. 2. Lagrange functions. 3. Mathematical

Area de concentragiio: Matematica Aplicada

Titulag@io: Doutor em Matematica Aplicada

Banca examinadora: Prof. Dr. José Mario Martinez Pérez (IMECC-UNICAMP)

Profa. Dra. Sandra Augusta Santos (IMECC-UNICAMP)
Prof. Dr. Benar Fux Svaiter (IMPA)

Prof. Dr. Alfredo Noel Tusem (IMPA)

Prof. Dr. Nelson Maculan Filho (UFRJ)

Data da defesa: 20/05/2009

Programa de P4s-Graduagdo: Doutorado em Matematica Aplicada

i




Tese de Doutorado defendida em 20 de maio de 2009 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

-

RN

rr )

Prof(a). Dr(a). JOSE MARIO MARTINEZ PEREZ

%C/\A/x (,'/{/\Cx @Q 0\/\/\7(7@7

Prof(a). Dr(a). SANDRA AUGUSTA SANTOS

/

Prof(a). Dr(a). BENAR FUX SVAITER

Q/XJ% ~—

Prof(a). Dr(a). ALFREDO NOEL IUSEM—

PR

Prof(a). Dr(a). NELSON MACULAN FILHO

1ii



A minha esposa Cristiane, meus
pais André e Neuza, meu irmao
Ricardo e meus sobrinhos Pedro

e Matheus, dedico.

v



AGRADECIMENTOS

Agradeco em primeiro lugar a Deus por tudo. Agradeco as pessoas que mais amo neste
mundo: minha menina (Cris), meus pais (André e Neuza), meu irméo (Ricardo), meus melho-
res amigos (Emerson, Carlos, Evandro, Jair, Wesley, Rodrigo Campiolo), meus tios e primos
(Marcos, Silvana, Daniel, Leonice, Geraldo, Ermelinda, Acacio, Nelson, Mateus, Aline, entre
outros), e em especial a todos que cursaram comigo o doutorado. A todas estas pessoas
agradeco muito pela ajuda e apoio recebido.

Agradego em especial ao professor José Mario Martinez pela paciéncia e dedicagao ao me
orientar no doutorado.

Destaco também a grande ajuda que recebi do Emerson para a elaboracao desta tese, valeu
monstro!

Agradeco a todos os professores que ja tive, desde o primario até o curso de doutorado que
de uma forma ou outra contribuiram para que chegasse até aqui.

Agradego a CAPES pelo suporte financeiro.



RESUMO

Quando resolvemos problemas de programacao nao linear por meio de algoritmos que uti-
lizam o Lagrangiano Aumentado, um fendémeno chamado voracidade pode ocorrer. Quando
isto ocorre o método busca pontos muito infactiveis com valores de funcao muito pequenos,
em geral, nas primeiras iteragoes, assim o parametro de penalidade cresce excessivamente, de
tal forma que prejudica o condicionamento do problema. Neste trabalho é sugerida uma abor-
dagem de regularizacao para superar esta dificuldade. Um método de Lagrangiano Aumentado
é definido, com a adigao de um termo regularizador que inibe a possibilidade do iterando se
afastar demasiadamente do ponto de referéncia. Provamos convergéncia e apresentamos exem-

plos numéricos.
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ABSTRACT

When one solves Nonlinear Programming problems by means of algorithms that use merit
criteria combining the objective function and penalty feasibility terms, a phenomenon called
greediness may occur. Unconstrained minimizers attract the iterates at early stages of the
calculations and, so, the penalty parameter needs to grow excessively, in such a way that ill-
conditioning harms the overall convergence. In this work a regularization approach is suggested
to overcome this dificulty. An Augmented Lagrangian method is defined with the addition of a
regularization term that inhibits the possibility that the iterates go far from a reference point.

Convergence proofs and numerical examples are given.
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Notacoes basicas

|| - || serda sempre a norma Euclidiana, mas pode ser substituida por uma norma arbitréria.
Se v € R™, denotamos vy o vetor cujas componetes sao max{0, v1}, ..., max{0, v, }.

R denota o conjunto dos ntimeros reais.

N é o conjunto dos niimeros naturais, comecando com 0.

K C N indica que K é um subconjunto infinito de N, preservando a ordem.
(o]



Introducao

Neste trabalho trataremos de problemas de otimizacao que podem ser formulados da

seguinte maneira:
Minimizar f(x) sujeito a h(z) =0, g(z) <0, z € Q, (1)

onde €2 é definido como:

Q= { € R"[h(x)

0,9(x) <0}, (2)

com

R =R A R"-R" g:R" >R, h:R" - R™ e g:R" — RE (3)

Assumimos que as fungoes definidas em (3) possuem derivadas primeiras continuas em R”.
Problemas deste tipo possuem diversas aplicagoes praticas e existem muitos métodos para
resolvé-los. O método de Lagrangiano aumentado é uma versao atual de uma das idéias mais
antigas para resolver o problema. Basicamente consiste em eliminar as restrigoes h(x) = 0
e g(z) < 0, incluindo-as na fungao objetivo de maneira que o problema assim transformado

tenha solugoes iguais ou parecidas as do problema original.



Dado um parametro de penalidade p > 0, a funcao que denominamos Lagrangiano aumen-
tado se define como:

Ly(e A p) = () + 5 {fj [hi(x) + ﬁr + Xp; [max (O,gi(x) 4 %)r} |

=1 P

As varidveis A € R™ e p € R se chamam “multiplicadores”. Para problemas que possue
apenas restri¢oes de igualdade (h(xz) = 0 ) a fun¢do Lagrangiano aumentado fica simplificada

da seguinte maneira:
m 2
_ P Ai
Ly(x,3) = f(x) + 5 ; {hi(x) + ﬂ .

Quando se inicia o método, os multiplicadores e o parametro de penalidade sao dados, de

modo que os passos fundamentais sao:

1. Resolver

I;Enelgr)l Lp<l'7 )\7 :u)

2. Decidir se o ponto obtido no primeiro passo pode ser aceito como solucao do problema

original, em caso afirmativo parar, caso contrario ir para o préximo passo.

3. De acordo com os resultados dos passos anteriores, atualizar os multiplicadores e o

parametro de penalidade.
4. Voltar ao primeiro passo.

Os métodos de Lagrangiano Aumentado seguem, quase sempre, o esquema apresentado
acima.

Geralmente no método de Lagrangiano aumentado define-se cautelosamente o parametro de
penalidade para ser pequeno nas primeiras iteragoes externas, porque parametros grandes ten-
dem a produzir subproblemas mal condicionados. Como consequéncia, as primeiras iteracoes

tendem a priveligiar a otimalidade sobre a viabilidade. Assim o método pode se comportar



de maneira voraz em busca da otimalidade em alguns problemas e acabar divergindo. Esse
fenomeno é denominado neste trabalho como voracidade.

Para contornar o problema da voracidade adicionamos o termo regularizador 7@ a
funcao Lagrangiano Aumentado, onde T é o ponto de referéncia, o melhor iterando até o
momento em relagao a factibilidade-complementariedade.

Entao definimos a funcao Lagrangiano Aumentado Regularizado como:

R Ai ? - i ? |z — 7|3
Lyl M) = Fla) + {Z )+ 2] 3 a0+ ) } 4ol
i=1 i—
Com o incremento do termo regularizador o subproblema:

min L, z(x, A, 1)

e

fica melhor condicionado.



CAPITULO 1

O Método de Lagrangiano aumentado

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre o método de Lagrangiano aumentado baseado
nos resultados tedricos de [2]. Estaremos considerando o problema de programagao nao linear
definido em (1), (2) e (3).

As restrigoes de igualdadade e desigualdade podem ser definidas de modo que as restri¢oes
mais faceis de serem manipuladas, por exemplo restricoes de canalizacao ou lineares, formem
parte do conjunto simples €2, deixando as restrigoes mais dificeis de serem tratadas eficiente-
mente definirem as funcoes g e h, por exemplos as restricoes nao lineares. Assim dizemos que
Q2 é um subconjunto simples do R (geralmente {2 é uma caixa).

Para um problema de otimizacao, a definicao de 2 pode ser feita de modo que o problema

min  F(z)
s.a x €S
seja considerado mais facil de resolver que o problema padrao, ou que exista algoritmo eficiente

para resolver esse problema que nao pode ser aplicado, ou deixa de ser eficiente, quando

4



CAP.1 ¢ O METODO DE LAGRANGIANO AUMENTADO

aplicado ao problema original. Nesses casos, ¢ natural resolver o problema original mediante
uma sequéncia de problemas da forma acima para alguma funcao adequada F'.

O método Lagrangiano aumentado consiste em uma sequéncia de iteragoes externas, nas
quais um problema com restricoes simples € resolvido aproximadamente para obter o iterando
atual. Assim obtido este iterando sao atualizados os multiplicadores de Lagrange e os parametros

de penalidade, repetindo-se o processo.

1.1 Método Lagrangiano aumentado

De inicio consideramos o seguinte problema de programacao nao linear dado por:
Minimizar f(x) sujeito a h(z) =0, (1.1)

onde as fungoes f : R" — R e h: R" — R™ com h(z) = (hi(z), ..., hy(x)) admitem derivadas
primeiras continuas.
Este tipo de problema é capaz de representar qualquer problema de otimizacao com restri-
coes, pois restricoes de desigualdade do tipo g;(z) < 0 podem ser substituidas por g;(x)+2% = 0.
Para o problema apenas com restrigoes de igualdade, dado um parametro “de penalidade”
p > 0 e aproximagoes \; € R para os multiplicadores de Lagrange, define-se a funcao La-

grangiano Aumentado por:
P\ A
L) = @) + 53 i) +
i=1

Método Lagrangiano aumentado
Sejam x° € R™ um ponto inicial arbitrario, 7 € (0,1],7 > 1, p; > 0, A\; € R™. Definimos os

passos fundamentais do método Lagrangiano aumentado por:

Passo 1. Inicializagao

k1



SECAO 1.1 ¢« METODO LAGRANGIANO AUMENTADO 6

Passo 2. Resolver o subproblema

Usando 2%~! como aproximacao inicial,
min (aproximadamente) L,, (z, \"), (1.2)
obtendo z* como solucao.

Passo 3. Estimar os multiplicadores
Definir uma nova estimativa para os multiplicadores de Lagrange, por exemplo a estima-

tiva de primeira ordem:

ML= NP 4 pehi(2), Vi=1,..,m.

Passo 4. Atualizar o parametro de penalidade

Se
(@) lloo< 7 I A1) Jloo
definir
Pk+1 = Pk;
senao, definir
Pk+1 = 7V Pk-

Passo 5 Comecar uma nova iteracao

Atualizar k < k + 1. Voltar ao passo 2.

Assim o método Lagrangiano aumentado consiste basicamente de trés passos: no primeiro,
o método procura uma solucao aproximada da funcao Lagrangiano aumentado; no segundo,
atualiza os multiplicadores de Lagrange, e no terceiro decide se incrementa ou nao o parametro

de penalidade.
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1.1.1 A funcao Lagrangiano aumentado

Consideremos o seguinte problema de programacao nao-linear com restricoes de igualdade e

desigualdade dado por:
Minimizar f(x) sujeito a h;(z) =0, i =1,...,m;g;(x) <0, j=1,..,p (1.3)

Com a introdugao de uma varidvel de folga z; associada com cada restrigao de desigualdade,

convertemos o problema acima em um problema com restri¢oes de igualdade do tipo:

min  f(x)

Note que, o problema contém apenas restrigoes de igualdade e conhecemos sua funcao
Lagrangiano aumentado:
o (& AL A
Ly(x,z,\ p) = f(x) + 3 {Zl {hz(x) + ?] + Zl {gj(:v) + 2+ FJ} } .
i= j=
Claramente, a funcao L depende das variaveis x € R" e z € RP,
No segundo passo do método Lagrangiano Aumentado é resolvido o subproblema de en-

contrar um minimizador da func¢ao Lagrangiano Aumentado:

min L,(x, z, A, ). (1.4)

(z,2)
Note que a funcao L é quadratica na varidvel z; para cada j =1, ..., p, logo a resolugao de
(1.4) pode ser feita em cada z; independentemente de z. A minimizagao com respeito a z; é

equivalente a

min [gj(x) + 22 %r. (1.5)

A funcao a ser minimizada é uma quadratica na variavel 2]2 e o candidato a minimizador
global é o escalar Z; que anula a derivada:
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Logo,

?j:OouE?:—(gj(:)s)jL%).

Assim, podemos escrever a solucao do problema da seguinte maneira:

77 = max {0, — (gj(a:) + %) } :
= \/max {0, - <gj(:c) + %) } (1.6)

e entao o z; otimo é:

Logo,

(gj () + ()7 + %) — max (0, gi(@) + %) .

Assim, a funcao Lagrangiano Aumentado fica:

Lz, p) = f(a) + g {Em: [hi(m) + ﬁr + Ep: [max (O,gi(x) + %)r} . (1.7)

=1 P =1
1.1.2 O algoritmo do método Lagrangiano aumentado

A seguir apresentamos o algoritmo do método Lagrangiano aumentado (sem critério de parada)

para o problema definido em (1), (2) e (3) .

ALGORITMO 1.1
Seja 2% € R™ um ponto inicial arbitrario.
Os parametros para a execucao do algoritmo sao:
T €[0,1),
n>1
—00 < Amin < Amax < +00,

Hmax > 0,
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P> 07
A € Min, Amax), Vi = 1, ...,m,
ﬁzl € [Oalumax]v VZ = 17 "'7p7

{ex} C Ry uma sequéncia de parametros de tolerancia tal que

lim g, = 0.

k—o0

Passo 1 Inicializacao

k «— 1. Definir V° = g(2°);

Passo 2 Resolugao do subproblema

Calcular (se possivel) ¥ € R" tal que existam v* € R u* € RE satisfazendo

S €k,

m p
VL, (% N iF) ) T of Vb (aF) + ) " uf Vg ()
=1

=1

uf > U,Qi(xk) < e para todoi=1,...,p,

g.(z%) < —ex = u¥ = 0 para todo i = 1, Dy

12(z)]] < e

Se nao é possivel encontar z*

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ..., m, calcular

AL =X + prhi (")

X§+1 € P\mina )\max]-
Geralmente, Xf“ é a projecao de )\f“ no intervalo [Amin, Amax]-
Para todo i =1, ..., p, calcular

Mf“ = max{0, ¥ + prgi(z*)}

(1.8)

(1.9)

(1.10)
(1.11)

(1.12)

cumprindo (1.9) - (1.12), parar a execucao do algoritmo.

(1.13)

(1.14)

(1.15)
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ok
v = max {(a¥), -2 |
Pk
T € [0, fimax)- (1.16)

(Geralmente, ﬁf“ = min{lui'ﬁ_l?ﬁmax}' )

Passo 4 Atualizar o parametro de penalidade

Se
max{[|A(z*) oo, [V [loo} < 7max{[[A(z"* ) ]loc, [V 7]},
definir
PE+1 = Pk-
Caso contrario, definir
Pk+1 = TPk-

Passo 5 Comecar uma nova iteracao

Atualizar k£ <+ k 4 1. Voltar ao Passo 2.

Observacgoes

1. As condigoes (1.9)-(1.12) dizem que z* é um ponto KKT aproximado para o subproblema

0

min L, (2%, \F, uF)
s.a h

()

() <0

2
IN

Portanto, a cada iteracao externa minimizamos (aproximadamente) o Lagrangiano au-

mentado no conjunto §2.

2. No passo 3 atualizamos os multiplicadores de Lagrange.

No passo 4 atualizamos o

parametro de penalidade de acordo com a admissibilidade - complementariedade do

iterando obtido comparado com o iterando anterior.
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3. No algoritmo sem critério de parada, mesmo que z* seja uma solucao global do proble-
ma original, o algoritmo “continua’, neste caso repetindo o ponto z* para sempre. Natu-
ralmente, isto é um artificio tedérico pois, na pratica, se estabelecem critérios para inter-

romper a execu¢ao em um numero finito e moderado de iteracoes.

1.2 Convergéncia a pontos admissiveis

O ideal seria definir algoritmos que sempre encontram pontos admissiveis, mas isto é im-

possivel, pois em casos extremos poderiam nao existir pontos admissiveis. Conseqiientemente

¢ importante estudar o comportamento dos algoritmos com respeito a admissibilidade.
Enunciemos agora a condi¢ao de qualificacao CPLD e o lema de Carathéodory:

Lema de Carathéodory
Lema 1.2.1. Supomos que
m p
TS e
i=1 j=1

onde v* € R"™ para todo i = 1,...,m, w! € R" para todo j = 1,....p, e u; > 0 para todo

j=1,...p. Entao, existem I C {1,....m}, j  {1,....p}, {\i}ier C R, {fi;}jes C Ry, tais que
m .. . p .
u = Z Aiv' + Z/ijj
i=1 j=1
e 0s vetores {v'}ic; U{w’}jes sao linearmente independentes.

Demonstracao: Podemos supor sem perda de generalidade que A; # 0, p; > 0 para todo
1=1,....m, j=1,...,p.
Suponhamos que os vetores {vl,... v™ w' ... wP} sao linearmente dependentes. Portanto,

existem escalares «; e (3, nao todos nulos, tais que:

0= Zm:aivi + szﬁjwj.
i=1 j=1
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Logo, pela hipotese, temos que

:i)\—tozlv—i—z — t63;)u,
=1

para todo t € R. Para t = 0, nenhum dos coeficientes na igualdade acima se anula. Seja t;,
o t de menor médulo que anula pelo menos um dos coeficientes \; — ta; ou p; — t5;. Entao:
m
== Z(Az - mmaz U + Z - mlnﬁ]
i=1
Claramente, ft; — tmin3; > 0 para todo j, mas conseguimos escrever u como combinacao linear
de, no maximo, m + p — 1 vetores. Este processo pode ser repetido até que os vetores que

contribuem a combinacao linear sejam todos linearmente independentes. U
Condigao de qualificagao CPLD (ver [1] ):

Definicao 1.2.2. Suponhamos que h(z) = 0,g(z) < 0, Ia(x) = {i € {1,...,p}|g:(z) = 0}.
Dizemos que x satisfaz a Condigao de Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD) se a
existéncia de I, C {1,....m}, I, C I4(x),\; € R para todo i € I, p; > 0 para todo i € I, tais

que

Z NiVhi(z) + Z wiVgi(x) =0

i€ly, icl,

com 3 icp, [Nl + 2 icr, i > 0, implica que os gradientes

{Vhi(z)}ielm {VQi(Z)}iEIg
sao linearmente dependentes para todo z em uma vizinhanca de x.

Nesta secao vamos supor que o algoritmo nao para no Passo 2, ou seja, sempre podemos
encontrar z* satisfazendo (1.9)-(1.12).

Além disso, vamos supor que existe pelo menos um ponto limite da sequéncia gerada pelo
Algoritmo 1.1. Uma condi¢ao para que isto ocorra é que 2 # (), e existe ¢ > 0 tal que o
conjunto

{r e R"g,(x) < ¢, [|a(z)]] < e}
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¢é limitado. Esta condicao pode ser forcada acrescentando restricoes artificiais no conjunto €2.
Vamos investigar as propriedades dos pontos limite de sequéncias geradas pelo Algoritimo
1.1. Primeiro vamos provar um resultado sobre admissibilidade desses pontos limites.
Tal resultado mostra que todo ponto limite é admissivel, ou é um ponto KKT da soma de
quadrados das inviabilidades, ou nao satisfaz a condicao CPLD com respeito as restricoes que

definem o conjunto €.

Teorema 1.2.3. Seja {2*} uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo 1.1. Seja z* um
ponto limite de {x*}. Se a sequéncia de pardametros de penalidade py € limitada, entdo x* é
admissivel. Em caso contrdrio, pelo menos uma das sequintes possibilidades acontece:

(1) O ponto x* € um ponto KKT do problema

min Z hi(x)* + Z max{0, g;(x)}?

sa x €l
(i1) x* nao satisfaz a condicao CPLD associada ao conjunto §).
Demonstracao: Seja K um subconjunto infinito de N tal que

lim z* = z*.
keK

Segue de (1.8),(1.10) e (1.12), que g(2*) <0 e h(z*) = 0. Portanto,
z* e (.

Consideremos duas possibilidades:
(a) A sequéncia {py} é limitada.
(b) A sequéncia {py} nao é limitada.
Caso (a).

Neste caso, a partir de certa iteracao, o parametro de penalidade nao é mais atualizado.
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Portanto, segue do Passo 4 do Algoritmo 1.1 que:
lim [[h(a4)] = Jim [V¥] =0

Assim,

h(z*) = 0.

Ainda mais, se g;(z*) > 0 temos que g;(z*) > ¢ > 0 para k € K suficientemente grande, isso
contradiz o fato de que V¥ — 0.
Logo,
gi(x*) <0 para todoi =1, ..., p.

Portanto z* é admissivel.
Assim o resultado esta provado para o caso em que {p} ¢ limitado.
Caso (b).

Pela definigdo do Algoritmo 1.1, e a condigao aproximada (1.9), temos:

VAEE) + SO 4 g Ve + 3 ma{O, 7 + prgi(e)} V(e

=1 =1

+ kaVh ) + Zung =", (1.17)

como ¢ — 0 (1.8),

lim ||6%|| = 0.
keK

Se gj(a:*) < 0, existe k; € N tal que gj(w ) < —ep para todo k > ki, k € K. Portanto, pela
complementariedade aproximada (1.11), u;f = (0 para todo k € K,k > k.
Logo, por z* € Q e (1.17), para todo k € K,k > k; temos que

VAE) + SO+ g Ve + 3 ma{, 7 + pugi(e)} Vo2

=1 =1

—|—2va@(£’“) + Z usgi(xk) = o
i=1

ilg, (x*)=0
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Dividindo por p; obtemos:

Vi) O (W ) L - k k
o + ZZ:; (pk + hi(z )) Vhi(x )+Zmax{0, =Ly gi(x )} Vg (z")

=1 Pk
S Uvneh e ¥ e -
+ > —+Vh(z") + —Vyg (z —
1 Pk ilg.(z7)=0 Pk Pk

Pelo Lema de Carathéodory, existem

Ty € {1, ym}, Ji € {lg, () = 0},

vl i€ Ly, ub > 0,5 € Ji

tais que os vetores

{Vhi(xk)}iefk U {ng (xk)}jefk

sao linearmente independentes e

Vi) + Z 4 hy(a®) | Vhi(2®) + Z max {O, Ly gi(xk)} Vgi(*)
Pk i1 \ Pk ' P
k k k k o
+ u; Vg (%) + 0 Vh(a") = —.
‘ezf Ql< ) ; ( ) Pk

Como o nimero de possiveis conjuntos I, Ji. ¢ finito, existe um conjunto infinito de indices
K tal que

Kic{k € K|k > ki},

=1,

J=Ji C {ilg,(+") = 0}

para todo k € K;. Assim, para todo k € K; obtemos:

Vf(fl?k) 3 X—f (" (a® p max{ ﬁ_f IEk} (2"
o +;<pk+hz( ) | Vhi( )+Z O,pk+gl( ) ¢ Vgi(z™)+

(1.18)
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5k
urv )+ Y UV (x 1.19
§ g.( E = (1.19)
zEJ zEI

e os gradientes
{Vhi(a*)}ier U{Vyg, (") }jer (1.20)

sao linearmente independentes para todo k£ € Kj;.

Consideramos, novamente, dois casos:
1. A sequéncia {||(0%, )|,k € K} ¢é limitada.
2. A sequéncia {||(v%,u")||, k € K;} ndo é limitada.

Se a sequéncia {||(0%,7%)| }rexk, 6 limitada e T U J # 0, existe (3,@), @ > 0 e um conjunto
infinito de indices Ky C K; tal que
oo

li L A
Jlim (0%, 4%) = (9,)

Como {px} é nao limitada, temos que pp — oco. Logo pela limitagao de Ve 7", temos
N, ;
lim 28— lim 22— 0, v, j.

keKo Pk keKs Pk

Como 6% — 0, por (1.14), (1.16), tomando limite para k € Ky em (1.19), obtemos:

P
Z hi(xz*)Vhi(x*) + Z max{0, g;(x*)}Vg;(z*) + Z uZVg )+ Z U;Vh;(x

=1 =1 = iel
onde J C {i € {1,....p}g,(2*) = 0}. Portanto, por z* € @ e (1.18), z* é ponto KKT da
soma de quadrados das inviabilidades. Se TUJ =10 segue que u¥ = vF = 0,Vi e para k

suficientemente grande, tomando o limite em (1.19) obtemos:

P
Z hi(z*)Vh;(x*) + Z max{0, g;(z*)}Vg;(z*) = 0.
' i=1

Portanto, por x* € €, x* é um ponto KKT da soma de quadrados de inviabilidades, como

enunciado.
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~k ’\k)

Finalmente, suponhamos que {||(v |} ker1 é nao limitada. Seja K3 C K tal que

limgeg, [|(0F,0"%)|| = oo e sejam (D, 1) # 0,7 > 0 tal que

ok ok
lip {02 )
kel || (07, )|

Dividindo ambos lados de (1.19) por ||(v*,@")| e tomando limites para k € K3 obtemos:

> WiV (@) + Y BiVh(a*) = 0.

ieJ iel

= (3,7).

Mas g (z*) = 0 para todo j € J. Logo, por (1.20), x* nao satisfaz a condigcao CPLD associada
=J

ao conjunto 2. Com isso, a prova esta completa. 0

Este resultado mostrou que pontos limites de sequéncias geradas pelo Algoritmo 1.1 podem
ser admissiveis ou nao. Essencialmente, o Teorema 1.2.3 diz que, se z* nao é admissivel entao

é, muito provavelmente, minimizador local da inadmissibilidade.

1.3 Convergéncia a pontos KKT

Nesta secao provaremos um resultado de otimalidade para pontos limites admissiveis de sequén-
cias geradas pelo Algoritmo 1.1.
Provaremos que, sob a condicao CPLD, os pontos limites sao KKT do problema original.
O primeiro resultado é interessante e nos serd 1util, e ele independe da CPLD. Este resultado
nos diz que, se uma restricao de desigualdade se verifica estritamente no ponto limite, entao a

estimativa do multiplicador associado se anula, para k suficientemente grande.

Proposigao 1.3.1. Seja {2*}ren uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.1. Suponhamos que
x* € um ponto limite desta sequéncia e K CN ¢é tal que limyex 2% = x*. Entdo, para k € K

suficientemente grande,

se gi(z*) <0 = pf™t =0 e se g.(z") <0= uf = 0. (1.21)
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Demonstracgao: Pelos critérios de parada do subproblema no passo 2 do Algoritmo 1.1, que

definem z*, temos que para todo k € K, existem u* € R:, ¥ € R tais que ||6*|] < & onde

V£( +Z)\’“+1Vh +Zuf+1vuqz +kaVh —i—Zung =k (1.22)

Por (1.15), pf*! € R% para todo k € N.
Vamos supor que g_]i(x*) < 0. Entao, existe k; € N tal que Vk € K,k > ki, gl(xk) < —&p.
Entao, por (1.11),
ub =0, Vke K k> k.

Agora vamos provar que uma propriedade similar se verifica quando g;(z*) < 0. Neste caso,

existem ko > k1 e ¢ < 0 tais que
gi(z") <e<0, Vke€ K k> k. (1.23)

Consideremos dois casos:
1. A sequéncia {p;} nao é limitada.
2. A sequéncia {pi} ¢ limitada.
No primeiro caso, temos que limye g pr, = co. Como {,ul} ¢é limitada, existe k3 > ko tal que,

para todo k € K, k > ks,
1 + prgi(a®) < 0.
A definigao de " (1.15) implica
=0, Vke K k> ks
Cosideremos agora o segundo caso em que a sequéncia {py} é limitada. Neste caso
lim Vk =0.
k—o0

Portanto, como g;(z¥) < ¢ < 0 para k € K suficientemente grande,

li -
fi it =0
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Logo, para k € K suficientemente grande,
1+ prgi(z*) < 0.
Pela definicao de uf, existe k; € N tal que uf“ =0 para k € K,k > ky.
Assim, existe k5 > max{ks, k4} tal que para todo k € K, k > ks,
gi(x*) < 0= pFt =o. (1.24)

Portanto de (1.23) e (1.24) segue a tese da proposicao. O

Teorema 1.3.2. Seja {2*}ren uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.1. Suponhamos que x*
€ um ponto limite admissivel que satisfaz CPLD com respeito a todas as restri¢oes do problema

original. Entao, z* é ponto KKT do problema original.

Demonstracao: Segue da Proposicao 1.3.1, que existem K CN, k5 € N, tais que para todo
ke K,k > ks, temos:

m

Vi) + Y ATV + Y pl T Vaiab)
=1 i|g; (z*)=0
+ ivaﬁi(mk) + Z usgj(a:k) = o", (1.25)
i=1

jlg, @)=
com pftt € RE, uk € R e ||6%| < ey

Pelo Lema de Carathéodory, para todo k € K, k > k5, existem
Ii {1, .m}, Ji © {lgs(a*) = 0}, Iy € {1, om}, Ji € {jlg («*) = 0},
NVi€ I, iy > 0,Y) € Jy, BF,Vi € I, @ > 0,95 € Jy,
tais que os vetores

{Vhi(2")}ie7, ULV 0" e, UVRi (") bier, UV, (2" }ies,
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sao linearmente independentes.

Como o numero de possiveis conjuntos de indices Iy, Ji, Iy, Ji é finito, existe Ky C{k €
o

K|k > ks} tal que

~ ~ -

Li=1J,=J

ES

I
I~
ES

|
~

para todo k € K;.
Logo de (1.25),

)+ > AVhi(ah) + > kvgi(at

zEI zeJ
+ ) UVh(at) + ) avg (o*) = o, (1.26)
iel ieJ
e os vetores
{Vhi(e*)}cr ULV i (2")} e 5 U{VR(2") }icr U{Vg, (") }ic s (1.27)

sao linearmente independentes para todo k € Kj;.

Definimos
Sk = max{max{r)\\ﬂ,z’ € f},max{| ki e T}, max{|oF|,i € I}, max{al,i e J}}.

Consideremos duas possibilidades:
(a) {Sk}rek, tem uma subsequéncia limitada.
(b) limkeKl Sk = OQ.

Se {Sk}rer, admite uma subsequéncia limitada, existe Ky C K; tal que
oo

lim )\k = )\Z,
keK>

.
Ji 7Y = = 0.

lim 2 = 1,
keKo

lim uk =u; > 0.
keKo
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Da Proposigao 1.3.1 segue que x* satisfaz a complementariedade. Como [|0%| < &, e {2} é

limitada e de (1.8) segue, tomando limites em (1.25) para k € K, que:

)+ Z AiVhi(z*) + Z Vg (z*) + Z v;Vh, (%) + Z u]Vg

iel ie] icl ieJ
com fi; > 0,u; > 0. Como z* é admissivel, temos que z* é um ponto KKT do problema
original.

Supomos agora que limgeg, Sy = oo. Dividindo ambos os lados de (1.26) por Sy obtemos:

Vit i
S +ZSRWL Z“ V(e

el ieJ
5k
+ Vh )+ = —, 1.28
> < Yo 5 Ve, = ¢ (1.28)
iel ieJ
onde N
k i ok ak
<1,|=] <1, <1, <1
Portanto, existe K3 C K; tal que
)\k R i ~k ok
o o> - . >
am o= i lim e =7 2 0, lim o =0, im <=1 2 0

Tomando limite em ambos os lados de (1.28) para k € K3, obtemos:

Y ANVh() + Y EVa(at) + > B Vhi(a*) + Y Vg, (¢

iel ieJ iel ieJ

Mas o moédulo de pelo menos um dos coeficientes Xi, 1L, Vs, u; € igual a 1. Logo, pela condicao

CPLD, os gradientes

{Vhi(2")}ier U{V9i(2") }ie7 U VR (") hier U{V g, (e") }ics

sao linearmente dependentes em uma vizinhanca de x*. Isto contradiz (1.27). Portanto, o

teorema esta provado. [l
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1.4 Limitacao do parametro de penalidade

Nesta secao mostramos que o parametro de penalidade fica limitado com certa frequéncia, isto
é, sob condicgoes suficientes, que muitas vezes sao satisfeitas nos problemas praticos.

Quanto maior é o parametro de penalidade, mais dificeis de resolver ficam os subproblemas
do método de Lagrangiano aumentado. A razao disto é que, ao ser multiplicado por um nimero
muito grande, o termo penalizado domina a funcao objetivo do problema. Assim, f(z) funciona
como uma pequena perturbagao do segundo termo e o algoritmo que resolve o subproblema
desprezara tal perturbacao.

Em ponto flutuante, a soma de um ntmero muito grande e um nimero relativavente pe-
queno da como resultado o nimero grande. Portanto quando se minimiza uma funcao do
tipo Lagrangiano aumentado com um parametro grande de penalidade, a tendéncia é que na
maioria das iteragoes, o método interno se comporte como se f(x) nao existisse.

Portanto, é importante que o método tenha a propriedade de que o parametro de penalidade

nao cresca indefinidamente.

1.4.1 Restrigcoes de igualdade

Consideramos inicialmente o problema de programagao nao linear (1.1). Considere também o
algoritmo Lagrangiano Aumentado para este problema, com 2 = R"™.

Consequentemente, o Algoritmo 1.1 aplicado ficara simplificado da seguinte maneira:

ALGORITMO 1.2
Seja 2° € R™ um ponto inicial arbitrério.
Os parametros para a execucao do algoritmo sao:
T€(0,1),n>1
—00 < Amin < Amax < +00,

IO1>07
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A€ [Ain, Amax]Vi = 1, ..., m,

{er} C R, uma sequéncia de parametros de tolerancia tal que

lim Er = 0.
k—o0

Passo 1 Inicializacao

k1.

Passo 2 Resolucao do subproblema

Calcular (se possivel) z* € R™ tal que

IV Ly, (2" AF) | < e,

Se nao é possivel encontar z*

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ..., m, calcular

ML XF 4 phy (%)

Xf+l € [)\mina )\max]-

—k+1 . .
Geralmente, \, ¢ a projecao de )\f“ no intervalo [Amin, Amax]-

Passo 4 Atualizar o parametro de penalidade
Se
122" [l < TlIR(" ) locs
definir
Pk+1 = Pk-
Caso contrario, definir

Pr+1 = NPk-

(1.29)

(1.30)

cumprindo essa propriedade, parar a execugao do algoritmo.

(1.31)

(1.32)
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Passo 5 Comecar uma nova iteracao

Atualizar k < k + 1. Voltar ao Passo 2.
Para mostrar a limitagao do parametro de penalidade assumimos as seguintes hipoteses:

1. A sequéncia {z*} gerada pelo Algoritimo 1.2 converge a z*.
2. O ponto z* é admissivel (ou seja, h(z*) = 0).
3. O ponto z* é regular (ou seja, a matriz Vh(z*) tem posto igual a m).

4. Os multiplicadores \! pertencem a (Apin, Amaz) Para todo ¢ = 1,...,m. (Note que a
existéncia de A\* satisfazendo V f(z*) + Vh(z*)\* = 0 estd garantida pela regularidade
de z*).

5. As fungoes f e h admitem derivadas segundas continuas em uma vizinhanca de z*.
6. Seja Z € R™ ™™ yma matriz cujas colunas formam uma base do nicleo de Vh(x*)7.
Entao, ZTV?Lo(a*, \*)Z ¢ definida positiva, onde Lo(z, ) = f(z) + >, Nihi(z).
Lema 1.4.1. A sequéncia {\*} converge a \*.

Demonstracao: Suponhamos que A* nao converge a \*. Portanto \**! nio converge a \*.

Logo, existem ¢ > 0 e um conjunto infinito de indices K C N tais que
[ AL — X > ¢, Vk € K. (1.33)

Pelo critério de resolugao aproximada dos subproblemas (1.30) e a férmula de A1 (1.31)
temos:

Jim V£ (a*) + Vh(z") N = 0. (1.34)
Supomos primeiro que a subsequéncia {\**1}.cx esteja limitada. Neste caso, ela tem uma
subsequéncia convergente a, digamos, . Portanto, passando (1.34) ao limite para esta sub-
sequencia,

Vf(z*) 4+ Vh(z*)A = 0.
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Como a matriz Vh(z*) tem posto completo, devemos ter A= A*, 0 que contradiz (1.33).
Supomos que a subsequéncia {1}, nao é limitada. Entao, dividindo (1.34) por [|A\**1]| e
tomando outra subsequéncia adequada, chegamos que o ponto x* nao é regular, o que contradiz

a hipotese. 0

Lema 1.4.2. Para k suficientemente grande, =k,

Demonstragao: Pelo Lema 1.4.1, A\¥ tende a A\*. Mas, como \* pertence a (Amin, Amaz)™,

temos que A*™ € [\in, Anae|™ para k suficientemente grande. Portanto, para k suficiente-

mente grande, PAARESVESY O

Lema 1.4.3. Ezistem ¢ >0, p > 0, § > 0 tais que, se 7 € [0, %], |z —z*|| <6 e||A=A <9,

a matriz
/1 V2Lo(z* +t(x — 2%), \* +t(A = N*)) Vh(z* +t(z — z¥)) "
0 Vh(z* + t(z — )T —nl
€ nao singular e
-1
/1 V2Lo(z* + t(x — %), \* + t(A — \*)) Vh(z* + t(x — %)) o _
<e.
0 Vh(z* + t(x — z*))T —rl

Demonstracao: Vejamos primeiro que a matriz é nao singular se 7 = 0, x = x*, A = \*.

Suponhamos que u! € R", u? € R™ sao tais que

V2Lo(z*, \*)  Vh(x*) ut 0
Vh(z*)T 0 2 0

Logo, u! esta no niicleo de Vh(z*)T, portanto, existe v € R*™™ tal que

ut = Zv.
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Portanto,
V2Lo(z*, \*) Zv + Vh(z*)u? = 0.

Pré-multiplicando por v7Z7 obtemos:

v ZTN? Lo (2%, \) Zv + vl ZTVh(2)u® = 0.
Pela defini¢ao de Z, temos que Z7 Vh(z*) = 0, portanto:
v ZTN2 Lo (2%, \*) Zv = 0.

Mas, pela hipétese 6, ZTV2Lo(x*, \*)Z é definida positiva, logo v = 0. Isto implica que u! = 0.
Em consequéncia,

Vh(x*)u? = 0.

Como as colunas de Vh(z*) sao por hipétese, linearmente independentes, deduzimos que u? =

0.
V2Lo(z*, \*) Vh(z*)

Portanto, a matriz ¢ nao singular se 7 = 0.

Vh(z*)T —nl

Assim, considerando

Pla, A7) = / VLol 1o — 2 N - W) VARG i -a) )

Vh(z* +t(z — 2*))" —nl
temos que F'(x*,A\*,0) é inversivel. Portanto da continuidade das derivadas segundas e da

inversa de matrizes segue a tese do lema. O

Lema 1.4.4. Seja p como no Lema 1.4.3. Supomos que existe kg € N tal que pr > p para todo
k > ko. Entao, existe M > 0 tal que, para todo k > ky,

~k
A=A T
o — a*|| < M max {M ||Vka<xk,Ak>||} ,
Pk

~k
. A" =] <k
A = X < M max {T’ IV Ly (2%, )] ¢ -
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Demonstracao: Definimos, para todo k € N,
2k =VL, (5, ) eR", (1.35)
—k
A=A
Yt = e R™, (1.36)
Pk
1
T = — € R+.
Pk

Observe que, pela definicio de A\**!, dada em (1.31)
2K = VLo(a", \F).

Logo para todo k € N,
2 = Vf(a¥) + VAP

y" = h(z®) + O\ = N D,

Definimos, para todo 7 € [0, %],

E, : R"™  RMt™

por
\Y + Vh(z)A
pton = [ T @)
h(z) + (N = N7
Claramente,
Sk
Fﬂ'k (Z‘k, /\kJrl) —
"

e, pelas hipoteses,

para todo k € N.

Portanto,
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Mas pelo Teorema Fundamental do Célculo Integral,

ka(a:k, )\k“) — F, (x5, \") =

_ /1 V2Lo(x* + t(z% — %), \* + t(A\F — X)) Vh(z* + t(z¥ — 2*)) " ak — 2>

0 Vh(z* + t(zk — 2*))T —ml ML \*
Logo pelo Lema 1.4.3, se p, > p, e k é suficientemente grande, teremos ¢ > 0 7 < %7
|z* — 2*|| < § e ||+ — X*|| < 4. Portanto,

)\k—H \*

Agora segue da desigualdade (1.37) e da definicao de z* (1.35) que

—k
. PP —
lo =27 < e (”p—”+ IV Ly (2, % >||>

— )\ k
2cmaX{H H ||Vka( ) )H}

Pk

IN

Analogamente obtemos

. |
”)\k—i-l -\ || S QCmaX{ o ||Vka( k )\ )”

g

Teorema 1.4.5. Suponhamos, além das hipdteses desta segao, que existe uma sequéncia {n}

que converge a zero, tal que

ex < Ml|h(2")|| o para todo k € N, (1.38)

onde ey foi definido em (1.29). Entdo, a sequéncia de parametros de penalidade {py} estd

limitada.
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Demonstracao:  Supomos que klim pr. = 00. Como h(z*) = 0, pela continuidade das
—00

primeiras derivadas de h, existe L > 0 tal que para todo k € N,
1h(z") oo < Ll|2* — 27|

Por (1.38), e pelo Lema 1.4.4 e o fato de que P para k suficientemente grande, temos

que
[A* = X[l

nmﬁwmsame{ ,mM@WM}~

Como 7, — 0, isto implica que

A — N
Iha") o < L2 X=X (1.30
Pk
para k suficientemente grande.
Pela férmula de \**!, temos que
N = N (e,

portanto,

/\k: _ )\k—l - /\k—l — )\ - /\k: — )\ -

Pr—1 Pk—1 Pk—1

Pelo Lema 1.4.4, a hipdtese deste teorema e por = ¥ temos:

IIAPTE = Ml

I e < el )

Isto implica que
M7= Moo o A = Mloo
Pr—1 N M

Logo, por (1.40), para py_1 > 2M,

Mot [ A" 1) | oo

1 1

1
L4+ )@ oo = IV =Moo | = — — ] > == IN = M.
(L il 2 I = e (7 = =) 2 gl =

Assim,

1" = XNl < 3M[[2(2*7)|oc,
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para k suficientemente grande. Por (1.39), temos que
1A(z") oo < TIIA(2")]|oo

para todo k > k.
Isto implica que px1 = py para todo k > kp e em consequéncia, a sequéncia {py } estd limitada.

O

1.4.2 Restricoes de igualdade e desigualdade

Consideramos o problema de programacao nao linear definido em (1.3). Consideramos também
o algoritmo Lagrangiano aumentado para este problema, ou seja, Algoritmo 1.1. Para mostrar

a limitacao do parametro de penalidade assumimos as seguintes hipoteses:
1. A sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo converge a z*.
2. O ponto z* é admissivel (ou seja, h(z*) =0, e g(z*) <0).

3. O ponto z* é regular. Ou seja, o conjunto formado pelos gradienttes das restricoes de
igualdade e os gradientes das restrigoes de desigualdade tais que g;(z*) = 0 é linearmente
independente. Como no caso de restrigoes de igualdade, isto implica que as condigoes
KKT se verificam em z*. Portanto, existem multiplicadores de Lagrange \* € R™,

p* € RE associados a estas restrigoes.

4. Os multiplicadores A\ pertencem a [Apin, Amaz] Para todo i = 1,...,m. Analogamente,

cada multiplicador p} pertence a [0, fima| para todo i =1, ..., p.
5. As fungoes f, h e g admitem derivadas segundas continuas em uma vizinhanca de z*.

6. Para todo i =1,...,p tal que g;(z*) = 0, temos u > 0.
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7. Seja A € RM+Y0x" 3 matriz cujas linhas sdao os gradientes das restricoes de igualdade
seguidas dos gradientes das ¢ restricoes ativas (g;(z*) = 0) em a*. Seja Z € R™*(—m—a)
uma matriz cujas colunas formam uma base do nticleo de A. Entao, ZTV? Lo(z*, \*, u*)Z

é definida positiva, onde Lo(x, A, p1) = f(2) + D%, Nihi(@) + 320 159i(w) 1

Teorema 1.4.6. Suponhamos, além das hipdteses desta se¢ao, que existe uma sequéncia {n}

que converge a zero, tal que
er < M max{||h(xk)||oo, ||Vk||oo} para todo k € N,

onde €y, foi definido em (1.8). FEntdo, a sequéncia de parametros de penalidade {py} estd

limitada.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que p, — 0o. A técnica para provar este teorema
consiste em reduzir o problema definido em (1), (2) e (3) e o préprio Algoritmo 1.1 ao caso
com restricoes de igualdade do Algoritmo 1.2. Sem perda de generalidade, supomos que as

restricoes de desigualdade ativas em x* sao as ¢ primeiras, de modo que
gi(z*) =0sei<gq, gi(z*) <0sei>q.

Consideremos o problema auxiliar:

min  f(x) (1.41)
suj.a  H(z) =0, (1.42)
onde
h(z)
H(z) = 91(‘95)
9q()

Pelas hipéteses desta secao, o problema auxiliar satisfaz todas as suposicoes da secao anterior.

Mais ainda, os multiplicadores associados a z* no problema auxiliar sao os mesmos que o0s
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associados ao problema original.

Portanto, pelo Teorema 1.4.5, resta provar que a aplicacao do Algoritmo 1.1 ao problema
original é equivalente a aplicacao do Algoritmo 1.2 para o problema auxiliar e que a condigao
ex < mp maxy ||h(z%)] oo, |VE|leo } 6 equivalente a 5, < np|| H (2%)]]oo-

Seja i tal que g;(z*) < 0. Pela Proposigao 1.3.1, temos que puf = 0 para k suficientemente
grande.

Logo, por (1.9) com Q = R" e das atualizacdes de \¥+1 e p*+?

<€k‘

Vi +2Ak+1Vh —I—Z,uk—Hng

para k suficientemente grande. Pela independéncia linear dos gradientes Vh;(xz*), 1 = 1,...,m,
Vgj(xz*), j=1,...,q, e a convergéncia de 2, temos, como no Lema 1.4.1, que

lim \* = A" e li =

i X =A% Jim =

Em particular, como pf > 0 para todo ¢ < g,
i >0,

para k suficientemente grande.

Como A* € (Mnin, Amaz) € 1) < lmaz, temos também que

~k k-
Al :A’L7/l/: ]_,...7m

para k suficientemente grande.

*1 dada pelo Algoritmo 1.1 coincide com a

Vejamos agora que a férmula de atualizacao de g
formula de atualizacao do mesmo multiplicador no Algoritmo 1.2 aplicado ao problema auxiliar.

Com efeito, por (1.15) e fi¥ = u¥, temos, para k suficientemente grande:

pi = max{0, uf + prgi(z*)},
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Mas, pela complementariedade estrita e pu* — p*, pf > 0 para k suficientemente grande.

Portanto, para k suficientemente grande,

pEtt = b 4 prgi(a®), i =1, ..

Ou seja, em termos do problema auxiliar,

Niﬁ_l = :ui‘c + per(xk)a i=1..4q

Assim, os multiplicadores correspondentes as restrigoes ativas de desigualdade se atualizam no
Algoritmo 1.1, pela mesma regra aplicada no Algoritmo 1.2 para o problema auxiliar.

Vejamos agora o significado de V*. Pelo Algoritmo 1.1, temos
ok
v = max e, -2 |

para todo 2 =1, ...p.

Agora, se i > ¢, como g;(z*) < 0, g; é continua e ¥ = 0, temos que V;* = 0 para k suficiente-
mente grande.

Suponhamos agora que i < ¢. Se g;(z*) fosse menor que —Z:Z, pela atualizacdo de p**!' no
Algoritmo 1.1, teriamos que p**! = 0. Isto é impossivel para k suficientemente grande devido
a complementariedade estrita. Logo, para k suficientemente grande, V:¥ = g;(z%).

Assim, para k suficientemente grande,

h(z*)

laEs =
y

o0

Isto implica que o teste para atualizar o parametro de penalidade no Algoritmo 1.1 é o mesmo

que para o problema auxiliar no Agoritmo 1.2. Mais ainda, a condigao
& < i max{][VF oo, [|A(2*) |}

também ¢ equivalente & condicio || H (2*)||o imposta no Teorema 1.4.5.

Portanto, para k suficientemente grande, a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.1 pode ser
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pensada como sendo gerada pelo Algoritmo 1.2, junto com seus multiplicadores associados
e parametros de penalidade. Isto implica que o parametro de penalidade é limitado, o que

contradiz a nao limitacao assumida inicialmente na prova deste teorema. U

1.5 Minimizadores globais

Nesta secao apresentamos o método de Lagrangiano aumentado para minimizadores globais.
Consideraremos o problema de programagcao nao linear definido em (1), (2) e (3).
Vamos supor que a cada iteracao externa o subproblema a ser resolvido possui minimo
global em ().
A seguir apresentamos o Algoritmo do Lagrangiano Aumentado para minimizadores globais

(sem critério de parada).

ALGORITMO 1.3
Seja 2 € R™ um ponto inicial arbitrario.
Os parametros para a execugao do algoritmo sao:
T€[0,1),n>1
—00 < Amin < Amax < +00,
fmax > 0,
p1 >0,
A€ Dnins AmaxVi = 1, ..., m,

pt € [0, phmax), Vi = 1, ..., p,

Passo 1 [nicializagao
k«— 1.
Definir V° = g(2%),;
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Passo 2 Resolu¢ao do subproblema.

Encontrar z* € € solucao global do subproblema

min f(x) + {i [hi(x) + ﬁ} g Xp; {maX(O, gi(2) +

p

=1

sujeito a x € 2.

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo 7 = 1, ..., m, calcular

AL = XF + prhi(a")

~k+1

A S P\mina )\max] .

1
~k+1 , o~ k+1 .
Geralmente, ), é a projecao de \;"" no intervalo [Amin, Amax)-

Para todo i =1, ..., p, calcular

Mf—i_l = l’naX{O,ﬁiC + pk’gl(mk)}

—k
v = max {(a*), -2 |

1 € [0, frman -

(Geralmente, 777 ™ = min{u** 7. }. )

Passo 4 Atualizar o parametro de penalidade

R* = max{|[h(z")loe, |[V¥]|sc}

Se

Rk < Tkal’
definir

Pk+1 = Pk-

Hi

]

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)
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Caso contrario, definir

Pk+1 = NPk-

Passo 5 Comecar uma nova iteracao

Atualizar k < k + 1. Voltar ao Passo 2.
Observacoes
1. A condicio (1.43) exige que 2" seja a solugio global do subproblema
min L, (%, \F, uF)
h(z)
()

0

s.a

0

[
IN

Portanto, a cada iteragao externa encontramos o minimo global do Lagrangiano aumen-

tado no conjunto €.

2. Os passos 3 e 4 nao se alteraram.

1.5.1 Convergéncia global

Mostraremos que pontos limites de sequéncias geradas pelo Algoritmo 1.3, sdo admissiveis se

a regiao admissivel é nao vazia, e mais, sao minimizadores globais do problema.

Teorema 1.5.1. Suponhamos que a regiao admissivel do problema de programagao nao linear
¢ ndo vazia. Suponhamos além disso, que a sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 1.8 possui

um ponto limite x* . Entao x* é admissivel.

Demonstracao: Seja K CN tal que

lim 2" = 2*.

keK
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Dividiremos a demonstragao em dois casos:
I- A sequéncia py ¢ limitada;
II- A sequencia pg nao é limitada;
Caso 1.
Neste caso, a partir de certa iteracao, o parametro de penalidade nao é mais atualizado.

Portanto, segue do Passo 4 do Algoritmo 1.3 que:
Tim [[a(z#)] = tim [V =0
Assim,
h(z*) = 0.

Ainda mais, se g;(z*) > 0 temos que g;(z*) > ¢ > 0 para k € K suficientemente grande, isso
contradiz o fato de que V — 0,Vj.
Logo,

gi(x*) <0 para todoi =1, ..., p.

Agora como z* € Q,Vk, e Q é fechado entao z* € ), portanto z* é admissivel.
Assim o resultado esta provado para o caso em que {p} é limitado.
Caso II.
Agora como zF € Q,Vk, e Q é fechado entdo z* € . Suponhamos que z* nao é admissivel

entao existe z € ) tal que
1R * + llg(@)+[1* > [1h(2)I1* + lg(2)+]1* = 0.

~ , , . ~k o~ . .
Como h e g sdo continuas e, além disso, A" e 7i* sao limitados e p, — +00, quando k — +oo,

|05,

entao existe ¢ > 0 tal que para k > kg, k € K

—k Xk
o+ 3)
Pk ) 4

h(Z) + E

Xk
h(z*) + — > +c. (1.48)
Pk
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Portanto, para esses indices k,

k

fa)+ & mﬁq+%;+“<mﬁy+g)+]> (1.49)
o+ 22 ey + X+ (a4 25 [+ 557+ e -0

De (1.49) obtemos:

L (o X7 > Ly (237 + P2 4 o) — £,

Agora, como limcx 2% = 2* e f é continua, temos que, para k € K suficientemente grande:

—1)c
Q%Tl+f@%—ﬂ@>o
Logo,

~k _ ~k _
ka(xk,)\ ”uk;) > LPk(Z’)\ “uk)’

k

o que contradiz o fato de que x* é uma solucao global do subproblema definido por p;. Esta

contradicao veio de supor que z* nao era admissivel. U

Teorema 1.5.2. Suponhamos que a regiao admissivel do problema de programagao nao linear
definido em (1), (2) e (3) é ndo vazia e que a sequéncia {x*} estd bem definida pelo Algoritmo

1.3, e x* um ponto limite da sequéncia. Entao, x* é um minimizador global do problema.

Demonstracgao: Seja K CN tal que

lim z* = z*.

keK

Segue do teorema anterior que x* é admissivel.
Dividiremos novamente a demonstragao em dois casos:
I- A sequeéncia py ¢ limitada;

IT- A sequéncia pg nao é limitada;
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Caso 1,
Suponhamos que para k > kg nao atualizamos mais o parametro de penalidade. Como as
sequéncias {Xk} e {f*} estdo em um compacto, existem K gK , A€ [Mminy Amax]™, 1€
[0, fimax|? tais que
g o =t X =X 7 =

Mas, pelo passo 3 do Algoritmo 1.3, limy, ., max{g;(z*), =715 /pr, } = 0. Portanto, se g;(z*) < 0

devemos ter, for¢osamente, que pf = 0. Em outras palavras,
gi(z*)u; =0 para todoi =1,...,p.

Agora, seja z € {2 um ponto admissivel arbitrario, entao teriamos pela definicao do Algoritmo

1.3 para k > kg

Como g(z) <0 e @*/p, > 0,

—k 12

—k 2
H (9(2) +2 ) < ‘ =
Pk /) + Pk
portanto como h(z) =0,
" P —k ||2 ﬁk 2
Ly (2* X 1) < f(2) + 222 || = +'— ,
o) < fl 22 | 2] | 2

para todo k > ky. Tomando limite na desigualdade acima obtemos:

* 2 % 112
* Pko * H Pko ||
fa®) + =~ (gw +—) <fR)+=||—
=) 2 =) Pko /) 4 2) 2 || Pro
Ou seja,
Pho N A% pro N (1)
Fa+ 23 (0 + 1) < ey (L) (1.50)
2 ZZI Pko / + 2 ZZI Pko
Mas
2% e
(g,;(x*)+ Z) :max{O,gi(x*)—i-—} )
Pko ) + Pk
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Portanto, se g;(z*) =0,

AN
e+ -2
Pko / + Pko

+
AN
(gi(x*)+ ’) =0.
Pko

+
Portanto de (1.50) obtemos f(z*) < f(z). Como z é um ponto admissivel arbitrario, resulta
que z* é solucao global.

Caso I,

e, se gl(x*) < O’ 10g0 /‘L: = Oa

Seja z € Q) um ponto admissivel. Pela definigao do Algoritmo 1.3, temos que

2

)y |’
h(z) =||—
Pk Pk
© 2 2
-k —k
|+ 50) | =15
Pk + Pk
Logo,
—k
fh) < Ly (a8 N7
—k 12 k2
Pr ||| T
2)+ = ||—l +|— ;
fz) 2 | Pk ‘ Pk

.. ~k ~ e .
Tomando limites para k € K e usando que p, — 00, e que A, ii* sdo limitados, obtemos:

f(@™) < f(2).

Como z é um ponto admissivel arbitrario, resulta que z* é solucao global.

Do caso I e II segue a tese do teorema.



CAPITULO 2

Lagrangiano aumentado regularizado

Neste capitulo introduzimos um procedimento que utiliza a regularizacao para inibir a voraci-
dade. A fungao objetivo utilizada nos subproblemas de Algencan ! (implementagao de grande
porte do Algoritmo 1.1) é modificada com o incremento do termo regularizador. Mostraremos
que sobre este novo método continuam validas as propriedades de convergéncia e de limitacao
do parametro de penalidade apresentadas no Capitulo 1. Este capitulo complementa os estudos

feitos em [6].

2.1 Voracidade

No método Lagrangiano aumentado definimos cautelosamente o parametro de penalidade para
ser pequeno nas primeiras iteracoes externas, porque sabemos que parametros grandes tendem a
produzir subproblemas mal condicionados. Como consequéncia, as primeiras iteracoes tendem

a privilegiar a otimalidade sobre a viabilidade. Assim o método pode se comportar de maneira

! Algencan esta disponivel em www.ime.usp.br/~egbirgin/tango

41
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voraz em busca da otimalidade em alguns problemas e acabar se perdendo, e consequentemente
divergir. Esse fenomeno é denominado aqui como voracidade.

Para tornar mais claro este fenomeno, consideremos o exemplo a seguir, no qual o niimero

de varidveis é 1 e o nimero de restrigoes também ¢é 1.

min 2}

s.a r1 > 0,

Grafico da fungdo

Regido factivel

O problema acima foi testado pelo método computacional Algencan. A restrigao de caixa
x1 > 0 foi implementada como uma restricao de desigualdade e a caixa artificial fornecida ao

método foi —10%° < z; < 10%°, com ponto inicial ; = —7 o resultado foi o seguinte:

Output of Algencan:

Initial p = 10 incrementado 8 vezes.

Outer iterations = 9

Final Objective function value = -1.0000E+60

Final Sup-norm of the constraints = 1.0000E+20
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Final Sup-norm of the projected gradient of the Lagrangian = 0.0000E+400

Flag = 4 (sem decréscimo de infactibilidade depois de 9 iteracoes, problema possivelmente

infactivel).

O problema apresentou voracidade. Como podemos observar, na primeira iteracao o subproble-

ma a ser resolvido foi o seguinte:

min 2} 4+ 10[max{0, —x; }]?

s.a 100 <z, < 10207

Veja abaixo o gréafico da fungao Lagrangiano Aumentado para a primeira iteracao:

¥
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A solucao deste problema encontra-se no bordo da caixa artificial, de onde o método nao
conseguiu sair, mesmo aumentando o parametro de penalidade por varias iteragoes.

A primeira idéia que surge é penalizar mais desde o inicio e, com isso, contornar a vo-
racidade. Agora sabemos que, quanto maior o parametro de penalidade, mais dificil se torna
resolver o problema original. Apresentamos uma maneira de contornar este problema sem
aumentar demasiadamente o parametro de penalidade, e manter assim as boas propriedades

do método para problemas que nao apresentam voracidade.

2.2 O método Lagrangiano aumentado regularizado

Nesta se¢ao consideramos o problema de programacao nao linear na sua forma padrao, dado
em (1), (2)  (3).
Neste texto introduziremos no método de Lagrangiano aumentado um termo regularizador,

cujas principais motivacoes sao:

Melhor aproveitar a aproximacao inicial °;

Evitar que o método se distancie muito da factibilidade nas suas primeiras iteracoes;

Contornar o problema da voracidade;

Melhorar o condicionamento do problema, tornando assim mais “leves” as primeiras itera-

coes.

Para isto somamos o termo regularizador

|l — |13

5 (2.1)

ao Lagrangiano Aumentado, onde v > 0 e T é o ponto de referéncia, o melhor iterando

até o momento em relacao a factibilidade-complementariedade. Assim definimos a funcao
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Lagrangiano Aumentado Regularizado como:

B p | A i ? |z — 73
Lynal, Mg = £(2) + 2 {Z )+ 2]+ 3 max0. ) + ) } )

i=1

2.3 Algoritmo Lagrangiano aumentado regularizado

A seguir apresentamos o algoritmo do Lagrangiano aumentado regularizado (sem critério de

parada):

ALGORITMO 2.1.

Seja 2 € R™ um ponto inicial arbitrério.

Os parametros para a execucao do algoritmo sao:

7€100,1),7 > 0,Ymax > 0, >1,6>0

—00 < Amin < Amax < +00,

fimax > 0,

p1 >0,

A€ Panims Amax] Vi = 1, ..., m,

115 € [0, fimax], Vi = 1, ..., p,

{er} C Ry uma sequéncia de parametros de tolerancia tal que

,}Lrlc}o e = 0. (2.3)

Passo 1 Inicializacao

k1.

Definir V° = g(2%);

70 = 20;

R =R’ = max{|[h(z°)||c, V"]l oc};
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Passo 2 Resolugao do subproblema

Calcular (se possivel) 2% € R™ tal que existam v* € R™ u* € R2 satisfazendo
|V L, (2", N, (k) + v (2F — 7" +kaVh —|—Zung

k> O,gi(xk) < ¢ paratodoi=1,..,p

=1

1A= < e

Se nao é possivel encontar z*

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo ¢ = 1, ..., m, calcular

X=X ().

Para todo 7 = 1, ..., p, calcular

it = max{0, 7% + prgi(2*)}

—k
V= max {gm’f), —ﬁ}.

Passo 4 Atualizar o parametro de penalidade

Ry = max{||h(z")]| s, [[V*[| s }-

Se

Ry, < 7Ry max{]|A(a" ) oo, [IVE |},

definir

Pk4+1 = Pk-

g.(z") < —e), = uF = 0 para todo i =1, D

(2.4)

(2.5)
(2.6)

(2.7)

cumprindo (2.4) - (2.7), parar a execugao do algoritmo.

(2.8)
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Caso contrario, definir

Prk+1 = NPk-

Passo 5 Atualizar o parametro de reqularizacao e o ponto de referéncia

Se
Rk :min{Ro,...,Rk}, (210)
definimos 7% = 2*.
Caso contrario, definimos 7% = z¥~1.
Para todo i = 1,...,m computar:
Xf+1 S [)\m'm; )\ma:p]- (211)
Para todo i =1,...,p computar:
T €00, timaz) - (2.12)

Escolhemos yx11 € [0, Ymax] de maneira que
Yer1 < min{y, SRy} (2.13)

Passo 6 Comecar uma nova iteracao

Atualizar k — k + 1. Voltar ao Passo 2.
Observacoes

1. As condigoes (2.4)-(2.7) dizem que z* é um ponto KKT aproximado para o subproblema

min o1 (T NF L R
s.a  h(x)=0
g(x) <0

Portanto, a cada iteragao externa, minimizamos (aproximadamente) o Lagrangiano Au-

mentado Regularizado no conjunto 2.
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2. Os passos 3 e 4 sao como no Algoritmo 2.1. No passo 5, o ponto de referéncia e o
parametro de regularizacao sao atualizados. A idéia é que o ponto de referéncia seja
o melhor iterando até o momento em relacao a factibilidade-complementariedade que é
medida por Ry. A condigao (2.13) impde que a sequéncia do parametro de regularizagao
seja mondtona decrescente, e convirja a zero se alguma subsequéncia de { Ry } 32, convergir
a zero. Assim o efeito da regularizacao tende a desaparecer quando o Algoritmo se

comporta bem em termos da obtencao de pontos factiveis.

3. Se atualizamos o ponto de referéncia, os multiplicadores A e 77 em (2.11) e (2.12) serdo

calculados da seguinte forma:

~k+1

A, = max{ Apin, min{ A\, )\fﬂ}},

)

parai=1,...,me

—k+1 __ : k+1
Mi - mln{,umazu /,Ll }7

parai=1,...,p.

. . A . k1l o~k _
Quando ndo atualizamos o ponto de referéncia, definimos A\' = X" e "' = ",

Para provar a convergéncia global do Algoritmo 2.1 usamos o seguinte fato: se K C N,

%:1612 R, =0= I}l_)rgo v = 0. (2.14)

Esta propriedade é verdadeira porque limge g Ry, = 0 implica, por (2.13), que limgeg yr11 =

0. Agora, como Y1 < v para todo k, portanto limy_, v = 0. Isto significa que a condicao
V41 S Vi, Vka (215)

imposta em (2.13) é necessaria para provar o teorema de convergéncia. No entanto, a condigao
(2.15) contradiz o senso comum porque, talvez gostariamos de aumentar o parametro de regula-
rizacao se a factibilidade se deteriorasse. Em outras palavras, sao razoaveis estratégias de

regularizacao que exigem somente V.1 < SRy, mas nao que Ypir1 < V.
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Veremos que, com uma adequada modificacao do Algoritmo 2.1, a condi¢ao de monotoni-

cidade sobre 7, pode ser eliminada.
ALGORITMO 2.2

Este algoritimo coincide com o Algoritmo 2.1, exceto que:

k—

e Para a solucao do subproblema, emprega um algoritmo que usa z°~! como ponto inicial,

e entao garantimos que

N <L (@ N T (2.16)

— TPk VKT

L

ke
PksVk T

e A condigao (2.13) é reescrita por

Vir1 < SRy (2.17)

A condigao (2.16) é bastante natural para um algoritmo de minimiza¢ao mondtona que preserva
viabilidade das restri¢oes para a resolucao dos subproblemas.

O que permite relaxar (2.17) é o seguinte resultado fundamental.

Lema 2.3.1. Seja {2*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2.2 e suponha que existe um

congunto infinito de indices K tal que

keK
Entao,
klim R, =0. (2.18)

Demonstracao: Se a sequéncia {py} ¢ limitada, entdo R, < 7Ry_; para todo k suficiente-
mente grande, a tese esta provada.

Assumimos, agora, que limy_, o, pp = 0.

Por (2.16), temos para todo k € N,

1+ 243 e + 2] + 3

i—1 Pk =1

—k 2
{max <Oagz‘($k) + 'Iﬁ)} } + %ka |
Pk 2
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< f@YH+ %{ i lhi(ml) + E} 2 + i [max (O,Qi(fkl) + “—k)} 2}.

i—1 Pk Pk

Dividindo por p; obtemos:

if(xk) + %{ Y {hi(xk) + A—k} 2 + i [max (O,Qi(xk) + /Z—:)} 2} g ok g2

P i=1 Pk i=1 2
1 ry L L by A R ko1, A ?

< —f(z"~ +—{ [hif +—Z] + [max(o,gif +—Z)} } 2.19
PR A DI LCan e IR @+ (2.19)

Pela definicdo de 2¥~! podemos escrever:

{z°, 757 7572} = {aho, oF 2t )

onde kg < k1 < ko < .... No entanto, sendo limgcx R = 0, temos que
lim Ry, = 0. (2.20)
j—o0

Claramente, (2.20) implica que
p
lim [|2(z*)[* + > max{0, g;(z*)}* = 0.

Portanto,
p
. —k—1Y |2 (AR—1\12
Jim WGP + 3 max{0. i) =0

Portanto, o lado direito da desigualdade (2.19) tende a zero quando k tende ao infinito.

Assim,

lim %{ Em: [hi(xk) + &] 2 + i [max (O,Qi(xk) + ”—k)} 2} = 0. (2.21)

i—1 Pk i1 Pk

Como pj, — oo e ji* é limitado, (2.21) implica que

lim ||h(2%)|| =0 (2.22)

k—o0

lim max{0, g;(z*)} =0Vi=1,...,p.

k—o0
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Entao,

lim VF=0vi=1,...,p. (2.23)

k—o0

Por (2.22) e (2.23) obtemos (2.18). O

Lema 2.3.2. Seja {2*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2.2 e suponha que existe um

congunto infinito de indices K tal que

keK
Entao,
Jim i =0
Demonstragao: O resultado segue de (2.17) e do Lema 2.3.1. O

2.4 Convergéncia

Nesta secao mostraremos a convergéncia global dos Algoritmos 2.1 e 2.2. Essencialmente,
mostraremos que a adi¢ao do termo regularizador nao interfere nas propriedades mostradas no
Capitulo 1.

Supomos que os Algoritmos 2.1 e 2.2 ndo param no Passo 2 e que a sequéncia gerada {z*}
¢ limitada. Assim a sequéncia possui um ponto limite. Uma condigao para que isto ocorra é

que Q # () e existe € > 0 tal que o conjunto
{r e R"|g,(z) <&, ||a(z)]| < e}

seja limitado. Esta condigao pode ser forcada acrescentando restri¢oes artificiais no conjunto
Q.

O primeiro resultado ¢é interessante e 1til, ele independe da CPLD. Este resultado nos
diz que, se uma restricao de desigualdade se verifica estritamente no ponto limite, entao a

estimativa do multiplicador associado se anula, para k suficientemente grande.
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Proposigao 2.4.1. Seja {2*}ren uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2.1 ou 2.2. Suponha-
mos que x* € um ponto limite desta sequéncia e K CN € tal que limyex ¥ = 2*. Entdo, para

k € K suficientemente grande,

(]

g(x*) < 0=t =0ce g.(2") <0 = uf = 0. (2.24)

Demonstracao: E obtida seguindo a mesma sequéncia de argumentos usada na Proposi¢ao

1.3.1. U

Lema 2.4.2. Seja {2*} uma sequéncia limitada gerada pelo Algoritmo 2.1 ou 2.2. Entdo,

lim 2%

k —k—1
-7 =0 2.25

Demonstragao: A sequéncia {Z*} é limitada por definigao, uma vez que {7*} C {2*}. Logo
|z* — zFL|| é limitado.

Do Passo 5 dos Algoritmos 2.1 e 2.2 segue que a sequéncia {,} ¢ limitada.

Temos duas possibilidades a considerar:

1. A sequéncia {p;} é limitada.

Entao o parametro para de ser incrementado para k suficientemente grande. Portanto, segue
do passo 4 do Algoritmo 2.1 e 2.2 que, kh—{go Rr = 0. Entao sendo 7,1 < BRy, segue que
kh_)rglo Y = 0. Como |[|z* — 7%~ é limitado, obtemos (2.25).

2. A sequéncia {p;} nao é limitada.

As limitagoes de {v;} e [|z* — Z*!| implicam que (2.25) ocorre. O

Teorema 2.4.3. Seja {x*} uma sequéncia limitada gerada pelo Algoritmo 2.1 ou 2.2, e seja

x* um ponto limite desta sequéncia. Entao:

1. Se a sequéncia de parametros de penalidade pp € limitada, x* é admissivel. Em caso

contrdrio, pelo menos uma das sequintes possibilidades acontece:
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(i) O ponto x* é um ponto KKT do problema

m p
min Z hi(x)* + Z max{0, g;()}?
i—1 i=1
s.a x €N

(i1) «* nao satisfaz a condigao CPLD associada as restri¢oes do conjunto ).

2. Se x* € um ponto limite admissivel que satisfaz CPLD com respeito a todas as restricoes

do problema definido em (1), (2) e (3). Entao, x* € ponto KKT do problema.
Demonstracao: Seja kK CN tal que

lim z* = 2*.
keK
A primeira parte do teorema é obtida seguindo a mesma sequéncia de argumentos usada no
Teorema 1.2.3, com a diferenca que teremos que utilizar o Lema 2.4.2 e o fato de que a sequéncia
{2*} é limitada.
Vamos provar a segunda parte do teorema. Segue de (2.4) - (2.7) e da Proposicao 2.4.1,

que para k € K suficientemente grande temos que:

m

V) + ) NFVRiES) + Y T Valat) + et -7

=l ilgi(a*)=0
+ uiVhi(a) + YT ujVg (aF) = 8",
=1

onde pFt € RE w? € RE e ||0¥|| — 0.

Como z* é factivel, temos que limgex Ry = 0. Assim por (2.13) para o Algoritmo 2.1 temos:

lim 7, = 0. (2.26)

k—o0

No caso do Algoritmo 2.2, (2.26) segue do Lema 2.3.2. Portanto, podemos definir

(Sk — ék . 'Yk(xk . jk—l)7
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e entao, para k suficientemente grande,

VA SR Y Ve

=1 ilgi(z*)=0
m
k k k k k
+) UV + Y ujVg () = &,
=1 ilg;(x*)=0
onde pF+!' € RE wh € RE e ||6%|| — 0.
A partir deste ponto, seguem os mesmos argumentos do Teorema 1.3.2, e obtemos o resultado.

O

2.5 Limitacao do parametro de penalidade

2.5.1 Restricoes de igualdade

Cosideramos inicialmente o problema (1.1), que possui apenas restrigdes de igualdade. Con-
sidere também o algoritmo Lagrangiano aumentado regularizado para este problema, com
Q=R".

Consequentemente, o Algoritmo 2.1 aplicado ficara simplificado da seguinte maneira:

ALGORITMO 2.3
Seja 2° € R™ um ponto inicial arbitrério.
Os parametros para a execucao do algoritmo sao:
7€ [0,1),7% > 0, %max, 7 > 1,6 >0
—00 < Amin < Amax < +00,
p1 >0,
A€ Dnins Amax]Vi = 1, ..., m,

{er} C Ry uma sequéncia de parametros de tolerancia tal que

lim ¢, = 0. (2.27)

k—oo
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Passo 1 Inicializacao
k « 1. Definir Ry = ||h(2°)||co
hl - O, h2 - 0

Passo 2 Resolugao do subproblema

Caso seja possivel encontrar ¥ € R” tal que

IV Ly, (%, AF) + (2 =7 )| < ey

(2.28)

Se nao é possivel encontar ¥ cumprindo essa propriedade parar a execucao do algoritmo.

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo 7 = 1, ..., m, calcular

N = 3] ().

Passo 4 Atualizar o parametro de penalidade

Ry = [[1(*)]l
Se
Ry < TRy,
definir
Pk+1 = Pk-
Caso contrario, definir
Pr+1 = NPk-

Passo 5 Atualizar o parametro de reqularizacdo e o ponto de referéncia

Se Ry = min{Ry, ..., Ry} definimos 7 = z*.

(2.29)
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k k—1

Caso contrario, definimos 7" =7

Escolhemos 7g11 € [0, Ymax] de maneira que

Yer1 < min{yg, SRy} (2.30)
Para todo i =1,...,m computar:

~k+1

X e Donins Amazl- (2.31)

()

Passo 6 Comecar uma nova iteracao

Atualizar k < k + 1. Voltar ao Passo 2.
Para mostrar a limitacao do parametro de penalidade assumimos as seguintes hipoteses:
1. A sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo converge a z*.
2. O ponto z* é admissivel (ou seja, h(z*) = 0).
3. O ponto z* é regular (ou seja, amatriz Vh(z*) tem posto igual a m).

4. Os multiplicadores \¥ pertencem a [Ayin, Amaz| para todo i = 1,...,m. (Note que a exis-

téncia de \* satisfazendo V f(2*) + Vh(a*)\* estd garantida pela regularidade de z*).
5. As fungoes f e h admitem derivadas segundas continuas em uma vizinhanca de z*.

6. Seja Z € R™ ™™™ uma matriz cujas colunas formam uma base do niicleo de Vh(z*)”.

Entao, ZTV2Ly(z*, \*)Z é definida positiva.

7. Existe ko € N, tal que para k > ko, Riy1 = min{ Ry, ..., Rk11}, ou seja, para k suficien-

temente grande atualizamos os multiplicadores como no Algoritmo 1.1.

Lema 2.5.1. FEuxiste sequéncia €, — 0 tal que

IV L, (z" \o)|| < &, VkeN.
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Demonstracao: Sendo z* admissivel, entao lim Ry =0 = klim Y = 0, portanto sendo {z*}
—00

k—o0

limitada entao klim ve(z® —Z)|| =0
Do passo 2 do Algoritmo 2.1 temos
HVka(:Ek, /\k) + ’Vk(xk - E))H < €k,

segue da desigualdade triangular que

||Vka(l'k, )‘k)H - ||7k(xk - E))H < Ek;

entao
0 < VL, (a* N)|| < ep + m(a” — 7))
Ek
Segue de (2.27) que klim er = 0, portanto klim g, =0 O

Com este lema podemos reproduzir todos os resultados da subsecao 1.4.1.

2.5.2 Restricoes de igualdade e desigualdade

Consideremos o problema (1.3) que possui restri¢oes de igualdade e desigualdade. Considere-
mos também o algoritmo Lagrangiano aumentado regularizado para o problema, com 2 = R"™.

Para mostrar a limitacao do parametro de penalidade assumimos as seguintes hipoteses:
1. A sequéncia {z¥} gerada pelo algoritmo converge a x*.
2. O ponto z* é admissivel (ou seja, h(z*) =0, e g(z*) <0).
3. O ponto z* é regular.

4. Os multiplicadores Af pertence a [Apin, Amaz] para todo i = 1, ..., m. Analogamente, cada

multiplicador pf pertence a [0, fmq,] para todo i = 1,...,p.
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5. As fungoes f, h e g admitem derivadas segundas continuas em uma vizinhanca de x*.
6. Para todo i =1,...,p tal que g;(z*) = 0, temos u > 0.

7. Seja A € RM+0)*" g matriz cujas linhas sdo os gradientes das restricoes de igualdade
seguidas dos gradientes das g restricdes ativas (g;(z*) = 0) em x*. Seja Z € R**(n=m—a)
uma matriz cujas colunas formam uma base do nicleo de A. Entao, ZTV2Lo(z*, \*, u*)Z

é definida positiva.

8. Existe ky € N, tal que para k > ko, Rpy1 = min{Ry, ..., Rx+1}, ou seja, para k suficien-

temente grande atualizamos os multiplicadores como no Algoritmo 1.1.
Lema 2.5.2. FEuxiste sequéncia €, — 0 tal que
IV Ly (2", ¥, iF)|| < B, VK €N

Demonstragao: Anédloga a prova do Lema 2.5.1. U

Com este lema podemos reproduzir todos os resultados da subsecao 1.4.2.

2.6 Minimizadores globais

Nesta secao mostramos que o método de Lagrangiano aumentado regularizado, com poucas
alteracoes possui as mesmas propriedades que o método sem regularizacao para minimizadores
globais.

Consideraremos o problema de programacao nao linear definido em (1), (2) e (3).

Supomos que a cada iteracao externa o subproblema a ser resolvido possui minimo global
em ).

A seguir apresentamos o algoritmo do Lagrangiano aumentado regularizado para mini-

mizadores globais (sem critério de parada).
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ALGORITMO 24
Seja 2 € R™ um ponto inicial arbitrério.
Os parametros para a execucao do algoritmo sao:
7€[0,1),7 > 0,Ymax > 0,7 >1,6, >0,8, >0
—00 < Amin < Amax < +00,
Prmax > 0,
p1 >0,
A€ Panin, A, Vi = 1, .., m,

1 €10, phmax), Vi =1, ..., p,

Passo 1 Inicializacao
k1.
Definir V° = g(2%);

R = R® = max{||h(2°)]|o; [| V[0 };

Passo 2 Resolu¢ao do subproblema.

Encontrar z¥ € € solucao global do subproblema,

Minimizar L,, . z-1(z, X', 7"), sujeito a z € Q. (2.32)

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo 7 = 1, ..., m, calcular

AL =X+ prhi(a®). (2.33)
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Para todo 7 = 1, ..., p, calcular

it = max{0, 72} + prgi(z*)} (2.34)
—k
VF = max {gxxk), —ﬁ} |
Pk

Passo 4 Atualizar o parametro de penalidade

Ry, = max{||h(2") ||, [V*]lc}

Se
Ry < TRy,
definir
PE+1 = Pk-
Caso contrario, definir
Prt1 = 1Pk

Passo 5 Atualizar o parametro de reqularizacdo e o ponto de referéncia

Se Ry, = min{Ry,..., Ry} definimos 7% = 2*.
Caso contrério, definimos z% = z#~1.
Para todo i =1,...,m computar:
N Donins Amac)- (2.35)
Para todo 7 =1,...,p computar:
€ [0, tamaz) - (2.36)

Escolhemos Jg11 € [0, Ymax] de maneira que

1
Pr41

Vi1 < min{yg, 81 R, o } (2.37)
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Passo 6 Comecar uma nova iteracao

Atualizar k < k + 1. Voltar ao Passo 2.
Observacoes

1. A condicdo (2.32) exige que z* seja a solugao global do subproblema

min L, . ko (2", Nk, k)
s.aa  h(x)=0
g(x) <0

Portanto, a cada iteragao externa encontramos o minimo global do Lagrangiano aumen-

tado regularizado no conjunto §2.

2. No passo 5 o ponto de referéncia e o parametro de regularizacao sao atualizados. A
diferenca é que também diminuimos o compromisso com o ponto de referéncia se o
parametro de penalidade aumentar, ou seja, se o parametro de penalidade ja se pre-

ocupa com a admissibilidade, o parametro de regularizagao pode diminuir.

Observacao 2.6.1. Encontrar minimizadores globais parece nao combinar muito com o fenomeno
da voracidade. Para tanto devemos ter todos os subproblemas limitados inferiormente em (2,
e sabemos que isto pode nao ocorrer quando o problema possui voracidade. Mas mostraremos
que o método regularizado possui as mesmas propriedades com relagao a convergencia a mini-

mizadores globais se comparado ao método de Lagrangiano aumentado.

2.6.1 Convergéncia global

Nesta secao provamos que os pontos limites de sequéncias geradas pelo Algoritmo 2.4, sao
admissiveis se a regiao admissivel é nao vazia, e mais sao minimizadores globais do problema

definido em (1), (2) e (3).
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Teorema 2.6.2. Suponhamos que a regiao admissivel do problema definido em (1), (2) e (3) é
ndo vazia. Suponhamos além disso, que a sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo 2.4 é limitada,

e seja x* wm ponto limite desta sequéncia. Entao x* é wm ponto admissivel para o problema.

Demonstracgao: Seja K CN tal que

lim z* = z*.

keK

Dividiremos a demonstragao em dois casos:
I- A sequeéncia py é limitada;
II- A sequéncia p nao é limitada;
Caso 1.
Anélogo ao Caso I do Teorema 1.5.1.
Caso II.
Agora como zF € Q,Vk, e Q é fechado entdo 2* € Q, suponhamos que z* nao é admissivel

entao existe z € {2 tal que
1RGP+ llg(@®)+ 1" > Ih())1* + lg(2)+1* = 0.

~ , , . ~k o~ 4. .
Como h e g sdo continuas e, além disso, A" e 7i¥ sdo limitados e p, — +00, quando k — +o0,

entao existe ¢ > 0 tal que para k > kg, k € K

o5,

Portanto, para esses indices k,

~k

A
h(z) + —
() Pk

~k
A

h(x*) + — >
Pk

+ec (2.38)

o),

k

Fa*)+ 5 | () + i—k + H <g(xk) + z—:)+ ] > (2.39)
£+ 2 | e + i— #|(s0+2) ||+ + s - st
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Como pj, — +00, segue de (2.37), que v, — 0, quando k — +oo, sendo {z*} limitada entao

{Z"} também ¢ limitada, assim existe k;, tal que para todo k > ki, k € K temos

la* =73 e e =T
- > — 2.40
5 Tty > 5 Vi (2.40)
Combinando (2.39) e (2.40) obtemos:
~k _ ~k _ pr — 1)c
ka’,yk’ik71<xk7 L) > L, oz-1(2, A TR (pe = D) + f(z") = f(2).

2

Agora, como limycx 2% = 2* e f é continua, temos que, para k € K suficientemente grande:

(pr — 1)c

5 + f(z*) = f(2) > 0.

Logo,
~k

1<Ik,)\

~k

L ) > Ly, e (2, XY,

Pl TR

k

que contradiz o fato de que x* é uma solugao global do subproblema definido por p;. Esta

contradicao veio de supor que z* nao era admissivel. ([l

Teorema 2.6.3. Suponhamos que a regido admissivel do problema definido em (1), (2) e (3)
¢ ndo vazia e que a sequéncia {x*} estd bem definida pelo Algoritmo 2.4, e é limitada sendo

x* um ponto limite. Entao, x* é um minimizador global do problema.

Demonstracao: Seja K CN tal que

lim z* = z*.

keK

Segue do teorema anterior que x* é admissivel.
Dividiremos novamente a demonstracao em dois casos:
I- A sequéncia py é limitada;
II- A sequéncia p nao é limitada;
Caso I,

Suponhamos que para k > kg nao atualizamos mais o parametro de penalidade. Como as
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N ~k _ ~ .
sequéncias {\ } e {f"} estdo em um compacto, existem K; C K, \* € [Amin, Amax]™, #* €
o
[0, timax]? tais que
. .~k )
lim 2% = 2*, lim A" = \*, lim @* = p*.
ke Ky ke Ky keK;

Mas, pelo Passo 3 do Algoritmo 2.4, limy, o, max{g;(z*), —i¥/px, } = 0. Portanto, se g;(z*) < 0

devemos ter, for¢cosamente, que 7 = 0. Em outras palavras,
gi(x* )y = 0 para todoi =1,...,p.

Agora, seja z € ) um ponto admissivel arbitrario, entao teriamos, pela definicao do Algoritmo

2.4 para k > kg

~k _ ~k _
kaoﬁkjkfl(l'k, A ,uk) < kaoﬁlwik—l (Z, A ,,U,k)

Como g(z) <0 e " /pp >0,

—k 2 k112

H <g(2) + “—) < ' =

Pk + Pk

portanto como h(z) = 0,
3 k(|2 —k—11|2
—k _ P A I [z ="
kao,'yk,ik_l(xka A nuk) < f(Z) + 70 l)_ko + ‘ P_ko + TQVM (241)

para todo k > k. Como {z*} é limitada, logo {Z*} também ¢é, sendo z* admissivel entdo
limgek, & = 0, entdo tomando limite na desigualdade (2.41) obtemos:

2 2

* Pko * N* Pk M*
fx™) +— (g:v +—) <f@@)+— ||
(z7) 5 (z%) o). (2) > on
Ou seja,
Pro N ZAY Pro N (1)
fla)+ 52 (%*) + —Z) < fl2)+ 2 (_) ' (2.42)
2 12:1: Pko + 2 ZZ:; Pko
Mas
<\ 2 Ak
<gi(x*) + —Z) = max {O,gi(x*) + —} )
Pko + Pko
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Portanto, se g;(x*) = 0,

* 2

Hi
Pko

*

Hi
Pko

(5 +
+
e, se g;(z*) <0, logo ur =0,

)~ ()
(gi(fﬁ*) + 5—;)2

= 0.
+
Portanto de (2.42) obtemos f(z*) < f(z). Como z é um ponto admissivel arbitrario, resulta

que z* é solucao global.
Caso 11,

Seja z € ) um ponto admissivel. Pela definicao do Algoritmo 2.4, temos que

~k

1($k,A

— k _
7Iuk> S kao,’yk,fk_l (Z7 )\ ’uk)

—k—
Pk Vk>T

Mas h(z) = 0 e g(z)+ = 0, portanto

2 2

—k —k
A A
h(z)+—| =||—
Pk Pk
¢ 2 2
—k —k
Pk ) 4 Pk
Assim,
—k
fa) < L S G )
7| k(12 —k—11|2
Pr | |[A M 2 =213
< fE+= 1=l = |t
=) 2 Pk ‘ Pk 2

Tomando limites para k € K e usando que p, — oo, 7 — 0 e que Xk, k, {2*}, {7*} sao

limitados, obtemos:
f@) < f(2).
Como z é um ponto admissivel arbitrario, resulta que z* é solucao global.

O %0

Dos casos I e II segue a tese do teorema.



CAPITULO 3

Resultados numeéricos

Neste capitulo apresentamos os detalhes sobre o desempenho dos métodos computacionais
RAlgencan e RAlgencan™® que sdo implementacoes de grande porte dos algoritmos 2.2 e 2.1

respectivamente, feitas baseadas no método Algencan (versao de margo de 2007) *.

3.1 Algencan

Nesta secao apresentamos detalhes da implementacao do método computacional Algencan.

Algencan é um método computacional para resolver o problema de programacao nao linear

! Algencan esta disponivel em www.ime.usp.br/~egbirgin/tango

66
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formulado como

g(z) <0

amln S T S a‘I’HE:LX7

onde, f: R" = R, h: R" — R™, g : R® — RP possuem derivadas primeiras continuas.

Em linhas gerais, Algencan é uma implementacao do Algoritmo 1.1.

3.1.1 Subproblema

Para resolver o subproblema de minimizar o Lagrangiano aumentado no Algoritmo 1.1 é uti-
lizado um método para minimizar em caixa. O esquema basico deste método é o de GENCAN.
Ele utiliza estratégia de restrigoes ativas abandonando as faces quando necessario, usando o

gradiente espectral projetado.

3.1.2 Parametro de penalidade inicial e multiplicadores iniciais

Na primeira iteracao a aproximacao para os multiplicadores é nula. A escolha de p; tem

bastante influéncia no desempenho pratico do método de Lagrangiano aumentado.
Devemos salientar que Algencan nao escala os problemas.

Se a infactibilidade é nula no ponto inicial entao py = 10, senao

Po = max {106,min {10, 20 max{1, ‘f($0)|} }}

1A (zO)> + [lg+ ()|
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3.1.3 Critérios de parada

Na resolucao do subproblema GENCAN péra se encontrar z* tal que a™® < 2% < g™ ¢ tal

que

—k
||P('rk - Vka(ZEk, /\ auk)) - kaoo S Ek-

max o critério tedrico exigido no Algoritmo

P aqui é o operador projecao na caixa a™® < z < a
1.1 para o iterando 2* (condicoes (1.9)-(1.12)) serd satisfeito.

Algencan para se a solugao nao é atingida com um nimero méaximo de iteragoes para o
subproblema, utilizamos o valor padrao 5000 iteracoes.

A execucao de Algencan se interrompe declarando convergéncia, quando as seguintes condicoes

sao verificadas, utilizamos ¢ = 10~*

1P(a" — VL, (% X %) — a¥]lo0 < e, (3.1)
1h(2") |0 < €, gs(2*) < e, para todoi=1,...,p, (3.2)
pitt = 0 para todo i tal que g;(2¥) < —e. (3.3)

Devido as definicoes (1.13) e (1.15) de A¥*! e p**1 a condigdo (3.1) é equivalente a
|P(a" = VLo(z" X", %)) — ¥l < e
Algencan ainda pode parar sem declarar convergéncia, se uma das condicoes abaixo ocorrer:
e Se por 9 iteracoes consecutivas nao houve progresso na admissibilidade de x*;
e Chegou-se a um méaximo de 50 iteragoes externas;

e Se o parametro de penalidade ficar demasiadamente grande, p;, > 102,



CAP.3 ¢ RESULTADOS NUMERICOS

3.2 RAlgencan

Implementamos o Algoritmo 2.2 no quadro geral de Algencan, o qual denominamos RAlgencan,
mantendo as opgoes-padrao, bem como as rotinas utilizadas na resolucao dos subproblemas.
Usamos a versao de Algencan disponivel em margo de 2007. As tolerancias de viabilidade e
otimalidade foram €.qs = 1078 e Eopt = 10~*. Como ponto inicial para o algoritmo que resolve
o subproblema k usamos o ponto de referéncia Z8~!. Desta forma garantimos o cumprimento
de (2.16).

Para o Algoritmo 2.2 se o ponto inicial é viavel e os multiplicadores sao escolhidas de forma
que a complementaridade ocorre, temos Ry = 0 e a condigao (2.10) pode ser muito restritiva

para atualizar o ponto de referéncia. Neste caso, é conveniente substituir (2.10) por
Rk == min{RtOl, Rl> ey Rk}, (34)

onde Ry, > 0 é uma tolerancia inicial. O uso de (3.4), no lugar de (2.10) nao afeta os resultados
de convergéncia apresentados no Capitulo 2.

Foi empregada a seguinte estratégia para a atualizacao do parametro de regularizagao:
e Usamos (3.4) com Ry, = max{Ry,1} e vy = 0.

e Se Ry = min{ Ry, Ry, ..., R} definimos 751 = 0. Sendo, definimos
Y1 = min{ 3Ry, v, + 1}. (3.5)

Em problemas bem comportados Algencan satisfaz R, > R, > Ry,1 para a maioria das
iteracoes. Esta é a razao pela qual o desempenho de RAlgencan é quase idéntico ao desempenho
de Algencan nestas situagoes. Como exemplo, consideremos a familia de problemas definida

por:

) 1
min ) 1P, — B

1>7
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sujeito a

P e R ||Pl <1 k=1,... npun

para diferentes valores de Ngim, Mpun. N6s escrevemos x = (Py,. .., P,,,,.) e definimos o ponto

inicial por

2 =sen(i), i=1,..., Npun.

Aplicamos Algencan e RAlgencan para os problemas definidos por ngim, = 3, npun =
10,20, ...,100. Ambos os algoritmos obtiveram o mesmo resultado em 10 problemas. Em 6
problemas (n,,, = 10, 20, 40, 60, 90, 100) ambos usaram o mesmo nimero de iteragoes. Algen-
can convergiu em 27 iteragoes para 1ny,,, = 30 e em 25 iteracoes para n,,, = 50. Nestes proble-
mas RAlgencan gastou 28 iteragoes. Por outro lado, RAlgencan convergiu em 19 iteragoes
para n,,, = 70 e em 18 iteracoes para n,,, = 80. Algencan precisou de 23 e 21 iteragoes,
respectivamente, para esses problemas.

Consideremos os seguintes 6 problemas, nos quais Algencan apresentou voracidade. Em

todos estes problemas o nivel mais baixo do conjunto de restrigdes €2 foi a caixa (Artificial)

[—10%,10%0]".

Problema 1

min Z v’
i=1
sujeito a
gi(x)=—2;<0,i=1,...,n.

Ponto inicial (=7,...,=7), n = 100.

Resultados:

e Algencan parou na 9% iteracao, porque nao conseguiu melhorar a viabilidade durante 9
iteracoes consecutivas. A norma final das restricoes foi de ~ 10%°. A valor final da funcao

objetivo de —10.
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e RAlgencan detectou voracidade na 1% iteragao com f(x') = —10% ¢ R; ~ 10%. Entao,
20 foi utilizado como ponto de referéncia e 75 = 1. A mesma situacao se repetiu nas
5 iteragoOes seguintes, em que o parametro de regularizacao foi atualizado. Na iteracgao
7, utilizamos 7, = 6. A solucao do sétimo subproblema foi finalmente aceitavel, com
R; ~ 0.004 e f(27) ~ 0.98. Como consequéncia, o algoritmo escolheu vz = 0 e a

convergencia ocorreu na iteracao 9.
Problema 2

min —X1T9X3

s.aa  hy(r) =2 —4.2(sin(x4))* =0

hy(x) = o1 + 239 + 223 — 7.2(sin(x7))* = 0,

Ponto inicial (1,2,3,4,5,6,7).
Resultados:

e No ponto incial, temos f(z°) ~ —6 e Ry ~ —7.9. A primeira iteragao de Algencan
apresentou voracidade, obtendo f(z!') ~ —10° R; ~ 10%. Algencan nao conseguiu
melhorar a viabilidade nas iteragoes seguintes, apesar do crescimento do parametros de
penalidade. O algoritmo parou na iteragao 25, devido a um parametro de penalidade

inaceitavelmente grande.

e Para a primeira iteracao, v, = 0, RAlgencan obteve, obviamente, o mesmo iterarando z*
como Algencan fez. Assim, o algoritmo usou z° como ponto de referéncia e aumentou o
parametro de regularizacao. Com 7, = 1, 2%, era ainda préximo de z!, mas, com 3 = 2,
era bastante razoével o iterando z* computado, com f(x?) ~ —2.76 e Ry ~ 0.12. Como

consequéncia, RAlgencan escolheu 74 = 0. No entanto, devido a deterioragao moderada
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da viabilidade, apds 4 iteracoes, foi necessario tomar 75 = 1 e 9 = 2. Isto foi suficiente
para uma boa melhora de Ry, de modo que ;9 = 711 = 0 e os critérios de convergéncia

foram cumpridos em z!!.
Problema 3

min  —z,75

s.a  hy(r) = x5 — dsen®(z,) = 0,

Ponto inicial (1, 1).
Resultados:

e Algencan encontra voracidade, e computa uma grande perda de factibilidade na primeira
iteracao externa. Portanto, o parametro de penalidade é aumentado muitas vezes. Apds
cada aumento do parametro de penalidade, a viabilidade é ligeiramente melhorada. No
entanto, apos 40 iteracoes o método para devido ao parametro de penalidade ser demasi-

adamente grande. A norma final das restricoes ¢ maior que 10%°.

e Apds a primeira iteracao com voracidade, RAlgencan utiliza como ponto de referéncia

2° associado com 7, = 1 como parametro de regularizacao. A segunda iteracao também
apresentou voracidade e 7, precisou ser aumentado mais uma vez. Com 73 = 2 a vo-
racidade foi superada, o algoritmo obteve f(23) ~ —43 e R3 ~ 0.46. A partir desta

iteracao, a precisao melhorou monotonicamente, e o parametro de regularizagao foi zero.

Os critérios de convergéncia foram cumpridos na iteragao 18, com f(z'®) ~ —30.

Problema 4

min —x e P2

saa  hi(r)=—(r1 +1)°+3(x; +1)* = 1.5+ 2, =0.

Ponto inicial (1, —1.5).
Resultados:
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e Algencan exibiu voracidade na primeira iteragao, com f(zrl) = —oco e Ry ~ 102, O
parametro penalidade foi aumentado durante 9 iteracoes consecutivas sem modicagao do

presente estado dos fatos. Divergéncia foi declarada na iteragao 21.

e A primeira iteragao apresentou voracidade, por isso, RAlgencan aumentou o parametro
de regularizacdo. O ponto de referéncia para a segunda iteracdo foi o ponto inicial z°.
Como consequéncia, a segunda iteracao era menos infactivel do que a primeira. No
entanto, a sua infactibilidade é substancialmente maior do que a do ponto inicial, e o
parametro regularizagao aumentou. O aumento de v, continuou até a iteracao 7. Com
v7 = 6, obtivemos f(z7) ~ —2.3 ¢ R; ~ 107* . A partir de entdo, o algoritmo utilizou

v = 0. A convergéncia ocorreu na iteracao 10, com f(z'%) ~ —2.28.

Problema 5

min — >+
> (@ + )
i=1

s.a me < 1.

Ponto inicial (0.1,...,0.1), n = 50.
Resultados:

e Para o ponto inicial, temos f(z2°) ~ —0.5 e Ry = 0. A primeira iteragao de Algencan leva
para f(z') ~ —10%, R, ~ 10%°. A situagio nao foi alterada nas 20 iteragoes seguintes e

a divergéncia foi declarada na iteracao 21.

e Apds a primeira iteragao com voracidade, Ralgencan tomou como ponto de referéncia
xp e, para o segundo subproblema, v = 1. Como resultado, foi corrigida a voracidade,
obtendo f(z%) ~ —8 e Ry ~ 0.29. Nas iteragoes seguintes do algoritmo utilizamos v, = 0.

A convergéncia ocorreu na iteragao 15 com f(x'®) ~ —7.07.
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Problema 6

S
i=1

s.a fo <1,
i=1
onde ¢(t) = log(cos(t)) se cos(t) > 0; ¢(t) = —103° caso contrdrio. Ponto inicial (1/n,...,1/n),
n = 100.
Resultados:
A peculiaridade deste problema é que a fungao objetivo é definida arbitrariamente como
f(z) = —10%° nos pontos z onde, em principio, f(z) nao seria definida. Todos estes pontos sao

infactiveis.

e Para o ponto inicial (factivel) temos f(2°) ~ —0.005 ¢ Ry = 0. A primeira iteraragao
computada por Algencan forneceu f(x!) = —10%° e R; ~ 250. Em todas as subse-
quentes iteracoes de Algencan o valor da funcao objectivo foi —10%°. A factibilidade-
complementaridade medida por Ry oscilou em torno de 250 e divergéncia foi declarada

na iteracao 22.

e A segunda iteragao do RAlgencan foi calculada com v, = 1 e nao foi capaz de corrigir a
voracidade inicial. No entanto, com ~3 = 2 e preservando 2" como ponto de referéncia,
foram obtidos f(z?®) ~ 0.002 e R3 = 0. Com ~4 = 0, a 4? iteragao apresentou voracidade
novamente, obtendo f(z%) = —10% e Ry ~ 246. A voracidade foi corrigida na iteracao
5, com 75 = 1, f(2%) = 0.5 e Rs =~ 107%*. Uma vez que Rs nao foi o minimo de
{Rio1, R, ..., Rs} o algoritmo escolheu, de acordo com (3.5), v¢ = GRs ~ 0.102. Esta
ligeira regularizacao produziu novamente voracidade, na iteragao f(z%) = —107% Rg ~
246. Entao, o algoritmo definiu 7; = 1.102. A voracidade foi corrigida mais uma vez,
permitindo a escolha do algoritmo para 73 = 0.006 devido a limitacao de SRy. Houve
alternancia entre voracidade e nao voracidade até iteragao 12. Com 735 = 1 temos

f(x'?) =~ —0.5 e Ry» ~ 1078, Finalmente, a convergéncia foi decretada na iteracao 14.
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3.3 RAlgencan*

Nesta secao implementamos o Algoritmo que denominamos RAlgencan*, o qual foi baseado
no Algoritmo 2.1, e sua implementacao foi feita no quadro geral de Algencan, mantendo as
opgoes-padrao, bem como as rotinas utilizadas na resolucao dos subproblemas. Usamos a
versao de Algencan disponivel em marco de 2007. As tolerancias de viabilidade e otimalidade
foram €feqs = 107 € £ = 1072

Em RAlgencan* o ponto inicial para o subproblema k + 1 é o iterando corrente z*, exceto
talvez em um numero finito de iteracoes, nas quais poderemos utilizar o ponto de referéncia
7" como ponto inicial.

Seguem agora os detalhes de implementacao de RAlgencan™:

Atualizacao para o ponto de referéncia:

e Se Ry < max{min{Ry,..., Ry}, 107*}

caso contrario:

Isto garante que todo ponto obtido que é factivel (dentro da precisao exigida), serd o préximo
ponto de referéncia.
A sequéncia 7, fica definida da seguinte maneira:
Parametros: ©; =0, v1 = p;.
Atualizacao de .
R=min{Ry,...,Ry_1}

e Se R, < max{(y/0,1)R,107*}, por duas iteracdes consecutivas, definimos

Vg1 = 0. (3.6)
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e Se
Ry < (1.5)max{R,107*}, ou ©; > 10 (3.7)
escolhemos
Vo1 = 1;Vr—’“ﬁm—l max{ Ry, 1074}, (3.8)

Neste caso o iterando corrente serd o ponto inicial para o préoximo subproblema.

e (Caso contrario,

@1:@1—|—1;

. _ R
Ver1 = Mmin {max{lo 4 %}H—kl—%, %mx} (3.9)

O ponto inicial para o proximo subproblema sera o ponto de referéncia, também uti-

lizaremos os multiplicadores do ponto de referéncia.

A decisao 1 = 0 é tomada quando, em duas iteragoes consecutivas, a medida de in-
factibilidade R* melhorar uma ordem de grandeza. Julgamos que, quando isso acontece, a
regularizagao nao é mais necessaria e, portanto, o de parametro regularizacao sera nulo.

De acordo com a decisao (3.8) o parametro de regularizacao pode diminuir se houver uma
pequena deterioracao na viabilidade em relagao a iteragao anterior.

A escolha (3.9) é a tunica que permite aumentar o parametro de regularizagao 7. Fazemos
esta escolha quando (3.7) nao é satisfeita, indicando que estamos encontrado dificuldades para
obter a viabilidade e, por issso, temos que dar mais peso ao parametro que penaliza a distancia
ao ponto de referéncia. No entanto 7y, é atualizado como em (3.9) no méaximo dez vezes. A
razao é que geralmente nao vale a pena repetir uma corre¢ao que parece nao estar funcionando.

Assim exceto em um nimero finito de vezes, 7y, se atualiza como em (3.8). Logo Vi1 < 7%
para todo k suficientemente grande, assim se existir K C,, N tal que

lim R, = 0, entao li = 0.
fig R =0, entio fimg 3
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Portanto os resultados tedricos sobre o Algoritmo 2.1 vistos no Capitulo 2 sao validos para
o Algoritmo RAlgencan*.

Testamos os mesmos 6 problemas da se¢ao anterior, nos quais Algencan apresentou voraci-
dade, e RAlgencan obteve sucesso. Em todos estes problemas o nivel mais baixo do conjunto

de restrigoes ) foi a caixa (Artificial) [—10%, 10%]".

Problema 1
min Z x?
i=1
sujeito a
gi(x) = —2; <0, i=1,...,n.
Ponto inicial (=7,...,—=7), n = 100.
Resultado:

e Para a primeira iteragdo v; = 10, mesmo assim RAlgencan® detectou voracidade com
f(z') = —10%% e Ry ~ 10%. Entao, 2° foi utilizado como ponto de referéncia e vy, = 10%.
O método nao apresentou mais voracidade e 7, decresceu até zero. Como consequéncia
a convergeéncia ocorreu na iteragao 9.

Sequéncia g:

{10, 104, 8759.66, 7665.6,6621.4,4945.59, 1077.14, 0}
Problema 2

min —X1T9X3

s.a hq
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Ponto inicial (1,2,3,4,5,6,7).
Resultado:

e Para primeira iteragao, v; ~ 1.6, RAlgencan* nao apresentou voracidade até a iteragao 2,
na iteracao 3 RAlgencan* apresentou voracidade, entdao vz = 10%, e o ponto de referéncia
22 foi utilizado, 7y, decresceu até atingir zero na iteracao 9, os critérios de convergéncia
foram cumpridos em z'°.

Sequéncia

{1.60,0.23,0.05,10%, 3141, 906.8, 74.83, 12.04, 0.22, 0}

Problema 3

min  —x,75

s.a  hy(r) = z139 — dsen®(z,) = 0,

Ponto inicial (1,1).
Resultado:

e Apds a primeira iteracao com voracidade, RAlgencan™® utiliza como ponto de referéncia
0 iad = 10* a d larizagao. O método na

x° assoclado com Yo = como parametro de regularizacao. metodo nao apresenta

voracidade até a iteracao 6, com 77 = 0 o método apresenta voracidade, e entao yg = 10%

6

e utilizamos o ponto de referéncia z°. O método nao apresentou mais voracidade e os

critérios de convergéncia foram cumpridos na iteragao 13, com f(z'%) ~ —30.

Seqiiéncia y:

{5.95,10*,6438.6,4096.5, 2275.34, 379.17, 0, 10*, 823.92, 19.46, 0.242, 0.001, 0}

Problema 4

min —x e P12

sa  h(z)=—(r1+1)°+3(z; +1)* = 1.5+ 25 = 0.
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Ponto inicial (1, —1.5).
Resultado:

e A primeira iteracao apresentou voracidade, por isso, RAlgencan® aumentou o parametro
de regularizacao v, = 10* o ponto de referéncia para a segunda iteracao foi o ponto inicial
2°. Como consequéncia, o método superou o problema da voracidade , a convergéncia
ocorreu na iteragao 10, com f(x'%) ~ —2.28.

Sequéncia vg:

{10, 10%,4992.74, 2482.22, 1176.78,17.01, 10.44,0.172,5.14 x 1075, 0}

Problema 5

min = — Z(x? + ;)

s.a fo <1

Ponto inicial (0.1,...,0.1), n = 50.
Resultado:

e RAlgencan* apresentou voracidade na terceira iteragao e obtemos para f(z3) &~ —10%,
R3 ~ 10%°. Ralgencan* tomou como ponto de referéncia z? e para o quarto subproblema
v4 = 10%, nas iteracoes seguintes ~; decresceu até v; = 0.003, na iteracao 8, encontramos
novamente voracidade, assim 75 = 10*, o problema da voracidade foi superado. A con-
vergéncia ocorreu na iteracao 12 com f(z'?) ~ —7.07.

Sequéncia vi:

{10,1573.01,0.1573,10%, 1, 33.28,0.0033,10%,1,0.35,3.5 x 107°,3.5 x 107}
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Problema 6
min Z o(z;)
i=1

n
s.a g r? <1,
i=1

onde ¢(t) = log(cos(t)) se cos(t) > 0; (t) = —10%° caso contrdrio. Ponto inicial (1/n,...,1/n),
n = 100.
Resultado:

e Para o ponto inicial (factivel) temos f(2") &~ —0.005 e Ry = 0. RAlgencan* apresentou
voracidade na segunda iteragao. A factibilidade-complementaridade medida por Ry, vari-
ou entre 0 e 250, e a sequéncia 7 variou entre 10™* e 10* até a iteacao 20, a partir de

entao v, nao aumentou mais, e a divergencia foi declarada na iteracao 30.

A seguir apresentamos uma tabela que resume o desempenho de Algencan, RAlgencan e

RAlgencan™ nos problemas com voracidade:



Tabela 3.1: Comparacao entre Algencan, RAlgencan e RAlgencan

*
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Problema n o m Método Resultado Iteragoes externas
Problema 1 100 100 | Algencan Divergiu -
RAlgencan | Convergiu 9
RAlgencan® | Convergiu 9
Problema 2 7 4 Algencan Divergiu -
RAlgencan | Convergiu 11
RAlgencan® | Convergiu 10
Problema 3 2 1 Algencan Divergiu -
RAlgencan | Convergiu 18
RAlgencan® | Convergiu 18
Problema 4 2 1 Algencan Divergiu -
RAlgencan | Convergiu 10
RAlgencan* | Convergiu 10
Problema 5 50 1 Algencan Divergiu -
RAlgencan | Convergiu 15
RAlgencan® | Convergiu 12
Problema 6 100 1 Algencan Divergiu -
RAlgencan | Convergiu 14
RAlgencan®™ | Divergiu -
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Na Tabela 3.1 n e m sao respectivamente o nimero de variaveis e de restricoes para cada
problema.

Com excecao do problema 6, RAlgencan® resolveu todos os problemas que apresentavam
voracidade. Portanto mesmo com as alteragoes o método continuou robusto para problemas
com voracidade.

RAlgencan™ utiliza desde o inicio 7, diferente de zero, e decreta 7, = 0 se, e somente se, Vs
atualiza-se como em (3.6). Assim, devido a regularizagao, os subproblemas para RAlgencan*
sao melhor condicionados, se comparados aos subproblemas de Algencan, geralmente esse tipo
de melhoria é acompanhada de um ganho na velocidade de convergéncia do método. Testamos
15 problemas da cole¢ao LaCumparsita (www.ime.usp.br/~egbirgin/collection) onde Algencan
nao apresentou voracidade.

Confirmamos que a introdugao da regularizagao nao prejudicou o comportamento de Algen-
can. Em todos os problemas encontramos as mesmas solucoes, com quase o mesmo numero de
iteracoes externas. Observamos também que RAlgencan™ apresentou uma melhora significativa
para 7 problemas em relacao ao ntmero de iteragoes internas e de avaliagoes de funcao, em
2 problemas RAlgencan® consumiu significativamente mais iteracoes internas e avaliacoes de
funcao que Algencan, nos demais problemas os métodos apresentaram praticamente o mesmo
desempenho, como podemos observar a comparacao de Algencan versus RAlgencan* na tabela

a seguir:



CAP. 3 o

RESULTADOS NUMERICOS
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Problema n m Método It ext It int Aval. f
America 264 17 Algencan 9 36 55 3.25
RAlgencan*® 9 37 56 3.25

Cache 384 258 Algencan ) 535 1534 -1.0
RAlgencan* 8 1836 5894  -1.0
Hard-spheres 55 171 Algencan 7 114 1269 0.649
nd=3, np=18 RAlgencan*® 7 117 1130 0.649
Hard-spheres 601 20100 | Algencan 11 1794 18101 0.966
nd=3, np=200 RAlgencan® | 10 1312 13366 0.966
Hard-spheres 1001 31375 | Algencan 7 2490 25489 0.895
nd=4, np=250 RAlgencan* 7 1312 13366 0.895
Balls 61 380 Algencan 8 226 2400 5.87
nd=3, np=20 RAlgencan* 6 583 7520  5.85
Balls 251 2450 Algencan 6 1084 12389 4.06
nd=5, np=>50 RAlgencan* 6 838 9609 4.1
Balls 601 9900 Algencan 7 1630 16120 4.40
nd=6, np=100 RAlgencan*® 7 1184 11840 4.44
Contour I 100 98 Algencan 9 119 3086 1.10
np = 100 RAlgencan™ | 10 44 712 1.10
Contour I 2000 1998 Algencan 13 32 59 1.88
np = 2000 RAlgencan* 13 32 59 1.88
Condor 100 98 Algencan 14 98 133 6.15
nm=100, pm=50, qm=10 RAlgencan* 14 96 131 6.15
Condor 500 498 Algencan 15 1734 1766  0.038
nm = 500, pm=300, qm=10 RAlgencan® | 15 1800 1831 0.038
ViSEA 23 30 Algencan 11 3650 11004 179
RAlgencan® | 11 3085 12023 18.0

simfock 9 19 Algencan 8 54 137 7.92

kd = 3, nd=2 RAlgencan*® 6 46 83 7.92
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Problema n m Método It ext Itint Aval. f
simfock 289 579 | Algencan 14 81 139  19.3
kd = 17, nd=8 RAlgencan™ | 14 78 136 19.3

Tabela 3.2: Comparagao de Algencan versus RAlgencan™.

Na Tabela 3.2 n e m sao respectivamente o nimero de variaveis e de restricoes para cada
problema, It ext e It int sao respectivamente o niimero de iteragoes externas e internas que os
métodos consumiram, para Algencan Aval. é o numero de avaliacoes da funcao Lagrangiano
aumentado, para RAlgencan™ é o nimero de avaliacdes da funcao Lagrangiano aumentado

regularizado, e f é o valor da funcao objetivo na solucao encontrada por cada método.



CAPITULO 4

Conclusoes

O fenomeno de voracidade é definido neste trabalho como a tendéncia de alguns métodos de
programacao nao linear de buscar pontos demasiadamente infactiveis com valores de fungao
muito pequenos, em geral, nas primeiras iteragoes. Este fenomeno pode ocorrer mesmo quando
temos boas aproximacoes iniciais para a solu¢ao do problema.

A solucao proposta neste trabalho para diminuir a voracidade, foi substituir o Lagrangiano

aumentado pelo Lagrangiano aumentado regularizado, utilizando o ponto de referéncia. Mostra-

mos que o método regularizado preserva as propriedades de convergéncia global do método
Lagrangiano aumentado. Do ponto de vista pratico, mostramos que as implementacoes para
o método regularizado RAlgencan e RAlgencan™ parecem nao prejudicar o comportamento
de Algencan, quando este algoritmo funciona bem. Os testes também forneceram indicios de
que, em situacoes onde Algencan falhar devido a voracidade, a regularizacdo pode ajudar o
algoritmo a encontrar a trajetéria correta, para escapar da voracidade.

Outra consequéncia da estratégia de regularizacao é o condicionamento dos subproblemas,
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que é melhorado. Normalmente, este tipo de melhoria é acompanhada por uma diminuigao
da velocidade de convergéncia. No entanto, este fendmeno nao foi observado nos experimentos
numéricos de RAlgencan utilizando problemas sem voracidade. Isto é devido a particular
estratégia de atualizacao do parametro de regularizacao, que inicia y; = 0, e v, tende a
zero rapidamente quando a viabilidade-complementaridade melhora. Ja os experimentos com
RAlgencan™ mostraram que o método parece apresentar sim uma tendéncia a consumir menos
iteracoes internas, se comparado a Algencan, uma vez que nesta implementacao o parametro de
regularizacao ¢ diferente de zero na primeira iteracao, e sua particular atualizacao faz com que
a regularizacao aja efetivamente em mais iteragoes, mesmo em problemas que nao apresentam

o fenomeno da voracidade.
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