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RESUMO

Quando resolvemos problemas de programação não linear por meio de algoritmos que uti-

lizam o Lagrangiano Aumentado, um fenômeno chamado voracidade pode ocorrer. Quando

isto ocorre o método busca pontos muito infact́ıveis com valores de função muito pequenos,

em geral, nas primeiras iterações, assim o parâmetro de penalidade cresce excessivamente, de

tal forma que prejudica o condicionamento do problema. Neste trabalho é sugerida uma abor-

dagem de regularização para superar esta dificuldade. Um método de Lagrangiano Aumentado

é definido, com a adição de um termo regularizador que inibe a possibilidade do iterando se

afastar demasiadamente do ponto de referência. Provamos convergência e apresentamos exem-

plos numéricos.
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ABSTRACT

When one solves Nonlinear Programming problems by means of algorithms that use merit

criteria combining the objective function and penalty feasibility terms, a phenomenon called

greediness may occur. Unconstrained minimizers attract the iterates at early stages of the

calculations and, so, the penalty parameter needs to grow excessively, in such a way that ill-

conditioning harms the overall convergence. In this work a regularization approach is suggested

to overcome this dificulty. An Augmented Lagrangian method is defined with the addition of a

regularization term that inhibits the possibility that the iterates go far from a reference point.

Convergence proofs and numerical examples are given.
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Notações básicas

‖ · ‖ será sempre a norma Euclidiana, mas pode ser substitúıda por uma norma arbitrária.

Se v ∈ R
n, denotamos v+ o vetor cujas componetes são max{0, v1}, ..., max{0, vn}.

R denota o conjunto dos números reais.

N é o conjunto dos números naturais, começando com 0.

K ⊂
∞

N indica que K é um subconjunto infinito de N, preservando a ordem.

x



Introdução

Neste trabalho trataremos de problemas de otimização que podem ser formulados da

seguinte maneira:

Minimizar f(x) sujeito a h(x) = 0, g(x) ≤ 0, x ∈ Ω, (1)

onde Ω é definido como:

Ω = {x ∈ R
n|h(x) = 0, g(x) ≤ 0}, (2)

com

f : R
n → R, h : R

n → R
m, g : R

n → R
p, h : R

n → R
m e g : R

n → R
p. (3)

Assumimos que as funções definidas em (3) possuem derivadas primeiras cont́ınuas em R
n.

Problemas deste tipo possuem diversas aplicações práticas e existem muitos métodos para

resolvê-los. O método de Lagrangiano aumentado é uma versão atual de uma das idéias mais

antigas para resolver o problema. Basicamente consiste em eliminar as restrições h(x) = 0

e g(x) ≤ 0, incluindo-as na função objetivo de maneira que o problema assim transformado

tenha soluções iguais ou parecidas às do problema original.

1
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Dado um parâmetro de penalidade ρ > 0, a função que denominamos Lagrangiano aumen-

tado se define como:

Lρ(x, λ, µ) = f(x) +
ρ

2

{
m∑

i=1

[
hi(x) +

λi

ρ

]2

+

p∑

i=1

[
max

(
0, gi(x) +

µi

ρ

)]2
}

.

As variáveis λ ∈ R
m e µ ∈ R

p
+ se chamam “multiplicadores”. Para problemas que possue

apenas restrições de igualdade (h(x) = 0 ) a função Lagrangiano aumentado fica simplificada

da seguinte maneira:

Lρ(x, λ) = f(x) +
ρ

2

m∑

i=1

[
hi(x) +

λi

ρ

]2

.

Quando se inicia o método, os multiplicadores e o parâmetro de penalidade são dados, de

modo que os passos fundamentais são:

1. Resolver

min
x∈Ω

Lρ(x, λ, µ)

2. Decidir se o ponto obtido no primeiro passo pode ser aceito como solução do problema

original, em caso afirmativo parar, caso contrário ir para o próximo passo.

3. De acordo com os resultados dos passos anteriores, atualizar os multiplicadores e o

parâmetro de penalidade.

4. Voltar ao primeiro passo.

Os métodos de Lagrangiano Aumentado seguem, quase sempre, o esquema apresentado

acima.

Geralmente no método de Lagrangiano aumentado define-se cautelosamente o parâmetro de

penalidade para ser pequeno nas primeiras iterações externas, porque parâmetros grandes ten-

dem a produzir subproblemas mal condicionados. Como consequência, as primeiras iterações

tendem a priveligiar a otimalidade sobre a viabilidade. Assim o método pode se comportar
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de maneira voraz em busca da otimalidade em alguns problemas e acabar divergindo. Esse

fenômeno é denominado neste trabalho como voracidade.

Para contornar o problema da voracidade adicionamos o termo regularizador γ
‖x−x‖2

2

2
à

função Lagrangiano Aumentado, onde x é o ponto de referência, o melhor iterando até o

momento em relação à factibilidade-complementariedade.

Então definimos a função Lagrangiano Aumentado Regularizado como:

Lρ,γ,x(x, λ, µ) = f(x) +
ρ

2

{
m∑

i=1

[
hi(x) +

λi

ρ

]2

+

p∑

i=1

[
max(0, gi(x) +

µi

ρ
)

]2
}

+ γ
‖x− x‖22

2
.

Com o incremento do termo regularizador o subproblema:

min
x∈Ω

Lρ,γ,x(x, λ, µ)

fica melhor condicionado.



CAPÍTULO 1

O Método de Lagrangiano aumentado

Neste caṕıtulo apresentamos um estudo sobre o método de Lagrangiano aumentado baseado

nos resultados teóricos de [2]. Estaremos considerando o problema de programação não linear

definido em (1), (2) e (3).

As restrições de igualdadade e desigualdade podem ser definidas de modo que as restrições

mais fáceis de serem manipuladas, por exemplo restrições de canalização ou lineares, formem

parte do conjunto simples Ω, deixando as restrições mais dif́ıceis de serem tratadas eficiente-

mente definirem as funções g e h, por exemplos as restrições não lineares. Assim dizemos que

Ω é um subconjunto simples do R
n (geralmente Ω é uma caixa).

Para um problema de otimização, a definição de Ω pode ser feita de modo que o problema

min F (x)

s.a x ∈ Ω

seja considerado mais fácil de resolver que o problema padrão, ou que exista algoritmo eficiente

para resolver esse problema que não pode ser aplicado, ou deixa de ser eficiente, quando

4



CAP. 1 • O MÉTODO DE LAGRANGIANO AUMENTADO 5

aplicado ao problema original. Nesses casos, é natural resolver o problema original mediante

uma sequência de problemas da forma acima para alguma função adequada F .

O método Lagrangiano aumentado consiste em uma sequência de iterações externas, nas

quais um problema com restrições simples é resolvido aproximadamente para obter o iterando

atual. Assim obtido este iterando são atualizados os multiplicadores de Lagrange e os parâmetros

de penalidade, repetindo-se o processo.

1.1 Método Lagrangiano aumentado

De ińıcio consideramos o seguinte problema de programação não linear dado por:

Minimizar f(x) sujeito a h(x) = 0, (1.1)

onde as funções f : R
n → R e h : R

n → R
m com h(x) = (h1(x), ..., hm(x)) admitem derivadas

primeiras cont́ınuas.

Este tipo de problema é capaz de representar qualquer problema de otimização com restri-

ções, pois restrições de desigualdade do tipo gi(x) ≤ 0 podem ser substitúıdas por gi(x)+z2 = 0.

Para o problema apenas com restrições de igualdade, dado um parâmetro “de penalidade”

ρ > 0 e aproximações λi ∈ R para os multiplicadores de Lagrange, define-se a função La-

grangiano Aumentado por:

Lρ(x, λ) = f(x) +
ρ

2

m∑

i=1

[
hi(x) +

λi

ρ

]2

Método Lagrangiano aumentado

Sejam x0 ∈ R
n um ponto inicial arbitrário, τ ∈ (0, 1], γ > 1, ρ1 > 0, λ1 ∈ R

m. Definimos os

passos fundamentais do método Lagrangiano aumentado por:

Passo 1. Inicialização

k ← 1
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Passo 2. Resolver o subproblema

Usando xk−1 como aproximação inicial,

min (aproximadamente) Lρk
(x, λk), (1.2)

obtendo xk como solução.

Passo 3. Estimar os multiplicadores

Definir uma nova estimativa para os multiplicadores de Lagrange, por exemplo a estima-

tiva de primeira ordem:

λk+1
i = λk

i + ρkhi(x
k), ∀i = 1, ...,m.

Passo 4. Atualizar o parâmetro de penalidade

Se

‖ h(xk) ‖∞≤ τ ‖ h(xk−1) ‖∞

definir

ρk+1 = ρk,

senão, definir

ρk+1 = γρk.

Passo 5 Começar uma nova iteração

Atualizar k ← k + 1. Voltar ao passo 2.

Assim o método Lagrangiano aumentado consiste basicamente de três passos: no primeiro,

o método procura uma solução aproximada da função Lagrangiano aumentado; no segundo,

atualiza os multiplicadores de Lagrange, e no terceiro decide se incrementa ou não o parâmetro

de penalidade.



CAP. 1 • O MÉTODO DE LAGRANGIANO AUMENTADO 7

1.1.1 A função Lagrangiano aumentado

Consideremos o seguinte problema de programação não-linear com restrições de igualdade e

desigualdade dado por:

Minimizar f(x) sujeito a hi(x) = 0, i = 1, ...,m; gj(x) ≤ 0, j = 1, ..., p (1.3)

Com a introdução de uma variável de folga zj associada com cada restrição de desigualdade,

convertemos o problema acima em um problema com restrições de igualdade do tipo:

min f(x)

s.a hi(x) = 0, i = 1, ...,m

gj(x) + z2
j = 0, j = 1, ..., p

Note que, o problema contém apenas restrições de igualdade e conhecemos sua função

Lagrangiano aumentado:

Lρ(x, z, λ, µ) = f(x) +
ρ

2

{
m∑

i=1

[
hi(x) +

λi

ρ

]2

+

p∑

j=1

[
gj(x) + z2

j +
µj

ρ

]2
}

.

Claramente, a função L depende das variáveis x ∈ R
n e z ∈ R

p.

No segundo passo do método Lagrangiano Aumentado é resolvido o subproblema de en-

contrar um minimizador da função Lagrangiano Aumentado:

min
(x,z)

Lρ(x, z, λ, µ). (1.4)

Note que a função L é quadrática na variável zj para cada j = 1, ..., p, logo a resolução de

(1.4) pode ser feita em cada zj independentemente de x. A minimização com respeito a zj é

equivalente a

min

[
gj(x) + z2

j +
µj

ρ

]2

. (1.5)

A função a ser minimizada é uma quadrática na variável z2
j e o candidato a minimizador

global é o escalar ẑj que anula a derivada:

2

[
gj(x) + z2

j +
µj

ρ

]
2zj.
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Logo,

ẑj = 0 ou ẑ2
j = −

(
gj(x) +

µj

ρ

)
.

Assim, podemos escrever a solução do problema da seguinte maneira:

z2
j = max

{
0,−

(
gj(x) +

µj

ρ

)}
,

e então o z⋆
j ótimo é:

z⋆
j =

√

max

{
0,−

(
gj(x) +

µj

ρ

)}
. (1.6)

Logo,

gj(x) + (z⋆
j )

2 = max

{
gj(x),−µj

ρ

}
,

e (
gj(x) + (z⋆

j )
2 +

µj

ρ

)
= max

(
0, gj(x) +

µj

ρ

)
.

Assim, a função Lagrangiano Aumentado fica:

Lρ(x, λ, µ) = f(x) +
ρ

2

{
m∑

i=1

[
hi(x) +

λi

ρ

]2

+

p∑

i=1

[
max

(
0, gi(x) +

µi

ρ

)]2
}

. (1.7)

1.1.2 O algoritmo do método Lagrangiano aumentado

A seguir apresentamos o algoritmo do método Lagrangiano aumentado (sem critério de parada)

para o problema definido em (1), (2) e (3) .

ALGORITMO 1.1

Seja x0 ∈ R
n um ponto inicial arbitrário.

Os parâmetros para a execução do algoritmo são:

τ ∈ [0, 1),

η > 1

−∞ < λmin < λmax < +∞,

µmax > 0,
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ρ1 > 0,

λ1
i ∈ [λmin, λmax], ∀i = 1, ...,m,

µ1
i ∈ [0, µmax], ∀i = 1, ..., p,

{εk} ⊂ R+ uma sequência de parâmetros de tolerância tal que

lim
k→∞

εk = 0. (1.8)

Passo 1 Inicialização

k ← 1. Definir V 0 = g(x0)+;

Passo 2 Resolução do subproblema

Calcular (se posśıvel) xk ∈ R
n tal que existam vk ∈ R

m, uk ∈ R
p satisfazendo

∥∥∥∥∥∇Lρk
(xk, λk, µk) +

m∑

i=1

vk
i∇hi(x

k) +

p∑

i=1

uk
i∇g

i
(xk)

∥∥∥∥∥ ≤ εk, (1.9)

uk
i ≥ 0, g

i
(xk) < εk para todo i = 1, ..., p, (1.10)

g
i
(xk) < −εk ⇒ uk

i = 0 para todo i = 1, ..., p, (1.11)

‖h(xk)‖ ≤ εk. (1.12)

Se não é possivel encontar xk cumprindo (1.9) - (1.12), parar a execução do algoritmo.

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ...,m, calcular

λk+1
i = λ

k

i + ρkhi(x
k) (1.13)

e

λ
k+1

i ∈ [λmin, λmax]. (1.14)

Geralmente, λ
k+1

i é a projeção de λk+1
i no intervalo [λmin, λmax].

Para todo i = 1, ..., p, calcular

µk+1
i = max{0, µk

i + ρkgi(x
k)} (1.15)
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V k
i = max

{
gi(x

k),−µk
i

ρk

}

µk+1
i ∈ [0, µmax]. (1.16)

(Geralmente, µk+1
i = min{µk+1

i , µmax}. )

Passo 4 Atualizar o parâmetro de penalidade

Se

max{‖h(xk)‖∞, ‖V k‖∞} ≤ τ max{‖h(xk−1)‖∞, ‖V k−1‖∞},

definir

ρk+1 = ρk.

Caso contrário, definir

ρk+1 = ηρk.

Passo 5 Começar uma nova iteração

Atualizar k ← k + 1. Voltar ao Passo 2.

Observações

1. As condições (1.9)-(1.12) dizem que xk é um ponto KKT aproximado para o subproblema

min Lρk
(xk, λk, µk)

s.a h(x) = 0

g(x) ≤ 0

Portanto, a cada iteração externa minimizamos (aproximadamente) o Lagrangiano au-

mentado no conjunto Ω.

2. No passo 3 atualizamos os multiplicadores de Lagrange. No passo 4 atualizamos o

parâmetro de penalidade de acordo com a admissibilidade - complementariedade do

iterando obtido comparado com o iterando anterior.
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3. No algoritmo sem critério de parada, mesmo que xk seja uma solução global do proble-

ma original, o algoritmo “continua”, neste caso repetindo o ponto xk para sempre. Natu-

ralmente, isto é um artif́ıcio teórico pois, na prática, se estabelecem critérios para inter-

romper a execução em um número finito e moderado de iterações.

1.2 Convergência a pontos admisśıveis

O ideal seria definir algoritmos que sempre encontram pontos admisśıveis, mas isto é im-

posśıvel, pois em casos extremos poderiam não existir pontos admisśıveis. Conseqüentemente

é importante estudar o comportamento dos algoritmos com respeito à admissibilidade.

Enunciemos agora a condição de qualificação CPLD e o lema de Carathéodory:

Lema de Carathéodory

Lema 1.2.1. Supomos que

u =
m∑

i=1

λiv
i +

p∑

j=1

µjw
j,

onde vi ∈ R
n para todo i = 1, ...,m, wj ∈ R

n para todo j = 1, ..., p, e µj ≥ 0 para todo

j = 1, ..., p. Então, existem I ⊂ {1, ...,m}, j ⊂ {1, ..., p}, {λ̈i}i∈I ⊂ R, {µ̈j}j∈J ⊂ R+, tais que

u =
m∑

i=1

λ̈iv
i +

p∑

j=1

µ̈jw
j

e os vetores {vi}i∈I ∪ {wj}j∈J são linearmente independentes.

Demonstração: Podemos supor sem perda de generalidade que λi 6= 0, µj > 0 para todo

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , p.

Suponhamos que os vetores {v1, . . . , vm, w1, . . . , wp} são linearmente dependentes. Portanto,

existem escalares αi e βj, não todos nulos, tais que:

0 =
m∑

i=1

αiv
i +

p∑

j=1

βjw
j.
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Logo, pela hipótese, temos que

u =
m∑

i=1

(λi − tαi)v
i +

p∑

j=1

(µj − tβj)w
j,

para todo t ∈ R. Para t = 0, nenhum dos coeficientes na igualdade acima se anula. Seja tmin

o t de menor módulo que anula pelo menos um dos coeficientes λi − tαi ou µj − tβj. Então:

u =
m∑

i=1

(λi − tminαi)v
i +

p∑

j=1

(µj − tminβj)w
j.

Claramente, µj − tminβj ≥ 0 para todo j, mas conseguimos escrever u como combinação linear

de, no máximo, m + p − 1 vetores. Este processo pode ser repetido até que os vetores que

contribuem à combinação linear sejam todos linearmente independentes. �

Condição de qualificação CPLD (ver [1] ):

Definição 1.2.2. Suponhamos que h(x) = 0, g(x) ≤ 0, IA(x) = {i ∈ {1, ..., p}|gi(x) = 0}.
Dizemos que x satisfaz a Condição de Dependência Linear Positiva Constante (CPLD) se a

existência de Ih ⊂ {1, ...,m}, Ig ⊂ IA(x), λi ∈ R para todo i ∈ Ih, µi ≥ 0 para todo i ∈ Ig tais

que
∑

i∈Ih

λi∇hi(x) +
∑

i∈Ig

µi∇gi(x) = 0

com
∑

i∈Ih
|λi|+

∑
i∈Ig

µi > 0, implica que os gradientes

{∇hi(z)}i∈Ih
, {∇gi(z)}i∈Ig

são linearmente dependentes para todo z em uma vizinhança de x.

Nesta seção vamos supor que o algoritmo não pára no Passo 2, ou seja, sempre podemos

encontrar xk satisfazendo (1.9)-(1.12).

Além disso, vamos supor que existe pelo menos um ponto limite da sequência gerada pelo

Algoritmo 1.1. Uma condição para que isto ocorra é que Ω 6= ∅, e existe ε > 0 tal que o

conjunto

{x ∈ R
n|g

i
(x) ≤ ε, ‖h(x)‖ ≤ ε}
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é limitado. Esta condição pode ser forçada acrescentando restrições artificiais no conjunto Ω.

Vamos investigar as propriedades dos pontos limite de sequências geradas pelo Algoritimo

1.1. Primeiro vamos provar um resultado sobre admissibilidade desses pontos limites.

Tal resultado mostra que todo ponto limite é admisśıvel, ou é um ponto KKT da soma de

quadrados das inviabilidades, ou não satisfaz a condição CPLD com respeito às restrições que

definem o conjunto Ω.

Teorema 1.2.3. Seja {xk} uma sequência infinita gerada pelo Algoritmo 1.1. Seja x⋆ um

ponto limite de {xk}. Se a sequência de parâmetros de penalidade ρk é limitada, então x⋆ é

admisśıvel. Em caso contrário, pelo menos uma das seguintes possibilidades acontece:

(i) O ponto x⋆ é um ponto KKT do problema

min

[
m∑

i=1

hi(x)2 +

p∑

i=1

max{0, gi(x)}2
]

s.a x ∈ Ω

(ii) x⋆ não satisfaz a condição CPLD associada ao conjunto Ω.

Demonstração: Seja K um subconjunto infinito de N tal que

lim
k∈K

xk = x⋆.

Segue de (1.8),(1.10) e (1.12), que g(x⋆) ≤ 0 e h(x⋆) = 0. Portanto,

x⋆ ∈ Ω.

Consideremos duas possibilidades:

(a) A sequência {ρk} é limitada.

(b) A sequência {ρk} não é limitada.

Caso (a).

Neste caso, a partir de certa iteração, o parâmetro de penalidade não é mais atualizado.
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Portanto, segue do Passo 4 do Algoritmo 1.1 que:

lim
k→∞
‖h(xk)‖ = lim

k→∞
‖V k‖ = 0.

Assim,

h(x⋆) = 0.

Ainda mais, se gi(x
⋆) > 0 temos que gi(x

k) > c > 0 para k ∈ K suficientemente grande, isso

contradiz o fato de que V k
i → 0.

Logo,

gi(x
⋆) ≤ 0 para todo i = 1, ..., p.

Portanto x⋆ é admisśıvel.

Assim o resultado esta provado para o caso em que {ρk} é limitado.

Caso (b).

Pela definição do Algoritmo 1.1, e a condição aproximada (1.9), temos:

∇f(xk) +
m∑

i=1

(λ
k

i + ρkhi(x
k))∇hi(x

k) +

p∑

i=1

max{0, µk
i + ρkgi(x

k)}∇gi(x
k)

+

m∑

i=1

vk
i∇hi(x

k) +

p∑

i=1

uk
i∇g

i
(xk) = δk, (1.17)

como εk → 0 (1.8),

lim
k∈K
‖δk‖ = 0.

Se g
j
(x⋆) < 0, existe k1 ∈ N tal que g

j
(xk) < −εk para todo k ≥ k1, k ∈ K. Portanto, pela

complementariedade aproximada (1.11), uk
j = 0 para todo k ∈ K, k ≥ k1.

Logo, por x⋆ ∈ Ω e (1.17), para todo k ∈ K, k ≥ k1 temos que

∇f(xk) +
m∑

i=1

(λ
k

i + ρkhi(x
k))∇hi(x

k) +

p∑

i=1

max{0, µk
i + ρkgi(x

k)}∇gi(x
k)

+

m∑

i=1

vk
i∇hi(x

k) +
∑

i|g
i
(x⋆)=0

uk
i∇g

i
(xk) = δk.
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Dividindo por ρk obtemos:

∇f(xk)

ρk

+
m∑

i=1

(
λ

k

i

ρk

+ hi(x
k)

)
∇hi(x

k) +

p∑

i=1

max

{
0,

µk
i

ρk

+ gi(x
k)

}
∇gi(x

k)

+

m∑

i=1

vk
i

ρk

∇hi(x
k) +

∑

i|g
i
(x⋆)=0

uk
i

ρk

∇g
i
(xk) =

δk

ρk

.

Pelo Lema de Carathéodory, existem

Îk ⊂ {1, ...,m}, Ĵk ⊂ {j|gj
(x⋆) = 0},

vk
i , i ∈ Îk, û

k
j ≥ 0, j ∈ Ĵk

tais que os vetores

{∇hi(x
k)}i∈bIk

∪ {∇g
j
(xk)}j∈ bJk

são linearmente independentes e

∇f(xk)

ρk

+
m∑

i=1

(
λ

k

i

ρk

+ hi(x
k)

)
∇hi(x

k) +

p∑

i=1

max

{
0,

µk
i

ρk

+ gi(x
k)

}
∇gi(x

k)

+
∑

i∈ bJk

ûk
i∇g

i
(xk) +

∑

i∈bIk

v̂k
i∇hi(x

k) =
δk

ρk

.

Como o número de posśıveis conjuntos Îk, Ĵk é finito, existe um conjunto infinito de ı́ndices

K1 tal que

K1⊂
∞
{k ∈ K|k ≥ k1},

Îk = Î ,

e

Ĵ = Ĵk ⊂ {i|gi
(x⋆) = 0} (1.18)

para todo k ∈ K1. Assim, para todo k ∈ K1 obtemos:

∇f(xk)

ρk

+
m∑

i=1

(
λ

k

i

ρk

+ hi(x
k)

)
∇hi(x

k) +

p∑

i=1

max

{
0,

µk
i

ρk

+ gi(x
k)

}
∇gi(x

k)+
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∑

i∈ bJ

ûk
i∇g

i
(xk) +

∑

i∈bI

v̂k
i∇hi(x

k) =
δk

ρk

. (1.19)

e os gradientes

{∇hi(x
k)}i∈bI ∪ {∇g

j
(xk)}j∈ bJ (1.20)

são linearmente independentes para todo k ∈ K1.

Consideramos, novamente, dois casos:

1. A sequência {‖(v̂k, ûk)‖, k ∈ K1} é limitada.

2. A sequência {‖(v̂k, ûk)‖, k ∈ K1} não é limitada.

Se a sequência {‖(v̂k, ûk)‖}k∈K1
é limitada e Î ∪ Ĵ 6= ∅, existe (v̂, û), û ≥ 0 e um conjunto

infinito de indices K2⊂
∞

K1 tal que

lim
k∈K2

(v̂k, ûk) = (v̂, û)

Como {ρk} é não limitada, temos que ρk →∞. Logo pela limitação de λ
k

e µk, temos

lim
k∈K2

λ
k

i

ρk

= lim
k∈K2

µk
j

ρk

= 0, ∀i, j.

Como δk → 0, por (1.14), (1.16), tomando limite para k ∈ K2 em (1.19), obtemos:

m∑

i=1

hi(x
⋆)∇hi(x

⋆) +

p∑

i=1

max{0, gi(x
⋆)}∇gi(x

⋆) +
∑

i∈ bJ

ûi∇g
i
(x⋆) +

∑

i∈bI

v̂i∇hi(x
⋆) = 0,

onde Ĵ ⊂ {i ∈ {1, ..., p}|g
i
(x⋆) = 0}. Portanto, por x⋆ ∈ Ω e (1.18), x⋆ é ponto KKT da

soma de quadrados das inviabilidades. Se Î ∪ Ĵ = ∅ segue que uk
i = vk

i = 0,∀i e para k

suficientemente grande, tomando o limite em (1.19) obtemos:

m∑

i=1

hi(x
⋆)∇hi(x

⋆) +

p∑

i=1

max{0, gi(x
⋆)}∇gi(x

⋆) = 0.

Portanto, por x⋆ ∈ Ω, x⋆ é um ponto KKT da soma de quadrados de inviabilidades, como

enunciado.
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Finalmente, suponhamos que {‖(v̂k, ûk)‖}k∈K1 é não limitada. Seja K3⊂
∞

K1 tal que

limk∈K3
‖(v̂k, ûk)‖ =∞ e sejam (v̂, û) 6= 0, û ≥ 0 tal que

lim
k∈K3

(v̂k, ûk)

‖(v̂k, ûk)‖ = (v̂, û).

Dividindo ambos lados de (1.19) por ‖(v̂k, ûk)‖ e tomando limites para k ∈ K3 obtemos:

∑

i∈ bJ

ûi∇g
i
(x⋆) +

∑

i∈bI

v̂i∇hi(x
⋆) = 0.

Mas g
j
(x⋆) = 0 para todo j ∈ Ĵ . Logo, por (1.20), x⋆ não satisfaz a condição CPLD associada

ao conjunto Ω. Com isso, a prova está completa. �

Este resultado mostrou que pontos limites de sequências geradas pelo Algoritmo 1.1 podem

ser admisśıveis ou não. Essencialmente, o Teorema 1.2.3 diz que, se x⋆ não é admisśıvel então

é, muito provavelmente, minimizador local da inadmissibilidade.

1.3 Convergência a pontos KKT

Nesta seção provaremos um resultado de otimalidade para pontos limites admisśıveis de sequên-

cias geradas pelo Algoritmo 1.1.

Provaremos que, sob a condição CPLD, os pontos limites são KKT do problema original.

O primeiro resultado é interessante e nos será útil, e ele independe da CPLD. Este resultado

nos diz que, se uma restrição de desigualdade se verifica estritamente no ponto limite, então a

estimativa do multiplicador associado se anula, para k suficientemente grande.

Proposição 1.3.1. Seja {xk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo 1.1. Suponhamos que

x⋆ é um ponto limite desta sequência e K ⊂
∞

N é tal que limk∈K xk = x⋆. Então, para k ∈ K

suficientemente grande,

se gi(x
⋆) < 0⇒ µk+1

i = 0 e se g
i
(x⋆) < 0⇒ uk

i = 0. (1.21)
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Demonstração: Pelos critérios de parada do subproblema no passo 2 do Algoritmo 1.1, que

definem xk, temos que para todo k ∈ K, existem uk ∈ R
p

+, δk ∈ R tais que ‖δk‖ ≤ εk onde

∇f(xk) +
m∑

i=1

λk+1
i ∇hi(x

k) +

p∑

i=1

µk+1
i ∇gi(x

k) +

m∑

i=1

vk
i∇hi(x

k) +

p∑

i=1

uk
i∇g

i
(xk) = δk. (1.22)

Por (1.15), µk+1 ∈ R
p
+ para todo k ∈ N.

Vamos supor que g
i
(x⋆) < 0. Então, existe k1 ∈ N tal que ∀k ∈ K, k ≥ k1, g

i
(xk) < −εk.

Então, por (1.11),

uk
i = 0, ∀k ∈ K, k ≥ k1.

Agora vamos provar que uma propriedade similar se verifica quando gi(x
⋆) < 0. Neste caso,

existem k2 ≥ k1 e c < 0 tais que

gi(x
k) < c < 0, ∀k ∈ K, k ≥ k2. (1.23)

Consideremos dois casos:

1. A sequência {ρk} não é limitada.

2. A sequência {ρk} é limitada.

No primeiro caso, temos que limk∈K ρk =∞. Como {µk
i } é limitada, existe k3 ≥ k2 tal que,

para todo k ∈ K, k ≥ k3,

µk
i + ρkgi(x

k) < 0.

A definição de µk+1 (1.15) implica

µk+1 = 0, ∀k ∈ K, k ≥ k3.

Cosideremos agora o segundo caso em que a sequência {ρk} é limitada. Neste caso

lim
k→∞

V k
i = 0.

Portanto, como gi(x
k) < c < 0 para k ∈ K suficientemente grande,

lim
k∈K

µk
i = 0.
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Logo, para k ∈ K suficientemente grande,

µk
i + ρkgi(x

k) < 0.

Pela definição de µk
i , existe k4 ∈ N tal que µk+1

i = 0 para k ∈ K, k ≥ k4.

Assim, existe k5 ≥ max{k3, k4} tal que para todo k ∈ K, k ≥ k5,

gi(x
⋆) < 0⇒ µk+1

i = 0. (1.24)

Portanto de (1.23) e (1.24) segue a tese da proposição. �

Teorema 1.3.2. Seja {xk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo 1.1. Suponhamos que x⋆

é um ponto limite admisśıvel que satisfaz CPLD com respeito a todas as restrições do problema

original. Então, x⋆ é ponto KKT do problema original.

Demonstração: Segue da Proposição 1.3.1, que existem K ⊂
∞

N, k5 ∈ N, tais que para todo

k ∈ K, k ≥ k5, temos:

∇f(xk) +
m∑

i=1

(λk+1
i ∇hi(x

k)) +
∑

i|gi(x⋆)=0

µk+1
i ∇gi(x

k)

+

m∑

i=1

vk
i∇hi(x

k) +
∑

j|g
j
(x⋆)=0

uk
j∇g

j
(xk) = δk, (1.25)

com µk+1 ∈ R
p
+, uk ∈ R

p

+ e ‖δk‖ ≤ εk.

Pelo Lema de Carathéodory, para todo k ∈ K, k ≥ k5, existem

Îk ⊂ {1, ...,m}, Ĵk ⊂ {j|gj(x
⋆) = 0}, Ǐk ⊂ {1, ...,m}, J̌k ⊂ {j|gj

(x⋆) = 0},

λ̂k
i ,∀i ∈ Îk, µ̂

k
j ≥ 0,∀j ∈ Ĵk, v̂k

i ,∀i ∈ Ǐk, û
k
j ≥ 0,∀j ∈ J̌k,

tais que os vetores

{∇hi(x
k)}i∈bIk

∪ {∇gi(x
k)}i∈ bJk

∪ {∇hi(x
k)}i∈Ǐk

∪ {∇g
i
(xk)}i∈J̌k

,
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são linearmente independentes.

Como o número de posśıveis conjuntos de ı́ndices Îk, Ĵk, Ǐk, J̌k é finito, existe K1⊂
∞
{k ∈

K|k ≥ k5} tal que

Îk = Î , Ĵk = Ĵ , Ǐk = Ǐ , J̌k = J̌ ,

para todo k ∈ K1.

Logo de (1.25),

∇f(xk) +
∑

i∈bI

λ̂k
i∇hi(x

k) +
∑

i∈ bJ

µ̂k
i∇gi(x

k)

+
∑

i∈Ǐ

v̂k
i∇hi(x

k) +
∑

i∈J̌

ûk
j∇g

j
(xk) = δk, (1.26)

e os vetores

{∇hi(x
k)}i∈bI ∪ {∇gi(x

k)}i∈ bJ ∪ {∇hi(x
k)}i∈Ǐ ∪ {∇g

i
(xk)}i∈J̌ (1.27)

são linearmente independentes para todo k ∈ K1.

Definimos

Sk = max{max{|λ̂k
i |, i ∈ Î}, max{|µ̂k

i |, i ∈ Ĵ}, max{|v̂k
i |, i ∈ Ǐ}, max{ûk

i , i ∈ J̌}}.

Consideremos duas possibilidades:

(a) {Sk}k∈K1
tem uma subsequência limitada.

(b) limk∈K1
Sk =∞.

Se {Sk}k∈K1
admite uma subsequência limitada, existe K2⊂

∞
K1 tal que

lim
k∈K2

λ̂k
i = λ̂i,

lim
k∈K2

µ̂k
i = µ̂i ≥ 0,

lim
k∈K2

v̂k
i = v̂i,

lim
k∈K2

ûk
i = ûi ≥ 0.
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Da Proposição 1.3.1 segue que x⋆ satisfaz a complementariedade. Como ‖δk‖ ≤ εk, e {xk} é

limitada e de (1.8) segue, tomando limites em (1.25) para k ∈ K2, que:

∇f(x⋆) +
∑

i∈bI

λ̂i∇hi(x
⋆) +

∑

i∈ bJ

µ̂i∇gi(x
⋆) +

∑

i∈Ǐ

v̂i∇hi(x
⋆) +

∑

i∈J̌

ûj∇g
j
(x⋆) = 0,

com µ̂i ≥ 0, ûi ≥ 0. Como x⋆ é admisśıvel, temos que x⋆ é um ponto KKT do problema

original.

Supomos agora que limk∈K1
Sk =∞. Dividindo ambos os lados de (1.26) por Sk obtemos:

∇f(xk)

Sk

+
∑

i∈bI

λ̂k
i

Sk

∇hi(x
k) +

∑

i∈ bJ

µ̂k
i

V
∇gi(x

k)+

+
∑

i∈Ǐ

v̂k
i

Sk

∇hi(x
k) +

∑

i∈J̌

ûk
j

Sk

∇g
j
(xk) =

δk

Sk

, (1.28)

onde ∣∣∣∣∣
λ̂k

i

Sk

∣∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣
µ̂k

i

Sk

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣
v̂k

i

Sk

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣∣
ûk

j

Sk

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Portanto, existe K3⊂
∞

K1 tal que

lim
k∈K3

λ̂k
i

Sk

= λ̂i, lim
k∈K3

µ̂k
i

Sk

= µ̂i ≥ 0, lim
k∈K3

v̂k
i

Sk

= v̂i, lim
k∈K3

ûk
j

Sk

= ûj ≥ 0.

Tomando limite em ambos os lados de (1.28) para k ∈ K3, obtemos:

∑

i∈bI

λ̂i∇hi(x
⋆) +

∑

i∈ bJ

µ̂i∇gi(x
⋆) +

∑

i∈Ǐ

v̂i∇hi(x
⋆) +

∑

i∈J̌

ûj∇g
j
(x⋆) = 0,

Mas o módulo de pelo menos um dos coeficientes λ̂i, µ̂i, v̂i, ûi é igual a 1. Logo, pela condição

CPLD, os gradientes

{∇hi(x
k)}i∈bI ∪ {∇gi(x

k)}i∈ bJ ∪ {∇hi(x
k)}i∈Ǐ ∪ {∇g

i
(xk)}i∈J̌

são linearmente dependentes em uma vizinhança de x⋆. Isto contradiz (1.27). Portanto, o

teorema está provado. �
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1.4 Limitação do parâmetro de penalidade

Nesta seção mostramos que o parâmetro de penalidade fica limitado com certa frequência, isto

é, sob condições suficientes, que muitas vezes são satisfeitas nos problemas práticos.

Quanto maior é o parâmetro de penalidade, mais dif́ıceis de resolver ficam os subproblemas

do método de Lagrangiano aumentado. A razão disto é que, ao ser multiplicado por um número

muito grande, o termo penalizado domina a função objetivo do problema. Assim, f(x) funciona

como uma pequena perturbação do segundo termo e o algoritmo que resolve o subproblema

desprezará tal perturbação.

Em ponto flutuante, a soma de um número muito grande e um número relativavente pe-

queno dá como resultado o número grande. Portanto quando se minimiza uma função do

tipo Lagrangiano aumentado com um parâmetro grande de penalidade, a tendência é que na

maioria das iterações, o método interno se comporte como se f(x) não existisse.

Portanto, é importante que o método tenha a propriedade de que o parâmetro de penalidade

não cresça indefinidamente.

1.4.1 Restrições de igualdade

Consideramos inicialmente o problema de programação não linear (1.1). Considere também o

algoritmo Lagrangiano Aumentado para este problema, com Ω = R
n.

Consequentemente, o Algoritmo 1.1 aplicado ficará simplificado da seguinte maneira:

ALGORITMO 1.2

Seja x0 ∈ R
n um ponto inicial arbitrário.

Os parâmetros para a execução do algoritmo são:

τ ∈ [0, 1), η > 1

−∞ < λmin < λmax < +∞,

ρ1 > 0,
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λ1
i ∈ [λmin, λmax]∀i = 1, ...,m,

{εk} ⊂ R+ uma sequência de parâmetros de tolerância tal que

lim
k→∞

εk = 0. (1.29)

Passo 1 Inicialização

k ← 1.

Passo 2 Resolução do subproblema

Calcular (se posśıvel) xk ∈ R
n tal que

‖∇Lρk
(xk, λk)‖ ≤ εk, (1.30)

Se não é possivel encontar xk cumprindo essa propriedade, parar a execução do algoritmo.

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ...,m, calcular

λk+1
i = λ

k

i + ρkhi(x
k) (1.31)

e

λ
k+1

i ∈ [λmin, λmax]. (1.32)

Geralmente, λ
k+1

i é a projeção de λk+1
i no intervalo [λmin, λmax].

Passo 4 Atualizar o parâmetro de penalidade

Se

‖h(xk)‖∞ ≤ τ‖h(xk−1)‖∞,

definir

ρk+1 = ρk.

Caso contrário, definir

ρk+1 = ηρk.
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Passo 5 Começar uma nova iteração

Atualizar k ← k + 1. Voltar ao Passo 2.

Para mostrar a limitação do parâmetro de penalidade assumimos as seguintes hipóteses:

1. A sequência {xk} gerada pelo Algoritimo 1.2 converge a x⋆.

2. O ponto x⋆ é admisśıvel (ou seja, h(x⋆) = 0).

3. O ponto x⋆ é regular (ou seja, a matriz ∇h(x⋆) tem posto igual a m).

4. Os multiplicadores λ⋆
i pertencem a (λmin, λmax) para todo i = 1, ...,m. (Note que a

existência de λ⋆ satisfazendo ∇f(x⋆) + ∇h(x⋆)λ⋆ = 0 está garantida pela regularidade

de x⋆).

5. As funções f e h admitem derivadas segundas cont́ınuas em uma vizinhança de x⋆.

6. Seja Z ∈ R
n×(n−m) uma matriz cujas colunas formam uma base do núcleo de ∇h(x⋆)T .

Então, ZT∇2L0(x
⋆, λ⋆)Z é definida positiva, onde L0(x, λ) = f(x) +

∑m

i=1 λihi(x).

Lema 1.4.1. A sequência {λk} converge a λ⋆.

Demonstração: Suponhamos que λk não converge a λ⋆. Portanto λk+1 não converge a λ⋆.

Logo, existem c > 0 e um conjunto infinito de ı́ndices K ⊂ N tais que

‖λk+1 − λ⋆‖ ≥ c, ∀k ∈ K. (1.33)

Pelo critério de resolução aproximada dos subproblemas (1.30) e a fórmula de λk+1 (1.31)

temos:

lim
k→∞
∇f(xk) +∇h(xk)λk+1 = 0. (1.34)

Supomos primeiro que a subsequência {λk+1}k∈K esteja limitada. Neste caso, ela tem uma

subsequência convergente a, digamos, λ̂. Portanto, passando (1.34) ao limite para esta sub-

sequência,

∇f(x⋆) +∇h(x⋆)λ̂ = 0.
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Como a matriz ∇h(x⋆) tem posto completo, devemos ter λ̂ = λ⋆, o que contradiz (1.33).

Supomos que a subsequência {λk+1}k∈K não é limitada. Então, dividindo (1.34) por ‖λk+1‖ e

tomando outra subsequência adequada, chegamos que o ponto x⋆ não é regular, o que contradiz

a hipótese. �

Lema 1.4.2. Para k suficientemente grande, λ
k

= λk.

Demonstração: Pelo Lema 1.4.1, λk tende a λ⋆. Mas, como λ⋆ pertence a (λmin, λmax)
m,

temos que λk+1 ∈ [λmin, λmax]
m para k suficientemente grande. Portanto, para k suficiente-

mente grande, λ
k+1

= λk+1. �

Lema 1.4.3. Existem c > 0, ρ > 0, δ > 0 tais que, se π ∈ [0, 1
ρ
], ‖x− x⋆‖ ≤ δ e ‖λ− λ⋆‖ ≤ δ,

a matriz

∫ 1

0



 ∇
2L0(x

⋆ + t(x− x⋆), λ⋆ + t(λ− λ⋆)) ∇h(x⋆ + t(x− x⋆))

∇h(x⋆ + t(x− x⋆))T −πI



 dt

é não singular e

∥∥∥∥∥∥




∫ 1

0



 ∇
2L0(x

⋆ + t(x− x⋆), λ⋆ + t(λ− λ⋆)) ∇h(x⋆ + t(x− x⋆))

∇h(x⋆ + t(x− x⋆))T −πI



 dt




−1∥∥∥∥∥∥
≤ c.

Demonstração: Vejamos primeiro que a matriz é não singular se π = 0, x = x⋆, λ = λ⋆.

Suponhamos que u1 ∈ R
n, u2 ∈ R

m são tais que


 ∇
2L0(x

⋆, λ⋆) ∇h(x⋆)

∇h(x⋆)T 0







 u1

u2



 =



 0

0



 .

Logo, u1 está no núcleo de ∇h(x⋆)T , portanto, existe v ∈ R
n−m tal que

u1 = Zv.
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Portanto,

∇2L0(x
⋆, λ⋆)Zv +∇h(x⋆)u2 = 0.

Pré-multiplicando por vT ZT obtemos:

vT ZT∇2L0(x
⋆, λ⋆)Zv + vT ZT∇h(x⋆)u2 = 0.

Pela definição de Z, temos que ZT∇h(x⋆) = 0, portanto:

vT ZT∇2L0(x
⋆, λ⋆)Zv = 0.

Mas, pela hipótese 6, ZT∇2L0(x
⋆, λ⋆)Z é definida positiva, logo v = 0. Isto implica que u1 = 0.

Em consequência,

∇h(x⋆)u2 = 0.

Como as colunas de ∇h(x⋆) são por hipótese, linearmente independentes, deduzimos que u2 =

0.

Portanto, a matriz



 ∇
2L0(x

⋆, λ⋆) ∇h(x⋆)

∇h(x⋆)T −πI



 é não singular se π = 0.

Assim, considerando

F (x, λ, π) =

∫ 1

0



 ∇
2L0(x

⋆ + t(x− x⋆), λ⋆ + t(λ− λ⋆)) ∇h(x⋆ + t(x− x⋆))

∇h(x⋆ + t(x− x⋆))T −πI



 dt.

temos que F (x⋆, λ⋆, 0) é inverśıvel. Portanto da continuidade das derivadas segundas e da

inversa de matrizes segue a tese do lema. �

Lema 1.4.4. Seja ρ como no Lema 1.4.3. Supomos que existe k0 ∈ N tal que ρk ≥ ρ para todo

k ≥ k0. Então, existe M > 0 tal que, para todo k ≥ k0,

‖xk − x⋆‖ ≤M max

{
‖λk − λ⋆‖

ρk

, ‖∇Lρk
(xk, λ

k
)‖
}

,

e

‖λk+1 − λ⋆‖ ≤M max

{
‖λk − λ⋆‖

ρk

, ‖∇Lρk
(xk, λ

k
)‖
}

.
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Demonstração: Definimos, para todo k ∈ N,

zk = ∇Lρk
(xk, λ

k
) ∈ R

n, (1.35)

yk =
λ⋆ − λ

k

ρk

∈ R
m, (1.36)

πk =
1

ρk

∈ R+.

Observe que, pela definição de λk+1, dada em (1.31)

zk = ∇L0(x
k, λk+1).

Logo para todo k ∈ N,

zk = ∇f(xk) +∇h(xk)λk+1,

yk = h(xk) + (λ⋆ − λk+1)πk.

Definimos, para todo π ∈ [0, 1
ρ
],

Fπ : R
n+m → R

n+m

por

Fπ(x, λ) =



 ∇f(x) +∇h(x)λ

h(x) + (λ⋆ − λ)π



 .

Claramente,

Fπk
(xk, λk+1) =



 zk

yk





e, pelas hipóteses,

Fπk
(x⋆, λ⋆) = 0,

para todo k ∈ N.

Portanto,

Fπk
(xk, λk+1)− Fπk

(x⋆, λ⋆) =



 zk

yk



 .
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Mas pelo Teorema Fundamental do Cálculo Integral,

Fπk
(xk, λk+1)− Fπk

(x⋆, λ⋆) =

=




∫ 1

0



 ∇
2L0(x

⋆ + t(xk − x⋆), λ⋆ + t(λk − λ⋆)) ∇h(x⋆ + t(xk − x⋆))

∇h(x⋆ + t(xk − x⋆))T −πI



 dt







 xk − x⋆

λk+1 − λ⋆



 .

Logo pelo Lema 1.4.3, se ρk ≥ ρ, e k é suficientemente grande, teremos c > 0 πk ≤ 1
ρ
,

‖xk − x⋆‖ ≤ δ e ‖λk+1 − λ⋆‖ ≤ δ. Portanto,

∥∥∥∥∥∥



 xk − x⋆

λk+1 − λ⋆





∥∥∥∥∥∥
≤ c

∥∥∥∥∥∥



 zk

yk





∥∥∥∥∥∥
. (1.37)

Agora segue da desigualdade (1.37) e da definição de zk (1.35) que

‖xk − x⋆‖ ≤ c

(
‖λk − λ⋆‖

ρk

+ ‖∇Lρk
(xk, λ

k
)‖
)

≤ 2c max

{
‖λk − λ⋆‖

ρk

, ‖∇Lρk
(xk, λ

k
)‖
}

.

Analogamente obtemos

‖λk+1 − λ⋆‖ ≤ 2c max

{
‖λk − λ⋆‖

ρk

, ‖∇Lρk
(xk, λ

k
)‖
}

.

�

Teorema 1.4.5. Suponhamos, além das hipóteses desta seção, que existe uma sequência {ηk}
que converge a zero, tal que

εk ≤ ηk‖h(xk)‖∞ para todo k ∈ N, (1.38)

onde εk foi definido em (1.29). Então, a sequência de parametros de penalidade {ρk} está

limitada.
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Demonstração: Supomos que lim
k→∞

ρk = ∞. Como h(x⋆) = 0, pela continuidade das

primeiras derivadas de h, existe L > 0 tal que para todo k ∈ N,

‖h(xk)‖∞ ≤ L‖xk − x⋆‖.

Por (1.38), e pelo Lema 1.4.4 e o fato de que λ
k

= λk para k suficientemente grande, temos

que

‖h(xk)‖∞ ≤ LM max

{‖λk − λ⋆‖∞
ρk

, ηk‖h(xk)‖∞
}

.

Como ηk → 0, isto implica que

‖h(xk)‖∞ ≤ LM
‖λk − λ⋆‖∞

ρk

, (1.39)

para k suficientemente grande.

Pela fórmula de λk+1, temos que

λk = λk−1 + ρk−1h(xk−1),

portanto,

‖h(xk−1)‖∞ =
‖λk − λk−1‖∞

ρk−1

≥ ‖λ
k−1 − λ⋆‖∞

ρk−1

− ‖λ
k − λ⋆‖∞
ρk−1

(1.40)

Pelo Lema 1.4.4, a hipótese deste teorema e por λ
k

= λk, temos:

‖λk − λ⋆‖∞ ≤M

(‖λk−1 − λ⋆‖∞
ρk−1

ηk−1‖‖h(xk−1)‖∞
)

.

Isto implica que
‖λk−1 − λ⋆‖∞

ρk−1

≥ ‖λ
k − λ⋆‖∞

M
− ηk−1‖h(xk−1)‖∞.

Logo, por (1.40), para ρk−1 ≥ 2M ,

(1 + ηk−1)‖h(xk−1)‖∞ ≥ ‖λk − λ⋆‖∞
(

1

M
− 1

ρk−1

)
≥ 1

2M
‖λk − λ⋆‖∞.

Assim,

‖λk − λ⋆‖∞ ≤ 3M‖h(xk−1)‖∞,
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para k suficientemente grande. Por (1.39), temos que

‖h(xk)‖∞ ≤ τ‖h(xk−1)‖∞

para todo k ≥ k1.

Isto implica que ρk+1 = ρk para todo k ≥ k1 e em consequência, a sequência {ρk} está limitada.

�

1.4.2 Restrições de igualdade e desigualdade

Consideramos o problema de programação não linear definido em (1.3). Consideramos também

o algoritmo Lagrangiano aumentado para este problema, ou seja, Algoritmo 1.1. Para mostrar

a limitação do parâmetro de penalidade assumimos as seguintes hipóteses:

1. A sequência {xk} gerada pelo algoritmo converge a x⋆.

2. O ponto x⋆ é admisśıvel (ou seja, h(x⋆) = 0, e g(x⋆) ≤ 0).

3. O ponto x⋆ é regular. Ou seja, o conjunto formado pelos gradienttes das restrições de

igualdade e os gradientes das restrições de desigualdade tais que gi(x
⋆) = 0 é linearmente

independente. Como no caso de restrições de igualdade, isto implica que as condições

KKT se verificam em x⋆. Portanto, existem multiplicadores de Lagrange λ⋆ ∈ R
m,

µ⋆ ∈ R
p
+ associados a estas restrições.

4. Os multiplicadores λ⋆
i pertencem a [λmin, λmax] para todo i = 1, ...,m. Analogamente,

cada multiplicador µ⋆
i pertence a [0, µmax] para todo i = 1, ..., p.

5. As funções f , h e g admitem derivadas segundas cont́ınuas em uma vizinhança de x⋆.

6. Para todo i = 1, ..., p tal que gi(x
⋆) = 0, temos µ⋆

i > 0.
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7. Seja A ∈ R
(m+q)×n a matriz cujas linhas são os gradientes das restrições de igualdade

seguidas dos gradientes das q restrições ativas (gi(x
⋆) = 0) em x⋆. Seja Z ∈ R

n×(n−m−q)

uma matriz cujas colunas formam uma base do núcleo de A. Então, ZT∇2L0(x
⋆, λ⋆, µ⋆)Z

é definida positiva, onde L0(x, λ, µ) = f(x) +
∑m

i=1 λihi(x) +
∑p

j=1 µjgi(x)+.

Teorema 1.4.6. Suponhamos, além das hipóteses desta seção, que existe uma sequência {ηk}
que converge a zero, tal que

εk ≤ ηk max{‖h(xk)‖∞, ‖V k‖∞} para todo k ∈ N,

onde εk foi definido em (1.8). Então, a sequência de parâmetros de penalidade {ρk} está

limitada.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que ρk →∞. A técnica para provar este teorema

consiste em reduzir o problema definido em (1), (2) e (3) e o próprio Algoritmo 1.1 ao caso

com restrições de igualdade do Algoritmo 1.2. Sem perda de generalidade, supomos que as

restrições de desigualdade ativas em x⋆ são as q primeiras, de modo que

gi(x
⋆) = 0 se i ≤ q, gi(x

⋆) < 0 se i > q.

Consideremos o problema auxiliar:

min f(x) (1.41)

suj.a H(x) = 0, (1.42)

onde

H(x) =





h(x)

g1(x)
...

gq(x)




.

Pelas hipóteses desta seção, o problema auxiliar satisfaz todas as suposições da seção anterior.

Mais ainda, os multiplicadores associados a x⋆ no problema auxiliar são os mesmos que os
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associados ao problema original.

Portanto, pelo Teorema 1.4.5, resta provar que a aplicação do Algoritmo 1.1 ao problema

original é equivalente à aplicação do Algoritmo 1.2 para o problema auxiliar e que a condição

εk ≤ ηk max{‖h(xk)‖∞, ‖V k‖∞} é equivalente a εk ≤ ηk‖H(xk)‖∞.

Seja i tal que gi(x
⋆) < 0. Pela Proposição 1.3.1, temos que µk

i = 0 para k suficientemente

grande.

Logo, por (1.9) com Ω = R
n e das atualizações de λk+1 e µk+1,

∥∥∥∥∥∇f(xk) +
m∑

i=1

λk+1
i ∇hi(x

k) +

q∑

i=1

µk+1
i ∇gi(x

k)

∥∥∥∥∥ ≤ εk

para k suficientemente grande. Pela independência linear dos gradientes ∇hi(x
⋆), i = 1, ...,m,

∇gj(x
⋆), j = 1, ..., q, e a convergência de xk, temos, como no Lema 1.4.1, que

lim
k→∞

λk = λ⋆ e lim
k→∞

µk = µ⋆.

Em particular, como µ⋆
i > 0 para todo i ≤ q,

µk
i > 0,

para k suficientemente grande.

Como λ⋆ ∈ (λmin, λmax) e µ⋆
i < µmax, temos também que

µk
i = µk

i , i = 1, ..., p

e

λ
k

i = λk
i , i = 1, ...,m

para k suficientemente grande.

Vejamos agora que a fórmula de atualização de µk+1
i dada pelo Algoritmo 1.1 coincide com a

fórmula de atualização do mesmo multiplicador no Algoritmo 1.2 aplicado ao problema auxiliar.

Com efeito, por (1.15) e µk
i = µk

i , temos, para k suficientemente grande:

µk+1
i = max{0, µk

i + ρkgi(x
k)},
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Mas, pela complementariedade estrita e µk → µ⋆, µk
i > 0 para k suficientemente grande.

Portanto, para k suficientemente grande,

µk+1
i = µk

i + ρkgi(x
k), i = 1, ..., q.

Ou seja, em termos do problema auxiliar,

µk+1
i = µk

i + ρkH(xk), i = 1, ..., q.

Assim, os multiplicadores correspondentes às restrições ativas de desigualdade se atualizam no

Algoritmo 1.1, pela mesma regra aplicada no Algoritmo 1.2 para o problema auxiliar.

Vejamos agora o significado de V k
i . Pelo Algoritmo 1.1, temos

V k
i = max

{
gi(x

k),−µk
i

ρk

}

para todo i = 1, ...p.

Agora, se i > q, como gi(x
⋆) < 0, gi é cont́ınua e µk

i = 0, temos que V k
i = 0 para k suficiente-

mente grande.

Suponhamos agora que i ≤ q. Se gi(x
k) fosse menor que −µk

i

ρk
, pela atualização de µk+1 no

Algoritmo 1.1, teriamos que µk+1 = 0. Isto é imposśıvel para k suficientemente grande devido

à complementariedade estrita. Logo, para k suficientemente grande, V k
i = gi(x

k).

Assim, para k suficientemente grande,

‖H(xk)‖ =

∥∥∥∥∥∥



 h(xk)

V k





∥∥∥∥∥∥
∞

.

Isto implica que o teste para atualizar o parâmetro de penalidade no Algoritmo 1.1 é o mesmo

que para o problema auxiliar no Agoritmo 1.2. Mais ainda, a condição

εk ≤ ηk max{‖V k‖∞, ‖h(xk)‖∞}

também é equivalente á condição εk‖H(xk)‖∞ imposta no Teorema 1.4.5.

Portanto, para k suficientemente grande, a sequência gerada pelo Algoritmo 1.1 pode ser
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pensada como sendo gerada pelo Algoritmo 1.2, junto com seus multiplicadores associados

e parâmetros de penalidade. Isto implica que o parâmetro de penalidade é limitado, o que

contradiz a não limitação assumida inicialmente na prova deste teorema. �

1.5 Minimizadores globais

Nesta seção apresentamos o método de Lagrangiano aumentado para minimizadores globais.

Consideraremos o problema de programação não linear definido em (1), (2) e (3).

Vamos supor que a cada iteração externa o subproblema a ser resolvido possui mı́nimo

global em Ω.

A seguir apresentamos o Algoritmo do Lagrangiano Aumentado para minimizadores globais

(sem critério de parada).

ALGORITMO 1.3

Seja x0 ∈ R
n um ponto inicial arbitrário.

Os parâmetros para a execução do algoritmo são:

τ ∈ [0, 1), η > 1

−∞ < λmin < λmax < +∞,

µmax > 0,

ρ1 > 0,

λ1
i ∈ [λmin, λmax]∀i = 1, ...,m,

µ1
i ∈ [0, µmax],∀i = 1, ..., p,

Passo 1 Inicialização

k ← 1.

Definir V 0 = g(x0)+;
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Passo 2 Resolução do subproblema.

Encontrar xk ∈ Ω solução global do subproblema

min f(x) +
ρ

2

{
m∑

i=1

[
hi(x) +

λi

ρ

]2

+

p∑

i=1

[
max(0, gi(x) +

µi

ρ
)

]2
}

(1.43)

sujeito a x ∈ Ω.

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ...,m, calcular

λk+1
i = λ

k

i + ρkhi(x
k) (1.44)

e

λ
k+1

i ∈ [λmin, λmax]. (1.45)

Geralmente, λ
k+1

i é a projeção de λk+1
i no intervalo [λmin, λmax].

Para todo i = 1, ..., p, calcular

µk+1
i = max{0, µk

i + ρkgi(x
k)} (1.46)

V k
i = max

{
gi(x

k),−µk
i

ρk

}

µk+1
i ∈ [0, µmax]. (1.47)

(Geralmente, µk+1
i = min{µk+1

i , µmax}. )

Passo 4 Atualizar o parâmetro de penalidade

Rk = max{‖h(xk)‖∞, ‖V k‖∞}

Se

Rk ≤ τRk−1,

definir

ρk+1 = ρk.
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Caso contrário, definir

ρk+1 = ηρk.

Passo 5 Começar uma nova iteração

Atualizar k ← k + 1. Voltar ao Passo 2.

Observações

1. A condição (1.43) exige que xk seja a solução global do subproblema

min Lρk
(xk, λk, µk)

s.a h(x) = 0

g(x) ≤ 0

Portanto, a cada iteração externa encontramos o mı́nimo global do Lagrangiano aumen-

tado no conjunto Ω.

2. Os passos 3 e 4 não se alteraram.

1.5.1 Convergência global

Mostraremos que pontos limites de sequências geradas pelo Algoritmo 1.3, são admisśıveis se

a região admisśıvel é não vazia, e mais, são minimizadores globais do problema.

Teorema 1.5.1. Suponhamos que a região admisśıvel do problema de programação não linear

é não vazia. Suponhamos além disso, que a sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 1.3 possui

um ponto limite x⋆ . Então x⋆ é admisśıvel.

Demonstração: Seja K ⊂
∞

N tal que

lim
k∈K

xk = x⋆.
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Dividiremos a demonstração em dois casos:

I- A sequência ρk é limitada;

II- A sequência ρk não é limitada;

Caso I.

Neste caso, a partir de certa iteração, o parâmetro de penalidade não é mais atualizado.

Portanto, segue do Passo 4 do Algoritmo 1.3 que:

lim
k→∞
‖h(xk)‖ = lim

k→∞
‖V k‖ = 0.

Assim,

h(x⋆) = 0.

Ainda mais, se gj(x
⋆) > 0 temos que gj(x

k) > c > 0 para k ∈ K suficientemente grande, isso

contradiz o fato de que V k
j → 0,∀j.

Logo,

gi(x
⋆) ≤ 0 para todo i = 1, ..., p.

Agora como xk ∈ Ω,∀k, e Ω é fechado então x⋆ ∈ Ω, portanto x⋆ é admisśıvel.

Assim o resultado esta provado para o caso em que {ρk} é limitado.

Caso II.

Agora como xk ∈ Ω,∀k, e Ω é fechado então x⋆ ∈ Ω. Suponhamos que x⋆ não é admisśıvel

então existe z ∈ Ω tal que

‖h(x⋆)‖2 + ‖g(x⋆)+‖2 > ‖h(z)‖2 + ‖g(z)+‖2 = 0.

Como h e g são cont́ınuas e, além disso, λ
k

e µk são limitados e ρk → +∞, quando k → +∞,

então existe c > 0 tal que para k ≥ k0, k ∈ K

∥∥∥∥∥h(xk) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥

(
g(xk) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥ >

∥∥∥∥∥h(z) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥

(
g(z) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥+ c. (1.48)
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Portanto, para esses ı́ndices k,

f(xk) +
ρk

2

[∥∥∥∥∥h(xk) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥

(
g(xk) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥

]
> (1.49)

f(z) +
ρk

2

[∥∥∥∥∥h(z) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥

(
g(z) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥

]
+

ρkc

2
+ f(xk)− f(z).

De (1.49) obtemos:

Lρk
(xk, λ

k
, µk) > Lρk

(z, λ
k
, µk) +

(ρk)c

2
+ f(xk)− f(z).

Agora, como limk∈K xk = x⋆ e f é cont́ınua, temos que, para k ∈ K suficientemente grande:

(ρk − 1)c

2
+ f(xk)− f(z) > 0.

Logo,

Lρk
(xk, λ

k
, µk) > Lρk

(z, λ
k
, µk),

o que contradiz o fato de que xk é uma solução global do subproblema definido por ρk. Esta

contradição veio de supor que x⋆ não era admisśıvel. �

Teorema 1.5.2. Suponhamos que a região admisśıvel do problema de programação não linear

definido em (1), (2) e (3) é não vazia e que a sequência {xk} está bem definida pelo Algoritmo

1.3, e x⋆ um ponto limite da sequência. Então, x⋆ é um minimizador global do problema.

Demonstração: Seja K ⊂
∞

N tal que

lim
k∈K

xk = x⋆.

Segue do teorema anterior que x⋆ é admisśıvel.

Dividiremos novamente a demonstração em dois casos:

I- A sequência ρk é limitada;

II- A sequência ρk não é limitada;
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Caso I,

Suponhamos que para k ≥ k0 não atualizamos mais o parâmetro de penalidade. Como as

sequências {λk} e {µk} estão em um compacto, existem K1⊂
∞

K, λ⋆ ∈ [λmin, λmax]
m, µ⋆ ∈

[0, µmax]
p tais que

lim
k∈K1

xk = x⋆, lim
k∈K1

λ
k

= λ⋆, lim
k∈K1

µk = µ⋆.

Mas, pelo passo 3 do Algoritmo 1.3, limk→∞ max{gi(x
k),−µk

i /ρk0
} = 0. Portanto, se gi(x

⋆) < 0

devemos ter, forçosamente, que µ⋆
i = 0. Em outras palavras,

gi(x
⋆)µ⋆

i = 0 para todo i = 1, . . . , p.

Agora, seja z ∈ Ω um ponto admisśıvel arbitrário, então teŕıamos pela definição do Algoritmo

1.3 para k ≥ k0

Lρk0
(xk, λ

k
, µk) ≤ Lρk0

(z, λ
k
, µk)

Como g(z) ≤ 0 e µk/ρk ≥ 0,

∥∥∥∥

(
g(z) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥
µk

ρk

∥∥∥∥
2

,

portanto como h(z) = 0,

Lρk0
(xk, λ

k
, µk) ≤ f(z) +

ρk0

2




∥∥∥∥∥

λ
k

ρk0

∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥
µk

ρk0

∥∥∥∥
2


 ,

para todo k ≥ k0. Tomando limite na desigualdade acima obtemos:

f(x⋆) +
ρk0

2

∥∥∥∥

(
g(x⋆) +

µ⋆

ρk0

)

+

∥∥∥∥
2

≤ f(z) +
ρk0

2

∥∥∥∥
µ⋆

ρk0

∥∥∥∥
2

.

Ou seja,

f(x⋆) +
ρk0

2

p∑

i=1

(
gi(x

⋆) +
µ⋆

i

ρk0

)2

+

≤ f(z) +
ρk0

2

p∑

i=1

(
µ⋆

i

ρk0

)2

. (1.50)

Mas (
gi(x

⋆) +
µ⋆

i

ρk0

)2

+

= max

{
0, gi(x

⋆) +
µ⋆

ρk0

}2

.
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Portanto, se gi(x
⋆) = 0, (

gi(x
⋆) +

µ⋆
i

ρk0

)2

+

=

(
µ⋆

i

ρk0

)2

+

e, se gi(x
⋆) < 0, logo µ⋆

i = 0, (
gi(x

⋆) +
µ⋆

i

ρk0

)2

+

= 0.

Portanto de (1.50) obtemos f(x⋆) ≤ f(z). Como z é um ponto admisśıvel arbitrário, resulta

que x⋆ é solução global.

Caso II,

Seja z ∈ Ω um ponto admisśıvel. Pela definição do Algoritmo 1.3, temos que

Lρk0
(xk, λ

k
, µk) ≤ Lρk0

(z, λ
k
, µk)

Mas h(z) = 0 e g(z)+ = 0, portanto

∥∥∥∥∥h(z) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥

2

e ∥∥∥∥

(
g(z) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥
µk

ρk

∥∥∥∥
2

.

Logo,

f(xk) ≤ Lρk
(xk, λ

k
, µk)

≤ f(z) +
ρk

2




∥∥∥∥∥
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥
µk

ρk

∥∥∥∥
2


 ,

Tomando limites para k ∈ K e usando que ρk →∞, e que λ
k
, µk são limitados, obtemos:

f(x⋆) ≤ f(z).

Como z é um ponto admisśıvel arbitrário, resulta que x⋆ é solução global.

Do caso I e II segue a tese do teorema. �



CAPÍTULO 2

Lagrangiano aumentado regularizado

Neste caṕıtulo introduzimos um procedimento que utiliza a regularização para inibir a voraci-

dade. A função objetivo utilizada nos subproblemas de Algencan 1 (implementação de grande

porte do Algoritmo 1.1) é modificada com o incremento do termo regularizador. Mostraremos

que sobre este novo método continuam válidas as propriedades de convergência e de limitação

do parâmetro de penalidade apresentadas no Caṕıtulo 1. Este caṕıtulo complementa os estudos

feitos em [6].

2.1 Voracidade

No método Lagrangiano aumentado definimos cautelosamente o parâmetro de penalidade para

ser pequeno nas primeiras iterações externas, porque sabemos que parâmetros grandes tendem a

produzir subproblemas mal condicionados. Como consequência, as primeiras iterações tendem

a privilegiar a otimalidade sobre a viabilidade. Assim o método pode se comportar de maneira

1Algencan esta dispońıvel em www.ime.usp.br/∼egbirgin/tango

41
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voraz em busca da otimalidade em alguns problemas e acabar se perdendo, e consequentemente

divergir. Esse fenômeno é denominado aqui como voracidade.

Para tornar mais claro este fenômeno, consideremos o exemplo a seguir, no qual o número

de variáveis é 1 e o número de restrições também é 1.

min x3
1

s.a x1 ≥ 0,

O problema acima foi testado pelo método computacional Algencan. A restrição de caixa

x1 ≥ 0 foi implementada como uma restrição de desigualdade e a caixa artificial fornecida ao

método foi −1020 ≤ x1 ≤ 1020, com ponto inicial x1 = −7 o resultado foi o seguinte:

Output of Algencan:

Initial ρ = 10 incrementado 8 vezes.

Outer iterations = 9

Final Objective function value = -1.0000E+60

Final Sup-norm of the constraints = 1.0000E+20
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Final Sup-norm of the projected gradient of the Lagrangian = 0.0000E+00

Flag = 4 (sem decréscimo de infactibilidade depois de 9 iterações, problema possivelmente

infact́ıvel).

O problema apresentou voracidade. Como podemos observar, na primeira iteração o subproble-

ma a ser resolvido foi o seguinte:

min x3
1 + 10[max{0,−x1}]2

s.a −1020 ≤ x1 ≤ 1020,

Veja abaixo o gráfico da função Lagrangiano Aumentado para a primeira iteração:
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A solução deste problema encontra-se no bordo da caixa artificial, de onde o método não

conseguiu sair, mesmo aumentando o parâmetro de penalidade por várias iterações.

A primeira idéia que surge é penalizar mais desde o ińıcio e, com isso, contornar a vo-

racidade. Agora sabemos que, quanto maior o parâmetro de penalidade, mais dif́ıcil se torna

resolver o problema original. Apresentamos uma maneira de contornar este problema sem

aumentar demasiadamente o parâmetro de penalidade, e manter assim as boas propriedades

do método para problemas que não apresentam voracidade.

2.2 O método Lagrangiano aumentado regularizado

Nesta seção consideramos o problema de programação não linear na sua forma padrão, dado

em (1), (2) e (3).

Neste texto introduziremos no método de Lagrangiano aumentado um termo regularizador,

cujas principais motivações são:

• Melhor aproveitar a aproximação inicial x0;

• Evitar que o método se distancie muito da factibilidade nas suas primeiras iterações;

• Contornar o problema da voracidade;

• Melhorar o condicionamento do problema, tornando assim mais “leves”as primeiras itera-

ções.

Para isto somamos o termo regularizador

γ
‖x− x‖22

2
(2.1)

ao Lagrangiano Aumentado, onde γ ≥ 0 e x é o ponto de referência, o melhor iterando

até o momento em relação à factibilidade-complementariedade. Assim definimos a função
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Lagrangiano Aumentado Regularizado como:

Lρ,γ,x(x, λ, µ) = f(x) +
ρ

2

{
m∑

i=1

[
hi(x) +

λi

ρ

]2

+

p∑

i=1

[
max(0, gi(x) +

µi

ρ
)

]2
}

+ γ
‖x− x‖22

2
.

(2.2)

2.3 Algoritmo Lagrangiano aumentado regularizado

A seguir apresentamos o algoritmo do Lagrangiano aumentado regularizado (sem critério de

parada):

ALGORITMO 2.1.

Seja x0 ∈ R
n um ponto inicial arbitrário.

Os parâmetros para a execução do algoritmo são:

τ ∈ [0, 1), γ1 ≥ 0, γmax > 0, η > 1, β > 0

−∞ < λmin < λmax < +∞,

µmax > 0,

ρ1 > 0,

λ1
i ∈ [λmin, λmax]∀i = 1, ...,m,

µ1
i ∈ [0, µmax],∀i = 1, ..., p,

{εk} ⊂ R+ uma sequência de parâmetros de tolerância tal que

lim
k→∞

εk = 0. (2.3)

Passo 1 Inicialização

k ← 1.

Definir V 0 = g(x0)+;

x0 = x0;

R = R0 = max{‖h(x0)‖∞, ‖V 0‖∞};
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Passo 2 Resolução do subproblema

Calcular (se posśıvel) xk ∈ R
n tal que existam vk ∈ R

m, uk ∈ R
p satisfazendo

‖∇Lρk
(xk, λk, µk) + γk(x

k − xk−1) +

m∑

i=1

vk
i∇hi(x

k) +

p∑

i=1

uk
i∇g

i
(xk)‖ ≤ εk, (2.4)

uk
i ≥ 0, g

i
(xk) < εk para todo i = 1, ..., p, (2.5)

g
i
(xk) < −εk ⇒ uk

i = 0 para todo i = 1, ..., p, (2.6)

‖h(xk)‖ ≤ εk. (2.7)

Se não é possivel encontar xk cumprindo (2.4) - (2.7), parar a execução do algoritmo.

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ...,m, calcular

λk+1
i = λ

k

i + ρkhi(x
k). (2.8)

Para todo i = 1, ..., p, calcular

µk+1
i = max{0, µk

i + ρkgi(x
k)} (2.9)

V k
i = max

{
gi(x

k),−µk
i

ρk

}
.

Passo 4 Atualizar o parâmetro de penalidade

Rk = max{‖h(xk)‖∞, ‖V k‖∞}.

Se

Rk ≤ τRk−1 max{‖h(xk−1)‖∞, ‖V k−1‖∞},

definir

ρk+1 = ρk.
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Caso contrário, definir

ρk+1 = ηρk.

Passo 5 Atualizar o parâmetro de regularização e o ponto de referência

Se

Rk = min{R0, . . . , Rk}, (2.10)

definimos xk = xk.

Caso contrário, definimos xk = xk−1.

Para todo i = 1, . . . ,m computar:

λ
k+1

i ∈ [λmin, λmax]. (2.11)

Para todo i = 1, . . . , p computar:

µk+1
i ∈ [0, µmax]. (2.12)

Escolhemos γk+1 ∈ [0, γmax] de maneira que

γk+1 ≤ min{γk, βRk}. (2.13)

Passo 6 Começar uma nova iteração

Atualizar k ← k + 1. Voltar ao Passo 2.

Observações

1. As condições (2.4)-(2.7) dizem que xk é um ponto KKT aproximado para o subproblema

min Lρk,γk,xk−1(xk, λk, µk)

s.a h(x) = 0

g(x) ≤ 0

Portanto, a cada iteração externa, minimizamos (aproximadamente) o Lagrangiano Au-

mentado Regularizado no conjunto Ω.
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2. Os passos 3 e 4 são como no Algoritmo 2.1. No passo 5, o ponto de referência e o

parâmetro de regularização são atualizados. A idéia é que o ponto de referência seja

o melhor iterando até o momento em relação à factibilidade-complementariedade que é

medida por Rk. A condição (2.13) impõe que a sequência do parâmetro de regularização

seja monótona decrescente, e convirja à zero se alguma subsequência de {Rk}∞k=0 convergir

a zero. Assim o efeito da regularização tende a desaparecer quando o Algoritmo se

comporta bem em termos da obtenção de pontos fact́ıveis.

3. Se atualizamos o ponto de referência, os multiplicadores λ e µ em (2.11) e (2.12) serão

calculados da seguinte forma:

λ
k+1

i = max{λmin, min{λmax, λ
k+1
i }},

para i = 1, . . . ,m e

µk+1
i = min{µmax, µ

k+1
i },

para i = 1, . . . , p.

Quando não atualizamos o ponto de referência, definimos λ
k+1

= λ
k

e µk+1 = µk.

Para provar a convergência global do Algoritmo 2.1 usamos o seguinte fato: se K ⊂
∞

N,

lim
k∈K

Rk = 0⇒ lim
k→∞

γk = 0. (2.14)

Esta propriedade é verdadeira porque limk∈K Rk = 0 implica, por (2.13), que limk∈K γk+1 =

0. Agora, como γk+1 ≤ γk para todo k, portanto limk→∞ γk = 0. Isto significa que a condição

γk+1 ≤ γk, ∀k, (2.15)

imposta em (2.13) é necessária para provar o teorema de convergência. No entanto, a condição

(2.15) contradiz o senso comum porque, talvez gostaŕıamos de aumentar o parâmetro de regula-

rização se a factibilidade se deteriorasse. Em outras palavras, são razoáveis estratégias de

regularização que exigem somente γk+1 ≤ βRk, mas não que γk+1 ≤ γk.
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Veremos que, com uma adequada modificação do Algoritmo 2.1, a condição de monotoni-

cidade sobre γk pode ser eliminada.

ALGORITMO 2.2

Este algoritimo coincide com o Algoritmo 2.1, exceto que:

• Para a solução do subproblema, emprega um algoritmo que usa xk−1 como ponto inicial,

e então garantimos que

Lρk,γk,xk−1(xk, λ
k
, µk) ≤ Lρk,γk,xk−1(xk−1, λ

k
, µk) (2.16)

• A condição (2.13) é reescrita por

γk+1 ≤ βRk. (2.17)

A condição (2.16) é bastante natural para um algoritmo de minimização monótona que preserva

viabilidade das restrições para a resolução dos subproblemas.

O que permite relaxar (2.17) é o seguinte resultado fundamental.

Lema 2.3.1. Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 2.2 e suponha que existe um

conjunto infinito de ı́ndices K tal que

lim
k∈K

Rk = 0.

Então,

lim
k→∞

Rk = 0. (2.18)

Demonstração: Se a sequência {ρk} é limitada, então Rk ≤ τRk−1 para todo k suficiente-

mente grande, a tese esta provada.

Assumimos, agora, que limk→∞ ρk =∞.

Por (2.16), temos para todo k ∈ N,

f(xk) +
ρk

2

{ m∑

i=1

[
hi(xk) +

λ̄k
i

ρk

]2

+

p∑

i=1

[
max

(
0, gi(x

k) +
µ̄k

i

ρk

)]2}
+

γk

2
‖xk − xk−1‖2
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≤ f(xk−1) +
ρk

2

{ m∑

i=1

[
hi(xk−1) +

λ̄k
i

ρk

]2

+

p∑

i=1

[
max

(
0, gi(x

k−1) +
µ̄k

i

ρk

)]2}
.

Dividindo por ρk obtemos:

1

ρk

f(xk) +
1

2

{ m∑

i=1

[
hi(xk) +

λ̄k
i

ρk

]2

+

p∑

i=1

[
max

(
0, gi(x

k) +
µ̄k

i

ρk

)]2}
+

γk

2
‖xk − xk−1‖2

≤ 1

ρk

f(xk−1) +
1

2

{ m∑

i=1

[
hi(x

k−1) +
λ̄k

i

ρk

]2

+

p∑

i=1

[
max

(
0, gi(x

k−1) +
µ̄k

i

ρk

)]2}
. (2.19)

Pela definição de xk−1 podemos escrever:

{xs, xs+1, xs+2, . . .} = {xk0 , xk1 , xk2 , . . .}

onde k0 ≤ k1 ≤ k2 ≤ . . .. No entanto, sendo limk∈K Rk = 0, temos que

lim
j→∞

Rkj
= 0. (2.20)

Claramente, (2.20) implica que

lim
j→∞
‖h(xkj)‖2 +

p∑

i=1

max{0, gi(x
kj)}2 = 0.

Portanto,

lim
k→∞
‖h(xk−1)‖2 +

p∑

i=1

max{0, gi(x
k−1)}2 = 0.

Portanto, o lado direito da desigualdade (2.19) tende a zero quando k tende ao infinito.

Assim,

lim
k→∞

1

2

{ m∑

i=1

[
hi(xk) +

λ̄k
i

ρk

]2

+

p∑

i=1

[
max

(
0, gi(x

k) +
µ̄k

i

ρk

)]2}
= 0. (2.21)

Como ρk →∞ e µ̄k é limitado, (2.21) implica que

lim
k→∞
‖h(xk)‖ = 0 (2.22)

e

lim
k→∞

max{0, gi(x
k)} = 0 ∀ i = 1, . . . , p.
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Então,

lim
k→∞

V k
i = 0 ∀ i = 1, . . . , p. (2.23)

Por (2.22) e (2.23) obtemos (2.18). �

Lema 2.3.2. Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 2.2 e suponha que existe um

conjunto infinito de ı́ndices K tal que

lim
k∈K

Rk = 0.

Então,

lim
k→∞

γk = 0.

Demonstração: O resultado segue de (2.17) e do Lema 2.3.1. �

2.4 Convergência

Nesta seção mostraremos a convergência global dos Algoritmos 2.1 e 2.2. Essencialmente,

mostraremos que a adição do termo regularizador não interfere nas propriedades mostradas no

Caṕıtulo 1.

Supomos que os Algoritmos 2.1 e 2.2 não param no Passo 2 e que a sequência gerada {xk}
é limitada. Assim a sequência possui um ponto limite. Uma condição para que isto ocorra é

que Ω 6= ∅ e existe ε > 0 tal que o conjunto

{x ∈ R
n|g

i
(x) ≤ ε, ‖h(x)‖ ≤ ε}

seja limitado. Esta condição pode ser forçada acrescentando restrições artificiais no conjunto

Ω.

O primeiro resultado é interessante e útil, ele independe da CPLD. Este resultado nos

diz que, se uma restrição de desigualdade se verifica estritamente no ponto limite, então a

estimativa do multiplicador associado se anula, para k suficientemente grande.
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Proposição 2.4.1. Seja {xk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo 2.1 ou 2.2. Suponha-

mos que x⋆ é um ponto limite desta sequência e K ⊂
∞

N é tal que limk∈K xk = x⋆. Então, para

k ∈ K suficientemente grande,

gi(x
⋆) < 0⇒ µk+1

i = 0 e g
i
(x⋆) < 0⇒ uk

i = 0. (2.24)

Demonstração: É obtida seguindo a mesma sequência de argumentos usada na Proposição

1.3.1. �

Lema 2.4.2. Seja {xk} uma sequência limitada gerada pelo Algoritmo 2.1 ou 2.2. Então,

lim
k→∞

γk

ρk

‖xk − xk−1‖ = 0 (2.25)

Demonstração: A sequência {xk} é limitada por definição, uma vez que {xk} ⊂ {xk}. Logo

‖xk − xk−1‖ é limitado.

Do Passo 5 dos Algoritmos 2.1 e 2.2 segue que a sequência {γk} é limitada.

Temos duas possibilidades a considerar:

1. A sequência {ρk} é limitada.

Então o parâmetro para de ser incrementado para k suficientemente grande. Portanto, segue

do passo 4 do Algoritmo 2.1 e 2.2 que, lim
k→∞

Rk = 0. Então sendo γk+1 ≤ βRk, segue que

lim
k→∞

γk = 0. Como ‖xk − xk−1‖ é limitado, obtemos (2.25).

2. A sequência {ρk} não é limitada.

As limitações de {γk} e ‖xk − xk−1‖ implicam que (2.25) ocorre. �

Teorema 2.4.3. Seja {xk} uma sequência limitada gerada pelo Algoritmo 2.1 ou 2.2, e seja

x⋆ um ponto limite desta sequência. Então:

1. Se a sequência de parâmetros de penalidade ρk é limitada, x⋆ é admisśıvel. Em caso

contrário, pelo menos uma das seguintes possibilidades acontece:
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(i) O ponto x⋆ é um ponto KKT do problema

min

[
m∑

i=1

hi(x)2 +

p∑

i=1

max{0, gi(x)}2
]

s.a x ∈ Ω

(ii) x⋆ não satisfaz a condição CPLD associada às restrições do conjunto Ω.

2. Se x⋆ é um ponto limite admisśıvel que satisfaz CPLD com respeito a todas as restrições

do problema definido em (1), (2) e (3). Então, x⋆ é ponto KKT do problema.

Demonstração: Seja k⊂
∞

N tal que

lim
k∈K

xk = x⋆.

A primeira parte do teorema é obtida seguindo a mesma sequência de argumentos usada no

Teorema 1.2.3, com a diferença que teremos que utilizar o Lema 2.4.2 e o fato de que a sequência

{xk} é limitada.

Vamos provar a segunda parte do teorema. Segue de (2.4) - (2.7) e da Proposição 2.4.1,

que para k ∈ K suficientemente grande temos que:

∇f(xk) +
m∑

i=1

(λk+1
i ∇hi(x

k) +
∑

i|gi(x⋆)=0

µk+1
i ∇gi(x

k) + γk(x
k − xk−1)

+

m∑

i=1

vk
i∇hi(x

k) +
∑

j|g
j
(xk)=0

uk
j∇g

j
(xk) = δk,

onde µk+1 ∈ R
p
+, wk ∈ R

p

+ e ‖δk‖ → 0.

Como x⋆ é fact́ıvel, temos que limk∈K Rk = 0. Assim por (2.13) para o Algoritmo 2.1 temos:

lim
k→∞

γk = 0. (2.26)

No caso do Algoritmo 2.2, (2.26) segue do Lema 2.3.2. Portanto, podemos definir

δk = δk − γk(x
k − xk−1),
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e então, para k suficientemente grande,

∇f(xk) +
m∑

i=1

(λk+1
i ∇hi(x

k) +
∑

i|gi(x⋆)=0

µk+1
i ∇gi(x

k)

+

m∑

i=1

vk
i∇hi(x

k) +
∑

j|g
j
(xk)=0

uk
j∇g

j
(xk) = δk,

onde µk+1 ∈ R
p
+, wk ∈ R

p

+ e ‖δk‖ → 0.

A partir deste ponto, seguem os mesmos argumentos do Teorema 1.3.2, e obtemos o resultado.

�

2.5 Limitação do parâmetro de penalidade

2.5.1 Restrições de igualdade

Cosideramos inicialmente o problema (1.1), que possui apenas restrições de igualdade. Con-

sidere também o algoritmo Lagrangiano aumentado regularizado para este problema, com

Ω = R
n.

Consequentemente, o Algoritmo 2.1 aplicado ficará simplificado da seguinte maneira:

ALGORITMO 2.3

Seja x0 ∈ R
n um ponto inicial arbitrário.

Os parâmetros para a execução do algoritmo são:

τ ∈ [0, 1), γ1 ≥ 0, γmax, η > 1, β > 0

−∞ < λmin < λmax < +∞,

ρ1 > 0,

λ1
i ∈ [λmin, λmax]∀i = 1, ...,m,

{εk} ⊂ R+ uma sequência de parâmetros de tolerância tal que

lim
k→∞

εk = 0. (2.27)
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Passo 1 Inicialização

k ← 1. Definir R0 = ‖h(x0)‖∞
h1 = 0, h2 = 0.

Passo 2 Resolução do subproblema

Caso seja posśıvel encontrar xk ∈ R
n tal que

‖∇Lρk
(xk, λk) + γk(x

k − xk−1)‖ ≤ εk, (2.28)

Se não é possivel encontar xk cumprindo essa propriedade parar a execução do algoritmo.

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ...,m, calcular

λk+1
i = λ

k

i + ρkhi(x
k). (2.29)

Passo 4 Atualizar o parâmetro de penalidade

Rk = ‖h(xk)‖∞

Se

Rk ≤ τRk−1,

definir

ρk+1 = ρk.

Caso contrário, definir

ρk+1 = ηρk.

Passo 5 Atualizar o parâmetro de regularização e o ponto de referência

Se Rk = min{R0, . . . , Rk} definimos xk = xk.
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Caso contrário, definimos xk = xk−1.

Escolhemos γk+1 ∈ [0, γmax] de maneira que

γk+1 ≤ min{γk, βRk}. (2.30)

Para todo i = 1, . . . ,m computar:

λ
k+1

i ∈ [λmin, λmax]. (2.31)

Passo 6 Começar uma nova iteração

Atualizar k ← k + 1. Voltar ao Passo 2.

Para mostrar a limitação do parâmetro de penalidade assumimos as seguintes hipóteses:

1. A sequência {xk} gerada pelo algoritmo converge a x⋆.

2. O ponto x⋆ é admisśıvel (ou seja, h(x⋆) = 0).

3. O ponto x⋆ é regular (ou seja, amatriz ∇h(x⋆) tem posto igual a m).

4. Os multiplicadores λ⋆
i pertencem a [λmin, λmax] para todo i = 1, ...,m. (Note que a exis-

tência de λ⋆ satisfazendo ∇f(x⋆) +∇h(x⋆)λ⋆ está garantida pela regularidade de x⋆).

5. As funções f e h admitem derivadas segundas cont́ınuas em uma vizinhança de x⋆.

6. Seja Z ∈ R
n×(n−m) uma matriz cujas colunas formam uma base do núcleo de ∇h(x⋆)T .

Então, ZT∇2L0(x
⋆, λ⋆)Z é definida positiva.

7. Existe k0 ∈ N, tal que para k ≥ k0, Rk+1 = min{R0, . . . , Rk+1}, ou seja, para k suficien-

temente grande atualizamos os multiplicadores como no Algoritmo 1.1.

Lema 2.5.1. Existe sequência εk → 0 tal que

‖∇Lρk
(xk, λk)‖ ≤ εk, ∀k ∈ N.
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Demonstração: Sendo x⋆ admissivel, então lim
k→∞

Rk = 0⇒ lim
k→∞

γk = 0, portanto sendo {xk}
limitada então lim

k→∞
‖γk(x

k − x)‖ = 0

Do passo 2 do Algoritmo 2.1 temos

‖∇Lρk
(xk, λk) + γk(x

k − x))‖ ≤ εk,

segue da desigualdade triangular que

‖∇Lρk
(xk, λk)‖ − ‖γk(x

k − x))‖ ≤ εk,

então

0 ≤ ‖∇Lρk
(xk, λk)‖ ≤ εk + ‖γk(x

k − x))‖︸ ︷︷ ︸
εk

Segue de (2.27) que lim
k→∞

εk = 0, portanto lim
k→∞

εk = 0 �

Com este lema podemos reproduzir todos os resultados da subseção 1.4.1.

2.5.2 Restrições de igualdade e desigualdade

Consideremos o problema (1.3) que possui restrições de igualdade e desigualdade. Considere-

mos também o algoritmo Lagrangiano aumentado regularizado para o problema, com Ω = R
n.

Para mostrar a limitação do parâmetro de penalidade assumimos as seguintes hipóteses:

1. A sequência {xk} gerada pelo algoritmo converge a x⋆.

2. O ponto x⋆ é admisśıvel (ou seja, h(x⋆) = 0, e g(x⋆) ≤ 0).

3. O ponto x⋆ é regular.

4. Os multiplicadores λ⋆
i pertence a [λmin, λmax] para todo i = 1, ...,m. Analogamente, cada

multiplicador µ⋆
i pertence a [0, µmax] para todo i = 1, ..., p.
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5. As funções f , h e g admitem derivadas segundas cont́ınuas em uma vizinhança de x⋆.

6. Para todo i = 1, ..., p tal que gi(x
⋆) = 0, temos µ⋆

i > 0.

7. Seja A ∈ R
(m+q)×n a matriz cujas linhas são os gradientes das restrições de igualdade

seguidas dos gradientes das q restrições ativas (gi(x
⋆) = 0) em x⋆. Seja Z ∈ R

n×(n−m−q)

uma matriz cujas colunas formam uma base do núcleo de A. Então, ZT∇2L0(x
⋆, λ⋆, µ⋆)Z

é definida positiva.

8. Existe k0 ∈ N, tal que para k ≥ k0, Rk+1 = min{R0, . . . , Rk+1}, ou seja, para k suficien-

temente grande atualizamos os multiplicadores como no Algoritmo 1.1.

Lema 2.5.2. Existe sequência εk → 0 tal que

‖∇Lρk
(xk, λk, µk)‖ ≤ εk, ∀k ∈ N.

Demonstração: Análoga a prova do Lema 2.5.1. �

Com este lema podemos reproduzir todos os resultados da subseção 1.4.2.

2.6 Minimizadores globais

Nesta seção mostramos que o método de Lagrangiano aumentado regularizado, com poucas

alterações possui as mesmas propriedades que o método sem regularização para minimizadores

globais.

Consideraremos o problema de programação não linear definido em (1), (2) e (3).

Supomos que a cada iteração externa o subproblema a ser resolvido possui mı́nimo global

em Ω.

A seguir apresentamos o algoritmo do Lagrangiano aumentado regularizado para mini-

mizadores globais (sem critério de parada).
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ALGORITMO 2.4

Seja x0 ∈ R
n um ponto inicial arbitrário.

Os parâmetros para a execução do algoritmo são:

τ ∈ [0, 1), γ1 ≥ 0, γmax > 0, η > 1, β1 > 0, β2 > 0

−∞ < λmin < λmax < +∞,

µmax > 0,

ρ1 > 0,

λ1
i ∈ [λmin, λmax],∀i = 1, ...,m,

µ1
i ∈ [0, µmax],∀i = 1, ..., p,

Passo 1 Inicialização

k ← 1.

Definir V 0 = g(x0)+;

x = x0;

R = R0 = max{‖h(x0)‖∞, ‖V 0‖∞};

Passo 2 Resolução do subproblema.

Encontrar xk ∈ Ω solução global do subproblema

Minimizar Lρk,γk,xk−1(x, λ
k
, µk), sujeito a x ∈ Ω. (2.32)

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ...,m, calcular

λk+1
i = λ

k

i + ρkhi(x
k). (2.33)
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Para todo i = 1, ..., p, calcular

µk+1
i = max{0, µk

i + ρkgi(x
k)} (2.34)

V k
i = max

{
gi(x

k),−µk
i

ρk

}
.

Passo 4 Atualizar o parâmetro de penalidade

Rk = max{‖h(xk)‖∞, ‖V k‖∞}

Se

Rk ≤ τRk−1,

definir

ρk+1 = ρk.

Caso contrário, definir

ρk+1 = ηρk.

Passo 5 Atualizar o parâmetro de regularização e o ponto de referência

Se Rk = min{R0, . . . , Rk} definimos xk = xk.

Caso contrário, definimos xk = xk−1.

Para todo i = 1, . . . ,m computar:

λ
k+1

i ∈ [λmin, λmax]. (2.35)

Para todo i = 1, . . . , p computar:

µk+1
i ∈ [0, µmax]. (2.36)

Escolhemos γk+1 ∈ [0, γmax] de maneira que

γk+1 ≤ min{γk, β1Rk, β2
1

ρk+1

} (2.37)
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Passo 6 Começar uma nova iteração

Atualizar k ← k + 1. Voltar ao Passo 2.

Observações

1. A condição (2.32) exige que xk seja a solução global do subproblema

min Lρk,γk,xk−1(xk, λk, µk)

s.a h(x) = 0

g(x) ≤ 0

Portanto, a cada iteração externa encontramos o mı́nimo global do Lagrangiano aumen-

tado regularizado no conjunto Ω.

2. No passo 5 o ponto de referência e o parâmetro de regularização são atualizados. A

diferença é que também diminúımos o compromisso com o ponto de referência se o

parâmetro de penalidade aumentar, ou seja, se o parâmetro de penalidade já se pre-

ocupa com a admissibilidade, o parâmetro de regularização pode diminuir.

Observação 2.6.1. Encontrar minimizadores globais parece não combinar muito com o fenômeno

da voracidade. Para tanto devemos ter todos os subproblemas limitados inferiormente em Ω,

e sabemos que isto pode não ocorrer quando o problema possui voracidade. Mas mostraremos

que o método regularizado possui as mesmas propriedades com relação à convergência a mini-

mizadores globais se comparado ao método de Lagrangiano aumentado.

2.6.1 Convergência global

Nesta seção provamos que os pontos limites de sequências geradas pelo Algoritmo 2.4, são

admisśıveis se a região admisśıvel é não vazia, e mais são minimizadores globais do problema

definido em (1), (2) e (3).
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Teorema 2.6.2. Suponhamos que a região admisśıvel do problema definido em (1), (2) e (3) é

não vazia. Suponhamos além disso, que a sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 2.4 é limitada,

e seja x⋆ um ponto limite desta sequência. Então x⋆ é um ponto admisśıvel para o problema.

Demonstração: Seja K ⊂
∞

N tal que

lim
k∈K

xk = x⋆.

Dividiremos a demonstração em dois casos:

I- A sequência ρk é limitada;

II- A sequência ρk não é limitada;

Caso I.

Análogo ao Caso I do Teorema 1.5.1.

Caso II.

Agora como xk ∈ Ω,∀k, e Ω é fechado então x⋆ ∈ Ω, suponhamos que x⋆ não é admisśıvel

então existe z ∈ Ω tal que

‖h(x⋆)‖2 + ‖g(x⋆)+‖2 > ‖h(z)‖2 + ‖g(z)+‖2 = 0.

Como h e g são cont́ınuas e, além disso, λ
k

e µk são limitados e ρk → +∞, quando k → +∞,

então existe c > 0 tal que para k ≥ k0, k ∈ K

∥∥∥∥∥h(xk) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥

(
g(xk) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥ >

∥∥∥∥∥h(z) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥

(
g(z) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥+ c. (2.38)

Portanto, para esses ı́ndices k,

f(xk) +
ρk

2

[∥∥∥∥∥h(xk) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥

(
g(xk) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥

]
> (2.39)

f(z) +
ρk

2

[∥∥∥∥∥h(z) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥

(
g(z) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥

]
+

ρkc

2
+ f(xk)− f(z).
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Como ρk → +∞, segue de (2.37), que γk → 0, quando k → +∞, sendo {xk} limitada então

{xk} também é limitada, assim existe k1, tal que para todo k ≥ k1, k ∈ K temos

‖xk − xk−1‖22
2

γk +
c

2
>
‖z − xk−1‖22

2
γk (2.40)

Combinando (2.39) e (2.40) obtemos:

Lρk,γk,xk−1(xk, λ
k
, µk) > Lρk,γk,xk−1(z, λ

k
, µk) +

(ρk − 1)c

2
+ f(xk)− f(z).

Agora, como limk∈K xk = x⋆ e f é cont́ınua, temos que, para k ∈ K suficientemente grande:

(ρk − 1)c

2
+ f(xk)− f(z) > 0.

Logo,

Lρk,γk,xk−1(xk, λ
k
, µk) > Lρk,γk,xk−1(z, λ

k
, µk),

que contradiz o fato de que xk é uma solução global do subproblema definido por ρk. Esta

contradição veio de supor que x⋆ não era admisśıvel. �

Teorema 2.6.3. Suponhamos que a região admisśıvel do problema definido em (1), (2) e (3)

é não vazia e que a sequência {xk} está bem definida pelo Algoritmo 2.4, e é limitada sendo

x⋆ um ponto limite. Então, x⋆ é um minimizador global do problema.

Demonstração: Seja K ⊂
∞

N tal que

lim
k∈K

xk = x⋆.

Segue do teorema anterior que x⋆ é admisśıvel.

Dividiremos novamente a demonstração em dois casos:

I- A sequência ρk é limitada;

II- A sequência ρk não é limitada;

Caso I,

Suponhamos que para k ≥ k0 não atualizamos mais o parâmetro de penalidade. Como as
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sequências {λk} e {µk} estão em um compacto, existem K1⊂
∞

K, λ⋆ ∈ [λmin, λmax]
m, µ⋆ ∈

[0, µmax]
p tais que

lim
k∈K1

xk = x⋆, lim
k∈K1

λ
k

= λ⋆, lim
k∈K1

µk = µ⋆.

Mas, pelo Passo 3 do Algoritmo 2.4, limk→∞ max{gi(x
k),−µk

i /ρk0
} = 0. Portanto, se gi(x

⋆) < 0

devemos ter, forçosamente, que µ⋆
i = 0. Em outras palavras,

gi(x
⋆)µ⋆

i = 0 para todo i = 1, . . . , p.

Agora, seja z ∈ Ω um ponto admisśıvel arbitrário, então teŕıamos, pela definição do Algoritmo

2.4 para k ≥ k0

Lρk0
,γk,xk−1(xk, λ

k
, µk) ≤ Lρk0

,γk,xk−1(z, λ
k
, µk)

Como g(z) ≤ 0 e µk/ρk ≥ 0,

∥∥∥∥

(
g(z) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥
µk

ρk

∥∥∥∥
2

,

portanto como h(z) = 0,

Lρk0
,γk,xk−1(xk, λ

k
, µk) ≤ f(z) +

ρk0

2




∥∥∥∥∥

λ
k

ρk0

∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥
µk

ρk0

∥∥∥∥
2


+
‖z − xk−1‖22

2
γk, (2.41)

para todo k ≥ k0. Como {xk} é limitada, logo {xk} também é, sendo x⋆ admisśıvel então

limk∈K1
γk = 0, então tomando limite na desigualdade (2.41) obtemos:

f(x⋆) +
ρk0

2

∥∥∥∥

(
g(x⋆) +

µ⋆

ρk0

)

+

∥∥∥∥
2

≤ f(z) +
ρk0

2

∥∥∥∥
µ⋆

ρk0

∥∥∥∥
2

.

Ou seja,

f(x⋆) +
ρk0

2

p∑

i=1

(
gi(x

⋆) +
µ⋆

i

ρk0

)2

+

≤ f(z) +
ρk0

2

p∑

i=1

(
µ⋆

i

ρk0

)2

. (2.42)

Mas (
gi(x

⋆) +
µ⋆

i

ρk0

)2

+

= max

{
0, gi(x

⋆) +
µ⋆

ρk0

}2

.
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Portanto, se gi(x
⋆) = 0, (

gi(x
⋆) +

µ⋆
i

ρk0

)2

+

=

(
µ⋆

i

ρk0

)2

+

e, se gi(x
⋆) < 0, logo µ⋆

i = 0, (
gi(x

⋆) +
µ⋆

i

ρk0

)2

+

= 0.

Portanto de (2.42) obtemos f(x⋆) ≤ f(z). Como z é um ponto admisśıvel arbitrário, resulta

que x⋆ é solução global.

Caso II,

Seja z ∈ Ω um ponto admisśıvel. Pela definição do Algoritmo 2.4, temos que

Lρk0
,γk,xk−1(xk, λ

k
, µk) ≤ Lρk0

,γk,xk−1(z, λ
k
, µk)

Mas h(z) = 0 e g(z)+ = 0, portanto

∥∥∥∥∥h(z) +
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥

2

e ∥∥∥∥

(
g(z) +

µk

ρk

)

+

∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥
µk

ρk

∥∥∥∥
2

.

Assim,

f(xk) ≤ Lρk,γk,xk−1(xk, λ
k
, µk)

≤ f(z) +
ρk

2




∥∥∥∥∥
λ

k

ρk

∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥
µk

ρk

∥∥∥∥
2


+
‖z − xk−1‖22

2
γk

Tomando limites para k ∈ K e usando que ρk → ∞, γk → 0 e que λ
k
, µk, {xk}, {xk} são

limitados, obtemos:

f(x⋆) ≤ f(z).

Como z é um ponto admisśıvel arbitrário, resulta que x⋆ é solução global.

Dos casos I e II segue a tese do teorema. � %



CAPÍTULO 3

Resultados numéricos

Neste caṕıtulo apresentamos os detalhes sobre o desempenho dos métodos computacionais

RAlgencan e RAlgencan* que são implementações de grande porte dos algoritmos 2.2 e 2.1

respectivamente, feitas baseadas no método Algencan (versão de março de 2007) 1.

3.1 Algencan

Nesta seção apresentamos detalhes da implementação do método computacional Algencan.

Algencan é um método computacional para resolver o problema de programação não linear

1Algencan esta dispońıvel em www.ime.usp.br/∼egbirgin/tango

66
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formulado como

min f(x)

s.a h(x) = 0

g(x) ≤ 0

amin ≤ x ≤ amax,

onde, f : R
n → R, h : R

n → R
m, g : R

n → R
p possuem derivadas primeiras cont́ınuas.

Em linhas gerais, Algencan é uma implementação do Algoritmo 1.1.

3.1.1 Subproblema

Para resolver o subproblema de minimizar o Lagrangiano aumentado no Algoritmo 1.1 é uti-

lizado um método para minimizar em caixa. O esquema básico deste método é o de GENCAN.

Ele utiliza estratégia de restrições ativas abandonando as faces quando necessário, usando o

gradiente espectral projetado.

3.1.2 Parâmetro de penalidade inicial e multiplicadores iniciais

Na primeira iteração a aproximação para os multiplicadores é nula. A escolha de ρ1 tem

bastante influência no desempenho prático do método de Lagrangiano aumentado.

Devemos salientar que Algencan não escala os problemas.

Se a infactibilidade é nula no ponto inicial então ρ0 = 10, senão

ρ0 = max

{
10−6, min

{
10,

20 max{1, |f(x0)|}
‖h(x0)‖2 + ‖g+(x0)‖2

}}
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3.1.3 Critérios de parada

Na resolução do subproblema GENCAN pára se encontrar xk tal que amin ≤ xk ≤ amax e tal

que

‖P (xk −∇Lρk
(xk, λ

k
, µk))− xk‖∞ ≤ εk.

P aqui é o operador projeção na caixa amin ≤ x ≤ amax, o critério teórico exigido no Algoritmo

1.1 para o iterando xk (condições (1.9)-(1.12)) será satisfeito.

Algencan para se a solução não é atingida com um número máximo de iterações para o

subproblema, utilizamos o valor padrão 5000 iterações.

A execução de Algencan se interrompe declarando convergência, quando as seguintes condições

são verificadas, utilizamos ε = 10−4

‖P (xk −∇Lρk
(xk, λ

k
, µk))− xk‖∞ ≤ ε, (3.1)

‖h(xk)‖∞ ≤ ε, gi(x
k) ≤ ε, para todo i = 1, ..., p, (3.2)

µk+1
i = 0 para todo i tal que gi(x

k) < −ε. (3.3)

Devido às definições (1.13) e (1.15) de λk+1 e µk+1, a condição (3.1) é equivalente a

‖P (xk −∇L0(x
k, λk, µk))− xk‖∞ ≤ ε.

Algencan ainda pode parar sem declarar convergência, se uma das condições abaixo ocorrer:

• Se por 9 iterações consecutivas não houve progresso na admissibilidade de xk;

• Chegou-se a um máximo de 50 iterações externas;

• Se o parâmetro de penalidade ficar demasiadamente grande, ρk ≥ 1020.
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3.2 RAlgencan

Implementamos o Algoritmo 2.2 no quadro geral de Algencan, o qual denominamos RAlgencan,

mantendo as opções-padrão, bem como as rotinas utilizadas na resolução dos subproblemas.

Usamos a versão de Algencan dispońıvel em março de 2007. As tolerâncias de viabilidade e

otimalidade foram εfeas = 10−8 e εopt = 10−4. Como ponto inicial para o algoritmo que resolve

o subproblema k usamos o ponto de referência xk−1. Desta forma garantimos o cumprimento

de (2.16).

Para o Algoritmo 2.2 se o ponto inicial é viável e os multiplicadores são escolhidas de forma

que a complementaridade ocorre, temos R0 = 0 e a condição (2.10) pode ser muito restritiva

para atualizar o ponto de referência. Neste caso, é conveniente substituir (2.10) por

Rk = min{Rtol, R1, . . . , Rk}, (3.4)

onde Rtol > 0 é uma tolerância inicial. O uso de (3.4), no lugar de (2.10) não afeta os resultados

de convergência apresentados no Caṕıtulo 2.

Foi empregada a seguinte estratégia para a atualização do parâmetro de regularização:

• Usamos (3.4) com Rtol = max{R0, 1} e γ1 = 0.

• Se Rk = min{Rtol, R1, . . . , Rk} definimos γk+1 = 0. Senão, definimos

γk+1 = min{βRk, γk + 1}. (3.5)

Em problemas bem comportados Algencan satisfaz Rtol ≥ Rk ≥ Rk+1 para a maioria das

iterações. Esta é a razão pela qual o desempenho de RAlgencan é quase idêntico ao desempenho

de Algencan nestas situações. Como exemplo, consideremos a famı́lia de problemas definida

por:

min
∑

i>j

1

‖Pi − Pj‖
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sujeito a

Pk ∈ R
ndim , ‖Pk‖ ≤ 1, k = 1, . . . , npun

para diferentes valores de ndim, npun. Nós escrevemos x = (P1, . . . , Pnpun
) e definimos o ponto

inicial por

x0
i = sen(i), i = 1, . . . , npun.

Aplicamos Algencan e RAlgencan para os problemas definidos por ndim = 3, npun =

10, 20, . . . , 100. Ambos os algoritmos obtiveram o mesmo resultado em 10 problemas. Em 6

problemas (npun = 10, 20, 40, 60, 90, 100) ambos usaram o mesmo número de iterações. Algen-

can convergiu em 27 iterações para npun = 30 e em 25 iterações para npun = 50. Nestes proble-

mas RAlgencan gastou 28 iterações. Por outro lado, RAlgencan convergiu em 19 iterações

para npun = 70 e em 18 iterações para npun = 80. Algencan precisou de 23 e 21 iterações,

respectivamente, para esses problemas.

Consideremos os seguintes 6 problemas, nos quais Algencan apresentou voracidade. Em

todos estes problemas o ńıvel mais baixo do conjunto de restrições Ω foi a caixa (Artificial)

[−1020, 1020]n.

Problema 1

min
n∑

i=1

x3
i

sujeito a

gi(x) ≡ −xi ≤ 0, i = 1, . . . , n.

Ponto inicial (−7, . . . ,−7), n = 100.

Resultados:

• Algencan parou na 9a iteração, porque não conseguiu melhorar a viabilidade durante 9

iterações consecutivas. A norma final das restrições foi de ≈ 1020. A valor final da função

objetivo de −1060.
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• RAlgencan detectou voracidade na 1a iteração com f(x1) = −1062 e R1 ≈ 1020. Então,

x0 foi utilizado como ponto de referência e γ2 = 1. A mesma situação se repetiu nas

5 iterações seguintes, em que o parâmetro de regularização foi atualizado. Na iteração

7, utilizamos γ7 = 6. A solução do sétimo subproblema foi finalmente aceitável, com

R7 ≈ 0.004 e f(x7) ≈ 0.98. Como consequência, o algoritmo escolheu γ8 = 0 e a

convergência ocorreu na iteração 9.

Problema 2

min −x1x2x3

s.a h1(x) ≡ x1 − 4.2(sin(x4))
2 = 0

h2(x) ≡ x2 − 4.2(sin(x5))
2 = 0

h3(x) ≡ x3 − 4.2(sin(x6))
2 = 0

h4(x) ≡ x1 + 2x2 + 2x3 − 7.2(sin(x7))
2 = 0,

Ponto inicial (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).

Resultados:

• No ponto incial, temos f(x0) ≈ −6 e R0 ≈ −7.9. A primeira iteração de Algencan

apresentou voracidade, obtendo f(x1) ≈ −106, R1 ≈ 1020. Algencan não conseguiu

melhorar a viabilidade nas iterações seguintes, apesar do crescimento do parâmetros de

penalidade. O algoritmo parou na iteração 25, devido a um parâmetro de penalidade

inaceitavelmente grande.

• Para a primeira iteração, γ1 = 0, RAlgencan obteve, obviamente, o mesmo iterarando x1

como Algencan fez. Assim, o algoritmo usou x0 como ponto de referência e aumentou o

parâmetro de regularização. Com γ2 = 1, x2, era ainda próximo de x1, mas, com γ3 = 2,

era bastante razoável o iterando x3 computado, com f(x3) ≈ −2.76 e R3 ≈ 0.12. Como

consequência, RAlgencan escolheu γ4 = 0. No entanto, devido à deterioração moderada
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da viabilidade, após 4 iterações, foi necessário tomar γ8 = 1 e γ9 = 2. Isto foi suficiente

para uma boa melhora de Rk, de modo que γ10 = γ11 = 0 e os critérios de convergência

foram cumpridos em x11.

Problema 3

min −x1x
3
2

s.a h1(x) ≡ x1x2 − 4sen2(x1) = 0,

Ponto inicial (1, 1).

Resultados:

• Algencan encontra voracidade, e computa uma grande perda de factibilidade na primeira

iteração externa. Portanto, o parâmetro de penalidade é aumentado muitas vezes. Após

cada aumento do parâmetro de penalidade, a viabilidade é ligeiramente melhorada. No

entanto, após 40 iterações o método pára devido ao parâmetro de penalidade ser demasi-

adamente grande. A norma final das restrições é maior que 1020.

• Após a primeira iteração com voracidade, RAlgencan utiliza como ponto de referência

x0 associado com γ2 = 1 como parâmetro de regularização. A segunda iteração também

apresentou voracidade e γk precisou ser aumentado mais uma vez. Com γ3 = 2 a vo-

racidade foi superada, o algoritmo obteve f(x3) ≈ −43 e R3 ≈ 0.46. A partir desta

iteração, a precisão melhorou monotonicamente, e o parâmetro de regularização foi zero.

Os critérios de convergência foram cumpridos na iteração 18, com f(x18) ≈ −30.

Problema 4

min −x1e
−x1x2

s.a h1(x) ≡ −(x1 + 1)3 + 3(x1 + 1)2 − 1.5 + x2 = 0.

Ponto inicial (1,−1.5).

Resultados:
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• Algencan exibiu voracidade na primeira iteração, com f(x1) = −∞ e R1 ≈ 1012. O

parâmetro penalidade foi aumentado durante 9 iterações consecutivas sem modicação do

presente estado dos fatos. Divergência foi declarada na iteração 21.

• A primeira iteração apresentou voracidade, por isso, RAlgencan aumentou o parâmetro

de regularização. O ponto de referência para a segunda iteração foi o ponto inicial x0.

Como consequência, a segunda iteração era menos infact́ıvel do que a primeira. No

entanto, a sua infactibilidade é substancialmente maior do que a do ponto inicial, e o

parâmetro regularização aumentou. O aumento de γk continuou até a iteração 7. Com

γ7 = 6, obtivemos f(x7) ≈ −2.3 e R7 ≈ 10−4 . A partir de então, o algoritmo utilizou

γk = 0. A convergência ocorreu na iteração 10, com f(x10) ≈ −2.28.

Problema 5

min −
n∑

i=1

(x8
i + xi)

s.a

n∑

i=1

x2
i ≤ 1.

Ponto inicial (0.1, . . . , 0.1), n = 50.

Resultados:

• Para o ponto inicial, temos f(x0) ≈ −0.5 e R0 = 0. A primeira iteração de Algencan leva

para f(x1) ≈ −1099, R1 ≈ 1026. A situação não foi alterada nas 20 iterações seguintes e

a divergência foi declarada na iteração 21.

• Após a primeira iteração com voracidade, Ralgencan tomou como ponto de referência

x0 e, para o segundo subproblema, γ2 = 1. Como resultado, foi corrigida a voracidade,

obtendo f(x2) ≈ −8 e R2 ≈ 0.29. Nas iterações seguintes do algoritmo utilizamos γk = 0.

A convergência ocorreu na iteração 15 com f(x15) ≈ −7.07.
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Problema 6

min
n∑

i=1

ϕ(xi)

s.a

n∑

i=1

x2
i ≤ 1,

onde ϕ(t) = log(cos(t)) se cos(t) > 0; ϕ(t) = −1030 caso contrário. Ponto inicial (1/n, . . . , 1/n),

n = 100.

Resultados:

A peculiaridade deste problema é que a função objetivo é definida arbitrariamente como

f(x) = −1030 nos pontos x onde, em prinćıpio, f(x) não seria definida. Todos estes pontos são

infact́ıveis.

• Para o ponto inicial (fact́ıvel) temos f(x0) ≈ −0.005 e R0 = 0. A primeira iteraração

computada por Algencan forneceu f(x1) = −1030 e R1 ≈ 250. Em todas as subse-

quentes iterações de Algencan o valor da função objectivo foi −1030. A factibilidade-

complementaridade medida por Rk oscilou em torno de 250 e divergência foi declarada

na iteração 22.

• A segunda iteração do RAlgencan foi calculada com γ2 = 1 e não foi capaz de corrigir a

voracidade inicial. No entanto, com γ3 = 2 e preservando x0 como ponto de referência,

foram obtidos f(x3) ≈ 0.002 e R3 = 0. Com γ4 = 0, a 4a iteração apresentou voracidade

novamente, obtendo f(x4) = −1030 e R4 ≈ 246. A voracidade foi corrigida na iteração

5, com γ5 = 1, f(x5) = 0.5 e R5 ≈ 10−4. Uma vez que R5 não foi o mı́nimo de

{Rtol, R1, . . . , R5} o algoritmo escolheu, de acordo com (3.5), γ6 = βR5 ≈ 0.102. Esta

ligeira regularização produziu novamente voracidade, na iteração f(x6) = −10−30, R6 ≈
246. Então, o algoritmo definiu γ7 = 1.102. A voracidade foi corrigida mais uma vez,

permitindo a escolha do algoritmo para γ8 = 0.006 devido à limitação de βRk. Houve

alternância entre voracidade e não voracidade até iteração 12. Com γ12 = 1 temos

f(x12) ≈ −0.5 e R12 ≈ 10−8. Finalmente, a convergência foi decretada na iteração 14.
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3.3 RAlgencan*

Nesta seção implementamos o Algoritmo que denominamos RAlgencan*, o qual foi baseado

no Algoritmo 2.1, e sua implementação foi feita no quadro geral de Algencan, mantendo as

opções-padrão, bem como as rotinas utilizadas na resolução dos subproblemas. Usamos a

versão de Algencan dispońıvel em março de 2007. As tolerâncias de viabilidade e otimalidade

foram εfeas = 10−4 e εopt = 10−4.

Em RAlgencan* o ponto inicial para o subproblema k + 1 é o iterando corrente xk, exceto

talvez em um número finito de iterações, nas quais poderemos utilizar o ponto de referência

xk como ponto inicial.

Seguem agora os detalhes de implementação de RAlgencan*:

Atualização para o ponto de referência:

• Se Rk ≤ max{min{R0, . . . , Rk}, 10−4}

xk = xk,

caso contrário:

xk = xk−1.

Isto garante que todo ponto obtido que é fact́ıvel (dentro da precisão exigida), será o próximo

ponto de referência.

A sequência γk fica definida da seguinte maneira:

Parâmetros: Θ1 = 0, γ1 = ρ1.

Atualização de γk.

R = min{R0, . . . , Rk−1}

• Se Rk ≤ max{(√0, 1)R, 10−4}, por duas iterações consecutivas, definimos

γk+1 = 0. (3.6)
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• Se

Rk ≤ (1.5) max{R, 10−4}, ou Θ1 ≥ 10 (3.7)

escolhemos

γk+1 =
γk

1 + R
10−1 max{Rk, 10−4}. (3.8)

Neste caso o iterando corrente será o ponto inicial para o próximo subproblema.

• Caso contrário,

Θ1 = Θ1 + 1;

γk+1 = min

{
max{10−4, γk}

Rk

1 + R
, γmax

}
(3.9)

O ponto inicial para o próximo subproblema será o ponto de referência, também uti-

lizaremos os multiplicadores do ponto de referência.

A decisão γk = 0 é tomada quando, em duas iterações consecutivas, a medida de in-

factibilidade Rk melhorar uma ordem de grandeza. Julgamos que, quando isso acontece, a

regularização não é mais necessária e, portanto, o de parâmetro regularização será nulo.

De acordo com a decisão (3.8) o parâmetro de regularização pode diminuir se houver uma

pequena deterioração na viabilidade em relação à iteração anterior.

A escolha (3.9) é a única que permite aumentar o parâmetro de regularização γk. Fazemos

esta escolha quando (3.7) não é satisfeita, indicando que estamos encontrado dificuldades para

obter a viabilidade e, por issso, temos que dar mais peso ao parâmetro que penaliza a distância

ao ponto de referência. No entanto γk é atualizado como em (3.9) no máximo dez vezes. A

razão é que geralmente não vale a pena repetir uma correção que parece não estar funcionando.

Assim exceto em um número finito de vezes, γk se atualiza como em (3.8). Logo γk+1 ≤ γk

para todo k suficientemente grande, assim se existir K ⊂∞ N tal que

lim
k∈K

Rk = 0, então lim
k→∞

γk = 0.
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Portanto os resultados teóricos sobre o Algoritmo 2.1 vistos no Caṕıtulo 2 são validos para

o Algoritmo RAlgencan*.

Testamos os mesmos 6 problemas da seção anterior, nos quais Algencan apresentou voraci-

dade, e RAlgencan obteve sucesso. Em todos estes problemas o nivel mais baixo do conjunto

de restrições Ω foi a caixa (Artificial) [−1020, 1020]n.

Problema 1

min
n∑

i=1

x3
i

sujeito a

gi(x) ≡ −xi ≤ 0, i = 1, . . . , n.

Ponto inicial (−7, . . . ,−7), n = 100.

Resultado:

• Para a primeira iteração γ1 = 10, mesmo assim RAlgencan* detectou voracidade com

f(x1) = −1062 e R1 ≈ 1020. Então, x0 foi utilizado como ponto de referência e γ2 = 104.

O método não apresentou mais voracidade e γk decresceu até zero. Como consequência

a convergência ocorreu na iteração 9.

Sequência γk:

{10, 104, 8759.66, 7665.6, 6621.4, 4945.59, 1077.14, 0}

Problema 2

min −x1x2x3

s.a h1(x) ≡ x1 − 4.2(sin(x4))
2 = 0

h2(x) ≡ x2 − 4.2(sin(x5))
2 = 0

h3(x) ≡ x3 − 4.2(sin(x6))
2 = 0

h4(x) ≡ x1 + 2x2 + 2x3 − 7.2(sin(x7))
2 = 0,
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Ponto inicial (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).

Resultado:

• Para primeira iteração, γ1 ≈ 1.6, RAlgencan* não apresentou voracidade até a iteração 2,

na iteração 3 RAlgencan* apresentou voracidade, então γ8 = 104, e o ponto de referência

x2 foi utilizado, γk decresceu até atingir zero na iteração 9, os critérios de convergência

foram cumpridos em x10.

Sequência γk:

{1.60, 0.23, 0.05, 104, 3141, 906.8, 74.83, 12.04, 0.22, 0}

Problema 3

min −x1x
3
2

s.a h1(x) ≡ x1x2 − 4sen2(x1) = 0,

Ponto inicial (1, 1).

Resultado:

• Após a primeira iteração com voracidade, RAlgencan* utiliza como ponto de referência

x0 associado com γ2 = 104 como parâmetro de regularização. O método não apresenta

voracidade até a iteração 6, com γ7 = 0 o método apresenta voracidade, e então γ8 = 104

e utilizamos o ponto de referência x6. O método não apresentou mais voracidade e os

critérios de convergência foram cumpridos na iteração 13, com f(x18) ≈ −30.

Seqüência γk:

{5.95, 104, 6438.6, 4096.5, 2275.34, 379.17, 0, 104, 823.92, 19.46, 0.242, 0.001, 0}

Problema 4

min −x1e
−x1x2

s.a h1(x) ≡ −(x1 + 1)3 + 3(x1 + 1)2 − 1.5 + x2 = 0.
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Ponto inicial (1,−1.5).

Resultado:

• A primeira iteração apresentou voracidade, por isso, RAlgencan* aumentou o parâmetro

de regularização γ2 = 104 o ponto de referência para a segunda iteração foi o ponto inicial

x0. Como consequência, o método superou o problema da voracidade , a convergência

ocorreu na iteração 10, com f(x10) ≈ −2.28.

Sequência γk:

{10, 104, 4992.74, 2482.22, 1176.78, 17.01, 10.44, 0.172, 5.14× 10−5, 0}

Problema 5

min −
n∑

i=1

(x8
i + xi)

s.a

n∑

i=1

x2
i ≤ 1.

Ponto inicial (0.1, . . . , 0.1), n = 50.

Resultado:

• RAlgencan* apresentou voracidade na terceira iteração e obtemos para f(x3) ≈ −1099,

R3 ≈ 1026. Ralgencan* tomou como ponto de referência x2 e para o quarto subproblema

γ4 = 104, nas iterações seguintes γk decresceu até γ7 = 0.003, na iteração 8, encontramos

novamente voracidade, assim γ8 = 104, o problema da voracidade foi superado. A con-

vergência ocorreu na iteração 12 com f(x12) ≈ −7.07.

Sequência γk:

{10, 1573.01, 0.1573, 104, 1, 33.28, 0.0033, 104, 1, 0.35, 3.5× 10−5, 3.5× 10−9}
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Problema 6

min
n∑

i=1

ϕ(xi)

s.a

n∑

i=1

x2
i ≤ 1,

onde ϕ(t) = log(cos(t)) se cos(t) > 0; ϕ(t) = −1030 caso contrário. Ponto inicial (1/n, . . . , 1/n),

n = 100.

Resultado:

• Para o ponto inicial (fact́ıvel) temos f(x0) ≈ −0.005 e R0 = 0. RAlgencan* apresentou

voracidade na segunda iteração. A factibilidade-complementaridade medida por Rk vari-

ou entre 0 e 250, e a sequência γk variou entre 10−4 e 104 até a iteação 20, a partir de

então γk não aumentou mais, e a divergência foi declarada na iteração 30.

A seguir apresentamos uma tabela que resume o desempenho de Algencan, RAlgencan e

RAlgencan* nos problemas com voracidade:



CAP. 3 • RESULTADOS NUMÉRICOS 81

Problema n m Método Resultado Iterações externas

Problema 1 100 100 Algencan Divergiu -

RAlgencan Convergiu 9

RAlgencan* Convergiu 9

Problema 2 7 4 Algencan Divergiu -

RAlgencan Convergiu 11

RAlgencan* Convergiu 10

Problema 3 2 1 Algencan Divergiu -

RAlgencan Convergiu 18

RAlgencan* Convergiu 18

Problema 4 2 1 Algencan Divergiu -

RAlgencan Convergiu 10

RAlgencan* Convergiu 10

Problema 5 50 1 Algencan Divergiu -

RAlgencan Convergiu 15

RAlgencan* Convergiu 12

Problema 6 100 1 Algencan Divergiu -

RAlgencan Convergiu 14

RAlgencan* Divergiu -

Tabela 3.1: Comparação entre Algencan, RAlgencan e RAlgencan*.
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Na Tabela 3.1 n e m são respectivamente o número de variáveis e de restrições para cada

problema.

Com exceção do problema 6, RAlgencan* resolveu todos os problemas que apresentavam

voracidade. Portanto mesmo com as alterações o método continuou robusto para problemas

com voracidade.

RAlgencan* utiliza desde o ińıcio γk diferente de zero, e decreta γk = 0 se, e somente se, γk

atualiza-se como em (3.6). Assim, devido à regularização, os subproblemas para RAlgencan*

são melhor condicionados, se comparados aos subproblemas de Algencan, geralmente esse tipo

de melhoria é acompanhada de um ganho na velocidade de convergência do método. Testamos

15 problemas da coleção LaCumparsita (www.ime.usp.br/∼egbirgin/collection) onde Algencan

não apresentou voracidade.

Confirmamos que a introdução da regularização não prejudicou o comportamento de Algen-

can. Em todos os problemas encontramos as mesmas soluções, com quase o mesmo número de

iterações externas. Observamos também que RAlgencan* apresentou uma melhora significativa

para 7 problemas em relação ao número de iterações internas e de avaliações de função, em

2 problemas RAlgencan* consumiu significativamente mais iterações internas e avaliações de

função que Algencan, nos demais problemas os métodos apresentaram praticamente o mesmo

desempenho, como podemos observar a comparação de Algencan versus RAlgencan* na tabela

a seguir:
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Problema n m Método It ext It int Aval. f

America 264 17 Algencan 9 36 55 3.25

RAlgencan* 9 37 56 3.25

Cache 384 258 Algencan 5 535 1534 -1.0

RAlgencan* 8 1836 5894 -1.0

Hard-spheres 55 171 Algencan 7 114 1269 0.649

nd=3, np=18 RAlgencan* 7 117 1130 0.649

Hard-spheres 601 20100 Algencan 11 1794 18101 0.966

nd=3, np=200 RAlgencan* 10 1312 13366 0.966

Hard-spheres 1001 31375 Algencan 7 2490 25489 0.895

nd=4, np=250 RAlgencan* 7 1312 13366 0.895

Balls 61 380 Algencan 8 226 2400 5.87

nd=3, np=20 RAlgencan* 6 583 7520 5.85

Balls 251 2450 Algencan 6 1084 12389 4.06

nd=5, np=50 RAlgencan* 6 838 9609 4.1

Balls 601 9900 Algencan 7 1630 16120 4.40

nd=6, np=100 RAlgencan* 7 1184 11840 4.44

Contour I 100 98 Algencan 9 119 3086 1.10

np = 100 RAlgencan* 10 44 712 1.10

Contour I 2000 1998 Algencan 13 32 59 1.88

np = 2000 RAlgencan* 13 32 59 1.88

Condor 100 98 Algencan 14 98 133 6.15

nm=100, pm=50, qm=10 RAlgencan* 14 96 131 6.15

Condor 500 498 Algencan 15 1734 1766 0.038

nm = 500, pm=300, qm=10 RAlgencan* 15 1800 1831 0.038

vi8EA 23 30 Algencan 11 3650 11004 17.9

RAlgencan* 11 3085 12023 18.0

simfock 9 19 Algencan 8 54 137 7.92

kd = 3, nd=2 RAlgencan* 6 46 83 7.92
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Problema n m Método It ext It int Aval. f

simfock 289 579 Algencan 14 81 139 19.3

kd = 17, nd=8 RAlgencan* 14 78 136 19.3

Tabela 3.2: Comparação de Algencan versus RAlgencan*.

Na Tabela 3.2 n e m são respectivamente o número de variáveis e de restrições para cada

problema, It ext e It int são respectivamente o número de iterações externas e internas que os

métodos consumiram, para Algencan Aval. é o número de avaliações da função Lagrangiano

aumentado, para RAlgencan* é o número de avaliações da função Lagrangiano aumentado

regularizado, e f é o valor da função objetivo na solução encontrada por cada método.
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Conclusões

O fenômeno de voracidade é definido neste trabalho como a tendência de alguns métodos de

programação não linear de buscar pontos demasiadamente infact́ıveis com valores de função

muito pequenos, em geral, nas primeiras iterações. Este fenômeno pode ocorrer mesmo quando

temos boas aproximações iniciais para a solução do problema.

A solução proposta neste trabalho para diminuir a voracidade, foi substituir o Lagrangiano

aumentado pelo Lagrangiano aumentado regularizado, utilizando o ponto de referência. Mostra-

mos que o método regularizado preserva as propriedades de convergência global do método

Lagrangiano aumentado. Do ponto de vista prático, mostramos que as implementações para

o método regularizado RAlgencan e RAlgencan* parecem não prejudicar o comportamento

de Algencan, quando este algoritmo funciona bem. Os testes também forneceram ind́ıcios de

que, em situações onde Algencan falhar devido à voracidade, a regularização pode ajudar o

algoritmo a encontrar a trajetória correta, para escapar da voracidade.

Outra consequência da estratégia de regularização é o condicionamento dos subproblemas,
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que é melhorado. Normalmente, este tipo de melhoria é acompanhada por uma diminuição

da velocidade de convergência. No entanto, este fenômeno não foi observado nos experimentos

numéricos de RAlgencan utilizando problemas sem voracidade. Isto é devido à particular

estratégia de atualização do parâmetro de regularização, que inicia γ1 = 0, e γk tende a

zero rapidamente quando a viabilidade-complementaridade melhora. Já os experimentos com

RAlgencan* mostraram que o método parece apresentar sim uma tendência a consumir menos

iterações internas, se comparado a Algencan, uma vez que nesta implementação o parâmetro de

regularização é diferente de zero na primeira iteração, e sua particular atualização faz com que

a regularização aja efetivamente em mais iterações, mesmo em problemas que não apresentam

o fenômeno da voracidade.
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