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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a geometria do espago dos canais bindrios assimétricos
n-dimensionais. Devido a assimetria do problema, nao é possivel casar uma métrica
aditiva a um canal bindrio assimétrico. No entanto, podemos manter a estrutura aditiva
da distancia e propor uma funcao orientada, conhecida na literatura como quasi-métrica.
Neste sentido, todo canal binario assimétrico estd associado a uma quasi-métrica através
de uma relacao que compara distancias entre vetores com as probabilidades de erro do
canal. Definimos de modo natural uma relacao de equivaléncia entre canais binarios
assimétricos e o primeiro passo ¢ a caracterizacao das classes de equivaléncia como
cones do plano. A caracterizacao das classes de equivaléncia nos permitiu iniciar
um estudo sobre invariantes quasi-métricos, distancia minima do cédigo e raios de
empacotamento e cobertura. Neste sentido, vimos que, para um dado cdédigo, estes
invariantes quasi-métricos nao sao constantes e a maioria deles depende nao apenas das
classes de equivaléncia de canais e do cdédigo em questao, mas também da escolha de
palavras codigo especificas, diferentemente do que ocorre no caso da métrica de Hamming
(associada ao canal simétrico) ou qualquer outra métrica invariante por translacao. Esta
dependéncia nos leva a definicao de sequéncias de raios de cobertura e empacotamento,

que refinam o conceito usual.

Palavras-chave: Canal bindrio assimétrico. Cédigos corretores de erros (Teoria da in-

formacao).



ABSTRACT

In this work, we study the geometry of the space of n-dimensional binary asymmetric
channels. Since the problem is asymmetric, it is not possible to match an additive metric
to a binary asymmetric channel. However, we can preserve the additive structure of the
distance and propose an oriented function, known in the literature as quasi-metric. In this
sense, every binary asymmetric channel is associated to a quasi-metric through a relation
that compares distances between vectors with the channel error probabilities. We define
in a natural way an equivalence relation between binary asymmetric channels and the
first step is to characterize equivalence classes as cones in the plane. The characterization
of the equivalence classes allowed us to initiate a study about quasi-metric invariants,
minimum distance of a code, packing and covering radius. In this sense, we have seen
that, for a given code, these quasi-metric invariants are not constants and most of them
depend not only on the equivalence classes and the code, but also depend on the choice
of specific codewords, unlike what happens in the case of Hamming metric (associated to
the symmetric channel) or any other metric invariant by translation. This dependence
leads us to define sequences of packing and covering radius, which improve the usual

concept.

Keywords: Binary asymmetric channel. Error correcting codes (Information theory).
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Capitulo 1
Introducao

Um canal bindrio assimétrico sem memoria é um canal no qual os simbolos
de entrada e saida sao binarios, mas no qual a probabilidade de erro é distinta para os
simbolos 1 e 0. Canais binarios assimétricos tém sido utilizados como modelo em diversas
situagdes e aplicagoes, como por exemplo, na modelagem de memoria flash, [1], [2], ou
ainda em neurociéncia, na modelagem de “erros”no acionamento de neurdnios especificos
mediante estimulos fixos [3]. Apesar do crescente interesse pelo assunto, muito pouco
foi dito sobre os canais bindrios assimétricos como um espaco em si. Neste trabalho,
pretendemos estudar a geometria dos canais binarios assimétricos sem memoria.

Utilizamos a notacao usual de canais bindrios assimétricos, denotando o par
de parametros por (p, q), em que p denota a probabilidade de enviar o simbolo 0 e receber
o simbolo 1 e ¢q a probabilidade de enviar o simbolo 1 e receber o simbolo 0. Os canais
simétricos, sao aqueles em que p = ¢ e nestes, do ponto de vista tedrico, sob muitos
aspectos, € indiferente o valor efetivo de p. Nao é esta a situacao no caso de canais
assimétricos. Mais ainda, o comportamento dos canais depende efetivamente de uma
terceira variavel, a saber, o comprimento n dos blocos considerados. Assim, denotamos por
BAC™(p, q) o canal bindrio assimétrico com probabilidades de erro (p,q) e comprimento
de bloco n.

Considere dois canais bindrios assimétricos distintos, BAC™(p, q) e BAC™(p', ).
Olhando cada um destes canais apenas como um modelo probabilistico, dois tipos de equi-

valéncia se impoem de maneira natural a partir de Teoria de Codigos Corretores de Erros.

e Probabilidade a posteriori: A primeira delas se refere ao processo de decodi-
ficagao (a posteriori): dizemos que BAC™(p,q) e BAC™(p',q') sdo equivalentes se
para todo cédigo C C F} e para toda palavra recebida v € Fj, a decodificacao
por maxima verossimilhanga (incluindo decodificagao por lista) retorna o mesmo

resultado para os dois canais.

e Probabilidade a priori: Sob o ponto de vista de probabilidade a priori, a relagao

é distinta: dizemos que BAC™(p,q) e BAC™(p',q’) sao equivalentes se, ao se enviar



CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

uma palavra qualquer v € [}, e ordenarmos os elementos de Fj de acordo com
a probabilidade de serem recebidos (probabilidade que em geral é distinta para
(p,q) # (p',q)) a ordem dos elementos é igual para os dois canais. Para sermos
mais precisos, denotemos z = (p,q),2 = (p',q') e seja P2 (u|v) (ou P%(ulv)) a
probabilidade (determinada por z (ou 2’)) de se receber uma mensagem u dado que
v tenha sido enviada, em que w,v € F4. Dizemos que BAC™(p,q) e BAC™(p/, ')

sao equivalentes se
P2 (wlv) < PX(ulv) <= P (wlv) <P (ulv),
para quaisquer u, v, w € F7.

Considerando o conjunto de todos os canais ou o conjunto de suas classes de
equivaléncia (em um ou outro sentido, a priori ou a posteriori) temos o que podemos
chamar de um espago de canais , ou seja, um conjunto no qual cada elemento é um canal
ou uma classe de equivaléncia de canais.

A primeira referéncia que encontramos a respeito deste objeto, citada em [4],
se refere a uma questao apresentada em 1967, nas notas de aula de Massey [5] (referéncia
original ndo encontrada), onde se pergunta sobre a possibilidade de termos uma métrica
casada a um canal, no sentido de que a decodificagdo por méxima verossimilhanca (critério
a posteriori) coincida com a decodificacdo por méxima proximidade (critério métrico).
Nesse sentido, em 1971, Chiang e Wolf determinaram todos os canais discretos simétricos
e sem memoria casados com a métrica de Lee, [4]. Em 1980, Séguin resolveu o mesmo
problema, para as métricas aditivas e apresentou condi¢oes necessarias e suficientes para
que um canal discreto e sem memoria esteja casado com tais métricas, [6].

O problema foi novamente retomado em um contexto mais genérico em 2016,
por Walker e Firer, que definiram a questao para canais genéricos e demonstraram que o
canal Z ¢ metrizdvel, [7]. O caso assimétrico genérico foi estudado por Poplawsky em [§]
e resolvido por Qureshi em [9]. Posteriormente, iniciou-se um estudo sobre equivaléncias
entre canais bindrios assimétricos, sob o ponto de vista da decodificagao a posteriori, [10].

O estudo das equivaléncias entre canais binarios assimétricos, sob o ponto de
vista de probabilidades a priori, ainda nao havia sido explorado e este é o principal objeto
de estudo deste trabalho. Claramente, como de modo geral temos que P(ulv) # P(v|u),
nao é possivel casar uma métrica aditiva a um BAC™(p,q), a menos que tenhamos o
caso simétrico p = ¢. Assim, para casarmos uma medida geométrica a uma medida
probabilistica do canal, temos duas possibilidades: a primeira é abrir mao do carater
aditivo de distancia, conforme foi feito por Firer e Walker em [7], para o canal Z (que
é um caso extremo de BAC"(p,q), com p = 0) e por Qureshi, na situacao geral, em
[9]. Outra possibilidade, que utilizamos aqui, é manter a estrutura aditiva e abrir mao da

condicao de simetria de uma métrica, obtendo o que é conhecido na literatura como quasi-
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métrica (vide Encyclopedia of Distances, [11]). A quasi-métrica (também denominada
métrica assimétrica ou métrica orientada) é uma fungao orientada e que serd definida
neste trabalho, como uma funcao que depende das constantes p e ¢ que determinam um
BAC"(p,q)-

Se considerarmos a matriz de probabilidades P} de um BAC™(p, ¢), podemos
ordenar as entradas por colunas ou por linhas. Assumimos neste ponto a seguinte con-
vencao: dado que v € F3 foi enviado, o vetor u € F} mais provavel de ter sido recebido
é aquele que possui a maior probabilidade na coluna da matriz P? , correspondente a

P’
v. Esse processo de ordenacao da matriz de probabilidades de um canal, por colunas,

[©N

um processo diferente do que é feito no processo de decodificacdo por maxima verossi-
milhanga, em que a matriz de probabilidades é ordenada por linhas, conforme pode ser
visto, por exemplo, em [10] e [12].

Temos assim definido o espago dos canais binarios assimétricos de comprimento
n e uma relacao de equivaléncia natural: dizemos que dois canais sao equivalentes se a
ordenacao de cada coluna da matriz associada for idéntica. O espaco destas classes de
equivaléncia ¢ o objeto de estudo deste trabalho.

Para lidar com este problema, considerando esta convencao de ordenamento
de P}, por colunas, a cada BAC™(p, ¢), associamos uma quasi-métrica aditiva, por uma
relacao que nos permite comparar as distancias entre vetores binarios de comprimento
n, com as probabilidades de erro do canal. Em outras palavras, para u,v € 5, se
a distancia de v até u é a menor, dentre todas as distancias realizaveis a partir de v,
entao a probabilidade de receber u dado que v foi enviado é a maior dentre todas as
probabilidades a priori obtidas a partir de v. Considerando este modelo de distancia
(quasi-métrica), conseguimos caracterizar de maneira simples as classes de equivaléncia:
cada classe é um cone. Caracterizadas as classes de equivaléncia, definimos e estudamos os
principais parametros e invariantes métricos de codigos corretores de erros dentro deste
contexto quasi-métrico: distancia minima, raios de empacotamento, raio de cobertura,
distribuicao de distancias.

Neste ponto é importante mencionar que o ponto de partida desta tese (ou
inspiracao original) é o trabalho de Fazelli et. al ([13]) que estuda o limitante de em-
pacotamento de esferas no caso de espagos onde as bolas nao tém mesmo volume (ou
cardinalidade).

Vale a pena destacar que a principal ferramenta utilizada no estudo de codigos,
utilizando os canais bindrios assimétricos, é a métrica assimétrica proposta em [14], por
Constantin e Rao. Para u,v € [}, a distancia assimétrica entre os vetores u e v é
definida como sendo d,(v,u) = max{r,s}, em que as quantidades r e s sdo definidas,
respectivamente, por v = |{i|v; = lew; = 0}| e s = [{i|v; = Oew; = 1}|. Essa
métrica é interessante pois determina em qual diregdo (0 — 1 ou 1 — 0) ocorre maior

quantidade de erros, fato 1util para estimar a quantidade de erros que o canal é capaz de
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corrigir. No entanto, esta métrica nao reflete adequadamente propriedades importantes
do canal em termos de cédigos corretores de erros, quais sejam, a equivaléncia de canais
(a posteriori ou a priori), dentre outros motivos porque nao dependem dos parametros
(p, q) que determinam o canal assimétrico.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, definimos o
espaco dos canais bindrios assimétricos n-dimensionais e uma quasi-métrica aditiva que
serd associada a um BAC™(p, q) pertencente a este espago. O resultado que caracteriza
esta associacao é o nosso ponto de partida para desenvolver todo o trabalho. A partir dele,
definimos, de maneira natural, uma equivaléncia de canais e caracterizamos as classes de
equivaléncia como cones convexos do plano. No Capitulo 3, estudamos os invariantes
quasi-métricos, distancia minima do cédigo e raios de empacotamento e cobertura. Mos-
traremos que, para um dado codigo, estes invariantes nao sao constantes e a maioria deles
depende nao somente do codigo e das classes de equivaléncia de canais, mas também da
escolha das palavras codigo. Nesse sentido, refinamos o conceito usual e definimos as
sequéncias de raios de empacotamento e cobertura de um cédigo. Encerramos o trabalho

elencando algumas consideragoes finais e perspectivas futuras.
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Capitulo 2
Geometria do espaco P"

Este capitulo tem como principal objetivo apresentar a geometria do espaco
P". A partir de uma quasi-métrica aditiva, que depende dos parametros (p, q) do canal,
mostraremos como canal e distancia estao associados e, a partir disso, definiremos uma
relacao de equivaléncia entre canais que nos permitira descrever as classes de equivaléncia

como cones convexos do plano.

2.1 Canais binarios assimétricos

Neste trabalho consideramos um canal bindrio assimétrico BAC(p, q), deter-
minado por constantes p, ¢ que representam as probabilidades de erro de simbolo, de modo
que P(0[0) = 1 — p, P(1]0) = p, P(0|]1) = g e P(1|1) = 1 — ¢, para p,q € (0, 31), conforme

podemos ver esquematicamente na Figura 2.1.

0 —25 o

Figura 2.1: Esquema de um canal binario assimétrico BAC(p, q).

Observagao 1. BAC refere-se as iniciais de Binary Asymmetric Channel, em inglés.

Para 1 < n € N, consideramos um canal binario assimétrico n-dimensional,

BAC"(p,q): V =V,
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em que V =T} e (p,q) € (0, %)2 O canal BAC"(p,q) é considerado sem memoria, ou

seja, dados v = (vy,...,v,) e u = (uy,...,u,), com u,v € V, tem-se que

P(ufv) = [ [ P(uilv:),
i=1
em que
1—p, se u;=v;=0,
, S€ i — ]-7 i = 07
Plufo) =4 0 > Mt
q, S€ U; = Ouvi = 17

1—¢q, se u;=v;=1.

Observagao 2. Neste trabalho, P(u|v) denota a probabilidade de receber um vetor u dado

que o vetor v foi enviado, para quaisquer u,v € V.

Definicao 1. Para n € N, definimos o conjunto de todos os BACs n-dimensionais por
P" = {BAC"™(p,q) | BAC(p,q) é um BAC}.

Um BAC™(p,q), como o préprio nome sugere, nos dd uma condigdo de assi-
metria para o problema, pois pode-se errar na direcao 0 — 1 e na direcao 1 — 0, com
probabilidades distintas, diferente do que ocorre com o canal bindrio simétrico (BSC),
[15]. Assim sendo, para esse tipo de canal, devemos tratar os erros de maneira qualita-
tiva e nao somente quantitativa, como ocorre no caso simétrico. Note que, anteriormente
nos referimos aos tipos de erro do canal, fazendo uso da palavra “direcao”. Esse termo ja
sugere como faremos a analise qualitativa dos erros de transmissao deste canal, ou seja, fa-
remos uso de uma distancia orientada entre vetores enviados e recebidos, respectivamente.
Assim, se por exemplo, enviamos um vetor v € V' e, apds a transmissao, recebemos como
resposta do canal um vetor u € V', a distancia orientada entre os vetores v e u fornecera
a quantidade de erros que ocorreram em cada uma das direcoes. Note ainda que esta

distancia serd diferente se considerarmos a orientacao contraria, ou seja, de u até v.

2.2 A quasi-métrica 0, ,

Considere um canal BAC™(p, q) € P"™ determinado por um par de probabilida-

des de erro (p,q) € (0,%

canal BAC™(p,q) e tenhamos recebido uma palavra v € Fy. Entdo, a transi¢do u — v

)2. Suponha que uma mensagem u € F4 tenha sido enviada pelo

pode ser descrita por um grafo bi-orientado e ponderado G = (V| E). O conjunto V = FJ
denota o conjunto dos vértices de G e representa todos os possiveis vetores v que podem
ser recebidos como resposta do canal ao final da transmissao da mensagem u. O conjunto

E ¢é formado por todas as arestas bi-orientadas de G tal que, para todo u,v € V, uma
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aresta uv € F se, e somente se, dy(u,v) = 1, em que dy denota a métrica de Hamming.
Vale ressaltar que uv € E se, e somente se, vu € F, pois dy é métrica e satisfaz a propri-
edade simétrica. Além disso, se uv € F, entao wy(u) = wy(v) £1 (em que wy denota o
peso de Hamming de um vetor), pois u e v diferem em apenas uma coordenada e, nesse
caso, wy(v) necessariamente deve ser uma unidade maior ou uma unidade menor que o
peso de Hamming de wy (u).

Para cada aresta bi-orientada uv € E atribuimos um peso, definido de acordo
com o tipo de coordenada que foi trocada na transicao v — v. O peso de uma aresta
wv € E depende das probabilidades de erro do canal BAC™(p,q) e do tipo de troca de
coordenadas. Assim sendo, o peso atribuido a aresta sera em funcao de ¢ se a aresta foi
percorrida na direcao 1 — 0 e serd em funcao de p, se a aresta foi percorrida na direcao

inversa, 0 — 1, conforme definimos a seguir.

Definigao 2. Seja G = (V, E) um grafo bi-orientado, V =TF4 e uwv € E para u,v € V.

O peso da aresta uv € definido por

—log2( ) = logg(é — 1), se wy(u) =wy(v) + 1;

I—gq
tp,q(““) =

- 10g2<1p%p> = log, (Z% - 1), se wy(u) =wg(v) — 1.

Defini¢ao 3. Seja G = (V, E) um grafo bi-orientado, V =Ty e u,v € V. Um caminho
orientado, com r arestas, ligando o vértice u ao vértice v é uma sequéncia V = (v;)I_,,
onde vg = u, v, = v e vV € E. O comprimento (ponderado) do caminho V ¢é dado

pela soma dos pesos das r arestas de V, ou seja,

r—1

(V) = E tp,g(Vivit1).
i=0
Um raio geodésico ¢ um caminho V de comprimento minimo dentre os que
ligam o vértice inicial u ao vértice final v. Denotamos por §) (u,v) o comprimento de

um raio geodésico unindo u a v.

Vale observar que como o grafo G é conexo, existem caminhos ligando dois
vértices quaisquer e a existéncia de geodésica ligando dois vértices segue do fato das
distancias serem discretas.

Para um canal BAC"(p,q) € P™ e para um caminho orientado V, ligando o
vértice inicial u ao vértice final v, sejam |e,| a quantidade de arestas na direcao 0 — 1

e |e,| a quantidade de arestas na diregdo 1 — 0. Entao, o comprimento ponderado de V
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pode ser expresso por uma combinacao dos pesos das arestas, ou seja,

L(V) = |ep|log, (;0 — 1) + |eg| log, (3 — 1).

Se V for um raio geodésico de comprimento 4, q(u, v), a quantidade r de arestas

do caminho V é igual a r = dg(u,v), conforme mostra a seguinte proposigao.

Proposigao 1. Sejam u,v € V. Se V = (v;)i_, € um raio geodésico ligando o vértice

inicial u ao vértice final v, entdo o caminho V possui r = dg(u,v) arestas.

Demonstrac¢ao. Sejam u,w,v € V eV = (v;)I_, um raio geodésico ligando o vértice inicial
vg = u ao vértice final v, = w. A demonstracao sera feita usando o Principio da Inducao
Finita sobre r.

O caso r = 1 é trivial. Assumamos, por hipétese, que o raio geodésico V

possua r = dy(u,w) arestas, em que r > 1.

u
Figura 2.2: Um esquema (em vermelho) para um raio geodésico Vi = VU v.

Seja Vi = (v;)iZ; um raio geodésico ligando o vértice inicial vy = u ao vértice
final v, ; = v. Por hipdtese, um raio geodésico unindo vy = u a qualquer elemento do
conjunto D = {w € V | dy(u,w) = r} possui exatamente r arestas. Como V; possui
(r + 1) arestas e V e V; tém o mesmo vértice inicial vy = u, podemos escrever V;
como V; = V U v, conforme ilustra esquematicamente a Figura 2.2, em que w,w’ € D.
Portanto, existe pelo menos um vetor w € D tal que dy(w,v) = 1. Nesse caso, a
desigualdade triangular aplicada a métrica de Hamming é satisfeita com igualdade, ou

seja, dy(u,v) = dg(u, w) + dg(w,v) =1+ 1 e o resultado estd demonstrado. O

O resultado da Proposicao 1 é natural pois, se V é um raio geodésico, com r
arestas, ligando o vértice inicial u ao vértice final v, entao r representa a menor quantidade
necessaria de coordenadas trocadas para obter o vetor v a partir da mensagem enviada u.
Essa quantidade representa justamente o valor dy(u,v). Vale ressaltar que a geodésica
ligando dois vértices nao é necessariamente tnica.

Adotaremos neste trabalho a definicao de quasi-métrica, conforme apresentada
em [11].

Definigao 4. Uma fungao 9, , V2 — RT definida sobre V = F4 é uma quasi-métrica se

satisfaz as sequintes condicoes:
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a) para todo u,v €V, 07 (u,v) >0 e o) (u,v) =0 u =10,

b) para todo u,v,w €V, &) (u,v) <67 (u,w)+ ] (w,v);

Definigao 5. Uma quasi-métrica 9, : V2 — R* definida sobre V = F% ¢ aditiva se

5;7‘1(11" U) = Z 5;7(1(11,1‘, vi)a
=1

para todo u,v € V.

A préxima proposicao nos fornece que dy (-, ) ¢ uma quasi-métrica aditiva.

Proposigao 2. A fungao oy, : V2?2 = R* define uma quasi métrica aditiva.

Demonstragdo. De acordo com a Definigio 4 deve-se mostrar que 97 (+,-) é uma fungao

nao negativa e que satisfaz a Desigualdade Triangular orientada. Assim sendo, sejam

u,v,w € V. Tem-se que

a)

Para todo u,v € V', o comprimento de um raio geodésico ligando o vértice inicial u

ao vértice final v é dado por

53 1,0) = ley) o (1) + Jeg|logy (- — 1),

p q
com dy(u,v) = |e,| + |eg]. Uma vez que p,q € (0,3) entdo valem as seguintes
desigualdades: logQ(% —1) >0, logQ(% — 1) > 0 e, portanto, 6, (u,v) > 0, para
todo u,v € V. A igualdade & (u,v) = 0 ocorre se |e,| = |e,| = 0 e, neste caso,
necessariamente u = v para todo u,v € V', pois isso significa que nao ocorreram erros
ao longo da transmissao da mensagem enviada u, pelo canal BAC™(p, ¢). Portanto,
4, , ¢ nao negativa.

Sejam V; = (v})IL, um raio geodésico ligando o vértice inicial v} = u ao vértice
final v} = w e Vy = (v});2, um raio geodésico ligando o vértice inicial v§ = v} = w
ao vértice final U?Q = v. Considere um caminho concatenado, V = V; % Vs, ligando
o vértice inicial u ao vértice final v. Entao, pela Proposi¢ao 1, temos dy(u, w) = 1,
e dg(w,v) = 9. Assim sendo, pela desigualdade triangular aplicada a métrica de

Hamming, obtemos

dy(u,v) < dg(u,w) + dg(w,v) = ry + ro.

Portanto, um raio geodésico ligando o vértice inicial u ao vértice final v tera uma
quantidade de arestas menor que ou igual a quantidade de arestas de V, ou seja,
menor que ou igual a (r; + ry). Portanto, necessariamente devemos ter 6, (u,v) <

oy (u,w) + 07 (w,v). Portanto, 87 , satisfaz a Desigualdade Triangular orientada.
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Por a) e b) conclui-se que 6, é quasi-métrica.
Para mostrar a aditividade de d;, sejam u = (uy, ..., u,),v = (vi,...,v,) €V
dois vetores quaisquer e V um raio geodésico unindo o vértice inicial v ao vértice final v.
- : " . 1 1
Entao, o comprimento da geodésica V é dado por 6, (u, v) = [e,|logy(5—1)+|eq| logy (5 —1)
e, pela Proposicao 1, tem-se que dy(u,v) = |ey| + |e,|. Portanto, obtém-se imediatamente

que
n
O g, v) = Z Opyq(Wis Vi)
i=1
e, pela Definigao 5, conclui-se que 9, , ¢ quasi-métrica aditiva. O

Observacao 3. Sejam u,v € V. Pela definicao de raio geodésico, Definicao 3, temos

Gpal:) = lellogs (1 =1) +lenlog (3 1) e

. 1 .
palt 1) = leallog: <5 —1) +les 10g2(§ ~1).

Note que os coeficientes de log, (i — 1) e log, (% — 1) estao invertidos devido a

troca da orientacao no caminho de uw a v. Neste caso, temos

Fpal:0) 7 83, 0,0) <= iy = o) loga (5 = 1) —logy (; —1)] 0=

1 1
el # leg] € loga( 1) #lom( 1) <= Iyl # leul e p# 0.

Portanto, existem u,v € V tais que 0, (u,v) # 6, (v,u) e, desta forma, nio consegui-
mos garantir a simetria da distancia para todo par u,v € V. Logo, a distancia 0,, €

assimétrica.
Em [14], Constantin e Rao utilizaram a distancia assimétrica
da(u, v) = max{fey|, [eq|}-

Assim sendo, se p # q e |e,| = |egl, entdo d,(u,v) = |e,| = |e,|. Por outro lado, acabamos

de verificar que 07 (u,v) = 0, (v, u) <= |e,| = |e,|, para p # q. Segue que
Oy (U, v) =07 (v, u) <= |ey| = [eg| = da(u, v).

Portanto, estas duas distancias estao relacionadas quando ocorre simetria na

quasi-métrica.

Exemplo 1. Sejam V = T3 e os vetores u = 000, w = 101,v = 011 € V. Considere um
canal BAC®(p, q) € P3. A Figura 2.3 ilustra o grafo bi-orientado G para o qual o conjunto
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de vértices € V. Pode-se ver que as distancias entre os pares de vértices (v,u), (u,w) e
. ‘ . 1 1

(w,v) sao dadas, respectivamente, por: 63 (u,v) = 2logy(;; — 1), o (u,w) = 2logy(; —1)
e o (w,v) = 10g2(% —1) —i—logQ(% —1). Sabemos que a distincia &3 ,(u,v) (comprimento do
caminho vermelho no grafo G) é menor que a distincia 63 ,(u, w)+03 (w,v) (comprimento
dos caminhos em tons de azul no grafo G). Portanto, o caminho vermelho € um raio
geodésico, de comprimento 6;’7q(u, v), que une o vértice inicial u ao vértice final v.

Além disso, note a assimetria das distancias quando a orientacdo dos caminhos
vermelho e azul claro sio invertidas: 63 (v,u) = 0; (w,u) = QIOgQ(% — 1). Por outro
lado, para o caminho azul escuro, apesar da inversao na orientacao, o comprimento do

caminho se mantém igual a 8y (v, w) = logy(; — 1) +logy(; — 1) = 6 ,(w,v).

111

010

u=000

Figura 2.3: Grafo bi-orientado GG, correspondente ao espaco V.

2.3 O espectrode v eV

Vimos na Segao 2.2 que, para um dado canal BAC™(p, q), um raio geodésico V
unindo um vértice inicial © a um vértice final v pode ser descrito por meio de um grafo bi-
orientado G. Portanto, cada vez que uma mensagem u é enviada pelo canal BAC™(p, q),
podemos receber como resposta qualquer vetor v, a uma distancia d; q(u, v) do vértice
u. Cada uma dessas distancias corresponde a um caminho orientado V, no grafo G, que
une o vértice inicial u a algum vértice v € V. A seguir, definimos o conjunto Spec(u),

formado por todas as distancias realizaveis a partir de um vértice inicial u € V.

Definigao 6. Seja u € V. O espectro de u é o conjunto de todas as quasi-distancias que

podem ser realizadas a partir de u e de um par de probabilidades de erro (p,q), ou seja,

Spec(u) := {67 (u,v) |v € V}.

p.q



CAPITULO 2. GEOMETRIA DO ESPACO PN 21

Conforme visto na Proposicao 1, um raio geodésico unindo um vértice inicial
u a um vértice final v possui exatamente dy (u,v) = |e,| + |e,| arestas e tem comprimento

dado por
3y .0) = e o8 (= 1) + e oo (3 = 1),

com |e,| < (n—wg(u)) e le,| < wp(u).
Assim sendo, obter os elementos do conjunto Spec(u) consiste em determinar

todos os pares ordenados (|e,|, |e,]) € N x N que sao solugoes do sistema

lepl + el = du(u,v)
P) ] lepl < n—wp(w); (2.1)
|6q| < WH(U),

para dy(u,v) < n.
Note que, se u,v € V sdo vetores com mesmo peso de Hamming (wy(u) =
wp(v)), entdo Spec(u) = Spec(v), j4 que ambos os conjuntos sdo determinados pela

resolugao do Sistema 2.1.

Exemplo 2. Considere um canal BAC?(p,q) € P3 eu = 101 € V. Uma vez que

wr(u) =2 en =3, obtém-se que

el + legl = du(u,v)
(P)9 le,l < 14 (2.2)
|efI| S 27

para r = dy(u,v) <3 e todov e V.
Os pares ordenados que satisfazem o Sistema 2.2 estao ilustrados na Figura
2.4. Cada par ordenado (|e,], |e4|) corresponde a uma distancia o, ,(u,v), para todov € V,

conforme descrito a sequir:

Figura 2.4: Solucao do Sistema (2.2). Na figura, r denota a distancia de Hamming.
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1. dg(u,v) =0:
* (leplsleql) = (0,0) = 45 (v, v) = 0.
2. dH(U,"U) =1:
. (\ep], \eq|) =(1,0) — 5;’(1(7,0, v) = logQ(% — 1);
° (\ep], \eq]) =(0,1) — (5;’q(u, v) = logQ(% — 1).
3. dp(u,v) =2:
¢ (|6p|a |€q|) =(0,2) — 53, (u,v) = 210g2(l - 1){
. (|ep|, |eq|) =(1,1) — 5;’,q(u, v) = logQ(% — 1) + log, (% — 1).
4. dp(u,v) =3:
o (lepl leg) = (1,2) = 63 (u,v) =logy (5 — 1) +2log,y (5 —1).

Portanto, temos 6 distancias que podem ser realizadas a partir do vértice u,
ou seja,
Spec(u) = {0,z,y,2y, x +y, = + 2y},

com x zlogQ(% — 1) ey zlogQ(% — 1).

Uma vez que, para todo u € V', o conjunto Spec(u) estd bem definido e carac-
terizado, mediante a resolu¢ao do Sistema (2.1), buscamos encontrar uma expressao que

nos fornecesse a cardinalidade deste conjunto, conforme mostramos no préximo teorema.

Teorema 1. Seja u € V. A cardinalidade de Spec(u) é dada por
ou = |Spec(u)| = (wn(u) +1)(n — wp(u) + 1), (2.3)

em que wy(u) € o peso de Hamming de u.

Demonstrac¢ao. Seja R o retangulo (n — w) X w, para w = wy(u), conforme ilustrado
na Figura 2.5. Para calcular Spec(u) devemos resolver o sistema definido em (2.1), ou
seja, precisamos somente contar os pares ordenados (|e,l, |e,]) em R. Uma vez que cada
par ordenado corresponde a um tnico elemento de Spec(u), pelo Principio Multiplicativo
obtemos o, = (w+1)(n —w + 1). O

Exemplo 3. Seja v = 101 € V. Entao, temos wy(v) = 2 e, pelo Teorema 1, obtemos

o, = 6, conforme descrito inicialmente no Exemplo 2.

Note que o, é uma fungao que depende somente de n e do peso de Hamming
de v, para todo v € V. Os corolarios a seguir nos fornecem uma condi¢ao para que as

cardinalidades de o, e o, coincidam e também os valores maximo e minimo de o,.
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SN

w o
—Ww

Py
&

lepl
Figura 2.5: Retangulo R.
Corolario 1. Sejam u,v € V en € N. Entao,
oy, =0y <= wy(v) =wg(u) ou wy(v)+wy(u) =n.
Demonstracao. Sejam u,v € V. Pelo Teorema 1, temos:
oy, =0y <= (wp(v) +1)(n —wp(v) + 1) = (w(u) + 1)(n —wy(u) +1).

A tltima igualdade ¢ equivalente a (wy(u) —wy (v)) (wy(u) +wy(v) —n) =0,

de onde se obtém que wy(u) = wy(v) ou wy(u) + wy(v) = n. ]
Corolario 2. Seja o, a cardinalidade do espectro de v, para todo v € V. Entado,

a) mino, =09 =01 =n+ 1.

veV
22 e n épar e wy(v) =2
b) maxo, = 1( 2 ;2 p n(v) =3
veV () (22) se n € impar e wy(v) = [2] ou wy(v) = |2].

onde 0= (0,0,...,0) el =(1,1,...,1) € V.
Demonstracao. Seja v € V.

a) Pelo Teorema 1, tem-se que
oy = (wp(w)+ 1) (n—wr()+1)=(n+1)+wy()(n —wy(v)) >n+1=09=01.

Portanto, mino, =n+ 1 =09 = 01.
veV

b) Paran € Newv € V| g, é uma fun¢ao de wy(v) := w. Neste caso,
op=wW+Dn-w+1)=—w?+nw+n+1

é uma funcao do segundo grau definida para os valores inteiros do intervalo fechado

[0,n]. O maximo absoluto desta fungao ocorre nos pontos w = LgJ ew= (%W, sen
¢ impar, e no ponto w = 3, se n ¢ par.

Assim sendo, vamos calcular o valor maximo de o, para cada um dos casos a seguir:
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Caso n par: Se n é par, temos w = § e, portanto,

n 2
op=w+l)n—-w+1)= <§—|—1> :
Caso impar: Se n é impar, temos w = L%j = ”T_l ew = W = ”T“ Portanto,

oy = (Wt —wt1)= <n§1+1><n—n:2tl+1) - (";3)(”;1) O

Exemplo 4. Seja V =TF5. Para todo v € V, listamos o conjunto Spec(v), a sequir:

Spec(000) ={0, x, 2z, 3z}
Spec(100) =Spec(010) = Spec(001) = {0, x,y, 2z, x + y, 2z + y}
Spec(110) =Spec(101) = Spec(011) = {0, x,y, 2y, x + y, x + 2y}
Spec(111) ={0, y, 2y, 3y}.

Conforme mostra o Corolario 2, uma vez quen = 3 € impar, os valores mdximo
e minimo para o, Sao, respectivamente, 6 e 4. Note ainda que, conforme mostra o Co-
roldrio 1, vetores com mesmo peso de Hamming tém o mesmo espectro e, portanto, esses
conjuntos tém a mesma cardinalidade. Além disso, pelo mesmo coroldrio, vemos que o0s
vetores com peso de Hamming iguais a 1 e 2 também tém conjuntos de distancias com
mesma cardinalidade, jd que seus correspondentes pesos de Hamming somados resultam

emn=3.

2.4 Matriz de probabilidades e matriz de distancias
de um BAC"(p,q)

Considere um BAC™(p,q) € P". Suponha que uma mensagem v € V foi
enviada e o vetor recebido como resposta é u € V. Entao, conforme visto na Secao 2.2,
o comprimento de um raio geodésico V unindo o vértice inicial v ao vértice final u é
oy (v,u) = ey logg(% — 1) + |eg 10g2(% — 1) e este caminho possui dy (v, u) = |e,| + |eg|
arestas. Além disso, como o caminho V pode ser descrito por um grafo bi-orientado
G = (V, E), entao podemos dizer que cada aresta percorrida no grafo G, ao longo do
caminho V, equivale a um erro na transmissao da mensagem enviada v. Logo, ocorreram
le,| erros na direcao 0 — 1 e |e,| erros na diregao 1 — 0, ao longo do caminho V.

Pela definigao de canal binario assimétrico sem memoria, dada na Secao 2.1,

a probabilidade de receber o vetor u dado que v foi enviado é dada por
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b g (ulv) H (il vs)

:pleplq\eql(l — g)en®)=leal (1 — pyn—wn@)=lel

:<1 fp>|ep| <1 z q)leq(1 B q)wH(v)(l _p)nwa(v)' (2.4)

Podemos ainda calcular o erro relativo na transmissao da mensagem v, ou seja,

|U) 2.4) (f%p)kpl(quq)'eql(l _ q)wH(v)(l —p)n_wH('U)
|

U) o (1 — q)wH(U)(]_ — p)n_wH(U)

:<1fp>|€p|<1zq>|eq‘ (2:5)

Considerando o logaritmo na base 2 dos dois lados da igualdade (2.5), obtemos:

o o (ulv) ep eq
o () =z (75) " (7).

]P’;ﬂq(u
P;}’q(v

e dal segue que

oo (G225 =l o (5 = 1) e 1o (5 1),

ou seja,

pav[v)

log, (gW) =0, (v, u). (2.6)

Portanto, a expressao (2.6) é uma forma alternativa para calcular o compri-
mento d;' (v, u) do raio geodésico V. Note que 4] (v, u) depende unicamente da distancia
de Hamming entre os vértices v e u, do peso de Hamming de v e do par de probabilidades
(p,q). Portanto, cada canal BAC"(p,q) define uma quasi-métrica J7 (-,-) e, portanto,
dizemos que o canal estd associado a quasi-métrica. Mais ainda, para todo v € V,

existe uma bijecao

fv 2 Spec(v) — Py
10y (v u) = PU(ufv). (2.7)

que leva cada distancia d, (v, u) € Spec(v) a uma probabilidade de transicao Py (ulv) €
P? em que P = {P(ulv) |u € V}.
A préxima proposicao é o ponto de partida deste trabalho pois, para um dado

canal BAC"(p, q), o resultado apresentado mostra como a quasi-métrica e a probabilidade
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de transicao estao relacionadas. Por meio deste resultado consegue-se descrever toda a

geometria do espaco de canais, conforme pretendemos.

Proposicao 3. Dado um canal BAC™(p,q) € P" entdo
511;@(“7 u) < 61?@(”’1“) — Pﬁ,q(w|v) < PZ,q(“’”)a

em que 6, (-,+) € a quasi-métrica associada ao canal BAC™(p,q), para todo v,w,u € V.

Demonstragdo. Considere 7 (+,-) a quasi métrica associada ao canal BAC™(p,q) € P".

Entao, dados v, w,u € V, sabemos que:

n n

) Pr,(ol)y pa(V10)
o (v,w) = 1og2<m> e oy, (v,u) = 10g2<PZv‘I(u‘U)>.
p,q

p,q
Entao,
Py q(vlv) Py q(v]v)
6r (v,u) <67 (v,w) < log (L) < log <L>,
By, ) =% By, ()

e, como a fungao logaritmo é crescente, esta tultima desigualdade ocorre se, e somente se,

1 1
Py, (0l0) (s = ) <0
pa IP’pyq(u|v) ]P’M(w|v)

(2.8)

Mas, P} (v[v) > 0 e, portanto, a desigualdade (2.8) é satisfeita se, e somente

se,
1 1

(& o) ™ By w))

<0,
ou seja,
P? (wlv) <P (ulv).

]

Definicao 7. Seja M wuma matriz quadrada N x N com coeficientes reais. A forma
ordenada, por colunas, da matriz M ¢ a matriz M* definida pela ordem natural dos
nimeros reais, ou seja, M =k, se M;; € o k-ésimo menor elemento da j-ésima coluna
de M, para 1 <k < N.

Considere um BAC"(p, q) € P" cuja matriz de probabilidades ¢ dada por P .
As colunas dessa matriz sao formadas pelos elementos do conjunto P = {P(ufv) | u € V}.
Note que P? é o mesmo conjunto definido na bijecao dada na equagao 2.7. Conforme a
Definigao 7 sugere, podemos ordenar a matriz, P} , por colunas, como mostra a seguinte

definicao.
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Definigao 8. Considere um BAC™(p,q). A forma ordenada, por colunas, da matriz P} |
¢ a matriz (P, )" definida por (Pf;)* = k se Py € o k-ésimo menor elemento da j-ésima
coluna de IP’qu, para 1 < k< N.

Como probabilidade e distancia estao relacionadas pela Proposicao 3, definimos

a matriz de distancias associada a um BAC™(p, q), assim como foi feito com a matriz P} .
Definigao 9. Considere um BAC™(p,q) € P". A matriz de distancias, associada ao
BAC™(p,q) é a matriz N x N dada por

Dy, = Dy, Dy ... Dy ],

]
{0,1,...,N}, = = logz(% —1) ey = logz(é —1). A forma ordenada, por colunas, da

em que N = 2" — 1, cujas entradas sao os elementos DI, = 5g’q(vj,vi), para todo 1,) €

; n 5 ; n o \* ; n\* _ no g 5n
matriz D} € a matriz (D} )" definida por (D))" = k, em que D}; € o k-ésimo menor

elemento da j-ésima coluna de D}, para 1 <k <N e N =2",

Este processo de ordenac@o de matrizes é similar ao feito em [9] e [12], para o
processo de decodificagao (probabilidade a posteriori). Nesse caso, a matriz é ordenada
por linhas, diferentemente do que fazemos aqui. Para cada uma dessas matrizes, vamos
fixar uma ordem para a coluna correspondente ao vetor v € V. Consideraremos a notacao

e s . . . . . —1 11—
binaria para representar um inteiro 0 < 7 < N, ou seja, j = Z?:o a; 2"

, para a; €
{0,1} e N = 2" —1. Assim sendo, por exemplo, a coluna P? corresponde a j-ésima coluna

da matriz P , em que j é o inteiro cuja representacao bindria é o vetor v.

P
Exemplo 5. Considere n =2 e um canal BAC?*(p,q) € P?. Para simplificar, denotare-
mosp:=1—p,Gg:=1—¢q, x = logz(% —1ey= logQ(% —1). As matrizes de probabilidade

e distancia, associadas ao canal, sdo dadas, respectivamente, por

ulo |00 01 10 11 00 01 10 11
00 P> qp ap ¢° 00 0 gy y 2y
P2,=| 0L |pp PG pa qq D2,=|o1lz 0 xz+y y
10 | pp pg pPq qq 10z 24y 0 y
11 p* pq pq @ 112z =« 0

Sejam u,v € F2. Entao, P;jq(u\v) denota a probabilidade de receber o vetor u

dado que o vetor v foi enviado. Assim sendo, uma coluna da matriz ]P’% ¢ formada pelos

a
elementos do conjunto {P2 (ulv) | para todou € F3} em que v € F3 € o vetor correspon-
dente a esta coluna. Analogamente, uma coluna da matriz Di,y € formada pelos elementos
do conjunto {5§7q(v,u) | para todou € IF%} em que v € F2 é o vetor correspondente a esta

coluna.
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As formas ordenadas, por colunas, destas matrizes mudam conforme mudamos
(p,q) e serdo obtidas considerando-se os dois casos possiveis: p > q e p < q. Consequen-
temente, a mudan¢a do par de parametros (p,q) muda o correspondente par (z,y), ou
seja, se p > q e p < q obtém-se, respectivamente, que v <y e x > y. A sequir, vamos
analisar cada caso individualmente.

Para o caso p > q, obtém-se que p=1—p < qg=1—q e x <y. Portanto,

pg<qgp<pg<pqg e O<zr<y<x+y,
pPP<pp<p’ e 0<ux<2z,

P <qi<q e 0<y<2y.

e as formas ordenadas, por colunas, das matrizes P2 e ID?  sdao dadas, respectivamente,

b,q z,y
por
ulo |00 01 10 11 00 01 10 11
03 2 2 1 w1 3 3 3
(P =] o012 4 1 2 M2 =fot]2 1 4 2
012 1 4 2 1002 4 1 2
111 3 3 3 1103 2 2 1

Para o caso p < q, obtém-se que ¢ < p e x > y. Portanto,

pg<pg<qp<pqg e O<y<zxz<x+y,
pPP<pp<p® e 0<ux<2z,

C<qi<@ e 0<y<2y

e as formas ordenadas, por colunas, das matrizes P? e ]D)iy sao dadas, respectivamente,

psq
por
ulv |00 01 10 11 00 01 10 11
0|3 3 3 1 wl1 2 2 3
B =] 012 4 1 2 M2 =|ot]2 1 4 2
02 1 4 2 102 4 1 2
11 2 2 3 1103 3 3 1

Note que, como consequéncia da Proposicao 3, dados u,v € V, a medida que a

distancia 6, (v, u) € Spec(v) aumenta, a probabilidade P} (u[v) diminui. Neste sentido,
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as colunas (D7)* e (P)* estao relacionadas, conforme é apresentado na proposi¢ao a

seguir.

Proposicgao 4. Sejam (D} )* e (P) )* as formas ordenadas, respectivamente, das matri-
zes de distancia e probabilidade, associadas a um BAC™(p,q) € P". Se (D};)* = k, entdo
(P%)* =0y, —k+ 1, onde v; € Fy € o vetor correspondente a coluna j dessas matrizes e

oy, denota a cardinalidade de Spec(v;).

Demonstracao. A demonstracao segue imediatamente da ordenacao obtida pela Pro-

posicao 3. [

Observacao 4. A ordenagdo (D} )" da matriz de distancias foi feita por colunas e reflete

as probabilidades a priori do canal, ou seja, se transmitimos um vetor v, entao
P?  (receber ulenviado v) > P (receber w|enviado v)

se e somente se (D} )* < (D} )*. Uma questio semelhante, mas distinta, refere-se a
probabilidade a posteriori. Em resumo, a partir da matriz de probabilidade Py, obtemos
uma matriz (P;L’q)# que € obtida ordenando-se em ordem crescente as entradas de cada
linha. Assim, obtemos que, dado um codigo C C F3, temos que, recebida uma mensagem
w, procuramos na linha u de (Pg7q)# a maior entrada correspondente a alguma palavra
cddigo. FEsta foi a abordagem adotada por [12] e [10], o primeiro estudando classes de
equivaléncia de canais em um contexto genérico, o sequndo estudando as classes de equi-

valéncia de canais bindrios assimétricos, sob o ponto de vista de decodificacao.

2.5 As classes de equivaléncia de BACs

Nesta secao, iniciamos nosso estudo sobre a equivaléncia de canais binarios
assimétricos. Primeiramente, definiremos uma relacao de equivaléncia entre canais as-
simétricos e, em seguida, faremos uma caracterizagao das classes de equivaléncia como
cones convexos do plano. Por fim, apresentamos uma expressao fechada que expressa a

quantidade de tais classes.

2.5.1 Partigao do espaco (R")?> em cones convexos

Sob o ponto de vista da probabilidade a priori, podemos definir naturalmente
uma relacao de equivaléncia entre canais bindrios assimétricos, conforme mostramos a

seguir.

Definigao 10. Considere os canais BAC™(p,q), BAC™(p',q') € P"™. Dizemos que esses

canais sao equivalentes se, para todo v,w,u € V,

P (wlv) <PV (ulv) <= P, (w|v) <P . (u|v), (2.9)
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ou, equivalentemente,

6g7q(v,u) < 5£q(v,w) — 62,7q,(v,u) < 5;},7(],(1},10), (2.10)
em que 6, € 0 , sdo as quasi-métricas definidas para BAC"(p,q) e BAC™(p',q'), res-
pectivamente. Denotamos esta relagio por BAC™(p,q) ~ BAC™(p',q').

Em geral, uma pequena perturbagao no par (p, ¢) ndo afeta o critério de codi-

1
12
temente proximos, o critério de codificagdo é o mesmo e entao dizemos que BAC™(p, q)

ficagao, ou seja, se considerarmos dois pares (p, q), (¢, ¢) € (0, 3)? e que estejam suficien-
e BAC™(p',q') sao equivalentes. Assim sendo, nosso interesse no estudo das classes de
equivaléncia do espago P" fica justificado pois, uma vez que essas classes de equivaléncia
estao caracterizadas, basta considerar um canal pertencente a cada uma delas para estu-
dar as propriedades que desejamos. Os demais canais pertencentes a mesma classe terao
0 mesmo comportamento, em termos de codificagao.

E simples verificar que a relagao ~ é uma relacao de equivaléncia, conforme

serda demonstrado na proposi¢ao a seguir.
Proposicao 5. A relagio ~ define uma relagao de equivaléncia no conjunto P™.

Demonstragao. Sejam BAC™(p,q), BAC™(p',q'), BAC™(p",q") € P™, canais determina-

1
12
metria e reflexao sao imediatas e seguem diretamente da Definicao 10. A propriedade

dos por pares de probabilidades pertencentes ao espaco (0,3)% As propriedades de si-

transitiva segue diretamente da relagao (2.9), conforme mostramos a seguir:
Transitividade: Suponha que BAC"(p,q) ~ BAC™(p',q) e BAC"(p',q') ~
BAC™(p",q"). Pela Definigao 10, temos que, para todo u,v,w € V,
BAC"(p,q) ~BAC™(¢',q¢') & Py (wlv) <Py (ulv) & Py (wlv) <P o (ulv), (2.11)
BACTL(p/’ q/) ~ BACn(p//7 q,/) <~ ]P);L/7q/ (U)|'U) S le,q/(uh)) <~ Pg//7q// (w|'U) S Pg//7q// (U|’U) (212)

Por (2.11) e (2.12) segue imediatamente que
szq(w]v) < P;’q(u|v) — P;,,7q,,(w|v) < IP)ZN,(]//(U/|U),

e, portanto, BAC™(p,q) ~ BAC™(p",q"), para todo v,w,u € V. ]

Uma visao geométrica do problema nos mostra que se BAC"(p, q) ~ BAC™(p',q’)
eV,, eV, . sao dois raios geodésicos que ligam um ponto inicial v a um ponto final u,
entao V, , e V,; » sao descritos pelo mesmo conjunto de arestas orientadas e ponderadas
do grafo G = (V, E), ou seja, ambos os raios geodésicos tém a mesma quantidade de

arestas na diregao 0 — 1 e 1 — 0. No entanto, em geral, o, (v, u) # 0, (v, u).
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Seja ~ a relacao de equivaléncia no conjunto P™. Denotamos a classe de

equivaléncia, definida por um par de probabilidades (p, ¢), como sendo
p:q = {BAC”(p’,q’) | BAC" (¢, ') ~ BAC"(p, q)},

para constantes p,q € (0, %) O conjunto das classes de equivaléncia do espaco P", com
respeito a relagao de equivaléncia ~, serda denotado pelo quociente P"/ .

Esses primeiros resultados e definicoes nos dao condigoes necessérias e sufici-
entes para comegar a caracterizacao das classes de equivaléncia do conjunto P".

Primeiramente, considere uma transformacao ® definida por

@:(0,%)2—@

L (pg) — @(p,q) = (z,y), (2.13)

com (z,y) = (logQ(% - 1),log2(é - 1)) e Q := (R")% E fécil verificar que ® é um

homeomorfismo, pois é uma bije¢ao continua que admite a transformacao inversa,

1
o 92— (0.3)
1 1
q)(p7q) — <2x+172y+1>’

que também é continua.

Desta forma, o quadrante £ é parametrizado pela transformagao ®. Uma
vez que a transformacao dada na equagao (2.13) relaciona cada canal BAC™(p,q) € P"
a um par de nimeros reais nao negativos, (z,y) € 2, definimos a seguir um conjunto
de retas, dependente da dimensdao n, que particiona o espago £ em cones CONvVexos.

Consequentemente, obtém-se uma partigao do espago (0, %)2, via transformacao ®~*.

Definigao 11. Para n € N, definimos os conjuntos

L= {l|léareta b-y=a-x, com(a,b) =1 (coprimos) ea,beN}

e

Lo={leL]|a+b<n}).

Geometricamente, £ representa o conjunto de todas as retas que particionam
o quadrante £ em cones, enquanto que o conjunto L, restringe L as retas que passam
por um ponto (a,b) de um quadrado [0,n — 1] x [0,n — 1], com a+ b < n. Portanto, para
todo n € N, o espago Q é particionado em um nimero finito de cones convexos (ou cones

truncados), limitados pelas retas do conjunto L,,.
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Exemplo 6. Para n =1 o conjunto Ly, da Definicao 11, € formado pelos eizos coorde-

nados, ou seja,

£1:{y:0,x:0}
e, portanto, todo o espaco Q € um cone convexo, como ilustra a Figura 2.6.

/\y

0 1 2 3

Figura 2.6: Particao do espago 9 em cones convexos, para n = 1.

Se consideramos n = 2, o unico par (a,b) € N x N tal que a e b sao coprimos
ea+b=2¢o ponto (1,1) pelo qual passa a reta y = x. Os pares (a,b) € N x N que

satisfazem a + b < 2 jd foram obtidos no caso n = 1. Portanto, tem-se
Ly = {y:O,xzo,y:x}

e 0 espaco L € particionado em dois cones convexos, como ilustra a Figura 2.7.

Y

0 1 2 3

Figura 2.7: Particao do espago 9 em cones convexos, para n = 2.

Para o cason = 3, os pares (a,b) € NxN tal que a e b sao coprimos e a+b =3
sao (1,2) e (2,1) pelos quais passam as retas y = 2x ey = 5. Os pares (a,b) € N x N
tais que a + b < 3 jd foram considerados no caso n = 2. Portanto, tem-se que

£3:{yzowrzoay:xvy:zr?y:g}

e 0 espaco Q € particionado em quatro cones convexos, como ilustra a Figura 2.8.
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Figura 2.8: Partigao do espago Q em cones convexos, para n = 3.

A Figura 2.9 reune as trés ultimas figuras em uma unica representacao da
parti¢cao do espago Q como cones convexos sobrepostos, para n < 3. Em outras palavras,
para cada dimensao n < 3, o quadrado n X n contém as retas que correspondem as
fronteiras dos cones convexos que particionam o espaco Q. O prolongamento destas retas
¢ ilustrado com as linhas pontilhadas, para representar todo o cone dentro do espago. Note
que, paran =1, o quadrado 1 X 1 estd colorido com apenas uma cor azul, representando
que na dimensdo 1 o espaco Q € particionado em um unico cone convexo. Para n = 2,
utilizam-se dois tons de azul, significando que na dimensdo 2 o espaco Q € particionado
em dois cones converos. Para n = 3, utilizam-se quatro tons de azul, significando que na

dimensao 3 o espago Q € particionado em quatro cones converos.

Figura 2.9: Partigao do espago 9 em cones truncados, para n < 3.

2.5.2 A condicao de fronteira de um cone S

Seja S um cone delimitado pelas retas r,s € L£,,, com 7 : bjy = a1x e s : by =
asx, conforme ilustrado na Figura 2.10. Sob essas condigoes, definimos o conjunto de

todos os pontos pertencentes a S por

_ a2 a1
Sps = {(w,y) GQ‘ " <V blw},

para z := logQ(% —ley:= 10g2(% —1).
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Figura 2.10: O cone S e sua fronteira.

A desigualdade que define o conjunto S, ;s pode ser reescrita e dividida em duas
partes, cada uma correspondendo a uma desigualdade que compara distancias (probabi-

lidades) em S, ou seja,

{ by <amz <= p“(1—q)" <¢"(1—p)™ (2.14)

boy > asr = p®2(1—q) > ¢*2(1 — p)*.

Note que a expressao (2.14) age diretamente na ordenagao do conjunto Spec(v),
para todo v € V| pois estabelece uma ordem para os multiplos de x e y dentro do espaco
S. Além disso, como consequéncia da Proposicao 3, obtemos também uma ordem para

as colunas [P} da matriz de probabilidades P}, associada a um BAC"™(p,q). Logo, as

e
formas ordenadas das matrizes D} e ), associadas a um BAC™(p, q), dependem de n
e da condigao (2.14). A questdo que surge neste momento é: a forma ordenada (D?)* é
tnica para todos os pontos z = (z,y) € S7

Primeiramente, note que, se o conjunto £, particiona o espaco £ em cones
convexos e se S é um cone desta partigao, entao S é uma componente conexa de Q\L,.
Apesar de estarmos cometendo um abuso na notagao, o conjunto Q\ L, significa apenas
que excluimos de 9 todas as retas pertencentes a L£,, e, o interior das regides formadas
por tais retas sdo as componentes conexas de Q\L,, ou seja, os cones S. Assim sendo,

definimos
Q, = {95 ‘ S é componente conexa de Q\L,}.
Definigao 12. A etapa de um cone S € Q,, € definida por
Ng = min{n eN } S e Qn},

se esse conjunto for diferente de vazio, ou seja, se S existe.
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Observamos que {S € 9, | ns = n} tem mais de um elemento, pois para cada
cone S que aparece na etapa 7, existe um cone simétrico, na mesma etapa. Para ser mais
preciso, se S é um cone que aparece na etapa 7 e cujas fronteiras sao as retas bjy = a1z e
bey = asx, pertencentes ao conjunto L, entao existe um cone simétrico S cujas fronteiras
sao as retas a1y = bix e ayy = byx € L,. Se nao causar confusao, denotaremos S := S,

para indicar que ng = n.

Definicao 13. Seja r € L,, a reta definida por by = ax. O conjunto de reordenacgao é

definido por
Vi={veV|b<wy(v)<n—a} #0,

para S € 9.

Sejam v € V., S € Q, e z € S. Denotaremos a coluna correspondente a v na
forma ordenada (D?)* por (DI')* = (Dy, Dg, ... Dyy)f, em que Dy, denota o elemento da

i-ésima linha da coluna (D?)*.

Lema 1. Sejam S, S € 9, e defina
L,(S,8)={recL,|rseparas deS}.

Entdo, (D?)* # (DM)* <= v € V*, para alguma reta r € L,(S, S).

Demonstragdo. Sejam S, S € 9, e uma reta r € £,(S,S5), definida por by = ax, com
a+ b = n. Considere um vetor v € VI tal que wy(v) = b. Entdo, para u = 1" e
w = 0", temos 9, (v, u), 0, ,(v,w) € Spec(v), com &} (v,u) = ax e &, (v, w) = by. Sob
tais condicoes, temos que

(DY) = 0, ,(v,w) > 6 (v,u) = (Dy,)", acima da retar,

(DY) =65 (v,w) <67 (v, u) = (Dy,)", abaixo da retar.

Portanto, necessariamente temos (D")* # (D")*, em que (D")* denota a coluna
correspondente a v na forma ordenada, por colunas, (D?)*.

Por outro lado, se (D?)* # (D")*, é imediato que v € V", para alguma reta
r e L,(S,S). O

O Lema 1 nos mostra que, para dois cones S,S € £,, as colunas (D7),
correspondentes aos vetores v € V" sao distintas, ja que para cada reta r, que separa
estes cones, ocorre uma reodenacao destas colunas. Logo, as formas ordenadas da matriz
de distancia, para S e S sdo diferentes. A préxima proposicao mostra que a igualdade
destas matrizes ocorre quando os cones sao iguais, ou seja, cada cone esta associado a

uma unica matriz de distancias, ordenada por colunas.
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Proposicao 6. Sejam S,S € Q, ez € S, z€ 5. Entio, (D*)* = (D?)* & S =S.

Demonstragio. Sejam S, S € Q, e z € S, 2 € S. Suponha que (D?)* = (D?)* e S # S.
Entdo, existe r € L, que separa S de S. Mas, pelo Lema 1, concluimos que (D?)* # (D2)*,
o que contradiz a hipétese. Logo, S = S. Por outro lado, se S = S, nao existe r € L,
que separa S de S e, portanto, (D?)* = (D?)*. O

Denotaremos por D,, o conjunto de classes de equivaléncia do espaco Q.

Teorema 2. As classes de equivaléncia do conjunto D,, sao:

(a) Os cones S € Q,;

(b) As retasr € L,.
Demonstragao. Seja D,, o conjunto das classes de equivaléncia de Q.

(a) Seja S € 9Q,,. Decorre da Proposigao 6 que, para quaisquer z,z € S, (D?)* = (D2)*.

Segue da Definigao 10 que z ~ Z e, portanto, S é uma classe de equivaléncia de D,,.

(b) Seja z um ponto qualquer pertencente a uma reta r € L, tal que r : by = ax.
Entao, para todo u,v € V, a distancia 5g7q(v,u) = ax + Py pode ser escrita como
op (v, u) = (a + B%)x Logo, todos os elementos da matriz de distancia D7 serao
escritos como funcao de x e, portanto, a forma ordenada por colunas é a mesma

para todo z € r. Segue que r € L,, é uma classe de equivaléncia. O

O Teorema 2 nos diz que dois canais z e Z determinam o mesmo critério de
codificagao se, e somente se, pertencem a um mesmo cone S € £, ou ainda, os cones
de 9, sdo as classes de equivaléncia do critério de codificacao ou £, — D,, por meio da
aplicacao que, a cada z associa o cone de £, que o contém. Uma vez que a transformacao
®, definida em (2.13), é uma bije¢ao continua tem-se que um cone aberto S € Q,, é uma
classe de equivaléncia estavel no sentido de que pequenas perturbacoes em z € S nao
afetam o critério de decisao. Cada cone aberto corresponde a uma classe de equivaléncia
estdvel de P"/.., por meio da transformacao ®~!. Por outro lado, uma reta r € £,, é uma
classe de equivaléncia instavel que corresponde a uma classe de equivaléncia instavel de
P/, via transformagao @'

O préximo exemplo mostra, em detalhes, como calcular as classes de equi-
valéncia, as formas ordenadas por colunas e como variam os critérios de codificacao a

medida que mudamos os cones.

Exemplo 7. Seja n = 3 e considere a Figura 2.8, do Exemplo 6. Entao, pelo Teorema
2, cada cone S € Q3 € uma classe de equivaléncia de D3 e as correspondentes condi¢oes
de fronteira sao descritas na Tabela 2.1, para cada cone S € Ds.

Considerando a condi¢do de fronteira de cada cone, ordenamos Spec(v), para

todo v € V', conforme veremos a sequir.
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S; | Condicoes de fronteira para 5, Ordenacao
Sh 0<y<3 O<y<2y<zx
S s<y<uw O<y<ax<2y
S r<y<2r 0<zr<y<z
Sy 0<2x <y O<z<2r<y

Tabela 2.1: Condigoes de fronteira dos cones S;, para n = 3.

e Para o cone Si a condigdo de fronteira obtida ¢ 0 <y < 7 e, portanto, as corres-

pondentes ordenagoes de Spec(v) sdo dadas a sequir, para cada v € V :

0 < x <2z < 3z,
Spec(100) = Spec(010) = Spec
Spec(110) = Spec(101) = Spec

O<y<z<zrz+y<2r<2z+y,
O<y<Zy<zez<z+y<z+2y,
0 <y <2y < Jy.

A forma ordenada das matrizes de distancias e probabilidade, associadas ao cone

S1, sao dadas respectivamente por

000 001 010 011 100 101 110 111
ool 1 2 2 3 2 3 3 4
o012 1 4 2 4 2 6 3
o0 2 4 1 2 4 6 2 3

)y =]o0;3 3 3 1 6 5 5 2 |,

00 2 4 4 6 1 2 2 3
0103 3 6 5 3 1 5 2
10/ 3 6 3 5 3 5 1 2
114 5 5 4 5 4 4 1

e, pela Proposicao 4, obtemos

ulv | 000 001 010 011 100 101 110 111
00| 4 5 5 4 5 4 4 1
wor{ 3 6 3 5 3 5 1 2
00/ 3 3 6 5 3 1 5 2
) =|ot1|2 4 4 6 1 2 2 3
003 3 3 1 6 5 5 2
012 4 1 2 4 6 2 3
1o 2 1 4 2 4 2 6 3
mfy1 2 2 3 2 3 3 4
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e Para o cone Sy a condigdo de fronteira obtida € 5 <y < w e, portanto, as corres-

pondentes ordenacgoes de Spec(v) sdo dadas a sequir, para cada v € V:

Spec(110) = Spec(101) =

0 <2 <22 <3z,

O<y<zr<2y<z+y<z+2y,

(000)

Spec(100) = Spec(010) = Spec(001) : 0 <y <x <z +y <2z <2+,
Spec(011)
(111)

0 <y <2y < Jy.

A reta que separa os cones Sy e Sy € r : 2y = x. Assim sendo, o conjunto de

reordenac¢ao, na troca do cone Sy para o cone Sy, € dado por

sz{UEV‘Zng(v)SQ}.

Portanto, pelo Lema 1, somente os vetores com peso de Hamming igual a 2 terao

suas colunas reordenadas, na passagem do cone Sy para o cone Sy. A forma orde-

nada das matrizes de distancias e probabilidade, associadas ao cone Sy, sao dadas

respectivamente por

000 001 010 011 100 101 110 111

000
001
010
D) =1 o1l

100
101
110
111

1 2 2 4 2 4 4 4
2 1 4 2 4 2 6 3
2 4 1 2 4 6 2 3
3 3 3 1 6 5 D 2 )
2 4 4 6 1 2 2 3
3 3 6 ) 3 1 D 2
3 6 3 ) 3 5 1 2
4 ) ) 3 ) 3 3 1

e, pela Proposicao 4, obtemos

ulv

000 001 010 011 100 101 110 111

000
001
010
® ) =1 o11
100
101
110
111

4 5 b} 3 5 3 3 1
3 6 3 5 3 D 1 2
3 3 6 5 3 1 5 2
2 4 4 6 1 2 2 3
3 3 3 1 6 > 5 2
2 4 1 2 4 6 2 3
2 1 4 2 4 2 6 3
1 2 2 4 2 4 4 4
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e Para o cone S3 a condi¢do de fronteira obtida ¢ 0 < x < y < 2x e, portanto, as

correspondentes ordenagées de Spec(v) sao dadas a sequir, para cada v € V :

0 <2 <22 <3z,

Spec(110) = Spec(101) =

(000)
Spec(100) = Spec(010) = Spec(001) : 0 <z <y <22z <z+y<22z+Y,
Spec(011): 0 <z <y<z+y<22y<z+2y,
(111)

0 <y <2y < Jy.

A reta que separa os cones So e S3 € r 1y = x. Assim sendo, o conjunto de

reordenac¢ao, na troca do cone Sy para o cone Sz, € dado por

sz{UEV‘lng(v)gﬂ.

Portanto, pelo Lema 1, os vetores com peso de Hamming itgual a 1 e 2 terao suas
colunas reordenadas, na passagem do cone Sy para o cone S3. A forma ordenada
das matrizes de distancias e probabilidade, associadas ao cone S, sao dadas respec-

tivamente por

000 001 010 011 100 101 110 111
ool 1 3 3 5 3 5 5 4
corf 2 1 5 3 5 3 6 3
o0l 2 5 1 3 5 6 3 3

)y =]oty3 2 2 1 6 4 4 2 |,

002 5 5 6 1 3 3 3
013 2 6 4 2 1 4 2
1o 3 6 2 4 2 4 1 2
1| 4 4 4 2 4 2 2 1

e, pela Proposicao 4, obtemos

ulv | 000 001 010 011 100 101 110 111
000 4 4 4 2 4 2 2 1
00t 3 6 2 4 2 4 1 2
00 3 2 6 4 2 1 4 2
®)=o1}2 5 5 6 1 3 3 3
w3 2 2 1 6 4 4 2
012 5 1 3 5 6 3 3
102 1 5 3 5 3 6 3
1 r 3 3 5 3 5 5 4
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e Para o cone Sy a condi¢io de fronteira obtida ¢ 0 < x < 2x < y e, portanto, as

correspondentes ordenagées de Spec(v) sao dadas a sequir, para cada v € V :

0 <2 <22 <3z,

Spec(110) = Spec(101) =

(000)
Spec(100) = Spec(010) = Spec(001) : 0 <z <2z <y <z+y<2z+vy,
Spec(011): 0 <z <y<z+y<22y<z+2y,
(111)

0 <y <2y < Jy.

A reta que separa os cones Sz e Sy € r 1y = 2x. Assim sendo, o conjunto de

reordenacao, na troca do cone Sz para o cone Sy, € dado por

sz{UEV‘lng(v)gl}.

Portanto, pelo Lema 1, somente os vetores com peso de Hamming igual a 1 terao
suas colunas reordenadas, na passagem do cone Sz para o cone Sy. A forma orde-
nada das matrizes de distancias e probabilidade, associadas ao cone Sy, sao dadas

respectivamente por

000 001 010 011 100 101 110 111
ool 1 4 4 5 4 5 5 4
o1/ 2 1 5 3 5 3 6 3
ool 2 5 1 3 5 6 3 3

m,)=]oty3 2 2 1 6 4 4 2 |,

002 5 5 6 1 3 3 3
013 2 6 4 2 1 4 2
110 3 6 2 4 2 4 1 2
14 3 3 2 3 2 2 1

e, pela Proposicao 4, obtemos

ulv | 000 001 010 011 100 101 110 111
ool 4 3 3 2 3 2 2 1
0013 6 2 4 2 4 1 2
o0 3 2 6 4 2 1 4 2
(Po,)'=ot|{2 5 5 6 1 3 3 3
003 2 2 1 6 4 4 2
012 5 1 3 5 6 3 3
1o 2 1 5 3 5 3 6 3
my1r 4 4 5 4 5 5 4
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A Figura 2.11 ilustra o conjunto {A, B,C, D} das classes de equivaléncia do
conjunto P/ ..

1 2 3
q)_l(Sl) = Au CI)_1<SQ> = B7 @—1(5})) = Ca (I)_l(S4) =D.

Figura 2.11: As classes de equivaléncia do espago P3/. e do espago Dj.

A equivaléncia de canais depende da dimensao n do problema, ja que podemos
ter canais que s@o n-equivalentes mas perdem esta propriedade na dimensao (n+1). Assim
sendo, passaremos a denotar a equivaléncia de canais por BAC™(p, q) ~, BAC™(p',q),
para enfatizar a dependéncia de n, sempre que necessario.

A Figura 2.12 ilustra os cones convexos sobrepostos, para n < 3. Sejam
z = (z,y),2 = (¢/,y') € Q dois pontos quaisquer, conforme ilustrado na Figura 2.12.
Note que z e 2’ correspondem a canais que sao l-equivalentes e 2-equivalentes mas nao

sao 3-equivalentes.

Figura 2.12: Canais n-equivalentes e (n 4 1)-equivalentes, para n < 3.

Agora que as classes de equivaléncia de P" /. estao caracterizadas como clas-
ses de equivaléncia estdveis e instaveis, podemos calcular a cardinalidade de P"/., para
um dado n. No préximo teorema, apresentamos essa cardinalidade e mostramos que esta
quantidade depende da conhecida fun¢ao ¢ de Euler, cuja definicao e propriedades podem
ser obtidas em [16].
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Teorema 3. Seja 1 <n € N. O conjunto P"/. possui exatamente

n
a) g (i) classes de equivaléncia estdveis;
i=1

n
b) 1+ ng(z) classes de equivaléncia instdveis,
i=1

em que @ € a funcdao phi de Fuler.
Demonstracao. Seja 1 <n € N.

a) Considere que L, = |£,| e A, = |A,| em que

A, ={(a,b) e NxN|a+b=n, md.c(a,b)=1ea,b<n}.

A quantidade L,, de retas do conjunto £,, é expressa por uma relagao de recorréncia

nao homogénea, dada por:

(2.15)

L,=L, 1+ A,, paran > 2
Ly =2.

A proxima etapa consiste em obter uma férmula fechada para a Relacdo de Re-
corréncia (2.15), ou seja, uma féormula que nao seja recursiva. Seja L; = L;_1 + A,,

para i = 2,...,n. Entao,

=2 =2 =2

(Lot 4 Lo+ L) =(Li++Loa)+ > A

=2
=L,=2+) A (2.16)

=2

Mas, a quantidade de classes estéveis é igual a L, — 1 e, por (2.16) segue que, para
n > 2,

Ly—1=1+> A, (2.17)
1=2

Vamos tentar encontrar uma expressao fechada e familiar para a ultima igualdade
obtida em (2.17). Primeiramente, seja (a,b) € A,. Entao, se existe ¢ € N tal que

qla e q|b, entdao g|n. Analogamente, se gla e g|n, entdao ¢|b. Assim sendo, temos:
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a+b=n = a<n.

{ (a,b)=1 = (a,n)=1

Portanto, a € ®,,, onde ®, = {m € N|m <n, e (m,n) =1} e p(n) = |®,].

Por outro lado, seja a € ®,,. Entao, a < n e (a,n) = 1. Mas, (a,n) = 1 implica que
(a,n —a) = 1. Portanto, se considerarmos b = n — a, teremos a+b=mne (a,b) =1

de onde concluimos que (a,b) € A,.

Assim sendo, para cada elemento (a,b) € A,, temos um elemento a € ®,, e, portanto,

A, = p(n), para n > 2. Segue que

Lo—1=1+3 o) "L S o). (2.18)
i=2 i=1
b) A demonstracao deste item é consequéncia imediata do item a). O

A sequéncia abaixo denota os valores iniciais da quantidade de classes de equi-

valéncias estaveis, para n > 1:
(1,2,4,6,10,12,18,22,28,32,42,46,58, .. .).

Apenas como uma referéncia, esta sequéncia pode ser encontrada em [17], como

a sequéncia M 1008 que denota a soma da Funcao Totient de Euler, de 1 até 1.

Observacao 5. Na Observacao 4 mencionamos a possibilidade de ordenac¢ao por linhas
da matriz de probabilidades de um BAC™(p,q), ordenacdo que define as prioridades de
decodificagao. Em [10], Qureshi et. al. determinam as classes de equivaléncia de BAC's
sob o ponto de vista de decodifica¢ao (probabilidades a posteriori). Em ambos os casos, as
classes de equivaléncia sao determinadas pela existéncia de constantes inteiras a, b, ¢, d tais
que p*(1 — q)® = ¢°(1 — p)? de modo que, nao surpreendentemente, o nimero de classes
de equivaléncias € o mesmo em ambas as instancias. Uma questao levantada em [10]
refere-se a probabilidade de um BAC pertencer a cada uma das classes de equivaléncia.
Esta probabilidade ¢ expressa simplesmente pela drea correspondente a cada classe de
equivaléncia, como ilustrado na Figura 2.11. Aparentemente a classe de canais mais
proxima do canal simétrico € a mais provavel, assim como no caso de probabilidade a
posteriori (ordenacdo da matriz de probabilidades por linhas). Esta é uma constata¢ao

heuristica, verificada apenas para valores pequenos de n.
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Capitulo 3
Invariantes quasi-métricos

Este capitulo tem como foco o estudo dos invariantes quasi-métricos que sao
ferramentas importantes para a Teoria dos Cédigos Corretores de erros. Comegamos este
capitulo estudando as bolas quasi-métricas, pois a correcao de erros de transmissao esta
fundamentada no estudo das bolas centradas nas palavras-codigo de um dado cédigo C.
A seguir, apresentamos os invariantes quasi-métricos e mostramos como os mesmos se
comportam no caso assimétrico. Na parte final deste capitulo, definimos os polinomios

enumeradores de distancia e de raios de empacotamento e cobertura.

3.1 Bolas, centros e espectro de distancias

Na Secao 2.3 definimos o espectro de um elemento v € V. Como consequéncia
direta da Proposigao 6, pode-se dizer que se BAC"(p,q) ~ BAC™(p', '), entao os conjun-
tos Specyq(v) e Specy 4 (v) sdo ordenados da mesma forma, no sentido de que 0, (v, u) <
Oy 4(v,w) se, e somente se, & ,(v,u) < & (v, w), para todos v,u,w € V. Em pa-
lavras, dizer que estes conjuntos sao ordenados de maneira unica significa que, para
(p,q) ~ (P,q), a i-ésima distancia calculada a partir de v tem valor numérico dife-
rente em cada um dos canais, mas é descrita pelos mesmos parametros nos dois canais.
Veremos estas afirmacgoes com mais detalhes ao longo desta secao.

Denotaremos por 6;(v) a i-ésima distancia realizavel a partir de v, para todo

veV.

Definigao 14. Sejam v € V. e BAC™(p,q) € P". A i-ésima bola com centro v e raio
0;(v) € Spec(v) é definida por

B (v) = {ue V|8, (v,u) < §i(v)},

para i€ {0,1,...,0, — 1}, (p,q) € (0,3)* € 0y, := [Spec(v)].
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Definicao 15. Sejav € V. A esfera de centro v e raio R ¢ definida por
S®D (v, R) = {ue V| (v,u) = R}.
A i-ésima esfera com centro v e raio 0;(v) € Spec(v) € definida por
S () = {u € V| 5y (v,u) = 6,(v)}.

Como ja demonstramos no Teorema 2, um cone S € D, é uma classe de
equivaléncia e, portanto, passaremos a denotar a i-ésima bola Bi(p ’Q)(’U) por B (v). Ana-
logamente, S% (v) seré denotada por S5(v).

Uma vez que Spec(v) é ordenado de modo tnico em um cone S, entdo existe
uma Unica sequéncia de bolas encaixadas, com centro em v,

By(v) C B (v) C B5(v) C...C B _(v), (3.1)
para todo (p,q) € ®1(S). Em palavras, a sequéncia (3.1) significa que, como conjunto,

as i-¢simas bolas centradas em v sao iguais, para todo (p,q) € ®1(5).

Proposicao 7. Sejam S,S € D, ev € V. Entio, B?(v) = Bf(v), para todo i > 0, se, e

somente se, (D?)* = (D")*.

Demonstragdo. Sejam S,S € D, e v € V. Suponha que para todo i > 0, tenhamos
BS(v) = BS(v). Entéo, esta tltima igualdade ocorre se, e somente se, S¥(v) = S5(v),

para todo i > 0, ou seja, se, e somente se, (D")* = (D")*. O

Exemplo 8. Sejam v = 100,v = 101 € V e os cones S1, 5 € D3 cujas condi¢coes de
fronteira sao dadas por S1 : 0 <y <2y <z el : 0<y<x <2y A ordenacao
de Spec(v) = {0,z,y,x +y,2y,x + 2y} € diferente em cada um dos cones. No cone Sy,

ordenamos Spec(v) da sequinte forma
S=5:0<y<y<zx<zr+y<z+2y,

enquanto que, no cone Ss, a ordenac¢do € dada por

S=5:0<y<zr<2y<zt+y<z+2y.

Note que B5(v) = {101,001,100,000} # BS(v) = {101,001,100,111} e, por-
tanto, as formas ordenadas, (D3)* e (D3)*, correspondentes aos cones S e S, respectiva-

mente, sao diferentes, conforme vemos a sequir:
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t
(Di)*:(32652154>,
_ t
@)y =(42652153),

Analogamente, dadas as formas ordenadas (D3)* e (D3)*, obtemos diretamente
a sequéncia de bolas encaixadas descrita pelo critério de cada um dos cones.

Por outro lado, a ordenagdo de Spec(u) = {0,z,y,x+y,2x,2x+y} € a mesma
nos dois cones, ou seja, 0 <y <z < x+y < 2x < 2w+ y. Entio, B (u) = Bf(u),
para todo i > 0, e as formas ordenadas (D3)* e (D?)*, correspondentes aos cone S e S,

respectivamente, sao iguais, conforme vemMos a SeGuUIT:
_ t
(Di)*:(ﬂ)i)*:(z 446133 5) .

A proposicio anterior nos mostra que para um vetor v fixo e dois cones S, S €
D,,, as i-ésimas bolas com centro em v coincidem nestes cones se, e somente se, as formas
ordenadas da coluna v, na matriz de distancias, for a mesma, para S e S. A proposicdo
a seguir fortalece esta condi¢ao de igualdade de bolas quasi-métricas, no sentido de que,
se para todo v € V, todas as i-ésimas bolas coincidem, entao os cones nao podem ser

distintos.

Proposigao 8. Sejam S, S € D,. Entio, B (v) = B?(v), para todo i > 0 e todo v € V,

se, e somente se, S = S.

Demonstracdo. Sejam S, S € D,. Suponha que para todo v € V e todo i > 0, tenhamos
BS(v) = BS(v). Entéo, a tltima igualdade ocorre se, e somente se, S¥(v) = S3(v), para
todo v € V e todo i > 0, ou seja, se, e somente se, (D?)* = (D")*, para todo v € V. Pela

Proposigao 6, a tltima igualdade ocorre se, e somente se, S = S. O]

Exemplo 9. Sejam u = 100,v = 101 € V e considere os cones Si,59,53,S4 € Ds,

conforme mostra a Figura 3.1.

o0 1 2 3

Figura 3.1: Particao do espago Q em cones convexos, para n = 3.
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Para z := logQ(% —1) ey:= logQ(% — 1), obtemos Spec(v), ordenado em cada

um dos cones, conforme mostra a Tabela 3.1.

Spec(v) | do(v) 01(v) d2(v) d3(v) d4(v) 65(v)
Sh 0 y 2y X X+y  x+2y
So 0 y X 2y x+ty x+2y
S 0 X y x+y 2y  x+42y
Sy 0 X y X+y 2y  x+42y

Tabela 3.1: Ordenacao do espectro de v = 101, em cada cone.

A partir da Tabela 3.1, contruimos a Tabela 3.2, que descreve, para cada cone,

as i-ésimas esferas centradas em v.

S;(v) [ Sg'(v)  Sy'(v) S5’ (v) S5’ (v) Si'(v)  S3'(v)
S, | {101} {001,100} {000} {111} {011,110} {010}
S, | {101} {001,100} {111} {000y {011,110} {010}
S; | {101} {111} {001,100} {011,110} {000} {010}
S, | {101} {111} {001,100} {011,110} {000} {010}

Tabela 3.2: Ordenagao das esferas com centro v = 101, em cada cone.

Note que, para i > 0, a distancia 0;(v) pode mudar quando trocamos o cone e,

portanto, as bolas quasi-métricas podem variar. Por exemplo,
B3 (v) = {101,001, 100,000} # B5?(v) = {101,001,100,111}

assim como

B2 (v) = {101,001, 100} # B (v) = {101,111}.

Por outro lado, BiS:“ (v) = Bf“ (v), para todo i > 0, pois a ordenagao de Spec(v)
¢ a mesma nos cones Sz e Sy. Observe ainda que, apesar de Spec(v) ser ordenado de
maneira diferente nos cones Sy e Ss, temos que B5*(v) = B5*(v), ou seja, as bolas,
consideradas como conjuntos sao iguais embora sejam construidas de modo diferente,
como pode ser visto na Tabela 3.2.

Analogamente, a Tabela 3.3 mostra o conjunto Spec(u), ordenado em cada um

dos cones e a Tabela 3.4 descreve as 1-ésimas esferas centradas em u.

Spec(u) | dp(u) d1(u) da(u) d3(u) d4(u)  05(u)
Sh 0 y X X+y  2x  2x+y
So 0 y X X+y  2x  2x+y
S 0 X y 2x  x+y  2x+y
Sy 0 X 2x y Xty  2x+y

Tabela 3.3: Ordenagao do espectro de u = 100, em cada cone.
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S7(v) | Sg'(v)  SY(v) S5’ (v) S5' (v) Si'(v)  S3'(v)
S, | {100} {000} {110,101} {010,001} {111} {011}
S, | {100} {000} {110,101} {010,001} {111} {011}
S; | {100} {110,101} {000} {111} {010,001} {011}
Sy | {100} {110,101} {111} {000} {010,001} {011}

Tabela 3.4: Ordenagao das esferas com centro u = 100, em cada cone.

Seja S € D3 um cone fizo. Comparando BP(u) com Bf(v), vemos que estas
bolas sio diferentes para alguns valores de i. Por exemplo, |S{*(v)| = 2 # 1 = ST (u)].
Isto mostra claramente como o peso de Hamming do centro de uma bola quasi-métrica
interfere na construcao desta bola, para i > 0, diferente do que ocorre com as bolas de
Hamming que sempre tém o mesmo tamanho, a cada etapa @, independente do centro da
bola.

Essas consideracoes sao importantes quando discutimos a correcao de erros, jd
que identificamos os erros mais provdveis de acordo com a sequéncia de raios de uma bola
quasi-métrica centrada em v. De modo mais preciso, se 0, (v,u) = 0;(v) e o (v, w) =

6;(v), temos P} (ulv) > P7 (w|v) se, e somente se, i < j.

Para v € V, a cardinalidade de Spec(v) nos d4 a quantidade total de bolas
centradas em v e essa quantidade independe do cone S. Nosso objetivo, nesta secao, é
caracterizar as bolas quasi-métricas B (v) a fim de buscar condicoes para a correcio de

erros ocorridos a partir de uma mensagem v, transmitida por um BAC"(p, q).

Lema 2. Sejam u,v € V e §;(v) € Spec(v), parai € {0,1,...,0, — 1}. Entao, para todo
u € BY(v), temos dy(v,u) < i.

Demonstracao. Seja v € V' e considere a ordenagao de Spec(v)
50(?)) < (51(1)) < ... < (SZ(U) < 5i+1(’l)) < ... < 50'1)71(7))-

Usaremos o Principio de Inducao Finita em ¢, para demonstrar este resultado.
Para 2 = 0,1 nao ha o que demonstrar.
Suponha que para todo u € B?(v), vale a desigualdade dy (v, u) < i e considere

a bola B2, (v). Entdo, temos
B (v) € B} (v) = B} (v) USE, (v).

Para todo w € B2, ,(v), existe u € BY(v) tal que dy(u,w) = 1. De fato, seja

§ = (v;)l_, um caminho geodésico ligando o ponto inicial v ao ponto final w. Considere

j =max{k € N|v, € B’(v)}.
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Sej<l—1,entao j+1<le

5i(v) < 5;q(v,vj+1) < 5I’}’q(v,w).
——

dit1(v)

Segue que 07 (v,w) > d;i42(v) e, portanto, w ¢ B, (v), o que contradiz a
hipétese. Assim sendo, j = [ — 1 e § é uma geodésica, com | = dy(v,w) arestas de um
grafo bi orientado G. Seja u = v;_; € Bf(v), entdo dg(u,w) = 1, pois a geodésica J é
descrita sobre as arestas do grafo bi-orientado G. Além disso, dg(-,-) é uma métrica e,

portanto, satisfaz a Desigualdade Triangular da qual obtemos
dH(an) S dH(”?”) +dH(uvw> S 1+ 17

o que conclui a demonstracao. O]

Exemplo 10. Retomando os resultados obtidos no Exemplo 9, de acordo com a Tabela
3.2, consideramos cada elemento w € Sfj(v), parat=1,2,...,5, e calculamos a distancia
de Hamming dg (v, w), em cada cone Sy, com j = 1,2,3,4. Os resultados sio apresentados
na Tabela 3.5.

S’ (v) SY(v) Sy(v) Sy(v) SY(v) Sy (v)
S, 0 1 2 1 2 3
Sy 0 1 1 2 2 3
S 0 1 1 2 2 3
Sy 0 1 1 2 2 3

Tabela 3.5: Distancia de Hamming de w € Sfj (v) até v, em cada cone.

Uma vez que ij(v) = Ui, Sfj (v), para todo i > 0, pode-se ver na Tabela 3.5
que dg(v,w) < i, para todo w € B’ (v).

Analogamente, para u = 100, obtemos a Tabela 3.6 e notamos que dy(u,w'") <
i, para todo w' € Bisj (u). Novamente, note a diferenca entre as tabelas, para um cone
fixo, refletindo a variacao das bolas quasi-métricas centradas em vetores com diferentes

pesos de Hamming.

STi(v) | So'(v) SY(v) S5(v) Si(v) S7(v) S5(v)
S, 0 1 1 2 2 3
Sy 0 1 1 2 2 3
Sy 0 1 1 2 2 3
S, 0 1 2 1 2 3

Tabela 3.6: Distancia de Hamming de w’ € SiSj (u) até u, em cada cone.
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Proposicao 9. Sejam 0",1" € V. Entao, para cada v > 0, tem-se que
|B;(0")] = |B;(1")].

Demonstracao. Sejam 0", 1™ € V e B;(0™) e B;(1™) as correspondentes i-ésimas bolas com
centro 0" e 1", respectivamente, com ¢ > 0. Entao, para z := logQ(%—l) ey = logQ(%—l),
obtemos §;(0") =i - x, §;(1") =i - y e as cardinalidades das correspondentes bolas quasi-

métricas sao dadas por

J

J

1B,(0)| = |B,(1")] = (7).

Note que para v € {0", 1"}, temos |B;(v)| = |Bf(v)|, onde Bf(v) denota a

1-ésima bola de Hamming com centro v. O]

Teorema 4. Seja v € V. A cardinalidade da i-ésima bola com centro v em um cone
S €D, € dada por

BS(v)] = by,
=0
onde b; = (‘qu(‘j)) (”_‘:jj(”)), para todo i € {0,1,...,0, — 1}.

Demonstracao. Sejam S € D,, e v € V tal que w := wy(v) e g, := |Spec(v)]. Uma vez
que
Bj(v) € BY(v) € By (v) € ... € BY(v) € B,y (v),

a cardinalidade das bolas define a relagao de recorréncia dada por

{ BSa(v)] = BI(0)] + bisa, 3.9

| B (v)] 1,

em que

w n—w
bi—i—l = .
’eq|i+1 ‘ep’iﬂ

representa a quantidade de elementos da esfera S7,;(v) cujo raio é dado por
Oir1(v) = lepliva - &+ [egliva - v,

para i € {0,1,...,0, — 2}, z := logQ(% —1),y:= logg(% — 1) e |eplit1, |eglit1 denotando
a quantidade de arestas na diregdo 0 — 1 e 1 — 0, respectivamente, na distancia d;,1(v).

Entao, para j € {0,1,...,7} consideramos o somatério de j = 0 até i, aplicado
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a relacao (3.2):

i 52 i i
S IBSL ) = D B+ b
j=0 §=0 §=0

e obtemos

: w n—w
|Biy1(v)| =1+ ( )( ),
i 'Zo leqlj+1/ \leplj+1

J
para 0 <i<o,—2e Bj(v) = 1. O

Note que a cardinalidade de uma bola B (v) depende do peso de Hamming de
v, da dimensdo n e do cone S (pois |e,| e |e,| dependem de v e do cone S ao qual (p, q)
pertence). Portanto, esta cardinalidade pode mudar quando variamos o cone, conforme

mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 11. Seja v = 101 € V' e considere as bolas obtidas no Exemplo 9. A Tabela 3.7
mostra a cardinalidade das i-ésimas esferas, para i = 0,1,...,5. Uma vez que |BY(v)| =

Zé’:o IS7(v)|, note como varia a cardinalidade da i-ésima bola quando trocamos o cone.
Por exemplo, |B3*(v)| = 5 # 6 = | BS®(v)].

S7 ()] | ISy ()] ISP ()] ISy ()] IS5 (v)] ISy (v)] S (v)]
S 1 2 1 1 2 1
Sy 1 2 1 1 2 1
Sy 1 1 2 2 1 1
Sy 1 1 2 2 1 1

Tabela 3.7: Cardinalidade das esferas com centro v = 101, em cada cone.

Considere agorau = 100 € V. Entao, novamente obtemos uma Tabela 3.8 com
as cardinalidades das i-ésimas esferas centradas em u, para cada cone S € Ds. Repare
que, na Tabela 3.7, a sequéncia de cardinalidades para todo S € Ds difere da sequéncia
apresentada para o mesmo cone, na Tabela 3.8. Este fato decorre do que foi discutido

no Exemplo 9 sobre como o peso de Hamming interfere na contrucdo de uma bola quasi-

métrica.
ISP ()| | 1S5 (W) S ()] Sy (w)| 1S5 ()] Sy (w)] |5 (w)]
S, 1 1 2 2 1 1
Sy 1 1 2 2 1 1
Sy 1 2 1 1 2 1
Sy 1 2 1 1 2 1

Tabela 3.8: Cardinalidade das esferas com centro u = 100, em cada cone.
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Corolario 3. Sejam u,v € V e S € D,. Se wy(v) = wy(u), entdo |B(v)| = |B? (u)|,
para todo i € {0,1,...,0 — 1}, com o := |Spec(v)| = |Spec(u)|.

Demonstragao. A demonstragao segue imediatamente do Teorema 4 e do fato de Spec(u) =
Spec(v). O

A reciproca do tultimo corolario nao é verdadeira.

Exemplo 12. Sejam u = 100,v = 101 € V. Considere a linha correspondente ao
cone Sy nas Tabelas 3.7 e 3.8, do Exemplo 11. Note que |By*(v)| = 4 = |B5*(u)|, mas
wi(v) =2 # wy(u) = 1. Portanto, vetores com pesos de Hamming diferentes podem ter

suas correspondentes i-ésimas bolas quasi-métricas com mesma cardinalidade.

Proposigao 10. Seja v € V. A cardinalidade da i-ésima bola em um cone S € D, estd
limitada por
1 < [BP(v)] < |Bi(0")] = |Bi(1")],

para todo i € {0,1,...,0,— 1}, com o, = |Spec(v)|.

Demonstracao. Sejam v € V e um cone S € D,. Para 0 <1 < o, — 1, é claro que
|BZ(v))| > 1 com igualdade para i = 0. Seja u € B(v). Pelo Lema 2, tem-se que
a distancia de Hamming dy(v,u) < i, ou seja, wy(v — u) Portanto, para todo

< i
u € B (v), tem-se que v — u € B;(0") o que nos garante que |B;(0")| > | B (v)]. O

3.2 Distancia minima

Seja C C Fy um cédigo e S € D,,. A distancia minima de C, em z = (x,y) € S,
é definida por

9:(C) :min{dg(c, 6)}

c,ceC

i#]
Observe que precisamos considerar as distancias 67 (¢, ¢) e 07(c, ¢) para calcular
a distancia minima entre as palavras cédigo. Se considerarmos C C FJ como um codigo
linear, entao a estrutura de espaco vetorial sobre F} nos permite obter uma expressao

fechada para ¢%(C), como veremos a seguir.

Observagao 6. Ao longo desta secao, usaremos as defini¢oes
loga(~ — 1) ¢ y = loga(- — 1)
x:=logy(— —1) e y:=logy(— —1).
“p g
Lema 3. Seja C C FY um cddigo linear (com distancia minima de Hamming d};(C)) e

considere um cone S € D,,. Entdo existe ¢ € C tal que 67(c,0) = d};(C) -y e 67(0,¢) =

dy; - x, para z € S.
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Demonstra¢ao. Sejam C C Fy um cédigo linear (com distancia minima de Hamming
d;;(C)) e considere um cone S € D,. Uma vez que C é um cédigo linear, existe ¢ € C
com peso de Hamming wy () = dj;. Dai, segue imediatamente que & (c,0) = d;(C) -y e
0y ,(0,¢) = dy(C) - . O

Teorema 5. Seja C C F§ um cddigo linear (com distancia minima de Hamming d3;(C))

e S €D,. A distancia minima de C, em um canal z = (x,y) € S, € dada por
5:(C) = d(C) - min{z, y}.

Demonstracao. Seja C um codigo linear. Entao, existe ¢g € C com peso de Hamming
wy(co) = dj;(C). Suponha z < y. Entao, se para o, 5* € N temos o + * = d};(C), a

seguinte relacao ¢ valida:
52(0, ¢0) = d(C) - & < "z + By < d(C) - v. (3.3)

Sejam ¢, ¢ € C tal que 6"(¢,¢) = ax + By e a+ B = dy(c,¢). Uma vez que
di;(C) < dy(c,¢), existem c1,co € C tais que dy(cy,co) = d5;(C) e d7(c1, ) = a*x + *y.
Assim sendo, existem a*, f* € N, tais que a* < a e f* < f e, portanto, 67(cy, ) <
d7(c,¢), para todo ¢, ¢ € C. Por (3.3), obtemos que 62(0, ¢y) < 07(c,¢), para todo ¢, ¢ € C.
Analogamente, se y < x, 6"(¢cg,0) < 0”(c, ¢), para todo ¢,¢ € C. Portanto, a
distancia minima do cddigo C é dada por 6%(C) = d};(C) - min{z, y}. O

Note que §(C) é um valor que depende do cédigo linear C (pois depende da
distancia minima de Hamming deste cdigo) e do canal z = (z,y) € S, ja que depende
do minimo entre x e y. Assim sendo, dado um cédigo linear C, a distancia 05(C) ¢ fixa

nas curvas determinadas por min{z,y} = k, conforme ilustra a Figura 3.2.

R

0 1 2 3 4 S R

Figura 3.2: As curvas de nivel de §%(C).
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A linearidade do cédigo C é uma condicao necessaria para que o ultimo teorema
seja valido, caso contrario, nao podemos garantir que exista uma palavra ¢ € C tal que

07(0,¢) = d3(C) -z e 6%(c,0) = dj;(C) - y, conforme vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 13. Seja C = {110,011,101} C F3 um cddigo. Este cédigo é nao linear, com
distancia minima de Hamming dj;(C) = 2. Considere o cone Sy € Ds. Entdo, para um

canal z = (z,y) € Sy, temos que 63(c,¢) = x +y, para todo c,c €C e
0:(C) =z +y # 2 - min{z, y}.

Um dos resultados conhecidos na literatura, para cédigos lineares, é a Cota de
Singleton, [15], [18]. Como consequéncia desse resultado, obtemos um limitante superior

para §5(C), ou seja, dado um c6digo linear C C %, de dimensao k, temos
0;(C) < (n—k+1) min{z,y},

para z = (z,y) € S € D,,.

Exemplo 14. Seja C = {000,100,011,111} C F3 um cdédigo linear e S € Ds. Entao,

para um canal z = (z,y) € S, a distancia minima do cddigo é dada por
02(C) = min{y, z, 2y, 2z, 3y, 3z, x + 2y, y + 2z}

e, pela Cota de Singleton, obtemos que 0%(C) < 2 - min{z, y}.

Considerando os critérios de codificacao de cada cone S € Ds, obtemos que

55(C) = y, para z € S;USo;
? B x, para z € S3USy;

Definicao 16. Considere um cédigo C CFy e S € D,,. Para z = (z,y) € S, a distincia
minima de uma palavra codigo ¢ € C € dada por

92c(e) = min {32 (.0)}. (3.4)

A distancia minima do cédigo C € dada por 6% (C) = Hlelél {6:0(c)}.

A Definigao 16 é uma medida mais refinada para o cédigo C, pois nos fornece
informagoes sobre a palavra cédigo ¢, no sentido de permitir uma descricao mais precisa
dos tipos de erros que ocorrem a partir do envio de ¢. Logo, temos mais informacao sobre

o conjunto de mensagens corrigiveis quando enviamos a palavra codigo c.
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3.3 Raio de empacotamento

Nesta secao apresentamos uma generalizacao da definicao de raio de empacota-
mento obtida para o caso classico. Posteriormente, mostraremos que, devido a assimetria
do problema, podemos refinar esta medida e definir um raio de empacotamento que de-

pende nao somente do canal mas também do cone e da palavra codigo.

Defini¢ao 17. Considere um cdédigo C C Fy e S € D,,. Para um canal z = (z,y) € S,

seja Spec, = Spec,(Fy). Definimos o raio de empacotamento do cddigo C, por
R.(C) = max{R € Spec. | B(¢; R) N B(¢; R) =0, para todo ¢ € C}.

Proposicao 11. Considere um codigo linear C C Fy e S € D,. Para um canal z =

(z,y) € S, o raio de empacotamento de C é dado por

&5 (C) — 1

R.(0) = [

} -min{z, y},

em que dj;(C) denota a distancia minima de Hamming de C.

Demonstragao. Seja C C Fy um cddigo linear e S € D,. Para um canal z = (z,y) €
S, considere R,(C) = [%] - min{z,y} e suponha que exista v € V tal que v €
B(c, R.(C)) N B(¢; R.(C)), para ¢,é € C. Entdo, a desigualdade triangular, aplicada &
métrica de Hamming, juntamente com a condi¢ao de que m := min{xz, y} > 0, nos fornece

a seguinte desigualdade:
du(c,c)-m <dg(c,v) -m+dg(v,c)-m. (3.5)

Mas, dy(c,¢) = dg(c — ¢,0) e, uma vez que o cédigo C ¢ linear, temos que
¢ — ¢ € C. Portanto, dg(c,c) > dj;(C).
Além disso, temos que dy(c,v) < [%] edy(c,v) < [%] De fato, se

v € B(e; R.(C)), entdo 67(c,v) < R,(C) e, portanto,

(3.6)

{ (e, v) = eplz + legly < R.(C)
dH(Cav) = ‘ep’+|eq|7

onde |e,| e |e,| denotam a quantidade de trocas do tipo 0 — 1 e 1 — 0, respectivamente.

. - %, (C)—1 .
Apenas para simplificar a notacao, vamos denotar R := [%} Assim sendo, temos

dois casos:

1. Se m = x, temos R,(C) = R -z e, por (3.6), obtemos |ey|x + |e,|ly < Rz se, e
somente se, (le,| — R) -z + |eg| -y < 0. Como m = z, temos (|ey| + |e,| — R) -z < 0.
Logo, (lep| + |eq] — R) < 0, pois > 0 e segue que dy(c,v) < R. Portanto, se
v € B(¢; R,(C)), entao dy(c,v) < R.
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2. Se m =y, a demonstragao é anédloga.

Ja que v € B(¢; R,(C)), o mesmo vale para v, ou seja, dg(¢,v) < R.

Estes ltimos fatos, juntamente com a relagao (3.5) nos leva a contradigao
dy(C)-m < (d(C) —1) -m,

Portanto, B(c, R.(C)) N B(¢; R.(C)) = 0 e segue da Definicdo 17 que R.(C) é

o raio de empacotamento do cédigo C. [

Exemplo 15. Considere o cddigo linear C = {0000, 1111} e o cone Sy € Dy cujo critério
de codificacao € dado por 0 < y < 2y < 3y < x < 4y. Pela Proposicao 11, obtemos
R.(C) =y, para um canal z = (x,y) € Sy e as bolas quasi-métricas, de raio R,(C) = v,

sao dadas por:

B(0000; y) = {0000}
B(1111;y) = {1111,0111, 1011, 1101, 1110}.

Note que, assim como o canal € assimétrico, a correcao de erros também €.
De modo mais preciso, vemos que se enviamos ¢ = 0000, nenhuma mensagem recebida é

corrigivel. Por outro lado, se enviamos ¢ = 1111, o conjunto de mensagens corrigiveis é
dado por {0111,1011,1101,1110}.

O Exemplo 15 sugere que R,(C) é uma medida grosseira para corregao de erros

e isto nos motiva a proxima definicao.

Definicao 18. Considere um codigo C CFy e S € D,,. O raio de empacotamento de uma

palavra codigo ¢ € C, em um canal z = (z,y) € S, é definido por

Ri(c) = 6(C)rensap)§c(c){5(c) | B(c;6(c)) N B(e;0(c)) =0, para todoc # ¢ € C}.

Neste sentido, o codigo C € caracterizado por uma sequéncia de raios de empacotamento

Re = (Re(e)

ceC’

E imediato ver que a Definicao 18 é um refinamento do caso classico, pois

R (C) = min{Re(c)}.

Proposicao 12. Considere um codigo linear C C ¥ e S € D,,. Para todo c € C, o raio

de empacotamento RE(c), em um canal z = (x,y) € S, estd limitado por

R¥(C) < Rele) < o clc).
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Demonstracao. A demonstracao segue diretamente da Definicao 18 e da Proposicao 11.
O

Note que RZ(c) depende do cédigo C, da palavra cédigo ¢ € C, do canal
z = (x,y) € S e do cone S. De modo mais preciso, dados dois canais z,z € S, o raio de
empacotamento de ¢ muda de valor com a mudanca do canal, mas caracteriza os
mesmos tipos de erros nos dois canais. Este fato sera demonstrado na préxima proposigao.
Antes de apresenta-la vamos definir, com um certo abuso de linguagem, que
para ¢ € C e z,Z € S, os raios de empacotamento R%(c) e Ri(c) sdo congruentes se, e

somente se, estes raios caracterizam os mesmos tipos de erro («, /3), ou seja,
Ri(c) 2 Ri(c) < Ri(c) = ax + By e Ri(c) = az + By.

Proposicao 13. Sejam S, S € D,,, com S # S.

(a) Considere um cddigo linear C C FY e dois canais z = (x,y),z = (z,y) € S. Para
todo ¢ € C, temos R(c) = RZ(c).

(b) Se z = (x,y) € S e z = (T,y) € S, entao existe cidigo linear C tal que R(c) 2
RZ(c), para algum c € C.

Demonstracdo. Sejam S, S € D,,, com S # S.

(a) Considere um cédigo linear C C F% e dois canais z = (z,y),z = (Z,y) € S.

Uma vez que S ¢ classe de equivaléncia, temos que z ~ Z e, consequentemente,
Ri(c) = ax + By e Ri(c) = az + By.

Logo, Ri(c) = RE(c).

(b) Seja r € £,(S,S) uma reta que separa os cones S e S e definida por Sy = ax, com
a+ B = n. Considere o cddigo linear C = {0",1"}. Entao, se S é o cone que estd
abaixo da reta r, dado um canal z = (z,y) € S, temos Sy < ax, de onde obtemos
que RZ(0") = (o — 1)x e RE(1") = By. Por outro lado, o cone S estd acima da reta
7 e, portanto, dado um canal z = (Z,9) € S, temos az < By, de onde obtemos que
RE(0") = axw e Re(1") = (B — 1)y.

Logo, R2(0") 22 RZ(0") e RE(1™) 2 RE(1™) o que conclui a demonstragao. O

Exemplo 16. Considere novamente o codigo do Exemplo 15: C = {0000, 1111} e o cone
S1 € Dy. Para um canal z = (x,y) € Sy, temos que R;(0000) =y e RE(1111) = 3y.
A Figura 3.3 ilustra as bolas quasi-métricas com o raio de empacotamento do

cddigo, R*(C) =y e os correspondentes conjunto de mensagens corrigiveis.
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1111

Figura 3.3: Bolas quasi-métricas no cone S; com raio de empacotamento do cédigo C.

A Figura 3.4 ilustra as bolas quasi-métricas com o correspondente raio de em-
pacotamento da palavra codigo, Ri(c). Nesse caso, o conjunto de mensagens corrigiveis
eV =T;.

Note que, se enviamos ¢ = 0000, nenhuma mensagem recebida é corrigivel,

mas se enviamos ¢ = 1111, 14 mensagens possiveis de serem recebidas sao corrigiveis.

Observagao 7. Conforme vimos no Exemplo 16, o raio de empacotamento de uma palavra
codigo nao € constante, mesmo em se tratando de um codigo linear. Fsta propriedade, a
qual nao estamos acostumados no contexto de canais simétricos, revelam uma possibilidade
que pode ser interessante. Em diversas circunstancias, trabalha-se com informacoes de
natureza distinta, que demandam protecao desigual de erros. Muitas vezes, a protecao
desigual € feita considerando-se protecao desigual de bits, mas por outras vezes, como, por
exemplo, na estratégia adotada por Borade, Nakiboglu e Zheng [19], trata-se de proteger
desigualmente mensagens diferentes. A wvariagao no raio de empacotamento de palavras
cddigos sugere uma estratégia natural, com ébvio reflexo no desempenho do cddigo (se
este desempenho for medido de algum modo que reflita a importancia diferenciada das
mensagens): atribuir as informagoes que demandam mais protecao as palavras cddigos que
possuem maior raito de empacotamento. Neste sentido, a busca por codigos passa a incluir
uma possibilidade adicional a ser considerada, qual seja, nao apenas a determinacao do
[n, k]a-cédigo linear C mas também o modo como associamos as informagoes de F% as

palavras codigos.



CAPITULO 3. INVARIANTES QUASI-METRICOS 59

1111
/ \
1110 0111
1011 1101
1010 1100 0011 0101

0010 0100
1001
1000 0001
0000

Figura 3.4: Bolas quasi-métricas no cone Sy, descritas pela sequéncia de raios de empa-
cotamento do cédigo C.

Teorema 6. Considere um cddigo C C Fy e S € D,,. Para um canal z = (z,y) € S e

c € C, o raio de empacotamento de ¢ € dado por

Ri(c) = min {max{dz(c) | 6.(c,¢) # 6.(c,v) 4+ 0.(v,©), para todov € B(c, 52(0))}}

c#cel

Demonstracao. Seja C C Fy um cédigo linear e S € D,,. Considere ¢,¢ € C e d,(c) €
Spec(c), onde z = (z,y) € S. Suponha que exista v € V tal que

v € B(e;d.(c)) N B(¢;0,(c)).
Entao, 0,(c,v) < d,(c) e 0,(¢,v) < d,(c) e, se considerarmos
8 (c,v) = e,z + |€yly e 02 (e, v) = |e,|x + |y,
obtemos
0% (c,v) + 02 (v, €) = (Ie'p] + &g + (I€'q] + E])y- (3.7)
Suponha que 07(c,¢) = |ey|x + |egly, com dy(c, ) = |ey| + |egl.

Considere, esquematicamente, e sem perda de generalidade, as distancias 0, (c, v)

e d,(¢,v), representadas da seguinte forma:
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lep
“'»/p‘ K
¢: 100...00][00...00] 11...11]/Tgual
v: [11...11][00...00][00...00][11...11] Tgual
¢: [11...11] 11...11][00...00]00...00] Igual
¢ | | e I | - | Igua

leq]

Note que v é um vetor com exatamente (|¢/,|+ |¢/,|) coordenadas diferentes de
¢ e, a0 mesmo tempo, é um vetor com exatamente (|é,| + |é,|) coordenadas diferentes de
¢. Mas, ¢ e ¢ tém exatamente (|e,| + |e,|) coordenadas diferentes entre si e, uma vez que
v € B(c;6.(c))NB(E 6.(c)), é necessdrio que tenhamos |e,| = |€/,|+|eg| € [eg] = |€/q|+Ep],
ou seja, é necessario que dg(c,¢) = dy(c,v) + dy (v, ).

De fato, se as trocas de coordenadas ocorrerem somente no conjunto ,
nao havera intersecao, pois cada palavra cédigo vai gerar um vetor diferente. Analoga-
mente, se a troca das coordenadas ocorrer parte no conjunto e parte no conjunto de
coordenadas diferentes, novamente nao havera intersecao pois serao gerados dois vetores
distintos, cada um referente a uma palavra cédigo. Portanto, havera intersecao somente
quando as trocas de coordenadas ocorrerem no conjunto das |e,| + |e,| coordenadas que
diferem em ¢ e ¢é. Portanto, 67 (c,v) + 62 (v,¢) = 07(c, ).

Por outro lado, se ¢(c,v) + 02(v,¢) = 6, (c,¢), considere d.(c) = d.(c,v)
e 9,(¢) = 0,(¢,v). Entao, temos que v € B(c;6,(c)) e v € B(¢0,(¢)). Resta apenas
mostrar que 6,(¢) < d,(c). Suponha que 0,(c) < 6,(¢). Entao, B(¢;0,(c)) C B(c;0,(¢))
e, como assumimos que 0,(c) = d,(c,v), entdo v € S*(¢;9,(¢)) e v ¢ B(¢;d.(c)). Logo,
v & B(c;6.(c)) N B(E6.(c)), ou seja, 67(c,¢) < 6(c,v) + 62 (v, ), e este fato contradiz a
hipétese. Portanto, concluimos que 6,(¢) < d,(c).

Segue que se 07(c,¢) # 07 (c,v) + 6%(v, ¢), para todo v € B(c,d,(c)), obtemos
B(c;6.(c)) NB(&;6.(c)) = 0. Assim sendo, o maximo raio 8, (c) que satisfaz esta condigao
serd o raio de empacotamento de ¢ relativo a ¢. Considerando o minimo destes raios,

sobre todo ¢ # ¢ € C, obtemos entao o raio de empacotamento de ¢, ou seja,

R&(c) = min {max{&(c) | 6.(c, ) # 0.(c,v) + 6.(v, ), para todov € B(c, 5z(c))}}

c#ceC
[

Observagao 8. E importante notar que R(c) ndo é constante em ¢ € C, mesmo no caso

de termos C linear. Veremos isto nos exemplos a sequir.
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Exemplo 17. Considere o cédigo do Exemplo 15: C = {0000, 1111} e os cones S; € Dy,

conforme ilustra a Figura 3.5.

4
Figura 3.5: Particao do espaco 9, para n = 4.

A Tabela 3.9 mostra os raios de empacotamento em um canal z = (z,y) € S,

para cada S € Dy e cada c € C.

RE(0000) RZ(1111)
S1 Y 3y
So x 2y
S x 2y
Sy 2x Y
Ss 2x Yy
Se 3x x

Tabela 3.9: Sequéncia dos raios de empacotamento RZ(c), para todo ¢ € C.

Observe que:

1. Palavras codigo distintas podem ter raio de empacotamento distintos. Logo, o raio

de empacotamento depende da palavra codigo.
2. O walor do raio de empacotamento depende da palavra e do canal.

3. O raio de empacotamento é determinado pela palavra codigo, no cone em questdo,
ou seja, Ri(c) = Ri(c), para z,zZ pertencentes ao mesmo cone. Jd quando o cone
¢ trocado, esta mesma palavra codigo pode ter um raio de empacotamento distinto.

Observe, por exemplo, o raio de empacotamento de ¢ = 0000 nos cones S3 e Sy.

4. O raio de empacotamento mdximo nao esta relacionado com a palavra cédigo de
maior peso de Hamming. Por exemplo, para z = (x,y) € S, o maior raio de
empacotamento é R%(0000) = z e wy(0000) = 0. No entanto, wy(1111) = 4, mas
RE(1111) =2y < .
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d. Epossz/'uel verificar que, para o caso dos canais assimétricos, o cédigo C = {0000, 1111}

¢ perfeito, no sentido que

B(0000; R¢(0000)) U B(1111; RE(1111)) = Fj.

Observe que este é um fato notdvel visto que, no caso de termos um canal simétrico
(x =), obtemos RE(0000) = Ri(1111) =x e

B(0000; z) = {0000, 1000, 0100, 0010, 0001} = {v € Fy | w(v) < 1}
B(1111;z) = {1111,0111, 1011, 1101, 1110} = {v € F} | w(v) > 3}.

Note ainda que, a medida que consideramos cones mais prorimos do caso
simétrico (r = y), as bolas quasi-métricas obtidas nestes cones tendem a ficar mais pa-
recidas com as bolas métricas. Por exemplo, considere as primeiras bolas quasi-métricas

obtidas para os canais z = (x,y) € S;, coma 1 =1,2,3, conforme ilustra a Tabela 3.10.

Cone 5
0 Y 2y 3y
0000 - - -
111 1110,1101 | 1100, 1010, 1001 1000, 0100
1011,0111 | 0110,0101,0011 0010, 0001
Cone S,
0 Y 2y T
0000 - - 1000, 0100
0010, 0001
111 1110,1101 | 1100, 1010, 1001 -
1011,0111 | 0110,0101,0011
Cone 53
0 Y x 2y
- 1000, 0100 -
0000 0010, 0001
1111 1110, 1101 - 1100, 1010, 1001
1011,0111 0110,0101,0011

Tabela 3.10: Bolas quasi-métricas para os cones Si, Sy € S3.

Repare que, no cone S as primeiras bolas quasi-métricas nao coincidem com as
primeiras bolas métricas, jd que estamos tratando de canais bem mais assimétricos (quase
canais 7) nesta regido. Jd o cone S3 € o mais proximo do caso simétrico e, portanto, as
primeiras bolas quasi-métricas coincidem com as primeiras bolas de Hamming. De fato,
B(0000; z) e B(1111;y) equivalem as bolas métricas de raio igual a 1 e a bola quasi-métrica
B(1111;2y) equivale a bola métrica B(0000;2) = B(1111;2).

O préximo exemplo varia um pouco mais o peso das palavras codigo e nosso
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objetivo novamente é calcular a sequéncia de raios de empacotamento do cédigo C.

Exemplo 18. Considere o cddigo linear C = {0000,0101,1011,1110}. A Tabela 3.11
mostra a sequéncia de raios de empacotamento do cédigo, em um canal z = (x,y) € S,

para cada S € Dy.

RZ(0000) R&(0101) Ra(1011) RE(1110) | &
S 0 Y 0 0 6
S, 0 Y 0 0 6
S; 0 y 0 0 6
Sy T T 0 0 10
S x x 0 0 10
Se x x 0 0 10

Tabela 3.11: Sequéncia dos raios de empacotamento RE(c), para todo ¢ € C.

No que se refere a correcao de erros, a ultima coluna da Tabela 3.11 ilustra

a quantidade E = ‘UB(C; Ré(c))’ Note como esta quantidade varia a medida que
ceC

trocamos o cone (este fato jd € esperado pois os raios de empacotamento podem variar
com a troca de cone). Por exemplo, nos 3 primeiros cones, se enviarmos as palavras
codigo 0000, 1011 ou 1110, ndo consequimos corrigir qualquer mensagem possivel de ser
recebida, mas quando enviamos 0101 temos condigoes de corrigir apenas duas mensagens
possiveis de serem recebidas.

Vale observar que, em qualquer dos cones, E¢ sempre é maior do que a capaci-
dade de corre¢ao do codigo no caso simétrico. De fato, se x =y, o raio de empacotamento

do cddigo € R(C) = 0 e, qualquer palavra cédigo ¢ que seja enviada ndo nos permite cor-

UB(c;0)| = 4.

ceC

rigir qualquer das mensagens possiveis de serem recebidas, ou seja,

Como ja é conhecido, no caso simétrico o raio de empacotamento do codigo
¢ igual ao raio de empacotamento de todas as palavras cédigo. Entretanto, quando con-
sideramos canais assimétricos, sabemos que palavras distintas podem ter raios de empa-
cotamento distintos. Mais ainda, o préximo e iltimo exemplo nos mostra que palavras

codigo com mesmo peso de Hamming, podem ter raios de empacotamento distintos.

Exemplo 19. Considere o cédigo linear C = {00000,01100,10010,00101,01001, 11011,
11110,10111} e S € D5. A Tabela 3.12 ilustra a sequéncia de raios de empacotamento do
cddigo, para um canal z = (x,y) € S, para cada S.

Observe que, para ¢ = 01100 e ¢ = 10010, temos wy(c) = wy(¢) = 2, mas
Ri(c) # Rg(¢), para todo z € S e todo cone S. Portanto, palavras cddigo com mesmo

peso de Hamming nao necessariamente tém o mesmo raio de empacotamento.
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] ceC \
00000
01100
10010
00101
01001
11011
11110
10111

N
e
R
P
&
2
e
&

o|lo|o|o|olw oo
o|lo|o|o|olw |o|o
o|lo|o|o|olw oo
olo|lojo|ole | oo
o|lo|o|o|olv|o|o
o|lo|o|o|o|y|o|r
o|lo|o|o|o|r|o|r
ooooo&o&é’l

OO0 OR|IOR
OO0 OR|IOR

Tabela 3.12: Sequéncias de raios de empacotamento para o cédigo C, em cada cone

3.4 Raio de cobertura

Considere um codigo C C F} e S € D,,. Assim como ocorre com o raio de
empacotamento (vide Segao 3.3), dado um canal z = (z,y) € S, podemos obter uma
sequéncia de raios de cobertura (‘ﬁé(c))ce - do codigo e que depende da palavra codigo ¢,

para todo ¢ € C. Essa sequéncia é um refinamento do raio de cobertura do cédigo C.

Definigao 19. Seja C C F} um codigo e S € D,,. Definimos o raio de cobertura do cédigo

C, em um canal z = (z,y) € S, como sendo o menor raio R*(C) tal que |J B(c;R*(C)) =
ceC

F7.

Considerando o*(C) = > .. |B(c;\*(C))], existem 7*(C) = o*(C) — 2" vetores
em excesso na cobertura do cédigo C, obtida com o raio %8%(C), com |F7| = 2. E natural
pensar que, se minimizarmos o valor de o*(C), teremos uma quantidade menor de vetores

repetidos nesta cobertura de V.

Definigao 20. Seja C C Fy um cédigo e S € D,,. Para z = (x,y) € S, uma sequéncia
Re = (Re(e)

wec € uma sequéncia de cobertura do cidigo C se

| Be:9(e) =F3 e Ri(c) < Re(e) < R°(0),

ceC

onde R (c) denota o raio de empacotamento da palavra cddigo c.

Uma sequéncia de ratos de cobertura otima é uma sequéncia de cobertura
do cddigo C cujo valor de an(C) = Y ..o|B(c; R (c))| € minimo.

Se a sequéncia R; coincide com a sequéncia de raios de empacotamento, RE,

dizemos que C é um codigo perfeito .

A Definigao 20 é um refinamento do caso classico, pois R*(C) = macx{%é(c)}
ce
e an(C) < a*(C).
De modo andlogo ao que fizemos para a sequéncia de raios de empacotamento

diremos que, para ¢ € C, os raios de cobertura R%(c) e RZ(c) sao congruentes se, e somente
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se, estes raios sdo descritos pelos mesmos parametros (a, (), ou seja,
R (c) 2 Ri(c) <= Ri(c) = ax + By e Ri(c) = az + By.

Proposicao 14. Sejam S,S € D,,, com S # S.

(a) Considere um cédigo C C F% e z,Z € S. Seja R uma sequéncia de raios de

cobertura dtima. Entao, para qualquer ¢ € C, temos Rg(c) = RE(c).

(b) Seja Rz uma sequéncia de raios de cobertura étima. Entdo, para z € S e zZ € S,

eziste cddigo C tal que Rg(c) 2 Ri(c), para algum c € C.
Demonstracdo. Sejam S, S € D,,, com S # S.

(a) Considere um cédigo C C F e os canais z,Z € S. Seja i uma sequéncia de
raios de cobertura 6tima obtida para z € S e Ri(c) a mesma sequéncia de raios,

determinada por zZ € S.

Uma vez que S é classe de equivaléncia, temos que z ~ Z e, consequentemente,
z ~ z
M (c) = Re(o).

(b) Seja r € £,(S,S) uma reta que separa os cones S e S e definida por Sy = az, com
a + B = n. Considere o cddigo linear C = {0",1"}. Entao, se S é o cone que estd
abaixo da reta r, dado um canal z = (z,y) € S, temos Sy < ax, de onde obtemos
que R2(0") = (a— 1)z e RE(1") = By. Por outro lado, o cone S estd acima da reta
7 e, portanto, dado um canal z = (Z,9) € S, temos az < By, de onde obtemos que
RE(0) = az e RE(1) = (4 — )y,

Logo, RZ(c) & RE(c), para ¢ € C, o que conclui a demonstragao. O

Observacgao 9. Note que podemos ter mais de uma sequéncia de raios de cobertura em
um mesmo cone S. Neste caso, o préprio cédigo C jd é o exemplo de que RS (c) 2 RE(c),

para algum ¢ € C.

Assim sendo, se SR} é uma sequeéncia de raios de cobertura 6tima, obtida para
z € S, entao, o raio de cobertura de ¢ muda de valor com a mudanga do canal, mas
¢ descrito pelos mesmos parametros o e (3, nos dois canais, ja que z ~ z. Os proximos

exemplos ilustram as sequéncias de raios de cobertura 6timas, R:, para um dado cédigo

C.

Exemplo 20. Considere o cédigo linear do Exemplo 17: C = {0000,1111}. A Tabela 3.13

mostra as sequéncias de raios de cobertura otimas de C, para (x,y) € S e cada S € Dy.
Conforme jd discutido no Exemplo 17, no caso assimétrico, o codigo C € per-

feito em qualquer dos cones e, portanto, cobre todo o espago F3 com an(C) = 16. Neste

exemplo, cada cone possui uma unica sequéncia de raios de cobertura otima.
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Sl SQ 55 S4 S5 56
(y,3y) | (z,2y) | (x,2y) | 2v,y) | (27,y) | (B, 2)

Tabela 3.13: Sequéncia de raios de cobertura étima, para cada um canal (z,y) € S;.

Exemplo 21. Considere o cddigo linear do Exemplo 18: C = {0000,0101,1011,1110}. A
Tabela 3.14 mostra as sequéncias de raios de cobertura dtimas de C, para z = (x,y) € S
e cada S € Dy.

PRZ(0000) REZ(0101) RE(1011) RE(1110) | an(C)
S1U S, 0 a : Y 20
0 x Y x
S, x x x Y 19
x x Y x
Sy x x Y Y 18
S5 U Sg 2x x x x 17

Tabela 3.14: Sequeéncia dos raios de cobertura R} para C, em cada cone ;.

Observe que nos cones Sy, S5 € Sg as sequéncias de raios de cbertura otimas
sao unicas. Jd para Si,S, e S3 obtemos duas sequéncias de raios de cobertura otimas,
para cada cone. Mas, embora estas sequéncias sejam diferentes, por defini¢ao, ambas
determinam o mesmo valor de ax(C) para o cone.

A Tabela 3.15 compara os raios de cobertura, R*(C), RE, obtidos no caso
assimétrico, com o raio de cobertura do caso cldssico, R(C). Note que a sequéncia R
sempre cobre o espago F5 com um valor menor de an(C) e, portanto, é um refinamento

do caso classico.

R (C) P2 R(C)
alC) =29 | an(C) = 18 a =20
sy ) =17

Tabela 3.15: Comparativo dos raios 53*(C), 2R com o raio, referente ao caso classico R(C).

3.5 Polinomios enumeradores de distancias

De acordo com [15], é possivel definir polinémios enumeradores que caracte-
rizam a distribuicao de pesos e distancias de um cdédigo C. Motivados por esse fato,
definiremos nesta secao os polindomios enumeradores de quasi-distancias, raios de empa-
cotamento e raios de cobertura, para o caso assimétrico, e mostraremos as principais

diferencas entre estes polinomios e os do caso cléssico.
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Considere um c6digo C C F3, S € D,, e um canal z = (z,y) € S. Um polinomio

enumerador de distancias, para o cédigo C, poderia ser definido como

A (u,r) = Z[Z)\d }

d=0 4.€QZ

em que A = H(c,é) €C?|6. =d8c,e)ed = dH(c,E)}

todas as distancias entre pares de palavras c6digo (c,¢) € C2.

e Qf denota o conjunto de

No entanto, da maneira como foi definido, o polinomio AZ(u,r) depende do
c6digo C e do canal z € S. Assim sendo, para z,zZ € S, em geral temos AZ(u,r) # AZ(u,r)
e, uma vez que estamos trabalhando sempre com invariantes quasi-métricos que dependem
do cone, tal polindbmio nao é interessante, ja que nao preserva o conceito de equivaléncia
de canais em sua definicao. Por esse motivo, redefinimos o polindmio enumerador de
distancias, em termos dos parametros « e J que descrevem a distancia ax + Sy entre um
par de palavras cédigo (c, ¢) € C2. Com isso, podemos obter uma estrutura bem definida
para os polinomios enumeradores de canais equivalentes.

De modo analogo e pelo mesmo motivo, definiremos os polindomios enumera-
dores de raios de empacotamento e cobertura também em funcao dos parametros « e f3,

conforme veremos a seguir.
Defini¢ao 21. Seja C C Fy um cédigo, S € D, e um canal z = (x,y) € S.

1. O polinémio enumerador de pardmetros de distancias (P.E.D.) de C ¢

dado por

n

Ac(s,t,r) = [ Z )\aﬁso‘tﬁ]rd

d=0 (a,8)€Qc

em que Ny = H(c,é) € C*|0%c,e) = ax+ By ed = dy(c,e) = 04+BH e Q¢
denota o conjunto de todos os pares (a, ) cuja combinagao ax + Py define uma

distancia pertencente a Qp.

2. O polinomio enumerador de parametros de raios de empacotamento
(P.E.R.E.) de C € dado por

n

[i(s,t,7) [ Z ’yaﬁso‘tﬁ}

w=0 (a,8)ERc

em que Yo = ’{c eC | Ri(c) = ax + By ewyl(c) = w}‘ e Re¢ denota o conjunto
de todos pares (a, B) cuja combinag¢ao ax + [y define um raio de empacotamento

pertencente a RE.
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3. O polinémio enumerador de parametros de raios de cobertura (P.E.R.C.)
de C é dado por

n

\Ifé(s,t,r):Z[ Z wgﬁsatﬁ}r%

w=0 (a,B)eRc

em que g = ‘{c eC | MRi(c) = ax + By ewp(c) = w}‘ e Re denota o conjunto de
todos pares («, 8) cuja combinagdo ax + By define um raio de cobertura pertencente

z
a Re.

A Definicao 21 mostra claramente de quais varidaveis cada um dos polinémios
depende. No que se refere aos polinomios enumeradores de distancias, vemos que o P.E.D.
depende do cédigo C. Ja os P.E.R.E. e P.E.R.C. dependem do cone S, do cddigo C e da
palavra codigo ¢ € C.

Deve ser observado que a variavel r, no P.E.D., pode parecer desnecessaria
visto que seu expoente denota a soma dos parametros a e [ que compoe a distancia
axr + fy. No entanto, o acréscimo desta variavel é justamente para deixar clara que a

distancia d pode ser decomposta de formas diferentes, como soma dos parametros «, 3.

Proposicao 15. Considere um cddigo C C Fy e S € D,. Para z = (x,y) € S, as

sequintes identidades sao vdlidas:
1 X=X, e X =Cl;
2. Ae(1,1,1) = |CJ%;
3. Te(1,1,1) = We(1,1,1) = [C|;

Demonstracao. A demonstracao segue imediatamente da definicao dos polindmios enu-

meradores. O]
Proposicao 16. Sejam S, S € D,,. Entdo,
(a) Para qualquer cédigo C C F% e quaisquer z,% € 9, temos Aa(s,t,r) = Aa(s,t,7);

(b) Para qualquer cédigo C CF% e 2,z € S, temos T4(s,t,7) = [a(s,t,r) e Ua(s,t,7) =
Wi(s,t,7);

(c) Sejam z € S ez € S, com S # S. Entao, existe um cédigo C C FY tal que
[2(s,t,7) # Ta(s,t,r) e Wa(s,t,1) # Wi(s,t,7).

Demonstragdo. Sejam S, S € D, com S # S.

a) Sejam z,z € 9, e um codigo C C Fy. Considere ¢, ¢ € C. Se para z = (x,y) tem-se
2

que 0”(c,¢) = ax + Py, entdo necessariamente 62(c,¢) = aZ + fy, para z = (Z, 7).
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De fato, a quantidade o + 3 de coordenadas distintas entre ¢ e ¢ é a mesma para

qualquer canal e, portanto, independe do cone em questao. Portanto, obtemos que

Az (s, t,r) = AZ(s,t,r).

(b) Sejam z,z € S e considere um cddigo C C Fy. Uma vez que S é classe de equi-
valéncia, a Proposicdo 13 nos garante que, para qualquer ¢ € C, temos Rg(c) =
RE(c), ou seja, ambos os raios de empacotamento de ¢ sao descritos pelo mesmo par

de parametros o e 3. Portanto, garantimos a igualdade T4(s,t,r) = T&(s,t, 7).

Analogamente, obtemos que W3(s,t,7) = Wi(s,t,7).

(c) Sejam 2 € S e z € S. Pela Proposigao 13, existe um cédigo C C F% tal que
RE(c) 2 RE(c), para algum ¢ € C. Portanto, [3(s,t,7) # Ta(s, t,7).

Analogamente, obtemos que W3(s,t,r) # Wi(s,t,7r). ]

Uma vez que os polinomios enumeradores de raios de empacotamento e cober-

tura sao iguais para canais equivalentes, passaremos a denota-los por

Wa(s,t,r) = Vi(s,t,r) e Ta(s,t,r):=T5(s,t,7).
Por outro lado, o polinémio A%(s,t,r) serd denotado apenas por Ac(s,t,7), jd

que nao depende do canal e nem do cone.

Exemplo 22. Considere o cddigo linear C = {0000,0101,1011,1110}, um cone S € D,
ez=(z,y) €S.
O P.E.D. de C, para o canal z € S, € dado por

Ac(s,t,r) =4+ (8% + 25t + sH)r? + (25% + 257t + 25t + 25%)r°.

Assim sendo, se considerarmos, por exemplo, o termo 2s*tr®, em A%(s,t,r),
isso significa que existem 2 pares de palavras cddigo, (c,c) € C?, tais que §2(c,¢) = 2x +y
edy(c,c) = 3.

O P.E.R.E. de C € dado por

B (s.1.7) 1+tr2+2r para S;U S, U Ss,
s, t,r) =
¢ s+ sr?2+2r% para Sy U SsU Se.

De modo andlogo, se considerarmos, por exemplo, o termo tr? do P.E.R.E. de
S1, 1850 significa que existe somente uma palavra codigo ¢ € C com peso de Hamming

wr(c) =2 e raio de empacotamento Ri(c) = y.
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O P.E.R.C. de C ¢ dado por

1+sr?+ (s+6)r* para Sy US,
- s+ sr?+ (s+t)r* para Ss
We(s,t,1r) = ) X
s+ sr+2tr° para S,
52+ sr? 4+ 251 para SsU Se.

Novamente, se considerarmos, por exemplo, o termo tr3, do P.E.R.C. de S,
isso significa que somente uma palavra cédigo tem peso de Hamming wy(c) = 3 e raio de
cobertura Rg(c) = y.

No caso simétrico, esses mesmos tipos de polinomios sao reduzidos a uma
varidvel r. De fato, o cédigo C tem raios de empacotamento e cobertura constantes e dados,
respectivamente, por R = 0 e R = 1. Assim sendo, nao € necessdario descrever quantas
palavras cddigo com peso de Hamming w tém raio de empacotamento (cobertura) igual a
1, pois toda palavra codigo tem o mesmo raio. Neste caso, 0s polinomios enumeradores

estao restritos a distribuicao de peso do codigo linear C e sao dados por:

Ae(r) =4-(1+7r*+2r%)
Le(r)=1+7r*+2r°
Ue(r) =147 +2r°.

Considere os polinomios enumeradores de raios do caso assimétrico e seus
correspondentes, no caso simétrico. Observe que, para todo i, o coeficiente A; do caso
simétrico, corresponde a soma dos coeficientes dos termos s°t°rt, do caso assimétrico.

No caso dos polinémios Ac(s,t,r) e Ac(r), repare ainda que, o expoente do
termo ', no caso simétrico, corresponde & soma dos parametros «, 3 do termo s°t°rt,
no caso assimétrico. De fato, podemos escrever d como composicoes de duas partes, ou
seja, d =0+1=...=a+p = ... =1+0, gerando as correspondentes distancias
0, = 1y,...,ax + By,...,ix, com o+ B = 1. Isto justifica a necessidade de contruir

polinémios com mais vVaridvets, no caso assimeLrico.

Proposicao 17. Considere um cédigo C C Fy e S € D,. Para z € S, as sequintes

tdentidades sao vdlidas:

1. Ac(1,1,7) = De¢(r), onde De(r) denota o polinémio enumerador de distdncias

do cddigo C, no caso cldssico, [15];

2. Te(1,1,7) = We(1,1,7) = We(r), onde We(r) denota o polinémio enumerador

de pesos do cdédigo C, no caso classico, [15].

Se C for um cddigo linear, obtemos que ﬁ “Ae(1,1,7) =Te(1,1,7) = We(1,1,7).
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Demonstragao. Considere um cédigo C CFy e z € S € D,.

1. Por definicao, temos que

n n

Ae(1,1,7) = [ Z Aiﬁ] rd = [Z )\glﬁ} e,

4=0 "(a,5)€Qc =0 (@):

Mas, para 0 < d < n, o termo [Z(a’,’f): )\iﬁ} rd é equivalente ao termo Agr¢ do
a+B=d
polinémio enumerador de distancias, D¢(r). Dai segue a igualdade A¢(1,1,7) =

Dc<7’).

2. Por definigao, temos que

Mas, o termo Z(a,ﬁ)eﬁc fygﬁ} r¥ é equivalente ao termo A, r* do polinomio enu-
merador de pesos We(r). Dai, segue imediatamente que T¢(1,1,7) = We(r). A

demonstragao é andloga para o polinémio W(s,t, 7). ]
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Capitulo 4
Consideracoes finais

Finalizamos este trabalho elencando brevemente trés pontos ainda a serem

explorados.

1. Buscar condigoes para determinar em que medida o desempenho relativo de dois
codigos (codigo A é “melhor”que cddigo B) depende do canal ou de sua classe de
equivaléncia. Em um primeiro momento, buscamos comparar as probabilidades de
erro de dois cédigos em canais distintos de um mesmo cone S € D,,. Esperavamos
que pudesse ser uma boa figura de mérito para comparar a eficiéncia de dois codigos.
No entanto, percebemos que ao tomarmos dois canais z, zZ € S, em regioes distintas
de S, um canal pode ser melhor que o outro em z, mas pior que o mesmo canal em
Z. Logo, esta nao é uma boa estratégia para encontrar o melhor cédigo corretor de

erros. A figura de mérito adequada ainda esté por ser encontrada.

2. A busca de uma identidade do tipo MacWilliams para distancias e raios de empa-
cotamento. A necessidade de se considerar trés variaveis na definicao do Polinémio
Enumerador de Distancias A¢(s,t,7) ou raios de empacotamento I'¢(s,t,7) se deve
a busca de uma identidade do tipo MacWilliams. E facil ver que essas trés variaveis
sdo estritamente necessarias visto que duas delas (s e t) sdo varidveis indicadoras
dos parametros a e J que determinam uma distancia e a terceira variavel r denota
a distancia de Hamming d. Esta tltima varidvel pode parecer menos importante;
entretanto, como foi mencionado anteriormente, tal variavel pode ser decomposta
de diversas maneiras no cédigo C. Neste sentido, esta foi acrescentada ao polinomio
justamente para enfatizar a decomposicao. Pensando nesta decomposicao de d e
na busca por uma identidade do tipo de MacWilliams, que relacione o codigo C
com seu dual, gostarfamos de mostrar que se dois cédigos lineares C e C tém o
mesmo polinémio enumerador de distancias, entao, seus correspondentes duais C*+
e CL também sdo descritos por um mesmo polinémio enumerador de distancias. No

decorrer desta tentativa de demonstracao, utiliza-se a Identidade de MacWilliams,
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que relaciona os pesos do cédigo com os pesos do seu respectivo dual (vide [18]) e,
como os cédigos C e C sao lineares, garantimos imediatamente que os duais terdo a
mesma distribui¢ao de distancias de Hamming. No entanto, nao conseguimos ga-
rantir que uma distancia de Hamming d é decomposta da mesma forma nestes dois
codigos duais e isso impede que consigamos concluir a demonstracao da igualdade
desejada. Todos os exemplos trabalhados até o momento (casos n = 2,3 e 4) suge-
rem que estas variaveis sejam suficientes para garantir uma relagao entre /_\c(s, t,r)e
Aci(s,t,7), mas infelizmente nao foi possivel demonstrar a questdao. Um problema
similar ocorre quando tentamos demonstrar esta mesma relacao para os raios de
empacotamento do codigo. Esta questao, aparentemente, demanda algum salto de
entendimento para poder ser abordada de maneira sistematica, haja vista que os
recursos tradicionais utilizados por MacWilliams (caracteres) tornam-se de trato

muito dificil ao se considerar mais variaveis.

3. A ultima questao se refere as possibilidades de ganho de desempenho ao se explorar
a assimetria dos canais para protecao desigual de erros. Apesar da possibilidade de
ganho ser evidente, a quantificacao deste ganho é algo a ser estudado, por métodos

de simulacao, em instancias especificas.
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