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ABSTRACT

In this work we give in the Main Theorems sufficient conditions for that the pro-
p completion of an abstract orientable PD, group to be virtually a pro-p PD, group
for some s < n — 2 with n > 4. This result is a generalization of the Theorem 3 in
[K-2009]. Our proof is based on [K-2009] and on the results of A. A. Korenev [Ko-2004] and

[Ko-2005]. Furthermore we give some examples of groups that satisfy the conditions of the

Main Theorems.
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RESUMO

Neste trabalho, nos Teoremas Principais, damos condi¢oes suficientes para que o
completamento pro-p de um grupo abstrato PD,, seja virtualmente um grupo pro-p PD,
para algum s < n — 2 com n > 4. Esse resultado é uma generalizacao do Teorema 3 em
[K-2009]. Nossa prova é baseada em [K-2009] e nos resultados de A. A. Korenev [Ko-2004]
e [Ko-2005]. Além disso, damos alguns exemplos de grupos que satisfazem as condigoes dos

Teoremas Principais.
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INTRODUCAO

Em [JW-1972], F.E.A Johnson e C.T.C Wall definiram os grupos de dualidade de Poincaré
por meio de trés condigoes de finitude: A primeira delas pede que o grupo (finitamente
apresentado) G tenha dimensao cohomolégica finita, o que é equivalente a pedir que o ZG-
modulo trivial Z possua uma resolugao projetiva P sobre ZG de comprimento finito, onde
ZG é o anel de grupo de G; A segunda condicao de finitude pede que todos os médulos
projetivos da resolucao projetiva P sejam finitamente gerados, o que é equivalente a G ter
tipo F'P.; J4 a terceira e tltima, que exista um inteiro k tal que H'(G,ZG) = Z (como
grupo abeliano) se i = k e 0 se i # k, onde H(G,ZG) é a i-ésima cohomologia de G com

coeficientes em ZG. E esse inteiro é dito a dimensao do grupo de dualidade de Poincaré.

Em seguida, Johnson-Wall justificaram que a motivacao para o estudo dos grupos
de dualidade de Poincaré era geométrica: Grupos fundamentais de variedades asféricas
(variedades cujos grupos de homotopia sao todos triviais em dimensées maiores do que 1)
fechadas de dimensao n sao grupos de dualidade de Poincaré de mesma dimensao n. E ainda
obtiveram resultados que permitem construir exemplos de grupos de dualidade de Poincaré
em todas as dimensoes: Um subgrupo H de indice finito em um grupo livre de tor¢ao G é de
dualidade de Poincaré de dimensao n se, e somente se, o grupo G' também o é; Extensao de
grupos de dualidade de Poincaré também é um grupo de dualidade de Poincaré (a dimensao

nesse caso é a soma das dimensoes). O préprio artigo [JW-1972] menciona que R. Bieri



também definiu, de modo independente e equivalente, os grupos de dualidade de Poincaré
em [Bi-1972]. A definigao de Bieri usa produto cap e nao exige que o grupo seja finitamente
apresentado. Vale ressaltar que M. W. Davis mostrou em [D-2000], Teorema 7.1.5, que para
cada n > 4, existem grupos de dualidade de Poincaré de dimensao n que nao sao finitamente
apresentados (diferentemente do que ocorre com o grupo fundamental de uma n-variedade

fechada que necessariamente é finitamente apresentado).

Em [BE-1973], R. Bieri e B. Eckmann caracterizam os grupos de dualidade de Poincaré
como sendo grupos de tipo FP (isto é, dimensao cohomolégica finita e tipo F'P,,) e também
por meio de uma dualidade entre a cohomologia e a homologia (dualidade de Poincaré ja
conhecida para certas variedades), para maiores detalhes, veja Capitulo 8, Teorema 10.1
em [B-1982]. Vale ressaltar que o grupo de dualidade de Poincaré é dito orientével se
H*(G,ZG) for um ZG-médulo trivial, caso contrario G é nio orientdvel. E ainda, todo
grupo de dualidade de Poincaré possui um subgrupo de indice < 2 que é orientavel, veja por

exemplo [Bi-1981], pagina 173.

Usaremos a notagao grupo PD, para designar um grupo de dualidade de Poincaré de
dimensio n. E bem conhecido que, a menos de isomorfismos, o inico grupo PD; é Z e que
os grupos P Dy sdo precisamente os grupos de superficie fechadas, veja por exemplo [D-2000],
Teorema 5.1. Em dimensao 3, é um problema em aberto se os grupos P D3 sao apenas grupos
fundamentais de 3-variedades asféricas fechadas. Se G é um grupo P D3 solivel, entao G é
o grupo fundamental de uma 3-variedade asférica fechada. De fato, em [Bi-1981], Teoremas
9.9 e 9.10, temos que qualquer grupo policiclico livre de tor¢ao é um grupo de dualidade de
Poincaré (mostra-se usando que extensao de grupo PD,, por PD,, é um grupo PD,,.,) e
por [Bi-1981], Teorema 9.23, qualquer grupo de dualidade de Poincaré soluvel é policiclico
(em particular, livre de tor¢ao) e por L. Auslander e F.E.A. Johnson, veja Teorema 1 em
[AJ-1976], temos que todo grupo policiclico livre de torgao é o grupo fundamental de alguma

variedade asférica fechada.

H&4 ainda muitos problemas em aberto sobre grupos de dualidade de Poincaré. Em
particular, em dimensao 3 temos o trabalho de J. Hillman [H-2009] que apresenta 39 questoes

em aberto sobre grupos PDj3 e seus subgrupos.

Para lembrar, um grupo profinito é limite inverso de grupos finitos. No caso profinito,



existem duas defini¢oes de um grupo profinito de dualidade de Poincaré G (em um primo
p) de dimensdo n: A de Symonds-Weigel em [SW-2000] e a de Neukirch-Schmidt-Wingberg
[NSW-2000]. Tais defini¢oes diferem no ponto em que G deve ser de tipo F'Py, sobre Z,.
Mas ambas definigoes sdo equivalentes no caso pro-p (um grupo pro-p é o limite inverso de

p-grupos finitos):

Definicao. [SW-2000] Seja G um grupo pro-p de tipo F Py sobre Z, e p-dimensdo
cohomoldgica cd,(G) = n. Se H(G,Z,[|G]]) = 0 para i # n e para i = n € livre de p-
tor¢ao, entao G é um grupo pro-p de dualidade. Se além disso H"(G, Z,||G]]) = Z,, entio
G € dito um grupo grupo pro-p de dualidade de Poincaré de dimensdo n. E ainda, se a
ac¢io de G em H"(G,Z,[|G]]) € trivial, entio G € dito um grupo pro-p PD,, orientdvel, caso

contrario G € nao orientdvel.

E bem conhecido que Z, é o tnico, a menos de isomorfismos, grupo pro-p PD; e que os

grupos pro-p PDy sao precisamente os grupos de Demushkin infinitos.

Em [Re-1997], Teorema 10.2, A. Reznikov mostrou que se um grupo G viola a Conjectura
de W. Thurston sobre o primeiro niimero de Betti de uma certa 3-variedade (isto é, se G
¢ um reticulado hiperbdlico cocompacto 3-dimensional onde cada subgrupo de indice finito
em G possui abelianizagao finita), entdo o completamento pro-p de G é um grupo pro-
p PDs;. Adotando a definicao de Symonds-Weigel, que esta de acordo com a definicao
no caso abstrato, Kochloukova-Zalesskii em [KZ-2008], Teorema C, generalizaram os
resultados obtidos por A. Reznikov. Esse resultado de Kochloukova-Zalesskii foi obtido
independentemente por Th. Weigel no Teorema 3.3 em [W-2007]. A prova de Kochloukova-
Zalesskii foi homoldgica e generalizada para completamentos profinitos e os métodos de
Kochloukova-Zalesskii [KZ-2008] foram aplicados para completamentos profinitos e pro-p de
grupos P D3 orientaveis e em alguns casos para uma classe mais geral de completamentos de

grupos.

Para lembrar, a p-caracteristica de Euler de um grupo pro-p G de tipo F'Py e cd,(G) finita
¢ dada por x,(G) = Zogigcdp(c)(—l)idim& H;(G,F,). E ainda, se X é uma propriedade
de grupos, dizemos que um grupo K é virtualmente X se K possui um subgrupo de indice

finito que tem a propriedade X.



Como uma continuac¢ao natural dos resultados de Kochloukova-Zalesskii [KZ-2008] e
usando cohomologia com coeficientes no anel de grupo Iﬁ‘p[[@pﬂ e os resultados de A. A.
Korenev [Ko-2004] e [Ko-2005] sobre grupos pro-p virtualmente grupos pro-p de dualidade
de Poincaré, D. H. Kochloukova em [K-2009] estabeleceu condigoes necessarias e suficientes
para que o completamento pro-p de um grupo PD, orientavel e de caracteristica de Euler
0 seja um grupo pro-p PD, orientavel de p-caracteristica de Euler 0. De fato, os resultados

funcionam para uma classe mais geral de completamentos de grupos.
Esta tese ¢ uma generalizagdo do Teorema 3 de Kochloukova [K-2009]

Teorema (Teorema 3, [K-2009]). Seja G um grupo abstrato PD, orientdvel e de carac-
teristica de Euler x(G) = 0 com completamento pro-p @p. Seja T um conjunto dirigido de
subgrupos normais de indice poténcia de p em G tal que T induz a topologia pro-p de G.

Suponha além disso que

~

1. Gy, nao € virtualmente prociclico e nao é um grupo pro-p PD, orientdvel.

2. YU € T, temos que Y ;4(—1)" dimg, Hi(ﬁp,IFp) =0.

~ ~

3. supyer(2dimg, Hy (U, F,) — dimg, Hy (U, Fp)) = m < oc.
Entao (/J\p ¢ virtualmente Zy,-por-Zi,,.

A demonstracao do Teorema 3 de Kochloukova [K-2009] usa os resultados de Korenev
[Ko-2004] e [Ko-2005], com intuito de provar que @p é virtualmente um grupo de Demushkin
de dimensao 2 (isto é, um grupo pro-p PDs) que pela condigao (3) tem posto finito. E o

resultado segue da classificacao de todos os grupos de Demushkin infinitos.
Os Teoremas Principais desta tese sao

Teorema Principal 1. Seja p um primo fizo. Sejan > 5. Seja G um grupo abstrato PD,,
orientdvel. Suponha que o completamento pro-p é,, de G € infinito e nao € virtualmente um

grupo pro-p PD,,. Suponha além disso que:

(a) sup {dimyp Hl((?p,IFp)| U <G de indice poténcia de p} ¢ finito.



(b) supy ey dimg, H;(U,F),) < oo, para 0 < i < n.

Entao @p ¢ virtualmente um grupo pro-p PDg para algum s < n — 2.

Observacao 1. (1) No Teorema Principal 1, usando somente a hipétese (a) e Pro-
posi¢ao 3.11 em [DSMS-2003], temos que @p € um grupo pro-p de posto finito e
portanto pelo Coroldario 4.3 em [DSMS-2003] @p ¢ virtualmente pro-p analitico e
por [Laz-1965] é virtualmente PDg para algum s, mas nao temos controle sobre s.
Em particular, @p ¢ um grupo pro-p de tipo FP.. Ainda mais por [Laz-1965] (ou
veja Teorema 5.1 em [SW-2000]) para grupo pro-p uniformemente powerful Gy (no
nosso caso, Gy serd um subgrupo de indice finito em @p), a cohomologia do grupo
Go € um anel graduado que € dlgebra exterior de H'(Go,F,). Assim, temos que
sup {dimg, H'(H,F,)|H < Gq de indice finito} < oo, para todo i. Por dualidade,
sup {dimg, H;(H,F,)|H < Gy de indice finito} < co.

(2) E como sup {dime Hi(ﬁp,]Fp)| U <G de indice poténcia de p} € finito, seque que
dm >0 tal que V U <G de indice poténcia de p em G, tem-se

dimg, Hy(U,F,) — dimg, H;(U,,F,) <m, V0 <i<n.

Teorema Principal 2. Seja p um primo fivzo. Seja G um grupo abstrato PD, orientavel.
Suponha que o completamento pro-p @p de G € infinito e nao € virtualmente um grupo pro-p
PD,. Suponha além disso que: 3 m > 0 tal que ¥V U <G de indice poténcia de p em G,
tem-se

dimg, H;(U,F,) — dimg, H;(U,,F,) <m, V0 <i<4.

Entao @p ¢ virtualmente um grupo pro-p PDg para algum s < 2.

Primeiramente, foram feitos os casos n = 4 e n = 5 e o caso geral seguiu de modo similar.
Além das ideias da demonstracao do Teorema 3 de Kochloukova [K-2009] e alguns resultados
de Kochloukova-Zalesskii [KZ-2008], também foram utilizados alguns resultados de Korenev:
Teorema 3 e Teorema 4 de [Ko-2004] e Teorema 1 e Coroldrio 1 do Teorema 1 de [Ko-2005].

De fato, Korenev, Corolario 1 [Ko-2005], provou que um grupo pro-p K é virtualmente um



grupo pro-p PD,, se, e somente se, K é de tipo F'P, sobre F,, H'(K,F,[[K]]) = 0 para todo
0<i<neH"K,F,K])=F, Ascondiges (a) e (b) foram usadas para provar que

I}_IP Hl(Uv IFP)

veT
é finito para todo 7. Isso é importante na prova dos Teoremas Principais, pois permite

mostrar, dentre outros resultados auxiliares, que G, satisfaz as condigoes de Korenev.

Também serd dado um exemplo de um grupo PDj3 orientavel, denotado por H, tal que
o completamento pro-p H Z,, e usando um resultado de Bieri-Eckmann sobre PDs pares

(veja Teorema 8.1 em [BE-1978]) ¢ a Férmula de Kiinneth, serd mostrado o seguinte Lema

Lema. Sejamr >1es>1e3r+s>5. O grupo H" X Z° é um grupo PDs, s orientdvel

e satisfaz as condicoes dos Teoremas Principais.

Esta tese esta organizada em cinco capitulos e da seguinte maneira:

No Capitulo 1 serao apresentadas preliminares para o entendimento da tese que
abordam conceitos, defini¢oes, exemplos, resultados e propriedades basicas sobre homologia
e coholomogia de grupos abstratos: moédulos livres, projetivos, injetivos, resolucoes livres,
projetivas e injetivas, homologia, cohomologia, dimensao cohomoldgica, tipo F'P,, grupos
PD,, e caracteristica de Euler. As principais referéncias foram [R-1979] e [B-1982] para
algebra homoldgica abstrata e [Bi-1981] e [B-1982] para condigdes de finitude, grupos PD,,

e demais propriedades.

No Capitulo 2 serdo apresentadas também preliminares andlogas, mas no caso pro-p (ou
profinito) sobre homologia e cohomologia de grupos pro-p, como algebra de grupo completa,
produto tensorial completo, homologia e cohomologia continuas, p-dimensao cohomoldgica,

tipo F'P,, grupo pro-p PD, e p-caracteristica de Euler. E as referéncias basicas mais

utilizadas foram [RZ-2000], [W-1998] e [SW-2000].

No Capitulo 3, denominado Resolugoes, foram construidas resolucoes essenciais na
demonstracao dos resultados principais e em aplicagoes no proprio capitulo, em Lemas

auxiliares para demonstrar os resultados principais.

No Capitulo 4, denominado Resultados Principais, foram demonstrados os Teoremas

Principais desta tese ja mencionados.



E por fim, no Capitulo 5, denominado Exemplos, foram feitos o exemplo H e o Lema ja

citados.

As referéncias seguem no final da tese.



CAPITULO 1

HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA
DE GRUPOS ABSTRATOS

Vamos fizar que R denotard um anel associativo com unidade 1. As categorias consideradas
nesta secdo serao as de grupos abelianos Ab, de R-mddulos a direita Mp e de R-mddulos a
esquerda rRM, logo pré-aditivas (isto €, onde os morfismos formam um grupo abeliano). E
0s funtores serao todos aditivos. Iremos recordar algumas propriedades basicas sobre dlgebra
homoldgica de grupos abstratos. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram
[R-1979] e [B-1982] para dlgebra homoldgica abstrata e [Bi-1981] e [B-1982] para condigoes
de finitude, grupos PD,, e demais propriedades.

Uma sequéncia (finita ou infinita) de homomorfismos
f$1 I
coe = My M, = M,_1— ...

¢ exata se cada par adjacente de homomorfismos é exato, isto é, Ker(f,) = Im(fni1),
V' n € Z. Em particular, 0 — A LB % 0 =06 dita uma sequéncia exata curta de

R-médulos se f é monomorfismo, g é epimorfismo e Im(f) = Ker(g).



CAP.1 ¢ HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE GRUPOS ABSTRATOS 9

Definicao 1.1. Um funtor covariante F' é dito exato a esquerda se a exatidao de 0 —
AL B implica na exatidao de 0 — FA " rB Y pe. Analogamente, define-se
funtor covariante exato a direita e dualmente funtor contravariante exato a esquerda ou

a direita. Um funtor é exato se é exato a direita e a esquerda.

Vamos sintetizar algumas propriedades dos (bi)funtores Hompg( , ) e ®g:

Proposigao 1.1. Sejam A um R-modulo a direita e B um R-modulo a esquerda. Entdo:

(a) Hompg( , ) € um funtor contravariante na primeira varidvel e covariante na sequnda
variavel; Fxato a esquerda em ambas varidveis e comuta com produto direto na sequnda

variavel.

(b) Homp(®jesAj, B) = [1;c; Homr(A;j, B) com ¢ — (pA;), onde A; : Aj — [[e; Aj €
a j-éstma injecao.
(¢) Homg(R, B) = B com f — f(1).

(d) g : Mg x pM — Ab é um funtor covariante, exato a direita e comuta com soma

direta em ambas varidveis.

(¢) R®r B= B comr &b rb. Analogamente, A ®@r R = A.

Agora iremos falar um pouco sobre médulos livres, projetivos e injetivos e também
sobre resolugoes livres, projetivas e injetivas que serao fundamentais para o estudo de

homologia e cohomologia de grupos abstratos.
Definicao 1.2. Um R-mddulo a esquerda F € livre se é soma direta de copias de R, isto
é, F = ®,crRa;, com Ra; = R e {a;|i € I} € dito base de F.

Equivalentemente, um médulo F' é livre com base X, se dado qualquer médulo B e
qualquer funcao f : X — B, existe um tinico homomorfismo ¢ : F' — B que estende f.
Definicao 1.3. Uma resolugao livre de um R-modulo M € uma sequéncia exata longa

dn dl €
..o F,SF, 1 —>...>oF>F—>M-=—0

onde cada F; é R-maodulo livre e d; € R-homomorfismo.
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Como para qualquer conjunto X, existe um modulo livre com base X e todo médulo M

é quociente de um moédulo livre, decorre que todo médulo M possui uma resolucao livre.

Definicao 1.4. Um R-mddulo P ¢é projetivo se dados B : B — C epimorfismo de R-

modulos e um R-homomorfismo a: P — C, o diagrama comuta:

Agora uma caracterizagao dos médulos projetivos:

Teorema 1.1. As afirmacoes sequintes sobre um mddulo P sao equivalentes:

(1) P € projetivo.
(i) O funtor Hom(P, ) € exato.
(i) P € somando de um mddulo livre.

(iv) Toda sequéncia exata curta 0 - A — B — P — 0 cinde.

Decorre que soma direta de modulos projetivos é projetivo se e sé se cada somando
¢ projetivo. No entanto, o produto direto de mddulos projetivos pode nao ser projetivo:

Z XZ XxZ...nao é projetivo (Teorema de Baer).

Definicao 1.5. Uma resolugcao projetiva de um R-mddulo M é uma sequéncia ezxata
longa

P np . P BPRSM0

onde cada P; é R-maodulo projetivo e d; é R-homomorfismo.

A nocgao de médulo injetivo é dual a de modulo projetivo.

Definigao 1.6. Um mddulo E ¢é ingetivo se para todo mddulo B e todo submddulo A < B,
cada R-homomorfismo f : A — E pode ser estendido a um R-homomorfismo g : B — FE,

isto €, o diagrama abaixo comuta.
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Dualmente ao caso projetivo, temos uma caracterizagao para modulos injetivos.

Teorema 1.2. As sequintes afirmacoes sobre um modulo E sdo equivalentes:

(1) E € injetivo.
(ii) O funtor Hom( , E) € exato.
(i1i) Toda sequéncia exata curta 0 5 E— B — C — 0 cinde.
(iv) (Critério de Baer) Todo homomorfismo f : I — E, onde I é ideal a esquerda de R,
pode ser estendido a R.
Vale ressaltar que o produto direto de modulos injetivos € injetivo se e s6 se cada médulo
¢ injetivo. Ja a soma direta de médulos injetivos pode nao ser injetivo.
Definicao 1.7. Uma resolucao injetiva de um R-modulo M é uma sequéncia exata longa
€ o d° 1 dt 9 d?
0—+M-—=FE —-E —FE — ...
onde cada E™ € injetivo.
Segue do fato que todo R-médulo M pode ser mergulhado num R-mdédulo injetivo que

todo R-moédulo M tem uma resolucao injetiva.

Defini¢ao 1.8. Um complexo (ou cadeia de complexo) A é uma sequéncia de mddulos e

homomorfismos (diferenciais)
A:...—)An+1d$1And4An_1—>...

com dpd,+1 =0 para todo n € Z.
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Se A é um complexo com diferenciais d,, sua n-ésima homologia é o grupo abeliano

H,(A) = Ker(d,)/Im(d,.1). Vale ressaltar que H,, é um funtor.

Considere o complexo P : ... - P, - Py — M — 0. O complexo obtido apagando M é
Py :...—> P — Py — 0 e é dito complexo apagado de P. Analogamente, definimos o

complexo apagado £y obtido do complexo £ : 0 =+ N — E° — E' — ... apagando N.

Vamos descrever os funtores derivados a esquerda L, T para um dado funtor aditivo
T.

Definicao 1.9. Sejam T um funtor aditivo, A e um R-mddulo e P uma resolucao projetiva
de A. O n-ésimo funtor derivado a esquerda de T ¢ definido por

(L.T) A= H, (TP4) = —f; ezir(gjjl))

Vale ressaltar que (L, T) A ndo depende da escolha da resolugao projetiva P de A, vide

[R-1979], Teo. 6.11, pag. 182.

Exemplo 1.1. Se T = @B com B € rM, entao definimos L,T = Tor®( ,B). E se
T = A®gr com A € Mg, definimos L,T = tor®(A, ). Em particular, Tor(A, B) =
H,(Ps ®r B) etor®(A, B) = H,(A®g Qp), onde P e Q sdo resolugdes projetivas de A e
B, respectivamente. Ressaltamos que H,(Pa®rB) = H,(A®r Qp) e portanto denotaremos

por Tor ambos funtores.

Ressaltamos também que se R é o anel oposto de R, entao para todo n > 0 e quaisquer
R-médulos A e B, tem-se Tor®(A, B) = Tor™ (B, A). Por isso, iremos supor todos os

resultados validos na outra varidvel.

De modo similar, podemos definir os funtores derivados a direita de um dado funtor
covariante aditivo T" por
Ker(Td™)
R'T)A=H"(TEy) = ————=
( ) ( A) ]m(Tdn—l)
onde £ é uma resolucao injetiva de A escolhida. E tal definicao é independente da resolucao

injetiva escolhida.
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Exemplo 1.2. Se T' = Homg(C, ), para algum R-mddulo C, entio definimos R"T =
Exth(C, ). Em particular, Ext}h(C,A) = H"(Homg(C,E4)) onde £ é uma resolugdo

injetiva escolhida do R-mddulo A.

Se T é contravariante, entao seus funtores derivados a direita sao (R"T) C = H"(TP¢) =

Ker(Td,41)/Im(Td,) onde P é uma resolugao projetiva escolhida do R-médulo C.

Funtores derivados de um funtor contravariante sao chamados de funtores coho-

moldgicos.

Exemplo 1.3. Se T' = Homg( ,A), para algum R-mddulo A, entio definimos R"T =
exth( ,A). Em particular, ext}h(C,A) = H"(Homg(Pc,A)), onde P € uma resolugdo
projetiva de C escolhida. Ressaltamos que H"(Hompg(Pc, A)) = H"(Hompg(C,E4)), onde
P e £ sao resolugoes projetiva e injetiva de C' e A, respectivamente. Denotaremos por Ext

ambos funtores.

Descreveremos um pouco sobre homologia e cohomologia de grupos abstratos. Aqui G
serd um grupo abstrato, A um Z[G]-médulo a esquerda, onde Z[G] é o anel de grupo de G
sobre Z. E ainda Z sera considerado como um Z[G]-mddulo trivial, isto é, G age trivialmente

sobre Z.

Para cada n > 0, definimos o n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em A
por
H,(G, A) = Tor’C(z, A)

e 0 n-ésimo grupo de cohomologia de GG com coeficientes em A por

Segue da definicao que H,(G, ) e H"(G, ) s@o funtores covariantes aditivos indo de
zic)M para Ab.

A seguir coletamos alguns resultados basicos sobre homologia e cohomologia de
grupos.

Observagao 1.1. (a) Ho(G, A) = TorlNz, A) =~ 7. Rz A = AJIA, onde I € o ideal
aumentado de Z|G].
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(b) Hi(G,Z) = G/|G,G], onde |G, G] denota o subgrupo comutador de G.

[F,R]
grupo livre, F/R =2 G e [F, R] € o subgrupo de F gerado por [f,r] = frf~'r=! onde

feFereR.

(c) (Formula de Hopf) Hy(G,Z) = <R0[F’F]>, onde R = Ker(n), m: F — G, F € um

(e) H(G,A) = Homgz)(Z, A) = A® = {a € A| ga = a, Vg € G} o submddulo de pontos
fizos A pela acao de G.

(f) H'(G, A) = Homg (G, A) se A é um Z|G]-mddulo trivial.

(9) H™(G,IL; 4) =1L H™(G, 4).

Seja S um subgrupo de G.

Definicao 1.10. Um Z[G]-mddulo A é chamado de um mdédulo S-induzido se existe um
Z[S]-modulo X tal que A = Z[G] ®z5) X e € chamado de um mddulo S-coinduzido se
existe um Z[S]-mddulo Y tal que A = Homgs)(Z[G],Y).

Lema 1.1. (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo, S < G e B um Z[S]-mddulo, entdo
para todo n >0

(ii) Hn(S,B) = H”(G,HomZ[S}(Z[G],B)).

1%

Nas condi¢oes do Lema de Shapiro, se [G : S] < oo entao Z[G] ®zs B
Homz[g] (Z[G], B)

Dizemos que a dimensao projetiva de um R-médulo M é menor ou igual n

(projdimrM) < n, se M admite uma resolugdo projetiva: P : 0 - P, — ... = P, —
Py— M — 0.

Definimos a dimensao cohomolégica cd(G) de um grupo G' como sendo projdimze Z,

onde Z é considerado como Z[G]-médulo trivial. Em particular,

cd(G) = sup{n| H"(G, A) # 0 para algum Z[G]-médulo A}
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e se cd(G) < oo entao A pode ser tomado Z[G]-mdédulo livre, vide Prop. 2.3, padg. 186, em
[B-1982].

Proposicao 1.2 ([B-1982], Prop. 2.4 pag. 187). Seja S um subgrupo de G, entao:

(1) cd(S) < cd(G);
(i) Se |G : S] < 00 e cd(G) < o0, entao cd(S) = cd(G).
Segue desta Proposigao que se G é um grupo finito nao trivial, entdo cd(G) = co. E
ainda se G é um grupo nao trivial tal que ¢d(G) < oo entdo G é um grupo livre de torgao.

Ressaltamos que o grupo trivial é o tnico de dimensao cohomoldgica zero e um grupo livre

nao trivial tem dimensao cohomoldgica 1.

Definicao 1.11. Uma resolugao ou resolugao parcial P é de tipo finito se cada P; € f.g.

Um R-maodulo M € de tipo F'P,, n > 0, se existe uma resolucao parcial projetiva
P,—-P,_1—..wF—>M-—0

de tipo finito. Dizemos que um R-mdodulo M ¢é de tipo FP,, se M ¢ de tipo F P, para todo
n > 0. Eum grupo G € de tipo F'P,, 0 <n < oo, se Z € de tipo F'P, como um Z[G]-mddulo
trivial.

A préxima Proposicao é devida a R. Bieri e é conhecida como ”mudanga de dimensao”.

Proposicao 1.3 ([Bi-1981], Prop. 1.4, pag. 12). Seja 0 — A" - A — A” — 0 uma

sequéncia exata curta de R-mddulos. Entao

(a) Se A’ € de tipo FP,_ 1 e A € de tipo FP,, entao A" é de tipo FP,;
(b) Se A € de tipo FP,_1 e A" é de tipo FP,, entdo A’ é de tipo FP,_1;

(c) Se A" e A" sdo de tipo F'P,, entao A € de tipo FP,.
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Como consequéncia da Proposicao 1.3 temos que se A é de tipo F'P,, e n > 1, entao A”

é de tipo F'P, se, e somente se, A’ é de tipo FP,_;.

Vale ressaltar que todo grupo é de tipo F'F,, um grupo é de tipo F'P; se, e somente
se, é f.g. e um grupo finitamente apresentavel é de tipo F'P,. No entanto, Bestvina-
Brady em [BB-1997] construiram exemplos de grupos de tipo F'P,, que nao sao finitamente
apresentdveis. J& Bieri-Strebel em [BS-1980] mostraram que um grupo metabeliano de tipo

P, é finitamente apresentavel.

Proposicao 1.4 ([B-1982], Prop. 5.1 pdg. 197). Sejam G um grupo e S um subgrupo de G
de indice finito. Entao G € de tipo F'P, se e somente se S € de tipo F'P,.

Proposigao 1.5 ([Bi-1981], Prop. 2.13, item (a)). Seja G = Gy x5 G o produto livre de G4
e Gy amalgamado o subgrupo S. Se Gy e Gy sao de tipo F'P, e S é de tipo FP,_1, entao G
¢ de tipo FP,. Se G e S sao de tipo FP,, entao Gy e Gy também sao de tipo F'P,. Se G,
e G sao de tipo FP,_1 e G de tipo F'P,, entdio S € de tipo FP,_;.
Conforme [Bi-1981], pag. 36, a seguir temos uma lista de grupos de tipo F'Ps,.

Exemplos 1.1. (1) O grupo trivial.

(2) Todos os grupos finitos (isto seque do item (1) e da Proposi¢do 1.4).

(3) Todos os grupos livres f.g. (seque da Proposi¢ao 1.5).

(4) Todos os grupos poli(livre f.g. ou finito), em particular todo grupo policiclico (seque da
Proposi¢ao 1.3).

(5) Todo grupo f.g. com tnico relator definidor.
Em [Bi-1981], Prop. 2.14, pag. 37, R. Bieri exibiu, para cada n € N, grupos (finitamente
apresentados para n > 2) A, e B, que sao de tipo F'P,, mas nao sao de tipo F'P, ;.

Definicao 1.12. Uma resolucao € dita finita se € de tipo finito e tem comprimento finito.

Um grupo é de tipo F'P se 7 admite uma resolucao projetiva finita sobre Z|G].
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E possivel mostrar que G é de tipo F'P se, e somente se, cd(G) < oo e G é de tipo F Py,
vide [B-1982|, Prop. 6.1, pag. 199.

Agora estudaremos grupos G tais que H'(G,A) = H, (G,D ®z A), onde D =
H™(G, Z|G]).

Teorema 1.3 ([B-1982], Teo. 10.1, pag. 220). Seja G um grupo de tipo FP, entio as

sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) Eziste um inteiro n e um Z|G|-mddulo a direita D tal que H (G, A) = H,, (G, D®zA),

para qualquer Z|G|-mddulo a esquerda A e para todo i inteiro;

(2) Eziste um inteiro n tal que H'(G, Z[|G] ®z B) = 0 para todo i # n e todo grupo abeliano
B:

(3) Eziste um inteiro n tal que H'(G,Z|G]) = 0 para todo i #n e H"(G,Z[G)) € livre de

tor¢ao como grupo abeliano;

(4) Ezistem isomorfismos H'(G, ) = H,_;(G, D®z ), onde D = H"(G,Z|G]) en = cd(G).

Definicao 1.13. Um grupo G é dito grupo de dualidade se satisfaz o Teorema 1.3 e o
Z|G]-médulo D = H"(G, Z|G]) é chamado de mddulo dualizante de G.

Definicao 1.14. Um grupo G € dito grupo de dualidade de Poincaré se seu modulo
dualizante D = 7Z. Neste caso, G ¢é dito orientdvel se G age trivialmente em D e nao
orientdvel se G age em D via multiplicacao por +1. O inteiro n do Teorema anterior é

dito a dimensao de Poincaré.

Observe que se G é um grupo de dualidade de Poincaré orientavel, entdo do item (4) do

Teorema 1.3 segue que H'(G,A) = H,_;(G, A).

Proposicao 1.6 ([B-1982], Prop. 10.2 pag. 224). Seja G um grupo livre de tor¢ao e S um
subgrupo de indice finito de G. Entao G € grupo de dualidade se, e somente se, S € grupo
de dualidade.

Notagao 1.1. grupo PD,, = grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n.
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Proposicao 1.7. Seja G um grupo PD,,, entao existe um subgrupo S < G com |G : S] < 2
tal que S ¢ grupo PD,, orientdvel.

Para uma demonstragdo com detalhes, vide [M-2009], Prop. 2.4.6, pagina 62.
Exemplos 1.2. (i) Z" é um grupo PD,, orientdvel.

(1) O grupo fundamental de uma variedade (asférica) fechada n-dimensional € um grupo

PD,.

Observacao 1.2. (i) ([Bi-1981], Prop. 2.1.5, pdg. 39) Se G é um grupo de tipo FP,,
entao Hy(G,7Z) e H*(G,7Z) sio grupos abelianos f.g., para todo 0 < k < n.

(i) Em particular, Hy(G,F,) e H*(G,F,) sio grupos abelianos finitos, para todo 0 < k <n

e para qualquer primo p, onde IF,, é o corpo com p elementos.

Definicao 1.15 ([B-1982], pag. 247). Seja G um grupo abstrato de tipo FP. A

caracteristica de Euler de G ¢

X(G)= Y (1) postos(Hi(G,Z))

0<i<cd(G)

onde para qualquer grupo abeliano f.g. B, o posto de B ¢ definido por postoz(B) =
dimQ(@ ®z B).

Coletamos a seguir alguns fatos sobre x(G) onde o grupo G é de tipo F'P. Para maiores
detalhes de (a) — (e), vide [B-1982] pédgina 248. O item (f) ¢ conhecido como Teorema de
Gottlieb-Stallings, [Go-1965], [St-1965].

Lema 1.2.  (a) X(G) = Yocsconcy (— 1) posto (H!(G, Z));
(b) X(G) = X pcicea (— 1) dimg, (H;(G,Fp));
(¢) X(C) = pereoaicy (~1)' dime, (H'(G, F,));
(d) Seja S < G um subgrupo de indice finito, entdo x(S) = [G : S]x(G);
(e) Seja G um grupo PD, comn impar, entdo x(G) = 0.

(f) Se x(G) # 0, entdo o centro de G é um subgrupo finito.



CAPITULO 2

HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA
DE GRUPOS PRO-P

O ntuito desta secao é estabelecer definicoes gerais e propriedades homologicas na categoria
profinita (pro-p) e ainda o conceito de grupo pro-p de dualidade de Poincaré. As referéncias
basicas mais utilizadas serao [RZ-2000], [W-1998] e [SW-2000] que também podem ser

consultadas para maiores detalhes.

O conceito de limite inverso (projetivo) pode ser definido numa categoria geral, no
entanto, o faremos na categoria de grupos (anéis) topolégicos para tornar as ideias mais

claras.

Definicao 2.1. Sejam [ um conjunto quase-ordenado e € a categoria de grupos topoldgicos.
Um sistema inverso (sobrejetor) de grupos (anéis) topolégicos em € com conjunto
de indices I € um funtor contravariante G : I — €, tal que para cada it € I, existe um grupo
topoldgico G; e sempre que i,j € I satisfacam i < j, existe um homomorfismo (sobrejetor)

de grupos (anéis) continuo 1/}f : Gj — G tal que:

19



CAP. 2 ¢« HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE GRUPOS PRO-P 20

2. sei < j <k, entdo ¥ = 1/151@“

E comum denotar um sistema inverso (com conjunto de indices I) por {Gi,wf,f } ou
{Gi,wf}. Vamos dar um exemplo de um sistema inverso que nos sera tutil mais adiante

nessa Secao.

Exemplo 2.1. Seja p um nimero natural fixo. Tome o conjunto de indices I como sendo
o conjuntos dos mimeros naturais e defina G; = Z/p'Z para cada i € I. E para cada j > 1,

defina z/}f : Gj — G 0o homomorfismo continuo de grupos dado por
Yz +PZ) =2+ p'L
para cada z € Z. Portanto, {G;, )} € um sistema inverso de grupos (anéis) finitos.

Definicao 2.2. Seja {Gi,wzj} um sistema inverso na categoria dos grupos topoldgicos €
sobre o conjunto parcialmente ordenado dirigido I. O limite inverso desse sistema inverso,
denotado porh;n G, € um grupo (anel) topoldgico e uma familia de homomorfismos continuos
de grupos (anéis) a; : {iinGi — G; com o = wg'aj sempre que i < j, satisfazendo a sequinte
propriedade universal: para todo grupo (anel) topoldgico X e homomorfismos continuos de
grupos (anéis) f; - X — G; com f; = wff], sempre que i < j, existe um unico homomorfismo

continuo de grupos (anéis) B : X — im G; fazendo o diagrama comutativo:
—

Como esperado, limites inversos de grupos topoldgicos existem e sao inicos a menos
de isomorfismos topoldgicos, vide [RZ-2000], Prop. 1.1.1. Por isso, iremos nos referir
frequentemente ao limite inverso do sistema inverso. Vale ressaltar que o limite inverso de
um sistema inverso de grupos topoldgicos nao vazios sobre um conjunto dirigido é também

nao vazio, vide Prop. 1.1.4, pag. 4, em [RZ-2000].
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Agora ja estamos aptos a definir o que é um grupo profinito.

Defini¢ao 2.3 ([RZ-2000]). Seja T uma classe nao vazia de grupos finitos. Um grupo G

€ um grupo pro-T se € limite inverso lim G; de T -grupos G; € T, onde cada grupo G; tem
<7

topologia discreta. Se T € a classe de todos os grupos finitos (p-grupos finitos) entio G €

dito um grupo profinito (pro-p).

Se T é uma classe de grupos ciclicos finitos, soltuveis finitos, abelianos finitos, nilpotentes
finitos etc entao dizemos que um grupo pro-7 é um grupo prociclico, prosolivel, proabeliano,

pronilpotente etc

Vale ressaltar que o limite inverso G' = lim G, de grupos finitos G; € T é um subgrupo
iel
fechado do produto cartesiano de todos os GG;, como segue

G = {(9:)| ¥!(g;) = g; sempre que j > i} <[] G

el

Deste modo, G = lim G; é de modo natural um grupo topolégico. De fato, dando
iel

para cada grupo finito G; a topologia discreta, teremos o produto cartesiano [[,.; G; com a

topologia produto. Portanto, segue pelo Teorema de Tychonoff que [[,.; G; serd um grupo

topologico compacto e Hausdorff e consequentemente G também o é por ser um subgrupo
fechado de [[,.; Gi.

Considere a projecao canonica
v ]G — Gy
iel
Chamamos de projecoes (ndo sdo necessariamente sobrejetivas) a restricao de ¢; para G =
1<iin G;. Para qualquer sistema inverso {G;, 1/)17 , I}, com G = 1<£n G, existe um sistema inverso
sobrejetivo {;(G), ¥ I b (W) "¢ a restricao de Y7 para ¢;(G)) com o mesmo limite inverso,

conforme a Proposicao a seguir.

Proposigao 2.1 ([RZ-2000], Cor. 1.1.8). Sejam {Gi,@bf,]} um sistema inverso de grupos
topologicos compactos Hausdorff, G = limG; e ¢; : G — G; as projecoes para todo i € I.
(_

Entao
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(a) Se H é um subgrupo fechado de G, entao H = lim p;(H);
pr
(b) Se H é um subgrupo de G, entio H =lim p;(H), onde H € o fecho de H em G;
H

(c) Se Hy e Hy sao subgrupos de G e p;(H1)=p;(H3) para cada i € I, entao seus fechos

em G coincidem: H, = H,.

Segue uma caracterizacao dos grupos profinitos:

Teorema 2.1 ([RZ-2000], Teo. 2.1.3; [W-1998], Prop. 1.1.5). Seja G um grupo topoldgico.

Sao equivalentes:
1. G € profinito.

2. G € totalmente desconexo, Hausdorff e compacto.

3. G € compacto, Hausdorff e a identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de

vizinhangas abertas tais que (o, U =1 e cada U é um subgrupo normal aberto de G.

4. A identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de vizinhangas abertas tal que

cada U € U € um subgrupo normal aberto de G e G = lim G/U.
veu

Seja T uma classe nao vazia de grupos finitos com a propriedade de que, para todo

Ui, Uy € T, existe V € T tal que V < U, NUs,.

Seja G um grupo abstrato. Considere
N =N7r(G)={N<G||G: N]<oo, GIN €T}

onde N ¢ ordenado pela inclusao inversa: M, N € N', M =< N se, e somente se, N < M.
Se M,NeNeM =< N, sejal : G/N — G/M o epimorfismo natural. Entao {G/N, w%}

¢ um sistema inverso de grupos em 7 e o grupo pro-7 Gz = liLn G/N é dito completamento

NeN
pro-7T de G. E a topologia determinada por N é dita topologia pro-T.

Se p é um primo e T é a classe de todos os p-grupos finitos, entao CAJT ¢ chamado de

completamento pro-p de G e serd denotado por CA}'p.



CAP. 2 ¢« HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE GRUPOS PRO-P 23

Segue que N pode ser visto como um sistema fundamental de vizinhancas da identidade

de G. E a topologia determinada por N ¢ dita topologia pro-7 .

Exemplos 2.1. (a) O completamento profinito de Z é

Z = limZ/nZ.

neN

(b) O completamento pro-p de Z é o grupo (anel) de inteiros p-ddicos

Ly =MUmZ/p"Z = {(an)| an €N, a, = a;, mod p™ sem < n}.
neN

A seguir, iremos definir produto livre amalgamado na categoria de grupos pro-p.
Usaremos tal conceito no ultimo capitulo desta tese. A definicao que segue, baseada em
[RZ-2000], vale para uma categoria de grupos pro-C, onde C é uma variedade de grupos
finitos, isto é, uma classe (nao-vazia) de grupos finitos fechada para subgrupos, quocientes e

produtos diretos finitos.

Definicao 2.4. Sejam G, e Gy grupos pro-p. Seja f; : H — G;, para 1 = 1,2,
monomorfismos (continuos) de grupos pro-p. Um produto livre pro-p amalgamado de

G e Gy com subgrupo amalgamado H é um pushout na categoria de grupos pro-p:

HLGl

J

GQ&G

isto €, um grupo pro-p G juntamente com homomorfismos (continuos) ¢; : G; — G, para
1 = 1,2, satisfazendo a sequinte propriedade universal: para K um grupo pro-p e para cada
par de homomorfismos (continuos) 1; : G; — K, para i = 1,2, tais que Y1 f1 = o fs, existe

um unico homomorfismo (continuo) ¥ : G — K tal que o diagrama a sequir é comutativo:

HLGl
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Pela Proposi¢ao 9.2.1 em [RZ-2000], segue que o produto livre pro-p com amalgamagao
existe e é nico. Denotaremos por G = G [[, G2 o produto livre pro-p de G e G5 com

amalgamacao H.

Diferentemente do caso abstrato, as aplicacoes ¢; : G; — G1 ][], G2, para ¢ = 1,2, nem

sempre sdo injetivas, vide Exemplos 9.2.9 e 9.2.10 em [RZ-2000].

Na sequéncia, iremos falar sobre anéis e médulos profinitos.

Definicao 2.5. Um anel R é um anel profinito se é o limite inverso de anéis finitos.

Anéis profinitos possuem caracterizacoes andlogas as de grupos profinitos em termos de
seus ideais abertos, vide [RZ-2000], Prop. 5.1.2.

Definicao 2.6. Seja R um anel profinito. Um R-modulo profinito a direita é um grupo
profinito abeliano M com uma aplicacao continua M X R — M que satisfaz as propriedades

usuais de um R-modulo abstrato.

As nogoes de submaddulo, modulo quociente etc sao andlogas as nogoes quando R é anel

abstrato.

Seja R um anel profinito. As defini¢oes de R-maddulos profinitos livres e projetivos sao
analogas ao caso abstrato, assim como as resolugoes livres e projetivas. E no caso em que
R é um anel local profinito, entdao todo R-mdédulo profinito projetivo é livre, vide [W-1998|

Prop. 7.5.1, portanto, nesse caso, resolucoes projetivas serao resolugoes livres.

Os modulos projetivos e os injetivos sao duais e como as categorias de R-moddulos
profinitos PMod(R) é dual a categoria de R-mddulo discreto DMod(R), temos que os

R-moédulos discretos injetivos sao os duais dos R-moédulos profinitos projetivos.

A seguir definiremos algebra de grupo completa.

Definicao 2.7. Sejam R um anel profinito comutativo e G um grupo profinito. A dlgebra

de grupo completa R[[G]] do grupo G com coeficientes em R € definida como o limite
inverso da R-dlgebra de grupo R(G/U) do grupo finito G /U

R[G]] = lim R(G/U)
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onde U ¢ a colegao de todos os subgrupos normais abertos de G.

Segue que R[[G]] é um anel profinito e pode ser expresso como limite inverso de anéis

finitos

RG] = lim (R/I)(G/U)

onde I e U percorrem os ideais abertos Z de R e os subgrupos normais abertos de G,

respectivamente.

Proposicao 2.2 ([W-1998], Prop. 7.5.1). Sejam R um anel profinito comutativo e G um
grupo profinito. Entao R|[[G]] é um anel local profinito se, e somente se, existe um nimero

primo p tal que R € um anel local pro-p e G € um grupo pro-p.

Seja G um grupo pro-p. Segue que Z,[[G]] e F,[[G]] sdo anéis locais pro-p e portanto

R[[G]]-médulos profinitos projetivos sao R[[G]]-médulos profinitos livres, onde R é Z, ou F,,.

Os resultados a seguir permitem alternar a nocao de G-médulo pro-p e Z,[[G]]-médulo

pro-p, onde G é um grupo pro-p.

Lema 2.1 ([Ki-1999], Lema 2). Sejam G um grupo pro-p e M um G-mddulo pro-p. Entao
M tem uma estrutura natural de Zy[|G]]-mddulo pro-p. Além disso, M tem uma base de

vizinhangas de 0 dada pelos G-submddulos abertos.
Lema 2.2 ([Ki-1999], Cor. 4). Sejam G um grupo pro-p e M um G-mddulo pro-p. Sao
equivalentes:

(a) M é f.g. como G-mdédulo pro-p.

(b) M € f.g. como um Z,|[G]|-médulo abstrato.

Vamos fixar que R é um anel profinito e R é uma R-algebra.

Sejam A um R-moddulo a direita profinito e B um R-mddulo a esquerda profinito. O
produto tensorial completo de A por B sobre R, denotado por A®xB, é construido

como segue: Se A = lim A; ¢ B = lim B; onde cada A; e cada B; ¢ um R-médulo finito &
iel jed
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direita e & esquerda, respectivamente, entdo AQrB = lim (A; ®r B;), onde A; ®p B é o
iel, jeJ
produto tensorial usual de R-mddulos abstratos.

Se A ou B ¢ finitamente gerado, entao existe um isomorfismo de grupos abelianos:
ARrB =~ A®p B. Como no caso abstrato, o produto tensorial completo existe e é tinico a
menos de isomorfismos. Vale ressaltar também que o produto tensorial completo comuta com
limite inverso. Outras propriedades de produto tensorial completo podem ser encontradas

em [RZ-2000], Prop. 5.5.3.

Fixemos A € PMod(R). Denote Exth(A, ): DMod(R) — DMod(R) o n-ésimo funtor
derivado a direita de Hompg(A, ). Vale ressaltar que o funtor Ext},( , ) comuta com somas

diretas finitas.

O funtor Ext}( , ) possui propriedades andlogas ao caso abstrato, vide [RZ-2000], Prop.
6.1.7.

Agora considere o funtor @ : PMod(R?) x PMod(R) — PMod(R).

Seja A um R-médulo a direita profinito. Denote por T'orf{(A, ) o n-ésimo funtor derivado
de A®g. O funtor Tor®( , ) possui propriedades andlogas ao caso abstrato, no entanto,

comuta com limites inversos (diferente do caso abstrato), vide [RZ-2000], Cor. 6.1.10.

Agora iremos definir homologia e cohomologia de grupos profinitos.

Definigao 2.8. Sejam G um grupo profinito e R um anel profinito comutativo. Considere
G agindo trivialmente em R, logo R torna-se R[[G]]-mddulo. O n-ésimo grupo de
cohomologia H"(G,A) de G com coeficientes em um dado R[[G]]-mddulo discreto A é
dado por H"(G, A) = Ext%HGH(R, A). O n-ésimo grupo de homologia H,(G,A) de G
com coeficientes em um dado R[[G]]-mddulo a direita profinito A é dado por H,(G,A) =
Torp (A, R).

Decorre de [RZ-2000], Observacao 6.2.5 e Lema 6.3.5, que na definigdo acima podemos

trocar R por Z o completamento profinito de Z.
Seja p um primo fixo.

Propriedades analogas ao caso abstrato ocorrem em dimensoes pequenas para H, e H".
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Destacamos que se G é grupo pro-p, entao

H,(G,Z,) = G/[G.C]

(G, F,) = G/o(G) = G/GPIG, G
onde G age trivialmente em Z, e F, e ¢(G) é o subgrupo de Frattini de G (interse¢ao dos

subgrupos abertos maximais de G).
Para um grupo abeliano A, denotaremos por
A,={a€AIn>0, |a| =p"}
sua componente p-primaria.
Como no caso abstrato, temos a definicao de p-dimensao cohomoldgica.

Definicao 2.9 ([RZ-2000]). Seja G um grupo profinito. A p-dimensao cohomoldgica
cdy(G) € o menor inteiro nao negativo n tal que H¥(G, M) ¢ livre de p-tor¢dao para todo

k> n e para todo Z[[G]]-médulo discreto M, se tal n existe. Caso contrdrio, cd,(G) = 0.

Como no caso abstrato, se c¢d,(G) < oo entdo G é livre de p-tor¢ao. Além disso, cd,(G) <
n se, e somente se, existe uma resolucao projetiva de Z, (ou F,) de comprimento n sobre
Z,[|G]] (ou F,[[G]]). Equivalentemente, cd,(G) < n se, e somente se, H"™(G, M) = 0 para

~

todo Z[[G]]-médulo M p-primério discreto simples, vide [RZ-2000], Prop. 7.1.4.
Em particular, se G é um grupo pro-p temos a seguinte caracterizacao de cd,(G):

Lema 2.3 ([RZ-2000], Cor. 7.1.6). Sejam G um grupo pro-p en € N fivo. Entao cd,(G) <n

se, e somente se, H"™'(G,F,) = 0.

Analogamente ao caso abstrato, se S é um subgrupo fechado de um grupo profinito G,
temos que cd,(S) < cd,(G) e se cdy(G) < 0o e S é aberto entdo cd,(S) = cd,(G). Além
disso, cdy(G) = 0 se, e somente se, G ¢ trivial. E um grupo pro-p G néo trivial é livre se, e
somente se, cd,(G) = 1, vide [RZ-2000], Teo. 7.7.4.
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Se G ¢ um grupo pro-p, entao H"(G,F,) é um espago vetorial sobre o corpo F,, e portanto

faz sentido computar dimg, H"(G,F,). A seguir, temos o conceito de deficiéncia de um grupo

pro-p.

Definicao 2.10. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentdvel. Definimos a deficiéncia

de G como o niumero
def(G) = dimg, Hl(G, F,) — dimp, HQ(G, F,) = dimp, H,(G,F,) — dimg, Hy(G,F,).

Observacgao 2.1. Note que, se X € um conjunto minimal de geradores e R € um conjunto
minimal de relagoes para um grupo pro-p finitamente apresentado G =< X|R > tal que R
¢ um subconjunto de um grupo pro-p livre com base X, entao a cardinalidade de X e de R
correspondem a

1X| = dimg, H'(G,F,) = dimg, H,(G,F,)

|R| = dimg, H*(G,F,) = dimg, Hy(G, F,),

respectivamente. Portanto, def(G) = |X| — |R|.

Agora iremos definir médulos e grupos profinitos de tipo F'P,,.

Definig¢ao 2.11. Sejam G um grupo profinito e M um Z,[|G]]-mddulo profinito. Dizemos
que M ¢ de tipo F'P,, sobre Z,[|G]] se M tem uma resolucao projetiva de Z,[|G]]-modulos
profinitos onde todos os modulos em dimensao menor ou igual a m sao finitamente gerados.

Se M for de tipo F'P,, para todo m, entao M ¢é dito de tipo F P..

Definicao 2.12. Um grupo profinito G ¢ de tipo F'P,, sobre Z,, para algum 0 < m <

00, se existe uma resolugao projetiva profinita do Z,[[G]]-médulo trivial Z,,
o= PPy — ... = Py—Z,— 0,
onde cada P; € Z,|[G]]-mddulo projetivo f.g. para i < m. E o grupo G € de tipo F P, se G
¢ de tipo F P, para todo m > 0.
Nas duas ultimas defini¢oes, podemos trocar Z, por FF,.

Para uma demonstracdo com maior riqueza de detalhes do Lema a seguir, vide [M-2009].
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Lema 2.4 ([P-1980], Teo. 1.6). Sejam G um grupo pro-p. Entdo

(a) G € de tipo FP,, sobre Z, se e s¢6 se H;(G,F,) € finito Vi < m.

(b) G é de tipo FP,, sobre Z, se e s6 se H'(G,F,) € finito Vi < m.

Como consequéncia do Lema 2.4 e do conceito de deficiéencia de um grupo, vide a
Observacao 2.1, temos que um grupo pro-p GG é finitamente apresentavel se, e somente se, GG

¢ de tipo F'P, sobre Z,, diferentemente do caso abstrato.

Analogamente ao caso abstrato, um grupo pro-p G ¢ de tipo F'P,, sobre Z, se, e somente
se, qualquer subgrupo aberto H de G também ¢ de tipo F'P,, sobre Z,, vide [SW-2000],
Prop. 4.2.1.

Lema 2.5. Seja G um grupo de tipo F'P,,. Para cada i > 1, se
sup dimg, H;(U,F,) < oo
veT

entao

dimg, lim H;(U,F,) < sup dimg, H;(U,F,) < oco.
ver ver

Demonstragao: Para cadai > 1e U € T, tem-se que H;(U,F,) é um espaco vetorial de
dimensao finita sobre IF,,, pois G' tem tipo F'P,,. Além disso, por hipdtese existe Uy € T tal
que

sup dimg, H;(U,F,) = dimg, H;(Up, ).

UeT

Segue que o sistema inverso sobrejetivo (,OU(I@ H;(U,F,)),U 7, onde ¢y é a restrigao da
UeT
projecao canonica ao limite inverso

lim H,(U,F,),
veT
é tal que para U > Uy, H;(U,F,) = H,;(Uy,F,). Portanto,

dimg, lim oy (H;(U,Fy)) < H;(Us, Fp),
UeT
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logo

dimp, lim H;(U,F,) <sup {dim]Fp H;,(UF,)| U e T} < 0.
veT

Observagao 2.2. Podemos calcular cohomologia de grupos profinitos com coeficientes em
Zy||G]]-mddulos profinitos. Para tanto, seja G um grupo pro-p de tipo F' P, sobre Z, e com

cd,(G) < 00. Defina como no caso abstrato
H'(G, Z,[G)]) = H'(Homz, (¢ (Pz,, Z,[[G])))

onde P € uma resolugao projetiva escolhida do Z,[|G]]-mddulo trivial profinito Z, com todos

0s projetivos f.g.
Definicao 2.13. Sejam G um grupo pro-p e n € N. Dizemos que G é um grupo pro-p de
dualidade de dimensao n se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. cd,(G) = n.

2. G € de tipo F'Py sobre Z,.

3. H'(G,Z,[[G]]) = 0 sei # n ou livre de p-tor¢ao parai = n, isto €, H"(G,Z,|[|G]]), = 0.

Como no caso abstrato, temos a seguinte caracterizagao:

Teorema 2.2 ([SW-2000], Teo. 4.5.1). Seja G um grupo pro-p de tipo F' P, sobre Z, e
cdy(G) = n < co. Entao G € um grupo pro-p de dualidade se, e somente se, H* (G, ) =
HA(G, H{(G, 2,((G)))&x,) para todo i € Z.

Além disso, se H"(G,Z,[|G]]) = Z,, entdao G é dito grupo pro-p de dualidade de
Poincaré de dimensao n. E se a agdo de G em H"(G,Z,[[G]]) é trivial, entdo G ¢é dito

grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientavel, caso contrario G é nao orientavel.

O tnico grupo pro-p de dualidade de Poincaré de dimensao 1 é Z,. A classe de grupos
de Demushkin infinitos, isto é, grupos pro-p com um relator definidor, coincide com a classe

de grupos pro-p de dualidade de Poincaré de dimensao 2.

E como no caso abstrato, temos o seguinte resultado.
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Teorema 2.3 ([SW-2000], Prop. 4.4.1). Seja G um grupo pro-p de tipo F Py, sobre Z, com
cdy(G) = n < oco. E seja H um subgrupo aberto de G. Entao G é um grupo pro-p de

dualidade (resp. dualidade de Poincaré) se, e somente se, H é um grupo de dualidade (resp.

dualidade de Poincaré).

Com frequéncia iremos fazer uso da notag¢ao grupo pro-p PD, ou grupo profinito
PD,, para denotar um grupo pro-p de dualidade de Poincaré de dimensao n ou um grupo

profinito de dualidade de Poincaré de dimensao n, respectivamente.

Observacao 2.3. Ezistem duas defini¢oes de um grupo profinito de dualidade de Poincaré
G em um primo p, a de Symonds-Weigel em [SW-2000] e a de Neukirch-Schmidt-Wingberg
em [NSW-2000]. As definigoes diferem em um ponto: que G deve ser de tipo F Py, sobre Z,.
Ambas defini¢oes sao equivalentes no caso pro-p. Em [KZ-2008] e [K-2009] foi adotada a
defini¢ao dada por Symonds-Weigel, [SW-2000], que estd de acordo com a defini¢do do caso
abstrato em [B-1982], Cap. 8, Teo. 10.1.

Analogamente ao caso abstrato, temos a p-caracteristica de Euler de um grupo

profinito.

Definicao 2.14. Seja G um grupo profinito de tipo F P., sobre Z, com cd,(G) = n < oc.

Definimos a p-caracteristica de Euler de G por
Xp(G) = Z (_1)ip03tOZP(Hi(GaZp))
0<i<edy(G)

onde para qualquer grupo abeliano profinito f.g. B, postoz,(B) = dimg,(Q, ®z, B), onde
Q, € o corpo de fragoes de Z,.

Usando resolugao projetiva é possivel mostrar que x,(G) = > o<ic.a (@) (—1)" dimg, (H;(G,Fp)).
Como no caso abstrato:

Lema 2.6. 1. Seja G um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientavel de dimensao

n impar, entdo x,(G) = 0.

2. Sejam G um grupo profinito de tipo F' Py sobre Z, e H é um subgrupo aberto de G,
entio x,(H) =[G : H]x,»(G).



CAPITULO 3

RESOLUCOES

Nesta secao iremos construir resolugoes essenciais para demonstrar os Teoremas Principais.
Além disso, aplicaremos tais construcoes ainda neste capitulo e estabeleceremos alguns resul-

tados preliminares que faremos uso também no prorimo capitulo, no resultados principais:

Teorema Principal 1. Seja p um primo fizo. Sejan > 5. Seja G um grupo abstrato PD,,
orientdvel. Suponha que o completamento pro-p @p de G € infinito e nao € virtualmente um
grupo pro-p PD,,. Suponha além disso que:

(a) sup {dimpp Hl(ﬁp,IFpﬂ U <G de indice poténcia de p} é finito.

(b) supy ey dimg, H;(U,F),) < oo, para 0 < i < n.

Entao é\p ¢ virtualmente um grupo pro-p PDg para algum s < n — 2.

Teorema Principal 2. Seja p um primo fivzo. Seja G um grupo abstrato PD, orientavel.
Suponha que o completamento pro-p @p de G € infinito e nao € virtualmente um grupo pro-p

PD,. Suponha além disso que: 3 m > 0 tal que ¥V U <G de indice poténcia de p em G,

32
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tem-se

dimg, H;(U, F,) — dimg, H,(U,,F,) <m, V0 <i<4.

Entao @p ¢ virtualmente um grupo pro-p PDg para algum s < 2.

Construcoes

Lema 3.1. Seja
AI...-)Ai%Ai_l—)...%Al%AQ%O

um complezo de mddulos projetivos (projetivos para i > 1).
Defina
A:...—)AiﬁAi_lﬁ...%Ala#]m(oq)—>0.

Seja
B—)BZBABl_l—>—>B1—>A0/ITI’L(Of1)—>0

uma resolugao projetiva de Ag/Im(ay).

Entao existe uma sequéncia exata curta de complexos

0> A—=>C—B—0, (3.1)
até dimensao j, onde
C:...—>Cy—C; — Ay—0,
nos sequintes casos:
(a) j=2;
(b) j > 2, no caso que
Hy-o(A) = Hy1(A) = ... = Hy(A) =0

Demonstragao: (a):

Seja My = Im(ay).
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Considere o diagrama comutativo a seguir

O MO AO . Ao/MO —— 0
] A o) T
aq é’h B1
0 A Ci=A&B ——B 0

J J J

0—— Ker(a;) Ker(y,) — Ker(f) —=0

onde oy existe pela projetividade de By e 73 = 01 o my.

Entao, como o diagrama é comutativo, as colunas sao exatas e as duas primeiras linhas

sao exatas, segue pelo Lema 3 x 3, [R-1979], pdg. 175, que a tltima linha é exata.

Agora considere o diagrama abaixo

O MO A(] . Ao/MO —— 0
A Jo1
aq §’71 ,31
0 A Ci=A @B ——B 0

L1

J

0—s Ke;(ozl) —— Ker(y) — Ke;(ﬁl) —0

A \_ E|0'2
[e %} iY2 B2

0 A, Cy=Ay® By—— = B, 0

L2 ™2

onde oy existe pela projetividade de By e 9 = 09 0 my. Portanto, (a) segue.

(b):

Por hipétese, Hi(A) = 0 e por exatidao do complexo B, temos que H;(B) = 0.
Usando sequéncia exata longa associada a sequéncia exata curta de complexos (3.1), temos

a sequéncia exata longa em homologia

portanto H;(C) = 0 e temos que Ker(vy,) = Im(7ys).
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Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo

00— Im(as) —— Im(7s) —— Im(Bs) —=0
A V 30’2
]az (2 ],82

0 A Cy = Ay & By, —— B, 0

J J J

0—— Ker(az) Ker(yy) — Ker(fy) —=0

onde 0y existe pela projetividade de By e 75 = 05 0 m3. Como o diagrama ¢é comutativo, as
colunas sao exatas e as duas primeiras linhas também, segue pelo Lema 3 x 3, [R-1979], pég.

175, que a tultima linha é exata.
Portanto, temos o diagrama

0 —— Ker(ay) — Ker(vy) — Ker(f) —=0
A S 3,
]as 3 33 Tﬁ3

0 A, Cs = Ay @ By B, 0

L3 3
onde o3 existe por projetividade de Bs e v3 = 03 o 3.

Por hip6tese temos que Hy(.A) = 0 e por exatidao do complexo B, temos que Hy(B) = 0.

Logo da sequéncia exata longa em homologia, temos que Hy(C) = 0, assim Ker(v,) =

Im(vs).
Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo

0——=Im(ag) —— Im(vy3) —— Im(f3) —=0
A \— dos

0 Ay Cy = Ay & By —— B, 0

J J J

0—— Ker(az) — Ker(v;) —— Ker(f;) —=0

e novamente como o diagrama é comutativo, as colunas exatas e as duas primeiras linhas

também exatas, temos pelo Lema 3 x 3, [R-1979], pdg. 175, que a tltima linha é exata.
Continuando assim por diante, para j > 4 se

0— Ker(aj_g) — Ker(v;_2) —> Ker(fj_2) —=0
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é uma sequéncia exata curta, entao como por hipdtese Hj_g(fl) = 0 e por exatidao do
complexo B, temos H; »(B) = 0, segue da sequéncia exata longa em homologia que
H;_5(C) =0, assim Ker(vy;_2) = Im(yj_1).

Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo

0 ——=Im(a;—1) ————Im(y;1) ———Im(f;—1) —=0
A D o
Taj_l g'yj_l Eljl Tﬁjl

Ajy——=Ci1 = A1 ® B —— B,

J

Ke?"(%’—ﬁ

0 0

Ker(fj-1) —=0

0— Ker(aj_1)

onde o;_; existe por projetividade de B;_; e ;-1 = 0j—1 o mj—;. E como o diagrama ¢
comutativo, as colunas sao exatas e as duas primeiras linhas sao exatas, temos que a iltima
linha é exata, pelo Lema 3 x 3, [R-1979], pag. 175. Portanto, obtemos +; conforme o

diagrama abaixo

0—— Ker(aj_1) — Ker(v;—1) — Ker(f;-1) —=0
T AL e 3o T
aj s B;

0 A C;=A; & B, B, 0

5

tj

onde o, existe pela projetividade de B; e v; = o, o m;. Portanto, segue (b).

Seja

AI...-)AH_laﬁ)lAi—}...—>A1—>A0—)0

um complexo de médulos projetivos para ¢ > 1 e defina os seguintes complexos

A,I...—>A7;+2—)Ai+1—)Ai—>0

./Zl, N Ai+2 — Ai+1 — Im(oziH) — 0.
Lema 3.2. Existe uma sequéncia exata curta de complexos

A 50 =B
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até dimensao i + j, onde pelo Lema 3.1

{ j=2se Hi1(A) #0 (3.2)

7> 2 se Hj_2+i(A) =...= Hz—l—l(A) =0

e onde

g . — Bi+2 — Bi+1 — K@T(Oéi)/[m(()éi+1) — 0

¢ uma resolugdao projetiva de Ker(a;)/Im(a;q) e
C':...=>Ciyo—Ciyy = Ker(a;) > 0

¢ um complexo, onde Cy = Ay @ By, para t > 1.

Demonstracao: Pelo Lema 3.1, segue que existe a seguinte sequéncia exata curta
A= =B

até dimensao i + j, onde j é dado por (3.2), conforme o Lema 3.1.

Lema 3.3. O complexo C

C NN Ci+2 Ci-i-l i - Ai—l e AO O,

A a;
\ J
Ker(a;)
onde Cy = Ay ® By, YVt > i+1, obtido da colagem do complexo C' do Lema 3.2 com o complexo
0— Ker(a;) > A — ... > Ay —0
induzido por A, € tal que existe a sequéncia exata curta de complexos
ALHCHB (3.3)

até a dimensdo i + j, onde j vem do Lema 3.1 e € dado por (3.2), e

Bi...-)Bi+2—>Bi+1—>O
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¢ uma resolugao projetiva apagada de Ker(oy;)/Im(a,41) (isto €, obtida de B depois de
apagar Ker(a;)/Im(cit1) e fazer translagio de indices), ou seja, H;(B) =0 para j # i+ 1
e Hiy1(B) = H;(A). Além disso,

H;(A) = H,(C) para j #1 e H;(C) = 0. (3.4)

Demonstragao: Pelo Lema 3.2, resta mostrar apenas (3.4).

Associada a sequéncia exata curta (3.3), existe a sequéncia exata longa em homologia
LT (B) A H(A) S H(C) B H(B) 2 H oy (A) S Hi 1 (C) 7S Hy(B) = 0

e como H;1(B) = H;(A), isto é A,y ¢ isomorfismo (isto segue da definigdo de
homomorfismo de conexao, vide pag. 171 Teorema 6.2 em [R-1979]), temos que H;(A) =
Im(Ai41) = Ker(t;), logo Im(t;) = 0 = Ker(p;) e como Im(p;) € H;(B) = 0, segue pelo

Teorema do Isomorfismo para Mdédulos que H;(C) = 0.
Se j # i+ 1,4, temos que H;(B) = H;1(B) = 0, portanto da sequéncia exata

obtemos que H;(A) = H;(C). Finalmente se j =i + 1, temos a sequéncia exata longa

AVER]
AV Lit1 Pi+t1 _;r
Lo HZ+2<B) =0 $ Hz+1(A) — Hz+1(c) — Hz+1(6) 180 HZ(A) — .,

além disso, como 0 = Ker(A;41) = Im(pi+1), segue que H;1(C) = Ker(pit1) = Im(tiqq)
e portanto ¢;11 € sobrejetiva. Agora note que de H;o(B) = 0, segue que 0 = Im(A;49) =
Ker(tit1), logo 141 € injetiva e portanto isomorfismo. Segue portanto de H;(B) = 0, para
j#i+1,e H1(B) = Hi(A) que

H;(A) = H;(C) para j #ie H;(C) =0 (3.5)

e portanto C é exato em dimensao 1.
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Aplicagoes e resultados preliminares

Sejam p um ndmero primo fixo e G um grupo abstrato PD,, orientavel. Seja 7 um
conjunto dirigido de subgrupos normais de indice poténcia p em G tal que 7 induz a topologia
pro-p de G. Seja

o o o o a

uma resolugao projetiva do Z[G]-mddulo (& direita) trivial Z com todos os projetivos f.g.
Considere o complexo Ry = R @z Fp, para U € T. Seja

~

RO5R, 2 .ERER AR BE 0
o limite inverso dos complexos Ry sobre U € T. Segue de (1) em [KZ-2008] que
R = R @yc) Fyl[G,]
e pelo Lema 2.1 em [KZ-2008]

H;(R) = lim H(Ry) = lim H;(U,F,).
UeT UeT

Seja j > 1. Se Hj(ﬁ,) ¢ um Fp[[ap]]—médulo finito, existe s; € N tal que Hj(ﬁ) >,
Seja Gog € T tal que M = (a)p age trivialmente sobre H; (7%) para todo j.
Lema 3.4. Seja p um primo fizo. Seja G um grupo abstrato PD,, orientdvel. Suponha que
o completamento pro-p @p de GG ¢ infinito. Se @p ¢ de tipo F' Py, sobre Z,, entao [F,, tem tipo

F Py sobre Zp[[@p]]. Em particular, @ i, tem tipo F Py, sobre Zp[[@p]].

Demonstracao: A justificativa que segue é baseada na demonstracao do Lema 1 em
[D.H.K-2009].

Seja R um anel profinito. Do Lema 7.2.2 em [W-1998], temos para quaisquer R-mddulos
profinitos finitamente gerados M; e M,, que qualquer homomorfismo ¢ : M; — M, de R-
modulos abstratos é continuo. Isso implica que M; é de tipo F' P, como R-mddulo profinito
se, e somente se, M; tem tipo F'P, como R-médulo abstrato. Vamos aplicar isso para a

~

Proposigao 1.3 ("mudanca de dimensao”) com R = Z,[[G,]].
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Considere a sequéncia exata curta

Pl — Loy — )
de Zp[[@p]]—médulos profinitos, onde pZ, = Z, ¢é por hipdtese de tipo F' P como médulo
pro-p (logo como médulo abstrato) sobre Zp[[@p]]. Portanto, pelo item (a) da Proposigao
1.3, segue que F, é de tipo F'P, como mddulo abstrato sobre Zp[[@p]], portanto F,, é de tipo

~

F Py, como médulo pro-p sobre Z,[[G,]].

Em particular, a soma direta finita @gpitaF, tem tipo F P, (como mdédulo abstrato e

pro-p) sobre Z,[[G,]] (isto é consequéncia imediata do item (c¢) da Proposi¢ao 1.3).
|

No caso n > 5, nas condicoes do Teorema Principal 1, temos que @p ¢é virtualmente pro-p
analitico. Portanto é de tipo F'P,,. O seguinte Lema sera usado somente no caso n = 4 para
obter que CAJP, nas condigoes do Teorema Principal 2, é de tipo F'P,,. Observamos que no

seguinte Lema nao supomos as hipéteses dos Teoremas Principais.

Lema 3.5. Seja p um primo fizo. Seja G um grupo abstrato PD,, orientdvel. Suponha que
o completamento pro-p @p de G € infinito e dimp, Hj(ﬁ) < 00,V7. Entao se @p ¢ de tipo
F Py sobre Z,,, vamos ter que G\p tem tipo F'Pyy3 sobre Z,,. Em particular, G\p tem tipo F'Py

sobre Zy,.

Demonstracao: Observamos que M = (a)p tem tipo F'Pj se, e somente se, ép tem tipo
FPy. Pelo Lema 3.4, temos que @gnitalF, € de tipo F Py, sobre Z,[[M]]. Em particular, Hj(ﬁ)
¢ de tipo F'P; sobre Z,[[M]], para j > 1. Portanto, existe uma resoluc¢do projetiva pro-p

A~

apagada deslocada de H;(R) sobre Z,[[M]]

) . () () () ()
SV =8 = 288,28 205020 (3.6)

tal que Si(j ) =0 parai < j e os Z,[[M]]-médulos projetivos pro-p SZ»(j ) sd0 finitamente gerados
para j+1<i<j+1+k. Istoé, H(SYW)=0paraiz#;j+1e Hj (SV) Hj(ﬁ).

Considere a sequéncia exata curta (definida até dimensao j + 2, conforme Lema 3.3) de
complexos de Z,[[M]]-médulos
R < QW) — SO (3.7)
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onde Si(j) =0 parai < je, parai > 0, ng) = 7@-6981-@ (pois SY) contém somente projetivos)
é tal que

H;(QU) =0 e H(QW) = H,(R) para i # j, (3.8)
por (3.5) no Lema 3.3 com A=TR,C = QW ¢ B=80,

Observe que QZ(-j) éfg para0 <i<j+1+k, pois 7%, é f.g. para todo 1, Si(j) é f.g. para
1+1<i<j+1+ke Si(j) = 0 para i < j (resolucdo deslocada nos j-primeiros termos).
Note em (3.8) que H;(QW) = H,(ﬁ) para i # j. Em particular, temos que H; ,(QW) =

H;_1(R) que tem tipo F'Py sobre Z,[[M]], por hipétese e pelo Lema 3.4. Portanto, existe

uma resolucao projetiva pro-p apagada deslocada de H j,l(Q(j))

S0V o8 o 2 S 2 S 5T 200 (39)

)

tal que Si(j_l) =0 parai < j—1 e os Z,[[M]]-mddulos projetivos pro-p Si(j_l sao finitamente

gerados para j <i < j+ k. Isto é, H;(SU™Y) =0 para i # j e H;(SU™V) = Hj,l(ﬁ).

Prosseguindo, considere a sequéncia exata curta (exata até dimensdo j + 2, pois
H;(QU)) = 0, conforme Lema 3.3) de complexos de Z,[[M]]-médulos

QU s QUd-1) _ SU-1) (3.10)
onde Si(j_l) =0 parai < j—1e, paratodo: > 0, ng’j_l) = ng) @Si(j_l) (pois SU=Y contém
somente projetivos) é tal que

Hj1(QUI™Y) =0 e Hy(QUI™) = H;(QW) para i # j — 1, (3.11)
por (3.5) no Lema 3.3 com A = QU C = QUi e B =801,

Observe que Qz(j’jfl) é f.g. para 0 <i < 5+ k, pois o\ ¢ fg. para0 <i<j+1+k,

S(j—l) éfg paraj <i<j+ke Si(j_l) = 0 para i < j — 1 (resolugdo deslocada nos

7

(j — 1)-primeiros termos).

Suponha por hipdtese de indugao que ja construimos

onde X\ é um ndmero natural tal que 1 < A < j —2 e SU= é uma resolucdo projetiva pro-p
apagada deslocada do Z,[[M]]-médulo H; ,(QUI—1i=2i= 1)) o Hj,,\(ﬁ)7 isto é, S,L-(ij) é
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fg. paraj—A+1<:1<j—A+1+ke Si(%)‘) =0 para i < j — A (resolucao deslocada dos
(j — A)-primeiros termos). E que ng’j_l’j_Q"“’j_)‘Jrl) éfg para0<i<j—A+2+k. Além

disso,
Hj_)\(Q(j,j—l,j—Q,...,j—/\)) = 0 e Hy(QUA—1=20sd=N) 2 [, (QU—1d=2md=A1)), (3.12)

para i # j — A, por (3.5) no Lema 3.3 com A = QUJ=1i=2:0= A1) ¢ = QU124 ¢
B =S80,

Entao, Ql(j’j_l’j_Q""’j_’\) éfg para 0 <i<j— A+ 1+ k, pois por hipétese de inducao
QU2 d M) g £ 0 para 0 < i < j—A+2+k, SU TV éf.g paraj—A+1<i < j—A+1+k

e Sz-(j N =0 parai<j—A (resolugao deslocada nos (j — A)-primeiros termos).
Note que de (3.8), (3.11) e (3.12), temos que

H’i(Qjaj—lrwj_)‘) =0 para ] -\ <73 S] (313)

A~

H;(QU—17=2ms j—A)) o Hi(g(j,j—l,j—2 ,,,,, j—/\+1)) >~ o Hi(Q(j’j_l)) o Hi(Q(j)) >~ H,(R),
(3.14)
para ¢ < j — A — 1, que é de tipo FDP, sobre Z,[[M]], por hipétese e pelo Lema

3.4. Em particular, existe SU=*~1)

uma resolucao projetiva pro-p apagada deslocada de
Hj 5 1(QUI=1i=2-3=N) sobre Z,[[M]], tal que SZ»(j_A_l) =0parai<j—A—1le Si(j_)‘_l) é

finitamente gerado para j — A <i < j— A+ k. Isto é,

Hy(SU=2D) =0 parai £ j— A e H;_,(SU>"V) = H,_, 1(R). (3.15)

Considere a sequéncia exata curta (exata até dimensao j + 2, conforme (3.13) e Lema

3.3) de complexos de Z,[[M]]-mddulos

onde SZ.(j_/\_l) = 0 para i < j — X —1 e, para todo ¢ > 0, ng’j_l’j_Q""’j_/\_l) =

, pois SU contém somente projetivos. Por (3.16) e por

construcio (vide (3.5) no Lema 3.3 com A = QUJ—Li=2-0=N) ¢ = QUJI=1Li=2i=A=1) ¢
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B = SU=2"1) segue que

ij)\fl(Q(j’j_l’j_27“'7j_)\_1)> f— O e Hz(Q(JJ_IJ_2u)]_>\_1)) g Hi<Q(jvj_lvj_Qv"ﬂj—)‘))’
(3.17)
para i # j — A — 1. Agora observe que Ql(-j’j_l’j_z"”’j_)‘_l) éfg para0<i<j—A+k De
fato, por hipétese de inducao, temos que ng’jfl’jﬂ"”’j*’\) éfg para0<i<j—A+1+Ek,
S(j—)\—l)

i

éfg paraj—A<i1<j—A+ke Si(j_’\_l) = 0 para i < j — XA — 1 (resolucao

deslocada nos (j — A — 1)-primeiros termos).

Portanto, em particular, usando o Lema 3.4 e por inducao podemos construir o seguinte

complexo QUJ~17-2-2) onde temos sequéncia exata curta até dimensao j + 2
QUI—1i=2:-3) «y QUI—1=2:2)  S(2) (3.18)

onde S@? ¢ uma resolucao projetiva pro-p apagada deslocada de Hy(QU7~17=2-3)) sobre
Zy|[M]] com os projetivos S® finitamente gerados para 3 <i < 3+ k, S = 0 para i < 2
e H3(S@) = Hy(QUI=1i=2--3)) " Além disso, por (3.8), (3.11) e (3.17) temos que

Hz(Q(j,j—Lj—Q,“.,Q)) — O e Hi(Q(jvj_Lj_Qv--wQ)) ~ Hi(Q(jvj_Lj_Z“wg)) para Z 7£ 2
(3.19)
Portanto, como H;(QU=13=2+3)) = 0 parai € {j,j — 1,j — 2,...,3}, segue por (3.19) que

QUI=1i=22) até dimensdo j + 1 é uma resolugdo projetiva de F, sobre Z,[[M])].

Il 2e2) ¢ f.g. para todo 0 < i < k + 3, logo concluimos

Note que por construcao QE
que F, é de tipo FPy.3 sobre Z,[[M]]. Logo F, é de tipo FP,.3 sobre F,[[M]], portanto G,
¢ de tipo F'Pyy3 sobre IF,. Em particular, como todo grupo é tipo F'F, obtemos que @p é de
tipo F'Ps, para todo niimero natural r, logo CA}p ¢ de tipo I'P,, sobre IF,,. E equivalentemente,

segue por [P-1980], pag. 59, que @p é de tipo F'Py, sobre Z,.

A~

Lema 3.6. H;(R) =0 parai=0,1,n.

Demonstracao: Como o produto tensorial é funtor exato a direita, temos que Ho(ﬁ) =0.

Além disso,

U
H,(U,F,) = RULG = G
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logo como limite inverso comuta com homologia continua tem-se que

H\(R) = lim H,(U,F,) = lim Hy(U,,F,) = H(lim U,,F,) = Hy(1,F,) = 0.
UeT UeT UeT
Como G é um grupo P D, orientavel, temos que todo subgrupo de indice finito em G também
o é. Logo, para todo U € T, temos que H,(U,F,) = H°(U,F,) = F, pois U age trivialmente

~

em F,. Portanto, lim H,,(U,F,) ¢ 0 ou F,, pelo Lema 2.5. Suponha que H,(R) = F,. Note
ueT
que como F,[[G,]] é anel local, cada F,[[G,]]-mdédulo projetivo finitamente gerado é livre,

portanto R,, é um Fp[[@p]]—mo'dulo livre de posto finito. Logo, existe um nimero natural ¢
tal que

t

F, 2 H,(R) = Kerd, C R, 2 F,[[G,]]

isto é, o Fp[[ép]]—médulo trivial F), ¢ um submaédulo finito de Fp[[@p]], o que é um absurdo pela
Proposicao 3.1 em [KZ-2008] ou, com maiores detalhes, por [M-2009], pagina 124. Portanto,

~

Ho(R) = 0. m

A demonstracao do Lema a seguir é baseada nas ideias da demonstracao do Teorema 1
em [K-2009].

A~

Lema 3.7. dimy, H3(R) < m.

Demonstracao: A aplicacao canodnica

oo« Hy(U,F,) — Hy(U,F,)

~

¢ um epimorfismo e dimg, H3(R) ¢é finito. De fato, Hy(U,F,) = Hy(R ®zu) F,) =
Hy(R ®p, 7, Fp)- A resolugao parcial projetiva profinita do Fp[[[/jp]]—médulo trivial I,

7/—\)\,2%7/?\,1647/@0%15‘73—)0

pode ser estendida para a resolugao parcial projetiva

8:547/@2%7%184730%]&%0

onde o F,[[U,]]-médulo S contém R3 como um submédulo fechado e v é uma extensao de
5 : R3 — Ry. Logo, HZ((?;,, Fp) = Hy(S @y 5, Fp) € um quociente de Hy(R ®p, (i, Fr) =
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Hy(U,F,) e portanto ¢, € sobrejetiva. Disto e da hipdtese do Teorema Principal 2 e a

Observacao 1 do Teorema Principal 1, segue que
dimg, Ker(pyy) = dimg, Hy(U,F,) — dimg, Hy(U,, F,) < m
logo nao depende de U € T e segue que

sup dimg, Ker(p,r) < m.
UeT

Portanto, pelo Lema 2.5 temos que

dimp, 1(i£n Ker(pzp) < sup dimp, Ker(pop) <m
UeT ueT

e da sequéncia exata

0 — lim Ker(psy) — lim Hy(U,F,) = (lim Hy(U,,F,)) =0 — ...
veT UeT veT

segue que

dims, Tory'“/(Z,F,[[G,]]) = dimg, Ho(R) = dims, lim Hy(U,F,) = dimg, lim Ker(psy) < m.
UeT UeT

~

O Lema a seguir mostra que H;(R) é finito para todo i < n.

Lema 3.8. (a) Nas condigoes do Teorema Principal 2, para U € T e para a aplica¢ao

canonica

@3,U - HS(Ua Fp) — H3([7P7Fp)
temos que

dimg, Coker(psy) = dimg, Hg(ﬁp, Fp,) — dimg, Im(ps3) (3.20)
< 89 < 00 .

onde sy = dimp, H2(7€).
(b) Nas condi¢oes do Teorema Principal 1 ou Teorema Principal 2,
G 2O~ -~ ~
TOTJZ[ W(2,F,[[G,))) = Hj(R) = Hi(R ®z¢) F,[[G,]])

€ finito para j < n.
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Demonstragao de (a) e (b): No caso do Teorema Principal 1, dimg, Hj(ﬁ) =

dimp, llrp H;(U,F,) < oo pela Observacdo 1 do Teorema Principal 1. Podemos supor
veT
que estamos nas hipéteses do Teorema Principal 2 e mostraremos (a) e (b). Usaremos

as construcoes j4 feitas em (3.19) no Lema 3.5, com R = R Qz[a] ]Fp[[@p]] e U = G para o
complexo de projetivos SU), mas sem a condicio de que o complexo SY) seja de médulos
finitamente gerados até uma certa dimensao (isto é, sem que Si(j ) seja necessariamente f.g.

para 0 < i < k, para algum k € N).
Pelos Lemas 3.7 e 3.6, temos que mostrar apenas que H3(7/€) é finito.

Primeiramente, note que pelo Lema 3.7, Hy(R) é um Fp[[@p]]—médulo finito, logo existe
s € N tal que

~

Hy(R)=F=F,®...0F,
—_—————
s2
isto é, sy = dimg, Hg(ﬁ) é finito. Observamos que existe Uy € T tal que Uy age trivialmente

A~

sobre Hy(R). Consideraremos somente U € T tal que U C U.

Como
R®FP[[UP]}FP =R ®zi6) Fp[Gp]] @ 5, Fp = R ®zic) Fp[G /U]

temos pelo Lema de Shapiro que
H3(R®urp[[z7p]]Fp) = H3(G,F,[G/U]) = Hs(U,Fy)

e como Q2 & até dimensdo 4 uma resolucio projetiva pro-p de F, sobre Fp[[ﬁp]], existe o

isomorfismo H3(Q(3’2)®Fp[[ﬁp]]Fp> = Hg(ﬁp, F,). Segue desses isomorfismos que a aplicacao
psu  Hy(UFp) — H3([7p’Fp>

é a aplicagao

fu : Hy(R®g 5.1 Fp) = Ha(Q®? &g 15 1 Fy)

nl

induzida pela inclusao de R em 0632 até dimensao 4.

Como os complexos S para 2 < t < 3, contém somente projetivos, temos as seguintes

sequéncias exatas curtas

55 @ @
R, 10,15 = 7@, 0,)Fp = S O, 17,1 Fp
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Qg 5, Fr = Q& 5, Fp ~ S® B, 5, Fr

e as respectivas sequéncias exatas longas associadas em homologia

~ 11, ~ ~

~ fa. ~ ~ -~
o= Hy(QW®yg 5y Fy) = Hy(QPP &y (51 Fy) = Hy(SP @y 15 1 Fy) &
= Tory" " Hy(R), F,) =

~

g HZ(R) ®]Fp[[ﬁp]] Fp — ...

Como fy = fay o fip e fiu € sobrejetiva, segue que

dimg, Coker(fy) = dimg, Coker(fou o fiv)

(3.22)
< dimg, Coker(fo,r)

onde temos por (3.21) que

dimFP OO]{?G’I“(]FQ,U) = dime H3<Q(3’2)®Fp[[ﬁp]]wp) — dimﬂ:p Im(fng)

< dimg, Torffp“ﬁ””(Ha(ﬁ), Fp) (3.23)
= dimg, (H2(R) @y, 5, Fp)

~

= dime H2(R) = So

Logo, por (3.22) e (3.23), temos que

dimg, Coker(fy) < dimg, Coker(fov) (3.24)
S dime HQ(,]/?\,) = S9 ‘

e a expressao na tltima linha de (3.24) ¢ finita pelo Lema 3.7 (e ndo depende de U € T).
Agora vamos mostrar que
Tory (2, F|[Gy]]) = Hy(R) = Hy(R @zie) 1G]] (3.25)

¢é finito.
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De fato, pela hip6tese do Teorema Principal 2 e por (3.24), tem-se

dimg, Ker(psy) = dimg, H3(U, ) — dimg, Im(eso)

< dims, Hy(Uy, F,) +m — dimg, Im(i230) (3.26)
= dimp, Coker(psy) +m
< s9 +m,

~

onde sy = dimg, Hy(R) ¢ finito pelo Lema 3.7. Portanto, por (3.24), segue que a expressao

na ultima linha de (3.26) é finita e nao depende de U € T. Logo,

supyer dimg, Ker(psp) < s34 m < 00 (3.27)

Entao usando as seguintes sequéncias exatas

0 — lim Im(psp) — (lim Hy(T,, F,)) =0 — ...
UeT UeT

0— 1(131 K@T(QO&U) — lgn Hg(U, Fp) — (lgn [m(gog,U)) =0—...
veT veT veT

temos pelo Lema 2.5 e por (3.27) que

dimg, Tory (Z,F,[[G,)]]) = dimg, Hs(R)
= dimg, lim H3(U,F,)

ver (3.28)
= dimp, lim Ker(psy)
UeT

< supyer dimg, Ker(psy) < 0.

~

Portanto, H;(R) é finito para todo i < 4. [

Lema 3.9 ([K-2009], ideias do Teorema 4). Suponha satisfeitas as hipdteses do Teorema

Principal 1 ou Teorema Principal 2. Entao
H (HOmF,,[[@p]] (R, F,[[Gy]1))
€ finito para cada i > 1.
Demonstragao: Considere o complexo dual M = Homgzg(R™, Z[G]), isto é, M é um

complexo de Z[G]-mddulos a esquerda. Como G é PD,, orientdvel por hipétese, temos que

Hi(M) = H(G,Z|G]) é 0 para i # n e Z para i = n, conforme o Teorema 1.3.
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Defina ¥ o complexo obtido de M adicionando sua tnica cohomologia nao trivial
T0->M =M - M*> > M?>— ... M"— H"(M)=7Z—0.

Em particular, o complexo ¥ é uma resolugao projetiva do Z[G]-médulo trivial a esquerda Z
com cada M; f.g. Defina T = Fp[[@pﬂ ®zic) T. Entao T ¢ um complexo de Fp[[ap]]—médulos
e

T 2 Homy 6, (R™ F,[(G,]])

~

como complexos de F,[[G,]]-médulos, conforme demonstracao do item (b) do Teorema 4.1
em [KZ-2008] (ou com maiores detalhes em [M-2009], pagina 134), onde R é um complexo

o~

de F,[[G)p]]-médulos a direita. Logo,
Hi@dd) = Hi(HOm]Fp[[GP]} (ﬁdelv Fp[[ép]]))> (3.29)
para cada ¢ > 1.

Seja R a versio de R trocando médulos & direita por médulos a esquerda. Entao pela
versao dual do item (b) do Lema 3.8 (isto é, trocando mddulos a direita por médulos a

esquerda)

H(Z) = TorVE,[|G]), Z) = H,_;(R"") é finito para todo 1 <i<n—1  (3.30)

n—

N T = ——del
e por exatidao & direita H"(T%*) = Hy(R? ) =0.

Lema 3.10. Seja G um grupo abstrato. Seja j > 0. Suponha que @p ¢ infinito. Seja M €

um pro-p F,[[Gp]]-mddulo finito. Entdo

Ext°

S e (MG, =o0.

Além disso, para j > 1, se

El’tiﬂp[[@p” (Fp’ FPHGP]]) = 07

entao

Bzt o (M F[[Gl]) = 0.
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Demonstracao: Se M = 0, o resultado é ébvio, portanto assumiremos que M = 0.

Primeiramente, como @p é infinito, segue do Lema 3 em [Me-1996] que

Ert — (F, Fl[G,]) = B[]~ = 0.

Fp([Gypl] (

Seja M um pro-p Fp[[ap]]—médulo finito. Entao M é p-primdrio e possui uma filtracao
de Fp[[ép]]—médulos com quocientes simples e, pelo Lema 7.1.5 em [RZ-2000], a menos de

-~ ~

isomorfismos existe apenas um unico F,[[G}]]-médulo simples, que é o F,[[G,]]-mddulo trivial

F

'R

Portanto, considere a seguinte sequéncia exata curta de Fp[[@p]]—médulos finitos
0—=M —-M—=M,=F,—=0
onde M; # 0 e |M;| < |M|, parai=1¢ 2.

Assuma por hipétese de inducao que o resultado é valido para Fp[[ép]]—médulos finitos

de ordem menor que |M].

Existe a sequéncia exata longa em Fxt

oo Bat] o (M, B[Gl]) — Bat) o (MF([Gy])) = Batl o (M F[[Gy) — ..

e por inducao em |M]|, temos que E:L‘té, e ”(Mi,lﬁ‘p[[@p]]) = 0 para ¢ = 1 (hipétese de
P P
inducao) e i = 2 (base da indugao no caso j = 0 ou por hipdtese no caso j > 1). Segue

~

portanto por indugao em |M| que ExtljF (@ ”(M, F,[[G,]]) = 0.



CAPITULO 4

RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta se¢ao iremos demonstrar os resultados principais desta tese:

Teorema Principal 1. Seja p um primo fizo. Sejan > 5. Seja G um grupo abstrato PD,,
orientdvel. Suponha que o completamento pro-p CA;I, de G ¢ infinito e nao é virtualmente um

grupo pro-p PD,,. Suponha além disso que:

(a) sup {dimFP Hl((?p,IFp)\ U <G de indice poténcia de p} ¢ finito.

(b) supy ey dimg, H;(U,F,) < 0o, para 0 <i < n.

Entao @p ¢ virtualmente um grupo pro-p PDg para algum s < n — 2.

Teorema Principal 2. Seja p um primo fixzo. Seja G um grupo abstrato PD, orientavel.
Suponha que o completamento pro-p @p de G é infinito e nao é virtualmente um grupo pro-p
PD,. Suponha além disso que: 3 m > 0 tal que ¥V U <G de indice poténcia de p em G,
tem-se

dimg, H;(U,F,) — dimg, H;(U,,F,) <m, V0 <i<4.

Entao @p ¢ virtualmente um grupo pro-p PDg para algum s < 2.

o1
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Demonstragao: A demonstracao funciona para os dois Teoremas Principais. Iremos
considerar ao longo da demonstracdo a resolucao projetiva pro-p construida em (3.18) na
demonstracao do Lema 3.5, no entanto, sem a condicao de que a resolucao projetiva pro-p

S®) seja de médulos f.g.

Primeiramente, considere a sequéncia exata curta (exata até dimensao n + 1, conforme
Lema 3.3)
R < Q=1 _, §(r=1) (4.1)

de complexos de Fp[[@p]]—médulos.
E ainda como S Y contém somente médulos projetivos, temos para cada j > 1 que
QI — Ry sV

onde Sj(n_l) = 0 para j < n— 1. Portanto temos a seguinte sequéncia exata curta (exata até

dimensao n + 1, conforme Lema 3.3) de complexos de Fp[[@p]]—médulos

Home[[épH (S(nil)anHépH) = Homzp G (Q U F H@p]b - HOme[[ép]](ﬁa Fp[[@p”)

(4.2)
e a correspondente sequéncia exata longa em cohomologia
= H (Homy, g,y <s<ﬂj,wpnépn>> — H'(Homy 1, (Q" V. F,[[G,]}) —
— H'(Homg, 5, (R, F,[[G,]]) %HQ(HOWFP[[ap}](S(”‘l)aF [GI) =
At g, (8., (Gol)) — HY (Homg, (@) F,[[G,]]) ~
o, g (REMGID) - A (Homs, 15,8 F 1) =
= Eaty o (Hna(R), B [[Gl]) — -
(4.3)

Note que S(-nfl) = 0 para j < n — 1. E além disso, pelo item (b) do Lema 3.8 temos

que Hn_l(ﬁ) é finito, logo pelo Lema 3.10 segue que Ext® (Hn_l(ﬁ),Fp[[@p]]) =0e

n FyllGol]
portanto Ht(HomeH@p” (8= F,[[G,]])) = 0 para t < n, logo

H' (Homg 6, (Q" V. F,[[Gy]))) = H! (Homy (R Fy[[G,]])), parat <n—1.
(4.4)
Continuando, considere a sequéncia exata curta (exata até dimensao n + 1, conforme Lema
3.3)
Q1) <y QIn—1n=2) _, G(n-2) (4.5)
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de complexos de ]Fp[[@p]]—médulos.

E ainda como S™2) contém somente médulos projetivos, temos para cada j > 0 que
Q§n—1,n—2) _ an—l) EB(SJ(n—Q)

onde SJ(R_Q) = 0 para j < n— 2. Portanto temos a seguinte sequéncia exata curta (exata até

dimensao n + 1, conforme Lema 3.3) de complexos Fp[[@p]]—médulos

Homy a1 (ST2,F,[[G,]) = Homy, a1 (QU~17=2 F,[[G,]]) - Homy & 1 (Q" Y, F,[[G,]])
(4.6)

e a correspondente sequéncia exata longa em cohomologia

= H! (Hom, 6,)(S"2, F,[[G]) — H' (Hom, 5,,(Q"1~2, F, [[G,]])) —
~ H' (Homs, g <Q“ ECoI) — H o, <S“ F[[G,]]) = ..

[
— 0" (Home[[GPH(Q( pHG 1)) — H"" (Hom]Fp[[@p]](S(nﬂ)aFp[[GpH)) =
= Bty LG, ]]( n—2(Q(n_1 ), Fp[[Gpl]) — H"H(Homy, WGy }](Q(n_l’n 2 Fy[(Gl)) =
— H"'(Homy i ]](Qn D F[[Gy]])) — H™ (Hom, ien ]](S " ([G)) =
~ 1 n—1) A
E.’L’tFp[[G ]]( n72<Q ) [G ]])
(4.7)
Note que S;"_2) = 0 para j < n — 2. E além disso, por construcao, temos que
H,_5(Q" V) = H, »(R) que é finito pelo item (b) do Lema 3.8, logo pelo Lema 3.10 segue
F [[G ]](Hn—Q(Q(nil))vIFPHGPH) =0e portanto Ht(HomIFp[[ép]](S(nimﬁ]FPHGPH)) =0

para t < n — 1, logo por (4.7) e (4.4)

que Ext°

~

H' (Homy, 1, (QU "0, F,[[G)]) = H'(Homy ,(Q" ), F,[[G,]]))
H' (Homy 15, (R,F,[[G,l])), parat <n—2.

~

(4.8)
Suponha por inducao em k > 2 que ja mostramos para todo t < n — k que
H'(Homg, g, (Q 12", I, [[Gy]]))
~ It N (n—1,n—2,...,n— k+1 ~
= H'(Homg, 5, (Q £,(1G)) (4.9)
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Vamos mostrar que para todot <n —k — 1

= H'(Homy, 5, (Q=1n =m0, F,[1G]) (4.10
=~ . = Ht(HOme[[ép]](Q(nil)a Fp[[GPH))

I

HY(Homy (R, F,[[G,]])).

Considere a sequéncia exata curta (exata até dimensao n + 1, conforme Lema 3.3)
Qn—1n=2.n=k) y Qn=1n=2...n—k=1) _, G(n—k-1) (4.11)
de complexos de F,[[G,]]-médulos.
Como S =1 contém somente médulos projetivos, temos para cada j > 0 que
Qg'nfl,an ..... n—k=1) _ o(n-ln-2..n—k) @Sj(nfkfl)

onde S;nik*l) = 0 para 7 < n — k — 1. Portanto temos a seguinte sequéncia exata curta

(exata até dimensao n + 1, conforme Lema 3.3) de complexos de Fp[[@p]]—médulos

(n—1,n—2,....n—k) (412)

— Homg [[ép]]<Q """ L [[Gl])
e a correspondente sequéncia exata longa em cohomologia

— H'(Homy 15 (S(n_ “U,F [[ pll)) = H'(Homy 5 J(QUrm =2k D, F[[G])) —
= HY(Homy, g 3 (QU=1n=20-n=R) B [1G,]))) — H2(Homy 1o (U1, F,[[G,]]) = ...
[ (Hom]F (6.]] (S(" k—1) F [[@ ) = Exto ¢ G ]](Hn—k—l(Q(n 1,n—2,..., n—k)),Fp[[ép]D_)
= H" M (Homg, g (S"F D Fy[[G)) = Bty o (Hyopa (QUHm=2m =) T [[G]) — .
5 HY 2 (Homy 6 (S50, By [[Gyl)) & Bt o (o1 (QU 17200 R) By [[Gy]]) — .
— H" " (Homy, (& H(sw k 1)71Fp[[Gp]]))§Ext - é

(4.13)
Note que S(" =D o— para 7 < n —k — 1. E além disso, por construcao, temos que
Hy_ oy (Q=tn=2eem=k)y o F(R) que 6 finito pelo item (b) do Lema 3.8, logo pelo

Lema 3.10 segue que Ert?, - (H,_(QU=27=) F,[[G,]]) = 0 ¢ portanto por (4.13)
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temos que Ht(HomeH@p”(S(”*kfl), ]Fp[[CA}p]])) = 0 para t < n— k. Portanto, por indu¢ao em
k, concluimos de (4.13) que (4.10) vale parat <n — k — 1.

Por fim, considere a sequéncia exata curta (exata até dimensao n + 1, conforme Lema

3.3) construida em (3.19) na demonstragao do Lema 3.5
Qn-1n-2,..8) y Qn—1n-2,...2) _, g(2) (4.14)
de complexos de Fp[[@p]]-médulos.
E ainda como S® contém somente médulos projetivos, temos para cada j > 0 que
Qg'nfl,n72 ,,,,, 2) _ anfl,an ..... 3) @S]@)

onde S]@) = 0 para j < 2 portanto temos a seguinte sequéncia exata curta (exata até

dimensao n + 1, conforme Lema 3.3) de complexos de Fp[[@p]]—médulos

(4.15)

— H' (Hom]F A (5(2) F [[G 1) = H'(Homy iR ]](Q(n b2 Q)vaHapH)) -
(HomF e ]](Q(n bn=2e8) Ty [[Gyl)) — HP(Homy (16 ]](8( )7Fp[[ép]])) - .
H (Homy, 6,(8®, B [IG,I]) = Bat) o (Hy(QU=1n=2-9), By [[G,]])
HY(Homg 5 1(S?) F,l[Gyl) = Eat) o (Ha(QU=1m=2-9) Fy[[Gyl]) —
— H" Q(Hf’mpp[[épn(su)aFp[[@pﬂ)) = Emtgipr]](Hz(Q(" Ln=23)) T [[Gpl]) — -
= H" (Homg, 16, (S®), Fy[[Gy])) = Ewtgg[ﬁﬂwz(@(” n=2e3) Fy([Gyl]) —
— H" " (Homy, (g (QU =22 T [[G,]]) ! (
= H"(Homg, 1 (S Fy[[Gyl)) = Baty 2 | (Hy(QU1m2 9, F[[Gll) >
(4.16)
Note que S}~ = 0 para j < 2. E além disso, por construcio, temos que Hy(QM~1n=2:3)) =

Ext) 1o (Ho(QU 1 29) F[[G,]]) = 0.

Portanto Ht(Home[[@p”(S ) F,[[G,]]) = 0 para t < 3, logo por (4.10) e (4.16)

I
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Por (3.19) no Lema 3.5, sabemos que Q=122 em dimensdo até n + 1 é uma resolucio
parcial projetiva profinita do Iﬁ‘p[[Gp]]—modulo trivial F,,. Portanto, usando (4.17), segue em

particular para t < 2 que
> H'(Homg, (@), F,[[G,]) (4.18)

que ¢ finito, para t < 2, pelo Lema 3.9. Logo, pelo Teorema 4 em [Ko-2004], para t = 1,
Hl(@p,Fp[[@p]]) = 0 ou isomorfo a F,. No segundo caso, pelo Teorema 3 em [Ko-2004],
teremos que CA?p é virtualmente Z,, (se p = 2, virtualmente pro-2 diedral infinito Zy % (Z/27Z) =
(2)2Z)1](Z/27)). Suponhamos entao que Hl(@p,lﬁ‘p[[@pﬂ) = 0. Segue para t = 2 que
HQ(@p,Fp[[@p]]) = 0 ou ¢ isomorfo a F,, pelo Teorema 1, item (1), em [Ko-2005]. No
segundo caso, como @p é F'P, (vide Lema 3.5) e Ht(ép,Fp[[@p]]) =0, para 0 <t < 1, segue
pelo Corolario 1 do Teorema 1 em [Ko-2005] que CA}p é virtualmente um grupo pro-p PDs.
Suponhamos entao que Hz(@p, Fp[[@p]]) = 0.

Vamos mostrar que H 3(@,, Fp[[@p]]) ¢ finito usando os isomorfismos em (4.18) e o Lema

3.9. Queremos portanto que ocorra

= H*(Homy, LG, }](Q(n_l’n_Q """ 3, F,((G,]]) (4.19)
=~ H3(Homg z.,(R.F,[(G,])).

Para obtermos o primeiro isomorfismo em (4.19), basta aplicarmos (4.13) com k = n — 3.
De fato, por construcdo, temos que H,_j_1(QM 172 R)) Hn_k_l(ﬁ) que é finito pelo
item (b) do Lema 3.8. E como Ext] E(C, ”( F,,F,[G,]]) = HY(G,,F,[[G,]]) = 0 para t < 2,
temos pelo Lema 3.10 que para t < 2

Ext%p[[c ]](Hn*k*I(Q(n_lm_Q """ n_k))vﬁ?p[[@p“) = 0. (4.20)

Logo, por (4.20) obtemos de (4.13), parat < n — k + 1, que

H!(Homg, g, (Q~=2-~40 F, [G,]])

! (4.21)
= Ht(Home[[épﬂ(Q(nfl’nfz """ Fy[[Gy]]))-

Portanto, com k = n — 3 segue de (4.21) que o primeiro isomorfismo em (4.19) ocorre. O

segundo isomorfismo em (4.19) ocorre, pois por construcao (vide (4.10)) temos para t < A
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que

e (4.22)
o Ht(Hom]Fp[[@pH(Ra Fo[[Gp]))-

E, em particular para t = 3 = A, segue por (4.19) e pelo Lema 3.9 que HS(CAJP,IFP[[GP]]) é

finito.

Portanto, pelo Teorema 1, item (1) em [Ko0-2005], segue que H3(@p,]Fp[[CA¥p]]) =0oué
isomorfo a F,. No segundo caso, como @p é F Py (vide Lema 3.5) e Ht(@p,Fp[[@p]]) = 0,
para 0 < t < 2, segue pelo Coroldrio 1 do Teorema 1 em [Ko-2005] que @p ¢é virtualmente

um grupo pro-p PD;. Suponhamos entao que HS(CAJP, IF,,[[@,]]) = 0.

Suponha, para algum 3 < j < n, que Ht(ép,Fp[[@p]]) = 0 para t < j. Mostraremos que
HYG,,F,[[G,]]) é finito para t = j + 1.

Queremos portanto que ocorra

= HI (Homg, 5, (Q" 120,y [G,]) (4.23)

item (b) do Lema 3.8. E como E:z:thp[[ap

temos pelo Lema 3.10 que para t < j

}]<vaFpH@pH) = Ht(@panH@p”) = 0 para t < j,
Batl, o (Hyg1(QU1m72m70) F[[G]]) = 0. (4.24)

Logo, por (4.24) obtemos de (4.13), parat <n —k+j — 1, que

[G11)
G511

Portanto, segue de (4.25), para cadan —j — 1 < k < n — 3, que o primeiro isomorfismo em

) F
P (4.25)
)’ F,

(4.23) ocorre. O segundo isomorfismo em (4.23) ocorre, pois por construcao (vide (4.10))

temos para t < A\ que

(4.26)
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E, em particular para t = j+1 = A, segue por (4.23) e pelo Lema 3.9 que Hj“(@p, Fp[[@p]])

é finito.

Portanto, Hj“(@p,Fp[[(/}\p]]) = 0 ou ¢ isomorfo a F,, pelo Teorema 1, item (1) em
[Ko-2005], para algum 3 < j < n. No segundo caso, como G, é FP;,; (vide Lema 3.5) ¢
Ht(@p,]Fp[[@p]]) = 0 para 0 < t < j, segue pelo Corolario 1 do Teorema 1 em [Ko-2005]
que CAJP ¢ virtualmente um grupo pro-p PD;;, para algum 3 < j < n. Suponhamos que
HI*Y (G, T, [[G,]]) = 0.

Continuando assim por diante, podemos supor que Ht(ép,Fp[[@p]]) =0,Vt<n-—2

(caso contrario, @p é virtualmente um grupo pro-p PD; para algum s < n — 2).
Portanto, segue parat < n — 2 que

H'(Homy, (R, F,[[Gy]])

~ H'(Homy 5 (QU™1"=2-2) F,[[G,]])) = H'(G,, F,[[G,]]) = 0.
(4.27)

Logo, pela construgao feita em (3.29) e (3.30) na demonstracao do Lema 3.9, segue para
t<n-—2que Hj(7/30\1’) = 0 para 2 < j < n. Também pela versao dual do Lema 3.6 (isto é,
trocando médulos a esquerda com médulos a direita), segue que H j(7/€O\P) =0 para 7 =0,1.
Portanto, R é exato. Mas como G é PD,, orientavel, isso implica, pela versao dual do
Teorema 4 em [K-2009] (isto é, trocando médulos & esquerda por médulos a direita), que @p
¢ um grupo pro-p PD,, orientavel, uma contradi¢ao pois @p nao ¢ virtualmente um grupo

pro-p PD,.

Portanto, existe s < n — 2 tal que @p ¢ virtualmente um grupo pro-p PD; e isso encerra

a demonstracao dos Teoremas Principais. [ |



CAPITULO 5

EXEMPLOS

Nesta secao iremos apresentar alguns exemplos de grupos que satisfazem as hipoteses dos

Teoremas Principais.

Considere o grupo de tranca de Artin (grupo né de trevo)
G = (z,ylz*> =¢*).

Seja
T = <y_1x, :1:y> >~ 77

um subgrupo de G gerado por y 'z e xy e tal que (G,Q) é um PDs par, sobre pares
de dualidade vide [DD-1988], onde 2 = Gw é um dérbita com estabilizador G, = T e
T|G,G] = G. Além disso, G/|G,G] = Z. Logo, @p/[@p, ép] = 7, e segue que @p =7,

Segue do Teorema 8.1 em [BE-1978] que o produto livre amalgamado H = G 7 G é um

grupo abstrato P Ds orientavel.

Observe que ﬁp é um quociente do produto pro-p com amalgamagao @p HT1 @p, vide

definicao 2.4, onde T é a imagem de fp em @p, portanto T} = Z, e @p HT1 @p = @p = Zp.

29
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Logo, ﬁp é prociclico. Como existe uma aplicagao sobrejetiva de H para GG cuja restricao
para cada fator GG é a aplicacao identidade, segue que @p & Z, ¢ um quociente de }AIp,

portanto flp = Zp.

1) Seja s > 2. Entao

Hy(Z%,F,) = IF,(J“). (5.1)
Iremos considerar como exemplo H x Z°. Seja U < H de indice poténcia de p. De (5.1) e

pela Férmula de Kiinneth (vide [R-1979]), temos que

Hy(U x 7°,F,) = Ho(U,F,) @, Ho(Z°,F,)
SH,(U,F,) @5, H,(Z*,F,)
©Ho(U,F,) ®r, Ha(Z*,F)p)
= Hy(U,F,) ®r, F,
®H\(U,F,) @ H,(Z*,F,)
©Hy(U,F,) @5, Hy(Z*,F,)
= H,(U,F,) @ (H,(U,F,) ®r, Fﬁi)) ® IF,@
— Hy(U,F,) & H\(U,F,) & F\.

(5.2)

Seja To um conjunto dirigido de subgrupos normais de indice poténcia de p em H tal que 7
induz a topologia pro-p de H. Como H é um grupo PDj orientavel temos que todo U € Ty
é também P Dj orientavel e portanto x(U) = 0, para todo U € Ty. Logo, para todo U € Ty,
como Hy(U,F,) = H3(U,F,) = Fp, segue que dimg, H,(U,F,) = dimp, H,(U,F,). Mas para

U € Ty, tem-se que ﬁp ¢ um subgrupo de indice finito em @p = Z,, portanto ﬁp =Z,e

A~

H\(U,Fy) = U/[U,UJU" = T, /[0, 0,)U8 = Hi(T,, F,) = F,. (5.3)
Portanto, de (5.2) e de (5.3), segue que

dimg, Hy(U x Z*,F,) = dimg, Hy(U,F,) + s dimg, Hy (U, Fp) + (3)
= dimg, H1(U,F,) + s dimg, H1(U,F,) + (3)
= (s + 1) dimg, Hy(U,F,) + ()
= (s + 1) dimg, H,(Z,,F,) + (3)

=(s+1)+ (5).
(5.4)
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Portanto, como a iltima linha de (5.4) é um ndmero finito e nao depende de V' € T (filtracao

que define a topologia pro-p de H x Z°), tem-se que

sup dimg, Hy(U x Z°,F)) < o0.
vVeT

De novo usando a Férmula de Kiinneth temos para 7 > 3 que
Hj(U X ZS,F}J) = H3(U> Fp) QF, Hj—3(Zs»]Fp)
@HZ(U> Fp) ®]Fp Hj—2(stFp)
EBHl<U7 Fp) QF, Hj*1<ZS7Fp>
&H(U.F,) ©s, H,(Z",F,)
— B @ Hy(U,F,)0%) @ Hy(U,F,) 02 @ B,

(5.5)
Segue que
dimg, Hy(U x 2°,F,) = (;%,) + (3) + (,°,) dimz, Hs(U, F,) + (,°,) dimg, H1 (U, )
= (3i3 + (j) + ((3i2) + (gil)) dimg, H1(U, Fp)
= (j) + (jil) + (jiz) + (ji3)‘
(5.6)

Portanto, como a ultima linha de (5.6) é um nimero finito e ndo depende de V' € T, tem-se
para todo j > 3,

sup dimg, H;(U x Z°,F,) < oo.
veT

Observamos que a filtragao T que define a topologia pro-p de H x Z° pode ser escolhida
somente de grupos de tipo U x S, onde U < H, S < Z° e os indices [H : U] e [Z° : S] s@o

poténcias de p.

Note que as hipoteses dos Teoremas Principais sao satisfeitas pois todo subgrupo V' de
H x 77 de indice poténcia de p é tal que o completamento pro-p 17p < ?[p X Ly = Z;fs, logo
XA/p = 7Z,"° e, portanto, dimg, Hl(‘/}p, F,) = 1+s. E além disso, supy ¢y dimg, Hz-(\A/p, F,) < o0
e mostramos que

sup dimg, H;(V,F,) < oo
VeT

para ¢ > 1. Assim, demonstramos o seguinte resultado

Lema 5.1. O grupo H X Z° é um grupo PDj3., orientdvel e satisfaz as condi¢oes dos

Teoremas Principais.
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2) Seja r > 2. A seguir consideraremos como exemplo H".

Sejam Uq, ..., U, subgrupos de H, cada um de indice uma poténcia de p. Usando a

Foérmula de Kiinneth, temos que

H1<U1 X ... X Ur,Fp) = Hl(Ul,Fp) ®]Fp H0<U2 X ... X Ura]Fp)
EBH()(Ul,Fp) ®Fp Hl(U2 X ... X Ur,]Fp)

(5.7)
= Hl(Ul,IFp) D Hl(UQ X ... X UT,IFP)
= ...=H(U,F,)®...® H(U,T,).
E segue de (5.7) e de H,(U;,F,) = Hl(@p,Fp) = Hy(Z,,F,), para U; € T, que
dime H1<U1 X ... X Ume) = Z;:l dime Hl(Uj,Fp) =T (58)

Logo, como 7 ¢ finito e ndo depende de V' € T (filtracao que define a topologia pro-p de H),
segue que

sup dimg, H,(U; x ... x U,,F,,) < o0.

veT

Agora vamos computar Hy(U; x ... x U,,F,). Usaremos (5.7) e a Férmula de Kiinneth.

Hy(Uy x ... x U, F,) = Hy(Uy,Fp) ®p, Hy(Us x ... x Uy, TFp)
©H, (U, Fp) ®p, H(Uz x ... x U, FFy)
©Hy(U,Fp) @, Hao(Uz x ... x U,,Fp)
= Hy(Uy,F,) ® (Hy (U, Fp) @5, Hi(Uy % ... x Uy, )
®Hy(Uy x ... x U, F,)
= ®;_1 H2(U;, Fy)

Br<icj<rH1 (Ui, Fy) ®@p, Hi(U;, Fp).
(5.9)

Segue de (5.9), x(U;) = 0 e dimg, Ho(U;, F,) = dimg, H,(U;,F,) = 1, para todo U; € Ty, que

dime HQ(Ul X ... X UT,IFP) = rdlme HQ(Ulpr) + (;)

—r 4 r(r2—1) _ r(r;—l).

(5.10)

Portanto, como w é finito e nao depende de V' € T, temos que

sup dimg, Hy(Uy x ... x U,,F,,) < o0.
VeT
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Vamos computar H;(U; x ... x U,,F,), onde j > 3. Usando a Férmula de Kiinneth,

temos

Hy(Uy x ... x U, F,) = Hs(Uy,F,) ®s, Hi_3(Up x ... x Uy, F,)

SHy(Uy, F,) @z, Hj_o(Uy x ... x Uy, F,)

& H, (U, F,) @z, Hi_1(Uy x ... x Uy, F,)

©Hy(Uy,Fp) ®@p, Hj(Uy x ... x U,,[Fp)

=H; 3(Uy x ... x Up,F,)) @ Hj o(Uy % ... x Uy, F,)dimm H2(ULF)

OH; 1(Uy X ... x Uy, F,)dme 1) ¢ (U, x ... x U, F)

=@} (Hj—i(Uy x ... x U,Fp)

= ... =@ Do B0 - DY _ 0 Hjmir—i—ig..—in-1 (Ur, Fp).-

(5.11)

Logo, segue de dimy, H;(U,,F,) < 1, Vi, e de (5.11) que, para todo j > 3,

dim]Fp Hj(Ul X ... X Ume) < 4r=1, (512)
Portanto, como 4"~! é finito e nao depende de V € T, temos que

sup dimg, H;(Uy x ... x Uy, F,) < o0.
VeT

Observamos que podemos considerar 7 (que define a topologia pro-p de H") somente com

elementos de tipo U; x ... x U,.

Note que as hipdteses dos Teoremas Principais sao satisfeitas pois todo subgrupo V =
Uy x...x U, de H" de indice poténcia de p é tal que o completamento pro-p 17,, < ﬁ; = Zy,
logo XA/,, = 7, e, portanto, dimg, Hl(‘A/p,Fp) =r. B além disso, supy ;- dimg, HZ-(XZ,,IFP) < 00
e mostramos que

sup dimg, H;(V,F,) < oo
VeT

para ¢ > 1.

3) Como exemplo final, iremos considerar o caso H" x Z°, onde r,s > 1 e 3r +s > 5.
Usaremos (5.1) e (5.12).

Sejam Uy, Us, ..., U, subgrupos de indice poténcia de p em H. Denote por U := U; X
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Uy X ... x U,. Entao pela Férmula de Kiinneth e por (5.1), segue que
HJ(U X 77, Fp) = H3T(U7 FP) O, Hj—3T(ZS7 FP)
©Hz,1(U,Fp) ®r, Hj_3-11(Z°,F))
©...® H(U,F,) @, Hj_1(Z°,F,) (5.13)
EBHO(Ua Fp) F, Hj (ZS; Fp)
= @¥ Hy(U,F,) (%),
Observe que (;) = 0se k > s ou k < 0. Portanto, de (5.13) com j = 1 e de (5.8), temos que

dimg, H,(U x Z*,F,) =31, (,*,). dimg, H;(U,F,)

(5.14)
=)+ () r=r+s.
Com j = 2 em (5.13) e usando (5.10), temos que
dimp, Hy(U x 2°,F,) <37, (,>,)- dimg, H;(U,F,)
(s s s\ r(r+1)
=)+ G)r+ )75 (5.15)
_s(s—1) r(r+1)
= 2D g4 10D
E ainda, de (5.12), segue que para todo j > 3
dimp H;(U x Z5,F,) <415V (.
lme ]( p) — =0 (]—z) (516)

<4 (j+1).sl

Logo, como cada expressao na ultima linha de (5.14), (5.15) e (5.16) é um ntmero finito e
nao depende de V € T (filtragao que define a topologia pro-p de H" x Z?), temos que para
todo j

sup dimp, H;(U x Z*,F,) < oo.
VeT

Observamos que podemos considerar 7 somente com elementos de tipo U x S, onde

U=U x...xU, U, <H,S <7 eos indices [H : U] e [Z* : S] sdo poténcias p.

Note que as hipdteses dos Teoremas Principais sao satisfeitas pois todo subgrupo V =
U x...x U, xS de H" x Z*® de indice poténcia de p é tal que o completamento pro-p
‘7}, < ﬁ; x 75 = Zy**, logo = Z3** e, portanto, dimg, HI(XA/p,Fp) =r+s. E além disso,
supy c7 dimg, Hi(‘A/p, [F,) < co e mostramos que
sup dimg, H;(V,F,,) < 0o
VeT

para ¢ > 1. Assim, mostramos o seguinte resultado
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Lema 5.2. O grupo H" x Z° é um grupo PDs,.., orientdavel e satisfaz as condigcoes dos

Teoremas Principais.
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