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Resumo

Nesta dissertacao temos como objetivo principal, o estudo do Teorema de Poincaré-
Bendixson em sistemas dinamicos que utilizam a teoria dos conjuntos fuzzy para incor-
porar & estes, incertezas inerentes no processo de modelagem. Para isso, abordaremos os
sistemas dindmicos fuzzy através de duas vertentes. Primeiramente estudaremos o Te-
orema de Poincaré-Bendixson em sistemas de EDOs cuja condicao inicial é fuzzy, estes
sistemas sao obtidos através da extensao de Zadeh aplicada & solugao de uma equagao
diferencial. Nestes modelos consideremos apenas a condi¢ao inicial como sendo fuzzy.
Como resultado, proporemos um teorema que sob certas condigoes, garante a existéncia
de uma regiao de atracao para o fluxo fuzzy. No ultimo capitulo, trabalharemos com
sistemas P-fuzzy continuo. Inicialmente, apresentaremos condic¢oes suficientes para que
um sistema P-fuzzy continuo tenha solucao tnica, dada uma condigao inicial. Para sis-
temas que satisfazem essas condigoes, serd enunciado o Teorema de Poincaré-Bendixson,
que garantira sob certas hipdteses, a convergéncia de uma solucao de um sistema P-fuzzy

para uma orbita periodica.

Palavras chave: Teorema de Poincaré-Bendixson, Orbitas peridédicas, Principio de

Extensao de Zadeh, Sistemas P-fuzzy.

vii



viil



Abstract

In this work, we have as a main goal, the study of the Poincaré-Bendixson Theorem in
dynamic systems that uses fuzzy set theory to incorporate uncertainties in the modeling
process. To do this, we treat the fuzzy dynamic systems in two diffent contexts. In
first one, we study the Poincaré-Bendixson theorem for systems of ODEs whose initial
condition is fuzzy. These systems are obtained by Zadeh’s extension applied to the solution
of a differential equation. For these models, we consider only the initial condition as
being fuzzy. Moreover, we propose a theorem that guarantees the existence of a region of
attraction for the fuzzy flow under certain conditions. In the last chapter, we will work
with P-fuzzy continuous systems. Initially, we present sufficient conditions for a fuzzy P-
continuous system which ensure the uniqueness of the solution, given an initial condition.
For systems that satisfy those conditions, we state the Poincaré-Bendixson theorem, with
additional hypotheses that guarantees, the convergence of a solution of a P-fuzzy system

for a periodic orbit.

Key words: Poincaré-Bendixson Theorem, periodic orbits, Extension Principle of

Zadeh, P-Fuzzy Systems.
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Introducao

Os fenomenos da natureza e os problemas da realidade muitas vezes influenciaram e
motivaram os matematicos a criarem novas teorias para explica-los ou resolvé-los. Nesta
dissertagao abordaremos dois topicos aparentemente distintos, mas que se cruzam quando
o assunto é a razao pela qual foram criados: a modelagem mateméatica. Basicamente, tra-
taremos de parte da anélise qualitativa de EDO, desenvolvida por Poincaré, e de topicos
fundamentais da Logica Fuzzy proposta por Zadeh. Especificamente, discutiremos o Teo-
rema de Poincaré-Bendixson em sistemas de EDO que utilizam a teoria fuzzy para agregar

as incertezas provenientes das informagoes utilizadas durante a modelagem.

Em meados do século XIX, o Rei Oscar II, da Suécia e Noruega, desafiou os matemé-
ticos e fisicos da época a apresentar uma prova matematica da estabilidade (ou nao) do
sistema solar. Depois de 3 anos, em 1889, em sua festa de 60 anos, o Rei Oscar II entre-
gou um prémio ao vencedor do desafio, o matematico francés J.H. Poincaré (1854 - 1912).
Apesar de ganhar o prémio, Poincaré resolveu apenas parte do problema, no entanto,
durante seus estudos, ele desenvolveu um texto com quase 300 paginas, no qual demons-
trou diversos teoremas relacionados & analise comportamental das solucoes de sistemas
de equagoes diferenciais nao lineares. Diferentemente de seus contemporaneos, Poincaré
deixou de procurar formas analiticas de solucoes e se dedicou ao estudo das propriedades

qualitativas das solugoes, utilizando para isso ferramentas topologicas e geométricas.

Ao longo da carreira, Poincaré desenvolveu diversas ferramentas voltadas a anélise
qualitativa de solucoes de sistemas de equacoes diferenciais. Um dos seus temas de in-
teresse, era as solugoes periddicas e o estudo de sua estabilidade. Uma de suas grandes
contribuigoes nesse escopo ¢ o Teorema de Poincaré-Bendixson que serd o tema principal
desta dissertacao. O Teorema de Poincaré-Bendixson foi publicado pela primeira vez em

1892, por Henri Poincaré em "Sur les courbes définies par une équation différentielle”,



Oeuvres 1, Paris, numa versao mais fraca da que conhecemos hoje. Em 1901, o matemé-
tico suéco Ivar Otto Bendixson, publicou em "Sur les courbes définies par des équations
différentielles”, Acta Mathematica (Springer Netherlands), uma prova mais rigorosa e

completa do Teorema. [31]

Quase 80 anos depois, em 1965, um engenheiro do Azerbaijao, chamado Lofti Askar
Zadeh, sentiu a necessidade de incorporar aos seus sistemas de controle, as incertezas
inerentes nas informagoes utilizadas em seus modelos. Sua dedicacao a este problema,
resultou em um artigo chamado “Information and Control”. Neste artigo, Zadeh sugere
que as fungoes de pertinéncia dos conjuntos possam tomar valores reais entre zero e um, de
modo que, cada elemento do universo teria um certo grau de pertinéncia & um determinado
subconjunto do universo. Conjuntos com tal fun¢ao de pertinéncia foram denotados por
conjuntos fuzzy, dando inicio assim, a teoria dos conjuntos fuzzy e a logica fuzzy, que
atualmente possui diversas frentes de pesquisa e inimeras aplicagoes, principalmente na

area de engenharia.

Numa primeira impressao, nao conseguimos perceber uma relagao entre a teoria pro-
posta por Poincaré e a teoria proposta por Zadeh, entretanto, o proprio Poincaré, certa
vez observou que existem sistemas dinamicos em que mintsculas incertezas na condigao
inicial afetam drasticamente uma previsao para uma escala de tempo longa, isso significa,
que o proprio Poincaré ja sentia necessidade de incorporar aos seus modelos, as incertezas
que ele possui, ja que estas poderiam acarretar alteragoes significativas no mesmo. Nesta
dissertagao, verificaremos o comportamento do Teorema de Poincaré-Bendixson, quando
aplicado & sistemas dinadmicos que utilizam a teoria fuzzy para agregar as incertezas exis-

tentes nos processos de modelagem.

Sendo assim, neste trabalho temos dois objetivos principais, o primeiro é propor um
teorema que garanta a existéncia de uma regiao de atragao para uma oérbita peridédica em
espagos métricos fuzzy. Este estudo sera baseado na extensao de Zadeh aplicada a solugoes
de EDQ, isto é, trataremos de solugoes que possuem condigao inicial fuzzy. O segundo
objetivo é obter condigoes suficientes que garantam a existéncia de solugoes periddicas
em sistemas P-fuzzy. Mostraremos primeiramente como deve ser construido um sistema
P-fuzzy que tenha solucao tnica para qualquer condi¢ao inicial dada e posteriormente
apresenteremos uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para tais sistemas. Todos

os resultados propostos serao ilustrados através de modelos conhecidos na biomatematica.



E importante ressaltarmos que o estudo relacionado aos sistemas dinamicos em espacos
meétricos fuzzy estd baseado na Tese de doutorado [9]. Nesta tese, o autor propoe uma
versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para espagos métricos fuzzy, entretanto, nesta
versao as hipoteses que garantem a existéncia de ciclos limites fuzzy sao mais restritas,
enquanto que o teorema que propomos nesta dissertacao ¢ mais abrangente e contempla
casos mais gerais. Ja o estudo relacionados aos sistemas P-fuzzy sera baseado na Tese
de doutorado [29]. Nesta tese, o autor desenvolve uma série de estudos relacionados a
estabilidade de sistemas P-fuzzy, sendo que em nosso texto, utilizaremos estes resultados
para garantir a existéncia e unicidade de solugoes de sistemas P-fuzzy e para propor uma
versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para estes sistemas. Para alcangarmos estes

objetivos iremos dividir nosso trabalho da seguinte forma:

No Capitulo 1 iremos apresentar os principais conceitos da anélise qualitativa de EDO
que serao fundamentais para embasarmos os argumentos apresentados na dissertagao.
Entre os conceitos abordados estao a definicao e anéalise de estabilidade de pontos de
equilibrio e orbitas periddicas e o Teorema da Linearizagao. Por fim, apresentaremos
alguns resultados que serao importantes para a demonstracao do Teorema de Poincaré-

Bendixson.

No Capitulo 2 apresentaremos o Teorema de Poincaré-Bendixson para o caso clés-
sico e sua demonstracao, além disso, serao definidos e demonstrados alguns critérios que
garantem a nao existéncia de o6rbitas periodicas em determinados sistemas autonomos bi-
dimensionais. Por fim, utilizaremos alguns modelos da biomatematica, nos quais é possivel

aplicar o Teorema de Poincaré-Bendixson para exemplificar a aplicagao do mesmo.

No Capitulo 3 iremos introduzir os fundamentos da Teoria de conjuntos fuzzy, além
disso, discutiremos algumas defini¢oes e resultados da anéalise qualitativa de sistemas de
equagoes diferenciais para espagos métricos fuzzy, basendo-se em [9]. Por fim, apresenta-
remos os modelos P-fuzzy e alguns resultados relacionados a estes modelos baseando-se
em [29]. Estes trés primeiros capitulos, sao dedicados a conceitos que serdo uteis no

embasamento da teoria que iremos apresentar nos préoximos dois ultimos capitulos.

No Capitulo 4, estudaremos detalhadamente alguns dos resultados obtidos em [9]
quanto a solugoes periddicas em sistemas dinamicos cuja condicao inicial é fuzzy. Como
consequéncia, iremos propor uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para tais

sistemas, garantindo sob certas condi¢oes a existéncia de uma regiao onde todas as solu-



¢oes fuzzy iniciadas 14 irao convergir para uma orbita periddica ou serao a propria orbita.
Por fim, para exemplificar este resultado, iremos utilizar o modelo de Holling-Tanner e o

modelo de Gause.

Por fim, no Capitulo 5, proporemos uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson
para sistemas P-fuzzy. Para isso, iniciamos o capitulo estudando condigoes suficientes
para garantir que exista solucao para determinados sistemas P-fuzzy, dado um ponto
inicial qualquer e que esta solucao seja tnica. Para sistemas P-fuzzy que satisfazem as
condic¢oes de existéncia e unicidade das solugoes, apresentamos uma versao do Teorema
de Poincaré-Bendixson, garantindo sob certas condi¢oes o comportamento periédico de
algumas solugoes. Por fim, ilustraremos os conceitos desenvolvidos neste capitulo através

de dois modelos P-fuzzy aplicados a Biologia.



Capitulo 1

Sistemas de equacoes diferenciais

ordinarias autonomas

Quando modelamos um fenémeno ou um experimento qualquer, é muito comum obter-
mos equagoes que envolvam as “variagoes” das quantidades (variaveis) presentes e conside-
radas essenciais. Desta forma, as leis que regem tal fenomeno sao traduzidas por equagoes
de variagoes. Quando estas varia¢Oes sao instantaneas, o fenémeno se desenvolve conti-

nuamente e as equagoes mateméticas sdo denominadas equagdes diferenciais [5].

Os sistemas dindmicos surgiram com a necessidade de compreender fendémenos que
evoluem com o tempo, seguindo regras rigidas pré estabelecidas. Os modelos variacionais,
formulados por meio de equagoes diferenciais ou de diferengas, tornaram-se ferramentas
essenciais para o conhecimento e previsao de muitas situagoes, especialmente de carater

fisico ou biologico [8].

O surgimento da modelagem através de equacoes diferenciais é contemporaneo ao
desenvolvimento do célculo diferencial, portanto, ja existe uma vasta gama de teoria
relacionada ao estudo e compreensao de tais modelos, como por exemplo, a anéalise de
estabilidade, ciclos limites, etc. Apresentaremos neste capitulo uma pequena, porém
importante, fragao da teoria ja existente sobre o assunto. Tal apresentacao é necessaria
para compreendermos o Teorema de Poincaré-Bendixson e para evidenciar os resultados

que apresentaremos posteriormente envolvendo teoria fuzzy.



1.1 Introducao

Segundo [5], nao existem métodos sistematicos que possam resolver qualquer sistema
de equacoes difereciais de primeira ordem, entretanto, em boa parte das aplicagoes reais
nao é necessario conhecer expressoes analiticas para as solucoes dos sistemas, basta apenas
conhecer algumas de suas propriedades. Para conhecer tais propriedades é necessario
fazer um estudo qualitativo das solugoes, isto é, entender o comportamento das solugoes,
principalmente quando o tempo tende ao infinito, sem a necessidade de apresentar a
expressao analitica da mesma. Como podemos encontrar em [6], a teoria qualitativa
de equagdes diferenciais foi criada por Henri Poincaré(1854-1912), descrita em diversos

artigos importantes entre 1880 e 1886.

Neste capitulo apresentaremos os conceitos preliminares sobre sistemas de equagoes
diferenciais ordinarias auténomas, tais conceitos serao necessarios para entendermos com
clareza o Teorema de Poincaré-Bendixson. Este teorema é um resultado importante da
teoria qualitativa, mais especificamente no escopo das solugoes periddicas e conjuntos

atratores.

O capitulo 1 foi dividido da seguinte forma: na secao 1.2 mostraremos alguns conceitos
preliminares e importantes da teoria béasica de equacoes diferenciais ordinarias, na se¢ao
1.3 faremos uma anélise qualitativa dos sistemas de equacoes diferenciais autoénomos,
abordando especificamente o conceito de plano de fase, ponto de equilibrio, estabilidade e
linearizacao. Na secao 1.4 abordaremos as principais defini¢oes e resultados da teoria de
orbitas perioddicas e ciclos limites em sistemas auténomos. Por fim, na se¢ao 1.5, apresen-
taremos alguns resultados importantes da teoria de equagoes diferenciais autonomas que

serao utilizados nos capitulos subsequentes.

1.2 Conceitos preliminares

Como ja dissemos, nem sempre é possivel obter uma solugao analitica para as equa-
coes diferenciais ordinarias, porém é interessante compreender algumas caracteristicas
qualitativas dessas solugoes, sendo assim, nessa secao iremos introduzir os conceitos fun-
damentais para a compreensao dos sistemas EDQO’s autonomas. Mais especificamente,

trabalharemos no plano, isto é, com sistemas de EDO “s bidimensionais, lembrando que o



Teorema de Poincaré-Bendixson é valido apenas para esse caso.

1.2.1 Sistemas de equacoes diferenciais ordinarias auténomas

Em Biomatemaética nos deparamos com diversos fenémenos cuja variagao nao depende
do tempo. Podemos citar por exemplo a dindmica populacional entre duas espécies, o
comportamento de uma doenga contagiosa em uma determinada populacao, entre outros.
A variacao em tais fenomenos, depende unicamente dos valores das variaveis de estado.
Normalmente, estes fendmenos sao modelados através de sistemas de equagoes diferenciais

autonomas. Podemos definir estes sistemas da seguinte forma:

Definicao 1.1. Um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem da

forma

d._'lfi
dt

= filx1, ooy ), i=1,2,....n (1.1)

€ denominado sistema dindmico autoénomo pois as funcoes f; nao dependem explicitamente

do tempo t. As varidveis x1,xa, ...., T, Sao as varidveis de estado do sistema.

Resumidamente podemos escrevé-lo na forma 1.1

dx
— =f(x x € R"

dt ( )7

Como colocamos na introdugao, trabalharemos basicamente com o caso bidimensional

e para facilitar a notacao e a descricao de futuros resultados, descreveremos um sistema

bidimensional de EDO’s auténomas, da seguinte forma:

dx
(1.2)
dy

Resolver uma equagao diferencial ordinaria é encontrar a familia de fungbes ¢; (z,y)
tais que sua fungdao derivada (vetor velocidade) ¢, (x,y) coincida com as equagdes do

sistema 1.2 para todos valores de t.



Pela unicidade com relagao a condicao inicial, a solugao ¢;(zg) da equagao autéonoma
1.2 define uma aplicagao ¢ que, para cada par (t,z9) € R, x U, sendo (U C R?), associa

o valor ¢;(xg), ou seja:

e: Ry xU—=U (1.3)
(t,20) = (o) (1.4)

Para todo xg € U e t,s € Ry, a aplicacao ¢ assim definida satisfaz as seguintes proprie-
dades:

wo(To) = o (1.5)
Pt(ps(20)) = Pr+s(20), (1.6)

Por esta razao, a familia de aplicagoes ¢; : U — U,t € R, , é frequentemente denomi-
nada na literatura como semifluxo ou sistema dindmico gerado pela equagao autoénoma.
As equagoes autonomas também possuem outras importantes propriedades e resultados

que serao abordados na préxima subsecao.

1.2.2 Equacgoes diferenciais ordinarias lineares

Primeiramente, estudaremos sistemas de EDOs lineares, pois através de um processo
de linearizacao que sera apresentado posteriormente, podemos estudar um sistema nao
linear analisando um sistema linear equivalente, tal equivaléncia é valida apenas numa
vizinhanga de um determinado ponto dado. Em resumo, podemos fazer conclusoes qua-
litativas locais sobre o sistema nao linear a partir de uma anélise de seu sistema linear

associado.

Existem vérios modelos em biomatematica associados a sistemas de EDOs autoénomas,
no entanto, para entendermos melhor os resultados de sistemas multivariados, apresente-

mos primeiramente um dos exemplos mais simples no ambito da biomatemética, o modelo



de Malthus, cuja equacao é:

dx
— =K 1.7

Através de uma simples integracao chegamos a seguinte solucgao:

x(t) = zoe”? (1.8)

onde, x € o valor de z(t) quando t =0

Figura 1.2-1. Grafico do modelo de Malthus.

A Figura 1.2-1 representa o grafico da solugao do modelo de Malthus para K = 0.1 e

condicao inicial xy = 1.

Os estudos desta dissertacao serao direcionados para teoria qualitativa das equagoes
diferenciais ordinérias, no entanto, para entendermos a teoria qualitativa é necessario que

conhegamos algumas caracteristicas das solugoes analiticas.

Primeiramente, para um sistema linear com duas EDOs de primeira ordem, vamos

utilizar a seguinte representacao:



dx

o T + a2y
(1.9)
Yy
PRI + a2y
Podemos escrever o sistema (1.9) com a seguinte notagao vetorial:
d
d—’t{ — Ax. (1.10)

no qual

X — x A= aip a2 .
Yy g1 Q22

Fazendo uma analogia com a solugao do modelo (1.7), vamos assumir a principio que

a solucao do sistema (1.10) é

x(t) = ve™, (1.11)

no qual o vetor v € R? e a constante A € R sao desconhecidos. Considerandos que o vetor
v pussui entradas independentes do tempo, podemos calcular a derivada da equacao 1.11
da seguinte forma:
dx d
— =v—eM =vieM = AveM
dt dt
A ultima igualdade tem que ser satisfeita para que (1.11) seja solu¢do do sistema

(1.10), sendo assim, cancelando o fator e* podemos escrever a seguinte igualdade:

Av = v (1.12)

Observamos que v e A sao, respectivamente, autovetor e autovalor de A. Portanto,
podemos escrever a solu¢ao do sistema bidimensional de EDO auténomas como a combi-

nagao linear de duas solugoes linearmente independentes.
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X(t) = crvieMt + coveet?, (1.13)

Nos quais A\; e Ay sao os autovalores de A e vy e vy sa0 seus respectivos autovetores.

Notamos por (1.13) que o sinal dos autovalores serdo determinantes para sabermos
como seréd o comportamento assintotico da solugao. Por isso o valor desse parametro é

fundamental para a classificagao de pontos de equilibrio quanto a estabilidade.

Além da possibilidade de obtermos uma expressao geral para solucao de sistemas
lineares autonomos, uma outra caracteristica fundamental desses sistemas é que a variagao
em questao ¢ independente do tempo, ou seja, depende apenas dos valores tomados pela
propria variavel. Esta caracteristica permite que facamos uma representacao mais eficiente

e condensada do sistema estudado, tal representagao seré o tema da proxima subsecao.

1.2.3 Plano de fase

Como faremos um estudo qualitativo das equagoes diferenciais, recorreremos frequen-
temente & geometria para obtencao de resultados. Especialmente em sistemas auténomos
definidos em R2?, existe uma representacao grafica das solucoes que é essencial para a

compreensao do comportamento das solugoes, o chamado plano de fase.

Em EDOs bidimensionais, uma solucao deveria ser representada graficamente em R3,
entretanto, como ja mostramos, em EDOs autonomas o valor da derivada é independente
do tempo, sendo assim, tal caracteristica permite que facamos uma representacao grafica

da solugao suprimindo o eixo do tempo.

Para exemplificar esta afirmacao, suponhamos o seguinte sistema de EDOs autoénomas:

dx
dt

(1.14)
dy
dt

Utilizando a teoria apresentada na subsegao anterior, podemos chegar a seguinte ex-
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pressao geral da solugao:

x(t) = xocos(t) + yosen(t)
(1.15)

y(t) = yocos(t) — xosen(t)

nos quais xg e Yo sao as condicoes iniciais. Vale lembrar que neste caso, os autovalores
da matriz A sdao complexos e por isso foi possivel utilizar a relacdo de Euler: e =

cos(x) + isenz para reescrever a solugao (1.15).

Para viabilizar a notacao dos capitulos posteriores, representaremos a solugao por
oi(z0,y0), onde p; : R — R? com g e gy fixos. A representagao grafica da fungao ¢; ¢
uma curva em R?, como podemos verificar na Figura 1.2-2. Nesta mesma figura podemos
verificar que a derivada das fungoes z(t) e y(t) sdo constantes ao longo do tempo, isto &,
fixando valores para x(t) e y(t), a derivada sobre a curva ¢; ndo varia ao longo do tempo.
Sendo assim, fazendo uma projecao da solugao no plano x vs y, podemos ainda entender

o comportamento qualitativo da soluc¢ao, como mostra a Figura 1.2-3.

¥t}

20 -1.A8 -1 -0.Aa o 05 1 15
¥t G ) i)

Figura 1.2-2. Curva da hélice no espago Figura 1.2-3. Projecao da hélice no plano

2

O plano no qual projetamos a solucao é conhecido como plano de fase ou retrato
de fase. FEsta representacao sera muito utilizada neste trabalho, ja que o Teorema de
Poincaré-Bendixson é valido apenas para sistemas bidimensionais autéonomos, os quais
podem ser representados em planos de fase. No plano de fase também é possivel represen-
tar o campo vetorial de qualquer sistemas bidimensional auténomo. A Figura 1.2-4 mostra
um campo vetorial, onde cada seta indica a dire¢ao da solu¢ao naquele ponto. Podemos

perceber nesta mesma figura, que existe um ponto central (0,0) de onde todas as setas
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“saem”; isso indica que esse ponto é instavel (ou repulsor),

na proxima subsecao.

conceito que apresentaremos

o

25
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Figura 1.2-5. Campo de diregoes com solugao

Na Figura 1.2-5 é possivel verificar algumas solugoes deste campo de diregoes. Ob-

servamos que essas solucoes seguem as diregoes das setas.

1.2.4 Pontos de equilibrio

Um ponto de equilibrio (., y.) é aquele no qual as fungoes tém variagao nula, ou seja,
as igualdades de (1.16) sao satisfeitas.

dz
_— = F s Y ) =
7 (T4,94) =0
(1.16)
dy
pri G(T4,ys) =0

Em particular, num sistema linear como (1.10), podemos obter os pontos de equilibrio
resolvendo a seguinte equacao:

Ax =0 (1.17)

Para sistemas lineares como (1.17), se a matriz A for nao singular, o inico ponto de

equilibrio é o vetor nulo, ( (0,0) no caso bidimensional). Quando a matriz A ¢ de posto
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incompleto, existem infinitas solugdes para o sistema (1.17), sendo o vetor nulo uma delas.
Equivalentemente, se a matriz A for de posto incompleto, podemos dizer que as equacoes

nao sao linearmente independentes.

Nem sempre o sistema oriundo de (1.2) é linear, por isso, pode nao existe uma forma
analitica de se encontrar os pontos de equilibrio. Para estes casos é possivel aplicar o
método numérico de Newton (ou similares) e encontrar esses pontos. De acordo com [27],

se (24, y«) € um ponto critico do sistema (1.2), entao as fung¢oes constantes

a(t) =z y(t) =y (1.18)

satisfazem as equagdes em (1.1). Uma tal solu¢do constante é chamada de solugdo de
equilibrio do sistema. Note que a trajetéria da solucao de equilibrio no plano de fase
consiste apenas no ponto (z.,y.). Ainda conforme [27], em algumas situagoes praticas,
estas solucoes e trajetorias muito simples sao as de maior interesse, ja que na realidade

podem representar uma situagao de equilibrio, por exemplo de um ecossistema.

Na préxima subsecao classificaremos estes pontos quanto ao tipo de estabilidade, além
disso, apresentaremos o processo de linearizacao, que exerce papel importante na analise

qualitativa de sistema dinamicos.

1.2.5 Estabilidade e linearizacao

Os pontos de equilibrios definidos anteriormente podem ser classificados de acordo com
o comportamento da solucao numa vizinhancga desse ponto. Tais classificagoes sao neces-
sarias pois em situagoes reais, sempre existe algum tipo de pertubagao (ou incerteza) nos
parametros ou condicao inicial, portanto, é interessante determinar se essas pertubacoes,
quando ocorrem proximas a um ponto de equilibrio, conduzem a drasticas mudancas na
solucao ou sao irrelevantes. Para esse estudo podemos classificar os pontos de equilibrio

como sendo estaveis, instéveis ou assintoticamente estaveis.

Segundo [27], um ponto de equilibrio (., y.) do sistema auténomo (1.2) é dito estdvel
desde que, se o ponto inicial (zg,yo) esta suficientemente proximo de (x4, y.) para todo

t > 0. A Figura 1.2-6 mostra o plano de fase de um sistema que possui um ponto de

14



equilibrio estavel. Neste caso a 6rbita nao se afasta do ponto e também nao é atraida por

ele, ou seja, se mantém a uma distancia constante do ponto.

i i i i i i i
20 40 60 80 100 120 140
X

Figura 1.2-6. Orbitas do modelo de Lotka-Volterra.

Ainda segundo [27| dizemos que um ponto é instével quando ele nao é estavel, isto
significa que, ao redor deste ponto o campo de diregoes se afasta do mesmo, a figura 1.2-
5 mostra um campo de dire¢des de um sistema que possui um ponto instavel. O ponto
critico (z4,y.) € chamado de assintoticamente estdvel se é estavel e, mais ainda, toda
trajetoria que comega suficientemente proxima de (x4, y,) também se aproxima de (., Yx)

quando t — +00. A Figura 1.2-7 representa bem essa situagao.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 g 10

Figura 1.2-7. Ponto de equilibrio assintoticamente estével.

15



Visualizando os campo de direcoes de um sistema ¢é possivel visualizar o comporta-

mento do campo

O proximo teorema retirado de [27], é uma ferramenta para a classifica¢do dos pontos

de equilibrio quanto a sua estabilidade.

Teorema 1.1. Sejam A1 e Ay as raizes da equagdo caracteristica

N — (a+d)A+ (ad — be) =0 (1.19)
do sistema linear
L
dt ar 4
(1.20)
d
d_?; =cx +dy

com ab — be # 0. Entao o ponto critico (0,0) é

1. assintoticamente estavel, se as partes reais de \; e Ay sao ambas negativas;

2. estavel, mas nao assintoticamente estavel, se as partes reais de A\; e Ay sao ambas

zero (de modo que Aj, Ay s@o complexos puros)

3. instavel, se A\; ou Ay tem parte real positiva.

E importante notar que \; e Ay sdo os autovalores da matriz dos coeficientes do
sistema 1.20. Temos como hipdtese que a matriz dos coeficientes nao é singular, pois o

determinante ab — be # 0, logo o tnico ponto critico é (0,0).

A1t Aot

Neste caso a solugdo geral é dada por x(t) = ¢yvieMt 4+ covee?' e portanto, pelo
primeiro item do Teorema 1.1, para que a solugao seja assintoticamente estavel as partes
reais de \; e Ay devem ser negativas, de fato, considerando A\; = —k; e Ay = —ky ambos

reais, temos:

tlim (crvie ™™t 4 cyvpe ™) = 0 (1.21)
—00
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Caso, \y = —ki1 +mi e Ay = —k; —mi, comm € Re a € R, temos:

—k1 +mz)

lim (clvle( b4 CQVQe(*klfmi)t) = lim (c;vie ™ 4 covpe e ™) = 0 (1.22)
t—00 t—00

A tltima igualdade de (1.22) justifica-se pois o termo e™! = cos(mt) + isen(mt) é

limitado e lim e %

t =0, portanto lim c;v e Fitemit = (),
t=ro0 Tr—00

O segundo item do Teorema 1.1 diz que o ponto é estével, mas nao assintoticamente
estavel se Ay = mi e Ay = —mu, ou seja, as raizes do polinémio caracteristico sao complexos

puros. Deste modo a solugao fica sendo:

z(t) = (crvie™ + cyvae ™). (1.23)

Utilizando a relagao de Euler ¢™ = cos(mt) + isen(mt), percebemos que solugao z(t)
é periodica, isto significa que no plano de fase a solucgao fica “girando” em torno do ponto

de equilibrio, sem se afastar ou se aproximar.

Por fim, o ultimo item do Teorema (1.1) pode ser justificado ja que, considerando
A = —ki+mie X = —k; —mi, com a,m € R, se ky for positivo, o limite de (1.21) e

(1.22) sera oo, ou seja, a solugao ira se afastar do ponto de equilibrio.

O Teorema 1.1 funciona como um método para classificar pontos de equilibrio em
sistemas lineares, no entando, a maioria do sistemas que trabalharemos nao sao lineares,
para classificar pontos de equilibrio desses sistemas existe o chamado método de lineari-
zacao, onde aproximamos um sistema nao linear por um sistema linear, essa aproximacao
é local, ou seja, é valida apenas numa vizinhanca de um determinando ponto. Para isso,

vamos considerar um sistema de equagoes diferenciais ordinarias escrita da seguinte forma

dx

(1.24)
dy
% - G(l’, y)

onde F' e GG sao fungoes nao lineares. NoOs assumimos que x, e y, sao as solugoes de

equilibrio, isto é, elas satisfazem
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F(z.,ys) = G(xy,y.) =0

Agora, consideremos uma solu¢ao proxima a solucao de equilibrio, descrita da seguinte

forma:

X(t) = w + 2(t)
Y(t) =z +y(1)

Substituindo essa solugdo em (1.24)

d
%(x* +z)=F(z, +x,2.+y)
(1.25)

d
(@t y) =Gla 2,2, +y)

No lado esquerdo do sistema (1.25), usamos a igualdade entre a derivada da soma e

dz, dy, .
a soma das derivadas, lembrando que por defini¢ao c:;f =0e c?lJt = 0. No lado direito,

nos expandimos F' e G em Série de Taylor em torno do ponto z., ., 0 que gera o seguinte

resultado.

— = F(z.,ys) + Fo(ze, y)v + Fy (24, y.)y + termos da ordem de 22, y%, xy e maiores

— = G(T4, Ys) + Go(Ts, vu)T + Gy (74, y)y + termos da ordem de x%,4* vy e maiores

= 0, portanto, obtemos o seguinte sistema:

Mai definica =0
als uma vez, por demnnicao dt e dt
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dx
i ax + by
(1.26)
d
d_?; =cx +dy
Onde a matriz dos coeficientes
or OF
ai; Qaig Or 8y
A1 Qa22 oG oG
ax 83/ (T ,ys)

é o Jacobiano do sistema (1.24) nos pontos (z., yx). Portanto, podemos estudar o compor-
tamento qualitativo da solucao proximo a um ponto de equilibrio através de um sistema
linear equivalente, este resultado é conhecido como Teorema da Linearizacao e sera exem-

plificado a seguir.

Exemplo 1.1. O modelo de Holling-Tanner é muito utilizado na biomatemdtica e serd
um exemplo muito importante para essa dissertacao, porém, iremos descreve-lo melhor no
proximo capitulo. Basicamente, este modelo é descrito pelo sequinte sistema de equagoes

autéonomas:

dx x may
=rx (1 — —) —

dt k r+d
(1.27)
dy By
a1 -2
dt y( x) r>0

De acordo com |[7], as variaveis x(t) e y(t) denotam a presa e o predador, respec-
tivamente. Os parametros r e a sao as razoes de crescimento intrinsico. O valor k é
a capacidade suporte da presa e yx toma o papel de uma capacidade suporte presa-

dependente para o predador. O parametro v = B ¢ uma medida da qualidade da presa

como alimento para o predador. A razao na qual o predador remove a presa,

qr
é
+d
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conhecida como uma resposta do predador Holling tipo 2. O parametro ¢ é o ntimero
maximo de presas que podem ser comidas por predador por tempo e o pardmetro d é um
valor de saturacao; este valor corresponde ao niimero de presas necessérias para alcancar

a metade da razao maxima q.

Para viabilizar o exemplo, escreveremos um modelo particular, isto é, atribuiremos

valor para os parametros desconhecidos. Sendo assim, o modelo que trabalharemos sera:

dr (1 x > 30,625y
dt 200 x+ 10
(1.28)
d 22.142
—y_o,3y(1—’—y) x>0
dt T

Primeiramente, calcularemos os pontos de equilibrio, para isso devemos calcular os

valores de = e y que satisfacam as seguintes igualdades:

dx T 30, 625xy
ar _ (1 _ _> _ 90 beory
o~ 2\ 00) T ev0 Y
(1.29)
dy 22,142y
0,3y (1- 2222 —
at ~ Y ( x )

Fazendo as devidas manipulages no sistema (1.29), percebemos que o ponto de equi-

librio é dado pela raiz positiva do polinémio:

—0,221422% + 11,4448z + 442,84 = 0 (1.30)
e pela relagao
L
= 1.31
Y= 90142 (1.31)
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Obtemos como resultado o ponto (77.4960,3.5). Portanto, neste ponto o sistema
nao varia. Se observarmos o sistema (1.28) percebemos que os pontos (0,0) e (k,0) sdo
pontos também pontos de equilibrio, entretanto nao vamos analisa-los pois os mesmos

nao possuem significado biologico relevante.

Observe que o sistema (1.29) é nao linear e portanto, nem sempre consiguiremos

encontrar analiticamente os pontos que satisfacam o sistema.

Apobs obtermos os pontos de equilibrio, trabalharemos agora na analise de estabili-

dade dos mesmos, para isso deveremos primeiramente calcular o Jacobiano do modelo em

questao.

OF OF x 306.25y 30.625

- = 9_ 2 eI e

dr y 50  (x+10)? x+ 10

J(77.4960,3.5) = = (1.32)

oG IG 6.6426y> 44.284

— = 22 0.3(1 — Y

or Oy x? x

Substituindo os valores do ponto de equilibrio no sistema acima, obtemos a seguinte

matriz Jacobiana

(1.33)

0.3100 —0.3500
J(77.4960, 3.5) = ( )

0.0135 0

A matriz 1.33 representa a matriz Jacobiana em torno do ponto de equilibrio, portanto
essa matriz pode ser vista como a matriz dos coeficientes de um sistema linear localmente
equivalente ao sistema original. De acordo com o Teorema 1.1, devemos calcular os
autovalores da matriz Jacobiana, o que é equivalente a calcular as raizes do polinémio

caracteristico

A% = 0.31A + 0.004725 = 0 (1.34)

Calculando as raizes obtemos os seguintes valores

A1 = 10,2939 A2 = 0.0161
Portanto, pelo item 1 do Teorema 1.1 o ponto de equilibrio (77.4960, 3.5) é instavel,
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pois ambas as raizes do polindbmio caracteristico sao reais positivas.

Na figura 1.2-8 plotamos o campo de dire¢oes no plano de fase e uma solugao cujo

ponto inicial é (90,3.6), note que trajetoria se afasta do ponto de equilibrio.

Figura 1.2-8. Ponto de equilibrio - Modelo de Holling-Tanner

Notamos também que a solucao converge para uma determinada regiao, isto €, ape-
sar dela localmente se afastar do ponto de equilibrio, ela continua limitada e é atraida
para uma Orbita periodica, tal fenémeno é a grande excéncia do Teorema de Poincaré

Bendixson.

1.3 Orbitas periodicas

Nesta secao apresentaremos os conceitos bésicos sobre orbitas periddicas, mais es-
pecificamente: definicao, propriedades e classificagao. Tais conceitos serao importantes
ferramentas para futuras analises que ocorrerao nos proximos capitulos, tanto no ambito

da teoria classica, como no ambito da teoria fuzzy.

Trajetorias como as apresentadas anteriormente podem possuir algumas propriedades
de periodicidade no plano de fase, isto é, uma trajetoria que passa por um determinado
ponto, podera retornar a este ponto depois de um certo tempo, este tempo é chamado de
periodo e o ponto serd chamado de ponto periddico. Segundo [9] um ponto periddico pode

ser definido da seguinte forma:
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Definicao 1.2. Dizemos que p € U é um ponto periodico de periodo T, ou ainda, um
ponto T-periddico, para o fluzo ¢y, quando existe T > 0 tal que v.(p) = p e v (p) # p
para todo t < T.

Lembremos que U C R? ¢ o dominio do sistema auténomo. Como consequéncia
da definicao e das propriedades 1.3 e 1.5 sobre sistemas dindmicos, podemos observar
algumas propriedades importantes sobre a periodicidade. Seja a trajetoéria v 7-periddica

ey = ¢s(p), s <, entao:

0r(Y) = 07 (0s(p) = Pres(p) = Qorr(p) = 0s(07(p)) = ws(p) = ¥. (1.35)

Se tomarmos agora t > 7 , podemos decompor ¢t = n7+s,com 0 < 7en € N, e assim

temos

©1(P) = Onrrs(p) = Ps(@nr(p)) = 0s(p) (1.36)

e portanto, y também é um ponto 7 - periddico.

Notamos que se uma solu¢ao possui um ponto peridédico entao todos os pontos da
solucao também serao periddicos. Sendo assim, solucoes que possuem pontos periddicos
sao chamadas de solugoes periddicas e a orbita v(p) de um ponto periddico ¢ denominada
orbita periddica. A defini¢ao de 6rbita periddica pode ser feita da seguinte forma segundo
[11].

Definicao 1.3. Dizemos que uma trajetoria ¢, : I — R™ de f € uma trajetoria periddica

do campo f se a trajetoria ndo € singular e exvistem t1,ty € I tais quety # ta € P = P(ty)

em outras palavras, uma trajetoria é periddica se o caminho que a define nao é constante

nem injetor.

Afim de exemplificar as defini¢bes anteriores, tomemos o sistema (1.14) como exemplo.
Podemos verificar por (1.15) que as solugoes sao circunferéncias de raio r = y/22 4+ y2 no
plano de fase e periodo 27. Portanto, se tomarmos como condic¢ao inicial zo = 3 e yy = 4,

as solugoes podem ser escritas como
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x(t) = 3cos(t) + 4sen(t)
(1.37)
y(t) = 4cos(t) — 3sen(t)

Projetando a trajetéria no plano de fase (Figura 1.3-9) verificamos que a solugao

é realmente periddica. Portanto, se tomarmos qualquer ponto da trajetéria, ou seja,

qualquer ponto sobre a circunferéncia de raio 5, entao este ponto serd um ponto perioédico.

-5 \ | J
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 =3
()

Figura 1.3-9. Orbita periodica

ra

(a5}

e

Assim como acontece com os pontos de equilibrio, as trajetorias periddicas também
podem ser classificadas de acordo com suas caracteristicas de atracao ou repulsao. Esta

definigao é descrita da seguinte forma, como podemos ver em [9]:

Definicao 1.4. Uma orbita periodica v C U € estavel quando para todo € > 0, existe
d > 0 tal que se dist(xg,y) < 9§, entao dist(pi(xg),y) < € para todo t > 0. A orbita é
assintoticamente estdvel quando € estdvel e existe r > 0 tal que dist(xg,y) < r implica

que dist(p¢(xg),v) = 0 quando t — oo.

dizemos que a orbita é instdvel quando nao é estavel.

De uma forma intuitiva, uma orbita periddica é estavel quando ela nao repulsa outras
orbitas numa certa vizinhanca, isto ¢, se uma solucao se mantem suficientemente proxima
da orbita periddica para todo t > 0 ela é estavel. Em particular, quando essa proximidade

tende a 0, dizemos que a 6rbita periddica é assintoticamente estéavel.
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No exemplo 1.1 podemos perceber que a solugao se distancia do ponto de equilibrio e
se aproxima de uma 6rbita perioddica, ver figura 1.2-8, portanto podemos classificar essa

orbita periddica como assintoticamente estavel.

E possivel encontrar sistemas que possuam Orbitas semi-estaveis, isto é, sao orbitas

periodicas que atraem as outras 6rbitas apenas internamente ou externamente.

Vale lembrar que a distancia usada na definicao acima é a distancia entre ponto e
conjunto induzida pela norma em R", isto é, dado um ponto z € R"™ e um subconjunto

nao vazio A

dist(x, A) = ;gg |z =yl (1.38)

Usualmente nao utilizamos a defini¢ao para classificar uma orbita, pois nem sempre
conseguimos obter uma expressao analitica para a curva da solugao, deste modo, uma
estratégia comumente utilizada ¢ mudanca de coordenadas, de cartesianas para polar.

Tal processo sera exemplificado no capitulo 5.

Enfim, todas as defini¢oes e propriedades apresentadas anteriormente serao utiliza-
das para embasar futuros resultados apresentados. Os primeiros desses resultados serao

descritos na proxima se¢ao.

1.4 Resultados importantes

Para finalizar este capitulo, apresentaremos alguns resultados importantes acerca das
Orbitas periddicas em sistemas dindmicos deterministicos. Segundo [9], os resultados que

apresentaremos sao validos para os fluxos gerados por equacoes diferenciais auténomas.

Quando estudarmos os sistemas dinamicos fuzzy, seremos conduzidos a analisar os sis-
temas dinadmicos autonomos, considerando nao apenas pontos iniciais, mas sim conjuntos
iniciais, sendo assim, se faz necessario apresentamos alguns conceitos relacionados a esse
tipo de estudo. O primeiro resultado (Teorema 1.2) descreve o comportamento da solugao
de uma equacao diferencial auténoma em R? quando a condicao inicial é um conjunto.

Tomemos o sistema da defini¢ao 1.24 como referéncia. O Teorema 1.2 pode ser encontrado
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em [9].

Teorema 1.2. [9] Se A é um subconjunto nao vazio de U tal que y(A) estd contido em
um compacto entao w(A) € nao vazio, compacto, invariante e atrai A. Além disso, se A é
conezo entao w(A) também € conexo. Se w(A) estd contido no interior de A entao w(A)

€ assintoticamente estdavel.

Até o presente momento nao definimos o conjunto w(A), também conhecido como
conjunto w—limite da solugao iniciada em A. A defini¢ao formal deste conjunto sera feita
no proximo capitulo na definicao 2.1. Para entendermos o resultado anterior podemos
definir informalmente o conjunto w(zy) como sendo o conjunto para o qual a solugao

iniciada em x ird convergir.

Outro resultado importante da analise qualitativa de Sistemas de equagoes auténomos

é o Teorema 1.3.

Teorema 1.3. [9] Sejam v C R? uma drbita periddica para o fluzo bidimensional e

2o € R? um ponto ndo periddico no exterior (interior). Entao,

1. v € estdvel pelo exterior (interior) se, e somente se, v = w(xg) ou, para todo € > 0,

existe uma drbita periddica . no exterior(interior) tal que dist(7y,y.)<e;

2. v € assintoticamente estdvel pelo exterior(interior)se, e somente se, v = w(xo)

O Teorema 1.3 relaciona a estabilidade de uma orbita periédica como o conjunto

w-limite desta orbita.

Os resultados anteriores podem parecer descontextualizados, porém serao muito tteis
no capitulo 4, onde obteremos resultados para sistemas dindmicos fuzzy através de resul-

tados conhecidos para Sistemas dinadmicos deterministicos.

1.5 Conclusao

Neste capitulo verificamos a importancia das equacoes diferenciais autéonomas no es-

copo da modelagem matematica, destacando os modelos relacionados a dindmica populaci-
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onal. Vimos também que as equagoes autonomas podem ser analisadas qualitativamente,
e esta analise pode fornecer muitas informagoes sobre o comportamento da solu¢ao, mesmo

sem conhecermos a expresséo da mesma.

Lembremos que o plano de fase é uma ferramenta muito importante na analise qualita-
tiva de EDOs autdénomas bidimensionais, pois representa de forma condensada as solugoes
e o campo de dire¢oes de um determinado sistema. Esta ferramenta sera bastante utilizada

para exemplificar os resultados que serao estudados

Nossos estudos estao direcionados para sistemas bidimensionais que possuam solugoes
periddicas ou ciclos limites. Verificamos neste capitulo que nao é trivial encontrar ci-
clos limites ou orbitas periddicas apenas observando as equagoes diferenciais, entretando,
existem resultados que garantem a existéncia desses ciclo sob certas condi¢oes, um dos
mais importante resultados desse tipo é o Teorema de Poincaré-Bendixson, o qual sera

estudado e demonstrado no préximo capitulo.
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Capitulo 2

Teorema de Poincaré-Bendixson

2.1 Introducao

Na natureza, frequentemente nos deparamos com fendémenos que se repetem ao longo
do tempo, os quais sao conhecidos como fendmenos periddicos ou ciclicos. Como exemplo
podemos citar o ciclo das dguas, as fases de uma arvore ao longo das estacoes do ano, a
quantidade de peixes em uma determinada regiao de um rio e muitos outros fenémenos
que possuem essa propriedade. Tal periodicidade, muitas vezes se apresenta fortemente
estavel, ou seja, ela resiste a diversas perturbagoes externas (agdes do homem ou for-
tes manifestacoes da propria natureza). Ja em outros casos, uma pequena mudanga no
meio provoca a perda dessa caracteristica. E o que acontece por exemplo numa cadeia
alimentar, quando uma das espécies é retirada ou apenas afetada por algum evento ex-
terno ao meio. E razoavel pensar que modelos mateméaticos relacionados a tais fendmenos
possuam caracteristicas e propriedades diretamente ligadas com a periodicidade e com a

estabilidade desses fendmenos.

Neste capitulo sera apresentado o Teorema de Poincaré-Bendixson, que sob certas hipo-
teses, garante a existéncia de soluc¢oes periddicas em determinados modelos mateméticos
baseados em sistemas de equacoes diferenciais ordinarias autonomas e bidimensionais, tais

modelos sao frequentemente utilizados para representar diversos fendémenos bioldgicos.

Trataremos na Se¢ao 2.2.3 da demonstracao do Teorema de Poincaré-Bendixson para o
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caso deterministico, utilizando-se de diversas ferramentas da anélise, alguns dos resultados
ja vistos no Capitulo 1 sobre equagoes diferenciais e alguns conceitos simples da geometria.
Na Secao 2.3, apresentaremos alguns critérios que garantem a nao existéncia de ciclos
limites em um determinados sistemas de equacgoes diferenciais, dos quais se destaca o
critério de Dulac. Por fim, na Segao 2.4, exporemos trés importantes modelos da ecologia,

nos quais identificaremos a existéncia ou nao de ciclos periédicos.

2.2 Teorema de Poincaré-Bendixson

O Teorema de Poincaré-Bendixson é largamente utilizado em matematica aplicada
para identificar fenémenos periédicos da natureza. E também muito utilizado na ma-
tematica teodrica, por exemplo na anélise qualitativa de solugoes de sistemas dinamicos

auténomos e bidimensionais.

Neste capitulo, trabalharemos com sistemas auténomos, conforme equagao (1.2), es-
tes sistemas serao sempre continuos, além disso, satisfazem as condigoes de existéncia e
unicidade das solugoes, isto é, para cada condicao inicial dada, sempre existird uma tnica
solucao que passa por esse ponto. Para sistemas com essa propriedade podemos enunciar

0 seguinte teorema:

Teorema 2.1. Se para t > ty a trajetoria € limitada e nao se aproxima de nenhum ponto
singular, entao esta trajetoria € uma orbita periodica fechada, ou se aprorima de uma

orbita periddica fechada para t — +oo. [17]

Em outras palavras, se uma orbita estiver contida em uma regiao fechada apds um
instante ¢t = ¢y, e nao se aproximar de nenhum ponto de equilibro, apenas duas situagoes
podem ocorrer, ou ela é uma orbita fechada, ver Figura 2.2-1 ou, & medida que o tempo

aumenta, ela se aproxima de uma orbita fechada, como mostra a Figura 2.2-2.

Na Figura 2.2-1, qualquer érbita é um ciclo fechado, isto é, para qualquer ponto inicial
que tomarmos, a trejetoria ira periodicamente passar por esse ponto. Ja na Figura 2.2-2,
todas as orbitas se aproximam de um tnico ciclo, ou seja, para qualquer ponto inicial, a

respectiva 6rbita converge para este tnico ciclo, o qual denomina-se ciclo limite.
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Figura 2.2-1. Orbita fechada 1. Figura 2.2-2. Orbita fechada 2.

2.2.1 Conceitos preliminares

Apesar do facil entendimento intuitivo do Teorema de Poincaré-Bendixson, a demons-
tracao do mesmo exige o conhecimento de alguns conceitos preliminares. Primeiramente,
definiremos o conjunto w — limite e o conceito de se¢ao tranversal. Posteriormente apre-
sentaremos e demonstraremos alguns resultados envolvendo estes conceitos e por fim,

utilizaremos estes resultados para provar o Teorema de Poincaré-Bendixson.
Conjunto w — limite

Definicao 2.1. Um ponto w de uma determinada orbita v, é um ponto z tal que, existe
pelo menos uma sequéncia {t,} — 400 com z(t,) — z. Definimos como w — limite o

conjunto de todos os pontos w de uma orbita v [14].

O conjunto acima definido tem papel fundamental no entendimento do Teorema de
Poincaré-Bendixson. Entretanto, apesar da simples defini¢ao, nem sempre ¢é trivial reco-
nhecer esse conjunto a partir de sua 6rbita, muito menos a partir das equagoes do modelo.
O seguinte exemplo representa claramente o conjunto w—limite através do grafico de uma

trajetoria no plano de fase.

Exemplo 2.1. Seja o seguinte sistema dindmico auténomo, conhecido como sistema de

equagoes de Van der Pol

— = Xr—y—=x — =ux. (2.1)



Para A\ = 2 obtemos o seguinte campo vetorial.

Figura 2.2-3. Orbita fechada.

Na Figura 2.2-3 vemos a trajetoria v,(p) de duas solugoes do sistema (2.1), uma delas
com valor inicial (3, 0) e a outra com valor inicial (1, —1). Em ambos os casos as trajetorias
ficam "presas"em um ciclo fechado depois de um determinado instante. Este ciclo possui
um periodo, isto é, a trajetéria leva um certo tempo 7' para completar um volta no
ciclo, sendo assim podemos perceber que para qualquer ponto x* deste ciclo é possivel
estabelecer uma sequéncia ty, ty, ..t,, onde to = t1 + T, t3 =t1 +27T,.... t, = t1 + (n— 1T,
tal que v, (p) — =* quando n — oo. Como z* foi escolhido arbitrariamente, podemos
concluir que o ciclo para onde convergem as 6rbitas mostradas é o conjunto w — limite

dessas trajetorias. Este resultado sera apresentado com mais rigor ainda neste capitulo.

E importante deixar claro que essa é apenas uma ideia inicial sobre o conjunto w —
limite, em rigor, a trajetoria estéd sempre se aproximando do ciclo, e nunca chega a toca-
lo. Podemos entender este conjunto como sendo o lugar geométrico do plano de fase para
o qual uma determinada solugao converge quando ¢ — +o0o. Basicamente, o conjunto

w — limite pode ser um ponto (ponto de equilibrio assintoticamente estével) ou um ciclo
fechado.

Munidos da definicao de w—limite, podemos apresentar uma outra versao do Teorema
de Poincaré-Bendixson, a qual garante o comportamento ciclico do conjunto w — limite
sob determinadas hipoteses. Tanto o Teorema 2.1 quanto o Teorema 2.2 sao equivalentes,

porém utilizaremos o Teorema 2.2 como base para nossa demonstracao, ja que o conjunto
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w — limite possue algumas propriedades que viabilizam a demonstragao do Teorema.

Teorema 2.2. (Teorema de Poincaré-Bendizson) Seja v:(p) uma trajetoria contida em
um subconjunto compacto K C R%. Se o conjunto w — limite ndo conter nenhum ponto
de equilibrio, entdao w — limite € um ciclo. Além disso, ou a trajetoria vy,(p) intercepta o

ciclo w — limite ou se aprorima deste quando t — 400 [14].

Brevemente, podemos entender a equivaléncia entre o Teorema 2.1 e o Teorema 2.2 da
seguinte forma: Quando assumimos que a 6rbita esta contida num subconjunto compacto
de R? ( Teorema 2.2) é o mesmo que dizer que a Orbita esta contida em um conjunto
fechado e limitado, ou seja, a orbita é limitada (Teorema 2.1). A hipotese do Teorema
2.2 que diz que o conjunto w — limite nao contém nenhum ponto singular é equivalente
a dizer que a trajetoria ndo se aproxima de nenhum ponto de equilibrio (Teorema 2.1),
pois se isso acontecesse, este ponto de equilibrio seria o proprio conjunto w — limzite da

trajetoria.

Ja vimos que as hipoteses sao equivalentes. Quanto a tese, o fato do conjunto w—Ilimite
de uma trajetoria ser um ciclo (Teorema 2.2), implica que, ou a trajetéria é o proprio
conjunto w — limite, ou seja, o ponto inicial é um ponto w, ou a trajetéria se aproxima
desse ciclo, pela propria definicao de w — limite, o que é exatamente o que diz o Teorema
2.1.

Propriedades do conjunto w — limite

O conjunto w—Ilimite possui algumas propriedades fundamentais para a demonstracao
do teorema de Poincaré-Bendixson. Uma delas é o fato de ser positivamente invariante,
informalmente isso significa que se a 6rbita intercepta o conjunto w — limite em um certo
instante, ela sempre ficard “presa’ a esse conjunto para qualquer instante posterior. A

Definigao 2.2 formaliza esse conceito.

Definicao 2.2. Um conjunto X € dito positivamente invariante quando, para qualquer
t > to, a drbita v(p) C X [10].

E possivel mostrar trés propriedades fundamentais do conjunto w — limite.

Teorema 2.3. Seja f : U — R? um campo vetorial definido num aberto e vi(p) a trajetoria

do campo f que passa por p. Se v(p) estd contida num subconjunto compacto K C U,
entao [25]:
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1. w(p) # 0.
2. w(p) € fechado.

3. w(p) € positivamente invariante com respeito ao conjunto K

Demonstracao

1. Fixemos um ponto p qualquer, pertecente ao conjunto compacto K, sejam duas
sequéncias, t, — 0o e p, = v, (p). Como K é compacto, p, possue uma subsequén-
cia convergente, pela definicdo de w — limite, essa subsequéncia pertence a w(p),

logo w(p) é diferente de vazio [25].

2. Podemos encontrar a demonstragao da propriedade 2 em [25] e a da propriedade 3
em [10].

Maiores detalhes sobre a aproximagao de uma érbita a um ciclo limite serao apresen-

tados apos a definicao de secao transversal.
Secao transversal

Também conhecida como reta transversal ou linha transvesal, a se¢ao tranversal é um
recurso muito importante para entendermos algumas propriedades das trajetérias em um
campo vetorial e principalmente dos ciclos-limites.

dx

Definicao 2.3. Um segmento de reta fechado S, é chamado se¢ao transversal para i

f(z) , se o campo vetorial definido por f nao € tangente a S em nenhum ponto de S [14].

Apesar da simples definicao, duas observacoes sobre as se¢oes tranversais se fazem

necessarias.

Observacao 1. Se uma trajetoria corta uma secao transversal S em mais de um ponto,
esse cruzamento acontece em apenas um Unico sentido. Em outras palavras, o campo
vetorial corta a secao transversal em um mesmo sentido. Vamos supor que uma segao
transversal fosse cortata pelo campo em sentidos opostos, como mostra a Figura 2.2-4.
Nesse caso, entre duas “setas” de sentidos opostos deve existir uma seta paralela com a
secao transversal, j& que o campo é continuo, mas isso contradiz a definicao de secao

transversal. Logo, é impossivel, a se¢ao ser cortata em sentidos opostos.
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Figura 2.2-4. Reta transversal

Observacao 2. Outra propriedade importante é que uma se¢ao transversal nunca cruza
um ponto de equilibrio. Isso acontece porque num ponto de equilibrio, o campo entra
(ou sai) em todas as diregoes, veja Figura 2.2-5. Logo, qualquer que seja a dire¢ao de
uma reta transversal que corte um ponto de equilibrio, sempre vai existir um vetor no
campo entrando ou saindo nessa direcao e portanto a reta sera paralela ao campo, o que

contradiz a definicao de reta transversal.

'\T/' L

4‘,.‘7

./i\‘ 2] %%

Figura 2.2-5. Campo vetorial saindo e entrando de um ponto de equilibrio.

A Definigao 2.3 e as observagdes 1 e 2, nos permitem provar algumas propriedades

entre as se¢oes transversais e trajetérias em um campo vetorial.
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2.2.2 Resultados preliminares & demonstracao do Teorema

Com as propriedades de w —limite e segao transversal bem conhecidas, podemos avan-
¢ar mais um passo em dire¢ao a demonstracao do teorema em estudo. Agora mostraremos

alguns resultados que relacionam a trajetoria de uma solugao e uma secao transversal.

Para tratrar deste assunto precisamos conhecer a definicao e o Teorema das Curvas
de Jordan.

Definicao 2.4. Uma curva de Jordan € uma curva fechada simple no plano, onde simples
significa que a curva nao se auto-intercepta e nem € tangente a si mesma em nenhum ponto

da curva.

Na Figura 2.2-6 podemos observar alguns exemplos de curvas de Jordan, ja na Figura
2.2-7 temos alguns exemplos de curvas que nao satisfazem a defini¢ao 2.4 e portanto nao

sao de Jordan.

Figura 2.2-6. Curva de Jordan Figura 2.2-7. Nao é curva de Jordan

Teorema 2.4. (Teorema da Curva de Jordan). Se J C R? for uma curva de Jordan
entdo R? terd duas componentes conezxas: o interior da curva J (limitada) e o exterior da

curva J (nao limitadas). Sendo J a fronteira de ambas.

Apesar da simplicidade deste teorema, suas demonstracao nao é trivial. Além disso,
o fato dele valer apenas para R? ¢ o grande limitante para a nao validade do Teorema
de Poincaré-Bendixson fora do plano. Utilizando-se o teorema da Curva de Jordan e os

resultados anteriormente apresentados, vamos demonstrar o seguinte Lema.

Lema 2.1. (Lema das Sequéncias Mondtonas) Se uma sequéncia qi,qs, .., q, pertence a

intercec¢ao de uma segao transversal S com uma trajetoria v, (p) e a sequéncia é mondtona
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em v(p), entao € mondtona em S. Além disso, se a trajetdria v,(p) intercepta a se¢ao

transversal em pelo menos dois pontos diferentes, entao a drbita nao € fechada [12].

qi \l

Figura 2.2-8. 2 pontos distintos de S . Figura 2.2-9. 3 pontos distintos de S

Demonstra¢ao. Primeira parte (monotonocidade): Por hipotese, g1, qa, .., ¢, forma uma
sequéncia mondtona em 7;(p), portanto, os tempos ¢; nos quais v, (p) = ¢; € S formam
uma sequéncia crescente {t,}, sendo assim, se o lema nao for verdadeiro, existem tempos

t1 <ty < t3 e diferentes pontos ¢; = v, (p) € S,i € {1,2,3}, tais que

{QIa q2, QS} = 7[t1,t3} (p) ns (22)

com g3 entre ¢; e g2. Veja (Figura 2.2-8) que a uniao entre o segmento de linha g;g; unido
com a curva Y, 4] (p) ¢ uma curva fechada simples no plano, portanto, pelo Teorema das
Curvas de Jordan (Teorema (2.4)), existe uma regiao interna I e uma regiao externa O.
Sem perda de generalizagao, vamos assumir que o campo f aponta para I em todos os

pontos ao longo de q1¢3. Veja que:

TUGE Uy (D)

¢ um conjuntos positivamente invariante (ver difini¢ao 2.2) como mostra a Figura 2.2-8,

sendo assim, em particular este conjunto contem vy, +,1(p). Mas o fato de que g3 esté entre
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¢1 € qo implica que f(t3) aponta em diregao a I, entdo yp,—q(p) € O para € pequeno e
positivo, mas isso ¢ uma contradigao, pois I contém 7y, 4,(p) pela invariancia do conjunto

I, logo a primeira parte do lema ¢é verdadeira.

Segunda parte: Vamos supor que a trajetoria v,(p) corte a segao transversal S em
dois pontos distintos, como mostra a Figura 2.2-8. Se a trajetoria v;(p) for fechada,
por defini¢ao deve existir um t* tal que v, (p) = v+(p), com t; # t*. Se observarmos a
Figura 2.2-8, para que a trajetoria passe por 7, (p) mais uma vez é preciso cortar a segao
transversal no sentido oposto ao sentido cortado pela érbita (na dire¢do de O), o que é
impossivel pela observagao 1. Outra possibilidade seria tangenciar a segdo em 74, (p), mas
isso também é impossivel pela propria definicao de secao transversal. Portanto a orbita
nao é fechada [12].

Utilizando o Lema 2.1 podemos provar alguns resultados importantes

Corolario 2.1. O conjunto w — limite de uma determinada orbita, corta uma se¢ao

transversal S em um unico ponto [14].

Demonstra¢ao. Vamos supor que um conjunto w—limite corte S em dois pontos distintos,
primeiro em A e depois em B, entao, pelo Lema das sequéncias monotonas, a trajetoria
nao cortard S entre A e B, com isso, a 6rbita nao se aproximara mais de A, e portanto

esse ponto nao poderia ser um w ponto, logo chegamos num absurdo. O

Lema 2.2. Um ponto de uma drbita ~v,(p) € um ponto w, se e somente se, a orbita v,(p)

¢ fechada [14].

Demonstracao. :(<) A volta deste lema ¢é direta, pois se a orbita é fechada, com periodo
T, para qualquer ponto ¢ da orbita, tal que v,(p) = ¢, podemos exibir uma sequéncia
to, to+ T, to + 2T, .....,to + nT. de modo que 7y 1n7(p) converge para ¢ quando n tende a

+00.

(=)Para demonstrar a ida, vamos assumir que ¢ é tanto um ponto w como é um ponto
da orbita v;(p). Se ¢ é um ponto de equilibrio, nés temos um caso especial de érbita
fechada, a chamada orbita degenerada. Caso ¢ nao seja um ponto de equilibrio, vamos

tracar uma secao transversal S através de q. Como ¢ € w — limite, entao futuramente,
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algum ponto da orbita que passa por ¢ passara suficientemente préoximo de ¢, de modo a
cortar S em um ponto que chamaremos de B. Seguindo o mesmo raciocinio do corolario
2.1, se a Orbita nao ¢é fechada, entao A # B, mas entao, qualquer ponto futuro da orbita
7:(p) estara impedido de entrar em uma certa vizinhanca de A, o que seria impossivel, ja

que A € w. Portanto a orbita ;(p) é fechada e a demonstracao esta concluida. O

Por fim, observamos que o conceito de secao transversal é um artificio fundamental
para obtermos resultados relevantes sobre o conjunto w — limite e sobre a classificagao de
orbitas quanto a serem fechadas ou nao. Na proxima subsecao iniciaremos efetivamente

a demonstracao do teorema de Poincaré-Bendixson.

2.2.3 Demonstracao do teorema

Finalmente, depois de apresentarmos os resultados da secao anterior, estamos fun-
damentados para demonstrar o Teorema de Poincaré-Bendixson. E importante ressaltar
que utilizaremos o Teorema 2.2 como base para nossa demonstracao, sabendo que este é

equivalente ao Teorema 2.1, como jé foi comentado anteriormente.

Demonstracao. Primeiramente, vamos nos concentrar em demonstrar que sob as hipoteses
do Teorema 2.2 o conjunto w — limite é um ciclo. Seja v(p) uma trajetoria arbitraria
contida em um conjunto compacto K do dominio e que nao se aproxima de nenhum ponto
de equilibrio. Adotemos w(p) como o conjunto w — limite de (p). Pelo Teorema 2.3
sabemos que sob as condigoes anteriormente anunciadas, o conjunto w(p) # (), como ;(p)
nao se aproxima de nenhum ponto de equilibrio, o conjunto w(p) nao contém nenhum
ponto desta natureza, sendo assim, fixemos um ponto x* € w e uma secao transversal S

que corta x*.

Caso 1: Se x* pertence a 7;(p) o Lema 2.2 garante que v (p) é uma orbita fechada
e como o conjunto w — limite é positivamente invariante, podemos afirmar que qualquer
ponto da orbita é um w ponto e portanto o w — limite é um ciclo, satisfazendo assim um

dos resultados do Teorema 2.2.

Caso 2: Se z* nao pertence a orbita 7;(p) entdo pelo Lema (2.2), esta orbita nao é

fechada. Porém, vamos mostrar que a o6rbita que passa por z* é ainda fechada, lembrando
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que z* é um ponto do conjunto w — limite de v(p). Como o conjunto w — limite ¢é
positivamente invariante, toda orbita que passa por z* também faz parte do w — limite
de v(p), portanto se a orbita que passa por xz* ¢ fechada entdo o w — limite de v;(p)
também é. Como vimos no primeiro caso, a 6rbita que passa por * é um ciclo fechado,

logo podemos concluir que o w — limite de ;(p) é um ciclo fechado para o segundo caso.

No caso 1 vimos que a orbita intercepta o w — limite, portanto nesse caso a orbita
é fechada. No segundo caso, a trajetoria nao intercepta o seu conjunto w — limite, mas
mostramos que esse conjunto ¢ um ciclo, logo, pela propria definicao de w — limate,

concluimos que esta o6rbita se aproxima deste ciclo, o qual chamamos de ciclo limite [14].

]

Apobs obtermos os resultados preliminares, a demonstracao do Teorema de Poincare-
Bendixson ¢ relativamente simples, entretanto vale lembrar que este Teorema s6 é valido
para dominios contidos no plano. Em alguns caso, mostrar que determinado sistema
dinamicos satisfaz as hipéteses do Teorema é bastante laborioso, sendo assim, para evitar
trabalho em vao, existem critérios que quando satisfeitos, garantem a nao existéncia de
ciclos limites, ou seja, antes de tentarmos provar a existéncia de ciclos, podemos testar
os critérios e garantir antecipadamente que tais ciclos nao existem. Estes critérios serao

apresentados na proxima secao.

2.3 Critérios de existéncia de ciclos limites

Nem sempre é facil garantir a existéncia de um ciclo limite para um determinado
sistema de equacgoes diferenciais, porém existem dois critérios que quando satisfeitos,

garantem a nao existéncia desses ciclos, e por isso sao chamados de critérios negativos.

Portanto, para apresentar tais critérios vamos considerar o seguinte sistema dinamico

autonomo:

dx @_

Podemos assim estabelecer os seguintes critérios:
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Critério de Bendixson: Suponha uma regiao D simplesmente conexa do plano (isto

6F+

¢, D nao possui buracos). Se a expressao - % nao ¢ igual a zero em nenhum ponto

de D e também nao troca de sinal nessa mesma regiao, entao nao existe érbita fechada

nessa regiao [17].

Demonstracao. Suponha que C é uma trajetoéria fechada em uma regiao simplesmente

conexa D. Entao, pelo teorema de Green.

/ F(z,y)dy — G(z,y)dx = // (8_F + 8—G> dxdy (2.4)

onde S ¢é a regiao interna a curva C.
Para o sistema de equagoes (2.3) nos temos a seguinte relagao:

de _dz/dt  F(z,y)
dy —dyjdt  G(v.y)

de modo que G(z,y)dz = F(z,y)dy.

(2.5)

Sendo assim, a integral do lado esquerdo da equagao (2.4) deve ser zero, o que nos

// (a—F + 8—G> dady = 0 (2.6)
OF

A quantidade s + " nao se anulara sobre S & menos que essa quantidade seja
x Y

sempre nula ou seja alternadamente positiva e negativa em S. Isto prova o teorema.

leva a concluir que

]

Critério de Dulac: Suponha uma regiao D simplesmente conexa do plano e suponha

que existe uma func¢ao B(x,y), continuamente diferenciavel em D, tal que a expressao:

9(BF) , 9(BG)

2.
ox dy (27)

nao é igual a zero nem troca de sinal em D. Entao nao existe nenhuma orbita fechada
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nessa regiao. [17]

Demonstracao. A demonstragao deste critério é similar & demonstragao do teorema ante-
rior, bastando substituir F por BF e G por BG. Suponha que C é uma trajetéria fechada

em uma regiao simplesmente conexa D. Entao, pelo teorema de Green.

/B(m Y)F(z,y)dy — B(z,y)G(z, y)dz —// (aBF aByG) dzdy

/B@ W) (F (2, y)dy — Gz, y) dx—// (aBF aByG) dzdy (2.8)

onde S ¢é a regiao interna a curva C.

Para o sistema de equagoes (2.3) nos temos a seguinte relagao:
dv  dx/dt  F(x,y)

dy  dy/dt  Gl,y)
de modo que G(z,y)dz = F(z,y)dy.

(2.9)

Sendo assim, a integral do lado esquerdo da equagao (2.8) deve ser zero, o que nos

// (5BF aByG) dedy = 0 (2.10)

OBF 4 0BG
ox Jy

sempre nula ou seja alternadamente positiva e negativa em S. Isto prova o teorema.

leva a concluir que

A quantidade nao se anulara sobre S & menos que essa quantidade seja

]

O critério de Dulac é uma generalizagao do critério de Bendixson e se reduz a este
quando consideramos B(z,y) = 1. Portanto, mesmo que as fungoes F'(z,y) e G(z,y)
nao satisfacam o Critério de Bendixson, ainda assim ¢é possivel garantir a nao existéncia

de orbitas periodicas através de uma funcdo B(z,y) que satisfaca o critério de Dulac. E
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importante ressaltar que esses critérios sao utilizados para garantir a nao existéncia de
ciclos limites. Critérios que garantam a existéncia sao bem mais complicados de serem
estabelecidos. Na proxima secao, mostraremos um exemplo onde ¢é possivel garantir a nao

existéncia de ciclos limites e um outro onde é possivel garantir a existéncia do ciclo limite.

2.4 Exemplos

Frequentemente, sistemas de EDO’s sao utilizados para modelar diversos fendémenos
biologicos, como por exemplo a reproducao de células, espalhamento de pragas, prolife-
racao de doencas e muitos outros. Nesta secao, apresentaremos 3 modelos classicos, que
foram propostos por mateméticos do século XVIII e XIX e que até hoje sao referéncias
no estudo de biomatematica. Além disso, esses modelos exemplificam as variagoes de
comportamento dos conjuntos w — limite. Lembrando, que nos restringiremos as EDO’s
autonomas e bidimensionais, ja que, apenas para estas é valido o Teorema de Poincaré-

Bendixson.

2.4.1 Modelo de Lotka-Volterra

Vamos supor um ambiente onde existam apenas duas espécies, o predador e sua presa.
A presa se alimenta de folhas e plantas, enquanto que o predador se alimenta exclusiva-
mente de sua presa. A primeira representacao matematica para este cenario (ou equiva-
lentes) foi proposta pelo matemaética Italiano V. Volterra. Quase contemporaneamente,
A .Lotka, propés o mesmo modelo, baseando-se em estudos sobre a cinética. O Modelo
proposto por estes matemaéticos trata da evolucao da populacao de presa e predador, a

partir da influéncia da interrelagao de ambas.

O modelo (2.11) é a versao mais simples do modelo de presa-predador. A variavel x
representa a quantidade de presas no sistema, a variavel y representa a quantidade de

predadores e os coeficientes a, b, ¢, d sao constantes reais positivas.
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dx

I ax — bxy

(2.11)
d
d_?i = —cy + dzy

Observe que na falta do predador (y=0), a presa cresce segundo o modelo Malthusiano,
o que também acontece com o decrescimento dos predadores na auséncia das presas (x=0).
Essa caracteristica, faz com que o modelo perca fidelidade com a realidade & longo prazo.

Vamos analisar o modelo a fim de descobrirmos algumas caracteriscas de suas o6rbitas.

r d
Primeiramente, fazendo i d_gt/ = 0, obtemos os seguintes pontos de equilibrio.

x1 = (0,0) xy = (¢/d,a/b) (2.12)

Fazendo a analise de estabilidade dos pontos, verificamos que x; é um ponto de equi-

librio instavel, enquanto que x5 ¢ um ponto de equilibrio estavel.

T T T

i I
20 40 60 80 100 120 140
X

Figura 2.4-10. Orbitas do modelo de Lotka-Volterra.

Como podemos ver na Figura 2.4-10, qualquer solugao é uma oOrbita fechada, ou
também chamada de periddica, portanto, o w — limite de cada oOrbita é sua propria

orbita. Neste caso, nao existem ciclos limites, para cada valor inicial dado, a trajetéria é

periddica.
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Intuitivamente podemos perceber que os conjunto w — limite nao se aproximam de
nenhum ponto de equilibrio e que toda trajetéria é limitada, sendo assim, as hipdteses
do Teorema de Poincaré-Bendixson (Teorema 2.2) sao satisfeitas e ocorre um dos casos

previstos, a érbita é fechada.

2.4.2 Modelo de Holling-Tanner

O modelo de Holling-Tanner, assim como Lotka-Volterra, também é um modelo para
interagao entre duas espécies. Entretanto, Holling-Tanner possui algumas propriedades
que o torna mais aplicavel do que Lotka-Volterra. Uma dessas propriedades é o cresci-

mento logistico da presa e do predador, o que é mais plausivel a realidade.

O modelo de Holling-Tanner ¢ determinado pelo sistema de equagdes (2.13)

(2.13)
dy _ o (1_PY
dt Y T

onde «, B,m d, k e r sao constantes reais positivas:

Algumas importantes observacoes relativas a este modelo sao:

1. Na auséncia do predador, o comportamente populacional da presa segue o modelo

logistico, com capacidade supote k e taxa de reprodugao r.

2. O parametro d representa a capacidade da presa de evitar o ataque do predador,
ou seja, quanto maior o valor de d, maior é a capacidade da presa de escapar do

predador.

3. Neste modelo, o predador também cresce segundo o modelo logistico, com taxa de

crescimento « e capacidade suporte proporcional a quantidade de presas.
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A fim de verificar analiticamente a existéncia de ciclos limites, mostraremos que as
fungdes x(t) e y(t) sdo limitadas e com isso, utilizaremos o Teorema de Poincaré-Bendixson

para garantir a existéncia de ciclos limites, para alguns valores especificos dos parametros.

Vamos mostrar que a fungao z(t) é limitada pela sua capacidade suporte k (no caso,
capacidade suporte das presas) ou pela condigao inicial xy. Para isso, suponhamos que
exista t; tal que x(t1) > m = max {x¢, k}. Pelo sistema de equagoes (2.13) vemos que para
qualquer z(t) > k temos 2/(t) < 0, com isso podemos garantir que z(t) atinge seu maximo
em t € [0,%1]. Sendo assim, seja to € [0,%1] o ponto no qual z(¢) atinge seu maximo, se
ta = 0, temos um absurdo imediato pois por hipotese x(t3) > (t1) > xo = (t2). Se
to € (0,t1], temos que 2’(t2) = 0 pois nesse ponto a fun¢do atinge o maximo, mas isso ¢
um abusurdo, pois x(t2) > k e portanto, por (2.13) deveria ser z/(t3) < 0. Sendo assim,
mostramos que nao existe t; tal que z(t1) > m = max {x, k}, logo x(t) é limitada pela
sua capacidade suporte k ou pela condigao inicial zy. Através de um raciocinio anélogo,

podemos verificar que y(t) < max {yo, k/F}.

Através dos métodos ja apresentados anteriormente podemos obter os seguintes pontos

k
de equilibrio: (0,0), (k,0) e (x*,y*), onde x* é a raiz positiva de x2+(d—k+ﬂ—m)aﬁ—kd =0
r

eyt = v Nao é viavel estudar a existéncia de ciclos limites ao redor de (0,0) e (k,0),

pois se estes existissem, a fungdo x(t) ou y(t) assumiria valor negativo para algum t, o
que ¢é biologicamente impossivel. Sendo assim, nos resta estudar o ponto (x*;y*). Como
provamos que as fungoes x(t) e y(t) sao limitadas, basta o ponto (x*y*) ser instavel
(todos os autovalores da matriz Jacobiana (4.18) de (2.13) devem ser negativos), para
as hipoteses do Teorema de Poincaré-Bendixson serem satisfeitas e portanto existir um
ciclo limite. A instabilidade deste ponto depende dos valores atribuidos aos paramentros,

apresentaremos um exemplo onde o ponto é instavel e portanto existe um ciclo limite [8].

As figuras seguintes representam o modelo 2.13 com os seguintes parametros: a = 0.3,

B =22.142, m = 30.625 d = 10, k = 200 e r = 2.

Na Figura 2.4-11, temos a trajetéria de uma solu¢do com valor inicial (90,3.6), a
medida que o tempo aumenta, a trajetoria se aproxima de um ciclo limite “de dentro para
fora”. Ja na Figura 2.4-12 temos a trajetoria de uma solugao com valor inicial (110, 3.2).
Nesse caso, a medida que o tempo aumenta a trajetéria se aproxima de um ciclo limite

“de fora para dentro”. Por fim, a Figura 2.4-13 representa as duas trajetorias descritas
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Figura 2.4-13. Holling-Tanner 3.

anteriomente em um mesmo grafico. Veja que as trajetorias se aproximam de um mesmo

circulo, o qual reconhecemos como ciclo limite.

2.4.3 Modelo geral de Volterra

Este ultimo modelo também trata da interacao entre duas espécies. Entretanto, se di-
fere por representar uma interacao facultativa, ou seja, ambas espécies sobrevivem quando

a interacao nao ocorre.
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E =TT kl

(2.14)
dy _ . ko —y — Borx
da Ky

Além da facultatividade das interacao entre espécies, o modelo também é flexivel
quanto & natureza da interacao quando esta ocorre, isto €, a interacao pode ser do tipo

competicao, presa-predador ou mutualismo.

No modelo (2.14) os parametros 312 € o1 determinam o tipo de interacao representada
pelo modelo. Caso ambos sejam positivos, a interacao é do tipo competicao, enquanto que,
se os sinais forem contrérios entao o modelo é do tipo presa-predador. Por fim, se ambos

os parametros forem negativos, as equagoes modelam uma interacao de mutualismo.

Sabemos que este modelo nao possui ciclos limites, para comprovar essa afirmacao,

vamos aplicar o critério de Dulac escolhendo f(x,y) = — ao sistema (2.14):
ry

: x d
Considerando i fie d—gz = f5, obtemos:
B, y)fi = @'/ﬁ —x — P2y _n_nr 71512
Ty k1 Yy yk k1
OB(z,y)fr) (2.15)
ox kiy '
Analogamente, fazemos os seguintes calculos:
Ty ko —y — Bz _ T Ny 7221
5($>y)f2 - .Ty :I{Zg - T .T]{fg ]{32
0B(x,y)fa) 12 (2.16)
oy kox '

Fazendo a soma das derivadas parciais calculadas obtemos:
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a(ﬁ(x7y)f1) 3(B(x,y)f2) _ 71 )

Satisfazendo assim o critério de Dulac. Lembrando que z > 0 e y > 0, ja que represen-
tam quantidade de espécies em um determinado ecossistema e por isso, valores negativos
nao fariam sentido prético. Como o critério de Dulac foi satisfeito, podemos concluir que

nao existem ciclos limites no modelo 2.14.

Analogamente ao que foi feito no exemplo anterior, é possivel perceber que quando a
interacao é do tipo competigao ou presa-predador, as trajetorias x(t) e y(t) sdo limita-
das. Sendo assim, podemos concluir pelo Teorema de Poincaré-Bendixson que as 6rbitas
convergem para um estado de equilibrio ou sao periédicas. Porém, o critério de Dulac
elimina a possibilidade de serem periddicas, portanto podemos concluir que convergem
para um estado de equilibrio. Maiores detalhes sobre os exemplos expostos acima podem

ser encontrados em [8].

2.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos e demonstramos o Teorema de Poincaré-Bendixson, defi-
nimos alguns critérios que garantem a nao existéncia de ciclos limites e por fim, ilustramos

estes conceitos através de 3 modelos classicos da ecologia.

Mais especificamente, definimos na se¢ao 2.2 o conceito de w — limite e de se¢ao tran-
versal, ainda na mesma se¢ao apresentamos alguns resultados fundamentais a demonstra-
¢ao do Teorema de Poincaré-Bendixson e por fim, utilizamos os conceitos anteriormente
apresentados para demonstrar o Teorema. Na secao 2.3, foram apresentados o critério
de Bendixson e o critério de Dulac, os quais garantem a nao existéncia de ciclos limi-
tes quando satisfeitos. Na secao 2.4, exemplificamos os conceitos estudados através de
modelos utilizados na interacao entre espécies de um ecossistema. Com o modelo de
Lotka-Volterra vimos a existéncia de 6rbitas fechada, onde os conjuntos w — limite sao as
proprias 6rbitas. Ja através de Holling-Tanner verificamos a existéncia de ciclos limites
para determinados coeficientes do modelo e através do modelo de Volterra, exemplificamos

um caso de nao existéncia de ciclo limite garantida pela aplicacao do critério de Dulac.
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Apesar da induvidavel aplicabilidade da teoria vista neste capitulo, nos deparamos
com certas limitagoes na tentativa de modelos fendmenos da natureza. Por exemplo,
num sistema de presa-predador, é muito dificil saber exatamente a populacao inicial das
espécies em questao, entretanto, nos modelos trabalhados nesse capitulo é necessario
conhecer um numero exato que represente esta quantidade. A fim de amenizar esse
problema e outros oriundos da imprecisao dos dados reais, vamos apresentar no préoximo
capitulo os conceitos basicos de Teoria Fuzzy e utilizar esses conceitos numa versao do
Teorema de Poincaré-Bendixson, onde, as incertezas inerentes nos dados reais sao levadas

em consideracao.

50



Capitulo 3

Teoria fuzzy

A incerteza proveniente da aleatoriedade de eventos estd bem desenvolvida e hoje
ocupa um lugar de destaque na galeria da Matemética. Porém, diferentemente da ale-
atoriedade, certas variaveis utilizadas em nosso cotidiano, transmitidas e perfeitamente
compreendidas linguisticamente entre interlocutores, permaneceram fora do tratamento
matemético tradicional até recentemente. Este é o caso de variaveis linguisticas oriun-
das da necessidade de se distinguir qualificagoes por meio de graduagoes. Para descrever
certos fenémenos relacionados ao mundo sensivel, temos utilizado graus que representam
qualidades ou verdades parciais. Esse é o caso, por exemplo, dos conceitos de alto, fu-
mante, infeccioso, presa etc. E precisamente neste tipo de incerteza que a Logica Fuzzy
tem dado suas principais contribuicoes. Usando uma linguagem conjuntista poderiamos
no referir, respectivamente, aos “conjuntos” das pessoas altas, fumantes ou infecciosas.
Estes sao exemplos tipicos de conjuntos cujas fronteiras podem ser consideradas incertas,

isto é, definidas por meio de propriedades subjetivas ou atributos imprecisos [4].

Abordaremos neste capitulo os conceitos matematicos fundamentais que embasam
teoricamente a logica fuzzy e a teoria de conjuntos fuzzy. Além das idéias fundamen-
tais, discutiremos algumas defini¢oes e resultados da analise qualitativa de sistemas de
equacoes diferenciais para espagos métricos fuzzy. Por fim, mostraremos uma estraté-
gia de modelagem baseada no controlador de Mamdani, os chamados modelos P-fuzzy.
Para tanto, dividiremos este capitulo da seguinte forma: na segao 3.2 apresentaremos as
defini¢des bésicas sobre os conjuntos fuzzy, em especial, a extensao de Zadeh que sera

fundamental para nossos futuros estudos. Na secao 3.3 discutiremos algumas defini¢oes e
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resultados propostos em [9] sobre os sistemas dinamicos em espagos fuzzy e na se¢ao 3.4
apresentaremos os principais conceitos propostos em [29] sobre estabilidade de sistemas

P-fuzzy.

3.1 Introducao

O primeiro matematico a introduzir conceitos similares ao que hoje conhecemos como
logica fuzzy, ou difusa, foi o polonés Jan Lukasiewicz, que em 1920 introduziu conjuntos
onde os elementos tinham graus de pertinéncia 0, 1/2, 1 e posteriormente, generalizou essa
idéia para qualquer niimero real entre 0 e 1. Porém, a primeira publicacao sobre o assunto
sO6 veio a ser feita 1965, por Lotfi Adker Zadeh, professor em Berkeley, combinando os
conceitos de logica e a teoria desenvolvida por Lukasiewicz. [32]. Desde entdo, a utilizagao
da logica fuzzy tem se tornado cada vez mais comum, principalmente no meio industrial,
onde é muito utilizada para controle de processos. A teoria de Zadeh tem se desenvolvido
significativamente em diversos segmentos da matematica (teorica e aplicada) e engenharia.
Algumas das referéncias mais conceituadas sobre o assunto saos as revista Fuzzy Sets and
Systems, Information Sciences e Fuzzy Optimization and Decision Making e International
Journal of Approximate Reasoning, onde é possivel encontrar os mais recentes e relevantes

artigos sobre o tema.

Aproveitando-se do potencial da logica fuzzy em reproduzir as incertezas inerentes a
realidade, o grupo de biomatematica do IMECC/UNICAMP foi o pioneiro em mesclar os
modelos biologicos classicos, baseados em equagoes diferenciais ordinérias (ou parciais),
com os conceitos da logica fuzzy de Zadeh. De forma mais especifica, através da logica
fuzzy ¢é possivel estudar as influéncias das incertezas inerentes as condicoes iniciais ou
ao valor dos parametros de cada modelo, no comportamento qualitativo do mesmo. Os

importantes resultados em tal segmento podem ser verificados em [1], [2], [21], [9], [29], [19].

3.2 Conjuntos fuzzy

A teoria dos conjuntos cléssicos é desenvolvida desde os primérdios do pensamento

matemético. Ao longo dos anos, essa teoria foi tomando forma e passou por diversas
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evolugoes e discussoes, sendo atualmente um expandido segmento da matematica e um
vasto celeiro de defini¢oes, teoremas e até mesmo problemas abertos. A teoria de conjuntos
fuzzy por sua vez, trabalha com conjuntos mais gerais do que a teoria cléssica, isto é, um
conjunto cléssico € um caso particular de conjuntos fuzzy. Como consequéncia, muitos
resultados da teoria classica nao sao validos na teoria fuzzy, como por exemplo a lei do

terceiro excluido.

Basicamente, podemos afirmar que a principal diferenca entre os conjuntos cléssicos
e os conjuntos fuzzy estd na definicao de sua func¢ao caracteristica, também chamada de
funcao de pertinéncia, a qual define de forma tnica um conjunto. A funcgao caracteristicas

de um conjunto classico é definida da seguinte forma:

Definigao 3.1. Seja U um conjunto e A C U. A fungao caracteristica de A ¢ dada por

(2) 1 se €A
xT) =
X 0 se x¢ A

para todo x € U

Sendo U o dominio da fun¢ao caracteristica x 4 € o conjunto {0, 1} o seu contradominio.
E notével que xa(x) = 0 quando = ¢ A e xa(z) = 1 quando # € A . Portanto, como
a propria denominagao indica, x4 caracteriza o conjunto A, mais do que isso, existe
uma relagao biunivoca entre o conjunto A e sua funcao caracteristica. Como dissemos,
o subconjunto classico de A determina um subconjunto fuzzy de U que sera identificado
neste texto, com abuso de notagao, por x4, estes sao os chamados subconjuntos crisp de
U. Veremos na proxima subsecao que a funcao caracteristica exerce um papel crucial na

teoria de conjuntos fuzzy.

3.2.1 Subconjuntos fuzzy

Quando um determinado conjunto possui uma interpretagao real ( dgua de um rio,
gases da estratosfera, territorio de uma fazenda e etc.) nem sempre a fungao caracteristica
para conjuntos classicos permite uma representacao correta da realidade, ja que na pratica,

alguns elementos nao tem uma pertinéncia bem definida a determinados conjuntos, ou
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seja, nao existe uma distingao exata dos elementos que pertencem e dos que nao pertencem
ao citado conjunto, para ilustrar melhor essa ideia, observe o seguinte exemplo retirado
de [4]:

Exemplo 3.1. Consideremos o sequinte subconjunto:

“os numeros reais proximos de 5”

Sendo assim, podemos dizer que 5.001 e 10 pertencem a esse subconjunto ? Como a
definicao do conjunto ¢é incerta, a resposta para essa pergunta também ¢é, ou seja, nao

podemos afirmar claramente quando um ntmero esta proximo de 5.

Para resolver questoes similares a anterior foi que Zadeh introduziu a ideia de conjuntos
fuzzy, considerando basicamente que a fungao caracteristica de um conjunto pode tomar
valores entre 0 e 1. Segundo [4] definimos a fungao caracteristica (fungao de pertinéncia)

para subconjuntos fuzzy como colocado em [4].

Definigao 3.2. Seja U um conjunto (cldssico); um subconjunto fuzzy F de U € caracte-

rizado por uma fun¢ao

er(z) : U—[0,1]

pré-fivada, chamada funcao de pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

Algumas observagoes relevantes quanto a interpretagdo da definigdo 3.2 devem ser
feitas. Primeiramente, o valor ¢p(z) € [0, 1] indica o “quanto” o elemento x € U pertence
ao conjunto fuzzy F. Veja que na definicao 3.2, expandiu-se o contradominio da funcao
caracteristica de {0, 1} para [0, 1], com isso, podemos afirmar que um conjunto classico ¢
um caso particular de um conjunto fuzzy, tal afirmacao sera bastante recorrente e 1til no

decorrer do presente texto.

Um subconjunto fuzzy F é composto por elementos de um subconjunto classico U e
seus respectivos graus de pertinéncia a F. Sendo assim, podemos dizer que um subcon-

junto fuzzy F' de U é dado por um conjunto classico de pares ordenados.

F = (z,pp(x)), onde reU (3.1)
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Normalmente, uma estratégia bastante satisfatoria para demonstrarmos resultados na
teoria fuzzy é relacionar, de alguma maneira, esta teoria com a teoria cléssica ja conhecida.
Um artificio frequentemente utilizado é o estudo do conjunto suporte definido da seguinte

forma:

Definicao 3.3. O subconjunto cldssico de U definido por

suppF = {x € U: pp(x) > 0}

€ denominado suporte de F

Este conjunto tem papel fundamental na interrelacao entre as teorias fuzzy e classica,
j& que o suporte de um subconjunto fuzzy é um conjunto classico cujos elementos possuem
grau de pertinéncia a F' diferente de 0. Para ilustrar as defini¢coes até entao apresentadas,

tomemos o seguinte exemplo retirado de [4].

Exemplo 3.2. Considere o subconjunto fuzzy das pessoas altas (em metros) do Brasil,

definido por

0 se x <14
1
pa(z) = 0—4(:1: —14) seld<z <18 (3.2)
1 se x>1.8

A Figura 3.2-1 mostra o grafico da fungao de pertinéncia p(z).

1,2 4

0,8

0,6

04

grau de pertinéncia

0,2

12 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2
0,2 - X

Figura 3.2-1. Funcao de pertinéncia.

Podemos verificar no Exemplo 3.2 que o suporte de A pode ser descrito como o conjunto

suppA = {z € R : = > 1.4}. Por exemplo, se tomarmos a altura como sendo 1.6m,

95



verificamos pela fungao de pertinéncia que p4(1.6) = 0.5 ou seja, segundo a modelagem
descrita no Exemplo 3.2, uma pessoa com 1.6m de altura estd no conjunto das pessoas
altas com grau de pertinéncia 0.5. Ja& uma pessoa com 1,85m tem grau de pertinéncia 1

ao conjunto das pessoas altas.

3.2.2 « - nivel e suas propriedades

Assim como o conjunto suporte, uma outra caracterizacao dos conjuntos fuzzy, muito
importante na relacao entre a teoria classica e teoria fuzzy, s@o os a-niveis. De modo
coloquial, um a-nivel de um cunjunto fuzzy A, é o subconjunto do suppA (portanto um
subconjunto classico) que contem todos os elementos cujo grau de pertinéncia & A é maior

ou igual a a. De modo formal, podemos introduzir a seguinte defini¢ao de a-nivel:

Definigao 3.4. Seja A um subconjunto fuzzy de U e o € (0,1]. O « - nivel de A € o

subconjunto cldssico de U definido por

[A*={z € U :pas(x) > a} para 0 < a <1

Veja que um o « - nivel é um conjunto classico, mais precisamente é um subconjunto
classico de U. A Defini¢ao 3.4 nao considera o valor de a = 0. Utilizamos a notagao

[A]? para representar o fecho do suppA, isto é, [A]°

¢ o menor subconjunto fechado de U
que contem o suppA. Este conjunto é muito ttil e sera recorrentemente utilizado nesse
texto. A seguir apresentamos um exemplo de conjunto fuzzy onde é possivel identificar

os conceitos anteriormente tracados

Exemplo 3.3. Seja o sequinte subconjunto fuzzy de R:

0 se x<agouxz>b
2(z — a) a+b
palr)=q Y=, ¢ esrs—; (3.3)
Ny —
L a—>
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\ 4

a . [A]cx . b

Figura 3.2-2. a-nivel.

Neste caso, [A]* é o intervalo

[A]* = M+a’w

+b| C |a,b] = suppA (3.4)
E possivel notar pela Figura 3.2-2 que se A fosse um conjunto classico, o conjunto
a-nivel seria o mesmo para qualquer valor de . Maiores detalhes sobre a teoria acima

apresentada, podem ser encontrados em [4]

3.2.3 O subespago £(X)

Para viabilizar a analise dos resultados na proxima subsecao, vamos restringir para
espagos mais especificos, algumas defini¢oes ja apresentadas, isto é, direcionaremos nosso
estudo aos subconjuntos fuzzy de um conjunto X cujos a-niveis sao subconjuntos com-

pactos e nao vazios em X, denotaremos este espago por £(X).

E(X)={Ae F(X):Vae|0,1],[A]* é compacto, convexo e nao vazio} (3.5)

onde F(X) é o conjunto de todos os subconjuntos fuzzy com suporte contido em X.
Segundo [9], o conjunto £(X), formado pelos subconjuntos fuzzy de X com suporte
compacto, define um espago métrico com a métrica d,, induzida através da métrica de

Pompeiu-Hausdorff sobre os conjuntos compactos de X, conforme veremos a seguir.

Para que possamos argumentar os resultados que serao apresentados nos capitulos

subsequentes, em especial quanto & convergéncia, é fundamental definirmos uma forma de
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medir a distancia entre conjuntos fuzzy cujos a-niveis sao compactos, ou seja, precisamos

estabelecer uma métrica para £(X).

Sendo (X)) o conjunto formado pelos subconjuntos compactos nao vazios do espago
métrico (X, d), dados dois elementos A, B de IC(X), entao a distancia entre eles pode ser

definida por :

dist(A, B) = sup in£ d(a,b) (3.6)

acA bE

Segundo [16], a distancia definida conforme (3.6) é uma pseudométrica, pois dist(A, B) =
0 se e somente se, A C B, sem necessariamente serem iguais. A Figura 3.7 ilustra através
de diagramas, a distancia definida anteriormente. Em especial, notamos que a distancia

entre dois conjuntos pode ser zero sem a necessidade de serem iguais.

dist(A,B)=dist(B,A)
A

dist(B,A)

dist(B,A)

Figura 3.2-3. Pseudométrica entre conjuntos.

dist(A,B)=0
dist(B,A)%0

Entretando, podemos definir a distancia entre A, B C K(X) da seguinte forma:

dy (A, B) = max{sup inf d(a,b),sup inf1 d(a,b)} = max{dist(A, B),dist(B,A)} (3.7)

acA bEB beB A€

essa sim ¢ uma métrica para o conjunto K(X).

Usualmente, dy é a chamada distdncia de Housdorff. Através da métrica de Haus-

dorff, podemos definir uma métrica para o conjunto £(X), que denotaremos aqui por du.,
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seguindo a notagao de [9]. Dados dois pontos ©, v € £(X) a distancia entre u e v ¢é definida

por

doo (4, 0) = [ sup dp([u]®, [v])] (3.8)

a€l0,1]

E facil verificar que d., satisfaz as propriedades de métrica e portanto, (£(X),ds)
é um espaco métrico. Tendo em maos uma forma de medir a distancia entre conjuntos
fuzzy, poderemos estudar a convergéncia de uma func¢ao cuja imagem é fuzzy. No capitulo

5, utilizaremos este fato em diversas demonstracoes.

A

dr([u]',[v]')

dr([ul’,[v]')

Figura 3.2-4. Métrica de Hausdorff para cada a-nivel.

\/

3.2.4 Extensao de Zadeh

Como ja dissemos, é fundamental traduzir ideias e conceitos conhecidos da teoria de
conjuntos classicos para teoria de conjuntos fuzzy. O principio de extensao de Zadeh é
umas das metodologias utilizadas para conhecermos a imagem de uma determinada fun-
¢ao, quando seu dominio é constituido de subconjuntos fuzzy. Em [4] podemos encontrar

a seguinte definicao para o Principio de Extensao de Zadeh.

Definicao 3.5. (Principio de Extensao de Zadeh). Seja a fungao f : X — Z ¢ A um
subconjunto fuzzy de X. A extensao de Zadeh de f € a funcao f que, aplicada a A, fornece

~

o subcongunto fuzzy f(A) de Z cuja func¢ao de pertinéncia € dada por

sup pa(z) se f(z) # 0
Hiay(2) = =1 <Z(>) w ()=
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onde f~Y(z) = {z; f(x) = 2z} € a pré-imagem de z.

A Figura 3.2-5 ilustra o Principio de Extensdo de Zadeh para uma funciao f. E
possivel notar pela figura que a imagem de um a-nivel do conjunto fuzzy de entrada é o

mesmo a-nivel da imagem fuzzy.

f(x)

A

f(x)

f(A)

/|

A

\ 4

Figura 3.2-5. Imagem de um subconjunto fuzzy a partir do Principio de Extensao de Zadeh para
uma funcao f.

O seguinte teorema retirado de [4] é de fundamental importancia na relagao entre os
a-niveis da imagem e os a-niveis do dominio.

Teorema 3.1. (Teorema de Nguyen) [22] Sejam f : X — Z uma fun¢io continua e A

um subconjunto fuzzy de X. Entdo, para todo o € [0, 1] vale

~

[F(A)]" = f(A]Y). (3.9)

De acordo com [1] o Teorema de Nguyen também é vélido quando X = R™. Como
trabalharemos no espago métrico £(X), apresentaremos o proximo teorema que, de acordo

com [9], garante a validade do Teorema de Nguyen para espagos topologicos de Hausdorff.

Teorema 3.2. Sejam X e Y espacos de Hausdorff. Se f : X — Y € continua, entao a
estensio de Zadeh f : E(X) — E(y) esta bem definida e vale

[f ()] = F([u]*) (3.10)

para todo o € [0,1] e u € £(X)
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Ainda segundo [4], este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos
pelo Principio de Extensao de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis pela fungao
crisp (cléassica), ver Figura 3.2-5. O seguinte exemplo ilustra o principio de extensao

apresentado.

Exemplo 3.4. Vamos supor uma fun¢ao f.(p): R x R — R, onde,

fo(p) = 2* +p. (3.11)

Podemos perceber que para cada valor de p fixo, obtemos uma curva em funcao de x.
A Figura 3.2-6 exemplifica algumas dessas curvas, especificamente, para p = —5, p = 0

ep=>.

Figura 3.2-6. Curvas para valores diferentes de p.

Consideremos agora p € F(R), isto é, p € um ntimero fuzzy, cujo suporte estd em R.
Isto ¢, fo(p) : R x F(R) — F(R).

Notamos que f é uma funcao continua em relagao a p, conforme serd mostrado pelo
Teorema 5.1. Portanto, fixando x, & medida que p varia, f varia continuamente. Sendo

assim, pelo Teorema 3.1, podemos escrever a seguinte relagao

L) = Fa((p]). (3.12)

Na Figura 3.2-7 representamos uma extensdo da funcdo f,(p) = 2 +p. E importante
notar que para cada p € F(R) obtemos um conjunto fuzzy de fungdes, isto é, teremos um

conjunto fuzzy cujos elementos do suporte sao fungoes dependentes de z.

Para esclarecer, tomemos a fungao do exemplo anterior e p = [—20, 0, 20], p é o nimero

fuzzy triangular, cuja fungao de pertinéncia é representada na Figura 3.2-8:
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fu(p)

>
X

-20 0 20

Figura 3.2-8. Funcgao de pertinéncia do nimero fuzzy p.

Sendo assim, a extensao da fungao f(x), ou seja, f, pode ser representado pela Figura
3.2-7. Neste gréfico, as curvas mais escuras possuem grau de pertinéncia maior ao conjunto
fuzzy das fungoes, enquanto que as curvas mais claras possuem grau de pertinéncia menor.

Esta representacao sera frequentemente utilizada durante o texto.

Por fim, fixando x = 1 e aplicando a extensao de Zadeh & f;(p) em relagdo a p, temos
como imagem ﬁ(p) = 13 4+ [-20,0,20]. Utilizando o Teorema 3.1, podemos escrever a

imagem em termos de seus a-niveis.

[J/”\l (P)]* = fi([p]*) = 1 + [20ac — 20, —20cv + 20] = [—20cx — 19, —20cx + 21] (3.13)
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De forma geral, podemos escrever em funcao de x da seguinte forma:

[fa(p)]* = [20a — 19 + 2, =200 + 21 + 27 (3.14)

Na proxima segao utilizaremos o mesmo raciocinio empregado acima em fungoes que

representam a solucao de um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias.

3.2.5 Extensao do fluxo deterministico

Utilizando-se do Principio de Extensao de Zadeh, vamos estudar os sistemas de EDO
nos quais existe incerteza sobre o valor de uma determinada informagao de entrada. Mais
especificamente, nos concetraremos no caso em que a condigao inicial é fuzzy. Basica-
mente, encontraremos a solucao deterministica de um sistema cléssico e aplicaremos o

Principio de Extensao de Zadeh nesta solucao.

Consideremos o sistema de equagbes auténomas (3.15).

{ 2 (t) = f(z(t)) (3.15)

Vamos supor que f : R™ — R", satisfaca os critérios necessarios para existéncia e uni-
cidade de solugao. Neste caso, segundo [8], a solu¢ao x(t) do sistema (3.15) ¢ unicamente

determinada pela condigao inicial. Para enfatizar isto, vamos representar tal solucao por

gOt(fL'O) . R+ X Rn — Rn

ou seja, po(zo) = zo e ¢, (x0) = f(pi(wy)); a solucio @y (xg) é denominada fluxo gerado

pelo campo vetorial f.

Vamos admitir que a condigao inicial seja incerta, ou seja, x(0) = zp € F(R"), entao

temos um sistema fuzzy associado.
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(3.16)

Neste caso, a solugao depende de uma condigao inicial fuzzy. A solucao fuzzy ou fluxo
fuzzy para o sistema associado (3.16), por esta abordagem, é definida como sendo a fungao
obtida pela aplica¢do do Principio de Extensao de Zadeh ao fluxo deterministico y;(xo),

obtemos assim:

o(Zo) : Ry x F(R™) — F(R™) (3.17)

Pela continuidade de ¢;(zg) com relagdo a condigao inicial zy, a igualdade

[@6(0)]* = u([%0]") (3.18)

é satisfeita para todo « € [0, 1] segundo o Teorema 3.1. Portanto, a trajetoria determinada
por y(Zy), consiste de uma familia de trajetorias deterministicas dadas por ¢;. Para cada
T € R", o grau de pertinéncia da trajetoria ¢;(T) em @;(7o) ¢ igual ao grau de pertinéncia

de T em Iy pois, pelo Principio de Extensao de Zadeh.

Kz (ao) (P1(T)) = sup{pa, (1) = 0e(T) = u(T)} (3.19)

A igualdade ¢ (7) = (%) vale em particular para t = 0, ou seja, 7 = T. Logo, o

supremo ¢ tomado em um conjunto unitario e, portanto.

1% (@0) (P1(T)) = H(z,)(T) (3.20)

Enfim, segundo [9], podemos definir os sistemas dinAmicos fuzzy através da Extensao

de Zadeh da seguinte forma:

Definigao 3.6. Seja ¢, : £(X) — E(X),X C R" et € Ry, uma familia de aplicagies

continuas. Se
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e po=1

L @t o 9/0\5 = @t+s>Vt7$ € R+

entdo dizemos que a familia de aplicagdes @; ¢ um sistema dindmico fuzzy (ou fluxo fuzzy).

Ao longo desta dissertacgao, iremos estudar algumas ferramentas para a analise quali-
tativa de fluxos fuzzy definidos no espago £(U). Os fluxos fuzzy que iremos trabalhar sao
aqueles oriundos da extensao de Zadeh de solucoes deterministicas de EDO s autonomas.

Sendo assim, ¢ essencial para nosso estudo a seguinte defini¢ao de solug¢ao fuzzy retirada
de [9].

Definicao 3.7. Seja U C R" aberto e xy € U. Dizemos que oy, : E(U) — E(U), t € Ry,
¢ uma solugao fuzzy para a Equagio 3.21 quando y(Xae) = Xei(zo), 0nde o : U = U € a

solucao da equacao auténoma

dz
pri f(x), x(0) = xg (3.21)

Em particular, trabalharemos essencialmente com U C R?. Portanto, sendo ¢, : U —
U o fluxo gerado pela equagao 3.21, a aplicagao obtida através da extensao de Zadeh de ¢,
¢ @ E(U) = E(U) . Como estamos interessados em desenvolver uma andlise assintotica
da solucao fuzzy, consideraremos fluxos definidos para todo t > 0. O teorema que sera
apresentado revela a dependéncia continua de @; com relagao a condicdo inicial. Tal fato

sera bastante util em analises posteriores.

Teorema 3.3. Seja ¢y, : E(U) — E(U) a solucao fuzzy de 3.21. Para todo xo ey, em
E(U) vale

doc(Be(%0), 2(¥0)) < doo(x0, ¥0)e™! (3.22)

para alguma constante £ >0 et € R,.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [9].

Os modelos variacionais fuzzy podem comportar varios tipos de incerteza (fuzziness),

traduzidas por coeficientes, condigoes iniciais ou pelas proprias variaveis de estado. Se a
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subjetividade vem na variavel de estado temos fuzziness demogrifica, se a subjetividade
vem nos parametros temos fuzziness ambiental. Uma metodologia para estudar a evolugao
de sistemas dindmicos em que as variaveis sao incertas ¢ fornecida pelos sistemas P-

fuzzy [4] cuja teoria sera apresentada a seguir.

3.3 Sistemas P-fuzzy

Ao utilizarmos modelos classicos em situacoes praticas, nos deparamos com algumas
dificuldades, dentre as quais podemos citar a obtencao dos valores exatos dos parametros
e da condigao inicial. Normalmente, esses valores sao obtidos através de algum tipo de
inferéncia estatistica, o que pode demandar muito trabalho ou até mesmo ser inviavel.
Nesta secao, introduziremos os modelo P-fuzzy que além de modelar situagoes similares
as anteriores, podem ser usados para estimar os valores dos parametros e da condicao

inicial dos sistemas deterministicos.

Antes de falarmos efetivamente dos sistemas P-fuzzy, necessitamos apresentar os siste-
mas baseados em Regras fuzzy (SBRF), os quais sdo largamente utilizados na engenharia
em sistemas de controle e podem ser aplicados na modelagem em biomatematica, conforme

mostraremos a seguir.

3.3.1 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

No cotidiano, as agoes humanas controlam os mais diversos sistemas do mundo real
por meio de informagoes imprecisas. Cada individuo funciona como uma “caixa-preta’
recebe informagoes que sao interpretadas segundo seus parametros e entao decide qual
atitude tomar. O controle e a execugao de tarefas devem seguir uma sequéncia de “ordens”
linguisticas, traduzidas por um conjunto de regras, capazes de serem decodificadas pelo

controlador [4].

Os sistemas baseados em regras fuzzy agem como aplicacoes, de modo que, para cada
variavel de entrada (antecedentes) existe uma variavel de saida (consequentes) correlaci-
onada. Esta correlagao é feita através das regras. Além disso, as variaveis de entrada e

saida sao chamadas de variaveis linguisticas, pois assumem valores literais como baixo,
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quente, médio. Para entendermos melhor o SBRF, vamos observar o seguinte exemplo:

Exemplo 3.5. Vamos supor que o governo deseje oferecer um auxilio medicamento para
cada cidadao e este auxilio sera proporcional & necessidade de cada pessoa. Supondo que a
necessidade ¢ medida unicamente através da idade de cada cidadao, as seguintes relagoes

podem ser feitas.

1. Se o cidadao é uma crianga entao o auxilio ¢é alto.

DO

. Se o cidadao é um jovem entao o auxilio é baixo.
3. Se o cidadao ¢ um adulto entao o auxilio é médio.

4. Se o cidadao ¢ um idoso entao o auxilio é alto.

As relagoes apresentadas acima sao as chamadas regras, de uma forma geral, as regras

sao escritas da seguinte formas:

Se “estado” Entao “resposta’”.

As regras apresentadas no exemplo s@o coerentes conforme o conhecimento prévio que
temos sobre a situagao, porém nao é facil estabelecer o limiar, por exemplo, entre a idade
de uma pessoa que é “crianca” e de outra que é “‘jovem”, ou seja, a fronteira entre as
varidveis linguisticas deste exemplo sao incertas. Para resolver este problema, podemos
representar cada variavel através de um numero fuzzy, sendo assim, podemos representar

as fungoes de pertinéncia de cada variavel linguistica da seguinte forma:

O
Crianca Jovem Adulto Idoso

1

~Y

14 18 25 35 50 65

Figura 3.3-9. Funcao de pertinéncia dos antecedentes.

Da maneira analoga, podemos adotar o mesmo procedimento para os consequentes,

associando a cada variavel linguistica o seguinte conjunto fuzzy.
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Portanto, as regras anteriormente apresentadas relacionam nimero fuzzy a ntmeros
fuzzy. Segundo [4], em geral, para um sistema fuzzy qualquer, a cada entrada fuzzy faz-se
corresponder uma saida fuzzy. Os controladores fuzzy também tém essa caracteristica.
No entanto, se a entrada for crisp (ponto de R), espera-se que a saida também seja crisp
(ponto de R). Neste caso o sistema fuzzy é uma fungao de R em R. O procedimento para
obtencao desse tipo de sistema fuzzy pode ser resumido através do diagrama da Figura
3.3-11

Segundo [4], o modulo de Fuzzificagdo é o estagio onde as entradas do sistema sdo
modeladas por conjuntos fuzzy com seus respectivos dominios. E nele que justifica-se a
grande importancia da participacao de especialistas no processo de modelagem de um
determinado fendmeno. Baseadas no conhecimento dos especialistas, as fungoes de perti-
néncia sao formuladas para cada conjunto envolvido no processo. Mesmo que a entrada

seja crisp, essa seré fuzzificada por meio de sua fungao caracteristica.

O controlador usualmente utilizado é o chamado controlador de Mamdani. Sua es-

trutura pode ser vista com detalhes em [4]. Seguindo o exemplo 3.5, se tomarmos uma

Baixa Média Alta

\{

50 100 150

Figura 3.3-10. Funcao de pertinéncia dos consequentes.

Base de
Regra
Modulo de Médulo de
Fuzzificagao Defuzzificagéo
Modulo de
Inferéncia
Fuzzy

Figura 3.3-11. Arquitetura de um Sistema Baseado em Regras fuzzy

68



pessoa com 30 anos, ela tera 0,5 de grau de pertinéncia ao conjunto fuzzy dos jovens e 0,5

de grau de pertinéncia ao conjunto fuzzy dos adultos.

Por fim, ainda segundo [4], na teoria dos conjuntos fuzzy, a defuzzificagao é um processo
que permite representar um conjunto fuzzy por um valor crisp (ntimero real). Em nosso
texto, utilizaremos sempre o centro de massa como método de defuzzificacao, ja que este é
o mais usual. Aplicando a idade de 30 anos & entrada do SBRF do exemplo 3.5, e seguindo
o processo ilustrado na Figura 3.3-11, obtemos 68.4 como valor de saida. O grafico da

Figura 3.3-12 mostra o comportamento da saida do SBRF em func¢ao da entrada.
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Figura 3.3-12. Idade vs Auxilio medicamento

3.3.2 Modelos unidmensionais P-fuzzy

Nesta dissertacao trabalharemos apenas com modelos de equacoes diferenciais auto-
nomas, portanto, sao modelos cuja variacao das variaveis dependem exclusivamente do
valor das proprias variaveis. Sendo assim, os chamados modelos P-fuzzy sao aqueles que
utilizam o SBRF para associar a cada variavel o valor de sua variagao. Iniciaremos esta
subsec¢ao apresentando os modelos P-fuzzy que possuem apenas uma variavel de entrada,
ou seja, unidimensionais. Entretanto toda teoria apresentada para esses modelos pode ser

extendida para modelos multivariados.

Segundo [4], os modelos P-fuzzy unidimensionais tém a seguinte forma.
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Xpi1 = F(X,)
(3.23)
XO = I‘(to)

onde F': R — R é a funcdo F(z) = x + Az e Az é a saida defuzzificada, dada por um
controlador fuzzy para a entrada X. Conforme ja colocamos, nos modelos apresentados

nesse texto, o método de inferéncia utilizado é o de Mamdani.

Sistemas baseados
em regras fuzzy

[ Método numérico ]
L Xpe Xt AX J

Figura 3.3-13. Arquitetura de um sistema P-fuzzy.

A Figura 3.3-13 ilustra de forma resumida o funcionamento de um modelo P-fuzzy.

O processo iterativo apresentado na Figura 3.3-13 é anélogo e pode ser visto como a
aplicagao de um método numérico para resolucao de equagoes diferenciais, portanto, no
bloco “método numérico” poderiamos utilizar qualquer método numérico com essa finali-
dade, por exemplo, Euler, Euler aprimorado, Runge-Kutta ou qualquer outro. Em nossas
simulagoes utilizamos sempre o método de Euler, pois produz resultados satisfatorios e

nao demanda muito esforco computacional.

Para ilustrar o processo apresentado anteriormente, vamos apresentar um modelo P-

fuzzy que representa o modelo de Malthus.
Exemplo 3.6. Modelo P-fuzzy (Malthus)

As fungoes de pertinéncia da entrada e saida estao dispostas conforme a Figura 3.3-14
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50 100 150 200 250

Figura 3.3-14. Entradas do sistema P-fuzzy para o modelo de Malthus.

Figura 3.3-15. Saidas do sistema P-fuzzy para o modelo de Malthus.

As variaveis de entrada representam a quantidade de uma determinada espécie en-
quanto que a saida representam a variacao dessas variaveis. O ntmero fuzzy “MB” signi-
fica uma quantidade “Muito baixa” da espécie, assim como “B - Baixa”, “M - Média” e “A
- Alta”.

As regras utilizadas para associar as variaveis de entrada com as de saida sao as

seguintes

1. Ry :Se XMB entao AXMB

2. Ry: Se XB entao AXB
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3. R3:Se XM entao AXM

4. Ry:Se XA entao AXA

Portanto, utilizando-se um processo iterativo como descrito na Figura 3.3-13, obtemos

o grafico conforme Figura 3.3-16.

150 T T T T T T T T T

100+

Qtd de coelhos
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1
a 10 20 30 40 50 =] 70 a0 an 100
Tempo

Figura 3.3-16. Grafico do sistema P-fuzzy para o modelo de Malthus com condigao inicial zg = 1

E notével que o comportamento do sistema P-fuzzy apresentado é muito parecido
com o modelo de Malthus classico, ou seja, obtemos um modelo similar ao deterministico
sem a necessidade de utilizarmos equacdes. E importante ficar claro que este nao é o
unico modelo P-fuzzy para Malthus, algumas modificagoes nas fungoes de pertinéncia

(quantidade ou forma) podem preservar as caracteristicas do modelo.

Para evidenciar ainda mais a capacidade dos modelos P-fuzzy , no préximo exemplo,
apresentaremos o modelo logistico. Neste caso, o raciocinio para construcao do modelo

deve levar em consideracao a inibicao da quantidade de populacao.

Exemplo 3.7. O modelo logistico pode ser construido com as sequintes entradas e saidas:
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Média B Média o
4|Baixa baixa Média alta Alta Altissima

50 100 150 200 250
Figura 3.3-17. Entrada do sistema P-fuzzy para o modelo logistico.
A
Média Alta
Positiva Positiva
Baixa
Positiva
-2 0 2 4 ”

Figura 3.3-18. Saida do sistema P-fuzzy para o modelo logistico.

As regras utilizadas pelo controlador fuzzy sao as sequintes:

1. Ry : Se X Baiza entao AX Baiza Positiva

2. Ry : Se X Média Baiza entao AX Média Positiva
3. R3: Se X Média entao AX Alta Positiva

4. Ry Se X Média Alta entao AX Média Positiva
5. Rs: Se X Alta entao AX Baizxa Positiva

6. Rg: Se X Altissima entao AX Baixa Negativa

Assim como fizemos para o modelo Malthusiano, utilizando um processo iterativo como

descrito na Figura 3.3-13 obtemos o grafico da Figura 3.3-19 como saida. E notavel que
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Figura 3.3-19. Grafico do sistema P-fuzzy para o modelo Logistico.

o grafico da Figura 3.3-19 tem o comportamento bastante similar ao grafico do modelo

logistico cléssico.

Os modelos apresentados anteriormente podem ser utilizados por exemplo, para deter-
minar os parametros desconhecidos dos modelos deterministicos através de um ajuste de
curva, deste modo, os parametros seriam estimados segundo o conhecimento de um espe-
cialista sobre o assunto modelado. Além disso, a compreensao do modelo P-fuzzy é mais

acessiveis para pesquisadores de outras areas do que as proprias equacoes diferenciais.

3.3.3 Pontos de equilibrio para sistemas P-fuzzy

Como vimos no primeiro capitulo, os modelos baseados em EDOs podem ser analisados
qualitativamente e uma das principais caracteristicas a ser analisada é a existéncia de
pontos de equilibrio e suas classificagoes. Este assunto possui uma teoria elaborada e

um pouco laboriosa em suas demonstragoes, no entanto, vamos apresentar uma idéia
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superficial sobre tal contetdo. Detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em [29].
Ordenacao das regras

Para um estudo analitico de estabilidade em sistemas P-fuzzy é necessario estabelecer

algumas condicoes para construgao da base de regras, tais condic¢oes sao listadas abaixo.

Definicao 3.8. Uma base de regras é dita “Bem ordenada” se satisfazer as sequintes

condicoes:

1. Os universos devem ser intervalos limitados de R.

2. Os conjuntos fuzzy da base de regras devem ser niimeros fuzzy

Lembrando que um subconjunto fuzzy A é chamado de numero fuzzy quando o
conjunto universo no qual sua fungao de pertinéncia esta definida, é o conjunto dos

nimeros reais e satisfaz as seguintes condicoes:

(a) todos os a-niveis de A sao nao vazios, com 0 < a <1 ;
(b) todos os a-niveis de A sao intervalos fechados de R;

(c) o suppA =z € R:ps(zr) >0 ¢ limitado.

3. No méaximo duas regras devem ser ativadas de cada vez, isto é, cada elemento do

universo deve ter pertinéncia nao nula a no méximo dois antecedentes.

4. Os elementos de pertinéncia maxima (igual a 1) pertencem somente a um dos nime-
ros fuzzy da base de regras, isto €, tém grau de pertinéncia nula aos demais ntimeros

fuzzy das regras;

5. A base de regras deve ser ordenada monotonicamente (crescente ou decrescente),
isto é, os qualificadores dos antecedentes devem ser “ordenados”. Formalmente isso
significa que o maior elemento do suporte do antecedente da regra R; deve ser menor

que o maior elemento do suporte do antecedente da regra seguinte R;. ;.

Sendo assim, todos os resultados que apresentaremos nesse texto consideram as regras
construidas conforme as condi¢oes acima. Além da boa ordenacao, precisamos ainda
definir o conceito de oposi¢ao seméantica para estudarmos os pontos de equilibrio em

sistemas P-fuzzy.
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Oposicao semantica

Segundo [4], se a base de regra é bem ordenada, dizemos que a oposi¢ao semantica é
caracterizada pela alternancia de sinais nas variagoes (consequentes). O exemplo seguinte

ajudara na compreensao desta definicao.

Exemplo 3.8. Vamos supor um sistema P-fuzzy com as entradas e saidas dadas na Figura
3.3-20

Entrada Saida

M 2T
) . >

Figura 3.3-20. Sistema P-fuzzy com oposigdo seméntica.

Vamos considerar as seguintes regras:

1. Ry :Se XA, entdo AXAp
2. Ry : Se XA, entao AXBp

3. R3:Se XA; entao AX By

Neste caso a oposicao semantica ocorre entre as regras Rs e Rs, pois a regra Rs
associa um conjunto fuzzy a um consequénte positivo enquanto que a regra I3 associa
um conjunto fuzzy a um consequénte negativo. Para a existéncia da oposicao seméantica
é necessario que o suporte do consequénte negativo esteja contido em R_ e o suporte
do consequénte positivo esteja contido em R,. A existéncia de oposicao semantica esta

diretamente relacionada com a existéncia de pontos de equilibrio.
Existéncia dos pontos de equilibrio

Como vimos, os sistemas P-fuzzy nao possuem equagoes explicitas em sua estrutura,
por isso, uma pergunta pertinente seria. Como encontrar ou pelo menos, garantir a
existéncia de pontos de equilibrio em sistemas P-fuzzy? O Teorema 3.4 proposto por [29|

vem responder essa questao.
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Teorema 3.4. Suponha uma base de regra bem ordenada e que os numeros fuzzy A; e
A1 tenham funcoes de pertinéncia continuas e que as regras R; e R; 1 com antecedentes
A; e A1, apresentam oposi¢ao semantica nos consequentes B; e Biy1. Nessas condigoes

o intervalo.

I = suppA; N suppAiq # 0 (3.24)

possui pelo menos um equilibrio do sistema.

Se observarmos no exemplo 3.7 notamos que existe oposi¢ao semantica entre as regras
R5 e Rg. Podemos notar que o modelo P-fuzzy logistico, possui uma base de regra bem
ordenada e as fungoes de pertinéncia dos nimeros fuzzy dos antecedentes sao continuas,
portanto satisfaz as condigoes do Teorema 3.4, e assim o intervalo em destaque na Figura

3.3-21 possui pelo menos um ponto de equilibrio do sistema.

A

Alta Altissima

200 250

Figura 3.3-21. Intervalo viavel de equilibrio.

Nao foi possivel identificar qual é o ponto de equilibrio, mas apenas a regiao onde
existe pelo menos um ponto. Além disso, sabemos que para o modelo logistico, o ponto
de equilibrio encontrado é estavel, porém, assim como ocorre no caso classico, existe uma
forma de classificar os pontos de equilibrio quanto ao tipo de estabilidade (estéavel ou
instavel). A teoria de tal procedimento exige a averiguagao de diversos casos distintos, o
que a torna inviavel para ser inserida neste texto, deste modo, estudaremos nos capitulos
posteriores apenas os casos que forem de nosso interesse, detalhes sobre a classificacao de

pontos de equilibrio P-fuzzy podem ser encontrados com riqueza de detalhes em [29].
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3.3.4 Sistemas P-fuzzy bidimensionais

Os sistemas P-fuzzy podem ser utilizados para modelar problemas que envolvem mais
de uma variavel, um exemplo sao os modelos de interagao entre espécies em um ecossis-
tema. O mais simples desses modelos sao os bidimensionais, isto é, aqueles que envolvem
a interacao entre apenas duas espécies. Podemos definir sistema bidimensional P-fuzzy

da seguinte forma, conforme [29]:

Definicao 3.9. Sejam x e y duas varidveis de estado, um sistema dindmico P-fuzzy

bidimensional é um sistema de equagoes de diferencas, dado por

Xn+l = Xn + Al()(na Yn)
(3.25)
Yn—i—l = Yn + AQ(Xna Yn)

onde (xg,y0) € R? € a condigao inicial e A(X,,Y,) é obtido por meio de um sistema

baseado em regras fuzzy.

Para entendermos melhor o funcionamento de um sistema P-fuzzy bidimensional,
apresentaremos um exemplo onde existem duas entradas no sistema. A dindmica do
sistema P-fuzzy bidimensional ainda segue a arquitetura apresentada na Figura 3.3-13,

diferenciando-se apenas pelo fato de trabalhar com duas variaveis simultaneamente.

Exemplo 3.9. Nao nos atentaremos para uma interpretacao biolégica detalhada deste
modelo, mas apenas para sua estrutura matematica. Todavia, este sistema P-fuzzy repre-
senta uma situacao bastante interessante no contexto da ecologia, conforme veremos nos

capitulos posteriores.

A Figura 3.3-22 consegue representar basicamente todo um sistema P-fuzzy. As
funcoes de pertinéncia das variaveis de entrada estao descritas sobre o eixo horizontal e
vertical, sendo que no eixo horizontal, a variavel representa a quantidade de presas em um
determinado ecossistema enquanto que no eixo vertical, a variavel representa a quantidade
de predadores. Este modelo representara a interagao entre ambas espécieis, entretanto,

maiores detalhes sobre a interpretagao bioldgica serao comentados futuramente.
A tnica informacgao que nao consta no diagrama da Figura 3.3-22 sao as fungoes
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Figura 3.3-22. Entradas de um sistema P-fuzzy bidimensional.

de pertinéncia dos consequentes (saida) que, por sua vez, estao representadas na Figura

3.3-23. Ambas as variaveis de saida representam a variacao da presa e do predador,

repectivamente.
Vpresas
P A
Vneg Vpos
alta Vneg Vpos alta
06 02 0 02 06>
Vpredador
A
Vneg Vpos
alta Vneg Vpos alta
06 02 ) 02 06>

Figura 3.3-23. Saida de um sistema P-fuzzy bidimensional.
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As regras destes modelos P-fuzzy também sao representadas sucintamente através do
diagrama da Figura 3.3-22. Cada quadrado do diagrama representa uma regra e em cada
um existem duas setas, uma horizontal e outra vertical, representando respectivamente a
variagao das presas e dos predadores. Vamos tomar por exemplo o quadrado mais proximo

da origem, ele representa a seguinte regra:

R: Se Presa ¢ Baira e Predadador é Baiza entao Variacao da presa € Alta positiva

e Variacao do predador é Alta negativa.

O sentido da seta representa o sinal da variagao enquanto que o tamanho representa a
intensidade. O diagrama da Figura 3.3-22 pode ser visto como uma sintese do campo de
diregoes do sistema P-fuzzy em questao, tornando possivel um bom entendimento prévio
sobre o comportamento da saida no plano de fase do sistema P-fuzzy. Por exemplo,
tomando como ponto inicial (150,100), obtemos a trajetéria da Figura 3.3-24 seu em

plano de fase.
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Figura 3.3-24. Projegao no plano x vs y de uma solugao do sistema P-fuzzy bidimensional

Assim como podemos perceber pela Figura 3.3-24, o modelo P-fuzzy representa uma
situagao em que para qualquer condicao inicial, a solugao converge para uma oOrbita peri-

odica. Este fato sera de grande relevancia no ultimo capitulo deste texto.

3.3.5 Conjunto viavel de equilibrio para sistemas bidimensionais

O Teorema 3.4 que garante a existéncia de pontos de equilibrio em um determinado

intervalo, pode ser extendido para o caso bidimensional e até mesmo para dimensoes
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maiores. Segundo [29], para o caso bidimensional, o teorema pode ser colocado da seguinte

forma:

Teorema 3.5. Sejam {A;}1<i<i, € {Bj}i<j<k,, familias de subconjuntos fuzzy, respec-
tivamente sucessivas, associados as varidveis linguisticas X e Y, respectivamente. Se
supp(A*) e supp(B*) sao conjuntos vidveis de equilibrio, entao dizemos que R* = supp(A*)

X supp(A*) é uma regiao vidvel de equilibrio para o sistema P-fuzzy.

A Figura 3.3-25 ilustra o teorema anterior. Assim como ocorre no caso unidimensional,

uma regiao viavel de equilibrio possui pelo menos um ponto de equilibrio.

A Aty

Figura 3.3-25. Conjunto viavel.

Na Figura 3.3-25 mostramos como identificar graficamente uma regiao viavel de equi-
librio. Na Figura 3.3-26, apresentamos uma configuracao da base de regra que resulta
em um ponto de equilibrio. E importante ressaltar que essa nio ¢ a unica configuracio
que resulta neste tipo de ponto, segundo [29] existem ainda outros 7 tipos de configuragao
das setas que garante a existéncia de um ponto de equilibrio. Também em [29] é feito
um estudo detalhado para casos especificos de nimeros fuzzy de entrada e de saida, além
disso é feito um estudo detalhado sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio encon-
trados, neste texto, iremos apresentar apenas alguns fragmentos deste estudo conforme a

necessidade exigida nas futuras analises.

Em resumo, apresentamos de forma sucinta a teoria de sistemas P-fuzzy, cuja caracte-
ristica fundamental é o poder de modelagem através do conhecimento de um especialista,
sem a necessidade de estudos estatisticos e com equagoes. Outra caracteristica importante

é que a modelagem através de sistemas P-fuzzy é bastante recente e portanto, existem
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Figura 3.3-26. Conjunto viavel.

muitas conclusoes e resultados a serem explorados. Este assunto serd novamente abor-
dado no capitulo 5, onde faremos um estudo a cerca dos ciclos limites em sistemas P-fuzzy

bidimensionais.

3.4 Conclusao

A teoria fuzzy nos permite incorporar as incertezas existentes num processo de modela-
gem ao modelo estudado, tornando-o assim, mais coerente com determinados fendmenos.
Através da Extensao de Zadeh, obtemos modelos que possuem incerteza quanto ao valor
da condigao inicial ou até mesmo, quanto ao valor de um determinado parametro. Ja
os modelos P-fuzzy, nos permitem fazer uma modelagem mais “rustica”’, baseando-se em
informagoes incertas (a incerteza ndo é acerca da veracidade, mas sim sobre a exatidao
de um determinado valor) e até mesmo vagas. Vimos que os modelos que envolvem fuzzy
também sao passiveis de serem analisados qualitativamente e que esta analise é de suma

importancia para o entendimento do mesmo.

Em resumo, os trés capitulos anteriores formam uma réapida abordagem de importantes
conceitos envolvidos na modelagem matematica, em especial, na biomatematica. Dentre
estes conceitos, mostramos como extrair informacgoes qualitativas de sistemas de EDOs
autonomas e estudamos o Teorema de Poincaré-Bendixson, que garante a existéncia de

ciclos limites em sistemas bidimensionais sob determinadas condi¢oes. Por fim, vimos a
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teoria fuzzy e como incorpora-la a modelagem matematica andloga aquela feita através

das EDOs auténomas.

Os proximos dois capitulos sao os objetivos principais dessa dissertagao. No primeiro,
estudaremos uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para sistemas dindmicos em
E(U). Ja no segundo, abordaremos este teorema para modelos P-fuzzy, estabelecendo

assim, condigoes sobre a base de regras para existéncia de 6rbitas periddicas.
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Capitulo 4

Teorema de Poincaré-Bendixson em

espacos métricos fuzzy

O Teorema de Poincaré-Bendixson é amplamente utilizado na analise qualitativa de
sistemas bidimensionais de EDOs auténomas, seja no escopo da matematica aplicada
(Exemplo: controle de sistemas automatizados) ou seja na propria teoria matematica,
como estratégia para encontrar pontos de equilibrio e 6rbitas periddicas, tal fato justi-
fica a importancia e a relevancia de analisad-lo num contexto fuzzy, isto é, verificaremos
a validade do Teorema de Poincaré-Bendixson em modelos que incorporam as incertezas
dos dados obtidos no processo de modelagem, sendo esta verificacdo o objetivo principal
deste capitulo. Para alcangar tal objetivo, apresentaremos algumas defini¢oes e resulta-
dos propostos em [9] que servirdo para uma discussao aprofundada sobre o Teorema de

Poincaré-Bendixson em espacos métricos fuzzy.

Basicamente, na secao 4.2, definiremos o conceito de ponto periddico fuzzy e de orbita
periodica fuzzy, em seguida, apresentaremos resultados demonstrados em [9] que relaci-
onam propriedades dos sistemas deterministicos com propriedades do sistema fuzzy (via
extensdao de Zadeh). Na segao 4.3, discutiremos alguns resultados propostos em [9] que se
aproximam do Teorema de Poincaré-Bendixson para espagos métricos fuzzy, além disso,
propomos um resultado mais geral que o apresentado em [9] e exemplificaremos a teoria
anteriormente discutida através do modelo presa-predador de Holling-Tanner e do modelo

presa-predador de Gause.
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4.1 Introducao

Ja observamos que a teoria de Poincaré-Bendixson esta diretamente relacionada com o
comportamento periédico do conjunto w-limite de uma determinada solucao. Ja observa-
mos também que modelos com solucoes periddicas representam eventos da natureza que
se repetem com determinada frequéncia e conhecer as condigoes para que este processo
repetitivo ocorra pode ser crucial na solucao de alguns problemas praticos. No entanto,
uma pergunta pertinente para essa altura do texto, seria: “Qual é a influéncia das incer-
tezas inerentes num processo de modelagem no comportamento periédico da solucao de
um determinado modelo?” Ou em outras palavras,“quais seriam as consequéncias de se

considerar determinadas incertezas no comportamento qualitativo da solucao obtida”

Tais perguntas motivam um estudo mais aprofundado sobre o comportamento das
solugoes dos sistemas dindmicos em espacos métricos fuzzy, mais especificamente, motivam

um estudo sobre o Teorema de Poincaré-Bendixson nesse contexto.

4.2 Orbitas peridédicas em espacos métricos fuzzy

Assim como fizemos no capitulo 3, vamos introduzir conceitos essenciais para o estudo
de sistemas dinamicos em fluxos fuzzy, no entanto, nos concentraremos naquilo que se
refere as orbitas periddicas e ciclos limites. Um estudo detalhado sobre tal assunto pode

ser encontrado em [9].

O primeiro conceito que se faz necessario introduzir é o de ponto perioédico fuzzy, ja que
a partir deste, poderemos definir érbita periddica fuzzy e discutir os resultados obtidos
sobre tais defini¢oes. A defini¢ao de ponto periddico pode ser encontrada em [9] da forma

que segue.

Definigao 4.1. Dizemos que um ponto p € E(U) é um ponto 0—periddico para o fluro

fuzzy quando

Po(p) =p e oip) #p se t€(0,0).

Ainda podemos definir os pontos periddicos fuzzy através de seus a-niveis, ou seja,
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p € E(U) é um ponto f—periddico se

para todo « € [0, 1].

Observacao 3. Como dissemos no capitulo anterior, um ponto deterministico ¢ um caso
particular de ponto fuzzy. Em relacao aos pontos periédicos essa “regra’” continua valendo,
isto é, todo ponto perioddico classico é um ponto peridédico fuzzy, portanto a existéncia de

pontos periddicos classicos garante a existéncia de pontos periddicos fuzzy.

A defini¢ao de ponto periddico fuzzy se faz necessaria para definirmos as orbitas pe-
riodicas fuzzy. Entretanto, antes de discutirmos tal definicao, devemos fazer algumas

consideragoes a cerca dos pontos periddicos fuzzy e suas orbitas.

Por exemplo, o modelo 2.11 (Lotka-Volterra) possui pontos periédicos do ponto de
vista cléssico, esses pontos sao no entanto, casos particulares de numeros fuzzy, logo sao
pontos periddicos fuzzy. Por outro lado, existem pontos fuzzy A que nao sao periddicos
para o modelo de Lotka-Volterra, isso acontece quando supp(A) contém pelo menos dois
pontos de periodo distinto. Este tltimo caso pode ser observado na Figura 4.2-1, onde o
ponto inicial fuzzy é “desconfigurado” com a evolugao do tempo, ou seja, este ponto fuzzy

nao é periodico.

Assim como acontece no caso deterministico, se € £(U) também pertencer a 6rbita
fuzzy v(xo), sendo &y um ponto fuzzy #—periodico, entdao x é um ponto perivdico com
o mesmo periodo de x,. De fato, podemos considerar = § (o) para algum s €
(0,8), sendo assim, escrevendo os nimeros fuzzy em termos de a—niveis podemos obter

o seguinte resultado através das propriedades do fluxo deterministico.

«

vo([2]%) = voles([])) = @s(wa([m0]”)) = psl[mo]”) = [2]".
Vale ressaltar que na primeira igualdade utilizamos o fato de que []* = [Ps(x)]* =

©s([xo]®). Se considerarmos ¢ > 6, podemos escrever para algum s € [0, 6) que t = nf +s,

com n € N e assim, desenvolvemos os seguintes calculos:
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Figura 4.2-1. Modelo de Lotka-Volterra com ponto inicial fuzzy.

pi([2]") = Pnors([0]®) = palPno([@0]®)) = pu([m0]®)

Os dois célculos anteriores sao muito importantes pois nos levam as seguintes con-
clusdes: numa orbita y(x() com periodo 6, para qualquer ¢ € R, sempre vai existir um
s €10,0), com 6 > 0, tal que ps(xg) = Pi(xo) e a igualdade P g(xo) = P(x0) sempre é
verificada.

Enfim, apresentaremos a defini¢ao de érbita periddica fuzzy conforme encontrada em
[9].

Definicao 4.2. A drbita v da solugao fuzzy pi(x), onde x é um ponto periddico fuzzy €

chamada de orbita periddica fuzzy no conjunto E(U), sendo

~

v ={%u(z):t >0}

A Figura 4.2-2 ilusta um caso de orbita periddica fuzzy nao deterministica. Podemos
observar que o ponto inicial é peridédico, com periodo igual a 27. Neste caso, todos os

pontos do suporte da condi¢ao inicial fuzzy sao periédicos e possuem mesmo periodo.

Em resumo, definimos até entao o conceito de ponto periddico fuzzy e érbita periddica
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Tr t=3n2 .

Figura 4.2-2. Sistema com solu¢ées de mesmo periodo.

fuzzy. E importante observar que no segundo exemplo, Figura 4.2-2, temos de fato, uma
orbita periddica fuzzy. Ja no primeiro exemplo, Figura 4.2-1, todas as orbitas periodicas
fuzzy sao idénticas as orbitas deterministicas, ja que cada oérbita periddica deterministica
possui periodos distintos, portanto podemos concluir que a existéncia de 6rbitas periédicas
fuzzy implica na existéncia de 6rbitas periédicas deterministicas e o contrario também é

verdadeiro, ja que qualquer 6rbita periédica deterministica também ¢é fuzzy.
A seguir, definiremos o conceito de w—limite para o contexto fuzzy.

Definigao 4.3. [9] Sejay € E(U) e xy € E(U), dizemos que y é um w-ponto de oi(xy)

se existir uma sequéncia {t, }nen com t, — 0o quando n — oo tal que:

doo(Pr, (®0), y) — 0

Consequentemente, o conjunto w -limite de uma solugao fuzzy pode ser definido da

seguinte forma:

Definigao 4.4. [9] O conjunto w-limite da solug¢io pi(xy), isto €, w(xy) € o conjunto de

todos 0s w - pontos de @y(x).
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Na proxima subsecao mostraremos alguns resultados referentes as orbitas periddicas

fuzzy.

4.2.1 Resultados preliminares quanto as orbitas peridédicas fuzzy

Nessa subsecao enunciaremos diversos resultados que sao utilizados na demonstracgao
do Teorema de Poincaré-Bendixson através da extensao de Zadeh, lembrando que maiores

detalhes sobre o assunto abordado podera ser encontrado em [9].

O primeiro resultado se refere & existéncia de ntimeros fuzzy periddicos a partir da

periodicidade de um conjunto de pontos deterministicos. Segue o Teorema:

Teorema 4.1. [9] Sejam A C U tal que todo x € A é 0—periddico e x € E(U). Se

[]° C A, entdo x é O-periddico.

Demonstracao. Podemos usar a caracterizacao de pontos peridédicos por a-niveis. Desde

que [x]* C A, entao

vo([2]%) = {wo(x) - x € [2]"} (4.2)
={z:z € [z]*} (4.3)

O Teorema do ponto fixo de Brouwer assegura que se a funcao f : C' — C, C C R”
compacto e convexo, é continua entao f possui um ponto fixo. Isto é, existe ¢ € C tal
que f(c) = c [28]. Portanto, se [x]|* é convexo para algum « € [0, 1], entao a igualdade
oi([z]*) = [x]* para t € (0,0) implicaria na existéncia de um ponto = € [z]* tal que

() = x. Mas isso contraria a hipotese de x € [z]* C A ser —periodico. O

Basicamente, o Teorema 4.1 afirma que sob certas condigoes, se todos os pontos do
suporte de um determinado nimero fuzzy forem de mesmo periodo entao o namero fuzzy

em questao também tem esse periodo.

A teoria de equacoes diferenciais ordinérias possui ferramentas que nos permite clas-

sificar uma o6rbita periddica deterministica quanto a sua estabilidade, isto é, a oOrbita
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pode ser identificada como atratora, repulsora ou semi-atratora. Sendo assim, seria im-
portante conhecermos algumas ferramentas que possibilitem tal classificagao para orbitas
periddicas fuzzy. Como ocorre normalmente, existe uma relagao entre a estabilidade de
uma Orbita deterministicas v e a estabilidade de uma orbita fuzzy =, esta relagao sera

apresentada pelo Teorema 4.2.

Teorema 4.2. [9] Sejam ~v uma orbita periddica para @, com periodo 6 > 0 e
y={zc&U): [« C~} (4.4)

o conjunto periodico fuzzy determinado por ~v. Entao:

a) 7y € estdvel para ¢, se, e somente se, v € estavel para p;;

b) 7 € assintoticamente estdvel para @; se, e somente se, v assintoticamente estdvel para

-

Demonstracao. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada com riqueza de deta-

lhes em [9]

]

Quando dizemos que « é assintoticamente estavel para @; significa que para qualquer
xo pertencente a regiao de atracao de «y que denotaremos por A(7y), deo(Pi(To,y) — 0

quando t — oo.

Apesar de aparentemente simples, o Teorema 4.2 possui um papel muito importante
na teoria de estabilidade de ciclos limites em espagos métricos fuzzy, pois relaciona pro-

priedades de estabilidade das érbitas deterministicas com as érbitas fuzzy.

Teorema 4.3. [9] Suponha que o conjunto periddico fuzzy ~y seja assintoticamente estdvel
para p; com periodo 0. Entdo existe uma vizinhan¢a V C E(U) contendo ~ tal que cada

ponto de V possui periodo assintotico 6.

Demonstracao. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada com riqueza de deta-
lhes em 9]
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O Teorema 4.3 garante a existéncia de uma regiao de atragao para orbita ~. Ob-
servando os dois teorema anteriores, podemos perceber que a exiténcia de uma orbita
periodica assintoticamente estavel deterministica, garante a existéncia de uma regiao de

atracao para Orbita ~y, tal fato sera bastante 1til nos resultados subsequentes.

No Teorema 4.4, o termo A(7y) simboliza a regido de atragao de -y, em outras palavras,

A(7y) é a regiao no plano de fase onde qualquer trajetoria que ali esteja é atraida para .

A(vy) ={xo € U : dist(ei(x0),7) = 0,t — o0}.
A distancia anteriormente citada segue a defini¢ao 3.6 e a distancias dy utilizadas no
teorema abaixo seguem a defini¢ao 3.7.
Teorema 4.4. [9] Sejam ~ uma drbita periddica deterministica assintoticamente estdvel

exy € EWU). Se[my]° C A(7y) entio w(xwy) C vy € uma orbita periddica fuzzy.

Demonstragao. Como [x0)® C A(7), pelo Teorema 4.2, do.(@;(20),v) — 0 quando ¢ — oo
e entdo, w(xg) C . Vamos mostrar que w(xg) é uma oOrbita periddica fuzzy, isto é,

w(xp) = v(y) para algum ponto periddico y € ~.

Seja y € w(xy). Pela defini¢do 4.4, existe uma sequéncia {t, } nen, com t, — oo quando
n — 00, tal que do (@, (xo),y) — 0. Para simplificar a notagao, seja x, = @y, (o).
Como y é um ponto periddico, dado € > 0, existem N > 0 e n > 0 tal que se n > N
entao doo(Ps(xo),y) < € para todo s € (¢, — 0, t, + 1) € doo(Ps(x0), y) > € para todo
s € (tn +n,tne1 —m).

Agora, pela desigualdade triangular temos

(oo (Pt41 (X0), Pr40(X0)) < doo(Pry1 (%0),Y)) + doo (Y D1, (%0)) + doo(P1,, (%0), Pt 10(X0))

Pelo Teorema 4.3, du (1, (%0), Y1, +0(T0)) — 0 quando n — oo. Logo, existe Ny > 0
tal que dOO(@tnA»l (:1:0)7 @tn+9(x0)) < % de modo que

dOO(@thr@(wO)? y) + dw(@tn+9(m0))7 Q/D\tn+1 (x()) + doo(atn-u (.’Bo), Y) <e€

Portanto, temos que t,+6 € (t,. 1 —n,t,11+n), isto é, t, 1 —t, < O+n para todon > Ny

Pela continuidade do fluxo fuzzy @, com relagao a condicao inicial, mais precisamente pela
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desigualdade 3.22 no Teorema 3.3, existe d > 0 tal que

doo(Tp,Yy) < 0 = doo(Ps(0), Ps(y)) <, Vs <6 +n.

Consideremos N > 0 tal que doo(T,,y) < 6 e t > ty. Tomemos n > N tal que
t, <t <t,y1. Entdo, comot—t, <0+mn,

dist(Pi(20), 7(Y)) < doo(@e(T0), Pr-1,(Y)) (4.5)
= doo(Prt,,(Tn), Pr1,(y)) <€ (4.6)
O

De modo mais informal, se existe um ciclo limite atrator deterministico e um ponto
inicial fuzzy qualquer que tenha o suporte contido na regiao de atracao do ciclo, entao
este ponto inicial terd o seu conjunto w-limite contido em uma oOrbita periddica fuzzy.
Mais uma vez, a orbita peridédica fuzzy em questao, coincide com a Orbita periddica

deterministica.

4.3 Teorema de Poincaré-Bendixson

Como vimos no Capitulo 3, o Teorema de Poincaré-Bendixson garante que sob certas
condigbes, o conjunto w(xy) é uma oOrbita periddica para qualquer xy. Porém, quando
queremos estudar o w — limite de um subconjunto A, isto é, w(A) nao podemos fazer
tal afirmacdo. De fato, de acordo com a Proposigao 1.2, quando o conjunto y(A) esta
contido em um conjunto compacto, entdo w(A) é um compacto, ndo vazio, invariante
e atrai A. Porém nao é possivel garantir que w(A) serd uma orbita periddica, o que
torna limitadas as conclusoes para w(z), com zy € £(R?). O exemplo seguinte ilustra
exatamente uma situacao em que para determinados pontos iniciais fuzzy x, podemos

garantir a periodicidade de w(xg), j4 para outros, ndo podemos fazer tal conclusao.

Exemplo 4.1. Seja o sequinte sistema bidimensional de equagoes diferenciais ordindrias:
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o =—(1+r)y+z(r?—1)4—1r?), z(0) = zo
(4.7)
% =1 +nrz+y(r?-1)(4-1r?), y(0) = yo

onde r? = 2% + 92,

O modelo descrito pelo sistema de equagoes (4.7) possui duas orbitas periddicas, mais
especificamente, sao elas as circunferéncias de raio 1 e 2, ambas centradas na origem.

Definimos tais 6rbitas periddicas da seguinte forma:
11 ={(z,y) € R? : 2? + ¢y = 1}; o = {(z,y) € R?: 2? + ¢y* = 2?2}

Na Figura 4.3-3 podemos identificar os conjuntos descritos acima no plano de fase,
além disso, também é possivel visualizar o campo vetorial gerado pelo sistema (4.7).
Através do campo e do sentido da curva tracada, percebemos que v; é um ciclo limite
instavel e 75 é um ciclo limite assintoticamente estavel em ambos os sentidos(externo e

interno).

Figura 4.3-3. Sistema com dois ciclos limites

Tais classificagoes podem ser verificadas através dos seguintes célculos:
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Inicialmente, vamos transformar o sistema de equagoes (4.7) que esta em coordenadas
cartesianas, em um sistema de equacoes equivalentes em coordenadas polares, isto é,

fazemos a seguinte mudanca de variavel.

x = rcos(0) e y = rsen(d) (4.8)
- T dy : .
Multiplicando au por x| a por y no sistema (4.7) e somando as equagoes obtemos
a seguinte igualdade:
Py = (14 20— DA =)+ (1o + 6 - (A )
i i yr +x r Yy +y r
da dy 2/,.2 2
— — = —1)(4— 4.
vy =0 - - ) (49)

2

Sendo assim, aplicando a regra da cadeia em r? = z? + y* podemos obter a seguinte

. dr
expressao para —

dt’

dr dx dy
Substituindo em 4.9, obtemos
% =r(r*—1)4—r? (4.11)

E facil verificar pela equacio (4.11) e pelo grafico da Figura 4.3-4 que r =0, r =1
r
e r = 2 sao os pontos de equilibrio para o Além disso, é possivel concluir que, se
dr
0 <r <1entao — < 0, isto significa que para qualquer ponto contido na regiao interna

da circunferéncia de raio 1, a variagao do raio é negativo, em outras palavras, a trajetoria

se afasta da circunferéncia de raio unitario e se aproxima do ponto (0,0). Se 1 < r < 2

dr
entao pn > 0, nesse caso, para pontos entre ambas as circunferéncias a variacao do raio

é positiva, aproximando a trajetoria da circunferéncia de raio 2. Por fim, se r > 2 entao

T C . , . . N .
— < 0, portanto a trajetoria também se aproxima da circunferéncia de raio 2.

dt

Portanto, existem dois ciclos limites, a circunferéncia de raio igual & 1 instével e
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dr/dt

r

Figura 4.3-4. Comportamento da variagao do raio.

a circunferéncia de raio igual & 2 estavel. Observamos que o gréafico da Figura 4.3-4
considera apenas valores de raio positivos, ja que nao é coerente trabalharmos com raios

negativos.

Para obtermos uma expressao para variagao do 6, podemos fazer os seguites calculos:

d
Multiplicando d—f por y , d_?; por z em (4.7) e subtraindo as equagoes obtemos a
seguinte igualdade:

@ _ @ _ 2 2 2y 2 2 2
Yo T = (I+ry +zy(r—10)A —r°) = (1 +r)z —yz(r = 1)(4 —r°) (4.12)

dx dy N

el - A 4.1
v T (I+r)r (4.13)

de dy
Calculando 7 e yr
,df

de igualdade da equagao (4.13) é —r o Sendo assim, obtemos o seguinte sistema em

das equagoes (4.8), vemos que a expressao a esquerda do sinal

coordenadas polares:

dr 9 9
E:T(T —1)(4—7" )
(4.14)
do
a - )
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Podemos verificar através do sistema (4.14) que a variagao do angulo é sempre positiva,

j& que r > 0, portanto, garantimos o sentido anti-horario de qualquer trajetoria.

Podemos mostrar também que o ponto(0,0) é um ponto de equilibrio assintoticamente
estavel, ou seja, podemos escrever X, = X(o,0) como ponto de equilibrio fuzzy assintotica-

mentes estavel e os conjuntos:

Yi={z &R :[z]°Cm} e  v={rcfR):[z]° Cp}

Como conhecemos a classificagao das orbitas v, e 72 quanto a sua estabilidade, pode-
mos usar o Teorema 4.2 e concluir que 7, € um conjunto periddico instavel enquanto que

~, ¢ assintoticamente estavel para o fluxo fuzzy.

Pelos célculos anteriores e pela Figura 4.3-5 podemos verificar que A(z.) = {(z,y) €
R? : 22 + y? < 1} é a regiao de atragao para o ponto de equilibrio z.. Portanto, se

zo € E(R?) ¢é tal que [z()® C A(z.) entao y(xo) — z. quando t — oo, isto &, w(xg) = ..

Figura 4.3-5. Condigao inicial na area de atragao do ponto de equilibrio.

Podemos utilizar o Teorema de Poincaré-Bendixson para o caso classico e concluir
que A(ye) = {(x,y) € R?* : 22 +4?> > 1} é a regido de atracao de 7, ou seja, para
qualquer ponto do conjunto A(7;) a 6rbita ¢ atraida para 7, portanto, se zo € £(R?) ¢
tal que [zo)® C A(7y2) entdo duo(Pi(x0),¥2) — 0 quando t — oco. Sendo assim, como 7y, é
uma orbita assintoticamente estavel, podemos afirmar pelo Teorema 4.4 que w(x() é uma

o6rbita periodica fuzzy, ver Figura 4.3-6.
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No entanto, existem casos em que a trajetéria oriunda de uma determinada condigao
inicial nao possui um comportamento de convergéncia. Suponha que x( é tal que [x4]° N
1 # (). Para viabilizar a andlise, suponha uma condi¢ao inicial conforme a Figura 4.3-7.
Como $4([x0]°) € limitado, entao, pela preposi¢ao 1.2, w([xo]") é ndo vazio, compacto e
atrai [xo]’. Entretanto, podemos notar que w([xo]°) ndo ¢ nenhuma das érbitas periédicas

Y1 € Y2.

>of

Figura 4.3-6. Condigao inicial em A(ys). Figura 4.3-7. [20]° Ny # 0.

Através de uma simulacao computacional, percebemos que a condicao inicial fuzzy se
“move” ao longo do plano de fase expandindo-se, isto é, aumentando o seu suporte. Na
Figura 4.3-8 notamos que a condigao inicial ¢ um numero fuzzy, chamaremos de xg , e a
incerteza esta apenas sobre a coordenada y, como y;M[x0]° # 0 e [x0]° Z 71 entdo apesar da
limitacao da solugao fuzzy, nao podemos fazer nenhuma afirmagao quanto a periodicidade
de w(xp). Uma solugdo fuzzy, é um conjunto infinito de solugdo deterministicas, de tal
forma que cada solugao deterministica tenha seu grau de pertinéncia ao conjunto fuzzy
das solugoes, portanto o suporte desse conjunto fuzzy sao fungoes. Se tomarmos qualquer
solucao cuja condicao inicial nao esteja em v ela se afastara dessa orbita, desse modo o

suporte se “expande”, provocando o efeito ilutrado na Figura 4.3-8.

Notamos também que as trajetérias mais externas, isto é, aquelas que possuem menor
grau de pertinéncia ao conjunto fuzzy das solugoes, aproximam-se mais rapidamente das
orbitas periodicas. Além disso, no decorrer do tempo, o nimero fuzzy torna-se mais
“escuro”, isso significa que o conjunto fuzzy das fungoes vai se aproximando cada vez mais
de um conjunto classico. Isto ocorre porque o elemento de [z(]° com grau de pertinéncia 1
esta sobre a 6rbita 1, caso isso nao ocorresse, nao existiria essa tendéncia de transforma-se

em um conjunto classico.
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Figura 4.3-8. Trajetoria aumentando ao longo do plano de fase.

Nas Figuras 4.3-9 e 4.3-10 tomamos uma condigao inicial fuzzy com incerteza em
ambas as coordenadas, tomemos por exemplo, um nimero fuzzy cuja funcao de pertinéncia
é um paraboléide positivo, com concavidade para baixo e altura 1. Para tal caso, podemos

fazer as seguintes analises

— -
| - 1
>0t . : 1 >0
Ao e B R
2 e ) et 2 . ) .
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Figura 4.3-9. Condigao inicial em A(72). Figura 4.3-10. [29]° N~y # 0.

Na Figura 4.3-9 a condigao inicial xy tem o seu suporte contido na regiao de atracao
da orbita periodica 9, portanto conforme o caso anterior, w(xg) C v2. Ja na Figura 4.3-
10 apresentamos uma condicao inicial cujo suporte possue elementos tanto na regiao de
atracao de 79 quanto na regiao de atragao do ponto x. e portanto, nao é possivel concluir

aspectos periddicos em relacao ao seu w - limite.

Nao é possivel formular um teorema analogo ao Teorema 2.2 que garanta a periodi-
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cidade de w(xo) para qualquer zy € £(U), entretanto, podemos obter alguns resultados
quanto a existéncia de regioes de atragao para orbitas periddicas fuzzy, conforme veremos

na seguinte subsecao.

4.3.1 Teoremas equivalentes

O Teorema 4.5 apresenta condigoes suficientes para a existéncia de uma orbita peri-
odica fuzzy. E importante lembrar que uma oOrbita periddica deterministica é um caso

particular de orbita fuzzy. O seguinte teorema foi retirado de [9].

Teorema 4.5. [9/ Seja K C R? um conjunto compacto e invariante pelo fluzo determi-

nistico. Se K nao contém pontos de equilibrio entdo o conjunto

K={zc &R : (2’ C K} C E&(R?) (4.15)
contém uma orbita periodica fuzzy.

Demonstracao. Sendo K um conjunto compacto, invariante e que nao contém pontos de
equilibrio entdao o Teorema de Poincaré-Bendixson garante que w(z), com zy € K ¢é uma
orbita periddica deterministica contida em K. A existéncia de érbitas periddicas fuzzy é
uma consequéncia imediata do Teorema 4.1. De fato, como w(xy) é uma orbita periddica,
se g € K possui a— niveis convexos e [zo]° C w(zy) entdao xy é um ponto periodico.
Assim, a orbita p(xg) gerada por xq através do fluxo fuzzy é uma orbita perddica fuzzy

e estd contida em K, o que prova a afirmacao. O

Tomemos o sistemas de EDO do exemplo 4.1. Seja K um conjunto fechado, limitado

por uma circunferéncia de raio 1+€ e por 7y, conforme Figura 4.3-11.

Como K é um subconjunto de R?, fechado e limitado, entao K é compacto, além
disso, ¢ invariante, pois para qualquer ponto inicial, a érbita ird convergir para 7, sem
sair do conjunto K. Por fim, sabemos que K nao possui pontos de equilibrio, logo, pelo
teorema anterior, possui uma orbita periddica fuzzy, que neste caso, coincide com a 6rbita

periddica deterministica ,.
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2 E 0 1 2
X

Figura 4.3-11. Trajetoria aumentando ao longo do plano de fase

E importante perceber que as hipoteses do Teorema 4.5 garantem a existéncia de uma
orbita periddica deterministica por aplicacao direta do Teorema de Poincaré-Bendixson.
Como uma 6rbita deterministica é um caso particular de érbita fuzzy, a existéncia de uma
orbita periodica deterministica implica a existéncia de uma 6rbita periddica fuzzy, este fato
é garantido pelo Teorema 4.1. Como dissemos, o Teorema 4.5 mostra condigoes suficientes
para existéncia de orbitas periddicas fuzzy mas nao diz nada sobre o comportamento de

uma solu¢ao ;(x), sendo x uma condigao inicial fuzzy qualquer.

O Teorema 4.6 é o que poderiamos chamar de uma versao fuzzy aproximada do Teo-
rema de Poincaré-Bendixson. Podemos perceber que este teorema garante a existéncia de
uma regiao tal que para qualquer condicao inicial fuzzy cujo suporte esteja contido nessa

regiao, a solucao iré convergir para uma orbita peridédica fuzzy.

Teorema 4.6. [9/ Sejam K C U um conjunto compacto e invariante, x. o inico ponto
de equilibrio em K e xy € E(U). Se z, € instdvel entao existe uma regiao A C K tal que

para [xo)° C A, pi(x) converge para uma drbita periddica fuzzy.

Demonstracao. Por hipotese, o conjunto compacto K ¢é invariante e possui um tunico
ponto de equilibrio instavel. Desta forma, o Teorema de Poincaré-Bendixson garante a
existéncia de ao menos um ciclo limite, digamos 7, contido em K. Além disso, o Teorema
1.3 garante que 7y ¢é assintoticamente estavel pelo interior ou exterior. Seja entao A a
regido de atragao de v, isto ¢, A = A(y). O Teorema 4.2 garante entdo que o conjunto
periodico fuzzy =~ é assintoticamente estével e atrai os pontos xo € £(U) cujos a- niveis
estao em A(7y). Como consequéncia, pelo Teorema 4.4 podemos afirmar que se [x(]® C A4,

entdo @(xXg) converge para uma oOrbita periddica fuzzy contida em 7. Logo, esta provada
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a afirmacao. ]

Observamos que a convergéncia somente acontece se [x9]" C A, ou seja, apenas se o
ponto inicial estiver com o seu suporte contido na regiao de atracao da orbita periodica.
Nao podemos fazer uma generalizagao para um ponto inicial qualquer, pois K pode possuir

uma oOrbita periddica instavel conforme mostramos no exemplo 4.1.

Atentando-se ao exemplo 4.1, podemos perceber que o Teorema 4.6 nao garante a
existéncia da orbita periddica fuzzy s, ja que o ponto de equilibrio da regiao K ¢é assin-

toticamente estavel e nao instavel conforme a hipotese do teorema em questao.

Sendo assim, a fim de generalizarmos ainda mais o teorema anterior e torna-lo de
certa forma, mais préoximo do Teorema de Poincaré-Bendixson, podemos reescrevé-lo da

seguinte forma:

Teorema 4.7. Seja K C U um conjunto compacto e invariante e xg € K. Se pi(xg) ndo
se aproxima de menhum ponto de equilibrio entdo existe uma regiaco A C K tal que para

[20]° C A, §i(x) € uma drbita periddica fuzzy ou se aprozima de uma.

Demonstragao. Por hipotese, o conjunto compacto K é invariante e a solugao ¢;(x) nao
se aproxima de nenhum ponto de equilibrio, portanto, o Teorema de Poincaré-Bendixson
garante que a solugao ¢ (o) se aproxima de um ciclo limite  ou é o préprio 7, em outras
palavras, w(zy) € um ciclo. Se ¢:(zg) for igual ao ciclo v entdo zy € w(xy), logo como
consequéncia do Teorema 4.1, para qualquer xg, tal que [zo]° C w(x) = A, Pi(xg) é uma

orbita periddica fuzzy.

Se ¢i(10) se aproxima de v, entdo vy possui uma regiao de atragdo que chamaremos
de A(7), isto é, v é assintoticamente estavel pelo interior e/ou pelo exterior. O Teorema
4.2 garante entao que o conjunto peridédico fuzzy -~ é assintoticamente estavel e atrai os
pontos o € E(U) cujos a- niveis estdo em A(y). Como consequéncia, pelo Teorema 4.4
podemos afirmar que se [xo]® C A(7), entao $;(xo) converge para uma 6rbita periddica

fuzzy contida em ~. Logo, esta provada a afirmagao. ]

Segundo o Teorema 4.7, se existe uma trajetoria que satisfaz as condigoes do Teorema

de Poincaré-Bendixson para o caso cléssico entao vai existir uma regiao A, tal que, para
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qualquer condigao inicial fuzzy cujo suporte estiver contido em A a trajetéria fuzzy é

periddica ou se aproxima de uma trajetéria periodica.

Podemos notar que a tese do Teorema 4.7 ¢ andloga a tese do Teorema de Poincaré-
Bendixson para o caso classico e assim como ocorre no caso deterministico, nao é necessario
que o ponto de equilibrio seja instavel. Para exemplificar, utilizaremos o Modelo presa-
predador de Holling-Tanner, pois este possui algumas caracteristicas peridédicas relevantes

em relagao ao contetudo estudado.

4.3.2 Modelo de Holling-Tanner

O modelo de Holling-Tanner ja foi previamente discutido no capitulo 3, no entanto,

utilizaremos este modelo para exemplificarmos as situagoes decritas pela teoria até entao

discutida.
dx x may
A AA S 2 gy
(4.16)
dy By
hat A 127
o y( )
1
onde f = —.
Y

d
Pelo sistema (4.16), podemos verificar que d_gtJ ¢é indeterminada, portanto, para facilitar

a analise, iremos considerar x > 0.

Como vimos no Capitulo 2, pagina 43, os pontos de equilibrio para o modelo de
Holling-Tanner sao xz. = (0,0), y. = (k,0) e z. = (z,2/8), onde z é a raiz positiva da

equacao. Nao iremos trabalhar com o ponto z. ji que iremos considerar x > 0.

z2—|—(d—k’+l;—m)z—kd:0 (4.17)

r

O sistema de EDO (4.16) é nao linear, portanto, para analisarmos a estabilidade de

seus pontos de equilibrio devemos aplicar o teorema da linearizagao, para isso, obtemos a
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matriz do Jacobiano do sistema.

. 2xr myd _mx
ko (x+d)? r+d
J(z,y) = . (4.18)
afy? 2a3y
a—
x? x

Para viabilizar a analise dos pontos, vamos tomar os seguintes valores de parametros:
r=0.2, k=100, m = 0.03, d = 20, a = 0.02 e § = 0.155, onde § = 1/v. Sendo assim, o
Jacobiano no ponto y. = (k,0) é a seguinte matriz (4.19), essa matriz é diagonal superior,
portanto, seus autovalores estao na diagonal. Como um dos autovalores é positivo, entao
o ponto y. = (k,0) é instavel. Nao analisaremos a existéncia de oérbitas periddicas em
torno deste ponto, ja que tal fato, levaria a variavel y a tomar valores negativos, o que é

biologicamente invidvel.

—0.2 —0.025
J(k,0) = . (4.19)
0 0.02

O ponto de equilibrio z, possui maior relevancia biologica e complexidade matemaética.

Para determina-lo, necessitaremos calcular a raiz positiva do seguinte polinémio

2% 4+ 16.772 — 2000 = 0 (4.20)

sua raiz positiva ¢ 37.11 e portanto z, = (37.11,239.45)

Substituindo o ponto de equilibrio no Jacobiano 4.18 obtemos.

0.0075 —0.0195
J(37.11,239.45) = . (4.21)
0.129  —0.0200

Utilizando o Matlab, verificamos que —0.0063 + 0.0482¢ e —0.0063 — 0.0482i sao os
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autovalores do Jacobiano. Portanto, como ambos os autovalores sao complexos, com parte
real negativa, podemos concluir que o ponto ¢ assintoticamente estavel. Uma solugao com

condi¢ao inicial (31,255), pode ser vista no plano de fase conforme a Figura 4.3-12.

255 [
250 -
25}
240+

235

225+
220+

215

210

| i i i i I i I I I I i i 1 ;
25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
X b3

Figura 4.3-12 . Figura 4.3-13

Como dissemos, algumas mudancas nos parametros podem causar alteragoes no com-
portamento da solucao e até mesmo na estabilidade do ponto z.. Vamos agora considerar

o seguinte valor § = 0.12. Sendo assim, o polindmio que devemos resolver é:

2% + 452 — 2000 = 0 (4.22)

cuja raiz positiva é 27.56, portanto o novo ponto de equilibrio é z, = (27.56,229.66).

Substituindo em 4.18 encontramos a seguinte matriz Jacobiana para o ponto z..

0.0288 —0.0174
J(27.56,229.66) = . (4.23)
0.1667 —0.0200

Utilizando o Matlab, verificamos que 0.0044+0.048¢ e 0.0044—0.048: sao os autovalores
da matriz Jacobiana. Portanto, como pelo menos um dos autovalores ¢ complexo com
parte real positiva, podemos concluir que o ponto z, € instavel e da mesma foram como foi
feito no capitulo 3, podemos verificar que a 6rbita é limitada para os valores de parametros
usados, sendo assim, pelo teorema de Poincaré-Bendixson, existe uma oOrbita periodica.

Tamando (28,230) como condigao inicial, obtemos a trajetoria da Figura 4.3-13.
Todas a conclusoes que fizemos para o caso cléssico, serao fundamentais para obtermos
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resultados para solugao fuzzy. Vamos considerar agora o Modelo de Holling-Tanner com

condigao inicial fuzzy, ou seja, zo € E(R?).

Consideremos agora o fluxo fuzzy ¢ : E(R%) — E(R2) gerado a partir da extensdo de
Zadeh da solucdo do modelo. E valido lembrar que a extensdo esta sendo feita em relacio
a condi¢ao inicial. Primeiramente, vamos considerar uma condicao inicial fuzzy x, cuja

funcao de pertinéncia é dada por:

xo (T,y) = maz{l — 0.05(x — 30) — 0.01(y — 220),0} (4.24)

Para 8 = 0.155, vimos que o ponto de equilibrio z, = (37.11,229.66) ¢é assintoticamente
estavel, portanto, segundo [9], podemos concluir que uma condi¢ao inicial fuzzy o, tal
que, [z0]° C A(z.) asolugao P;(x¢) é atraida pelo ponto de equilibrio z, = (37.11, 229.66).
A evolugao de cada coordenada ao longo do tempo esta expressa nos gréaficos das Figuras
4.3-14 e 4.3-15.

46 { 260

44| 255

X(t)

100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700
t
t

Figura 4.3-14. Convergéncia para ponto de equilibrio. Figura 4.3-15. Convergéncia para ponto de equilibrio.

No caso onde 8 = 0.12, o ponto de equilibrio z. é instavel, e existe uma érbita periodica
que chamaremos de . Conforme os célculo realizados no capitulo 3, verificamos que as
hipoteses do Teorema de Poincaré-Bendixson sao satisfeitas. Como existe um tnico ponto
de equilibrio assintoticamente instavel, pelo Teorema 4.6 é possivel garantir a existéncia
de uma regiao A(v) no plano de fase, onde para qualquer xq € £(R?) tal que [x0]° C A(7y)
a solucao fuzzy @;(xg) converge para . Podemos denotar £(A(-y)) como sendo a regiao de
atracao de vv. As Figuras 4.3-16 e 4.3-17 mostram o comportamento de cada coordenada

da solugao fuzzy ao longo do tempo.

106



10L L n s L L L L ) 1601 s s L s L s L ),
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400

t t
Figura 4.3-16. Solucao periédica no plano x vs t. Figura 4.3-17. Solugao periodica no plano y vs t.

A existéncia da regiao de atragao para v também é garantida pelo Teorema 4.7, ja que
tomando como condigao inicial o ponto (28,230) vimos que a solugdo ndo se aproxima
de nenhum ponto de equilibrio e portanto fica garantida a existéncia de uma regiao de

atracao. Além disso, o Teorema 4.2 garante que essa regiao de atragao ¢ A(7).

4.3.3 Modelo de Gause

Este exemplo foi baseado no artigo [24], segundo os autores, no modelo presa-predador
do tipo Gause, a equacao mais comum que descreve o efeito Allee para uma tnica espécie

é o sistema de equacao diferenciais auténomas 4.25:

%:r<1—£>(x—m)a:— 4" Y

dy pa?
= — —cC
dt 2?2 +a Y

Os parametros da equagao (4.25) possuem o seguinte significado ecologico: r é a taxa

(4.25)

intrinseca de crescimento per capito da presa, K é a capacidade suporte ambiental da
presa, m é a populagao minima de presas capaz de se reproduzir, também conhecido
como limiar do Efeito Allee, ¢ é a maxima taxa de consumo per capita do predador, /a
é a quantidade de presa cuja taxa de predacao é maxima, p é a eficiéncia de conversao de
uma presa consumida em um novo predador e ¢ é a taxa de morte natural do predador

quando ocorre auséncia de presa.
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Para viabilizar os calculos, através de uma mudanga de variavel (ver [24]) podemos
obter o sistema simplificado de EDOs (4.26).

= (1~ )~ M)A~ u2))o
(4.26)

dv
-7 B 2 _ 2
o (u® — C*)v

O sistema acima possui os seguintes pontos de equilibrio.

0= (07 O) Ql = (17 O) QQ(Ma O) Qe = (Cv L)
onde definimos como sendo:
1

L= 6(1—0)(C—M)(A+02) (4.27)

Os pontos O, ()1 e ()2 nao serao analisados pois representam a auséncia do predador e
nao possuem caracteristicas relevantes para o nosso estudo. O ponto Q). é biologicamente
viavel apenas se 0 < M < C < 1, isto é, (). pertence ao primeiro quadrante apenas se a

desigualdade 0 < M < C' < 1 for satisfeitas.

Tomando como valores dos parametros A = 0.42, B = 0.1, C = 0.15 e M = 0.01,
o ponto de equilibrio Q. = (C, L) = (0.15,0.35) é assintoticamente estavel e é interior a

2 ciclos limites, isto é, Q. € 71 C 72, sendo 7 instavel e 7, assintoticamente estéavel,
ver [24].

Considerando M >0, podemos enunciar o seguinte resultado, cuja demonstracao esta
em [24]:
Proposigao 4.1. O conjunto A = {(u,v) € R?/0 < u < 1,v > 0} € uma regido invariante

e as solugoes sao limitadas.

Sendo assim, vamos aplicar o Teorema 4.7 para garantir que existe uma regiao A tal
que, qualquer orbita fuzzy iniciada em A ird convergir para uma Orbita periodica fuzzy

ou serd uma Orbita peridédica fuzzy.
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Na Figura 4.3-18, apresentamos uma trajetoria ¢, (uo), tal que uy € A, sendo assim,
segundo a proposicio 4.1, esta trajetoria pertencera a A para todo instante de tempo t,
ja que A é invariante, além disso, a mesma proposicao garante que a trajetoria é limitada
e por fim, verificamos que esta nao se aproxima de nenhum ponto de equilibrio, logo,
pelo Teorema 4.7, existe uma regiao A onde qualquer 6rbita fuzzy @;(ug) com [ug)® C A
¢ atraida por uma Orbita periddica, neste exemplo, a orbita periddica é ~,, tal fato é
ilustrado na Figura 4.3-19. Esta regiao A é o conjunto de pontos entre y; e 7y, isto &,
A :’?2 — ’(;1. Para este exemplo nao podemos aplicar o Teorema 4.6, pois nao existe um

ponto de equilibrio instavel na regiao limitada por ;.

o6l 055
05  +" .
05 R L
045F \ 4
L 04t " 10 .
04 . + Yo
0.35F *
> 03 TG .
>03f, *
02 0.25 50
02f * %
01 e P
0.15F L
ol 1 0.1
I I I I I I I 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 X
X
Figura 4.3-18. Modelo de Gause Classico Figura 4.3-19. Orbita fuzzy sendo atraida

Na Figura 4.3-19, ilustramos um caso onde tomamos como condic¢ao inicial o niimero
fuzzy ug, neste caso ug € A(7,), portanto, pelo Teorema 4.7 podemos garantir que a
solucao é uma orbita periddica fuzzy ou serd atraida por uma oOrbita periddica fuzzy.

Neste caso, a Figura 4.3-19 mostra que a solugao converge para 7.

0.5 T T T T T T T 0.5
0.45} 4 045 10
"
04} p 041 L
0.351 4 0.35 ! .
> . . .
03r ’ E > 03} ’ Y4
20
0.25} 3 — 0.25
0.2r 4 0.2f
0.15F q 0.15
0.1 : ' - . . . . 0.1 ! : . . . . .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
X X
1° ciclo 4° ciclo
Figura 4.3-20. Orbita fuzzy expandindo - 1 Figura 4.3-21. Orbita fuzzy expandindo - 2

Como este modelo possui um ciclo limite instével, ele torna-se propicio para ilustramos
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a necessidade de [ug]" C A(79) para que ocorra a convergéncia da solugao fuzzy @;(ug)
para uma Orbita periédica. Tomemos uma condigao inicial ug tal que [ug]® N~y # 0
e [ug]® ¢ 7. Neste caso, a orbita ¢ limitada e ndao se aproxima de nenhum ponto de
equilibrio, porém [ug]® ¢ A(7s), tal fato faz com que o conjunto fuzzy se expanda de tal
forma que nao possua nenhuma caracteristica periddica (este evento esta ilustrado nas
Figuras 4.3-20 e 4.3-21). Nestas figuras mostramos o comportamento da condigao inicial
em seu primeiro ciclo e no seu quarto ciclo respectivamente, percebemos que ocorre uma
“deformacao” da condigao inicial, fazendo com que esta nao se aproxime de nenhum ciclo

periodico.

Biologicamente, ¢ muito comum termos incertezas em relacao a quantidade de indi-
viduos no instante inicial. Este fato, é muitas vezes contornado utilizando-se uma apro-
ximagao ou uma média dos possiveis valores, entretanto, verificamos através das Figuras
4.3-20 e 4.3-21 que pequenas incertezas na condi¢ao inicial podem afetar drasticamente

uma previsao para uma escala de tempo longa.

4.4 Conclusao

Em resumo, apresentamos diversos resultos obtidos em [9] sobre as orbitas periodicas
fuzzy. Em destaque, discutimos o Teorema de Poincaré-Bendixson, tomando a condigao
inicial do sistema dindmico como um nimero fuzzy. Dentro desta discussao, abordamos
o caso em que a condicao inicial fuzzy possui suporte inteiramente contido na regiao de
atracao do ciclo limite e o caso em que a interceccao da condigao inicial com um ciclo

limite repulsor é nao vazio.

Propomos o Teorema 4.7 que garante a existéncia de uma regiao de atracao para
determinadas solugoes fuzzy, a partir do comportamente de uma solu¢ao deterministica,

nao impondo condigoes sobre a estabilidade do ponto de equilibrio.

Apesar da reconhecida representatividade dos modelos deterministicos e dos modelos
fuzzy obtidos através da Extensao de Zadeh, este modelos sao baseados em parametros
que nem sempre sao faceis de serem obtidos. Uma estratégia para encontrar esses para-
metros pode ser a utilizagao de modelos P-fuzzy, cuja estrutura, em geral, é baseada no

conhecimento de um especialista. Além disso, os modelo P-fuzzy se destacam por conside-
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rar variaveis de estado incertas e pela facil compreensao intuitiva. Como consequéncia, é
notavel a importancia de obtermos resultados para érbitas periédicas de sistemas P-fuzzy.

Tal assunto, seré o tema do proximo capitulo.
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Capitulo 5

Teorema de Poincaré-Bendixson para

sistemas P-fuzzy continuos

Neste tltimo capitulo, discutiremos algumas propriedades dos campos de diregoes
gerados por sistemas P-fuzzy continuos. Em nosso estudo, consideraremos a expressao
de saida de um sistema P-fuzzy como sendo um sistema de EDO’s, e a partir disso,
faremos um estudo qualitativo de tais sistemas. Em destaque, mostraremos como deve
ser contruido um sistema P-fuzzy continuo que tenha solugao tinica, para cada condigao
inicial dada. Utilizando tais sistemas, iremos propor uma versao do Teorema de Poincaré-
Bendixson para sistemas P-fuzzy bidimensionais, isto é, apresentaremos condi¢oes para
construgao do sistema P-fuzzy que sejam suficientes para garantir a existéncia de o6rbitas
periddicas. Por fim, ilustraremos os estudos realizados através de dois exemplos de sistema
P-fuzzy, o primeiro representa o modelo logistico e o segundo um modelo tipo presa-

predador.

5.1 Introducao

Como ja dissemos, os sistemas de equagoes diferenciais ordinérias sao frequentemente
utilizados para modelar fendmenos da natureza. Para esse tipo de modelagem sao re-
queridas diversas informagoes sobre o fenémeno, estas por sua vez, nem sempre estao

facilmente disponiveis ou acessiveis, é o caso, por exemplo, da taxa de sucesso de um
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predador capturar sua presa quando ocorre um encontro. Esta dificuldade pode ser ainda
maior, quando o comportamento do fenémeno é parcialmente conhecido, isto é, os quan-
tificadores das variaveis sao termos linguisticos como “frio”, “quente”, “muito grande” e

outros.

Com esse tipo de informacao nao é possivel montar um modelo baseado em EDO’s da
maneira usual, entretanto, por meio dos sistemas P-fuzzy é possivel construir um modelo

utilizando apenas informacoes incertas como as apresentadas anteriormente.

Se considerarmos a saida de um sistema P-fuzzy como sendo a variagao instantanea
de uma determinada varidvel, podemos assumir que a expressao de saida do sistema P-
fuzzy é um sistema de EDQO’s autoénomo, isto é, a expressao de saida pode ser vista como
sendo o campo de direcoes de uma EDO: Z—f = f(x). Neste texto denotaremos por F,
a expressao de saida de um sistema P-fuzzy. Obviamente que a continuidade e outras
propriedades de F), vao depender das func¢oes de pertinéncia utilizadas para construir o
sistema fuzzy em questao. Para o caso P-fuzzy, a expressao de saida é bastante complexa
e inviabiliza a obtengao analitica de uma solucao, porém este fato também ocorre com os

modelos classicos de EDO’s, o que nao impede um estudo qualitativo do mesmo.

Em suma, verificaremos que é possivel obter uma expressao equivalente a uma EDO
autonoma usando apenas informacoes imprecisas e subjetivas como por exemplo “alto”,
“baixo”, “quente” ou “frio”. Além disso, mostraremos alguns resultados que permitirao um
estudo qualitativo dos sistemas P-fuzzy. Este fato permitird que enunciemos o Teorema

de Poincaré-Bendixson para estes sistemas.

Na secao 5.2 mostraremos algumas condigdes para que um sistema P-fuzzy gere um
campo de direcoes continuo, além disso, verificaremos que para cada condicao inicial dada,
serd garantida a existéncia e unicidade da solucao. Na secao 5.3, apresentaremos uma ver-
sao do Teorema de Poincaré-Bendixson para sistemas P-fuzzy continuos bidimensionais.
Na secao 5.4, apresentaremos alguns exemplos que ilustram os resultados da secao 5.3,

finalmente, na se¢ao 5.5, faremos uma conclusao sobre este capitulo.
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5.1.1 Revisitando os sistemas P-fuzzy

No Capitulo 3 desta dissertagao, definimos os chamados modelos P-fuzzy ou também
conhecidos como sistemas P-fuzzy, os quais sao utilizados para modelar eventos que pos-
suem incertezas em suas variaveis de estado. Na figura 3.3-11, apresentamos a estrutura
de um sistema P-fuzzy. E notavel que nessa estrutura, o sistema baseado em regras fuzzy,
faz o papel de uma equagao diferencial autonoma, isto é, a cada variavel de entrada ¢é

associada a sua variagao instantanea.

De acordo com [4], em um sistema P-fuzzy continuo auténomo, as regras relacionam as
entradas, que sao as variaveis de estado, com suas taxas de variacoes que sao as varidveis
de saida. No caso bidimensional, podemos olhar para o sistema P-fuzzy continuo, como
sendo o campo vetorial de um sistema de equagoes auténomas. A figura 5.1-1 representa

um sistema P-fuzzy continuo bidimensional.

- . | Controlade |

- N 3 Fuzzy

- - { dY/dt ]

Figura 5.1-1. Sistema P-fuzzy bidimensional continuo

No decorrer desta dissertacao estudamos apenas os sistemas de EDO’s auténomas, isso
também acontecera com os sistemas P-fuzzy, isto é, estudaremos apenas sistemas P-fuzzy

onde o tempo nao aparece explicitamente nas regras adotadas.

5.2 Existéncia e unicidade para Sistemas P-fuzzy con-

tinuos

Nesta se¢ao vamos propor condigoes suficientes para garantir a existéncia e unicidade
das solugoes de um sistema P-fuzzy continuo, para isso, dividiremos nossas atengoes para
dois casos, no primeiro vamos trabalhar com sistemas P-fuzzy unidimensionais e posteri-

ormente trabalharemos com os casos bidimensionais. Afim de alcangarmos nosso objetivo,
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definiremos os sistemas P-fuzzy lipschitzianos e utilizaremos o Teorema de Picard, para

garantir a existéncia e unicidade da solu¢ao de um sistema P-fuzzy continuo.

5.2.1 Existéncia e unicidade para sistemas unidimensionais

Seguindo a notacao de [13], denotaremos o conjunto de todas as fungdes continuas
f:R — R por C°(R,R) e o conjunto de todas as fungoes diferenciaveis com derivada
primeira continua por C*(R,R). O Teorema 5.1 relaciona a existéncia e unicidade da

solu¢ao de uma EDO auténoma com a continuidade da mesma e de sua derivada.

Teorema 5.1. (Teorema da existéncia e unicidade das solugoes) [13]

1. Se f € C°(R,R), entao, para qualquer xo € R, existe um intervalo (possivelmente
infinito) I, = (0, By,) contendo to = 0 e uma solugao pi(xy) do problema de valor
nicial

{ o' (t) = f(x(t)) (5.1)

definido para todo t € I,,, satisfazendo a condigao inicial po(xg) = o

2. Se, f € CYR,R), entio pi(xg) € tnica em I, e pi(xg) € continua em (t, )

Juntamente com sua derivada parcial, isto é, pi(xg) € uma fungao de classe C1.

Observagao: Em algumas situacoes a funcao f pode nao ter sentido pratico ou
mesmo nao ser definida em todo R. Uma situagao comum ¢ f € C'(U,R), onde U ¢
um subconjunto aberto e limitado de R, neste caso, as conclusdes do teorema 5.1 sao as

mesimas.

Em geral, uma das formas mais comuns de garantir a existéncia da solu¢ao de uma
EDO é mostrar que esta equagao é continua. Para assegurar a unicidade deve-se verificar
que a equacao diferencial é de Classe C'!, entretanto, esta nao é uma condi¢ao necessaria,
uma outra maneira de se garantir a unicidade da solu¢ao de uma EDO é pelo Teorema
de Picard, sendo que neste caso, basta mostrar que a equacao é lipschitziana, o que é
uma condicao mais fraca do que ser de Classe C'. Sendo assim, verificaremos a existéncia
da solucao pela continuidade da mesma, enquanto que a unicidade sera verificada pela

condicao de Lipschitz.
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De fato, para garantir a unicidade, trabalharemos com o Teorema 5.2 que é uma
consequéncia do Teorema de Picard. Faremos isso pois o Teorema 5.2 se adequa melhor

a0 Nosso proposito.

Teorema 5.2. (Teorema de ezisténcia e unicidade) [30] Seja f continua e lipschitziana
em 2 = [a,b] x E C R". Entao, para todo (ty,xo) € §2 existe uma unica solugdo de f em
I =la,b

A prova do Teorema 5.2 pode ser encontrada em [30]. Segundo o Teorema 5.2, se um
sistema de equagoes diferenciais f for continuo e lipschitiziano, entao tera solucao tnica
no intevalo de tempo onde f é definida. Como ja dissemos, neste texto trabalharemos
sempre com sistemas P-fuzzy auténomos, portanto, nao existe restricao do dominio de f
quanto ao tempo. Antes de aplicarmos o teorema 5.2 aos sistemas P-fuzzy, vamos definir

o que sao fungoes lipschitzianas e apresentar alguns resultados sobre essas funcoes.

Definicao 5.1. Dado X C R™, uma aplicagao f : X — R" diz-se Lipschitziana quando
existe k>0 (constante de Lipschitz de f) tal que, para qualquer x,y € X, tem-se

1) = F)l < Ellz =yl (5.2)

Exemplo 5.1. Vamos mostrar que uma fung¢ao triangular arbitrdria, definida num inter-
valo fechado dos reais é uma funcao lipchitziana. Tal funcao pode ser definida da sequinte

forma:

\{

i c b

Figura 5.2-2. Funcao triangular genérica
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0 se r<a
T —a
= se a<zx<c
c—a
() = (5.3)
b—=x
= se c<x<bh
b—c
0 se x>0

Demonstracao. Primeiramente, nota-se que esta funcao nao é diferenciavel no ponto “c”.
Sendo assim, dividiremos nossa demonstracao em duas partes, primeiramente vamos fazer
a demonstragao para = e y € [a, ¢|, posteriormente vamos considerar o caso em que cada

variavel pertence a dominios distintos, em particular x € [a,c] e y € [, b].

Para x e y € [a, ¢] temos:

() = ()] = |— = 4— (5.4)
_ i:g (5.5)
=l (56)

Logo, para = e y € [a,c| a fungao é lipschitziana. Para o caso em que x e y € [c, ]
a demonstracao é andloga. Vamos considerar agora que x € [a,c| e y € [c, b], neste caso

x < ¢ <y. Nota-se que a seguinte relacao é verdadeira.

[z =yl =z —c|+|c—y| (5.7)
lu(x) — w(y)| = |p(z) — ple) + ple) — pu(y)) (5.8)
<|u(z) = ple)] + |pule) — u(y)| (5.9)
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Como a fungao é lipschitziana nos intervalos [a, c] e [c, b], podemos escrever

1
|z —c| + —— |c —y| (5.10)

() = ()] + [ule) = nly)| < b —d

|c—a

1 1
Considerando M = max , , temos:
lc—al|” |b— (|

1

1
m|$—c|+—\0—y’ <M |z —c|+ M |c—y|

|b— ¢l
<M(Jz — [ +[c—yl)

Pela equacao 5.7, temos a seguinte igualdade:

M(|x =+ |c—yl) = M|z —y|

Portanto, temos:

\u(x) — p(y)| < M|z —y|

Portanto, mostramos que a funcao triangular é lipschitziana. ]

E importante fazermos as seguintes observacdes [20]:

e Toda funcao lipschitziana é continua.
e Ser ou nao lipschitziana independe das normas (em R" ou espagos finitos).

e Toda funcao de Classe C! ¢ lipschitziana.

Além disso, vamos apresentar trés importantes proposicoes relacionadas as fungoes

lipschitzianas:
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Proposicao 5.1. A soma de duas fungoes lipschitziana é uma fungao lipschitziana.

Demonstragao. Seja h(x) = f(x) + g(z), onde f e g sao Lipschitz

|h(x)=h(y)| = |f(x)+g(x)=(fy)+9W)| = [f(2)=f(y)+g(x)—g)| < |f(x)—f()|+]|g(z)—9(y)]

Como f e g sao Lipschitz, temos que:

\h(z) = h(y)| < [f(x) = f)] +19(x) = g(y)| < Kilr —y| + Ka|lz — y| < K|z -y

onde K = K; + K, portanto h(z) = f(x) + g(x) é Lipschitz. O
Proposicao 5.2. Dado U C R™, sejam as aplicagoes f : U — R*" e g : U — R”
lipschitzianas, entio a funcao F(X) = (f(X),g(X)) € lipschitziana.

Demonstracao.

1E(X) = FY)[[ =(f(X), 9(X)) = (f(Y), g(¥))]
=(f(X) = F(V), 9(X) = g(Y))]]

Utilizando a norma |(x,y)|= |x|+]y]|, temos :

I(F(X) = F(Y),9(X) —g(Y)DI = [[F(X) = FV)I[ + [[9(X) = g(¥)]]
Como as fungoes f e g sao de Lipschitz, entao podemos escrever

1F(X) = SO+ 19(X) = g0 SMLIX = Y + Mal|X — Y]
—M|x Y|

onde M = M, + M. Portanto a fun¢ao F(X) é Lipschitz. O

Proposicao 5.3. Seja f : U — R comU C R. Tomemos o conjunto finito {ag, ay, ..., a,} C

n

U, tal que, ag < a3 < ... < ap, e U= J[a;_1,a;]. Se f satisfaz a condi¢ao de Lipchitz em
i=1

[a;_1, a;] para qualqueri € {1,..,n} entao [ satisfaz a condi¢do de Lipschitz para qualquer

r,yeU

Demonstracao. Tomemos arbitrariamente x,y € U. Se ambos, x e y pertencerem a algum
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intervalo [a;_1, a;], entao por hipotese, a funcao f satisfaz a condigao de Lipchitz para esses

valores de z e y.

Agora, se x € [a,_1,a,] e y € [as_1,as], com r < s er,s € {1,..,n} entdo podemos

escrever:

[f(@) = f)] = 1f(z) = flar) + flar) = farsa) + flarsa) + oo+ flas—1) = f(y)]

Pela desigualdade triangular e pela hipotese de f ser lipschitziana nos intervalos descritos

entao temos:

[f(@) = f(y)l < |f(2) = flan)| + [f(ar) = flari)| + oo £ [f(as-1) = f(y)]
< ]{}1|$ — CLT| -+ ]{Z2|CLT — (Zr+1| + ...+ kt|asfl - y|

Seja K = max{K, ..., K;}, podemos escrever:
|f (@) = fW)l < k(le — ar| + ar — apia| + .. + as—1 — yl)
Como a, < ay11 < ... < as_1, temos a seguinte desigualdade:
lf(x) = fly)| <k(lr —ar+a, — a1+ ... +as_1 —y|) = K|z —y

Como z,y sao arbitrarios, provamos que f satisfaz a condi¢ao de Lipschitz para qualquer
z,ye U O

Por fim, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.2. Chamaremos de “Sistema P-fuzzy Lipschitziano”, qualquer sistema P-

fuzzy continuo cuja funcao de saida seja lipschitziana.

Construcao da fungao F),

Para estudarmos a continuidade dos sistemas P-fuzzy e a unicidade de suas solucgoes,
trabalharemos apenas com base de regras bem ordenadas (se¢ao 3.3.3), sendo assim, cada
elemento do dominio terda grau de pertinéncia diferente de zero a apenas dois conjuntos

fuzzy dos antecedentes.
Consideraremos um sistema P-fuzzy unidimensional genérico, com um nimero finito
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de conjuntos fuzzy nos antecedentes e nos consequentes. Este sistema esta definido em

(a,b) =U C R.

Apresentar uma fungio F,(x) que represente a saida desse sistema P-fuzzy para qual-
quer valor de x € (a,b) seria muito complexo e tornaria o desenvolvimento dos calcu-
los algo muito laborioso. Todavia, estamos interessados basicamente em saber se [}, ¢
continua e se satisfaz a condigao de Lipschitz. Como mostramos na proposi¢ao 5.3, se
mostrarmos que F), satisfaz a condigao de Lipschitz para intervalos fechados do dominio e
que a uniao desses intervalos seja o proprio dominio, entao podemos garantir que a fun¢ao
é lipchitiziana. Sendo assim, iremos definir a funcio F,(z) apenas para = € [a,b] C (a,b)

conforme a figura 5.2-3.

A IN out

9.

S,

Figura 5.2-3. Fuzificagdo do sistema P-fuzzy Unidimensional com saida disjunta

Por exemplo, na figura 5.2-3 estamos considerando duas regras arbitrarias estabeleci-

das da seguinte forma:

o R;: SeXéAentéoOil—)t(éZ.

dX =
® Riq: SeXéBentéoEéB

As associacoes feitas pelas regras anteriores sao genéricas e portanto nao particula-
rizam os calculos que obteremos. Baseando-se na figura 5.2-3. A saida de um sistema
P-fuzzy que utiliza o controlador de Mamdani e realiza a defuzzificagao através do centro

de massa, pode ser dada pela funcao F), : [@,b] — R, cuja expressao ¢
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X

= = = A1
o = Ip(@) A(mon) (5.11)
onde, m = f(x) e n = g(x), sendo
fr(m) f3(m) 52
hy(m) :/ tfl(t)dt+/ mtdt—l—/ tfa(t)dt (5.12)
51 frm) F5t(m)

g1 ' (n) g5 ' (n) s4
ha(n) :/ tgl(t)dt—i-/ ntdt—i—/ tga(t)dt (5.13)
9

53 g H(n) 5 ' (n)

fiHm) f3H(m) $2
A(m,n) = / fi(t)dt + / mdt + / fa(t)dt (5.14)
51 fit(m) fa t(m)
g7 ' (n) 95 ' (n) 54
+ / 51 (t)dt + / ndt + / QQ(t)dt (515)
53 97 ' (n) g5 ' (n)

onde, A(m,n) é a area total abaixo das fungdes de pertinéncia dos consequentes.

Como dissemos, a equagao 5.11 representa a saida do sistema P-fuzzy para x € [a, b],
se x nao estiver neste intervalo, a fungao de saida podera envolver outros conjuntos fuzzy
do antecedentes e dos consequentes, entretanto, as propriedades que garantirao a continui-
dade de F,(z) e que assegurarao que esta fungao é lipschitziana serdo mantidas conforme
veremos nos calculos subsequéntes, portanto, poderemos extender os resultados obtidos

para x € (a,b).
Continuidade de F),

Para estudarmos a continuidade, vamos considerar que as fungoes de pertinéncia dos
antecedentes, representadas por f e g, sao lipschitzianas. Nos consequentes, as fungoes
de pertinéncia sao definidas por partes, por exemplo a func¢ao de pertinéncia do conjunto
fuzzy A é definida como sendo f; para a parte crescente e f, para a parte decrescente, essas
funcoes deverao ser lipchitzianas e com inversa lipschitziana. Por fim, como ja dissemos,
o sistema P-fuzzy utilizado esta definido no intervalo aberto U = (a,b) C R. Sendo que

os pontos a e b devem ter grau de pertinéncia igual a 1 ao conjunto fuzzy que estiver
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associado.

Verificaremos se a fungao Fj,(x), construida conforme as condi¢oes anteriormente colo-
cadas, satisfaz as hipoteses do primeiro item do teorema 5.1, garantindo assim a existéncia
da solucao para qualquer ponto inicial dado. Pela equagao 5.11, para garantirmos que
F,(z) é continua, precisamos mostrar que hy(f(z)), ha(g(x)) e A(f(x),g(x)) sdo conti-
nuas e que A(f(x),g(z)) nao se anula. Iniciemos nosso estudo com o termo hi(f(z)) e

chamaremos de Hy;(f(x)) o primeiro termo da equagao 5.12:

TN F (@)
Hyy(f(2)) = / F(t)de (5.16)

S1

Como estamos interessados em estudar a continuidade de 5.12, é viavel simplificar a
equagao anterior considerando v(t) = tf(t), claramente v(t) é continua pois o produto
entre funcoes continuas é uma funcao continua. Além disso, usando a continuidade da
composicdo entre fungdes continuas, podemos garantir que f;'(m) = f;'(f(z)) = u(w)
é continua. Portanto, para viabilizar a analise da continuidade, podemos simplificar a

equacao 5.16 da seguinte forma:

Hy(z) = / v(t)dt = V(u(z)) — V(s1) (5.17)

S1

onde V(z) é a primitiva de v(z). Como a integral definida de uma fun¢do continua é
continua [3|, entao, V(x) é continua, o que garante que a composigdo V o u seja conti-
nua. Portanto Hyi(x) é continua. Analogamente, aplicando o mesmo raciocinio, podemos

concluir que os termos

5 H(m) 52
Hip(m) = /ff mtdt e Hy(m) = /f Lho(b)dt (5.18)

L (m) 5 (m)
sao continuos, logo hi(m) é continua.

Para demonstrar que hqo(n) ¢ continuo, basta empregar o mesmo raciocinio utilizado
anteriormente. Da mesma forma, também podemos mostrar que A(m,n) é continua, ja

que A(m,n) é formado por uma soma de termos do tipo
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/ o(B)dt = V(u(z)) — V(w(x)) (5.19)

onde w, u e v sao funcoes continuas.

Finalmente, para mostrar que A(m,n) nao se anula, consideremos o fato de que para
qualquer x tomado, sempre iré existir pelo menos um conjunto fuzzy nos antecedentes,
para o qual x tera grau de pertinéncia maior que zero, este fato é garantido pois estamos
trabalhando com base de regras bem ordenadas. Portanto, a &rea abaixo do grafico dos
consequentes (ver figura 5.2-3) nunca sera igual a zero, logo A(m,n) nunca se anularé.
Sendo assim, concluimos que a equagao 5.11 é continua, este fato garante a existéncia da

solucao do sistema P-fuzzy continuo, conforme o teorema 5.1.

Como dissemos anteriormente, para mostrar a unicidade da solugao para sistemas
P-fuzzy continuos iremos nos basear no Teorema 5.2. Como consequéncia direta desse
teorema, podemos garantir que os sistemas P-fuzzy lipschitzianos possuem solugao tnica.
Portanto, torna-se necessario sabermos como garantir que um sistema P-fuzzy é lipschit-

ziano, isto serd feito no seguinte Teorema:

Teorema 5.3. Seja F,, : U =V, comU CR eV CR, afuncao de saida de um sistema P-
fuzzy unidimensional, com regras Bem-Ordenadas. Se todas as funcoes de pertinéncia dos
conjuntos fuzzy que formam os antecedentes forem lipchitzianas e as fungoes de pertinéncia
dos conguntos fuzzy que forma os consequentes, definidas conforme a figura 5.2-3, forem

lipchitzianas e com inversa lipschitzianas, entao o sistema P-fuzzy € lipchitziano.
Demonstracao. Mostraremos que a funcao 5.20 é lipschitziana:

dx
dt

hi(f(x)) + ha(g(x))
A(f(x), 9(x))

() = (5.20)

Primeiramente, notamos pela equagao 5.12 que o termo hy(f(z)) é constituido de uma

soma de funcoes da forma:

£ (f(=@)
H(z) = / v(t)dt (5.21)
TN (f ()
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Onde v(t) é uma funcdo limitada no intervalo de integracdo. Podemos escrever

(f(x)) (f®))
|H(x) — H(y)| = / v(t)dt—/ v(t)dt (5.22)
TH(f (@) L)
£ M (f (@) W)
:/ v(t)dt—l—/ v(t)dt (5.23)
TH(f (@) £ ()
fa 1 (f(2)) @)
g/ \v(t)\dt+/ ()] dt (5.24)
TN F () I3 (F )

Como a fungao v(t) é limitada, podemos majoré-la pelo seu supremo e escrever a

seguinte desigualdade

£ 1 (f (=) W) £ M (f (@) W)
/ MM&+/ lo(t)|dt < M dt + M dt (5.25)
TN F (@) fa M (F ) N (f (@) f M (F )

<M(fy ' (f(@)) = ST (F @) + MO (F(y) - f () (5.26)
=MI(f; 1( ( )) £ (D) + (T (F W) = £ (f ()] (5.27)
<M[|(fy — £ (F)) + (fH(f ( ))— (@) (5.28)
<MI|(fy " (f (@) = £ (F))| + | (W) = £ (f(@)]] (5.29)

Por hipotese, f, f;* e f, ' sdo lipschitiziana, logo podemos escrever.

|H (x) — H(y)| <M[|(f;"(f() = f5 (Fw))| + [T (F @) = [ (f(@)]]
SM[Mllf(x)—f(y)|+M2|f(y)—f(w)H
<K |z —yl

Portanto a funcdo H(z) ¢ lipschitziana. Como H(x) é um termo arbitrario da soma
que forma hy(x), entdo pela Proposigao 5.1 podemos garantir que hq(z) é lipschitziano.

Para mostrarmos que hy(g(z)) e A(f(x), g(z)) também satisfazem a condi¢ao de Lipschitz,
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basta adotarmos o mesmo procedimento descrito anteriormente. Portanto, para concluir-

m(f() +haly(e)
A(f(2), 9()

mos nossa demonstracao, resta apenas mostrar que o quociente

lipschitziano:

Para isso, vamos utilizar o seguinte Teorema:

Teorema 5.4. Sejam U C R™ um conjunto convexo e f : U — R uma funcao diferencidvel
df ()
dx

|f(x) = fy)| £ M|z —yl.

por partes. Se < M para todo v € U entao, para quaisquer x,y € U, temos

Portanto, pelo Teorema 5.4, devemos mostrar que a derivada de F,(z) é limitada para
garantir que esta fungao é lipschitziana, pois F,(z) sera sempre definida num intervalo

convexo. A derivada de F,(z) ¢ dada por:

dFy(z) _ (ha(m) + ho(n)) A(m,n) — A(m, n)'(hi(m) + ha(n))
P (A(m ) (5:30)

A fungao A(m,n) é limitada superiormente pois representa a area da saida dos con-
juntos fuzzy na figura 5.2-3 e é limitada inferiormente pois, pela definigao de base de regra
bem ordenada, todo x pertencente ao dominio do sistema P-fuzzy tem grau de pertinéncia
diferente de zero & pelo menos um conjunto fuzzy dos consequéntes. Seja M o infimo de

A(m,n), portanto temos:

dFp(z) _(hi(m) + ha(n)) A(m,n) — A(m,n)'(hi(m) + ha(n)) (5.31)
dx (A(m,n))? '
< (a(m) + ha(n)) A(m, n) — A(m,n)'(hn(m) + ha(n))

- M

(5.32)

Como (hi(m) + ha(n)) e A(m,n), sdo fungoes lipschitziana, entdo a derivada dessas
fungoes também sao limitadas [20], portanto, basta mostrar que (hy(m)+ha(n)) é limitada.
Como dissemos, essas fungoes sao formadas por uma soma de integrais de uma funcao v(t)
limitada no intervalo de integracao, como a integral definida de uma funcao limitada é

Fy(x)

d
limitada entao (hy(m)+ ha(n)) é limitada. Deste modo mostramos que 5 é limitada,

x
portanto, pelo Teorema 5.4 podemos garantir que a funcao F,(x) ¢é lipschitziana.
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Sendo assim, concluimos que a func¢éo F,(z) é lipschitziana, e portanto, pelo Teorema
5.2, tais sistemas possuem solucao tnica em seu dominio. Na proxima subsecao estuda-
remos a existéncia e unicidade da solucao de sistemas P-fuzzy continuos bidimensionais.
Neste caso, o estudo envolve calculos um pouco mais laboriosos mas que seguem a mesma

ideia anteriormente apresentada.

5.2.2 Existéncia e unicidade para sistemas P-fuzzy bidimensio-

nais

Na segao anterior, apresentamos o teorema 5.1 que garante a existéncia e unicidade da
solucao de um PVI unidimensional mediante a continuidade da funcao f e de sua derivada.

Este resultado pode ser extendido para dimensoes maiores, conforme o teorema 5.5

Teorema 5.5. [13] Seja f: U — R", onde U é um conjunto aberto em R xR™ e considere

o problema de valor inicial

(5.33)

1. Se f € C°%(U,R") entao existe uma solugao p:(ty, Ty) do problema de valor inicial

para todo t no intevalo maximal de existéncia.

2. Se f € CK(U,R") com k > 1, entdo existe uma tinica solugao ¢ (to, Ty) do problema
de valor inicial definida no intervalo maximal de existéncia; além disso, ¢ ¢ CF em
(t7 tO; .’13())

Assim como fizemos para o caso unidimensional, garantiremos a existéncia da solugao
de um sistema P-fuzzy através da continuidade do mesmo e mostraremos a unicidade da
solucao desse sistema pelo Teorema de Picard, isto é, verificando se a expressao de saida

do sistema P-fuzzy satisfaz a condigao de Lipschitz.

Como o teorema de Poincaré-Bendixson que é nosso objeto de estudo, esta definido

apenas para o plano, vamos utilizar o teorema acima apenas para funcoes f : U — R2,
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onde U = [ay, b1] X [az, by] ¢ um conjunto aberto em R?. Analogamente ao que foi feito na
segao anterior, apresentaremos uma expressao [F,(z,y) que representa a saida do sistema
P-fuzzy para valores de x e y em um subconjunto fechado do dominio do sistema P-fuzzy.
Verificaremos que este resultado poderé ser estendido para todo o dominio do sistema

P-fuzzy.

Os conjuntos fuzzy dos consequentes de um sistema P-fuzzy bidimensional arbitrario

pode ser representado conforme a figura 5.2-4:

A

IN X INY

Ax Bx . Ay By

f) S

2

<
\ 4

Figura 5.2-4. Conjuntos de entrada do sistema P-fuzzy bidimensional

Como estamos trabalhando com conjuntos fuzzy “bem ordenados”, cada ponto do do-
minio esta associado a no maximo dois conjuntos fuzzy dos antecedentes, sendo assim a
figura 5.2-4 representa bem uma situacao arbitraria para qualquer valor de x e y, perten-

cente ao dominio do campo.

Consideraremos no estudo a seguir que as funcoes f;, g, f, € g, sao lipschitzianas,
lembrando que essas fungoes representam respectivamente o grau de pertinéncia das co-
ordenadas de um determinado elemento (z,y) € U C R?, aos conjuntos fuzzy A,, B,, A,
e By. A figura 5.2-5 representa os conjuntos fuzzy dos consequentes associados, pela base

de regra, aos conjuntos fuzzy dos antecedentes A,, B,, A, e B,.

Conforme a estruturacao do médulo de inferéncia de Mamdani, os valores de aq, o,

as e a4 na figura 5.2-5 sao definidos pela funcao minimo da seguinte forma:

ar =min{m,, m,}
ag =min{m,, n,}
as =min{n,, m,}

ay =min{n,, n,}
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Se X éAxeY é Ay entdo dX/dt é Vx1 e dY/dt é Vy4

VX1 Vy4

Se X ¢ Axe Y é By entdo dX/dt é Vxz e dY/dt é Vy3

A A

Vx2 Vy3

»
»

Se X éBxeY é Ay entao dX/dt é Vx3 e dY/dt é Vy2

A A

Vx3 Vy2

Figura 5.2-5. Fuzzificacao do sistema P-fuzzy Bidimensional

Baseando-se na figura 5.2-5, vamos considerar que as fungoes fyi, gz, fyi € gyi, com i €
{1,2,3,4}, sao todas lipschitzianas e com inversa lipschitziana. A figura 5.2-6 representa
o conjunto fuzzy de saida da coordenada z. Ele é obtido pela uniao entre os conjuntos

fuzzy dos consequentes que foram acionados.
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Hy,(Xy) 4

5 . M 55

Figura 5.2-6. Defuzzificacao do sistema P-fuzzy Bidimensional

E importante notar que estamos representando através das figuras 5.2-5 e 5.2-6 o
caso onde a base de regra foi contruida de tal forma que os conjuntos fuzzy A,, B,
A, e B, estao associados a conjuntos distintos de saida, portanto estaremos trabalhando
com o caso mais abrangente possivel. Sendo assim, os céalculos que serao apresentados

contemplam casos mais retritos de sistemas P-fuzzy.

Faremos nosso estudo apenas para uma variavel de saida, ja que as duas componentes
de saida tém expressoes analogas e pela Proposigao 5.2, basta mostrar que as componentes
sao lipschitzianas para garantir que a £}, ¢ lipschitziana. Sendo assim, a expressao para

variacao de x pode ser dada da seguinte forma:

dx H,(z,y)

= - (5.34)

fw_11(0‘1) 9;11(a1) 91_-11(0‘2)
Ho(z,y) = / (1)t + / tadt + / tgun (£)dt
g

51 foi(an) 1 (a1)
9a (a2) 972 (3) 9.1 (as)
-1 -1 -1
91 (O’Q) 922 (OtQ) 9z2 (063)

52
+ / tgoa(t)dt
g

;41(043)
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far' (o) 971 (o) 91 (a2)
Ay(z,y) :/ far(t)dt —i—/ 041dt+/ g1 (t)dt
g

51 foi (o) o1 (1)

9;21(0‘2) 9;21(043) 9;41(03)
+/ &2dt+/ gxg(t)dt+/ ouadt
g—l g—l -1

21 (@2) 22 (@2) 9o (@3)

g

1_41 (a3)

Mais uma vez, essa expressao representa a saida do sistema P-fuzzy para um intervalo
fechado contido em U. Para outros pontos de U que estiverem fora deste intervalo, as
varidveis de entrada x e y irao acionar outros conjuntos fuzzy nos antecedentes e conse-
quentes, entretanto, a expressao de saida mantera as mesmas propriedades utilizadas para

demonstrar que F, é continua e que satisfaz a condigao de Lipschitz.

Inicialmente, nos basearemos no primeiro item do Teorema 5.5 para garantir a existén-
cia da solucao do sistema P-fuzzy descritos acima. Para tanto devemos mostrar que £}, é
continua, isto é, pela equagao 5.34, devemos mostrar que H,(x,y) e A,(z,y) sdo continuas
e que A, (x,y) ndo se anula. Iniciemos a analise por H,(x,y), o qual é composto por uma

soma de integrais. Tomemos a primeira destas integrais e chamemos de H;(m,,n,).

for (1)
Hy(mamy) = / tFo(t)dt (5.35)

A fungdo composta f;' (1) = fii' (min{m,,m,}) = f;'(min{f.(z), f,(y)}), como

f e f, sdo continuas entdo a fungdo min{f,(z), f,(y)} também é continua e como f,;'
¢ continua, entdo a composicdo f.,'(a1) é continua. Assim como fizemos para o caso
unidimensional, chamemos de v(t) = tf,1(t), sendo v(t) uma fungao continua e limitada

no intervalo de integragao, portanto podemos escrever:

Far' (1)
Hy(my,n,) = / v(t)dt =V (f(a1)) — V(a) (5.36)

A integral definida de uma funcao continua é uma fun¢ao continua, logo concluimos que

Hy(mg,n,) é continua. Vamos repetir o mesmo argumendo para a segunda componente
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da soma de H,(x,y), o qual chamaremos de Hy(m,,n,)

9;11 (al)
Ha(ma,ny) = / fydt (5.37)
f

o1 (1)
As funcdes g '(a1) e f,;'(ay) sdo continuas, podemos reescrever a integral da seguinte

forma :

a7

Hy(mg,n,) = > ((9;11(041))2 — (f;l(al))z) (5.38)

Baseando-se em argumentos similares aos utilizados para mostrar a continuidade de
H,(mg,n,), podemos concluir que Hs(m,,n,) é uma fun¢ao continua. Da mesma forma,
concluimos que os outros termos da soma que forma H,(x,y) e os termos de A,(x,y)
também sao continuos. Por fim, sabemos que A, (z, y) ndo se anula, pois como ja dissemos,
esta fungao representa a area do grafico de 5.2-6 que nunca seré igual a zero. Portanto,
pelo Teorema 5.5, a continuidade de F(F,(z,y), F,(x,y)) garante a existéncia da solucao

do sistema P-fuzzy no dominio em que esta definido.
Unicidade

Claramente, a fungao F,(z, y) nao é de Classe C'! pois possue em sua estrutura a fungao
man, o que impede a aplicagao do teorema 5.5, entretanto isto nao elimina a possibilidade
da solugao ser tnica, ja que o fato de F,(z,y) ser de classe C'' ¢ apenas uma condigao

suficiente, mas nao necessaria para garantir a unicidade da solucao.

Da mesma forma como fizemos para o caso unidimensional, aplicaremos o Teorema
5.2 para garantir a unicidade da solugao, isto é, verificaremos se a expressao de saida
F,(x,y) satisfaz a condigdo de Lipschitz. Portanto, para garantir a unicidade da solucéao
¢ importante sabermos quais sao as condigoes suficientes para que um sistema P-fuzzy
seja lipschitziano. Tais condigoes serao descritas no Teorema 5.6, que é um dos teoremas

originais deste trabalho.

Teorema 5.6. Seja F, : U —V, comU C R? eV C R?, a fungdo de saida de um sistema
P-fuzzy bidimensional, com regras Bem Ordenadas. Se todas as fungoes de pertinéncia dos
conjuntos fuzzy que formam os antecedentes forem lipchitzianas e as fungoes de pertinéncia

dos conjuntos fuzzy que forma os consequentes, definidas conforme a figura 5.2-6, também
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forem lipchitzianas e com inversa lipschitzianas, entao o sistema P-fuzzy € lipchitziano.

Hy(z,y)  Hy(z,y)
Al“(xv y) Ay<ZC, y)

) também é lipschitziana.

Demonstracao. Pela Proposicao 5.2, se forem funcoes lipschitzianas,

H,(r,y) Hy(z,y)
Au(w,y)" Ay(z,y)

entao F,(x,y) = (

H,(2,y)
Ap(z,y)

que H,(z,y) é lipschitziana. Pela Proposi¢ao 5.1, se todos os termos de uma soma forem

Iniciemos nosso estudo com a componente Primeiramente vamos mostrar

lipschitzianos, entao esta soma também é. Sendo assim, iniciemos nosso estudo pelo termo

H,1(z,y) denotado da seguinte forma:

/fl.f(min{fz(m,fy(y)})

S1

Para viabilizar os calculos, faremos X = (x1,22) € Y = (y1,¥2), além disso, a;(X) =
min{ f,(z1), f,(z2)}. Para mostrar que H,; é lipschitziana, podemos proceder com os

seguintes calculos:

it (@ (X)) it (e (Y))
Ho (X) — Ho (V)] = / o (1)t — / o ()t

S1 S1

fat (a1 (X))
fi' (@1 ()

x

it (a1 (X))
< / i (1))
it (e (Y))

xl

A fungao f,1(¢) é limitada e a fungdo ¢ também é limitada no dominio de integragao
adotado, portanto o produto entre as duas fungoes também é uma funcgao limitada, denote-
mos por v(t) = tf,1(t). Como v(t) é limitada entao existe um K; tal que K; = sup{v(t)},

teD
onde D é o intervalo de integragao de v(t), portanto podemos escrever a seguinte desi-

gualdade.
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fai (e1(X)) Foit (ea (X))
Lo Tl [T K= K gt (X))~ S (V)

1 (e (Y) Fat(aa (V)

Como f,;' ¢ lipschitziana temos:

K1 (for' (0n(X)) = fir (e () <K |(fr (e (X)) — fd (aa(Y)))]
<K Ko (X)) — ay (V)]

Sabemos que a;(X) = min{ f(x1), g(x2)} e considerando K = K; K5, podemos escre-

ver:

K |ar(X) — ax (V)] = [ K| [min{ f(z1), g(x2)} — min{f (1), 9(y2) }|

_ ey | L) Fo(wa) = (@) = gl fly) +9(2) = 17(51) = 9(92)
2 2

=K |f(z1) + g(z2) — [f(21) — g(z2)| = f(y1) — 9(y2) — | f(y1) — 9(w2)l
=K |f(z1) = f(y1) + g(z2) — 9(y2) + [f (1) — 9(y2)| — [f(@1) — g(z2)]|
<K(|f(z1) = f(y) + 9(@2) — g(y2)| + [1f(51) — 9(w2)| = | f(z1) = g(z2)]])
<K(|f(z1) = fy)| + |g9(z2) — g(y2)| + [f(21) — f(yn)] + [9(z2) — 9(y2)])

Como as fungoes f e g satisfazem a condigao de Lipschitz, podemos escrever:

K(M |z1 —yi| + Mz |22 — yaf) < C(|zr — yi| + |22 — o) (5.40)
Considerando a norma |(z,y)| = |z| + |y|, temos que:
Clzy —y1| + |x2 — y2]) = Cl(x1 — 1,22 — 12)| = C | X = Y| (5.41)
Portanto
|Hy (X) — Hy (V)] < C X - Y] (5.42)
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Portanto o termo H,i(x,y) é lipschitiziano. Agora precisamos realizar os mesmos
célculos para os termos restantes de H,(z,y), entretanto, as expressoes sao bastante
similares no que concerne ao fato da funcao ser lipschitiziana. Apenas para efeito de

esclarecimento, vamos mostrar que o termo H,3(z,y) é lipschitziano.

gz1(az2)

Has(z,y) = / tgun (1)t

zl (041)

ga1(02(X)) ga1(a2(Y))
00 = ) = | [ agatar— [T gaar (5.43)
gz1 (a1 (X)) gz1(a1(Y))
ga1(02(X)) ge1(a1(Y))
gz1 (a1 (X)) gz1(a2(Y))
g1 (a2(X)) gz1(a1(Y))
< / ltgan ()] dt + / ltgun (1)] dt (5.45)
ga1(a1(X)) gz1(a2(Y))

Pela Proposicao 5.1, basta mostrarmos que cada termo da tltima soma é lipschitziano,
para isso, devemos aplicar o mesmo raciocinio empregrado a H,i(x,y). Além disso, para
mostrar que A,(z,y) é lipschitziano, também basta aplicar da mesmo procedimento, ja
que os termos da soma que formam A,(z,y) também sdo similares aos apresentados

anteriormente.

Como ja mostramos, H,(x,y) e A, (z,y) sdo fungoes lipschitzianas, além disso, A, (z, y)
¢ limitada, portanto, vamos utilizar estes fatos para mostrar que a componente F,(x,y)
é lipschitziana, lembrando que pela proposicao 5.2, se as componentes de uma func¢ao

satisfazem a condicao de Lipschitz, entao a funcao também é lipschitziana.

Nos nossos problemas, trabalharemos sempre em dominios retangulares contidos em
R? e portanto convexos, sendo assim, pelo teorema 5.4, se a derivada de uma funcao é
limitada, entao a funcao satisfaz a condigao Lipschitz. Portanto precisamos mostrar que
as derivadas parciais de Fj(z,y) sdo limitadas. Iniciemos nosso estudo pela derivada em

relacao a x.
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OH,(z,y)

i

Como H,(x,y) é lipschitziano entdo o termo é limitado, da mesma forma o

0A,(z,y)
0x

area abaixo do grafico da figura 5.2-6. Portanto, para concluir que

termo é limitado. Como ja colocamos A, (z,y) é limitado, j4 que representa a

OF,(z,y)
o}

falta mostrar que H,(z,y) é limitada. De uma forma geral, H,(x,y) ¢ formado por uma

é limitada,

soma de integrais de fungoes limitadas, portanto H,(x,y) também é limitada.

oF.(z,y)
dy

exatamente andlogo ao apresentado anteriormente. Portanto, garantimos que a expressao

Por fim, precisaremos mostar que também é limitada, todavia, o raciocinio é

F,(z,y) é lipschitziana.

]

Este resultado é importante, pois possibilita que facamos diversas analises qualitativas
para sistemas P-fuzzy lipschitzianos. Deste modo, usaremos o Teorema 5.6 para propor

uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para sistemas P-fuzzy continuos.

5.3 Teorema de Poincaré-Bendixson para sistemas P-

fuzzy

O Teorema de Poincaré-Bendixson para o caso classico é enunciado apenas para sis-
temas de EDQO’s que possuem solucao tnica para qualquer valor inicial dado. Por isso,
dedicamos as se¢ao 5.2 para obtermos uma maneira de contruirmos um sistema P-fuzzy

continuo que para qualquer valor inicial dado, possua apenas uma tnica solucgao.

Como vimos na sec¢ao anterior, uma consequéncia direta do Teorema 5.2, é assegurar
que um sistema P-fuzzy lipschitziano possue solucao tnica em seu dominio. Além disso,
vimos pelo Teorema 5.6, como ¢é possivel contruir um sistema P-fuzzy que seja lipchitzi-

ano. Tais fatos, permitem que enunciemos o Teorema de Poincaré-Bendixson para esses
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sistemas da seguinte forma:

Teorema 5.7. (Poincaré-Bendixson para sistemas P-fuzzy) Seja F,, um Sistema P-fuzzy
bidimensional lipschitziano, se para t > ty a trajetoria é limitada e nao se aproxima de
nenhum ponto de equilibrio, entao esta trajetoria é uma orbita periddica, ou se aprorima

de uma orbita periddica para t — —+o00.

Demonstragao. A funcao F, de saida de um sistema P-fuzzy lipschitziano ¢ equivalente
a um sistema de EDO continuo que satisfaz a condicao de Lipschitz. Pelo Teorema
5.2, tais sistemas possuem solucao tnica para cada ponto do dominio. Sendo assim, a
demonstracao do Teorema 5.7 é exatamente igual & demonstracao apresentada no capitulo

2 para o Teorema de Poincaré-Bendixson classico. O

Assim como ocorre no caso classico, a maior dificuldade de se aplicar o Teorema 5.7 é
garantir que uma trajetoria (solugao) é limitada. No entanto, para os sistemas P-fuzzy,
podemos utilizar sua representagao em plano de fase (ver figura 5.3-7) para verificar tal
fato. Tomemos um sistema P-fuzzy lipchitziano que possue uma regiao invariante, isto é,
qualquer solugao que entra nessa regiao fica limitada a ela em qualquer instante de tempo

subsequénte, portanto, mostraremos como identificar essa regiao.

B1 i T 1 T PR
B, £ [ . |
f~ R !
£ [ |
B, [~ B |
B, f"'LL.L.LL.;

Ay An Apn Ay

Figura 5.3-7. Diagrama de setas para o modelo P-fuzzy
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O sentido das setas do diagrama da figura 5.3-7 representa o sentido da variagao da
solucao e o tamanho das setas representa sua intensidade. Nota-se pela figura 5.3-7 que
existe um conjunto de setas (vermelhas) que apontam para uma regido fechada (regiao
destacada em azul), isto nos leva a acreditar que as solugoes que iniciem dentro da regiao
em destaque sao limitadas por essa regiao. Vamos mostrar que isso acorre através de um

argumento geomeétrico.

Na figura 5.3-8 temos o campo de diregoes do sistema P-fuzzy apresentado na figura
5.3-7, nesta figura tracamos um conjunto de segmentos de retas transversais que unidos,
formam uma curva fechada. Podemos garantir que todas os segmentos de retas tragados
sao transversais pois nao sao paralelos ao campo em nenhum ponto, além disso, o campo
de diregoes corta essa curva fechada em uma tnica direcao, neste caso, de dentro para
fora, o que nos leva a concluir que a solucao ¢ limitada por essa curva fechada, pois
para solugao “sair” desta regiao, necessitaria cortar alguma reta transversal em sentido

contrario ao campo, o que é impossivel.
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Figura 5.3-8. Campo de diregoes para o modelo P-fuzzy

Portanto, se existe uma regiao A no diagrama de setas para a qual as setas apontam
sempre para o seu interior, entdo existe uma regiao (provavelmente contida em A) tal que
a solucao do sistema P-fuzzy sera sempre limitada. Adicionalmente, podemos verificar que
essa regiao é um conjunto compacto, ja que é um subconjunto fechado e limitado de R2.
Um exemplo desta regiao A esta ilustrado na figura 5.3-7 por um retangulo azul, enquanto
que as setas que apontam para o interior desta regiao estao destacada em vermelho nesta

mesma figura.

Outra hipotese do teorema 5.7 é que a solucao nao se aproxime de nenhum ponto

de equilibrio. Uma abordagem mais completa sobre pontos de equilibrio em sistemas P-
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fuzzy pode ser consultada no capitulo 4, onde verificamos que através das setas é possivel
garantir a existéncia ou nao de pontos de equilibrio, baseando-se em [29]. Ainda pelo
diagrama da figura 5.3-7, podemos verificar que existe um tnico ponto de equilibrio dentro
da regiao limitada pela curva transversal fechada e este ponto é instével conforme [29],
portanto podemos aplicar o Teorema 5.7 e garantir que uma solucao que inicie num ponto
(a menos do ponto de equilibrio) pertencente & regiao limitada ou é uma 6rbita periddica

ou se aproxima de uma Orbita periddica.

Na figura 5.4-17 apresentamos o plano de fase do sistema que estamos trabalhando,

nesta figura tragamos também uma solugao que converge para uma 6rbita periddica.
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Figura 5.3-9. Campo de diregoes para o modelo P-fuzzy

E importante observar que obtivemos através do Teorema 5.7 um resultado para analise
qualitativa das solucoes de sistemas P-fuzzy, isto é, podemos fazer conclusoes sobre o
comportamento da solugao de um modelo construido com base em informacgoes incertas
ou imprecisas. Para concluir este capitulo, exemplificaremos os resultados obtidos através

de modelos P-fuzzy utilizados na biomatematica.

5.4 Exemplos de aplicacoes

Nesta secao, ilustraremos através de exemplos, a aplicagao do estudo de existéncia e
unicidade da solugao de sistemas P-fuzzy unidimensionais e bidimensionais. Além disso,
aplicaremos a versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para sistema P-fuzzy em um

sistema bidimensional tipo presa-predador.
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5.4.1 Modelo logistico unidimensional

Utilizaremos o modelo logistico para exemplificar o estudo de existéncia e unicidade da
solugao de sistemas P-fuzzy unidimensionais lipschitzianos. Como mostramos no capitulo
4, podemos montar um sistema P-fuzzy continuo para o modelo logistico com as seguintes

funcoes de pertinéncia de entrada e de saida.

A

Média » Média o
Baixa baixa Média alta Alta Altissima

=N

»
»

50 100 150 200 250

Figura 5.4-10. Entrada do sistema P-fuzzy para o modelo logistico

A
Média Alta
Positiva Positiva
Baixa
Positiva
) 0 2 4 ”

Figura 5.4-11. Saida do sistema P-fuzzy para o modelo logistico

As regras que relacionam as variaveis de entrada e saida sao :

1. R; : Se X é Baixa entao ¢ Baixa Positiva.

T
2. Ry : Se X é Média Baixa entao df () é Média Positiva.
T
d
3. R3: Se X é Média entao %x) ¢ Alta Positiva.
T
df (x)

4. Ry : Se X é Média Alta entao

df (z)

X

é Média Positiva.

X

5. Rs: Se X é& Alta entao ¢ Baixa Positiva.
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df(x)

T

6. Rg: Se X é Altissima entao ¢ Baixa Negativa.

A primeira constatagao que devemos fazer para garantir a existéncia e unicidade do

sistema P-fuzzy acima é verificar que este seja Bem-Ordenado.

Primeiramente, o universo deve ser um intervalo limitado de R. No modelo acima,
tomaremos como universo o intervalo [0,250]. Pelas figuras 5.4-10 e 5.4-11, verificamos
também que todos os conjuntos fuzzy que representam as varidveis de entrada e saida sao
numeros fuzzy, isto é, todos os a—niveis sao intervalos nao vazios de R. Outro detalhe
importante é que cada elemento x da entrada tem grau de pertinéncia diferente de zero a
no maximo dois conjuntos fuzzy, em outras palavras, cada elemento aciona, no maximo,
duas regras. Além disso, todo elemento x € [0,250] que tenha grau de pertinéncia 1 a
um conjunto fuzzy de entrada, tem grau de pertinéncia zero aos outros conjuntos fuzzy.
Por fim, notamos pela construgao das regras que estas sao ordenadas monotonicamente,

portanto, garantimos que o sistema P-fuzzy que estamos trabalhando é bem ordenado.

Pela figura 5.4-10, verificamos que as func¢oes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy dos
antecedentes sao lipschitzianas, além disso, as func¢oes que formam os consequentes sao
todas retas, e portanto sao lipschitzianas e possuem inversa lipschitziana. A expressao
de saida deste sistema P-fuzzy para um determinado ponto z, pode ser dada da seguinte

forma:

(5.46)

Tlm) 5 H(m)
hl(m):/f tfl(t)dtJr/ff mtdt+/b Lhy(8)dt (5.47)

f5Hm)

91 () 95 ' (n) d
ho(n) = / t1 (H)dt + / ntdt + / g (t)dt (5.48)
c g g

() 2 ()
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frtm) f3(m) b
A(m,n) = / fu)dt + /f mdt + /f o)t (5.49)

Hm) 5 H(m)
g7 ' (n) 95" (n) d
+ / g1(t)dt + / ndt + / go(t)dt (5.50)
c 91 ' (n) 95 ' (n)

onde, A(m,n) é a area total abaixo das fungdes de pertinéncia da saida.

Lembremos que as funcao f e g representam as fungoes de pertinéncia dos conjuntos
fuzzy dos antecedentes acionadas por x enquanto que fi, fao, g1 € g2 sao as fungoes que
formam as fungoes de pertinéncia dos consequentes relacionados pela base de regras, aos

conjuntos fuzzy acionados por x nos antecedentes.

Pelo teorema 5.2, para garantir a unicidade da solucao necessitamos mostrar que a
funcao F), ¢ lipschitziana. Como dissemos, as fungoes que estamos trabalhando sao tri-
angulares, e portanto lipschitizianas, como vimos no exemplo 5.1. Além disso, as fungoes
que formam os consequentes sao lipschitzianas e possuem inversa lipschitziana, pois sao
retas, logo, pelo Teorema 5.6 podemos garantir que o sistema ¢é lipschitziano e portanto,
pelo Teorema 5.2, podemos garantir a unicidade da solugao para o sistema P-fuzzy apre-
sentado acima. Se tomarmos por exemplo x = 2 como condic¢ao inicial, obtemos a solu¢ao
dada na figura 5.4-12:

E importante lembrar que obtemos este gréfico aplicando um método numérico (mé-
todo de Euler) para resolugdes de EDO, portanto, este é o grafico de uma solugao numé-
rica, ou em outras palavras, aproximada. Nosso estudo garantiu a unicidade da solucao

analitica, mesmo sem podermos obter uma expressao explicita para esta.

Na prética, o modelo P-fuzzy logistico é muito importante quando temos apenas in-
formacgoes vagas sobre o comportamento da dindmica populacional de uma determinada
espécie. Poderiamos também utilizar o modelo acima para descobrir através de um ajuste
de curva, os valores dos parametros do modelo logistico classico ou de outro que possua

0 mesmo comportamento.
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Figura 5.4-12. Gréafico da solugao do sistema P-fuzzy para o modelo Logistico

5.4.2 Modelo P-fuzzy para presa-predador

Nesta subsecao, apresentaremos um modelo P-fuzzy do tipo presa-predador. Um dos
primeiros textos sobre o assunto pode ser encontrado em [26]. Analisaremos este modelo,
afim de obtermos garantias sobre a existéncia e unicidade da solucao do mesmo, além
disso, vamos garantir através do Teorema 5.7, que este sistema P-fuzzy possui uma érbita

periddica. As fungoes de pertinéncia dos antecedentes sao apresentadas na figura 5.4-13:

Presa

| 20 50 80 110 140 160

Predador
Figura 5.4-13. Funcoes de pertinéncia dos antecedentes
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As fungoes de pertinéncia dos consequéntes sao dadas na figura 5.4-14:

Vpresas
A
Vneg Vpos
alta Vneg Vpos alta
0.6 0.2 0 0.2 06"
Vpredador
A
Vneg Vpos
alta Vneg Vpos alta
-0.6 -0.2 0 0.2 06

Figura 5.4-14. Fungoes de pertinéncia dos consequentes

Neste sistema P-fuzzy temos 25 regras, portanto, apresenti-las numa lista, como fi-
zemos para o caso logistico, é massante e nao agregaria muitas informacoes ao texto.
Entretanto, podemos apresenta-las pelo diagrama de setas da figura 5.4-15. Neste sis-
tema existem duas variaveis de entrada, sendo que cada uma destas pode tomar 5 valores
diferentes de estado fuzzy. Aplicando um raciocinio anélogo ao apresentado no exemplo

anterior ¢ facil verificar que este sistema P-fuzzy ¢ Bem-Ordenado.

Os conjuntos fuzzy de entrada sao ntmeros fuzzy triangulares, por exemplo, a funcao

de pertinéncia do conjunto fuzzy “Média” é dada pela expressao 5.51:

0 se x < 50
— 50
T 30 = se H0<x <80
Fmedia(®) = o (5.51)
‘T R
b < gx<11
=0 se 80 <z <110
0 se z > 110

Conforme o exemplo 5.1, funcoes desta forma sao lipschitzianas, portanto, todas as

funcoes de pertinéncia dos antecedentes, dada pela figura 5.4-13 sao lipchitzianas.
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Presa
Figura 5.4-15. Entradas de um sistema P-fuzzy bidimensional

Além disso, as fungoes que formam os consequentes sao lipchitzianas e possuem inversa
lipchitziana, sendo assim satisfazem as condigoes do Teorema 5.6 e portanto garantimos
que este sistema P-fuzzy é lipschitziano, portanto, pelo Teorema 5.2, podemos garantir
que para cada ponto do dominio, existe apenas uma solugao. Alguns exemplos de solugoes

podem ser vistos na figura 5.4-16.

Figura 5.4-16. Diversas solugoes do sistemas P-fuzzy bidimensional
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Na figura 5.4-16, apresentamos 5 solugoes distintas, tendo os respectivos pontos inici-
ais: (150, 100), (60, 100), (100, 100), (100, 60) e (60, 60). Percebemos que todas as solugoes
convergem para uma mesma orbita e permanecem nessa 6rbita ao longo de todo o intervalo

de tempo estudado.

Um caminho para demonstrarmos que existe uma regiao que limita a solucao seria a
utilizacao das propriedades de fluxo do sistema P-fuzzy. Na figura 5.4-17 mostramos o

campo de dire¢oes do sistema P-fuzzy anteriomente apresentado.

Figura 5.4-17. Campo de dire¢oes para o modelo P-fuzzy

Na figura 5.4-17 foi possivel limitar com segmentos de retas transversais, uma regiao
onde todas as setas do campo de diregoes apontassem para o interior, isso nos leva a

concluir que uma solugao que entra nessa regiao nao saira mais dela.

E possivel também utilizarmos o argumento apresentado na secao anterior, ja que na
figura 5.4-18, percebemos que no diagrama de setas, existe uma regiao para a qual as
setas apontam para o seu interior (esta regiao esta destacada em verde ), isto significa
que apenas observando o diagrama de setas ja poderiamos garantir a existéncia de uma

regiao que limita a solugao do sistema P-fuzzy.

Por fim, o ponto de equilibrio que existe dentro da regiao delimitada é instavel segundo
(ver |29]), logo, pelo Teorema 5.7, concluimos que qualquer solugdo iniciada na regiao
destacada na figura 5.4-18, ou é uma orbita periddica ou ird convergir para uma, neste
caso especificamente, podemos ver pela figura 5.4-17 que existe um ciclo limite, para o

qual as solugoes irao convergir.

Notamos também pela figura 5.4-15 que estamos trabalhando com um sistema onde

o predador é especialista, isto é, ele nao tem outra fonte de alimento que nao seja a
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Figura 5.4-18. Diversas solugoes do sistemas P-fuzzy bidimensional

presa. Ainda pela mesma figura, notamos que quando existe pouca presa, a quantidade
de predadores também decresce. Por outro lado, a presa tem o crescimento desinibido,
assim como o modelo de Malthus, sendo assim, quando existe pouco predador, a presa tem
a tendéncia de crescer infinitamente. Obviamente que neste exemplo, o sistema P-fuzzy

¢é valido apenas para uma quantidade maxima de 160 presas ou predador.

5.5 Conclusao

Apresentamos neste capitulo um estudo analitico sobre modelos P-fuzzy unidimensio-
nais e bidimensionais. Adotamos a expressao F,(z) gerada pelo processo de defuzzificacao
do controlador de mamdani como sendo uma EDO e, a partir disso, verificamos as pro-
priedades dessa expressao. Primeiramente, trabalhamos com sistemas unidimensionais,
garantindo a existéncia da solucao desses sistemas através da continuidade da expressao
F,(x). Posteriormente, através do Teorema 5.3, verificamos que sistemas P-fuzzy que
possuem as funcgoes de pertinéncia dos antecedentes e consequentes lipschitzianas sendo

que as fungoes dos consenquentes tenham inversa lipschitziana, satisfazem a condigao de
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Lipschitz segundo o teorema 5.3 e portanto, possuem solugao tnica para qualquer ponto

do dominio de F,(x).

Da mesma forma, para os sistemas P-fuzzy bidimensionais, mostramos que se as fun-
coes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy dos antecedentes e consequentes satisfazem as
mesma condi¢oes anteriores, entao o sistema também ¢é lipschitziano, e portanto, pelo

Teorema 5.2, conseguimos garantir a existéncia e unicidade da solugao destes sistemas.

Para sistemas P-fuzzy que satisfazem as condig¢oes de existéncia e unicidade citadas
acima, isto é, para sistemas P-fuzzy lipchitzianos, enunciamos o Teorema de Poincaré-
Bendixson, que garante, para tais sistemas, a existéncia de pelo menos uma orbita perio-
dica quando a solugao ¢ limitada e nao se aproxima de nenhum ponto de equilibrio. Por
fim, apresentamos dois exemplos, o primeiro é um modelo P-fuzzy unidimensional que re-
presenta o comportamento do modelo logistico, para esse modelo a existéncia e unicidade
da solugao foi garantida pelo Teorema 5.3. O segundo exemplo foi um sistema P-fuzzy
bidimensional que representa a interagao presa-predador entre duas espécies, neste exem-
plo, utilizamos fungoes de pertinéncia lipschitzianas e através do Teorema 5.7 garantimos
a existéncia e unicidade da solu¢ao do mesmo. Além disso, no segundo exemplo aplicamos
a versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para garantir a existéncia de uma regiao, A

onde todas as solugoes iniciadas em A, irao convergir para uma Orbita periddica.
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Conclusao

Dedicamos os 3 primeiros capitulos deste texto a aprentagao dos conceitos fundamen-
tais da analise qualitativa de EDO, do Teorema de Poincaré-Bendixson e da teoria fuzzy.
Em destaque, no capitulo 1 foram definidos os sistemas de EDO’s autonomos e a estabili-
dade de pontos de equilibrio de érbitas peridédicas. No capitulo 2, estudamos o teorema de
Poincaré-Bendixson, apresentando sua demonstracao e exemplos de aplicagoes. Por fim,
no capitulo 3, definimos os conjuntos fuzzy, o subespago £(X), o principio de extensao de

Zadeh e as principais caracteristicas dos sistemas P-fuzzy.

No capitulo 4, com o intuito de estabelecermos um resultado analogo ao Teorema de
Poincaré-Bendixson em espagos métricos £(R?) apresentamos dois Teoremas. O Teorema,
4.6, proposto em [9]|, garante a existéncia de uma regido de atragdo para uma oOrbita
periddica fuzzy, se esta estiver em um conjunto compacto e invariante e se nesse conjunto
existir um tnico ponto de equilibrio instéavel. Um exemplo de aplicagao deste teorema pode
ser visto no modelo de Holling-Tanner. O teorema 4.7 é mais geral e afirma que se existir
uma 6rbita deterministica que satisfaca as condi¢oes do Teorema de Poincaré-Bendixson
entao existe uma regiao A, na qual qualquer orbita fuzzy iniciada em A é periodica ou é
atraida para uma orbita periddica fuzzy. Nota-se que nao existe a necessidade de haver
um ponto de equilibrio instavel. Os modelos de Holling-Tanner e de Gause ilustram a
aplicagao deste teorema. Em ambos os teoremas é necessario que o fecho do suporte
da condicao inicial esteja contido em uma determinada regiao A, sendo A a regiao de
atracao de uma orbita periddica assintoticamente estédvel ou um subconjunto de uma
orbita periodica estavel. Um exemplo deste fato foi mostrado no modelo de Gause. E
notavel, portanto, que os exemplos apresentados justificam a aplicabilidade dos teoremas

propostos em modelos de Biomatemaética e ilustram estes resultados.

No capitulo 5, estudamos a continuidade dos sistemas P-fuzzy e verificamos que se
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nestes sistemas as funcoes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy que formam os antecedentes
e consequentes forem lipschitziana, e as que formam os consequentes possuam inversa
lipschitziana, entao o sistema P-fuzzy é continuo e para cada ponto incial dado, existe
uma Unica solucao que passa por esse ponto. O estudo da existéncia e unicidade foi feito
apenas para sistemas P-fuzzy unidimensionais e bidimensionais. Para sistemas P-fuzzy
bidimensionais que possuem solugao tnica, enunciamos o Teorema de Poincaré-Bendixson
de maneira analoga aquela feita para o caso classico. A importancia deste resultado esté
em se poder garantir a existéncia de érbitas periddica em modelos P-fuzzy, sendo que
estes sao construidos apenas com informacoes incertas. Para exemplificar os resultados
propostos, utilizamos um modelo P-fuzzy unidimensional que possue o mesmo compor-
tamento do modelo logistico classico e utilizamos um modelo P-fuzzy bidimensional que

reproduz o comportamento de um modelo Presa-Predador.

Trabalhos futuros

No decorrer da estruturacao deste texto, percebemos algumas oportunidades de novos

estudos que complementariam o contetido desta dissertagao. Sao estas:

e Apresentar um critério similar ao de Dulac para orbitas que possuem condic¢ao inicial

fuzzy.
e O estudo do efeito Alle para sistemas de EDO com condigao inicial Fuzzy.

e Generalizar o Teorema de existéncia e unicidade de solugdes para sistema P-fuzzy

de dimensao n.

e Estudar critérios para classificar a estabilidade de uma o6rbita periddica em um

sistema P-fuzzy.

e Aplicar métodos numéricos aos modelos P-fuzzy propostos para obter os valores dos

parametros de um modelo classico conhecido que tenha o mesmo comportamento.
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