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Resumo

Neste trabalho, serao propostos modelos matematicos para problemas
de empacotamento nao reticulado de esferas em regioes limitadas por
quadraticas no plano e no espaco.

Uma técnica para construir representacoes ou parametrizacoes sera in-
troduzida, mediante a qual sera possivel encontrar um sistema de de-
sigualdades que determinam o empacotamento de um numero fixo de
esferas. Desta forma, resolvemos o problema de empacotamento de es-
feras através de uma sequéncia de sistemas de desigualdades.
Finalmente, para obter resultados eficientes, minimizaremos a func¢ao
de sobreposicao, usando o método do Lagrangiano Aumentado.

Palavras-chave: Empacotamento de esferas, Teoria de reticulados,
Equagoes quadraticas, Programacao nao linear, Funcoes de Lagrange.
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Abstract

In this work, we will propose mathematical models for not latticed pac-
king of spheres problems in regions bounded by quadratic in the plane
and in the space.

A technique to construct representations or parameterizations will be
introduced, by which it will be possible to find a system of inequalities
which determine the packing of a fixed number of spheres. Thus, we
solve the problem of packing spheres through a sequence of systems of
inequalities.

Finally, to obtain effective results, we will minimize the overlay function
using the Augmented Lagrangian Method.

Key-words: Packing spheres, Lattice theory, Quadratic equations,
Nonlinear programming, Lagrangian functions.
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Introducao

Neste trabalho, o principal objetivo é resolver o problema de empacotamento de bolas
sem sobreposicao num contéiner arbitrario. Almejamos encontrar a posicao dos centros
das bolas que garante que estejam contidas no contéiner.

Nos problemas de empacotamento classico, os contéineres sao politopos ou esfe-
ras. Existem muitos algoritmos e heuristicas para encontrar o maior niimero de itens que
se podem colocar dentro destes contéineres. Apresentamos neste trabalho modelos ma-
tematicos para empacotar itens num contéiner irregular, por exemplo: elipse, parabola,
intersecao de elipses, elipsoide, cone, etc.

No capitulo um, sao estudados os conceitos basicos de empacotamento, empaco-
tamento esférico, nimero de empacotamento, e o nicleo de um contéiner, este ultimo é
muito importante nos problemas de empacotamento de circulos (esferas) em regides arbi-
trarias, pois determinar este conjunto por meio de equacoes algébricas resolve o problema
de empacotamento de discos (esferas).

No capitulo dois, apresentamos o conceito de funcao representacao ou parametri-
zacao, que ¢ um auxiliar para calcular a distancia de um ponto a fronteira. Consideramos
regioes que se podem formar a partir das secgoes conicas: elipse, parabola, interseccao de
elipses, etc.

Finalmente no capitulo trés determinamos as vantagens e desvantagens dos mé-
todos apresentados nos capitulos um e dois, fazendo os experimentos numéricos.

Os graficos apresentadas no trabalho sao feitos usando os softwares Algencan
[ABMSO07] e Pov Ray [POV].
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Lista de Notacoes

Aqui

incluimos uma lista de notagoes usadas ao longo deste trabalho

N — o conjunto dos niimeros naturais;

R — o conjunto dos nimeros reais;

R™ — o espago euclidiano de dimensao n (com produto interno euclidiano e a norma
correspondente);

#(I) — cardinalidade do conjunto I;

xi,...,x, — coordenadas do elemento x € R";

(x,y) — produto interno euclidiano entre z € R e y € R, ie., (z,y) = > i j T Yi;
|z| — norma euclideana de z € R";

|z]oo — norma-infinito de x € R", definida pelo méximo dos valores absolutos de
coordenadas de z, i.e., |T]oo = max;—1__, |zil;

Blz,r]={y eR"| |y—a[<r}

B(x,r) ={y e R"[ |y — x| <r};

Sle,rf={y e R"| |y —a|=r}

d(z, X) =infyex |z — yl;

int(X) — o interior do conjunto X;

0X— fronteira do conjunto X;

n.cpu — tempo em segundos para empacotar n,. itens;
cputt — tempo total em segundos;

cputr — tempo usado em segundos para encontrar o nimero de itens do reticulado
contidos no contéiner.



CAPiTULO 1

Empacotando Bolas em Regioes
Arbitrarias

Este capitulo é dedicado a contextualizacao e apresentacao da teoria de empacotamento.
Citaremos a importancia e os conceitos basicos. Existem muitos trabalhos nesta area por
exemplo: [T64, Zon99, Sto83, Pac, MM03, Cen, BS08].

1.1 Problema.

O problema de empacotamento de objetos consiste em distribuir objetos em um contéiner
R, isto é num subconjunto R do espaco, de modo que:

e dois itens quaisquer deste arranjo nao podem ocupar o mesmo espaco;

e cste arranjo de objetos ocupe o maior espaco possivel de R.

O caso onde os itens sao retangulos de mesmo tamanho e R um contéiner convexo
descrito por desigualdades foi estudado em [BL10, BMMRO6], e o caso onde os itens séo
discos ou bolas e R um contéiner circular ou retangular foi estudado em [T64, BS08,
Xav07]. Nosso objetivo é empacotar discos ou esferas em contéiners arbitrarios, para isto
formalizaremos o conceito de contéiner.
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1.2 Conceitos Fundamentais.

Adotamos a linguagem usada em [Lim81] para descrever os conceitos de empacotamento.
Definimos formalmente o conceito de contéiner como:

Definicao. 1.2.1. Seja R C R”, dizemos que R é uma regiao se satisfaz as seguintes
condicoes:

1. R é fechado e limitado,

2. R possui int(R) conexo.

Os problemas de empacotamento consistem em reconhecer se um objeto pode ser
introduzido em um contéiner, respeitando o espaco que ocupam os demais objetos e a
parede do contéiner, esta ideia pode ser formalizada da seguinte maneira.

Definigao. 1.2.2. Um empacotamento numa regiao R C R” é uma familia (B))xea de
subconjuntos B, C R"™ compactos integraveis tais que:

1. int(B,) Nint(Bs) = 0 para todo a, B € A, a # 3
2. U)\GA B, C R.

onde A é um conjunto de indices.

O conjunto B, ¢é chamado de componente da familia, item ou objeto. A figura
1.1 ilustra um empacotamento.

Figura 1.1: Empacotamento em R.
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Consideremos a condicao de sobreposicao no empacotamento, isto ¢é;
int(By) Nint(Bg) =0, Va,f € A. (1.1)
Suponhamos que
A(B,) = / dA >0, VYaeA, (1.2)
entao (1.1) pode ser descrito em termos Zla area de intersecao dos itens B, e Bg, isto ¢

int(Ba) Nint(Bg) = ) <= A(B,N Bs) =0, VYa,p € A. (1.3)

De fato: (<) Dados a e 8, suponhamos que int(B,) Nint(Bg) # 0, entao existe
p € int(B,) N int(Bg), logo existe 6, > 0 tal que B(p,01) C B, e 62 > 0 tal que
B(p,d1) C Bg. Seja 6 = min{dy, 2}, entao B(p,d) C B, N Bg, consequentemente

0</ dAg/ dA # 0. (1.4)
B(p,d) BaNBg

(=) Reciprocamente, suponhamos A(B, N Bg) > 0 entao exite um bloco S em B, N Bj
com volume nao zero A(S) # 0, entao exite p € int(S). Assim int(B,) Nint(Bs) # 0.

A equivaléncia (1.3) é muito importante pois se pode determinar a sobreposi¢ao
de dois itens calculando a area da intersecao dos itens, ver figura 1.2

Bg B,

Figura 1.2: Sobreposicao de triangulos em R,
A(B, N Bg) > 0.

Suponhamos que B, N (R™ — R) seja integravel para cada «, entao

A(BaN(R" — R)) = 0 <= B, C R. (1.5)
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Definigao. 1.2.3. Seja (B))aea um empacotamento na regiao R. O empacotamento é
chamado de empacotamento rigido se para cada o e  em A existe uma transformacao
rigida Ty, g : R" — R" tal que

To5(Ba) = Bs. (1.6)

A transformacao T, 3 também ¢é conhecida como deslocamento, pois geometrica-
mente representa o deslocamento do objeto B, em Bg, isto ¢, Bz ¢ uma copia de B,.
Portanto todos os objetos tém a mesma forma: retangular, circular, etc., contidas na
regiao R. A figura 1.3 ilustra um empacotamento rigido.

Consideremos o problema de empacotar discos ou esferas em uma regiao arbitra-
ria. A este tipo de problema chamamos de empacotamento esférico, mais formalmente
temos:

Definigao. 1.2.4. Seja (B))xex um empacotamento rigido em R, se cada componente
da familia é uma bola fechada, o empacotamento é chamado de empacotamento esférico
em R.

O problema de empacotamento esférico consiste em distribuir o maior ntimero
possivel esferas de mesmo raio r em R. A figura 1.3 ilustra um empacotamento esférico.

Figura 1.3: Empacotamento esférico R.

Uma transformacao rigida é a composicao de uma translacao e uma transformacao
ortogonal, isto é:
1
T(x)=x +Uz, (1.7)

onde U é uma matriz n X n que satisfaz; U'U = I,, e ' € R", daf obtemos que:

T(Blz,r)) = B[T(x),]. (1.8)
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Seja (B))xea um empacotamento esférico, entao pela defini¢ao de empacotamento
temos que
| int(B)) C R; (1.9)
AEA
entao
> A(int(By)) < / dA (1.10)
AEA R
por (1.8) temos que A(B,) = A(Bg) = A(B,,); dai obtemos

#(A) A(By,) g/dA, (1.11)
para A fixo, logo
A(R)
#(A) < W (1.12)

Dai concluimos que se (By)xea ¢ um empacotamento esférico na regiao R que
contém um numero finito de objetos, entao o empacotamento pode ser escrito como uma
familia finita de subconjuntos de R . Nas seguintes secoes serao estudadas técnicas para
encontrar um empacotamento com cardinalidade #(A) maxima.

Dada uma regiao R, desejamos caracterizar os centros das bolas por meio de fun-
¢oes reais tais que elas satisfacam as condicoés de empacotamento. Primeiro, a distancia
do centro da bola a fronteira da regiao é maior que o raio da bola, se e somente se a bola
esta contida na regiao. Isto pode ser formalizado no seguinte lema.

Lema. 1.2.1. Seja R uma regiao e r > 0, entao
B,|%a,7] C R <= d(v,,0R) > 1 ex, € R. (1.13)

Demonstragao. (=) Suponhamos que B, = B(x,,r) C R, entao por defini¢do z, €
R. Para provar que d(z,,0R) > r, provemos por contradigao, isto é suponhamos que
d(x4,0R) < r. Como R ¢é compacto entao a fronteira OR de R também é compacto, dai
existe um y € JOR tal que |z, — y| = |d(x4, OR)| < r logo y € int(B,) dail y € int(R).
Absurdo! pois int(R) NOR = 0.

(<=) Suponhamos também por absurdo, que x, € R, d(z,,0R) > r e B, ¢ R.
Entao existe um ponto x € B, tal que x ¢ R. Como R é fechado temos que = €
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int(R™ — R). Seja [x,,x] 0 segmento que une x, com x, naturalmente o segmento de reta
[z, x] é conexo.

Seja wg : R™ — R definido por

wr(z) =d(z, R) —d(z, (R" — R)). (1.14)
Note que wgr é continua, em particular no segmento [z, z|, e
wr(Ta) = d(zo, R) — d(z4, (R" — R)) = —d(z., (R" — R)) <0, (1.15)
pois x4 € R < d(z,, R) = 0.
wr(z) =d(z,R) — d(z,(R" — R)) = d(x, R) > 0, (1.16)

pois por hipétese temos que z € (R" — R) < d(z,R" — R) = 0. Pela conexidade do
segmento [z, x|, por (1.15), (1.16), e aplicando o teorema do valor intermedidrio temos
que existe y € [z4,x] tal que wr(y) =0, logo d(y, R) = d(y, (R™ — R)) = 0. Isto acontece
se e somente se y € OR, e y # x pois x € int(R" — R) Dai

r S d(.’ﬂa,aR) S d($a,y) < d(xomx) S T.

que é absurdo. Logo concluimos que Blz,,r] C R. O

A segunda condi¢ao, muito importante num empacotamento é: “dois objetos nao
s ? .
podem ocupar o mesmo espaco ", a qual pode ser descrita por uma desigualdade, mostrada
no seguinte lema:

Lema. 1.2.2. Seja R uma regidgo, m € N e (B,)7"_; um empacotamento esférico de raio
r em R, entao temos a seguinte equivaléncia

int(By) Nint(Bg) = 0 <= |vq — 23] > 2r, «a# f. (1.17)

Demonstracao. Provemos a contra reciproca isto ¢é:

int(Ba) Nint(Bg) # 0 <= |z, — x5] < 2r. (1.18)
Ty —xp| <21 & ‘xa%xﬂ'<r
To + T To+Xp
& |y —————|<re |vg— <r
2 2
o rm=tep g,

& int(Ba) Nint(Bg) # 0.
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Observagao. 1.2.1. Também podemos obter o mesmo resultado usando (1.3), isto é

A(B(xo,r) N B(xg, 1)) =0 <= |v, — 28| > 2r, Va # 0. (1.19)

Conhecendo que uma bola B, é completamente determinada por seu centro e
raio, e usando (1.13) e (1.17), podemos caracterizar as equagoes que determinam o empa-
cotamento em R.

1.3 Algoritmo para encontrar uma solucao

Até agora mostramos que qualquer empacotamento esférico é uma familia finita de sub-
conjuntos de R. Pelos lemas 1.2.1 e 1.2.2 o problema de empacotar num contéiner é
equivalente a encontrar solugoes de um sistema nao linear de desigualdades.

Dados uma regiao R e » > 0, definimos a seguinte sequéncia de conjuntos;

N (R,r)={zeR%zeR, d JoR)>r}. (1.20)

e para k = 2,3,4, ...

eR, Vi=1,... k,
Q(Ryr) =1 (at,..., 28 e R™ | d(a?,0R) >r, Yi=1,....k, . (1.21)
d(z',27) >2r, i<}

Por simplicidade denotamos por 2 o conjunto Q% (R, 7).

Cada elemento de {2, determina um empacotamento de k£ componentes ou itens
na regiao R. Isto motiva o seguinte esquema iterativo, no qual cada iteracao consiste na
resolucao, para cada k > 0, do sistema que determina €2.

Definiremos um algoritmo bastante geral para encontrar um empacotamento na
regiao R,
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Algoritmo. 1.3.1. Dados R uma regiao em R" (n =2,3), e r > 0.

1. Faca k = 1.
2. Se Qx(R,r) = 0 parar. Em caso contrario, calcular z* € Q. (R, ).
3. Tomar k := k + 1 e retornar ao passo 2.

Teorema. 1.3.1. O algoritmo 1.3.1 esta bem definido.

Demonstracao. Suponhamos que Q. # (), entdo existe uma sequéncia finita de pontos

(xt, 22, ..., 2%) que pertence a Q, cujas componentes satisfazem as equagoes:
r' € R paratodoi € {1,....k} (1.22)
d(z',OR) > r para todo Vi € {1, ..., k} (1.23)
d(x',27) > 27 para todo i < j € {1,...,k} (1.24)

As equagoes (1.22) e (1.23), pela proposi¢ao sao 1.2.1 é o mesmo que dizer que a bola
B(x%, 1) esté contida na regidao R paratodoi = 1,..., k. A equacgdo (1.24) pela proposigao
(1.2.2), diz que a intersegao B(x',7)NB(z?,r) = (). Daf concluimos que a familia de bolas
B(zt,r),..., B(z*,r) forma um empacotamento. Para mostrar que ¢ um empacotamento
rigido esférico, definimos T} ;(z) = x + (27 — z') que satisfaz T(B(2',r)) = B(z7,r). Isto
mostra que a sequéncia gerada pelo algoritmo 1.3.1 é um empacotamento rigido esférico.
Pela equagao (1.12) temos que s6 existe um nimero finito de pontos z* gerados pelo
algoritmo. O

Como a sequéncia gerada pelo algoritmo ¢é finita, denotamos o niimero maximo
de pontos z' gerado pelo algoritmo por n,(R,r), o qual ¢ determinado pelo contéiner R e
pelo raio da esfera r.

Definicao. 1.3.1. Chama-se nimero de empacotamento ao nimero maximo k tal que
Qr(R,7) # 0 para a regidao R e denotamos por n,(R, 7).
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O nimero de empacotamento tem a seguinte propriedade:

Qyrry 0 e Qy gy = 0, para todoi=1,... (1.25)
e pela equacao (1.12), temos
A(R)
ny(R, 1) < . (1.26)
8 A<B>\0>

A relagao (1.26) é muito importante, pois nos da uma cota superior para o ni-
mero de empacotamento n,(R, ). Esta propriedade pode ser usada para melhorar nosso
algoritmo 1.3.1.

Achar n,(R,r) é dificil, pois ndo ¢é facil verificar computacionalmente quando o
conjunto (R, r) é vazio, uma vez que n,(R,r) é solu¢ao do problema de otimizagao

max k  sujeito a  Qu(R,7) # 0, (1.27)
Note-se que se z* € R"* é uma solucio do problema (1.28).

k

min F' = Z max{0,7? — d(z', 0R)*}* (1.28)
; i=1
Sujeito a:
¥ € R, i=1,...,k
4r? —d(z',27)* < 0, i <.

com F(z*) = 0, entdao z* € Q(R,r). Porem, a funcao objetivo F' em (1.28) nao
é explicita, pois (1.28) contem o problema de calcular d(z°,OR), o qual nao permite o
calculo do gradiente de F', mas pode ser resolvido usando métodos sem derivada como:

[EMP11, Pow09, NM65].

1.4 r-Nucleo de uma regiao.

Seja Blx,r] uma bola centrada em x de raio r > 0, no algoritmo geral 1.3.1. Precisamos
calcular a distancia do centro da bola a fronteira da regiao R para determinar se a bola
estd contida em R. Mas isso € resolver outro problema de minimizagao, isto é:

min d(z, y), (1.29)
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e verificar que a solucdo y* de (1.29) satisfaz a desigualdade:

Az y) >, (1.30)
Note no algoritmo geral 1.3.1, que nao é fundamental determinar a solucao do problema
(1.29). Por exemplo, se R for um retangulo no plano, isto R = [a,b] x [c,d] C RZ,

o problema de empacotamento na regiao R ¢é equivalente a encontrar uma distribuicao
(uniforme) de pontos no retangulo

[a+7b—71] x[c+r,d—7r] CR?

como se mostra na figura 1.4.

T )
// \\//

Figura 1.4: R = [a,b] X [¢,d], K.(R)=[a+r,b—7]x[c+r,d—r].

-
N

Assim como no caso do quadrado, podemos determinar primeiro um subconjunto
de R cujos elementos tém distancia a fronteira maior que r.

Definigao. 1.4.1. Seja R C R™ (n = 2,3) uma regiao, chamamos de r-Ntcleo de R ao
conjunto

K, (R)={ze€R | d(z,0R)>r}. (1.31)
Portanto Qx (R, ) pode ser descrito por:

(1.32)

mmﬂ_{wwwmewanMWLVmLmﬁ}.

d(z',2?) >2r, 1<

Determinando primeiro o nucleo de uma regiao R por meio de inequagcoes, pode-
mos reduzir as inequagoes que determinam o empacotamento em R.
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1.5 Exemplos.

Apresentamos exemplos nos quais podemos determinar de forma explicita o conjunto
K, (R) para algumas regioes simples.

Exemplo. 1.5.1. (Esferas numa esfera). Um exemplo cldssico e muito estudado
¢ o problema de empacotar circulos em um circulo [Pac, Sto83]. Deseja-se encontrar o
nimero maximo de circulos num circulo maior, neste caso é possivel calcular o r—ntcleo
para empacotar circulos de raio r. De fato; seja R = Blz?, p|, isto é uma bola fechada
centrada no ponto 2¥ e raio p, que naturalmente é compacto com fronteira R = Sz, p|.
Pela definicao de r—nicleo temos que determinar o conjunto:

K,={ze B’ p] | dz S[z"p])>r}. (1.33)
Caso.- 1 Suponhamos que 0 < r < p, entao

K. ={xeBl’p | |[z—-2"|<p-r}.
De fato, seja z € K, e # # 2° entao x € B[2°, p] e d(z, S[z°, p]) > r, consideremos o

ponto 3° = 2% + p §:§g|. Como |y — 2°] = p temos que y° € S[a°, p|, também temos que
0

os pontos x°, x e y° sdo colineares, logo pela desigualdade triangular temos
o= — 2% = |y — o] + o — 2. (1.34)
Seja y € S[xY, p] entao
ly — 2°| < |y — x| + |x — 2°| para todo y € S[2°, p], (1.35)
mas |y — z°| = p para todo y € S[z°, p], entao
p <|y— x|+ |z — 2°| para todo y € S[z°, o).
Usando a definigao de d(z, S[z°, p]) temos

p < d(@,S[2° p]) + |z — 2 (1.36)

Como y" é um ponto da fronteira que satisfaz a igualdade (1.34) e a relagio (1.36) con-

cluimos que
p = d(z, Sl°, p]) + | — 2*| (1.37)
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dai
p=r1+|r—a"
se e somente se p —r > |z — 2°|. Logo x € B[z°,p —r] ou K, C B[z", p —r].
Reciprocamente, seja © € B[z’ p — r|]. Fazendo a mesma andlise temos que
p=d(z,S[z° p]) + |x — 2°| e por hipdtese temos que |z — z°| < p — r, entdo

p = d(x,S[2° p]) + o — 2’|
< d(z,S[a%p)) +p—7

isto é

r < d(a, Sl°, o).

Finalmente temos
K, = B[2",p—r].

O raciocinio é representado na figura 1.5.

Yo To Y

Figura 1.5: R = B[2°,p|, K,.(R)= Blz° p—r].

Caso.- 2 Suponhamos que 7 > p ¢ K, # ), entao existe z € B[z°, p| tal que a
bola Blz,r] C B[z, p|. mas isto é absurdo, pois se y! = 2% + T —§§| entdo y' € B[2Y,r] e

y' & B[z, p|. Concluimos que

K, =0
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Deste modo §2;, pode ser descrito por um ntmero finito de desigualdades:

d(xi7$0) S p—T V’l,
Qp =< (2' ..., 2" e RF | d(a?,27) > 27, i<j, }. (1.38)
Vi,j € Iy ={1,....k}

Lembrando a equivaléncia 0 < a < b <= a? < b2. Q. pode escrito da seguinte forma

2" =22 < (p—1)%, Vi,
Q=< (z,...,2") e R | |2t — 292> (20)2, i<, ». (1.39)
Vi j € Ip = {1,..,k}

Se R={(z,y)| 2?+y*<25}eraior =1, onimero de empacotamento é n, ~ 19, com
a configuracao ilustrada na figura 1.6.

Figura 1.6: p=5, r=1, mn,~19.

Exemplo. 1.5.2. (Esferas num politopo). Outro caso muito estudado [BMRO5,
MFPO03] é quando é R um poliedro convexo e limitado, isto é, um politopo. Suponhamos
que R é descrito como a seguinte regiao

o n (aﬁx) < bZ
= {%R ‘ Vi€ L, ={1,..m} | (1.40)

Afirmamos que o niicleo K, (R), é:

K.(R) = {x eR" ‘ \i‘;;;mg_b{z”a'm} } (1.41)
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De fato, seja x € K, entao d(x,0R) > r. Como R é um politopo, podemos
calcular a projecao R(:L) onde P; é a projecao no hiperplano (z,a’) = b;. Definimos a

al
[af]®

perpendicularmente o hiperplano, e existe s; tal que a;(s;) = Pi(z) isto é:

curva a;(s) =z + s como a’ é perpendicular ao hiperplano, entao a curva intercepta

bi = (ai(si),a’)
a
= (x4 8—a")
!

= (z,a") + 8;(~—,a")
o
= (x,a') + s;|a’|

> (z,a’) +rld|

pois a curva é parametrizada pelo comprimento de arco s. Finalmente concluimos que x
tem que satisfazer a desigualdade

x,a")y < b; —r|a’| para todoi=1,....m. 1.42
</ >— 2 | p ) 9

Para a reciproca, ¢ suficiente observar que os hiperplanos (z,a') = b; —r|a’| e (x,a") = b;
sao paralelos, e a distancia entre eles é r.

Deste modo €2, neste caso pode ser descrito por um ntimero finito de desigualda-
des.

(2t aP) < b; — r|aP],
kn d(szrj) > 2T,

Vi,j el ={1,.. k),

Vp e I, ={1,...,m}.

Q=< (2., 2" eRrR (1.43)

Lembrando a equivaléncia 0 < a < b <= a? < b2, Q. pode ser escrito da seguinte forma

(2t aP) < b; — r|aP],
|v" —27[? > (27)?,
Vi,j eI, ={1,... k),
Vp e I, ={1,...,m}.

Q= ¢ (24, ... 2" e RF® (1.44)
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Consideremos o caso especifico de um politopo de 5 lados, descrito por

3z < 15, )
3+ 2 <15,
R={(r,y) eR? | —2Be W <5 5 (1.45)
F oL,
\ 3\é§x_5?y§15’ )

e ilustrado na figura 1.7.

Figura 1.7: R, r=1, n,~20.

Exemplo. 1.5.3. O Cilindro circular.- Dados p > 0 e L > 0, definimos o conjunto

(1)? + (22) < %, } '

I f 3
R = {x = (x1,22,73) €R 0< <L, (1.46)

Usando os mesmos argumentos dos exemplos 1.5.1 e 1.5.2 podemos mostrar que o r—ntcleo
de R dado em (1.46) é o seguinte conjunto

K. (R) = {x = (w1, 79, 73) €R?

(71)% + (22)* < (p— 1), } '

1.47
r<xz3<L-—r, ( )

O r—nicleo de R € ilustrada na figura 1.8.
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Figura 1.8: R, K,(R).

Entao, o conjunto £2, pode ser escrito da seguinte forma

(@) + (@) < (p— )2
r<ay <L-—r,

|$i - xj|2 > (2 7“)2’

Vi,j € I, ={1,....k},

O =< (a4, ..., 2% e R3F (1.48)

Para p =2 ¢ L = 7 o nimero de empacotamento para r = 1 é n, &~ 8 com a representacao
grafica ilustrada na figura 1.9.

Figura 1.9: R:p=2, L=7 r=1 n,~38.

Para p = 5 ¢ L = 2 o niimero de empacotamento para r = 4

5enp%i%()coma

seguinte representacao grafica ilustrada na figura 1.10.

Exemplo. 1.5.4. Elipse.- Seja a > b, definimos R como a regiao com fronteira OR = &,
onde £ é uma elipse.

R= {x = (21, 72) € R? (9212)2 4ol o } (1.49)
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Figura 1.10: R: p=15, L =2, 7’:‘5—1, n, ~ 30.

Calcular o r—nucleo neste caso nao é facil, pois o r—nicleo de uma elipse nao
¢ uma elipse, mas JR é suave, e R é convexa. Isto nos permite aproximar 0R por
retas tangentes obtendo um politopo com infinitos lados. Pelo exemplo 1.5.2 podemos
determinar o nucleo de R usando infinitas retas, isto é:

R = {x = (v1,72) € R?| @ 4 o2 < } (1.50)
b cos(t) + a sin(t) zo < ab

_ _ Rr2| % . 1.51

{z (1,22) € RV V0 97, (1.51)

Dai o nicleo de R pode ser calculado usando o desenvolvimento do exemplo 1.5.2, logo

b cos(t) x1 + a sin(t) zo <
K. (R) =< x = (z1,2) €ER*| ab—7/(bcos(t))? + (asin(t))?, . (1.52)
vt € (0,27,

K@

Figura 1.11: R, K,(R).
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O conjunto €2 pode ser escrito como:

b cos(t) x| + a sin(t) zh <
ab—1+/(bcos(t))? + (a sin(t))?,
Q=< (2!,...,2") e R**| vt € [0,27], : (1.53)
|2* — 27> > (27)?,
Vij e I, ={1,...,k}

Y

\

Para reconhecer se um ponto esta no r—ntcleo temos que avaliar infinitas de-
sigualdades, mas computacionalmente isto é impossivel. No capitulo dois construiremos
uma representacao do plano que permita calcular o r— nicleo explicitamente.

1.6 Empacotamento esférico reticulado

O problema do empacotamento esférico em reticulados procura basicamente os reticulados
que proporcionam a maior densidade em suas dimensoes. Embora este problema tenha
sido estudado por varios matematicos, até agora, sé se conhece o resultado para dimensoes
até 8 e para dimensao 24 [CS99].

Definigao. 1.6.1. Seja B = {u!,...,u™} um conjunto linearmente independente de
vetores de R". Um reticulado no R™ com gerador B, consiste do conjunto das combinagoes
inteiras desses m vetores, ou seja

L™0)={ueR"lu=su" +...+s,u™, s €L}. (1.54)
Notemos que o reticulado é um conjunto discreto no subespago de dimensao m
gerado por B. Dizemos também que L™ é um reticulado de dimensao m contido em R”

Definicao. 1.6.2. Dados um reticulado L™ no R™ com conjunto de geradores B, o
conjunto de pontos y ;* s;u’ € R™ para os quais 0 < s; < 1 ¢ chamado de dominio
fundamental do reticulado L associado ao conjunto de geradores B.

Definigao. 1.6.3. Dados um reticulado L™ no R"” com conjunto de geradores BB e o, um
ponto no R”, o reticulado afim é o conjunto:

L™op) ={ueR"u=op+siu" + ...+ s,u™, s €L}. (1.55)
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Exemplo. 1.6.1. Consideremos o reticulado padrao do plano, ou seja L? = Z?. Temos
vérios geradores para tal reticulado. Por exemplo B = {(1,0),(0,1)} é um conjunto de
geradores para LZ.

L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L]
° L] L[] L] L] L[]
L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L]
[ ] ° (] L] . o

Figura 1.12: L? = Z2.

Exemplo. 1.6.2. Para o caso n = 2 o teorema de Lagrange e Thue [Zon99] afirma que o
reticulado hexagonal gerado por B, = {27(1,0),7 (1,4/3)}, o qual denotamos por L2(0,0),
¢ o que proporciona o mais denso empacotamento de esferas de raio r (reticulado e nao
reticulado) em R?| ilustrado nas figuras 1.13 e 1.14.

Figura 1.13: Reticulado L? gerado por Figura 1.14: Empacotamento Reticu-
B,. lado em R2.

Exemplo. 1.6.3. Em 1611, J. Kepler fez a conjectura de que o mais denso empacota-
mento de esferas (reticulado e nao reticulado) em R? tem densidade de centro 1/v/32.
Carl F. Gaus em 1831 provou parcialmente a conjectura mostrando que esse ¢ o maior
valor para densidade de centro quando se considera apenas empacotamentos reticulados.
Em 1998, Thomas Hales anunciou uma prova da conjectura de Kepler pelo método de
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exaustao, que envolve verificagao de muitos casos individuais usando calculos computaci-
onais complexos. A prova de Haless foi avaliada como 99% correta. Para maiores detalhes
sobre a conjectura de Kepler ver [Zon99].

O reticulado gerado por B, = {v27(1,1,0),v/27(0,1,1),v/27(1,0,1)}, o qual
denotamos por L2, ¢ ilustrado nas figuras 1.15 e 1.16

Figura 1.15: Reticulado L3 gerado por Figura 1.16: Empacotamento reticulado
B,. em R3.

1.7  Limitante inferior para n,(R,r)

Na pratica, comegar empacotando desde k£ = 1 (k nimero de itens) no algoritmo 1.3.1 ndo
¢ uma boa escolha computacionalmente, pois é mais razoavel tentar construir um limitante
inferior. Para isto aproveitamos os empacotamentos reticulados com maior densidade: no
plano R? e no espaco R3.

Sejam R um contéiner e r > 0, definimos
ng(R,r,01) = #(L; (or) N K, (R)). (1.56)

Isto é, o nimero de discos do reticulado L' que estao contidos no contéiner R, logo pela
definicao de ntimero de empacotamento temos

0 <ng(R,ron) <ny(R,r). (1.57)

Dai o algoritmo 1.3.1 pode ser melhorado como:
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Algoritmo. 1.7.1. Dados R uma regiao em R" (n =2,3), o € R", e r > 0.

1. Calcular ng(R,r,0yp).
2. Faca k =ny(R,r,01) + 1.
3. Se Qx(R,r) = 0 parar. Em caso contrario, calcular ¥ € Qi (R, 7).

4. Tomar k := k + 1 e retornar ao passo 3.

[lustramos na seguinte sequencia os passos do algoritmo nas figuras: 1.17,1.18,1.19, 1.20.

Figura 1.17: Reticulado L? /Q(OL) gerado  Figura 1.18: Numero de pontos do reti-
por By ;. culado no nicleo ny = 75.

Figura 1.19: R = BJ0, 5], ny = 75. Figura 1.20: n, ~ 80.
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CAPITULO 2

Empacotando em Seccoes Conicas

O problema de empacotamento pode ser formulado como um problema de otimizacao,
e em alguns casos como um sistema de inequagoes explicitas, por exemplo quando o
contéiner é um circulo 1.5.1 ou politopo 1.5.2. Mas se o contéiner for uma elipse o modelo
matematico nao € trivial, pois é preciso representar o plano maneira que seja facil calcular
a distancia do centro da bola ao bordo do contéiner.

Para calcular o nimero maximo de itens (discos ou esferas) que o contéiner admite
usamos o algoritimo 1.7.1, mas neste algoritmo precisamos verificar a desigualdade

d(x,0R) >, (2.1)

a qual se reduz a resolver outro problema de otimizacao, dai a dificuldade de formular
tudo como um s6 problema de otimizagcao.

No caso de empacotamento esférico numa regiao poliedral limitada ou esférica, o
problema resolve-se calculando todos os pontos de R que satisfazem (2.1), isto é calculando
o nicleo da regiao.

Em particular, se a regiao é dada por
R={zeR"| g(z)<0 }, (2.2)
onde g : R" — R é uma aplicacao diferenciavel, entao a fronteira de R é o conjunto

OR={zeR"| gz)=0 }. (2.3)

25
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Definicao. 2.0.1. Seja g : R" — R uma fungao diferenciavel, dizemos que ¢ € R é um
valor regular de g quando nao existem pontos criticos de g no nivel ¢, ou seja, Vg(z) # 0
para todo z € g~!(c). Quando ¢ é um valor regular de g, diz-se que o nivel ¢ é regular.
Quando existem pontos criticos x tais que Vg(z) = 0, dizemos que ¢ é um nivel critico
de g.

Suponhamos que 0 seja um valor regular de g, entao o teorema de funcao implicita
garante que ¢~1(0) é uma superficie (se n > 3), ou uma curva (se n = 2).

Pelo lema 1.2.1 temos que a bola B, centrada em z, e de raio r, esta contida na
regidao R se e somente se a relacao (2.1) é satisfeita. Como a regido R é compacta entao
sua fronteira OR = ¢g~*(0) é compacta, logo existe y, € IR tal que satisfaz as equagoes
de Lagrange

To = Ya — )‘VQ(ya)a
g(ya) = 0.

O vetor Vg(y.) ¢ perpendicular ao conjunto de nivel g71(0) = dR, onde y, ¢ tal
que g(y,) = 0. De fato, sejan : (—¢,e) — g~ 1(0) tal que n(0) = y, e n(t) € g~ *(0) = IR,
para todo t € (—¢, €). Entao

0= (g0n)'(0) = dg(n(0)) n'(0) = (Vg(ya), n'(0)), (2.6)

ver figura 2.1.

Pelas equagoes (2.4) e (2.5), podemos calcular z, conhecendo y, e A usando a
férmula (2.4) sob certas condigbes para R, isto é, podemos representar cada ponto de R

por (Ya, A).

Na realidade, desejamos representar os pontos de R, em algum sistema referencial
onde seja facil calcular a distancia do ponto x, a fronteira.

Definicao. 2.0.2. Sejam R C R", U C R™ e H : U — R uma aplicacao continua.
Dizemos que o par (H,U) é uma representagao do conjunto R se H ¢é sobrejetora, isto ¢,

H(U) =R.
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Figura 2.1: Regiao R : g(z) < 0.

Exemplo. 2.0.1. Seja R = {(z,y) | z*> + y* < 1} o disco unitdrio, isto ¢ R = B[0,1] C
R2, entao as aplicacoes:

U=10,27] x [0,1] CR? — R?  ¢(t,s) = (s cos(t), s sin(t)), (polar)
U=5[0,1 x[0,1] CR> — R?* H(q,s)=sq

sao representacoes de R, pois

¢([0,27] > [0,1]) = B[0,1],

H(S]0,1] x [0,1]) = B|0,1].
[lustramos estas ideias na figura 2.2.

Logo, com este novo sistema de coordenadas é facil calcular a distancia de um
ponto da B[0, 1] a fronteira S[0,1]. No caso, se p € B[0, 1] entao existe (¢, s) € S[0, 1] x
0, 1] tal que p = H(q, s), pois H é sobrejetora, logo a distancia é dada por: d(p, S[0,1]) =
d(H(q,s),q) = lg(1 — s)|
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(= o(t,s) € IR

% )

Figura 2.2: Regiao R : g(x) <0.

2.1 No Plano R?

Nesta seccao analisamos o problema de empacotamento esférico numa regiao plana, cuja
fronteira é uma secgao conica, isto é: elipse, circulo, pardbola ou uma combinacao destas
seccoes conicas. Calcular a distancia de um ponto a fronteira ainda nestes casos nao é
trivial, mas para cada regiao é possivel construir uma representacao ou um sistema de
coordenadas onde seja facil calcula-la.

A ideia geométrica é deformar um ponto ¢ € OR em p € R tal que d(q,p) =
d(p, OR), isto pode ser feito usando um conceito semelhante & homotopia.

2.1.1 Elipse

Definicao. 2.1.1. Uma elipse, £, de focos f; e f é o conjunto do plano que consiste de
todos os pontos p cuja soma das distancias a f; e fy é igual a uma constante 2a > 0,
maior do que a distancia entre os focos 2¢ > 0.

No caso, em que f; = (—¢,0), fo = (¢,0) e p = (x,y) obtemos a equagao da
clipse: € : b?a2? + a®>y? = a®b?, onde b = Va2 — 2. Neste caso a equacdo é conhecida
como forma canonica da elipse de centro na origem e reta focal coincidente com o eixo x.

Seja E a regiao definida por:
E={(z,y) e R*| b*2? +a?y* —a®V? <0 }, (2.7)

a qual tem como fronteira a elipse &, isto é: OF = £.
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Para (z,y) € OF, definimos as aplicagoes 0 : IE — R* e r: 9E — R por

oo~ ((1-2) o) o8

r(z,y) =\ 2?2 — + 2. (2.9)

co = (—a,0)

Figura 2.3: Regiao E.

Na figura 2.3 é possivel acompanhar graficamente as aplicagoes definidas em (2.8)
e (2.9), onde a primeira representa o centro e a segundo o raio de um disco contido em
E, como se observa na figura.

O seguinte lema é muito importante, pois sera utilizado para construir as equagoes
que descrevem um empacotamento esférico em FE, isto é, para garantir as condigoes sob
as quais os discos estao contidos na regiao F.

Lema. 2.1.1. Seja (z,y) € OF, entao
1. Blo(z,y),r(z,y)] C E,
2. o(z,y) =o(a,y) =z =2a",y==+y.
Demonstracao. Seja (u,v) € Blo(x,y),r(x,y)] entao
d((u,v),0(z,y)) < r(z,y)

0
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d((u,v), 0(x,y))* < r(z,y)?

AN b\
(e @) o () o
2
u? — 2uw [1—(9)
a
2] 2 4 4
u? — 2ux [1—(9) + 2% — 227 <E> + 2? (9) +0? < 2? <E) + 92,
a a a a
[ 2
u? — 2ux 1—<9>
a
2 2 2
u? — 2ux [1—(9) + 2% — 2? <§> +0? < 2 (é) + 7,
a a
b\ 2
- ()
a

u? + (xz — 2um) 1—

Q

u? — Qux
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finalmente
u?b? + v?a® < @b

Dai concluimos que (u,v) € E, isto é:

Blo(z,y),r(x,y)] C E.
|

Apresentamos agora uma funcao representacao para a elipse, em que cada ponto
p da regiao E é representado por trés nimeros reais (x,y, s), onde (z,y) € € e s € [0, 1]
é um parametro que indica o grau de afastamento do ponto (x,y) a fonteira OFE.

Seja a aplicacao H : OF x [0,1] — E definida por

H(x,y;5) = (o(s) 2, 5). (2.10)

onde o(s) = (1 +(s—1) b_2>.

2
a
A aplicacao H é uma representacao da regiao E. De fato, pela definicao H é
polinomial logo uma funcao continua, assim sé falta mostrar que H é sobrejetora.

Seja (u,v) € E. Temos que mostrar que existe (xo, 4o, So) € OF x [0, 1] tal que
H (0, Y0, S0) = (u,v). Isto é, temos que resolver o sistema de equagdes

o(s)x = wu, (2.11)
sy = w, (2.12)

22 g

St = L (2.13)

nas variaveis x,y e s.
Sem perda de generalidade, suporemos a > b.
Caso. 1. Suponhamos e v # 0 entao s # 0 e y # 0, dai substituindo as equagoes
(2.11),(2.12) em (2.13) obtemos
(bus)’+ (avo(s))? = (absa(s))?, (2.14)
ou ) )
b?s? (a® + b*(s — 1)) N v? (a* + b (s — 1))

= = + b?s*u? = 0. (2.15)
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Resolver diretamente (2.15) é muito dificil pois é um polinomio de grau 4 em s.
Usaremos o teorema de valor intermedidrio para garantir que o sistema (2.11)-(2.13), tem
pelo menos uma solugao.

Seja ¢ : [0,1] — R, definida como
d(s) = (bus)* + (avo(s)* — (absa(s))?. (2.16)

A aplicacao ¢ é continua no seu dominio e tem as seguintes propriedades

L ¢0)=1-5% >0,

2. ¢(1) = (bu)®* + (av) — (ab)® < 0.

pelo teorema do valor intermedidrio concluimos que existe sy € (0, 1] tal que ¢(sg) = 0.
Para obter x,y basta substituir s por sy nas equagoes (2.11) e (2.12).

Caso. 2. Suponhamos que a (1 — Z—z) <wu<aeuv=0,isto é o ponto se localiza
no segmento [cs, ¢3) (ver figura 2.3). Entao o ponto (u,0) pertence ao segmento de reta
que liga os pontos (a (1 — 2—2), 0) e (a,0), e H(a,0,s) é uma curva que liga estes pontos,
logo existe sp € [0, 1]. Similarmente se ¢g = —a < u < —a (1 — Z—z) = ¢1, neste caso basta
considerar H(—a, 0, s).

Caso. 3. Suponhamos —a (1 — Z—z) <u<a(l- 2—2) e v =0, isto é o ponto se
localiza no segmento [c1, co], (ver figura 2.3) entao —ac(0) < u < ac(0) se e somente se

—a < % < a se e somente se #02)2 < a?,
c0)z = u, (2.17)
Oy = 0, (2.18)
22y
2 + 7 1. (2.19)

Substituindo (2.17) na equacao (2.19) obtemos

y? = Z—Z <a2 — %;)2) : (2.20)

. 7 2 7’ . . /
Por hipétese a? — # ¢ sempre positivo, dai podemos obter os valores para = e
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Y.

u
Lo = 0(0);

b? u?
" i\/ﬁ (- =7
so = 0.

Na figura 2.4, ilustramos geometricamente que a distancia entre p € E' e OF pode
ser calculada usando a representagdo H, pois p = H(q, s) para algum (¢, s) € OF x [0, 1].
Observamos que a bola Blp,d(p,q)] C E e q € OF, dai d(p,0F) = d(H(q,s),q), isto é,
podemos descrever o ponto p em termos da fronteira de F mais um parametro adicional
s, o qual permite calcular d(p, OF).

Figura 2.4: d(p,0F) = d(H(q, s),0F) = d(H(q, s),q).

Corolario. 2.1.1. Seja p € E, entdo existe (¢,s) € OF x [0,1] tal que H(q,s) = p e
d(p,q) = d(p, OF).

Demonstragao. Seja p € E. Como a aplicacdo H é sobrejetora, entdo existe (q,s) €
OFE x[0,1] tal que H(q, s) = p. Pelo lema 2.1.1 temos que Blo(q),7(¢q)] C E, dai pelo lema
1.2.1 temos que

olg) € E, d(o(g), 0E) > r(q).
Pela definicao de H, temos que p ¢ um ponto no segmento de reta que liga os pontos ¢ e

o(q), isto é q,p,0(q) s@o colineares, logo

d(o(q),p) +d(p,q) = r(q), (2.21)
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entao
Blp,d(p,q)] € Blo(q),r(q)] C E.

Dai
Blp.d(p,q)] CE<=peE, d(p,0E)>d(p,q),

o ponto g € OF portanto
d(p.q) = d(p, OF). (2.22)

O

Do coroléario 2.1.1 podemos obter uma férmula para calcular a distancia de um
ponto p € E a fronteira OF. Isto resolve o problema de empacotar discos de mesmo raio
numa elipse.

O problema de empacotamento esférico pode ser descrito por um sistema finito
de equagbes nao lineares, diferencidveis usando as novas coordenadas (x,y, s).

Na desigualdade
d(p,0E) > r

usando a func@o de representagao H, substituimos p por H (g, s), isto é

d(H(q,s),0F) = d(H(q, s),q) (2.23)

e assim obtemos um método para calcular a distancia a fronteira da regiao F, a
qual permite calcular o nicleo de FE.

q€0F
H(q,s) € K,(E)<=< 0<s<1, (2.24)
d(q, H(q,s)) =
Dai
( q € 0F, )
d(H(q’L/ Si)’ ql) > T,
Q=< (H(q", 81),...,H(q", s1)) € R¥* | d(H(q',s:), H(¢%,5;)) >2r,i# ] ¢. (2.25)
0 S Si S 17
\ Vi,jely={1,....k}, )
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Para simplificar definimos o conjunto
B2(21)? + a?(yi)? = a?b?,

(5= D2 @) ()" + @] =2,
(o(si)a’ — o(s5)a?)? + (siy' — s597)° > (27)?

Q= < H((xi./yi,si))? € R*3 0<s <1, > . (2.26)
Vi,j € I, = {1,....k},
\ o(s) = (1+ (-1 (1)) |
Exemplo. 2.1.1. Sejar =1, ¢
Elz{(x.y)eRQy x—2+y—2<1} (2.27)
/ 25 9

Usando o solver algencan [ABMS07], calculamos o nimero de empacotamento n,, obtendo
n, ~ 11. A configuracao obtida ¢ ilustrada na figura 2.5.

Figura 2.5: r =1, n,~11.

Para r = %

a configuracao obtida é ilustrada na figura 2.6.

¢ I calculamos o nimero de empacotamento n, obtendo n, ~ 47 e

Parar =1, e
2?2

obtivemos n, ~ 11 com a seguinte configuracao da figura 2.7.
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Figura 2.6: r = %./ n, ~ 47.

Figura 2.7: r =1, n,~ 1L

2.1.2 Interseccao de Elipses

Consideremos o problema de empacotar discos num contéiner formado pela interseccao
de duas ou mais elipses. Para resolver o problema podemos usar duas funcoes auxiliares
construidas sob o mesmo raciocinio da secao anterior.

Sejam E e F duas elipses centradas nos pontos pg e pr, com angulo de rotacao
Or e Or com respeito ao eixo x respectivamente, como se mostra na figura 2.8.

Para construir uma representacao, isto ¢, uma funcao auxiliar, definimos explici-
tamente a aplicacao T : R? — R? dada por:

T(p) =po+G(O)p (2.29)

onde G é a matriz de rotacao no sentido anti-horario, definida por:

- ] =
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Figura 2.8: R=ENF.

Suponhamos conhecida a equagao candnica E’ e F’ das elipse E e F', entao po-
demos definir as representagoes Hg : OF' x [0,1] — E e Hp : OF' x [0,1] — F de E e
F' respectivamente, dadas como

Hg(qp, spr) = per + GO0 )Hp (qer, s51),  Hp(qe, spr) = pr + G(0p ) Hp(qr s $5v)-
As aplicacoes Hp e Hp sdo sobrejetoras, pois 7' é uma aplicacao bijetora e Hp, Hp é
sobrejetora.

Seja p € E N F, entao existem (qp/, spr) € OF x [0,1] e (qpr, spr) € OF" x [0,1]
tais que:

He(qe, sp) =p (2.31)

Hp(qpr, $pr) = p. (2.32)

Entéao, pelas equagoes (2.31) e (2.32), obtemos a seguinte igualdade:

Hp(qp, spr) = Hr(qr, sp). (2.33)

A equagao (2.33) obriga o ponto p a ficar na intersegao das elipses E e F', logo serd
adicionada em nosso sistema de equagoes que determinam o empacotamento na intersecao.
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Finalmente, descrevemos as equagoes que determinam o empacotamento, neste

caso um ponto p é descrito em fun¢ao de quatro variaveis (qg/, Sgr, qrr, Spr)

(Hp(ql, spri))f, € RF?

\

Supondo que as equagoes canonicas das elipses £ e F' sejam:

2 2
E y

b2

podemos reescrever o sistema (2.34)

(spri — 1)

0 < SE/q < 1
d*(x)? + ¢
<5F’i — ]_)

Q= H((xlylasl))§

Vi,j €I, =

Pt <

b (z'y)? + a?
(@) (B + ()] =72,

(O_(SE/i):I;iE'/ - O—(SE/J')(I/’%/)Q + (SE/’L'y%]’ -

(i € OF,
d<gE<q§E'> SE’i)’ q%’) >,
d(Hp (4, s2i), He(qp, s51)) > 27,
0<sp; <1,
¢4 € OF, b . (2.34)
d(Hp(qr $F7i), Q) > 14
0<sp; <1,
HE(QEU Spri) = HF(Q%I, Spri),
Vi,j € Iy = {1,... k}, )
2 2
1,F.£+%§1 (2.35)

,ondea>bec>d:

(Vi )? = a0,

(yF’) - d2027

[(50)? (4)* + (o )?] > 72

OSSF’iSl,

(1., k),

SE’jyjé/>2 > (27)?

\

o (Spri)tty — op(Spri)xh cos(0p — O )—

SpriYer sin(0p — 0p) = cos(0p ) (y%) + sin(0 ) (y%),
SpilYe — o (Spri) b sin(0pr — Opr)—

Spiilf cos(0p — Opr) = —sin(0p ) (yy) + cos(0p ) (),

onde () = (1+ (s = 1) (8)*) e om(s) = (14 (s = 1) (9)°).
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Exemplo. 2.1.2. Sejam as elipses E e F', centradas em prp = (3,2) e pr = (3,1) com

22 x2 1

. .\ 2 .
equacoes canonicas F' : v+ Z=1lelF : &+ 4% =1, erotagao 0p = arctan ; e

1
0r = 0 respectivamente, logo as matrizes de rotacao sao:

4 1

== - 10

Gg(0p) = ( VIT 1T ) . Gr(Op) = ( 01 ) (2.37)
VA

¢ mostrada na figura 2.9.

1
2

A configuragao para r =

Figura 2.9: r = %, n, ~ 16.

Exemplo. 2.1.3. Sejam as elipses E ¢ F, centradas em pp = (2, %) e pr = (3,1) com

~ N 2 2 2 2 N
equagoes canonicas B @ & + 4% = 1le " 1 & + 4% =1, e rotagdo 0p = 5 e Op = 0
respectivamente, neste caso o nimero de empacotameno ¢ aproximadamente n, ~ 9. A

configuracao é mostrada na figura 2.10.

Usando as equagoes (2.36), podemos empacotar discos de mesmo raio numa in-
tersecao de n elipses arbitrarias. Mostramos isto no seguinte exemplo.

Exemplo. 2.1.4. Sejam as elipses E;, Fy e Fj, centradas em pp, = (0,3), pp, =

3 3v3 _(_3 _3V3 = A r.ox? ) yR roa? Yy
(=3, TQ> e pr, = (=3, —=%) com equacbes canonicas F : &+ 4% =1le By : &5+ 45 =1
e By : & +45 =1, erotacdo Op, =0, 0p, = %’r elp, = %’r respectivamente. Dai o niimero

de empacotamento é n, ~ 14, com a configuracao da figura 2.11.

2.1.3 Parabola

Nesta subsecao consideramos o problema de empacotamento esférico numa regiao plana
limitada inferiormente por uma parabola , e limitada superiormente por uma reta. Pri-
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Figura 2.11: r = %, n, ~ 14.

meiro definimos formalmente uma parabola.

Definicao. 2.1.2. Sejam [ uma reta no plano e f um ponto no plano nao pertencente
a . A parabola, P, de diretriz [ e foco f é o conjunto que consiste de todos pontos p do
plano que sao equidistantes do ponto f e da reta [.

P={peR® | dp,f)=dpl)}. (2.38)

O nimero 2 p = d(f,1) é o parametro da pardbola. A forma canonica da parabola
em relacao ao sistema de coordenadas oxy é a equacao

P: 4py=a?
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e o contéiner serd descrito por:

R= {(:L‘./y) € R?

4dpy > 22
Py = } (2.39)
ra+by <c

Para resolver o problema do empacotamento esférico definimos o conjunto auxiliar
P ={(z,y) eR*| 4dpy<a’}

cuja fronteira ¢ uma parabola, e aplicacdo o : 9P — R? definida como:

o(z,y) = (0,y+2p).

Figura 2.12: R descrita em (2.39)

Na figura 2.12 observa-se que o disco centrado em o(q) e raio d(q, 0(q)) esta contido
no conjunto P e intercepta a fronteira no ponto ¢. Isto mostra que a distancia entre o(q)

e OP ¢ exatamente d(q, 0(q)). Um disco com centro p no segmento go(q) e raio menor que
d(q,p) esta contido no conjunto P. Mais formalmente temos:

Lema. 2.1.2. Seja q € OP entao

1. Blo(q),d(q,0(q))] C P.



42 CAPITULO 2. EMPACOTANDO EM SECCOES CONICAS
2. Se o(z,y) = o(a',y) entdo y =y e x = £’

Demonstracao. Sejam q = (z,y) e (u,v) € Blo(q),d(q,0(q))], entdo

d((u,v),0(q)) < d(g,0(q))
se e somente se
d((u,v), 0(q))* < d(q, o(a))*,
u' + (v = (y+20)" <2+ (y — (y+2p))°,
u? +v* = 20(y +2p) + (y +2p)* < 2* + (2p)°,
u? + 0% = 20(y + 2p) +y° +4dpy + (2p)° < 2+ (2p)°.
Como ¢ € OP entdo 4py = 22, e assim

u? 4 v* =20y —dvp+1y* <0

u? —dvp + (v =20y +9*) <0
u? —4dvp+ (v —y)? <0

u? — 4vp <0, (2.40)

pois (v —y)? > 0. Finalmente a desigualdade (2.40) mostra que

Blo(q),d(q,0(q))] C P.

O

Gostariamos de ter um sistema de coordenadas, pelo menos do contéiner, que nos
permitisse o calculo da distancia de um ponto p a fronteira 0P, para determinar se um
disco esta nele ou nao. Usando o lema 2.1.2, isto é possivel, pois dado um ponto p € P
este pode ser escrito em fungao de trés parametros (z,y, s) onde (z,y) € OP e s € [0, 1].

Seja

H:0P x[0,1] — P, (2.41)

definida como
H(z,y;8) = (sa,y +2p(1 —s)), (2.42)
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A aplicacao H ¢é uma representacao do conjunto P. De fato H é uma aplicacao continua
e é sobrejetora.

Seja (u,v) € P. Mostremos que existe (xg, 4o, So) € OP %[0, 1] tal que H (z0, yo, S0) =
(u,v). Isto é equivalente a resolver o sistema:

s = u, (2.43)
y+2p(l—s) = v, (2.44)
= 4dpy. (2.45)
A equagao (2.43) é equivalente a
s?a? =’ (2.46)
Substituindo (2.45) em (2.46) obtemos
s*dpy = u?, (2.47)

isolando y da equagao (2.44) e substituindo em (2.47) obtemos
s24p(v—2p(1 —s)) =u’ (2.48)

Novamente para mostrar que existe um nimero real no intervalo [0, 1], fazemos uso do
teorema do valor intermediario.

Seja a fungao auxiliar ¢ : [0,1] — R definida como

P(s) =s*4p(v—2p(1 —s)) —u?, (2.49)

a funcao ¢ é continua e satisfaz:

2. ¢(1)=4pv—u*>0,
pois, por hipétese (u,v) € P. Logo concluimos pelo teorema de valor intermedidrio que

existe so € [0, 1] tal que ¢(sg) = 0. Obtido o valor de s substituimos em (2.43),(2.44) ou
(2.45) para calcular os valores de xg e yo.

Corolario. 2.1.2. Seja p € P, entdo existe (¢,s) € P x [0,1] tal que H(q,s) = p e
d(p,q) = d(p,OP).
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Demonstragao. Seja p € P, como a aplicacado H é sobrejetora temos que existe (q,s) €
JOP x [0, 1] tal que H(q,s) = p. Pelo lema 2.1.2 temos que Blo(q),r(q)] C P, onde r(q) =
d(q,0(q)). Dai pela lema 1.2.1 temos que

o(g) € P d(o(q),0P) > r(q).

Pela definigdo de H, p é um ponto no segmento de reta que liga os pontos ¢q e o(q), isto é
q,p,0(q) sao colineares, assim

d(o(q),p) + d(p,q) = r(q), (2.50)

entao

Blp,d(p,q)] € Blo(q),r(q)] C P,

dai
Blp.d(p,q)) CP <= peP, d(p,9)>dp,q).

O ponto g € OP entao
d(p, q) = d(p,OP). (2.51)

O

O corolario 2.1.2 proporciona um método para calcular a distancia de um ponto
p = H(H(q,s)) a fronteira do conjunto P, o qual resolve o problema de empacotamento
esférico:

d(H(q,s),0P) = d(H(q,s),q)- (2.52)

Nossa regiao R tem fronteira formada por uma parte de 0P e areta L : ax+by = c.
Suponhamos r > 0, entdao o ponto p € K,(R) se e s6 se d(p,0P) > r e d(p,L) > r. O
ponto p na nova representacao é descrito por p(q,s) = H(q, s), um ponto ¢ € P e um
parametro s.

Dai

q € 0P,

0<s<1,

d(q,H(q,s)) >,
(H(q,s),(a,b)) <c—rva?+ b

H(q,s) € K, (R) < (2.53)
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Logo podemos escrever as equagoes que caracterizam um empacotamento de n,,
discos na regidao R usando a equivaléncia (2.53):

(z:)* =4 pyi,

as;ri+ (Y +2p(1—s))b<c—rva®+0?

r? < (1= si)*((2:)* + (20)%),

(27)? < [(simi — 553 + (i —y; +2p (55— 5))?], 1<
0<s; <1

Vije Iy ={1,....k}

Q=< (H(2', y'; )]

(2.54)

O conjunto €, descrito em (2.54) determina um empacotamento de k discos em R.
Para encontrar o nimero maximo de discos em R determinamos a sequéncia de conjuntos
QO para k = 1,... até encontrar ), = 0.

Exemplo. 2.1.5. Sejam p = i ea =1,b =0ec =T, entao, resolvendo o sistema
(2.54) para k = 1,... podemos calcular o nimero de empacotamento n, para a regiao R.
Primeiro para r = 1 o nimero de empacotamento é n, ~ 4, (ver figura 2.13) e para r = %

o nimero de empacotamento é n, ~ 22 (ver figura 2.14).

> 2
y—x’} (2.55)

Figura 2.13: r =1, n,~4 Figura 2.14: r = %, n, ~ 22
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Exemplo. 2.1.6. O contéiner nao necessariamente tem que ser convexo, no seguinte
exemplo a regiao R é nao convexa, neste exemplo a parte superior da regiao é parte de
uma circunferéncia. No capitulo 1 mostramos que é facil calcular a distancia de um ponto
a uma curva esférica ou reta. Seja a regiao R dada por:

y > a?,
R=< (z,y) € R? y <9, . (2.56)
2 +y?>9

Para r = % o nimero de empacotamento ¢ n, ~ 19, ver figura 2.15.

Figura 2.15: r = %, n, ~ 19.

2.2 No espaco R’

Nesta se¢ao nosso objetivo € resolver o problema de empacotamento esférico num contéi-
ner tridimensional R, nao necessariamente poliedral ou esférico, isto é, dadas k esferas
gostariamos de saber se é possivel empacotar em R as k esferas.

Seja R uma regiao em R? definida por uma funcio g : R? — R, diferenciavel,
isto é:
R={qeR’® | g(q) <0}
Suponhamos que a bola B|p, r] estd contida em R, e intercepta R pelo menos num ponto
qo, entao gy ¢ uma solucao para o problema,

;géyq—pl.
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Dai o vetor gradiente Vg(qo) é perpendicular a superficie R, e paralelo ao vetor gy — p.
Logo ¢é razoével construir um sistema de coordenadas em R, onde seja possivel aproximar
sua fronteira transversalmente e onde seja facil calcular a distancia do ponto p a fronteira.

2.2.1 Cone

Um cone é um sélido geométrico formado por todos os segmentos de reta que tém uma
extremidade em um ponto V' (vértice) em comum e a outra extremidade em um ponto
qualquer de uma mesma regiao plana Il (delimitada por uma curva suave, a base).

Counsideremos
o2 a2y < B2
R=< (v,y) €R*| ax+bytcz < d, . (2.57)
dr+by+dz > d,

O problema de empacotamento esférico em R pode ser resolvido usando dois
métodos: calculando explicitamente o ntcleo de R, ou construindo um sistema de coor-
denadas onde seja facil calcular a distancia de um ponto do sélido a fronteira dele.

Definimos o conjunto auxiliar
C={(z,y,2) eR® | o?2®+a%y* <p** }. (2.58)
Seja a aplicacao o : 0C — R3 definida como

o(z,y,z) =(0,0,z7) (2.59)

onde v = <1 + (§)2>

Seja r : 0C — R definida por

r(z,y,2) = /n(n+1) |z, (2.60)

52
a2

onde n =

As ideias geométricas para construir uma parametrizacao na qual seja facil cal-
cular o nucleo de R sao similares aos casos anteriores: elipse e parabola.

O lema seguinte é muito importante, pois é muito util para obter uma férmula
para calcular a distancia de um ponto do sélido a fronteira.



48 CAPITULO 2. EMPACOTANDO EM SECCOES CONICAS

Lema. 2.2.1. Seja q € 9C, entao
Blo(q),r(q)] C C.
Demonstracao. Seja p = (u,v,w) € Blo(q),r(q)], entao
d(p,o(q))* < r(q)*, (2.61)
u’ + 0%+ (w = 29)*) <n(n+1) |2,
W (w— (1)) <P+ P
w07 4 (w— 2)? = 2wnz +22°n + (n2)? <2+ 0?23
como (w — z)? > 0, e simplificando obtemos
u? +v* — 2unz + 2*n <0,
u? 4+ v+ w’n — 2unz + 2*n < win,
u? +v° + (w— 2)* —w’n <0,
finalmente como (w — z)? > 0, entao
u2+1)2—w277§ 0,

se, e so se,
o?u? 4+ a? v — pPu? <0,

pois n = g U
Definimos H : 9C x [0, 1] — C por

H(z,y,z,s) = (sx,sy,z(y+s(1—7))). (2.62)

A aplicacdo H é continua, e afirmamos que H é uma representacao do conjunto C de-
finido em (2.58) pois é sobrejetora, De fato; seja (u,v,w) € C. Mostremos que existe
(0, Yo, 20, So) € OC x [0,1] tal que H(xo,yo, 20, S0) = (u,v,w). Isto é equivalente a mos-
trar que o sistema a seguir sempre tem pelo menos uma solugao

sr = u, ( )
sy = w, (2.64)
(v+sl=7)z = w, (2.65)
(2.66)

a2 33‘2 4 Oé2 y2 —_ BQ 22.
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Multiplicando a equagao (2.66) por s* obtemos
o? (z5)2 + a? (ys5)* = 57 (25)%. (2.67)
Substituindo as equagoes (2.63), (2.64) na equacao (2.67) obtemos
a?u? + vt = 22757 (2.68)

Multiplicando a equagio (2.68) por (v + s (1 —~))? temos

(s (1= )02 + 02 0%) = B (7 + 5 (1 — 7)) 2)2 5% (2.69)
Usando a equagao (2.65) na equagao (2.69), obtemos um polinémio em s,
(v +s(1—7)*a?u® + a®v?) = B w? s (2.70)

Mostremos que existe um nimero real s no intervalo [0, 1] que satisfaga a equagao (2.70).
A existéncia de s é garantida pelo teorema do valor intermediario, da seguinte forma:

Seja ¢ : [0,1] — R definida como
#(s) = (v+s(1 =) (a*u’ +a®v?) = B2 5", (2.71)
A funcao ¢ é continua no seu dominio e satisfaz:
L ¢(0) =% (a?a? + a®y?) > 0,
2. ¢(1) = a?u? + a®v? — w?p% <0, pois (u,v,w) € C.
Pelo teorema do valor intermedidrio concluimos que existe sg € [0, 1] tal que ¢(sq) = 0.

Note que £(s) = v+ s(1 — ) # 0 para todo s € [0, 1], pois £(s) é uma fungao
decrescente, e £(0) =y > £(1) = 1.

Ses:OentéOOZu,Ozvez:%. Se s # 0 entao

13
S = Sp,
u
o = —,
50
v
Yo = —,
S0
w
zZ0 = .
(v+s(1—=7)

Logo a fungao H é sobrejetora.

Usando a representacao H podemos obter uma férmula para calcular a distancia
de um ponto p € C a fronteira 9C.
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Corolario. 2.2.1. Seja p € C, entao existe (¢;s) € 9C x [0,1] tal que H(g;s) = p e
d(p, q) = d(p, dC).

Demonstragao. Sejap € C, como a aplicacdo H ¢é uma aplicacao sobrejetora existe (g, s) €
JP x[0,1] tal que H(q, s) = p. Pelo lema 2.2.1 temos que Blo(q),7(q)] C C. Pela defini¢ao
de H, p é um ponto no segmento de reta que liga os pontos ¢q e o(q), isto é ¢, p,0(q) sdo
colineares, entao

d(o(q),p) +d(p,q) = 1(q), (2.72)

Blp, d(p,q)] < Blo(q),7(9)] < C.

Dai pelo lema 1.2.1 temos
Blp.d(p,q)] CC+=peC, d(p,dC) > d(p.q).

O ponto ¢ € OC, entao
d(p, q) = d(p, 9C). (2.73)

0

O coroléario 2.2.1 d4 um método para calcular o nucleo de R, isto é, dado um
ponto p podemos escrevé-lo como H(q, s). Assim pelo corolario 2.2.1 obtemos

d(H(q, s),0C) = d(H(q,s),q)- (2.74)
Dai
(e acC,
0<s< 1,
H(q,s) € K.(R) <= < d(q, H(q,s)) >, (2.75)

(H(q,s),(a,b,c)) <d—rva>+b*+ 32,
| (Hig,5), @,V ) <& = JT@P + DP + (@)

A quarta e quinta relagbes em (2.75) dizem que o ponto H(q,s) estd a uma distancia
maior ou igual a r aos planos ax + by +cz =dedx+by+dz=d.
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Lembrando a definicao de H podemos escrever o conjunto §2;, como

( o? (a? +y?) = (Bz)2,

(1 =) (()* + (¥:)*) + ()2 (n + s1)* > r?,

az;s; + byisi +czi (Y + 5 (L —7)) <d —rva? + 02 + 2,

a'zis; + Vyis; + 2 (745, (1 =) > d —rva? 4+ b2 + 2,

(siwi — 525)% + (s — s;25)*+

(14 T) 2 — (n+ 1) 2))2 > (212 i < j

0<s; <1.

\ Vi,je I, ={1,... .k} )
(2.76)

onde I'=1—1.

Qp =< (H@' o' 80)5

Exemplo. 2.2.1. Sejama=0=1,a=d =b=V=d =0,c=1=¢ ed =5, entao

z? 4+ y? < 2%
R={(2,y,2) € R? 2z <5, . (2.77)
z >0,

Usando o solver algencan [ABMS07], calculamos o ntiimero de empacotamento n, para
r = 1. Neste caso obtivemos n, ~ 11 com a configuracao ilustrada na figura 2.16.

Figura 2.16: n, ~ 11.

Exemplo. 2.2.2. Sejama =5, f=1la=d =b=V=0,c=1=ed=10¢e
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d = 0. Entao
2522 4+ 2592 < 22,

R={ (r,y,2) €R® 2 < 10, . (2.78)
z >0,

Calculamos o nimero de empacotamento n, para r = % Neste caso obtivemos n, ~ 37
com a configuracao ilustrada na figura 2.17:

Figura 2.17: n, ~ 37.

Exemplo. 2.2.3. Sejama =5, f=1la=d =b=0V=0,c=1=ced=10¢

d" = 5. Entao
25 2% + 2592 < 22,

R=< (v,y,2) €R? z < 10, : (2.79)
z >0,

Calculamos o niimero de empacotamento n, para r = 3. Neste caso obtivemos n, = 18
com a configuragao ilustrada na figura 2.18.

2.2.2 Elipséide

Um elipséide é um solido que resulta da rotacao de uma elipse em torno de um dos seus
eixos. Um esferdide é uma superficie quadrica em trés dimensoes obtida através da rotacao
de uma elipse ao redor de um de seus eixos principais. Se a elipse for rotacionada ao redor
de seu eixo principal, esta superficie ¢ chamada de esferdide oval (similar ao formato de
uma bola de futebol americano). Se o eixo menor for escolhido, a superficie é chamada
de esferéide achatado (similar ao formado do planeta Terra ou de uma abdbora).
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Figura 2.18: n, ~ 18.

Seja a > b, definimos a regiao por

p-{@yoe®

.I'Q y2 22
¥+b_2+b_2§1}' (2.80)

O problema de empacotamento esférico tridimensional pode ser resolvido usando os mes-
mos argumentos que no caso bidimensional, isto é, definimos uma representacao da regiao

R.

Seja a funcao o: 0E — E definida como

o(z,y,2) = ((1 - Z—Z) :13,0,0) (2.81)

e seja r : OE — R definida por r(q) = d(q,0(q)).

Lema. 2.2.2. Seja (z,y,2) € OF, entao
Blo(x,y,2),r(z,y,2)] C E.
Demonstracao. Seja (u,v,w) € Blo(z,vy, 2),r(x,y, )], entao
d((u,v,2),0(x,y,2)) <r(z,y,z)

0

d((u,v),0(x,y,2))* < r(z,y,2)’
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N2\ b\
U—x 1—(—) —|—v2—|—w2§x2(—> + %+ 22
a a
2 2 2
u? — 2ux [1 — (é) 1— (é)
a a
b\ 2] b\ > b\ b 4
U’ — 2uz [1— (—) + 2% — 227 (—) + @° <—> +0* +w® <2 (—) + 1y + 2%
a a a a
] N
u? — 2uz |1 — (—)
a
b\’ b\ > b\ 2
U2—2U$[1—<—) +x2—x2(—) +v2+w2§x2(—> +y2+22,
a a a
2 2
1-— (é) 1 — (9)
a a

2
) +v2+w2§b2,

b 4
+ 2 +02+w2§x2(5> +y® + 2%,

b 2
+x2—2x2<—> +0? +w? <y + 27
a

u? — 2ux + 22 + 0% + w? < b,

b\? b\
—) —u? 1—<—> +v2+w2§b2,
a a

b\’ b\’
—> + u? 1—<—) + 0%+ w? < B
a a

+ 0% + w? < b

finalmente
u?b? + v%a® + w?a® < o®b.

Dai concluimos que (u,v,w) € E, isto é Blo(x,y, z),r(z,y,2)] C E. O
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Consideremos a funcao H : OF x [0,1] — E, definida por
H(z,y,z,s) = (0(s)z,sy,52), (2.82)

onde o(s) = (1 + (s —1) (§)2> A fungao H é sobrejetora. De fato: dado (u,v,w) € E,

entao satisfazem a equacao
w?b? + v2a® + w?a® < a®b?. (2.83)

Temos que mostrar que existe (x,y, z,s) € E x [0, 1] tal que

H('r’ y'/ Z? S) - (u’ /U'/ w)? (2‘84)
isto é, que o sistema
o(s)r = u, (2.85)
sy v, (2.86)
sz = w, (2.87)
2 2 2
ARSI | (2.88)

admite pelo menos uma solucao.

Caso 1. Suponhamos que w # 0, se e sé se, s # 0 e z # 0. Logo isolando x,y, z
em (2.85),(2.86),(2.87) e substituindo em (2.88) obtemos a equacao

(bus)? + (av o (s))? + (aw o (s))? = (abs o(s))2. (2.89)
Seja ¢ : [0, 1] — R definida por
o(t) = (but)® + (ava(t))?® + (awo(t))? — (abto(t))? (2.90)
Os valores nos extremos do intervalo sao:
L. $(0) = (av (1 = %)) + (aw)*(1 - &) >0,
2. ¢(1) = u?b?* + v*a® + wa® — a®b* < 0.

Dai, pelo teorema do valor intermedidrio existe ¢y € [0, 1] tal que ¢(ty) = 0, definimos
sp = to. Usando as equagoes (2.85),(2.86),(2.87) podemos obter os valores para z,y, z.
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Caso 2. Se (1 — 2—2)@ < u < a, entao (u,0,0) estd na imagem de H(a,0,0,s).

Caso 3. Se s = 0 entdao —(1 — Z—z)a <u<(l- Z—z)a Podemos supor y = 0, dai
se reduz ao caso 2 no problema de empacotar discos em elipse.

A representacao H de E nos permite calcular o nicleo da regiao R, pois no
seguinte corolario obtemos uma férmula para isto.

Corolario. 2.2.2. Seja p € F, entao existe (¢,s) € OF x [0,1] tal que H(q,s) = p e
d(p,q) = d(p,0E).

Demonstracao. Seja p € E, como a aplicagao H é uma aplicacao sobrejetora temos que
existe (q,s) € OF x [0, 1] tal que H(q, s) = p.

Pela definicao de H temos que p é um ponto no segmento de reta que liga os
pontos ¢ e o(q), isto é, os pontos ¢, p, 0(q) sdo colineares, entao

d(o(q),p) +d(p,q) = 1(q), (2.91)

entao, pelo lema 2.2.2 temos

Blp,d(p, q)] C Blo(q),r(q)] C E,

dai
Blp,d(p,q)] CE<=pe E, d(p,0)>d(p,q).

O ponto ¢ € OP entao
d(p,q) = d(p, OF), (2.92)

e a demostracao fica completa. O

Portanto, todo ponto p pode escrito em fungao de (g, s) usando a representacao
H. Aproveitando a equagao (2.92) calculamos o nicleo de R.

q € OF,
H(q,s) e K,(F)<= (¢ 0<s<1, (2.93)
d(q, H(g,s)) >

Dai, as equagoes que determinam o empacotamento em R dadas em (1.21), podem ser
escritas em termos da nova representacao H.
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H(q";si) € Ky(R),
Q=< (H(q'ss:)f € R | d(H(¢%s:), H(¢%;85)) > 27
Vi,j € Iy = {1,...k}

Isto é:

( b2($i)2 + a2(yi)2 + a2(zi)2 _ a2b2, )

(5= 12 |27 (2)" + (0 + (] 272

(o(si)wi — o(s5)x;)” + (siyi — 895)°+

Q= (H(xs, v, Zi§51))§:l (sizi — 852;)* > (27)? (- (2.94)
0 S S; S 17

\V/Z,j S ]k: - {17 ---,k'},

o(s) = (1 +(s—1) (%)2> :

Exemplo. 2.2.4. Sejam as elipsoides E; e F5 definidos por

\

2

x? z
9

2
Y
25—'—9+

z
E, = R? .

< 1}7 Ey = {(l‘,y,Z) € R’

2 2 2
=+ Sq.

Os nimeros de empacotamento sao n,(Ey, 1) ~ 22 e n,(Es, 1) ~ 11, com as representagoes
graficas ilustradas nas figuras 2.19 e 2.20.

<5 o eRe0

Figura 2.19: Dado E;. Se p =1/4, a = Figura 2.20: Dado F;. Se a = 8, b =
5,b=3, r=1entaon,~ 22. 2, r=1entaon, ~ 11.




58 CAPITULO 2. EMPACOTANDO EM SECCOES CONICAS

2.2.3 Paraboldide

Um parabdloide é uma quadrica, um tipo de superficie em trés dimensoes, descrito pela

equacao:
N 2 Y\ 2
(_> + (E) +22z =0, (paraboldide eliptico),
a
ou
T\ 2 Y 2 ,. . 71
(_) — <5> + 2 =0, (paraboléide hiperbodlico).
a

Existem dois tipos de paraboléides: eliptico e hiperbdlico. O parabdloide eliptico
possui um formato semelhante a uma tigela e pode possuir um ponto de maximo ou de
minimo. O paraboléide hiperbdlico possui um formato semelhante a uma sela e pode
possuir um ponto critico chamado de ponto de sela.

Com a = b um parabdloide eliptico é um paraboléide de revolucao: uma superficie
obtida através da rotacao de uma pardabola ao redor de seu eixo. Este é o formato do
refletor parabdlico utilizado nos espelhos, antenas e objetos semelhantes. Esta superficie
¢ também chamada de paraboldide circular.

Consideremos o conjunto definido por
2 2 _ 4 <0
vy —ApEs } (2.95)

= R?
i {(:L',y,z)e ar+by+cz<d

Para resolver o problema do empacotamento esférico definimos o conjunto auxiliar,
P={(z.y.2) eR’| 2?+y*—4pz<0 }. (2.96)
e a aplicacao o : 9P — R? dada por
o(z,y,2) =(0,0,2p + 2). (2.97)

Seja r : 0P — R, definida por r(q) = d(q, 0(q)).

O lema seguinte é importante para mostrar quando uma bola estd contido no
conjunto P.

Lema. 2.2.3. Seja (z,y,2) € 0P, entao

Blo(x,y,z),r(z,y,z)] C P.



2.2. NO ESPACO R?
Demonstracao. Seja (u,v,w) € Blo(z,vy, 2),r(x,y, )], entao
d((u7 /U’ w)7 0($7 y'/ Z))Q S 71(3:7 y7 Z)Z’

w v (w— (2 +2p))? <dpz+4p°
u? 4+ 02 +4p? —dpw 4+ dpz + w? — 2wz + 22 <4dpz+4p>
Simplificando obtemos

u2+02—4pw+w2—2wz+z2§0,

agrupando

w402 —4dpw+ (w— 2)* <0,

como (w — z)? > 0 temos
u? + v —4pw <0,

dai
Blo(z,y,2),7(z,y,2)] CP.

Seja H : OP x [0,1] — P, definida por

H(z,y,2,8) = (sv,sy,2 +2p (1 — s)).

29

(2.98)

A aplicagdo H é uma representacao do conjunto P. De fato, seja (u,v,w) € P. Temos

que mostrar que existe (xg, Yo, 20, o) € OP x [0, 1] tal que H(xq, yo, 20, 50) = (u,v), 0 que

¢ equivalente a mostrar que o sistema tem solucao:

sr = u,

sy = v,

z4+2p(l—s) = w,
Pyt = 4pz.

Isolando z da equagao (2.101) e substituindo na equagao (2.102), obtemos

Pyt =4dp(w—2p(1—3s)).
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Multiplicando a equagao (2.103) por s* temos,
(sz)? + (sy)? =4dp(w—2p(1—s))s. (2.104)
Substituindo (2.99), e (2.100) em (2.104), obtemos
W vP=4pw—2p(1—s))s. (2.105)

A equagao (2.105) é um polinémio em s de grau 3. Mostremos que tem uma raiz no
intervalo [0, 1]

Seja ¢ : [0,1] — R definida por
p(t) =u? +v* —4dp(w—2p (1 —1)), (2.106)

a funcao ¢ é continua e satisfaz:

L. ¢(0) = u*+0v? >0,

2. ¢(1) =u*+v*—4pw <0, por hipdtese.
Dal, pelo teorema de valor intermedidrio existe sy € [0,1] tal que ¢(sg) = 0. Se sg # 0
obtemos os valores para z,y, z substituindo sy nas equagés (2.99),(2.100) e (2.101). Se
so = 0 entdo u = 0,v = 0 ¢ 0 < w, consideremos 0 < w < 2p logo (0,0,w) esta no

segmento que liga H(0,0,0,s) ao (0,0,0). Se 2p < w entdo sempre existem x,y tais que
2?2+ y* =4p(w—2p), pois 4p(w —2p) > 0.

A aplicacao H permite escrever qualquer ponto p € P em funcao de ¢ e s, e nessa
representacao € facil calcular o nicleo de R.

Corolario. 2.2.3. Seja p € P, entdo existe (q,s) € OP x [0,1] tal que H(q,s) = p, e
d(p, q) = d(p,0P).

Demonstracao. Seja p € P. Como a aplicagao H ¢ uma aplicacao sobrejetora temos que
existe (¢,s) € 0P x [0,1] tal que H(q,s) = p. Pela definicao de H, p é um ponto no
segmento de reta que liga os pontos ¢ e 0(q), isto é ¢, p, 0(q) s@ao colineares, entao

d(o(q),p) +d(p,q) = r(q). (2.107)

Pelo lema 2.2.3 temos a seguinte sequéncia de inclusoes,

Blp,d(p,q)] C Blo(q),r(q)] C P.
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Dai
Blp,d(p,q)) CP <= pe P, d(p,0P)>d(p,q).

O ponto ¢ € 9P, entao
d(p, q) = d(p,OP). (2.108)

e a demostracao fica completa. O

Nosso s6lido R tem fronteira formada por; uma parte de 9P e o plano L : ax +
by + zc¢ = d, suponhamos r > 0, entao o ponto p € K,(R) se e s6 se d(p,0P) > r e
d(p, L) > r. O ponto p na nova representacao é descrito por (¢, s), onde ¢ € OP e um
parametro s € [0, 1].

Dai

q € 0P,

0<s5<1,

d(q, H(q,s)) >,

(H(q,s),(a,b,c)) <d—rva>+ b+ 2.

H(q,s) € K. (R) <= (2.109)

Finalmente podemos escrever o problema de empacotamento esférico em R em
termos de x,y, z, s, isto é uma descricao por desigualdades de €2, onde k representa o
nimero de bolas que se deseja empacotar.

w2 +y?—4pz =0

(1 —38;)%(z;+4p)dp > r?

(siw; — s;m5)? + (859 — s5v5)°+

(zi = 2+ 2p(s; — 50))* = (2r)?
as;ri+bs;y+c(zi+2p(l—s)) <
I AT e

0<s <1,

Vi, j € I ={1,...,k},

Q= (H(iﬂi,yiazi;si))?ﬂ € R > . (2.110)

\ /

A seguir apresentamos alguns exemplos deste tipo de contéiner, para diferentes valores de
pea,bcd.

Exemplo. 2.2.5. Sejam

$2+y2_3§07
2<9 '

Ry = {(zr:,y,z)\



62 CAPITULO 2. EMPACOTANDO EM SECCOES CONICAS

2+ y? —42 <0,
2 <4 ’

fo={ (0.

dois contéiners, o nimero de empacotamento n, (R, 1) ~ 13, com a configuracao ilustrada
na figura 2.21 e e para n,(Ra1/2) = 99, veja a figura 2.22.

Figura 2.21: Dado Ry. Se p = 1/4,a = Figura 2.22: Dado Ry. Sep=1,a=b=
b=0,c=1,d=9r =1 entao n, ~ 13. 0,c=1,d=4r=1/2entao n, ~ 99.

2.3 Minimizando o Contéiner

Nesta secao, a variante estudada dentre todas apresentadas para problemas de empa-
cotamento serd a que busca minimizar as dimensoes de um objeto que comporte em seu
interior um dado nimero de itens circulares, sem que haja sobreposicao. Desta formulacao
obtemos naturalmente o seguinte modelo matematico.

min  as dimensoes do objeto  s.j.  comportar os itens sem sobreposi¢oes. (2.111)

Sejam ¢ € R? e r; € R o centro e o raio, respectivamente, do i—ésimo item
considerado, para i = 1,...,n,. Denotemos por d : R? x R? — R a métrica euclidiana de
R2. As restricoes que concernem a proibicao de sobreposicoes entre os item empacotados
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dependem apenas de sua forma e, por estar essa definida como circular traduzem-se no
seguinte conjunto de inequagoes:

d(c', ) >ri+r;, Vi< (2.112)

O restante das restrigoes associadas a essa modelagem cuidam da nao violacao
dos limites do contéiner, portanto dependem diretamente de sua forma. Do mesmo modo,
a fungao objetivo informalmente definida em (2.111) varia conforme o tipo de objeto.

2.3.1 Minimizando a area da elipse

Consideremos o seguinte problema: encontrar a elipse de menor drea que contem n,
discos de raios ry,...,7,, sem sobreposicao. Além disso, todos os itens que estiverem
completamente contidos em seu interior satisfazem a inequacao (2.26) onde a > b > 0.
Neste caso cada ¢ = H(x', 1y, s;) para algum (z°,y', s;) € OF x [0, 1], é possivel expressar

(2.111) como:

min7ab
Sujeito a
L 1)2 [ 2 (b4 i 2} > p2 =1
(s = 17 | =) (2) L S A LR Ee
(0(si,a,b)x" — o(s;,a,b)x?)* + (s;y° — s;97)° > (15 +15)7, i # 7,
Si < ) =1, '7k7
0 < s, 1=1,...,k,
b < a,
0 < b,

onde o(s,a,b) = (1 +(s—1) (3)2>

Como a e b sao positivos, entao mab também é positivo logo é limitado por zero
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inferiormente. Daf minimizar mab é equivalente a minimizar (7 ab)?.

min (7 a b)?

Sujeito a
i—12[i294 iQ} S g2 -1
(S ) (SC) (a) +(y ) ' . = rz? ? 9 y Ty (2114>
(o(si,a,b)x’ —o(sj,a,b)x?)® + (siy" — s;97)° > (ri+15)7, i # 7,
S; < s 1= 1, ceey k,
0 < s, 1=1,...,k,
b < a,
max r; < b,
onde o(s,a,b) = <1 +(s—1) (%)2) Neste problema o nimero de varidveis é
n = 3n,+ 2 e o nimero de restri¢des é m = 4n, + %”_1) +2.
O ponto inicial é gerado por
20 = acos(2mX;)
Yt = Bsin(27X;)
Soi = : X, (2.115)
a’ = af+5
o= af+3

onde «a e [ ¢é escolhido tal que os discos tenham sobreposicao parcial e X; é
uma varidvel aleatéria com distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1], [Sch79]. Na tabela
2.1 obtemos alguns resultados numéricos, onde se considera o tempo em segundos que

demora em calcular uma solucao deste problema e que é nao necessariamente a solucao
global usando algencan [ABMS07, Alg].
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Tabela 2.1: Elipse

ny, =2

ry | T a b cpu-t | iter
1 1 | 2.12132038507139 | 1.22474484725625 | 0.02 2
1 109 | 2.01534286072964 | 1.16984993694193 | 0.05 2
1 0.8 1.91062682355360 | 1.12772368711496 | 0.02 2
1 10.7 | 1.80993482970096 | 1.09688357697535 | 0.06 2
1 105 | 1.57735010914240 | 1.07457004273781 | 0.54 4
1 10.3| 1.34160260376452 | 1.05193346946134 | 0.04 2

0.3 | 0.3 | 0.636396084272321 | 0.367423449679447 | 1.06 4

0.7 1 0.3 | 1.04475720051301 | 0.747117537832273 | 0.09 2

2.3.2 Menor elipse de focos fixos que contém n, discos

Sejam I} = (—¢,0) e ' = (0,¢) os focos de uma elipse F, consideremos o problema de
encontrar a elipse com a minimo tal que contém n,, discos. Isto ¢ equivalente a minimizar
b? pois ¢ ¢ fixo.

min b?
Sujeito a
() 4 (24 B () = (@4 =Lk,
2

1)\2 i\2 b? i\2 > 2 _
(Sl 1) |:('r ) <c2+b2> + (y ) :| = T Q3 17 N 7k7 (2116)
(o(si,b)a" — o (sj, b)a?)? + (siy' — s;97)2 > (1 +715)%, i# 7,
S; < 1, 1=1,...,k,
0 < s, 1=1,...,k,
b < a,
max r; < b,

onde o(s,b) = (1 +(s—1) (%))
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O ponto inicial é gerado usando a seguinte férmula:
29 = (B+1) cos(27X;)
0i :
Yyt o= S sin(2 7 X;)
2.117
So; — % Xz ( )
[ 5+ 3
Tabela 2.2: Elipse
F=(—c0)F = (0,—c),
c T a b cpu — t | iter
1 (0.6,0.7,0.8,0.9,1) 2.25687318619028 | 2.02323418776588 | 2.47 9
2 (0.6,0.7,0.8,0.9,1) 2.66179737085843 | 1.75646384634265 | 1.30 6
3 {r"={05+i OT(‘;’ 3.76862403473951 | 2.28090488955947 | 1.69 2
51 {ri}3={05+1 % 5.09901951359456 | 1.00000000000907 | 0.01 2
0] {ri}2={05+1 % 2.15526357289525 | 2.15526357289525 | 17.66 | 57

2.3.3 Minimizando a tampa da parabola

Suponhamos p fixo, dai a pardbola fixada, s6 permite a minimizacao da outra variavel
designada por c, isto é, a tampa da parabola.

min ¢

Sujeito a:

(w:)” = 4dpyi, =1
(yi+2p(1—s5)) + 1 < ¢ i=1,...,n, (2.118)
(1= s0)*((2:)* + (2p)°) > i=1...m

(siwi — s+ (yi —y; +2p(s;— 8:))% > (ri+715)%, i <],

S < 1, t=1,...,n,

0 < s, t=1,...,n,.
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Neste caso o nimero de varidveis ¢ n = 3n, + 1, e o nimero de restrigoes ¢ m = 5n,, +

np (np—1)
2

01
04

<
I

S04

Tabela 2.3: Parabola

. Nos exemplos seguintes o ponto inicial é gerado com a seguinte féormula

p = %, Figura 2.23
np T c cpu-t | iter
20 | {r;}2°, ={0.5+i % 9.04445041004578 | 1.61 | 2
10 | {r 12, ={0.5+1 OT(? 6.02620047720237 | 0.90 | 2
7 1 {r}, ={05+1 O—f 4.78658021036127 | 0.56 | 2
25 | {r;}2, ={05+1i 075 10.3439566982818 | 33.08 | 4

/

Figura 2.23: R:2? <41y

(2.119)
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2.3.4 Minimizando a altura do cone

Suponhamos « e [ fixas, consideremos problema de minimizacao da altura, designada por
d.

min d

Sujeito a:

02 (a2 + ) — BaR i=1l...m,

(1= () + (:)°) + (z)°(n + s:I)* > 72, i=1 . n

zi(y+si(1—=7)+nr < d, i=1...,n (2.120)

Zi(y+si(L=)+r > 0, i=1,...,n,

(siz; — Sj%) (siyi — 8; )2+

((n+ i) 2z — (77+33F> J))2 > (ri+15)%, i<

S; < 1 =1, Ny

0 < sy 1=1,...,n,
onde I'=1—1~.

Neste caso cada ponto do espago é representado por quatro nimeros (z,v, z, S)

nyp (np—1)

dal o problema tem n = 4n, + 1 varidveis e o numero de restrigoes ¢ m = 6n, + -

Nos exemplos seguintes o ponto inicial é gerado com a seguinte férmula

2 =« cos(X;)

01 = asin(X;)
. 2.121
L= aBX;+ 5 ( )

Soi = X

com d° = 5af3, neste caso o objetivo é construir um ponto z° tal que represente uma
configuracao de bolas com sobreposicao parcial.
2.3.5 Minimizando a altura do cilindro com base elipsoidal

Outro problema interessante ¢ minimizar a altura de um cilindro elipsoidal, para isto
podemos usar as equagoes (2.26) para descrever os pontos do plano e representados a
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Tabela 2.4: Cone

altura por z, isto é: cada ponto do espago pode ser representado por (z,y, s, 2).

R :100 (22 4+ y?) < 922, Figura 2.24
Ny 7 Altura cpu-t | iter
10 {r: 0, = {0.2 + 08 7.13087589818837 | 1.45 | 2
50 {ri}2, = {02+ 22 11.2168179517366 | 69.39 | 2
50 | {ri}2, = {0.3} {r:}2%,s = {1} | 8.32910396270333 | 43.57 | 2
(a) n, =10 (b) n, =50 (c) np =50

Figura 2.24: R : 100 (2% + y?) < 922

min z

Sujeito a

bZ (xl)Z + CL2 (y1)2

(50— 1 [(@)? (&) + (Y]
(o(s))at — o(s;)27)? + (s — 55972
O’L
Zi + 7

onde o(s) = (1 +(s—1) (§)2>

IN N INININ IV IV

69

(2.122)
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Exemplo. 2.3.1. Sejam a = 4,b = 2 e n, = 30, suponhamos que 5 bolas tem raio
r =1, e o restante tem r = 1/2. Neste casso a altura minima para o cilindro elipsoidal é

z = 2.80763281426027. A configuragao ilustrada na figura 2.25.

Figura 2.25: Altura minima do cilindro elipsoidal, z = 2.80763281426027



CAPITULO 3

Resultados Computacionais e
Aplicacoes

Neste capitulo estudamos o comportamento numérico dos modelos apresentados no capi-
tulo dois para diferentes tipos de contéiner R, com énfase nas elipses.

3.1 Meétodo Numérico

Tendo em vista que utilizamos o pacote Algencan [ABMS07, Alg| para implementar nossa
abordagem ao problema de empacotamento, descrevemos muito brevemente como é seu
funcionamento. Existem outros programas que podem ser usados para resolver os proble-
mas em questao por exemplo [MF94, Neu04, AAF9§]

Algencan é um pacote projetado para resolver problemas de otimizacao nao line-
ares (continuamente diferenciaveis) do tipo:

min f(z) sujeito a h'(z) = 0, g'(x) < 0,h*(x) =0, ¢*(z) <0, (3.1)
onde f : R” — R, A : R® — RU ¢! : R® — R™ A2 : R" — R2 g% : R® — R™2,
Suponhamos que f, hy, g1, hse, go sejam diferencidaveis com derivada continua.

Definimos
D, = {z € R"|h'(z) = 0,¢"(x) < 0} (3.2)

71
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Dy = {x € R"|h*(z) = 0, ¢*(z) < 0} (3.3)

Para todo x € R, p > 0,\ € R,y € R definimos o Lagrangiano aumentado
em [y como:

L, A 1, p) pz (h1 ) pz (max{o e )+‘;}>2 (3.4)

Os parametros \; € R e p; > 0 se chamam multiplicadores.

Algoritmo. 3.1.1. Seja z° € R™ um ponto inicial arbitrario. Os parametros
algorftmicos a serem definidos sdao: 7 € [0,1),7 > 1,p >0, —oo < A" < \aw <
o Vi=1,...,my, 0<pm® <oo Vi=1,..1, A €[min ymea] vy;—
L...,my, piel0,pm] Vi=1,...,0;, {ea}C R+ tal que limy_,. € = 0.

1. Inicializacao

Fazer k= 1. Parai=1,...,[; calcular ¢¥ = max{0, g;(2")}.

2. Resolucao do subproblema

Encontrar z¥ € R™ tal que existam \>* e p?* satisfazendo

VL AVF, i, o) +ZX”“Vh2 +Zu“ng( I <ex

=1 =1

2 >0e g?(x%) < e parai=1,..., 1,
GPa*) < —ep = 2" =0, parai=1,...,1,
|h2(2%)| < €.

3. Atualizacao das estimativas para os multiplicadores

Para i =1,...,m; calcular N = min{max{\}"* + pp hs(z*), X"} }
Para i =1,...,1 caleular y;™*" = min{max{0, ;" + pi gi(«*)}, e}
Para 7 = 1,..., 1 calcular Uf = max{gz‘(xk), —%}

4. Atualizacao do parametro de penalidade

Se max{|h(z*)|, |o*|} < 7max{|h(z*"1)|, |o* |}, definir pr1 = pr. Caso contrario,
definir pgy1 =7 pi.
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5. Nova iteracao externa

Fazer k < k + 1, Voltar ao item 2.

O seguinte teorema trata do status dos pontos limites em relagao a factibilidade.
Ele nos diz que um ponto limite que satisfaz uma condicao de qualificacao em relacao a
Dy ¢ factivel ou ao menos ponto estacionario de uma medida de infactibilidade.

Teorema. 3.1.1. Seja z* ponto limite de uma sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo
3.1.1. Se a sequéncia de parametros de penalidade {p;} ¢ limitada, entao x* é factivel.
Caso contrario uma das duas possibilidades ¢é verificada:

e 1" é¢ um ponto K KT do problema
mi A

min Z(hll(a:))2 + Z(max{o,_qil(m)})2 sujeito a x € Dsy, (3.5)
i=1 i=1

e nao satizfaz a consicao C'PLD associada a Ds.

Demonstragao. Conforme teorema 4.1 de [ABMSO07]. O

Teorema. 3.1.2. Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo algoritmo 3.1.1, Suponhamos que
x* é¢ um ponto limite factivel que satisfaz CPLD com respeito a todas as restricoes do
problema original. Entao, * é um ponto K K'T' do problema Original.

Demonstracao. Conforme teorema 4.2 de [ABMSO07]. O

3.2 Métodos para resolver factibilidade

Para resolver os problemas de empacotamento esférico num contéiner fixo R, em muitos
casos o problema se reduz a resolver um sistema de inequacoes da forma

Q:{xGRn

0, Vi=1,...,my,
/ . 3.6
0 i =1,... } (36)
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Encontrar um elemento de © definido em (3.6), ndo ¢ uma tarefa ficil, pois é
equivalente a resolver o sistema nao linear indeterminado. Porém o problema pode ser
escrito como um problema de otimizagao global (3.7)

min F(z) = z:(Hz(x))2 + Z(max{(], Gi(2)})?  sujeito a v € R™ (3.7)

Um minimizador z* do problema (3.7) com valor étimo 0 é um elemento de  definido
em (3.6), por tanto nosso objetivo sera resolver o problema (3.7).

Encontrar um elemento x* € {2 numericamente nao é possivel, j& que um nimero
real é representado computacionalmente por um niimero finito de digitos, dai a necessidade
de relaxar o problema de encontrar uma solugao do sistema indeterminado (3.6).

Seja €7 > 0, definimos o conjunto

(3.8)

|Hi(z)| <e€p, Vi=1,...,my,
Gi(z) < e, Vi=1,....0, '

Naturalmente o conjunto 2 C Q(ey). Se um minimizador z* do problema (3.7)
satisfaz |F'(z*)| < €y, entéo z* € Q(ey).

Qey) = {x e R"

3.2.1 Método 1 (Met-1)

Para usar o algoritmo 3.1.1 precisamos de uma fungao objetivo f a qual podemos definir
como:

flz)=0, VzeR" (3.9)

pois (3.9) é de classe C. Seja D; = . Como o nosso contéiner R ¢ compacto, entao
existe uma caixa tal que R estd contida nela, entao podemos definir Dy = C onde

(3.10)

digﬂﬁi, ‘v’izl,...,n,
ngbl/ Vizl,...,n, ’

Seja x* uma solucao encontrada pelo algoritmo 3.1.1, entao pelo teorema 3.1.1,
x* é factivel ou z* é um ponto K K'T' do problema

mi ll
min Z(H’(T»Q + Z(max{O, Gi(7)})? sujeito a z € C C R™,
i=1 i=1
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Se x* for fativel, entdo z* € Q, logo z* € Q(ef). Se x* for um ponto K KT de (3.5)
verificamos se z* € Q(ey), isto é

I
()P + a0, Gu(a ) < o, (3.11)

caso contrario z* nao ¢ uma solucao de (3.8).

3.2.2 Meétodo 2 (Met-2)

Outra forma de resolver inequacoes, é definir uma funcao objetivo F': R® — R como

F(z) = Z(Hi(a;))z + Z(max{(), Gyi(z)})? (3.12)

No algoritmo 3.1.1 definimos D; = R" ¢ Dy = C como em (3.10). Seja z* um ponto
estacionario do problema
min F'(z) sujeito a x € C, (3.13)

Entéao, pelo teorema 3.1.2 temos que z* é factivel ou é um ponto KKT do problema (3.12).
Neste caso para verificar se z* é factivel com respeito a Q(ey), avaliamos z* na funcao
objetivo F', isto é

F(z*) = (H;(z)? + Z(max{o, Gy(x*)})2 (3.14)

Se F(z*) < €, entao x* € (es), caso contrario z* nao ¢ uma solucao de (3.8).

3.2.3 Reinicios (MS-T)

Como ocorre com todos os métodos de otimizacao local, o ponto inicial pode ter grande
influéncia na solucao encontrada pelo algoritmo. Além disso, ainda precisamos lidar com
0s casos previstos na teoria nos quais o Método 1 e Método 2 baseados no algoritmo 3.1.1
nao encontram uma solugao viavel. Podemos contornar esses problemas de uma forma
bem simples, através da utilizagdo da estratégia de reinicios (multistart). Essa estratégia
consiste em executar o algoritmo diversas vezes para resolver o mesmo problema, partindo
de pontos distintos, e uniformemente distribuidos sobre a regiao viavel do problema, de
forma a aumentar a chance de encontrar uma solucao global. Essa estrategia pode ser
aplicada juntamente com um dos procedimentos a seguir:
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1. fixamos um nimero maximo de vezes que um mesmo subproblema sera resolvido e
guardamos a melhor solucao entre todas as encontradas;

2. estabelecemos um nimero méaximo 7' de tentativas em funcao do contéiner R e o
raio r das esferas, e nos contentamos com a primeira solucao viavel encontrada.

Caso uma solugao viavel nao seja encontrada em 7' tentativas, declaramos o
problema como inviavel.

Nos problemas seguintes o numero de tentativas ¢ definida como
A(R)

T(R,B,68) = [5 MW , (3.15)

onde § € [0, 1].

3.3 Empacotando num contéiner fixo

Dados R um contéiner e > 0, nosso principal objetivo
maxk sujeitoa  Qu(R,7) # 0, (3.16)

onde

e R, Vi=1,... k,
Qe(R,7) =< (o, 2" e RF" | d(«',0R) >r, Vi=1,....k, o. (3.17)
d(z',2?) > 2r i#j.

A funcao objetivo em (3.16) é mondtona crescente, “facil”; o conjunto vidvel é descrito
por (3.17), é “dificil”.
Consideremos as trés condigoes que determinam o conjunto €.

A condicao

2 eR, Vi=1,... k, (3.18)
em geral é caracterizada por aplicagoes ¢; : R* — R com [ =1, ..., m; tais que:
R={zeR"| g(z) <0, Vi=1,....,m, }. (3.19)

Dal, se ' € R, entao max{0, g;(z)} = 0 para todo [ =1,...,m;.
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A desigualdade
d(z',0R) >r, VYi=1,...,k,

é satisfeita se # € K,(R), logo max{0,7? — d(x,0R)*} = 0.
Finalmente consideremos as desigualdades
dx', 27y >2r i#34, i,j=1,... k.
Seja Sy : K.(R)* — R a fungao definida por
k=1 k
= Z Z (max {47* — |2 — 27, 0})
1=1 j=i+1
Entao a aplicacao Sy tem as seguintes propriedades:
1. S é diferencidvel com derivadas parciais continuas, isto ¢ C*,
2. S) é limitada,

0 < Si(z) < M (27)%,
3. Sk ¢ uma aplicagao par, isto é, Sp(—z) = Sk(x).
Seja ¢y, : [0,00) — R a funcao definida por
or(t) = Si(ta®)

onde ¥ € K, (R)* C R¥", entdo

k(k—1
¢e(0) = ( 5 )(2r)2
e a derivada em ¢ é:
k-1 k
qb;c(t) Z maX{O 27" t2|x07'_ OJ| }) t|x02 _ 0]
=1 j=i+1

Como t é sempre positivo, temos que

7

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Escolhendo z° tal que |2 — 2°7]2 # 0 sempre podemos garantir a existéncia de uma
direcao de descida para Sy. Em termos de discos ou esferas, sempre é possivel separar
discos com sobreposi¢ao com um modelo do tipo (3.1).

Dai ¢, ¢ uma aplicacao nao crescente, e

(k

ahol < 10 2 @y (3.23)

onde M > diam(K,.(R))

Da equacgao (3.23) podemos dizer que se o diametro do contéiner nao for muito
grande, isto ¢ diam(K,(R)) < M, entdo uma direcao de descida tem comprimento limi-
tado, o que é muito bom para algoritmos que usam a condicao do Armijo para calcular o
comprimento de passo.

O problema de empacotar itens num contéiner fixo nao ¢é facil. De fato, ¢ um pro-
blema de decisao do tipo N P. No capitulo 1 apresentamos o algoritmo 1.7.1 para resolver
o problema, mas o critério de parada, embora esteja bem definido, nao é algebricamente
calculdvel, isto é, o algoritmo péara se Qx(R,r) = (. Na matemética tedrica é costume
mostrar que um conjunto é vazio por contradicao ou reducao ao absurdo, mas na pratica
isto nao ¢ viavel.

O problema se reduz a determinar o valor de k tal que o conjunto Qi (R, ) seja
vazio. No capitulo 1 também mostramos que n, ¢ limitado por

A(R)

ng(R,roL) <n,(R,r) < m

(3.24)

3.4 Testes numeéricos

O critério de parada usado nos problemas seguintes é o nimero de tentativas, isto é, ten-
tamos encontrar um elemento de Qi (R, r) usando T'(R, B, §) pontos iniciais, este método
¢ conhecido como multi-start.

A estratégia geral para encontrar a solugao com maior nimero de itens é descrita
na figura 3.1. O problema de viabilidade é resolvido primeiramente para k = ny(R, 7, 0r)+
1, isto é, encontramos um elemento x em (R, r) . Quando é possivel encontrar uma
solugao viavel, passamos a resolver um novo problema com um item a mais, até atingir a
inviabilidade em T'(R, B, d) tentativas (Q(R,r) = 0).
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{ INICIO
!
[ k < ng(R,r,oL) + 1
¢ 1
/—{ Qk(R, e Ef)
: )
[(Ms _T) A (Met — i)

J

ne = k—1

%

;[ ko k+1 J { FIM |

Figura 3.1: Estrategia Geral. (MS —T) A (Met —i): Multistart com 7T tentativas com o
método 1 (Met — 1) 3.2.1 ou 2 (Met — 2) 3.2.2.

Nos seguintes problemas os parametros sao: €5 = 107%ed=1 /4, isto é, queremos
resolver os problemas de empacotamento com uma precisao de €, = 107* e o nimero de
tentativas nao supera T'(R,r,1/4) definido em (3.15). Os resultados obtidos para elipses,
parabolas, cones, elipsoides, paraboloides, etc. nao puderam ser comparados devido a
falta de dados de referéncia disponiveis para os problemas considerados.

Todos os testes foram executados em uma maquina INTEL CORE 4, 2.6 GHz
com 2GB de memoéria RAM e sistema operacional GNU/LINUX. Além disso, o cédigo
foi compilado pelo GNU FORTRAN (gfortran-4.2).

3.4.1 Elipse

Resolver o problema de empacotamento esférico na elipse, isto é, determinar um elemento
do conjunto Qi (E, 1, €;), se reduz a resolver o seguinte sistema de equagoes e desigualdades
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nao lineares, ja estudado no capitulo 2.

[ 2(27)2 4 a2(y')? = a®? i=1,...,k,
(s = D [@)? (&) + ()] > %=1k
(o(s))a' — o(s;)27)? + (st — s;97)% > (27) i <7, (3.25)
S; < 1, 1= ,]{Z,
L 0 < Si, 1=1 7k7
onde o(s) = (1 +(s—=1) (2)2)
Estratégia 1 (E1)
O sistema (3.25) tem n = 3k varidveis e m = 4k + k(kT_l) relagdes (=,<,>). O ponto
inicial nos seguintes exemplos é gerado por
20 = acos(Y;), i=1,...,k
Yt = bsin(Y;), i=1,...,k (3.26)

onde Y; é uma varidvel aleatéria definida como

(3.27)

v — T+2X;(m—27) se 0<X;<1/2,
ol +2(X - 1/2)(r—-27) se 1/2<X; <1,

A varidvel X; é uma variavel aleatéria com distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1], 7 =
(1—10*/a%)/2, e As; = 3, geometricamente representam pontos com ditribuicao aledtoria
contidos na elipse, (veja figura 3.4).

Este ponto inicial (3.26) é sé uma alternativa , o objetivo é comecar a sequén-
cia com um ponto inicial correspondente a uma configuracao de discos uniformemente
distribuidos com sobreposicao contidos na elipse, o que pode ser feito de muitas formas.

Estratégia 2 (E2)

Uma outra alternativa é aproveitar uma solucdo anterior, isto é: dado (a',...,2%) €

Qu(E, 7, ¢p) e gerar o centro 2% de um disco aleatério usando as formulas definidas em

3.26), para determinar uma solucao (z!, ..., 2% 2F1) de Q1 (E, 7, €
S
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Em nossos experimentos para gerar X; usamos o método descrito em [Sch79], na
a qual usa distribui¢ao uniforme.

Estrategias diferentes podem ser encontradas em [LM85, Xav(7]

Nas tabelas 3.1-3.3, apresentamos os resultados numéricos obtidos usando os mé-
todos descritos neste capitulo. Consideramos uma familia E;(a;, b;)’s para i = 1,...,40
elipses, onde a; e b; sao obtidos usando a formula

Ei:{ai = ai_1+361, 2227,40 (328)

bi = bi_1—2/5€1, Z:2,,40

onde a; =5, by =5 e ¢ = 1/4. Tlustramos na figura 3.2 a familia de elipses.

Figura 3.2: E; = E(a;,b;)

O centro do reticulado é definido como

xg = r(ny—1)
" { yo = mprg (3:29)

onde ny = |a/r| +1emy =2[4br/\/3]| + 2.

Para poder usar o método dos reinicios (MS-T, MultiStart), o nimero de pontos
inicias para as elipses E(a;, b;) ¢ definido por:

T (a;, b, v, 1/4) = BJ . (3.30)

Neste caso considerarmos = 1/4 na definigao (3.15).

Nas figuras 3.3 - 3.8, ilustramos graficamente o problema FEj, apresentado nas
tabelas 3.1-3.3. Na primeira figura 3.3 ilustramos os discos do reticulado afim L?(o) que
estao contidos na elipse Ejg. Isto é feito resolvendo o sistema 2.11-2.13 para todo (u,v)
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Tabela 3.1: (MS —T)AN (Met—1)ANELANr=1/2

E; a; b; ny | it Ne neeput cputt | cputr | T
1 5.00 | 5.00 73 4 80 299.11 930.04 0.02 | 26
2 5.75 | 4.90 84 6 91 254.92 989.05 0.01 | 29
3 6.50 | 4.80 88 9 | 101 586.94 1411.85 0.01 | 32
4 7.25 | 4.70 || 101 1| 110 148.41 1113.89 0.03 | 35
) 8.00 | 4.60 || 107 3| 119 261.74 1538.92 0.03 | 37
6 8.75 | 4.50 || 120 4 | 127 501.10 2301.14 0.02 | 40
7 9.50 | 4.40 || 126 | 15 | 136 | 1408.09 3214.56 0.01 | 42
8 || 10.25 | 4.30 || 140 4| 143 309.90 2871.87 0.01 | 45
9 || 11.00 | 4.20 || 146 | 13 | 151 | 1133.16 3733.56 0.04 | 47

10 || 11.75 | 4.10 || 147 4 | 157 784.87 3661.11 0.01 | 49

11 || 12.50 | 4.00 || 153 | 11 | 164 | 1349.84 3883.93 0.02 | 51

12 || 13.25 | 3.90 || 150 | 28 | 168 | 2662.56 5540.13 0.02 | 52

13 || 14.00 | 3.80 || 156 8 | 174 | 2956.40 5806.03 0.02 | 54

14 || 14.75 | 3.70 || 163 | 13 | 178 | 2235.18 5197.12 0.03 | 55

15 ]| 15.50 | 3.60 || 169 | 12 | 182 | 1629.08 4661.39 0.01 | 56

16 || 16.25 | 3.50 || 168 | 49 | 185 | 4689.79 8179.04 0.02 | 57

17 ]| 17.00 | 3.40 || 171 8 | 188 | 1668.94 5145.99 0.02 | 58

18 || 17.75 | 3.30 || 178 7 191 | 2062.74 5901.37 0.03 | 59

19 || 18.50 | 3.20 || 172 | 22 | 194 | 5894.52 9544.42 0.01 | 60

20 || 19.25 | 3.10 || 163 | 31 | 193 | 3419.65 7103.82 0.01 | 60

21 || 20.00 | 3.00 || 165 6 | 192 | 2610.21 6338.52 0.04 | 61

22 || 20.75 | 2.90 || 166 | 32 | 194 | 6542.98 | 10055.60 0.04 | 61

23 || 21.50 | 2.80 || 168 4 | 194 | 2219.07 6350.21 0.02 | 61

24 || 22.25 | 2.70 || 169 | 23 | 193 | 3981.33 8030.55 0.02 | 61

25 || 23.00 | 2.60 || 171 | 35 | 189 | 3796.91 7703.97 0.02 | 60

26 || 23.75 | 2.50 || 169 6 | 189 | 1619.60 5387.13 0.02 | 60

27 || 24.50 | 2.40 || 161 3| 188 | 1642.34 5283.59 0.01 | 59

28 || 25.25 | 2.30 || 156 | 18 | 185 | 2728.48 6208.63 0.02 | 59

29 || 26.00 | 2.20 || 132 | 24 | 178 | 3911.83 7066.31 0.00 | 58

30 || 26.75 | 2.10 || 131 | 36 | 173 | 4927.47 7950.39 0.05 | 57

31 || 27.50 | 2.00 || 133 | 10 | 171 | 3834.98 7103.70 0.02 | 56

32 || 28.25 | 1.90 || 132 3 | 165 | 1903.94 4839.63 0.03 | 54

33 || 29.00 | 1.80 || 130 | 25 | 159 | 2818.13 4499.38 0.03 | 53

34 || 29.75 | 1.70 || 126 | 19 | 150 | 2205.98 3886.45 0.02 | 51

35 || 30.50 | 1.60 || 120 | 34 | 146 | 2947.19 4407.56 0.02 | 49

36 || 31.25 | 1.50 || 111 4| 139 924.11 2118.47 0.02 | 47

37 || 32.00 | 1.40 87 8 | 131 | 1362.69 2142.52 0.00 | 45

38 || 32.75 | 1.30 60 | 16 | 116 714.11 1325.05 0.02 | 43

39 || 33.50 | 1.20 60 | 31 | 108 843.00 1389.47 0.02 | 41

40 || 34.25 | 1.10 61 | 37 | 102 801.39 1339.61 0.02 | 38




3.4. TESTES NUMERICOS

Tabela 3.2: (MS—T)N (Met —2)ANELAT=1/2

E; a; b; Ny | it Ne necput cputt | cputr | T

1 5.00 | 5.00 73 0 73 0.00 115.15 0.02 | 26

2 5.75 | 4.90 84 0 84 0.00 559.17 0.02 | 29

3 6.50 | 4.80 88 0 88 0.00 543.99 0.02 | 32

4 7.25 | 4.70 || 101 0| 101 0.00 683.44 0.02 | 35

5 8.00 | 4.60 || 107 | 0 | 107 0.00 876.76 0.01 | 37

6 8.75 | 4.50 || 120 0| 120 0.00 1238.10 0.03 | 40

7 9.50 | 4.40 || 126 0| 126 0.00 1444.11 0.03 | 42

8 || 10.25 | 4.30 || 140 0 | 140 0.00 2016.21 0.02 | 45

9 || 11.00 | 4.20 || 144 0] 144 0.00 2487.02 0.01 | 47
10 || 11.75 | 4.10 || 147 | 0O | 147 0.00 2597.18 0.05 | 49
11 || 12.50 | 4.00 || 151 0| 151 0.00 2664.56 0.05 | 51
12 || 13.25 | 3.90 || 150 0 | 150 0.00 2727.39 0.05 | 52
13 || 14.00 | 3.80 || 155 0| 155 0.00 2909.63 0.03 | 54
14 || 14.75 | 3.70 || 163 0| 163 0.00 3742.39 0.02 | 55
15 || 15.50 | 3.60 || 169 0| 169 0.00 4520.48 0.07 | 56
16 || 16.25 | 3.50 || 168 0| 168 0.00 4620.21 0.05 | 57
17 || 17.00 | 3.40 || 171 0| 171 0.00 4686.72 0.03 | 58
18 || 17.75 | 3.30 || 178 0| 178 0.00 5826.54 0.05 | 59
19 || 18.50 | 3.20 || 172 0| 172 0.00 4906.65 0.06 | 60
20 || 19.25 | 3.10 || 163 0| 163 0.00 3973.72 0.06 | 60
21 || 20.00 | 3.00 || 165 0| 165 0.00 4106.09 0.04 | 61
22 || 20.75 | 2.90 || 166 0 | 166 0.00 4316.44 0.07 | 61
23 || 21.50 | 2.80 || 168 0| 168 0.00 4511.01 0.05 | 61
24 || 22.25 | 2.70 || 169 0| 169 0.00 5208.70 0.05 | 61
25 || 23.00 | 2.60 || 171 0| 171 0.00 5604.48 0.03 | 60
26 || 23.75 | 2.50 || 169 0| 169 0.00 5690.95 0.03 | 60
27 || 24.50 | 2.40 || 161 0| 161 0.00 5003.43 0.05 | 59
28 || 25.25 | 2.30 || 156 0 | 156 0.00 5092.34 0.02 | 59
29 || 26.00 | 2.20 || 132 0| 132 0.00 2287.30 0.04 | 58
30 || 26.75 | 2.10 || 131 0| 131 0.00 2457.72 0.04 | 57
31 || 27.50 | 2.00 || 133 0| 133 0.00 3235.09 0.07 | 56
32 || 28.25 | 1.90 || 132 0| 132 0.00 3940.75 0.02 | 54
33 || 29.00 | 1.80 || 130 0| 130 0.00 4382.23 0.03 | 53
34 || 29.75 | 1.70 || 126 0| 126 0.00 5174.84 0.02 | 51
35 || 30.50 | 1.60 || 120 0| 120 0.00 5971.93 0.01 | 49
36 || 31.25 | 1.50 || 111 2| 112 122.42 7733.26 0.00 | 47
37 || 32.00 | 1.40 87 2| 126 | 6987.95 | 10217.46 0.02 | 45
38 || 32.75 | 1.30 60 | 31 | 111 | 2933.39 3963.30 0.00 | 43
39 || 33.50 | 1.20 60 | 24 | 104 | 2199.80 3038.78 0.02 | 41
40 || 34.25 | 1.10 61 ) 94 862.34 2026.56 0.02 | 38
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Tabela 3.3: (MS —T)N (Met —1)ANE2ANr=1/2

E; a; b; ny | it Ne neeput cputt | cputr | T
1 5.00 | 5.00 72 8 80 320.50 654.52 0.00 | 26
2 5.75 | 4.90 84 1 90 63.31 633.88 0.00 | 29
3 6.50 | 4.80 88 3 | 100 165.08 948.76 0.00 | 32
4 7.25 | 4.70 || 101 3 | 109 154.67 1132.06 0.01 | 35
) 8.00 | 4.60 || 106 2| 119 289.54 1580.89 0.08 | 37
6 8.75 | 4.50 || 119 1] 127 195.28 1982.51 0.01 | 40
7 9.50 | 4.40 || 126 | 37 | 136 | 2331.98 4260.87 0.02 | 42
8 || 10.25 | 4.30 || 140 1| 143 314.37 3231.67 0.04 | 45
9 || 11.00 | 4.20 || 146 5| 151 919.62 3839.85 0.01 | 47

10 || 11.75 | 4.10 || 147 2 | 157 920.07 4229.88 0.03 | 49

11 || 12.50 | 4.00 || 152 | 24 | 164 | 2456.83 5866.86 0.03 | 51

12 || 13.25 | 3.90 || 150 | 38 | 169 | 4322.66 8041.03 0.01 | 52

13 || 14.00 | 3.80 || 156 | 49 | 174 | 5250.98 9308.20 0.02 | 54

14 || 14.75 | 3.70 || 163 | 16 | 179 | 3420.29 7924.86 0.03 | 55

15 ]| 15.50 | 3.60 || 169 1] 183 | 3328.30 7344.92 0.02 | 56

16 || 16.25 | 3.50 || 168 | 10 | 186 | 2369.62 6071.22 0.00 | 57

17 ]| 17.00 | 3.40 || 171 | 55 | 189 | 8419.00 | 12527.74 0.04 | 58

18 || 17.75 | 3.30 || 178 | 17 | 191 | 3755.16 9820.58 0.02 | 59

19 || 18.50 | 3.20 || 172 | 31 | 193 | 5069.28 | 11106.70 0.02 | 60

20 || 19.25 | 3.10 || 163 | 22 | 194 | 7086.31 | 11489.14 0.05 | 60

21 || 20.00 | 3.00 || 165 3| 181 | 1663.28 6240.27 0.01 | 61

22 || 20.75 | 2.90 || 166 | 11 | 193 | 2579.88 5802.07 0.02 | 61

23 || 21.50 | 2.80 || 168 | 13 | 191 | 5574.36 9948.22 0.03 | 61

24 || 22.25 | 2.70 || 169 4 | 187 987.17 4637.39 0.02 | 61

25 || 23.00 | 2.60 || 171 1] 186 | 3672.50 7214.89 0.03 | 60

26 || 23.75 | 2.50 || 169 | 16 | 187 | 1914.50 4574.72 0.00 | 60

27 || 24.50 | 2.40 || 161 1| 188 | 3400.94 5379.30 0.03 | 59

28 || 25.25 | 2.30 || 156 | 45 | 180 | 4064.38 6943.11 0.02 | 59

29 || 26.00 | 2.20 || 132 3| 170 | 1127.55 2603.06 0.03 | 58

30 || 26.75 | 2.10 || 131 | 47 | 168 | 3674.81 4965.70 0.00 | 57

31 || 27.50 | 2.00 || 133 9 | 163 | 2660.66 4079.55 0.02 | 56

32 || 28.25 | 1.90 || 132 | 18 | 156 | 1350.08 2646.11 0.00 | 54

33 || 29.00 | 1.80 || 130 4 | 153 | 1802.78 2852.58 0.03 | 53

34 || 29.75 | 1.70 || 126 | 16 | 144 725.03 1578.39 0.02 | 51

35 || 30.50 | 1.60 || 120 | 31 | 144 | 1026.34 1641.73 0.02 | 49

36 || 31.25 | 1.50 || 111 | 11 | 138 723.59 1208.22 0.03 | 47

37 || 32.00 | 1.40 87 | 28 | 134 | 1319.45 1652.86 0.02 | 45

38 || 32.75 | 1.30 60 | 40 | 111 427.75 585.92 0.00 | 43

39 || 33.50 | 1.20 60 | 35 | 101 501.69 624.38 0.03 | 41

40 || 34.25 | 1.10 61 | 11 84 213.81 300.05 0.02 | 38
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Tabela 3.4: (MS —T)N (Met —2)NE2AN1r=1/2

E; a; b; ny | it Ne necput cputt | cputr | T
1 5.00 | 5.00 73 | 22 80 230.95 618.58 0.02 | 26
2 5.75 | 4.90 84 6 90 225.44 926.10 0.03 | 29
3 6.50 | 4.80 88 1] 100 367.85 1154.19 0.04 | 32
4 7.25 | 4.70 || 101 6 | 109 211.39 1130.17 0.05 | 35
5 8.00 | 4.60 || 107 7| 119 381.43 1416.02 0.03 | 37
6 8.75 | 4.50 || 120 7| 127 1028.39 2608.60 0.04 | 40
7 9.50 | 4.40 || 126 | 11 | 135 1388.77 2481.36 0.04 | 42
8 || 10.25 | 4.30 || 140 6 | 143 427.84 2360.01 0.04 | 45
9 || 11.00 | 4.20 || 144 | 25 | 151 1868.82 4873.19 0.08 | 47

10 || 11.75 | 4.10 || 147 | 14 | 156 5561.91 9386.81 0.03 | 49

11 || 12.50 | 4.00 || 151 | 14 | 161 3471.95 7799.97 0.07 | 51

12 || 13.25 | 3.90 || 150 7| 170 3619.40 8320.34 0.03 | 52

13 || 14.00 | 3.80 || 156 | 20 | 173 6265.28 | 12270.27 0.05 | 54

14 || 14.75 | 3.70 || 163 | 10 | 172 2076.98 8508.09 0.05 | 55

15 || 15.50 | 3.60 || 169 | 37 | 182 | 13147.93 | 20742.91 0.05 | 56

16 || 16.25 | 3.50 || 168 | 40 | 183 | 14080.44 | 29114.08 0.06 | 57

17 || 17.00 | 3.40 || 171 | 33 | 184 | 22862.27 | 40431.41 0.07 | 58

18 || 17.75 | 3.30 || 178 | 26 | 191 | 10527.38 | 20485.63 0.05 | 59

19 || 18.50 | 3.20 || 172 8 | 194 | 13955.28 | 20140.67 0.02 | 60

20 || 19.25 | 3.10 || 163 | 38 | 192 | 21686.20 | 36310.56 0.11 | 60

21 || 20.00 | 3.00 || 165 | 41 | 190 | 15980.98 | 28294.05 0.09 | 61

22 || 20.75 | 2.90 || 166 9 | 188 4614.31 9668.13 0.11 | 61

23 || 21.50 | 2.80 || 168 2| 185 2492.53 8263.34 0.09 | 61

24 || 22.25 | 2.70 || 169 5 | 191 | 16753.16 | 29614.16 0.19 | 61

25 || 23.00 | 2.60 || 171 | 57 | 188 9389.69 | 16055.88 0.09 | 60

26 || 23.75 | 2.50 || 169 | 19 | 186 | 15054.59 | 24199.59 0.09 | 60

27 || 24.50 | 2.40 || 161 | 29 | 185 | 10381.88 | 16765.22 0.09 | 59

28 || 25.25 | 2.30 || 156 4 | 183 | 12758.88 | 18557.66 0.09 | 59

29 || 26.00 | 2.20 || 132 8 | 176 | 13759.22 | 15657.34 0.09 | 58

30 || 26.75 | 2.10 || 131 | 27 | 167 4812.53 9032.44 0.13 | 57

31 || 27.50 | 2.00 || 133 | 19 | 159 6517.19 7731.53 0.09 | 56

32 || 28.25 | 1.90 || 132 9 | 157 4289.22 5548.19 0.13 | 54

33 || 29.00 | 1.80 || 130 | 40 | 153 9525.72 | 11172.56 0.03 | 53

34 || 29.75 | 1.70 || 126 5 | 149 2754.91 4206.56 0.06 | 51

35 || 30.50 | 1.60 || 120 1| 140 1883.22 2940.13 0.03 | 49

36 || 31.25 | 1.50 || 111 | 17 | 136 3099.56 3664.19 0.03 | 47

37 || 32.00 | 1.40 87 | 36 | 128 1724.81 2178.41 0.03 | 45

38 || 32.75 | 1.30 60 3| 115 549.56 773.88 0.06 | 43

39 || 33.50 | 1.20 60 | 21 | 100 804.88 984.63 0.03 | 41

40 || 34.25 | 1.10 61 | 28 90 412.34 522.72 0.03 | 38

85



86 CAPITULO 3. RESULTADOS COMPUTACIONAIS E APLICACOES

Figura 3.3: Fig: ny = #[L2(x0,yo) N K,.(E1)] = 147.

que pertence a Fjg, assim obtemos pontos (z,y,s) € 0F x [0.1], os quais testamos em

(3.25).

Na figura 3.4 ilustramos o ponto inicial usado na estrategia F'1.

Figura 3.4: Ej: Representacao do ponto inicial gerado por (3.26).

Na figura 3.5 ilustramos a solucao obtida usando o método 1, e os postos iniciais
descritos em F'1. Pontos iniciais sdo gerados 49 vezes, isto é com T'(ayg, bio, 7,0) = 49.

Figura 3.5: Eyp: (MS —49) A (Met — 1) A E1, n. = 157

Na figura 3.6 ilustramos a solucao obtida pelo método 1 (Met — 1) e usando a
estrategia E2, com T = 49.

Na figura 3.7 ilustramos a soluc¢ao obtido pelo método 2 (Met — 2) com pontos
iniciais gerados pela estrategia E'1. Observamos que nao se consegue empacotar mais de
147 discos em 49 tentativas.
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Figura 3.7: Eyp: (MS —49) A (Met — 2) A E1, n. = 147

Na figura 3.8 ilustramos a solugao obtida pelo método 2 (Met—2) com a estrategia
E2, os resultado sao melhores com relagao a Met — 2 com E1.

Figura 3.8: Eyp: (MS —49) A (Met —2) AN E2, n. = 156

Na figura 3.9, fazemos uma comparagao numérica entre os métodos usados para
estimar o valor de n,, usando a mesma semente para gerar a varidvel aleatéria X. Compa-
rando as tabelas 3.1 e 3.2, observamos que o método 1, nas 40 elipses, consegue empacotar
mais esferas que o método 2 usando em ambos a estrategia E'1. Porem quando usamos a
estrategia F2 nos dois métodos, notamos que o método 1 consegue empacotar em 47.5%
dos problemas mais esferas que o método 2, e em 25% dos problemas os dois métodos
empatam. Finalmente o método 2 empacota em 27.5% dos problemas mais esferas que o
método 1. O método 1 utilizando a estrategia E'1 em 85% dos problemas empacota mais
esferas que o método 2 utilizando a estrategia F2, em 12.5% empata e em 2.5% supera
ao método 1 utilizando a estrategia 1.
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Figura 3.9: Comparacao Numérica entre Met — 1 e Met — 2 com respeito ao n,
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Tabela 3.5: O tempo total usado para empacotar itens nos 40 elipses e numero de itens

E(ai,bi) eT(CLi,bi,O.5,0.4) 1= 1,...,40
F1 E2

dias | itens dias | itens

Met —1 | 2.15458 | 6294 | 2.16985 | 6193

Met — 2 | 1.70257 | 5546 | 5.17256 | 6178

Na tabela 3.5 mostramos o tempo total usado para empacotar nos 40 elipses
discos de raio 1/4, obtendo o melhor resultado com o método Met — 1 e estrategia F1,
em obter maior nimero de itens e menor tempo computacional.

Figura 3.10: T'(a4, b0, 0.5,0.4) = 38, n. = 102

Os resultados mostrados nas tabelas 3.1-3.3 podem ser melhorados aumentando
o numero de iteragoes. Na tabela 3.6 mostramos os resultados obtidos para 6 = 1 em
(3.15).

Tabela 3.6: Aumentando o niimero de reinicios 7}s para empacotar na familia F;(a;, b;)

E(ai,bi) e T(ai,bi,O.S, 1) 1= 1,...,40
FE1 E2

dias | itens dias | itens

Met—1 | 6.2124 | 6316 | 7.07882 | 6254

Met — 2 | 6.55082 | 5552 | 13.0633 | 6205

Figura 3.11: T'(a4, b0, 0.5,1) = 151, n,. = 103
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Conclusoes

Neste trabalho, estudamos as técnicas e modelos para problemas de empacotamento de
esferas em regioes limitadas e demos contribuicoes importantes sobre esses temas.

Propusemos varios modelos e métodos e analisamos suas propriedades tedricas.
Resolvemos problemas especificos com essas propostas e fornecemos exemplos ilustrativos.
Para resolver os problemas, usamos o método do Lagrangiano Aumentado.

Apresentamos os conceitos principais para tratar problemas de empacotamento
de itens em regioes limitadas (contéineres arbitrarios) tendo como objetivo maximizar
o numero de itens. A estrutura deste problema de otimizacao é diferente da estrutura
padrao de programacao nao linear.

No Capitulo 1, introduzimos o conceito de nicleo de uma regiao (contéiner) que
¢ fundamental para determinar um limitante inferior e para calcular o nimero maximo
de itens no contéiner. Para isto, aproveitamos alguns resultados da teoria de reticulados
sobre empacotamentos mais densos no plano e no espaco.

Introduzimos algoritmos para calcular o nimero maximo de discos no contéi-
ner. Mostramos que o nicleo de uma elipse nao é uma elipse, e nem sempre é possivel
caracteriza-lo por meio de desigualdades algébricas nas representacoes cartesiana e polar.

No Capitulo 2, apresentamos uma técnica para construir novas representagoes
(parametrizacoes) do plano e do espago, na qual calculamos o nicleo algebricamente por
meio de um sistema de desigualdades para alguns contéineres irregulares, por exemplo:
elipses, intersecao de elipses, parabola com tampa, cone com tampa, paraboloide com
tampa e elipsoide. Observamos que sempre ¢ possivel empacotar na intersecao destes
contéineres. Uma vez obtidas as desigualdades para empacotar, consideramos o problema
de minimizar alguma dimensao do contéiner, por exemplo, a tampa, o volume etc.

No Capitulo 3, estudamos alguns métodos e estratégias para resolver sistemas
de desigualdades e usamos o método do Lagrangiano Aumentado para calcular os pon-
tos estacionarios da inviabilidade e para minimizar de forma direta a inviabilidade ao
quadrado. O melhor resultado foi obtido quando calculamos os pontos estacionérios da
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inviabilidade. Abordamos duas estratégias: na primeira, comecamos com discos com so-
breposicao, e na segunda, aproveitamos uma solucao anterior e tentamos empacotar mais
um disco. O melhor resultado foi obtido com a primeira estratégia, isto é, minimizar a
funcao de sobreposicao de esferas.

Nos trabalhos futuros, pretendemos melhorar os resultados obtidos, escrever mo-
delos matematicos para empacotar outros tipos de itens como, por exemplo, poliedros,
elipsoides etc. Para melhorar o método numérico, vamos construir um algoritmo para
minimizar o quadrado da inviabilidade, pois uma solucao com valor zero ¢ uma solucao
do sistema.
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