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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado, primeiro estudamos algumas propriedades
importantes dos espagos de modulagao M, , tais como inclusoes e estimativas de operadores.
Além disso, estudamos resultados de existéncia e unicidade de solugao para as equagoes
de Navier-Stokes(NS) e para a equagao do calor semilinear(H) nos espacos M ,, dando
énfase ao caso em que o indice de derivacao s é negativo, obtendo a boa-colocacao no caso
s = —1. Na abordagem, consideramos solucoes locais e globais em relacao ao tempo e
usamos o argumento do ponto fixo. Esses resultados estendem os obtidos por Iwabuchi
em [13]. Por fim, estudamos dois resultados de mé-colocacio para (NS) e (H) em M,
para o caso s < —1, o que nos dd uma otimalidade para a boa-colocag¢ao em relagao ao

indice de derivagao s. Esse trabalho é baseado no artigo [14] de Tsukasa Iwabuchi.

Palavras-chave: Espacos de Modulacao; equacoes de Navier-Stokes; equacao do calor

semi-linear; solugoes locais e globais; boa-colocagao; ma-colocacao.



Abstract

In this master dissertation, first we study some important properties of
modulation spaces M, ; such as inclusions and estimates for some operators acting in these
spaces. In addition we study results about existence and uniqueness of solutions to the
Navier-Stokes equations(NS) and nonlinear heat equations(H) in M; ,, emphasizing the
case in which the derivative index s is negative and obtaining a well-posedness result in
the case s = —1. In the approach, we consider local and global-in-time solutions and use a
fixed point argument. These results extend those obtained by Iwabuchi in [13]. Finally, we
study ill-posedness results for (NS) and (H) in M, for the case s < —1, which give us an
optimality for well-posedness with respct to the derivative index s. This work is based on

the article [14] by Tsukasa Iwabuchi.

Keywords: Modulation spaces; Navier-Stokes equation; semi-linear heat equations; local

and global solutions; well-posedness; ill-posedness.
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Introducao

Espacos de modulagao foram criados durante o inicio dos anos oitenta num
trabalho pioneiro de H.G. Feichtinger [5], [6]. Logo apés sua cria¢ao, com a colaboragao de
K. Grochenig, foi estabelecida a teoria basica desses espagos de fungdes. Em constraste
com os espacos de Besov, que sao definidos pela decomposicao diddica de frequéncia, os

espagos de modulagao surgem de uma decomposicao uniforme de espacos de frequéncia.

Seu apelo é devido ao fato de que eles podem efetivamente capturar a concen-
tracao de uma distribuicao de tempo-frequéncia. Os espacos de modulagao sao baseados
nos espacos de Lebesgue ou Fourier-Lebesgue, porém eles sdo mais flexisiveis na medida
em que permitem um controle separado da regularidade local e do decaimento no infinito

de uma funcao.

A idéia central nessa andlise de tempo-frequéncia é comecar com uma funcao,
localiza-la suavemente através de uma funcao chamada fungao janela, e em seguida tomar

sua transformada de Fourier.

Assim, espacos de modulagao capturam a concentracao conjunta de tempo-
frequéncia de uma funcao através de condigdes apropriadas de decaimento e integrabilidade.
Nesta dissertacao, vamos estudar algumas propriedades importantes dos espagos de mo-
dulacao e considerar também dois problemas de Cauchy nesses espacos, os quais iremos

destacar a seguir.

Considaremos inicialmente o problema de Cauchy para as equagoes de Navier-

Stokes
ou—Au+ (u-Viu+Vr =0 , (t,z) e (0,00) x R"
(NS) divu=0 ,(¢t,x)e(0,00) xR" ,
u(0,z) = ug(x) reR"”
onde u = u(t,z) = (u(t,z),us(t,x)),...,u,(t,x)) e 7 = mw(t,z) denotam o campo de

velocidades e a pressao do fluido no ponto (¢, z), respectivamente, e uy(z) é a velocidade

inicial dada.

Vamos considerar também a equacgao do calor semilinear

)

(H) O — Au = NMulPlu (t,2) € (0,00) x R”
u(0,2) = ug(x) ,xeR"

onde u = u(t, z) é uma funcao escalar, ug é a condicao inicial dada e p > 1 e A sdo niimeros

reais.

Existe uma rica literatura de boa-colocagao de equacoes diferenciais parciais

semilineares nos chamados espacos criticos, isto é, invariantes pela relacao de escala da
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equagao. Exemplos destes espagos sao espacos de Lebesgue, espacos de Sobolev, espagos de
Morrey, espacos de Besov, espacos de Besov-Morrey, BMO™!, entre outros (veja [19] para
mais detalhes). Para as equagoes de Navier-Stokes, em 1964 Fujita e Kato [7] consideraram
o problema de Cauchy em HO% (Q), onde Q é um dominio limitado de R*. Kato [15] provou
a existéncia de solugoes no espago de Lebesgue L"(R") e mostrou que a solugao existe
globalmente no tempo quando a condicao inicial é suficientemente pequena. Em 1985,
Giga e Miyakawa [10] consideraram o problema de Cauchy em LP(2) onde 2 ¢ um dominio
limitado de R™. Cannone em [4] e Planchon [21] consideraram solugoes globais para condigao
inicial ug € By, i;r%(]R?’) com 3 < ¢ < 6. Koch e Tataru [17] estudaram solugbes locais para

! e solucdo global para condicoes iniciais pequenas ug € BMO™L.

1

condicao inicial ug € vmo™
Miura [20] estudou solugoes locais, que sdo continuas com rela¢do ao tempo, em gmo~

'~ gmo™!. Para problemas de Cauchy em espacos de

para condicao inicial uy € vmo™
modulacao, Wang, Zhao e Guo [25] provaram a existéncia de solugao local para condigao
inicial ug € My, (R"). No trabalho de Tsukasa Iwabuchi [13], foi obtida a existéncia de
solucdo local para condicao inicial ug € MS’U(R"), sel<g<wel<o< %1 Além

n
da existéncia de solucao local, foi obtido também soluc¢ao global se ¢ > n e a condicao

inicial for suficientemente pequena.

Aqui, estudaremos a existéncia de solugoes locais e globais com condicao inicial
ug € M; ,(R") para alguns valores de s, q,0. No Teorema 3.1, para as equagdes de Navier-
Stokes, a condigao inicial considerada aqui estad inclusa nos resultados mostrados por
Koch e Tataru [17] em alguns casos, enquanto em outros tal inclusdo nao estéd clara. De
qualquer forma, mostraremos que o indice de derivacao s = —1 ¢é 6timo para garantir a
boa-colocagao, no sentido que (NS) é mal-colocado quando s < —1(veja capitulo 4 para

mais detalhes).

Os resultados estudados aqui sdo uma extensao do trabalho feito em [13] e foi
baseado no artigo de Tsukasa Iwabichi [14]. Em particular, vamos estudar os efeitos do
indice de derivagdao s € R na boa-colocacao de (NS). Como ji mencionado acima, se a
condi¢do inicial do problema (NS) estd em L"(R") e é suficientemente pequena, existe
solugdo global (veja [15]), e o indice p = n do espago de Lebesgue é critico, o que é obtido
por um argumento de escala para (NS). Por outro lado, em espagos de modulagdo o
comportamento global é controlado pelo indice ¢ no resultado de [13]. Moralmente falando,
o comportamento local das solugoes é controlado pelos indices s e o, e 0 comportamento

global é controlado pelo indice q.

Para a equagao do calor semilinear (H), com A = 1, Fujita [8] provou a nao

existéncia de solucao global nao negativa e nao trivial para p <1+ — em 1966. Em 1968,
Fuijita [9] mostrou também a existéncia de solucao global para p > 1+ —. O caso critico
n

2
p = 1+ — foi estudado por Hayakawa [12] que provou a nao existéncia de solucao global
n
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nao negativa e nao trivial para n = 1,2, o que posteriormente foi provado para dimensoes

gerais por Sirao e Tanaka [28]. Brezis e Friedman [3] provaram a existéncia de solucao

local para p > 1 + — e a nao existéncia de solugoes parap > 1+ — quando A = —1 e a
n n
condigao inicial é uma Delta de Dirac 0. Assim, os resultados de [14] fornecem uma nova

classe de dados iniciais para a boa-colocagao de (H).

Esta dissertacao esta organizada como segue. O Capitulo 1 é composto pela
teoria basica necessaria para o desenvolvimento do texto. Nele sao apresentados definigoes
de espacos de Lebesgue e a partir deles sao dadas defini¢coes e propriedades de ferramentas
importantes como a convolucao e a transformada de Fourier. Relembramos também a classe
de Schwartz a partir da qual pudemos definir e estudar propriedades das distribuigoes
temperadas e dos multipliers de Fourier. Na Secao 1.5 ¢ introduzido o operador de proje¢ao
de Helmholtz-Leray cujas propriedades sao tteis na demonstracao dos resultados principais
deste trabalho. Sao definidos também os espagos de Besov, usando a decomposicao de
Littlewood-Paley (Secao 1.6), que sdo tteis por sua relagdo com os espagos de modulagao.
Finalmente, na ultima secao é enunciado e demonstrado o Teorema do Ponto Fixo de

Banach, que é utilizado na obtencao de solugbes brandas das equagoes (NS) e (H).

O Capitulo 2 é dedicado a definicao e estudo de propriedades dos espacos de
modulagao M, e dos espacos [*? L L?. Para definir esses espagos ¢ necessédria a definigao
de um operador de decomposicao [y, que é definido usando a transformada de Fourier
e uma particao da unidade obtida com transla¢oes de uma funcao suave. Sao provadas
inclusoes continuas entre os proprios espagos de modulacao e entre os espagos de modulagao
com outros espagos importantes, tais como os espagos de Lebesgue (Segao 2.1) e os espagos
de Besov (Segdo 2.3). Além disso, apresentamos propriedades das normas dessas espagos.
E introduzido o operador etA(Se(;éo 2.2) para o qual foram provadas estimativas, além de
dar algumas relagoes entre a integracao e a agao deste operador nos espacos [ L. L e
M ,. Finalmente, na Segao 2.4, obtivemos algumas relagoes entre os operadores et O e

P, além de estudar estimativas do operador P nos espagos de modulacao e nos espacos
1>° L. LY
T .

No Capitulo 3, sdo apresentadas as demonstragoes dos teoremas principais
desta dissertacao. Na Secao 3.1, é provado a existéncia e unicidade de solugao para as
equagoes de Navier-Stokes e a boa-colocagao em PM; ,(R") para s no intervalo [—1, ).
E obtida também na Secdo 3.2 a existéncia e unicidade de solucao para a equagao do calor

semilinear (H), impondo algumas condi¢oes para a poténcia p.

Finalmente, no Capitulo 4, mostramos alguns casos de ma-colocagao em espagos
de modulagdo. Na Secdo 4.1, provamos a ma-colocagdo de (NS) em PM; (RY) para s < —1,

o que nos mostra a otimalidade de s no intervalo [—1,00). J4 na Se¢do 4.2 provamos a ma-
(n+2)o

-2
colocagao de (H) em M; (R"™) quando a poténcia p satisfaz p > — oup > —————.
’ s n(c—1)—os
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1 Preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns espagos de fungoes e propriedades basicas
que serao importantes na demonstragao dos resultados principais dessa dissertacao. Além
de apresentar algumas ferramentas que serdo essenciais no tratamentos das equagoes (NS)
e (H) como o operador projegao de Helmholtz—Leray. A teoria desenvolvida nesse capitulo

é baseada em [23], [16], [11] e [18], que podem ser consultados para mais detalhes.

1.1 Espacos L? e o operador convolucdo

Muitas propriedades de fungoes sao expressas em termos do seu nivel de
integrabilidade. Por isso, é interessante estudarmos espacos de fungoes cujo médulo elevado

a p é integravel. Esses espacos sdo os espagos de Lebesgue LP que sao definidos a seguir.

Definicao 1.1. Seja (X, M, p) um espago de medida e 0 < p < 0. O espago LP =
LP(X,M, ) € o conjunto de todas as classes de p-equivaléncia de fungoes reais M-

mensurdveis f tais que | f|P é integravel com relagao a p sobre X. Em LP definimos,

I F 1= (j Ifl”du) Ce0p o
X

| £ llo=ess suplf| = inf{a > 0: pu({x € X;|f(x)] > a}) = 0} , se p = .

Exemplo 1.1. Seja X = 7", M = p(Z") o conjunto das partes de Z" e p a medida da
contagem definida a sequir. Se E € M entao u(E) € o nimero de elementos de E, caso E
seja finito, e u(E) = o se E é infinito.

Assim, para 0 < p < o0 obtemos o espago LP(Z" M, u), o qual denotaremos
por IP(Z"), que nada mais é que o espaco de sequéncias {ay}rezn de nimeros reais com

indices em 7", tais que a norma
J

| {ax}rezn [lv= (Z |ak|p>p

keZ™
¢ finita.
Por simplicidade denotaremos IP(Z™) apenas por IP.

Observagao 1.1. Nesse trabalho, utilizaremos X = R", u a medida de Lebesgue em
R"™ e M a o-dlgebra dos conjuntos Lebesque mensurdveis. Além disso, por simplicidades

denotaremos o espago LP(R"™ M, ) por LP.
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A proposicao a seguir nos da algumas propriedades dos espacos LP.

1 1
Proposicao 1.1. (i)(Desigualde de Holder) Sejam f € LP ege LY comp>1e —+— = 1.
P q

Entdo fge L' e vale a sequinte desigualdade
I fala<ll £l g llq -

(ii) (Desigualdade de Minkowski) Seja 1 < p < 0. Se f,g € LP entio f+ g€ LP

e vale
I f+glp<llfl,+1gll-

Observagio 1.2. (1) Se fe L? e ge LY, entio fge L' e vale a igualdade de Holder se,

e somente se, existem «, 3 € R, com af # 0, tais que

alflP = Blg|? p— quase sempre.

(2) A Desigualdade de Minkowski nos mostra que o espago (LP,|| - ||,) € um
espaco de Banach, para todo p > 1.

A seguir definiremos o operador convolugao que incialmente pode ser definido
para fungoes mensuraveis mais que tem propriedades interessantes nos espagos LP que

serao de grande utilidade nesse trabalho.

Definigao 1.2. Sejam f,g : R" — R func¢oes mensurdveis. Definimos e denotamos o

produto de convolugdo de f e g por
frg(x) = . flx=y)gly)dy = . fW)g(x —y)dy (1.1)

quando as integrais (1.1) existem.

Proposicao 1.2. Sejam f,g,h : R" — R funcoes mensurdveis. Valem as sequintes

propriedades:
(a) x € um operador bilinear e simétrico.
(b) (fxg)xh=[fx(gxh).
(c) Seja w € R™ e considere a transla¢io definida por 7,(f)(z) = f(z — w).

Entao vale

Tw(f*g) = Tu(f) *xg.

(d) Se A € o fecho do conjunto {x + y;x € supp(f),y € supp(g)} entao

supp(f * g) < A.
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Observacao 1.3. O produto de convolucdo tem um efeito suavizante, ou seja, a convolugdo
tem a regularidade da fun¢ao mais suave. Por exemplo, sejam J < R" compacto e 0 < p <

0. Considere os sequintes espagos de fungoes:
LP(J) = {f : R" — R; |f|P € integrdvel em J}

L (R") ={f:R" —R; fe LYK),YK c R" compacto }
CE(R™) = { fungoes de classe C* que tendem a zero no infinito }
CH(R™) = { fungoes de classe C* com suporte compacto em R"}

Se f e L, (R") e ge C*(R™) entdo f» ge C*(R").

A seguir daremos algumas propriedades do operador convolucao nos espacos
de Lebesgue LP.

Proposicao 1.3. (i) Sejam 1 < p,q < o0 tais que E + E =1. Se fe Ll ege L entao
f* g é limitada e uniformemente continua. b
(ii) Sejam 1 <p,q <o, fe LP ege L. Entao fxge Cy(R").
(7ii) (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q,r < o« tais que
T
r P g
Se fel? ege LY entio fxge L" e vale

Ff*glle<Il £ llpll g 1l -

1.2 Transforamada de Fourier

O conceito da transformada de Fourier é motivado por duas ideias centrais em

analise:

(i) a ideia de expressar fungbes periddicas genéricas como superposi¢ao de

ondas bésicas (senos e cossenos) que estéa relacionada com as chamadas séries de Fourier

(ii) a concepcao de um operador que transforma diferencia¢ao em multiplica¢ao

por polinémios, uma ferramenta de extrema utilidade na resolucao de equagoes diferenciais.

Apesar de historicamente a transformada de Fourier em R" ser motivada pelas
séries trigonométricas, trataremos aqui apenas o caso R", ao invés de trabalhar com
funcoes periddicas. Iniciaremos definindo o conceito para funcées em L' e a partir daf

iremos generalizar para outros espacos mais gerais.
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Definicao 1.3. Seja f € L'. Definimos a transformada de Fourier de f, denotada por

F [ ou também por f, como

i) = | e

Rn

A proposicao a seguir coleciona uma série de propriedades basicas da transfor-
mada de Fourier. Em particular, observe sua relacao com o operador de convolugao e seu

carater especial de transformar diferenciacao em multiplicagao por polinomios.

Proposicdo 1.4. Sejam f,g e L'. Valem as sequintes propriedades:
(i) Ffe Co(R") e || Ff o<l f 1 -
(it) F(1,f)(€) = e PTVFf(€) e 1y(Ff)(w) = F(*™™ f)(x).
(iii) F(f x g) = FfFg.
(i) Se 2°f € L', para |a| < k, entdo Ff € C*(R™) e vale
OFf = F[(—2miz)*f] ,

aal aa’n
dr ) (&xf‘")
(v) Se fe C*R"™), 0“f e L', |a] <k, e 0*f € Co(R™), entdo

onde % =z ... a0 e O°F f = (

Ff, coma=(ag,...,a,) € (Nu0)".

F(0* (&) = (2mig) " Ff(£)-

Passamos a investigar agora o problema inverso: como obter f a partir de sua
transformada de Fourier F f? Definimos para isso a transformada de Fourier inversa F ' f,

denotado também por f , de uma funcao f por

FREQ) = | s

R’Il

Antes de passarmos para o teorema da inversao propriamente dito, apresentamos
a chamada férmula de multiplicacao para a transformada de Fourier, um resultado simples,

porém bastante ttil.

Proposicao 1.5. (Formula da Multiplicacio) Sejam f,g € L'. Entdo

f(x)g(z)de = . f(@)g(x).

R”

Teorema 1.1. (Férmula da Inversa) Se f e Ff € L' entdo

fo) = | emeersac,

em quase todo ponto v € R".
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Apesar da integral que define a transformada de Fourier nao fazer sentido em
geral para uma funcio f € L?, existe uma maneira simples e elegante de estendermos a
teoria para o contexto L?. O ponto chave para essa extensdo é o resultado abaixo, onde

assumimos f € L' n L%

Proposicdo 1.6. Se f e L' n L* entdo || Ff ||2=] f ||2-

mo L' n L? é denso em L?, existe uma tnica extensio limitada, denotada

por F, da transformada de Fourier para o espaco L?. Continuaremos usando a notacao
Ff = f quando f e L2

Teorema 1.2. (Plancherel) O operador F : L* — L? é unitdrio, isométrico e sobrejetivo.

Além disso, vale F ' f(x) = Ff(—x).

Uma vez definida a transformada de Fourier em L' e em L? podemos estender

sua definicdo para a classe de fungoes
L1+L2 = {fzfl-f—fg;flELl efQELQ}.

De fato, se f = f1 + f> como acima, definimos F f = F fi + F fo.

Assim, como LP ¢ L' + L? para 1 < p < 2, conseguimos definir a transformada

de Fourier nestes espagos L.

Teorema 1.3. Se fe L' e ge LP, com 1 < p < 2, entdo sabemos que f g e LP (pela

desigualdade de Young) e vale que

F(frg)=Ff(x)Fg(x),

para quase todo ponto x € R".

Por fim, apresentamos uma das desigualdades cldssicas em Analise de Fourier,

a chamada desigualdade de Hausdorff-Young.

Teorema 1.4. (Desigualdade de Hausdorff - Young). Se f € LP com 1 < p < 2, e

1 1
-+ — =1, temos que
p P
[N

1.3 A classe de Schwartz e as distribuicoes temperadas

No sentido de generalizar a nocao da transformada de Fourier para o contexto
de distribuigoes, definiremos primeiramente a classe de func¢oes-teste adequada. Tentativa-
mente, seria interessante pedir que tal classe seja fechada com relagao as operagoes bésicas

que estamos tratando.
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Definigao 1.4. Seja S o conjunto de funcoes f € C*(R"™), tais que

pas(f) = sup [2%0° f| < oo,

zeR™

para quaisquer multi-indices a = (v, ..., ap) € 8= (P1,- .., Bn), ou seja, € o conjunto das
fungoes infinitamente diferencidveis, tais que, qualquer derivada decai mais rapidamente

do que qualquer polinomio. Este conjunto é conhecido como classe de Schwartz.

A proposicao a seguir nos da algumas propriedades importantes do espago S e

dos operadores definidos anteriormente nesse espaco.

Proposicao 1.7. (i) O operador F é um homeomorfismo de S em S.
(i) Se f,ge S entio fxg€S.

(iii) O espago CL(R™), das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte

compacto, € denso em S.

O espaco dual 8’ formado por todos os funcionais lineares continuos em S
é chamado espaco das distribui¢bes temperadas. A préxima proposi¢ao apresenta uma

caracterizagao das distribuicoes temperadas.

Proposicao 1.8. Um funcional linear L em S € uma distribuicao temperada se, e somente

se, existir uma constante C e inteiros m e l, tais que

L@ <C D> paslp),

lal<L,|Bl<m
para qualquer ¢ € S.
Podemos estender vérios conceitos definidos até agora para o conjunto S’

de distribui¢bes temperadas. A seguir, mostraremos como estender os operadores de

convolucao e a Transformada de Fourier que serao mais utilizados no presente trabalho.

(I) Transformada de Fourier: Seja u € §’. A transformada de Fourier de u,

denotada por Fu = 1, é uma distribuicdo temperada definida por

Fu(p) =u(Fp),YVpeS.

(IT) Operador Convolucao: Sejam u € 8’ e f € S. Se f := f(—x) entdo o

produto de convolugao de u e f é uma distribuicao temperada definida por
ux f(p) = u(fe()) , Vo€ S.

Agora, a partir dessas extensoes feitas para o espago das distribui¢oes tempera-

das, podemos definir um novo espago de funcoes.
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Definicao 1.5. Seja 2 um subconjunto compacto de R" e 0 < p < o0. Definimos o espago
Q n
L) (R ) por
Q n .
L, (R") = {f € LP; suppF f < Q}.

Por simplicidade, denotaremos Lg(R") apenas por LI?.

O lema a seguir nos da uma estimativa importante entre normas dos espagos

de Lebesgue para fungoes em Lg.

Lema 1.1. Sejam R > 0 e Q0 < R"™ um conjunto compacto com diametro menor que 2R e

0 < p < q< . Entdao, existe uma constante C' > 0 tal que

IFll<Clfly  ¥felLy.

1.4 Multipliers de Fourier para os espacos de Lebesgue

Nesta sec¢ao, iremos introduzir o conceito de multipliers de Fourier e demonstrar

um lema que sera util no desenvolvimento da teoria dos espagos de modulacao.

Definicao 1.6. Sejam Q um subconjunto compacto de R", 0 <p <o e M € S tal que

Q

ps SE€ existe uma constante

FM e L'. Dizemos que M é um multiplier de Fourier para L
C > 0 tal que
| FMFf < C | fllp . VfeLy.

A préxima proposi¢do nos da4 uma propriedade interessante dos multiplier de

Fourier.

Proposicao 1.9. Seja 2 e I' subconjuntos compactos de R". Seja 0 < p < o0 e p =

min{l, p}. Entao, existe uma constante C > 0 tal que
| FHMFLA < C N FM I f 1l

para toda f € L]? e toda M €S com F'M e Lg.

Para a demonstragao do lema central dessa sessao precisamos introduzir um

espaco de fungoes muito utilizado no estudo de edp’s.

Definigao 1.7. Seja s € R. Definimos o espago normado Hj(R™) por

H3(R") = {f € S'R™); || f [lus < o0},

onde a norma || - ||gs € dada por

I f =1l (1 + 2)3 Ff(a) ||z -

Novamente usaremos a notagio Hy para indicar Hy(R™).
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Observacao 1.4. (i) Algumas vezes, esses espagos sao denotados por Wy = H;, chamados
espagos de Sobolev-Slobockey, se s = 0. Se s = m € N entdo os espagos W5 sdao os espacos

de Sobolev usuais, isto €,

Wit ={f e S f llwy< oo},

onde

1 f Ny = (Z o f ||2> :

la|<s
(ii) Se so > s1, entdo vale a sequinte inclusao continua

H3* < H3'.
Além disso, HY = L*.

Finalmente, o lema a seguir nos da uma estimativa para os multipliers de Fourier
em espacos de Lebesgue, a qual sera 1til para a demonstracao de algumas estimativas de

operadores em espacos de modulagao.

Lema 1.2. Sejam € um subconjunto compacto de R" e 0 < p < . Seja também

1 1 L
op=n|——7— —=|. Se s> o, entio existe uma constante C' > 0 tal que
min{l,p} 2

| F7MFf < C | M|

Flp (1.2)

Hj

Demonstracao: Dividiremos a demonstracao em trés passos.

Passo 1: Suponhamos inicialmente que (1.2) é vélido para M € H; com
suppM < Q' = {y;3r € Q com |z — y| < 1}. (1.3)

Seja 1 € S com suppyy < Q' e Y(z) = 1 em Q. Se M € HS é uma funcio

qualquer entao
FIMFf=F"WMFf Vfel) (1.4)

Agora observe que (1.2) é valido para ¥ M. Além disso, segue da desigualdade
de Holder que existe C' > 0 tal que

| M ||z< C || M || ms, (1.5)

onde C depende apenas de 1.

Assim, de (1.4) e (1.5) temos que

| FIMFfl, = | F'oMFf |,
< O\l oM lmgll f 1l
< Cl Ml £l
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Portanto, vale (1.2) para toda M € H;.

Passo 2: Nesse passo provaremos a seguinte afirmacao: se 0 <p<le s> o,

entao existe uma constante C' > 0 tal que

| FM [l,< C| M|

H; > VM e H; (16)

Seja Ko = {z;|z] <1} e K; = {2;277" < |z| < 27}, para j = 1,2,3,... . Entdo,

podemos estimar

173l = Y| M@

b

CZ 9in*g" (J A\]—“M(x)Fdx)

J

= Y |2 UK |fM(a:)2dx>

7=0 J

N

p

D
Q0 2

3 g LA ]]:M(x)|2dx]

C
7=0 J
C Il M %y

VAN

A

o que prova (1.6).

Passo 3: Neste tltimo passo, vamos mostrar que a suposicao feita no passo
1 é verdadeira, concluindo assim a demontragao do lema. Seja M € H; com s > o, e

suppM < Q; conforme (1.3). Se p = min{p, 1} entdo (1.6) nos garante que F~'M € LJ".

Assim, obtemos (1.2) pela Proposi¢ao 1.9 e por (1.6).

1.5 A Transformada de Riesz e o operador projecao de Helmholtz-

Leray

Nesta se¢ao, vamos definir a transformada de Riesz, tanto na classe de Schwartz
como no espaco das distribuigoes temperadas modulo polindmios. Esta transformada
permitira definir o operador projecao de Helmholtz—Leray, o qual, serd utilizado na

manipulacao das equagoes de Navier-Stokes.

Comecamos com a definicdo da Transformada de Riesz na classe de Schwartz.

Definicao 1.8. Seja f € S. Para cada j, 1 < j < n, definimos a transformada de Riesz
de f, R;f, como

Lj

R]f(x) = Cpp.v. < ’5E|n+1 ) f>a




Capitulo 1. Preliminares 24

n+1 n
onde ¢, = I'( 5 )W’%l. Aqui I' € a funcdo gama e p.v. € o valor principal de integrais,

de onde seque que

po- () ) @ =t | s v

Agora iremos calcular a transformada de Fourier da transformada de Riesz,

que serd essencial para a definicao do operador prejecao de Helmhontz-Leray.

Verifiquemos que F(R;)(§) = —22, Usamos essa notacao para indicar que
&)
F(R;f)(E) = —Zﬁ f.

Observe inicialmente que

0 —n+1 J
-— T =(1- .

no sentido de distribuig¢oes. De fato,

(bl )

0
| ety =y
- | == e -

. Ty
= lim (1—n)|x|rf+1f(y—x)dx

e—0 |z|>e

- (1- n)p-v~<<’;jﬂ) 7f> (y)
FRE) = f<cnp.v.<(, f) f>) ©)

- aF ([l ) F1

— O mig) Fllal O FSE)

Dai segue que

1
B omig; w2 (L),
= el gy EE)
Substituindo o valor de ¢,, obtemos
FRi(E) =~ L FI ).

Nao podemos simplesmente estender esta definicdo de Transformada de Riesz

ao espaco de distribui¢des fazendo como usualmente

(Rif, o) ={fR;9),
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pois nem sempre R ;¢ pertence ao espago S. Para resolver esse problema, inicialmente con-
sideramos o anel de polindomios no corpo dos complexos em n variaveis, o qual denotaremos
por P. Agora, podemos superar essa dificuldade dando sentido para a expressao [£|°Fu

para u € 8'/P, onde u € §'/P indica o conjunto das distribui¢des temperadas médulo P.

Fixemos uma func¢ao suave i sobre R" satisfazendo
nE€) =1, self =2
n€) =0 , self <1
Definimos para cada s € R, a aplicagao |£|°Fu como
S : 5 S
et o) = tim { FunS)lelole) ),
para toda ¢ € S, sempre que o limite existir.

Assim, [£]°Fu é uma distribui¢ao temperada e ndao depende da escolha de n

(para mais detalhes ver [11], p. 259).
Agora podemos definir a transformada de Riesz da seguinte forma.

Definigao 1.9. Sejam ue 8'/P e 1 < j < n. A transforamda de Riesz de u, Rju, € dada

pela sua transformada de Fourier, via a igqualdade

gl )

Observagdo 1.5. Note que Rju € S'/P, pois|¢| ' Fu € S'/P e —i&; tem crescimente

lento.

F(Ru)(€)

Agora ja temos todas as ferramentas necessarias para apresentar a projecao de

Helmholtz-Leray.
Definicao 1.10. O operador projecao de Helmholtz-Leray P € definido como
P=I+R®®R,
onde 1 € a identidade sobre (S8'/P)", R é um vetor cujas componentes sio transformadas
de Riesz R;, comj=1,...,n, e ROR = (RiR;)i;-
Segue que, para cada u € (S'/P)"
Pu=u+ (R®R)u.

Aplicando a transformada de Fourie na igualdade acima, podemos escrever

F(Pu) = Fu+F(RQR)u)

= Fu+ (FRi(Rj))i;Fu

= ]-"u+(—i§if(7€j)) Fu
I3 i

() ).~
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Entao,

F(Pu)(€) = (6” - fﬁ) Fu(é).
1<i,y<n

A proposicao a seguir contém algumas propriedades do operador P.
Proposicao 1.10. (i) P € linear.

(ii) div (Pu) = 0, ou equivalentemente, F( div (Pu)) = 0, para toda u €
(S'/P)".

(iii) Se w e (8'/P)" satisfaz divu = 0 entdo Pu = u, ou equivalentemente,
F(Pu) = Fu.

Demonstragao: Provaremos apenas os item (ii) e (iii), pois o item (i) segue
diretamente da definicao de P.

Demonstragio de (ii): Vale a identidade

divP= divli+ div(ROR) = (0k)p—y + (Ri div R)}_,

Assim, aplicando a transformada de Fourier para cada k = 1,...,n, obtemos
F(O) + F(RedivR) = —i& + (—zé’ F( div R))
= —i& + itk Zn: F(05R;)
‘5‘ j=1
= —i + —iik Zn} —i&§;F(R;)
|£‘ j=1
= & + —z'|€§| ;(—fzgj) (—2%)))
e B ]
- e g | |5|>)

= —i& + 18, =0,
como desejado.

Demonstragdo de (iii): Sabemos que

€17

Entao

€17

Entretanto, como div u = 0, aplicando a transformada de Fourier, obtemos

F(Pu) = Fuy, + z— (i zfj]:uj> : (1.7)

n

0= F(div u) Zf djuj) = Z —i&§; Fu;.

7j=1
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Substituindo a igualdade acima em (1.7), obtemos o resultado desejado.

Observagao 1.6. Podemos tirar algumas conclusées da proposicao acima. De (ii) vemos
que P aplica (S'/P)" no subespago de (S'/P)" formado por todas as distribui¢oes em
(S'/P)" com divergéncia nula. Além disso, uma consequéncia imediata de (iii) é que

P? = P, ou seja, P é um operador projecio.

Este operador sera util para estudar as equacoes de Navier—Stokes. As suas
propriedades em relagao a transformada de Fourier nos ajudarao a estabelecer algumas

estimativas importantes.

1.6 Decomposicao de Littlewood-Paley e os espacos de Besov

Nesta secao iremos obter a decomposicao de Littlewood-Paley e a partir dela
poderemos definir o espago de Besov B ,(R") que serd ttil na demonstracio de algumas

propriedades dos espagos de modulagao que serao considerados no proximo capitulo.
Lema 1.3. Eziste uma fungio ¢ € S satisfazendo:

(1)) 0< Fo<1,VEeR"

(it) supp(Fo) = {€ e R 27" < [¢] < 2}.

(ii) Se ¢;(€) = 27"¢(27¢) para cada j € Z, entdo

DI Fpi(§)=1,VeR™

JEZ
Chamaremos a funcao ¢ de funcdo base.

O lema anterior nos permite definir os operadores da decomposicao diddica e a

partir deles definir a decomposicao de Littlewood-Paley.

Defini¢ao 1.11. Seja f € S'. Para cada k € 7, definimos os k-blocos diddicos Ay e 0s

operadores "cut-off"de frequéncia Sy da seguinte forma

Apf=or*f
¢ k
Sef = >, NS
j=—0

A partir dos operadores acima obtemos a decomposicao a seguir.
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Proposicao 1.11. Seja f € S’. Para qualquer N € Z, temos que

f=5Snf+ D AifemS.
J>N
Fsta igualdade é chamada decomposi¢do de Littlewood-Paley de f. Além disso, se Al[im Snf =
—00
0, obtemos a iqualdade
f=20,
JEL

a qual chamamos decomposicao homogénea de Littlewood-Paley.

Agora, de posse dos operadores de decomposi¢ao, podemos definir os espacos

de Besov.

Defini¢ao 1.12. Sejam 1 < q,0 < w0 e s € R. Definimos os espagos de Besov B; ,(R")

como

B, ,(R") = {f e S'R"); || f II5;, < o0},

onde

o0

Bj .= (Z 257 || A f ||Z> , se0 < ®
k=0

I

Por simplicidade, vamos denotar os espacos de Besov B;U(R”) apenas por By .

I/

B; .= sup{2"* || Ay f b, seo = oo
keN

A partir da decomposicao de Littlewood-Paley, podemos também definir os

espagos de Besov homogéneos que sao denotados por B;U(R"). Considere o conjunto,

S'(R") = {f eS8 (D*Ff)0)=0Va}.

Definicao 1.13. Sejam 1 < q,0 < w0 e s € R. Definimos 0s espacos de Besov Homogéneos
B; ,(R") como _ .
B ,(R") ={feS'R");| f|

Bg’a< o},
onde

I/

1
w o
Bs o~ ( Z 297 || Axf ||Z) , seo <

k=—0o0
15 Wy, = sup{2 [ Auf llg} s se o = oo,
A proposi¢ao a seguir nos traz algumas propriedades bdsicas dos espagos By .

Proposicao 1.12. (i) Sc B; ,c §'.

(i) Se 1 < q,0 < w0 entdo S € denso em B .



Capitulo 1. Preliminares 29

(1i7) Sejam 1 < q1,q2 < 0, 1 <0 < 0 e s1,59 € R, tais que

n n
§1—— =8 — —,
P D2
entao
51 59
BQLU < Bq270'

1.7 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nesta secao, iremos tratar do teorema do ponto fixo de Banach. Ele nos da
condic¢oes para a existéncia e unicidade de pontos fixos. Para isso, precisaremos definir o

conceito de ponto fixo e contragdo, o que sera feito a seguir.

Definigao 1.14. (i) Seja X um conjunto ndo vazio. Um ponto fizo de uma aplicagao

T:X — X ¢ um elemento x € X que € aplicado em si mesmo por T, isto €,

Ty =x.

(ii) Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicagio T : X — X € uma contragio

em X se existe um numero real positivo o < 1 tal que para todo x,y € X, temos que
d(Tz, Ty) < ad(z,y). (1.8)

Teorema 1.5. Considere um espago métrico (X,d), X # . Se X é completo e T : X —

X € uma contracao em X, entdo T admite um unico ponto fizo.

Demonstragcao: Para demonstrarmos a existéncia de um ponto fixo de T,
construiremos uma sequéncia (x,) em X que serd uma sequéncia de Cauchy. Como X é
completo, segue que (x,) é convergente, digamos linc}o x, = x. Por fim, mostraremos que x

n—

é ponto fixo de T' e, além disso, é o tinico ponto fixo de T'.
Escolha xy € X e vamos definir (x,,) por
Lo, I1 = Tﬂ?o, Ty = Tx1 = T2x‘0,...,$n = Tnfﬂo,... (19)

Note que (x,) é uma sequéncia de imagens de x sob repetidas aplicagoes de T. Mostremos

que (x,) é de Cauchy.

Primeiramente, de (1.8) e (1.9), obtemos

d(xm+17 xm) d(Txm)TJ:m—l)

< ad(Tp, Tmo1)

= ad(Trp1,Txm 2) (1.10)
< Pd(Tm_1, Tm_2)

< d(xq, o).
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Utilizando (1.10) e a desigualdade triangular, obtemos para n > m

AT, xn) < d(@pm, Tme1) + A(Tmag1s Tma2) + - oo+ d(Tp_1, 20)

< (@™ + o™+ o+ a" N, 1)
1—a™™
Oémﬁd(xo,l'l).

n—m

Como 0 < a <1, temos 1 — « < 1. Consequentemente, para n > m, temos

am

l—«o

(X, ) < d(xg,x1). (1.11)

Agora, note que se d(xg, 1) = 0 entdo xg é ponto fixo de T' e temos a existéncia do ponto

fixo. Analisemos o caso em que d(zg,x1) # 0. Como 0 < o < 1, entdo
m

.«
%%md(l’g,ﬂ?l) = 0.

Logo, dado ¢ > 0, existe mg € N tal que

&m

l—«o

d({['(),Il) < E. (112)

De (1.11) e (1.12), segue que
d(xy, T,) < € para n > m > my.

Portanto, (z,) é sequéncia de Cauchy. Como X é completo segue que z,, — = para algum
ze X.

Mostremos que x é ponto fixo da aplicacao T'. Da desigualdade triangular e

(1.8), temos que

d(z,Tx) < d(x,xm,)+ d(z,, Tr)
< d(z,zm) + ad(Ty-1,z) YmeN.

Como x,, — x, dado d > 0, existe m; € N tal que
d(z, ) + ad(zpy, x) < 0.

Logo, d(z,Tx) <6, V§ > 0. Assim, d(x,Tz) = 0 e consequentemente T'x = x. Isto mostra

que z é um ponto fixo de T.

Para mostrar a unicidade do ponto fixo, suponhamos que exista € X tal que

TZ = % e note que, por (1.8),
d(z,z) =d(Tz,T7) < ad(z, T).

Logo, d(z,z) = 0, pois @ < 1. Assim, = = 7.
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2 Espacos de Modulacao

Neste capitulo vamos mostrar algumas propriedades de espacos de modulacao
e do espago de fungoes I27(L"((0,7); LY(R™))), e as estimativas para o semigrupo do
calor ' nesses espacos. Por simplicidade, colocamos 1% L5 L7 := [27 (L ((0,T); LY(R™)))
e || - llag, =l - llars, ®n) nas secdes a seguir. A constante C' denota uma constante

estritamente positiva que pode mudar de linha para linha ou mesmo em cada linha.

2.1 Definicao e propriedades dos espacos M, [*7 L, LY

q,0 !
Definicao 2.1. Seja ¢ € C°(R") tal que

suppyp = {£ e R ¢ < v/n}, D p(6—k) =1,V eR"

keZm

Seja {prtrezn < Cy(R™) uma particaio da unidade por

wr(§) = (€ — k), (2.1)

e o operador
0w = F ' ouF. (2.2)

Para1 < q,0 <0 e —w < s <, definimos o Espago de Modulagio, M; (R"), como
Mg, (R™) ={fe SR ) | f llag,mmy< o0},

onde

1
PRl = ,1<o<x
I f ||M;,U(R"): keZn
supky* | Ouf ly 0=,
keZm
com o simbolo (k) representando o peso (1 + |k\2)%.

Observagao 2.1. (i) Em espagos de modulagdo, vale a sequinte desigualdade

” Dkf ”p1<” Dkf sz 7kEZn ’ O<p1 <p? < 0.

(ii) Seja x a fungdo caracteristica do conjunto {k € Z"; |k| < 3y/n} e denotemos
X (k) = xx. Nos resultados desse capitulo sempre que utilizarmos x estaremos nos referindo

a fungdo assim definida.

A proposicao a seguir nos dé algumas inclusoes entre espagos de modulagao

que serao de grande utilidade na demonstracao dos resultados principais dessa dissertagao.
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Proposicao 2.1. Seja 1 < q,q1,q2,0,01,09 < 0. Entdo, temos as sequintes inclusoes

continuas:

1 1
(i) Se — + — =1, entdo
qa q

M? (R™) — LY(R").

¢,min{g,q’}
(i) Se q1 < q2 , 01 < 09 € 81 = Sg, entdo

M2 (R") <> M?2_ (R").

q1,01 42,02

1 1
(iii) Se 01 = 09 € 81 — S9 > n(— — —), entdo
02 01

M2 (R™) <> M2 (R").

q,01 q,02
Demonstragao: Demonstragao de (i) Seja f € Mg7min{q7q,}. Temos que

Ff = Y, &Ff

kezm

= D FOh))

keZm

-z

kezn

Logo
f = Z Dkf?
kezm™
e entao

I f Nl D0 115 g -

kez™
Agora, segue do Lema 1.2 que, para cada k fixo

10 llg <C D 1 Oe@hraf) llg Xa

lez™

< O 1D lly vie

lez™

Tomando a somatéria em k € Z", obtemos

D Ief lle< € )] (Z | Be+if llg Xk—l) :

kezm kezm™ \lezm™

Aplicando a desigualdade de Holder na tltima equacao, chegamos a

2, 100 <€ <Z =% |z>; (2 Xk)‘;'

kezm lezm kezn

< Ol S llae

. )
q,min{q,q’}
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pois, [™Med}t = 19 ¢ v, = 0 para todo |k| > 34/n. Assim,
HFlle < D ITf g

kezm
< Clfllae -
¢,min{q,q’}

0
Portanto, Mg im0

(R™) — LY(R").

Demonstragio de (ii) Considere o conjunto

A ={leZ"B(l,v/n) n B(k,\/n) # &}. (2.3)
Temos que
IOk f o< D I FrorF Orsif) llgs -
leA
Tome ) = UB(Z, v/n). Aplicando os Lemas 1.1 e 1.2, obtemos
leA

10:f e < O F ok FCrsif)

leA

S C’Z | Crsrf gy -

leA

Logo, como s; = s, podemos estimar
R N Ok f Hlaas <R D0 N Dk ey
leA

e entao

IR 11 Oif llgalaoe <I <R D0 N Dt f Nl -

leA
Desde que [”' < (72, para 01 < 09,

I <Y 11 Bif Nlgalloe < € <EY™ 3 O Ml e -

leA
Ou seja,
I gz, < C NS Hlaggs,, -

Demonstragio de (iii) Pela desigualdade de Holder, temos que
1
o2

I, = | 2527 | Onf HZQ)

q,02
kezmn
1

= | 2o, <k>52‘51)"2> h

keZ™
1 01-02
71 (sg—s1)o109 7192
< [ D ||Dkf||gl) (Z<k:> )
kezn keZm

91792

(sg—sq)oq0 7192
1 F Nasz, (Z<k>201i521 ) |

keZm
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Agora, observe que

2 <k>(920191)002102 < Z<Z>n 1_‘_(€20:1)0‘;'21f727

keZn
L. e, 1 1 _
e a série do lado direito é convergente para s; — so > n(— — —). Assim,
02 01
£ lgs, < C UL £ laszy,

Definicao 2.2. Sejam se R, 1 < o,r,q < 0 ¢ 0 <T < 0. Definimos o espaco de fungoes
127(L7((0,T); LY(R™))) como

I57(L7((0,T); LYR™))) = {f € SR xR™); || f [l (Lr(01):LaRY) < ©F

onde

_ (Z kY || O f ||(£r(<oyT>;Lq<Rn))> l<o<w
157 (L7 ((0,T);Le(R™))) — keZn

sup<k)* || Opf ||loror)izo@ny 0 = o0,
kezZn
onde o operador U, € definido por (2.2).

Observagao 2.2. Inclusdes continuas como as apresentadas nos itens (ii) e (iii) da
Proposi¢ao 2.1 também valem para os espagos 157 (L"((0,T); LY(R™))). Isto é, sejam 1 <
r<o,T>0es;q eoj (j=1,2,3) satisfazendo as mesmas condigoes da Proposicao
2.1, seque que

RO s [0 [P L0

O resultado a seguir nos mostra o comportamento do produto de fungoes nos
espagos [77(L"((0, T); LY(R"))).

Proposigao 2.2. Seja 0 < T < o e considere s > 0, 1 < ¢q,r,0,q;,7;,0; < © (j =
1,2,3,4) satisfazendo
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

T [ |

q q1 q2 q3 qqs T (&1 T2 T3 ry O 01 02 03 04

Entdo existe C > 0, tal que, para cada f € I LELY ~ 1" LBELS e g e "2L2L%2 A

[P94 LA L% temos que

| fg

porgras< C | f RSV RS A g ||lOaU2L;2L‘12 +C || f ||10»03L;3qu g 1804 L4 a4 (2.4)

Demonstracao: Utilizando a parti¢do da unidade definida em (2.1), obtemos

Ocfg = ), Tk F)(Oi9) Xkt

J,lezn
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Assim,

Q=

| fg

porpre < O X [ D) (L4 1kD* | 050 g p0 Xk—j—l) )

kezZn™ \j,lezZ™

Q=

N
Q

kezZ™ \j,lez™

1
+ O 2| 2 P 1T 0 [lgre Xk—j—l) )

keZ™ \j,lezZ™

+ (X D0 1510 g e Xk—j—l) )

2ol 20 k=G =) 15,009 [0 Xk—j—l> )

kez™ \j,lezZm™
= O +1I+1II).

Agora, vamos mostrar que

1<c|y

[=e1L Ln || g ||l0’“2L;2L02

IIH<c|f HlSv"lL;lLﬂn g ||lo,ng;2Lq2

HI<C|f ‘|l0v"f3LTT3L‘13|| 9

1594 L7t L34

Passo 1: Provemos a estimativa I. Aplicando a desigualdade de Holder para os

indices r, 71,75 € ¢, q1, g2 obtemos:

I < C (2 ( DU+l =5—=1)° | 009 g Lo Xk—j—l> )

keZn \j,lez™
oy L
< C(Z (Z O zzrpm Y, (L = 1)° | Oug [l pr2 e xw) > (2:5)
keZ™ \ueZm™ lez™

Agora, aplicando a desigualdade de Young (veja p. 7) duas vezes para os indices o, 01,09 €

para o9, 1, e utilizando a Proposicao 2.1, podemos estimar o lado direito de (2.5) por

1

c (2 || Duf|zg%>gl (Z [(Z | Cug ||L;2m) ((1+|M—l!)sxu—z)] ) 2

HEL™ UEL™ leZm

< Clf ”lo"’lLTTlL‘HH 9 ”zo,fsz’T?qu (Z (1+ ‘k”)st>
keZm
< Clf

EXSWARY A g Hlov"2LTTQLq2 :

Passo 2: Provemos a estimativa II. Aplicando Holder como no passo 1, obtemos

keZ™ \pueZ™ leZ™

IIr<c (Z (Z (L4 [k = uD)® Do Mgz D, 1109 Nz en Xu—l> ) - (26)
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Novamente, aplicando a desigualdade de Young duas vezes, estimamos o termo a direita

na desigualdade (2.6) por

1

C (2 (1 + |:U’|> H Dltf ||LT1L‘11> (Z H Dlg ||LT2L‘12> (2 Xk)

HEZL™ lezZm™ kez™

< Clf

1901 L L9 I'g ||10»02L;2Lq2 :

Passo 3: Finalmente, mostremos a estimativa de III. Aplicando Holder para

r,7r3,T4 € q, (3, ¢4, Obtemos

fﬂ<c<2<§]MMJm@miyuwwnmm#mxkﬁ)

keZ™ \peZ™ leZ™

o

Agora, novamente aplicando a desigualdade de Young duas vezes para os indices o, 03, 04

e 0y, 1, leva-nos a

L Bl
o4
(ZHDerm> (Zu+m>wwwum) (ZXQ
ez lezn kezn

< CIf ||z0a03L;3qu|| 9

ZS,U4L;4Lq4 .

Unindo as estimativas provadas nos passos 1 a 3, concluimos o resultado.

Observacao 2.3. Em espagos de modulagdo, vale uma propriedade andloga a demonstrada
na proposicio acima. Isto €, se q,q;,0,0; satisfazem as condigoes da proposicao, entao
vale

I f9 g, < C Nl f llagg

41,91

+C | f Ny

43,93

19 llasg (2.7)

aq.01 "

19 llasg

42,92

O lema a seguir contém uma estimativa para convolugao em espagos de Lebesgue,
que nos sera util para verificar o comportamento do produto de fungoes nos espacos de

modulagdo com indice de derivagao negativo.

1 1
Lema 2.1. Sejam 1 < 0,01,00 <0, 0< a < "o < B <n(l+———)—a« satisfazendo
o g 02

1 + 1 1
7_M:7+——1 eo = 0.
o n 01 02

Entao, existe C' > 0 tal que, para toda f € L°*(R") e g € L7*(R"), temos que

= (- 1728) % 9) lo@n < C Nl f Nl g oz -

Observagao 2.4. (i) A demonstragio do Lema 2.1 serd feita no apéndice A dessa disser-

tacao.
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(i) Um resultado similar ao Lema 2.1 pode ser provado para espagos de
sequéncia de maneira andloga ao provado para espagos de Lebesgue. Ou seja, para toda

{ar}rezn € 17 (Z") e {br}rezn € [72(Z"), temos que

s ]
H{ Z k= m)f kezn

mezm

< C || {ak}kezn ||101(Z") | {bk}kezn ||l02(Zn) . (28)

1o(Zm)

onde 0,01, 09, a, 3 sao 0s mesmos do Lema 2.1. Podemos obter a mesma estimativa com a

condicao o = 0o ao inves de o = o07.

Agora vamos introduzir uma proposicdo que é necessaria para os caso criticos

dos teoremas que serao provados no capitulo 3.

Proposicao 2.3. Seja 0 < T < w0 e considere 1 < q,q1,q2,7,71,72 < 0, 1 < 0,071,090 < 0

el <s< E.
o
(i) Se
1 1 1 1 1 1 1 s 1 1
—=—4+—, - =—4+—,0201€6———=—+——1, (2.9)
q @ g T T T2 o n o0y O3
entdo, existe C' > 0 tal que para toda u € M<?1,01 (R") eve Mgzm (R™), temos que
[ uv llye< Cll g, 10 llag, ,, - (2.10)
Temos também, para toda v e > L LY ev e ™ 2L2L%2, que
| uv fisozp o< C L fljoor 7 g | 0 [l00 72 100 - (2.11)

(ii) Se além das condicoes de (i), assumirmos também o > o9, entdo existe
C >0, tal que

,Yue M? eveM: . (2.12)

“ v ”MS q1,01 q2,02

|| uv ||M;,U< C |l w lasg AP

91,01

Para toda w e I L LT e v e I®72 L2 L%, temos também

|| uv ls,aL;ng C ” Uu ls,o’gLTTQLqQ . (213)

AR SV AEY X | v

Demonstracao: Demonstrag¢io de (i) Podemos escrever

Uv = Z Luld;v.
i, JEL™
Note ainda que F(Tu;v) = (giFuxp;Fv) e supp(piFurp;Fv) < {£/|€—i—j| < 24/n}.
Assim,

|G =l Y C@aio) o< S 11 F prloiFu x93 0) llg Xomims-

i,JEL™ i,JEL™
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Aplicando o lema 1.2, existe C' > 0, tal que

| Flon(iFux ojFv) [lg< C(ZS%P | o1 llzs) | Douljo [|(< C || GOy g -
e n

Logo,

I T o< D, 100 [l xe—gai < D, 10l D) I Teimgv [los -
1,JEL™ 1EL™ |71<3v/n

Assim,

Q=

g

o o< [ 2 [0 Y 100l Y 10wl ] | - @14)

kezn k1€Zn |ka| <3/
Agora, considere
a=s,08=0,a=0ulq bk =[O g -

Aplicando (2.8), para m = k — k;, temos que

g

DI KO I =70 PR S [ m Sy

kezZm k1€Z™ |k2|<3v/n

-

1 o2 —_—

o g

< C ( Z || Dy u |211) 2 Z ” ek, v ||Q2
kiezn keZm |k2|<3v/n

< Cllulug, lloll,,

Logo, por (2.14), obtemos

| wo [y < Ol w g, Lo [lag, ., -

Para provar (2.11), de maneira andloga ao feito acima, chegamos na desigualdade

(e

luv lseppras | 35 {67 25 100u e Dy I Dbkt 2o

Q=

kez™ ki1ezZm |k2|<3+/n
Dai tomamos
a =S, 6 =0, a :H Oy w ||L;1Lq1 ) by, = Z || Oty ko ¥ ||LTTQL‘12 )
|k2|<3+/n

e aplicamos novamente (2.8) para obter a desigualdade desejada.



Capitulo 2. Espagos de Modulagio 39

Demonstragio de (ii) Provaremos (2.12), desde que (2.13) segue de maneira

analoga. Temos que

g

-

luo g, < C| D[R D 10aulla D) I Tekirv llo
kezn k1 €Zn |ka|<3v/n
oy L

< Z <k1>s H O, u ||Q1 Z H Y ||tI2

k:eZ” k1eZ™ |k2|<3+4/n

oy L

+ DiolOnully D) b=k — k) | Deki—is? llgn

keZ” k1eZm |k2|<34/n
= C( +11I), (2.15)

pois (k)* < C{k1)® + (k — ki — ko). Tomando,
a=0,0=s,a=CE" O lle bk =& | Ol

e aplicando (2.8), como o > 0y e 0 = 09, podemos estimar

g

Q=

k—ky —ky)®
I = Z Z Ck)® | Oy (g, Z M [

keZn \ kieZn k2| <3vn

1 a2 %
51
< C ( > k) || Oyyu HZ%) DIRCOAEIY N D R

kiezm™ kezm |k2|<3+/n

< Cllulyg

S
o vl

q9,09

Da mesma maneira, obtemos a estimativa

al=

g

Cky)” s
I = Z Z <]€1>S H Cry w H!h Z <k — ki — k2> H O —ky ko ¥ HQQ

keZn \ kieZn lka|<3v/n

. o( $ by || O ng;) N B
kieZn keZn lka|<3v/n

< Cllullmg, vl -

Substituindo as estimativas acima em (2.15), obtemos o resultado.

Corolario 2.1. (i) Seja 0 < T < o e considere 1 < q,r < 0, pe N, 1 <v,0 <w e
n

0 < a < —, satisfazendo
v
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Entao, existe C > 0 tal que, para toda u € Ml?qva(R"), temos que
|l < C 1l By, (216)

Para toda v e I°7 LY LP?, temos também que

I ey o< C L w o por oo - (2.17)

(ii) Sejam q,r,p,v,co, T da mesma forma que em (i), e 1 < p < o0 satisfazendo

I (p—DLa _p

f_igf—(p—l) el<pu<v.
v n 1
Entao, existe C' > 0 tal que, para toda u € M;q,u(Rn)7 vale a estimativa
Il llagg, < C L u [y (2.18)
Temos também que
H up ||la,VLTTLq< C || u H;"”*“L?}‘qu ) vu € la,uL%Tqu' (219)

2.2 Propriedades do operador ¢'*

Nesta secio vamos provar algumas estimativas do operador e’ nos espacos

M; , e I>? Ly LY. Primeiramente, vamos definir formalmente o operador s,

Definicao 2.3. Seja G : R" — R dada por

x
Agora, para cada € > 0 considere a fungio G.(z) = e "G(=). Definimos o operador e*“
3

por
L (f)=Guxf VfeS.

Observagao 2.5. (i) Podemos representar o operador e como Fle P F.

(ii) O operador €' comuta com o operador O,. De fato, seja f € S'. Seque que

F2Ouf) = e FF@f)
= Py Ff
= pre P Fy
= o F(e™f)
= F(Oee™f).

Portanto, e'“00; = Oge!™.
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(1i7) Seja 1 < r < p < 0. Entao:
| VRS F < 7 27D | f ), Ve L.

A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [26], p. 35. Note que, se k =0 e

r = p obtemos a limitacio do operador e'® nos espacos de Lebesque.

O lema a seguir nos d4 uma estimativa para o operador [Jye'” nos espagos de
Lesbesgue LP que serd utilizada para mostrar varias estimativas de ' nos espacos de

modulagao e nos espagos [*? L1, L9.
Lema 2.2. Seja 1 < g< w0 e f e S'(R") satisfazendo
| O f |lg< 0, VkeZ".

Entao, existem C,c > 0 dependendo somente de n, tais que, para todo k € 7Z" com

k| = 3+/n er < q, temos a estimativa

_ 2
| The' f [lg< Cem M [ T f |,

Demonstracao: Seja 1y € C;°(R") tal que

0<to<1, VEéeR”

e defina
k(&) =vo(§ — k) ,VEeR" e ke Z™.
Entao, ¢, = ¥k € assim obtemos
e TFF o Ff) = e EFF o f) = (" ) (o F )
Aplicando F~! em ambos os lados da equacdo acima, segue que
¢S (O0f) = (F e ") « (O f),

e entao
Che™ f = (F~Le ®Fyp) « (O f).

n
Pelo Lema 1.2, para s > 5 temos que

_ 2
1Oke® f llg< €l we™ S el O f |l - (2.20)

Como o suporte de v, esta proximo a k € Z" e distante da origem, existem C, ¢ > 0 tais
que

I wkeftléF [P Cefctlklzj

o que, junto com (2.20) nos dé a estimativa desejada.
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A

As préximas proposicoes nos dardo estimativas do operador e** nos espacos de

modulagao e nos espagos [*? L. LY, as quais serao crucidis na demonstragao dos teoremas

principais que serdao provados no capitulo 3.

Proposicao 2.4. Sejam 1 < q,r,o,v < 0 e 5,5 € R.

(1) Se q = r, existe uma constante C' > 0 tal que

_nel_1 s
I e oy, < CO+OFCD N f g, VS e M, (2.21)

(ii) Se o < v, existe uma constante C' > 0 tal que

_n¢l_ 1
e f NI, < COL+t72C ) || fllagg, - Vfe M, (2.22)

(1ii) Se s <3, existe uma constante C' > 0 tal que

le®f oz, < CA+ET) | f gy, - Vf € My, (2.23)

Demonstracgao:

A

Demonstragio de (i) Primeiramente, note que o operador '~ é um operador

limitado de L"(R"™) em LY(R"). Mais ainda, vale a seguinte estimativa
| Oxef llg< CEBCD || F |, Whe Zm (2.24)

Vamos analisar duas situacoes. Se |k| < 3+4/n, pela limitagao do operador e'® nos espacos

de Lebesque (ver Observagao 2.5), temos que
1 Tkef Nlg=1l €0nf llg< C | Tef g -

Agora se |k| > 3y/n, da estimativa (2.24), obtemos

Assim,
Fe®f 15, = 2 R [T f Il
keZm™
= BT Ig D R [ Ore A
|k|<3vn |k|>3vn
< O Y RTIGAI+CEETD Yy [ Ouf I
|k|<3+/n |k|>3+/n
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Demonstragio de (ii) Note que
Fef 1, = D0 NSe™Flg+ 3 0™ f Il
EENG NG
= T+1I (2.25)

Vamos provar as seguintes estimativas

I< Cl SR

q,nu

N
mo<ce(3) I,

Primeiramente, tome 7 satisfazendo

1 1 1
Tt
g 1% v

Passo 1: Neste passo, mostramos a estimativa para 1. Pela limitacdo de e'“ nos espacos de

Lebesgue e aplicando a desigualdade de Young, obtemos

I < C ) IGfIg
|k|<3+/n

< o D Elosly
[k|<3v/n

< Ol f %, -

NI

>

|k|<3v/n

NI

Passo 2: Mostremos agora a estimativa de II. Aplicando o Lema 2.2 e a

desigualdade de Young, podemos estimar

< 0 Y ()0

e—ctv|k|2

|k[>3+/n
<o 2 olefly) | X
|k|>3v/n |k|>3+v/n
o —ctv|k|?
< Ol f g, [ S e
|k|>3+/n
Agora, note que existe C' > 0 tal que
% nel 1
2Vc v

2 efctﬂk\z <C (1
t

k|<3v/n

Dai, substituindo a desigualdade acima em (2.26), obtemos

1\ 2=
I<c (J £ 15,

NSl

(2.26)
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Finalmente, substituindo as estimativas para I e II em (2.25), obtemos a

estimativa desejada.

Demonstragao de (iii) Por simplicidade, vamos considerar s =0 e s < 0. Os

outros casos seguem da Proposigao 2.1.

Na parte de frequéncia baixa da norma, ou seja, |k| < 34/n, usando a limitagao

de ' em L?(R™) (ver Observacio 2.5), segue que

D o rly = > Iemf Il
=N =N

SN (=
|k|<3+/n

N

Mas,

k| <3Vn=1+ kP <1+9n= &) <vV1+9n=CkE) >1

para algum C' > 0. Logo,
CEY 1 Ouf llg= Onf 1I7 -

Substituindo em (2.27), obtemos
2 0e2r 7 < ¢ 3 W Io g

Ik|<3y/n Ik|<3y/n
< CfI5,

Na parte de alta frequéncia da norma, isto é, |k| = 3y/n, como s <

(1+ |k;|)|5|</<:>s > 1.
e dai, aplicando o Lema 2.2, obtemos

| O™ f I < Ce ™| Ouf |l
cu+ww-WW@nmfm
< CtE Y | Ouf g -

N

Entao, somando em k£, chegamos a

o ﬂg SO (e
Mol s < etz Y IO
k|>3/n |k|>3/n

—ls|
< Ct2 | f I,

Assim,
DI Tet ™ fll7< O 1417 )7 D e f I
kezZ™ kezZn

e entao

—lsl
le®fllmg, < CL+t=) 1| f llasg,

(2.27)

0 entao
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Proposicao 2.5. Sejam 1 < qg< 0, 1 <v,0 <o eseR. Sev <o, entao

lim sup t2(r=a) || 2 s =0,VfeM’  (R").
Jim, sup 547 € g, =0, V1 & My (R)

Demonstragao: Seja f € M, . Vamos dividir a demonstraciao em dois passos.

Passo 1: Primeiramente, vamos introduzir uma aproximagao para a funcao f.

Dado R > 0, definimos fr por

Jr = Z Ok f-
|k|<R
Agora, observe que
1T = fr) ] = 10 > Cef
k| >R
< C Z | Oref N7,
[l+k|>R,keA

e entao

OO = fr) lg< D™ > 10 1]

ll+k|>R,keA

onde A é o conjunto definido em (2.3). Assim,

=

If = frllag, < C ( Y =k 0. HZ) : (2.28)

|pu|>R,keA

Como fe M;, e o <, dado € > 0 existe R > 0 tal que

(2@wwwmy<a

[l|>R
Entao, de (2.28), obtemos

| f— fr ||qu,(,< €.

Passo 2: Neste passo, obteremos o resultado desejado a partir da aproximacgao

obtida no Passo 1. Seja € > 0 arbitrario. Pelo Passo 1, sabemos que existe R > 0 tal que

I f = frllag, <€

Assim, aplicando a desigualdade tridngular, (2.22) e a limitagdo do operador e nos

espagos de Lebesgue, obtemos

nel_ 1 nel_ 1 nel_ 1
tg(l, U) || etAf ||M§,u < t2(u g) || etA(f_fR) ||qu’u +t2\v cr) || etAfR ||M,§,l,
nel

< CIEC D+t 3672 || £ falluy, +3677) || € fr |lary, )
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Como F fr tem suporte na bola de centro na origem e raio R + y/n, entdo fr € M; , para

todo 1 < p < o0, e entdo || fr [lms, < .

Agora, substituindo a estimativa obtida acima no limite que desejamos calcular,
segue que
lim sup 53 e flla: < lim sup C 1+t26G-2)e + 0r3G—7) fr llars
fim sup 1567 4 g, < i sup O ) I 72 s,
= (Ce.

Como € ¢é arbitrario, concluimos o resultado.

Proposigao 2.6. Sejam 1 < qg< o0, 1 <o <w el <a<l. Entio
. tA
D1 N2,

cay qe tA\
(i) Jim || ¢ |

SCU+TH) | [ e V€ M2,

—0,Vfe M2

zqu% La
Demonstracao:

Demonstragio de (i) Vamos analisar separadamente as partes de alta e baixa

frequéncia da norma. Se |k| < 34/n, segue da limitacdo do operador ™ que

T 2\ 2
DketAf 2 (J DketAf a)
|| Iz, N b
CllOf llg T2

Oy || Onf Nl T%. (2.29)

T A2 g
(j =X f||a*)
0

N

N

Se |k| > 34/n, do lema 2.2, temos que

tA
| e f ||L§Lq

T tk,‘2 2 %
< ([ e nour?)
0
T k|2 2 %
< clasl, ([ @)
0
C
= S ..
Mas como a < 2, entdo |k|™2 < k|7 Assim
| OeF || 5 < R [Tl (2.30)
T

De (2.29) e (2.30), obtemos
2 lEecri7e < CTF Y TGS IT+ ) CRT IO

2
kezn Ly Le k| <8/ Ik[>3v/m
o
< CT2 [ fllYze +C I 15
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e entao

| e2f | . < C(1 +T%) I f ||M(Z§‘ ‘

100L% L4

Demonstragao de (ii) Considere a seguinte aproximagao de f

fr = Z Ok f com R > 0.

lk|<R

Seja € > 0 arbitrario. Pelo o que foi feito no Passo 1 da Proposic¢ao 2.5, sabemos que existe
R > sup{1, 34/n} tal que

| f=fr lpze<e

Pela desigualdade triangular, temos que

tA < tA th(p
e f \|l0,0LTqu | e fr IIZOJL?%LQ + 1 e(f = fr) HZO,GL%LQ
= I+ 11 (2.31)
Analisemos o termo 1. Pela limitacio de ¢'® nos espacos de Lebesgue (ver Observagao 2.5),
segue que
A ’ tA 4 ||a E
t _ o
Ioetallz,, = ([ Icess 1 o)
< OT% | Guf |lq -
Entao,
tA [
I Ny, < CTH 1 fi g, -

Agora, observe que

I frll§m, < 2] <Z | Oerfr HZ)
lk|<R \leA
< COR®™ Z (ky=*? <Z | Ohrifr H;‘)
lk|<R leA
< CR™ ) k™ | Chfr |7,
kez™
e entao
| fllarg, < CR I fr s
Assim,
€ oy, CRTE I g -
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A seguir, analisemos II. Como R > 34/n, entdo segue do Lema 2.2 que

o

2

T 2
[ et - g ||;)

0

(= 1) g, =

' —ct|k|2 _ = :
- (J (e || O — fi) Hq>)
T L s 3
< el ([ )
_ szu W 1) [y

< ClENOe(f = fr) llg -

Tomando a norma em 17 (Z"), temos que

| e (f = fr) | <O f=Tr e

2
1002 L4

Assim, substituindo as estimativas de I e IT em (2.31), chegamos a

[ > f | < CR“T2 | fr ||qu§; +C | f—=fr ||qug‘ .

lOavLI%Lq

Finalmente, tomando Ty > 0, tal que

obtemos
| ef ] 2 <2Ce, VT <Tp.

10.0L% La

A proposicao a seguir nos fornece estimativas para o termo de Duhamel ligado

tA

s SoOTT Tq
ao operador e~ nos espagos M, e [*7 Ly LA,

Proposicao 2.7. Sejam 0 <T <0, seR el <r,q,0 < 0.

(i) Existe C > 0 tal que, para toda f € I°° LLLY, temos

<C|f

S
M ,

sup
te(0,7T")

Jt €(t_T)Af(7')d7’

0

1oLt La -

(ii) Eziste C' > 0 tal que, para toda f € lS’%’”LlTLq, temos

<CA+T) | f

9 L7 L4

Jt e DA F(r)dr

0

poforira
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Demonstracgao:

Demonstragio de (i) Como [, e e'® sdo comutativos e e'® é limitado em

espacos de Lebesgue, temos que

‘ O ( L t elt=mA f(T)dT)

t
< f | S5 (1) |, dr
0

q

< c f | ()l dr

T
< C j | D (r) [l dr

= OGS lzyie -

Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por (k)* e tomando a norma de

1°(Z™), chegamos a

¢
‘ f e(t_T)Af(T)d’T <C || f lS»UL%Lq s Vt e (OaT)7
0 Mg,
e entao
¢
ap [ [ syar]| <00 S ooy
te(0,T) 0 Mg,

Demonstrag¢io de (ii) Vamos tratar as partes de baixa e alta frequéncia da

norma separadamente. Se |k| < 34/n, pela limitagao do operador e!®, segue que

A\

t
O f e(t_T)Af(T)dT

0

t
< J || Dke(t_T)Af(T) ||LTTL‘1 dr
L7, La 0
t T

[ (] 1eet2so 1y ar) ar
0 0

t
crt f =
0

N

N

L T
cr f | D () N, dr

0
1
CT+ || Of ||L1TLq

—2
CT+k)™ || O llptzo -

N

Assim,

<CT+ )™ || Onf e - (2.32)

Ly La

t
Ok J eI f()dr

0

Agora tratemos a parte de alta frequéncia. Neste caso, assumindo |k| > 34/n e aplicando o
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Lema 2.2 e a desigualde de Young, obtemos

i

L7.La dr

t
Ok f e(t’T)Af(T)dT

0

Ly La

A

! (t—m)A
< f | Che®2 £ (r)
¢ T 1
[ ( [ 152 HZ,dt> ir

0 0

t T :

C —c(t—7)|k|? . Td ) d
j(j (e | Do) l,)de) dr

cf (n 0t e ([ eemeyar) i) i

< c ( f T<e—ct'k'2>rdt)’l" j NI

0 0
_2
< ClE[™7 1 Ouf llpypa - (2.33)

N

N

Agora, de (2.32) e (2.33), obtemos

Portanto,

g

Jt e(t’T)Af(T)dT

; < OT7 3 WIS e +C 20 B 1B N1y

1 Lip L |k|<3v/n |k[>3v/n
< CO+17) || f

g

2 .
s—=,0711 q
T L L

<CA+T7) | f

159 Lr La

Jt €(t_T)Af(T)d7’

0

ol

2.3 Relacoes entre espacos de modulacao e alguns espacos de fun-

coes importantes

Nesta secao, vamos mostrar algumas relagoes entres espacos de modulacao com

1

indice de derivacido negativo e os espacos BMO™!, vmo™! e gmo™! que sao definidos a

seguir.

Definicao 2.4. Seja f uma funcio mensurdavel em R™ e T' > 0. Definimos

1 e VAN 2 ’
1= Ssu — eT f y dey )
I Iwop= _ s (‘B(% A by ], 10

onde |B(z, R)| € a medida de Lebesque de B(x, R) em R". Entao, podemos definir os

sequintes espagos de fungoes:

BMO™ = {f e S'®R"): |l f lsso-r:=Il £ prroz < 0},
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bmo™" = {f € S'R"); | f llomo=r:=]l f lrrorr < 0},

vmo™' = {f e bmofl;ilpi% I f ||BM0;1< oo},
gmo ' ={fe bmo_l;li\r%etAf = f em bmo™'}.

tA

O lema a seguir mostra a continuidade do operador e"~ nos espagos de modu-

lacdo, o que sera de utilidade para mostrarmos as relagoes entre eles e os espagos definidos

acima.

Lema 2.3. Seja 1 < g,0 < w0 eseR. Se o < w entdo
12% H etAf - f “M;”: O,Vf € M;,O'GRn)'

Demonstracao: Considere a seguinte aproximagao de f. Para R > 0, defini-

mos

fr= Z Ok f

lk|<R

Assim, dado ¢ > 0, existe R > 0 tal que

I o= f vz, < e

Logo, da desigualdade triangular e da Proposicao 2.4, obtemos

I f = Fllagg, < e“fr—frlag, + 11 e®(fr=1) I, + 11 fr=f llg,
< H €tAfR — fr ”Méig +2¢. (2.34)

Agora, usaremos 1, como definida no Lema 2.2. Temos que

k€' fr—Oufr = €2 Onfr) —Ocfr
= Fle o F fr — FonF fr
F (e F o F fr — onF fr)]
= F'YeorF frle € —1)]
F k(e = 1) (onF fr)]
F w(e ™ = 1))« Qi fr)-

n
Assim, aplicando o Lema 1.2 para u > > chegamos a

1Ok fr = frlls = I(F (e = 1))« Cefr) g
Cll () (e = 1) il Oufr g -

A

Como

—t[* _ —
lim || 4(-)(e 1) |lzn= 0,
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entao existe tg > 0 tal que, para todo t < 3, temos que

|| etAfRQ - fR2 HM;’0< €. (235)

Assim, unindo (2.34) e (2.35) obtemos o resultado desejado.

|
Proposicao 2.8. Seja se R e o > 1. Temos as inclusoes
M, (R") cvmo™ ' ngmo " sel<g< o, (2.36)
s n -1 TL(O' _ 1)
M;,(R")c BMO™", sel<g<nes=——"-1<0. (2.37)
’ o

Demonstragao: Pela Proposigao 2.1 é suficiente provar (2.36) para o caso
q = o0 e (2.37) para o caso ¢ = n. Primeiramente, para mostrar (2.36) mostraremos a

seguinte inclusao continua
M L (R™) — bmo ™.

Dado f € Mog}l, usando a particdo da unidade definida em (2.1), obtemos

|| f Hbm(f1< Z H Dkf ||bmo*1 . (238)

kezn

Se |k| < 3v/n, da limitacdo do operador ' em L*(R™), segue que

1 R? 2
Ok f lomo—1 = sup f J ™0, f(y)|2drdy
” k Hb 2eR™ 0< R2<1 <|B(3§', R)| B Jo ‘ ( )’

L f SN
sup _ dyf e Ok f |10 dT
zeR" 0<R?<1 < |B(J}, R)| B(z,R) 0 H HL

[N

<
1
R || O f H%wf )2
< C su —_— dy
xeR",0<pR2<1< 1Bz, R)|  Jpr)
= C|Gf 1=
< CHEYTH Onf i -

Agora, se |k| > 34/n, usando o Lema 2.2, temos que

(NI

1 7 2
Okf llomo—r < € sup —_ J dy f e M Onf |13 dr
|| ||b zeR™,0<R2<1 ‘B(.T, R)’ B(z,R) 0 ” ||L

RZ
< C||Of ||lze  sup (J eCT|k2d7'>

[N

zeR”,0<R2<1 0

< ORI Ouf Nl
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Assim, substituindo as estimativas em (2.38), chegamos a

|| f ||bmo*1 < Z || Dkf ”bm(f1

keZ™
= Z || Dkf ”bmof1 + Z || Dkf ”bmo*1
|k|<3v/n |k[>3v/n
< C ) T Ouf Il
keZ™
= C || f ||MO;}1 :

Segue que, M} (R") — bmo™ .

O fato de f € vmo™! segue de maneira analoga ao item (ii) da Proposicdo 2.6.
Para obter f € gmo ™!, segue do Lema 2.3 e da inclusdo provada acima. Assim, concluimos
(2.36).

Para provar (2.37), vamos usar a inclusao continua

Bl o

o—

R") — BMO™.

Entao é suficiente provar que

Ms ,(R") < Bls_(R"), (2.39)
pois 7 7 =ne M, (R") — M%’U(R").
Seja {¢;}jez a decomposigao de Littlewood-Paley e ¢ = 1 — Z ¢;. Note que,
7j=1
dado k € Z",

Fp*Opf) = FYF(Onf) = FoorFf.

1
Como suppF1p < {5 < €] < 2} entdo F(y O, f) = 0, para todo |k| = 34/n. Dai, segue
que
| *Opf || e.= 0, quando |k| = 3+/n.

Assim, aplicando a desigualdade de Young, podemos estimar

fo*fllee < D) 1 *0nf [l

|k|<3+/n

< el D, 10 e

|k|<34y/n

< C D NG
|k|<3v/n

< C Y K0S lle
|k|<3+/n

<

C Il f e,
o—1'7
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Para cada j > 1, considere os conjuntos

Ej:{{ {€e R [¢] L sej=1,...,n

<2n+10}
EeRMYTULI <27 L sej=n+ln+2,....

Note que
F(dj *Onf) = FojonF f.
Como suppF¢; = {2771 < €] < 27T} entdo F(¢; * Opf) = 0, para todo k € R" — E;.

Assim, da desigualdade de Young e da Proposicao 2.1, segue que

ol < l¢i* (Z Dkf) [

k‘EEj
< C Z O f
kEEj _o
o—1
< C ) I5f lle -
kGEj

Agora, observe que para cada j > 1, existe C' > 0, que ndo depende de j, tal que C|k|* > 27%.

Logo, obtemos

A

2% || oy * f Nl = C 22 |1Ouf |l

kEEj
C kP N Of Il e,
kEE]'

N f e, Vi=1

VAN

N

Assim, pela defini¢cao de supremo, temos que

1]

sup 2% || ¢ » f || <.
JEZ

C Sl
o—17

B,
o—1'%

N

Portanto, obtemos (2.39).

2.4 Alimitacdo do operador P e sua relacao com outros operadores

Nesta secao, iremos mostrar um tipo de limitacao para o operador P em Espacos
de Modulacao e sua relagao com alguns operadores utilizados nessa dissertacao. Para isso,
usaremos propriedades ja conhecidas desse operador em espacos classicos como os espagos
de Besov homogéneos.

A proposicao a seguir mostra a comutatividade entre os operadores P e (J, e P
tA
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Proposicao 2.9. O operador P comuta com os operadores O, e >,

Demonstragao: Seja f € S’ uma distribuicao qualquer. Temos que

F(OPf) = ouF(Pf)

= o (b= gt

= (5“ 5ifj)(smc]:f)

ETE
_ (5—%2) FOu)
= F(PO.f).

Assim, 0P = POJ,. Agora, note que

F(Pe™f) = <(5Z-j—§i§j)]:(emf)

T
EEN yer
- (bt
— o tleP 5i,_€i§j)
‘ ( )’

= P FPS) = F(PPS).

Logo, Pe!® = ¢!2P.
|

O lema a seguir nos mostra uma estimativa para o operador [P nos espagos de
Lebsgue LP.

Lema 2.4. Sejam 1 < g< w0 e f € S'(R").

q
(i) Se |k] < 3v/n e || Okf ||,< o0, temos a estimativa
IOVES [lg< C I Txf lg

onde C' > 0 é uma constante universal.

(ii) Se |k| = 3v/n e || Onf |l,< ©, temos a estimativa
IOPf o< C I Of g

onde C' > 0 é uma constante universal.

Demonstracgao:
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Demonstracio de (1) Vamos utilizar os espagos de Besov homogéneos Bgl(R”).
Considere novamente a decomposicao de Littlewood-Paley {¢;};cz. Como o operador P é

limitado em espagos de Besov homgéneos e vale o mergulho
BY(R") — LUR™),( Ver [2], p. 147)

entao segue que

| CVEBS Il < C I CWVES Il
< OGS g,
< C ) 20 dx@f) g
—00<j<n
< OGSy,

o que nos da a estimativa desejada.

Pode-se provar (ii) de maneira andloga ao item (i), utilizando a limitagao do

operador P em espacos de Besov homogéneos.
|

Encerramos este capitulo com mais duas estimativas para o operador P. Elas

seguem diretamente do Lema 2.4.

Corolario 2.2. Sejam se R, 1 <r,q,0 < e T > 0. Entao existe C > 0, tal que
I VPf gy, < O\l f laggzr  se fe M3

| VPf llisoryra< C || f li+rorgra , se fe " LELY
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3 O Problema de Cauchy para as equacoes
de Navier-Stokes e a equacao do calor se-

milinear em espacos de modulacao

Neste capitulo, vamos demonstrar os resultados principais dessa dissertacao,
0s quais consistem em trés teoremas de existéncia e unicidade de solucao em espacos de

modulacao para os problemas (NS) e (H).

3.1 Existéncia e unicidade para as equacoes de Navier-Stokes

Nesta secao vamos considerar o problema de Cauchy (NS). Note que aplicando

o operador projecao de Helmholtz-Leray P no sistema (NS), obtemos

{ P(6su) — P(Au) + P((u- V)u) + P(Vr) = 0
P(u(0,x)) = P(uo(z)) = uo

Pelas propriedades do operador P provadas no Capitulo 1, e utilizando o principio de
Duhamel, vemos que se u é solucao desse novo sistema, entao u satisfaz a equacao integral
t
u(t) = eug — J Vel AP(u ® u)dr. (3.1)
0
onde div uy = 0 e ® denota o produto tensorial. Solugoes de (3.1) sdo chamadas solugdes
brandas das equagoes de Navier-Stokes (NS).

Para iniciar o estudo da equacao integral acima, vamos definir um espaco de

fungoes derivado dos espacos de modulagao, no qual consideraremos a condicao inicial do
problema (NS).

Definigao 3.1. Sejam s € R e 1 < ¢,0 < 0. Definimos o espago PM; (R") por

PM: (RY) = {ue [M:,]" divu=0 em S}

n
| w ||PM;,U: Z | w; ||M;,g )
j=1

onde u = (ui,...,uy,). Denotaremos PM, (R™) apenas por PM, .

-1
Teorema 3.1. Sejamn>2,1<q<oo,1<0<ooew—1<3. Entao para

o
toda ug € PM ,, existe T' > 0 tal que (3.1) tem solugao tunica em Xr, onde

Xr = {ue [C(0, T] M) || w |, < o0, divu =0},
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com
lullxy= sup [ u(®) s, + [l ullz
te(0,7)
e
g
| w ||10»1L2TLq; ses=—1
sup =) | u(t) lao,, se —1<s<0
lul= 00 q'
z= . —1 1) —
sup t2G—7) | w(t) ||ass s S@S:M—1>OOUO<S<M
t€(0,T) @ o o
0, em caso contrario ,

\

onde v € um numero real satisfazendo
1 1
—<—-<
o v

n(oc—1)—os
.
20mn

SHE—

—~

Além disso, sejam u,v € X solugoes de (3.1) com condigoes iniciais ug, vy respctivamente,

entao vale:

| u—v|x;—> 0 quando || uo —vo |[prsz,— 0.

Mais ainda, se ¢ < n e o dado inicial ug € suficientemente pequeno, a solugao

existe globalmente no tempo.
Para u € [C([0, T], M, ,)]", definimos

[wlly:= sup |l u(t) [lasg,

te(0,T)
© t
(u)(t) = e“ug — J Vel AP(u ® u)dr.
0
Relembre a norma || - ||z como definida no Teorema 3.1. Agora, apresentaremos um lema

que contém estimativas para a parte bilinear da equacao (3.1) nos espagos M; , e [ Ly L,

as quais serao essenciais na demonstragao do Teorema 3.1.

-1
Lema 3.1. Sejamn>2,1<q<oo,1<a<ooeM—1<s.
o
(i) Se s = —1, entdo existe C > 0, tal que
10 (w) lly< Clluo [y +C Iz (3.2)
e
1
19 (w) |lz<]l €“uo [z +C(L+T72) [ u | - (3.3)

(ii) Se —1 < s < 0, entao existem C >0, g, >0 e By, By = 0, tais que

12w ly< C lluo Iy, +C(T +T7) [ ullZ (3.4)
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e
1 (u) [|z<]| e®uo ||z +C(T°2 +T7%) | ull . (3.5)
1 —1)—
(1ii) Ses=m—120 0u0<S<M entao, existem C' > 0,
o
ar,an >0 e B, B2 = 0, tais que
19 () lly< C lluo llagg, +C(T* +T7) [z (3.6)
e
19 (u) |2<]l €uo [l +C(T2 +T7%) || u |7 - (3.7)
Demonstracgao:
Demonstracio de (i) Pelas condigoes do lema, concluimos que neste caso o = 1.
Na norma || - ||y, usando (2.22) (ver p. 32), obtemos

I e®ug [ly< sup C(1+1°) [ ug [la-1=C [l uo [l -
te(0,T) .1 .1

Agora, usando o Corolério 2.2 e as Proposigoes 2.7, 2.2 e 2.1 (ver pp. 22,24,38

e 46), podemos estimar

t t
J Vel=MAP(u ® u)dr <C J A (y @ u)dr , Vte (0,7,
0 M7 0 MO,
q, q,
e entao
t t
‘ f VelmAP(u@u)dr|| < C‘ J A (u@u)dr
0 Y 0 Y
< Cllu®u ||l0v1L1TLq
< Cllu ||12071L§1L2q
< Clu HIZOJLQTLQ
= Cllulz.
Assim, obtemos (3.2). Para a norma || - ||z, aplicamos o Corolario 2.2 e as Proposicoes 2.7
e 2.1 da seguinte forma:
t t
’ J Velt=AP(u ® u)dr = f Vel =AP(u ® u)dr
0 z 0 1012, L3
t
< C f A (u @ u)dr
0 ILTL2 La
< CO+T7) | u®u oy e

< CO+T3) | ul,

o que implica (3.3).
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Demonstragao de (ii) Trataremos o caso —1 < s < 0. Pelas condigoes do lema,

temos )
0>2,n>2es>m—1.
o

Considere um ntmero real v satisfazendo,

1 2

S

v o
Na norma || - ||y, aplicamos o Corolario 2.2 e as estimativas (2.22) e (2.23) (ver p. 32), e

por fim as Proposigoes 2.2 e 2.1 (ver pp. 22 e 24), para obter

t ¢
f Vel =AP(u ® u)dr J A (u @ u)dr
0

0

<c|

s s+1
MQ,U M‘LG’

t
<C [ NP u@u) gy dr
0 |

s+1

TT‘“i‘%)HuCDUHm@VdT

<c£(1+<t—7)—

t
<CLWUMw

2q,0

st i1
+ | w HMQWH wllyo VA + (t—71)" 2 "G ))dr

2q,0

s

s+l (1 1

t
—C | Nulfg, 0+ = F G Dar

t
= CJ lu g, (L (¢ —7) 7 "E0))dr
0 )

t
<Clu H%J(1+<t—7)-5¥1—"<i-i>)75d7
0

s+1

t
<Clul} J (14 7~ G0y
0

<Cllulf (! + 7RG

+1 1 1
Agora, tomamos a; = s+ 1 e ] = ST — g(— — —). Note que oy > 0 e 51 = 0, pois
o v
-1
5= no=1) _ le—1<s<0.Logo, obtemos (3.4).
o
Na norma || - ||z, aplicando o Corolério 2.2, as estimativas (2.22), e (2.23), e as

Proposicoes 2.2 e 2.1, obtemos que

t t
£5 JVe(tT)AIP’(u@u)dT < Ctg‘fe(tﬂ&(u@u)dr
0 M9, 0 M},
B _lomi_l
< Ctz | (14+(t—7) 27 2% V)HU@U”MOWdT
JO
Isl * 1l _na_1 2
< Ctz 0(1+(t—7) 22 [y, dr
| ,
t
< Cllulpd® [ @+ -n 4 36-rar
0
< COflu |t @ + 37360,
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Logo,tomamosagzl—I—s—l—’?eﬁg:—Z(—)+5+’§|,eentéoa1>0eﬁ2>0
o v

2
e obtemos (3.5).

Demonstragao de (iii) Seja U satisfazendo
1 s 2
———=--1. (3.8)
v n v
Pelas condigoes do lema para s, 0, v, temos 0 < 7 < c0. Para a norma || - ||y, aplicamos o

Corolario 2.2 (ver p. 46) e as estimativas (2.22), (2.23) (ver p. 32), e obtemos

Agora, pela relagao (3.8), aplicamos (2.12) (ver p. 27) e a Proposi¢ao 2.1 (ver p. 30), para

t
f Ve 2P (u @ u)dr < C

0

t
J A (u@u)dr

s+1
M;,U M,LJ

estimar

N
Q
—
_|_
i~
|
2

1
|
|

t
f Ve8P (u @ u)dr
0

Mi.o 0

t
< Clull [+ - riath)t-d
0

< Clul} (6 + 7378062y,

1 1 1 1 1 1 1
Tome a; =1—n(———) e = ——E(——j)—n(———). Note que a; > 0 e 57 = 0, pois
) o 2 2 01 v v o
s = m —1>200ul0<s< no—1) - n. Assim, obtemos a primeira estimativa.
o o
Para a norma || - ||z, temos que
t t
562 J Ve(t*T)AIP’(u@)u)dT < 263 J e(t*T)A(u ® u)dT
0 Mg 0 Mgt
t
< AED (14 (-0 D) u@u g, dr
0
t
< Cllull 869 [ (- badbyend
0
< C|uldte 262 4 nG-2)-56-2),
1 1 1 1 1 1 1
Dai,tomamosozgz1—%(;—;)652=5—%(;—;)—%(;—;)etemosa2>()e
[ = 0 pelas condigbes de o, v, 7. Logo, obtemos (3.7).

3.1.1 Demonstracao do Teorema 3.1

Agora, de posse do Lema 3.1 estamos prontos para demonstrar o Teorema 3.1.

Note que encontrar uma solugao tnica para (3.1) é equivalente a mostrar que o operador
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¥, definido no Lema 3.1, tem um tinico ponto fixo. Entao, precisamos encontrar condigoes
para que o operador ¥ seja uma contragao, obtendo assim, através do Teorema do Ponto
Fixo de Banach, a solu¢ao da equagao (3.1). Vamos analisar os quatro casos da definigao

da norma || - [|z separadamente.
Passo 1: Caso s = —1.

Pela Proposicao 2.6 (ver p. 36), vemos que a norma || e“uy ||z é pequena para
T suficientemente pequeno, que depende de cada ug e ndo pode ser tomado dependendo
apenas da norma de ug. Assim, a seguir vamos definir um espago métrico conveniente onde

poderemos aplicar o Teorema do Ponto fixo de Banach e obter a solugao desejada.

Seja ¢ > 0. Logo, existe T' > 0 tal que
| e®ug ||z<eedC(1+T2)e < 1
Definimos o espaco

Xr ={ue [C(0.TL, My DI L u ly< Clluo Iy 42 [ ullz< 2, divu =0},

munido da métrica

d(u,v) = uw=v |y +[lu-vlz.

Precisamos mostrar que ¥ é uma contragao em (X, d). Note primeiramente
que as estimativas (3.2) e (3.3), provadas no Lema 3.1, garantem que ¥(X7) < X7p. Falta

provarmos que existe 0 < 3 < 1 tal que
d(¥(u),¥(v)) < pd(u,v) , Yu,v e Xr.

Analisando primeiramente a norma || - ||y, temos que

t
f Vel 2Py @ u — v Q@ v)dr

1w - ¥ gy = [

3
|

Cll (w=v)®u foapyra +C || (w=0) @0 [lpary Lo

-1
M, 5

f Vel AP((u + v) ® (u — v))dr

-1
M, 5

N

_l’_

,1

f 8 ((u—v) @ u)dr

0

f " (4 — ) @ v)dr

0

Mé’,1>

0
Mq

N

N

Clu-v HZOJL?TL%H u HZOJL?TL?Q +C [ u—w ”lo«lL%LQq” v ”lovlL%LQ‘I

N

Clllullz +lvllz) [fu=vlz.

Assim,
[ W(u) = ¥() ly<sC(lullz+[[viz)[[u—v]z.
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Agora, analisemos a norma || - ||z. Temos que
¢
| ¥(u) =) |z = J Vel 2Py @u —v®v)dr
0 19101 La
¢
< f A (U@ u — v @u)dr
0 L1LL L
< CA+T3)(| (u—v)®u loarza +C || (w=v) ®v |lwars )
< C(1+ T%)(H u—=v ||10»1L§L2q|| u ||l0v1L2TL2‘1 +llu—v ||l0v1L?FL2‘1|| v ||l071L%L2‘1)
1
< CO+T)(lullz+llvlz) [v—-vlz.
Segue que

d(V(u), ¥(v)) < AC(1 + T2)ed(u, v)
Portanto, concluimos que ¥ ¢é contracao e assim obtemos a solucao desejada.

Agora, mostraremos a existéncia do tempo T dependendo somente da norma

de ug, quando a norma de ug é pequena. Aplicando a Proposicao 2.6, podemos estimar
1
le®uo llz< CL+T72) || o a7 -
De maniera andloga a (3.2) e (3.3), provamos a existéncia de Cy > 0 tal que

10 () flx,< Col+T2) [ ug [y +Co(L+T2) || u I, (3.9)

| U() = W) < Coll+T2)(| w ey + 0 ) [ =0 |l (3.10)

Seja ug e T' > 0 satisfazendo
1 1
o [1a-1 < scz © 8C5(1+T2) || ug [ly-1< 1. (3.11)
Definamos o espago métrico
1 .
Xr ={ue [C([0.T], My DI L u xp< 2Co(L+T2) [ up [l divu =0}, (3.12)

munido com a métrica

d(u,v) = u = v [|x,

Se u e v estdo neste espago, obtemos de (3.9) e (3.10) que

1 U (u) [lxr< 2Co(1 +T2) || o [y e d(W(u), ¥(v)) <

N[ —

Assim, W é contracao e podemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach,
encontrando assim u € Xr ponto fixo de U que serd a tnica solugao branda de (NS) em
X7. Note que da maneira que foi escolhido 7', ele é valido para qualquer uq satifazendo as
condicoes (3.11).
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Passo 2: Trataremos o caso —1 < s < 0.

Se s = Lgi b

o
De fato, dada € > 0 segue da Proposicao 2.5 (ver p. 35) que existe T' > 0 sastisfazendo

— 1 podemos provar a existéncia de T" dependendo de cada .

| e“ug [|z< € e 8Ce(T* + TP (T2 + T) < 1.

onde oy, B; (j = 1,2) sao os encontrados em (3.4) e (3.5).

Considere o espago métrico
Xp = {ue[C(0, T, Mg )" [ uwlly< €l uo [lagg,, +& 5 [[ullz<2e, divu=0},

munido com a métrica

d(u,v) =[lu=vlly +[[u-v]z.

Note que as estimativas (3.4) e (3.5), provadas no Lema 3.1, garantem que

U(X7) < Xr. A seguir, mostraremos que ¥ é contragdo em Xr.

t
| W) — W) gy, = J Vel-"5P(u @ u — v @ v)dr
0

S
M,

ft Vel 2P ((u 4 v) @ (u — v))dr

S
Mg ,

t
< C j | €72+ ) @ (u—v)) e
, ,
t
< CJ(H(t—T)—Sé—S(i—i)H (u—0)@ (u+0) |[ao dr
0
t
< CJ(H@—T)%S@»)@ lu—vlyo 2| u+v|ye )dr
0

t
< Cllu=vlz(lullz+1wv ”Z)L(l +(t—7) 7 2T rdr
< CT+T™) lu=vlz(ullz+llviz).

Agora, analizando a norma || - ||z, temos que

t
5 | U(u) = V() ag, = 5 J Vel AP(u @ u — v Q@v)dr

0

0
Mg »

ot

N

t
J A @u— v u)dr

0

1
M; »

1_1

t
ct? J (1+(t=7)2 5 ) || (w—0) @ (u+v) ||y, dr
0

N

N
Q
~
]
S
—
_l_
=
|
2
|
V]
|
N
ql
|
NI
—
<
|
4
=
Vo
Q_
<
_l_
S
Qq
QU
3

t
Clu=vlzlwlz+|wv ||z)t'5'2f (1+ (¢t —7) 2736 ")rdr
0

N

CTS (T + 735G 3

N lu=vllz (Tullz + 1T ll2).

N
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Assim,

d(U(u), U(v)) < 4Ce(T + T (T2 + T7)d(u,v) < =d(u,v).

1
2
n(o—1)

o
dependendo somente da norma de uy. Se a norma de ug for pequena a existéncia de T é

Agora se s > — 1, podemos mostrar a existéncia de um tempo 7" > 0

obitida de maneira andloga ao passo 1 utilizando que
sl
Ie®ug |l2< CA+T=2) | uo |larg, -

Mostremos o caso em que a norma de ug é grande. De maneira andloga a (3.4) e (3.5),

podemos provar a existéncia de Cy, «, 5 > 0 tais que

Lo o
1 (u) I, < Co(L+T2) [ uo [z, +Co(T* +T7) | ullZ (3.13)

19 (u) = (o) [[xr< Co(T* + T w lxp + 10 x2) [w =0 [lxr - (3.14)
Agora, tome T > 0 satisfazendo
T <1e12C3(T*+T°) || uo |[ar;, <1, (3.15)
e definamos o espaco métrico
E = fue [C(0, 7], M2 |l llxy < 3Co || o lass, }

com a métrica

d(u,v) =[[u=vlly +[[u=vlz
Se u, v estdo nesse espaco, entao as desigualdades (3.13) a (3.15) nos garantem que
1
| W(u) [|x7<3Co || uo llars, e d(¥(u),¥(v)) < §d(u7v)'

Assim, basta aplicarmos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para obtermos um ponto

fixo u € E que é a tinica solugao branda de (NS) em E. Isto nos fornece a solugao desejada.

—1
M—1>00u0<8<
o o

n(c—1)—n
Passo 3: Trataremos o caso s = #

-1
M — 1, segue que 1 = B = 0 e T pode ser tomado dependendo

n(oc—1)

Se s =

de cada uy como foi feito no Passo 2. Agora, no caso em que s > — 1, segue que
b1, B2 > 0 e assim 1" pode ser tomado dependendo apenas da norma de ug, analogamente

a parte final do Passo 2.

Passo 4: Neste caso, usando (2.22) (ver p. 32), o primeiro termo de ¥(u) pode
ser estimado como

I euo lly< C lluo g, -
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Seja v satisfazendo

- 1 s 2
c<rv<we—-———=——1.
r n o

Aplicando o Corolario 2.2 (ver p. 46), as desigualdades (2.22), (2.23), (2.12) (ver p. 32) e
a Proposicao 2.1 (ver p. 21), obtemos

¢ ¢
’ J Velt=AP(u ® u)dr < C" f A (u @ u)dr
0 Mg, 0 M
¢
< ola+i-—nHD) ugu s, dr
JO
¢
1 om(1_1
< CJ0(1+(t_T) 272G | w ||?\425 dr
2 ! ,l,ﬂ(l,;)
< Cllully | A+ —7)7272077)
0
< Cllulf (T+T236),

n(o—1)

Aqui a integrabilidade é garantida por s > — 1 e a condicao v < oo ¢é satisfeita

‘ n(c—1)—n
pois § > —————.
o

O tempo T > 0 pode ser tomado dependendo apenas da norma de uy. Podemos

mostrar, de maneira andloga a estimativa acima, que existem Cy, o, § > 0 tais que

19(w) lly< Co |l uo llarg, +Co(T* +T7) [ w I}

19(w) = T@) ly< Colllully + v V)T +T%) fu—vly. (3.16)

Assim, tome T > 0 satisfazendo
T <1e12C3(T*+T°) || uo [[ar;, < 1. (3.17)
Defina o espac¢o métrico
Xr = fue [C(0,T] Mz | w v < 3Co || wo lasg,

com a métrica

d(u,v) =||u—2v |y .

Dessa forma, ¥ é uma contragao e podemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach

para obter a solucao desejada.

m
(c-1)

Observacgao 3.1. (i) Se s > o

a existéncia de T > 0 dependendo apenas do tamanho da norma de uy, como foi provado

— 1 ou a norma de uy for pequena, podemos tomar

na demontragdo acima.
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(7i)(Dependéncia continua dos dados iniciais)
Fize ug € PM; , e considere T' > 0 dependendo apenas da norma de ug,0 qual

n(oc—1)

provamos a existéncia no Teorema 3.1, desde que s > —1.

Primeiramente vamos considerar o caso s = —1. Relembre o espaco Xt definido
em (3.12) na demonstragio do Teorema 3.1. Sejam vy e vo dados iniciais satisfazendo
v -1, || v 1< W -1
I o gt 2 agr <l o flag
Logo, seque que, se wy € wy sdo solugoes da equagio (3.1) para os dados iniciais vy € va,

respectivamente, ou seja

t
wy = ePuy — f Ve(t’T)AIP’(wl ® wy )dT
0

W = Py — Jt Ve(t_T)A]P’(wg ® wq)dr,
entao wi, we € Xrp. i
Assim, aplicando a desigualdade triangular e as estimativas (3.10), (2.21) e
(3.11) (ver pp. 32 e 53), obtemos
lwr—ws [lx, < 1€ (01— 02) [y +Co(1+T2) (|| wr [|xp + || w2 [lx,) || w1 = ws [x,

1 1
< GRU+TH? [on— v llyyy +C3(1+ T3P g [yt wr = ws [,

1
C || V1 — Vg ||Mq—11 +§ || w1 — Wa ||XT s

N

e entao

[ = ws [|x, < C [ or =g [l
Portanto, concluimos que a solugao de (3.1) € continua com relagdo aos dados iniciais.

Para os casos

n(oc—1)—n

—1
71(07)_1 ou 0 <s <
o o

—1<s<0es=

de maneira andloga, utilizando as estimativas (3.14) e (3.15) provamos a dependéncia
continua dos dados iniciais. No ultimo caso, feito no Passo 4 da demonstracio do teorema

3.1, provamos o resultado utilizando as estimativas (3.16) e (3.17).

(1ii) O dominio de s no intervalo [—1,00) é otimo. De fato, podemos mostrar
md-colocagao para as equagoes de Navier-Stokes em PMj , para s < —-lel<o <o, o

que serd feito no cdpitulo 4 dessa dissertagdo.

(iv) Em alguns casos, podemos mostrar que a condi¢io inicial no Teorema 3.1
estd inclusa nos resultados apresentados em [17] ou [20]. Se o indice de derivagio é s = —1,

temoso=1c¢e

M;ll(R") como P ngmo ! sel < q< 0. (3.18)
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Além disso, se s = —1, a condicao inicial ug para solucoes locais estd inclusa no resultado
de Miura [20] que provou a existéncia de solucio local para uy € vmo™ N gmo™'. Para

solugoes globais, temos

—1
M;U(]R")CBMO_l,se—1<s<0,3=m—161<q<n. (3.19)
’ o
Mais ainda, se —1 < s < 0, a condicao inicial estd inclusa nos resultados de Koch e
Tataru [17] que provou a existéncia de solucio global para wg € BMO™".
As inclusoes (3.18) e (3.19) foram provadas no capitulo 2 dessa disertagio. Nos
-1
nao conhecemos tais relacoes para o caso s = M — 1> —1 para solugoes locais, e o
o
n(oc—1)

caso s = —= — 1 > 0 para solugoes globais.
o

(v) As solugées globais do Teorema 3.1 sao obtidas pelo efeito de suavizagao do
propagador €'*. De fato, a solucio u(t) obtida no teorema é pequena no espago de Lebesque
L"(R"), se 0 <t <1 e a condigio inicial ug € suficientemente pequena. Assim, a solugdo

u(t) existe globalmente no tempo por resultado provado por Kato em [15]. Além disso,

(
obtemos também que a norma || u(t) ||, decai como ™=, e a norma || Vu(t) ||, decai

(1 . .
como t~¢ 2q), quando t — o0, incluindo o caso q = 0.

3.2 Existéncia e unicidade para a equacao do calor semilinear

Nesta se¢ao estudaremos o problema de Cauchy (H). Sem perda de generalidade,
vamos considerar A = 1. Além disso, como temos dificuldades para trabalhar com p sendo
um numero real em espacos de modula¢do, vamos tomar p como um ntmero natural
similarmente a resultados em [13], [24], [25]. Aplicando a transformada de Fourier no

sistema (H), obtemos o seguinte problema de Cauchy

F(0u) — F(Au) = F(JulP~tu) , (t,2) € (0,00) x R”
Fu(0,z) = Fup(z) ,xeR"

Y
ou equivalentemente

Oy(Fu) — (Z &) Fu = F(uPu) , (t,z) € (0,0) x R

Fu(0,z) = Fup(x) ,zeR"

que tem como solucao
t

Fult, €) — e~ Fu(€) + f e=E20=3) F(|u[r=1u) (s, €)ds.

0

Aplicando a transformada de Fourier inversa na equacao acima, obtemos que

se u é solugao de (H), entdo u satisfaz a seguinte equagao integral

t
u = eCug + J e8|y P~ uds.
0
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Se considerarmos o termo ndo linear sendo |ul’~'u para a equacdo do calor (H),
pode-se tratar o problema com a condicao de p — 1 sendo um nimero par. Se p — 1 for
um niimero real qualquer, a nio-linearidade |u[?~" ndo é no geral uma funcio suave o que
dificultado o tratamento da equacao. Logo , vamos assumir que p — 1 é um ntmero par e

assim vamos considerar a seguinte equacao integral
t

(u)(t) = e“ug + f e yPdr (3.20)
0

A seguir vamos enunciar os resultados principais dessa secdo, os quais a de-
monstracao sera feita em conjunto.
Teorema 3.2. Sejam seR, 1<g<ow,1<oc<wepeN.

(1) Sejam s,o e p satisfazendo

2 2 2
o PR (n+2)o

1<s5<0,l<p<min{l 4 — 2 _ T4
° p < minf n(c—1)—os’ —s n(c—1)—os

Entdo para, toda ug € M; _, existe T > 0 tal que (H) tem uma tnica solugio em Xr, onde

q7g ’

Xr ={ue C([0,T], Mg, ); || w || x, < 0}

e
lullxe= sup |l u(t) llasg, + v ]z
te(0,7)
com
-2
H u HZO"’LI%LLM Se § = ?
| wllz= sl yn(1_1 B ;
Suth 2\v o Hu<t)”M07 867<8<0
tE(O,T) q,v p

onde v € numero real arbitrdrio satisfazendo,

-1 1 1 2
b <—-—<—+4+ +ps'
P v o pn

v<oe

(ii) Sejam s,0 e p satisfazendo

20

>0el<p<l+———"c——.
° ¢ P n(oc—1)—os

Entdo, para toda ug € M; _, existe T > 0 tal que (H) tem uma tnica solugio em Xr, onde

q?a- ’

Xp ={ue C([0,T], Mg, ); || u [ xr< o0}

[ullxp= sup || u() [lag, + [ vz
te(0,T
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com

20 n
oup=1+

sup t2G2) || ut) ||as, sep=14+—""
| ulz=< teo) o n(oc—1)—os

0, em caso contrario

n(oc—1)—os

onde v € um numero real satisfazendo,

<-<-+
P n v o pon

p;l(l—i) 11 (p—l)[n(o—l)—os]'

Em (i) e (ii), se u,v € Xr sao solugoes para dados iniciais ug e vg, respectiva-

mente seque que

| u—v|x,—> 0, quando | up — vo HM;,U_’ 0.
. 2q 2 . , L
Mais ainda, se p =2 1+ — > 1+ — e ug € suficientemente pequeno, a solicio existe
n n

globalmente no tempo.

Teorema 3.3. Sejamn = 1,p =2 el < q < o0. Entdo para toda uy € Mq_Ql(R) existe

T > 0 tal que (H) tem solugdo unica v em Xp, onde
Xr ={ue C([0,T], My (R)); || |l x, < o0}

[ ullxp= sup [l w(®) [y + [ wlloerzpa -
te(0,T) Rk

Além disso, se u,v € Xt sao solucoes para dados iniciais ug e vy, respectiva-

mente, seque que
| uw—v|x,—> 0, quando || ug — vy ||M;21—> 0.

Mais ainda, se p =14 2q > 3 e ug € suficientemente pequeno, a solicao existe globalmente

no tempo.
Para cada u € C([0,T], M; ), defina

| wlly="sup [l u(t) [z,

te(0,7)
© t
U(u)(t) = euy + J et yPdr,
0
e considere a norma || - ||z como definida nos Teoremas 3.2 e 3.3. Antes de provarmos

os teoremas enunciados acima, vamos introduzir um lema que nos da estimativas para a

parte bilinear da equacao (3.20).
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Lema 3.2. (i) Sejam s,0 e p satisfazendo

20 2 (n+2)o
1<s<0,1<p<minf{l+ — 2 Fyep NTIT
° p < minf +n(0—1)—03 _S}ep n(oc—1)—os
Entao, existem C,a > 0 e = 0 tais que
19 (w) ly< C lluo llary, +C(T*+T7) || u (3.21)
e
|0 (u) [|z<]| e“uo [lz +C(T* +T7%) | u|lf . (3.22)
(ii) Sejam s,0 e p satisfazendo
20

z0el<p<l+ ———"——.
° ‘ b n(oc—1)—os

Entao, existem C,a > 0 e = 0 tais que

19 (w) lly< Clluo llagy, +C(T* +T7) [ u iy (3.23)
e
19 () [|2<] e“ug |2 +C(T* +T7) | uly . (3.24)
Demonstracao:
Demonstragao de (i) Vamos separar a demonstracao deste item em dois passos.
No passo 1 vamos considerar o caso s = —= e no passo 2 o caso <5<,
p
Passo 1: Primeiramente suponhamos s > ;n' Neste caso,
o
1 2 P
o<l
o pn O

Na norma || - ||y, aplicando a Proposigao 2.7 (ver p. 38), a desigualdade (2.17)
(ver p. 30) e a Proposigao 2.1 (ver p. 21), obtemos

¢
(t=m)A, p < Pl _
‘Le uPdr Ml;?j < Cllu ||172"’L1TLQ
< Cllu Hlo,UL’}LPq

< Cllulwers s

= Cllullz.

Na norma || - ||z, pela Proposicao 2.7, desigualdade (2.17) e Proposicao 2.1, segue que

t
f et yPdr < C(1+ T%) || u? ||l

—2
0 100 L% La 7L
1
< COA+T7) ||t oo
< CL+Tw) |ully.
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1 _
Logo, tomando o = — e 5 = 0 obtemos, (3.23) e (3.24). Agora, suponha s < L assim,
p o

das condigoes do lema, devemos ter o <

p—1
Na norma || - ||y, aplicando as Proposigoes 2.1, 2.7 e a desigualdade (2.17),
temos que
t t
‘ J eAPdr|| ., < C J ey dr
0 M2 0 M,
< O ||l0700L;Lq
< C || u ||p0 £
1" p=T L Lpra
< Cllu Hfo,oL;Lq
= Clulz.
Na norma || - ||z, obtemos
t
f et=2yPdr < COL+Tr) || w | -
1P 7LP La

0 100 LY La T
< CO+T%) || w llooors o
< C H u ||p0 B

1 p=T LD Lpra

< COA+To) |uly.

1
Assim, tomando o« = — e = 0, conseguimos (3.23) e (3.24). Finalmente, consideremos

—n
s = —. Pelas condi¢bes do lema, tem-se n =1, s = —1, 0 = 1 e p = 2. Entao,
o

¢ ¢
’ J 6(t—T)Au2d7_ < C‘ f e(t—T)AUZdT
0 M 0 Mg,
< O Hlo’lLlTLq
< Cllu leovlL%LQQ
< Clulz-
Para a norma || - ||z, segue que
t
‘ J ety dr < CA+T) || v ||~11p1 1
0 1012 La ’

< CA+T) [l ullorrzrz
< CUL+T)||ul%.

Logo, tomando a = 1 e = 0, obtemos as estimativas desejadas.

c —-n .~ .
Passo 2: Suponhamos inicialmente s > —. Seja v satisfazendo
o

Is| _p
n 1%
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Se 0 < v, das desigualdades (2.22) (ver p. 32), (2.16) (ver p. 30) e da Proposicao 2.1,

segue que

t r‘t
Je(t_T)AupdT < o aet—n3ED) | e dr
0 M, Jo q,
rt N
< Cl@+@-—7)2C) ulb, dr
JO
r‘t n(l 1
< o +@—n1E) Jul, dr
Jo v

t
< Clu Hgf(1+<t—7)-3<i—é>>7—p'a—z<u—i>d7
0

< Cllulp @500 L ECD-300),

1
Logo, tomamos « = 1 — —— — —(= — —) e f = 1—7—7(f_f)_§(f_f)7
obtemos (3.23).

Se 0 > 7 de maneira analoga, aplicando a Proposicao 2.1 e as desigualdades
(2.22) e (2.16) obtemos a estimativa.

Na norma || - ||z, das desigualdades (2.22), (2.23), (2.16) e da Proposicao 2.1,

temos que
sl \ne1_1 ttA sl n 1 ! ol _m(1_1
5+3(-3) J et yPdr < Ct2+2(ya)f I+ @—7) 2257 ) | |- dT
0 M, 0
t
<Ct#EeD [ (r (e D) u gy ar
0
t
<Clully e300 (@4 (- r) E i)y
0
<O lu g (-G gt hgg b))

: sl plsf (-Dn 1 1 pls|] (—1)n,1

A t doa =1+ — — - - = =1- _ Z

1ssurn, (imari (o)yaY + 5 5 5 (1/ 0) e 3 5 5 (1/
n

E) — 5(; - 5), obtemos (3.24).

De maneira andloga ao feito acima, mostramos as estimativas (3.23) e (3.24)

para o caso s < —.
o

Demonstragio de (i) Seja v satisfazendo

E_M:B_(p_l).

1% n 1

Pelas condigoes para s, e v no lema, obtemos que ¢ < 7 < c0.
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Na norma || - ||y, temos que

t t
f et AP dr < C’f (1+(t— T)_%(%_%)) | w|fhs  dr

0 M, 0
< CJ:(l +(t—71)"2 %—%)) | u ||§‘)Jg,y dr
< Cluly Jt<1 +(t— 7)) Gy
< Cllulf (1501‘”5‘?@‘5 PR GG
Logo, obtemos (3.23). Na norma || - ||z, podemos estimar

o n t n
<Ot [k (=) 2 | g,
0

v o

N

G-

t
J =B ypdr
0

Mg,
1

t
<0t2+3<i-i>f 1+ @t—7)2C ) |ul|®. dr

Pq,v
0

1_1

t
<Clulz t;|+g(v_v)f 1+ (t—7) 369y 5 -58C-dr

<O ulfy ¢ F-FCDTEFECD 4 B3G50 B0,

Assim, obtemos (3.24).

3.2.1 Demonstracao dos Teoremas 3.2 e 3.3

Iremos fazer a demonstragao em 4 passos. No passo 1 vamos considerar o caso

-2
s = — em (i) do Teorema 3.2 e o Teorema 3.3 juntos. Em seguida, trataremos (i) do
p

Teorema 3.2 para o caso — < s < 0 no Passo 2, (ii) do Teorema 3.2 para o caso s > 1 e
p
20 n ‘e
p=1+—————o0oup=>1+——— no Passo 3, e o 1tltimo caso no Passo 4.
n(oc—1)—os n(oc—1)—os

Passo 1: Da Proposicao 2.6 (ver p. 36), || ¢"“uq ||z é pequeno quando T' > 0 é

suficientemente pequeno, onde T depende de cada ug. Seja e > 0 e T > 0 satisfazendo

—_

| g ||z< e e C(1+T#)2PeP! < —.

\)

Consideramos o espaco métrico
Xr = fue O(0. 7], M) | w ly< C [l ug [yt +e o | llz< 22},

munido com a métrica

d(u,v) =[lu=vlly +[[u=v]z.
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Assim, das desigualdades provadas no item (i) do Lema 3.2, segue que ¥(Xr) < Xr e
-n

vamos provar também que ¥ é uma contracao. Analisaremos apenas o caso s > —, pois
o

os outros saem de maneira analoga.

Na norma || - ||y, podemos estimar

o - vl o =

q9,0

<C | u-v) "+ ) |

t
f e(t’T)A(up —oP)dr
0

=2
p
M,

t
f e (4 — ) (WPt + P N dr
0

=2
P
My

< Cllu—v [lwopp ol W’ + 077 HZO»"L;%LQ‘I

-1 —1
< Cllu=vllz(lulz +1lvlz )
Agora, na norma || - ||z, segue que

¢
J e(t*T)A(up — oP)dT

| ()~ w(0) [ = \O

100 Lb La

1 _ p—1 | o p—1
< CaTH o s

1 _ _
Cu+T7)(luly” +lvllz ) lu—vlz.

A

Assim, chegamos a estimativa

—_

d(¥(u), ¥(v)) < T+ T7) (| w ™ + | vl Hd(u,v) < Sd(u,v).

2

Logo, aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Banach obtemos u ponto fixo de ¥ em X

que serd a Unica solugao da equagao (3.20) em Xr. Obtemos assim a solugao desejada.
Agora mostremos a existéncia de T' > 0 dependendo somente da norma de uq,

quando a norma de u, for pequena. Pela proposicao 2.6, temos que

2
e ®uo 2=l o lioernra< CA+T7) o || 2.
M. P

q9,0

De maneira similar ao feito acima, mostramos a existéncia de Cy > 0 tal que

1) llxp< Co(L+T7) fluo || 22 +Co(1+T%) || u |,

q,0

10 (u) = ¥(u) fxp< Coll +T7)( i + oI5 e — vl - (3.25)

Sejam wug e T' > 0 satisfazendo

—1 l —1
-1 e 2P CH(L+T7)P || uo ‘|]]DM—72< 1. (3.26)

q,0

[uo || =<
Mo
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Agora consideremos o espac¢o métrico

fue C([0,T], Myl ); | w [lx, < 2Co(1+ %) || uo I =2 (3.27)

q,0
com a métrica

d(u,v) =[ v =2 |x; -

Assim, se u, v estdo nesse espago, segue que

2

P
9,0

| W (w) [[xp< 3C(1+T7) || uo ||
1
19 (u) =) [lxr< 5w =vlx -
Logo, obtemos a solugao desejada através do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

tA

Passo 2: Aplicando a Proposigao 2.5, || €“ug ||z é pequena para T" > 0

suficientemente pequeno, onde 7' depende de cada ug. Tome € > 0 e T' > 0 satisfazendo
| up [y, < € e C(T® + T#)2ert < ;
Definimos o espago métrico
X ={ueC(0, T, Mg, )il wlly< Clluo s, +e, [l ullz< 2¢},
munido da métrica
d(u,v) =[[u=vly +[u=-v]z.

Assim, das desigualdades (3.23) e (3.24), provadas no Lema 3.2, segue que ¥V (Xr) < Xr.

Além disso, de maneira analoga ao feito no Passo 1, obtemos
_ _ 1
d(@(w), ¥(©)) < C(lully™ + [l v )T + T)d(u,v) < 5d(u,v)
Entao, ¥ é uma contracao em X e assim obtemos a solugao desejada através do Teorema
do Ponto Fixo de Banach.

Agora, note que se

20 (n+2)o 2

7}7

n(c—1)—os' n(c—1)—os’ —s

p < min{l +
teremos «a, 8 > 0 e entdo podemos tomar 7" > 0 dependendo somente da norma de wug,
como feito também no Passo 2 do Teorema 3.1.

Passo 3: De posse das estimativas (3.23) e (3.24), mostradas no Lema 3.2, a

obtencao da solugao segue de maneira analoga aos Passos 1 e 2.

Passo 4: No passo 4, vamos mostrar que existe C, a > 0 tais que,

10(w) ly< C [l uo llar, +CT [ u - (3.28)
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Seja v satisfazendo

1
c<v<ow,———>t ==
14

Assim, segue que

t
‘ J =B P dr

0 M«f,a 0
t
< cf(1+(t—7>—z<l—i)||u||l’s dr
0 Ppq,o
t
< C| A+ =m0 ulf,
0 Nes
t n/1 1
< c>uun@t[<1+<t—7v-2%-u>dr
0
< Clulb (T+T26E),
n

Note que v < o0, pois p < 1 + . Assim, obtemos (3.28).

n(c—1)—os

Seja T' > 0 satisfazendo

1
CPT2 || ug |5 < 5 (3.29)
Agora consideremos o espa¢o métrico
X = {ue C[0, 7], M2, )i |l w Iy < 2C [ w [l },
munido da métrica
d(u,v) =[[u—v |y .
Logo, se u, v estao nesse espago, por (3.28), podemos estimar
W (w) [ly< 2C || uo |z,
¢ 1
19 (u) = ¥() lly< 5 fu—vlly. (3.30)

Agora, usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, obtemos um tnico ponto fixo de ¥

em X7 que é a solugao que buscamos.

20
n(c—1)—os
parece ser otimo devido as sequintes inclusoes continuas. Para 1 < o < 2, temos que

s o—1 1

M2, _(R") — H*371(R") — L*(R") n L"(R" Z = _——
Yo o(R") — (R") = L*(R") n L'(R") , se — = —— —

Observagao 3.2. (i) Em (ii) do Teorema 3.2, o limite superior dep =1+

o—

Para 2 < 0 < w0, temos que

H 7ﬁ(]R );) Mﬁ,o(R )7
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o s r—1 1
H>+1(R") — L"(R"), se — = - —
n r o
Para ambos os casos, temos
20 2r
1+ —5 =1+ —
n(c—1)—os n

e o lado direito é obtido pela invariincia de escala de L™(R™). Para isso, € necessdrio que

2r
p satisfaca p < 14+ — para obter a solugio local se a condicao inicial estd em L"(R™), que

foi provado por Weissler [27].

-2 n+2)o
(ii) Em (i) do Teorema 3.2, as condi¢oes p < — e p < _(n+2)o 5G0
s n(oc—1)—os
—2 n+2)o
necessarias para a existéncia de v. E as condicoes p = — ep = # sao otimas.
s n(oc—1)—os

De fato, podemos mostrar a md-colocagdo para (H) em Mj (R") se

-2 (n+2)c
> — > 3.31
Pz oup n(oc—1)—os’ (3:31)
0 que serd objeto de estudo do capitulo 4 dessa dissertacao. Além disso, o caso
20 -2 (n+2)o
-1<s<0,l<p<min{l+ —-——,— = 3.32
° p < ming n(oc—1)—os S}ep n(oc—1)—os (3:32)

nao € tratado no Teorema 3.2. Contudo, podemos tratar um caso especifico, que € o teorema
3.3.

(iii) O Teorema 3.3 nos fornece um exemplo tipico. Seja ug € My, (R), entdio
obtemos uma solugao local de (H) pelo Teorema 3.3 e o indice de derivagao s = —1 é 6timo

por (ii) dessa observagdo. Ou seja, se o indice de deriva¢io s < —1, (H) é md-colocada

em M;,(R).

(iv) A existéncia do tempo T > 0 ndao pode ser tomada dependendo apenas da
norma da condicdo inicial ug. Em nossa demonstragao dos Teoremas 3.2 e 3.3, a existéncia

do tempo T pode ser tomada dependendo somente da norma de uy quando

, 20 (n+2)o 2
14—, _TH7 2y .
p < min{ +n(0—1)—08’p n(a—l)—as’—s} (3:33)

ou quando a norma de ug for pequena.
(v)(Dependéncia continua dos dados iniciais)

Fize ug € PM; , e considere T' > 0 dependéndo apenas da norma de ug,0 qual

provamos a ezisténcia nos teoremas 3.2 e 3.3, desde que (3.33) seja satisfeito.

2
Primeiramente vamos considerar o caso s = ——. Relembre o espagco Xr definido
p

em (3.27) na demonstragao dos teoremas 3.2 e 3.3. Sejam vy e ve dados iniciais satisfazendo

foell 2 el 2<[fuoll 2
My 5 My, M

2
p
o q,0
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Logo, seque que, se wy e wy sdo solugoes da equagio (3.20) para os dados iniciais vy e vy,

respectivamente, ou seja
t

wy = ePup + J e dr
0

¢
wy = vy + f e uwhdr,
0

entdo wi, we € Xr.

Assim, aplicando a desigualdade triangular e as estimativas (3.25), (2.21) e
(3.26) (ver pp. 32 e 65), obtemos

A

1 _ _
e (o1 = v) oy +Co(L+T7) (L 1%, + v 3 | wr — w2 |,

1 1 _
< Go(I+T7) lor—vp || -2 +2°Co(1+T7)" [ ug [|” %H wy — wy || x5

q9,0

| wi —ws [|x

9,0

N

1
C'HU1—U2 || -2 +— ||w1—w2 ”XT;
ME 2

q,0
e entao

lwr =z x, < C o —va || g

9,0

Portante, concluimos que a solugio de (3.20) € continua com rela¢io aos dados iniciais.
Para os casos

20 n

2
——<s<0ep=1+ oup =1+

p n(c—1)—os n(c—1)—os’

de maneira andloga, utilizando as estimativas (3.25) e (3.26) provamos a dependéncia
continua dos dados iniciais. No ltimo caso, feito no Passo 4 da demonstracao dos teorema

3.2 e 3.8, provamos o resultado utilizando as estimativas (3.29) e (3.30).
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4 Alguns casos de ma colocacao em espacos

de modulacao

4.1 Ma-colocagdo para (NS) em PM; (R")

Nesta se¢do, vamos mostrar a ma colocagdo do problema (NS) no espago
PM; _(R") com s < —1 e 1 < 0 < . Para isso, vamos mostrar que a dependéncia

continua da condicao inicial falha nesse caso.

Note que ¢ suficiente provarmos que o mapa de (PMy{,[ - || pu;l) para
(0,11, M2—11)’ | - ||C([o,1],M;})) definido por

O:fr— Lt Vel=MAP(e f) @ (et f))dr.

é descontinuo.

Observe que podemos tomar a existéncia de T" > 0 sendo maior que 1 se a

condic¢ao inicial for suficientemente pequena. Suponha que o mapa © ¢ continuo.

Assim, como O é bilinear e continuo entao é uma aplicagao limitada, ou seja,

existe C' > 0, tal que

§o Vet=DAP(e f) @ (etAf))dT‘ ‘C([O 1]

M _
2 <0 Ve PMGL
T Tl 7 Towr

Entao,
¢
sup ||| VIR @ ()| <O f [y
te(0,1) ||Jo Myl 2,0
Se a dimensao do espaco ¢ par, definimos a j-ézima componente de F f por
(_1)]'715;1{X(§ — Nep) + x(=§ — Ney) + x(§ + Nez) + x(=€ + Nea)}. (4.1)

para j = 1,...,n, onde N é um ntmero natural grande qualquer, e; = (1,0,...,0),
es = (0,1,...,0), & = (&,...,&) e x € a funcdo caracteristica cujo suporte é o seguinte
conjunto

{€eR"1<E <2sejéimpar,—2<¢ < —1sejépar}.

Assim, segue que div f = 0. Entao, temos que

I f llag, < CN. (4.2)
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1
Por outro lado, tomando t = el obtemos

JNQ Ve8Pt ) @ (2 f))dr|| > ON-2. (4.3)
0

S
MQJ

De fato, pelo Teorema de Plancherel e da desigualdade de Housdorff-Young

(ver p. 9), temos que

=

S
M,

f Y QelAP(S £) @ (¢! f))dr 2 f T QelIAP(S £) @ (¢! f))dr
0 0

L2

> ||[poF (JNQ Vel IEP(e f) © (6tAf))) dr
0

L2

|| [ o (Ve n2B @ (e )
0

L2
> fQ @OZSJ DI < 1€]2 2§> [(e™ f5) (€72 f1)]dr
0

onde f; denota a j-ézima componente de f, e a ultima desigualdade ¢ obtida considerando

I

L2

apenas a primeira coordenada da transformada de Fourier. Por simplicidade, definimos

F(r,¢) :=¢o<£>i@e‘< f'2< WZ@) [(e72 ) (e f)]

Se tomarmos & = (107%,1071,0,...,0), temos F(7,&) # 0, para todo T €

1
[0, N2] Assim, existe 6 > 0 independente de N e um aberto £ < R" com &, € E, tal que
1
[F(r.€)| >0, vrel0, 5], VEe L.
Assim,

w s | 51

F dr|| = = d ==

J;] (7—7 5) T 2 L T ‘ 2N2

L*(E)

Logo, obtemos (4.3).

Agora, note que de (4.2) e (4.3) obtemos uma contradi¢ao. Portanto, o operador

© nao é continuo e assim concluimos a ma-colocagao de (NS) nessas condigoes.

Se a dimensao do espago é impar, definimos a j-ézima componente de F(f)

cOomo

{ 27161\ (€ — Nex) + x( €1) + X(§ + Nez) + x(=€ + Nea))}, sej=13
(=1)’ X

—¢—N
GHX(E = Ney) + x (€= N

e1) + x(€+ Ney) + x(—=€ + Neg))}, em caso contrario
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A diferenca nesse caso é a forma de garantir que div f = 0. Fazendo G(§) = x(§ — Ney) +
X(=& = Neq) + x(§ + Nea) + x(=€ + Nes)), temos que

O;fi =27 'F'G | sej=1,3
Oify =i(-1)TFTG  sej=24,.m

Assim, div f = 0 e podemos tratar esse caso de maneira analoga ao caso de dimensao par.

4.2 Ma-colocagdo para (H) em M; (R")

No Teorema 3.3 demonstrado no capitulo 3, consideramos relagoes entre p, s
e o que foram importantes para mostrar a existéncia da solugao e principalmente a boa
colocacao da mesma. Nesta se¢ao, iremos provar que essas condi¢oes sao étimas, ou seja,
que para oS €asos
2 (n+2)o
p>—oup>————,
—$ n(oc—1)—os
a boa-colocacao de (H) falha em M .

_2 _2
Assumimos que o mapa de (M, ", || - [|a; ) para (C([0,1], My /), || - || 2
’ 7 ’ c([0,1],M, ;)

) definido por
t
O: fr—— f el=T8 (e f)Pdr,
0
é continuo.

Note que

Jt e(t—T)A(e(TAf)pdT _ th et—T)A(erAf> . (eTAf)d’T

0

— Jt et*T)A(eTAf) R...® (eTA)dT.

0

Logo, © ¢é multilinear e entao segue da continuidade que existe C' > 0, tal que

t
f e(t—T)A(eTAf)pdT

0

sup
te(0,t)

<Cl f I, - (44)

M3,
Consideremos primeiramente o caso p > —=. Seja F(f) definida por
s

Ff=x(§—Ne)+x(E+ (p—1)Ney),

onde N é um ntimero natural grande, e; = (1,0,...,0) e x é a funcao caracteristica cujo

suporte é o conjunto
E={=(&,....&)eR—-1<§<1,j=1,...,n}.

Assim, obtemos
I £ s < NP (4.5)
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Por outro lado, tomando t =

De fato, da Desigualdade de Housdorff-Young, podemos estimar

F <JN2 e(]\}QT)A(eTAf)pdT>
0

1
ﬁ]efeE,existeC>O

1
EE temos que
1

JNZ e(ﬁ_T)A(eTAf)pdT > CN2. (4.6)
0

S
M27(7

1
JNQ e(ﬁfT)A(eTAf)pdT >
0

S S
MQJ Mz,g

Por simplicidade, escrevemos xn(£) = x(§ — Ney). Se 7 € [0,
idependente de N, tal que

W ( 1

F ( e W—T)A(@TAf)pd7_> <£> > fNQ e—(ﬁ—T)K\Q(e—TKFXN(g) ek e_T‘glsz(f))dT
0 0

e f e wx o * X ()T
0
> CN2(xn - * XN * Xp-1)n) (§).

Como a medida de Lebesgue do suporte de suppxy e suppx(p—1)n sao iguais a medida de
E, obtemos (4.6).

Assim, de (4.4) a (4.6), obtemos uma contradigao. Portanto concluimos, a ma
colocagao nesse caso.
p(n+2)o
n(oc—1)—os

F(f) = x(L00NT(§ = Ney)) + x(L0ON (& + (p — 1)Ner)).

Agora vamos trabalhar o caso p > . Seja F(f) definida por

Entao, temos que
| £ Iy < ONPSE (47)

1
Por outro lado, tomando t = el obtemos

De fato, de maneira anédloga a prova de (4.6), podemos estimar

_1
JNQ e(ﬁ_T)A(GTAf)pdT > CN—Q-%—(p—l)n‘ (48)
0

S
M2,J

o 1. . - - -
J TN (A fdr|| = ONP (R x e x X Xepenw) ey s (49)
0

S
Mz,g

onde Xn (&) = x(100N~'(¢ — Neyp)). Neste caso, a medida de Lebesgue de suppyn e
suppX—p-1)n € 100" N™" vezes a medida de E. Dai, obtemos

| (Xnv % *x Xn * X—p-1)N) | 22(m)= CNP—n (4.10)

De (4.9) e (4.10) obtemos (4.8). Portanto, temos uma contradigao e assim concluimos a

ma-colocagao nesse caso.
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5 Conclusoes

Este trabalho, possibilita ao autor e ao leitor o contato com alguns conceitos
basicos da analise como transformada de Fourier, distribui¢des temperadas e multipliers
de Fourier, que sao de grande utilidade no estudo de equacoes diferenciais. O estudo dos
espagos de modulacao permite que nos familharizemos com espagos obtidos através de
operadores de decomposicao e a trabalhar com as normas desses espacos, que é o caso

também dos espagos de Besov, para citar mais um exemplo.

Vale ressaltar que os resultados estudados nesta dissertacao estendem os re-
sultados obtidos por Tsukasa Iwabuchi em [13], dando énfase aos espagos de modulacao
com indice de derivagao negativa. Além disso, para solucoes locais, se s = —1, a condigao
inicial ug estd inclusa no resultado de Miura [20] que provou a existéncia de solucao local
para ug € vmo " n gmo™*. No caso de solucdes globais, se —1 < s < 0, a condicdo inicial
estd inclusa nos resultados de Koch e Tataru [17] que provou a existéncia de solugao global

para ug € BMO™ .

Finalmente, os casos de ma-colocagao provados nesse trabalho nos dao condigoes
de otimalidade para o indice de derivagao s dos espagos M, , no caso das equagoes de

Navier-Stokes, e para a poténcia p no caso da equacao do calor semilinear.
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APENDICE A — Demonstracdo do Lema 2.1

Para provar o Lema 2.1, vamos utilizar a teoria de espacos de Marcinkiewiz
(também conhecido como LP-fraco ou espagos de Lorentz, ver mais detalhes em [1]). A
seguir introduziremos algumas notagoes. Definimos o rearranjo nao-crescente de uma

funcao mensuravel f em R" por
f*(N) = inf{t > 0;ms(t) < A},

onde my(t) é a funcao distribuicao de f, a qual é definida pela medida de Lebesgue do
conjunto

{reR™|f(z)] > t}.

Seja f** definida por

) =5 | s e
0
Assim, para 1 < 0 < o0, o espaco de Marcinkiewiz L>*(R"™) é dado por
LoP(R") = {f € SR™); | f ||powr< o0},

onde
H f HLa,oo: Sllp)\;f**<)\)
A=0

Agora, iremos provar um lema auxiliar que mostra algumas estimativas com

peso nos espagos de Marcinkiewiz e que sera ttil na prova do Lema 2.1.
n

Lema A.1. Sejam 1 < 0,071,009, v < 0, 0<a< — e =0.
o

. 1 1 o . V,00
(i) Se — = — + —, existe C' > 0 tal que para toda f € L"* temos
o v n
™ f o< C || f flzve -

1 1 1 + 1 1
(ii)Se/8<n(1+—)—ae—M=+—1, existe C' > 0,
o 09 o n 01 02

tal que

= 172 f) % g oo < C || f llzovooll g poaee , Vf € L7 e g € L7,

Demonstracao:
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Demonstracio de (i) Para A > 0 existe F\ < R", cuja medida de Lebesgue é A,

tal que
(g0 = 5 | tele s
< 3 [wrrmrma
< (; f: WAy wdy sup e f* ()

< CXT7sup v f*(p) < CX77 sup v f**(1a).
n>0 n>0

Multiplicando por /\%, obtemos

A7 (|27 f)™(A) < Csup v f**(p).

>0
Assim, || 2|7 f ||poe< C || f [[zvee.

Demonstragio de (ii) Pelo item (i), temos que
Izl 1P ) * g o< C UL 1Pf % g [lpowe -
Dai, aplicando a estimativa da convolugao em espacos de Marcinkiewiz, obtemos
Iz~ 17F) * g o< C L[ 1°f lporo| g [[pozee -

Finalmente, aplicando (i) novamente, obtemos o resultado desejado.

Agora, de posse deste resultado, podemos finalmente demonstrar o Lemma 2.1.
Aplicando (ii) do lema anterior e a inclusdo de Lebesgue em espagos de Marcinkiewiz,

obtemos

(- 1=8) g lwe < C N f Lol g |zoas
< Ol flloill gl - (A.1)

Para g € L72(R") fixo, vamos definir o operador T": L"* — L"*(R") por

T(f)(x) = lzI=( -7 = g)(@)

1) . (2) 1) (2

De (A.1), temos que T é limitado. Escolhendo v = vV, 1@ e vy = 11" 14”| respectiva-

mente, satisfazendo

v <o <@ y W <o < V{Q) e 9 < y@,

podemos aplicar o Teorema de Interpolagao de Marcinkiewiz (ver [1], p. 216) e obter que T’
pode ser estendido para um operador limitado de L' (R") para L?(R"). Portanto, obtemos

o resultado desejado.
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