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Resumo

O método de feixes em níveis tem se mostrado um algoritmo robusto para problemas

de otimização não suave. Uma das vantagens da variante em níveis está no parâmetro

de estabilização, que possui uma forma bem definida de atualização. Inspirados em um

trabalho recente, nosso objetivo foi estudar tal método aplicado à resolução de instâncias

de problemas de Steiner. Consideramos a resolução desses problemas do ponto de vista da

otimização não suave, de modo a explorar suas características geométricas.

A partir de uma técnica de diferenciação automática baseada em números duais, implemen-

tada em Julia, utilizamos um oráculo adequado ao cálculo dos subgradientes do problema

de interesse. Propusemos quatro formas distintas de implementação do método de feixes

em níveis, explorando a formulação primal, ou a dual equivalente, bem como o uso, ou

não, da técnica de compressão do feixe. Essas quatro versões foram o principal objeto de

estudo dos nossos experimentos numéricos. Com base na análise dos resultados numéricos,

tivemos fortes indícios de que tanto o oráculo é uma ferramenta bastante robusta para

o problema estudado, quanto as quatro versões implementadas do método de feixes em

níveis são capazes de obter resultados satisfatórios, com uma pequena vantagem para as

versões baseadas no problema primal, utilizando, ou não, a técnica de compressão.

Palavras-chave: Otimização não diferenciável. Otimização irrestrita. Método de feixes.

Diferenciação automática. Problema de Steiner. Experimentos numéricos.



Abstract

Level bundle methods have proven to be robust algorithms for non-smooth optimization

problems. One of the advantages of the level variant is the stabilization parameter, which

has a well-defined form of updating. Inspired by a recent work, our goal was to study such

a method applied to address instances of the Steiner problem. We have considered solving

these problems from the non-smooth optimization perspective, in order to take advantage

of their geometric features.

Using an automatic differentiation technique based on dual numbers, implemented in Julia,

we rested upon an oracle that turned out to be adequate for computing subgradients of

the problem of interest. We proposed four different ways of implementing the level bundle

method, exploring the primal, or the dual equivalent formulation, as well as the use, or

not, of the bundle compression technique. These four versions were the main object of

study of our numerical experiments. Based on the analysis of the numerical results, we

have noticed that, for the family of problems under consideration, not only the oracle is a

very robust tool, but also the four implemented versions of the level bundle method are

capable of obtaining satisfactory results, with a small advantage for the versions based on

the primal problem, using or not the compression technique.

Keywords: Nondifferentiable optimization. Unrestricted optimization. Bundle methods.

Automatic differentiation. Steiner problem. Numerical experiments.
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minimizadores locais são globais. Considerando a classe das funções convexas, podemos

dividi-la em duas subclasses distintas: as funções suaves e as funções não suaves. Existem

técnicas de otimização suficientemente simples, que aplicadas aos problemas de minimização

com funções da primeira subclasse conseguem obter resultados com ótima acurácia e muito

rapidamente. Esse é o caso, por exemplo, do método de Newton, aplicado a problemas com

derivadas segundas contínuas. No entanto, o mesmo já não pode ser dito para a segunda

subclasse. Isso porque, além do critério de parada dependente da norma do gradiente

avaliado no ponto corrente não poder ser utilizado em pontos de não diferenciabilidade,

temos que utilizar condições de otimalidade específicas para essa subclasse. Pensando

nisso, iremos apresentar um conceito muito importante na Secção 1.2, que nos permitirá

lidar com funções convexas, porém não suaves.

1.2 A ideia de subdiferenciabilidade

Na otimização suave, uma classe de métodos bastante utilizada é a dos métodos

de busca linear, que basicamente consistem em determinar uma direção de descida d a

partir de um de determinado ponto xk e calcular um tamanho de passo t que estabelecerá o

quanto se andará ao longo dessa direção, e então produzir o próximo iterado xk`1 “ xk ` td.

Para verificar se d é de fato uma direção de descida em xk testamos se ∇
Tfpxkqd ă 0, ou

seja, necessitamos da informação do gradiente da função no ponto para tal verificação. Será

que no caso não suave conseguimos fazer algo semelhante? Nesta seção vamos apresentar

algumas ferramentas utilizadas em substituição ao gradiente, e que nos darão alternativas

para lidar com a otimização não suave.

A primeira ferramenta necessária que vamos apresentar é o subgradiente:

Definição 3. Seja f : Rn Ñ R uma função convexa. Um subgradiente de f no ponto

x P R
n é um vetor s P R

n, tal que

fpyq ě fpxq ` sT py ´ xq, @ y P R
n. (1.3)

A partir da Definição 3, podemos pensar que queremos construir uma aproxi-

mação linear l para a função f no ponto x, em que lpyq :“ fpxq ` sT py ´ xq, de tal forma

que o valor lpyq esteja sempre abaixo do valor da fpyq para todo y P R
n. Claro que se f

for uma função suave, podemos substituir s por ∇fpxq e vamos obter a aproximação de

Taylor de primeira de ordem de f , que já nos fornece de forma única a função l. Agora,

se f tiver algum ponto de não-diferenciabilidade não seremos capazes de gerar uma l a

partir da aproximação de Taylor de primeira ordem nesse ponto, já que tal aproximação

não está definida nesse ponto, e é justamente para contornar essa dificuldade que vamos

utilizar um subgradiente de f em x. Note aqui que enfatizamos o artigo indefinido um e
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fôlego adicional para os métodos, pois iremos nos contentar em obter x tal que 0 P Bεfpxq.
Ou seja, aumentamos o nosso conjunto de busca, uma vez que Bfpxq Ă Bεfpxq para todo

ε ą 0. Do ponto de vista geométrico, é evidente que se a função f for diferenciável em x

então Bfpxq “ t∇fpxqu. A prova algébrica desse fato pode ser vista em [18, Prop. 3.4.53].

1.3 Elementos da dualidade

A teoria da dualidade estuda as relações e características entre um problema de

otimização original, que recebe o nome de Problema Primal, e um problema de otimização

associado a ele, que recebe o nome de Problema Dual. Nesta seção iremos estudar algumas

relações entre o par primal dual e veremos que em alguns casos é mais fácil de se resolver

o problema dual do que o problema primal. Um bom exemplo disso é quando o problema

primal é linear com um número muito grande de variáveis e um número pequeno de

restrições, pois como veremos, as variáveis do problema primal estarão associadas às

restrições do problema dual e as restrições do problema primal gerarão as variáveis do

problema dual.

Para compreendermos bem as relações entre os problemas primal e dual vamos

estudar o caso não-linear separadamente do caso linear, como fazem Izmailov e Solodov

em [18].

1.3.1 Caso Não-Linear

Um problema de otimização não-linear com restrições de igualdade e desigual-

dade é escrito da seguinte forma:

min
xPRn

fpxq
s.a hpxq “ 0

gpxq ď 0

(1.4)

em que f : Rn Ñ R, h : Rn Ñ R
m e g : Rn Ñ R

l. Tomando λ P R
m e µ P R

l
`, podemos

definir a função Lagrangiana L : Rn ˆ R
m ˆ R

l
` Ñ R:

Lpx, λ, µq :“ fpxq ` λThpxq ` µTgpxq. (1.5)

Note que para todo x viável temos que λThpxq “ 0, pois hpxq “ 0 e como µ

é não-negativo então µTgpxq ď 0 já que gpxq ď 0. Logo Lpx, λ, µq ď fpxq, para todos os

pontos viáveis do problema (1.4) e veja que se µ “ 0, então
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Lpx, λ, 0q “ fpxq ` 0 ` 0 “ fpxq,

logo o sup
pλ,µq P RmˆRl

`

Lpx, λ, µq coincide com fpxq para todo x viável.

Agora, se x é inviável então hipxq ‰ 0 para algum i P t1, ...,mu e/ou gjpxq ą 0

para algum j P t1, ..., lu. Supondo que gjpxq ď 0 para todo j P t1, ..., lu e hipxq ‰ 0 para

algum i P t1, ...,mu, vamos tomar

λj “
#

khipxq, se j “ i,

0, se j P t1, ...,muztiu,
(1.6)

com k ą 0. Com µ “ 0 e fazendo k Ñ 8 obtemos

Lpx, λ, µq “ fpxq ` khipxq2 Ñ 8.

Agora, supondo que gjpxq ą 0 para algum j P t1, ..., lu e hipxq “ 0 para todo

i P t1, ...,mu, vamos tomar λ “ 0 e

µi “
#

k, se i “ j,

0, se i P t1, ..., luztju.
(1.7)

com k ą 0. Novamente, fazendo k Ñ 8 obtemos

Lpx, 0, µq “ fpxq ` kgjpxq Ñ 8.

Com isso, mostramos que

sup
pλ, µq

Lpx, λ, µq “
#

fpxq se x é viável

8 se x é inviável.

Então, reescrevendo o problema temos:

min
x P Ω

#

sup
pλ, µq P RmˆRl

`

Lpx, λ, µq
+

, (1.8)

com Ω :“ tx P R
n | sup

pλ, µq P RmˆRl
`

Lpx, λ, µq ă 8u. Pela definição do conjunto Ω, podemos

trocar a ordem entre a maximização e a minimização sem alterar o valor ótimo, bem como

o supremo pelo ínfimo, desde que este último também seja finito. Dessa forma, obtemos o

problema dual

max
pλ, µq P ∆

!

inf
x P Rn

Lpx, λ, µq
)

, (1.9)

em que ∆ :“ tpλ, µq P R
m ˆ R

l
` : inf

xPRn
Lpx, λ, µq ą ´8u, que podemos escrever como

max
pλ, µq P ∆

φpλ, µq (1.10)
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em que ´φ é uma função convexa não-diferenciável, com φ definida da seguinte maneira:

φpλ, µq :“ inf
x P Rn

Lpx, λ, µq.

Em [2, Sec. 6.1] os autores apresentam a interpretação geométrica do problema

dual, iremos reproduzir aqui essa interpretação de maneira mais ilustrativa na Figura 8 e

assim como os autores, vamos assumir que não há restrições de igualdade pm “ 0q, temos

apenas uma restrição de desigualdade pl “ 1q e o domínio da variável x é um conjunto

convexo e limitado X, apenas para simplificar a nossa visualização.

Vamos trabalhar no plano y-z e por meio das relações y “ gpxq e z “ fpxq para

todo x P X, construímos a região G como a imagem do mapeamento de X no plano y-z.

O teorema de Weierstrass (conforme [18, Teorema 1.2.1]) vai nos garantir que f assume

valores máximo e mínimo em X, indicados na Figura 8(a) pelas ordenadas dos pontos A e

B, respectivamente. Definimos também a função

νpyq :“ mintfpxq : gpxq ď y, @ x P Xu.

Podemos observar na Figura 8(b) que para os pontos à esquerda de A, temos

νpyq “ 8, isso devido à inviabilidade dual, ou seja, a reta tangente a ν no ponto A é

paralela ao eixo z; e para pontos à direita de B, temos que a função ν permanece constante,

pois a ordenada de B é o valor mínimo que a função f assume em X.

Perceba que a compacidade de X não é essencial. Essa hipótese foi adicionada

para que a ilustração fique mais simples, pois seX fosse ilimitado, por exemplo, teríamos que

as ordenadas dos pontos A e B poderiam tender a mais e menos infinito, respectivamente.

Suponha agora que µ seja dado. Para determinar φpµq, precisamos minimizar

f`µg, para todo x P X, ou seja, queremos minimizar z`µy sobre os pontos em G. Observe

que z`µy “ cte é a equação de uma linha reta com inclinação ´µ e intercepta o eixo z em

cte. Para minimizar z ` µy sobre G, precisamos mover a reta z ` µy “ cte paralelamente

a si mesma o mais abaixo possível (ou seja, na direção oposta de seu gradiente) de forma

que ela ainda permaneça em contato com G. Em outras palavras, movemos essa linha

paralelamente até que o conjunto G fique acima da reta e o tangencie. A intersecção dessa

reta com o eixo z fornece φpµq, como mostra a Figura 8(c).

Note que o problema primal consiste em encontrar um ponto em G, tal que a

abscissa y ď 0 possua ordenada z mínima. Claramente podemos observar que esse ponto é

py˚, z˚q na Figura 8(d). O problema dual é, portanto, equivalente a encontrar a inclinação

do hiperplano suporte de G, de modo que sua intersecção com o eixo z seja máxima. Na

Figura 8(d), esse hiperplano possui a inclinação ´µ˚ e tangencia o conjunto G no ponto

py˚, z˚q. Assim, a solução dual ótima é µ˚ e o valor ótimo da função objetivo do problema

dual é z˚. Além disso, os valores objetivo primal e dual são iguais neste caso.
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(a) Mapeamento de X no plano y-z e curva νpyq. (b) Fronteira de inviabilidade do problema dual.

(c) Restrição perturbada gpxq ď y e valor dual φpµq. (d) Solução ótima do problema dual, quando y “ 0.

Figura 8 – Ilustração da interpretação geométrica do problema dual.

1.3.2 Caso Linear

Dado o problema de otimização linear da forma:

min cTx

s.a Ax ě b,
(1.11)

em que c, x P R
n, b P R

m e A P R
mˆn; podemos definir a função Lagrangiana: L :

R
n ˆ R

m
` Ñ R

Lpx, µq :“ cTx ` µT pb ´ Axq, (1.12)

e a partir daí, conseguimos escrever uma função φ associada ao problema (1.11):

φpµq “ inf
xPRn

Lpx, µq

“ inf
xPRn

 

cTx ` µT pb ´ Axq
(

“ inf
xPRn

 

pc ´ ATµqTx ` µT b
(

. (1.13)

Para que o ínfimo do problema (1.13) exista para qualquer x P R
n, isto é, que φpµq ą ´8,

precisamos tomar c´ ATµ “ 0, daí temos que inf
xPRn

Lpx, µq “ µT b. O problema dual será
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então dado pela maximização de φpµq, ou seja

max bTµ

s.a ATµ “ c

µ ě 0.

(1.14)

Note que o dual de um problema linear também é um problema linear, só que enquanto o

problema primal é um problema de minimização o dual é um problema de maximização.

Também podemos perceber que o vetor de custos do problema primal (1.11) c se tornou o

vetor dos termos independentes nas restrições do problema dual (1.14) e vice-versa.

1.3.3 O Caso Quadrático

Um problema de otimização quadrático estritamente convexo é escrito da

seguinte forma:

min
1
2
xTQx ` pTx

s.a Ax “ b

Cx ď d,

(1.15)

em que x, p P R
n; b P R

m; d P R
l; A P R

mˆn; C P R
lˆn e Q P R

nˆn é simétrica e definida

positiva. Colocando esse problema na forma padrão, temos:

min
1
2
xTQx ` pTx

s.a Ax ´ b “ 0

Cx ´ d ď 0,

(1.16)

Seu Lagrangiano é dado por:

Lpx, λ, µq “ 1
2
xTQx ` pTx ` λT pb ´ Axq ` µT pCx ´ dq

“ 1
2
xTQx ` pTx ´ λTAx ` λT b ` µTCx ´ µTdq

“ 1
2
xTQx ` xTp ´ xTATλ ` bTλ ` xTCTµ ´ dTµ

“ 1
2
xTQx ` xT pp ´ ATλ ` CTµq ´ dTµ ` bTλ.

(1.17)

A partir daí, conseguimos escrever uma função Φ associada ao problema (1.15):

Φpλ, µq “ inf
xPRn

Lpx, λ, µq

“ inf
xPRn

"

1
2
xTQx ` xT pp ´ ATλ ` CTµq ´ dTµ ` bTλ

*

.
(1.18)

Vamos verificar se o ínfimo dessa quadrática é atingido e para isso calculamos

o gradiente da Lagrangiana em relação a x, obtendo:
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∇xLpx, λ, µq “ Qx ` pp ´ ATλ ` CTµq.

Queremos encontrar os pontos estacionários da função Lagrangiana, logo, igualando esse

gradiente a zero temos
∇xLpx, λ, µq “ 0

ñQx ` pp ´ ATλ ` TCTµq “ 0

ñQx “ ATλ ´ p ´ CTµ.

Por hipótese, Q é definida positiva, então ela é invertível, o que nos garante que existe um

minimizador x que é escrito da seguinte forma:

x “ Q´1pATλ ´ p ´ CTµq. (1.19)

Então, o ínfimo da Lagrangiana é atingido em x e partir dessa solução podemos substituir

x por x em (1.18):

Φpλ, µq “ min
x

Lpx, λ, µq

“ min
x

"

1
2
xTQx ` pTx ` λT pb ´ Axq ` µT pCx ´ dq

*

“ ´1
2

pATλ ´ p ´ CTµqTQ´1pATλ ´ p ´ CTµq ` λT b ` µTd. (1.20)

O problema dual será então dado pela maximização de Φpλ, µq sujeito a µ ě 0, ou seja, o

dual de um problema quadrático também é um problema quadrático, cuja única restrição

é a não negatividade do multiplicador µ, o que torna esse problema muito mais simples

que o problema primal (1.15). No capítulo 4 iremos explorar essa vantagem.

Cabe observar que o caso mais interessante de se trabalhar com o problema

dual ocorre quando ele pode ser decomposto, mas o primal não. Por exemplo, quando o

primal possui função objetivo separável, e restrições de acoplamento, bem como restrições

lineares-afins separáveis, descritas por conjuntos Xi, isto é,

min
ÿ

i

fipxiq

s.a Ax “ b

xi P Xi,

com cada xi P R
ni , o problema dual tira proveito da separabilidade.

1.4 Números duais e a diferenciação automática

A diferenciação automática é uma técnica para calcular derivadas numéricas

de forma exata, ou seja, sem erros advindos de arredondamento ou aproximações.
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A ideia é definir um símbolo algébrico ε tal que ε ‰ 0, mas que ε2 “ 0. Assim

como os números complexos que envolvem o símbolo algébrico i, podemos definir os

números duais, que envolvem o símbolo algébrico ε, por exemplo, 1 ` 2ε ou π ´ 3ε.

Uma vez definida a aritmética de números duais (mais detalhes em [3]), similar

à dos números complexos, com as devidas adaptações decorrentes de ε2 “ 0, para encon-

trarmos a derivada de alguma função f em um ponto x de forma exata, precisamos apenas

calcular fpx ` εq, pois

fpx ` εq “ fpxq ` f 1pxqε.

Isso fica claro quando escrevemos a expansão em série de Taylor de fpx ` εq:

fpx ` εq “ fpxq ` f 1pxqε ` f2pxqε2

2!
` f3pxqε3

3!
` ¨ ¨ ¨

Como ε2 “ 0, apenas os primeiros dois termos não se anulam, logo, o valor que multiplica

ε é exatamente o valor da primeira derivada. Então, suponha que fpxq “ x2 e queremos

calcular o valor de f 1p1q, então basta calcularmos o valor de fp1 ` εq:

fp1 ` εq “ p1 ` εq2

“ 1 ` 2ε ` ε2
loomoon

0

“ 1 ` 2ε,

daí temos que fp1q “ 1 e f 1p1q “ 2, o que sabemos que é verdade. E isso vale para qualquer

função analítica, pois os números duais respeitam as regras de derivação (regra da cadeia,

regra do produto, regra do quociente e a regra do tombo).

Esse recurso será muito útil, pois como veremos na próxima seção, os métodos

de otimização não suave, em geral, baseiam-se na existência de um oráculo, isto é, dados

uma função f e um ponto x, o oráculo deve ser capaz de calcular o valor funcional e pelo

menos um subgradiente de f no ponto x. Com a diferenciação automática não precisaremos

nos preocupar em construir um oráculo para cada função, pois nosso oráculo vai usar o

pacote ForwardDiff 1, que contém rotinas capazes de obter derivadas, gradientes, jacobianas,

hessianas e derivadas de ordem superior de funções no Julia, usando o modo progressivo

de diferenciação automática (AD). Em [24] os autores apresentam com mais detalhes a

representação multidimensional de números duais em Julia e advogam o desempenho

competitivo do pacote, bem como as vantagens da compilação just-in-time (JIT) para

recompilar de forma transparente o código de um usuário não habituado com AD.

Cabe ressaltar que a diferenciação automática e particularmente o pacote

ForwardDiff não são uma panaceia, e podem falhar. De fato, o funcionamento depende

não só de como as funções intrínsecas estão implementadas internamente, como também

da forma com que as definimos em nossa programação.
1 Toda a documentação desse pacote pode ser encontrada no GitHub.
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Tanto os métodos de primeira ordem quantos os de segunda ordem buscam

determinar uma direção dk, em que no melhor caso será uma direção de descida, e um

tamanho de passo λk ą 0 e com isso temos que xk`1 “ xk ` λkd
k.

Queremos chamar a atenção aqui para o fato da direção dk ser uma direção

de descida da função f num ponto x nos melhores casos. Note que em Otimização Suave,

uma direção d era dita de descida para f num ponto x se dT
∇fpxq ă 0. Estendendo essa

ideia para Otimização Não Suave, podemos definir uma direção de descida da seguinte

maneira:

Definição 6. Se a direção d P R
n satisfaz

dTy ă 0 @y P Bfpxq,

então ela é dita direção de descida.

Apenas com a Definição 6 já vemos que para caracterizar uma direção de

descida precisamos conhecer todo o conjunto subdiferencial, o que nem sempre é possível.

Então, do ponto de vista prático, estamos interessados em métodos capazes de funcionar

com informações incompletas do subdiferencial, ou seja, métodos eficientes para resolver o

problema:

min
xPRn

fpxq (2.1)

em que f : Rn Ñ R é uma função convexa e não diferenciável.

Tendo isso em vista, todos os métodos que apresentaremos nas próximas seções

conterão uma rotina denominada oráculo. Essa rotina é capaz de fornecer o valor da função

num ponto bem como um subgradiente da função no ponto. Uma outra nomenclatura

conhecida pra essa rotina é caixa-preta ou simulador, pois tais informações podem provir

experimentalmente, ou por meio de simulações.

2.1 Métodos de Subgradiente

O primeiro método que vamos apresentar é o Método de Subgradientes. É o

método mais simples (e também o mais rústico e ineficiente que existe), mas a partir do en-

tendimento dele poderemos compreender a evolução e criação dos métodos mais sofisticados.

Sua descrição é dada no Algoritmo 1, que segue a apresentação de [5, Algorithm 9.2].

Aqui nos deparamos com a primeira problemática da Otimização Não Suave:

o critério de parada. Note que no caso suave, bastava verificarmos se }∇fpxkq} ă ǫtol,

ou seja, se o gradiente da k-ésima iteração está próximo do vetor nulo. Já no caso não

suave, precisamos verificar se o vetor nulo pertence ao subdiferencial da função na k-ésima
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iteração, ou seja, queremos testar se }sk} ă ǫtol com sk P Bfpxkq, o que pode nunca

acontecer. Isso porque o oráculo não é capaz de calcular todo subdiferencial. Tomemos a

função valor absoluto como exemplo, ou seja fpxq “ |x| e suponha que o oráculo retorne

sempre um subgradiente no fecho do subdiferencial. Sabemos que xk “ 0 é o minimizador

de f , porém nesse caso |sk| “ 1, então se ǫtol ă 1 o critério de parada nunca seria satisfeito.

Algoritmo 1 – Métodos de Subgradientes

Entrada: x1 P R
n e itmax P N.

k “ 1
repita

Passo 1: Receber informação do oráculo

Chamamos o oráculo para obter fpxkq e um subgradiente sk

Passo 2: Definir a candidata a direção de descida

dk “ ´ sk

}sk}
Passo 3: Efetuar busca linear

Encontramos, se possível, o passo λk ą 0 satisfazendo fpxk ` λkd
kq ă fpxkq.

Passo 4: Atualizar o iterado

xk`1 “ xk ` λkd
k

k Ð k ` 1
até k ě itmax;
Saída: x

Note também que no Passo 3, temos uma busca linear relaxada, pois como o

oráculo nos dá apenas um subgradiente e não o subdiferencial todo, não é possível dizer se

dk é uma direção de descida. Diferentemente do caso suave, em que a direção oposta ao

gradiente é sempre de descida, podemos ter vetores opostos aos subgradientes que não

sejam de descida. Consequentemente, é difícil estabelecer regras claras para o cálculo de

λk e as mais utilizadas têm uma taxa de convergência sublinear. Quando o valor ótimo da

função é conhecido, é possível fazer algumas melhorias para acelerar um pouco o método,

mas conhecer o valor ótimo é, em geral, uma hipótese forte.

Tendo isso em vista, começa a ficar claro que as implementações desses métodos

podem ser ineficientes devido aos problemas inerentes do algoritmo, por exemplo critérios

de parada nunca atingido, geração de direções que não são de descida, taxa de convergência

lenta, entre outros.

Contudo, já era de se esperar que não fosse possível ter um método comple-

tamente eficiente utilizando um único vetor do subdiferencial a cada iteração. Pensando
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nisso podemos pensar numa outra abordagem para atacar os problemas não suaves, em

que cada subgradiente calculado é salvo na memória e utilizado na iteração seguinte.

2.2 Método de Planos Cortantes

Se nós guardarmos o subgradiente de cada iteração, podemos construir um

modelo com planos que subaproximam o epígrafo da função objetivo, isto é,

epipfq :“ tpy, zq P R
n ˆ R | fpyq ď zu. (2.2)

Então, dados

fi :“ fpxiq e si :“ spxiq, @ i “ 1, 2, . . . , k, (2.3)

podemos construir um modelo, f̌ da seguinte maneira:

f̌kpyq :“ max
i“1,¨¨¨ ,k

tfi ` xsi, py ´ xiqyu.

Cabe uma observação referente à notação para o produto interno: a partir desse

ponto, passaremos a utilizar xu, vy ao invés de uTv, para melhor destaque e apresentação

dos elementos que envolverão índices e expressões.

Para encontrar a solução do problema (2.1), a cada iteração iremos resolver

o subproblema de minimizar o modelo sobre um conjunto convexo e compacto X. No

Algoritmo 2 vai ficar claro que se X não for compacto, nas primeiras iterações o modelo

poderia ser ilimitado inferiormente. Na Figura 12 podemos visualizar a filosofia do método.

Figura 12 – Algumas iterações do método de Planos Cortantes
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Pela definição de subgradiente (Definição 3) e pela construção do modelo, temos

que

f̌k ď f e f̌k ď f̌k`1 @ k,

e como f é convexa, o epígrafo dos planos cortantes f̌k vai se aproximando por baixo

do epígrafo da f conforme k vai aumentando. Então, é possível obtermos um critério de

parada bem definido, que seria o decréscimo nominal do modelo f̌ com relação à função

f , que iremos denotar por δ. Se δ for menor que uma certa tolerância, decretamos a

parada do método. Perceba que apesar de termos um critério de parada bem definido não

significa que já estamos no melhor dos mundos. Note que a sequência de valores funcionais

geradas por esse método não é necessariamente monótona. Um bom exemplo disso pode

ser observado na Figura 12, pois a sequência tfiu começa decrescente, porém f3 ą f2. Mais

adiante veremos que esse aspecto não-monótono da sequência de valores funcionais será

uma das motivação para a criação dos Métodos de Feixes.

Algoritmo 2 – Método de Planos Cortantes

Entrada: x1 P X, ǫtol ą 0 e itmax P N.

k “ 1
f̌0 “ ´8
repita

Passo 1: Receber informação do oráculo e verificar critério de

parada

Chame o oráculo para obter fpxkq e um subgradiente sk

Calcule δk “ fpxkq ´ f̌k´1pxkq

se δk ă ǫtol então

retorna xk

fim

Passo 2: Definir a candidata a direção de descida

dk P arg min
xk`d PX

f̌kpxk ` dq

Passo 3: Atualizar iterado

xk`1 “ xk ` dk

k Ð k ` 1
até δk ď ǫtol ou k ě itmax;
Saída: x

Se o epígrafo de f tiver um formato poliedral com poucas faces ou um formato

de V , este método pode ter um bom desempenho, no sentido de que para qualquer

tolerância ǫtol, em particular para ǫtol “ 0, o método converge em número finito de passos,

pois funções lineares por partes vão coincidir localmente com as aproximações do método

de planos cortantes. Mas em geral, não é esse o caso. E em um cenário mais caótico, se a
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função poliedral tiver muitas faces perto da solução, então o método vai precisar de muitas

iterações para convergir.

Além da geração de uma sequência, possivelmente não monótona de valores

funcionais, ainda temos alguns outros empecilhos. O principal deles é a instabilidade

numérica. De certa forma, o fato do método não ter nenhum controle sobre os valores

funcionais está relacionado com a instabilidade numérica. Na Figura 13 podemos ver que

ao se aproximar do minimizador de f , os planos de corte vão ficando quase horizontais e

consequentemente podemos gerar aproximações que acabam se afastando do minimizador.

Figura 13 – Note que x2 seria um bom candidato para minimizador, porém ao adicionar o
plano cortante associado a ele, o minimizador do modelo acaba se afastando
do minimizador da f , ou seja, o valor funcional f3 seria maior que f2.

Uma outra dificuldade está na quantidade crescente de planos cortantes con-

forme as iterações aumentam, o que amplia o número de restrições do subproblema. Em

geral, o excesso de planos de corte dificulta a resolução do subproblema de forma eficiente.

Visando estabilizar o processo e também ganhar eficiência na obtenção de um minimizador,

surgiram os métodos de feixes, que veremos a seguir.
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2.3 Método de Feixes

Nesta seção iremos apresentar a filosofia do Método de Feixes. Primeiramente,

vejamos o que seria um feixe. Assim como o método de planos cortantes, este método

também mantém uma memória dos pontos que são avaliados pelo oráculo até a iteração

corrente, bem como seus respectivos subgradientes; esse conjunto de dados, pontos e

subgradientes, é denominado feixe1 e é daí que vem a nomenclatura. Antes de apresentarmos

a variante de conjuntos de níveis, que é o foco deste trabalho, iremos explicar como

funciona essa estabilização numérica do método, que é um denominador comum entre suas

variantes, e verificar a equivalência do Método de Feixes em Níveis com algumas variantes.

Aqui já podemos notar um contraste entre o método de feixes e o de planos cortantes: os

subproblemas dos planos cortantes são problemas lineares, que são em geral os mais simples

de se resolver. Já no método de feixes, embora existam variantes com subproblemas lineares,

não lineares e até de programação inteira mista (conforme Frangioni [15]), usualmente

os subproblemas são quadráticos. Apesar de parecer que complicamos os subproblemas,

veremos mais adiante que na verdade eles têm uma estrutura bastante especial e é

justamente essa estrutura que vai nos permitir reduzir o tamanho do subproblema. Então,

o custo benefício de se trocar um subproblema linear por, por exemplo, um quadrático é

muito bom, pois além de conseguirmos reduzir o tamanho do subproblema (que era uma

das desvantagens do método de plano cortantes), ainda ganhamos a estabilidade numérica

como bônus.

2.3.1 Estabilização

A ideia da estabilização é impedir que a sequência se afaste do minimizador,

como na Figura 13. Para isso, seria interessante que o algoritmo guardasse o ponto com o

melhor valor obtido até a iteração corrente. Logo, notamos que esse algoritmo irá gerar

duas sequências: uma sequência de pontos yk, a partir dos quais iremos construir o modelo,

e uma sequência de pontos xk, que consiste dos pontos yk que produziram decréscimo

suficiente na função objetivo, ou seja, txku é uma sequência cujos elementos pertencem

à sequência tyku. Iremos denominar os pontos yk como candidatos e os pontos xk como

centros de estabilidade. Para gerar essas duas sequências iremos formular um subproblema

de acordo com os seguintes princípios de estabilização:

(a) A escolha de um modelo ϕk que seja convexo e conforme apontado por Frangioni em

[14], em geral seja uma subaproximação para a função objetivo, isto é, para todo
1 Em inglês: bundle.
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k temos ϕkpyq ď fpyq para qualquer y P R
n . Isso é o que vai nos permitir calcular

um decréscimo nominal. É importante trocarmos nossa notação, pois mais adiante

veremos que podemos construir um modelo que agrega todas as informações dos

planos de corte, porém sem necessariamente guardarmos todos os subgradientes que

os geraram, isso vai nos permitir fazer uma redução no feixe. A priori, podemos

continuar utilizando os modelos dos planos de corte, ou seja, ϕk “ f̌k, mas para isso

precisamos fazer uma correção ao modelo, uma vez que agora estamos interessados

em um modelo em relação ao centro de estabilidade xk. Para isso, precisamos definir

o erro que estamos cometendo ao assumir a linearização como uma aproximação

para a função objetivo em torno do centro de estabilidade. Relembrando da notação

introduzida em (2.3), vamos definir

ξi :“ fpxkq ´ rfi ` xsi, pxk ´ yiqys, i “ 1, 2, . . . , k.

Note que o termo entre colchetes é justamente a subaproximação de f , logo ξi ą 0

para todo i. E se relembrarmos da Definição 5, temos que si P Bξi
fpxkq. Com isso,

podemos finalmente definir o feixe:

B :“
 

psi, ξiq : si P Bξi
fpxkq, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , k

(

,

associado ao centro de estabilidade, seu valor funcional e seu subgradiente, ou seja,

a tripla pxk, fpxkq, spxkqq. Com isso, podemos escrever nosso modelo como sendo

ϕkpyq “ fpxkq ` max
i“1, ¨¨¨ , k

t´ξi ` xsi, py ´ xkqyu. (2.4)

Vale destacar que essa descrição para o feixe em que trocamos os pontos pelos erros

da aproximação nesses pontos permite economizar memória e ganhar eficiência.

(b) A escolha do centro de estabilidade xk, que será o ponto com o melhor valor obtido

até a iteração corrente. Existem diversas maneiras de se determinar o centro de

estabilidade, em geral essas diferentes maneiras é que são responsáveis pela existência

das variantes do método de feixes. Em outras palavras, cada variante vai definir

uma forma diferente de se obter o centro de estabilidade. Neste trabalho iremos

apresentar três variantes, mas o leitor pode encontrar diversas outras na referência

[20]. O centro de estabilidade é o que vai de fato impedir que a sequência se afaste do

minimizador, pois xk será atualizado apenas se o novo candidato yk`1 produzir um

decréscimo suficiente na função objetivo. Quando isso ocorre dizemos que tivemos um

passo sério2; já quando yk`1 não gera um decréscimo suficiente na função objetivo o

centro de estabilidade da próxima iteração permanece igual, ou seja, xk`1 “ xk e

quando isso ocorre dizemos que tivemos um passo nulo3.
2 Em inglês: serious step.
3 Em inglês: null step.
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(c) A escolha de uma norma | ¨ |k adequada, com a qual iremos controlar a distância dos

candidatos ao melhor ponto obtido até o momento, ou seja, a norma da diferença

entre o candidato e o centro de estabilidade. Então, seja Mk uma matriz quadrada,

simétrica e definida positiva; vamos tomar a norma induzida pelo produto interno:

| ¨ |2k :“ xMk¨, ¨y (2.5)

e sua norma dual

} ¨ }2
k :“ x¨, M´1

k ¨y. (2.6)

O papel dessa norma é impedir grandes oscilações, então mesmo que a sequência

tfpykqu esteja tendo oscilações, a sequência tfpxkqu vai ser sempre monótona não

crescente. E note que o subíndice k implica que essa norma pode variar ao longo

das iterações. Com isso, no início podemos escolher uma norma mais tolerante,

para permitir passos maiores enquanto estamos longe da solução e conforme k vai

aumentando, podemos aumentar a exigência por meio da norma, o que também é uma

forma de prevenir a instabilidade numérica que ocorreria próximo da solução. Mas é

importante destacarmos aqui que essa atualização da norma só é conveniente quando

temos passos sérios, uma vez que os passos nulos não geram nenhuma atualização

do centro de estabilidade.

Vamos apresentar o algoritmo genérico para o Método de Feixes, porém algumas

observações são pertinentes. No Passo 2, o subproblema estabilizado foi propositalmente

escrito de maneira abstrata, apenas deixando explícita a dependência da função que

descreve o modelo ϕk, do centro de estabilidade corrente xk e da norma primal. Escolhas

apropriadas serão apresentadas mais adiante.

Note que no Passo 3 temos um teste similar à Condição de Armijo, e que é

muito parecido com a ideia de métodos de região de confiança (ver [22]), pois estamos

verificando se o houve um decréscimo da f que seja ao menos uma fração α da redução

predita pelo modelo. Na próxima seção iremos apresentar uma variante que usa a filosofia

de região de confiança para resolver o subproblema (2.7). Outro ponto que merece destaque

é que, como iremos atualizar o centro de estabilidade apenas quando essa condição é

satisfeita, é possível que tenhamos redução simples fpyk`1q ă fpxkq, mas o decréscimo

não satisfaça o teste do Passo 3, baseado no decréscimo nominal. Por esta razão é que

dizemos que o centro de estabilidade é o ponto que obteve o melhor valor objetivo até o

momento, e não o menor.
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Algoritmo 3 – Método de Feixes

Entrada: y1 P X, ǫtol ě 0, e α P p0, 1q.
Inicializa os parâmetros:
δ1 “ 8 , | ¨ |k , itmax P N , x1 “ y1, M1 P R

nˆn positiva definida e k “ 1

Envia y1 para o oráculo.

repita

Passo 1: Receber informação do oráculo e verificar critério de

parada

Constrói modelo ϕk

se δk ă ǫtol então

x‹ “ xk

fim

Passo 2: Determinar um novo candidato

Resolve o subproblema estabilizado (spe):

yk`1 “ argmintspepϕk, x
k, | ¨ |kqu (2.7)

Define:
δk`1 “ fpyk`1q ´ ϕkpyk`1q

Passo 3: Efetuar o teste de descida

Envia yk`1 para o oráculo
se fpxkq ´ fpyk`1q ě αδk`1 então

xk`1 :“ yk`1 #Passo Sério

senão

xk`1 :“ xk #Passo Nulo

fim

Passo 4: Incrementar o modelo

Inclui yk`1 no modelo
Atualiza parâmetros para a próxima iteração
Define Mk`1

k Ð k ` 1
Volte ao Passo 1.

até δk ă ǫtol ou k ě itmax;
Saída: x‹

Vamos denotar por Ks o conjunto de índices k associados aos passos sérios.

Em particular, quando temos infinitos passos sérios, a sequência tδkukPKs
é convergente

sempre que (2.1) tiver minimizadores.
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Lema 1 (Boa definição do Algoritmo 3). Considere o Algoritmo 3 e suponha

que ele execute infinitas iterações. Seja f˚ :“ lim
kPKs

fpxkq e assuma que f˚ ą ´8,

então

0 ď
ÿ

kPKs

δk ď f1 ´ f˚

α
.

Demonstração. Veja que como a tolerância de parada ǫtol é não negativa, para que o

algoritmo faça infinitas iterações, o decréscimo nominal precisa ser sempre maior que zero,

ou seja, δk ą 0 para todo k P Ks. Tomando um índice arbitrário k P Ks, e como em Ks

estão indexados todos os passos sérios, então xk`1 “ yk`1 e

fpxkq ´ fpxk`1q “ fpxkq ´ fpyk`1q ě αδk`1.

Agora tomemos o índice subsequente a k em Ks, vamos denotá-lo por k1. Então, entre k e

k1 o algoritmo produz apenas passos nulos, mantendo assim seu centro de estabilidade, ou

seja, xk`1 “ xk`j para todo j “ 2, ¨ ¨ ¨ , k1 ´ k. O teste de descida em k1 ´ 1 nos fornece

fpxkq ´ fpxk1q ě αδk1 , (2.8)

o que nos permite definir o novo centro de estabilidade xk1

. Para um índice qualquer

k2 P Ks, temos

α

ki“k2
ÿ

ki PKs

i PN

δki

p2.8q
ď

ki“k2
ÿ

ki PKs

i PN

fpxki´1q ´ fpxkiq

“ f1 ´ fk2

ď f1 ´ f˚,

em que a igualdade vem da soma telescópica. Então dividindo por α ambos os lados da

desigualdade vem
ki“k2
ÿ

ki PKs

i PN

δki
ď f1 ´ f˚

α
.

Fazendo k2 Ñ 8 concluímos a demonstração.

Este resultado nos garante a convergência do método sempre que o algoritmo

gera uma sequência infinita de passos sérios. Isso porque a sequência de valores funcionais

tfpxkqukPKs
é estritamente decrescente e então ou tfpxkqu Ñ ´8, quando f é ilimitada

inferiormente e txku é trivialmente uma sequência minimizante; ou tfpxkqu Ñ f˚ e,

principalmente, tδku Ñ 0; essa relação é a chave para mostrarmos adiante a convergência

do método nos itens (ii) e (iii) do Lema 2. Por fim, note que se ǫtol ą 0, sob a hipótese de

limitação para f no Lema 1, então o Algoritmo 3 fará um número finito de iterações. Na

Seção 2.3.4 iremos nos apoiar neste resultado para a análise de convergência.
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2.3.2 Algumas variantes do Método de Feixes

Iremos apresentar três variantes do método de feixes: Níveis, Região de Confi-

ança e Proximal. Qualquer uma dessas variantes produzirá o subproblema estabilizado

(2.7) mencionado no Passo 2 do Algoritmo 3.

A variante via Região de Confiança, como o próprio nome já diz, se baseia no

método de região de confiança (ver [22] para mais detalhes sobre esse método em específico)

e estamos interessados em minimizar o modelo ϕk sujeito a uma região em que se confia

que o modelo representa bem a função objetivo. Essa região vai estar centrada no centro

de estabilidade xk e terá um raio κk pré-definido. Matematicamente, podemos escrever o

subproblema da seguinte maneira:

min ϕkpyq
s.a |y ´ xk|2k ď κk.

(2.9)

O decréscimo nominal é definido como δk`1 :“ fpxkq ´ ϕkpyk`1q. Um dos critérios de

parada nessa variante é o tamanho do raio da região de confiança, κk, pois conforme

k Ñ 8 temos que κk Ñ 0.

A variante que estamos interessados em explorar neste trabalho é a variante

com níveis, na qual queremos um ponto que minimiza a distância ao centro de estabilidade,

com a restrição de que o valor funcional do modelo nesse ponto não ultrapasse o valor

pré-fixado ℓk. Aqui podemos estabelecer um paralelo com a variante de região de confiança.

Enquanto na região de confiança estamos minimizando o modelo sujeito a uma restrição

no domínio, nesta variante vamos minimizar a norma da diferença entre o ponto e o centro

de estabilidade sujeito a uma restrição na imagem do modelo. Matematicamente, neste

caso podemos escrever o subproblema da seguinte maneira:

min
1
2

|y ´ xk|2k
s.a ϕkpyq ď ℓk.

(2.10)

E assim como na variante anterior, o decréscimo nominal também é definido como δk`1 :“
fpxkq ´ ϕkpyk`1q. Iremos explorar mais características dessa variante na próxima seção.

Por último, temos a variante Proximal, em que adicionamos uma parcela

positiva ao modelo ϕk, relacionada com a distância do ponto até o centro de estabilidade.

Quanto mais longe do centro de estabilidade, maior é o valor dessa parcela, penalizando

assim o valor da função objetivo. Isso faz com que o método dê preferência para os pontos

próximos ao centro de estabilidade xk. Matematicamente, escrevemos o subproblema da

seguinte maneira:

min
yPRn

ϕkpyq ` 1
2
µk|y ´ xk|2k (2.11)
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em que µk ą 0 é uma fator de regularização responsável por intensificar o valor da

penalização. Essa variante tem duas características: a primeira, e melhor delas, é de que

temos um subproblema irrestrito, e a segunda é um pouco menos restritiva com relação ao

decréscimo nominal, que é definido como

δk`1 :“ fpxkq ´
ˆ

ϕkpyk`1q ` 1
2
µk|yk`1 ´ xk|2k

˙

. (2.12)

Note que podemos rearranjar os termos (2.12) da seguinte maneira:

δk`1 “ fpxkq ´ ϕkpyk`1q
looooooooomooooooooon

δrestrito
k`1

´
ˆ

1
2
µk|yk`1 ´ xk|2k

˙

“ δrestrito
k`1 ´

ˆ

1
2
µk|yk`1 ´ xk|2k

˙

, (2.13)

em que δrestrito
k`1 é o decréscimo nominal dos problemas (2.9) e (2.10). Logo o decréscimo

nominal da variante proximal é menor que o decréscimo nominal das variantes via região

de confiança e via níveis.

Vale ressaltar que existem outras variantes do método de feixes, inclusive

uma que combina a variante Proximal com a variante em Níveis, chamada de método de

feixes duplamente estabilizado4, em que o algoritmo escolhe automaticamente qual método

usará para definir o próximo iterado. Dessa forma, é possível combinar a simplicidade

de atualização do parâmetro de nível para produzir uma regra simples e eficiente para

atualizar o parâmetro proximal, acelerando assim o processo de otimização. Para mais

detalhes ver [10] e [6].

O próximo resultado, é muito importante, pois estabelece formalmente a equi-

valência das três variantes do método que foram apresentadas anteriormente.

Teorema 1 (Equivalência dos subproblemas quadráticos). Considere os pro-

blemas (2.9), (2.11) e (2.10), com a mesma norma | ¨ |k. As três condições abaixo

são satisfeitas:

(i) Dado κk ą 0, seja yk`1 solução do problema (2.9). Então existe µk ą 0 tal que

yk`1 também resolve o problema (2.11).

(ii) Dado µk ą 0, seja yk`1 solução do problema (2.11). Então existe ℓk P R tal

que yk`1 também resolve o problema (2.10).

(iii) Dado ℓk P R, seja yk`1 solução do problema (2.10). Então existe κk ě 0 tal

que yk`1 também resolve o problema (2.9).

4 Em inglês: doubly stabilized bundle method
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Demonstração. A demonstração abaixo é uma versão um pouco mais detalhada da de-

monstração encontrada em [5, Sec. 10.3].

(i) Seja yk`1 solução do problema (2.9), que é convexo e satisfaz a condição de Slater

[4, Proposição 5.3.1], pois κk ą 0 e xk é interior à bola centrada em xk, de raio
?
κk.

Portanto, existe um multiplicador associado λ ě 0, λ P R, para o qual a solução para

(2.11) é obtida minimizando a Lagrangiana, ou seja, yk`1 “ argmin
yPRn

Lpy, λq em que

Lpy, λq :“ ϕkpyq ` 1
2
λ
`

|y ´ xk|2k ´ κk

˘

.

Daí temos que yk`1 resolve o problema (2.11) com µk :“ λ.

(ii) Seja yk`1 solução do problema (2.11). Para todo y P R
n temos

ϕkpyk`1q ` 1
2
µk|yk`1 ´ xk|2k ď ϕkpyq ` 1

2
µk|y ´ xk|2k.

Em particular, se ℓk :“ ϕkpyk`1q, então para todo y tal que ϕkpyq ď ℓk, temos

1
2
µk|yk`1 ´ xk|2k ď 1

2
µk|y ´ xk|2k.

Como µk é sempre positivo, então temos que yk`1 resolve o problema (2.10) com

ℓk :“ ϕkpyk`1q.

(iii) Seja yk`1 solução do problema (2.10). Como o conjunto viável de (2.10) é poliedral

e a função objetivo é quadrática convexa, se ϕkpyk`1q ă ℓk então yk`1 “ xk e o

resultado vale com κk “ 0. Suponhamos então que ϕkpyk`1q “ ℓk e ϕkpxkq ě ℓk, ou

seja, o centro de estabilidade não é estritamente interior ao conjunto viável. Dessa

forma, tomando κk :“ |yk`1 ´ xk|2k, segue que yk`1 resolve o problema (2.9), pois

yk`1 minimiza ϕkpyq no conjunto ty P R
n | |y ´ xk|2k ď κku.

Tendo em vista a equivalência estabelecida no Teorema 1 entre as três variantes

que apresentamos, assim como em [5] vamos utilizar a variante proximal do método de

feixes para apresentar a seguir um resultado que irá nos auxiliar a caracterizar a solução

do subproblema quadrático e estabelecer algumas relações fundamentais entre as medidas

nas normas primal e dual:
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Lema 2 (Caracterização da solução do subproblema proximal.). Sejam yk`1

a solução única do problema (2.11) e µk ą 0. Então

yk`1 “ xk ´ 1
µk

M´1
k ŝk em que ŝk :“

mk
ÿ

i“1

γis
i, (2.14)

e γ P R
mk
` é a solução de

min
γ Pr0, 1smk

1
2

›

›

›

›

›

mk
ÿ

i“1

γis
i

›

›

›

›

›

2

k

` µk

mk
ÿ

i“1

γiξi

s.a
mk
ÿ

i“1

γi “ 1, γ ě 0.

(2.15)

Além disso, as seguintes relações são satisfeitas:

(i) ŝk P Bϕkpyk`1q;

(ii) δk`1 “ εk ` 1
2µk

}ŝk}2
k, em que definimos εk :“

mk
ÿ

i“1

γiξi e

(iii) ŝk P Bεk
fpxkq.

Demonstração. Reescrevendo o problema (2.11) com uma variável extra

min
py, rqPRnˆR

r ` 1
2
µk|y ´ xk|2k

s.a r ě fpxkq ´ ξi ` xsi, py ´ xkqy, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k,
(2.16)

a Lagrangiana correspondente, para γ P R
mk
` , será

Lpy, r, γq “ r ` 1
2
µk|y ´ xk|2k `

mk
ÿ

i“1

γipfpxkq ´ ξi ` xsi, py ´ xkqy ´ rq

“
˜

1 ´
mk
ÿ

i“1

γi

¸

r ` 1
2
µk|y ´ xk|2k `

mk
ÿ

i“1

γipfpxkq ´ ξi ` xsi, py ´ xkqyq.

Note que como o problema (2.11) possui função objetivo fortemente convexa, possui uma

única solução yk`1. O problema equivalente (2.16) tem restrições lineares, então existe um

multiplicador ótimo γ associado à solução yk`1. E como ambos são problemas convexos,

não há folga de dualidade, logo pyk`1, γq pode ser obtido tanto pelo problema primal

(2.16), que também pode ser expresso como

min
py, rqPRnˆR

max
γPR

mk
`

Lpy, r, γq, (2.17)

quanto por seu problema dual

max
γPR

mk
`

min
py, rqPRnˆR

Lpy, r, γq. (2.18)



Capítulo 2. Métodos Computacionais para Otimização Não Suave 46

Tanto o problema (2.17) quanto (2.18) têm o mesmo valor ótimo, no entanto, o problema

(2.18) envolve a minimização irrestrita de L com respeito a r. Perceba que para que o

valor ótimo dual seja finito, o termo r precisa ser eliminado, isso implica que
mk
ÿ

i“1

γi “ 1.

Em outras palavras, γ pertence ao simplex unitário ∆k :“
#

u P r0, 1smk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

mk
ÿ

i“1

ui “ 1

+

.

Com isso, podemos reescrever os problemas (2.17) e (2.18), respectivamente,

como:
min
yPRn

max
γPR

mk
`

Lpy, γq ” max
γPR

mk
`

min
yPRn

Lpy, γq, (2.19)

em que Lpy, γq :“ fpxkq ` 1
2
µk|y ´ xk|2k `

mk
ÿ

i“1

γipξi ` xsi, py ´ xkqyq.

Note que para cada γ P ∆k fixo, podemos definir ypγq :“ argmin
y

Lpy, γq e o

minimizador y satisfaz ∇yLpγ, ypγqq “ 0Rn , ou seja,

0Rn “ µkMkpypγq ´ xkq `
mk
ÿ

i“1

γis
i. (2.20)

Em particular, quando γ “ γ temos que ypγq “ yk`1, então (2.14) é satisfeita.

Perceba que a partir da caracterização de yk`1 dada em (2.14), conseguimos

escrever ŝk da seguinte maneira:

ŝk “ ´µkMkpyk`1 ´ xkq. (2.21)

Agora, vamos expandir o quadrado da norma dual da segunda parcela em (2.20):
›

›

›

›

›

mk
ÿ

i“1

γis
i

›

›

›

›

›

2

k

“
C

mk
ÿ

i“1

γis
i, M´1

k

mk
ÿ

i“1

γis
i

G

p2.14q

“ xŝk, M´1
k ŝky

p2.21q

“ x´µkMkpyk`1 ´ xkq, M´1
k p´µkMkpyk`1 ´ xkqqy

“ µ2
kxMkpyk`1 ´ xkq, pyk`1 ´ xkqy

“ µ2
k|yk`1 ´ xk|2k.

Daí, dividindo por µk de ambos os lados temos:

1
µk

›

›

›

›

›

mk
ÿ

i“1

γis
i

›

›

›

›

›

2

k

“ µk|yk`1 ´ xk|2k, (2.22)

e então

Lpypγq, γq “ fpxkq ´ 1
2µk

›

›

›

›

›

mk
ÿ

i“1

γis
i

›

›

›

›

›

2

k

´
mk
ÿ

i“1

γiξi.
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Como fpxkq é fixo,

max
γ Pr0, 1smk

Lpypγq, γq “ fpxkq ´ min
γ Pr0, 1smk

$

&

%

1
2µk

›

›

›

›

›

mk
ÿ

i“1

γis
i

›

›

›

›

›

2

k

´
mk
ÿ

i“1

γiξi

,

.

-

.

Com isso, além de verificarmos que γ é a solução do problema (2.15), ainda

podemos mostrar as três relações adicionais:

(i) Escrevendo a condição de otimalidade de (2.11) e usando a definição de ŝk e a sua

expressão em (2.21) vem:

0 P Bϕkpyk`1q ` µkMkpyk`1 ´ xkq “ Bϕkpyk`1q ´
mk
ÿ

i“1

γis
i “ Bϕkpyk`1q ´ ŝk.

Logo ŝk P Bϕkpyk`1q.

(ii) Como não temos folga de dualidade, o valor ótimo primal e dual são iguais, ou seja

ϕkpyk`1q ` 1
2
µk|yk`1 ´ xk|2k “ fpxkq ´ 1

2µk

›

›

›

›

›

mk
ÿ

i“1

γis
i

›

›

›

›

›

2

k

´
mk
ÿ

i“1

γiξi,

subtraindo fpxkq e multiplicando por p´1q de ambos os lados, obtemos:

fpxkq ´
ˆ

ϕkpyk`1q ` 1
2
µk|yk`1 ´ xk|2k

˙

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

δk`1

“ 1
2µk

›

›

›

›

›

›

›

›

›

mk
ÿ

i“1

γis
i

loomoon

ŝk

›

›

›

›

›

›

›

›

›

2

k

`
mk
ÿ

i“1

γiξi

loomoon

εk

.

Note que o lado esquerdo é exatamente o decréscimo nominal definido em (2.12),

daí temos

δk`1 “ εk ` 1
2µk

›

›ŝk
›

›

2

k
.

(iii) Usando o fato de que f ě ϕk e o item (i), temos que para todo y P R
n

fpyq ě ϕkpyq ě ϕkpyq ` xŝk, py ´ yk`1qy,

daí temos

fpyq ě ϕkpyq ` xŝk, py ´ yk`1qy
“ ϕkpyq ` xŝk, py ˘ xk ´ yk`1qy
“ ϕkpyq ` xŝk, py ´ xkqy ´ xŝk, pyk`1 ´ xkqy

(2.49)

“ ϕkpyq ` xŝk, py ´ xkqy ´ xŝk,
1
µk

M´1
k ŝky

“ ϕkpyq ` xŝk, py ´ xkqy ` 1
µk

}ŝk}2
k

“ fpxkq ` xŝk, py ´ xkqy ´
ˆ

fpxkq ´ ϕkpyq ´ 1
µk

}ŝk}2
k

˙

.
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Utilizando a relação do item (ii) temos

fpyq ě fpxkq ` xŝk, py ´ xkqy ´ εk.

Logo, pela Definição 5, concluímos que ŝk P Bεk
fpxkq.

Veja que, assim como no métodos de planos cortantes, a cada iteração estamos

adicionando uma restrição ao subproblema e, naturalmente, muitas dessas restrições vão se

tornando redundantes, ou seja, não alteram em nada a solução do modelo quadrático. E isso

encarece a resolução do problema quadrático, sem contar que estamos gastando memória

armazenando todas essas informações. Pensando nisso, nesta seção vamos apresentar

estratégias para contornar essa dificuldade e dessa forma aperfeiçoar o funcionamento do

Algoritmo 3.

2.3.3 Compressão do Feixe

Conforme o número de iterações vai aumentando, o tamanho do feixe B também

vai aumentando, então para controlarmos o tamanho do feixe iremos introduzir um

mecanismo de seleção e compressão no Algoritmo 3.

Suponha que, na iteração k, o feixe possua mk B-pares da forma psi, ξiq, com

si P Bξi
fpxkq, que definem o modelo ϕk. Como vimos no Lema 2, conseguimos caracterizar

a solução do subproblema utilizando o vetor ŝk, que é uma combinação convexa de todos os

subgradientes do feixe, então perceba que se algum dos coeficientes dessa combinação for

nulo, ou seja γi “ 0, então o subgradiente e o erro ξi correspondentes não são necessários

para caracterização da solução. Por isso, os subgradientes correspondentes aos coeficientes

γi “ 0 são ditos dispensáveis enquanto os subgradientes correspondentes aos coeficientes

γi ‰ 0 são ditos indispensáveis.

Quando a cardinalidade de B atingir um número muito grande e pré-estabelecido

mmax, vamos aplicar as seguintes técnicas:

1. seleção dos B-pares dispensáveis, que poderão ser excluídos do feixe;

2. caso ainda restem muitos B-pares indispensáveis, iremos fazer uma compressão desses

B-pares num único B-par, denominado B-par agregado.

A agregação é uma técnica que vai nos permitir condensar todas as informações

essenciais do feixe em um único B-par, pŝk, εkq (em que ŝk e εk foram definidos no

Lema 2). No lugar de construirmos uma estabilização a partir dos planos cortantes, f̌k,
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quando fizermos a compressão iremos utilizar um modelo linear, denominado linearização

agregadora, que é definido da seguinte maneira

fapyq :“ fpxkq ´ εk ` xŝk, y ´ xky. (2.23)

Note que a função acima tem a mesma estrutura da função (2.4), porém ela condensa

todas as informações armazenadas no feixe até a iteração k, com a única exceção de que

nesse modelo não há um elemento yi tal que ŝk P Bfpyiq.

O resultado seguinte vai nos garantir algumas propriedades importantes que

são satisfeitas pela linearização agregadora e consequentemente vai nos permitir fazer a

limpeza do feixe B.

Lema 3 (Propriedades da Linearização Agregadora). Dada a linearização

agregadora definida em (2.23), as seguintes relações são satisfeitas:

(i) fapyq “ ϕkpyk`1q ` xŝk, y ´ yk`1y, para todo y P R
n.

(ii) fapyq ď ϕkpyq, para todo y P R
n.

(iii) Seja ψ : Rn Ñ R uma função convexa tal que ψpyq ě fapyq, para todo y P R
n

e ψpyk`1q “ fapyk`1q “ ϕkpyk`1q. Então

yk`1 “ argmin
y PRn

"

ψpyq ` 1
2
µk|y ´ xk|2k

*

. (2.24)

Demonstração. A demonstração sai quase que imediatamente da definição (2.23).

(i) Vamos reescrever e rearranjar os termos da seguinte expressão:

fpxkq ´ εk ` xŝk, yk`1 ´ xky
p2.14q

“ fpxkq ´ εk ` xŝk, ´ 1
µk

M´1
k ŝky

Lema 2 piiq

“ fpxkq ´ δk`1 ` 1
2µk

}ŝk}2
k ´ 1

µk

}ŝk}2
k

“ fpxkq ´ δk`1 ´ 1
2µk

}ŝk}2
k

p2.12q

“ ϕkpyk`1q ` µk

2
|yk`1 ´ xk|2k ´ 1

2µk

}ŝk}2
k

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

p2.22q
“ 0

“ ϕkpyk`1q.
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Somando xŝk, y ´ yk`1y de ambos os lados obtemos:

ϕkpyk`1q ` xŝk, y ´ yk`1y “ fpxkq ´ εk ` xŝk, yk`1 ´ xky ` xŝk, y ´ yk`1y
“ fpxkq ´ εk ` xŝk, yk`1 ´ xk ` y ´ yk`1y
“ fpxkq ´ εk ` xŝk, y ´ xky

p2.23q

“ fapyq.

(ii) Da relação (i) do Lema 2, temos que ŝk P Bϕkpyk`1q, isso significa que

ϕkpyq ě ϕkpyk`1q ` xŝk, y ´ yk`1y, @ y P R
n.

Mas pelo item (i) que acabamos de provar, o lado direito da desigualdade acima é

justamente fapyq. Logo

fapyq ď ϕkpyq, @ y P R
n.

(iii) Por último, temos que a condição de otimalidade do problema (2.24) é que 0 pertença

ao subdiferencial da função em yk`1, ou seja

0 P Bψpyk`1q ` µkMkpyk`1 ´ xkq p2.21q“ Bψpyk`1q ´ ŝk.

Esse resultado nos mostra que podemos fazer a redução do feixe sintetizando

todas as informações indispensáveis com a linearização agregadora. Note que poderíamos

também escrever o nosso modelo de uma forma desagregada, ou seja, da seguinte maneira:

ψpyq “ fpxkq ` max
i:γią0

t´ξi ` xsi, py ´ xkqyu.

Além disso, do Lema 3, podemos perceber que fa é minimal na classe de funções que estão

delimitadas por fa e ϕk e que deixam yk`1 invariante.

É importante compreendermos com afinco o papel que cada um desses elementos

têm na compressão do feixe. O primeiro deles é o valor mk, que é a cardinalidade do feixe na

iteração k, que iremos comparar com um parâmetro mmax, que será o máximo de elementos

que vamos permitir no feixe B. No início do algoritmo, ou seja, antes que mk ě mmax

pela primeira vez, o algoritmo é exatamente igual ao Algoritmo 3, já que o nosso modelo

ϕk “ f̌ e mk “ k. No entanto, devemos enfatizar que a necessidade de substituir os B-pares

pelo B-par agregado vai depender de quantos B-pares foram descartados na etapa de

seleção. Veja que nós poderíamos comprimir os B-pares restantes, independentemente de

sua quantidade, porém não estaríamos ganhando nada no sentido de informação, já que

todas as informações indispensáveis já estariam sendo utilizadas de forma desagregada,

então nesse sentido vamos fazer a compressão apenas quando a cardinalidade dos B-pares
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indispensáveis também for maior que mmax. Em outras palavras, esse número é diretamente

relacionado com a necessidade de realizarmos ou não a compressão do feixe. E além disso,

mmax vai determinar a dimensão de cada subproblema (2.15), ou seja, a dimensão da

variável γ.

O segundo aspecto muito importante que devemos considerar é quais os B-pares

que serão selecionados, isto é, quais deles iremos descartar. A seleção que apresentamos

até o momento sempre descarta os B-pares dispensáveis, ou seja, os que estão associados

com γi “ 0. Porém existem diversas formas de fazer essa seleção, por exemplo, poderíamos

descartar aqueles que tem os menores ξi, ou os mais antigos, ou ainda uma combinação

dessas opções. Contanto que o B-par agregado seja inserido toda vez que um B-par

indispensável for descartado, o algoritmo vai continuar convergindo. Obviamente, diferentes

formas de seleção vão ter diferentes impactos práticos na convergência.

O terceiro e último aspecto a ser considerado é o modelo. Suponha que tenhamos

descartado os p primeiros B-pares, então o modelo seguinte será

ϕk`1pyq “ max
"

max
pďiďk`1

tfi ` xsi, y ´ yiyu, ϕkpyk`1q ` xŝk, y ´ yk`1qy
*

“ max
"

fpxk`1q ` max
pďiďk`1

t´ξi ` xsi, y ´ xk`1yu, fapyq
*

.

Note que pelo Lema 3, a última função linear pode ser substituída por qualquer função ψ,

tal que ψ ě fa. E veja que neste caso, por construção, para todo k e para todo y P R
n

temos

fapyq ď ϕk`1pyq ď fpyq e ϕk`1pyq ě fk`1 ` xsk`1, y ´ yk`1y. (2.25)

Com isso em mãos, já podemos analisar a convergência do método e posterior-

mente apresentar o algoritmo da variante de Feixes em Níveis, bem como suas propriedades.

Na Seção 2.3.5 apresentaremos tanto a versão com o mecanismo de compressão quanto

sem, e então todas essas características ficarão mais claras.

2.3.4 Análise de Convergência da versão Proximal

Como vimos anteriormente no Lema 1, quando tδku Ñ 0 se ǫtol ą 0 então

o Algoritmo 3 executa um número finito de iterações, ou seja, ele vai parar em alguma

iteração klast. Quando δklast
ď ǫtol, pelo item (ii) do Lema 2, tanto εklast

quanto

›

›ŝklast

›

›

klast

µklast

são pequenos, logo pelo (iii) do Lema 2, o último passo sério antes de parar satisfaz a

seguinte relação de otimalidade aproximada

fpyq ě fpxklastq ´ }ŝklast}klast
|y ´ xklast |klast

´ εklast
, @y P R

n. (2.26)
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Da relação do ε-subdiferencial, como ŝk P Bεk
fpxkq temos

fpyq ě fpxkq ` xŝk, y ´ xky ´ εk, @y P R
n.

Na relação (2.26) o produto interno acima foi cotado por xŝk, y ´ xky ě }ŝk}k|y ´ xk|k.

Quando ǫtol “ 0, ou o algoritmo para por ter encontrado uma solução, com a

inclusão 0 P Bfpxklastq válida, ou itera infinitas vezes. Com base no resultado de equivalência

entre os subproblemas estabelecido no Teorema 1, a análise da convergência global dessas

duas possibilidades será feita com base na variante proximal com agregação, com as

seguintes características:

• As matrizes Mk são múltiplos escalares de uma matriz simétrica definida positiva M

escolhida no passo inicial: Mk “ ηkM com ηk variando apenas para k P Ks (indíces

associados aos passos sérios). Dessa forma, as normas primal e dual estão limitadas

pela norma Euclidiana usando λ e Λ autovalores extremos de M :

ηkλ} ¨ }2 ď | ¨ |2k ď ηkΛ} ¨ }2 e
1
ηkΛ

} ¨ }2 ď } ¨ }2
k ď 1

ηkλ
} ¨ }2. (2.27)

• A solução yk`1 do problema regularizado (2.11) é computada via (2.14) pelo dual

(2.15), com decréscimo nominal δk`1 dado por (2.12) e εk como no item (ii) do

Lema 2.

• O modelo ϕk de (2.4) é construído de acordo com as técnicas de compressão.

• A tolerância de parada é ǫtol “ 0.

Teorema 2 (Convergência dos Passos Sérios). Assumindo que o Algoritmo 3

com compressão gera uma sequência infinita de passos sérios xk, k P Ks, então ou

o conjunto solução do problema é vazio e tfpxkqu Ñ ´8 ou vale o seguinte:

(i) tδkuk P Ks
Ñ 0 e tεkuk P Ks

Ñ 0

(ii) Se para todo k P Ks temos

ηk`1 ď ηk e
ÿ

kPKs

ηk`1

µkηk

“ 8 (2.28)

então txku é sequência minimizante para o problema.

(iii) Se além de (2.28), existem constantes positivas ηmin e B tais que para todo

k P Ks

ηmin ď ηk e
ηk`1

µkηk

ď B (2.29)

então a sequência txku é limitada e converge para um minimizador do problema.
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Demonstração. (i) Observe inicialmente que, como ǫtol “ 0 e o algoritmo não pára, vale

que δk`1 ą 0 para todo k P Ks. Consequentemente, a sequência infinita tfpxkqu é

estritamente decrescente. Se o problema original não possui solução, esta sequência

vai para ´8. Caso contrário, pelo Lema 1, a série
ÿ

k P Ks

δk`1 converge. Logo o termo

geral vai para zero para todo k P Ks e pelo item (ii) do Lema 2, εk Ñ 0 para todo

k P Ks, pois δk`1 é a soma de dois termos não negativos.

(ii) Para mostrar (ii) vamos usar a definição de Mk e xk`1 (“ yk`1 em (2.14)) para

expandir o quadrado abaixo:

|xk`1 ´ x|2k`1 “ xxk`1 ´ x, ηk`1Mpxk`1 ´ xqy

“ ηk`1

B

xk ´ x ´ 1
µkηk

M´1ŝk, Mpxk ´ xq ´ 1
µkηk

ŝk

F

“ ηk`1

ηk

C

xk ´ x, ηkM
loomoon

Mk

pxk ´ xq
G

´ 2ηk`1

µkηk

@

pxk ´ xq, ŝk
D

` ηk`1

ηk

1
µ2

k

C

1
ηk

M´1

loomoon

M´1

k

ŝk, ŝk

G

“ ηk`1

ηk

|xk ´ x|2k ` ηk`1

µkηk

ˆ

2xx ´ xk, ŝky ` 1
µk

}ŝk}2
k

˙

.

Usando o item (iii) do Lema 2:

ŝk P Bεk
fpxkq ô fpxq ě fpxkq ` xŝk, x ´ xky ´ εk,

temos a limitação

2xx ´ xk, ŝky ď 2pfpxq ´ fpxkq ` εkq

e pelo item (ii) do Lema 2 podemos cotar o terceiro termo:

1
µk

}ŝk}2
k “ δk`1 ´ εk ď 2pδk`1 ´ εkq.

Assim, usando a relação ηk`1 ď ηk de (2.28) obtemos

|xk`1 ´ x|2k ď |xk ´ x|2k ` 2ηk`1

µkηk

pfpxq ´ fpxkq ` εk ` δk`1 ´ εkq

“ |xk ´ x|2k ` 2ηk`1

µkηk

pfpxq ´ fpxkq ` δk`1q. (2.30)

Para obter (ii), suponha por absurdo que existem x̃ P R
n e um escalar ρ ą 0 tais que

fpx̃q ă fpxkq ´ ρ para todo k P Ks. Como, pelo item (i), tδku Ñ 0, então existe kρ

tal que δk ď ρ

2
para todo k P Ks, k ě kρ. Logo escrevendo a relação (2.30) para
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x “ x̃, vem

0 ď |xk`1 ´ x̃|2k
ď |xk ´ x̃|2k ` 2ηk`1

µkηk

pfpx̃q ´ fpxkq
loooooomoooooon

ă´ρ

` δk`1
loomoon

ď ρ

2

q

ď |xk ´ x̃|2k ` 2ηk`1

µkηk

p´ρ ` ρ

2
q

“ |xk ´ x̃|2k ´ ηk`1ρ

µkηk

,

para todo k P Ks, k ě kρ. Somando essas desigualdades para kρ ď k P Ks, vem

0 ď |xkρ ´ x̃|2kρ
´ ρ

ÿ

k PKs
kěkρ

ηk`1

µkηk

.

Fazendo kρ Ñ 8, obtemos o absurdo pois o lado direito da desigualdade vai para

´8, ou seja, a expressão acima contradiz a ilimitação de (ii).

(iii) Tome x “ x̃ em (2.30) uma solução para o problema (2.1) e some para todo k P Ks.

Como fpx̃q ď fpxkq então

|xk ´ x̃|2k ă 2
ÿ

k PKs

ηk`1

µkηk`1

pfpx̃q ´ fpxkq
loooooomoooooon

ď0

`δk`1q

ď 2
ÿ

k PKs

ηk`1

µkηk`1
loooooomoooooon

p2.29q

ď B

` δk`1
loomoon

ą0

ă 8

Por (2.27) e (2.29), ηminλ}xk ´ x̃}2 ď |xk ´ x̃|2k.

Logo a sequência txku é limitada. Extraia uma subsequência txkiukiPKs
, convergente

para x̃ para i Ñ 8. Para ver que a sequência toda converge para x̃, dado ρ ą 0,

tome i suficientemente grande tal que

}xki ´ x̃}2 ď ρηminλ

2ηki
Λ

e
ÿ

k PKs
kěki

δk`1 ď ρηminλ

2
. (2.31)

Escrevendo a soma de (2.30) com x “ x̃, para k P Kse indo de ki a um k arbitrário,

k ą ki, vem

|xk`1 ´ x̃|2
k`1

ď |xki ´ x̃|2ki
`

k
ÿ

k PKs
kěki

δk`1.
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Por (2.27) e (2.29), seque que

ηminλ}xk`1 ´ x̃}2 ď |xk`1 ´ x̃|2
k`1

ď |xki ´ x̃|2ki
`

k
ÿ

k PKs
kěki

δk`1

ď ηki
Λ}xki ´ x̃}2 `

k
ÿ

k PKs
kěki

δk`1

(2.31)

ď ρηminλ

2
` ρηminλ

2
“ ρηminλ.

Logo }xk`1 ´ x̃}2 ď ρ. Sendo ρ ą 0 arbitrário, vemos que xk`1 está arbitraria-

mente próximo de x̃, concluindo assim a prova.

Teorema 3 (Convergência dos Passos Nulos). Assuma que o Algoritmo 3 com

compressão gera um último iterado xklast, seguido de uma sequência infinita de passos

nulos. Se para todo k ě klast,

µk`1 ě µk e µk ď µmax (2.32)

para alguma constante positiva µmax então a sequência tyku converge para xklast e

xklast minimiza f .

Demonstração. Para não carregar a notação, na prova vamos suprimir os índices klast e

denotar xklast e ηklast
por x e η, respectivamente.

Como as matrizes Mk só variam em passos sérios, para todo k ě klast,

| ¨ |2k “ ηx¨, M ¨y “: η| ¨ |2M e } ¨ }2
k “ 1

η
ηx¨, M´1¨y “:

1
η

| ¨ |2M´1 .

Para y P R
n arbitrário, considere a função

Lkpyq :“ ϕkpyk`1q ` 1
2
µkη|yk`1 ´ x|2M ` 1

2
µkη|yk`1 ´ y|2M .

Sendo yk`1, solução do problema (2.10), então

ϕkpyk`1q ` µkη

2
|yk`1 ´ x|2M ď ϕkpxq

e por (2.25) ϕkpxq ď fpxq, logo

Lkpyk`1q ď fpxq, @k ě klast. (2.33)
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Além disso, a identidade µkηMpx´ yk`1q “ ŝk e o lado direito da desigualdade em (2.25),

isto é, ϕk`1pxq ě fk`1 ` xsk`1, y ´ yk`1y, nos dão

ϕk`1pyq ě fk`1
loomoon

ěϕkpyk`1q

`xŝk, y ´ yk`1y

ě ϕkpyk`1qµkηxMpx ´ yk`1q, y ´ yk`1y
piq Lema 3

“ fapyq. (2.34)

De fato,

fapyq
(2.23)

“ fpxq ´ εk ` xŝk, y ´ xy

“ fpxq ` 1
2µk

}ŝk}2
k ´ δk`1 ` xŝk, y ´ xy

“ fpxq ` 1
2µk

}ŝk}2
k ´ fpxq ` ϕkpyk`1q ` µk

2
|yk`1 ´ x|2k ` xŝk, y ´ xy

“ ϕkpyk`1q ` 1
2µk

B

ŝk,
1
η
M´1ŝk

F

` µk

2

@

ηMpyk`1 ´ xq, yk`1 ´ x
D

` xŝk, y ´ xy

“ ϕkpyk`1q ` 1
2µkη

xµkηMpx ´ yk`1q, µkηpx ´ yk`1qy

` µkη

2
xMpyk`1 ´ xq, yk`1 ´ xy ` xµkηMpx ´ yk`1q, x ´ yk`1y

“ ϕkpyk`1q ` µkηxMpx ´ yk`1q, x ´ yk`1y ` µkηxMpx ´ yk`1q, y ´ xy
“ ϕkpyk`1q ` µkηxMpx ´ yk`1q, y ´ yk`1qy.

Usando a hipótese (2.32), a desigualdade (2.34) escrita para y “ yk`2, e a definição de Lk,

vem

Lk`1pyk`2q “ ϕkpyk`2q ` 1
2
µk`1η|yk`2 ´ x|2M ` 1

2
µk`1η|yk`2 ´ yk`2|2M

ě ϕkpyk`2q ` 1
2
µkη|yk`2 ´ x|2M

ě ϕkpyk`1q ` µkηxMpx ´ yk`1q, yk`2 ´ yk`1y ` 1
2
µkη|yk`2 ´ x|2M

“ Lkpyk`1q ´ 1
2
µkη|yk`2 ´ x|2M ` µkηxMpx ´ yk`1q, yk`2 ´ yk`1y

` 1
2
µkη|yk`1 ´ x|2M .

Expandindo a diferença de quadrados

|yk`2 ´ x|2M ´ |yk`1 ´ x|2M “ xyk`2 ´ x ` yk`1 ´ x, Mpyk`2 ´ yk`1qy
“ xyk`2 ´ yk`1 ` 2pyk`1 ´ xq, Mpyk`2 ´ yk`1qy
“ xyk`2 ´ yk`1, Mpyk`2 ´ yk`1qy

` 2xyk`1 ´ x, Mpyk`2 ´ yk`1qy
“ |yk`2 ´ yk`1|2M ` 2xMpyk`1 ´ xq, yk`2 ´ yk`1y
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obtemos a desigualdade

Lk`1pyk`2q ě Lkpyk`1q ` µkη|yk`2 ´ yk`1|2M . (2.35)

Como a sequência crescente tLkpyk`1qu é limitada superiormente por (2.33),

então essa sequência converge. Vamos mostrar agora que a sequência tyk`1u é limitada,

com tyk`1 ´ yku Ñ 0. Usando novamente a identidade µkηMpx ´ yk`1q “ ŝk e a relação

fa ď f de (2.25), temos que

Lkpyk`1q ` 1
2
µkη|yk`1 ´ x|2M “ ϕkpyk`1q ` µkη|yk`1 ´ x|2M

“ ϕkpyk`1q ` xx ´ yk`1, µkηMpx ´ yk`1qy
“ ϕkpyk`1q ` xx ´ yk`1, ŝkqy
piq Lema 3

“ fapxq ď fpxq.

Pela relação (2.33), Lkpyk`1q ď fpxq, @k ě klast e como µk ě µklast

Lkpyk`1q ` µklast

2
η|yk`1 ´ x|2M ď Lkpyk`1q ` µk

2
η|yk`1 ´ x|2M ď fpxq

ñ µklast

2
η|yk`1 ´ x|2M ď fpxq ´ Lkpyk`1q

loooooooomoooooooon

“:A

pě 0q

ñ|yk`1 ´ x|2M ď 2A
µklast

η
,

ou seja, tyk`1u é uma sequência limitada. Além disso, usando novamente que µk ě µklast
,

por (2.32),

Lk`1pyk`2q ě Lkpyk`1q ` 1
2
µkη|yk`2 ´ yk`1|2M

ě Lkpyk`1q ` 1
2
µklast

η|yk`2 ´ yk`1|2M

e passando ao limite obtemos que tyk`2 ´ yk`1u Ñ 0.

Como f é convexa, então é uma função localmente Lipschitz contínua com

subdiferencial localmente limitado. Sejam L a constante de Lipschitz e T o limitante para

o subdiferencial em uma região limitada contendo a sequência tyku. Usando a desigualdade

do lado direito em (2.25), isto é, ϕkpyq ě fk`1 ` xŝk`1, y ´ yk`1y

´ T
loomoon

}ŝk}ďT

}yk`1 ´ yk} ď xŝk, yk`1 ´ yky ď ϕkpyk`1q ´ fpykq.

Por outro lado, usando a desigualdade ϕk ď f de (2.25) vem

ϕkpyk`1q ´ fpykq ď fpyk`1q ´ fpykq ď L}yk`1 ´ yk}.
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Portanto, como tyk`1 ´ yku Ñ 0 quando k Ñ 8, segue que tϕkpyk`1q ´ fpykqu Ñ 0. Da

sequência limitada tyku extraímos uma subsequência convergente tykiu Ñ y quando i Ñ 8
e note que tyki`1u Ñ y, porque tyk`1 ´ yku Ñ 0.

Como f é Lipschitz e tyki`1 ´ ykiu Ñ 0, escrevemos

fpyki`1q ´ ϕki
pyki`1q “ fpyki`1q ´ fpykiq ` fpykiq ´ ϕki

pyki`1q
loooooooooomoooooooooon

Ñ0

,

para ver que quando i Ñ 8

fpykiq ´ ϕki
pyki`1q Ñ 0 e ϕki

pyki`1q Ñ fpyq. (2.36)

Para mostrar que x minimiza f , lembramos que para k ě klast, o teste de decrés-

cimo suficiente (fpxkq ´ fpyk`1q ě αδk`1) nunca mais é satisfeito. Portanto, multiplicando

por p´1q
fpyki`1q ´ fpxq ą ´αδki`1.

Adicionando δki`1 de ambos os lados dessa desigualdade e usando a definição de δk`1 em

(2.12) vem

0 ď p1 ´ αqδki`1 ď fpyki`1q ´ fpxq ` δki`1

“ fpyki`1q ´ ϕki
pyki`1q ´ 1

2
µki
η|x ´ yki`1|2M

ď fpyki`1q ´ ϕki
pyki`1q.

Passando ao limite com i Ñ 8 e usando (2.36) concluímos que δki`1 Ñ 0. Pelo item (ii)

do Lema 2 segue que εki
` 1

2µki

|ŝki |2M´1 converge para 0. Portanto, εki
Ñ 0 e ŝki Ñ 0 com

i Ñ 8, já que µk ď µmax conforme (2.32).

Agora pelo item (iii) do Lema 2, ŝki P Bεki
fpxq, ou seja,

fpyq ě fpxq ` xŝki , y ´ xy ´ εki
, @ y P R

n.

Passando ao limite com i Ñ 8, a desigualdade mostra que x minimiza f em R
n.

Finalmente, vamos mostrar que um ponto limite arbitrário y é igual a x. Usando

que x minimiza f e f ě ϕk conforme (2.25), juntamente com o fato de que yk`1 é solução do

problema (2.11) e a desigualdade µk ď µmax conforme (2.32), temos as seguintes relações:

fpyq ě fpxq ě ϕki
pxq ě ϕki

pyki`1q ` 1
2
µki
η|x ´ yki`1|2M

ě ϕki
pyki`1q ` 1

2
µklast

η|x ´ yki`1|2M .
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Por (2.36), obtemos no limite que

fpyq ě lim
iÑ8

ˆ

ϕki
pyki`1q ` 1

2
µklast

η|x ´ yki`1|2M
˙

“ fpyq ` 1
2
µklast

η|y ´ x|2M

e tal relação só se cumpre quando y “ x. Como o desenvolvimento foi feito para um ponto

limite arbitrário da sequência tyki`1u, o limite é único: x.

Embora o Teorema 1 garanta que as três variantes são equivalentes, como

as relações estabelecidas em tal resultado são de existência, não é possível relacionar,

pelo menos diretamente, a convergência para a variante proximal com a convergência

para as outras variantes. De qualquer forma, desse ponto de vista teórico, ficaremos

apenas com a análise apresentada nesta seção. Cabe destacar que os Teoremas 2 e 3, e

suas demonstrações, foram incluídos para registro de nossos estudos, com passagens e

detalhamentos adicionais aos apresentados em [5]. Analisaremos a seguir a variante em

níveis, com ênfase nos aspectos computacionais.

2.3.5 Método de Feixes em Níveis

Como é apontado por Frangioni em [15], geralmente o modelo ϕk “ f̌k é muito

otimista, ou seja, ele subestima demais o valor exato de f em grande parte do domínio, o

que muitas vezes ocasiona de ϕkpykq ! fpxkq enquanto fpykq " fpxkq. Uma das vantagens

da variante de níveis está no parâmetro de estabilização ℓk. Uma vez que estabelecemos

uma maneira clara de se atualizar o parâmetro ℓk (diferentemente das outras variantes que

fazem uso de heurísticas), possivelmente conseguimos melhores resultados de convergência.

Quando o valor ótimo f˚ é conhecido, a estratégia mais simples de atualização é escolher

um valor α P p0 1q, fixo, e tomar ℓk :“ αf˚ ` p1 ´ αqfpxkq. No entanto, mesmo que

não se conheça o valor ótimo f˚, basta trabalharmos com um limitante inferior f low
k e

um limitante superior fup
k para estabelecermos o valor de ℓk “ αf low

k ` p1 ´ αqfup
l , e

atualizarmos tais limitantes com cautela ao longo das iterações.

Perceba que esse valor α P p0, 1q vai determinar o quão exigentes queremos ser.

Quanto mais próximo de 0, mais próximo ℓk vai ficar do limitante superior. Faz sentido

supor que, nesse caso, maiores serão as chances do conjunto viável do subproblema ser

diferente de vazio e/ou do conjunto viável ser muito grande. Em outras palavras, as chances

do centro de estabilidade pertencer a esse conjunto são maiores, logo não sairíamos do

lugar. Assim, essa estratégia pode aumentar a quantidade de passos nulos do método, pois

só vamos aceitar um decréscimo da função que seja uma fração α do decréscimo nominal.
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Sob (H1) e (H2), e tomando λ P R
mk
` definimos a função Lagrangiana para o

problema expandido (2.37):

Lpy, λq “ 1
2

|y ´ xk|2k `
mk
ÿ

j“1

λjpfpxkq ` xsj, py ´ xkqyu ´ ξj ´ ℓkq.

Vamos construir o problema dual para (2.37). Para que sup
λě0

Lpy, λq ă 8 é preciso que,

nos termos da somatória na Lagrangiana, como λ ě 0, tenhamos a viabilidade primal, isto

é, para todo j “ 1, . . . ,mk

fpxkq ` xsj, py ´ xkqyu ´ ξj ´ ℓk ď 0.

Por outro lado, para assegurar que inf
y P Rn

Lpy, λq ą ´8 será preciso impor que λj “ 0

sempre que tivermos viabilidade estrita, isto é, fpxkq ` xsj, py ´ xkqy ´ ξj ă ℓk (o que

assegurará a complementaridade), pois como λ ě 0, se para tal j tivermos λj ą 0, a

Lagrangiana pode ficar ilimitada inferiormente.

Vamos portanto definir o conjunto de índices

Ikpyq :“ ti P t1, . . . ,mku | fpxkq ` xsi, py ´ xkqy ´ ξi ě ℓku (2.38)

para trabalhar com as componentes não necessariamente nulas do vetor de multiplicadores.

O problema dual é então

max φpλq
s.a λ ě 0

(2.39)

em que φpλq “ inf
y P Rn

Lpy, λq, com y tal que inf
y

Lpy, λq ą ´8. Como Lpy, λq é uma

função convexa e suave, o inf
y

Lpy, λq se realiza em y tal que ∇yLpy, λq “ 0, ou seja,

Mkpy ´ xkq `
mk
ÿ

j“1

λjs
j “ 0. Chamando tal ponto de ypλq temos

ypλq “ xk ´ M´1
k

mk
ÿ

j“1

λjs
j. (2.40)



Capítulo 2. Métodos Computacionais para Otimização Não Suave 62

Dessa forma, a função dual é expressa por

φpλq “ Lpypλq, λq

“ 1
2

|ypλq ´ xk|2k `
mk
ÿ

j“1

λjpfpxkq ` xsj, pypλq ´ xkqy ´ ξj ´ ℓkq

p2.40q

“ 1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´M´1
k

mk
ÿ

j“1

λjs
j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

k

`
mk
ÿ

j“1

λjpfpxkq ` xsj,´M´1
k

mk
ÿ

i“1

λis
iy ´ ξj ´ ℓkq

“ 1
2

›

›

›

›

›

mk
ÿ

j“1

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

`
mk
ÿ

j“1

λjpfpxkq ´ ξj ´ ℓkq ´
C

mk
ÿ

j“1

λjs
j,M´1

k

mk
ÿ

i“1

λis
i

G

looooooooooooooomooooooooooooooon

›

›

›

›

›

mk
ÿ

j“1

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

“ ´1
2

›

›

›

›

›

mk
ÿ

j“1

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

`
mk
ÿ

j“1

λjpfpxkq ´ ξj ´ ℓkq,

de maneira que o problema dual fica:

max
λ P R

mk
´1

2

›

›

›

›

›

mk
ÿ

j“1

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

`
mk
ÿ

j“1

λjpfpxkq ´ ξj ´ ℓkq

s.a λ ě 0

(2.41)

ou, equivalentemente

min
λ P R

mk

1
2

›

›

›

›

›

mk
ÿ

j“1

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

´
mk
ÿ

j“1

λjpfpxkq ´ ξj ´ ℓkq

s.a λ ě 0.

(2.42)

Cabe destacar que, a menos que o conjunto de direções tsjumk

j“1 seja linearmente

independente, o problema dual pode possuir infinitas soluções. No entanto, como (2.42) é

um problema quadrático convexo, o valor ótimo de (2.41) e de (2.10) coincidem, ou seja,

não há folga de dualidade.

Vamos denotar por λ P R
n
` a solução de (2.41) (ou de (2.10)) de norma mínima,

e escrever

ypλq ” yk`1 e Ikpyk`1q ” Ik.

Levando em conta que λj “ 0 para j P t1, . . . ,mkuzIk, o valor objetivo dual

ótimo do problema (2.41) é dado por:

φpλq “ ´1
2

›

›

›

›

›

mk
ÿ

j“1

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

`
mk
ÿ

j“1

λjpfpxkq ´ ξj ´ ℓkq, (2.43)
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e a solução do problema primal será

yk`1 “ xk ´ M´1
k

ÿ

j P Ik

λjs
j. (2.44)

Note que o valor ótimo primal é expresso por:

1
2

|yk`1 ´ xk|2k “ 1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´M´1
k

ÿ

j P Ik

λjs
j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1
2

C

MkM
´1
k

ÿ

j P Ik

λjs
j, M´1

k

ÿ

j P Ik

λjs
j

G

“ 1
2

C

ÿ

j P Ik

λjs
j, M´1

k

ÿ

j P Ik

λjs
j

G

“ 1
2

›

›

›

›

›

ÿ

j P Ik

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

. (2.45)

Além disso, das restrições do problema primal temos

fpxkq ` xsj, py ´ xkqy ´ ξj “ ℓk, @ j P Ik.

Logo

fpxkq ´ ξj ´ ℓk

(2.44)

“
C

sj, M´1
k

ÿ

i P Ik

λis
i

G

, @ j P Ik (2.46)

e portanto

ÿ

j P Ik

λjpfpxkq ´ ξj ´ ℓkq “
C

ÿ

j P Ik

λjs
j, M´1

k

ÿ

i P Ik

λis
i

G

“
›

›

›

›

›

ÿ

j P Ik

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

.

Substituindo esta última relação em (2.43), obtemos

φpλq “ 1
2

›

›

›

›

›

ÿ

j P Ik

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

,

comprovando que os valores ótimos primal e dual coincidem.

Queremos exibir uma caracterização para o par primal-dual do método de

feixe em níveis na mesma linha do Lema 2 ([5, Lema 10.8]). Utilizaremos a definição de

decréscimo nominal dada por

δk`1 :“ fpxkq ´ ϕkpyk`1q.

No contexto de feixes em níveis, e sob a hipótese (H2), vale ϕkpyk`1q “ ℓk, logo

δk`1 “ fpxkq ´ ℓk. (2.47)
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Substituindo (2.47) na relação (2.46) temos

δk`1 ´ ξj “
C

sj, M´1
k

ÿ

i P Ik

λis
i

G

, @ j P Ik.

Multiplicando a igualdade acima por λj, para j P Ik, e somando vem

ÿ

j P Ik

λjpδk`1 ´ ξjq “
C

ÿ

j P Ik

λjs
j, M´1

k

ÿ

i P Ik

λis
i

G

e então

δk`1 “

ÿ

j P Ik

λjξj

ÿ

j P Ik

λj

` 1
ÿ

j P Ik

λj

›

›

›

›

›

ÿ

j P Ik

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

. (2.48)

Temos assim todos os elementos para enunciar e provar o resultado desejado:

Proposição 2 (Caracterização da solução do subproblema em níveis). Seja

yk`1 a solução única do problema (2.10), sob as hipóteses (H1) e (H2). Então

yk`1 “ xk ´ M´1
k sk, (2.49)

em que sk “
ÿ

j PIk

λjs
j, com Ik “ Ikpyk`1q definido em (2.38) e λj P R

mk é a solução

de norma mínima do problema

min
λ PRmk

1
2

›

›

›

›

›

mk
ÿ

j“1

λjs
j

›

›

›

›

›

2

k

´
mk
ÿ

i“j

λjpfpxkq ´ ξj ´ ℓkq s.a λ ě 0. (2.50)

Adicionalmente, definindo a direção sk
N :“ 1

ÿ

j PIk

λj

sk, valem as relações

(i) sk
N P Bϕkpyk`1q;

(ii) δk`1 “ εk `
ÿ

j PIk

λj}sk
N }2

k, em que definimos εk :“

ÿ

j PIk

λjξj

ÿ

j PIk

λj

e

(iii) sk
N P Bεk

fpxkq.

Demonstração. A primeira parte da proposição foi provada no desenvolvimento preparató-

rio que a antecede. Vejamos que se verificam as relações adicionais:

(i) Temos que

ϕkpyq “ fpxkq ` max
1ďiďmk

txsi, y ´ xky ´ ξiu,
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de modo que o subdiferencial desta função em um ponto genérico é o conjunto

Bϕkpyq “
#

mk
ÿ

i“1

θis
i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

mk
ÿ

i“1

θi “ 1, θi ě 0, @ i “ 1, . . . ,mk

+

.

Em yk`1 temos

Bϕkpyk`1q “
#

ÿ

iP Ik

θis
i :

ÿ

iP Ik

θi “ 1, em que θi ě 0, se i P Ik e θi “ 0, se i R Ik

+

.

Como

sk
N :“ 1

ÿ

i PIk

λi

ÿ

j PIk

λjs
j “

ÿ

j PIk

λj
ÿ

i PIk

λi

,

temos sk
N expresso como combinação linear com coeficientes não negativos e que

somam 1, o que mostra a primeira relação.

(ii) Da relação (2.48), com as substituições:

εk :“

ÿ

j PIk

λjξj

ÿ

j PIk

λj

e sk “
ÿ

j PIk

λjs
j

temos

δk`1 “ εk ` 1
ÿ

j PIk

λj

}sk}2
k.

(iii) Usando o fato que os modelos ϕk são subaproximações para f , ou seja, fpyq ě ϕkpyq
para todo y, e pelo item (i) escrevemos

fpyq ě ϕkpyq ě ϕkpyk`1q ` xsk
N , y ´ yk`1y.

Somando e subtraindo xk no segundo termo do produto interno, separando e usando

a relação (2.49) vem

fpyq ě ϕkpyk`1q ` xsk
N , y ´ xky ´ xsk

N , y
k`1 ´ xky

“ ϕkpyk`1q ` xsk
N , y ´ xky ` xsk

N , M
´1
k sky.

Como ϕkpyk`1 “ ℓk, somando e subtraindo fpxkq obtemos

fpyq ě fpxkq ` xsk
N , y ´ xky ` ℓk ´ fpxkq ` xsk

N , M
´1
k sky

p2.8q“ fpxkq ` xsk
N , y ´ xky ´ δk`1 `

ÿ

j PIk

λjxsk
N , M

´1
k sk

N y

“ fpxkq ` xsk
N , y ´ xky ´ δk`1 `

ÿ

j PIk

λj}sk
N }2

k

ppiiqq“ fpxkq ` xsk
N , y ´ xky ´ εk
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Algoritmo 4 – Método de Feixes em Níveis

Entrada: y1 P X, ǫtol ą 0, f low
1 ď f ‹, α P p0, 1q e itmax P N.

Inicializamos: fup
1 “ 8, δ̂1 “ 8, mmax P N, B “ H, x1 “ y1 e k “ 1

Envia y1 para o oráculo.
repita

Passo 1: Receber informação do oráculo

B Ð B Y tpsk, ξkqu
se fpykq ă f

up
k então

f
up
k “ fpykq
x‹ “ yk

fim

Passo 2: Testar otimalidade e decréscimo suficiente

Atualiza o gap: δk “ f
up
k ´ f low

k

se δk ď ǫtol então
retorna x‹

fim

se δk ď αδ̂ então

xk “ x‹

δ̂ “ δk

mk Ð |B| (cardinalidade de B)
se mk ě mmax então

Aciona rotina de compressão
fim

fim

Atualiza o nível: ℓk “ f
up
k ´ αδk

Passo 3: Computar o próximo iterado

Resolve o problema quadrático (2.10) para obter y
se (2.10) é viável então

yk`1 “ y

f low
k`1 “ f low

k

f
up
k`1 “ f

up
k

senão

f low
k “ ℓk

Volte para o Passo 2
fim

Passo 4: Devolver a informação para o oráculo

Envia yk`1 para o oráculo
xk`1 “ xk

até k ě itmax;
Saída: x‹
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Embora para a versão do método de feixes em níveis seja possível efetuar a

compressão de forma mais específica, utilizando, por exemplo elementos de Oliveira [9],

neste trabalho, optamos por seguir a rotina apresentada na referência [5], desenvolvida

para a variante Proximal, mas adequando o problema dual à variante em Níveis, com base

na Proposição 2. Para incluir as técnicas de compressão, basta inicializarmos mmax ă 8 e

inserirmos a rotina abaixo no Passo 2 do Algoritmo 4.

Algoritmo 5 – Rotina de Compressão

Entrada: mmax, mk P N e B.
Passo 1: Resolver o problema dual (2.50)
Defina o conjunto de índices dos B-pares indispensáveis:
J :“ ti ď mk : λi ą 0u
Determine a cardinalidade de J :
nact Ð |J |

Passo 2: Realizar seleção

se nact ď mmax ´ 1 então
Descarte todos os B-pares dispensáveis de B

Guarde a nova cardinalidade do feixe:
nleft Ð nact

Defina: mk`1 “ nleft ` 1
senão

Descarte dois ou mais B-pares de B

Defina: mk`1 “ nleft ` 2
fim

Passo 3: Testar cardinalidade do feixe e comprimir

se nleft ‰ nact então

B Ð B Y tpsmk`1´1, ξmk`1´1q :“ psk
N , εkqu

fim

Passo 4: Atualizar e aperfeiçoar o feixe

Defina: smk`1 :“ spyk`1q

se yk`1 é um passo sério então
Defina: ξmk`1

:“ 0

Atualiza erros de linearização:
para i “ 1 : mk`1 ´ 1 faça

ξi :“ ξi ` fpyk`1q ´ fpxkq ´ xsi, yk`1 ´ xky
fim

senão

Defina: ξmk`1
:“ fpxkq ´ pfpyk`1q ` xsk`1, xk ´ yk`1yq

fim

B Ð B Y tpsmk`1 , ξmk`1
qu

Saída: mk`1 e B
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2.4 Métodos de Segunda Ordem

Os métodos de segunda ordem baseiam-se em utilizar informações de segunda

ordem da função para construir a direção de descida (em geral são aproximações secantes,

e não a matriz hessiana propriamente dita) e com isso conseguem obter uma taxa de

convergência superlinear.

Ainda pensando no nosso contexto de feixes, poderíamos construir um modelo

que usa a informação de segunda ordem da seguinte maneira

ϕkpyq “ max
iďk

"

fi ` xsi, py ´ xkqy ` 1
2

xxk ´ yi, Hkpxk ´ yiqy
*

,

em que Hk é uma aproximação para a matriz hessiana. A ideia aqui é tentar capturar

a curvatura da função objetivo para que, de alguma forma, o modelo se torne uma

aproximação ainda melhor do que a aproximação por planos cortantes. Perceba que assim

como a função objetivo pode possuir derivadas primeiras na maior do domínio, não é

extraordinário pensar que ela também possua derivadas segundas na maior maior parte

do domínio.

Porém, tudo tem seu preço. Ao ganhar uma melhor aproximação para a função

objetivo, alteramos a estrutura do nosso problema, pois agora nossas restrições não são

mais lineares, mas sim restrições não lineares. Se temos um solver que é capaz de resolver

um problema não linear com restrições quadráticas, de forma tão eficiente e rápida quanto

resolver um problema quadrático com restrições, é possível que o custo benefício valha a

pena.

Os métodos de feixe de segunda ordem mais conhecidos são os de decomposição

VU , que consistem em decompor o domínio da função em dois subespaços ortogonais: V e

U , em que V contém as características não suaves e U contém as características suaves da

função. Note que no subespaço U é possível calcular passos de Newton, ou quase-Newton,

o que acelera a convergência. Os autores Mifflin e Sagastizábal explicam com mais detalhes

este método no trabalho [23].
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3 Problema: Árvore Euclidiana de Steiner

Neste capítulo, faremos uma breve apresentação dos problemas bidimensionais

que foram utilizados para testarmos o método, ou seja, um problema convexo, não suave

e que pudéssemos ter de antemão a solução para analisarmos a acurácia do método. O

problema que escolhemos foi o de obter o ponto de Fermat1 de um triângulo, ou seja:

Problema 1. Dados A, B e C, pontos não colineares em R
2, queremos obter o

ponto S tal que a soma das distâncias entre S e cada um dos pontos dados seja a

menor possível. Matematicamente podemos escrever o problema da seguinte forma:

min
S P R2

}S ´ A}2 ` }S ´ B}2 ` }S ´ C}2 (3.1)

Inicialmente, trabalhamos com o Problema 1, pois dessa forma, além da análise

do custo computacional e tempo de execução do método, pudemos também visualizar

geometricamente a convergência do método. Em seguida, trabalhamos com os problemas

de Steiner e Steiner Generalizado, a fim de analisar a robustez do método para dimensões

maiores. Recomendamos a referência [16] para um estudo mais aprofundado, tanto sobre a

origem quanto sobre os algoritmos para resolução do problema da árvore de Steiner.

3.1 O problema de Steiner

Primeiramente, vamos contar um pouco do contexto histórico do problema, o

que vai nos ajudar a entender como que o problema proposto por Fermat, atualmente é

popularmente conhecido como problema de Steiner.

O problema de Steiner nada mais é do que problema de Fermat generalizado e

podemos descrevê-lo da seguinte maneira:

Problema 2. Dados N pontos em um plano (ou no espaço), queremos conectá-los

por segmentos de reta de tal forma que a soma dos segmentos seja mínima e que

quaisquer dois pontos podem ser interligados por segmentos de reta diretamente ou

através de outros pontos e segmentos de reta.

Para entendermos porque a generalização do Problema 1 é conhecida como

Problema de Steiner, vale a pena acompanhar a cronologia dos fatos. Antes de 1640,
1 Também é comum ser chamado de ponto de Torricelli, pois apesar do problema ter sido proposto por

Pierre de Fermat no início do século XVII, quem o resolveu foi Evangelista Torricelli.
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Torricelli propôs uma solução geométrica para o problema de Fermat, que consistia em

construir um triângulo com os três pontos iniciais e a partir dos lados desse triângulo

construir três triângulos equiláteros, cada um deles inscritos em uma circunferência,

conforme ilustrado na Figura 16. O ponto de intersecção das três circunferências ficou

conhecido como ponto de Fermat. Pouco tempo depois, em 1647, Cavalieri mostrou em seu

livro intitulado “Excercitationes Geometricae” que os segmentos com uma extremidade no

ponto de Torricelli e a outra em cada um dos três pontos formavam um ângulo de 120˝

entre si.

Figura 16 – Resolução proposta por Torricelli e, em vermelho, o ponto de Torricelli.

No entanto, em 1834, Heinen observou que se um dos ângulos internos do

triângulo é igual ou superior a 120˝, então o ponto de Torricelli fica fora do triângulo e

não é mais o minimizador de (3.1). Quando isso ocorre, o minimizador do problema é

justamente o vértice com ângulo interno obtuso.

(a) Solução no interior do triângulo, con-
forme descoberto por Torricelli.

(b) Solução num dos vértices do triângulo,
conforme descoberto por Heinen.

Figura 17 – Exemplos de triângulos e respectivos pontos de Fermat: solução no interior do
triângulo em 17(a), e solução no vértice do triângulo obtusângulo cujo ângulo
interno é igual ou superior a 120˝, em 17(b).
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Depois disso, o problema generalizado de Fermat, Problema 2, começou a

chamar a atenção de muitos matemáticos da época, inclusive Steiner. Mas apesar do

trabalho de Steiner, conforme [16, Sec. 1.1] o que realmente fez com que o problema

recebesse o seu nome foi o fato de que os autores Courant e Robbins do famoso livro

intitulado “What Is Mathematics?” (ver referência [8]), não fizeram referência a Fermat,

que formulou o problema para o caso N “ 3, e sim a Steiner.

Com o advento da Teoria dos Grafos, viu-se que o problema de Steiner poderia

ser estendido. Por exemplo, um problema de Steiner em R
4 pode ser interpretado como

um problema bidimensional, no qual queremos encontrar dois pontos (ou vértices, usando

a nomenclatura da Teoria dos Grafos), S1 e S2, conforme ilustrado na Figura 18:

Figura 18 – Um exemplo de problema de Steiner com N “ 4.

O problema de Steiner com N “ 4 pode ser formulado como segue:

Problema 3. Dados quatro pontos A, B, C e D no plano e supondo uma topologia

pré-estabelecida, conforme Figura 18, podemos formular o problema de Steiner de

encontrar S “ rS1, S2s P R
4 da seguinte maneira:

min
S P R4

fpSq (3.2)

em que

fpSq :“ }A ´ S1}2 ` }B ´ S2}2 ` }C ´ S2}2 ` }D ´ S1}2 ` }S1 ´ S2}2

Cabe observar que, para um quadrilátero genérico, a solução exata desse

problema é desconhecida.
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(a) Solução no interior do quadrilátero. (b) Solução num dos vértices do quadrilátero.

Figura 19 – Exemplos de quadriláteros com os respectivos pontos de Steiner: em 19(a) os
dois pontos estão no interior, e em 19(b), um dos pontos coincide com um
vértice do quadrilátero..

3.2 O problema de Steiner Generalizado

O problema de Steiner também foi muito estudado em teoria dos grafos, pois

pode-se interpretar os pontos como sendo os vértices do grafo e os segmentos de reta como

sendo as suas arestas (conforme Winter em [26]). Formulações matemáticas para o problema

de Steiner envolvendo variáveis inteiras, e que demandam técnicas de programação inteira-

mista foram propostas, ver por exemplo [7, 13, 21]. Algumas generalizações do Problema 2

foram sendo estudadas, e na que iremos apresentar aqui, as arestas possuem pesos distintos:

Problema 4. Dados N vértices, queremos conectá-los por arestas de tal forma

que a soma ponderada dos comprimentos das arestas seja mínima e que quaisquer

dois vértices podem ser interligados por arestas diretamente ou por meio de outros

vértices e arestas.

No capítulo 4 vamos resolver dois problemas desse tipo, que também foram

analisados por Donno e Pesamosca em [11] e por Facchinei e Lucidi em [12]. O primeiro

deles pode ser formulado como segue:
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Problema 5. Dados os vértices

A “ p0, 0q, B “ p0, 2q, C “ p2, 3q, D “ p4, 2q, E “ p4, 0q P R
2,

seja S P R
6 tal que S “ rS1, S2, S3s, com Si P R

2 e i “ 1, 2, 3. Então, queremos

resolver o problema:

min
S P R6

fpSq, (3.3)

em que fpSq é definida da seguinte maneira:

fpSq :“}S1 ´ A}2 ` }S1 ´ B}2 ` }S2 ´ C}2`
`2}S3 ´ D}2 ` 2}S1 ´ S2}2`
`3}S2 ´ S3}2 ` 5}S3 ´ E}2.

(a) Ilustração do grafo do problema. (b) Ilustração do grafo solução.

Figura 20 – Ilustração com o grafo representando o problema e o grafo representando a
solução do problema resolvido por Donno e Pesamosca.

Apresentamos a seguir a formulação do segundo problema generalizado com o

qual trabalharemos:
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Problema 6. Dados os vértices

A “ p0, 0q, B “ p0, 2q, C “ p2, 3q, D “ p3, ´1q,

E “ p4, ´0.5q, F “ p5, 2q, G “ p6, 2q, H “ p5.5, ´1q P R
2,

seja S P R
12 tal que S “ rS1, S2, S3, S4, S5, S6s, com Si P R

2 e i “
1, 2, 3, 4, 5, 6. Então, queremos resolver o problema:

min
S P R12

fpSq, (3.4)

em que fpSq é definida da seguinte maneira:

fpSq :“}S1 ´ A}2 ` }S1 ´ S2}2 ` }S2 ´ S3}2 ` }S2 ´ C}2`
`}S3 ´ D}2 ` }S5 ´ F }2 ` }S6 ´ G}2 ` }S6 ´ H}2`
`2}S1 ´ B}2 ` 2}S3 ´ S4}2 ` 2}S5 ´ S6}2`
`3}S4 ´ S5}2 ` 5}S4 ´ E}2.

(a) Ilustração do grafo do problema. (b) Ilustração do grafo solução.

Figura 21 – Ilustração com o grafo representando o problema e o grafo representando a
solução do problema resolvido por Facchinei e Lucidi.

Em [12] foram apresentadas as duas formulações, e em [11] é exibida a so-

lução gráfica de um dos problemas. Visando computar uma solução de referência para

ser comparada com a solução encontrada pelo método de feixes em níveis, implemen-

tamos ambos os problemas no Mathematica e resolvemos com NMinimize, precisão

estendida (AccuracyGoal -> 20, PrecisionGoal -> 18 e WorkingPrecision -> 20),

e as quatro opções de métodos possíveis, nomeadamente NelderMead, RandomSearch,

SimulatedAnnealing e DifferentialEvolution.

As soluções obtidas foram S “ p4, 0, 4, 0, 4, 0qT para o problema 5 e

S “ p0, 2, 1.7277, 2.2813, 4, ´0.5, 4, ´0.5, 4, ´0.5, 4, ´0.5qT para o problema 6.
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Dessa maneira, temos os elementos necessários para verificar a eficiência do método quando

estamos trabalhando com dimensões maiores.
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Os parâmetros algorítmicos utilizados foram: ǫtol “ 10´5, f low “ 0.1 e itmax “
500.

4.1.3 Indicadores analisados

A fim de analisarmos as quatro versões apresentadas anteriormente, precisamos

estabelecer alguns indicadores, capazes de medir o desempenho dessas versões e dessa

forma sermos capazes de compará-las e identificar as vantagens de uma versão sobre as

outras.

Como no nosso primeiro conjunto de testes temos as coordenadas do ponto de

Fermat de cada um dos 3200 triângulos, isso significa que podemos comparar se a solução

obtida pelas versões está próxima da solução esperada, ou seja, conseguimos mensurar a

eficácia dessas versões.

Além disso, em todos os experimentos, conseguimos medir o tempo gasto

por cada uma das versões para convergir para a solução e também a quantidade de

problemas quadráticos que foram resolvidos, ou seja, temos elementos para medir o esforço

computacional de cada versão.

Com isso em mente, podemos descrever três possíveis indicadores de desempe-

nho:

• indicador de eficácia: a norma euclidiana da diferença entre a solução exata e a

solução obtida pelo algoritmo;

• indicador de eficiência: tempo, em segundos, necessário para o método satisfazer o

critério de parada estabelecido;

• indicador de esforço: a quantidade de problemas quadráticos resolvidos para obter

a solução.

Vamos definir alguns atributos baseados nesses indicadores, dessa forma a

simplificar a análise das versões.

Definição 7. A acurácia do método é a mediana1 dos valores absolutos dos logaritmos

(base 10) dos indicadores de eficácia (menores ou iguais a 1) de um conjunto de testes. Se

a acurácia for relativamente grande/pequena o método será dito eficaz/ineficaz.

Definição 8. A morosidade do método é a média aritmética dos indicadores de eficiência

de um conjunto de testes. Se a morosidade for relativamente pequena/grande, o método

será dito eficiente/ineficiente.

1 complementada pela análise da dispersão dos valores, que pode ser feita visualmente com base em
diagramas do tipo boxplot.
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E por último, acompanhamos as iterações de cada uma das versões para verificar

o comportamento de cada uma das duas versões:
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Figura 34 – Acompanhando a evolução do gap, do nível e atualização de centro de estabi-
lidade na versão CP para o Problema 5.
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Figura 35 – Acompanhando a evolução do gap, do nível e da atualização de centro de
estabilidade na versão SP para o Problema 5.
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Figura 37 – Acompanhando a evolução do gap, do nível e da atualização de centro de
estabilidade na versão CP para o Problema 6.
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Figura 38 – Acompanhando a evolução do gap, do nível e atualização de centro de estabi-
lidade na versão SP para o Problema 6.

4.5.3 Conclusão do Experimento 4

Conclusão: Com base nos indicadores apresentados, podemos concluir que conforme

a dimensão do problema aumenta, o custo computacional acaba sendo similar em

ambas as versões. Em contrapartida, a versão CP apresenta uma acurácia melhor

para o problema de maior dimensão, enquanto que a versão SP apresenta uma

acurácia melhor para o problema de menor dimensão.
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5 Considerações Finais

Neste trabalho consideramos o problema irrestrito de minimização convexa,

em que a função objetivo não é necessariamente suave. Nosso objetivo foi compreender o

método de feixes para otimização convexa, implementá-lo em Julia e analisar os resultados

computacionais em uma família de problemas com apelo geométrico, os problemas de Stei-

ner. Fizemos quatro implementações para o Método de Feixes em Níveis nos beneficiando

das vantagens da linguagem Julia, que para o problema estudado, sempre nos gerou um

vetor numérico ao calcular um subgradiente.

Em preparação para nosso estudo, revisamos os conceitos fundamentais envolvi-

dos, com destaque para convexidade, dualidade e as noções de subgradiente e ǫ-subgradiente.

Para motivar a técnica de interesse nesse trabalho, nosso ponto de partida foi o método

do subgradiente. Em seguida abordamos o método de planos cortantes, para então chegar

aos métodos de feixes. Estudamos os aspectos teóricos subjacente à convergência para

a variante Proximal. Finalmente, os aspectos computacionais relacionados à variante

em Feixes, bem como os algoritmos foram estabelecidos, para então desenvolvermos a

implementação computacional.

Nossa principal contribuição com esse trabalho foi o estudo comparativo entre

quatro possíveis formas de implementação em Julia para o método de feixes baseado em

conjuntos de nível. A análise dos experimentos nos apresenta indícios da eficiência, eficácia

e robustez das versões implementadas.

Cabe destacar que nossa abordagem para o problema de Steiner teve uma

perspectiva da otimização não suave, diferentemente dos estudos feitos com base em

otimização combinatória que têm sido feitos extensivamente ao longo dos anos.

Por fim, uma possível extensão deste trabalho seria a análise de funções não

convexas, neste caso o estudo iria explorar técnicas de otimização local. Assim como o

algoritmo teórico proposto por Bonnans et al., nossos experimentos também utilizaram

uma técnica de compressão que não explorava diretamente as peculiaridades da variante

em níveis, conforme apresentada no trabalho [9]. Uma implementação específica também

pode servir de motivação para trabalhos futuros.
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Glossário

abscissa refere-se ao eixo horizontal, em um sistema cartesiano de coordenadas.

acurácia grande precisão entre um valor obtido experimentalmente e seu o valor verdadeiro.

AD do inglês Automatic differentiation, também chamada de diferenciação algorítmica, é

um conjunto de técnicas para avaliar a derivada de função numericamente de forma exata.

cardinalidade é uma medida da quantidade de elementos de um conjunto. A cardinalidade

de um conjunto X é usualmente denotada por |X|.
compacto conjunto fechado e limitado.

1) compacidade qualidade do conjunto que é dito compacto.

condição de otimalidade condição necessária e suficiente para caracterizar os minimi-

zadores (maximizadores) de um problema de minimização (maximização).

condição de Slater é uma condição suficiente para Dualidade Forte, ou seja, os valores

ótimos primal e dual são iguais. Em particular, se o problema primal satisfaz a condição

de Slater, então a folga de dualidade é 0 e se o valor dual é finito, então ele é atingido.

Condições de Wolfe conjunto das condições de decréscimo suficiente e de curvatura.

1) Condição de Armijo desigualdade utilizada na busca linear inexata para encontrar

um tamanho de passo α que forneça um decréscimo suficiente da função.

epígrafo conjunto de pontos que estão sobre o gráfico, ou acima dele.

folga de dualidade é a diferença entre o valor objetivo de uma solução primal e o valor

objetivo de uma solução dual.

gradiente vetor das derivadas parciais da função.

hessiana matriz das derivadas parciais do gradiente função (ou das derivadas parciais de

segunda ordem da função).

heurística diz-se de um algoritmo que fornece soluções sem uma demonstração formal de

qualidade, usualmente avaliado de forma empírica em termos de complexidade e qualidade

das soluções.

ínfimo o maior elemento entre as cotas inferiores.

inviável diz-se da solução que não satisfaz as restrições do problema. Quando um problema

não possui uma solução viável, ele também é dito inviável.

1) inviabilidade quando se é inviável.

iteração é o processo de repetição de uma ou mais ações de um algoritmo.

1) iterado nome dado à variável que é atualizada a cada iteração de um método iterativo.

ponto corrente variável atualizada na iteração atual (corrente).
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Lipschitz contínua uma função f é dita Lipschitz contínua se existir uma constante real

L ą 0 tal que para todo x e y no domínio da f têm-se:

|fpxq ´ fpyq| ď L|x ´ y|,

.

1) constante de Lipschitz diz-se do ínfimo das constantes L que satisfazem a desi-

gualdade de Lipschitz.

2) localmente Lipschitz contínua uma função f é dita localmente Lipschitz contínua

se para cada ponto x do domínio, existe uma vizinhança de x em que f é Lipschitz

contínua.

minimal diz-se de um elemento que não é maior que nenhum outro elemento do conjunto.

monótona diz-se de uma sequência crescente ou decrescente.

ordenada refere-se ao eixo vertical, em um sistema cartesiano de coordenadas.

poliedro no contexto de otimização, diz-se de um conjunto de pontos no espaço que

satisfazem as restrições lineares de desigualdade de um problema.

1) poliedral que tem forma de poliedro.

robustez diz-se de um algoritmo que mantém um bom desempenho ainda que a dimensão

do problema aumente.

secante reta que intercepta o gráfico da função em dois pontos quaisquer.

simplex generalização do conceito de triângulo a outras dimensões. É o invólucro convexo

de pn ` 1q pontos independentes em R
n.

soma telescópica são somas finitas nas quais pares de termos consecutivos se cancelam,

deixando apenas os termos inicial e final. Uma clara referência ao telescópio, cuja a função

é encurtar a distância entre nossos olhos e os corpos celestes.

superlinear diz-se de um algoritmo que converge com uma ordem p, em que 1 ă p ă 2 .

supremo o menor elemento entre as cotas superiores.

Teoria dos Grafos ramo da matemática que estuda os grafos, que são estruturas mate-

máticas, que podem ser denotadas por GpV,Eq, em que V é um conjunto não vazio de

pontos, também chamados de vértices/nós e E é um subconjunto de pares não ordenados

de V , também chamados de arestas.

topologia neste contexto, refere-se à configuração dos vértices e arestas do problema.

viável diz-se da solução que satisfaz as restrições do problema. Quando um problema

possui uma solução viável, ele também é dito viável.

1) viabilidade quando se é viável.
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