UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica

JEAN CARLOS APARECIDO MEDEIROS

Métodos de feixes baseados em conjuntos de
nivel para otimizacao nao suave aplicados a
problemas de Steiner

Campinas

2021



Jean Carlos Aparecido Medeiros

Métodos de feixes baseados em conjuntos de nivel para

otimizacao nao suave aplicados a problemas de Steiner

Dissertacao apresentada ao Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Computacgao Cientifica
da Universidade Estadual de Campinas como
parte dos requisitos exigidos para a obtencao
do titulo de Mestre em Matematica Aplicada.

Orientadora: Sandra Augusta Santos

Este trabalho corresponde a versao
final da Dissertacao defendida pelo
aluno Jean Carlos Aparecido Medei-
ros e orientada pela Profa. Dra. San-
dra Augusta Santos.

Campinas

2021



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Medeiros, Jean Carlos Aparecido, 1995-

M467m Métodos de feixes baseados em conjuntos de nivel para otimizagcao nao
suave aplicados a problemas de Steiner / Jean Carlos Aparecido Medeiros. —
Campinas, SP : [s.n.], 2021.

Orientador: Sandra Augusta Santos.
Dissertagao (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Otimizagao nao diferenciavel. 2. Otimizacao irrestrita. 3. Método de
feixes. 4. Diferenciagdo automatica. 5. Problemas de Steiner. 6. Experimentos
numeéricos. |. Santos, Sandra Augusta, 1964-. Il. Universidade Estadual de
Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Computacgao Cientifica. lIl.
Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Bundle methods based on level sets for non-smooth optimization
applied to Steiner problems

Palavras-chave em inglés:

Nondifferentiable optimization

Unrestricted optimization

Bundle methods

Automatic differentiation

Steiner problems

Numerical experiments

Area de concentracdo: Matematica Aplicada
Titulacao: Mestre em Matemética Aplicada

Banca examinadora:

Sandra Augusta Santos [Orientador]

Paulo José da Silva e Silva

Welington Luis de Oliveira

Data de defesa: 29-03-2021

Programa de Pos-Graduacao: Matematica Aplicada

Identificacdo e informacoes académicas do(a) aluno(a)
- ORCID do autor: https://orcid.org/0000-0003-1414-2424
- Curriculo Lattes do autor: http:/lattes.cnpq.br/8749446095144706



Dissertacao de Mestrado defendida em 29 de marco de 2021 e aprovada

pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). SANDRA AUGUSTA SANTOS

Prof(a). Dr(a). PAULO JOSE DA SILVA E SILVA

Prof(a). Dr(a). WELINGTON LUIS DE OLIVEIRA

A Ata da Defesa, assinada pelos membros da Comissdo Examinadora, consta no
SIGA/Sistema de Fluxo de Dissertacdo/Tese e na Secretaria de Pds-Graduacdo do Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.



Dedico o presente trabalho as minhas avés Rita (in memorian) e Araci (in memorian) e

a minha mae, que ndao mediram esforcos para me ajudar em toda a minha jornada.



Agradecimentos

A Sandra, minha orientadora, pela oportunidade de realizar esse trabalho
tao enriquecedor e desafiador para a minha trajetéria académica, pelas intimeras horas
carinhosamente despendidas a este projeto, pela imensa paciéncia e excelente orientacao.

Muitissimo obrigado!

Ao Welington, ao Licio e ao Paulo, por aceitarem compor a banca da defesa da
minha dissertacao de Mestrado e pela enorme contribuicao com valiosas sugestoes, orais e

escritas, para a versao final desta dissertacao.

A minha mae, Ana Paula Costa Medeiros, pelo apoio incondicional ndo apenas
neste periodo, mas em todos os momentos de minha existéncia, pelo constante incentivo e
torcida e a minha irma, Jackeline Costa Medeiros pelo zelo, carinho, atencao para comigo

e amizade que tanto me alegra. Este tem sido um sonho concretizado a seis maos.

Aos meus meus familiares e amigos que torcem pelo meu éxito, por compre-
enderem minha auséncia nos periodos de estudo. Em especial aos meus primos Tayna e
Guilherme e aos meus amigos Raissa, Mariana, Heliton, Isabela, Deborah, Nati, Larissa,

Mayara, Alfredo, Laranja, Casalate, Thiago e Luana.

Aos docentes de quem fui aluno, pelo incentivo e confianca em meu potencial.
Em especial aos docentes, Claudina, Pulino, Sandra, Cheti, Marcia, Kelly, Thelma, Valéria,

Fabio, Conceigao, Silvana e Maria Inés.

Aos meus colegas da graduacgao e pos-graduacao, em especial aos integrantes
da sala 01-B e seus agregados, pelos grupos de estudo que contribuiram para com a minha

formacao académica, por todo apoio e amizade.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.



Resumo

O método de feixes em niveis tem se mostrado um algoritmo robusto para problemas
de otimizacao nao suave. Uma das vantagens da variante em niveis esta no parametro
de estabilizacao, que possui uma forma bem definida de atualizacao. Inspirados em um
trabalho recente, nosso objetivo foi estudar tal método aplicado a resolucao de instancias
de problemas de Steiner. Consideramos a resolucao desses problemas do ponto de vista da

otimizacao nao suave, de modo a explorar suas caracteristicas geométricas.

A partir de uma técnica de diferenciacao automéatica baseada em niimeros duais, implemen-
tada em Julia, utilizamos um oraculo adequado ao calculo dos subgradientes do problema
de interesse. Propusemos quatro formas distintas de implementacao do método de feixes
em niveis, explorando a formulagao primal, ou a dual equivalente, bem como o uso, ou
nao, da técnica de compressao do feixe. Essas quatro versdes foram o principal objeto de
estudo dos nossos experimentos numéricos. Com base na analise dos resultados numéricos,
tivemos fortes indicios de que tanto o oraculo é uma ferramenta bastante robusta para
o problema estudado, quanto as quatro versdes implementadas do método de feixes em
niveis sao capazes de obter resultados satisfatorios, com uma pequena vantagem para as

versoes baseadas no problema primal, utilizando, ou nao, a técnica de compressao.

Palavras-chave: Otimizacao nao diferenciavel. Otimizacao irrestrita. Método de feixes.

Diferenciacao automatica. Problema de Steiner. Experimentos numéricos.



Abstract

Level bundle methods have proven to be robust algorithms for non-smooth optimization
problems. One of the advantages of the level variant is the stabilization parameter, which
has a well-defined form of updating. Inspired by a recent work, our goal was to study such
a method applied to address instances of the Steiner problem. We have considered solving
these problems from the non-smooth optimization perspective, in order to take advantage

of their geometric features.

Using an automatic differentiation technique based on dual numbers, implemented in Julia,
we rested upon an oracle that turned out to be adequate for computing subgradients of
the problem of interest. We proposed four different ways of implementing the level bundle
method, exploring the primal, or the dual equivalent formulation, as well as the use, or
not, of the bundle compression technique. These four versions were the main object of
study of our numerical experiments. Based on the analysis of the numerical results, we
have noticed that, for the family of problems under consideration, not only the oracle is a
very robust tool, but also the four implemented versions of the level bundle method are
capable of obtaining satisfactory results, with a small advantage for the versions based on

the primal problem, using or not the compression technique.

Keywords: Nondifferentiable optimization. Unrestricted optimization. Bundle methods.

Automatic differentiation. Steiner problem. Numerical experiments.
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Introducao

Este trabalho aborda a minimizacao irrestrita de fungdes convexas, nao neces-
sariamente suaves. Para comecarmos o estudo da otimizacao nao suave, ilustramos na
Figura 1 o grafico de duas fungoes que sao continuas em todo o dominio, porém nao sao

diferencidveis em todo dominio.

(a) f(z) = || (b) g(x) = 2 + a3 + [1021] + [152>]

Figura 1 — Em 1(a) e 1(b) podemos observar que os pontos verdes nos dois graficos sao
nao suaves.

Relembrando de calculo diferencial, sabemos que nesses pontos sem suavidade
a fungao nao possui plano tangente. Dessa forma, mesmo que a nao suavidade ocorra em
um unico ponto, se tal ponto for o minimizador, como acontece nas situacoes ilustradas na
Figura 1, esse minimizador nao estara associado ao vetor gradiente nulo. Isso justifica a
necessidade de um tratamento préprio para problemas nao suaves, com métodos especificos,

conforme veremos nesse trabalho.

Nossa escolha pela variante do método de feixes baseada em niveis foi inspirada
no recente trabalho de Iutzeler et al. em [17], em que os autores revisitam a proposta
classica de Lemaréchal et al. em [20], sob um ponto de vista mais pratico e computacional.
Almejamos compreender e implementar um algoritmo de feixes baseados em conjuntos de
nivel, em Julia'. Particularmente para a anélise de convergéncia, também estudamos a

variante Proximal, seguindo a apresentacao de Bonnans et al.[5].

Para a implementacao computacional, inicialmente, e de maneira a acompanhar
todo o funcionamento do algoritmo, trabalhamos com problemas de baixa dimensao,

nos quais a interpretacdo geométrica dos principais elementos e das propriedades de

1 Julia é uma linguagem razoavelmente nova e que estd chamando atencdo de muitos usuarios, uma boa

referéncia para comegar a programar em Julia é o livro de Balbaert [1].
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convergéncia pudesse ser explorada em toda a sua extensao. Nossos experimentos numéricos
contemplam instancias do problema de Fermat-Torricelli, e instancias do problema de

Steiner, com topologia pré-estabelecida.

Para complementar o trabalho, também resolvemos problemas com maior
numero de variaveis, de maneira a detectarmos as forcas e fraquezas do método. Nesse
sentido, trabalhamos com duas instancias do problema de Steiner generalizado, também

resolvidas por Facchinei e Lucidi em [12].

Na Figura 2 apresentamos a organizacao dos capitulos, para auxiliar o leitor a

acompanhar a construcao das ideias utilizadas nesse trabalho.

Referenciais Teoricos

Método de Subgradiente

Método de Planos Cortantes

Método de Feixes

Figura 2 — Fluxograma com a organizacao dos temas abordados no trabalho.
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1 Conceitos fundamentais

Nesta primeira se¢do vamos apresentar alguns conceitos primordiais, tanto para
a compreensao dos problemas nao diferenciaveis e suas possiveis aplicacbes bem como
os métodos de otimizagao que serao apresentados nas proximas se¢oes para resolver essa

classe de problemas.

1.1 Elementos de convexidade

Antes de mais nada, vamos apresentar as definigoes de um conjunto convexo
e de uma func¢ao convexa, pois os problemas nos quais estamos interessados em resolver
tém como fungao objetivo uma fungdo convexa e o seu respectivo conjunto viavel é um

conjunto convexo.

Definigao 1. Um subconjunto 2 < R" é dito convexo se

ar + (1 —a)y €9, Va, yeQ, Yae [0, 1]. (1.1)
(a) Convexos (b) Nao-Convexos

Figura 3 — Em 3(a) temos exemplos de conjuntos convexos enquanto que em 3(b) temos
exemplos de conjuntos nao-convexos.

Uma propriedade muito interessante sobre conjuntos convexos e que iremos

utilizar no futuro é a seguinte:

Proposicao 1. O conjunto formado pela interseccao ﬂQz de qualquer colegao de
el
conjuntos convexos {§; | i € I} é convexo.
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Demonstragio. A demonstragao sai diretamente da Definicao 1. Tome z,y € ﬂQi, ou
el

seja, x e y pertencentes a cada um dos conjuntos €2;. Como cada €2; é um conjunto convexo,

entao o segmento que conecta = e y também estd contido em cada um dos conjuntos €2;,

logo ele pertence a interseccao de todos eles. O

Outras propriedades interessantes podem ser consultadas em [4, Secao 1.1].
Vamos voltar nossa atencao para dois tipos de conjuntos convexos, frequentemente encon-
trados nos problemas de otimizacgao: hiperplanos e semi-espacos. Quando comegarmos a
estudar os algoritmos na se¢ao 2 ficard muito clara a importancia de compreendermos
bem esses dois tipos de conjunto. Pensando primeiramente em R?, qualquer reta é um
hiperplano e geometricamente é facil ver que dados quaisquer dois pontos pertencentes
a reta, o segmento de reta formado por eles também esta na reta. Ainda recorrendo a
Geometria Euclidiana, o Postulado de Separacao nos garante que uma reta divide o plano
em dois semi-espagos disjuntos e convexos (ver [25, Postulado 7, Capitulo 1]) e assim como
no R? essa ideia pode ser estendida para o R™, ou seja, todo hiperplano divide o espaco

em dois semi-espagos disjuntos e convexos.

Definidos esses conjuntos convexos e munidos da Proposicao 1, temos que a

interseccao de semi-espacos convexos ¢ também um conjunto convexo.

Definicao 2. Seja Q um subconjunto convexo de R"™. Dizemos que uma fungdo f: Q2 +— R

¢ convexa se

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y), Va, yeQ, Yae 0, 1]. (1.2)

fy)

Qf (@) + (1= @) F () ooy :

f(x)

flaz+ (1 —a)y) [--------- B

T az+ 1-a)y

Q

Figura 4 — Exemplo de uma funcao f : {2 — R convexa.

Na Figura 4, para « € [0, 1], a combinagao linear ax + (1 — )y ¢é chamada de
combinagao conveza, mas vale ressaltar que em R" podemos fazer combinagoes convexas
envolvendo mais de dois pontos. Do ponto de vista da otimizagao, a convexidade ¢é
uma caracteristica muito valiosa, pois se a func¢ao objetivo é convexa podemos concluir

facilmente que os seus pontos criticos sdo minimizadores locais da funcao e mais ainda, os
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minimizadores locais sao globais. Considerando a classe das fun¢oes convexas, podemos
dividi-la em duas subclasses distintas: as fungoes suaves e as fun¢des nao suaves. Existem
técnicas de otimizacao suficientemente simples, que aplicadas aos problemas de minimizacao
com fungdes da primeira subclasse conseguem obter resultados com 6tima acurdcia e muito
rapidamente. Esse é o caso, por exemplo, do método de Newton, aplicado a problemas com
derivadas segundas continuas. No entanto, o mesmo ja nao pode ser dito para a segunda
subclasse. Isso porque, além do critério de parada dependente da norma do gradiente
avaliado no ponto corrente nao poder ser utilizado em pontos de nao diferenciabilidade,
temos que utilizar condicoes de otimalidade especificas para essa subclasse. Pensando
nisso, iremos apresentar um conceito muito importante na Secc¢ao 1.2, que nos permitira

lidar com funcgoes convexas, porém nao suaves.

1.2 A ideia de subdiferenciabilidade

Na otimizacao suave, uma classe de métodos bastante utilizada é a dos métodos
de busca linear, que basicamente consistem em determinar uma direcao de descida d a
partir de um de determinado ponto z* e calcular um tamanho de passo ¢ que estabelecerd o
quanto se andaré ao longo dessa direcio, e entdo produzir o préximo iterado 2! = z* +td.
Para verificar se d é de fato uma direcio de descida em z* testamos se V7 f (xk)d < 0, ou
seja, necessitamos da informacao do gradiente da funcao no ponto para tal verificagdo. Sera
que no caso nao suave conseguimos fazer algo semelhante? Nesta secdo vamos apresentar
algumas ferramentas utilizadas em substituicao ao gradiente, e que nos darao alternativas

para lidar com a otimizacdo nao suave.

A primeira ferramenta necessaria que vamos apresentar é o subgradiente:

Definicao 3. Seja f : R" — R uma funcao convexa. Um subgradiente de f no ponto

xr e R" € um vetor s € R", tal que
fly) = f@)+s"(y—x), VyeR" (1.3)

A partir da Definicdo 3, podemos pensar que queremos construir uma aproxi-
macdo linear [ para a funcdo f no ponto z, em que I(y) := f(z) + s* (y — z), de tal forma
que o valor I(y) esteja sempre abaixo do valor da f(y) para todo y € R". Claro que se f
for uma fungao suave, podemos substituir s por V f(x) e vamos obter a aproximacao de
Taylor de primeira de ordem de f, que ja nos fornece de forma tnica a funcao [. Agora,
se f tiver algum ponto de nao-diferenciabilidade nao seremos capazes de gerar uma [ a
partir da aproximacao de Taylor de primeira ordem nesse ponto, ja que tal aproximacao
nao esta definida nesse ponto, e é justamente para contornar essa dificuldade que vamos

utilizar um subgradiente de f em x. Note aqui que enfatizamos o artigo indefinido um e



Capitulo 1. Conceitos fundamentais 20

isso é porque vale ressaltar que ha liberdade para se escolher o vetor s nos pontos de nao

diferenciabilidade de f e isso fica bem claro na Figura 5.

f(x) =052 + |z|
f(z) =052 +[al

Tz, T2

(b) Aproximacoes lineares que
(a) Exemplo de funcdo convexa se mantém abaixo de f em todo
e nao diferenciavel em xg. dominio.

Figura 5 — Exemplo de uma func¢ao convexa f, nao-diferenciavel em xzq; e de duas aproxi-
macoes lineares passando por xg e ambas abaixo do grafico da f.

Note que se a funcao for nao-diferenciavel em xy conseguimos encontrar mais de
uma reta que passa por (2o, f(xg)) e um outro ponto sem que essas retas sejam secantes a
curva grafico de f, ou seja, sem que seus valores sejam superiores ao da fun¢ao em nenhum

ponto, como podemos ver na Figura 5.

Geometricamente falando, se f é uma fun¢do de uma unica variavel, convexa e
diferenciavel em 7, a reta tangente [ a curva grafico de f passando pelo ponto (T, f(T)) é
a tnica reta tal que f(Z) = [(T) e f(z) = I(z) para todo x € R. Qualquer outra reta que
passe também por (T, f(T)) vai obrigatoriamente ser uma reta secante a curva de f, logo
vai existir um intervalo em que o valor de [ serd superior ao da funcao f. Na Figura 6

ilustramos essas ideias graficamente.

I(x)

l(x)

Figura 6 — Exemplo de uma func¢ao de uma tnica variavel, convexa e suave. Observe que
para todo ponto = da combinagao convexa entre xg e x; temos que [(z) = [(x).
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Com isso em mente, vamos definir os conjuntos subdiferencial e e-subdiferencial:

Definicao 4. O conjunto de todos os subgradientes de f : R" — R em x é chamado de

subdiferencial de f em x e é denotado por 0f(z):
0f(x) = {s€R™ : f(y) > f(x) +5T(y—x), Vy €R7).

Por exemplo, a fung¢ao valor absoluto, f(x) = |z|, possui como subdiferencial
em x = 0 o intervalo fechado [—1, 1], uma vez que qualquer aproximacao linear em 0 que
tenha inclinacdo entre —1 e 1 subaproxima a funcao f(z). Na Figura 7 ilustramos esse

exemplo:

-
-
S, -
~~~~~~
. e

(a) Aproximacao linear com inclinagao —1. (b) Aproximagao linear com inclinagao 1.

"""""
""""
"""""
"""""

-
-
-
-~
g
-
-
-
-7
-

(¢) Aproximagao linear com inclinagao 0.75.

Figura 7 — Iustragao com trés aproximagoes lineares em x = 0 para a funcao f(z) = |z|.

Definigao 5. Podemos adicionar uma tolerancia € > 0 na Defini¢io 4 (também chamado
de parametro de viscosidade [5, Sec. 9.2.2]), definindo o e-subdiferencial da seguinte

maneira:

O-f(x):={seR" : f(y) = flx)+s"(y—x)—¢e, Vy €R"}.

Veremos no proximo capitulo que no contexto de otimizagao nao suave estamos

interessados em obter T tal que 0 € 0f(Z). O conjunto e-subdiferencial vai nos permitir um
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folego adicional para os métodos, pois iremos nos contentar em obter T tal que 0 € 0. f(T).
Ou seja, aumentamos o nosso conjunto de busca, uma vez que df(z) < 0. f(z) para todo
e > 0. Do ponto de vista geométrico, é evidente que se a fungao f for diferencidvel em x
entao 0f(x) = {Vf(z)}. A prova algébrica desse fato pode ser vista em [18, Prop. 3.4.53].

1.3 Elementos da dualidade

A teoria da dualidade estuda as relagoes e caracteristicas entre um problema de
otimizacao original, que recebe o nome de Problema Primal, e um problema de otimizacao
associado a ele, que recebe o nome de Problema Dual. Nesta se¢ao iremos estudar algumas
relacoes entre o par primal dual e veremos que em alguns casos é mais facil de se resolver
o problema dual do que o problema primal. Um bom exemplo disso é quando o problema
primal é linear com um nimero muito grande de varidveis e um numero pequeno de
restrigoes, pois como veremos, as variaveis do problema primal estardo associadas as
restricoes do problema dual e as restricoes do problema primal gerarao as variaveis do

problema dual.

Para compreendermos bem as relagoes entre os problemas primal e dual vamos
estudar o caso nao-linear separadamente do caso linear, como fazem Izmailov e Solodov
em [18].

1.3.1 Caso Nao-Linear

Um problema de otimizacao nao-linear com restrigoes de igualdade e desigual-

dade é escrito da seguinte forma:

min  f(z)
sa h(x)=0 (1.4)
g(x) <0

emque f:R" >R, h:R*"—>R"eg:R"— R. Tomando)\e]Rmeue]RlJr, podemos
definir a funcao Lagrangiana £ : R" x R™ x ]RZJr — R:

Lz, \p) = f(z) + Mh(x) + plg(z). (1.5)

Note que para todo x vidvel temos que AT h(z) = 0, pois h(z) = 0 e como p
é nao-negativo entao u’ g(x) < 0 ja que g(x) < 0. Logo L(z, A\, ) < f(z), para todos os

pontos vidveis do problema (1.4) e veja que se p = 0, entao
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L(z,\,0) = f(x)+0+0= f(x),

logo o sup L(x, A\, p) coincide com f(x) para todo x vidvel.
(M) € R xRl

Agora, se x é inviavel entao h;(z) # 0 para algum i € {1,...,m} e/ou g;(z) > 0
para algum j € {1, ...,l}. Supondo que g;(x) < 0 para todo j € {1, ...,l} e h;(z) # 0 para

algum i € {1,...,m}, vamos tomar

\ = {khi(x), se j =1, (1.6)
0, seje{l,..mh\{i},

com k > 0. Com p = 0 e fazendo £ — 2 obtemos

Lz, p) = f(z) + khi(z)? - .

Agora, supondo que gj(x) > 0 para algum j € {1, ...,1} e h;(x) = 0 para todo

i€ {l,...,m}, vamos tomar A =0 e

'{k:, se 1 =7, )
T0, seiedl, I '

com k > 0. Novamente, fazendo k — o0 obtemos

£<x707:u) = f(l‘) + kgj(x) — 0.

Com isso, mostramos que

sup £(w, A, 1) =

) o's) se x é inviavel.

{f(x) se = é vidvel

Entao, reescrevendo o problema temos:

min {( sup L(x, )\,u)} , (1.8)

ZES (A, u) e RmxRY,

com = {z e R" | sup L(x, A\, p) < o}. Pela defini¢do do conjunto €2, podemos
(A, ) € RmxRL
trocar a ordem entre a maximizacao e a minimizagao sem alterar o valor 6timo, bem como

o supremo pelo infimo, desde que este ultimo também seja finito. Dessa forma, obtemos o

problema dual
max { inf E(x,)\,,u)}, (1.9)

A p)eA lzeR™

em que A := {(\, u) e R" x R, : iIllRf L(x, A\, 1) > —0}, que podemos escrever como
TER™

(Af%?gAcb(A, 1) (1.10)
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em que —¢ é uma fun¢do convexa nao-diferenciavel, com ¢ definida da seguinte maneira:
O, p) = :clenllgtn L(z, A ).

Em [2, Sec. 6.1] os autores apresentam a interpretacao geométrica do problema
dual, iremos reproduzir aqui essa interpretacao de maneira mais ilustrativa na Figura 8 e
assim como os autores, vamos assumir que nao hé restri¢oes de igualdade (m = 0), temos
apenas uma restrigdo de desigualdade (I = 1) e o dominio da varidavel x é um conjunto

convexo e limitado X, apenas para simplificar a nossa visualizacao.

Vamos trabalhar no plano y-z e por meio das relagbes y = g(x) e z = f(z) para
todo x € X, construimos a regido GG como a imagem do mapeamento de X no plano y-z.
O teorema de Weierstrass (conforme [18, Teorema 1.2.1]) vai nos garantir que f assume
valores maximo e minimo em X, indicados na Figura 8(a) pelas ordenadas dos pontos A e

B, respectivamente. Definimos também a funcgao
v(y) = min{f(z) : g(x) <y, ¥xe X},

Podemos observar na Figura 8(b) que para os pontos a esquerda de A, temos
v(y) = o0, isso devido a inviabilidade dual, ou seja, a reta tangente a v no ponto A é
paralela ao eixo z; e para pontos a direita de B, temos que a fun¢do v permanece constante,

pois a ordenada de B é o valor minimo que a funcao f assume em X.

Perceba que a compacidade de X nao é essencial. Essa hipdtese foi adicionada
para que a ilustracao fique mais simples, pois se X fosse ilimitado, por exemplo, teriamos que

as ordenadas dos pontos A e B poderiam tender a mais e menos infinito, respectivamente.

Suponha agora que p seja dado. Para determinar ¢(u), precisamos minimizar
f+pg, para todo x € X, ou seja, queremos minimizar z+ py sobre os pontos em G. Observe
que z+ py = cte é a equagao de uma linha reta com inclinagdo —p e intercepta o eixo z em
cte. Para minimizar z + uy sobre (G, precisamos mover a reta z + uy = cte paralelamente
a si mesma o mais abaixo possivel (ou seja, na dire¢ao oposta de seu gradiente) de forma,
que ela ainda permaneca em contato com G. Em outras palavras, movemos essa linha
paralelamente até que o conjunto G fique acima da reta e o tangencie. A intersec¢ao dessa

reta com o eixo z fornece ¢(1), como mostra a Figura 8(c).

Note que o problema primal consiste em encontrar um ponto em G, tal que a
abscissa y < 0 possua ordenada z minima. Claramente podemos observar que esse ponto é
(y*, 2*) na Figura 8(d). O problema dual é, portanto, equivalente a encontrar a inclinagao
do hiperplano suporte de GG, de modo que sua intersec¢ao com o eixo z seja maxima. Na
Figura 8(d), esse hiperplano possui a inclinagdo —u* e tangencia o conjunto G no ponto
(y*, 2%). Assim, a solugdo dual étima é p* e o valor 6timo da fungao objetivo do problema

dual é z*. Além disso, os valores objetivo primal e dual sdo iguais neste caso.
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(g9(@), f(=))

L) N

Yy Yy

(a) Mapeamento de X no plano y-z e curva v(y). (b) Fronteira de inviabilidade do problema dual.

Inclinacao — p*

Inclinagao — p y y

(¢) Restrigdo perturbada g(z) < y e valor dual ¢(u). (d) Solugdo étima do problema dual, quando y = 0.

Figura 8 — Ilustracao da interpretacao geométrica do problema dual.

1.3.2 Caso Linear

Dado o problema de otimizacao linear da forma:

min ¢’z

(1.11)
sa Axr =0,

em que ¢,z € R", b € R™ e A € R™"; podemos definir a funcido Lagrangiana: £ :
R" x R - R
Lz, 1) ="z +p"(b— Az), (1.12)

e a partir dai, conseguimos escrever uma fungao ¢ associada ao problema (1.11):

¢(p) = inf L(z,p)

zeR™
zxier]gn {"z+ p"(b— Az)}
— AT N\T T
—zleIIlan {(c—ATp) =+ p"b}. (1.13)

Para que o infimo do problema (1.13) exista para qualquer x € R", isto é, que ¢(u) > —oo,

precisamos tomar ¢ — ATy = 0, daf temos que iI]lRf L(z,p) = p'b. O problema dual serd
zelR™
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entdao dado pela maximizagao de ¢(u), ou seja

max bl p
sa Alp=c (1.14)
= 0.

Note que o dual de um problema linear também é um problema linear, s6 que enquanto o
problema primal é um problema de minimizac¢ao o dual ¢ um problema de maximizagao.
Também podemos perceber que o vetor de custos do problema primal (1.11) ¢ se tornou o

vetor dos termos independentes nas restri¢goes do problema dual (1.14) e vice-versa.

1.3.3 O Caso Quadratico

Um problema de otimizacao quadratico estritamente convexo é escrito da
seguinte forma:

1
min 27 Qx + p'x

2
sa Ar=0b (1.15)
Cr < d,

emque z,pe R be R™ de R Ae R™™; C e R"" e Q e R™" é simétrica e definida
positiva. Colocando esse problema na forma padrao, temos:
s T
min oz Qr+p'zx
sa Ar—b=0 (1.16)
Cr—d<0,

Seu Lagrangiano é dado por:

L(x, A\ 1) = ;:):TQx +plz + AT(b— Az) + u" (Cx — d)
_ ;xTQx + 9T — AT Az + \Tb+ 47 C — i7d) .
= ;xTQa: +alp — 2T AT+ I N+ 270 —d' '
= ;QJTQSL’ +al(p— ATN+ CTp) —d"p + b7\
A partir dai, conseguimos escrever uma fun¢ao ® associada ao problema (1.15):
(A, p) = inf L(z, A p)
(1.18)

zeR™

1
= inf {QITQJI +af(p— AN+ CTp) —d '+ bTA} .

Vamos verificar se o infimo dessa quadratica é atingido e para isso calculamos

o gradiente da Lagrangiana em relacao a x, obtendo:
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Vo L(z, A\ i) = Qr + (p— ATA+ CTp).

Queremos encontrar os pontos estacionarios da fun¢ao Lagrangiana, logo, igualando esse
gradiente a zero temos
V. L(x, A\, ) =0
=Qr+(p—ATN+TCTu) =0
=Qr=AT\—p—-CTp.
Por hipétese, @) é definida positiva, entao ela é invertivel, o que nos garante que existe um

minimizador T que é escrito da seguinte forma:
T=Q HATN —p—CTp). (1.19)

Entao, o infimo da Lagrangiana é atingido em ¥ e partir dessa solu¢do podemos substituir

x por T em (1.18):
(A, p) = min L(z, A, p)

1
= min {QxTQx +plae 4+ M(b— Az) + p* (Cx — d)}

(ATXN—p—CT)T"Q M (ATN —p — CTp) + NTb + p'd. (1.20)

1
2
O problema dual serd entdo dado pela maximizacao de ®(A, u) sujeito a p = 0, ou seja, o
dual de um problema quadratico também é um problema quadratico, cuja tnica restricao
¢é a nao negatividade do multiplicador p, o que torna esse problema muito mais simples

que o problema primal (1.15). No capitulo 4 iremos explorar essa vantagem.

Cabe observar que o caso mais interessante de se trabalhar com o problema
dual ocorre quando ele pode ser decomposto, mas o primal nao. Por exemplo, quando o
primal possui funcao objetivo separavel, e restrigoes de acoplamento, bem como restrigoes

lineares-afins separaveis, descritas por conjuntos X;, isto é,
min Z fi(z;)
i

sa Ax=0b

x; € Xi7

com cada x; € R™, o problema dual tira proveito da separabilidade.

1.4 Nuimeros duais e a diferenciacdo automatica

A diferenciacao automatica é uma técnica para calcular derivadas numéricas

de forma exata, ou seja, sem erros advindos de arredondamento ou aproximacoes.



Capitulo 1. Conceitos fundamentais 28

A ideia é definir um simbolo algébrico ¢ tal que € # 0, mas que 2 = 0. Assim
como os numeros complexos que envolvem o simbolo algébrico i, podemos definir os

numeros duais, que envolvem o simbolo algébrico €, por exemplo, 1 4+ 2¢ ou ™ — 3¢.

Uma vez definida a aritmética de ntimeros duais (mais detalhes em [3]), similar
a dos niimeros complexos, com as devidas adaptaces decorrentes de €2 = 0, para encon-
trarmos a derivada de alguma funcao f em um ponto x de forma exata, precisamos apenas

calcular f(x + €), pois
flx+e) = flx) + fl(x)e.
Isso fica claro quando escrevemos a expansao em série de Taylor de f(x + ¢):

. f//($)€2 N f”’(x)53 N

flx+e)=f(x)+ f(z) o 3!

Como € = 0, apenas os primeiros dois termos nao se anulam, logo, o valor que multiplica
£ é exatamente o valor da primeira derivada. Entdo, suponha que f(z) = 2% e queremos

calcular o valor de f’(1), entao basta calcularmos o valor de f(1 + ¢):

f(l4e)=(1+¢)?
=142+ ¢
0

=1+ 2¢,

daf temos que f(1) = 1 e f'(1) = 2, o que sabemos que é verdade. E isso vale para qualquer
fungao analitica, pois os niimeros duais respeitam as regras de derivagio (regra da cadeia,

regra do produto, regra do quociente e a regra do tombo).

Esse recurso sera muito util, pois como veremos na proxima se¢ao, os métodos
de otimizagao nao suave, em geral, baseiam-se na existéncia de um ordculo, isto é, dados
uma funcdo f e um ponto x, o ordculo deve ser capaz de calcular o valor funcional e pelo
menos um subgradiente de f no ponto x. Com a diferenciacao automatica nao precisaremos
nos preocupar em construir um ordculo para cada funcgao, pois nosso oraculo vai usar o
pacote ForwardDiff', que contém rotinas capazes de obter derivadas, gradientes, jacobianas,
hessianas e derivadas de ordem superior de fungoes no Julia, usando o modo progressivo
de diferencia¢ao automética (AD). Em [24] os autores apresentam com mais detalhes a
representacao multidimensional de ntimeros duais em Julia e advogam o desempenho
competitivo do pacote, bem como as vantagens da compilagao just-in-time (JIT) para

recompilar de forma transparente o c6digo de um usuario nao habituado com AD.

Cabe ressaltar que a diferenciagdo automatica e particularmente o pacote
ForwardDiff nao sao uma panaceia, e podem falhar. De fato, o funcionamento depende
nao s6 de como as fungoes intrinsecas estao implementadas internamente, como também

da forma com que as definimos em nossa programacao.

1 Toda a documentacio desse pacote pode ser encontrada no GitHub.
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Por exemplo, a funcao f(S) = |5 — A|, tem apenas um ponto de nao suavidade,
dadopor S = A. Para f : R* - Re A = (4,9)”, quando tentamos calcular um subgradiente

de f no ponto A no Julia utilizando a fungao nativa para a norma obtemos:

A=[4.; 9.];

f(S)=norm(S-A);

ForwardDiff.gradient(f, A)
2-element Array{Floaté64,1}:
0.0
1.0

Figura 9 — Janela do Julia com a defini¢ao e o cdlculo de um subgradiente da funcao f
em A.

E de fato, podemos facilmente verificar que o vetor obtido ¢ um subgradiente
da f em A:

JY) =Y = Al
= V(AL = Y1)? + (A - Y5)?
>/ (Ay — Y3)?
= |A2 - Y2|
S0 v, (1.21)

logo f(Y) =9 — Y. Agora, avaliando a linearizacio obtida com o vetor S = (0, 1)” no
ponto A = (4, 9)” temos
f(A+STA-Y)=0+ST(A-Y)
=STA-S"Y

—9- Y. (1.22)
De (1.21) e (1.22), temos

fY)= f(A)+ST(A-Y), VYeR?

Y

entdo, pela Definicio 3, S = (0, 1)” ¢ subgradiente de f em A.

No entanto, se reescrevermos a funcao f de outra maneira, por exemplo,
g(S) = /(S — A)T(S — A), para g : R* > R e A = (4,9)7, quando tentamos calcular um

subgradiente de f no ponto A no Julia obtemos:
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A=[4.; 9.];

g(S)=sqrt(dot(S-A, S-A));

ForwardDiff.gradient(g, A)
2-element Array{Floaté64,1}:
NaN
NaN

Figura 10 — Janela do Julia com a defini¢do e indeterminacao no calculo do subgradiente
da g em A.

Nos experimentos deste trabalho, tiramos proveito dessa caracteristica, pois nos
problemas considerados, a fungao objetivo ¢ constituida pela soma de normas da diferenca
entre dois pontos, de modo que conhecemos os pontos em que a fun¢ao é nao suave. Como
vimos acima, usando a funcao nativa para a norma, podemos assegurar que o pacote é

capaz de calcular um subgradiente nesses pontos.
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2 Métodos Computacionais para Otimizacao

N3o Suave

A fim de compreendermos melhor o Método de Feixes em Niveis, que serd o
foco do nosso trabalho, nesta se¢ao iremos nos debrucar sobre os métodos computacionais
mais comumente conhecidos para Otimizacao Nao Suave e também sobre os seus principais

aspectos. Iremos nos apoiar em [5] e [19] para fazer essa introducao.

Assim como na Otimizacao Suave, podemos classificar os métodos computacio-
nais em duas classes: os de primeira ordem e os de segunda ordem, ou seja, métodos que
utilizam apenas a primeira derivada e métodos que também trabalham com a segunda
derivada. Ambas as classes tratam de métodos iterativos que tém como objetivo gerar
uma sequéncia {z*} cujos pontos de acumulagio sio minimizadores do problema, sempre
que {z¥} é convergente. No diagrama abaixo podemos ter uma ideia de onde se encaixa

cada um dos métodos que iremos apresentar.

Otimizacao Nao Suave

G/Iétodos de Primeira Ordem Métodos de Segunda Orderr)

Decomposi¢ao VU

Métodos de Subgradiente

—

G/Iétodos de Planos de Cort9

G/Iétodos de Feix99

Via Regido de Confianga

Via Proximal

Via Conjunto de Niveis

Figura 11 — Diagrama com os métodos apresentados neste capitulo.
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Tanto os métodos de primeira ordem quantos os de segunda ordem buscam
determinar uma direcdo d*, em que no melhor caso serd uma direcdo de descida, e um

tamanho de passo A\, > 0 e com isso temos que 2" = 2% + \d*.

Queremos chamar a atencdo aqui para o fato da direcdo d* ser uma direcio
de descida da funcao f num ponto x nos melhores casos. Note que em Otimizagao Suave,
uma direcdo d era dita de descida para f num ponto z se d’ V f (x) < 0. Estendendo essa
ideia para Otimizacao Nao Suave, podemos definir uma direcdo de descida da seguinte

maneira:

Definicao 6. Se a direcio d € R" satisfaz
d'y <0 Vyedf(z),
entao ela € dita direcio de descida.

Apenas com a Definicdo 6 ja vemos que para caracterizar uma direcao de
descida precisamos conhecer todo o conjunto subdiferencial, o que nem sempre é possivel.
Entao, do ponto de vista pratico, estamos interessados em métodos capazes de funcionar
com informagdes incompletas do subdiferencial, ou seja, métodos eficientes para resolver o

problema:
min f(z) (2.1)

zeR"

em que f: R"™ — R é uma fun¢ao convexa e nao diferenciavel.

Tendo isso em vista, todos os métodos que apresentaremos nas proximas segoes
conterao uma rotina denominada ordculo. Essa rotina é capaz de fornecer o valor da funcgao
num ponto bem como um subgradiente da funcao no ponto. Uma outra nomenclatura
conhecida pra essa rotina é caiza-preta ou simulador, pois tais informagoes podem provir

experimentalmente, ou por meio de simulacoes.

2.1 Meétodos de Subgradiente

O primeiro método que vamos apresentar ¢ o Método de Subgradientes. E o
método mais simples (e também o mais ristico e ineficiente que existe), mas a partir do en-
tendimento dele poderemos compreender a evolucao e criagao dos métodos mais sofisticados.

Sua descri¢ao é dada no Algoritmo 1, que segue a apresentagao de [5, Algorithm 9.2].

Aqui nos deparamos com a primeira problematica da Otimizacao Nao Suave:
o critério de parada. Note que no caso suave, bastava verificarmos se |V f(z")|| < €go1,
ou seja, se o gradiente da k-ésima iteracao estda préoximo do vetor nulo. J4 no caso nao

suave, precisamos verificar se o vetor nulo pertence ao subdiferencial da fungdo na k-ésima
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iteracdo, ou seja, queremos testar se |s¥| < €1 com s¥ € df(2¥), o que pode nunca
acontecer. Isso porque o ordaculo nao é capaz de calcular todo subdiferencial. Tomemos a
fungao valor absoluto como exemplo, ou seja f(z) = |z| e suponha que o oraculo retorne
sempre um subgradiente no fecho do subdiferencial. Sabemos que z* = 0 é o minimizador

de f, porém nesse caso |s*| = 1, entdo se ;1 < 1 0 critério de parada nunca seria satisfeito.

Algoritmo 1 — METODOS DE SUBGRADIENTES
Entrada: z' € R" e itmax € IN.

k=1
repita

Passo 1: Receber informacao do oraculo
Chamamos o oraculo para obter f (xk) e um subgradiente s

Passo 2: Definir a candidata a direcao de descida

k
k S

IS
Passo 3: Efetuar busca linear

Encontramos, se possivel, o passo A, > 0 satisfazendo f(z* + \pd®) < f(z).

Passo 4: Atualizar o iterado
AR DY

k—k+1
até k > itmax;
Saida: z

Note também que no Passo 3, temos uma busca linear relaxada, pois como o
oraculo nos da apenas um subgradiente e nao o subdiferencial todo, nao é possivel dizer se
d* é uma direcdo de descida. Diferentemente do caso suave, em que a direcdo oposta ao
gradiente é sempre de descida, podemos ter vetores opostos aos subgradientes que nao
sejam de descida. Consequentemente, é dificil estabelecer regras claras para o célculo de
Ar € as mais utilizadas tém uma taxa de convergéncia sublinear. Quando o valor 6timo da
fungao é conhecido, é possivel fazer algumas melhorias para acelerar um pouco o método,

mas conhecer o valor 6timo é, em geral, uma hipotese forte.

Tendo isso em vista, comeca a ficar claro que as implementacoes desses métodos
podem ser ineficientes devido aos problemas inerentes do algoritmo, por exemplo critérios
de parada nunca atingido, geracao de direg¢oes que nao sao de descida, taxa de convergéncia

lenta, entre outros.

Contudo, ja era de se esperar que nao fosse possivel ter um método comple-

tamente eficiente utilizando um tnico vetor do subdiferencial a cada iteracao. Pensando
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nisso podemos pensar numa outra abordagem para atacar os problemas nao suaves, em

que cada subgradiente calculado é salvo na memoria e utilizado na iteragao seguinte.

2.2 Meétodo de Planos Cortantes

Se ndés guardarmos o subgradiente de cada iteragao, podemos construir um

modelo com planos que subaproximam o epigrafo da funcao objetivo, isto é,
epi(f) :={(y,2) e R" xR [ f(y) < z}. (2.2)
Entao, dados
fi = f(2") e s = s(z"), Vi=1,2, ..., k, (2.3)

podemos construir um modelo, f da seguinte maneira:

v

frly) i= max {fi + (', (y = 2D}

Cabe uma observacgao referente a notagao para o produto interno: a partir desse
ponto, passaremos a utilizar (u,v) ao invés de u’ v, para melhor destaque e apresentacio

dos elementos que envolverao indices e expressoes.

Para encontrar a solugao do problema (2.1), a cada iteragao iremos resolver
o subproblema de minimizar o modelo sobre um conjunto convexo e compacto X. No
Algoritmo 2 vai ficar claro que se X nao for compacto, nas primeiras iteragoes o modelo

poderia ser ilimitado inferiormente. Na Figura 12 podemos visualizar a filosofia do método.

a0 x? z®  x!

Figura 12 — Algumas iteragoes do método de Planos Cortantes
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Pela defini¢ao de subgradiente (Definigao 3) e pela construcao do modelo, temos
que

fo<f e fi<fon VEk,

e como f é convexa, o epigrafo dos planos cortantes fk vai se aproximando por baixo
do epigrafo da f conforme k vai aumentando. Entao, é possivel obtermos um critério de
parada bem definido, que seria o decréscimo nominal do modelo f com relagao a funcao
f, que iremos denotar por . Se § for menor que uma certa tolerdncia, decretamos a
parada do método. Perceba que apesar de termos um critério de parada bem definido nao
significa que ja estamos no melhor dos mundos. Note que a sequéncia de valores funcionais
geradas por esse método nao é necessariamente mondétona. Um bom exemplo disso pode
ser observado na Figura 12, pois a sequéncia {f;} comeca decrescente, porém f3 > fo. Mais
adiante veremos que esse aspecto nao-mondtono da sequéncia de valores funcionais sera

uma das motivagao para a criacao dos Métodos de Feixes.

Algoritmo 2 — METODO DE PLANOS CORTANTES

Entrada: ' € X, €01 > 0 € itmazx € IN.

k=1

Jo=—©

repita

Passo 1: Receber informacao do oraculo e verificar critério de
parada

Chame o oraculo para obter f (xk) e um subgradiente s*

Calcule &, = f(2") — foo1(z¥)

se 0 < €01 €ntao
| retorna z*
fim

Passo 2: Definir a candidata a dire¢ao de descida
d* € arg min fy, (2" + d)
zk4d eX
Passo 3: Atualizar iterado
2H L = gk o gk
k—k+1
até J;, < €1 ou k = itmax;
Saida: =

Se o epigrafo de f tiver um formato poliedral com poucas faces ou um formato
de V, este método pode ter um bom desempenho, no sentido de que para qualquer
tolerancia €1, em particular para €.o; = 0, 0 método converge em numero finito de passos,
pois fungoes lineares por partes vao coincidir localmente com as aproximacgoes do método

de planos cortantes. Mas em geral, nao ¢ esse o caso. E em um cenario mais caotico, se a
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funcao poliedral tiver muitas faces perto da solucao, entdo o método vai precisar de muitas

iteracoes para convergir.

Além da geracao de uma sequéncia, possivelmente nao monoétona de valores
funcionais, ainda temos alguns outros empecilhos. O principal deles é a instabilidade
numérica. De certa forma, o fato do método nao ter nenhum controle sobre os valores
funcionais esta relacionado com a instabilidade numérica. Na Figura 13 podemos ver que
ao se aproximar do minimizador de f, os planos de corte vao ficando quase horizontais e

consequentemente podemos gerar aproximacoes que acabam se afastando do minimizador.

f(x)

f(=)

Jo
fi

fs

fa

L 2 0 L L
r 2 !

Figura 13 — Note que z? seria um bom candidato para minimizador, porém ao adicionar o
plano cortante associado a ele, o minimizador do modelo acaba se afastando
do minimizador da f, ou seja, o valor funcional f3 seria maior que f.

Uma outra dificuldade estda na quantidade crescente de planos cortantes con-
forme as iteragoes aumentam, o que amplia o nimero de restricdes do subproblema. Em
geral, o excesso de planos de corte dificulta a resolugdo do subproblema de forma eficiente.
Visando estabilizar o processo e também ganhar eficiéncia na obtengdo de um minimizador,

surgiram os métodos de feixes, que veremos a seguir.
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2.3 Meétodo de Feixes

Nesta se¢ao iremos apresentar a filosofia do Método de Feixes. Primeiramente,
vejamos o que seria um feize. Assim como o método de planos cortantes, este método
também mantém uma memoria dos pontos que sao avaliados pelo oraculo até a iteracao
corrente, bem como seus respectivos subgradientes; esse conjunto de dados, pontos e
subgradientes, é denominado feize' e é daf que vem a nomenclatura. Antes de apresentarmos
a variante de conjuntos de niveis, que é o foco deste trabalho, iremos explicar como
funciona essa estabilizacdo numérica do método, que é um denominador comum entre suas
variantes, e verificar a equivaléncia do Método de Feixes em Niveis com algumas variantes.
Aqui ja podemos notar um contraste entre o método de feixes e o de planos cortantes: os
subproblemas dos planos cortantes sao problemas lineares, que sao em geral os mais simples
de se resolver. Ja no método de feixes, embora existam variantes com subproblemas lineares,
nao lineares e até de programagdo inteira mista (conforme Frangioni [15]), usualmente
os subproblemas sdo quadraticos. Apesar de parecer que complicamos os subproblemas,
veremos mais adiante que na verdade eles tém uma estrutura bastante especial e é
justamente essa estrutura que vai nos permitir reduzir o tamanho do subproblema. Entao,
o custo beneficio de se trocar um subproblema linear por, por exemplo, um quadratico é
muito bom, pois além de conseguirmos reduzir o tamanho do subproblema (que era uma
das desvantagens do método de plano cortantes), ainda ganhamos a estabilidade numérica

como bonus.

2.3.1 Estabilizacao

A ideia da estabilizagao é impedir que a sequéncia se afaste do minimizador,
como na Figura 13. Para isso, seria interessante que o algoritmo guardasse o ponto com o
melhor valor obtido até a iteracao corrente. Logo, notamos que esse algoritmo ird gerar
duas sequéncias: uma sequéncia de pontos y*, a partir dos quais iremos construir o modelo,
e uma sequéncia de pontos z¥, que consiste dos pontos y* que produziram decréscimo
suficiente na funcao objetivo, ou seja, {z*} é uma sequéncia cujos elementos pertencem
a sequéncia {yk }. Iremos denominar os pontos y* como candidatos e os pontos " como
centros de estabilidade. Para gerar essas duas sequéncias iremos formular um subproblema

de acordo com os seguintes principios de estabilizacao:

(a) A escolha de um modelo ¢, que seja convexo e conforme apontado por Frangioni em

[14], em geral seja uma subaproximagao para a fungao objetivo, isto é, para todo

Em inglés: bundle.
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k temos ¢k (y) < f(y) para qualquer y € R"™ . Isso é o que vai nos permitir calcular
um decréscimo nominal. E importante trocarmos nossa notacao, pois mais adiante
veremos que podemos construir um modelo que agrega todas as informagcoes dos
planos de corte, porém sem necessariamente guardarmos todos os subgradientes que
0s geraram, isso vai nos permitir fazer uma reducao no feixe. A priori, podemos
continuar utilizando os modelos dos planos de corte, ou seja, @ = fk, mas para isso
precisamos fazer uma corre¢do ao modelo, uma vez que agora estamos interessados
em um modelo em relagdo ao centro de estabilidade 2. Para isso, precisamos definir
o erro que estamos cometendo ao assumir a lineariza¢cdo como uma aproximacao
para a fung@o objetivo em torno do centro de estabilidade. Relembrando da notacao

introduzida em (2.3), vamos definir

&= fa®) = [fi + {8 (@ =y )], i=1,2, ..., k.

Note que o termo entre colchetes é justamente a subaproximacao de f, logo & > 0
para todo i. E se relembrarmos da Definicdao 5, temos que s’ € Oe. f (2¥). Com isso,

podemos finalmente definir o feixe:
B:={(s &) : s'€ O f(2F), i=1,2, -+, k},

associado ao centro de estabilidade, seu valor funcional e seu subgradiente, ou seja,

a tripla (2, f(2*), s(2*)). Com isso, podemos escrever nosso modelo como sendo
er(y) = fa) + max {=&+ (s (y — ")} (2.4)

Vale destacar que essa descri¢ao para o feixe em que trocamos os pontos pelos erros

da aproximagcao nesses pontos permite economizar meméria e ganhar eficiéncia.

A escolha do centro de estabilidade z*, que serd o ponto com o melhor valor obtido
até a iteragao corrente. Existem diversas maneiras de se determinar o centro de
estabilidade, em geral essas diferentes maneiras é que sdo responsaveis pela existéncia
das variantes do método de feixes. Em outras palavras, cada variante vai definir
uma forma diferente de se obter o centro de estabilidade. Neste trabalho iremos
apresentar trés variantes, mas o leitor pode encontrar diversas outras na referéncia
[20]. O centro de estabilidade é o que vai de fato impedir que a sequéncia se afaste do

k1 produzir um

minimizador, pois z* serd atualizado apenas se o novo candidato y
decréscimo suficiente na fungao objetivo. Quando isso ocorre dizemos que tivemos um
passo sério’; j& quando y*! ndo gera um decréscimo suficiente na funcdo objetivo o
centro de estabilidade da préxima iteracdo permanece igual, ou seja, z¥t1 = 2% ¢

quando isso ocorre dizemos que tivemos um passo nulo>.

Em inglés: serious step.
Em inglés: null step.
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(c) A escolha de uma norma | - [, adequada, com a qual iremos controlar a distancia dos
candidatos ao melhor ponto obtido até o momento, ou seja, a norma da diferenca
entre o candidato e o centro de estabilidade. Entao, seja M, uma matriz quadrada,

simétrica e definida positiva; vamos tomar a norma induzida pelo produto interno:
2,
|-k = (M, =) (2.5)

e sua norma dual

|0 = < M) (2.6)

O papel dessa norma é impedir grandes oscilagoes, entao mesmo que a sequéncia
{f(y*)} esteja tendo oscilagoes, a sequéncia {f(z")} vai ser sempre monétona nio
crescente. E note que o subindice k£ implica que essa norma pode variar ao longo
das iteragoes. Com isso, no inicio podemos escolher uma norma mais tolerante,
para permitir passos maiores enquanto estamos longe da solugao e conforme k vai
aumentando, podemos aumentar a exigéncia por meio da norma, o que também é uma
forma de prevenir a instabilidade numérica que ocorreria préximo da solugao. Mas é
importante destacarmos aqui que essa atualizacao da norma sé é conveniente quando
temos passos sérios, uma vez que os passos nulos nao geram nenhuma atualizacao

do centro de estabilidade.

Vamos apresentar o algoritmo genérico para o Método de Feixes, porém algumas
observagoes sao pertinentes. No Passo 2, o subproblema estabilizado foi propositalmente
escrito de maneira abstrata, apenas deixando explicita a dependéncia da funcao que
descreve o modelo ¢y, do centro de estabilidade corrente z* e da norma primal. Escolhas

apropriadas serao apresentadas mais adiante.

Note que no Passo 3 temos um teste similar a Condi¢ao de Armijo, e que é
muito parecido com a ideia de métodos de regiao de confianga (ver [22]), pois estamos
verificando se o houve um decréscimo da f que seja ao menos uma fracado a da reducao
predita pelo modelo. Na préxima secao iremos apresentar uma variante que usa a filosofia
de regiao de confianca para resolver o subproblema (2.7). Outro ponto que merece destaque
é que, como iremos atualizar o centro de estabilidade apenas quando essa condigao é
satisfeita, é possivel que tenhamos reducio simples f(y*™) < f(2*), mas o decréscimo
nao satisfaca o teste do Passo 3, baseado no decréscimo nominal. Por esta razao é que
dizemos que o centro de estabilidade é o ponto que obteve o melhor valor objetivo até o

momento, € N0 0 Menor.
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Algoritmo 3 — METODO DE FEIXES
Entrada: y' € X, €1 =0, eae (0,1).
Inicializa os parametros:
S1 =00, ||, itmaz e N, 2' =y', M, e R™*" positiva definida e k = 1

Envia y! para o oraculo.

repita

Passo 1: Receber informacao do oraculo e verificar critério de
parada
Constroéi modelo ¢y
se 0 < €01 entao
‘ * _ _k
==
fim

Passo 2: Determinar um novo candidato
Resolve o subproblema estabilizado (spe):

y" = argmin{spe (o, ¥, | - 1)} (27)
Define:

5k+1 _ f(yk—H) o (,Dk(yk+l)

Passo 3: Efetuar o teste de descida
Envia 3" para o ordculo

se f(z*) — f(y*™) > ady,, entdo

| gkt = g #Passo Sério
senao

|kt = gk #Passo Nulo
fim

Passo 4: Incrementar o modelo

Inclui ¥ no modelo

Atualiza parametros para a préxima iteracao
Define My,

k—k+1

Volte ao Passo 1.
até J;, < €. ou k = itmax;

Saida: z*

Vamos denotar por K o conjunto de indices k£ associados aos passos sérios.
Em particular, quando temos infinitos passos sérios, a sequéncia {d }rer, é convergente

sempre que (2.1) tiver minimizadores.
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Lema 1 (Boa definicdo do Algoritmo 3). Considere o Algoritmo 3 e suponha
que ele execute infinitas iteracoes. Seja fy := khr}gl f(z*) e assuma que f, > —oo,
€K

entao

0< degfl;f*.

keK

Demonstragio. Veja que como a tolerancia de parada €.,; ¢ nao negativa, para que o
algoritmo faga infinitas iteragoes, o decréscimo nominal precisa ser sempre maior que zero,
ou seja, 0 > 0 para todo k € K. Tomando um indice arbitrario k € K, e como em K,

estao indexados todos os passos sérios, entdao zFH1 = ¢! e

fah) = f@*h) = f(2%) = (") = adpsa.

Agora tomemos o indice subsequente a k& em K, vamos denoté-lo por &'. Entdo, entre k e
k' o algoritmo produz apenas passos nulos, mantendo assim seu centro de estabilidade, ou

k+1 _ :L‘k+]

seja, T para todo j = 2,--- k' — k. O teste de descida em &’ — 1 nos fornece

F(@*) = (=) = ady, (2.8)

. . £ K / e .
0 que nos permite definir o novo centro de estabilidade z*. Para um indice qualquer

k" € K, temos

k':k// k_:k/l
3 (2.8) ™ ks k;
a X G Y, flah) = M)
k‘i ek k‘i ek,
i €N i €N
=i — fe
< fl - f*7

em que a igualdade vem da soma telescopica. Entao dividindo por e ambos os lados da

desigualdade vem

Fazendo k" — oo concluimos a demonstracao. O

Este resultado nos garante a convergéncia do método sempre que o algoritmo
gera uma sequéncia infinita de passos sérios. Isso porque a sequéncia de valores funcionais
{f(2")} ek, ¢ estritamente decrescente e entdo ou {f(z*)} — —o0, quando f ¢é ilimitada
inferiormente e {z*} é trivialmente uma sequéncia minimizante; ou {f(z*)} — f. e,
principalmente, {6y} — 0; essa rela¢do é a chave para mostrarmos adiante a convergéncia
do método nos itens (ii) e (iii) do Lema 2. Por fim, note que se €y, > 0, sob a hipdtese de
limitagao para f no Lema 1, entdo o Algoritmo 3 fard um ntmero finito de iteragdes. Na

Secao 2.3.4 iremos nos apoiar neste resultado para a analise de convergéncia.
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2.3.2 Algumas variantes do Método de Feixes

Iremos apresentar trés variantes do método de feixes: Niveis, Regiao de Confi-
anca e Proximal. Qualquer uma dessas variantes produzird o subproblema estabilizado

(2.7) mencionado no Passo 2 do Algoritmo 3.

A variante via Regiao de Confianca, como o préprio nome ja diz, se baseia no
método de regido de confianga (ver [22] para mais detalhes sobre esse método em especifico)
e estamos interessados em minimizar o modelo @y sujeito a uma regiao em que se confia
que o modelo representa bem a fun¢ao objetivo. Essa regiao vai estar centrada no centro
de estabilidade z* e terd um raio x; pré-definido. Matematicamente, podemos escrever o

subproblema da seguinte maneira:

min - p(y)

2.9
sa |y — 22 < k. (2:9)

¥1), Um dos critérios de

O decréscimo nominal é definido como &1 = f(z") — @iy
parada nessa variante é o tamanho do raio da regiao de confianca, kg, pois conforme

k — oo temos que ki — 0.

A variante que estamos interessados em explorar neste trabalho é a variante
com niveis, na qual queremos um ponto que minimiza a distancia ao centro de estabilidade,
com a restricdo de que o valor funcional do modelo nesse ponto nao ultrapasse o valor
pré-fixado ¢;. Aqui podemos estabelecer um paralelo com a variante de regido de confianga.
Enquanto na regiao de confianca estamos minimizando o modelo sujeito a uma restricao
no dominio, nesta variante vamos minimizar a norma da diferenca entre o ponto e o centro
de estabilidade sujeito a uma restricao na imagem do modelo. Matematicamente, neste
caso podemos escrever o subproblema da seguinte maneira:

1 k|2
min oy =7l (2.10)
sa  or(y) < .

E assim como na variante anterior, o decréscimo nominal também é definido como 9y, :=

f(2®) — @r(y**Y). Iremos explorar mais caracteristicas dessa variante na préxima secao.

Por 1ultimo, temos a variante Proximal, em que adicionamos uma parcela
positiva ao modelo ¢y, relacionada com a distancia do ponto até o centro de estabilidade.
Quanto mais longe do centro de estabilidade, maior é o valor dessa parcela, penalizando
assim o valor da funcao objetivo. Isso faz com que o método dé preferéncia para os pontos
préximos ao centro de estabilidade z*. Matematicamente, escrevemos o subproblema da

seguinte maneira:

. 1 k|2
min - or(y) + Suly — 27 (2.11)
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em que p, > 0 é uma fator de regularizacao responsavel por intensificar o valor da
penalizacao. Essa variante tem duas caracteristicas: a primeira, e melhor delas, é de que
temos um subproblema irrestrito, e a segunda ¢ um pouco menos restritiva com relacao ao

decréscimo nominal, que é definido como

bt = £18) — (o) + s - ). (2.12)

Note que podemos rearranjar os termos (2.12) da seguinte maneira:

Okt = f(2%) — @y - ( iyt = ’“\i)

~~
6'rest7‘ito

k+1

-yt = (ol - ). (213

em que 0,5 é o decréscimo nominal dos problemas (2.9) e (2.10). Logo o decréscimo

nominal da variante proximal ¢ menor que o decréscimo nominal das variantes via regiao

de confianga e via niveis.

Vale ressaltar que existem outras variantes do método de feixes, inclusive
uma que combina a variante Proximal com a variante em Niveis, chamada de método de
feizes duplamente estabilizado®, em que o algoritmo escolhe automaticamente qual método
usara para definir o proximo iterado. Dessa forma, é possivel combinar a simplicidade
de atualizagdo do parametro de nivel para produzir uma regra simples e eficiente para
atualizar o parametro proximal, acelerando assim o processo de otimizac¢do. Para mais
detalhes ver [10] e [6].

O proximo resultado, é muito importante, pois estabelece formalmente a equi-

valéncia das trés variantes do método que foram apresentadas anteriormente.

Teorema 1 (Equivaléncia dos subproblemas quadraticos). Considere os pro-
blemas (2.9), (2.11) e (2.10), com a mesma norma | - |. As trés condigées abaizo

sao satisfeitas:

(i) Dado ki, > 0, seja y**' solucio do problema (2.9). Entdo existe yuy, > 0 tal que

Y"1 também resolve o problema (2.11).

(ii) Dado jy, > 0, seja y*™ solugdo do problema (2.11). Entdo eriste £y € R tal

que y* também resolve o problema (2.10).

(iii) Dado ly € R, seja 4" solugio do problema (2.10). Entdo existe ky = 0 tal

que Y"1 também resolve o problema (2.9).

Em inglés: doubly stabilized bundle method
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Demonstracao. A demonstracao abaixo é uma versao um pouco mais detalhada da de-

monstragao encontrada em [5, Sec. 10.3].

(i)

(iif)

Seja y**! solucao do problema (2.9), que é convexo e satisfaz a condigao de Slater
[4, Proposicdo 5.3.1], pois s > 0 e 2* é interior & bola centrada em z*, de raio /ky.
Portanto, existe um multiplicador associado A > 0, A € R, para o qual a solugdo para

(2.11) é obtida minimizando a Lagrangiana, ou seja, "' = argmin £(y, A) em que
yeR™

1
L(y, N) = enly) + 52 (ly ="k = rx) -
Dai temos que y*™! resolve o problema (2.11) com gy, := .

Seja 4! solucdo do problema (2.11). Para todo y € R" temos

k+1> k+1-—:tkP

1 1
iy + iﬂk‘y w < wrly) + iﬂk‘y — ;.

k+1)

Em particular, se { := ¢x(y , entao para todo y tal que @i (y) < ¢k, temos

1o et

k
2Mk|y |

1
Tl < Semly = 2F ;-

Como /i é sempre positivo, entdo temos que y**! resolve o problema (2.10) com
0y = k+1
k= oY),

Seja 4" ! solucdo do problema (2.10). Como o conjunto viavel de (2.10) é poliedral

M) <, entao " = 2% e o

k+1)

e a funcdo objetivo é quadrética convexa, se pg(y

resultado vale com kj = 0. Suponhamos entao que ¢ (y =/, e wk(wk) > [}, ou

seja, o centro de estabilidade nao é estritamente interior ao conjunto viavel. Dessa

k1 _ k2 1

forma, tomando k1= |y 2 segue que y**! resolve o problema (2.9), pois

y"™ minimiza ¢ (y) no conjunto {y € R"™ | |y — 2*|2 < rp}.

O

Tendo em vista a equivaléncia estabelecida no Teorema 1 entre as trés variantes

que apresentamos, assim como em [5] vamos utilizar a variante proximal do método de

feixes para apresentar a seguir um resultado que ird nos auxiliar a caracterizar a solugao

do subproblema quadratico e estabelecer algumas relagoes fundamentais entre as medidas

nas normas primal e dual:
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Lema 2 (Caracterizagao da solugao do subproblema proximal.). Sejam Tk

a solugao unica do problema (2.11) e ux > 0. Entao

1 .
k+1 k —1 4k A~k —
Yyt =2 — —M_ 5" em que §":=) 7, 2.14

ey e R € a solugdo de

min 3 2 %8| + Z i
(2.15)
s.a Z% =1, ~=0.
i=1
Além disso, as sequintes relacoes sao satisfeitas:
(i) 8° € don(y**");
(1) 041 = € + LH§k||2 em que definimos €y, 1= 27-5 e
+ 2Mk k? . Z=1 7151
(iii) §* € 0., f(2¥).
Demonstragio. Reescrevendo o problema (2.11) com uma varidvel extra
min v S uly - 2
(y, r)eR" xR 2 ‘ (2.16)
S.a r}f(xk)—£i+<31’(y—gjk)>,i:l)..-’k,
a Lagrangiana correspondente, para v € R'*, serd
1 k2 L N k i k
Ly, r, 7) :7’+§Mk|?/—95 |k+2%‘(f($ ) =&+ (y—at)—r)
i=1
mg
=<1—Z%>r+ uk\y—x!wZ% (2%) = & + (s, (y — 2M))).
i=1

Note que como o problema (2.11) possui fun¢ao objetivo fortemente convexa, possui uma
tinica solucao y***. O problema equivalente (2.16) tem restrigoes lineares, entdo existe um
multiplicador 6timo 7 associado & solucao y* ™. E como ambos sdo problemas convexos,

k+1

nao ha folga de dualidade, logo (y""", 7) pode ser obtido tanto pelo problema primal

(2.16), que também pode ser expresso como

i L
o 8 s L7 ), (2.17)

quanto por seu problema dual

V?IF?%(’“ (v, rr)relllRI’llle E(‘% " 7>' (2.18)
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Tanto o problema (2.17) quanto (2.18) tém o mesmo valor 6timo, no entanto, o problema

(2.18) envolve a minimizagao irrestrita de £ com respeito a r. Perceba que para que o
mg

valor 6timo dual seja finito, o termo r precisa ser eliminado, isso implica que 2 v = 1.
=1

ZU,—l}

Com isso, podemos reescrever os problemas (2.17) e (2.18), respectivamente,

Em outras palavras, v pertence ao simplex unitario Ay, := {u e[0,1]™

como:
min max L(y, v) = max min L(y, v), (2.19)

YER™ yeR T qer[k yeR™

em que L(y, 7) := f(z*) + ;ﬂk‘y — i + Z%’(fi + (s (y — 2*))).
=1

Note que para cada v € Ay fixo, podemos definir y(vy) := argmin L(y, ) e o
y

minimizador y satisfaz V,L(v, y(7)) = Orn, ou seja,
Orn = My (y(y) — ) + Z’yisi. (2.20)

Em particular, quando v = 7 temos que y(7) = y**!, entdo (2.14) é satisfeita.

Perceba que a partir da caracterizacio de y*™' dada em (2.14), conseguimos

escrever 8¢ da seguinte maneira:
88 = —pp My (yF Tt — o). (2.21)

Agora, vamos expandir o quadrado da norma dual da segunda parcela em (2.20):

my 2 mp mg
dDws| = <Z vis', Myt 2%8’>
i=1 k i=1 i=1

(214)

<§k7 Mk—lgk>

)
= (=M (P = 2"), M (M (Y™ — 2)))
= Myt =), (= ah))
=yttt =2

Dai, dividindo por u; de ambos os lados temos:

mg
1k ; %Si

= el = 23, (2.22)

e entao

my
Z 72 - Z 7251
1=1

21%
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Como f(x¥) é fixo,

Z s’

_ ky
761[1&%)](% Ly(y),v) = f(a") 7Ergn%qu QMk

my
- 2 Vi&i
i=1

Com isso, além de verificarmos que 7 é a solugdo do problema (2.15), ainda

podemos mostrar as trés relagoes adicionais:

(i) Escrevendo a condicao de otimalidade de (2.11) e usando a defini¢do de §; e a sua

expressao em (2.21) vem:
0e a@k(ylﬁ-l) +ﬂkMk(yk+l ) _ @g@ k+1 Z%S _ 530 ( k+1) gk

Logo 5" € dpr(y™™).

(ii) Como nao temos folga de dualidade, o valor étimo primal e dual sdo iguais, ou seja

my
2 /yz - Zﬁzgla
i=1

subtraindo f(z*) e multiplicando por (—1) de ambos os lados, obtemos:
2

k+1) 1 k+1 k‘z

er(y™) + M|y

QMk;

1 mi mi
f(xk) _ (wk(ykﬂ) + H |yk+1 ’k> T 2% + Zﬁifi.
~ ~ =1

Ok+1 §k k €k

Note que o lado esquerdo é exatamente o decréscimo nominal definido em (2.12),

dai temos

1
Gers =+ 5 |81

(iii) Usando o fato de que f > ¢y e o item (i), temos que para todo y € R"

) = enly) = enly) + G (y — "),

dal temos

f) = eely) + G =y )
= oy + G (y 2" =)
= only) + G (y—ab) — & T - ah)

= puly) + Gy —at)) - (5, Mk k)
= puly) + Gy -2+ ﬁ\|§k||k
1

M) 4y — b)) - (f(w’“) —oly) - M|) .
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Utilizando a relagao do item (ii) temos
fly) = f(@*) + 3 (y —2%) — e
Logo, pela Definicio 5, concluimos que * € o, f(z%). ]

Veja que, assim como no métodos de planos cortantes, a cada iteracao estamos
adicionando uma restri¢ao ao subproblema e, naturalmente, muitas dessas restricoes vao se
tornando redundantes, ou seja, nao alteram em nada a solu¢ao do modelo quadratico. E isso
encarece a resolucao do problema quadratico, sem contar que estamos gastando memoria
armazenando todas essas informagoes. Pensando nisso, nesta secdo vamos apresentar
estratégias para contornar essa dificuldade e dessa forma aperfeicoar o funcionamento do

Algoritmo 3.

2.3.3 Compressao do Feixe

Conforme o nimero de iteragoes vai aumentando, o tamanho do feixe B também
vai aumentando, entdo para controlarmos o tamanho do feixe iremos introduzir um

mecanismo de selecdo e compressdo no Algoritmo 3.

Suponha que, na iteracdo k, o feixe possua my B-pares da forma (s’, &;), com
s'e Oe, f (2¥), que definem o modelo ¢j. Como vimos no Lema 2, conseguimos caracterizar
a solucao do subproblema utilizando o vetor S, que é uma combinagao convexa de todos os
subgradientes do feixe, entao perceba que se algum dos coeficientes dessa combinagao for
nulo, ou seja 7y, = 0, entao o subgradiente e o erro &; correspondentes nao sao necessarios
para caracterizacao da solucao. Por isso, os subgradientes correspondentes aos coeficientes
7; = 0 sdo ditos dispensdveis enquanto os subgradientes correspondentes aos coeficientes

5; # 0 sao ditos indispensdveis.

Quando a cardinalidade de B atingir um nimero muito grande e pré-estabelecido

Mumaz, Vamos aplicar as seguintes técnicas:

1. selegdo dos B-pares dispensaveis, que poderao ser excluidos do feixe;

2. caso ainda restem muitos B-pares indispensaveis, iremos fazer uma compressao desses

B-pares num tnico B-par, denominado B-par agregado.

A agregagdo é uma técnica que vai nos permitir condensar todas as informagdes
essenciais do feixe em um tnico B-par, (5°, ¢,) (em que §° e g, foram definidos no

Lema 2). No lugar de construirmos uma estabilizagido a partir dos planos cortantes, fk,
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quando fizermos a compressao iremos utilizar um modelo linear, denominado linearizacao

agregadora, que € definido da seguinte maneira

faly) = f(a") — e + 8,y — "), (2.23)

Note que a fungao acima tem a mesma estrutura da func¢ao (2.4), porém ela condensa
todas as informacgoes armazenadas no feixe até a iteracao k, com a tnica excecao de que

nesse modelo ndo ha um elemento y' tal que 8" € df(y").

O resultado seguinte vai nos garantir algumas propriedades importantes que
sao satisfeitas pela linearizacao agregadora e consequentemente vai nos permitir fazer a

limpeza do feixe B.

Lema 3 (Propriedades da Linearizacdo Agregadora). Dada a linearizagio

agregadora definida em (2.23), as sequintes relagoes sao satisfeitas:
(i) faly) = ou(y™) + ", y —y**"), para todo y e R".

(71) fu(y) < pr(y), para todo y € R™.

(iii) Seja b : R™ — R uma fungio convezxa tal que ¥(y) = fu(y), para todo y € R"
e Py = L") = wr(y"). Entdo

- 1
y"*! = argmin {w(y) + ghuly — 2t i} : (2.24)
y eR”

Demonstragio. A demonstracao sai quase que imediatamente da defini¢ao (2.23).

(i) Vamos reescrever e rearranjar os termos da seguinte expressao:

(2.14) 1
f(&:k) — e+ <§Ic7 yk+1 o $k> _ f(xk) — e + <§k7 _ﬂM£1§k>
Lema 2 (i) 1, 1,
= f(@") =k + THS’“Hi — — 8"}
20" k
1
= ky _§ L k2
f(z") k+1 2 1871
(2.12) Lk L.
= o+ ?|yk+l — 2" — TMHSkHi
= (™).
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Somando (§*, y — ") de ambos os lados obtemos:

e + Gy =y = f@F) — e + GF YT = 2P+ 8y — oD
= fla®) —ep + FF, yFTE = 2P 4y —
= f(a") —ep + 5y — 2P

(2.23

:) fa(y)

k:+1)

(ii) Da relacdo (i) do Lema 2, temos que 3% € oy (y*™1), isso significa que

en(y) = o) + Gy =y Yy e R

Mas pelo item (i) que acabamos de provar, o lado direito da desigualdade acima ¢é

justamente f,(y). Logo
fo(y) < vi(y),¥V yeR™

(iii) Por tdltimo, temos que a condi¢ao de otimalidade do problema (2.24) é que 0 pertenca

ao subdiferencial da funcéo em y*!, ou seja

0e aw(ykJrl) + MkMk(yk+l _ xk) (221) aw(ylwrl) _ gk
OJ

Esse resultado nos mostra que podemos fazer a reducao do feixe sintetizando
todas as informagoes indispensaveis com a linearizagao agregadora. Note que poderiamos
também escrever o nosso modelo de uma forma desagregada, ou seja, da seguinte maneira:

U(y) = f(=*) + max {-& + (s, (y — 2"))}.

1:7,;>0

Além disso, do Lema 3, podemos perceber que f, é minimal na classe de fungoes que estao

k+1

delimitadas por f, e ¢ e que deixam y"" " invariante.

E importante compreendermos com afinco o papel que cada um desses elementos
tém na compressao do feixe. O primeiro deles é o valor my,, que é a cardinalidade do feixe na
iteracao k, que iremos comparar com um parametro m,,q., que sera o maximo de elementos
que vamos permitir no feixe B. No inicio do algoritmo, ou seja, antes que my = M4z
pela primeira vez, o algoritmo é exatamente igual ao Algoritmo 3, ja que o nosso modelo
Vp = f e my = k. No entanto, devemos enfatizar que a necessidade de substituir os B-pares
pelo B-par agregado vai depender de quantos B-pares foram descartados na etapa de
selecao. Veja que nos poderiamos comprimir os B-pares restantes, independentemente de
sua quantidade, porém nao estariamos ganhando nada no sentido de informacgao, ja que
todas as informagoes indispensaveis ja estariam sendo utilizadas de forma desagregada,

entao nesse sentido vamos fazer a compressao apenas quando a cardinalidade dos B-pares
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indispensaveis também for maior que m,,.,. Em outras palavras, esse nimero é diretamente
relacionado com a necessidade de realizarmos ou nao a compressao do feixe. E além disso,
Mumae vai determinar a dimensao de cada subproblema (2.15), ou seja, a dimensao da

variavel .

O segundo aspecto muito importante que devemos considerar é quais os B-pares
que serao selecionados, isto é, quais deles iremos descartar. A selecdo que apresentamos
até o momento sempre descarta os B-pares dispensaveis, ou seja, os que estao associados
com 7; = 0. Porém existem diversas formas de fazer essa selecao, por exemplo, poderiamos
descartar aqueles que tem os menores &;, ou os mais antigos, ou ainda uma combinacao
dessas opc¢oes. Contanto que o B-par agregado seja inserido toda vez que um B-par
indispensavel for descartado, o algoritmo vai continuar convergindo. Obviamente, diferentes

formas de selecao vao ter diferentes impactos praticos na convergéncia.

O terceiro e ultimo aspecto a ser considerado é o modelo. Suponha que tenhamos

descartado os p primeiros B-pares, entao o modelo seguinte sera

p<i<k+1

o (y) = max{ max (i + (5" y— ) on(™) + &y — ) }

p<i<k+1

s { £ 4 (64 Gy =) L)

Note que pelo Lema 3, a ultima funcao linear pode ser substituida por qualquer fungao 1,
tal que ¢ = f,. E veja que neste caso, por construcao, para todo k e para todo y € R"

temos
fo) S op1(¥) < F(Y) e pri1(y) = fropn + Sy — gt (2.25)

Com isso em maos, ja podemos analisar a convergéncia do método e posterior-
mente apresentar o algoritmo da variante de Feixes em Niveis, bem como suas propriedades.
Na Secao 2.3.5 apresentaremos tanto a versao com o mecanismo de compressao quanto

sem, e entao todas essas caracteristicas ficardo mais claras.

2.3.4 Analise de Convergéncia da versdao Proximal

Como vimos anteriormente no Lema 1, quando {6z} — 0 se €1 > 0 entdo

o Algoritmo 3 executa um nimero finito de iteracoes, ou seja, ele vai parar em alguma
H Skiast
8 as

iteragao kigsr. Quando dy,, ., < €01, pelo item (ii) do Lema 2, tanto ¢y, , quanto

kiast

Iu’klast
sao pequenos, logo pelo (iii) do Lema 2, o ultimo passo sério antes de parar satisfaz a

seguinte relacao de otimalidade aproximada

fly) = f(ahos) — |[ghesty, |y — ghest

Kiast kiast — Eklast’ vy € ]Rn (226>
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Da relagdo do e-subdiferencial, como §* € 0., f(z") temos

fly) = fla®) + GF y—aFy — e, Yye R™

Na relagdo (2.26) o produto interno acima foi cotado por (3%, y — 2y = |5¥||.|y — 25|

Quando €01 = 0, ou o algoritmo para por ter encontrado uma solucdo, com a
inclusdo 0 € 0f (z*) vélida, ou itera infinitas vezes. Com base no resultado de equivaléncia
entre os subproblemas estabelecido no Teorema 1, a analise da convergéncia global dessas
duas possibilidades sera feita com base na variante proximal com agregacao, com as

seguintes caracteristicas:

e As matrizes M), sdo multiplos escalares de uma matriz simétrica definida positiva M
escolhida no passo inicial: My = n M com 7, variando apenas para k € K (indices
associados aos passos sérios). Dessa forma, as normas primal e dual estao limitadas
pela norma Euclidiana usando A e A autovalores extremos de M:

1
<R < I (2.27)

McI2< ]2 <mAl -2
A7 < - < med -7 e 5

L
77kA

e A solucio 3" do problema regularizado (2.11) é computada via (2.14) pelo dual
(2.15), com decréscimo nominal dx;; dado por (2.12) e € como no item (ii) do

Lema 2.
e O modelo ¢y de (2.4) é construido de acordo com as técnicas de compressao.

e A tolerancia de parada é €., = 0.

Teorema 2 (Convergéncia dos Passos Sérios). Assumindo que o Algoritmo 3
com compressao gera uma sequéncia infinita de passos $€rios :vk, k € K, entdo ou

o conjunto solucio do problema € vazio e {f(z*)} — —o0 ou vale o sequinte:

(i) {ok}rekx, — 0 e{ertrex, =0

(ii) Se para todo k € K temos

Mt < e D) oo (2.28)
kekc, HETk

entao {:ck} ¢ sequéncia minimizante para o problema.

(iii) Se além de (2.28), existem constantes positivas Ny, e B tais que para todo

k e K,

i <M € 2L op (2.29)

Kk

entdo a sequéncia {xk} é limitada e converge para um minimizador do problema.
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Demonstragio. (i) Observe inicialmente que, como €., = 0 e o algoritmo nao para, vale

que 8,41 > 0 para todo k € K,. Consequentemente, a sequéncia infinita {f(z*)} é
estritamente decrescente. Se o problema original nao possui solucao, esta sequéncia

vai para —oo. Caso contrario, pelo Lema 1, a série Z Or41 converge. Logo o termo
ke Ks
geral vai para zero para todo k € Kj e pelo item (ii) do Lema 2, g, — 0 para todo

k € K, pois 0x41 € a soma de dois termos nao negativos.

Para mostrar (ii) vamos usar a definicio de M, e 2**! (= y**! em (2.14)) para

expandir o quadrado abaixo:
|5 —ffy, = T = e M (@M 1))

1 1
= Nk+1 <3L‘k — T — WM_lék, M(Ik - $) - §k>
klk

2
= et F —x, e M (:Bk —x) ) — M1 <(1’k —x), §k>
Tk v
k

1 1
n 77l<:+172 S MLk g
Mk Mg \ Tk
—
Mt

Me+1| K 2, Mk+1 k Ak L, 2>
= —|z" — x| + Nx —x%, §7) + —||5; .
et off 4 2L (1 sl

Usando o item (iii) do Lema 2:
el fl@®) = flx) = fa") + 35 @ —at) e,

temos a limitacao
20z —a*, ") < 2(f(x) - f(a") +en)
e pelo item (ii) do Lema 2 podemos cotar o terceiro termo:

L.
sl = Ser — 1 < 21— <2)
k

Assim, usando a relacdo 11 < 7y de (2.28) obtemos

2
|$k+1 _ x’i < |33k _ x‘i + Mkt (f(x) — f(a:k) + &k + Opg1 — k)
KTk
2
= la* —f} + TE(f (@) — f(a4) + Gin). (2:30)
HkTk

Para obter (ii), suponha por absurdo que existem & € R™ e um escalar p > 0 tais que
f(%) < f(z") — p para todo k € K,. Como, pelo item (i), {dx} — 0, entdo existe k,
tal que 9, < g para todo k € K, k > k,. Logo escrevendo a relacao (2.30) para
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(iii)

T = I, vem

0< |l’k+1 _ ~|2
~ 2Nt 1 .
< o* =3} + == (f(F) = f(=") + k1)
MM ~—~——
<-=p <§
~ M+1 p
< Jof -7 + —p+ -
ot =7+ T )
_ ]xk . ~|z _ Nk+1pP
KTk

para todo k € K, k > k,. Somando essas desigualdades para k, < k € K, vem

Mk+1

keKs Hekk
k=kp

0< |z — [} —p

Fazendo k, — o0, obtemos o absurdo pois o lado direito da desigualdade vai para

—00, ou seja, a expressao acima contradiz a ilimita¢ao de (ii).

Tome z = & em (2.30) uma solugdo para o problema (2.1) e some para todo k € K.
Como f(#) < f(2¥) entdo

o a2 <2 Y L (f(@) — f(a*) +0)
kerc, MrTk+1 T

Mk+1
+ 5k+1 < 00
keK ﬂknk+1 N~——
\ s >0
(2.29)

<

<2

Por (2.27) e (2.29), nminA|2" — #|* < |2* — 7|2

Logo a sequéncia {z"} ¢é limitada. Extraia uma subsequéncia {z"} cf., convergente
para T para i — o0. Para ver que a sequéncia toda converge para z, dado p > 0,

tome ¢ suficientemente grande tal que

o PMmin A PhminA
|2k — &2 < e D Gpr < . (2.31)

Escrevendo a soma de (2.30) com z = 7, para k € K,e indo de k; a um k arbitrario,

k > k;, vem

B k
" —E2 < M -7+ 2 it

keKs
k=k;
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Por (2.27) e (2.29), seque que

k+1 jH2 < |xE+1 .

nminAHx ‘%%4.1

k
k; ~|2
< |SE _:C’kz + Z 5k+1
keKs
k>=k;

k
S e A I

keKs
k=k;
(2:31) mm)\ m'm)\
< + = PlminA-

2 2

k

Logo ||z"™ — #|* < p. Sendo p > 0 arbitrario, vemos que 2™ est4 arbitraria-

mente proximo de Z, concluindo assim a prova. O

Teorema 3 (Convergéncia dos Passos Nulos). Assuma que o Algoritmo 3 com
compressio gera um dltimo iterado x*ast| sequido de uma sequéncia infinita de passos

nulos. Se para todo k = kjus,
Prel = e € ik < fhnag (2.32)

para alguma constante positiva fi,q, entao a sequéncia {yk } converge para ghiast ¢

zFest minimiza f.

Demonstracao. Para nao carregar a notagao, na prova vamos suprimir os indices ks €

denotar "t e Mky,., POT T € 1), Tespectivamente.

Como as matrizes My, s6 variam em passos sérios, para todo k = kg,

1

) 1
[ fe=nC My =l e | i=—nd M) == [
n n

Para y € R" arbitrario, considere a funcao

1 1
Li(y) == o (y™) + 5%77\@/’““ —zl + iuw!y’““ —yl3

Sendo y**!, solucdo do problema (2.10), entao
k+1) X HET ) kg1

Lyt — ol < pu(a)

oy ly

e por (2.25) pr(x) < f(z), logo

Lk<yk+1) < f(ﬂ?), Vk = klast- (233)
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Além disso, a identidade pnM (z — y*™') = §* e o lado direito da desigualdade em (2.25),

ist0 6, @it (2) > firs + (851, y — ¥+, nos dao

oen(y) = fan Gy =MD
~—

¢ (yk+1)
> oy (M (z — "), y =y
(¢) Lema 3
= Jaly) (2.34)
De fato,
(2.23) Ak
faly) = flz) -+ y—2)
= flz)+ THSka pr1 + (8", y — )
1 Mk N
= f(@)+5— o 18°]% = fz) + on(y™) + 5\@/““ —afi+ & y—a)
_ k+1 1 Ak 1M—1Ak 1205 M (yF+ k+1
= wly )+% &, M +7<n W =), v —2)

1
= o + o Cn M (x — YY), e (z — y™h)
HiT)

HEn
+ 7<M(yk+1 . I), y . [)3> + <'uan< k+1) T — yk+1>

= o) + el M (z — "), @ — "D+ (M (z — y*), y — 2)
= o) + el M (z — "),y —yF).

Usando a hipétese (2.32), a desigualdade (2.34) escrita para y = y*™2, e a definicao de Ly,

vem
1 1
Lina(y™*) = () + Sy — aliy + Spwaanly™? — o[,

1

> oy + §uknly’“+2 — x|}

1

> (Pk(ykJrl) + Mkn<M<x o yk+1)’ yk+2 . yk+1> + iukn‘yk+2 . xﬁw
1

= Ly(y**) - 5/%77!3/“” — 3 4+ M (z — y*h), o =y

1
+ §uw\y’““ — x|}

Expandindo a diferenca de quadrados

k+2 2

—xff = [y =2y = G M e, M- M)
_ <yk+2 o ykJrl + 2(yk+1 _ .1;)7 M(ykJrQ o yk+1)>
_ <yk+2 o yk+17 M(yk+2 o yk+1)>
4 2<yk+1 —z, M<yk+2 o yk+1)>

_ |yk+2 . yk+1|?\4 + 2<M(yk+1 o {L‘), yk+2 . yk+1>

ly
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obtemos a desigualdade

L1 (y**?) = Li(y*™) + puenly™2 — "3, (2.35)

Como a sequéncia crescente {Lj(y"*™)} é limitada superiormente por (2.33),

entao essa sequéncia converge. Vamos mostrar agora que a sequéncia {ykﬂ} é limitada,

k+1 k1) _ gk

com {y y*} — 0. Usando novamente a identidade pznM (z — 1y = §" e a relacdo

fa < f de (2.25), temos que

Le(y™") + /Hv|y’“+1 3 = o) + |yt — 2y,

= eV + o =y M (z — )

_ @k(ykJrl) + <$ . ychrl7 §k)>
() Lema 3

= falz) < f(2).
Pela relacio (2.33), Li(y"™) < f(z), Yk = kiqsr € como i = pi,,.,

Lk(yk+1) + /’Lk‘éast k+1

kas
_
2

K
— ol < iy ) + Bl = o}y < f(@)

= aly < f(2) - Li(y™ ") (= 0)

"

=:A
, 24

< )
/"Lklastlrl

nly

nly

-

ou seja, {y*!} é uma sequéncia limitada. Além disso, usando novamente que ji, = JTT—
por (2.32),

1
L (y*2) = Li(yF) + §ukn!yk+2 —yF 3,

1
> Lk<yk+1) + = k+2 yk-&-lﬁw

Qmﬂasmly

e passando ao limite obtemos que {y*™? — y**'} — 0.

Como f é convexa, entao ¢ uma fungao localmente Lipschitz continua com
subdiferencial localmente limitado. Sejam L a constante de Lipschitz e T' o limitante para
o subdiferencial em uma regiao limitada contendo a sequéncia {yk} Usando a desigualdade
do lado direito em (2.25), isto é, or(y) = farr + "y — "™

— T |y = yF < Gy =) < oY) = FYF).

Is*I<T

Por outro lado, usando a desigualdade ¢ < f de (2.25) vem

oW = fWF) < fFGY) = N < LIyHT = of.
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M %} — 0 quando k — oo, segue que {¢i(y"™) — f(y*)} — 0. Da

Portanto, como {y
sequéncia limitada {y*} extrafmos uma subsequéncia convergente {y*} — 7 quando i — o
e note que {y*™} — 7, porque {y* —y*1 — 0.

k‘i-‘rl

Como f é Lipschitz e {y — yFi} — 0, escrevemos

FP = o, 5 = R = M) + FY) — on (U,

—Y)() 7
para ver que quando ¢ — o0
FW) — o) -0 e o5 > f(@). (2.36)

Para mostrar que x minimiza f, lembramos que para k > k.5, 0 teste de decrés-
cimo suficiente (f(z*) — f(y*™') = adj+1) nunca mais é satisfeito. Portanto, multiplicando
por (—1)

FH) = f2) > —ady,.1.
Adicionando dy, 1 de ambos os lados dessa desigualdade e usando a definicao de d;;; em
(2.12) vem

0<(1— )41 < fY") = f(@) + Ot

| | 1
= ") = on, (V) = Spm
< fly*

I
2
W) = o),

r—y

Passando ao limite com ¢ — o e usando (2.36) concluimos que dx,; — 0. Pelo item (ii)

2 . converge para (. Portanto, er, > 0e gk — 0 com

do Lema 2 segue que &, + ——|8"

1 — 00, ja que g < fhmaz conforme (2.32).

Agora pelo item (iii) do Lema 2, §* € Oz, [ (2), ou seja,
fly) = flz) + ™, y—a) — e, VyeR"

Passando ao limite com i — o0, a desigualdade mostra que x minimiza f em R".

Finalmente, vamos mostrar que um ponto limite arbitrario 7 ¢ igual a . Usando
que z minimiza f e f > o, conforme (2.25), juntamente com o fato de que y* ™ ¢ solucio do

problema (2.11) e a desigualdade g < e conforme (2.32), temos as seguintes relagoes:

| 1 |
f(g) = f((l,’) = kaz<x> = Spki(ykﬁ_l) + §Mk177|x - ykﬁ_lﬁ\/l

. 1 .
ki (ykl+1> + 7/“’Lklastn|'r - ykl+1’?\4‘

= 7
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Por (2.36), obtemos no limite que

. iy ] |
Lﬂy)>}g%(wm@ﬁ”4%+QMMMﬂwt—y“+W%>

_ 1 _
=f@%+ymmmy—ﬂﬂ

e tal relagdo so se cumpre quando 5 = x. Como o desenvolvimento foi feito para um ponto

limite arbitrario da sequéncia {y* ™1}, o limite é tnico: x. O

Embora o Teorema 1 garanta que as trés variantes sao equivalentes, como
as relagoes estabelecidas em tal resultado sao de existéncia, nao é possivel relacionar,
pelo menos diretamente, a convergéncia para a variante proximal com a convergéncia
para as outras variantes. De qualquer forma, desse ponto de vista tedrico, ficaremos
apenas com a analise apresentada nesta se¢ao. Cabe destacar que os Teoremas 2 e 3, e
suas demonstragoes, foram incluidos para registro de nossos estudos, com passagens e
detalhamentos adicionais aos apresentados em [5]. Analisaremos a seguir a variante em

niveis, com énfase nos aspectos computacionais.

2.3.5 Método de Feixes em Niveis

Como é apontado por Frangioni em [15], geralmente o modelo ¢ = fk é muito
otimista, ou seja, ele subestima demais o valor exato de f em grande parte do dominio, o
que muitas vezes ocasiona de ¢ (y¥) « f(2¥) enquanto f(y*) » f(2*). Uma das vantagens
da variante de niveis estd no parametro de estabilizacao ¢;. Uma vez que estabelecemos
uma maneira clara de se atualizar o pardmetro ¢, (diferentemente das outras variantes que
fazem uso de heuristicas), possivelmente conseguimos melhores resultados de convergéncia.
Quando o valor 6timo f* é conhecido, a estratégia mais simples de atualizacao é escolher
um valor o € (0 1), fixo, e tomar ¢, := af* + (1 — a)f(2"). No entanto, mesmo que

nio se conheca o valor étimo f*, basta trabalharmos com um limitante inferior fi* e

um limitante superior f;? para estabelecermos o valor de £ = afi® + (1 — a)f;*, e

atualizarmos tais limitantes com cautela ao longo das iteragoes.

Perceba que esse valor o € (0, 1) vai determinar o quao exigentes queremos ser.
Quanto mais préximo de 0, mais préximo ¢ vai ficar do limitante superior. Faz sentido
supor que, nesse caso, maiores serao as chances do conjunto viavel do subproblema ser
diferente de vazio e/ou do conjunto viavel ser muito grande. Em outras palavras, as chances
do centro de estabilidade pertencer a esse conjunto sao maiores, logo nao sairiamos do
lugar. Assim, essa estratégia pode aumentar a quantidade de passos nulos do método, pois

s6 vamos aceitar um decréscimo da fun¢ao que seja uma fracao o do decréscimo nominal.
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Em contrapartida, quanto mais proximo de 1, mais préximo ¢, vai ficar do limitante
inferior e por consequéncia, maiores serao as chances do conjunto viavel do subproblema
ser muito pequeno, favorecendo a situacao em que o centro de estabilidade nao pertence
ao conjunto viavel e dessa forma, obtemos um passo sério. Obviamente, se o conjunto

viavel for vazio vamos dar um passo nulo e atualizar o limitante inferior.

Na Figura 14 ilustramos uma iteracao do método de feixes em niveis:

up
— Jk

T | fglow
conjunto viavel k

do subproblema

Figura 14 — Visualizacao dos principais elementos envolvidos no Método de Feixes em
Niveis. A fungao objetivo original f estd em em destaque (azul), assim como o
segmento que define o conjunto vidvel do subproblema na instancia ilustrada.

E assim como foi feito para a variante (2.11), por meio do Lema 2, vamos
caracterizar a solugao do subproblema (2.10). Para isso, vamos reescrevé-lo expandindo as

suas restrigoes da seguinte maneira:

: 1 k2
min gl = (2.37)
sa fl@") + (s (Y- &<, i=1, -, k

Vamos trabalhar sob duas hipoteses:

(H1) {y e R"|pw(y) < li} # O

(H2) @k(xk) > L.

A hipétese (H1) assegura que (2.10) e (2.37) estdo bem definidos, e sendo
problemas quadraticos estritamente convexos, possuem solug¢ao tnica, que chamaremos
de y*™. J& (12) elimina o caso simples em que @i (2%) < ¢4, para o qual ¢! = 2",

concentrando a andlise na situacao nao trivial.
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Sob (H1) e (H2), e tomando A € R definimos a funcao Lagrangiana para o

problema expandido (2.37):
1 g A
Lly, N) = Sly = "5+ 2 (") + (7 (v — ")} = & — ).
j=1

Vamos construir o problema dual para (2.37). Para que sup L(y, A\) < o0 é preciso que,
A=0

nos termos da somatoéria na Lagrangiana, como A > 0, tenhamos a viabilidade primal, isto

é, para todo 5 =1,...,my

f@®) + (s (y — 2" )} = & — 4 < 0.

Por outro lado, para assegurar que inﬂf{ L(y, A\) > —oo serd preciso impor que A; = 0
yeRn

sempre que tivermos viabilidade estrita, isto é, f(z") + (57, (y — 2)) — & < £, (o que
assegurarda a complementaridade), pois como A > 0, se para tal j tivermos A; > 0, a

Lagrangiana pode ficar ilimitada inferiormente.

Vamos portanto definir o conjunto de indices

Li(y) = {ie{l,...omu} | f(2") + (s (y —a*) — & = O} (2.38)
para trabalhar com as componentes nao necessariamente nulas do vetor de multiplicadores.
O problema dual é entao

max  @(\)

2.39
sa A=0 ( )

em que ¢(A) = in]Pft L(y, A), com y tal que il;lf L(y, \) > —co. Como L(y, A) é uma
yeR®
funcdo convexa e suave, o inlfﬁ(y, A) se realiza em y tal que V,L(y, A\) = 0, ou seja,

my
My(y — 2) + Z \js! = 0. Chamando tal ponto de y(\) temos
j=1

mg
y(A) = 2 — MY TN (2.40)

j=1
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Dessa forma, a fungdo dual é expressa por

1
= 5l +ZA 2b) + (s (y(A) —2¥)) = & = )
2
(240) 1 mg mg ) mg )
= S |=MIDYINS | YN A MY s — & — L)
j=1 g J=1 i=1
1 mi 2 mpe
= EZAjsJ + N =& —b) - Z)\SJM Z)\S>
j=1 =1
k

2
+ D N (") = & — ),
EJ=l

de maneira que o problema dual fica:

2
1 mi . mi
_Z gJ A By _ ¢ _
Jnax = A+ N (f(e0) — & — ) (2.41)
Jj=1 o J=1
sa A=0
ou, equivalentemente
m 2 m
min LS 0] - SIEh -6 - )
AeRme Q|47 £ ! (2.42)
J=1 EoJ=l
sa A=0

Cabe destacar que, a menos que o conjunto de direcoes {s’ }i% seja linearmente
independente, o problema dual pode possuir infinitas solugoes. No entanto, como (2.42) é
um problema quadratico convexo, o valor 6timo de (2.41) e de (2.10) coincidem, ou seja,

nao ha folga de dualidade.

Vamos denotar por A € R” a solugio de (2.41) (ou de (2.10)) de norma minima,
e escrever

yN) =y e Ly =L

Levando em conta que \; = 0 para j € {1,...,m}\Ix, o valor objetivo dual

6timo do problema (2.41) é dado por:

mg

+ 2 N () =& — ), (2.43)

j=1
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e a solugao do problema primal sera

Y=ok - Mt 2 ;s (2.44)

Jjely
Note que o valor 6timo primal é expresso por:

Lo k2

2|?/ k: M Z ASJ
Jjelx
1 B - —
— 2<M,§M,§1 DN MY Ajsﬂ>
J eIk J eIk
= <2 st Mt Z /\37>
Jjely Jjelg
= Z Ajs? (2.45)
Jjelx k

Além disso, das restrigoes do problema primal temos

F@) + (0 (y—a")) =€ =4, Vi e I
Logo
N (2.44) , . o .
f(il? ) — fj — gk = SJ, Mk Z )\iS s VJ € [k (246)

’iEIk

e portanto

Ni(f(a®) =& — ) = Z)\s] Mt Z)\s>

jEIk jEIk ZEIk
2

oJ
Ajs

Jje Iy k

Substituindo esta tltima relacao em (2.43), obtemos

k

comprovando que os valores 6timos primal e dual coincidem.

Queremos exibir uma caracterizagdo para o par primal-dual do método de
feixe em niveis na mesma linha do Lema 2 ([5, Lema 10.8]). Utilizaremos a definigao de

decréscimo nominal dada por

Ser1 = f(@") = @u(y*).

No contexto de feixes em niveis, e sob a hipétese (H2), vale ¢ (y**!) = 44, logo

Srr1 = f(2®) — L. (2.47)



Capitulo 2. Métodos Computacionais para Otimiza¢io Nao Suave 64

Substituindo (2.47) na relacao (2.46) temos

5k+1 _fj = <8j, Mk_l Z )\iSi>, VJ € Ik

’L'Efk

Multiplicando a igualdade acima por A;, para j € I}, e somando vem

D0 Nk — §J_<ZAS M 2/\5>

]Elk ]EIk ’LEIk
e entao B
>N
| A 2 (2.48)
Z Aj Z Y Jel k
JE Iy JE Iy

Temos assim todos os elementos para enunciar e provar o resultado desejado:

Proposicao 2 (Caracterizagao da solugao do subproblema em niveis). Seja
Yy a solugdo inica do problema (2.10), sob as hipdteses (H1) e (H2). Entdo

y" = oF — MR, (2.49)
em que 5° = 2 \;s?, com I, = I(y"*") definido em (2.38) e \; € R™ ¢ a solucdo

J€ly
de norma minima do problema

min ZA —&—1l) sa)=0. (2.50)
- . ok 1 B
Adicionalmente, definindo a direcio sy = ?s , valem as relagoes
J
J€lk
(i) si € dpn(y**");

Z A&
(i) Opr1 = e + Z Nllsklz, em que definimos e, := Ek)\ ‘
J
T

J €l

(iii) s& € o., f(z").

Demonstracdo. A primeira parte da proposicao foi provada no desenvolvimento preparato-

rio que a antecede. Vejamos que se verificam as relagoes adicionais:

(i) Temos que

or(y) = f(2*) + max {(s', y—at) =&},

1<i<m
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de modo que o subdiferencial desta funcao em um ponto genérico é o conjunto

dn(y {293 Z L =1, 6’i>0,Vi:1,...,mk}.

i
Em v**! temos

0P, ’”1 {293 Zé’i:l,emqueﬁi)(),sez’elkeQi:O,seigéIk}.

€ Ik € Ik.

Como

1 by
57\,:272)\5122 I
2/\"16% j€lk Z)"
7 Elk 7 le
temos s’fv expresso como combinagao linear com coeficientes nao negativos e que

somam 1, o que mostra a primeira relagao.

(ii) Da relagao (2.48), com as substituigoes:

RS

j €1 _ ~ i
=t e 5= ) N
Z Aj J €l
J€ly
temos
k
Oky1 = &k + HS #

J€elk
(iii) Usando o fato que os modelos ¢y, sao subaproximagoes para f, ou seja, f(y) = pr(y)

para todo y, e pelo item (i) escrevemos

k+1) k+1>‘

fW) = euly) = ony™) + Gk y—y

Somando e subtraindo z* no segundo termo do produto interno, separando e usando

a relacao (2.49) vem

fly) = @k(ykﬂ) + <Slfv, Y — :1:’“> — <3§€v7 gt xk>
= op(yF ) 4 (8K oy — 2+ Ry M.

Como @ (y" ™ = £}, somando e subtraindo f(z") obtemos

Fy) = F@") + (s, y— ab) + b — f(2F) + (b, M'ER)
CE )+ (sl y 2 = G+ D) NG Mtk
J €l
= )+ sy — 2 = G+ Y NSk
J€ly

()
= f(2%) + sk, y —2¥) — e
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Portanto, pela Definigio 5 segue que sk, € 0., f(2*). O

Na prética, podemos resolver tanto o problema (2.10), quanto o seu dual (2.50).

Inclusive, pensando no critério de parada, é preferivel testar se
ok
£ < tol, e 5%k < toly (2.51)

do que testar se dp41 < €01, para tolerancias pré estabelecidas tol, e tol,.

Adicionalmente, esse resultado vai nos permitir elaborar uma rotina de compres-
sao para a variante do método de feixes em niveis. Na Figura 15 ilustramos uma iteracao
do método de feixes em niveis na qual aplicamos as técnicas de compressao. Podemos,

inclusive, comparar o modelo desagregado na Figura 14 com o seu respectivo modelo

agregado.

1

- <= Qoa(y) conjunto viavel
do subproblema

Figura 15 — Visualizag¢do dos principais elementos envolvidos no Método de Feixes em
Niveis, com énfase para o modelo agregado ¢, (y) = f(z%) — e + (sh,y — 2™,
e elementos do subproblema corrente (fungao objetivo e conjunto vidvel) para
a instancia ilustrada.

Vamos primeiramente apresentar o algoritmo sem nenhuma técnica de com-

pressao e em seguida apresentamos a rotina de compressao:
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Algoritmo 4 — METODO DE FEIXES EM NiVEIS

Entrada: y' € X, e >0, fl° < f*, ae€(0,1) e itmaz € N.
Inicializamos: fi¥ = 0, 01 = 0, Mmaz €N, B=, 2l =yl ek =1
Envia y' para o oraculo.
repita
Passo 1: Receber informacgao do oraculo
B Bu{(s" &)}
se f(y*) < f,” entdo
=)
x* =gk
fim

Passo 2: Testar otimalidade e decréscimo suficiente
3 . __ fup low
Atualiza o gap: o, = f," — f3
se 0 < €01 €ntao
| retorna z*

fim
se 0, < ad entao
k *
=z
0 = 0y

my, < |B| (cardinalidade de B)
se My = Mypq, €ntao

| Aciona rotina de compressao
fim
fim
Atualiza o nivel: l, = f, — ady

Passo 3: Computar o préximo iterado
Resolve o problema quadratico (2.10) para obter g

se (2.10) € vidvel entao
k1l —

Y =Yy
flow _ rlow
k+1 = Jk
up  __ pup
k+1 = Jk
senao
low
v =Lk
Volte para o Passo 2
fim

Passo 4: Devolver a informagao para o oraculo
Envia 3" para o ordculo

Tg+1 = T
até k > itmax;
Saida: x*
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Embora para a versao do método de feixes em niveis seja possivel efetuar a
compressao de forma mais especifica, utilizando, por exemplo elementos de Oliveira [9],
neste trabalho, optamos por seguir a rotina apresentada na referéncia [5], desenvolvida
para a variante Proximal, mas adequando o problema dual a variante em Niveis, com base
na Proposicao 2. Para incluir as técnicas de compressao, basta inicializarmos m,,., < o0 e

inserirmos a rotina abaixo no Passo 2 do Algoritmo 4.

Algoritmo 5 — ROTINA DE COMPRESSAO
Entrada: m,,,,;, m, € N e B.
Passo 1: Resolver o problema dual (2.50)
Defina o conjunto de indices dos B-pares indispensaveis:
Ji={i<my : N\ >0}
Determine a cardinalidade de J:
Naet <— ‘J‘

Passo 2: Realizar selecao

S€ Nget < Mpmaz — 1 €ntao
Descarte todos os B-pares dispenséaveis de B

Guarde a nova cardinalidade do feixe:
Nieft < Nact

Defina: my1 = nyepe + 1

senao

Descarte dois ou mais B-pares de B
Defina: myi1 = njepe + 2

fim

Passo 3: Testar cardinalidade do feixe e comprimir
S€ Nieft 7 Naer €NLAO

‘ B—Bu {(Smk+1_1a gmm—l—l) = (gﬁh 5k)}
fim

Passo 4: Atualizar e aperfeigcoar o feixe
Defina: s™+1 := s(y*)

se ka ¢ um passo sério entao

Defina: &,,,,, := 0

Atualiza erros de linearizacao:
parai=1:mg,1 — 1 faga
| &= G+ FU) = F@N) =G g =)
fim
senao
‘ Defina: fmk+1 = f($k> . (f(yk-i-l) + <Sk+1, $k o yk+1>)
fim

B Bu{(s™", &u)}

Saida: my,.1 e B
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2.4 Métodos de Segunda Ordem

Os métodos de segunda ordem baseiam-se em utilizar informacoes de segunda
ordem da fungao para construir a diregao de descida (em geral sdo aproximagoes secantes,
e nao a matriz hessiana propriamente dita) e com isso conseguem obter uma taxa de

convergéncia superlinear.

Ainda pensando no nosso contexto de feixes, poderiamos construir um modelo

que usa a informagao de segunda ordem da seguinte maneira
i k L, & ki
prly) = max § fi + < (y = 2) + 5@ =y Ho(2® —y')

em que Hj é uma aproximacao para a matriz hessiana. A ideia aqui é tentar capturar
a curvatura da funcao objetivo para que, de alguma forma, o modelo se torne uma
aproximacao ainda melhor do que a aproximacao por planos cortantes. Perceba que assim
como a func¢ao objetivo pode possuir derivadas primeiras na maior do dominio, nao é
extraordinario pensar que ela também possua derivadas segundas na maior maior parte

do dominio.

Porém, tudo tem seu prego. Ao ganhar uma melhor aproximagao para a funcao
objetivo, alteramos a estrutura do nosso problema, pois agora nossas restricoes nao sao
mais lineares, mas sim restrigoes nao lineares. Se temos um solver que é capaz de resolver
um problema nao linear com restricoes quadraticas, de forma tao eficiente e rapida quanto
resolver um problema quadratico com restrigoes, é possivel que o custo beneficio valha a

pena.

Os métodos de feixe de segunda ordem mais conhecidos sao os de decomposicao
VU, que consistem em decompor o dominio da fungdo em dois subespacos ortogonais: V e
U, em que V contém as caracteristicas nao suaves e U contém as caracteristicas suaves da
funcao. Note que no subespaco U é possivel calcular passos de Newton, ou quase-Newton,
o que acelera a convergéncia. Os autores Mifflin e Sagastizabal explicam com mais detalhes
este método no trabalho [23].
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3 Problema: Arvore Euclidiana de Steiner

Neste capitulo, faremos uma breve apresentacao dos problemas bidimensionais
que foram utilizados para testarmos o método, ou seja, um problema convexo, nao suave
e que pudéssemos ter de antemao a solugao para analisarmos a acuracia do método. O

problema que escolhemos foi o de obter o ponto de Fermat' de um tridngulo, ou seja:

Problema 1. Dados A, B e C, pontos nao colineares em R?, queremos obter o
ponto S tal que a soma das distancias entre S e cada um dos pontos dados seja a

menor possivel. Matematicamente podemos escrever o problema da sequinte forma:

anin |5 — Al +[S = Bl, + S - Cl, (3.1)

Inicialmente, trabalhamos com o Problema 1, pois dessa forma, além da analise
do custo computacional e tempo de execucao do método, pudemos também visualizar
geometricamente a convergéncia do método. Em seguida, trabalhamos com os problemas
de Steiner e Steiner Generalizado, a fim de analisar a robustez do método para dimensoes
maiores. Recomendamos a referéncia [16] para um estudo mais aprofundado, tanto sobre a

origem quanto sobre os algoritmos para resolu¢do do problema da arvore de Steiner.

3.1 O problema de Steiner

Primeiramente, vamos contar um pouco do contexto histérico do problema, o
que vai nos ajudar a entender como que o problema proposto por Fermat, atualmente ¢é

popularmente conhecido como problema de Steiner.

O problema de Steiner nada mais é do que problema de Fermat generalizado e

podemos descrevé-lo da seguinte maneira:

Problema 2. Dados N pontos em um plano (ou no espago), queremos conectd-los
por segmentos de reta de tal forma que a soma dos segmentos seja minima e que
quaisquer dois pontos podem ser interligados por segmentos de reta diretamente ou

através de outros pontos e segmentos de reta.

Para entendermos porque a generalizagao do Problema 1 é conhecida como

Problema de Steiner, vale a pena acompanhar a cronologia dos fatos. Antes de 1640,

L' Também é comum ser chamado de ponto de Torricelli, pois apesar do problema ter sido proposto por

Pierre de Fermat no inicio do século XVII, quem o resolveu foi Evangelista Torricelli.
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Torricelli propos uma solucao geométrica para o problema de Fermat, que consistia em
construir um triangulo com os trés pontos iniciais e a partir dos lados desse triangulo
construir trés tridngulos equildteros, cada um deles inscritos em uma circunferéncia,
conforme ilustrado na Figura 16. O ponto de intersecgao das trés circunferéncias ficou
conhecido como ponto de Fermat. Pouco tempo depois, em 1647, Cavalieri mostrou em seu
livro intitulado “Excercitationes Geometricae” que os segmentos com uma extremidade no
ponto de Torricelli e a outra em cada um dos trés pontos formavam um angulo de 120°

entre si.

Figura 16 — Resolucao proposta por Torricelli e, em vermelho, o ponto de Torricelli.

No entanto, em 1834, Heinen observou que se um dos angulos internos do
triangulo é igual ou superior a 120°, entao o ponto de Torricelli fica fora do tridngulo e
nao é mais o minimizador de (3.1). Quando isso ocorre, o minimizador do problema é

justamente o vértice com angulo interno obtuso.

(a) Solu¢do no interior do tridngulo, con- (b) Solugéo num dos vértices do tridngulo,
forme descoberto por Torricelli. conforme descoberto por Heinen.

Figura 17 — Exemplos de triangulos e respectivos pontos de Fermat: solucao no interior do
tridngulo em 17(a), e solu¢ao no vértice do tridngulo obtusdngulo cujo angulo
interno ¢ igual ou superior a 120°, em 17(b).



Capitulo 3. Problema: Arvore Euclidiana de Steiner 72

Depois disso, o problema generalizado de Fermat, Problema 2, comecou a
chamar a atencao de muitos matematicos da época, inclusive Steiner. Mas apesar do
trabalho de Steiner, conforme [16, Sec. 1.1] o que realmente fez com que o problema
recebesse o seu nome foi o fato de que os autores Courant e Robbins do famoso livro
intitulado “What Is Mathematics?” (ver referéncia [8]), ndo fizeram referéncia a Fermat,

que formulou o problema para o caso N = 3, e sim a Steiner.

Com o advento da Teoria dos Grafos, viu-se que o problema de Steiner poderia
ser estendido. Por exemplo, um problema de Steiner em R* pode ser interpretado como
um problema bidimensional, no qual queremos encontrar dois pontos (ou vértices, usando

a nomenclatura da Teoria dos Grafos), S; e Sy, conforme ilustrado na Figura 18:

oD oC

oA | oB

Figura 18 — Um exemplo de problema de Steiner com N = 4.

O problema de Steiner com N = 4 pode ser formulado como segue:

Problema 3. Dados quatro pontos A, B, C' e D no plano e supondo uma topologia
pré-estabelecida, conforme Figura 18, podemos formular o problema de Steiner de

encontrar S =[Sy, S;] € R* da seguinte maneira:

Sngi}g4 f(S) (3.2)

em que

f(S) = A= S|, + |B = Sall, + [C = Safy + | D — Sify + [|S1 — Sz,

. J

Cabe observar que, para um quadrilatero genérico, a solugao exata desse

problema ¢é desconhecida.
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(a) Solugdo no interior do quadrildtero. (b) Solugdo num dos vértices do quadrildtero.

Figura 19 — Exemplos de quadrildteros com os respectivos pontos de Steiner: em 19(a) os
dois pontos estdo no interior, e em 19(b), um dos pontos coincide com um
vértice do quadrilatero..

3.2 O problema de Steiner Generalizado

O problema de Steiner também foi muito estudado em teoria dos grafos, pois
pode-se interpretar os pontos como sendo os vértices do grafo e os segmentos de reta como
sendo as suas arestas (conforme Winter em [26]). Formulagoes matematicas para o problema
de Steiner envolvendo varidveis inteiras, e que demandam técnicas de programacao inteira-
mista foram propostas, ver por exemplo [7, 13, 21]. Algumas generalizagoes do Problema 2

foram sendo estudadas, e na que iremos apresentar aqui, as arestas possuem pesos distintos:

Problema 4. Dados N wvértices, queremos conectd-los por arestas de tal forma
que a soma ponderada dos comprimentos das arestas seja minima e que quaisquer
dois vértices podem ser interligados por arestas diretamente ou por meio de outros

vértices e arestas.

No capitulo 4 vamos resolver dois problemas desse tipo, que também foram
analisados por Donno e Pesamosca em [11] e por Facchinei e Lucidi em [12]. O primeiro

deles pode ser formulado como segue:
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Problema 5. Dados 0s vértices
A=(0,0), B=(0,2), C=(2,3), D=(4,2), E=(4,0) eR?

seja S € R® tal que S = [S1, Sa, Ss], com S;e R* ei =1, 2, 3. Entdo, queremos
resolver o problema:

min_f(.9), (3.3)

S e RS
em que f(S) é definida da sequinte maneira:

f(S) 3:HSI - A”2 + ||Sl - BHQ + HS2 - CH2+
+2[ S5 — D, + 2[S1 — Saf,+
+3||S2 — Ss, + 5]|93 — EJ,.

¢ ¢
1
B D B D
."“ ,fr. ‘\‘.‘1
1 ; ASZ i 2
ST T -3,
L - 1 )
,"’:51 Sf;
A \‘l_E A 1 351
: : S5 S
(a) Tlustracao do grafo do problema. (b) Tustragao do grafo solucao.

Figura 20 — Ilustragdo com o grafo representando o problema e o grafo representando a
solugao do problema resolvido por Donno e Pesamosca.

Apresentamos a seguir a formulacao do segundo problema generalizado com o

qual trabalharemos:
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Problema 6. Dados os vértices
A=(0,0), B=(0,2), C=(2 3), D=(3, —-1),

E=(4, -05), F=(52), G=(6,2), H=(55 —1)€R?
seja S € R tal que S = [S1, Sy, S3, Sy, Ss, S|, com S; € R* e i =

1, 2, 3, 4, 5, 6. Entdao, queremos resolver o problema:

min_f(5), (3.4)

S € R12

em que f(S) é definida da sequinte maneira:

f(S) =51 = Ay + [S1 — Safly + [1S2 = S, + 152 — Cl+
+[S5 = D, + 1S5 = Fly + [S6 — Gll, + 196 — H,+
+2[|51 — Bl + 2|55 — Sy + 255 — Se+
+3[Ss = Ss|, + 5[4 — Ell,-

Co;\ C,
1 1/
B S, F G 1 S2 P G
‘ ® e . i
2 1 ‘ ! /
s | e 1
! 2 S, 3 I 2 )S, ! !
1 S S; e
A 45 5 55 5 65
1 3 1 4
E 1 1
.’, . T °
D H D H
(a) Tustracao do grafo do problema. (b) Iustragao do grafo solugao.

Figura 21 — Ilustracao com o grafo representando o problema e o grafo representando a
solucao do problema resolvido por Facchinei e Lucidi.

Em [12] foram apresentadas as duas formulagoes, e em [11] é exibida a so-
lugao grafica de um dos problemas. Visando computar uma solucao de referéncia para
ser comparada com a solugao encontrada pelo método de feixes em niveis, implemen-
tamos ambos os problemas no Mathematica e resolvemos com NMinimize, precisao
estendida (AccuracyGoal -> 20, PrecisionGoal -> 18 e WorkingPrecision -> 20),
e as quatro opgoes de métodos possiveis, nomeadamente NelderMead, RandomSearch,

SimulatedAnnealing ¢ DifferentialEvolution.

As solucbes obtidas foram S = (4, 0, 4, 0, 4, 0)” para o problema 5 e
S = (0, 2, 1.7277, 2.2813, 4, —0.5, 4, —0.5, 4, —0.5, 4, —O.5)T para o problema 6.
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Dessa maneira, temos os elementos necessarios para verificar a eficiéncia do método quando

estamos trabalhando com dimensoes maiores.
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4 Experimentos Numéricos

Os experimentos foram todos realizados em um desktop com processador Intel
Core i7 8700, com 32Gb de RAM com 6 nucleos disponiveis. Todos os algoritmos foram
implementados em Julia e o solver utilizado para resolver os problemas quadraticos foi o
Gurobi 9.1.0.

4.1 Metodologia

4.1.1 Geracao dos problemas teste

Primeiramente, resolvemos o Problema 1. Para tanto geramos um conjunto de
testes com 3200 tridngulos, em que os vértices A, B e C foram gerados aleatoriamente nas

regioes indicadas abaixo:

10

0 2 4 6 8 10

Figura 22 — Dominio dos vértices A, B e (', separados por cor.

Calculamos numericamente o ponto de Fermat de cada um dos tridngulos
gerados. Inicialmente, verificamos se algum dos dngulos internos era maior ou igual a 120
graus e, caso contrario, resolvemos o sistema nao linear de duas equagoes e duas incégnitas
para encontrar o ponto de intersec¢ao entre os dois arcos capazes de 120 graus. Esse

conjunto de testes foi utilizado para validar a eficiéncia do método.

Em seguida, resolvemos o Problema 2, com N = 4. Vale ressaltar que nao
calculamos a solucao para esse conjunto de testes, sorteamos uniformemente 1% da amostra

para conferirmos a solucao. Nesse conjunto de testes quisemos analisar apenas o tempo
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computacional gasto para resolver os problemas com N = 4, formulados em (3.2). Para
tanto, geramos um conjunto de testes com 3200 quadrilateros, e fixamos a topologia do
problema, ou seja, os vértices A, D estao conectados ao ponto de Steiner S; e os vértices

B e C estao conectados ao ponto de Steiner S5, conforme ilustrado na Figura 18.

Para essa familia de problemas-teste, os vértices foram gerados aleatoriamente

nas regioes indicadas abaixo:

0 2 4 6 8

Figura 23 — Dominio dos vértices A, B, C' e D, separados por cor.

Por fim, trabalhamos com instancias do Problema 4, nomeadamente os exemplos
resolvidos por Donno e Pesamosca e Facchinei e Lucidi que foram apresentados no capitulo

anterior.

4.1.2 Implementacao

Implementamos quatro possiveis versoes para o método de feixes em niveis,

sendo elas:

e SP - sem compressao e resolvendo subproblema primal;
e CP - com compressao e resolvendo subproblema primal;

e SD - sem compressao e resolvendo subproblema dual;

CD - com compressao e resolvendo subproblema dual.

Nossa intencao foi verificar se alguma dessas quatro abordagens poderia nos
oferecer um desempenho melhor para o método de feixes em niveis aplicado ao problema
de Steiner. E em caso positivo, identificar as razoes pelas quais uma abordagem seria mais

vantajosa que as outras.
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Os pardmetros algoritmicos utilizados foram: €, = 1075, f°% = 0.1 e itmax =
500.

4.1.3 Indicadores analisados

A fim de analisarmos as quatro versdes apresentadas anteriormente, precisamos
estabelecer alguns indicadores, capazes de medir o desempenho dessas versoes e dessa
forma sermos capazes de compara-las e identificar as vantagens de uma versao sobre as

outras.

Como no nosso primeiro conjunto de testes temos as coordenadas do ponto de
Fermat de cada um dos 3200 triangulos, isso significa que podemos comparar se a solugcao
obtida pelas versoes esta préoxima da solugao esperada, ou seja, conseguimos mensurar a

eficacia dessas versoes.

Além disso, em todos os experimentos, conseguimos medir o tempo gasto
por cada uma das versoes para convergir para a solucao e também a quantidade de
problemas quadraticos que foram resolvidos, ou seja, temos elementos para medir o esfor¢o

computacional de cada versao.

Com isso em mente, podemos descrever trés possiveis indicadores de desempe-

nho:

e indicador de eficacia: a norma euclidiana da diferenca entre a solucao exata e a

solucao obtida pelo algoritmo;

e indicador de eficiéncia: tempo, em segundos, necessario para o método satisfazer o

critério de parada estabelecido;

e indicador de esforgo: a quantidade de problemas quadraticos resolvidos para obter

a solucao.

Vamos definir alguns atributos baseados nesses indicadores, dessa forma a

simplificar a andalise das versoes.

Definicio 7. A acurdcia do método é a mediana' dos valores absolutos dos logaritmos
(base 10) dos indicadores de eficicia (menores ou iguais a 1) de um conjunto de testes. Se

a acurdcia for relativamente grande/pequena o método serd dito eficaz/ineficaz.

Definicao 8. A morosidade do método € a média aritmética dos indicadores de eficiéncia
de um conjunto de testes. Se a morosidade for relativamente pequena/grande, o método

serd dito eficiente/ineficiente.

L complementada pela anélise da dispersao dos valores, que pode ser feita visualmente com base em

diagramas do tipo bozplot.
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Definicao 9. O custo computacional do método é a mediana dos indicadores de esforco
de um conjunto de testes. Se o custo computacional for relativamente pequeno/grande, o

método serd dito econémico/custoso.

4.2 Experimento 1: Influéncia do Ponto Inicial

Objetivo: Analisar a influéncia do ponto inicial para as quatro versoes. Escolhemos

testar o baricentro e um ponto gerado aleatoriamente na caixa [—10, 10] x [—10, 10].

Primeiro, vamos analisar a acuracia de cada versao, com o ponto inicial aleato-

riamente gerado (A) e com o baricentro (B):

Acurécia
8 (6]
° . :
(o) Qo [¢)
(o] [} .
6 3 [°) o L
4 -
Al —
6 |
0 C 1 1 1 1 1 1 1 1
A(SP) B(SP) A(SD) B(SD) A(CP) B(CP) A(CD) B(CD)

Figura 24 — Comparando a acuracia das versoes utilizando o ponto gerado aleatoriamente
e o baricentro como ponto inicial.

Em seguida, apresentamos duas tabelas, uma para cada tipo de ponto inicial,

com a morosidade de cada versao:

Tabela 1 — Tempo e Alocacao de memoria das versoes com ponto inicial sendo o baricentro.

‘ Versoes H Tempo ‘ % ‘ Média Alocagao ‘ % ‘ Média |
CD 248s | 30.3% | 0.08s 17.8GiB | 28.3% | 0.0056G4 B
SP 219s | 26.7% | 0.07s 19.9G4iB | 31.7% | 0.0062G4 B
CP 206s | 25.2% | 0.06s 14.5GiB | 23.1% | 0.0045GiB
SP 147s | 17.9% | 0.05s 10.6G4B | 16.9% | 0.0033GiB

| Total || 819s [ 100% | 0.26s  62.7GiB | 100% | 0.0196GiB |
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Tabela 2 — Tempo e Alocacao de memoria das versoes com ponto inicial aleatorio.

‘ Versoes H Tempo ‘ % ‘ Média Alocacao ‘ % ‘ Média |
CD 288s | 29.4% | 0.09s 18.9GiB | 26.9% | 0.0059GiB
SP 234s | 26.6% | 0.07s 22.0GiB | 31.3% | 0.0069GiB
CP 232s | 26.4% | 0.07s 18.1GiB | 25.8% | 0.0057GiB
SP 154s | 17.5% | 0.05s 11.2GiB | 16.0% | 0.0035GiB

| Total || 878s | 100% | 0.28s 70.2GiB | 100% | 0.0220GiB |

Por ltimo, exibimos um grafico para analisarmos o custo computacional de

cada versao:

Custo Computacional

100 -

75

w$$$$§fﬁﬁ

25

A(.SP) B(éP) A(éD) B(SID) A(éP) B(CI:P) A(éD) B(CID)

Figura 25 — Comparando o custo computacional dos métodos alterando o ponto inicial.

4.2.1 Conclusao do Experimento 1

Conclusao: Com base nos indicadores apresentados, podemos concluir que o bari-
centro como ponto inicial proporcionou os menores valores de morosidade e custo
computacional. Observamos ainda que a acuracia nao apresentou variabilidade

significativa quanto a inicializagao.

Do ponto de vista geométrico, faz sentido que isso ocorra, uma vez que o baricentro
sempre ¢ um ponto no interior do tridngulo, consequentemente mais préoximo do
ponto de Fermat do que os pontos aleatorios, principalmente daqueles que possuem
alguma coordenada negativa. Apoiados neste resultado, iremos utilizar o baricentro

como ponto inicial para os demais testes.
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4.3 Experimento 2: Influéncia do parametro «

Escolhemos trés valores para a: 0.2, 0.5 e 0.8.

Objetivo: Analisar a influéncia da escolha do parametro o para as quatro versoes.

Separamos o experimento em duas partes: na primeira analisamos as versoes

sem rotina de compressao e, na segunda, as versoes com rotina de compressao.

4.3.1 Versoes sem rotina de compressdo: SD e SP

Primeiro, vamos analisar a acuracia de cada versao, com os diferentes valores

de «:

Acuracia (sem rotina de compressao)

® °
)
° ° ¢ °
8 ° °
8
i 8
0.2(ISP) 0.2(ISD) 0.5(ISP) 0.5(ISD) 0.8(ISP) 0.8(ISD)

Figura 26 — Comparando a acurdcia das versoes sem compressao.

Em seguida, apresentamos trés tabelas, uma para cada valor de «, com a

morosidade de cada versao:

Tabela 3 — Tempo e Alocagao de memoria das versoes SD e SP com « = 0.2.

| Versoes || Tempo | % | Média Alocagao | % | Média |
SD 2055 | 59.5% | 0.06s 14.9G4iB | 60.5% | 0.005GiB
SP 140s | 40.5% | 0.04s 9.73GiB | 39.5% | 0.003GiB

| Total || 345s | 100% | 0.11s

24.6GiB | 100% | 0.008GiB |
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Tabela 4 — Tempo e Alocacao de meméria das versdes SD e SP com « = 0.5.

‘ Versoes || Tempo ‘ % ‘ Média Alocacao ‘ % ‘ Média ‘
SD 254s | 54.7% | 0.08s 17.8GiB | 55% | 0.006GiB
SP 210s | 45.3% | 0.07s 145GiB | 45% | 0.005GiB
| Total || 464s [ 100% | 0.15s  32.3GiB | 100% | 0.01GiB |

Tabela 5 — Tempo e Alocagao de memoria das versoes SD e SP com a = 0.8.

| Versoes || Tempo | % | Média Alocagao | % | Média |
SD 495s | 52.5% | 0.15s  34.1GiB | 52.7% | 0.01GiB
SP 448s | 475% | 0.14s  30.5GiB | 47.3% | 0.01GiB
| Total || 943s [ 100% | 0.29s 64.6GiB | 100% | 0.02GiB |

Também exibimos um grafico para analisarmos o custo computacional de cada
Versao:

Custo Computacional (sem rotina de compressao)

100 -
60 -

& T FT

O.2(ISP) 0.2(ISD) 0.5(ISP) 0.5(ISD) 0.8(ISP) 0.8(ISD)

Figura 27 — Comparando o custo computacional das versdes sem compressao para cada
valor do parametro «.
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E por fim, verificamos a quantidade de passos sérios e nulos:

Passos Sérios (sem rotina de compresséao) Passos Nulos (sem rotina de compressao)

100 |- *

80 -

60 -
30

a0

$$__$$$ m-EE?;;

[] 8
0.2(SP) 02(SD) 05(SP) 0.5(SD) 0.8(SP) 0.8(SD) 0.2(SP) 0.2(SD) 05(SP) 05(SD) 0.8(SP) 0.8(SD)

(a) Passos Sérios de cada versdo. (b) Passos Nulos de cada versao.

Figura 28 — Distribuicao dos passos de cada versao sem rotina de compressao, para cada
valor do parametro «.

4.3.2 Versoes com rotina de compressao: CD e CP

Primeiro, vamos analisar a acuracia de cada versao, com os diferentes valores

de a:

Acuracia (com rotina de compressao)

Tl

0_

0.2(ICP) 0.2(ICD) O.5(ICP) 0.5(ICD) 0.8(ICP) 0.8(ICD)

Figura 29 — Comparando a acuracia das versoes com compressao para cada valor do
parametro a.

Em seguida, apresentamos trés tabelas, uma para cada valor de «, com a

morosidade de cada versao:
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Tabela 6 — Tempo e Alocacao de memoria das versoes CD e CP com a = 0.2.

‘ Versoes H Tempo ‘ % ‘ Média Alocacao ‘ % ‘ Média ‘
CD 205s | 59.5% | 0.06s 14.9GiB | 60.5% | 0.005GiB
CP 140s | 40.5% | 0.04s 9.73GiB | 39.5% | 0.003GiB

| Total || 345s | 100% | 0.11s 24.6GiB | 100% | 0.008GiB |

Tabela 7 — Tempo e Alocagao de memoria das versoes CD e CP com « = 0.5.
’ Versoes || Tempo ‘ % ’ Média Alocacao ‘ % ‘ Média ‘
CD 254s | 54.7% | 0.08s 17.8GiB | 55% | 0.006G7iB
CP 210s | 45.3% | 0.07s 14.5GiB | 45% | 0.005GiB
| Total || 464s [ 100% | 0.15s  32.3GiB | 100% | 0.01GiB |

Tabela 8 — Tempo e Alocacao de memoria das versoes CD e CP com a = 0.8.

| Versoes || Tempo | % | Média Alocagao | % | Média |
CD 495s | 52.5% | 0.15s 34.1GiB | 52.7% | 0.01GiB
CPp 448s | 47.5% | 0.14s 30.5GiB | 47.3% | 0.01G:B
| Total || 943s [ 100% | 0.29s  64.6GiB | 100% [ 0.02GiB |

Também exibimos um grafico para analisarmos o custo computacional de cada
Versao:

Custo Computacional (com rotina de compressao)

200

150 -

L esTT

O.2(ICP) 0.2(ICD) 0.5(ICP) 0.5(ICD) 0.8(ICP) O.8(ICD)

Figura 30 - Comparando o custo computacional das versoes com compressao para cada
valor do parametro a.

E por fim, verificamos a quantidade de passos sérios e nulos:
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Passos Sérios (com rotina de compressao) Passos Nulos (com rotina de compressao)

50 -
100 -

a0

30

50 -
20

OAZ(ISP) 0.2(ISD) 0.5(ISP) OAS(ISD) O.B(lSP) OB(SD) 02£SP) O.Z(ISD) 05(.SP) OS(‘SD) OB(‘SP) 08£SD)

o

(a) Passos Sérios de cada versao. (b) Passos Nulos de cada versao.

Figura 31 — Distribuicao dos passos de cada versao com rotina de compressao, para cada
valor do parametro a.

4.3.3 Conclusdao do Experimento 2

e N

Conclusao: Com base nos indicadores apresentados, podemos concluir que indepen-
dentemente do uso da rotina de compressao, o uso do parametro a = 0.2 foi o que
proporcionou os melhores valores de acuracia, morosidade e custo computacional.

Também podemos concluir que as versoes que resolvem o subproblema primal (SP e
CP) tiveram uma leve vantagem com relagao as versoes que resolvem o subproblema
dual (8D e CD, respectivamente), para os trés valores de . Apoiados neste resultado,

iremos utilizar o parametro o = 0.2 nos demais testes.

Note que conforme observado na secao 2.3.5, foi justamente o valor de a mais
préoximo de 1 (a = 0.8), que gerou mais passos nulos, como possivel consequéncia de

que muitos problemas invidaveis foram produzidos com tal escolha.

4.4 Experimento 3: Quadrilateros

Objetivo: Analisar o desempenho de cada uma das quatro versdes quando aumen-
tamos a dimensao do problema. A partir dessa analise iremos escolher a melhor
versao com rotina de compressao e a melhor versao sem rotina de compressao para

resolvermos problemas de dimensoes maiores.

Como vimos no Capitulo 3, como desconhecemos a solugao exata para quadri-
lateros genéricos, nao temos como calcular a acuracia desse conjunto de testes. Entao nos

basearemos apenas nos indicadores de eficiéncia e de esforgo.
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Primeiro, verificamos o custo computacional de cada versao para resolver o

conjunto de quadrilateros.

60 -

50 -

30 -

Custo Computacional

sD

(o]

Figura 32 — Comparando o custo computacional das versoes aplicadas no conjunto de

quadrilateros.

E em seguida, apresentamos uma tabela para verificarmos a morosidade de

cada versao para resolver o conjunto de quadrilateros.

Tabela 9 — Tempo e Alocacao de memoria das versoes aplicadas no conjunto de quadrila-

teros.

‘ Versoes || Tempo | % | Média Alocacao | % | Média ‘
CD 305s | 46.0% | 0.10s 34.4GiB | 53.6% | 0.0108G:B
SD 164s | 24.7% | 0.05s 14.6GiB | 22.7% | 0.0046GiB
CPp 103s | 15.5% | 0.03s 8.05GiB | 12.5% | 0.0025GiB
SP 91.3s | 13.8% | 0.03s 7.19GiB | 11.2% | 0.0022G:B

| Total || 663s | 100% | 0.21s  64.20GiB | 100% | 0.0201GiB |

4.4.1 Conclusao do Experimento 3

Conclusao: Com base nesses indicadores, podemos concluir que as versoes SP e
CP apresentam uma performance melhor com relagao as outras. Apoiados neste
resultado, bem como nos dos demais experimentos, iremos utilizar as versoes SP e

CP para resolvermos os problemas do proximo experimento.
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4.5 Experimento 4: Problemas de dimensao maiores

Objetivo: Analisar o desempenho das versoes SP e CP quando a dimensao do pro-
blema aumenta. Para isso iremos resolver o Problema 5 e o Problema 6 apresentados

no capitulo anterior.

Separamos o experimentos em duas partes: no primeiro analisamos o Problema 5

e, na segunda, o Problema 6. Em ambos os problemas utilizamos o mesmo ponto inicial

2 5 20 20 92 38\"

utilizado por Facchinei e Lucidi em [12], que foi y = (5’ 39 9 77 §> para o
2 5 17 11 80 -5 323 38 1214 362 8017 605)T

: para o

Problema 5 ey = { 51 o0 5 0 550 510 %77 %77 9437 943’ TR 790
ovema e ey (3’ 37707 07 27 54’ 81’ 81’ 243 243" 1458 729
Problema 6.

45.1 Problemah

Primeiro, exibimos um grafico para analisarmos a acuracia e o custo computa-

cional das duas versoes para o problema em RS:

Acurécia Custo Computacional
oL
wl
sk
al 60
sk
wl
5L
0k
WL
of ol
sp cp Ssp cp
(a) Comparagdo da acurdcia obtida pelas duas (b) Comparacao do custo computacional obtido
versoes. pelas duas versoes.

Figura 33 — Acuracia e Custo Computacional das versoes na resolucao do Problema 5

Em seguida, apresentamos uma tabela, comparando a morosidade entre as duas

versoes para o problema em R°:

Tabela 10 — Tempo e Alocacao de memoria das versoes aplicadas no Problema 5.

‘ Versoes H Tempo ‘ % Alocagao | % |
CPp 687ms | 76.2% 110MiB | 84.6%
SP 211ms | 23.4% 20.1MiB | 15.4%
| Total [ 902ms | 100%  131MiB [ 100% |
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E por ultimo, acompanhamos as iteragoes de cada uma das versoes para verificar

o comportamento de cada uma das duas versoes:

5 CP - Problema 5
10 T

lteracdes (k)

gap
Parametro nivel
— © Atualizagéo do centro de estabilidade

Figura 34 — Acompanhando a evolucao do gap, do nivel e atualizagdo de centro de estabi-
lidade na versao CP para o Problema 5.

5 SP - Problema 5
10 T T T

lteracdes (k)

gap
Parametro nivel
— © Atualizagéo do centro de estabilidade

Figura 35 — Acompanhando a evolucao do gap, do nivel e da atualizacdo de centro de
estabilidade na versao SP para o Problema 5.
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452 Problema 6

Primeiro, exibimos um grafico para analisarmos a acuracia e o custo computa-

cional das duas versdes para o problema em R'*:

Acurécia Custo Computacional

20+

10

05

ok

0ot " - n .
Sp P SP CcP

(a) Comparagao da acurdcia obtida pelas duas (b) Comparagao do custo computacional obtido
versoes. pelas duas versoes.

Figura 36 — Acuracia e Custo Computacional das versoes na resolucao do Problema 6

Em seguida, apresentamos uma tabela, comparando a morosidade entre as duas

versoes para o problema em R

Tabela 11 — Tempo e Alocagao de meméria das versoes aplicado no Problema 6.

‘ Versoes H Tempo ‘ % Alocagao ‘ % |
CP 620ms | 57.7% 76.6MiB | 61.0%
SP 454ms | 42.3% 48.9MiB | 39.0%
| Total || 1.07s | 100%  125MiB | 100% |

E por tltimo, acompanhamos as iteragdes de cada uma das versoes para verificar

o comportamento de cada uma das duas versoes:
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CP - Problema 6
T

102 25
gap
Parametro nivel
— © Atualizag&o do centro de estabilidade
10"k
120
\
\
100 L
<415
. \
= \
F0T e <
= !
| <110
102E |
I
\
| 15
0%
\
\
|
110 ™ et ——
0 20 40 60 80 100 120

lteracoes (k)

Figura 37 — Acompanhando a evolucao do gap, do nivel e da atualizacdo de centro de
estabilidade na versao CP para o Problema 6.

SP - Problema 6

102 \ 25
gap
Parametro nivel
— © Atualizagéo do centro de estabilidade
10°
-20
|
10%4
! 415
! !
= | )
I 10" f ‘ <
Al | |
| ‘ - 10
102y !
| |
| I
\ | 45
107 !
| |
I I
4l |
0 20 40 60 80 100 120

Iteracdes (k)

Figura 38 — Acompanhando a evolugao do gap, do nivel e atualizacao de centro de estabi-
lidade na versao SP para o Problema 6.

4.5.3 Conclusao do Experimento 4

Conclusao: Com base nos indicadores apresentados, podemos concluir que conforme
a dimensao do problema aumenta, o custo computacional acaba sendo similar em
ambas as versoes. Em contrapartida, a versao CP apresenta uma acuracia melhor
para o problema de maior dimensao, enquanto que a versao SP apresenta uma

acuracia melhor para o problema de menor dimensao.
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho consideramos o problema irrestrito de minimizacao convexa,
em que a fun¢do objetivo nao é necessariamente suave. Nosso objetivo foi compreender o
método de feixes para otimizacao convexa, implementé-lo em Julia e analisar os resultados
computacionais em uma familia de problemas com apelo geométrico, os problemas de Stei-
ner. Fizemos quatro implementagoes para o Método de Feixes em Niveis nos beneficiando
das vantagens da linguagem Julia, que para o problema estudado, sempre nos gerou um

vetor numérico ao calcular um subgradiente.

Em preparacao para nosso estudo, revisamos os conceitos fundamentais envolvi-
dos, com destaque para convexidade, dualidade e as no¢oes de subgradiente e e-subgradiente.
Para motivar a técnica de interesse nesse trabalho, nosso ponto de partida foi o método
do subgradiente. Em seguida abordamos o método de planos cortantes, para entdo chegar
aos métodos de feixes. Estudamos os aspectos tedricos subjacente a convergéncia para
a variante Proximal. Finalmente, os aspectos computacionais relacionados a variante
em Feixes, bem como os algoritmos foram estabelecidos, para entdo desenvolvermos a

implementagao computacional.

Nossa principal contribuicao com esse trabalho foi o estudo comparativo entre
quatro possiveis formas de implementagao em Julia para o método de feixes baseado em
conjuntos de nivel. A analise dos experimentos nos apresenta indicios da eficiéncia, eficacia

e robustez das versoes implementadas.

Cabe destacar que nossa abordagem para o problema de Steiner teve uma
perspectiva da otimizacao nao suave, diferentemente dos estudos feitos com base em

otimizagdo combinatéria que tém sido feitos extensivamente ao longo dos anos.

Por fim, uma possivel extensao deste trabalho seria a analise de fung¢oes nao
convexas, neste caso o estudo iria explorar técnicas de otimizacao local. Assim como o
algoritmo tedrico proposto por Bonnans et al., nossos experimentos também utilizaram
uma técnica de compressao que nao explorava diretamente as peculiaridades da variante
em niveis, conforme apresentada no trabalho [9]. Uma implementacao especifica também

pode servir de motivagao para trabalhos futuros.
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Glossario

abscissa refere-se ao eixo horizontal, em um sistema cartesiano de coordenadas.
acuracia grande precisao entre um valor obtido experimentalmente e seu o valor verdadeiro.
AD do inglés Automatic differentiation, também chamada de diferenciacdao algoritmica, é

um conjunto de técnicas para avaliar a derivada de fun¢do numericamente de forma exata.

cardinalidade é uma medida da quantidade de elementos de um conjunto. A cardinalidade
de um conjunto X é usualmente denotada por | X|.
compacto conjunto fechado e limitado.
1) compacidade qualidade do conjunto que é dito compacto.
condicao de otimalidade condic¢ao necessaria e suficiente para caracterizar os minimi-
zadores (maximizadores) de um problema de minimizacdo (maximizagao).
condicao de Slater é uma condicao suficiente para Dualidade Forte, ou seja, os valores
otimos primal e dual sdao iguais. Em particular, se o problema primal satisfaz a condicao
de Slater, entao a folga de dualidade é 0 e se o valor dual ¢ finito, entao ele é atingido.
Condigoes de Wolfe conjunto das condigoes de decréscimo suficiente e de curvatura.
1) Condicao de Armijo desigualdade utilizada na busca linear inexata para encontrar

um tamanho de passo a que fornega um decréscimo suficiente da funcao.
epigrafo conjunto de pontos que estao sobre o grafico, ou acima dele.

folga de dualidade ¢ a diferenca entre o valor objetivo de uma solucao primal e o valor

objetivo de uma solucao dual.
gradiente vetor das derivadas parciais da funcao.

hessiana matriz das derivadas parciais do gradiente fun¢ao (ou das derivadas parciais de
segunda ordem da funcao).

heuristica diz-se de um algoritmo que fornece solugoes sem uma demonstracao formal de
qualidade, usualmente avaliado de forma empirica em termos de complexidade e qualidade

das solugoes.

infimo o maior elemento entre as cotas inferiores.
inviavel diz-se da solucdo que nao satisfaz as restrigoes do problema. Quando um problema
nao possui uma solugao viavel, ele também ¢é dito inviavel.
1) inviabilidade quando se é invidvel.
iteracao ¢é o processo de repeticdo de uma ou mais agoes de um algoritmo.
1) iterado nome dado a variavel que ¢ atualizada a cada iteragdo de um método iterativo.

ponto corrente varidvel atualizada na iteracdo atual (corrente).
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Lipschitz continua uma funcao f ¢é dita Lipschitz continua se existir uma constante real

L > 0 tal que para todo x e y no dominio da f tém-se:

[f(z) = F(y)l < Llz =y,

1) constante de Lipschitz diz-se do infimo das constantes L que satisfazem a desi-
gualdade de Lipschitz.

2) localmente Lipschitz continua uma funcao f é dita localmente Lipschitz continua
se para cada ponto x do dominio, existe uma vizinhanca de x em que f é Lipschitz

continua.

minimal diz-se de um elemento que nao é maior que nenhum outro elemento do conjunto.

monadtona diz-se de uma sequéncia crescente ou decrescente.
ordenada refere-se ao eixo vertical, em um sistema cartesiano de coordenadas.

poliedro no contexto de otimizacao, diz-se de um conjunto de pontos no espago que
satisfazem as restrigoes lineares de desigualdade de um problema.

1) poliedral que tem forma de poliedro.

robustez diz-se de um algoritmo que mantém um bom desempenho ainda que a dimensao

do problema aumente.

secante reta que intercepta o grafico da funcao em dois pontos quaisquer.

simplex generalizacdo do conceito de tridngulo a outras dimensdes. E o invélucro convexo
de (n + 1) pontos independentes em R".

soma telescépica sdo somas finitas nas quais pares de termos consecutivos se cancelam,
deixando apenas os termos inicial e final. Uma clara referéncia ao telescopio, cuja a fungao
¢é encurtar a distancia entre nossos olhos e os corpos celestes.

superlinear diz-se de um algoritmo que converge com uma ordem p, em que 1 <p < 2.

supremo o menor elemento entre as cotas superiores.

Teoria dos Grafos ramo da matematica que estuda os grafos, que sdo estruturas mate-
maticas, que podem ser denotadas por G(V, E), em que V' é um conjunto nao vazio de
pontos, também chamados de vértices/nds e E é um subconjunto de pares nao ordenados
de V', também chamados de arestas.

topologia neste contexto, refere-se a configuracao dos vértices e arestas do problema.

viavel diz-se da solucao que satisfaz as restrigbes do problema. Quando um problema
possui uma solugao viavel, ele também ¢é dito viavel.

1) viabilidade quando se é vidvel.
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