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Resumo

O recrudescimento de movimentos que negam a Ciéncia, como o terraplanismo, preocupa
professores, pesquisadores e a sociedade em geral, devido a nocividade de suas ideias. Neste
trabalho é apresentada uma proposta de como trabalhar o tema do formato da Terra, a
partir de duas perspectivas: a historica e a matematica. Na perspectiva histérica espera-se
que o aluno compreenda como funciona a evolugao de conceitos cientificos, e por que
determinada teoria é estabelecida como verdadeira. Na perspectiva matematica procura-se
utilizar conceitos simples de Geometria para se realizar demonstragoes em Astronomia.
Também propoe-se atividades praticas, como a participacdo no Projeto Eratostenes, no
qual centenas de escolas ao redor do mundo compartilham medi¢oes a fim de se obter o

raio da Terra.

Palavras-chave: Astronomia; Educacao Matematica; Ensino Fundamental; Geometria

Plana; Historia da Ciéncia; Terra Plana; Trigonometria.



Abstract

The recrudescence of movements that deny Science, such as the Flath Eartherism, worries
teachers, researchers and society in general, due to the harmfulness of their ideas. This work
presents a proposal on how to work on the Earth’s shape theme, from two perspectives:
historical and mathematical ones. In the historical perspective, the student is expected to
understand how the evolution of scientific concepts works, and why a certain theory is
established as true. In the mathematical perspective, we tried to use simple concepts of
Geometry to perform demonstrations in Astronomy. Practical activities are also proposed,
such as participation in the Eratosthenes Project, in which hundreds of schools around

the world share measurements in order to obtain the Earth’s radius.

Keywords: Astronomy; Mathematical Education; High School; Plane Geometry, History
of Science; Flat Earth; Trigonometry. .
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Introducao

Segundo pesquisa do Datafolha, 7% dos brasileiros (cerca de 11 milhoes de
pessoas) acreditam que a Terra seja plana'®. Ainda ndo had um estudo rigoroso no Brasil
sobre a ascensao do terraplanismo, mas uma pesquisa no Google Trends nos mostra que
o interesse por esse assunto comecou no inicio de 2015, e teve seu auge em setembro de
2019, pouco antes da primeira convencao nacional da Terra Plana, ocorrida em 10 de
Novembro de 2019, em Sao Paulo. Além disso, a andlise do Google nos mostra que quem
procura pelo termo “Terra Plana” também costuma procurar pelo nome de Olavo de
Carvalho, autointitulado filésofo brasileiro que exerce grande influéncia sobre o governo

1

Bolsonaro'® conhecido por ja ter tecido varios comentarios que questionam o método

cientifico estabelecido e a reputacdao de cientistas como Newton,'” Einstein'® e Carl

Sagan.'”

GoogleTrends  Pesquisar

@ terraplana

e s i T + Comparar
ermo ge pesquisa

Brasil Nos ultimos 5 anos v Todas as categorias Pesquisa na Web v

Interesse ao longo do tempo

|4=

< <4

15 - 21 de set. de 2019

cdo terra plana

Figura 1 — Evolugao das buscas pelo termo “Terra Plana” no Google (o indice 100 indica
o momento em que houve a procura maxima, mas a empresa nao informa a
quantidade de buscas).'®

(GARCIA, 14 de jul. de 2019)
(GORTAZAR, 13 de abr. de 2019)
(CARVALHO, 15 de jun. de 2006)

16 (TESSLER, 10 de jan. de 2019)
(CARVALHO, 10 de jun. de 2019)
(GOOGLE, 2019)
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= GoogleTrends  Pesquisar

® terra plana Brasil, Nos Ultimos 5 anos

Mostrando 1 a 5 de 27 subegides »

Assuntos relacionados Emascensio » #* <> o Consultas relacionadas Emascensio v * <> «

1 Olavo de Carvalho - Ensaista : 1 terraplanaolavo :
2 Prova - Assunto : 2 aterraéredonda -
3 NASA - Agéncia do governo : 3 clavo de carvalho .
4 Eclipse - Assunto : 4 terra plana olavo carvalho :

5 Documentdrio - Assunto 5 terra plana olavo de carvalho

Mostrando 1a5de 23 a

Figura 2 — Pessoas que procuram por “Terra Plana” também costumam procurar por
“Olavo de Carvalho”"?

Hoje proliferam pelo YouTube videos de autointitulados cientistas, filésofos e
tedlogos que tentam explicar a seus seguidores o “real formato da Terra”. Também existem
dezenas de grupos de Facebook com essa discussao. Nesses videos e grupos, fica evidente a

falta de conhecimento de principios basicos de Ciéncias da Natureza e de Matematica.

Com a pandemia do Coronavirus, vimos que o desconhecimento cientifico nao
tem como consequéncia apenas um movimento considerado, a principio, comico e inofensivo;
no lastro do terraplanismo, encontramos militantes antivacina, contra o uso de mascaras,
contra o isolamento social, contra a afericdo de temperatura com termometros digitais e a

favor do uso de medicamentos sem eficiacia comprovada.

Porém o foco desta dissertacao nao sera um estudo do movimento terraplanista
e anticiéncia no Brasil (o que pode ficar para uma préximo trabalho), e nem uma resposta
aos argumentos “cientificos” dos terraplanistas, por nao se acreditar que isso seja produtivo.

Segundo Jorge Coli:

Francis Bacon, que rompeu com a tradicdo das autoridades classicas como
Aristoteles, no século 17, alerta para as dificuldades do conhecimento, mesmo
quando aparentemente apoiado por razoes: “O entendimento humano, quando
uma vez adotou uma opinido [...] atrai todas as outras coisas para apoié-la e

concordar com ela.”

Por isso é tao dificil debater com mentes previamente convictas, por razoes

ideologicas, partidarias ou quaisquer outras. Quem acredita que a Terra é

19 (GOOGLE, 2019)
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plana tera argumentos falsamente racionais, ja que partem do irracionalismo

provocado por uma conviccio intima.?’

Também nao é interessante a posicao de desespero frente aos “novos tempos”,
uma vez que a opgao por acreditar em superstigoes, no lugar da Ciéncia, sempre acompa-
nhou a humanidade, mesmo que sempre criticada por pensadores de cada época, como

lembra Eugénio Gongalves em um estudo sobre o filésofo Gabriel Naudé (séc. XVII).

A violenta critica de Naudé ao carater que atribui sem titubear as massas nao
¢ algo inédito em sua obra. Data de 1625 o texto Apologie pour tous les grands
personnages qui ont este faussement soupconnez de magie, publicado em Paris
pelo bibliotecario. Nele, o jovem Gabriel critica o misticismo e as tolas crendices
populares, que fazem com os que homens, através de suas supersti¢oes, vejam
a presenca de um deus em um “dente de macaco, de um boi, de um gato, de

uma cebola ou de algum outro idolo ainda mais ridiculo (...)" .

Essas crencas, alids, sao também elas outro viés a ser explorado pelos homens
de Estado, que podem utiliza-las como um meio seguro de melhor atingir os
objetivos tragados. Fazer crer a populacdo que seu principe possui contato
direto com uma divindade abre caminho para que ele consiga realizar sem
dificuldades as empreitadas que almeja. Efeito semelhante pode ser adquirido
fingindo milagres, sonhos, visoes e profecias, o que aproxima o governante das

religides do povo, ganhando a estima dele®’.

Em seu livro O Mundo Assombrado Pelos Demonios, Carl Sagan explica como

um conceito como o de mecanica quantica gera tanta desconfianca:

Vamos imaginar que alguém queira seriamente compreender o que é a mecanica
quantica. E preciso que primeiro adquira uma base, o conhecimento de cada
subdisciplina matematica, transportando-o ao limiar da seguinte. Uma a uma,
ele deve aprender aritmética, geometria euclidiana, algebra da escola secundaria,
calculo diferencial e integral, equagoes diferenciais ordinérias e parciais, calculo
vetorial, certas fungoes especiais da fisica matematica, algebra matricial e teoria
dos conjuntos. Isso pode ocupar a maioria dos estudantes de fisica desde a
terceira série primaria até o inicio do curso de pds-graduagao - aproximadamente
quinze anos. Esse plano de estudos nao envolve realmente o aprendizado
da mecanica quantica, mas apenas estabelece os fundamentos matematicos

necessarios para conhecé-la em profundidade.

20 (COLLI, 11 de ago. de 2019)
21 (GONCALVES, 2015, p. 46)
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O trabalho do divulgador da ciéncia, tentando transmitir uma ideia da mecénica
quantica a um publico leigo que nao passou por esses ritos de iniciacao, ¢é
desalentador. Na realidade, acho que nao existe nenhuma divulgacao bem-
sucedida da mecanica quantica - em parte por essa razao. Essas complexidades
matematicas se combinam o fato de a teoria quantica ser definitivamente
contraria a intuicao. Para abordé-la, o senso comum ¢é quase inutil. Nao
funciona, disse Richard Feynman certa vez, ao perguntar por que ela € assim.

Ninguém sabe por que ela é assim. E simplesmente assim.?*

Das citacoes acima, vemos que:
1-) E muito dificil argumentar com um adulto j& “convertido” ao terraplanismo.
2-) Certos conceitos cientificos exigem anos de estudo para serem compreendidos.

Felizmente, entender o formato da Terra envolve menos pré-requisitos do que
o estudo de mecanica quantica. Assim sendo, o objetivo desta dissertacao é responder a
seguinte pergunta: como evitar que nossos alunos se tornem adultos terraplanistas? Como
fazé-los compreender o funcionamento do método cientifico, para que nao acreditem em
qualquer boato que vejam na internet? No caso especifico do formato da Terra, acredito que
se um estudante possuir bases soélidas de Fisica, Geografia e Matematica, esse conhecimento
jamais podera ser no futuro substituido por pseudociéncias. As experiéncias com o intuito
de solidificar tais bases com meus alunos de nono ano em 2019 serao relatadas neste
trabalho.

22 (SAGAN, 1996, p. 247)
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1 Fundamentacao Pedagdgica

1.1 Matematica para além dos exercicios

-

E comum que se questione professores de Matematica sobre a utilidade do
conteudo que ensinam ou sobre um suposto engessamento de seus métodos. Assim como
é comum a ojeriza que alguns professores possuem a esse tipo de critica, numa defesa
quase religiosa de certos conteidos e de certos métodos, como a repeticao infindavel de

exercicios.

Creio que a dicotomia entre o ensino por exercicios e o ensino da Matematica
“contextualizada” seja falsa, e muitos dos debates que ouvimos em salas de professores e
até mesmo na midia mostrar-se-iam in6cuos se dedicassemos algum tempo de nossas vidas

a leitura do que produzem os pesquisadores em Educacao Matematica.

Critico do “paradigma do exercicio” em sala de aula, Skovsmose propoe uma
interessante classificagdo do que ele chama de ambientes de aprendizagem, dividindo-os
entre “exercicios” e “cendrios para investigacdo”, e com uma escala que vai de “referéncias

a matematica pura” a “referéncias a realidade”, conforme a tabela:

Exercicios || Cenarios para investigacao
Referéncias a Matematica pura (1) (2)
Referéncias a semi-realidade (3) (4)
Referéncias a realidade (5) (6)

Tabela 1 — Ambientes de aprendizagem’

Os ambientes (1), (3) e (5) seriam aqueles em que os temas sao tratados apenas
como exercicios em sala de aula, sendo quem em (1), os exercicios sdo puramente tedricos,
e no caso (3), referem-se a problemas reais. Os ambientes (2) (4) e (6) seriam atividades

exploratérias e investigativas.

No ambiente (1) por exemplo, os alunos resolveriam exercicios de algebra sem
contexto algum, como a prética de desenvolvimento de produtos notaveis. No ambiente (2),
o desenvolvimento de um produto notavel poderia estar envolvido com uma investigacao
envolvendo dreas. No ambiente (3), existe uma contextualizacido pré-estabelecida pelo
material didatico, mas sem que o aluno possa interferir nos dados do problema. Por exemplo,
pede-se para otimizar o volume de uma piscina, mas nao sao permitidos questionamentos

do tipo; essa piscina é para adultos ou criangas? A sua profundidade é fixa ou pode variar?

1 (SKOVSMOSE, 2000, p.73)



Capitulo 1. Fundamentac¢io Pedagdgica 20

No ambiente (4), o problema também é pré-estabelecido, mas nao como um exercicio, mas
como atividade exploratéria. Finalmente, nos ambientes (5) e (6), os problemas sao reais:
leva-se, por exemplo, os alunos a tirar as medidas de uma piscina e resolve-se todos os
questionamentos que possam surgir dessa pratica, desde os custos dos materiais a tarifa

da conta de agua.

Skovsmove nos convida a superar os ambientes de (1) a (3), onde estao inseridas
a maior parte dos problemas vistos em sala de aula, mas ndo defende que o ambiente (6)
seja o tnico possivel na Educacdo Mateméatica?. Inclusive afirma que, uma vez em contato
com o ambiente (6), os alunos podem se sentir motivados a reforgar os pré-requisitos
necessarios para compreendé-lo, voltando assim ao ambiente (1) para resolverem exercicios

de fixaciao®.

Assim, propoe-se que ao longo do ano letivo o professor aborde os diferentes
tipos de ambiente, e ao final dele, avalie, junto aos alunos, quais funcionaram melhor. Por
experiéncia propria, afirmo que muitos alunos continuarao se sentindo mais confortaveis
com o método “o professor explica na lousa e eu resolvo os exercicios no meu caderno”, e
nao ha problema algum nisso; o problema esta em ignorar os alunos que preferem outros

ambientes.

Acredito que as investigacoes que propus aos meus alunos sao uma tentativa de
colocar em prética o ambiente de aprendizagem do tipo (6). No ano de 2019, construimos
teodolitos e com eles determinamos alturas inacessiveis; determinamos o diametro do Sol
e reproduzimos o experimento de Eratdéstenes. Sao situagoes evidentemente praticas e
reais, nao sao falsas contextualizagoes. Através dos experimentos, colocamos em pratica
contetidos de Geometria previstos pelo curriculo. Durante as atividades praticas, surgiam
muitas davidas que eu nao havia previsto, e muitas vezes os proprios alunos conseguiam

sana-las com autonomia.

Também é importante que os alunos entendam que o conhecimento produzido
pela humanidade é construido, e nao “natural”. Se estudamos Geometria Plana hoje é
porque os escribas egipcios precisavam determinar dreas de terrenos a fim de calcular
impostos®. Se utilizamos a algebra, é porque al-Khwarizmi precisava por em pratica o
sistema de divisdo de herancas de acordo com os preceitos do Corao®. E, por fim, se existe
um conhecimento estabelecido sobre o formato da Terra e a estrutura do universo, ele
é resultado da contribuicao de praticamente todas as civilizagdes de que se tem noticia,
que, a principio, precisavam responder desde questionamentos praticos sobre agricultura a
questoes metafisicas, como a suposta influéncia dos astros em nosso destino. Lentamente,

todo o misticismo envolvendo a astronomia foi abandonado, mas ndo sem muita disputa,

(SKOVSMOSE, 2000, p.80)
(SKOVSMOSE, 2000, p.81)
(MLODINOW, 2004, p. 18)
(D’AMBROSIO, 1996, p. 32)
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como veremos no capitulo 2.

Segundo Corazza (citada por Gasparin):

Sendo assim, o conhecimento se origina na pratica social dos homens e nos
processos de transformagao da natureza por eles forjados. [...] Agindo sobre
a realidade os homens a modificam, mas numa relacao dialética, esta pratica
produz efeitos sobre os homens, mudando tanto seu pensamento, como sua

pratica.’

Por 1ltimo,acredito que esse trabalho seja relevante para que os alunos entendam
que a divisdo que propomos para os conhecimentos nao é tao precisa. Que Historia,

Matematica, Fisica e Geografia podem (e devem) se confundir.

Escreve Gasparin:

No mundo das divisdes do conhecimento, das especificidades que possibilitam,
e, frequentemente, proporcionam a perda da totalidade, busca-se, cada vez
mais, a unidade, a interdisciplinaridade, nao como forma de pensamento
unidimensional, mas como uma apreensao critica das diversas dimensoes da

mesma realidade’.

1.2 Adequacao ao curriculo

Evidentemente, estar alinhada com o que pensam os tedricos da Educagao nao
¢é o suficiente para que uma ideia possa ser colocada em pratica no ambito da escola. E

necessario um alinhamento com o curriculo vigente.

Homologada em 2017, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o

Ensino Fundamental é um documento que define

o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os
alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educagao
Basica, de modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e

desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de
Educacdo (PNE).®

A sua existéncia estava prevista desde a Constituicao de 88, e, apds anos de

discussao com a socidedade civil, chegou-se ao documento que determina o que deve ser

(CORAZZA,1991, p. 84, apud (GASPARIN, 2012, introdugao))
(GASPARIN, 2012, introducio)
8 (BRASIL, 2018, p.5)
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ensinado em cada ano do Ensino Fundamental (a versao relativa ao Ensino Médio ainda

nao esta concluida).

Para que os alunos compreendam as demonstragoes matematicas utilizadas nos

conceitos apresentados no trabalho, as seguintes habilidades serao necessarias:

(EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classifica-los
em relacao as medidas dos lados e dos angulos.
(EFO7TMA33) Estabelecer o niimero m como a razao entre a medida de

uma circunferéncia e seu didmetro, para compreender e
resolver problemas, inclusive os de natureza histérica.

(EFO9MA10) Demonstrar relagoes simples entre os angulos formados
por retas paralelas cortadas por uma transversal.

(EFO9OMA12) Reconhecer as condicoes necessérias e suficientes para
que dois triangulos sejam semelhantes.

(EFO9MA13) Demonstrar relagdes métricas do triangulo retangulo,

entre elas o Teorema de Pitagoras, utilizando, inclusive,
a semelhanca de triangulos.

Tabela 2 — Habilidades que serao utilizadas nas demonstracoes e experimentos, de acordo
com a BNCC

Infelizmente a Trigonometria ndo aparece de forma explicita na BNCC para o
Ensino Fundamental, nem no Novo Curriculo Paulista, documento elaborado pelo Governo
do Estado de Sao Paulo.

As razdes trigonométricas elementares (seno, cosseno e tangente), porém, sao
sempre cobradas em provas do “vestibulinho” do Centro Paula Souza, e nas provas do
Colégio Técnica de Campinas (COTUCA) sao cobrados também os valores de tais razoes

para os angulos notaveis (30°,45°,60°).

De modo que, a despeito do que orienta a BNCC, eu sempre ensinei e continuarei
ensinando Trigonometria aos meus alunos de 9° ano, afinal, como lembra D’Ambrosio,
“curriculo é a estratégia para a acdo educativa” e, sendo uma estratégia, nunca deve
limitar nossas possibilidades, e sim permitir-se ser expandido para que alcancemos nossos

objetivos.

As razdes trigonométricas podem ser explicadas sem muita dificuldade a alu-
nos ja familiarizados com as habilidades EFO9MA12 e EF09MA13, portanto sem se
distanciar muito do que propoe a BNCC, acredito ser possivel atingir o objetivo proposto:
fazer com que alunos de 9° ano do Ensino Fundamental aprendam nog¢des minimas de

Astronomia.

9 (D’AMBROSIO, 1996, p. 68)
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2 Um pouco de Historia

2.1 Da Terra plana a Terra esférica

Segundo Ronan, “a astronomia talvez tenha sido o primeiro estudo distinto a

7! Ntimeros eram empregados para medir a distancia

incorporar a aplicagao da matematica
entre os astros, e angulos eram utilizados para medir a elevagao de um astro em relacao
ao horizonte . Todos os povos antigos baseavam-se na Lua para construir seus calendarios,
afinal seus ciclos de 29,5 dias eram regulares o suficiente para demarcar a passagem do

tempo.

O fato que marcava o inicio do ano egipcio era o surgimento da estrela Sirius na
alvorada, apés um perfodo de invisibilidade . Tal acontecimento coincidia com a inundacio
anual do Nilo. A partir desse evento era determinado um ano com 12 meses de 29 ou 30
dias, aos quais se acrescia um més adicional a cada dois ou trés anos. Posteriormente foi
determinada a duragdo de um ano com 365 dias, que é o periodo compreendido entre
dois solsticios de verao, que devem ter sido obtidos a partir da sombra de uma haste
ao meio-dia solar (o meio-dia solar é obtido determinando-se a menor sombra do dia. O
solsticio é o dia em que o Sol encontra-se a maior distancia do Equador, logo ¢ o dia em
que é obtida a menor sombra do ano). Mas, como se sabe atualmente, o ano possui 365,25
dias, e tal calendario passou a apresentar um erro de 50 dias a cada dois séculos, o que
nao o tornava util para acompanhar as estagoes do ano. Assim sendo, foi criado um novo

calendario lunar.

1 (RONAN, 1987a, p. 18)
2 (RONAN, 1987a, p. 24)
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Figura 3 — Nativos de Bornéu determinando o meio-dia solar, em 1910, do mesmo modo
que as primeiras civilizagoes 3

Os egipcios foram o primeiro povo a dividir o dia em 24 horas, e também a
uniformizar a duracéo dessas horas . Essa divisdo foi criada a partir da observacio do céu
noturno, determinando o tempo entre o surgimento de um grupo de estrelas na alvorada
e o surgimento do grupo seguinte. As 12 horas do dia provavelmente foram criadas para
haver uma simetria com as 12 horas da noite. Para medir a passagem das horas, eram

utilizados relégios de sol ou de agua (clepsidras).

A visdo egipcia da ciéncia era muito pragmatica. As técnicas de construgao que
possibilitaram erguer as piramides, por exemplo, nao evoluiram ao longo de séculos, pois as
que se conhecia ja se mostravam suficientes °. De mesmo modo, embora fizessem observacoes
rigorosas do céu noturno, os astronomos nao se preocupavam em fazer conjecturas sobre
os movimentos do Sol e da Lua . Acreditava- se que o Céu fosse o corpo da deusa Nut; a

Terra, o deus Geb, e o Ar, o deus Chu®.

(RONAN, 1987a, p. 42)
(RONAN, 1987a, p. 26)
(RONAN, 1987a, p. 22)
(RONAN, 1987a, p. 23)
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Figura 4 — Papiro egipcio no qual vemos Nut amparada por Chu, enquanto Geb aparece
deitado. *

Ja os babilonios mostraram ter criado uma observacao astronémica mais cienti-
fica do que os egipcios. A propria explicacao do formato da Terra nao dependia de deuses.
A Terra teria a forma de um barco de pesca emborcado, envolto em mar salgado, em cuja
margem haveria uma cadeia de montanhas que o sustentaria e daria acesso ao céu ®. O Sol
e a Lua moveriam-se acima e abaixo da Terra, e o brilho da lua seria apenas o reflexo do
brilho do Sol. O céu seria feito de pedras preciosas de cor azul. Os movimentos e orbitas
dos planetas foram minuciosamente estudados, muitas vezes do alto de um zigurate. Assim
como os egipcios, os babilonios formularam varios calendarios para conseguir resolver o
problema de um ano nao possuir um numero inteiro de dias - o resolveram com doze meses
de 29 ou 30 dias, com um total de 354 dias, utilizando um més extra quando era necessério

fazer a adequagao ao ciclo das estagoes.

Um grande feito dos babilonios foi estudar nao apenas as posigdes dos astros,
mas suas velocidades. Conseguiram estabelecer relagoes entre a época do ano e a velocidade
do movimento aparente do Sol”. Atribui-se aos caldeus (povo que ocupou a Babilonia a
partir do século IX a.C.) a introdugao da astrologia, que durante séculos confundiria-se

com a astronomia em um s6 campo de estudo.

Na América, destacam-se os zapotecas, que criaram um calendario de 365 dias
em um ciclo de 52 anos, que seria adotado pelos maias. Esses observavam cuidadosamente
o Sol, a Lua e Vénus, tendo determinado que o periodo sinédico desse planeta (tempo
decorrido para que o astro reaparega no mesmo ponto do céu) era de 584 dias, e organizaram
um ciclo de 2920 dias, que é quando o ano solar de 365 dias e o ano venusiano coincidem
(afinal 8x365 é igual a 5x584 - e ai temos uma aplicacao interessante do conceito de minimo

multiplo comum).

(RONAN, 1987a, p. 43)
(RONAN, 1987a, p. 49)
9 (RONAN, 1987a, p. 51)



Capitulo 2. Um pouco de Historia 26

Os gregos sao conhecidos por formularem interpretagdes para os fendomenos que
independiam de qualquer obscurantismo °. Independentemente de essas interpretacoes
serem corretas ou nao, o esforgo desse povo em entender a natureza de modo racional
¢ notavel. Um dos primeiros nomes de destaque é o de Tales de Mileto (624 a.C.),
filosofo, comerciante, matematico, astronomo e estadista. Passou longos periodos no Egito,
aprendendo a Matematica feita por 14, e é famoso até hoje por ter medido a altura de uma
piramide utilizando semelhanca de triangulos, e por ter utilizado a mesma técnica para
determinar a distdncia de um navio no mar'!', conforme veremos no capitulo 4. Atribui-se
a Tales o primeiro uso, em grego, da palavra Geometria, que os egipcios ja utilizavam
para definir a “medida da terra” . H4, porém, um famoso feito atribuido a Tales que
pode nunca ter acontecido. Segundo Herddoto, ele teria previsto um eclipse total do sol
em 28 de maio de 525 ou 585 a.C. '*!*. Tal previsao teria encerrado uma guerra de seis
anos entre lidios e persas. Porém a maioria dos historiadores afirma que ele ndo possuia as

ferramentas necessarias para realizar essa deducao.

Sobre o formato da Terra, Tales acreditava ser um disco plano boiando na dgua.
Anaximandro (610 a.C.) é conhecido por ter determinado os equindcios e a inclinacao da
6rbita do Sol em relacao ao equador celeste (conhecimento que os babilénios ja tinham) *°,
e por ter criado um mapa do mundo habitado. Para ele, a Terra seria como um cilindro, e
o Sol e a Lua eram anéis de fogo circundados pelo ar (ai podemos ver que a evolugao da
Ciéncia nao é linear, pois os babilénios ja propunham que a Lua refletia a luz do Sol). Seu
discipulo Anaximenes acreditava que a Terra flutuava no ar, e que o Sol e a Lua, discos de
fogo, ficavam invisiveis quando estavam muito longe. Credita-se a ele a suposicao, aceita
durante séculos, de que as estrelas estariam fixas em uma esfera cristalina, girando em
torno da Terra ‘6. Heraclito, por sua vez, acreditava que os corpos celestes eram tacas
contendo fogo, e as fases da Lua eram provocadas pelo modo como a abertura de sua taca

se voltava para a superficie terrestre 7.

Pitagoras (560 a.C.) fez importantes avangos em astronomia: determinou uma
ordem entre os planetas, a partir da velocidade com que se moviam, aparentemente, ao
redor da Terra '®. A ordem sugerida (Terra, Lua, Sol, Merciirio, Vénus, Marte, Jipiter e
Saturno) é a mesma que se conhece hoje, com excegao, obviamente, do Sol, da Terra e
dos entao desconhecidos Urano e Netuno. Além disso, os pitagoricos foram os primeiros

pensadores a assumir uma Terra esférica, e acredita-se que a adog¢do desse modelo se

10
11
12
13

(RONAN, 1987a, p. 64)
(MLODINOW, 2004, p. 25)
(MLODINOW, 2004, p. 26)
(MLODINOW, 2004, p. 25)
14 (RONAN, 1987a, p. 69
(
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15 (RONAN, 1987a, p. 71
GLEISER, 1997, p. 48)
RONAN, 1987a, p. 73)
RONAN;, 1987a, p. 78)
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deve a observacao dos barcos sumindo ao horizonte (se a Terra fosse plana, veriamos o
barco como um todo diminuindo de tamanho; mas o que se observa nas praias é que
o casco desaparece primeiro, por estar abaixo da curvatura da Terra). Acredita-se que
Aristételes tenha feito as mesmas observacoes e tido a mesma conclusao . Os pitagoricos,
responsaveis por grandes contribui¢oes ao estudo de intervalos musicais, acreditavam que
o movimento dos planetas gerava uma musica celeste, que os homens nao conseguiam

perceber pois ja ouviriam desde o nascimento .

Filolau, discipulo de Pitagoras, é conhecido por afirmar que a Terra é um
planeta, em orbita como todos os outros. Atribui-se a Filolau um sistema com 10 corpos
celestes, pois esse era um nimero considerado “perfeito” pelos pitagéricos. Esses corpos
seriam: a Terra, o Sol, a Lua, os cinco outros planetas conhecidos, a esfera celeste (na qual
ficariam as estrelas) e o antikhtnon, a “contra-Terra” *'. O centro do universo seria um fogo
central, estacionario, em torno do qual se moveriam os 10 corpos. O Sol apenas refletiria
a luz do fogo central. A contra-terra ficaria entre a Terra e o fogo central, movendo-se a

mesma velocidade que a Terra.

E interessante notar que os pitagéricos ndo podem ser considerados cientistas
desprendidos de misticismo, pois, apesar de nao recorrerem a deuses, acreditavam que
certos nimeros com propriedades especiais regiam o Universo. Mas foi um enorme avango
assumir que a Terra, além de esférica, ndo era o centro do Universo e possuia movimentos

de rotagao e translacao.

Em mais uma prova de que a Histérica da Ciéncia ndo se desenvolve de forma
linear, Anaxéagoras (cerca de 467 a.C.), afirmava que a Terra tinha forma de disco e
que o Sol era uma pedra aquecida. J4 Empédocles acreditava que o universo era uma
esfera de cristal, nas quais ficavam as estrelas, saliéncias de fogo (como os planetas), e
que a Terra seria plana. Platdao (427 a.C.) propoe um Universo com planetas esféricos
realizando movimentos circulares, pois o circulo seria uma figura geométrica perfeita 2.
Como os movimentos circulares s6 seriam abandonados gracas a Kepler, foram feitas
varias tentativas de “salvar os fenémenos”, ou seja, tentar adequar a explicacao de eventos

observados no Céu a teoria platonica.

O movimento retréogrado, por exemplo, ¢ dificilmente explicado com movimentos
circulares. Ele consiste no aparente recuo da trajetoria de um planeta quando observada
da Terra. Euddxio (cerca de 400 a.C.) é creditado como o criador da teoria das “esferas

» 23

homocéntricas” “°, para explicar as diferentes velocidades dos movimentos dos corpos

celestes. Mais de uma esfera poderia ser necessaria para explicar o movimento de um corpo,

(MLODINOW, 2004, p. 9)
(GLEISER, 1997, p. 56)
21 (RONAN, 1987a, p. 79)
(GLEISER, 1997, p. 69)
(RONAN, 1987a, p. 106)
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como a Lua (que possui seu movimento didrio em torno da Terra, mensal em relagao as

estrelas e do ciclo de eclipses que se repete a cada 18 anos, aproximadamente).

Aristételes (384 a.C.) retomou a ideia da Terra como centro imével do Universo,
e manteve a ideia das esferas homocéntricas, mas foi além: elas seriam feitas de cristal.
Além disso, argumentou que existia uma “forga motriz” que gerava o movimento da esfera
das estrelas - a mais externa de todas, e que induziria o movimento das demais esferas.
Aristoteles acreditava que o mundo terrestre era imperfeito e em constante mutagao.
Ja o dominio celeste seria imutavel. Assim como os pitagéricos, Aristoteles parece ter
observado embarcaces sumindo no horizonte e concluido que a Terra era esférica®. Outros
argumentos foram apresentados em sua obra Sobre o Céu, como o formato da sombra da
Terra projetada na Lua durante os eclipses (era sempre redonda - caso fosse um disco, a
sombra seria achatada) e as diferentes posigoes aparentes da estrela Polar, quando vista
préoxima do Equador ou em latitudes mais ao norte. A partir da diferenca da posicao
dessa estrela vista do Egito e da Grécia, Aristoteles chegou a estimar um valor para a

circunferéncia da Terra, cerca do dobro do conhecido atualmente®.

Aristarco (310 a.C. - 230 a.C.) é conhecido por ter desenvolvido um elegante
método para determinar as distancias Terra-Sol e Terra-Lua®’. O método de Aristarco,
embora matematicamente correto, carecia de precisao nas medigoes, por isso a sua distancia
encontrada foi bem menor do que a conhecida atualmente. As medidas de Hiparco para

8

essas distancias sdo mais precisas®, mas o método de Aristarco é mais facil de ser explicado

a alunos de Ensino Fundamental, conforme veremos no capitulo 4.

Aristarco também deve ser reconhecido por ter sido pioneiro na adogao do
modelo heliocéntrico - substituia o fogo central de Filolau pelo Sol estacionéario no centro
do universo - mas nao encontrou adeptos de sua teoria entre os gregos. O modelo mais

aceito durante séculos seria o de Ptolomeu.

Eratostenes (276 a.C. - 195 a.C.), gedgrafo e matematico, segundo bibliotecario
da biblioteca de Alexandria, é responsavel pela mais famosa medicao da circunferéncia
da Terra. Seu método sera explicado detalhadamente no capitulo 4, mas baseia-se funda-
mentalmente na determinacao do angulo que os raios solares faziam com Alexandria no
solsticio de verao. Sabendo que, no mesmo dia, os raios eram perpendiculares a cidade
de Siena (atual Assua, no Egito), foi possivel determinar a diferenca de latitude entre
as duas cidades. E, conhecendo a distancia, em passos, entre as localidades, calculou-se,
com uma regra de trés simples, a circunferéncia da Terra. Eratdstenes chegou a um valor,

convertido em medidas atuais, de aproximadamente 46600 quilometros, enquanto o valor
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(RONAN, 1987a, p. 110)
(RONAN, 1987a, p. 111)
%6 (HAWKING, 2015, p. 12)
(RONAN, 1987a, p. 125)
(RONAN, 1987a, p. 127)
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aceito atualmente é de 39941 quilémetros.

Pode-se dizer com seguranca, portanto, que desde cerca de 200 a.C. sabe-se
nao apenas que a Terra nao é plana, como se conhece o valor aproximado de seu raio.
Terraplanistas costumam argumentar que a demonstracao de Eratdstenes supoe uma
terra esférica pois seria a Unica maneira de que, ao mesmo tempo, raios de sol paralelos
possuirem diferentes angulos de inclinagdo em pontos distintos; mas esse fendmeno, dizem,
seria possivel em uma Terra plana com um Sol suficientemente préximo. Mas o experimento
de Eratostenes apenas reafirma o formato da Terra, ja conjecturado por seus antecessores

Pitagoras e Aristoteles.

Ptolomeu ( 100 d.c) é reconhecido como o autor do Almagest (Corruptela drabe
para He megiste syntazis, ou “A maior compilagdo” em grego), livro utilizado como base

da astronomia até o século XVII, inclusive por Copérnico e Kepler .

O Almagest é uma grande compilacao da astronomia grega até entao, combi-
nando descobertas de Ptolomeu com as de seus antecessores. Nele se estabelece o modelo
geocéntrico, com uma Terra esférica, um Sol, uma Lua e cinco planetas (todos esféricos).
Para explicar o distanciamento dos planetas em relagao a Terra (que s6 seria compreendido
corretamente com as trajetérias elipticas de Kepler), Ptolomeu adota a teoria dos epiciclos

proposta por Apolonio.

Segundo essa teoria, haveria um grande movimento circular, em uma trajetoria
chamada de deferente. Mas o centro do deferente nao seria a Terra. Para além dessa
trajetoria, o planeta faria pequenos movimentos circulares, em um trajeto chamado de
epiciclo. Haveria um ponto diametralmente oposto a Terra, em relacdo ao centro do
deferente, chamado de equante. Em relacao ao equante, o epiciclo se moveria em velocidade

uniforme. Tal movimento estd esquematizado na figura 5.

Para um observador da Terra, a distancia planeta-Terra nao seria uniforme,
entao assim se explicaria o movimento retrogrado, “salvando o fendmeno” das trajetorias

circulares propostas por Platao.

29 (RONAN, 1987a, p. 128)
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N Planeta

Deferente

« Equante

Q
h ~ Centro

Figura 5 — O movimento de um planeta em torno da Terra, segundo Ptolomeu *°

E importante frisar, portanto, que, para os gregos (e, portanto, para as civiliza-
coes cientificas ocidentais), a Terra era esférica desde, pelo menos o século 11T a.C.. Apenas
na Idade Média a ideia de uma Terra plana volta a ganhar forca, gracas a um livro chamado
Topographia Christiana, baseado nas Escrituras Sagradas *'. Esse livro permaneceu um dos
mais populares na Europa até o século XII. Alguns autores creditam esse obscurantismo ao
dominio dos romanos sobre os gregos, pois aqueles estavam mais interessados nos aspectos
praticos das ciéncias do que em questoes mais profundas *?. Outros, & ascensao da Igreja
Catolica **. Credita-se aos arabes a manutencio e disseminacio das ideias gregas enquanto
a Europa afundava em ignorancia. A partir do século XIII, tradugoes do arabe para o latim
do Almagest tornam-se populares e aos poucos abandona-se o terraplanismo **. Sdo Tomas
de Aquino descreve a Terra como esférica e ocupando o centro do universo, circundada

. . 5
por oito esferas que ligavam a Deus *° .

Como o préprio ensino de Historia nas escolas segue uma linha eurocéntrica, o
pouco conteudo de Historia da Ciéncia que os alunos recebem nao poderia deixar de sé-lo.
Mas os povos do oriente tiveram muita importancia no desenvolvimento da Astronomia. Os
chineses possuiam um avancado método de observagao dos astros, que é utilizado até hoje,
enquanto o dos gregos foi abandonado. Enquanto os gregos determinavam a posi¢ao dos
astros em relagdo a trajetéria aparente do Sol (a ecliptica), os chineses o faziam em relagao

ao equador celeste (uma projecio do equador terrestre na esfera das estrelas) *°. Assim

Quando nao citada, a fonte de cada figura é o préprio autor da dissertacao
31 (MLODINOW, 2004, p. 55)

(MLODINOW, 2004, p. 54)

(GLEISER, 1997, p. 95)
31 (GLEISER, 1997, p. 96)

(GLEISER, 1997, p. 97)

(RONAN, 1987hb, p. 36)
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como os demais povos, os ciclos da lua foram utilizados para determinar a duracao do ano.
Uma diferenca interessante é que por muito tempo a semana chinesa foi considerada com

10 dias, sendo que o periodo de 7 dias foi introduzido apds o contato com persas.

Também foram determinados os periodos de translacao de Merctrio, Vénus,
Marte, Jupiter e Saturno. Porém os chineses nao se ocuparam em tentar explicar o porqué
dos movimentos planetarios®”. Também eram feitas minuciosas observacoes sobre eclipses,
supernovas, chuvas de meteoros e passagem de cometas (havendo um registro de um
periodo de mais de 22 séculos), sendo que as observacoes sobre o cometa Halley sdo

importante fonte de consulta até hoje .

Outro feito intrigante foi a criagdo de uma projecao da esfera celeste muito

semelhante & que Mercator usaria, seis séculos mais tarde, para planificar o mapa terrestre®.

A S
adk . R ;

3]

Figura 6 — Mapa estelar chinés, do século X, onde se vé as constelagoes Cao Menor, Céancer,
Hidra, Cao Maior, Orion e Lebre®

Sobre as teorias acerca do universo, havia trés mais aceitas. Uma segundo a
qual a Terra seria plana com uma cipula sobre ela. Em outra, a Terra seria uma esfera
dentro da esfera celeste. E uma terceira afirmava que, para além da Terra esférica, havia um
imenso espago vazio, no qual o Sol, a Lua e as estrelas flutuariam devido a um “vento forte”
4 E interessante notar que um universo infinito aproxima-se mais dos atuais modelos do

que as “esferas celestes” gregas.

Ja os Hindus, apesar de observarem a olho nu a existéncia de cinco planetas,

acreditavam haver ainda mais dois “corpos”, Rahu e Ketu, responsaveis pelos eclipses

37
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solares. Os budistas acreditavam que a Terra seria plana, envolta por um oceano, apds o

qual haveria uma cadeia de montanhas a sustentar o céu®?.

Dentre os povos do oriente, pode-se afirmar que os arabes foram os herdeiros
da tradigdo grega, e nao sé estudaram o que havia sido descoberto anteriormente, como
aprimoraram as medidas apresentadas no Almagest e criaram instrumentos de medic¢ao
mais precisos. Muitos eram criticos do epiciclo de Ptolomeu, e retomaram as explicacoes
das esferas homocéntricas de Eudéxio. Além disso, criaram varias tabelas astrondmicas
chamadas de ziji, contendo previsoes das posi¢oes de planetas, estrelas e constelagoes
43 Al-Khwarizmi, conhecido por difundir os algarismos indo-ardbicos pela Europa, foi

também um importante astrénomo arabe, tendo sido responsavel por alguns dos ziji.

2.2 Do geocentrismo ao heliocentrismo

Com o Renascimento, novas ideias acerca do Universo passam a circular, e a
mecanica aristotélica sofre duros ataques. Nicolau de Cusa (século XV) é um dos pioneiros
a reconsiderar a Terra com movimento e nio estacionaria®. Regiomontaus publica uma
obra chamada FEpitome, na qual revisa e corrige observacgoes do Almagest. Copérnico,
do alto de seu observatério construido em 1513, pdde verificar que algumas posig¢oes de
corpos previstas no Almagest estavam incorretas. Além disso, sentia-se desconfortavel com
a teoria dos equantes de Ptolomeu *°. Propoe entdo o Sol como o centro do universo,
sendo orbitado pela Terra e os demais planetas. Com seu modelo, conseguiu explicar as
estacoes do ano e a origem dos equindcios. Porém, sua teoria nao respondia perguntas
como: por que as estrelas nao se moviam em relagao a Terra? Por que o movimento da
Terra nio provocava temporais e ondas de marés’®? As respostas a essas perguntas sé
viriam anos mais tarde. Apesar de contrariar a visao catélica que tinha o Homem como
centro da Criagao, a teoria heliocéntrica contida em sua obra Das Revolugoes nao recebeu,
de imediato, condenacao da Igreja. Tomou-se o cuidado de publica-la como “apenas uma

teoria’.

A cosmovisao de Copérnico ainda herdava muito da ptolomaica, como os
movimentos circulares dos planetas e a existéncia de uma esfera fixa das estrelas, mas
aos poucos foi sendo aperfeicoada por seus seguidores. Thomas Digges propoe, em 1576,
que as estrelas estenderiam-se infinitamente no espago **. Giordano Bruno (1548-1600) foi

um grande divulgador da teoria copernicana (e ia além: propunha um universo infinito

42 (RONAN, 1987b, p.72)

(
(RONAN, 1987b, p. 36)
4 (RONAN, 1987c, p. 65)
(RONAN, 1987c, p. 67)
Convém apontar que o autor dessa dissertacao se depara com esses mesmos questinamentos vindos de
terraplanistas no século XXI.
47 (RONAN, 1987c, p. 55)
48 (RONAN, 1987c, p.70)
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Figura 7 — Sistema heliocéntrico de Copérnico, como publicado em Das Revolugoes™

com possiveis vidas em outros planetas), mas também um hermético (seguidor das ideias
ocultistas de Hermes Trismegisto), e nao se sabe ao certo se sua condenagao a fogueira

se deu pela defesa do heliocentrismo ou por outras heresias (como negar a divindade de

Cristo)®.

Figura 8 — Esquema de um universo infinito proposto por Leonard e Thomas Digges (1576),
sem uma “Esfera Celeste”, que inspirou Giordano Bruno®

49 (RONAN, 1987c, p. 72)
%0 (RONAN, 1987c, p. 57)7
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A invencao de instrumentos de observagao cada vez mais precisos foi um
passo determinante ao abandono definitivo do geocentrismo. Tyco Brahe (séc. XVI) criou
um quadrante com precisio de cinco arcos de segundo (0,0014 grau) °*, dentre outros
instrumentos. Observando um cometa, concluiu que nao poderiam existir, fisicamente,
as “esferas celestes” propostas pelos gregos, uma vez que tal corpo transitava através do
espaco onde elas deveriam estar®®. Além disso, cometas e supernovas mostravam que o
céu nao era imutavel, como propunha Aristételes. Isso nao foi o suficiente para que ele
abandonasse o heliocentrismo. Tycho propunha a Lua e o Sol orbitando a Terra, e os

demais planetas orbitando o Sol.

Figura 9 — Esquema do universo por Tycho Brahe®?

Apos a sua morte, um de seus assistentes, Johannes Kepler, continuaria estu-
dando as detalhadas tabelas criadas por Tycho, em especial a do movimento de Marte,
o que o levou a revolucionaria descoberta de que os planetas nao orbitavam o Sol em
movimentos circulares, mas elipticos; que a velocidade da 6rbita dependia do ponto da
elipse em que o corpo se encontrava, de modo que areas iguais do interior da elipse
eram percorridas em intervalos de tempos iguais. Finalmente o equante de Ptolomeu era
superado. Além disso, Kepler formulou a famosa Lei dos Periodos, relacionando a distancia

média de um planeta ao Sol (D) com o tempo necessario para completar sua orbita (T),

51 (RONAN, 1987c, p. 74)
2 (RONAN, 1987c, p. 75)
3 (RONAN, 1987c, p. 87)
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de acordo com a igualdade

T2
— =K
D3
em que K é uma constante.

O instrumento que mais trouxe evidéncias em favor do heliocentrismo foi o
telescopio de Galileu Galileu (séc. XVI). Galileu nao foi o criador do primeiro telescopio,
mas aprimorou esse instrumento de modo que fosse capaz de ampliar um objeto em até
30 vezes °*. Em seu livto Mensageiro Sideral, sdo relatadas estrelas invisiveis a olho nu -
mais uma evidéncia contra a “esfera celeste” - e satélites orbitando Jupiter, o que mostra
que a Terra pode se mover sem se afastar da Lua®. Sua obra Didlogo sobre o fluzo e o
refluxo das marés explica, com o principio da inércia, por que a rotacao da Terra nao causa
desastres naturais. Os corpos sobre a Terra se movem junto a ela, assim como uma pedra
lancada de um navio nao é “deixada para tras”, mas acompanha o movimento horizontal
do navio °°. No mesmo livro, argumenta que o Sol e a Lua nio sao corpos perfeitos como
supunham os aristotélicos, afinal, com seu telescépio, pode observar manchas solares e
montanhas lunares. Galileu é aconselhado pela Igreja a apresentar uma visao imparcial
sobre os sistemas heliocéntrico e geocéntrico na obra Didlogos sobre os dois principais
sistemas do mundo - o ptolomaico e o copernicano, mas, sem conseguir disfarcar sua
preferéncia pelo modelo copernicano, em 1633 é processado pela Inquisi¢ao e condenado a

prisao domiciliar.

> (RONAN, 1987c, p. 80).
° (RONAN, 1987c, p. 81)
6 (GLEISER, 1997, p. 155)
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Figura 10 — Tlustracao do Didlogo, de Galileu, em que se vé, da esquerda para a direita:
Aristételes, Ptolomeu e Copérnico®”

Apesar das importantes descobertas a favor do modelo heliocéntrico, Galileu
nao aceita as 6rbitas elipticas propostas por Kepler . A unifo de todas as novas teorias
a respeito dos movimentos dos astros seria feita mais tarde, gragas aos esforcos de um

cientista que nasceu no mesmo ano da morte de Galileu: Isaac Newton.

Muitos astronomos e matematicos tentaram explicar o porqué das orbitas
elipticas de Kepler, e, além disso: por que haver orbitas? Por que os planetas nao se
moviam livremente pelo espaco? Em 1666, Giovanni Borelli propos a combinacao de trés
forcas: um “instinto natural” de atragao dos planetas pelo Sol, uma forca tangencial
proveniente dos raios solares e uma forca de reacdo, fazendo os planetas recuarem®. Robert
Hooke acreditava que o Sol atraia os planetas com uma for¢a magnética. Jeremiah Horrocks
e Edmond Halley foram os primeiros a suspeitar que a forca de atragdo entre o Sol e os
planetas diminuia com o inverso do quadrado da distancia, mas nao chegaram a elaborar

um modelo matematico que explicasse isso.

A inexisténcia de um modelo matemaético satisfatério se dava porque, para
explicar a forca de atracao entre o Sol e um planeta, “ponto a ponto” ao longo de sua

orbita, era preciso considerar que tal érbita era formada por uma quantidade de pontos

57 (RONAN, 1987c, p. 91)
8 (GLEISER, 1997, p. 83).
" (RONAN, 1987c, p. 85)
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que hoje chamamos de continua, ndo enumerével, e ndo discreta (contével). Para tratar
esse tipo de problema, seria necessaria uma nova Matematica, que Newton, literalmente,

inventou: o Célculo® (que ele chamava de “teoria dos fluxos”).

Em seu livro Principios Matemadaticos da Filosofia Natural, Newton enuncia
que as leis que regem o movimento na Terra sao as mesmas responsaveis pelo movimento
dos planetas. Que, assim como uma maca cai a Terra devido a forca gravitacional, os
corpos celestes atraem-se entre si através da gravidade. As trés “leis de Newton” (Inércia,
Principio Fundamental da Dindmica e Ac¢ao e Reagado) explicavam qualitativamente e
quantitativamente todos os movimentos até entao conhecidos, e demonstravam o porqué
das érbitas elipticas® . Apesar de afirmar que a gravidade era diferente do magnetismo,
Newton néo explicou a natureza daquela forca®®. Mesmo acreditando em um Criador
Divino para o Universo %, preferiu nao tentar criar alguma explicacio metafisica para a

gravitacao.

A primeira grande validagdo da teoria de Newton se deu gracas a Halley,
que utilizou a matematica e a fisica newtoniana para prever o regresso de um cometa
(posteriormente conhecido como “cometa Halley”) em 1758%%. A partir dai, os telescépios
se popularizam, mais astronomos passam a fazer (e acertar) previsoes, e comegam a ser

construidos os grandes observatoérios, como o de Greenwich e o de Paris.

Se o formato da Terra ja era conhecido desde o século IIT a.C. | os movimentos
dos planetas em torno do Sol ja sao explicados desde o século XVII. A partir dai, a
Astronomia evoluiu determinando a distdncia entre as estrelas e a Terra, descobrindo
nebulosas e novos planetas (como Urano, em 1871 e Netuno, em 1846). Cada nova
descoberta sempre confirmava a teoria da Gravitacao de Newton. Netuno, por exemplo, s6
foi descoberto quando se percebeu que a trajetéria de Urano nao era consistente com a

teoria, s6 sendo explicada se houvesse a interagao de outro planeta.

Embora nas escolas a historia da Astronomia seja comumente ensinada até o
triunfo do Heliocentrismo sobre o Geocentrismo, é importante que se explique que nao
se fala mais no Sol como centro do Universo, afinal o Sistema Solar é um dos muitos

conjuntos de corpos que compdem a Via Lactea, uma das trilhoes de galaxias existentes.

Gragas a Edwin Hubble (1889 - 1953) sabemos nao apenas que nossa galaxia
nao é a unica, mas que as galaxias observaveis da Terra estao se afastando em relagao a

nés. Ou seja, o universo estd em expansao %. Essa conclusio foi possivel gracas a uma

60 apesar das discussoes acerca da “paternidade” do Célculo, opondo Newton a Leibniz, sabe-se hoje que

ambos trabalharam de forma independente.
61 (RONAN, 1987c, p. 99).
(RONAN, 1987c, p. 100)
5 (GLEISER, 1997, p. 190)
64 (RONAN, 1987c, p. 100)
(

65 (HAWKING, 2015, p. 60)
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aplicacdo do efeito Doppler aos espectros de cores emitidos pelas galaxias .

E importante realcar o fato de que todas as descobertas citadas até aqui depen-
deram apenas do raciocinio légico e da observagao, e sao completamente independentes
de qualquer fotografia tirada do Espaco. As expedicbes espaciais, tripuladas ou nao, tao
questionadas pelos negacionistas da Ciéncia, apenas vieram confirmar o que ja se sabe hé
muito tempo: nosso planeta é (aproximadamente) esférico e gira em torno do Sol, que é

apenas uma estrela dentre bilhGes de nosso universo em expansao.

66 (HAWKING, 2015, p. 59)
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3 Referencial Tedrico

Neste capitulo, serd desenvolvida a teoria necessaria para as atividades dos
capitulos 4 e 5. Todos os postulados, Teoremas e defini¢does sao baseados na referéncia
Geometria Plana e Construgoes Geomélricas (REZENDE; QUEIROZ, 2008).

3.1 Congruéncia de tridangulos
Definicao 1. Dois triangulos sdo chamados de congruentes quando é possivel definir

uma correspondéncia entre seus vértices, de modo que angulos correspondentes possuam a

mesma medida, assim como os lados correspondentes.

/A\ AD
B C F E

Figura 11 — Triangulos congruentes

AB ~ DE BC ~ EF CA~FD

Na figura acima, suponha ~ ~ ~ ~ ~ ~
CAB~FDE ABC ~DFEF BCA=x~EFEFD

Entao, os triangulos ABC' e DEF sao congruentes.
Notacao: AABC ~ ADEF

Postulado 3.1.1. (Caso de congruéncia LAL - lado, angulo, lado). Se, em dois triangulos
ABC e DEF, tivermos
AB =~ DE
{ ABC =~ DEF
BC =~ EF

Entao os triangulos sao congruentes.

Teorema 3.1.1. (Caso de congruéncia ALA - angulo, lado, dngulo) Se em dois triangulos
ABC e DEF, tivermos

AB =~ DE

{ BAC ~ EDF
ABC ~ DEF

Entdao os triangulos sao congruentes.



Capitulo 3. Referencial Teorico 40

Demonstracao. Consideremos dois tridngulos ABC' e DEF satisfazendo as hipotese. Su-
ponhamos, sem perda de generalidade, DF > AC'. Seja F' um ponto sobre DF tal que
DF' = AC

B C E F

Figura 12 — Demonstracao do caso ALA

Nos triangulos ABC e DEF’, temos:
AB =~ DE
{ BAC ~ EDF' = AABC ~ ADEF" (caso LAL)
AC =~ DF’
Pela congruéncia, ABC ~ D@F’, mas por hipdtese, ABC ~ DEF. Segue que
DEF =~ DEF' Portanto F = F', e, pelo caso LAL, ABC ~ ADEF

O

Definicao 2. Um triangulo com dois de seus lados congruentes é chamado de triangulo

is6sceles. O terceiro lado é chamado de base.

Teorema 3.1.2. (Teorema do triangulo isésceles)Em todo triangulo isésceles, os angulos

da base sao congruentes.

Demonstracio. Considere um tridngulo isésceles ABC e facamos a seguinte correspondéncia

entre seus vértices: A > A, B - C e C < B. Temos:

AB =~ AC
{ BAC ~ CAB — AABC ~ ACBA (caso LAL)
AC ~ AB
A
B C

[

Figura 13 — Triangulo isésceles

Portanto ABC ~ BC A, O
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Teorema 3.1.3. (Caso de congruéncia LLL - lado, lado, lado) Se, em dois triangulos
ABC e DEF, temos

BC ~ EF

{ABNDE
CA=~FD

entdo os triangulos sao congruentes.

Demonstracio. No semiplano definido pela reta que contém BC e que nio contém A,
tomamos o pondo D’ de modo que BD' =~ DFE e D'BC ~ DEF

Pelo caso LAL, os triangulos BD'C e DEF sao congruentes.
Mostremos agora que AABC =~ ADFEF.

Consideremos o ponto H de interseccao entre o segmento AD’ e a reta que

contém BC.

Figura 14 — Demonstracao do caso LLL

Como ADEF =~ AD'BC, por hipétese temos AB =~ D'B e AC =~ D'C'. Logo,
os tridangulos ABD' e AC'D’ sao isbsceles, e, pelo Teorema 3.1.2, AD'B ~ BAD' ¢ AD'C ~
CAD'. De modo que BAC ~ CD'B. Logo, pelo caso LAL, AABC ~ ABD'C ~ ADEF.

Na figura, o ponto H esta localizado entre B e C. Mas a demonstragao ¢ analoga
se o triangulo ABC' for construido de modo que B esteja entre H e C, ou em que H

coincida com B.

O

3.2 Retas paralelas cortadas por uma transversal

Definicao 3. Duas retas no mesmo plano sao paralelas se nao possuem ponto em comum.
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Definicao 4. Em um triangulo de vértices A, B e C, seja D um ponto da reta que contém
B e C, de modo que C esteja entre B e D. Dizemos que o angulo ACD ¢ um angulo
externo do triangulo ABC, e que os angulos em A e em B sdo seus angulos internos nao

adjacentes.

B C -
Figura 15 — Angulo externo e os internos nao adjacentes

Teorema 3.2.1. (Teorema do Angulo Externo). Em todo triangulo, um dngulo externo é

maior que seus angulos internos nao adjacentes.

Demonstracio. Seja E o ponto médio de AC, e prolonguemos o segmento BE até obtermos

o ponto F, de modo que BE ¢ EF sejam congruentes. Temos, entdo

AE ~ EC
{ AEB ~ FEC (opostos pelo vértice) = AAEB =~ ACEF
EB =~ EF
A F
E
B C *D

Figura 16 — Demonstracao do Teorema do Angulo Externo

Desse modo, BAC ~ FCA’E, e
DCA=DCF + FCE = DCF + BAC — DCA > BAC

Analogamente, prova-se que DCA > ABC. O

Definicao 5. Consideremos duas retas r e s, e P e () seus respectivos pontos de intersec¢ao
com a transversal t. Seja A um ponto de r e B um ponto de s que estejam em semiplanos
distintos definidos por t. Dizemos que os angulos Af’Q e B@P sao alternos internos

definidos por r, s e t.
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Figura 17 — Angulos alternos internos

Teorema 3.2.2. Se duas retas cortadas por uma transversal formam angulos alternos

internos congruentes, entao elas sao paralelas.

Demonstracio. Sejam r e s as retas cortadas pela transversal ¢ nos pontos P e ), e a e
b os angulos alternos internos. Supomos que R seja o ponto de interseccao entre r e s.
Haveria portanto o triangulo PQR do qual b seria um angulo externo. Mas, pelo Teorema
3.2.1,

b > a, o que contraria a hipotese. Logo as retas sao paralelas.

Figura 18 — Demonstragao do Teorema 3.2.2

Definicao 6. Em duas retas cortadas por uma transversal, considere os angulos alternos
internos a e b. Seja ¢ o angulo tal que b e ¢ sejam opostos pelo vértice. Dizemos que o0s

angulos a e ¢ sio angulos correspondentes.
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Cc

Figura 19 -~ Angulos correspondentes

Teorema 3.2.3. Se duas retas cortadas por wuma transversal formam angulos correspon-

dentes congruentes, entdao elas sao paralelas.

Demonstracao. Sejam r e s as retas cortadas pela transversal ¢ nos pontos P e @), e a e ¢
os angulos correspondentes. Suponha que haja uma interseccao entre as retas no ponto
R. Teriamos portanto o tridngulo PQR do qual a seria um angulo externo, e cujo angulo
interno P@R teria a mesma medida que ¢, por serem opostos pelo vértice.. Mas, pelo

Teorema 3.2.1, a > ¢, o que contraria a hipotese. Logo as retas sao paralelas.

O

Figura 20 — Demonstracao do Teorema 3.2.3

Postulado 3.2.1. (Postulado das paralelas) Dada uma reta v e um ponto P nao pertencente

a T, passa por P uma unica reta paralela a r

Teorema 3.2.4. Duas retas paralelas cortadas por uma transversal formam angulos

alternos internos congruentes.

Demonstracao. Sejam r e s as retas cortadas pela transversal ¢ nos pontos P e ), e ae b
os angulos alternos internos. Suponhamos que a e b ndo sejam congruentes. Seja s’ uma
reta que, passando por P, forme com t o dngulo a’, congruente a b. Pelo Teorema 3.2.2, ¢’
e s sao paralelas. Mas, pelo postulado 3.2.1, a paralela a s, passando por P, deve ser tnica.

Por contradicao, os angulos a e b sao congruentes. O
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Figura 21 — Demonstracao do Teorema 3.2.4

Teorema 3.2.5. Retas paralelas cortadas por uma transversal formam angulos correspon-

dentes congruentes.

Demonstragcdo. Sejam s e r as retas cortadas pela transversal ¢ nos pontos P e @), e a

e ¢ os angulos correspondentes. Suponhamos que a e ¢ nao sejam congruentes. Seja s’

uma reta que, passando por P, forme com ¢ o angulo a’, congruente a ¢, com ¢ e a’
angulos correspondentes. Pelo Teorema 3.2.3, s’ e r sao paralelas. Mas, pelo postulado
3.2.1, a paralela a r passando por P deve ser tnica. Por contradicao, os angulos a e ¢ sao

congruentes.

Figura 22 — Demonstracao do Teorema 3.2.5

O

O resultado acima é muito importante para se demonstrar os casos de seme-

lhanca de triangulos.

Teorema 3.2.6. A soma dos dangulos internos de um triangulo é igual a 180°.
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Demonstracio. Dado um tridangulo ABC, seja r uma paralela ao lado BC passando por

A. Obtemos, sobre r, e no semiplano que contém BC, trés angulos adjacentes:

« 3, formado por 7 ¢ o lado AB
e «, o angulo interno BAC

« 7, formado por r e o lado AC.

Figura 23 — A soma dos angulos internos de um triangulo

Temos que S + a + v = 180°.
Pelo Teorema 3.2.4, § =~ ABC ¢ v = ACB.
Portanto ABC' + BAC + ACB = 180°.
O

Corolario 3.2.6.1. Dado um triangulo com angulos internos o, 3 e vy, e outro triangulo
com angulos internos §, € e (, de modo que o =0 e B =€, entao v = (.
Demonstragdo. Pelo Teorema anterior, a + f+ v = 180" e § + € + ( = 180°

Aplicando a hipdtese e subtraindo as equagoes termo a termo, temos v — ¢ =
0 = 7= [

3.3 O Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Teorema 3.3.1. Trés retas paralelas que determinam segmentos congruentes sobre uma

transversal determinam segmentos congruentes sobre qualquer outra transversal.

Demonstragdo. Sejam a e b e ¢ trés retas paralelas cortadas nos pontos A, B e C pela
transversal ¢, determinando os segmentos congruentes AB e BC'. Seja s uma transversal a

a, b e ¢, cortando-as nos pontosD, F eF.
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Figura 24 — Caso em que A e D sao distintos, s e ¢ nao paralelas

Supondo s nao paralela a t, e A e D distintos, seja s; uma paralela a s, cortando
a, b e ¢ nos pontos A, G e H, respectivamente. Seja s; uma paralela a s, cortando b e ¢
nos pontos B e I. Temos que AGED e BIFE sao paralelogramos, portanto AG =~ DE e
BI =~ EF.

Os triangulos ABG e BCI sao congruentes pelo caso ALA, pois:

AB ~ BC  (por hipdtese) — AABG =~ ABCT (caso ALA)

{ BAG ~ CBI (angulos correspontentes)
ABG ~ BOI (Angulos correspontentes)

Como consequéncia, temos AG =~ BI, e, portanto, DE =~ FF', como queriamos

demonstrar.

No caso em que A = D, seja s; uma paralela a s, passando por b no ponto B, e
por ¢ no ponto I. A demonstracao é analoga ao caso anterior. BIFE é um paralelogramo,
portanto BI =~ EF, e os tridangulos ABE e BCI sido congruentes por ALA. Logo AE =~
BI ~ EF

Figura 25 — Caso em que A=D , s e t nao paralelas

No caso em que t e s sao paralelas, temos que ABED e BCFFE sao paralelogramos,
e, portanto, AB ~ DE e BC ~ EF, logo DE ~ EF.
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c C F

7 7

Figura 26 — Caso em que s e t sao paralelas

O

Corolario 3.3.1.1. Se trés ou mais retas paralelas formam segmentos congruentes sobre
uma determinada transversal, entao elas determinam segmentos congruentes sobre qualquer

outra transversal.

Demonstracao. Consideremos um feixe de n retas paralelas, denominadas aq, as, ..., a,,
n>3, que cortam uma transversal ¢ nos pontos A;, A, ...A,, respectivamente, de modo
que A1A2 = A2A3 = .= An_lATL.

Considere outra transversal s que corte ay, as, ..., a, nos pontos By, Bo, ..., By,

respectivamente. Queremos provar que B1 By =~ BoBs ~ ... @ B,,_1Bn.

Basta tomarmos as paralelas 3 a 3 e aplicarmos o Teorema 3.3.1. Por exemplo,

sabemos que, para as retas ai, as e as, teremos B1 By =~ By Bs3. Para as retas as, a3 e ay,

teremos ByB3 ~ B3B,. E assim fazemos até as retas a,_s,a,_1 € a,, demonstrando o

corolario. O

Lema 3.3.2. Dois segmentos AB e CD e dois niimeros naturais n, m sdo tais que
AB n

oD = — se, e somente se, existir um segmento de comprimento c, de modo
m

que AB = nc e CD = mc.

Nesse caso, dizemos que os segmentos AB e C'D sdo comensurdveis, ou seja,
a medida de um pode ser escrita como a medida de outro, multiplicada por certo nimero

racional.

Demonstragdo. Divide-se o segmento AB em n partes iguais de comprimento ¢, ou seja,
- c
AB = nc. Multiplicando o segundo membro da igualdade apresentada na hipétese por —,

c

temos
nc AB

mc mc

AB
CD
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AB AB S
e — = —, temos que C'D = mc
cCD mc
Para a reciproca, basta supormos que existam ¢, n e m tais que AB = nc ¢
C'D = mec. Disso decorre que

E nc n

CD mc m
[l

Teorema 3.3.3. (Teorema Fundamental da Proporcionalidade) Consideremos um trian-
qulo ABC e o0s pontos D em AB e E em AC, de modo que DE seja paralelo a BC. Entdio

0s lados AB e AC formam segmentos proporcionais, ou seja:

2|
s
S
A

D E

o N

Figura 27 — O Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Demonstrag¢io. Comecemos considerando o caso em que AB e AD sao comensuraveis, ou
seja, existem n, m e ¢ naturais tais que AD = mc, AB = nc e, por construcao, m < n, pois
AD < AB. Escolhe-se, sobre AB, os pontos Py = A, P, P...., P, = D, P, ,1,..., P, = B,

de modo que P;P;;; = ¢, para ¢ variando de 0 até n.

Tracamos, partindo de Py, Ps, ..., Py, Ppi1,..., até P,_1, segmentos paralelos
a BC, cortando o lado AC nos pontos Q1,Qs, .., Qm = E, Qm+1, ..., @n_1. Pelo corolério

3.3.1.1, temos que Q;Q;11 = d, para certo d positivo e 7 variando de 0 a n.

Figura 28 — Demonstracao do Teorema para segmentos comensuraveis
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Temos, portanto, que AC = nd e AE = md. E, entdo,
AC o nd _n ne AB

AE md m mec AD

B
Quando AB e AD nao sao comensuraveis (ou seja, Vi) é irracional), temos
o seguinte o problema: nao é possivel encontrar um comprimento ¢ tal que AB = nc e
AD = mc, para m e n naturais. Em outras palavras, nao é possivel encontrar uma medida

que divida tanto AB quanto AD em partes iguais. Por isso, utilizamos o seguinte artificio:

Escolhemos em AB os pontos Py = A, Py, Ps..., Py, = D, Py, 11, ..., Py, de modo
que PP, = c, para 7 variando de 0 até m e de m+1 até n. Temos que AD = mc, e,

estando B entre P, e P, 1, temos que nc < AB < (n + 1)c.

n+1

Figura 29 — Demonstracao do Teorema para segmentos incomensuraveis

Dividindo os membros da desigualdade por mec, temos :
nc AB  (n+1)c n AB n+1

— < < — — <= (1)

mc  mc mc m  AD m

Tracamos, partindo de Py, Ps, ..., Py, Ppi1,..., até P,_1, segmentos paralelos a

BC, cortando o lado AC nos pontos Q1,Qs,..,Qm = E, ..., Qns1. Pelo corolario 3.3.1.1,

temos que Q;Qi+1 = d, para certo d positivo. Temos AE = md, e, com E estando entre A

e Cind < AC < (n+ 1)d

__ Dividindo os membros da desigualdade por md, obtemos:
nd AC  (n+1)d n AC n+1
< < = < .

md < md < md m ~AE " @
AB AC
Nas desigualdades (1) e (2), notemos que ) e = estdo contidos em um
intervalo de médulo | tlon = l Entao g — g i
m m| m AD AE| m

Como m pode assumir qualquer valor, temos necessariamente
AB AC AB AC
I —— _ — = —.
AD AFE AD AE
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Teorema 3.3.4. (Reciproca do Teorema Fundamental da Proporcionalidade): Se, em um

triangulo ABC, houver pontos D e E sobre os lados AB e AC, respectivamente, de modo

AB A I
que = = —C, entao DE//BC.

Figura 30 — Reciproca do Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Demonstragio. Consideremos um ponto E’ sobre AC, tal que DE'//BC. Pelo Teorema

Fundamental da Proporcionalidade,

AB _AC g _ac.4P
AD AF AB
—— —— AD

as, por hipotese, 15

De modo que AE" = AF — E' = E — DE' = DE.

Entdao, DE//BC.

3.4 Semelhanca de triangulos

Definicao 7. Dois triangulos sao semelhantes se € possivel estabelecer uma correspondéncia

biunivoca entre seus vértices, de modo que angulos correspondentes sejam congruentes e

lados correspondentes sejam proporcionais.

b —9

B C E F

Figura 31 — Triangulos semelhantes

Se, na figura anterior, tivermos
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AB BC CA
DE EF FD
entdo os tridngulos sao semelhantes. O valor k é conhecido como razdo de

{ CAB ~ FDE,ABC ~ DEF, BCA ~ EFD

semelhanca.

Notagao: AABC ~ ADEF.
Teorema 3.4.1. (Caso AAA) Dados dois triagngulos ABC e DEF, se CAB ~ FDE, ABC' ~
DEF,BCA ~ EFD , entio AABC ~ ADEF.

Demonstracao. Sobre AB e AC marcamos os pontos E’ e F’ tais que AE’ ~ DFE e
AF" =~ DF.

Figura 32 — Demonstragao do caso de semelhanca AAA

Pelo caso LAL, temos AAE'F’ ~ ADEF. Portanto, AE'F’ ~ ABC e AF'E’ ~
ACB
De modo que, ou os segmentos E'F’ e BC sao coincidentes ou sdao paralelos

(Teorema 3.2.3). No caso de E'F" = BC, os tridngulos ABC e DEF sdo congruentes, e,

portanto, semelhantes de razao 1.

No caso de E'F’//BC, temos, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade:
AB AC AB AC
= f——— =
AE"  AF’ DE DF
Analogamente, marcamos sobre os lados AB e BC os pontos D’ e F’, de modo
que BD' ~ DE e BF' ~ EF.

Repetindo a argumentacao anterior, chegaremos em
AB  BC AB  BC

= - = .
D'B  BF' DE EF
Assim, temos que
AB AC  BC
DE DF EF

, provando a semelhanca.
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Observacao: Devido ao corolario 3.2.6.1, dois pares de angulos sao suficientes

para verificar a semelhanca, ou seja, podemos nos referir ao caso AA em vez de AAA.

Teorema 3.4.2. (Caso LAL): Se dois triangulos ABC e DEF sao tais que
BAC ~ EDF, entio AABC ~ ADEF.

Ss
I
S
)

Demonstracio. Sobre AB e @, marcamos F’ e F’ de modo que AR ~ DFE e AF' ~ DF

AB AC -
Por hipétese, temos A~ AR entao, pelo Teorema 3.3.4, E'F'//BC'. Segue

do Teorema 3.2.5 que AE'F' ~ ABC ¢ AF'E' ~ ACB.

Mas AAE'F’ ¢ ADEF sao congruentes pelos caso LAL, entao DEF ~ ABC
e DFE ~ ACB.

Portanto, pelo caso de semelhanca AAA, AABC ~ ADEF

Figura 33 — Demonstracao do caso de semelhanca LAL

Teorema 3.4.3. (Caso LLL): Se, dados dois triangulos ABC e DEF,

AB _BC _AC , entio AABC ~ ADEF.
DE EF DF

Demonstragao. Construimos os pontos E’ e F’ sobre AB e @,de modo que AE' =~ DFE

e AF' =~ DF'. A figura 33 pode ser novamente utilizada para ilustrar a situacao.

Por hipétese e pelo Teorema 3.3.4, E'F’//BC. Assim, pelo Teorema 3.2.5 temos
que AE'F' =~ ABC e AF'E' ~ ACB (*), e portanto AABC ~ AAE'F (caso AA). O que

implica que

E'F AFE' —_ A __ DFE

. - _ FF=BC - =BC =—

BC AB AB AB
AB B —_ __ DFE
DE EF AB

De onde concluimos que EF = E'F”.

Portanto AAE'F’ ~ ADEF (caso LLL), e entao, por (*),
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EFD~FEFA~BCA
FDE ~ ['AE'
AABC ~ ADEF.

{ DEF ~ AE'F' ~ ABC

3.5 Triangulos Retangulos

Um tridngulo com um angulo reto (de 90°) é chamado de tridngulo retangulo.
O lado oposto ao angulo reto ¢ chamado de hipotenusa, ¢ os demais sao chamados de

catetos.

Teorema 3.5.1. (Relagoes métricas no triingulo retangulo) Seja ABC um triangulo,
retangulo em A, com hipotenusa a e catetos b e c. Seja h a altura relativa a hipotenusa, e H
o0 pé da altura. Os segmentos BH e HC, de medidas n e m, respectivamente, sio chamados
de projecoes dos catetos sobre a hipotenusa. Notemos que a = m +n. As sequintes relagoes

sao vdlidas:

1. k> =mn

2. b =am
3. & =an
4. ah = bc

5. a® = b* + ¢* (Teorema de Pitdgoras).

Figura 34 — Triangulo retangulo e seus elementos
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Figura 35 — Demonstragao das relagoes métricas no triangulo retangulo

Demonstragio. Enumeremos os tridngulos ABC, HBA e HAC como triangulos 1, 2 e 3,
respectivamente. No triangulo 1, devido ao Teorema 3.2.6, v + § = 90°. Segue que, nos

tridngulos 2 e 3, os angulos nao-retos sao necessariamente v e 4. De modo que podemos

montar as seguintes proporgoes:

Entre 2 e 3, temos:
h n

— =— = h*=mn.

m h

Entre 1 e 3, temos:
b a

— =— = b =am.
m b

Entre 1 e 2, temos:
c a 9
—=—- = ¢ =an.
n c

Entre 1 e 2, temos:
a b

- =— = ah = bc.
c h

Somando as igualdades b* = am e ¢* = an, temos:

v+ =alm+n) = a®=b"+c%

3.6 Trigonometria no triangulo retangulo

Consideremos um triangulo ABC, retangulo em B, e C” um ponto obtido sobre
a semirreta AC. Considerando uma perpendicular & reta que contém AB, passando por
C’, seja B’ sua interseccao com AB. Os triangulos ABC' e AB’C’ sao semelhantes pelo

caso AA, portanto podemos concluir que, em cada tridngulo retangulo, as razoes entre as
medidas de seus lados sao constantes.
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./} a |—LB I—.B'

Figura 36 — Triangulos retangulos semelhantes

Definicao 8. Em um triangulo ABC, retangulo em B, seja o a medida do angulo CAB.

BC
e A razao VTel ¢ chamada de seno do angulo o, ou simplesmente sena
. AB N .
e A razio Ve, ¢ chamada de cosseno do angulo o, ou simplesmente cos
. BC | . ,
e A razao a5 ¢ chamada de tangente do angulo «, ou simplesmente tga

Com as defini¢oes das relagoes trigonométricas, encerramos os pré-requisitos

necessarios para entendermos as nogoes de Astronomia passadas aos alunos.
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4 Algumas aplicacoes

Neste capitulo, mostraremos como a semelhanga de tridngulos e a trigonometria
podem ser utilizadas para resolver problemas interessantes, acessiveis a alunos de ensino

fundamental.

4.1 Tales e a piramide

No capitulo 2, ja mencionamos que Tales ficou famoso por desenvolver um
método para determinar a altura de uma pirdmide. Abaixo transcrevo um exercicio que

sempre apresento para meus alunos:

Sequndo o historiador Plutarco, o grande matemadtico grego Tales, em visita
ao Egito, foi desafiado a medir a altura da piramide de Quéops. Consta que Tales fincou
uma estaca de 6 m no chdo e mediu a sombra formada, encontrando 12 m. No mesmo
hordrio, um servo mediu o segmento formato pela sombra da piramide e metade de sua

base, encontrando 278 m. Sendo assim, qual era a altura da piramide?

Os nuimeros que utilizo no enunciado sao meramente ilustrativos. Inclusive, ha

duas versoes distintas sobre esse fato, uma contada por Plutarco e outra por Hierénimos'.

Resolucao Podemos representar a situacao com o seguinte esquema:

Raio de sol

,

N\

\.\-E
Sombra da piramide Sombra da Estaca

@

Figura 37 — Modelo para o problema da piramide.

Sabendo que os raios de sol sao paralelos, os angulos DIC e EGF sio congru-

entes (basta tomar a reta que contém a base da pirdmide como transversal aos raios). Além

1 (EVES, 1995, p. 115)
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disso, por definicao de altura, os angulos DC e GEF sio retos. Portanto, os tridngulos
IDC e GEF sao semelhantes pelo caso AA (Teorema 3.4.1).

Temos, portanto

altura (metros) sombra (metros)
H 6
278 12

De modo que se encontra que H = 139 m.

4.2 Tales e o navio

Também mencionamos no capitulo 2 que Tales desenvolveu um método para
determinar a distancia de um ponto em terra até um navio no mar. Segue abaixo um

exercicio que explica como essa distancia pode ser encontrada:

(...) Heat conjecturou que isso provavelmente foi feito com um instrumento
formado de duas barras AC e AD articuladas em A, (...). A barra AD era
mantida verticalmente sobre o ponto B da praia, ao passo que a barra AC
era apontada na diregio do navio P. Entdao, sem mudar o angulo DAC, o
instrumento era girado em torno de AD, marcando-se no chdao o ponto ) para
o qual AC estava apontada. Que distancia deve ser medida a fim de achar a

distancia de B ao ponto inacessivel P?*

Resolucgao

Considere a figura:

Figura 38 — Modelo para o problema do navio.

2 (EVES, 1995, p. 115)
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Toma-se AB perpendicular ao solo. Ajusta-se o instrumento de modo que AC
aponte para P. Em seguida, faz-se um giro e obtém-se o ponto QQ sobre a margem. Os
tridngulos ABP e ABQ sao congruentes pelo caso ALA (Teorema 3.1.1). Portanto, a

distancia que deve ser medida é BQ.

4.3 Alturas inacessiveis com um teodolito

Este é um de meus momentos preferidos quando ensino trigonometria. Construo
um teodolito artesanal utilizando um transferidor de lousa e um tubo qualquer. Pode-se
construir com os alunos teodolitos individuais utilizando transferidores e canudos, mas
geralmente eles sao menos precisos. Levo os alunos ao patio da escola para medir o que

eles acharem interessante (geralmente medimos antenas, arvores e hastes de bandeiras).

Figura 39 — Teodolito feito com transferidor de lousa e tubo de papelao

Abaixo transcrevo uma questao do vestibulinho ETEC (rede de escolas técnicas
do Centro Paula Souza, vinculado ao Governo do Estado de Sao Paulo) que exemplifica o
método que utilizo com os alunos, e nos mostra a importancia de ensinar esse contetido no

nono ano:

(...)Apds a aula sobre astroldbios, o professor de uma ETEC propds a seus
alunos que determinassem a altura de uma antena localizada em um terreno
plano e sem obsticulos a sua volta, que ficava proxima a escola. Para a
realizagdo da tarefa, explicou aos alunos os procedimentos para se determinar

a altura (H) da antena:

e O aluno deve-se colocar a uma distincia (d) da base da antena;
e com o astroldbio, mirar o topo da antena e obter a medida do angulo o

o medir a distincia (h) dos olhos do aluno até o solo.
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Figura 40 — Exercicio do Vestibulinho ETEC - 2011.

Dados obtidos pelos alunos:

e« h=150m

e d=12m

o o = 66°
Adote

e sen 66° = 0,9

o cos 66°= 0,4

o tan 66° = 2,25
Os alunos concluiram que a altura (H) da antena era, em metros,
(A) 25,0. (B) 28,5. (C) 30,0 (D) 32,5. (E) 34,0

H—-h H—
Resolucao Temos que tana = i = 2,25 = ETH = H—h=2T.

Como h = 1,50, H = 28, 5 m e a alternativa correta é a B.

Este tipo de exercicio ¢ mais comum ainda nas primeiras fases de vestibulares
e no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), com a diferenga de que geralmente se

pedem os angulos notaveis.
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4.4 A medida da circunferéncia da Terra.

Como ja mencionamos, Eratéstenes sabia que, no solsticio de verao, em certo
poco na cidade de Siena nao havia sombra alguma. Isso significava que os raios de Sol
estavam perpendiculares aquela localidade. Sabendo-se qual o dngulo entre um raio de Sol
e uma perpendicular ao solo em Alexandria (onde Erastétenes vivia), poder-se-ia saber a

distancia, em graus, entre as duas cidades.

f 9 ~/h

S

— :

P&

Figura 41 — Modelo para o experimento de Eratéstenes

Na Figura 41, o ponto S representa a cidade de Siena, e a reta f, uma per-
pendicular ao solo, que coincide com um raio de Sol. O ponto A representa a cidade
de Alexandria, e a reta g, um raio de Sol incidindo em A. A reta h representa uma
perpendicular a Alexandria. Assumindo que os raios de Sol sao paralelos e aplicando o
teorema 3.2.5, temos que o angulo agudo entre g e h é congruente ao angulo agudo entre f

e h.

Figura 42 — Determinac¢ao do angulo de incidéncia do raio de Sol.
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Como a figura 41 foi feita em escala, da-se a entender que as retas g e h tém
sua intersec¢ao no ponto A. Fazendo uma ampliacao na figura, criada no Geogebra, vé-se

que a interseccao se da fora da circunferéncia, no ponto B, conforme a figura a Figura 42.

Podemos entao criar o tridngulo ADB, retangulo em D, em que o ponto D
representa a intersec¢do a reta h com o solo. Suponhamos que DB represente uma vareta
de tamanho qualquer, e que DA seja sua sombra. Obtemos facilmente o angulo DBA

(chamemos de 7), através de sua tangente, afinal

AD
tany = —=
DB

Encontrou-se v = 7,25°, e consta que Eratdéstenes contratou alguém para
medir, em passos, a distancia entre as cidades (essa profissao era comum e denominada
bemetatistes®). A distancia encontrada seria de aproximadamente 5000 estddios, e em

seguida fez-se uma regra de trés.

dngulo (graus) distancia (estadios)
7,25 5000
360 d

Obtendo, aproximadamente, d=248276 estadios. Os valores variam um pouco
de acordo com a fonte consultada, mas as conversdes apontam que o resultado seria
equivalente a 45911 km. Considerando 40075 km como o valor mais atual, o erro de

Eratostenes foi de aproximadamente 14,56%.

Dentre os erros que tornam o calculo pouco preciso (para os padroes de hoje,
mas surpreendente para a época) estao o fato de Erastétenes ter considerado o Sol como
uma fonte pontual; os erros experimentais das medidas para se determinar o angulo vy e o
fato de Siena e Alexandria nao se encontrarem exatamente sobre o mesmo meridiano. O

ideal seria medir a distancia Norte-Sul entre as cidades.

Com todos esses possiveis erros experimentais, é realmente impressionante que
esse calculo tenha obtido sucesso. E também chama a atencao a sua simplicidade, de modo
que esse experimento pode ser reproduzido com alunos de ensino fundamental, conforme

veremos no capitulo 5.

3 (RONAN, 1987a, p. 25)
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Figura 43 — Distancia em linha reta entre Alexandria e Siena (atual Assua), segundo o
Google Maps.

45 A distancia da Terra a Lua

Mencionamos no capitulo 2 que Aristarco havia medido a distancia Terra-Lua.
Ele assumiu corretamente que o raio da Terra é suficientemente menor do que o raio
da Lua, de modo que um angulo medido da superficie da Terra pode ser considerado
congruente a um angulo medido a partir do centro da Terra. Seu método consistia em

determinar a duracao de um eclipse lunar total *.

Lua - final do eclipse
Terra

N *—7T%
N

Figura 44 — Modelo para a demonstracao de Aristarco

Lua - inicio do eclipse

Para se determinar essa duragao, é necessario observar quando a Lua tem
metade de sua face completamente escurecida. Conforme a Lua adentra a regiao de sombra
causada pela Terra, a regiao escurecida aumenta, e comecara a diminuir quando a Lua
sair dessa regiao. Quando metade de sua face estiver novamente escurecida, termina-se de

contar o tempo. Chamemos esse tempo de T.

1 (SANTOS, 25 de abr. de 2007)
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A partir disso, determinamos o angulo «, sabendo a duracao de um més lunar

(Ty).
Assim sendo, faz-se a regra de trés
angulo (graus) tempo
360 T
2a T

Sabendo que T}, vale aproximadamente 29,5 dias, obtém-se o valor de 2a;, e,

consequentemente de a.

A partir disso, determina-se a distancia Terra-Lua (D), fazendo:

seno = —.

D

4.6 A distancia da Terra ao Sol

De posse da distancia Terra-Lua, Aristarco estimou o angulo formado entre

. =4
ela, a Terra e o Sol, quando se encontrasse no quarto minguante”

Terra

Figura 45 — Modelo para a o célculo da distdncia Terra-Sol (fora de escala)

Aristarco encontrou 6 = 87°, e tendo obtido anteriormente a distancia D e
admitindo ser perpendicular o dngulo Terra-Lua-Sol (o que de fato ocorre no quarto

minguante), calculou:

D
cosl = o

Os instrumentos da época eram pouco precisos, e hoje sabe-se que 6 vale,
aproximadamente, 89, 8587°. Aristarco concluiu que a distancia Terra-Sol era de 18 a 20

vezes a distancia Terra-Lua, quando, na verdade, a razao entre as distancias é igual a 400°.

Os resultados incorretos decorrem das falhas nas medigoes, mas os métodos
sao extremamente elegantes do ponto de vista mateméatico, e podem ser entendidos por

qualquer aluno de ensino fundamental.

> (SANTOS, 25 de abr. de 2007)
5 (RONAN, 1987a, p. 125)
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E importante ressaltar que Aristarco obteve seus resultados sem o uso de
trigonometria. As notagoes utilizadas neste trabalho (e que geralmente sao utilizadas
no ensino de Astronomia) se fazem por serem muito mais praticas. A quem interessar
entender o método de Aristarco como descrito pelo préprio, pode consultar a belissima

traducao de Sobre os Tamanhos e Distincias do Sol e da Lua, de Rubens Machado’.

47 Determinando o diametro do Sol

Neste método, determinamos o didmetro do Sol através de uma projecao®. A
simplicidade do experimento implica em um razodavel erro experimental, mas impressiona
pela elegancia. Basta recortar o centro de um pedaco de papelao e tampa-lo com papel
aluminio; no centro do papel aluminio, faz-se um furo bem pequeno com um alfinete ou
agulha. Entdo, em um momento de Sol a pino, projeta-se a imagem do Sol através do

orificio.

Equador Solar D

Anteparo -
h

—_— e

Figura 46 — Modelo para a determinacao do didmetro do Sol (fora de escala)

Se o Sol estiver a pino, supomos que seu circulo maximo esteja paralelo ao solo,

e temos portanto dois tridngulos semelhantes pelo caso AAA (Teorema 3.4.1). Entao:

Diametro distancia
D H
d h

Conhecendo H, a distancia Terra-Sol, e medindo d e h, fazemos uma regra de

trés e obtemos o valor de D.

" (SAMOS, 2016)
& (SANTOS, 25 de abr. de 2007)
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Abaixo, uma foto do anteparo utilizado no experimento com meus alunos. A

projecao do Sol é tao pequena que fica impossivel observa-la na imagem.

Figura 47 — Experimento feito com alunos

Em nosso experimento, obtivemos d = 2 mm e h = 16 cm. Utilizando H =
149 600 000 km , obtemos D = 1 870 000 km. Como o valor correto é de 1 392 700 km,
tivemos um erro de 34%, que pode ser justificado pelas medi¢oes com a régua de h e d (a
menor medida da régua é de 1 mm, metade do valor encontrado para d) e a suposigao de

que o equador do Sol esteja exatamente paralelo ao solo.

Caso estivéssemos trabalhando com alunos mais velhos, seria interessante
calcular o erro experimental a partir do conceito de propagacao de erros e incertezas, e
assim avaliar se a distancia entre o valor medido e o valor esperado esta dentro da margem
de erro. Porém considero que tais calculos fogem do que se propoe para uma turma de

nono ano do Ensino Fundamental.
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4.8 Consideracoes sobre os exemplos desse capitulo

A ordem escolhida para apresentar os exemplos dados é a que eu considero
ideal para se trabalhar com os alunos. Nos exemplos de 4.1 a 4.3, trabalha-se com
problemas simples de congruéncia, semelhanca e trigonometria. Nos problemas 4.4 a 4.6,
cada resultado é pré-requisito para o resultado posterior. Em 4.4, com o conceito de retas
paralelas cortadas por uma transversal, obtemos o raio da Terra. De posse desse valor
e com trigonometria, obtém-se a distancia Terra-Lua no exemplo 4.5. Com a distancia
Terra-Lua e mais trigonometria, determina-se a distancia Terra-Sol no problema 4.6. E,

finalmente, com a distancia Terra-Sol, determina-se o didmetro do Sol em 4.7

A intencao é que os alunos percebam como é possivel chegar nesses resultados
com raciocinio légico e observacao. Assim, desfaz-se a ideia de que a Ciéncia é uma lingua-
gem inacessivel, ideia essa que dé& origem a conceitos equivocados como o terraplanismo -
a0 nao se entender como se obtém um resultado, nega-se o resultado. Mais importante do

que encontrar o valor numérico em cada experimento é entender o porqué de sua validade.
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5 O Projeto Eratostenes

5.1 O projeto

Criado nos Estados Unidos em 2005 (Ano Internacional da Fisica)', o Projeto
Eratéstenes hoje é realizado em todo o mundo, coordenado por diferentes universidades.
O projeto do qual participamos, em 2019, foi coordenado pelo Departamento de Fisica da
Universidade de Buenos Aires, envolvendo 576 escolas da América, Europa e Africa na

reproducao do experimento que obteve a medida da circunferéncia da Terra.

No projeto, cada escola, entre os dias 13 e 30 de setembro, determinou o angulo
de incidéncia dos raios solares ao meio-dia solar. Tal horario é obtido da seguinte maneira:
com um objeto posicionado perpendicularmente ao solo, fazendo as vezes de gnomon,
mede-se, em um horario avancado da manha, o tamanho de sua sombra, a cada cinco
minutos; em um determinado momento, a sombra atinge seu menor comprimento, e apos
isso, volta a crescer. O horario em que foi obtida a menor sombra é o meio dia solar. As
medidas obtidas foram entao enviadas a coordenacao do projeto, para que fosse feito o

devido tratamento estatistico dos dados.

O angulo obtido por uma equipe foi comparado com o de outra, localizada,
preferencialmente, no mesmo meridiano. No projeto, optou-se por encontrar diretamente o

raio da Terra, em vez de sua circunferéncia.

Sendo 04 o angulo obtido por uma escola e # o angulo obtido por outra, a
distancia angular entre as localidades é 64 — 65, caso estejam no mesmo hemisfério, ou

04 + 0p, caso estejam em hemisférios distintos, conforme as figuras a seguir:

Figura 48 — Caso em que as localidades estao no mesmo hemisfério

1 (SANTOS, A; VOELZKE, M; ARAUJO,M., 2012, p.1146)
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Figura 49 — Caso em que as localidades estao em hemisférios distintos

No caso particular relatado neste trabalho, as escolas estavam em hemisférios

distintos. Constroi-se entao a seguinte propor¢ao:

dngulo (graus) distancia
04+ 0p d
360 C
Que nos leva a
360d
O =_2""
04+ 0p

No projeto, optou-se por encontrar o raio da Terra, portanto, utilizando C = 27R e

isolando R, temos:
180d
R —
T

(«9,4 + 03)

No caso de uma escola nao possuir uma parceira no mesmo meridiano, escolheu-

se outra de modo que o valor de d foi o da distancia Norte-Sul entre as escolas.

A coordenacao do projeto encarregou-se de parear as escolas e efetuar os

calculos, embora cada professor fosse livre para refazé-los com seus alunos.

Antes de relatar como foi a realizagdo do experimento com meus alunos, é

importante fazer uma contextualizacdo do municipio e da escola em que leciono.

5.2 A rede de ensino municipal de Jaguariiina

Com uma populagao estimada em pouco mais de 58 mil habitantes, o municipio
de Jaguaritna possui o 13° PIB per capita do Brasil e o 5° do Estado de Sao Paulo.
A prefeitura é responsavel por 12 escolas municipais de Ensino Fundamental (além das

escolas de Ensino Infantil e EJA) e a nota da cidade no Indice de Desenvolvimento da
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Educacao Basica (IDEB), nos anos finais do Ensino Fundamental, é de 6,4, colocando-a
em 119 lugar no pais, 5? lugar no estado de Sao Paulo e 1° lugar na regiao metropolitana

de Campinas®.

As escolas utilizam material apostilado (no ano em que se realizou a pesquisa,
o material era da editora OPET - atualmente, é da Pearson). Dentre os projetos que a
rede municipal oferece aos alunos, esta o cursinho “La Vou Eu”, no qual em cada escola
sao formadas turmas de Portugués e Matematica no contraturno. Essas turmas servem
tanto para melhorar o desempenho dos alunos com dificuldades, quanto para incentivar os

que se destacam, preparando-os para olimpiadas e para “vestibulinhos” de escolas técnicas.

O projeto foi realizado na escola “Professor Mario Bergamasco”, localizado
no Parque Florianépolis, na periferia de Jaguaritina. Segundo os dados do Indice de
Desenvolvimento da Educacao Bésica (IDEB) de 2019, a escola, com 775 matriculas,
possui um indicador de complexidade de gestao no nivel 3 (numa escala de 0 a 6). Os
alunos estdo classificados no grupo 4 no Indicador de Nivel Socioecondmico® (em que o
grupo 6 seria o nivel mais alto). Com uma taxa de aprovacao de 100%, nota 6,1 na Prova
Brasil (de 0 a 10) em Matematica e 6,2 em Lingua Portuguesa, a escola obteve nota 6,2
no IDEB 2019*. Como se vé na figura abaixo, no ano de 2019 houve ligeira queda em
relacao ao ano de 2017, mas a escola continua se mantendo acima das metas propostas

pelo Ministério da Educacao.

Ideb
Ano Meta Valor

2005
2007
2009 4,3

o

2011 45 L

Nota do ldeb
NoWw s G @ N ® ©

2013 48 53 M Acima ou igual @ meta

M Abaixo da meta
2015 5 5,6

2005 2007 2009 201 2013 2015 2017 2019
2017 s 6,5
Ano
2019 5.6 6,2

Figura 50 — Evolucao do IDEB da escola Mario Bergamasco”

2 (BRASIL, 2020b)
3 Este dado refere-se ao ano de 2017. Esse indicador néo foi divulgado em 2019
A nota do IDEB é a média aritmética entre as notas de Lingua Portuguesa e Matematica, multiplicada

pela taxa de aprovacao
> (BRASIL, 2020a)
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E importante frisar que utilizo esses dados apenas porque sdo a forma que
existe, no momento, de se tragar o perfil da escola, o que nao significa que concorde que a
complexidade da realidade escolar possa ser resumida em uma avaliacao de larga escala.

Segundo o grande professor D’Ambrosio, os exames e testes padronizados sao

[...Juma forma ainda mais inttil e enganadora de se proceder a avaliacao do que
os exames e testes comuns, e que lamentavelmente comecam a ser propostos no
Brasil e em muitos outros paises como medidas de melhoria de ensino. Deixo
muito clara minha opinido: exames e testes nada dizem sobre aprendizagem e
criam enormes deformacoes na pratica educativa. De fato, além de nao dizerem

nada, os testes e exames tém efeito negativo®.

Mas uma critica mais aprofundada ao IDEB, com seus beneficios e maleficios,

fugiria do escopo deste trabalho.

5.3 O experimento

No ano de 2019 eu fui responsavel por um oitavo ano e pelas trés turmas de
nono ano na escola, e também pelas turmas do cursinho “La vou Eu”. Foi para a turma
de nono ano do cursinho que eu propus a participacao no projeto Eratéstenes. Quando
expliquei do que se tratava o projeto, os alunos ficaram muito interessados e fizeram varias
perguntas sobre astronomia, de modo que acabei explicando todos os itens apresentados

no capitulo 4, aproveitando que havia acabado de lhes ensinar trigonometria.

Como eu acredito que projetos diferenciados nao devem ser restritos apenas
aos “melhores alunos”, convidei todos os demais alunos dos nonos anos para participar
das medidas. O tnico entrave era o horario: como o Ensino Fundamental funciona a
tarde, os alunos deveriam estar presentes no contraturno para obtermos o meio-dia solar.
Mesmo assim, obtive a adesdo de 30 alunos, mesmo frisando que nao seria atribuida nota

a presenca nessa atividade.

No dia 23 de setembro de 2019, reuni-me com os alunos na biblioteca da escola
e passei a eles um video da série Cosmos, apresentada por Carl Sagan, no qual ele explicava
o experimento de Eratostenes. Em seguida, nos dirigimos a quadra da escola para iniciar as
medi¢oes. Como gnémon, foi utilizado um tubo para guardar mapas escolares. Mas sabe-se
que a ciéncia experimental pode ser muito frustrante, e nesse dia o céu ficou nublado de
modo que nao conseguimos medir as sombras com precisao. Apesar de o momento ter sido
desolador, considero que essa situacao tenha sido positiva para que os alunos entendessem

como a pesquisa é feita na pratica.

6 (D’AMBROSIO, 1996, p.69)
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Reunimo-nos novamente no dia 30 de setembro, dessa vez com céu limpo, e

conseguimos efetuar as medidas, conforme tabela abaixo:

Comprimento do gnémon: 67,2 cm
Horério || Comprimento da sombra (cm)
11h25 26,1
11h30 25,2
11h35 24,6
11h40 24,2
11h45 23,8
11h50 23,5
11h55 23,3
12h00 23,0
12h05 22,8
12h10 22,5
12h15 22,8
12h20 23,2

Tabela 3 — Sombra do gnémon em funcao do horario, a fim de se obter o meio-dia solar

O meio-dia solar foi, portanto, as 12h10 e o menor comprimento da sombra foi
de 22,5 cm.

Pudemos entao descobrir o angulo de incidéncia dos raios solares, fazendo

04 = arctan (22’5> = 04 ~ 18,51°
67,2

Devido ao problema que tivemos com o céu nublado no dia 23, e, como a
atividade ocorreu no contraturno e requeria que os responsaveis assinassem autorizagoes,
sO conseguimos realizar nossa ultima medi¢ao no tultimo dia permitido. Nao houve outra
escola no mesmo meridiano que também tivesse feito a medida no dia 30, portanto a
coordenacgao do projeto nos pareou com o Institut Brugulat, localizado em Girona, na
Espanha. Orientados pelo professor Antoni Trilla, os alunos dividiram-se em trés equipes,

cada uma com um gnomon, e obtiveram as seguintes medidas:

Comprimento do gnémon (cm) || Comprimento da sombra (cm)
100,2 100,1
99,6 101,1
99,8 100

Tabela 4 — Medidas obtidas pelo Institut Brugulat

Encontramos assim trés medidas para o angulo #p, a saber:

100.1

0p, = arctan (10072

) — Op, ~ 44.97°
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101.1
0p, = arctan (996) — 0p, ~ 45.43°

Y

100

Op, = arctan (99,8

) — Op, ~ 45.06°

Fazendo a média aritmética entre os trés valores acima, encontramos

05 ~ 45.15°

Como as localidades encontram-se em hemisférios diferentes, fazemos
04+ 0p = 63.66°. O Institut Brugulat localiza-se a latitude 42.126° Norte, e a escola Mario
Bergamasco, a latitude 22.705° Sul. Temos uma distancia angular de 64,831°. Como cada
grau de latitude equivale aproximadamente 111,12 km, temos uma distancia Norte-Sul de

aproximadamente 7204,02 km.

Substituindo esses dados na férmula para o raio da Terra, obtemos

180 - 7204, 02

R ~ 6484 k
(6365 "

Como o valor correto é de 6371 km, obtivemos um erro de aproximadamente

1,8%.

Com 554 pares de medigoes (nem todas as escolas que participaram tiveram os

dados validados), a coordenagao do projeto chegou ao valor de R = (6300 + 20)km.

Um observador mais atento percebera que a distancia utilizada de 111,12 km
entre dois paralelos s6 é possivel de se determinar se conhecermos o raio da Terra (cada
grau de latitude corresponde 1 da circunferéncia da Terra). Na verdade, o importante
desse experimento é o valor da soma 6,4 + 6, que, calculada corretamente, devera ser
igual & distancia angular entre os paralelos. Encontramos 64 + 6 =63.66°, e 64,831° para

a distancia entre as latitudes, um erro de 1,8%, o mesmo obtido para o raio da Terra.

Assim, pode-se argumentar que nossa “demonstragao” foi circular, e de fato foi.
S6 nao o seria se fosse possivel fazer como Eratdstenes, e contratar alguém para medir a
distancia Norte-Sul entre Jaguariiina e Girona, na Espanha. De qualquer modo, nao deixa
de ser relevante como instrumento pedagégico. E importante que os alunos notem que,
com apenas dois bastdes (um em cada localidade), é possivel descobrir a distancia angular

(Norte-Sul) entre quaisquer pontos do planeta.

A seguir, algumas imagens do projeto realizado na escola:
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Figura 51 — Alunos assistindo a explicacao de Carl Sagan para o experimento de Eratoste-
nes
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Figura 52 — Professor medindo a altura do gnémon
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Figura 53 — Aluno medindo a sombra do gnémon
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Figura 54 — Aluna anotando as medidas
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Figura 55 — Certificado de participacao no Projeto Eratostenes
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6 Consideracoes Finais

Acredito que o trabalho cumpriu importantes objetivos com os alunos, como:

o A compreensao de que os conhecimentos adquiridos na escola sao construidos pela

sociedade, resultado de milénios de atividade cientifica.

« O entendimento de como se da a evolugao historica de conceitos cientificos e como, a
partir do embasamento tedrico, demonstracao matematica e validagdo experimental,

uma teoria cientifica passa a ser aceita pela comunidade.

o A aplicacdo de conceitos de geometria do Ensino Fundamental em atividades investi-
gativas, e com ela a nocao de que nao é necessaria muita tecnologia para a obtencao

de importantes resultados.

e O entendimento de que a Terra, definitivamente, nao ¢ plana.

Este trabalho é também um pequeno exemplo de como romper com o “para-
digma do exercicio”. No ambiente de aprendizagem proposto por Skovmsmose, porém,
precisariamos ir além, investigando novas situagoes propostas pelos alunos. Mas com apoio
dado pela gestao escolar e a étima participagao discente (comparecendo a escola fora do
horédrio de aulas, sem contrapartida em notas), fica a certeza de que é possivel a criagao

novos projetos, mais ousados e com maior participagdo dos alunos na elaboragao.

Dos estudantes que frequentaram em 2019 o cursinho “La Vou Eu”, onde
gestamos o projeto, 9 foram aprovados no concorrido “vestibulinho” do Centro Paula
Souza, 2 em primeiro lugar em seus cursos, e hoje fazem o Ensino Médio na Escola Técnica
Joao Belarmino, em Amparo, cidade vizinha de Jaguaritina, e tém um brilhante futuro

académico pela frente.

A pandemia da COVID-19 dificultou que o projeto fosse executado em 2020 -
A organizacao do Projeto Eratostenes até propds que os alunos realizassem suas medicoes
em suas proprias casas, mas em nossa escola a preocupacao maior era que garantissemos

que os alunos fizessem "o minimo", diante do dificil cendrio do ensino a distancia.

Porém acredito que no provavel contexto de ensino hibrido que se avizinha
em 2021, estaremos preparados para a realizacao deste e de outros projetos. E teremos
alunos cada vez mais conscientes da importancia de uma base solida em Ciéncias Exatas;
o dominio de suas técnicas e conceitos vai muito além da aplicagdo em exercicios e provas,

pois contribui para a formagao de cidadaos de fato emancipados.
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