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We are very lucky to live in an age in which we are still making discoveries.

It is like the discovery of America - you only discover it once.
—Richard Feynman, The Character of Physical Law



Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar detalhadamente o artigo Invariant measures
for frequently hypercyclic operators de S. Grivaux e E. Matheron [1]. Estudaremos
condicoes para que operadores frequentemente hiperciclicos admitam algumas clas-
ses de medidas invariantes com suporte total, como por exemplo medidas ergddicas
e continuas.

Em particular, vamos ver que operadores frequentemente hiperciclicos em espacgos
de Banach separaveis admitem medidas invariantes com suporte total continuas.
Também estudaremos um exemplo de operador frequentemente hiperciclico que nao
admite medida ergddica com suporte total e duas familias de probabilidades que nos
darao exemplos de operadores frequentemente hiperciclicos que admitem medida
ergddica com suporte total.

Palavras-chave: sistemas dinamicos lineares; teoria ergddica; operadores frequen-

temente hiperciclicos; medidas invariantes.



Abstract

The goal of this dissertation is to study the article Invariant measures for frequently
hypercyclic operators by S. Grivaux and E. Matheron [1] in detail. We shall study
conditions for frequently hypercyclic operators to admit some classes of invariant
measures with full support, such as ergodic and continuous measures.

Particularly, we will see that frequently hypercyclic operators in separable Banach
spaces admit invariant measures with full support. We will also study an example
of a frequently hypercyclic operator which does not admit an ergodic measure with
full support and two families of probabilities that will give us examples of frequently
hypercyclic operators that admit ergodic measure with full support.

Keywords: linear dynamical systems; ergodic theory; frequently hypercyclic ope-

rators; invariant measures.



Lista de Simbolos

N Conjunto dos niimeros naturais

No Conjunto dos niimeros inteiros nao negativos

P(X) Conjunto das probabilidades borelianas em X

Pe(X)  Conjunto das probabilidades borelianas continuas em X

Pr(X)  Conjunto das probabilidades borelianas em X que sdo T-invariantes

Pr.(X) Conjunto das probabilidades borelianas em X que sdao T-invariantes e tém

suporte total
FHC(T) Conjunto dos vetores frequentemente hiperciclicos de T

HC(T) Conjunto dos vetores hiperciclicos de T'
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1 Introducao

A teoria dos sistemas dinamicos é muito rica e possui diversas ramificagoes. O principal
objetivo desta teoria é estudar o comportamento de um sistema, seja ele um modelo
discreto (que é o que estudaremos) ou continuo. No caso discreto, o sistema é dado por
uma fungao 7' : X — X em um certo espago X, e estudamos os iterados 7" (z), n € N,
para cada z € X. Podemos interpretar os elementos de X como os estados de um certo
sistema e 1" como uma lei de evolugao deste sistema.

J4 o caso continuo pode ser formulado como uma familia 7% : X — X, t € R, tal que
Tt (x) = T™ o T™(x), para todo t1,to € R ez € X, e T? é identidade. Neste caso
o sistema evolui com um tempo continuo, e esta relacionado com o estudo de equagoes
diferenciais.

Uma das ramificacoes da teoria dos sistemas dinamicos, juntamente com a anélise
funcional, é a dos sistemas dinamicos lineares que, como o proprio nome diz, tem o
objetivo de estudar os iterados de uma transformacao linear. No caso de dimensao finita,
a forma de Jordan nos da todas as informagoes sobre as transformacoes lineares. Em
dimensao infinita, no entanto, existem diversos operadores com algumas propriedades
interessantes que nao sao possiveis no caso de dimensao finita, como por exemplo ter
orbita densa.

Na dinamica linear, os operadores que possuem orbita densa sao chamados hiperciclicos.
Se a orbita de x é densa em X, dizemos que x é vetor hiperciclico para T. O uso deste
termo, ao invés de transitivo como em outras areas dos sistemas dinamicos, vem do estudo
feito ha bastante tempo de operadores ciclicos. Um operador T : X — X é dito ciclico se
existe um vetor x € X tal que o subespago gerado pela 6rbita de z é denso em X (tal x
é dito vetor ciclico para T').

Estas classes de operadores estao relacionadas com um dos problemas em aberto mais
importantes da andlise funcional: o Problema do Subespaco Invariante. Este problema
questiona se todo operador 7" : X — X em um espaco de Hilbert possui um subespaco
fechado nao trivial invariante, ou seja, um subespago fechado £ C X, E # {0} e £ # X,
tal que T(E) C E. O subespago gerado pela 6rbita de um ponto z por T' é o menor
subespaco invariante por 7' que contém x, logo o fecho do subespaco gerado pela orbita
de x é o menor subespaco fechado invariante de X que contém z. Assim, se x for um
vetor nao ciclico para T', conseguimos um subespaco fechado invariante para T'. Portanto,
T nao admite subespaco nao trivial fechado invariante se, e somente se, todo vetor nao
nulo de X ¢é ciclico.

Analogamente, podemos perguntar se 7" admite subconjunto fechado nao trivial invari-
ante. Como o fecho da dérbita de um vetor é invariante, 7' nao admite subconjunto fechado

nao trivial invariante se, e somente se, todos os vetores nao nulos de X sao hiperciclicos.
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No caso em que X é um espago de Banach, P. Enflo deu em [24] um exemplo de um
operador que nao admite subespago fechado préprio invariante e C. Read deu em [25] um
exemplo de um operador tal que todo vetor nao nulo é hiperciclico, ou seja, este operador
nao admite subconjunto fechado préprio invariante.

Existem diversos resultados que reafirmam a complexidade da dinamica dos operado-
res lineares em dimensao infinita. Por exemplo, N. S. Feldman demonstrou o teorema
enunciado abaixo (cuja demonstragdo pode ser encontrada em [3], Teorema 2.61), que
nos diz que toda funcao continua em um espago métrico compacto é conjugado a res-
trigdo de um operador linear cadtico (i.e. T é hiperciclico e possui um conjunto denso de
pontos peridédicos) em um conjunto invariante. Ou seja, em um certo sentido as dérbitas
dos operadores lineares podem ser tao complexas quanto de fungoes continuas em espagos

compactos.

Teorema 1.1. Euxiste um operador cactico T em um espaco separdvel de Hilbert H com
a sequinte propriedade: se K € um espago métrico compacto, para toda fun¢ao continua

f: K — K existe um subconjunto L C H tal que f € conjugado a restrigio T'|, de T em
L.

A classe de operadores em que estudaremos mais profundamente é a dos frequente-
mente hiperciclicos. Tais operadores sao caracterizados pela seguinte propriedade: se
T : X — X é um operador linear, onde X é um espaco vetorial topoldgico, existe um

ponto x € X tal que, para todo aberto nao vazio V C X,
1
liminf —#{n € [0, N] : T"(z) € V'} > 0.
N—oco N

Por mais que a definicao de operador frequentemente hiperciclico seja topoldgica, estes
operadores tém uma grande relacao com a teoria da medida. Por exemplo, como veremos,
se um operador T' : X — X admite medida ergdédica com suporte total (i.e. medida
ergodica tal que u(U) > 0 para todo aberto U C X nao vazio), entao T é frequentemente
hiperciclico. Daremos énfase ao estudo destes operadores do ponto de vista da teoria da
medida.

Algumas perguntas naturais que surgem quando estudamos os operadores frequente-

mente hiperciclicos sao: dado um operador linear T : X — X frequentemente hiperciclico,
1. Existem medidas invariantes com suporte total?
2. Existem medidas ergddicas com suporte total 7

Com relacao a primeira pergunta, daremos uma resposta positiva sob algumas hipoteses
sobre o espaco X, dada no teorema 4.1. Em particular, vamos mostrar no teorema 6.1

que se X ¢é um espago de Banach reflexivo, entao 7" admite uma medida de probabilidade
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invariante continua (i.e., p({a}) = 0 para todo a € X) com suporte total e tal que o
conjunto dos pontos periddicos de T' tem medida nula.

Para a segunda vamos estudar um contra-exemplo de um operador construido em [17].
Vamos mostrar no teorema 5.11 que tal operador no espago das sequéncias com indices
em Z que convergem a zero (denotado por ¢(Z)) é frequentemente hiperciclico, mas nao

admite medida ergodica com suporte total.

Organizacao do texto

O trabalho que direcionard os estudos desta dissertagao ¢ o artigo [1] de S. Grivaux
e E. Matheron. O objetivo é estudar detalhadamente as demonstracoes e técnicas dadas
neste artigo, bem como entender seus pré-requisitos, buscar exemplos, buscar resultados
recentes relacionados e pensar em problemas em aberto.

Nas duas primeiras subsecoes da se¢ao 2 vamos listar alguns dos principais resultados
de topologia, andlise funcional, teoria da medida e teoria ergddica que usaremos ao longo
do texto. Uma técnica que sera de suma importancia para a demonstragao de um dos
principais teoremas que demonstraremos (o teorema 4.1) é a de um objeto chamado
mwvariant mean, que expressa a ideia de uma média. Faremos uma construcao detalhada
das invariant means na subsecao 2.3 baseada em resultados que tratam ultrafiltros.

Na secao 3 estudaremos alguns dos principais resultados de operadores hiperciclicos
e frequentemente hiperciclicos. Em particular, demonstraremos o Critério de Hiperci-
clicidade Frequente (teorema 3.17) que nos d& um critério bastante 1til para encontrar
exemplos de operadores frequentemente hiperciclicos.

Nas se¢oes seguintes estudaremos os resultados de [1] usando as ferramentas que in-
troduzimos nas secoes anteriores. A secao 4 trata condigoes para que um operador fre-
quentemente hiperciclico admita medida invariante com suporte total. Primeiramente
estudaremos o caso em que o operador esteja em um espaco compacto e, a seguir, va-
mos estudar um caso mais geral, motivado por espacos de Banach reflexivo. Por fim,
estudaremos codicoes para que o operador admita medida invariante com suporte total
continua.

Na se¢ao 5 vamos introduzir um parametro ¢(7') que mede a maxima frequéncia com
que a érbita de um vetor hiperciclico T" pode visitar uma bola centrada na origem. Al-
gumas aplicagoes que daremos deste parametro sao mostrar que o conjunto dos pontos
frequentemente hiperciclicos ¢ magro em X e dar um exemplo de um operador frequente-
mente hiperciclico que nao admite medida ergddica com suporte total. Terminamos esta
segdo dando uma ideia de como construir este contra-exemplo usando resultados de [17].

A secao 6 trata o estudo de medidas invariantes com suporte total continuas para

operadores frequentemente hiperciclicos tal que o conjunto pontos periddicos tem medida
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nula. O teorema que demonstraremos nesta secao nos diz que se T' é um operador frequen-
temente hiperciclico em um espaco de Banach reflexivo, entao T" admite medida invariante
continua com suporte total tal que o conjunto dos pontos periddicos de T" tem medida
nula. A primeira parte seguird dos estudos feitos na secao 4, mas demonstraremos alguns
argumentos no sentido de categoria de Baire para mostrar a existéncia de uma medida
que tal que o conjunto dos pontos periddicos de T tem medida nula.

Na secao 7 vamos estudar a existéncia de medidas ergodicas com suporte total. A
ideia sera usar o teorema da decomposicao ergddica para mostrar que se T admite uma
medida invariante m tal que o conjunto dos pontos hiperciclicos (que denotaremos por
HC(T)) tem medida positiva, entdo 7" admite medida ergédica com suporte total. Vamos
introduzir duas familias de medidas que nos darao condi¢oes para encontrar medidas m

invariantes tais que m(HC(T)) > 0.

2 Preliminares

Nesta secao vamos revisar e introduzir alguns conceitos elementares que usaremos ao
longo do texto. Ela serve como referéncia para os principais resultados e defini¢oes que

usaremmeos.

2.1 Topologia e Analise Funcional

Vamos listar apenas os principais resultados utilizados ao longo do texto, com énfase
nos espacos poloneses, que sdo 0s que mais aparecem no nosso contexto. Para uma leitura
geral de topologia, recomenda-se [12], de espagos poloneses e teoria descritiva de conjuntos
em geral, é recomendada a leitura de [15] e de anédlise funcional, recomendamos [21] . Estes

dois livros sao as principais referéncias desta subsecao.

Definicao 2.1. Seja X um espaco topoldgico. X ¢ dito espago polonés se é um espaco

métrico, separavel e completo.

Definicao 2.2. Um espaco topologico X é dito Lindeldf se toda cobertura aberta de X

possuir subcobertura enumeravel.

Teorema 2.3 ([15]). Seja X um espago polonés nao vazio e sem pontos isolados. Entdo

existe um subconjunto de X homeomorfo ao conjunto de Cantor.

Definicao 2.4. Seja X um espacgo separavel. Diremos que X ¢ uma compactificagao de

X se X é compacto, métrico e X pode ser mergulhado em X como subconjunto denso.

Teorema 2.5 ([15]). Se X é um espago polonés, entao existe X uma compactificacdo de
X.
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Teorema 2.6 (Lema de Urysohn, [12]). Seja X um espa¢o normal, e sejam A e B

fechados disjuntos de X. Entao existe uma fun¢ao continua
f:X —10,1]
tal que f(r) =0Vrx € Ae f(z)=1Vz € B.

Teorema 2.7 ([15], [11]). Se F C C(X) € uma familia enumerdvel que separa pontos de

um compacto (X, 1), entdo X ¢ metrizdvel.

Teorema 2.8 (Categoria de Baire, [10]). Se X € um espagco métrico completo, entdo toda

intersecao enumerdvel de abertos densos de X € densa em X.

Corolario 2.9. Em um espago métrico completo, toda intersecao enumerdvel de conjuntos

Gs densos € um conjunto Gs denso.

Teorema 2.10 ([21]). Seja H um espago de Hilbert e T C H wum subespago fechado.
Entdo H=T & T+.

Corolario 2.11. Seja M um subespago de um espago de Hilbert H tal que se (f,g) =0
para todo g € M, entao f =0 em H. Entao M € denso em H.

Demonstracdo. Basta tomarmos T = M no teorema anterior. Pela continuidade do pro-
duto interno, M+ =T+ assim T'= M <= T+ = {0} < M+ ={0}. O

Teorema 2.12 (Banach-Alaoglu, [21]). Se E é um espa¢o de Banach, entao a bola

unitdria fechada de E* é compacta na topologia fraca™.

Proposicao 2.13 ([21]). Se E ¢é um espago de Banach separdvel, entio a bola unitdria

fechada em E* € metrizdvel.

2.2 Teoria da Medida e Teoria Ergodica

Nesta subsecao vamos listar alguns resultados conhecidos da teoria da medida e da

teoria ergddica, bem como definir uma topologia nos espacos de probabilidade.

Definigao 2.14. Sejam (X, B, 1) um espaco de medida e f: X — X uma fun¢do men-

suravel. Dizemos que u € invariante por f se
w(A) = u(f*(A)) para todo A C X mensuravel.

Proposicao 2.15 ([4]). Sejam f : X — X wma transformac¢iao mensurdvel e u uma

medida em X. Temos que i € invariante por f se, e somente se,

[ odn= [ oo pau

para toda ¢ : X — R integrdvel.
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Vamos agora definir uma topologia no conjunto das probabilidades em X. Seja X
um espago polonés e P(X) o conjunto das medidas de probabilidade borelianas. Dados
p € P(X), ®={¢1,...,on} um conjunto de funcoes ¢; : X — R continuas e limitadas e

e > 0, sejam

V(,u,(I),e):{UGP(X):‘/qﬁidV—/gbidu‘ <5para1§i§N}.

Estes conjuntos formam uma base para uma topologia, conhecida como topologia fraca*
ou topologia de Prohorov. E possivel mostrar que P(X) com esta topologia é um espago
métrico, completo e separdvel (ou seja, P(X) é um espaco polonés com esta topologia
quando X o é).

Para construir uma métrica que gera esta topologia, seja {¢,} um subconjunto enu-
meravel denso na bola unitaria do conjunto das funcoes continuas de X em R. E possivel

mostrar que

p:PX)xP(X)—=R

(,0) i} ‘/%du—/%dv
n=1

¢ uma métrica e que a topologia gerada por ela é a de Prohorov.

Quando queremos mostrar que uma sequéncia de (p,)nen converge para i nesta to-

pologia, o seguinte teorema é bastante tutil:

Teorema 2.16 (Portmanteau, [4], [14]). Seja X um espaco polonés e p a métrica que

gera a topologia de Prokhorov. Sao equivalentes:

1. p(pin, 1) = 0,

2. [ fdun, — [ fdu para toda f: X — R continua e limitada,
3. liminf u,(G) > pu(G) para todo G C X aberto,

4. limsup p, (F) < u(F) para todo F C X fechado.

Ao longo do texto, sempre que considerarmos o conjunto P(X), ele estard munido da
topologia de Prohorov.
Um conhecido teorema da teoria da medida que usaremos é o teorema de Riesz. Usa-

remos a seguinte forma:

Teorema 2.17 (Teorema de Riesz, [10]). Seja K um espag¢o métrico compacto. Considere
® : C°(K) — C funcional linear positivo. Entdo existe uma unica medida boreliana finita

wem K tal que
O(p) = /god,u para toda p € C°(K).
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Uma consequéncia do teorema de Riesz e do teorema de Banach-Alaoglu é o seguinte:
Teorema 2.18 ([4]). Se X é um espago métrico compacto, entio P(X) é compacto.

Uma medida é dita ergddica para T se satisfaz alguma (e portanto todas) das equi-

valéncias do seguinte teorema:

Teorema 2.19 ([5]). Seja T : X — X uma transformagao mensurdvel e p uma probabi-

lidade T-invariante em X. Sao equivalentes:
1. Para todo A mensurdvel tal que T~'(A) C A, temos u(A) =0 ou p(A) =1,
2. Para todo A mensurdvel tal que (T (A)AA), temos u(A) =0 ou u(A) =1,
3. Para todo A mensurdvel com medida positiva, p(|J,—, T-"(A)) =1,

4. Para quaisquer A, B mensurdveis, ambos com medida positiva, existe n > 0 tal que

u(T—"(A)N B) > 0.
Outro teorema que usaremos ¢ o de Birkhoff, que pode ser enunciado como:

Teorema 2.20 (Ergédico de Birkhoff, [5]). Sejam (X, B, 1) um espago de probabilidade e
T:(X,B,pn) — (X,B,n) uma transformagao ergédica que preserva medida. Entao, para
toda f € L'(X, ), temos

=,
FOGIBIR |t n=arw

Um dos principais teoremas da teoria ergddica que usaremos bastante é o da Decom-
posicao Ergodica. Fixemos a seguinte notacao, que sera usada em seu enunciado:

Seja (X, B, ) um espaco de probabilidade e P uma particdo de X em conjuntos
mensuraveis. 7 : X — P serd a projecao natural, ou seja, ela leva z € X no elemento
da partigao a qual contém x. Diremos que @ C P é mensuravel se 7~1(Q) = uniao dos
elementos de P que estao em Q é mensuravel em X. Definimos entao uma medida em P

dada por
A(Q) = u(r~(9))
para cada @ C P mensuravel.
Teorema 2.21 (Decomposicao Ergédica, [4]). Sejam X um espago métrico separdvel e
completo, f : X — X uma fung¢ao mensurdvel e p uma probabilidade invariante. Entdo

existe um conjunto mensurdvel A C X com u(A) =1, uma particao P de A em subcon-

Juntos mensurdveis e uma familia de probabilidades {up : P € P} tal que

1. up(P) =1 para ji-quase todo P € P,
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2. P up(F) é mensurdvel para todo E C X mensurdvel,
3. up € invariante e ergédica para ji-quase todo P € P,
4. W(E) = [ pp(E)du(P), para todo E C X mensurdvel.

O resultado 4) deste teorema nos diz que a medida p pode ser escrita como uma com-
binagdo convexa (possivelmente nao enumeravel) de medidas ergédicas. Em particular,

este teorema nos garante a existéncia de uma medida ergddica para f.

2.3 Ultrafiltros

Nesta subsecao vamos apresentar alguns dos principais fatos sobre ultrafiltros e intro-
duzir o conceito de média invariante, ferramenta que sera fundamental na demonstragao

do teorema 4.1. As demonstragoes podem ser consultadas em [6], [7], [8] e [9].

Definicao 2.22. Seja X um conjunto nao vazio. Um filtro em X é um subconjunto w de

2X satisfazendo:
. Xewedd¢w
2.5e Acwe AC B,entao B ew
3. Se A,B € w, entao AN B € w.

Intuivitamente, um filtro ¢ um subconjunto das partes de um conjunto que nao contém

o vazio, ¢ “fechado por continéncia’e fechado por intersecao.

Definicao 2.23. Um filtro w é dito wultrafiltro se é maximal, i.e., se @ for ultrafiltro com

w C w, entao w = w.
Proposicao 2.24. Sao equivalentes:
1. w € ultrafiltro
2. Se ABCX comAUB € w, entio Acw ou Bew
3. Para todo A C X, temos A € w ou X \ A € w.
Teorema 2.25. Todo filtro estd contido em algum ultrafiltro.

Defini¢ao 2.26. Sejam X um espacgo topolégico, S um conjunto nao vazio, (zs)ses uma
sequéncia de pontos em X, w um filtro em S e x € X. Diremos que x é um w-limite de

(x5)ses se para toda vizinhanca U de z existir F' € w tal que {z;:s € F} C U.
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Assim, x serd um limite da sequéncia (z4)secs se para cada vizinhanga do x existir F'
do filtro tal que a sequéncia indexada pelos elementos de F' pertencam a vizinhanca.
Teorema 2.27. Seja (x4)ses sequéncia em X e w filtro em S.

1. Se F € w, entdo todo w-limite de (x,)ses estd contido em {z, : s € F}

2. Sew € ultrafiltro, entdo todo ponto de (\pe, {7s : 5 € F} € w-limite de (x4)scs

3. Se X € Hausdorff, entao (xs)scs tem no mdzimo um w-limite.

4. Se X € compacto e w € ultrafiltro, entao (xs)ses tem pelo menos um w-limite.

Exemplo 2.28. Consideremos a sequéncia 0,1,0,1,--- e w um ultrafiltro em N. Pela
proposicao 2.24 o conjunto dos nimeros pares ou dos impares estd em w e, portanto, a

sequéncia tem w-limite.

Definicao 2.29. Um ultrafiltro em N é dito ndo principal se nao contiver um conjunto
finito.

Observacao. 1. Se w é ultrafiltro nado principal, z é w-limite da sequéncia (x,) se,
Ve > 0
{n:|z, —z| <e} €w,

2. nao conseguimos escrever os ultrafiltros nao principais explicitamente, mas a existéncia

destes ultrafiltros é garantida pelo lema de Zorn.

Proposicao 2.30. Se (z,) € uma sequéncia de nimeros reais que converge a x no sentido
usual, entao

limz, =z
quando w for ultrafiltro nao principal.

Seja agora ¢ € (*°(N). Vamos olhar para a sequéncia de nimeros reais

(@) = <% > ¢<i>)

Note que (z,) é limitada, pois ¢ é limitada. Assim, se w é ultrafiltro, o limite lim,, x,,

neN

existe e é unico, pois R é Hausdorff e a sequéncia esta contida em um compacto.
Fixemos agora w um ultrafiltro nao principal, e seja x¢y = lim, x,. Para qualquer
e > 0, sabemos que

{n:l|e, —xo| <e} ew

ou seja, {n : |r, — xg| < e} é um conjunto infinito. Isso é equivalente a dizer que z( é

ponto de acumulacao da sequéncia (z,,).
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Com o ultrafiltro nao principal w fixo, seja
m() = lim > 3" (3
= lim — i).
© o

m : (*°(N) — R estd bem definido, pelo que acabamos de provar.

Defini¢ao 2.31. Dizemos que m : /*°(N) — R é uma média invariante se é um funcional

linear positivo satisfazendo:
em(l)=1
e m(¢(-+a)) =m(p) Va €N
onde 1(i) = 1Vi € Ne ¢(- + a) é a sequéncia (¢(i + a))en.

Mostremos que m ¢ média invariante. Se ¢(i) = 1 Vi € N, entdo a sequéncia

1 n . N .
(1320, 6(i))a converge a 1, logo m(g) = 1.
Para ver que m ¢ invariante, mostremos que ¢ invariante com a = 1, os outros casos

serao analogos. Denotemos ¢(i) = a; e xo = lim,, % > ora;. Sejae >0 dado e n tal que

n
1
—E a; — Xo
n -

=1

Tal n existe, pois a; é limitada e x¢ = lim,, a,,. Assim,

9 a —a 9
S—GMS—
2 n 2

1 Ape1 — Q
—(a1+...+an)—l—L—a¢0
n n

Ap4+1 — A1
n

< +

1
—(a1+ ...+ a,) — 2
n

Assim, m(@(- + 1)) = m(6).
Para mostrar que m é funcional linear é anédlogo. Com efeito, sejam ¢, 1) € (>°(N).
Denote a; = ¢(i), b; = (i), o = limy, = Y7 | a; € yo = lim, = 37 | b;. Seja e > 0 dado,

e considere os conjuntos

1 n
A:{n:— a; — To| <

= {n: %Z(ai+bi)—(xo+yo)

<]

Como w ¢é filtro, AN B € w. Se n € AN B, pela desigualdade triangular temos que
n € C. Assim, AN B C C. Pela defini¢ao de filtro, C' € w. Logo,

m(¢ + ) = m(¢) + m().
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Temos também que
1 n
> liminf — '
m(o) > mint 37 00)

pois liminf, £ > | ¢(i) é o menor ponto de acumulacdo da sequéncia (£ 3" | ¢(i))y, €

m(¢) é ponto de acumulagao desta sequéncia.

3 Operadores Lineares

Nesta secao vamos introduzir algumas classes de operadores lineares, bem como listar
seus principais resultados e dar exemplos. As principais referéncias para esta secao sao
os livros [2] e [3].

3.1 Operadores Hiperciclicos

Definicao 3.1. Um operador 7' : X — X ¢é dito topologicamente transitivo se para

qualquer par de abertos nao vazios U, V, existe n > 0 tal que T"(U) NV = ().

Proposicao 3.2. Seja T' um mapa continuo em um espago métrico sem pontos isolados.

Entao:
1. Se x € X tem orbita densa por T, entao T"(x) também tem, para todo n > 0.
2. SeT tem orbita densa, entao € topologicamente transitiva.

Demonstra¢ao. 1. A 6rbita de T™(x) serd a 6rbita de x removendo os pontos z, T'(x), . . .,
T"1(x). Como X nao tem ponto isolado e estamos removendo uma quantidade fi-

nita de um subconjunto denso, a érbita de T"(x) também é densa.

2. Suponha que x € X tem orbita densa por T. Sejam U,V abertos nao vazios de X.
Por hipétese, existe n > 0 tal que 7" (z) € U. Pelo item 1), T"(z) também tem
érbita densa, logo existe um m > n tal que 7" (x) € V. Assim, T "™ (U) NV # 0.

[

Teorema 3.3 (Transitividade de Birkhoff). Seja T um mapa continuo em um espago

métrico completo e separdvel X sem pontos isolados. Entao sao equivalentes:
1. T é topologicamente transitiva;
2. FExiste x € X que possui orbita densa em X

Além disso, se alguma das condicoes anteriores € satisfeita, o conjunto de pontos de X

com orbita densa € um conjunto Gjy.
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Demonstragao. Pela proposigao 3.2 temos que 2) = 1). Mostremos entao que 1) —
2).

Seja T topologicamente transitiva e D(T") o conjunto de pontos em X que tém Orbita
densa por T. Como X tem subconjunto denso enumeravel {y; : i € N}, as bolas de
raio 1/m com centros y;, para i,m € N, formam uma base enumeravel (Uy)ren para a
topologia de X. Assim, x € D(T') se, e somente se, para cada k € N existir um n tal que
T™(x) € Uy. Logo,

D(T) = (Y JT (W)
k=1n=0

Como T ¢é continua, temos que U3 (T~ "(Uy) é denso e aberto em X, para cada k.
O Teorema da Categoria de Baire nos diz que D(T') é um conjunto G5 e, portanto, ndo

vazio. [
Definicao 3.4. Um operador T : X — X é dito hiperciclico se possuir 6rbita densa.

O teorema de transitividade de Birkhoff nos diz entao que, em espagos métricos se-
paraveis e completos sem pontos isolados, os operadores hiperciclicos sao exatamente os

topologicamente transitivos.

Exemplo 3.5. Seja B, : (?(N) — (P(N) um operador do tipo weighted shift, ou seja,
B, é um operador linear continuo da forma B, (z1,zs,...) = (w1Z2,wsxs...), onde w =

(w1,ws, ...) € £>°(N). Vamos provar que B, é hiperciclico se, e somente se,
N -1
hglogf (11 wi> =0.
1=
Seja © = (x1,22,...) € P, w = (wy,ws,...) € £>*. Comecemos encontrando uma
férmula geral para B™(z).

Bw(l’l, T, .. ) = (ngQ, w3xs3, .. )

B2(x1,29,...) = (Wow3T3, W3wyy, . . .)

Bl(x1,xe,...) = ((le> Tnit, (sz) :Un+2,...> (1)

Suponha que existe = tal que o cojunto {B]*(z) : n € N} é denso em (P. Queremos

mostrar que

n -1
hﬁgg}f (11 wl-> =0
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Sejay € (. Paracadal € N, consideramos a bola B(y, 1/l) e n; € N uma subsequéncia

(ng <mng <---)tal que B"(x) € B(y,1/l). Assim, B"(x) — y quando [ — oo. Portanto,

n;+1
(H Wz‘) Tpy+1 — Y1

i=2
Como z,+1 — 0 pois z € [P, devemos ter que
nl—l-l nl—i-l -1
Hwi—>oo = (Hw,) —0
=2 =2
Suponha agora que
-1
n
i 4 _
im golf (H wl> 0
i=1
Mostremos que B, é topologicamente transitivo (i.e. dados U,V abertos, existe n € N
tal que B"(U) NV # 0). Provemos para abertos bdsicos. Sejam y = (y1,y2,...),2 =
(21, 29,...) € £P e respectivas bolas B(y, 1), B(z,€2) em torno desses pontos. Para deixar
a prova mais limpa, seja € = min{ey, £2}. Queremos construir uma sequéncia z = (z,) e
encontrar um N tal que ||z — y||P < e e ||BYo(z) — 2|]P < e.

De (1), podemos considerar as primeiras coordenadas de = como sendo iguais as de y.

Nosso x terd a seguinte forma:
r = (yl,...,yl,O,--- ,0,0,...70,M17M2,...,MK,0,...>

onde a entrada de posicao Ny é o M;. Precisamos entao construir [, K, Ng e My, ..., Mg.
Primeiro, vamos construir K. Seja K € N grande o suficiente tal que se Z = (21, 29, .. .,
2k,0,0,...) entdo

|z —Z|IP < ¢

Para construir Ny, vamos olhar para o Ny-ésimo iterado de x porB,:

No+1 No+-2
BLJ‘YO(ZL') = << H wi> Ml, <H wi> Mg,. . )

Para ajudar na notagao, seja

1
ONo = HN0+1 ,
i=2 Wi
Queremos entao que
QN W2
MlzaNozl,Mgz 29,
(.UN0+2

Seja Ny € N tal que

an, < €
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que existe pela hipdtese do liminf. Note que nosso = ja estda perto o suficiente de z.
Precisamos apenas verificar que x esta na vizinhanga de y. Seja

wz..-wn

= moc{ | lall 2 << K}
w

No ** "% No+i

Se considerarmos [ grande o suficiente, teremos que
|z — il <ve = |lz —y|lP < Ce
onde C' é uma constante que depende de K, Ny e . Assim, obtemos o resultado.

Proposicao 3.6. Seja T um operador linear continuo em um espago de Banach separdvel.
Assuma que ezista uma probabilidade invariante p em X, com suporte total, tal que T é
ergodica. Entao T € hiperciclico e o conjunto dos vetores hiperciclicos para T tem medida
total. Mais precisamente, quase todo ponto v € X satisfaz o sequinte: para todo aberto
nao vazio V C X, temos

lim inf #{nelo,N): T"(x) e V} -0
N—o0 N

Demonstragao. Seja (V});en uma base enumeravel de abertos para X. Aplicando o teo-
rema ergédico de Birkhoff para cada 1y,, conseguimos uma sequéncia de conjuntos (A;)

tal que p(Aj) =1e
| N2
S 1T @) - (V)
n=0

para todo z € A; quando N — co. Como a intersegao enumeravel de conjuntos de medida
total tem medida total, A := N;A; tem medida total.

Como N
1 #{ne[0,N):T"(z) e V}
— 1y (T =
N Z v (T"()) v
temos que cada x € A é hiperciclico e satisfaz a condicao que queriamos. O

3.2 Operadores Frequentemente Hiperciclicos

Em 2005, Bayart e Grivaux introduziram em [20] a nocao de operadores frequente-

mente hiperciclicos:

Definicao 3.7. Seja X um espaco vetorial topolégico e T' um operador linear continuo
em X. Dizemos que T é frequentemente hiperciclico se existe x € X tal que para todo

aberto nao vazio U C X,

dens({n e Ny : T"(z) € U}) >0
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A densidade inferior de um conjunto A C Ny é definida por

dens(A) = lim inf #AN, N]}
N—o0 N +1

Suponha que A é um subconjunto de Ny. Escrevemos os elementos de A como uma
sequéncia estritamente crescente dada por (nk)kzl. Se np < N < ngyq, temos que

E_#ANDNY _ K
N1 N+1 T ong

pois AN[0, N| = {ny,...,n}, ouseja, #{AN[0, N]} = k. Tomando o lim inf, temos que

k
dens(A) = lim inf —.

k—o0 Nk

O liminf nﬁk é positivo se, e somente se, existe M > 0 tal que n% > M. Ou seja, A tem
densidade inferior positiva se, e somente se, existe C' > 0 tal que n;, < Ck.

E claro que todo operador frequentemente hiperciclico é hiperciclico. No entanto, ao
introduzir essa classe de operadores, surgem duas perguntas naturais: existem operadores
frequentemente hiperciclicos? Existem operadores hiperciclicos que nao sao frequente-
mente hiperciclicos? Daremos a seguir um exemplo de operador que é hiperciclico mas
nao é frequentemente hiperciclico e um critério que nos dara alguns exemplos de opera-

dores frequentemente hiperciclicos.

Exemplo 3.8. Vamos considerar novamente um operador do tipo weighted shift. Seja

B,, um operador deste tipo em £?(Np). Sejam V a bola aberta de centro 2¢ey e raio 1 em

(*(Ny) e z = (x,) um vetor em (*(Ny). Se n € N(z,V) :={n € N: B"(z) € V}, entao
|wi -+ wpEp| 2 1,

pelas contas que fizemos no exemplo em que damos a condicao para B, ser hiperciclico.

Assim, por estarmos em ¢*(Ny), devemos ter que Y |x,|*> < co. Em particular, temos
> e

e 2 ’
neN (z,V) (wl Wn)

Consideremos entao w, = /(n + 1)/n. B, é hiperciclico, pelo exemplo 3.5 (wy - - - wy, =
vn+ 1). No entanto, se N (z,V) tivesse densidade inferior positiva, a série

1 1
> ovs X oo
neN (z,V) (UJ1 w”) neN (z,V) n+l

nao iria convergir. Logo, B, nao pode ser frequentemente hiperciclico.

Para mostrar um critério que nos diz se um operador é frequentemente hiperciclico,

precisaremos do seguinte lema:
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Lema 3.9. Ezistem conjuntos dois a dois disjuntos A(l,v), l,v > 1, de Ny com densidade

inferior positiva tal que para todo n € A(l,v), m € A(k,u) temosn > v e
In—m| > p+v sen #m.

Demonstra¢ao. Vamos usar a representacao diadica:
o0
n = E CleJ = (ao,al, .. .),
J=0

para todo n € N, onde a; € {0,1}. Seja I(l,v), [,v > 1, o conjunto dos n € N que tém a
representacao diddica da forma
n=(0,...,0,1,...1,0,%),
—— ——
-1 v

onde o primeiro bloco tem [ — 1 0’s, o segundo tem v 1’s, seguido de um 0, e % pode ser
qualquer sequéncia.

Note que estes conjuntos particionam N, mas nao satisfazem a propriedade de se-
paracao que queremos. Para isto, vamos obter novos conjuntos a partir destes I(l, v).

Sejadr = vsek € I(l,v) paraalgum [ > 1. O 0, estd bem definido pois estes conjuntos
formam uma particao. Defina

k—1
i=1

que é uma sequéncia estritamente crescente. A ideia serda mostrar que os conjuntos
A(l,v) ={n, - ke I(l,v)},

[,v > 1, satisfazem o que queremos.

Primeiramente, note que estes conjuntos sao disjuntos dois a dois, por I(l,v) ser
particao e a sequéncia ny ser estritamente crescente.

Além disso, se n, € A(l,v), entdo ny > 6, = v. Sen; € A(l,v) e n,, € A(k,p), com

nj # Ny, suponha s.p.g. que j > m. Temos

7j—1 m—1
=1 i=1

j—1

i=m—1

>0 — O =V — [L.

Resta mostrarmos que A(l, v) tem densidade inferior positiva. Comecemos mostrando
que existe M > 0 tal que
nr < Mk para todo k > 1.
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Basta mostrar esta propriedade para k da forma k& = 2V, pois terfamos que se 2V~ <
k < 2V entao
ng < mgv < M2V = 202N < 2ME.

Seja entdao k = 2V. Olhando para os elementos de I(, ) novamente como da forma
n=1(0,...,0,1,...,1,0,%),

segue (por combinatéria) que se [ +v < N + 2, a quantidade de elementos em (I, ) que

sao menores ou iguais a 2V ¢ 2V+2=1=V ¢ ¢ 0 caso [ + v > N + 2. Assim,

2N
noy <2) 6, <2 Yy 2V
=1

I+v<N+2

v N
< (8221+y>2 .

L,y

Sejam agora [, > 1 e (k;); os elementos de I(l,v) em ordem crescente. Como este

conjunto tem densidade inferior positiva, segue que existe K < 0 tal que
k; < Kj paratodo j > 1.
Assim, escrevendo A(l,v) = {ny, : j > 1} como uma sequéncia crescente, temos que
ng, < Mk; < (MK)j para todo j > 1,
e segue que A(l, ) tem densidade inferior positiva. O

Usaremos este lema para dar nosso primeiro exemplo de um operador frequentemente

hiperciclico. Além dele, precisaremos do seguinte teorema da analise complexa:

Teorema 3.10 (Runge). Seja K C C um compacto e A um conjunto que contém pelo
menos um ponto de cada componente conexa de CU {oo} \ K. Sejam f uma fungao
holomorfa em alguma vizinhanca de K e e > 0. Entao existe uma funcdo racional h com

polos em A tal que
sup | f(z) — h(z)| <e.

zeK

Exemplo 3.11 (Operador de Birkhoff). Mostremos que o operador 7} : f — f(-+1) no
espaco H(C) das fungoes holomorfas é frequentemente hiperciclico.

Sejam A(l,v), l,v > 1, conjuntos de Ny dados pelo lema 3.9 e (F); uma sequéncia
densa de polinomios.

Seja ny, a sequéncia crescente de nimeros em (J; -, A(l,) dada na demonstragao do

lema 3.9. Se ny € A(l,v), seja By a bola fechada de centro ny e raio r, = v/2. Pelo
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lema 3.9, estas bolas sao disjuntas. Além disso, para facilitar a notacao, defina a funcao
gk(z) = P/(z — ny) na bola By.

A ideia agora sera aplicar o teorema de Runge recursivamente. Seja f; = ¢;. Se as
funcoes inteiras f1, ..., fr ja foram construidas, consideremos as fungoes definidas como
frem |z| < ng+ 7k e gryr em Byyy. Sejam g > 0. Pelo teorema de Runge, conseguimos

uma funcao inteira tal que

sup [ frr1(2) — fe(2)| <er e sup [frr1(2) — gra1(2)] < &

\z|§nk+rk 2EBy

Se > 72, ek < 00, pela primeira desigualdade e por ny — co temos que a fungao

k—o0

f(z) )+ (fre1(2) = fil2)) = lim fi(2)

é inteira. Além disso, escrevendo f(z) = fi(2) + 372, (fj+1(2) — fj(2)), obtemos

sup [ f(2) = gr(2)] < sup [fu(2) — gr(2 |+Zsup |fi+1(2) = £3(2)]

2E By, 2E By, =k 2E€ By,
[e.e]
<> e
j=k—1
onde €y = 0. Por definicao de By e g, obtemos
[e.e]
sup [f(z) = Bz —m)| < ) e
|lz—ng|<5 j=k—1

para ng € A(l,v). Tomando os ¢; de tal forma que Z;O:kq e; < 1/v para ny, € A(l,v),
trocando z — ny, por z, segue que

sup [/( +m4) = P(2)| < -

2<%

seny € A(l,v). Mas f(z+ng) = 17" (f)(z). Como (F,); é denso, os conjuntos {g € H(C) :
SUD|, <2 [9(2) — Pi(2)] < 1}, I,v > 1, formam uma base para a topologia de H(C) e os

A(l,v) tém densidade inferior positiva, segue que 77 ¢ frequentemente hiperciclico.

Para o préximo teorema, precisaremos das nogoes de F-espacos, espacos de Fréchet e

convergencia incondicional.

Definicao 3.12. Um espago X ¢é dito F-espago se for um espago vetorial topolégico

metrizavel e completo.

Definicao 3.13. Um espaco X é dito espaco de Fréchet se for um F-espaco localmente

convexo.
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Definigao 3.14. Uma série » .~ x, converge incondicionalmente se para toda bijecao

m:N—= N, asérie Y~ &) converge.

Usaremos as seguintes proposigoes. Suas demonstracoes e uma abordagem mais apro-
fundada de F-espagos, espagos de Fréchet e séries incondicionalmente convergentes podem

ser encontradas em [22] e [23].
Proposicao 3.15. Seja X um espaco de Fréchet. Sao equivalentes:
1. 3" x, converge incondicionalmente,

2. para todo € > 0, existe N € N tal que para todo conjunto finito F C {N,N +1,...}

temos que

< €.

D

Proposicao 3.16. Seja X um F-espaco. Entao X é um espaco de Fréchet se, e somente

se, toda sequéncia absolutamente convergente em X € incondicionalmente convergente.

Teorema 3.17 (Critério de Hiperciclicidade Frequente). Sejam X um espago de Fréchet
separdvel e T um operador linear continuo em X. Suponha que existe um subconjunto

denso Xog C X e um mapa S : Xg — Xg tal que, para todo x € X,

1. Y T"(x) converge incondicionalmente,
2. 3 .S™(x) converge incondicionalmente,
3. (ToS)(x)=u.

Entao T ¢ frequentemente hiperciclico.

Demonstragao. Como X é separdvel, conseguimos uma sequéncia (y;)jeny em X, densa
em X. Seja || - || a norma que define a topologia em X.
As condigbes 1) e 2) implicam que existem N;, [ > 1, tais que para todo j < [ e

conjunto finito F' C {N;, N; + 1,...}, temos que

> T (y))

neF

1

1
<ﬁe

> 8M(yy)
ner
Sejam A(l,v), l,v > 1, os conjuntos dados pelo lema 3.9. Definimos

A= A,
l,v>1
e z, =y sen € A(l, N;). Vamos agora considerar

r = Z S™(zp).

neA
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A ideia sera mostrar que x é um ponto frequentemente hiperciclico para T. Comecemos
mostrando que a série converge incondicionalmente. Seja [ > 1 e considere F' C Nj finito.

Temos que, por definicao de A e dividindo a soma até [ e depois de [ + 1 até infinito,

oSNz =D Y SMy)

g
l [eS)
=2 > S+ > S
i=1 neA(j,N;) J=l+1neA(4,N;)
nel nekl

Como para todo j <le FF C{N;, N, + 1,...} finito temos a segunda desigualdade de
(2), pelo lema 3.9 temos que n > N, para todo n € A(j, N;). Assim, para todo j > 1 e
F C N, finito,

" 1 1
Z S™(y)|| < 7] < 5
n€A(j,Nj)
neFr

Portanto, para todo F' C {N;, N, + 1,...}, temos que

=1
ZS”(y] < Z 12! Z 92

neA J=l+1
neF
oo
1 Z
2 —

Como [ é arbitrério, a série converge incondicionalmente.

l\Dl,_u

Mostremos agora que x é um ponto frequentemente hiperciclico para T'. Seja [ > 1.

Para todo n € A(l, NV;), temos que

T"(x) =y =Y T"(S*(2r) + D T"(S* () + T"(S"(z) — ui-
keA keA
k<n k>n

Usaremos a mesma ideia de antes. Seja m > n. Temos que a segunda soma acima
sera

keA J=1 ke A(j,N;) J=l+1keA(j,N;)
k>n n<k<m n<k<m

Novamente usando o lema 3.9, temos que k—n > IV, na primeira destas somas e k—n > N;

na segunda. Assim como anteriormente, segue que

n 2
keA
k>n
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Se usarmos a primeira desigualdade de (2) ao invés da segunda, obtemos de maneira

analoga que

n 2
D> TS ()|| < o
keA
k<n
Além disso, como n € A(l, N;), temos que T"(S™(z,)) = z, = y;. Pela desigualdade

triangular, obtemos que, para todo n € A(l, V)

. 4
I7(@) — | < o

Como (y;) é denso e A(l, N;) tem densidade inferior positiva, segue que x é ponto

frequentemente hiperciclico para 7. O

Usaremos este teorema para os seguintes exemplos de operadores frequentemente hi-

perciclicos:

Exemplo 3.18 (Operador de MacLane). Mostremos que o operador derivada D no espago
das fungées holomorfas no plano complexo H(C) (é possivel mostrar que este espago é de
Fréchet) é frequentemente hiperciclico. Seja Xy o conjunto dos polinémios e considere o

operador S tal que .
SN = [ £
0

A condicao 1) do teorema 3.17 é satisfeita, pois a soma é finita (se o grau de um
polinémio P é n, 0 = D""'(P) = D"*?(P) = ...), logo converge incondicionalmente. A
condigao 3) é direta. Para verificar a condigao 2), é suficiente mostrar para monémios (o

caso geral é uma combinagao linear deste). Assim, como

ZDS (Zk):ZmZ +k:k'ZEz

n= n=0 n==k

converge absolutamente, logo incondicionalmente em H (C), segue o resultado.

Exemplo 3.19. Consideremos o operador continuo em #*(Ny) dado por
T($0,$1,1‘2, - ) = (2]]1, 25[)2, .. )

Tomando X como sendo o conjunto das sequéncias com suporte finito e S(zg, z1, 2,...) =
(0,1/2x,1/2x4,...), pelo Critério da Hiperciclicidade Frequente temos que T é frequen-

temente hiperciclico.

Mais geralmente, temos o seguinte:
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Exemplo 3.20 (Weighted shift). Seja B, o weighted shift associado a sequéncia de
nimeros reais positivos e limitados w = (wy,ws,...) em . Queremos encontrar uma
condicao suficiente para que B, seja um operador frequentemente hiperciclico. Tomando
D C (?(N) como sendo o conjunto das sequéncias que tém suporte finito (ou seja, as
sequéncias que possuem uma quantidade finita de termos nao nulos), é facil ver que D é
um subconjunto denso.

Assumindo w; # 0, podemos definir o operador linear S,, em D como S, (e;) = wijrlleiﬂ.
Disso, temos que B,S, = I em D. Precisamos agora satisfazer a primeira hipdtese do
teorema 3.17. Como B!(x) = 0 para n suficientemente grande, se « € D, > Bl'(x)
converge incondicionalmente.

Notemos agora que

-1
Sw(€i) = wii1€it
2 _ -1 _o—1, —1
Su(€i) = Su(Wipi€ir1) = Wi Wiioeiva-
Mais geralmente, temos
1
Sole) = ————¢€iyn
Wit1 " Witn
Assim, se supusermos que

> 1
St
— (wl e wn)p

a série Y S(e;) serd incondicionalmente convergente, e segue que B, é frequentemente

hiperciclico.

Os operadores frequentemente hiperciclicos possuem uma grande relacao com os ope-
radores caéticos (i.e. operadores hiperciclicos que possuem conjunto denso de pontos
periédicos). Uma destas relagoes se da pelo Critério da Caoticidade, usada para encon-
trar exemplos de operadores caodticos, que é o mesmo que o Critério da Hiperciclicidade

Frequente.

Teorema 3.21 (Critério de Hiperciclicidade). Sejam X um espago de Fréchet separdvel
e T um operador em X. Suponha que existam subconjuntos densos D1, Dy C X e uma

sequéncia de mapas Sy, : Do — X tais que
1. T (x) — 0 para todo x € Dy,
2. S, (y) = 0 para todo y € Ds,
3. T™ S, (y) — y para cada y € Dy,

entao T' € hiperciclico.
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Demonstracdo. Basta mostrarmos que 1" é topologicamente transitivo. Sejam U,V aber-
tos nao vazios de X. Considere v € DyNU ey € DoNV. Entao z + S, (y) - x € U
e T™(x 4+ Sy, (y)) = T™(x) + T™S,, (y) = y € V quando k — oco. Assim temos que
T™(U) NV # & para k suficientemente grande. O

Teorema 3.22 (Critério de Caoticidade). Seja T um operador em X satisfazendo as

hipoteses do teorema 3.17. Entao T é cadtico.

Demonstragao. Segue de 1) e 2) que T"(xz) — 0 e S™(z) — 0 para todo z € Xj. Assim,
usando o Critério da Hiperciclicidade temos que 1" é hiperciclico.

Fixemos x € X,. Para cada k > 1, seja

xk—ZS"k +x+ZT"k

Por 1) e 2) temos que =, — = quando k& — oo. Além disso, por 3) temos que
T*(x1) = xp. De fato,

= ZS”’“ —|—:1:+ZT"’“

= Tk,

ou seja, todo ponto z € Xy pode ser aproximado por pontos periddicos de T, logo os

pontos periddicos de T' sao um conjunto denso em X. O

4 Medidas Invariantes com Suporte Total

Nesta secao vamos estudar medidas invariantes que possuem suporte total, isto é, se
T : X — X é um operador linear, vamos estudar condigoes para a existéncia de uma

medida p satisfazendo
1. p é T-invariante: pu(T1(A)) = u(A) para todo A C X mensuravel,
2. p tem suporte total: p(U) > 0 para todo aberto U C X nao vazio.

Como vimos, se T' : X — X admite uma medida ergddica com suporte total, T" é
frequentemente hiperciclico. Uma pergunta que surge naturalmente é: se T : X — X é
frequentemente hiperciclico, 7" admite uma medida invariante com suporte total?

Se supusermos X compacto, é possivel mostrar que 1" admite medida invariante com
suporte total, como veremos na préxima subsecao. O caso mais geral que provaremos é o

seguinte:
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Teorema 4.1. Seja (X,T) um sistema dinamico polonés, i.e., X é um espa¢o métrico,
separdvel e completo e T : X — X. Suponha que X tem uma topologia 7, que é Hausdorff,
menos fina que a topologia original Tx e que todo ponto de X tem base de vizinhanca
com respeito a Tx de conjuntos T-compactos. Suponha ainda que T é frequentemente
hiperciclico com respeito a Tx e continuo com respeito a 7. Entao T admite uma medida

de probabilidade tnvariante com suporte total.

A motivagao para o enunciado geral deste teorema é o caso de espagos de Banach refle-
xivos. Se pensarmos em 7 como a topologia fraca e 7y como a topologia da norma, temos
as propriedades do teorema anterior: as bolas fechadas formam uma base de vizinhancas

para 7x de conjuntos 7-compactos.

4.1 Caso Compacto

Mostremos nesta subsecao que se X é um espago compacto metrizavel e T : X — X
é frequentemente hiperciclico, entao T" admite medida invariante com suporte total.

Note que P(X) é compacto na topologia fraca*™ por 2.18 e metrizével por 2.13, pois
C(X) é separavel (pelo teorema de Riesz, conseguimos identificar o espa¢o das medidas em
X por C(X)*, assim P(X) serd um subespago fechado da bola unitaria, que é compacto
e metrizavel). Seja xg € FHC(T). Para cada N € N, defina a seguinte probabilidade em
X

1 N
N = N ;5Tn(xo).

Conseguimos uma subsequéncia uy, convergente na topologia fraca®, digamos py, —

m € P(X). Ou seja, temos que

1
/X fd,uNk:m; F(T™(z0)) — /X fdm

para toda f € C(X).
Como [, (foT)duny =« LS VL F(T7(20)) para todo N, segue que

/X(foT)duNk—/deuNk =0

para toda f € C(X). Assim, [, (foT)dm = [, fdm, ou seja, m é T-invariante.
Mostremos agora que a m tem suporte total. Seja U um aberto nao vazio e tome
V um aberto nao vazio cujo fecho estda em U. Pelo teorema de Portmanteau, como o
conjunto V' é fechado, a aplicacao u + u(V) é semicontinua superiormente em P(X) (a
demonstracao deste fato é andloga a que daremos no lema 4.8). Temos entao que

m(V) > limsup uy, (V).

k—o0
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Como .
pn (V) = Fk#{n € [1, Ny : T (o) € V},

segue que

m(U) >m(V) > limsup uy, (V)

k—oo

1
> lim inf N#{n €[1,N]:T"(xp) € V} >0,

N—oo

pela definicao de frequentemente hiperciclico.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.1

Antes de demonstrarmos o teorema 4.1, observemos o seguinte:
Observacao. As topologias 7 e Tx geram os mesmos borelianos.

De fato, como cada x € X tem base de vizinhanca de conjuntos T—compactos e
7x ¢ Lindelof (espago métrico separdvel = segundo contdavel = Lindeldf), todo
Tx—aberto é uniao enumeravel de conjuntos T—compactos, que sao fechados, pois 7 é
Hausdorff, logo é 7—Borel. Como 7x ¢ mais fina que 7, obtemos a igualdade entre as
o—algebras. Assim, quando falamos de Borelianos em X, nao precisamos dizer se sao os

gerados pela topologia 7 ou 7.

Demonstracao do Teorema 4.1. A demonstracao serd dividida em fatos. Vamos usar a
seguinte notacao: K, denotard o conjunto de T7—compactos, xg o ponto frequentemente

hiperciclico de T' e para cada ¢ € *°(N), vamos denotar

m(¢) = / o(i)dm(i),

onde m é a média invariante construida na subsecao 2.3.

Fato 4.2. Todo subconjunto 7-compacto de X é 7-metrizavel.

Demonstracao. Seja K € K, e (V;);eny uma base enumerdavel de abertos ndo vazios para
K com respeito a topologia 7x. Para cada j, denotaremos o 7-fecho de V; por E;. Note
que F; é T-compacto, pois ¢ 7-fechado e esta contido em K, que é 7-compacto.

Denotemos por J a familia dos pares (ji, j2) tais que E;, N E;, = @.

Afirmacao. Todo par de pontos de K pode ser separado por um par (E; , Ej,) para
algum (ji, j2) € J.
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De fato, sejam z,29 € K. Como (X, 7) é Hausdorff, existem U;,Us € 7 tal que
11 €Up,x9 €Uy e U NUy = @. Como Uy, U; € 7, temos Uy, Uy € Tx. Por hipdtese, todo
ponto de X possui base de vizinhanca para a topologia 7x de conjuntos 7-compactos,
logo, existem K, Ky conjuntos 7-compactos com z; € Ky C Uy, 9 € Ky C U,. Como
(X, 7) é Hausdorft, K; e K5 sdo 7-fechados. Como K; e K, sao elementos das bases de
vizinhangas de x; e @y, conseguimos V; C K; e V;, C Ky, com a1 € Vj, e 29 € V.
Portanto, F;, C K e E;, C Ky, e segue a demonstragao da afirmagcao.

Usando o Lema de Urysohn, para cada j € J tomamos f; : K — R 7-continua tal
que f; = 1l em Ej e f; = 0 em Ej;,. Assim conseguimos uma familia enumerédvel de
funcoes T-continuas que separam os pontos de K. Como K é 7-compacto, é metrizavel

pelo teorema 2.7. O

Fato 4.3. Para todo K € K, existe uma unica medida positiva de Borel px em K tal

que

/ fduk = /(1Kf)(Ti(x0))dm(i) para toda f € C(K,T).
K N
Além disso, g satisfaz 0 < px(K) < 1 e se o Tx-interior de K for nao vazio, pux(K) > 0.

Demonstracao. O operador
L) = [ (Lief (T Cao) (i

¢ um funcional linear positivo em C(K, 7). De fato, para ver que L ¢é linear, basta ver que

(f +9)(T"(x0)) T'(z0) € K
0 Ti(zo) € X \ K

(L (f + 9) (T (z0)) =

(T (x0)) + 9(T' (o)) T'(w0) € K

= (L )(T"(20)) + (Lxcg)(T"(w0))

e como m é média invariante, a primeira parte segue do teorema de Riesz.

Tomando f =1 em K, temos que

n

e (K) = / (L) (T (o)) dm(i) = lim = 3 (1) (T (x0)

i=1
<1

Seja V' o Tx-interior de K em X e suponha V # &.
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() = /N (L) (T () )dm(s) > lim inf — Z 10)(T (2))

n

> lim inf 1 Z(lv)(Ti(xo)) > 0

n n
i=1

onde a ultima desigualdade vem do fato de que xy é ponto frequentemente hiperciclico de
T. m

Fato 4.4. Se K, L € K, com K C L, entao ux < ur, onde
pr(A) == ug (K NA) para todo A C X boreliano

Demonstra¢ao. Como (X, 7x) é espago métrico e cada ux é finita, estas medidas sao
regulares. Assim, basta mostrar que pug(E) < pr(E) para todo E Tx-compacto. Faremos
isso para os conjuntos T-compactos, pois como Tx ¢ mais fina que 7, os subconjuntos
Tx-compactos sao 7-compactos. Como K N E é compacto, podemos supor £ C K e
trocarmos K N E por E.

Como E é t-compacto e L é Hausdorff, E é fechado. Consequentemente, a funcao
indicadora em F, 1 : L — R, é semi-continua superiormente com respeito a topologia 7,
pois

1%} t<0
15 (00, t) =X L\E 0<t<1
L t>1

Assim, 1,'(—00,t) é aberto em L, para todo t € R.

Como (L, T) é metrizavel, conseguimos uma sequéncia decrescente (f;);en de fungoes
em C(L,7) tal que f; — 1p pontualmente (por exemplo podemos tomar f;(x) =
sup,cr11e(y) — jd(z,y)}). Temos também que a restricio de cada f; a K é C(K, 7).

Assim, temos que

/K fidpre = / (1 ;)(T" (o)) (i) < / (10f,) (T (1)) (i) = /K fidy

onde a desigualdade vem do fato que se olharmos para

(Lofs = 1k f3) (T (20)) > 0

e m ser funcional linear positivo. Logo,

m(1f5 = 1r [;)(T" (w0)) = m((LLf5)(T"(20)) — (Lx f3)(T" (o))
m(1Lf5)(T" (o)) — m(Lx f5)(T" (o))

_ / (1)) (i) = [ (L) (T o))

N
>0
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Tomando agora j — +00, obtemos px(E) < pr(E). ]

Fato 4.5. Se tomarmos

p(A) == sup pug(A) para todo A C X boreliano,
KeK,

entdo p é medida positiva de Borel em X com p(X) < 1.

Demonstracao. Primeiramente, observemos que se K, Ky € K., entao conseguimos L €
K. tal que pup > pg, e pr > ik, (por exemplo, tome L = K; U K5).

Temos que 0 < p(A) < 1, para todo A boreliano, pois 0 < ug(A) < 1 para todo
K € K. Pelo fato 4.3, temos que pu(X) > 0.

Seja (A,) uma sequéncia crescente de borelianos. Temos que

m (Lnj An> = sup g (Lnj An> = sup (Sup [ (An)) = sup ( Sup fii (An))

KeK, KeK, n n KeK;,

= Sup M(An> = hm:u(An>

Pois podemos “comutar”os supremos. Assim, se (B,) for uma sequéncia de Borelia-
nos, podemos tomar A, = Ul B;, e temos que pu(UB,) = pu(UA,) = lim, u(A,) =
lim,, (U2, B;).

Provemos entao que p é finitamente aditiva. Sejam Aj, Ay disjuntos. px(A; U Ag) =
pr (A1) + pr(As) < p(Ar) + p(Az). Como vale para todo K € K, tomando o limite
obtemos

(A1 U Ag) < p(Ar) + pu(As).

Pelo fato 4.4,

prc, (Ar) + g, (A2) < pigyur, (Ar) + pruk, (A2)
= /’LK1UK2 (A]. U A2)
< p(ArU As)

Como vale para quaisquer K, Ky € K., tomando o limite obtemos u(A;) + p(A4s) <
p(A; U As). Portanto, u(A; U Ag) = u(Aq) + p(Asz). O
Fato 4.6. i é T-invariante e tem suporte total.

Demonstracao. Pelo fato 4.3, u tem suporte total. De fato, se U é 7x—aberto nao vazio
de X, U contém um conjunto 7—compacto que é Tx —vizinhanca, e tem 7x—interior nao
vazio. Assim, pu(U) > u(K) > ux(K) > 0.

Afirmagao. u(T'(E)) < u(F) para todo E € K.



39

Seja E € K, e mostremos que px (T (E)) < prx)(E) para todo K € K,. Como EN
T(K) é fechado em (T'(K'),T), 1gnr(k) € semicontinua superiormente, e entao conseguimos
uma sequeéncia (f;);>1 de fungdes em C(T'(K),T) que converge pontualmente a 1gnr(k)-

Assim,

NT(K)<E) = / 1enrx)ydprxy = hm fidprk)
T(K) T(K)

~tim | (Lo )T (o))
=tim [ (Lo ) (7 )

onde a ultima igualdade segue da invariancia por translacao de uma média invariante.

Note que
(L) i) (T (20)) = (ke - (f5 0 T))(T" (o).

De fato, segue por f; ser nao negativa e

. (T (g T (xy) € T(K
(1T(K)fj)(Tl+1(ZL‘()) _ f]( ( 0)) ( 0) ( )
0 caso contrario.
(T () T (wo) € K

0 caso contrario.

= (1x - (f; 0o T))(T"(0)).

Como f; oT é T—continua em K, temos

/N (Lo f5) (T (0 T)) (T (2))dm(i)

OT d,uK

I
N\Z\

Obtemos entao

MT(K)(E) Z ll]Hl/ (fj OT)d/LK - / 1EQT(K) onuK.
K K
Como 1gnrxy o T > 1r-1(p)nK, POis
1 T(x) S EﬂT(K)

1EﬂT(K) (@) T(:L‘) =
0 c.c

1 2eTY(E)NK

v

0 c.c.

= lr1pnk(T)
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Portanto,

vy (E) > / Lr-1(pynxdix = px (T~ (E)).
K

Como T(K) € K,, ((E) > prx)(E) > pr(T7H(E)). Como vale para todo K € K.,
tomando o limite obtemos u(E) > pu(T~1(E)). Isso conclui a demonstragao da afirmagao.

Agora, como e o T~ sdo medidas regulares de Borel, temos que pu(T1(A)) < u(A)
para todo A C X boreliano. Aplicando esta desigualdade para o conjunto X \ A (que

também é boreliano), obtemos
U(X\T71(4)) < (X \ A).

Como p ¢é finita, temos u(X) — u(T71(A)) < u(X) — u(A) e, assim, concluimos que
H(A) = p(T(4). .

Basta entao normalizarmos a medida . Assim, n = ﬁp serd medida de probabili-

dade invariante por 7' com suporte total.
O

Para o préximo lema, usaremos a seguinte proposicao, classica da teoria da analise:

Proposicao 4.7. Sejam X um espago métrico e f : X — R. Entdo f € semicontinua
inferiormente se, e somente se, para todo a € X temos f(a) < liminf f(x,) para toda

sequéncia (T,) — a.

Vimos no teorema 4.1 que operadores frequentemente hiperciclicos em certos espagos
admitem medida invariante com suporte total. O seguinte lema nos diz que se T" admite
pelo menos uma medida invariante com suporte total, entao admite uma quantidade

“grande” (no sentido de categoria de Baire) de medidas invariantes com suporte total.

Lema 4.8. Seja (X, T) um sistema dinamico polonés e denote por Pr.(X) o conjunto das
medidas de probabilidade de Borel T-invariantes em X com suporte total. Se Pr.(X) #
@, entdo Pr.(X) € um subconjunto Gs denso de Pr(X).

Demonstracao. Seja (V;);>1 uma base enumeravel de abertos de X. Temos que m € P(X)
tem suporte total <= m(V;) > 0 para todo j > 1. Defina, para cada j > 1, a seguinte
funcao:

= (V).

Note que cada f; é semicontinua inferiormente. Com efeito, seja p, uma sequéncia de

medidas que converge & ;1 na topologia de Prokhorov. Pelo teorema 2.16 lim inf p,(V;) >
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pu(V;) = liminf f;(u,) > f;(n). Pela proposicao 4.7 segue que cada f; é semicontinua

inferiormente. Além disso, temos que
Pra(X) =) f(0,00).

Portanto, Pr.(X) é Gs em Pr(X).
Suponha agora que Pr.(X) # @, e seja pg € Pr.(X). Se m € Pr(X),

me ‘= (1 - E)m + Elo

¢ T-invariante para qualquer € € (0,1) e tem suporte total, pois ug o tem. Logo, m. €
Pr.(X). Como m. — m quando € — 0, e isso vale para qualquer m € Pp(X), temos que
Pr.(X) é denso em Pr(X). O

4.3 Medidas Invariantes Continuas com Suporte Total

Vamos agora estudar condigoes para que um operador 7' : X — X admita uma medida
invariante com suporte total continua, ou seja, que satisfaga m({a}) = 0 para todo a € X.

Comecemos com o seguinte:

Lema 4.9. Sejam X um espaco de Hausdorff, T : X — X uma aplicacao continua e m
uma probabilidade de Borel T-invariante em X. Se a é tal que m({a}) > 0, entdo a é um
ponto periddico de T. Neste caso, m({T"(a)}) = m({a}) para todo n > 0.

Demonstracao. Se a nao for ponto periédico de T', entao os conjuntos 7" ({a}) sdo dis-
juntos dois a dois. Como m é T-invariante, todos estes conjuntos tém a mesma medida
e m ¢é probabilidade. Disso segue que m({a}) = 0, o que contradiz a hipdtese de que
m({a}) > 0.

Suponha agora que a é ponto periédico com perfodo N > 1. Assim, TV (a) = a,
e TVN"Ya) € T '({a}). Com isso, temos m({T"(a)}) < m(T"'({a})) = m({a}).

Aplicando este processo indutivamente, obtemos

m({a}) <m({T(a)}) < - <m({T"(a)}) < m({a}).
Portanto, m({1"(a)}) = m({a}) para todo 0 < n < N. O

Observacao. Segue diretamente deste lema que as medidas com suporte finito sao exa-

tamente as combinagoes convexas de medidas periddicas (definidas a seguir).

Uma classe de medidas que estudaremos ¢é a das periddicas:
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Definigao 4.10. Dizemos que uma medida v € P(X) é uma medida periddica para T se

tem a forma

onde a € X é ponto periédico de T' com TV (a) = a.
Em particular, temos que as medidas periddicas sao T-invariantes.

Proposicao 4.11. Seja (X,T) um sistema dinamico polonés, onde X nao possui pontos
isolados. Assuma que existe um conjunto finito Fy C X tal que, para todo N € N, o
conjunto {x € X : x ¢ Fy e TV (z) = z} ndo possui pontos isolados. Entdo, se T admite

uma medida invariante com suporte total, também admite uma que € continua.

Demonstracao. Seja p uma probabilidade invariante por 7' com suporte total. Sejam .
e uq as partes continua e discreta de p, respectivamente. Seja D = {a € X : u({a}) > 0}.
D é enumeravel, pois p é probabilidade. Além disso, o suporte de 4 estda em D. Pelo

lema 4.9, os pontos de D sao T-periédicos. Podemos entao escrever

Hd = E CalVq,
aeD
onde ¢, > 0 e v, é uma medida periddica cujo suporte estd na orbita de a. Temos que a

= — Z CaVa

a€DNFy

medida

é T-invariante e tem suporte total, pois, se A # & é aberto, fi(A) = u(A)=>_,cpar, CaVa(A)
> u(A\ Fy) > 0, visto que D N Fy é finito e X nao tem pontos isolados. Podemos entao
trocar p por fi e supor que D N Fy = &.

Notemos que pg é soma de medidas periddicas, logo é T-invariante. Assim, podemos
concluir que p. também ¢é T-invariante. Para terminarmos a demonstracao da proposicao,
basta mostrarmos que para cada a € D conseguimos uma medida m, continua e T-
invariante cujo suporte contém a. Com efeito, caso este fosse o caso, poderiamos definir

a medida

m = U+ E EaMa,
a€D

onde ¢, sao coeficientes suficientemente pequenos para que m seja finita, m sera medida
invariante com suporte total.

Fixemos entdo a € D e N > 1 tal que TV(a) = a. Como a ¢ Fy e F, é fechado
em X, podemos tomar uma base decrescente (V;),>; de vizinhangas abertas de a tal que
V; N Fy = @ para cada j > 1. Sejam C; = {x € V; : T"(x) = 2} conjuntos ndo vazios
(a € C;) e sem pontos isolados, por hipdtese. Note que C; = V; N{x € X : TN(z) = z},
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V; é aberto e {x € X : TN(z) = x} é fechado, logo sdo espagos poloneses, assim C; ¢
polonés. Pelo teorema 2.3, existe um subconjunto K; C C; homeomorfo ao conjunto de
Cantor {0, 1},

Para cada j > 1, tome uma probabilidade continua m; em K cujo suporte é K; (veja

observagao abaixo). Considere m; como medida de Borel em X. Defina m, por

00 1 1 N-1
my, ::Z§ (NijoT—n> .
j=1 n=0

Temos que m, ¢é probabilidade, pois

o) 1 1 N—-1 . o) 1 1 N—-1
ma(X) ::;Z (N;mjoT (X)) :;E (N;;Q =1
e é T-invariante, visto que
LS i o T T A)) = & (s (T (A)) + -+ my (T (4))
N N
= 5 (T (A)) o g (T D (A)) 4+, (4))
= % - m] © T—H(A)’

pois T"(z) = x para todo x em K, e assim m,(T'(A)) = m,(A). Como o suporte de m,
contém todos os K e os conjuntos K; se acumulam a {a}, segue que a estd no suporte
de m,. O

Observagao. Para construir uma probabilidade boreliana continua em C' = {0, 1},

podemos considerar, por exemplo, os cilindros
Cn(i) ={z € C:x, =1},

onde n € Nei € {0,1}. Defina u(C,(0)) = pu(C,(1)) = 1/2 para todo n € N. Para
estender para intersecoes finitas de cilindros, sejam iy,--- i € {0,1} e ny,-+- ,ni € N

distintos. Definimos

(Coy (i) N+ 11 Ca (i) = o1

Essas intersecoes formam uma base para a topologia produto em C. Para mostrar que
um ponto tem medida nula, sejam = = (x;) € C e ¢ > 0 dado. Tome N tal que
1/2N < € e considere i), = x), para 1 < k < N. Assim, z € Cy(i;) N--- N Cx(iy). Logo,
p({x}) < p(Ci(i) N---NCxl(in)) = 1/2N < &, e temos que u({z}) = 0.

A demonstracao de que p é de fato uma medida segue do teorema 38.B de [16],
tomando a medida em {0,1} como m({0}) = m({1}) = 1/2 e p serd a medida no espaco
produto.
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5 Quantificando a Frequéncia de um Operador

Nesta se¢ao vamos introduzir um parametro, que denotaremos por ¢(T'), para opera-
dores frequentemente hiperciclicos e o usaremos para mostrar diversas propriedades dos
operadores frequentemente hiperciclicos. Por exemplo, vamos mostrar que o conjunto dos
vetores frequentemente hiperciclicos é magro e vamos mostrar que um operador frequen-
temente hiperciclico do tipo weighted shift construido em [17] nao admite medida ergédica

com suporte total.

5.1 O parametro ¢(7)

Comecemos com as seguintes definigoes:

Definicao 5.1. Seja T um operador frequentemente hiperciclico em um espago de Banach

X. Definimos o conjunto
Nr(z,B) :={n e N:T"(z) € B}.
Para cada R > 0, vamos denotar por B a bola fechada de centro 0 e raio R.

Definicao 5.2. Seja T um operador frequentemente hiperciclico em um espago de Banach
X. Para cada R > 0, denotamos cg(T) := sup,cpc () dens Nr(z, Br). Definimos o
parametro ¢(T) por:

oT) = ;li% cr(T).

Essencialmente, o parametro ¢(7") mede a frequéncia maxima que a érbita de um vetor
hiperciclico pode visitar uma bola centrada na origem. Note que se T' é frequentemente
hiperciclico, por defini¢ao temos ¢(7T") > 0.

Comecemos agora a estudar o parametro ¢(7"). O seguinte lema nos diz que o sup na
definicao anterior ¢ atingido em um conjunto comagro de vetores e que, na verdade, o

parametro cg(7") nao depende de R, conforme mostraremos.
Lema 5.3. Para cada a > 0, eziste um conjunto comagro de vetores x € HC(T') tal que
dens Nr(z, By) = ¢(T).

Demonstracao. Para demonstrar este lema, vamos precisar dos seguintes fatos:

Fato 5.4. Sejam z € HC(T) e R > 0 tal que ||[T™(2)|| # R ¥Ym > 0. Entéo o conjunto

G.r={x € HO(T) : dens Ny(x, Bg) > dens N7 (z, Bg)}

é comagro em X.
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Demonstragao. Seja d, r = dens Nr(z, Bg). Para cada N € N, considere

UN,€:{xEX:EInthalqueTi(x)gé@BRsei:l,...,ne

% 3 15, (T'(@) > dan a}

Note que Uy, ¢ aberto, pois se x € Uy, conseguimos uma vizinhanca de x tal que
Ti(y) ¢ OB para cadai =1,...,n e 23" 1p5.(T%(y)) > d.r — € para todo y nesta
vizinhanga, dada a continuidade das fungoes T" e 15, o T".

Além disso, cada Uy ¢ denso em X. Com efeito, mostremos que Uy . contém a 6rbita
de 2 por T: seja k > 1 fixo. Entao T'(T*(z)) ¢ OBg, pois ||[T™(2)|| # R Vm, e

Np(T*(2), Bg) = Np(z, Br) — k.

Assim, dens N (T*(z), Bg) = dens Ny (z, Br) = d.r = T*(z) € Un.. Por z ser ponto
hiperciclico, Uy é denso em X.

Pelo teorema de Categorias de Baire, o conjunto

G=HCT)N | () Unzs
N,g>1
¢ Gs denso em X. Como G C G, g, segue o resultado. O

Fato 5.5. cg(T) nao depende de R > 0.

Demonstragdo. Da linearidade de T, temos que 15, (T%(2)) = 1p,(R™*T%(z2)). Assim,
NT<Z, BR) = NT(R_lz, Bl).

Mas HC(T') é invariante por dilatacdo (z é ponto hiperciclico se, e somente se, r -z ¢é
hiperciclico para todo r > 0, pois T' é linear). Logo, tomar o sup em z é equivalente a

tomar o sup em R~'z. Portanto, temos que cg(T) = ¢;(T) VR > 0. O

Demonstremos agora o lema. Seja a > 0. Pelo fato 5.5, conseguimos uma sequéncia
(2p)p>1 € HC(T) tal que
dens N7 (2, Baj2) = ¢(T)

quando p — oco. Tome R € (a/2,a) tal que ||T™(z,)|| # R para todo p e m. Pelo fato
5.4 e pelo teorema de categoria de Baire, conseguimos um conjunto comagro G C HC(T))

tal que

dens Nr(z, Bg) > dens Nr(z,, Br) Vo € G, Vp,

pois conseguimos para cada p e basta tomar a intersecao.
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Agora, como dens Nr(x, Bg) < dens Nr(z, B,) < ¢(T) e dens Nr(z,, Br) >
dens N (zp, Baj2) — ¢(T') quando p — oo, devemos ter dens Np(z, B,) = ¢(T).

Observagao. Com o lema 5.3, temos os seguintes:
1. O parametro ¢(T') pode ser tomado, qualquer que seja a > 0, como

¢(T) = max{c € [0, 1] : dens Np(x, B,) > ¢ para uma quantidade comagra
dex € HCO(T)},

2. A familia (Br)r>o ¢ mondtona com respeito a R, assim, pelo lema 5.3 e pelo teorema
de categoria de Baire, conseguimos um conjunto comagro de vetores x € HC(T) tal
que dens Nr(z, B,) = ¢(T) para todo o > 0.

Como consequeéncia, temos a seguinte:

Proposicao 5.6. Seja T' um operador hiperciclico em um espaco de Banach X com
c(T) > 0. Entdo existe um conjunto comagro de vetores v € X tal que ||T"(z)|| — 0

quando i — oo em um conjunto D, C N com dens(D,) > ¢(T).

Demonstracao. Pela observagao, temos que o conjunto
G ={z € X :dens Nyp(z, B,) > ¢(T) Vo > 0}

é comagro em X. Mostremos entao que os pontos deste conjunto satisfazem o que quere-
mos.

Fixemos z € X e tome uma sequéncia de nimeros positivos (e,),>; decrescente com
e, — 0. Pela definicdo de GG, conseguimos uma sequéncia crescente de inteiros (n,.),>o,

com ng = 1, tal que
1 . : 1
—#qielL,n] || T(2)|| < =p > c(T) — &, ,¥r > 1.
n, r

Podemos assumir que
Ny—1

<e&,Vr>1
n,

(caso seja necessdrio, conseguimos uma subsequéncia que satisfaga). Assim, temos

~a{ichnl @i} -

T

— {z € [Lnya) £ [IT()]| < %} + g {Z € (o] ||| < %} .

r

§ Ny—1

1 - 1
b {ienl Tl <} <

Ty

1 , 1
<ot g {ie ] sIiT @I < 1.



47

E, portanto, temos
1 _ , 1
—# i€ (ne_y,n ] ||T2)|| < = ¢ > e(T) —2¢e,, Vr > 1.
n, r

Tomamos o conjunto D, como sendo

b, =U{i€ s i) < ).

r>1
Com isso, conseguimos
1 1
_#([Lnr] N Dx) Z _#(<nr—lanr] N DCC) Z C<T) - 251"'
s n""
Quando 7 — oo, obtemos dens(D,) > ¢(T'). Por termos que ||T%(x)|| — 0 quando

1 — oo em D,, segue o resultado. O]

A seguinte proposi¢ao nos diz que nao é possivel trocar o 0 por algum ponto a € X
qualquer na proposicao 5.6, ou seja, dado a € X nao necessariamente conseguimos uma
quantidade comagra de vetores x € X tal que T(z) — a quando i — 0o em um conjunto

com densidade superior positiva.

Proposicao 5.7. Sejam X um espago topologico de Hausdorff, T : X — X continuo e
a € X. Se existir v € X tal que T'(a) — = quando i — oo em um subconjunto D C N

com dens(D) > 0, entdo a é ponto periddico de T.

Demonstracao. Primeiramente, mostremos que é possivel encontrar ¢ € N tal que D N

(¢ + D) é infinito. Suponha, por absurdo, que nao existe tal ¢, e considere os conjuntos

R.=(k+D)\ [ J (¢+D),

1<q<k
para k > 2. Estes conjuntos sao disjuntos dois a dois. Além disso, como D N (k+ D) é
finito Vk € N, Ry ¢ a translagao de um subconjunto cofinito de D.
Note que isto contradiz o fato de que dens(D) = ¢ > 0: tomamos uma média invariante
m em (*(N) tal que a sequéncia
1 2eD
Op(i) =
0 ieN\D
satisfaca m(¢p) = ¢ (é possivel, pois ¢ é ponto de acumulagao da sequéncia % Yo op(i)).
Definindo ¢, de maneira andloga, teriamos m(¢g,) = ¢, pela invariancia por translacao
da m e por Ry, ser a translacao de um subconjunto cofinito de D. Assim, co = m(¢yg, ) <
m(1), absurdo.
Seja entdo ¢ tal que D N (g + D) é infinito. Temos que T(z) — a e T(x) — T(a).
Como X é Hausdorff, T9(a) = a. O
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Outra consequéncia do lema 5.3 é o seguinte:

Teorema 5.8. Se T € um operador limitado em um espaco de Banach X, entdo FHC(T)

€ magro em X.

Demonstra¢ao. Podemos assumir T frequentemente hiperciclico. Pelo lema 5.3, consegui-

mos um conjunto comagro de vetores G C HC(T') tal que
dens Nr(z, By) = ¢(T) Vx € G.

Basta mostrarmos entao que nenhum = € G pode ser frequentemente hiperciclico.
Fixemos x € (G. Seja V um aberto nao vazio tal que VN By = @ e V C By. Temos
que
dens Ny (z, By) > dens Np(z, By) + dens Np(z, V)
= ¢(T) + dens Np(z,V),

pois Np(x, B1)UNr(z,V) C Nz(z, By).
Como dens Nr(z, Bs) < ¢(T), temos que dens Np(z, V) =0, logo x ¢ FHC(T). [

Corolario 5.9. Seja T : X — X um operador linear continuo num espaco de Banach
separdvel. Suponha que T admite uma probabilidade invariante com suporte total i, a
qual € ergddica com relagdo a T. Entdo o T é frequentemente hiperciclico e FHC(T) tem

medida total.

Demonstracao. Seja (V;)j € N uma base enumeravel de abertos de X. Aplicando o
teorema ergddico de Birkhoff para a fungao caracteristica 1y, para cada j, conseguimos

conjuntos de medida total A; tais que

N-1
1 n
~ D 1y, (T"(x) — u(V;) > 0V € A;.
n=0
Ou seja, temos
1
N#{n €[0,N—1]:T"(z) € V;} = u(V;) > 0Vx € A;.
Assim, temos que T é frequentemente hiperciclico. Consideremos entao o conjunto

A= ﬂjeN A;, que tem medida total. Disso segue que FHC(T') tem medida total. [

5.2 ¢(T) e a Existéncia de Medida Ergédica com Suporte Total

O seguintes teoremas relacionam a existéncia de medida ergddica com suporte total

com o parametro ¢(7T).
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Teorema 5.10. Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Se T admite uma medida

ergddica com suporte total, entdo c¢(T) = 1.

Demonstrac¢ao. Suponha que T" admite uma medida ergédica m com suporte total. Pelo
teorema ergddico de Birkhoff, para cada R > 0 conseguimos um Borel Q2 C X com

medida total tal que, para cada = € Qp,
1 O ;
— Z 15, (T"(z)) = m(Bg) quando n — co.
n
i=1
Fixemos R > 0 tal que m(90Bg) = 0. Consideremos novamente os conjuntos abertos

UN,E—{xeX:EInZNtalqueTi(x)§§8BRsei—1,...,ne

% 3 15, (T'(@) > m(Br) - g} .

Note que m(U;s1 T~(0Bgr)) = 0 ¢ Qr\ U;»1 T (0Br) C Un,, pois se € Qp, existe
n > N tal que 237" 1p,(T"(z)) > m(Bg) —e. Temos entao que m(Uy.) = 1. Pelo
fato de m ter suporte total, Uy, ¢ denso em X. Pelo teorema de categoria de Baire, o
conjunto ﬂquN Una-¢ ¢ G5 denso em X. Além disso, para cada x € ﬂN,qu Un 2-4 temos
dens Np(x, Bg) > m(Bg) e, portanto, dens Nr(x, Bg) > m(Bg) para uma quantidade
comagra de vetores x € X. Pela observacao que fizemos sobre o lema 5.3, ¢(T') > m(Bg)
para todo R tal que m(0Bg) = 0. Como o conjunto dos R > 0 tal que m(0Bg) > 0 é no
maximo enumeravel, tomando o sup em R obtemos
(T) > supm(Bp)
R>0
e, portanto, ¢(T") = 1.
[

Usando este teorema e a construcao feita do operador no Teorema 7 de [17], conse-
guimos um exemplo de um operador frequentemente hiperciclico que nao admite medida
ergddica com suporte total. Daremos a ideia da construgao deste operador na subsecao a
seguir. O que faremos para mostrar que este operador nao admite medida ergédica com

suporte total é mostrar que ¢(7') < 1 e usar o teorema anterior.

Teorema 5.11. Existe um operador frequentemente hiperciclico em co(Z) que nao admite

medida ergodica com suporte total.

Demonstra¢ao. Em [17], é construido um operador frequentemente hiperciclico 7' = B,,
(weighted shift) em co(Z) que goza da seguinte propriedade: Existe um conjunto A C N

com densidade inferior positiva tal que, para todo = € ¢(Z), temos

17" ()] = eg, z)] Vi € A,
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onde ef é o funcional linear em cy(Z) que leva (x,,)nez € co(Z) em .

Notemos que ¢(T) < 1 — dens(A) < 1. De fato, suponha o contrério. Temos que
¢(T) > 0, logo podemos aplicar a proposi¢ao 5.6 e obter um conjunto comagro de vetores
r € ¢o(Z) tal que T'(x) — 0 quando i — oo em um conjunto D, C N com dens(D,) >
¢(T) > 1 — dens(A). Para cada um destes vetores z, o conjunto D, N A tem densidade
superior positiva (pois dens(AN D,) = dens(D,) +dens(A) —dens(AU D,) > dens(D,.) +
dens(A) — 1 > 0) e, em particular, D, N A é infinito. Como ||T%(x)|| > |{e,x)| Vi € A,

tomando o limite com i — oo em D,, obtemos que (ej, x) = 0. Isto contradiz o fato que

que tais vetores x sdo densos em cy(Z).

Pelo teorema 5.10, T' nao pode admitir medida ergddica com suporte total. O

Como tltima aplicagao do parametro ¢(7'), vamos estudar operadores que admitem a

seguinte classe de vetores:

Definicao 5.12. Sejam X um espaco de Banach e T': X — X um operador. Um vetor
x € X é dito distribuidor irreqular para T se existem conjuntos A, B C N com densidade

superior 1, ||T%(z)|| = 0 quando i — oo em A e ||T"(z)|| = oo quando i — oo em B.

Temos a seguinte proposigao, provada em [17]. A ideia serd usar uma das equivaléncias
de T' admitir um conjunto comagro de vetores x € X tal que ||T%(z)|| — oo quando i — oo

em um conjunto £, C N com densidade superior 1 dada pela Proposicao 8 de [19].

Proposicao 5.13. Sejam X um espaco de Banach e T : X — X wum operador linear
limitado frequentemente hiperciclico. Entao existe um conjunto comagro de vetores x € X

tal que ||T"(x)|| = oo quando i — oo em um congunto E, C N com densidade superior 1.

Demonstragao. Por um resultado de [19], é suficiente encontrar € > 0, uma sequéncia (yy)

em X e uma sequéncia crescente (Vi) em N tal que limy, =0 e
#{1 <n < Ni  ||T™(yr)|| > €} > eNy.
Sejax € FHC(T) e 1 >mn > 0 tal que
dens({n - [[T"(x)|| > 1}) > n, (3)

cuja existéncia é garantida por x ser vetor frequentemente hiperciclico. Tomando
e = n/2, vamos construir as sequéncias (yx) e (IVx). Para cada k > 1, tome um py > 1
tal que ||TP*(x)|| < 1/k (novamente usando que z é vetor frequentemente hiperciclico).
Considere y, = TP+(z). Tomando N}, grande o suficiente, por (3) conseguimos que seja

satisfeita a seguinte condicao:

AL <n < Np o |[T"(ye)ll > 1} = #{1 + pr. <n < N +py : [|[T"(2)[| > 1}

>77Nk:
- 2
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Como #{1 <n < Ny, + [[T"(yx)|| > e} = #{1 <n < Ny, - [|T"(yx)|| > 1}, segue o que

queriamos. O
A partir desta proposicao e da proposicao 5.6 conseguimos o seguinte:

Teorema 5.14. Seja (X, T) um sistema dinamico linear e suponha que T admite uma
medida ergodica com suporte total. FEntdo T admite um conjunto comagro de vetores

distribuidores irrequlares.

Demonstracao. Como T admite medida ergdédica com suporte total, segue de 5.9 que T
é frequentemente hiperciclico e ¢(T') = 1. De 5.13 segue que existe um conjunto comagro
G tal que, para todo z € G, ||T"(x)|| = oo quando z — 0o em um conjunto £, C N com
dens(E,) = 1.

Pela proposicao 5.6, conseguimos um conjunto G’ comagro tal que, para todo x € G,
||T%(x)|| = 0 quando 2 — 0o em um conjunto D, C N com dens(D,) = 1.

Assim, todo vetor x no conjunto comagro G N G’ é distribuidor irregular. O

5.3 Construcao do Operador do Teorema 5.11

Vamos aqui mostrar a ideia da construgao usada em [17] para construir um operador

T : co(Z) — co(Z) satisfazendo, para todo = € ¢o(Z),
IT*(@)[] > [eg, x)| Vi € 4,

onde A é um subconjunto de N com densidade superior positiva. Na verdade, o que é
mostrado em [17] é que existe um operador que é frequentemente hiperciclico, mas nao
admite um vetor distribuidor irregular. A propriedade que queremos esta na demonstragao
do teorema 5.19. As demonstracoes dos teoremas e lemas desta subsecao estao todas em
[17].

O operador T" que vamos construir serd do tipo weighted shift. Comecemos com o

seguinte critério para um operador deste tipo ser frequentemente hiperciclico em ¢q(Z).

Teorema 5.15. Seja (wy,)nez wma sequéncia limitada por cima e por baizo de nimeros
inteiros. Entao B, € frequentemente hiperciclico se, e somente se, existe uma sequéncia
M (p) de niumeros reais tendendo a oo e uma sequéncia (E,) de subconjuntos de Zy tais

que:
1. para todo p > 1, dens(E,) > 0,
2. para quaisquer p # q, (E, + [—p,p]) N (B, + [—q.q]) = 2,

3. wy, Wy — 00 quando n — oo em I,
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4. para quaisquer p,q > 1, n € E,, m € E, com n # m,

Wy Winen = M(p)M(q) se m >n
1

Winent1 " Wy < ———— se m < n.
T M(p)M(g)

Antes de definirmos os pesos do nosso operador weighted shift, precisaremos de alguns
resultados auxiliares. Comecemos fixando a seguinte notagao: para cadaa > 1, > 0e
u € Nj seja

I* =[(1—-¢)a*, (1 +¢)a"].

Lema 5.16. Existem a > 1 e e > 0 tal que

(U <

u>1

e, para todo 1 < v < u, temos I%* N [%%* = @ e [#% — [©2 C [%.

A partir de agora, fixemos a > 1 e ¢ > 0 satisfazendo as condicoes do lema anterior.

Vamos considerar uma sequéncia crescente de inteiros positivos (b,) tal que

> " dens(b,N + [~2p, 2p]) + dens (U 1374€> <1
p>1 u>1
Segue em particular que b, > 4p para todo p > 1, pois caso contrario o primeiro termo
seria maior ou igual a 1.
Tomemos uma partigao de N em conjuntos sindéticos, por exemplo A, = 277N\ 2PN,
Defina
E,= | 13" nb,N.

ucAp

Lema 5.17. dens(E,) > 0 para todo p > 1.

Excluindo uma quantidade finita de elementos de A,, caso necessario, podemos assumir
que para todo u € A,
1% 4+ [—2p, 2p] C I&%,

Como %% N [*? temos o seguinte:

Lema 5.18. Sejam p,q > 1, n € E,, m € E; com n # m. Entdao

|n —m| > 2max{p, q}.
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Em particular, se p # ¢, temos que

(Ep + [-p,p) N (Eq + [—q,q]) = 2.

Com estes resultados, conseguimos definir os pesos. A ideia sera definir um w? tal que
wPm —n +1---wh é pequeno quando m < n, com m,n € E,, e um w*?, com u > v, tal
que w*'m —n+1---wy” é pequeno quando m € I% e n € I**. Fora disso, eles serdo
grandes o suficiente para que B,, nao admita vetor distribuidor irregular.

Comecemos construindo o w?, p > 1. Consideramos uma sequéncia w” = (w?) de

ndimeros positivos tal que:

) 1 seké¢ (b,N+[—p,p])

p “ e —
P £ seke (b,N+[—
2p p p,p)),

e 1/2 <wp <2 paratodo k € Z,

o w,=2sck>1

Agora vamos definir w"" para u > v. Sejam p,q > 1 tal que u € A, e v € A,. Vamos

: U __ u,v .
considerar w"” = (w,’") tal que:

. 1 se k ¢ [0%

.WTZ_i_l"'WO =
min{;, 5} se k € [%° — I~

e 1/2 <w;"" <2 para todo k € Z,
e w'=2sek>1
E possivel definir tal sequéncia, pois
I7° = I3° + [=2max{p, ¢}, 2max{p, ¢}] C I}** — I3* C I3*.

Com estas duas construcoes estamos prontos para definir nosso w. Vamos definir w_,,
n > 0, indutivamente pela relacao
_ 3 D D u,v u,v
W_nt1 " Wo = gnul%{w—n—i-l Wy Wy )
ewp =2 para k > 1.
Notemos que w estd bem definido. Com efeito, fixado n > 1, se p e u sao grandes o

suficiente, temos que

p p
w1 wy =1
u,v . u,v 1

W_pt1 "Wy =

Além disso, 1/2 < wy, < 2 para todo k € Z, logo B, é limitada e invertivel em cy(Z).
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Teorema 5.19. B, nao admite vetor distribuidor irreqular e € frequentemente hiperciclico.

Demonstracao. Para ver que nao admite vetor distribuidor irregular, vejamos que

W_pi1 -+ Wy Nao é pequeno com muita frequéncia. Seja

A=N\ (U(pr +[~2p,20)) U 13’45> .

p>1

Pela maneira que tomamos a,¢ e (b,), seque que A tem densidade inferior positiva. Por
construgao, se n € A temos que w_,41---wop = 1. Seja x € ¢o(N), x # 0 e seja k tal que

xr #0. Sen —k € A, temos que
1B57"(2)[oo > 24| > 0,

e assim x nao pode ser vetor distribuidor irregular para B,,,.

Para ver que B, ¢é frequentemente hiperciclico, usamos o teorema 5.15. Falta apenas
verificarmos o item 4). Sejam m € E, e n € E, com m < n. Se p = ¢, temos que
m —n € b,N, logo

1

R <
Wm—n+1 """ Wo = 5%

Se p # q, existem u, v, com u > v, tal que n €%° e m €%°. Assim,

< mi 1 1 < 1
Wm—n+1 -+ Wo > MiN ﬁ’ﬁ = Opta

e basta tomarmos M (p) = 2. Se m > n, pelo fato de m —n > p + ¢, segue que

Wy Wm—n Z 2p+q = M(p)M(q)

6 Medidas Invariantes que se Anulam em Per(7T)

No teorema 4.1 vimos que um operador 7" : X — X frequentemente hiperciclico,
com algumas hipoteses sobre o espago X, admite medida invariante com suporte total.
Nesta se¢ao, vamos ver algumas hipéteses para que 7" admita uma medida invariante com
suporte total continua e, mais ainda, para que o conjunto dos pontos periodicos de T

tenha medida nula. Nosso objetivo serd provar o seguinte:

Teorema 6.1. Se X ¢ um espaco de Banach reflexivo, entao todo operador frequentemente
hiperciclico T em X admite uma medida de probabilidade invariante continua m com

suporte total. Podemos também pedir que m satisfagca m(Per(T)) = 0.
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A primeira parte segue do 4.1: Seja X um espaco de Banach separavel reflexivo.
Usando a notacao deste teorema, tomamos 7y como sendo a topologia da norma e 7 a
topologia fraca de X.

Por X ser reflexivo, as bolas fechadas sao 7-compactas e, portanto, cada ponto de X
tem base de vizinhancas na topologia Ty de conjuntos T-compactos. Se T': X — X é um
operador linear limitado, T" é continuo com respeito a topologia fraca e vale a segunda
hipétese do teorema 4.1.

Pela proposi¢ao 4.11 também conseguimos uma medida como acima que é continua:

tomamos Fy = {0} e para cada N > 1, o conjunto
Av={r € X:2#0,TV(2) =2}

é vazio ou aberto nao vazio do subespago linear fechado By = {z € X : T (z) = z}. De
fato, dado = € Ay, temos que x # 0 e entdo existe € > 0 tal que B(z;¢) N By C Ay.

Ou seja, mostramos que se X é um espago de Banach reflexivo, T' admite medida
invariante continua com suporte total. Mais ainda, temos a seguinte, que vale para o caso

particular em que X é um espaco de Banach reflexivo e T' é frequentemente hiperciclico:

Proposicao 6.2. Seja T € £(X), onde X € um espacgo vetorial topoldgico polonés. Se
T admite uma medida invariante com suporte total, entao as medidas de probabilidade

T-invariantes continuas com suporte total formam um conjunto Gs-denso em Pr(X).

Denotaremos o conjunto das probabilidades continuas em X por P¢(X). Para provar

esta proposi¢ao usaremos os seguintes fatos:
Fato 6.3. Se X ¢é polonés, entao P¢(X) é Gs em P(X).

Demonstracao. Pelo teorema 2.5, conseguimos uma compactificacao X de X. Para cada

1t € P(X) consideremos a medida i € P(X) definida por
7i(A) == u(AN X) VA € X Borel.

Além disso, note que a fungao que leva p € P(X) em ji € 73()/(\' ) é continua. De fato,
seja p, — pelU C X aberto. Temos que U N X é aberto é aberto em X. Usando o

teorema 2.16, temos que

liminf p,(UNX) > (U NX)
— liminf ,(UNX) > p(UNX)

e segue que fi, — [, logo pu — i é continua.



56

Temos também que uma medida p € P(X) é continua se, e somente se, i € 73()? ) é

continua. Com efeito, suponha p continua e seja a € X. Segue que

p({a}) a€eX

p({a}) = p({a} N X) = -
@) ae X\ X

Por outro lado, se i1 é continua e a € X, p({a}) = p({a} N X) = u({a}) = 0.

Com isso, basta mostrarmos que PC()?) é G5 em P(X), i.e., podemos assumir que X
é compacto. Isto porque se PC()A( ) é escrito como intersegdo enumeravel de abertos em
P(X), {Ai}ien, segue que PE(X) = f~1(NA) = NfY(A;), onde f: p € P(X) = fi €
77()/(\' ), pelo que acabamos de observar.

Fixada uma métrica em X, para cada n € N tomamos uma cobertura de X por

conjuntos com didmetro menor que 1/2". Conseguimos entao uma subcobertura finita
(Vn,i)ieln-

Afirmagao. Seja p € P(X). Temos que p € P¢(X) <= para todo k € N existir n tal

que Vi € I,, u(Vyi) < 1/k.

Suponha que primeiro que p € P¢(X), ou seja, u({a}) = 0 para todo a € X. Vamos
supor por absurdo que exista um k£ € N tal que Vn € N existe um ¢ € I,, com ,u(m) >
1/k. Fixado este k, considere, para cada n € N, a, € V,; com u(V,;) > 1/k. Por
X ser compacto, a sequéncia (a,) possui subsequéncia convergente a,, — a. Como
1(Vy, ) = 1/k e o diametro de V,,, ; ser menor que 1/2" — 0, tomando o limite teremos
que p({a}) > 1/k, absurdo, pois p é continua.

Suponha agora que para todo k € N exista n tal que Vi € I,, u(V,;) < 1/k. Seja
a € X. Dado € > 0, tome k > 1/¢. Assim, existe n € N tal que Vi € I, u(V,;) < 1/k.
Se a € V,,;, temos pu(V,,;) < ¢ e, portanto, u({a}) < e. Como vale para todo & > 0, segue
que u({a}) =0, o que demonstra a afirmagao.

Consideramos entao, para cada k € N, o conjunto

1
Ak: {[JJGP(X) :dnViel, [L(le) < E}

Temos que Ay é aberto pelo teorema de Portmanteau, logo P¢(X) = (), Ak é Gs. O

Suponhamos agora que 17" admite medida invariante com suporte total. Denotaremos
por Pf., (X) o conjunto das medidas de probabilidade invariantes e continuas com suporte
total. Pelo 6.3 e por Pg,(X) ser G5 em Pr(X) (pelo lema 4.8), segue que Pf.(X) =
Pr.(X)NP7(X) é G5 em Pr(X). Basta entao provarmos que Pz (X) é denso em Pr(X).

Notemos também que P%’*(X ) # @ pela proposigao 4.11. Mostremos agora o seguinte:
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Fato 6.4. A delta de Dirac g estd no fecho de Pg (X) em Pr(X).

Demonstra¢ao. Comecemos com a seguinte:

Afirmacao. Para todo € € (0, 1) e toda vizinhanca W de 0 em X, existe v € Pg (X)) tal
que v(W) > 1 —e.

De fato, seja m uma medida de probabilidade continua T-invariante com suporte total.

Para cada o > 0, consideremos a medida dilatada m® dada por:

me(A) :=m 1 A VA C X Borel,
a

que ainda é uma medida de probabilidade continua, T-invariante (pois 7" ¢ linear) e com
suporte total. Seja agora K C X compacto tal que m(K) > 1 —e. Tome a > 0 de modo
que
1
KC—-W.

o

Assim, m®*(W) > 1 — ¢ e, portanto, v = m® satisfaz o que queremos na afirmagao.
Sejam (Wy)g>1 uma base enumerdvel decrescente de abertos de 0 em X e (gx)r>1 uma

sequéncia de numeros positivos com ¢, — 0. Para cada k aplicamos a afirmacao para

obter uma vy, € Pf,(X) de tal forma que
I/k(Wk) > 1 —¢gy.

Mostremos que a sequéncia (v ) converge para dp. Seja f : X — R continua e limitada.

Entao,

/ dek = dek +/ dek
X Wk X\Wk:

onde o segundo termo do lado esquerdo vai a zero, pois se |f(z)] < M, temos que
fX\Wk dek < MVk<X \ Wk) = M(l — l/k(Wk)) < Mg, — 0.
Para o primeiro termo, temos

1 1
Vk(Wk) W fdyk - f(O) = Vk(Wk)

/ (f — F(0))di 0,
Wy

pois dado € > 0, tome k grande o suficiente de tal que |f(z) — f(0)| < € Vx € W} D

Wiy1 2 -+ -. Disso, temos

Wéwyﬁyf—ﬂmm%

= v (W)

/|f—ﬂ®ngé
Wi

E, portanto,
1

i /Wk(f — F(0))dv — 0.
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Como v (W) — 1, temos que

/ Fdvy — f(0 / Fdo,

para toda f : X — R continua e limitada. Com isso, obtemos que v, — dg, 0 que conclui

a demonstracao do fato. O

Demonstracao da proposicao 6.2. A ideia serd usar um argumento de convolucao. Fixe-
mos m € Pr(X). Queremos mostrar que m estd no fecho de Pg,(X) em P(X) (i.e. que
P . (X) é denso em Pr(X)).

Para isto, vamos mostrar que existe uma sequeéncia (i)x>1 em P (X) tal que py —

m. Pelo fato 6.4, existe uma sequéncia (vx)r>1 tal que vy — dp. Defina
Mg = Vi *m

a convolucao entre v, e m. Por defini¢ao, temos que, para toda funcao f : X — R Borel

limitada,

/X Fip= | fo+ pin@ydm(y).

Mostremos agora que v, — m em P(X). Seja f : X — R continua e limitada.

Definimos f % m por

(f *m)(x) = /X f(x + y)dm(y)

e assim f xm é continua e limitada. Pelo teorema de Fubini e usando que vy — dg, temos

/deuk:/ (f *m)dv, — (f xm)(0 /fdm

Como vale para toda f, segue que pui — m.
Resta mostrarmos que py, € Pf ,(X).
Para ver que u é T-invariante, seja f : X — R Borel e limitada. Temos que, por

Fubini e por T ser m-invariante e vj-invariante,
[ o Ddm = [ (7oT)@ + ninaany)
= [ HT@ + T dn)in(y)
— [ T+ ydue)dm(y)

XxX

= f(x + y)dvg(z)dm(y)

/ Jdpu,
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Além disso, u; tem suporte total. De fato, seja U C X aberto nao vazio. Entao

V(U — y) > 0 para todo y € X, pois v, tem suporte total. Logo,

() = /X oo+ )dna)dm(y) = / (U — y)dm(y) > 0.

X

Mostremos agora que p ¢ continua: seja a € X. Temos que
milah) = [ Ldnaldm(y) = [ n{a = yhdm() =0,
XxX X

o que conclui a demonstracao. O]

Denotemos por Pr.(A) a familia das probabilidades m T-invariantes com suporte
total tal que m(A) = 1, ou seja, Pr.(A) = Pr.(X)NP(A) para todo A C X Borel.

A parte final do teorema 6.1 seguira da seguinte proposicao:

Proposicao 6.5. Se T' é um operador linear continuo em um espago vetorial topolégico
polonés X tal que Pr.(X) # @ e TN # Id para todo N > 1, entdo Pr.(X \ Per(T)) é
Gs denso em Pr(X).

Vamos usar as seguintes notagoes:
e ker*(T) = Uy ker(T*) é chamado o ntcleo generalizado do operador T'.
e A C X é dito invariante por dilatacao se r - A = A para todo r > 0.

O seguinte lema técnico (mais precisamente seu coroldrio) serd usado para demonstrar

a proposigao 6.5 (e, portanto, o teorema 6.1).

Lema 6.6. Seja T' um operador linear continuo em X tal que Pr.(X) # @ e seja F C X
fechado tal que

1. F — F ¢ invariante por dilatacdo e denso em lugar nenhum,

2. T(F \ ker*(T)) C F,

3. T(F—F\ker*(T)) C F—F.
Entao Pr.(X \ F) é Gs denso em Pr(X).

Corolario 6.7. Se Pr.(X) # @ ¢ F C X € um subespago linear prdprio fechado tal que
T(F)CF, entao Pr.(X \ F) é Gs denso em Pr(X).

Este corolério sai direto do lema, pois como F' é subespaco linear préprio, F' é denso
em lugar nenhum. Mais ainda, por F ser linear F'— F' = F e assim, por T'(F \ ker*(T)) C

T(F) C F, estamos nas hipéteses do lema.



60

Demonstragio da Proposicio 6.5 e do Teorema 6.1. Seja T tal que Pr.(X) # @ e TV
Id para todo N > 1. Escrevemos

Per(T) = U Fy

N>1

onde Fy = ker(T™ —1I). Cada Fy é um subespaco linear (é nticleo de uma transformacio),
fechado (Fy = (TN — I)7'({0})) e préprio (TV # Id). Aplicando o coroldrio anterior
para Fy, temos que Pr.(X \ Fy) é Gs denso em Pr(X) para todo N > 1.

Pelo teorema de Categoria de Baire,

() Pro(X\ Fy) # @
N>1
Portanto existe m € Pr(X) tal que m(Per(7")) = 0. O

Para demonstrar o lema 6.6, comecemos com alguns fatos:

Fato 6.8. Se O é um subconjunto aberto de um espago polonés X, entdao Pr(O) é Gs em

Pr(X).

Demonstragio. Seja m € P(X). m tem suporte em O se, e somente se, m(O) > 1 — 27k
para todo k > 1. Aplicando um argumento andlogo ao feito na demonstracao do lema
4.8, temos que, por O ser aberto, m — m(O) é semi-continua inferiormente em P(X).
Assim, P(O) é G5 em P(X) e portanto Pr(O) é Gs em Pr(X). O

Fato 6.9. Sejam (X, T’) um sistema dinamico polonés e m € Pp(X). Se £ C X é Borel
tal que T(E) C E ou T"Y(F) C E, entao 1gm é T-invariante.

Demonstragdo. Seja p = 1gm e assuma que T(E) C E = FE C T~'(E). Para todo
Borel A C X, temos

u(T~1(A)) = 1gm(T(A))
< Iy mm(T'(A))
— (moT ) (EN A)
=m(ENA)=1gm(A) = p(A)

pois, por defini¢do, 1gm(A) = [, 1gdm = m(E N A) e também Ly gym(T'(A)) =
fT*l(A) 1r—1gydm = m(TH(E)NT1(A)).

Portanto, u(T71(A)) < u(A). Aplicando para X \ A, obtemos que u(T71(A)) = u(A)
para todo A Borel e, portanto, p é T-invariante.

O caso em que T7H(E) C F nos da u(T~(A)) > p(A) e é completamente andlogo. [
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Fato 6.10. Seja 7" um operador linear continuo em X tal que Pr.(X) # &. Se O C X
é aberto nao vazio tal que T71(O) \ ker*(T') C O, entdao Pr(X) # @.

Demonstracao. Pelo que observamos no comeco desta secao, 7' admite uma medida inva-
riante com suporte total m que é continua. Assim, temos que m(O) > 0. Multiplicando
m por uma constante, podemos assumir que m(O) = 1.

Defina p := 1pm. Como m é continua e invariante, temos que, para todo & > 1,
m(T7*({0})) = m({0}) = 0. Com isso, m(ker"(T)) = m(U,>, T-*({0})) = 0. Assim,
p = Lo\ker*(1T)M-

Temos também que T~ (ker*(T)) = ker*(T), visto que se = € ker*(T), existe k tal
que TF(z) =0 = T (z) =0 = T*() € ker(T) C ker*(T). Por outro lado, se
x € T~ (ker*(T)), existe k tal que TH(T(z)) =0 = T* () =0 = x € ker(T**?) C
ker*(T).

Desta maneira, T (O \ ker*(T)) = T-1(O) \ ker*(T') C O\ ker*(T'). Pelo fato anterior,
p é T-invariante e, portanto, u € Pr(O). O

Demonstracao do Lema 6.6. Pelo fato 6.8 e pelo lema 4.8, Pr. (X \ F) = Pr(X \ F) N
Pr.(X) é Gs em P(X).

Vamos entao mostrar que se F' satisfaz nossas hipoteses, Pr.(X\ F) é denso em Pr(X).
Ainda pelo lema 4.8, como Pr.(X) é G5 denso em Pr(X), entao basta mostrarmos que
Pr.(X \ F) ¢ denso em Pr(X).

A ideia geral da demonstragao é andloga a da proposigao 6.2.

Fato 6.11. ¢, estd no fecho de Pr(X \ F — F') em Pr(X).

Demonstra¢ao. Assim como no fato 6.4, este resultado segue da seguinte:

Afirmacao. Para todo ¢ € (0,1) e toda vizinhanca W de 0 em X, existe v € Pp(X \
F—F)tal quev(W) >1—e¢.

De fato, seja O := X \ F — F. O é aberto e denso, visto que F — F é denso em
lugar nenhum. Como T(F — F \ ker*(T)) C F — F, temos que T-1(O) \ ker*(T) C O.
Com efeito, seja x € T\ ker*(T). Assim, T(z) € O e x € X \ ker*(T). Suponha que
r€F—F. Comox € F—F\ker"(T) e T(F — F \ ker*(T)) C F — F, deverfamos ter
que T(x) € F — F, o que gera um absurdo.

O também ¢é invariante por dilatagao, pois FF'— F 0 é: se x € O, r-x € O (caso
contrério, terfamos que z = r~' - (r-x) € F — F, absurdo). Pelo fato 6.10, existe uma
probabilidade p que é T-invariante e tal que u(O) = 1. Para todo a > 0, a u® que
definimos no fato 6.4 é T-invariante (7" é linear) e satisfaz u®(O) = 1 (O é invariante por

dilatacao).
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Aplicando entao o mesmo argumento do fato 6.4, segue que, para « suficientemente
pequeno, v := p® satisfaz o que queremos, o que conclui a demonstracao da afirmacao e
do fato. O]

Para concluir a demonstracao, vamos aplicar um argumento de convolugao assim como
na demonstragao da proposicao 6.2. Por esta, basta mostrarmos que toda medida T'-
invariante continua pertence ao fecho de Pr(X \ F) em P(X).

Fixemos uma medida continua m € Pp(X). Precisamos encontrar uma sequéncia ()
em Pr(X \ F) tal que pup — m.

Note que, como T'(F \ ker*(T)) C F e T ! (ker*(T)) = ker*(T), temos

o T'(F\ker*(T)) C F\ ker*(T),
o TH(X\ F)\ker'(T)) € (X \ F) \ ker'(T).

De fato, seja y € T(F \ ker*(T')) e suponha que y € ker*(T). Temos que existe x €
F \ ker*(T) tal que T(z) = y. Como T !(ker*(T)) = ker*(T), x € T '(ker*(T)) =
ker*(T"), o que gera um absurdo. Logo, T'(F' \ ker*(T)) C F'\ ker*(T"). O segundo caso é
completamente anélogo.

Novamente, por m ser continua e T-invariante, temos m(ker*(7")) = 0.

Pelo fato 6.9, podemos escrever m como uma combinagao convexa de medidas my, mg €

Pr(X) com my(F)=0=my(X \ F):
1

my = ; 10\ F)\ker* (1)) M
m((X \ F) \ ker*(T))) - \Oer @)
1
= 1 er®
M2 = (F \ ke (T)) (e @)™

caso os denominadores ndo se anulem. Se se anularem, tome m; = m caso m(F) = 0 ou
me =m caso m(X \ F') =0.

Como Pr(X \ F) é um subconjunto convexo de P(X) e m; € Pp(X \ F), basta
aproximarmos mgy por elementos de Pr(X \ F'). Ou seja, poderiamos ter suposto m(X \
F)=0.

Pelo fato 6.11, existe uma sequéncia (1)g>1 de elementos em Pr(X \ F — F) tal que
v, — 0p.

Assim como na proposigao 6.2 tomamos p := v, * m. Novamente temos que pui — m
em P(X), pois v, — g e as v sdo T-invariantes por m e v serem e T ser linear.

Resta s6 mostrarmos que ug(F) = 0. Como m(X \ F) =0,

un(F) = /X vl F — y)dm(y) = / w(F — y)dm(y).

F
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Pelo suporte de vy, estar em X \ F'— F, vp(F — y) = 0 para todo y € F' e, portanto,

7 Medidas Invariantes com Suporte em HC(T)

Nesta se¢ao vamos estudar alguns casos onde um operador T : X — X possui medida
ergddica com suporte total.

Um argumento que usaremos bastante é o seguinte: se 7' : X — X possui uma medida
invariante m tal que m(HC(T)) > 0, entao 7" admite uma medida ergddica p com suporte
total tal que u(HC(T)) > 0. Este fato segue diretamente do teorema da decomposigao
ergddica. Com efeito, aplicando este teorema a medida m, conseguimos m, uma medida

ergédica tal que m,(HC(T')) > 0, pois
m(HC(T)) = /mp(HC(T))dm(P) > 0,

onde as m,, sao ergddicas. Fixada entao esta m,, satisfazendo m,(HC(T)) > 0, denotemos
1t := m,. Para ver que p tem suporte total, seja U C X um aberto nao vazio. Pelo teorema
de transitividade de Birkhoff temos que HC(T') C {J,,, T7"(U) (basta supor s.p.g. que U
estd na base) e, assim, se u(U) = 0 terfamos que y(lJ,5o 7" (U)) = 0 por ser invariante,

o que implicaria u(HC(T')) = 0, absurdo.

7.1 Familias de Medidas Adequadas

Vamos agora introduzir duas familias de probabilidades que nos darao probabilidades
ergddicas com suporte total para T

A primeira delas, que denotaremos por Fr(X), é a envoltéria convexa das medidas
periddicas de T. Notemos que pelo lema 4.9 este conjunto é exatamente o das medidas
com suporte finito. Vamos denotar o fecho de Fr(X) em Pr(X) por Fr(X) e, para todo
A C X Borel, Fr(A) = Fr(X)NP(A).

A segunda familia de probabilidades que vamos estudar é a das medidas de Steinhaus,

que denotaremos por Sr(X):

Definigao 7.1. Seja (€2, §,P) um espago de probabilidade. Diremos que p € P(X) é uma

medida Steinhaus se é o pushforward de P por uma

O (QFP) = X
w»—)ZXj(w)-xj

jed

mensuravel tal que:
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e 1, sao autovetores unimodulares de T' (ou seja, seus autovalores associados tém

modulo 1),

e (X;j)jes é uma sequéncia finita de varidveis independentes com

Xj: (,8P)=>T={2eC:|z|=1}

w = x;(w)
mensurdveis e tal que x; P = A, onde A é a medida de Lebesgue em T.

Observacao. Na linguagem da teoria da probabilidade p é dita medida de Steinhaus se
é a distribuicao de uma variavel aleatoria ® da forma
Ow) =) x;(w) -z
jed
onde os x; sao autovetores unimodulares e as ; sao uma sequéncia finita de varidveis

independentes uniformemente distribuidas em T.

Analogamente, vamos denotar o fecho de Sy(X) em Pr(X) por S7(X) e, para todo
A C X Borel, Sp(A) = Sr(X) NP(A).

Definicao 7.2. Diremos que T possui um conjunto perfeitamente gerado de autovetores

unimodulares se, para todo D C T enumeravel, tivermos
spanjker(T"— M) : A e T\ D] = X.

Exemplo 7.3. Seja w € C tal que |w| > 1 e considere o B,, weighted shift em (*(Ny)
dado por By(e,) = we,_1 e B,(ey) = 0. Vamos mostrar que B, possui um conjunto
perfeitamente gerado de autovetores unimodulares.

Temos que A é autovalor de B, se, e somente se, |A| < |w|. De fato, se A é autovalor

de B,, seja v = (v, v1,...) o autovetor associado. Assim,

wu1 = g

WU = A3

Como v # 0, podemos supor s.p.g. vgp = 1. Temos entdo v, = A" /w". Para v estar em
(*(Ny), devemos ter que |\ < |w|.

Por outro lado, se |A| < |w|, basta tomarmos o vetor com coordenadas v, = \"/w"
que serd o autovetor associado ao autovalor .

Além disso, note que neste caso temos que ker(B,, — AI) é o espago gerado por

A A2 ="
= (155, = (%) e
Ux <7w7w2> ) ((U) €n

n=0
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Seja o a medida de Lebesgue em T, ou seja, do = %dﬁ. Seja A C T um subconjunto
com medida total. Suponha que x é tal que (x,v,) = 0 para todo A € A. A fungao
analitica ® definida em B(0, |w|) por

o) =3 e (5)

¢ igual a 0 em A. Pelo fato de A ser nao enumeravel (tem medida total), segue que A
tem um ponto de acumulacio de B(0, [w|). Por ® ser analitica, ® é identicamente nula,
ou seja, devemos ter (z,e,) = 0 para todo n > 0, logo x = 0. Ou seja, mostramos que se
x é tal que (x,vy) = 0 para todo x) € span{B,, — A : A € A}, entao z = 0. Como ¢?*(Ny)
¢ um espago de Hilbert, segue que span{B,, — Al : A € A} é denso, pelo coroldrio 2.11.

O teorema que nos garantird a existéncia de medidas ergédicas com suporte total para

T, aplicando o argumento que comentamos no comego desta secao, é o seguinte:
Teorema 7.4. Seja T um operador limitado em um espaco de Banach separdavel.

1. Assuma que T possui um conjunto de autovetores unimodulares perfeitamente gerado
e que o conjunto de autovetores periodicos de T é denso no conjunto de autovetores
unimodulares. Entdo Fr(HC(T)) é G5 denso em Fr(X).

2. Assuma apenas que T possui um conjunto perfeitamente gerado de autovetores uni-
modulares. Entdo Sp(HC(T)) é G5 denso em Sp(X).

Para isto, comecaremos mostrando que as duas familias que definimos sao adequadas
(no sentido que definiremos a seguir), e algumas propriedades para este tipo de familia
de probabilidades.

Definicao 7.5. Seja 7" um operador linear continuo em um espaco topolégico vetorial
polonés. Diremos que uma familia nao vazia de medidas T-invariantes M C Pp(X) é

adequada se:

e M ¢ invariante por dilatagao: para toda u € M e todo r > 0, se u"(A) := u(r - A)
para todo A C X Borel, entao u" € M,

e M ¢ invariante por convolucao: se p1, us € M, entao puy * ps € M,
e Cada u € M tem suporte compacto.

Lema 7.6. As sequintes familias de medidas T-invariantes sao adequadas:
1. Fr(X),

2. Sr(X),
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3. a familia das medidas T-invariantes com suporte compacto.

Demonstra¢ao. Comecemos lembrando que Pr(X) é invariante por convolugao (conforme

demonstramos no fim da proposigao 6.2).

1. Conforme observamos, o conjunto Fr(X) é o das medidas T-invariantes com suporte
finito. Assim, cada p € Fr(X) tem suporte compacto. Também temos que p" terd
suporte finito para todo r > 0. Por fim, se p e v tém suporte finito, u * v também

o tem.

2. Seja p € Sp(X). Temos que p é o pushforward de uma & = > ., y;z;, ie.,
uw= &, P, em que J é uma familia finita de indices. Assim, é claro que o suporte da
@ é compacto, pois é um conjunto fechado (suporte de medida é fechado) contido

em um compacto (lembre que as imagens das x; estdao em T e os z; estao fixados).

Mostremos agora que p é T-invariante. Seja A C X mensuravel. Temos que

P A ={weN:d(w) e A}

Ou seja,

Além disso, por definicao de medida de Steinhaus, temos que IP’(X]-_I(B)) = A\(B).

Como cada x; é autovetor unimodular de T, existem «; € T tais que T'(z;) = a;x;.

Mas "o xj(w)r; € THA) <= T e xi(W)rj) € A = (3,05 a5x)(w)z; €
A. Conseguimos entao escrever

T A) = {w €Q: (Z a;jx;)(w)z; € A} :
JjeJ
Pelo fato de cada «; ter médulo 1, (a;x;)P = x;,P. Portanto,

(T (A)) =P(@HT1(A))) =P(2 ' (A)) = u(A).

Também temos que Sp(X) é invariante por dilatagao, diretamente da definigao: se
fr é o pushforward de ® =% _._; x;z;, " é o pushforward de ®, = r—t. > ies XiT
(se T(z;) = ajxj, entao T(r~'-z;) = a;(r~' - z;)), logo p" € Sr(X).

Finalmente, para ver que Sr(X) é invariante por convolucao, basta usar o seguinte
resultado de probabilidade: se p; e po sao o pushforward de & = Eje 5 Xt e
by, = Zjeh X;%j, respectivamente, onde J; e Jp sao disjuntos, entao p = py * p1g €

o pushforward de ® = &y + Oy =3, 5 X;7;.
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3. Segue direto do fato de Pr(X) ser invariante por convolugao e de que a convolugao

de duas medidas com suporte compacto tem suporte compacto.
m

Para qualquer familia M C P(X) vamos denotar por M o fecho de M em P(X).

Denotaremos

M(A) = MNPA) ={meM:m(A) =1}
para todo A C X Borel.

Vamos denotar também por O a familia de abertos ndo vazios A tais que T-(A4) C A.

Temos o seguinte teorema:

Teorema 7.7. Seja T um operador linear continuo em um espago topologico vetorial
polonés X e M C Pr(X) uma familia adequada de medidas T-invariantes. Considere as

sequintes afirmagoes:
1. T admite medida ergédica com suporte total m tal que m € M,
2. T admite medida invariante m tal que m € M e m(HC(T)) = 1,
3. Para todo Q € Or, & pertence ao fecho de M(Q) em P(X),
4. Para todo O € Op, M(O) é G5 denso em M,
5. M(HC(T)) é Gs denso em M.

Temos entio que 1) = 2) <= 3) <= 4) <= 5). Além disso, se algumas das

afirmacoes de 2 a 5 € satisfeita, T admite medida ergodica com suporte total.

Demonstragao. A parte mais interessante serda 3) = 4). Comecemos com as outras.
1) = 2) : Vamos mostrar que se m é uma medida ergédica com suporte total, entao

m(HC(T')) = 1. Seja (V});>1 uma base de abertos nao vazios para X e seja

0;:=JT7(v)).
n>0

Pelo teorema de transitividade de Birkhoff, HC(T') = (1,5, O;. Além disso, por termos
que T71(0;) C O; e m ser T-invariante, m(T~'(0;)A0;) = 0. Por ergodicidade e como
m(0;) > m(V;) > 0, segue que m(0O;) = 1 para todo j > 1 e, portanto, m(HC(T)) = 1.

2) = 3): Seja m T-invariante com m € M e m(HC(T)) = 1. Para cada n > 1,
consideremos fi,, := m*", ou seja, p,(A) = m(2" - A) para todo A C X Borel. Como a
aplicacdo m + ju, é continua e M ¢é invariante por dilatacdo, temos que p,, € M para
todo n > 1. Além disso, por HC(T) ser invariante por dilatacao, temos pu,(HC(T)) =
m(HC(T)) = 1.
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Se Q € Or, temos que HC(T) C Q: T~ (Q) QO = T2 T CO =
= T™(Q) CQ = HCOT) CU,5T7"(2) € Q. Assim, p,(2) = 1. Como

/X Fdin = /X F2 ") dm(z)

para toda f : X — R continua e limitada, segue que u, — dy quando n — oo, logo d
estd no fecho de M(9) em P(X).

4) == 5) : Usando a mesma notacao do comeco, se O; € Or e M(O;) é G5 denso em
M, basta notarmos que M(HC(T)) = M(NO;) = NM(0;) (a tltima igualdade segue
diretamente da definicdo, pois m € M(NO;) <= m € M e m(O;) = 1 para todo j
< m € NM(0;)) é G5 denso em M.

5) = 2): Basta tomarmos uma m € M(HC(T)) para termos que m(HC(T)) = 1
em € M.

Mostremos agora a existéncia de uma medida ergodica com suporte total, assumindo
as afirmagoes de 2 a 5.

Supondo 5), temos que M(HC(T)) # @. Aplicando o teorema da decomposicio
ergédica para p € M(HC(T)), obtemos que existe uma medida ergédica m para T tal
que m(HC(T)) > 0. Como m ¢é T-invariante e HC(T') C |J,5o T "(U), para todo U # @
aberto, m tem suporte total: se existisse U # @ aberto tal que m(U) = 0, terfamos que
(U507 "(U)) =0em(HC(T)) = 0, absurdo.

Para demonstrar a ultima implicacao, vamos usar uma ideia parecida com a demons-
tracao do teorema 6.1, usando convolucao.

Fixemos O € Oy. Pelo fato 6.8, P(O) é Gs em P(X) e, portanto M(O) = M NP(O)
é G5 em M. Precisamos entdo mostrar que M(O) é denso em M. Para isto, mostraremos
que toda v € M pertence ao fecho de M(O) em P(X). Com isso teremos que M estard
contido no fecho de M(0O), logo M estara contido no fecho de M(Q). A outra continéncia
segue da definicdo de M(O), e teremos a igualdade.

Vamos entao fixar tal medida v e denotar
K =supp(v) = {z € X : para todo aberto U > z, v(U) > 0}.

Por M ser adequada, K é compacto. Temos os seguintes fatos:

Fato 7.8. O conjunto Q := ), (O — y) estd em Or.

yeK

Demonstragao. Primeiramente, notemos que €2 é aberto. De fato, sejam F'= X \ O e
C={(r,y) e XxK:x+yeF}.

C' é fechado em X x K, dada a restricao = +y € F. Com isso, temos que mx(C) = {z €
X :3Jy € K tal que z +y € F} é fechado em X (usando o resultado de topologia que se
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m: AX B — A é a projecao na primeira coordenada, com B compacto, entao 7 é uma
aplicacao fechada).

Notemos que 7x(C) = X \Q: x € 7x(C) < Jyec Ktalquer+y e F < Jy¢€
Ktalquez+y € X\O <= 2¢(),x(0—y) < x€ X\ Q Logo Q é aberto.

Mostremos agora que T(K) = K. Seja V aberto tal que V NT(K) # @. Entao
T=1(V) é aberto tal que T-'(V) N K # @: suponha que existe v € V e k € K tal que
v =T(k), entao k € T(V) N K. Pela definigdao de K (como sendo o suporte da v),
temos v(T~*(V)) > 0. Como v é T-invariante, v(V) > 0 para todo aberto V tal que
VNT(K) # @. Usando a defini¢do de suporte de uma medida, temos que T'(K) C K.

Por outro lado, sendo T'(K) compacto e X Hausdorff, V' = X \ T(K) é aberto em
X e temos que v(V) = v(T7Y(V)) = 0, pois T"H(V) N K = @. Assim como no caso
anterior (usando definigao de suporte de medida), temos que X \ T(K) C X \ K, ou seja,
K C T(K).

Mostremos entao que T1(Q) C 2. Como T(K) = K, podemos escrever

Q= () (0-T(y):
yeK

Assim,

TQ) = () T7H(0 - T(y))

= [ (T7(0) - )
cO-y=0

Para mostrar a segunda igualdade, usamos a linearidade de T": fixado y € K, temos que
THO0-T(y) ={zre X :T(z) €0 -T(y)}
={reX:JweOtalque T(x)=w—-T(y)}
={reX : T(x+y) €O}
={z—y:T(z) € O}
=T710) ~y

Fato 7.9. Se m € P(R2), entao m x v € P(O).

Demonstragao. Seja F' = X \ O. Temos que m(F — y) = 0 para todo y € K, pois
QN(F—y)=2eme P(Q). Assim,

(mxn)(F) = [ m(F = y)avty) = 0.

Logo, (m xv)(0) = 1. O
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Mostremos agora a implicacdo 3) = 4). Pela afirmacdo 3) e pelo fato 7.8, con-
seguimos uma sequéncia (m,) em M() tal que m, — &. Como M ¢é invariante por
convolugao, a fungao (pu1, f2) — 1 * i1 é continua em relagao a cada uma das coordenadas

e pelo fato 7.9, temos que v, = m,, x v € M(O) Portanto, v = lim v, esta no fecho de

M(O) em P(X). O

Teorema 7.10. Sejam T um operador linear limitado em um espac¢o de Banach X e
M C Pr(X) uma familia adequada de medidas T-invariantes. Seja p € (0,00). Suponha
que exista uma constante C € R tal que vale o sequinte: para todo aberto 2 # & com
T=1Q) C Q eziste p € M(Q) tal que [y ||z|[Pdu(z) < C. Entio existe m € M(HC(T))
tal que [y ||z||Pdm(z) < co. Em particular, T admite medida ergddica jn com suporte

total tal que [y ||z|[Pdu(x) < cc.

Demonstra¢ao. A demonstracao serd bem parecida com a do teorema 7.7 e do teorema

6.1. Comecemos com alguns fatos:

Fato 7.11. Para todo aberto 2 # @ satisfazendo T-(Q) C Q e € > 0 existe u € M(Q)
tal que [y [|z][Pdm(z) < e.

Demonstra¢ao. Tomemos 1 > 0 grande o suficiente de modo que Cn? < ¢. Consideremos
o aberto ,, :=n - Q que também satisfaz T-(Q,) C ©Q,, dada a linearidade de T
Por hipétese, existe u, € M(€,) tal que

[ tialPdin ) < .
X

Seja agora p dada por pu(A) = u,(1/n-A) para todo A C X Borel. Temos que 1 € M,
pois M ¢ invariante por dilatagdo. Além disso, o suporte da p esta em €2, pois o suporte

da p, estd em 2,,. Como temos

/Mﬂwmm:/nmwwwwsmc<a
X X

segue o resultado. O]

Denotemos por

M= {,u eM :/ ||x|[Pdp < 1}
X

e por M! seu fecho em P(X). Note que este conjunto é nao vazio pelo fato anterior.

A argumentagao sera igual a da demonstragao do teorema 7.7. Por este, basta mos-
trarmos que M (HC(T)) é G5 denso em M!. Novamente, a parte de ser G5 segue do
fato 6.8.

Temos os seguintes:
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Fato 7.12. Sejam W vizinhanca de 0 em X e € > 0. Entao existe n > 0 tal que se
1€ P(X) satisfaz [ ||z||Pdu(z) <n, entdo p(W) > 1 —e.

Demonstragao. Seja o > 0 tal que B(0; ) C W. Pela desigualdade de Markov temos que

WX\ B0s0)) < o [ flelPduto)

Basta entdo tomarmos 1 := aoPfe: se p satisfaz a condigdo do enunciado, p(X \
B(0;a)) < € e, portanto, pu(B(0;a)) > 1 —e. O

Por estes dois ultimos fatos, assim como nas demonstragoes dos teoremas 7.7 e 6.1,

temos o seguinte:

Fato 7.13. Dados um aberto 2 # @ satisfazendo T71(2) C Q e € > 0, existe uma
sequéncia (my,) em M'(Q) tal que m,, — 0y e [ ||z[[Pdm,(z) < e para todo n € N.

Pela demonstragao da implicagao (3) = (4) do teorema 7.7, basta mostrarmos o

seguinte:

Fato 7.14. Seja v € M!. Entao existe ¢ > 0 tal que m * v € M! para toda m € M!

satisfazendo [ ||z|[Pdm(z) < e.

Demonstracao. Como M é invariante por convolugao, basta encontrarmos € > 0 tal que
para toda m € P(X) satisfazendo [, ||z|[Pdm(z) < e, tivermos que [, ||z|[Pd(m*v)(z) <
€.

Sejam a := [ ||y|[Pdv(y) <1 em € P(X). Vamos analisar os casos p > 1ep < 1.

Suponhamos que p > 1. Temos que

/X [e|Pd(m % v)(z) = /X o+ lPdm()dv(y
< /X (el + 1l ()

< [( | erwczm(:c)du(y)f ([ bipanta)) ]

1

<(ev +ar),

1 1
entao basta tomarmos € pequeno o suficiente tal que e» + ar < 1.

Suponhamos agora que p < 1. Temos

/X [P * v)(z) = /X o+ ylPdm(a)avty)

< / 2] P () (y) + / ylPdm(z)dv(y)
XxX XxX
< el +af

<e+q,
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e tomamos € := 1 — a. O

Para ver que MI(HC(T)) é G5 denso em MY, é completamente anélogo ao que fizemos
na demonstracao do teorema 7.7, mas agora usando os fatos 7.13 e 7.14. Em particular,
temos que M (HC(T)) # @.

Além disso, notemos que o conjunto { € P(X) : [, ||z|[Pdu(x) < 1} é fechado em
P(X) e contém M?, logo contém M?. Com isso, se m € ML, segue que [, ||z||Pdm(z) <
1. Aplicando o teorema da decomposicio ergédica para m € ML(HC(T)), obtemos p
ergédica com suporte total tal que [ |[z|[Pdu(x) < 1. O

7.2 Demonstracao do Teorema 7.4

Demonstracao do teorema 7.4 (2). Aplicando o item 3) do teorema 7.7 em Sr(X), basta
mostrarmos que todo aberto ) # @ satisfazendo T-(Q2) C Q e toda vizinhanga W de 0,
existe uma medida de Steinhaus p para 7' com suporte em €2 tal que u(W) é tao préximo
de 1 quanto se queira.

Vamos usar os seguintes fatos:

Fato 7.15. Seja E.ona(T") 0 conjunto dos autovetores unimodulares v de T satisfazendo o
seguinte: para toda vizinhanca V' de v, existe uma quantidade nao enumeréavel de A € T
tal que V Nker(T — A\I) # @. Entao span{&cona(7")} ¢ denso em X.

Demonstracao. Sejam
V={(z,\) e X xT:x#0eT(x)=\x}

¢ O a uniao dos abertos O C V tais que mp(O) é enumerdvel (mp : X x T — T é a
projecao natural na segunda coordenada). Pela propriedade de Lindelof, D := 7p(O)
¢ enumerdvel, pois D é uma unidao de abertos da forma 7p(O) e como T é Lindeldf,
existe subcobertura enumerdavel. Como uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis é
enumeravel, D é enumeravel.

Pela propriedade de ser perfeitamente gerado, temos que o span de

Enp = |J ker(T —AI)\ {0}

AET\D

¢ denso em X. Como Enp C Eond(T'), segue o resultado. O

Fato 7.16. Seja (vy,...,vy) uma familia finita de vetores em E.ona(7). Entdo existe
uma familia de autovetores unimodulares (uq, ..., uy) tdo perto de (vy,...,vyx) quanto se
queira tal que a familia associada de autovalores (A1, ..., Ay) é independente, ou seja, a
unica solucao de

A AN =1
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comm; €EZém;=---=mpy =0.

Demonstra¢ao. Como vy € Econa(T), para toda vizinhanca V' de v; existe uma quantidade
nao enumeravel de A € T tal que V Nker(T — \I) # @.

O conjunto das raizes da unidade é enumeravel, portanto conseguimos u; autovetor
unimodular tao proximo de v; quanto se queira, cujo autovalor A\; nao é raiz da unidade,
pois tomamos v; € V' e uy € ker(T — Ay J). Assim a familia (\;) é independente.

Analogamente, como vy € Eona(T") € 0 conjunto
{A € T: (A, ) nao é independente}

é enumeravel, existe uy autovetor unimodular, com autovalor Ao, tao préximo de v, quanto
se queira tal que (Aq, Ag) é independente.

Seguindo assim, obtemos o resultado. O]

Fato 7.17. Sejam Q C X um conjunto satisfazendo T7*(Q2) C Q e (ux)rex uma familia
finita de autovetores unimodulares de 7. Assuma que a familia associada de autovalores

(Mt )kex € independente e que > uy € Q. Entao

Z,ukuk S2Y)

para toda sequéncia (ug)rex € TE.

Demonstragdo. Fixemos (ux)rex € TX. Como (M\p)rer ¢ independente, a ideia serd apli-
car o teorema de aproximacao de Kronecker. Cada Ay e p tem médulo 1, assim existem

2mia,

Or e oy tais que )\,;1 = e oy = e . Para facilitar a notagao, suponhamos que

K ={1,...,N}. Note que

)\1—’m1 . )\]—Vm]\] — e?ﬂ"i(m191+,..+m1\]9]\1)

Y

ou seja, a independéncia dos (A) implica que os (6y) sao racionalmente independentes.

Aplicando o teorema de Kronecker, para cada 6 > 0 conseguimos a existéncia de

bi,.--,PN
€ Z e q € N tal que
|g0r — (cu + pr)|| < & para todo k € K.

k Usando a continuidade da exponencial, temos que, para todo € > 0 conseguimos

Pi,...,on € Z e q € N tal que

||627riq9k o 627Ti(ak+pk)|| <e,

ou seja, |[[A,? — ug|| < e para todo k € K.
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Como € é aberto, usando este mesmo argumento, conseguimos n € N com A" sendo

tao perto de uy para todo k € K tal que

Z Ap iy € €L
Temos que > A upuy, = T pwrur)) e THQ) C Q, logo > pguy € Q. O

Fixemos Q) # & satisfazendo T7'(Q2) C Q e W vizinhanga de 0. Queremos encontrar
uma medida de Steinhaus p com suporte em € tal que p(W) é préximo de 1.

Pelo fato 7.12, basta encontrarmos p € Sp(2) tal que [, ||z||*du(z) < n para um
certo n > 0.

Pelo fato 7.15 e por E.ona(T') ser invariante por multiplicacdo por escalar, existem
XTi,..., 01
€ Eeona(T) tal que

T = Z[L’Z e Q,

pois se Y a;y; € 0, com y; € Eona(T) (cuja existéncia é garantida pelo fato 7.15), cada
T = @il € Eeona(T).

Como estamos com uma quantidade finita de z1, ..., x;, pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz existe M = M(xy,...,zs) tal que

[ tun| < v S o

para toda sequéncia de escalares 61, ...,0;.

Sejam agora aq,...,a; € (0,00) tal que > a; =1e

MIY a} <,

por exemplo, tome a; = 1/J para J suficientemente grande.

Escrevemos
J
ng E a;x; = E Vi j,
i=1 j=1
com v;; = a;jT; € Eona(T'). Pelo fato 7.16, conseguimos autovetores unimodulares wu; ;

tao préximos quanto se queira dos v; ; para todo (4, j), ou seja, y_ u;; € €, cuja familia
de autovalores associados (J; ;) é independente.

Seja agora p uma medida de Steinhaus que é o pushforward de P por ®(w) = > x;.j(w)u; ;.
Pelo fato 7.17 (lembre que x; j(w) € T), temos que ) x;;(w)w;; € €2, logo o suporte da p
estd contido em Q.

Notemos que

dP(w)

E (HZ Xi,jUi,j

2) Z/HZX@J‘(W)U@J‘ 2
= [ lalFauta)
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pois = ®,P e temos que [, gd(®.P) = [, go ®dP, onde g(x) = |[z][*.

Assim, se os u;; forem préximos o bastante de v; ;, é suficiente mostrarmos que

E (HZ XijVij 2) <1

Temos também que E(f(xi;)) = o 027r f(e?)df para toda f continua em T, pois

B(f ) = [(F o i) @)

:Aﬂww@>
L™ peyan

pela definicdo da medida de Lebesgue A em T, novamente usando que A = g.0/27, onde
g:10,27) — T é dada por g(6) = €¥.

Disso, temos que E(x; ;) = o fozﬂ edf =0 e E(|xi°) = 5= 027r |e%®|df = 1. Temos
entdo que 0s y; ; sao ortonormais em L?, pois se (i1, j1) # (i2, j2), pelo fato dos x; ; serem

independentes,

E(Xil»jl ’ Xiz,jz) = ]E(Xilyjl)E(Xi%jz) =0.

Logo,
2 I 7 2
E (D x| | =E(]D (Z Xm‘%) i
irj i=1 \j=1
I J 2
<MY B (D X
i=1 j=1
J
=MI Z a? pois 0s X; ; sao ortonormais
j=1
<1,
e segue o resultado. O

Usando que Sp(HC(T)) é Gs denso em S7(X) e a implicagdo 5) == 2) do teorema

7.7, temos o seguinte teorema, que serd usado para provar a parte (1) de 7.4:

Teorema 7.18. Seja T' um operador em um espaco de Banach complero X. Suponha
que T admite um conjunto perfeitamente gerado de autovetores unimodulares. Entao T

admite uma medida invariante m com suporte total tal que m(HC(T)) =1 em € Sp(X).

Demonstragao do teorema 7.4 (1). Suponha que T' possui um conjunto perfeitamente ge-

rado de autovetores unimodulares e que todo autovetor unimodular pode ser aproximado
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o quanto quisermos por um autovetor periodico. A ideia serd mostrar que a medida m
dada no teorema 7.18 esta em Fr(X). Assim, usando a implicagio 2) = 5) do teorema
7.7 com M = Fp(X), segue o que queremos.

Para facilitar a notacao, diremos que uma medida v € P(X) é uma medida periddica
de Steinhaus para T se v é o pushforward de P pela fungao mensuravel U = > x,u;, onde
a soma ¢ finita e os u; sao autovetores periédicos unimodulares para 7. A demonstragao

serd dada pelos seguintes fatos:

Fato 7.19. Toda medida de Steinhaus para 7' esta no fecho das medidas periédicas de

Steinhaus.

Demonstracao. Suponha que u é o pushforward de P por Zjej X;x;j. Por hipétese, para
cada j conseguimos uma sequéncia (u;,)nen de autovetores periédicos de T que converge
para ;. Basta entao considerarmos as v, como sendo o pushforward de P por g XiWin,

pois temos que v, — pem P(X). O
Fato 7.20. Toda medida periédica de Steinhaus para T estd em Fp(X).

Demonstracao. Seja v uma medida de Steinhaus periddica para T e suponha, sem perda de
generalidade, que v é o pushforward de P por ¥ = Zj‘:1 X;Uuj, onde os u; sao autovetores
periédicos de T'.

Fixemos um conjunto independente {\,..., A} € T e @ > 1 tal que T9(u;) = u;
para todo j = {1,...,s}.

Para cada N > 1, seja vy € P(X) dada por

1 N—-1 Q-1
NN 2. <Q PRIt — u)>

n1,...,ns=0

Note que T (AT uy +- - -+ A uy,) = AN ug +- - -+ A u, para todos os n;’s, pela linearidade
de T e hipdtese em Q. Assim, vy € Fp(X) para todo N > 1.

Seja f uma fungao continua e limitada em X. Temos que

1 N-1 1 Q-1 4
RS DY <@Zf<w<xl“u1+--~+A3:sus>>>

ni,...,ns=0

19
0%

Aplicando o teorema de equidistribuicao de Weyl na sua versao multidimensional, segue

Z f (AT () + +/\ZSTj(uS))> .

Ny yNs=

que

/ fdvy — — Z f (T (uy) + - 4 T (uy))day . . . do
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quando N — oo. Assim como fizemos na demonstracao do item (1) do teorema (ou seja,

escrevendo v = W, P e lembrando da definicao de medida de Lebesgue), temos que

| v =% f(ixjuj)

= floquy + -+ + agug)day . . . do.
’]I‘s

Analogamente,
/ foTidv= [ flanT(uy)+ -+ asT?(us))day . .. do
X Ts
para todo 57 > 0. Por v ser T-invariante, temos que

/ fdv= [ flaaT?(u1) + -+ + T (us))doy . . . dag

para todo j € {0,...,Q — 1}.

Com isso, concluimos que

/X fduy — /X fdv

para toda f continua e limitada, logo vy — v em P(X). Portanto, v € Fr(X). O

Pelos fatos 7.19 e 7.20, segue que Sp(X) C Fr(X). Assim, medida m dada pelo
teorema 7.18 estd em Fr(X), e segue o resultado pelo teorema 7.7, como j& observamos.
m

8 Consideracoes Finais

Estudamos na secao 4 condigoes para que um operador 1" frequentemente hiperciclico
admita medida invariante com suporte total. Mostramos que vale, em particular, para

espacos de Banach reflexivos. No entanto, o seguinte caso geral continua em aberto:

Pergunta 1. Se T : X — X ¢é frequentemente hiperciclico, T" admite medida invariante

com suporte total?

E sabido que se um operador T : X — X é hiperciclico (resp. cadtico) e invertivel,
T~! também ¢ hiperciclico (resp. cadtico). No entanto, apenas em 2019 que Q. Menet
mostrou em [26] um operador frequentemente hiperciclico invertivel, cujo inverso nao é

frequentemente hiperciclico. Temos entao a seguinte pergunta:

Pergunta 2. Sob quais operagoes o conjunto dos operadores frequentemente hiperciclicos
é fechado? Quais subconjuntos dos operadores frequentemente hiperciclicos sao fechados

sob alguma operagao?
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Existem exemplos classicos de operadores que sao hiperciclicos e nao sao cadticos e
que sao hiperciclicos mas nao sao frequentemente hiperciclicos. Surge entao a pergunta:
existem operadores que sao frequentemente hiperciclicos e nao sao cadéticos, e vice-versa?

Em 2007, F. Bayart e S. Grivaux construiram em [28] um weighted shift que é fre-
quentemente hiperciclico e néo é cadtico. Apenas em 2017 que Q. Menet mostrou em [27]
a existéncia de um operador cadtico que nao é frequentemente hiperciclico. Entretanto,
em diversos dos operadores mais conhecidos as nogoes de operadores frequentemente hi-
perciclicos e cadticos coincidem. Recentemente, U. B. Darji e B. Pires estudaram em [29]

uma grande classe de operadores de composicao em que estas duas nocoes coincidem.

Pergunta 3. Em quais exemplos de operadores as nocoes de operadores frequentemente

hiperciclicos e cadticos coincidem?

Como pudemos ver, a teoria dos sistemas dinamicos lineares é bastante rica e vem
sendo bastante desenvolvida recentemente. Ha uma busca por novos exemplos e diversos
problemas interessantes em aberto. Ela esta intimamente relacionada com o Problema
do Subespaco Invariante, que é um dos problemas em aberto mais importantes da analise

funcional.
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