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Resumo

O Problema fundamental da Geometria de Distancias, conhecido por PGD,
¢ um problema inverso: dadas algumas distancias entre pares de pontos,
calcular as posicoes desses pontos em um dado espaco geométrico. Neste
trabalho, consideramos uma versao combinatéria do PGD associada ao célculo
da estrutura 3D de proteinas com informacoes de distancias provenientes de
experimentos de Ressonancia Magnética Nuclear (RMN). Para considerar
as incertezas presentes nos dados de RMN, investigamos como a Algebra de
Clifford pode ajudar a tratar o problema.

Palavras-chave: Algebra de Clifford, Geometria de Distancias.



Abstract

The fundamental Problem of Distance Geometry (DGP) is an inverse pro-
blem: since there exist some known distances between a point pair, one wants
to calculate the point coordinates in the geometric space. In this work, we
explore the combinatorial DGP linked to the calculation of the 3D structure
of a protein, using gathered information from Nuclear Magnetic Resonance
(NMR). In order to deal with uncertainties from the NMR measurement, we
study how the Clifford Algebra can support the solution of this problem.

Keywords: Clifford algebra, Distance geometry.
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1 Introducao

No presente texto, desenvolve-se a aplicacao da Algebra de Clifford ao Problema da
Geometria de Distancias(PGD). Esse problema consiste na determinagao de coordenadas
de um determinado conjunto de pontos localizados em um espaco geométrico, a partir de
distancias conhecidas entre alguns pares de pontos.

No campo da bioquimica, o PGD consiste na obtencao das posicoes dos atomos
constituintes de uma cadeia proteica, tendo como base as distancias medidas entre
pares de dtomos por meio da Ressonancia Magnética Nuclear (RMN). Tal aplicagao é
denominada Problema de Geometria de Distancias Moleculares (PGDM). O método de
obtencao das distancias é limitado pela proximidade dos atomos; de fato, a RMN prové
apenas distancias entre atomos relativamente proximos.

Neste texto, procurou-se realizar uma abordagem tedrica e computacional do problema
em questao. No Capitulo 2, o Problema da Geometria de Distancias é apresentado por
meio de sua abordagem classica via otimizagao. A vantagem de adotar-se o problema
discreto fica clara, logo no comecgo, ao ponderar-se a respeito das formas de solucionar
o problema. Em seguida, faz-se a solugao de um problema tratado em [3], por meio do
método tradicional de solugao de sistemas nao lineares. O procedimento de busca das
coordenadas dos vértices produz uma &arvore bindria, e seu algoritmo é conhecido por
Branch-and-Prune(BP).

No Capitulo 3, o ferramental béasico da /flgebm de Clifford, também usada, neste
texto, como sinoénimo da Algebra Geométrica, é apresentado sobre os espacos vetoriais
R? e R3, para, finalmente, ser apresentado no caso geral. O importante teorema 3.29,
que fornece o objeto dual de um vetor, foi enunciado no referido capitulo, uma vez que
sua conclusao é largamente utilizada em célculos computacionais do BP. A apresentagao
da Algebra de Clifford conclui-se com uma breve discussao acerca dos isomorfismos entre
certos objetos geométricos no espago R™ e seus respectivos objetos duais na Algebra de
Clifford e na Algebra Exterior.

Em seguida, no Capitulo 4, introduzem-se o Espago Conforme e algumas de suas
propriedades mais importantes, bem como os principais entes desse espago: pontos,
esferas, circulos, retas e planos, que darao base para todas as solugoes computacionais
do capitulo seguinte. Ao longo do texto, alguns teoremas basicos, como o do Nicleo do
Produto Interno de FEsferas, sao também demonstrados.

O Capitulo 5 dedica-se ao trabalho computacional aplicado ao Problema Discreto
da Geometria de Distancias Moleculares(PDGDM) e apresenta uma longa exposi¢ao de
solugdes dos exemplos apresentados no artigo-base [3]. Os objetos mais importantes deste
trabalho sao, eminentemente, a interseccao de esferas no Espaco Conforme e o problema
do PDGDM Intervalar, os quais produzem certos desafios computacionais.
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Ainda no referido capitulo, faz-se uso da ferramenta CLUCalc, dedicada ao tratamento
a a manipulacao de objetos da Algebra de Clifford e do Espaco Conforme. Na resolucao
dos exemplos, os algoritmos executados nesse programa sao apresentados na integra, bem
como os resultados numéricos produzidos. Ao fim do capitulo, enuncia-se um importante
resultado, apresentado e demonstrado em [3], que generaliza a solugao do PDGDM
Intervalar.

O Capitulo 6 aborda a conclusao e algumas discussoes de pesquisas futuras nas
resolucoes do PDGDM, e, por fim, no Apéndice, apresentam-se algumas demonstragoes
relevantes, dentre as quais se destacam a do Lema 7.1 e a do Teorema 3.29, ja mencionado.
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2 O Problema da Geometria de Distancias

2.1 Definicoes

A representacao dos pontos da-se por um grafo simples, ponderado e nao orientado
G = (V,A,d), em que V representa o conjunto de pontos (vértices), denotados por
{v,u,w...}, A representa o conjunto de arestas, denotadas por {{u,v},{v,w},...}, e d
corresponde a funcao distancia: d : A — (0, 00). [1],[2]

Formalmente, definimos o PGD do seguinte modo:

2.1 DEFINIQAO. Problema da Geometria de Distancias

Seja G = (V, A,d) o grafo simples, ponderado e nao orientado, com d : A — (0, c0),
quer-se determinar a existéncia ou inexisténcia de uma funcio x : V. — R* tal que

|20 — @o|| = duw, (2.1)

para qualquer par {u,v} € A, com z(u) = z, e x(v) = .

No caso em que k = 3, a equagao (2.1 transforma-se em

\/(xul - Z'111)2 + (qu - xv2)2 + (xui’) - xv3)2 = du,va

que produz um sistema quadratico na forma

(xul - xvl)Q + (qu - xv2>2 + (mu?ﬁ - $v3)2 = di,v’

para todo par {u,v} € A, e com x, = (T, Tuy, Tuy) € Lo, = (Tuy, Tuy, Tuy) em R

Em particular, quando se trata de estudar as distancias atomicas em uma proteina,
a definicio do PGDM ¢é exatamente a mesma que foi apresentada anteriormente; a
distancia entre atomos consecutivos (d,,) é chamada de comprimento de ligagao, o
angulo 6,,, que estd sobre o vértice w (Figura [l}) e é formado pelos dtomos v e u,é
chamado de angulo de ligacao.
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Figura 1: Representacao dos Comprimentos e Angulos de Ligacao

12
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A forma classica de se abordar o problema esté relacionada ao Problema de Otimizacdo
Continua da funcao

g@)= Y (leu == —di,)% (2:2)

{u,v}eA

Nesse caso,

min{g(z)}

terd a solucao z, se g(z) = 0.

Embora a otimizacao continua seja muito popular, a grande dificuldade dessa aborda-
gem reside no fato de haver diversos minimos locais para a fungao g(z), os quais devem
ser diferenciados do minimo global, requerido para a solucao do problema. Ademais, a
quantidade de minimos locais cresce exponencialmente de acordo com a quantidade de
vértices do grafo associado [2].

Dados os desafios das abordagens mais comuns do PGD e do PGDM, apresenta-se
o Problema Discreto da Geometria de Distancias (PDGD), usado para contornar as
dificuldades mencionadas.

Como ponto de partida, define-se a ordem de um grafo como enumeracao se-
quencial de seus vértices. Desse modo, os vértices {a,b,c,...} serdo reescritos como
{v1,v2,v3...,0;,..,v;}, © e j representarao a ordem de cada vértice no conjunto V' e d, ;
representard a distancia, o peso da aresta, entre esses dois vértices. Além disso, sera
fixado k = 3. As defini¢oes encontradas em [I] e [2] sao sintetizadas a seguir.

2.2 DEFINIQAO. Problema Discreto da Geometria de Distancias
Seja G = (V,A,d) um grafo simples, ponderado e nao orientado, munido de uma

ordem {vy, v, ...}, com d: A — (0,00), e que satisfaz as seguintes propriedades :

1. Existem e sao conhecidas as coordenadas de vy, v9 € vs;

2. Dado 1 € {4, ...,n}, {{Uz‘—?),i}, {Ui_gﬂ‘}, {vi—l,i}} C A, e

3. Dadoi € {2,...,n—1}, vale a desigualdade triangular estrita: d;_j ;41 < d;—1,;+d; ;41
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Quer-se, entao, determinar a existéncia de uma funcao x : V — R3 tal que

s — 24| = dyj, (2.3)

para qualquer par {i,j} € A, e em que z(vs) = x5, para i,j,s € {1,...,n}, com i # j.

Em resumo, a hipdtese (2) afirma que existem no minimo trés arestas para cada
atomo, a partir de vy, e também fornece uma estrutura combinatéria para o problema,
uma vez imposta a ordem desses vértices. Tal condicao garantird que o sistema quadratico
associado seja possivel a cada vértice cuja coordenada ainda nao é conhecida.

A hipétese (3) requer que as distancias de um vértice aos trés anteriores sejam
conhecidas, de modo a garantir que a solucao do problema seja finita ou seja apenas o
conjunto vazio, ao evitar-se colinearidade.

No caso particular do Problema Discreto da Geometria de Distancias Moleculares
(PDGDM), as trés hipdteses sao cumpridas, o que pode ser visto em uma discussao
mais abrangente em [2]. Daqui, torna-se possivel fixar as coordenadas dos trés primeiros
atomos:

0 —dl’g —d1’2 + d2’3COS(61,3>
T = 0 , Loy = 0 , T3 = d27386n(€173) [1], [2] (24)
0 0 0

2.2 Solugao do PDGDM

Ja se apresentou que a solucao do PDGDM dé-se por etapas, em cada qual forma-se um
sistema quadratico, em virtude de suas hipéteses . Em cada uma dessas etapas, quer-se
encontrar a solucao do sistema, no qual x; corresponde as coordenadas do vértice v;.

Hl’zel - sz = difl,ia
||7ia — x| = diay, (2.5)
Hxi—3 - Iz|| = di—?),i'

Geometricamente, esse sistema representa a interseccao de trés esferas centradas,
respectivamente, nas coordenadas dos vértices v;_1,v;_2 e v;_3 (Figura . As possiveis
solugoes para o o sistema estao restritas a trés possibilidades: o conjunto vazio, um uinico
ponto, ou um par de pontos.

Dadas as possiveis solugoes do problema e a ordem do grafo, o espaco de busca é
equivalente a uma arvore binaria, cuja raiz representa as coordenadas de v; e cujos nés
seguintes representam as coordenadas de vy e v, inicialmente fixados (Figura . A partir
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&7

Figura 2: Interseccao de trés esferas.[I]

do quarto nivel da arvore, cada vértice terd no maximo duas possibilidades de solucao.

Nota-se, no entanto, que a hipétese do problema garante a existéncia de no minimo
trés arestas, mas é possivel a ocorréncia de mais arestas pela medigao da RMN. O sistema
gerado, com quatro equacoes, que representa a interseccao de quatro esferas e produz, no
méximo, um ponto de solugao (Figura E[), ¢ dado por

||I7;—1 - $z|| = dz‘—l,ia
||=Tz‘—2 - $z|| =d;i_2;,

' 2.6
||5Uz'—3 - fBzH = di—3,i- ( )

H.’L'j —l'ZH = di,jaj <13 —3.
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Figura 3: Exemplo de Arvore do PDGDM

Figura 4: Interseccao de quatro esferas. [IJ
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O exemplo a seguir, explorado em [1], ilustra as consequéncias da ocorréncia de uma
distancia adicional.

2.3 EXEMPLO.
Seja o conjunto de vértices

V' = {vy, v2,v3, 04, 5, V6, U7},

e seja o conjunto de arestas

E = {{v1, v}, {v1,v3}, {v1, 04}, {v1, 05}, {v1,v7}
{v2, v3}, {va, va}, {va, vs}, {2, v7}

{vs, va}, {vs, vs}, {vs, v}

{714,05}, {04,116}, {04707}

{vs, v6}, {vs, v7}

{ve, v7}}.

As coordenadas x1, 29 € x3 ja sao conhecidas, portanto o préximo passo é obter x4,
por meio do seguinte sistema quadratico, de acordo com a equagao ([2.1)):

||$1 - !E4|| = d1,4,
|22 — 24| = dau, (2.7)
H33'3 - 904“ = d3,4~

As duas possiveis solugoes para z, correspondem a (z$,zl). Na préxima etapa,
toma-se uma delas,por exemplo, a solugao zY, para o cdlculo das coordenadas de wvs.
Observa-se que qualquer uma das solucoes é factivel, uma vez que ha apenas 3 outros

vértices anteriores a vy. Desse modo, o sistema desta etapa é

||z — 5| = dy 5,
|[v3 — x5|| = d35, (2.8)
2§ — 5] = daus.

Assim, a distancia adicional deverd ser considerada, uma vez que {v;,v5} € E. Como
as solugoes sao (3, x}), apenas é vélida aquela que satisfizer a equagao adicional

125" — 2] = dy 5. (2.9)

Supondo que apenas a solugdo z9 satisfaga a equacdo (2.9), entao a solugdo zi, e
a subarvore associada a esse ponto, é descartada. Tal procedimento é conhecido como



2 O PROBLEMA DA GEOMETRIA DE DISTANCIAS 18

poda, em analogia ao fato de descartar-se a subarvore da arvore original. Desse modo, a
préxima etapa do problema corresponde a solucao do sistema

|23 — x6]| = ds6,
|[x4 — 26| = das, (2.10)
ng — x6]| = ds 6.

Sem a ocorréncia da distancia adicional, nada pode ser dito a respeito das solugoes

(22, z}). Escolhendo a solugao z3, a préxima etapa do problema gera o sistema

|24 = 7] = dag,
|lzs — @7]| = ds 7, (2.11)
||2g — z7]| = de,7.

Novamente, hd duas solugdes para as coordenadas do tltimo vértice: 29 e z1. Como

tal vértice possui duas distancias além daquelas que sao garantidas pelas hipdteses do
PDGDM, as solugoes deverao cumprir ambas as equagoes a seguir:

|2 — 21| = duz (2.12)

|29 — o] = da7. (2.13)

Ha duas possibilidades a partir daqui. No primeiro caso, apenas uma das solugoes
satisfaz as equacoes e . Observa-se que a solugao precisa satisfazer ambas as
equagoes. Supondo que z} seja a solugao, as coordenadas dos vértices serdo o conjunto
{z1, 19, 23,29, 22, 22, 21}

No segundo caso, nenhuma das solucoes encontradas para v; satisfaz simultaneamente

as equagoes (2.12) e (2.13). Isto posto, é preciso excluir a solugao de x0, e faz-se
necessario resolver o sistema (2.10)) para xi. Novamente, encontram-se as solugoes 32 e

ys, e se verifica se tais valores satisfazem as equagoes (2.12)) e (2.13).

O procedimento ilustrado pelo exemplo anterior é conhecido como algoritmo Branch-
and-Prune, em alusao a trajetoria descrita na arvore binaria de busca e em relagao ao
procedimento de poda, nos casos em que as solugoes nao satisfazem alguma das equagoes.
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2.3 O PDGDM intervalar

Infelizmente, em muitos casos a RMN nao fornecera resultados precisos. Embora sejam,
em geral, as distancias d;_; ; e d;,_o,; precisas, os valores de d,;_s; obtidos nos experimentos
da RMN muitas vezes apresentam-se em algum intervalo real :[d;;,d;;] [3]. Ademais, a
ocorréncia de arestas de poda, as distancias adicionais, também pode apresentar-se em
intervalos reais.

Nao obstante essa dificuldade, é possivel manter a abordagem discreta do problema
se o intervalo for particionado e trabalhado no mesmo procedimento do Exemplo 2.3.
A dificuldade evidente é o exorbitante aumento do espaco de busca e da necessidade
de retorno a vértices anteriores, em caso de solugoes invidveis. O exemplo numérico a
seguir, proposto em [3], exibira o procedimento geral e as dificuldades relacionadas.

2.4 EXEMPLO.

Seja o conjunto de vértices

V = {Ul, ...,1}6},

e seja o conjunto de arestas

E = {{vi,v2}, {v1, vs}, {v1, va}, {01, 05},
{v2, vs}, {va, va}, {v2, 05},

{v?n 1)4}, {'U3? U5}? {U37 U6}7

{va, vs}, {va, ve },

{vs,v6}}.

Algumas distancias sao dadas pelas relacoes:

di—l,i =1,7€ {2, ,6}, e (214)

di_g;=3,i€{3,..,6}. (2.15)

E fixado o valor de d; 4 = 2.15, e o restante ocorre nos seguintes intervalos:

d175 € [2.45,2.55],(1275 S [220, 260] e d376 S [240, 260]

Com as expressoes de (2.4)), as coordenadas dos trés primeiros sao fornecidas a seguir:
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3
21 = (0,0,0) 529 = (—1,0,0)7, 25 = (— 1.5, g,O)T.

Em cada etapa s, adota-se s = (a, b, ¢).

Etapa 1

O primeiro sistema quadrético a ser resolvido corresponde a
Hiﬁl - IB4H = dy 4,
|[x2 — 24| = daa, (2.16)
HI?) - $4H = d34.

Utilizando a expansao de (2.1)), a primeira equagao, por exempo, é reescrita como

(a—0)>+(b—0)*+ (c—0)*=df, =2.15%

Procedendo dessa maneira, o sistema passa a ser

a?+ b+ ¢ = 2.15%,
(a+1)% 4+ b+ =1.7322,
(a+1.5)% + (b — 0.866) + 2 = 12.

Utilizando a funcao NSolve do software Mathematica, duas solugoes sao obtidas, sendo
que a solugao escolhida em [3] corresponde a x4 = (—1.311,1.552,0.702)". Conforme j4
comentado, ambas sao factiveis.

Etapa 2

Nesta etapa ja se econtra a dificuldade do PDGDM intervalar, uma vez que
da 5 € [2.20,2.60]. O sistema de equagoes é apresentado abaixo:

2.20 < ||y — z5)| < 2.60,
|5 — 5] = V3, (2.17)

||zg — x5)] = 1.

Conforme mencionado, a discretizacao do intervalo é a estratégia que per-
mite ser possivel resolver o PDGDM. Inicialmente, se for escolhida a amostra
{2.3,2.5} C [2.20,2.60], sdao gerados dois sistemas distintos, um para cada valor de
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dyps.
O primeiro sistema corresponde a
(a+1)*+ 0>+ c* = 2.3%

(a+ 1.5+ (b— L)+ 2 =3, (2.18)
(a+1.311)% + (b — 1.552)* + (¢ — 0.702)% = 1.

As duas solugoes obtidas siao x5 = (—1.7352,1.4750,1.6043) e z3 =
(—0.5314,2.1700, 0.6011).

Na mesma trilha percorrida no Exemplo 2.3, nota-se que a distancia adicional d; 5
funciona como critério para descartar a solugado ou prosseguir com a busca em profun-
didade na arvore bindria do espaco de solugoes. Uma das solucoes devera satisfazer a

desigualdade

2.45 < ||z — 5| < 2.55, (2.19)

em que x5 € {z?, zi}.
No entanto,

|21 — 5| = [Jz3l| = 2.7857

[lwy — a5]| = [[as] = 2.31357,

de modo que, estando x5 restrito a esse conjunto, nao hé solucao para a desigualdade
adicional; isto é: ambas as solugoes sao descartadas imediatamente.

Volta-se, portanto, a particao do intervalo de d;5, a fim de que seja testada a
possibilidade de d; 5 = 2.5 Com tal valor, gera-se o sistema

(a+1)%+b*+c* =252
(a+1.5)2 4+ (b— L) 4+ 2 =3, (2.20)
(a+1.311)% + (b — 1.552)? + (¢ — 0.702)* = 1,

e as solugoes sao z? = (—2.0399, 1.8533,1.3167) e zt = (—0.9874,2.4610,0.4394).
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Os célculos das normas indicam que

[y — 23]| = ||23]] = 3.0544

llay — d|| = ||} = 2.6878.

Novamente, nenhuma das solugoes satisfaz a desigualdade (2.19)), para x5 € {72, T }.

Como consequéncia dos resultados obtidos, a tnica alternativa possivel é o au-
mento da amostra discreta do intervalo [2.20,2.60]. Neste exemplo, tomando-se
a amostra {2.25,2.275,2.325,2.375,2.425,2.475,2.525,2.575}, obtém-se o resultado
x5 = (—0.779,2.368,0.474).

Etapa 3

Finalmente, para o cédlculo de xg, 0 sistema associado sera

2.40 < ||as — z4|| < 2.60,

[l24 = oll = V3, (2.21)

||I5 —$6|| =1.

Como nao hé arestas adicionais para vg, qualquer valor pode ser tomado para ds s no
intervalo [2.40, 2.60].

O exemplo exibido acima revela que a ocorréncia de distancias intervalares provoca
um aumento exorbitante no espaco de busca. Seguindo a abordagem cléssica de solucao
de sistemas, como a que foi apresentada, o entrave das distancias intervalares exige a
escolha de uma particdo apropriada para a distancia imprecisa, o que, frequentemente,
acaba provocando infindaveis retornos ao intervalo original, a fim de que a particao seja
refinada e que o resultado que satisfaz as desigualdades seja encontrado. A Figura
exibe o que acontece com o refinamento das particoes.

Esse procedimento repleto de idas e vindas acaba ampliando demasiadamente o tempo
computacional de busca, tornando a administracao do problema com longas cadeias
atomicas dependente dos recursos computacionais disponiveis. Em casos muito extremos,
o resultado computacional podera ser obtido apds dias de processamento. Tendo em
vista tal dificuldade, propoe-se, neste trabalho, apresentar uma alternativa por meio da
/flgebm de Clifford, que fornece vantagens computacionais no tratamento de objetos
geométricos e mostra-se capaz de reduzir consideravelmente o tempo de processamento
das solugoes. Os préximos capitulos serao dedicados a uma apresentacao breve desse
poderoso recurso teorico.
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arcs related to dz 5 —

=\

\ \

- arcs related to d; 5

Figura 5: (a) Quatro pontos; (b) Oito Pontos; (c¢) Dezesseis pontos [3]

23
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3 Algebra de Clifford

A Algebra de Clifford constitui um campo muito vasto na Matematica, com aplicagoes
importantes na Fisica. Sua histéria relaciona-se as tentativas de representar geometri-
camente um nuimero complexo. Neste texto, trabalha-se com uma definicao axiomatica
do chamado Produto Geométrico e do Produto Ezterior, como apresentada em [4] e [5].
Definigoes para a /flgebm de Clifford e para a Algebm Exterior calcadas na Algebm
Tensorial sao encontradas em [6].

Antes de definir-se formalmente a Algebra de Clifford, apresenta-se uma motivagao
geométrica do Produto Geométrico, nos casos particulares de R? e R3. Em seguida,
apresentam-se os axiomas da Algebra de Clifford, seguidos por alguns teoremas e
propriedades tteis que serao largamente usados na construcao do Espago Conforme, o
qual serd, enfim, aplicado ao PDGDM.

3.1 O espacgo Ggj

A base canonica do espaco V = R? corresponde aos vetores {ey, e2}, e qualquer vetor x
de V pode ser escrito como x = ae; + beg, com a,b € R.

Define-se um novo produto que seja capaz de produzir a norma euclidiana usual a

partir da relacao

HxHQ = zx = (ae; + beg)(aey + bey) =

a’eieq + abejes + baese + b2es. (3.1)

A fim de que (3.1 seja equivalente & norma euclidiana, é necessério que se tenha

ere; =1=e9ey € € -3 =—¢5-e€;. (3.2)

O elemento eje; reduz-se ao conjunto dos escalares, mas o elemento eje; corresponde
a um novo objeto abstrato, aqui chamado de bivetor. Se forem tomados os bivetores
possiveis com os elementos de {ej, es} e os préprios elementos originais da base de R?, é
possivel contruir um espaco vetorial gerado por eles:

Gz,o = Spém{elel, €2€2, €1, €3, €1€2, 6261}-
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€,

€1

=
L

Figura 6: Bivetor de Ggp

Pelas relagoes em (3.2)), os dois primeiros elementos correspondem a um escalar, e os
dois ultimos elementos sao linearmente dependentes, de modo que a base de Gg o equivale
ao conjunto

@2,0 = {17 €1, €2, 6162~}

Esse espaco é também pode ser encarado como soma direta de seus subespacos préprios
e complementares:

Gap = R & span{er} @ span{es} & span{eses},

e, consequentemente, dim(Gsyp) = 4.

Qualquer elemento de Gy serd combinacao linear dos objetos da base, e, além das
operacoes usuais de soma vetorial e multiplicacao por escalar, definir-se-4 o produto
geométrico entre dois entes quaisquer desse espaco, conforme serd visto nas proximas
secoes.

3.1 EXEMPLO.
O produto geométrico entre dois vetores pode ser dado pela suas coordenadas:

zx' = (ae; + bey)(d'er + bex) = aa’ + bb' + (ab’ — a'b)ejes. (3.3)

O objeto ejes possui alguma interpretacao geométrica no espaco euclidiano original.
Com efeito, tal bivetor representa um elemento de area orientada, gerado pelos dois
vetores, e1 e es. (Figural))



3 ALGEBRA DE CLIFFORD 26

3.2 O espago G3)

No caso em que V = R3 o espaco Gsq serd gerado por todos os bivetores e trivetores
) 3,0
possiveis com os elementos de {ey, €2, e3}, de modo anédlogo ao da se¢ao anterior. Aqui,

e;e; =1eee; =—eje; parat,j € {1,2,3} ei # j,

implicando em

G3,0 = Sp(m{la €1, €2, €3, €1€2, €1€3, €2€3, 616263}-

3.3 A Algebra Geométrica

De modo anélogo ao que foi feito nos dois exemplos anteriores, toma-se , a partir daqui,
o espago vetorial euclidiano V = R", caracterizado pela base 8 = {e1, .., €p, €pt1, s €piq},
emque p+q =n.

3.2 DEFINICAO.

Uma algebra associativa (A) sobre um espago vetorial V é um conjunto for-
mado pelos escalares do corpo, pelos vetores de V e pelos objetos resultantes
de trés operagoes abaixo.

1. Soma vetorial. Existe uma operacao (+) : A x A — A, para a qual,
dados quaisquer elementos A, B € A, existe C' € A tal que C' = A + B.
Ademais, (+) satisfaz os axiomas de grupo abeliano aditivo:

o Associatividade: (A+ B)+C = A+ (B + C);
e Comutatividade: A+ B =B+ A; e

e FExisténcia do Elemento Neutro: Existe um elemento 0 € A tal que
A+0=0+A=A.

2. Multiplicagao por Escalar. Existe uma operacao () : R x A — A,
para a qual, dados @« € R e A € A, existe C € A tal que C = aA € A.
A operacao satisfaz os axiomas:

o Associatividade: a(SA) = (af)A;

e [Eristéncia do Elemento Neutro: 1- A = A,

o Distributividade: a(A+ B) = aA+ aB; e

e Distributividade Escalar: : (o + B)A = aA + BA.

Nota-se que essa operacao ¢ bilateral, pois é valida tanto a direita quanto
a esquerda de um elemento qualquer de A. Usualmente, serd omitido o
simbolo (x) e serd usada a justaposicao.
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3. Produto Associativo Existe uma operacdo o : A x A — A, para
qual, dados A, B € A, existe C € A tal que Ao B = C. Ademais, a
operacao satisfaz os seguintes axiomas:

o Associatividade: (Ao B)oC = Ao (Bo();
e Distributividade o direita: Ao (B+C)=AoB+ AoC;
o Distributividade a esquerda: (B+C)oA=BoA+CoA;e

o Multiplicagao por escalar: ao A= Aoa = aA.

Como consequéncia imediata, o conjunto A corresponde a um espago vetorial real.
Com a adicao da operacao o, tal conjunto é dito ser uma Algebra Associativa sobre o
espaco V. A partir daqui, o produto geométrico sera definido em termos da base canonica
de R™.

3.3 DEFINICAO.

o oe — +1, se 1<i<p,
T =1, ose p<i<p+yg

(ejoe;) =—(ejoe),se 1] (3.4)

A partir dessa definicao para os elementos da base de V, o conjunto A serd nomeado
como Algebra de Clifford, com a notacao A = G, ,. O produto associativo é denominado
produto de Clifford ou produto geométrico. O produto geométrico entre quaisquer
elementos A e B de G, , omitird, por vezes, o simbolo "o”.

3.3.1 Base e Dimensao

Dado um conjunto ordenado A, define-se A(i) como o elemento de ordem i. Como

exemplo: se A = {10,21,77}, A(3) = 77.
3.4 DEFINICAO. Blade Bésica
Denomina-se blade basica em G, ; 0 produto geométrico de elementos distintos da base

canonica de V, indexados por um conjunto ordenado A = {sy,...,s,} C{1,2....,p+¢}.Em
notacao, tem-se

€A = €5,€5y...C5,..
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3.5 EXEMPLO.
Se A = {2,3,1}, ep = egesey.
3.6 PROPOSICAO.
Sejam A = {iy,...,i5}, Ay = {1, ...,i5_1} € Ag = {igyo, ..., 05}, para k +2 < s.

Entao,

epn = —ep, o (epr1 0€ex) 0 ep,.

A demonstracao para tal fato é deixada no apéndice do texto.
3.7 DEFINICAO.

A grade de uma blade bésica é a cardinalidade do seu conjunto ordenado, isto é:
gr(es) = |A|. Ademais, distinguem-se os seguintes resultados:

griea)s =Ha;ae A:1<a<p}| e

griea)- =HasacA:p<a<p+gl|

3.8 EXEMPLO.
Suponha p=2e q=1. Se ey, = ejeze3,

gT(GA)+ =2,

griey)_ = 1.

Dado I = {1,..,n} C N, o conjunto das partes (P(I)) corresponde a todos os
subconjuntos possiveis de I. Sabe-se que |P(I)] = 2". Neste texto, os elementos dos
representantes de P(I) sao ordenados de modo crescente, e a disposi¢ao dos representantes
das partes é organizada de acordo com a sua cardinalidade. Representantes de mesma
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cardinalidade sao ordenados de acordo com a ordem lexicografica.
3.9 DEFINICAO.

A &lgebra de Clifford G, , é gerada pelo conjunto de todas as blades bésicas possiveis,
indexadas por representantes de P(I):

Gpq = span(@m),

em que G,, := {es,A € P(I)}. Os elementos de G,, seguem a mesma ordem dos
elementos de P(I). Essa ordenacao do conjunto das partes permite ainda indexarem-se
blades bésicas com a notacio E; = G,,(i), com i € {1,2..,2"}. Daqui, se * € G,,,
existem escalares tais que x = >, a; E;.[4][5]

Analogamente, definem-se subconjuntos préprios de G, 4 a partir do conjunto G, , :=

{ea, A € P(I*)}, no qual I* € P(I) é um conjunto de cardinalidade k, de modo que

G’;’q = span(Gp,q)

constitui subespagos vetoriais de G, 4, para todo k € {1, ...,2P79} [4][5].
3.10 EXEMPLO.

Os bivetores ejes e ese; sao linearmente dependentes. Com efeito, pela propriedade
da antissimetria,

€163 = —E€3€q,

de modo que existe um escalar diferente de zero que satisfaz a expressao

ei1es + aeqse; = 0.

No apéndice deste texto, apresenta-se um lema que fornece a relagao entre uma blade
basica e qualquer de suas permutacoes, de modo que toda permutacao de uma blade bésica
é linearmente dependente a primeira. Com essa observacao, fica claro que duas blades
basicas, e, e ep, sao linearmente independentes apenas no caso em que A # B. Isso pode
ocorrer se a cardinalidade dos conjuntos for diferente, ou, em caso de mesma cardinali-
dade, se ao menos um dos conjuntos possui algum elemento que nao seja comum a ambos.

Em resumo, nota-se que essa é uma relacao de equivaléncia para duas blades basicas:
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ea~eg=A=B,

a menos de ordens distintas para ambos os conjuntos.

Uma vez que, para efeito de cédlculo, nao sao consideradas as ordens dos conjuntos, o
nimero de conjuntos I¥, que sdo os conjuntos que tém a cardinalidade k, é obtido pelo
nimero binomial:

Crote = S (3.5)

0 que permite observar que dim(GF ) = [P(I*)| = Cy .

Finalmente, a Algebra de Clifford é gerada pela soma direta de todos estes subespagos,
gerados por blades bésicas [6]:

Gpy=G,,8G,, & ..o G

O espaco G,

diante. Observa-se que

contém os escalares, o espago G},q contém os vetores, e assim por

p+q p+q
dim(Gy,) = [PD)| =21 => "Copo= > _ dim(G},). (3.6)
k=0 k=0

Uma discussao mais extensa a respeito da base e da composicao em soma direta da
Algebra de Clifford ocorre em [4], [5] e [6].

3.11 EXEMPLO.

O espaco R3, cuja base é formada por {ey, es, €3}, gera a Algebra de Clifford associada
Gs, com a base

{17 €1, €2, €3,€1€2, €1€3, €2€3, 616263}-
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3.12 EXEMPLO.
O conjunto dos elementos de gr(ey) = 2 gera um subespago vetorial de Gzo com

dimensao igual a 3:

—2
G3,0 = {6162, €1€3, 6263}.

3.13 DEFINICAO. Reversio

Sejam A = {s1,...,s.} C{1,2...,p+ ¢} e a blade basica

€A = €4,€5,...C5,.

O elemento reverso de e, ¢é definido por

€A = €4,.€5,._...€gy

3.14 EXEMPLO. Seja Eg € @3,0, tal que Eg = ejeqes.
Da definicao, E; = e3e9€1.

Dadas duas blades bésicas distintas em G, , ey = e,
natural, a partir da definicao, obtém-se:

L---Es,. € €g = €k, ...e,.. De modo

T

enep = (€k, .-, )(€s,...€5,) = €pEA.

3.15 PROPOSICAO.

Seja e, uma blade béasica com gr(es) = k, entao
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Uma demonstracao desse fato é deixada no apéndice deste texto.
3.16 DEFINICAO.

Em qualquer espaco G, 4, com n = p + ¢, o pseudoescalar é o elemento I = ejes...e,.
Desse modo, observa-se que

Il =ej...epep...c; = (=17,

em que r € o numero de elementos da base canonica para os quais se tenha e;e; = —1,
isto é: r=gr_(I).

Por conseguinte,

de modo a configurar I~' = I(—1)".

Com a Proposi¢ao 3.15 em maos, conclui-se que

U= (1) T =(-1)" 7T (3.8)

3.17 DEFINICAO.

Para um elemento =z € G, 4, o reverso ¢ dado por

2p+4q

=Y ok (3.9)
=1

3.4 Produto Exterior
3.18 DEFINICAO. Projecio de Grade

Sobre qualquer elemento e, € @M, define-se, como em [4], a Projecio da Grade de ey
sobre a grade k como se segue:

[ ea se gr(exy) =k,
SO K
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Ademais, impoe-se a condicao de linearidade sobre a projecao:

<OZZ‘E,‘ + OéjEj>k = Oéz<EZ>k + Oéj<Ej>]€. (310)

A demonstracao de que a Projecao da Grade é um operador linear encontra-se no
apéndice.

3.19 EXEMPLO.
Sejam os elementos A, B,C' € Gj3 tais que A = e + 2e1e9 + ese3, B = 2 + e1e9e3 €

C = e; + ere3 + ereqes. Entao,

<A>2 = <61 + 26162 + 6263)2 = <€1>2 + <26162>2 + <€263>2 = 26162 + €263,

<B>0 = <2 + €1€2€3>0 = <2>() + <€1€263>0 = 27

3.20 DEFINICAO. B
O produto exterior de duas blades bésicas E;, E; € G, 4, com gr(E;) =k e gr(E;) =,
é definido como

3.21 EXEMPLO.

(1) Ey N By = (B Ea) 141 = (e1e2)2 = eeg,

(2) E5 A\ EG = <E5E6>2+2 = <61€26163>4 = <—€2€3>4 = <O>0 = 0
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3.22 DEFINICAO.

Sejam r = Zf:q o Epey= Z?:q B;E;, entao
2p+q
i=1,j=1

1

Em particular, toma-se o conjunto de elementos {vp},=1,.x em G, ,

da base é

cuja expressao

n

Up = Z Q(rp,p) € (rp,p) s

r=1

—1
com o, €R, pe{l,2.,n} eew,, €6,y

A partir daqui, tem-se que

VNNV = Z Qry,1) * eee * Oy k) [e(rhl) VANPURVAN e(%k)]. (313)
(11,1)5005(7k k)

O produto exterior de k vetores é chamado de k-blade. A notagao dos somatorios
sucessivos foi unificada sob um tnico somatério, conforme a expressao (3.13). Posterior-
mente, tal desenvolvimento sera importante no tratamento algébrico das blades.

3.23 PROPOSICAO.
Sejam z,y, 2 € Gyiy € a,b,c € R. Entao valem as propriedades:

LaAN(y+z)=xAy+azAz
2. (az) A (by) = (ab)(z Ay); e
.z AN(yNz)=(xAy) Az
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3.24 PROPOSICAO. Antissimetria
VIA AN LU N AN Uy N N Vg =

(—1)P(v1 A oo A1 AU A oo A U A U V).

A Proposicio 3.23 é demonstrada em [4]; a demonstragdo da Proposi¢io 3.2/
encontra-se no apéndice deste texto.

3.25 EXEMPLO.

Sejam s =2, k=1 e p=1. Tem-se, entao:

1
V1 ANV = U1 A U141 = (-1) V141 ANV = =V AUy

De modo analogo ao que fora feito com os espagos G" . define-se

p,q’

k
/\(R”) = span{e;, A ... Ne; },

parais € {1,...,p+q}, com s € {1,...,k}, o que permite construir a Algebra Exterior:

0 p+q

AR = ARHY o AR @ ..0 AR").

A construgao acima, apresentada em [0], também permite observar a existéncia de
um isomorfismo entre os espacgos vetoriais /\(R") e G, ,, porém nao entre algebras.

No ambito deste texto, como o produto exterior é dado pelo produto geométrico,
pode-se trabalhar tanto com o simbolo e;e; quanto com o simbolo e; A es, que significam
a mesma coisa.
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3.5 Contracoes e Elementos Duais de Vetores

A contracao tera papel fundamental na linguagem que se desenvolve neste texto, uma
vez que, por meio dela, obtém-se o elemento dual de um objeto em G, . E precisamente
o elemento dual que fornece a descricao mais apropriada dos objetos geométricos com
que lida o PDGDM. A seguir, adota-sa a defini¢ao da contragao que é vista em [7]. Uma
definigdo mais geral em [6] resulta nos mesmos axiomas que serdo elencados a seguir, e,
em [4], a contragao é semelhante ao produto interno entre Blades, definido por meio da
Projecao da Grade.

3.26 DEFINIQAO. Contracao a esquerda

A contracdo a esquerda é uma operacao | : A"(R") x A/ (R") — A" '(R?),
com k > [, a qual satisfaz os seguintes axiomas:

a|B = aB;

Bla =0, se gr(B) > 0;

alb=a-b. (Produto Interno Usual de Vetores);
a](BAC) = (a] B) AC+[(=1)"P][B A (a]C)];
(AANB)|C = A|(B]C).

AN S A

Aqui, o é um escalar, a e b sao vetores e A, B e C' sao blades.
3.27 DEFINICAO. Dualidade
O elemento dual de uma blade é dado por
A=Al (3.14)
em que A € A\*(R") e I € G, é o pseudoescalar, I = eye,...e,[T].

O exemplo a seguir fornece uma prévia da descricao que o calculo do elemento dual
pode fornecer em termos de Algebra Geométrica.
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Figura 7: Plano e; A e3 e o vetor normal e;.

3.28 EXEMPLO.
Seja v = aje1 + ages + azez um vetor em G%),o-

Pelo axioma 4 da Defini¢ao 3.26,

vi=uvlesNea Nep = (v-es)(ea Ner) —es A (v](e2 Aer))

v](ea Nep) = (v-ez)er + (v-eq)eg,

que implicam a igualdade

v" = az(ea Nep) —as(es Aer) + ag(es Aes). (3.15)

E facil visualizar que o vetor v é o vetor normal ao plano gerado por v*. Toma-se,
como exemplo, v = aseq, de modo que v* = —as(ez A e1), que representa o plano gerado
por esses dois elementos da base. (Figura 7).
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Esse resultado serd generalizado a seguir, porque possui grande importancia no caso
de G4;. A realizagao de rotagoes nesse espago, por exemplo, dependerd da definigao do
seu eixo, resultado da dualizacao da equacao de um plano, dado pelo produto exterior
entre certos objetos.

3.29 TEOREMA. Expressao Para o Dual de um Vetor

Seja v = > ae; um vetor em Gzlﬂrq. Definem-se R, = e; A ... Ne; e

I;=e;41 N... Ney, de modo que I = R; A\ ;.
Entao,

n(n—1)

VP = iR AL (1) (3.16)

em que s; =1 — 1, se e;e; = 1, ou s; = 1, se e;e; = —1, r é o nimero de
elementos da base que tém assinatura negativa, e n = p + q.

A demonstracao do teorema encontra-se no apéndice.

3.6 Representacoes Geométricas

No inicio deste texto, apresentou-se que o produto geométrico (ou o produto exterior) é
capaz de descrever objetos basicos da Algebra Linear, conforme visto no exemplo em que
e1 A ey representa o plano {7 = ae; + Bes} C R3.

A grande vantagem da insercao do produto geométrico é poder representar subespacos
e variedades afins na forma de subespagos vetorias de G,,. Como consequéncia, a vanta-
gem computacional é clara, uma vez que se pode manipular objetos representados por
bivetores, trivetores, etc.

3.30 EXEMPLO.

E sabido que dim(A*(R?)) = 3 = dim(R?), entdo ambos os espacos vetoriais sio
isomorfos. Com efeito, é possivel estabelecer o isomorfismo (¢) de maneira explicita:

® ¢ — ey A es;
® e e ANes; e

® ¢3t— e N eo.

Seja um vetor no plano 7, isto é,
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p = aey + Pes + Oes.

Sua representacio em A\’(R?) é dada por

o(p) = P(aey + Peg + 0e3) = ales A eg) + Bler Aes) = (aey + fes) A es. (3.17)

Por outro lado, da Geometria Analitica, sabe-se que o plano 7 pode ser representado
por seu vetor normal n = ez, de modo que ¢(e3) = €1 A es.

Isso significa que o plano 7 pode ser representado diretamente em G2 por sua equagao
explicita ou pela chamada forma dual, em que o objeto é representado por seu vetor
diretor, por exemplo. Essa é a justificativa para que o objeto e; A ey represente, em G2
(ou em A*(R?)), o plano gerado por esses dois vetores da base.

Conforme apresentado na segao anterior, o dual de um vetor em G} é dado por
*

v* = v|I, que produz a combinagao linear de bivetores, exatamente no mesmo formato
exibido na equacao ((3.17)).

De maneira geral, dim(A\"""(R")) = dim((R"), o que permite estabelecer o isomor-
fismo

para A; = {1,...,n} — {i}, conforme visto no Teorema 3.29.
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4 Geometrias

Operadores como a rotagao e a translacao no espaco euclidiano podem ser trabalhados
do ponto de vista da Algebra Geométrica no chamado Espago Conforme (G4;), que
relne caracteristicas vantajosas no tratamento de tais operadores por meio de blades.

Tendo em vista as aplicacoes ao PDGDM, este capitulo trata da representacao de
objetos do Espaco Euclidiano em espacos munidos do produto exterior. Em particular,
tem grande relevancia no tratamento do PDGDM a élgebra Gy 1, cuja base é composta
por quatro elementos de assinatura positiva e um elemento de assinatura negativa, de
acordo com as defini¢oes do produto interno entre elementos da base. A descricao mais
direta dos objetos geométricos a seguir, para o caso com que se trabalha neste texto, sao
dadas por [§] e [9].

4.1 Propriedades de G3

Recorda-se de que

Gso = span{l, ey, ez, €3,€1 N ea, €1 Nes,ea Aes,eq Aex Aest.

Para objetos em Gao, o produto interno é idéntico ao produto interno de R3. Dados
T = x1€1 + Taey + T3€3 € Y = Y11 + Y2e2 + Yz€3,

3 3
T-y= Z TiYiei€ = Z il (4.1)

Apesar da semelhanca entre seus objetos, ¢ fundamental e notério que R® ¢ G?,
enquanto, na verdade, os espagos de mesma dimensao sao isomorfos (R* = G1,). Mais
precisamente, os espagos Gz e R® sao isomorfos.

De modo andlogo, a norma de um vetor em G4, é dada por

Ha:H%,g :x%~|—x§—|—x§. (4.2)
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4.1 TEOREMA.

Para dois vetores quaisquer em G?l)yo, com X = Tiey + Toey + Tzez3 €y =
Y161 + Yyaeg + yses, tem-se:

l.zy=x-y+2x ANy,
2. t Ny =3(zy —yx); e
3.z y = t(xy + yz).

Esta propriedade é idéntica em qualquer subespago G!. Uma demonstragao de tal
fato encontra-se no apéndice do texto.

4.2 EXEMPLO.
Sex =2ey,—Teg ey =e; + ey — e3,

xTY =

(265 — Tez) - (e1 + €2 —e3) + (2e — Tez) A (e1 +e3 —e3) =
(2 + 7) + (26261 - 26263 — 76361 — 76362) =

9— 26162 —+ 76163 -+ 56263.

4.3 DEFINICAO. O inverso multiplicativo de um vetor

Seja v € GL. O produto geométrico a seguir fornece o inverso multiplicativo
de um vetor, como apresentado em [§] e [9]. Com efeito,

v v _v-v+v/\v_v-v_||v||2_1 (4.3)

[lol[2” - ffolf? [|v][? [lol[2 foll?

4.2 Reflexoes

No espaco G, o inverso multiplicativo e o Teorema 4.1 oferecem a seguinte identidade:

u=u(vv ) =Wt =w-v+uAvt = (u-v)vt + (uAv)vh (4.4)
Observa-se que o termo uj, = (u - vl = ﬁv corresponde a projecao ortogonal

de v em v, e o termo ortogonal e complementar é dado por u; = (u A v)v~!, conforme
exibido na Figura [§
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Figura 8: Projecao e seu complementar [§]

Ademais, expandido a multiplicacao a seguir, obtém-se um resultado similar:

v uw =

v v
——(uwv) = vu——7:
o] o]
vuv™t = (vu)vt =

Desse modo, tal decomposicao assemelha-se ao que foi obtido na equacao (4.4)),
exceto pelo sinal negativo. Observa-se na figura [J] o resultado dessa decomposi¢ao, que é
exatamente a reflexao do vetor u em torno de v.

"1

Ly, = (u-v)v!

“luv

—u, = —(uAv)v!

Figura 9: Reflexao de v em v [§]
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4.4 DEFINICAO.

Em Ggy, a reflexao de u em torno de v é dada por

u v . (4.5)

4.3 Rotacoes

Em Gy, o produto geométrico dos vetores u e u’ pode ser tomado em sua forma polar,
andloga ao caso dos nimeros complexos [8]. De fato,

!/
uu =

u-u Funu =
[[ul[|[u/[|cos () + [|ul[|[u'||(e1 A e2)sen(0) =
[[ul[|[u']|(cos(0) + Irsen(6)) =

[Jul[[u/[]"".

Nota-se que, no decorrer da dedugao, usou-se a seguinte identidade [§]: dados os
vetores u e v no plano gerado por e; e es, tem-se

u A v =||ull||[v]|(ex A ez)sen(h),

em que 6 corresponde ao angulo entre os dois vetores e as normas sao calculadas de
acordo com a equacao (|4.2).

Se u’ é o vetor u rotacionado de um angulo 6, é fato que |u| = ||, e basta multipli-
car ambos os lados da equacao por u, a fim de que se tenha uma expressao para u’. De fato,

lullllulle’ = ullulllul|e™* =

v = u(cos(f) + Irsen(6)).

Uma rotacao de vetores em Gsq ocorrerd a partir da decomposigao de um vetor v na
forma u = wu, + u1,. Com efeito, a rotagao das projegoes ocorrera no plano e fornecera
o vetor v’ rotacionado, enquanto os complementos da projecdo mantém-se inalterados.

(Figura
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Daqui,

u”612(9)/2612(9)/2 + uLelz(—9)/2€I2(9)/2 _
6_12(6)/214”6[2(0)/2 + 6—12(9)/22&612(9)/2

O (g 4y, )2 =
o 120002, 12(0)/2

u u -

) )

s
l_l|| Ll||

Figura 10: Adaptado de [§]

Dois fatos justificam as trés primeiras linhas da equacao anterior. O primeiro vem
do produto de poténcias de mesma base da forma polar, ou seja: e/2(0/2e2(=0)/2 — 1 ¢
el2(0) = l2(0)/212(0)/2 O segundo fato é que a antissimetria do produto exterior garante
que u(e; A ez) = (e A eg)u.

Disso, pode-se generalizar a rotagao em um plano qualquer do espaco.

4.5 DEFINICAO.

Seja um vetor u € G3,. A rotacao de tal vetor em torno do eixo normal ao
plano gerado por n é dada por

Ry g(u) = e 0/ 2qen"0)/2, (4.6)

)

No decorrer do texto, nota-se que n é o vetor normal ao plano em que ocorre a rotacao
da componente ). Como a defini¢ao original baseia-se no pseudoescalar gerador do
plano (e; A e3), para um plano qualquer, utiliza-se a dualizagao do vetor normal ((3.14]).

No decorrer do texto, a férmula (£.6]) serd dada em termos de e™~/2 e seu reverso,
conforme a Proposi¢ao 4.7.

Essa construgao de rotagoes por meio da reflexao da componente ortogonal é explorada
em [§].
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4.4 O Espago Conforme (Gy;)

A linguagem do Espaco Conforme sera usada no tratamento do PDGDM, por sua simpli-
cidade na representacao de entes geométricos. Inicialmente, seja A = G4, uma Algebra
de Clifford gerada pela base

{617 €2,€3,€4, 67}7

em que os trés primeiros elementos representam os elementos da base candnica do
espaco euclidiano R?, com as assinaturas usuais do produto geométrico, isto é:

e ce;=0,sei#jeije{l,2,3} e

e cie; =1,comi,j€{l,2, 3}

Adicionalmente, tem-se, para os novos elementos, as seguintes defini¢coes do produto
geométrico:

e c.e.=1; e

e c_c_ = —1.

Usualmente, porém, a base do espaco conforme serd redefinida a partir dos elementos
a seguir:

e g =1(e_—eq);e

® 6, =¢e_+ey.

O vetor ey representa a origem dos eixos coordenados de R?, enquanto o elemento ey
representa objetos que, no Espaco Euclidiano, tenderiam ao infinito. As transformacoes
obtidas para esses dois novos elementos da base provem da Projecao Estereogrd-
fica. Uma discussao mais abrangente é encontrada em [4].
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4.6 PROPOSICAO.

O conjunto €1, €2,€3, €0, Exo forma uma base para Gl e satisfaz as seguintes
) ) ) ) 4,1
propriedades:

i e - € + €€ = 251']‘;

. €~ oo+ oo - €0 = —2;

. eg-e;+€-€=€x-6+e - -ex=0; e

iv. e2 = e =0, com respeito ao produto geométrico.

Demonstragao.

i. A propriedade e; - e; + ¢€; - ¢; = 20;; decorre da defini¢ao de produto interno
a partir do produto geométrico.

ii.

1 1
€0 oo = 5 (e —ey)(e-+ey) = 5(6_6_ +e_er —eje. —eyey) =
1
—(=1—-1)=—1.
S(-1-1)
Como o produto interno de vetores é simétrico, e,.eg = —1 € egesoteooty = —2.

Dado que e; -e; =e_-e; =0,

1
eo-ei:5(6,—e+)-ei:O:eoo~ei:(e,+e+)-ei.

Com a simetria do produto interno, obtém-se a propriedade (iii).

Ademais, €} = S(e- — ep)s(e- —ep) = (-1 +1) = 0 e

el =(e-+ep)(e-+ep)=(-1+1)=

Finalmente, o conjunto {ey,es,e3,€p;€5} tem 5 elementos linearmente
independentes, portanto constitui uma base de G .
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]

Escalar 1

Vetores €1,€9,€3,€) € Ex

Bivetores e1 Nea,e1 Nes, e N\ e, 1 A eg,ea \es, ea/\eg,ea N\
€ooy €3 N\ €00, €3 N\ €0, €0 N €oo-

Trivetores etNeyNeg, et Neg Neg,er NeaNes,e1 NegNeg,er N\
€3N\ €x, 3N ea/Neg,ea\es /e, 1 N\eg /N es, a2 N\
g N\ €oos €3 N €y N €.

Quadrivetores er Neg ANes ANeg,er Neg Aes A\ e, e1 Nea Aeg A
€oos €1 N ez Neg N\ esg, 2 Neg N\eg /N e

Pseudoescalar er Neg Aes A eq N eg.

O quadro anterior exibe os vetores da base de G4;. Nota-se que, como a base
candnica possui 5 elementos, de acordo com a equagao (3.6]), a dimensao do
Espaco Conforme é 2° = 32.

4.5 Representacao dos Entes Geométricos

As definigoes desta segao sao baseadas em [9].

4.5.1 Pontos

Um ponto no espaco euclidiano é dado por suas coordenadas x = ae;+bes+-ces,
e ||z]]* = a® + b* + 2. No espago conforme, tal ponto equivale ao vetor de
norma nula, uma vez que sua representacao em Gy ; é dada por

1
p(e) = eo + @ + lelfzaco =

2
aey + bey + ces + eg + @eo@, : (4.7)

Embora x pertenca ao espaco R?, a combinacao linear ae; + bes + ces também
servird para representar um objeto em G}, mas tenha-se em mente que os
espacos sao dinstintos.

A contracao de dois pontos no Espago Conforme equivale ao produto interno
de vetores da base desse espaco, uma vez que aqueles objetos sao formados
apenas por blades de tamanho um. Com efeito,
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12 y||?
p@)ply) = pl) o) = o+ P e ey -+ 1A e ey =
201,112 2 2
oy BRI el WP
l=[1* [lyll?
x-y 5 5
A partir daqui, serd adotada a igualdade
_ l=[1*  [lyll?
p(z)-ply) =2y - = 5

Em particular, para p(z) = p(y),
(), =p(@) - p(z) =22 — |l2]|* = 0.

4.7 PROPOSICAO.

2
Sejam p(.I) = €9 + X161 + Toeo + T3€3 + @eoo e p(y) = ¢g + Y161 —+ e —+
2
Yses + %600, e seja z = p(z) A p(y) A es. Entao,

2* ==z

Demonstracgao.

Nesta demonstracao serd utilizada a base original de G4;, o pseudoescalar
serda dado por ejesezere_, e o inverso é dado por —e_e,ezeqe;.

O célculo do dual fornece

=z =
(Z/3 - 903)6162 + (952 - y2)€1€3 + (yl - 901)6263 +
(ways — T3ya)eres + (x3yr — T1y3)ezer + (T1y2 — Toyr )eses +

(x3y2 — xays)ere— + (T1y3 — T3y1)eae— + (Tay1 — T1Ya)ese_.

Isso mostra que o dual de z é combinacao linear de bivetores no Espago Con-
forme, e, como e;e; = eje; = —e;e;, 0 reverso de todos os bivetores produzira
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apenas uma troca de sinal em cada escalar da combinacao linear, o que leva a
conclusao de que

ZF ==z

4.5.2 Esferas

Suponha que um ponto x € R? pertenga a esfera de centro ¢ = (¢, ¢a, ¢3) e raio r.
A equacao da esfera é sabidamente dada por

(1 — c1)* + (z2 — c2)? + (25 — c3)? =12 (4.10)

A mesma esfera tem representacao direta no Espaco Conforme dada por

2

S =plc) —%eoo = e+ ¢+ peoo, (4.11)
_ lell? -
em que p(c) = crey + e + czez + € + 5-€x, € p T
A contracao
S]p(z)

sera resultado de produtos internos entre blades de grade igual a um, elementos da
base de G ;. Com efeito,

S]p(a) = (ple) — ew) -plz) =
p(c) - p(w) — T—;fﬁoo p(r) =

llel* = | r?

2 T 2 o

Se x pertence a esfera, a equacao (4.10) pode ser reescrita como r =
—2(c-z) + ||e]]* + ||z||?, e a linha anterior é anulada, de modo que
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Sp(x) = 0.

Isso mostra que um ponto p(x) em Gy, estd na esfera se, e somente se, vale a
igualdade anterior. Consequentemente, o conjunto

NI(S) = {p(z) € G4.|S]p(z) = 0}
constitui um subespago vetorial de Gy, conhecido como Nicleo do Produto Interno
de S[5].
A segunda maneira de representar-se a esfera, se forem conhecidos quatro pontos,

T1, %2, T3 € T4, todos em R? e pertencentes a uma esfera, é chamada de representacao
dual e é dada por

S = p(z1) A p(x2) A pzs) A p(rs). (4.12)

4.5.3 Planos

Os planos podem ser representados pela equagao

T=n+(n-T)ex, (4.13)

em que n = niej + nges + nzez é o vetor normal ao plano e x = x1e1 + roeg + w363 €
um vetor arbitrario que satisfaz a equacao planar em R3

(n-x) = nixy + nawg + nzrs = h.. (4.14)
Com efeito,
pz)]m =
oo .4 1211 )
o+x+ 5 o) - (N4 hes) =

—h+(n-x2)=0

A representacao dual do plano é dada por trés pontos, x1, x5 e x3, que passam por ele,
por meio da formula
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T =p(x1) Ap(xe) A p(x3) A €00 (4.15)

4.5.4 Retas

As retas (ou eixos) sao resultado da intersec¢ao de planos. Neste caso, o objeto no espago
conforme é dado por

L:’ﬂ'l/\ﬂ'g. (416)

Usualmente, a melhor representagao para uma reta é dada na forma dual, pelo produto
exterior entre dois pontos de tal reta e o ponto que representa o infinito, ou seja:

L =p1 Apy N es. (4.17)

4.5.5 Circulo

O circulo pode ser representado como a interseccao de duas esferas. Desse modo, dadas
as esferas S e S5, a operacao de interseccao é o produto exterior:

C'=SASs. (4.18)

De outro modo, um circulo tem representacao dual pelo produto exterior de trés pontos
que se encontram sobre ele:

C = p1 Apa A ps. (4.19)

O Espaco Conforme oferece uma importante vantagem para a descrigao dos circulos:
o conjunto dos pontos que pertencem a ele forma um subespago de G, ;. Para verificar-se
este fato, demonstra-se inicialmente, uma réapida proposicao.
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4.8 PROPOSICAO.

Duas esferas sao linearmente dependentes em Gy 1, se, e somente se, forem
tdénticas.

Demonstracgao.

i) Partindo do fato de serem linearmente dependentes, sabe-se que existe uma
constante o para a qual vale a expressao

Sl — OéSQ = 0. (420)

Desenvolvendo a igualdade, tem-se

2

2 2
1 T 2 ry — Aar
ey + g m,f )ei—%ew—ae(ﬁ— E ozxz( )ei—%ewzo.
i=1 i=1

Em termos dos elementos da base usual de Gy, essa igualdade ¢ possivel
somente no caso em que:

e 1l—a=0;
o (1;51) - axz(z)) =0, parai € {1,2,3}; e
o T2

2

(1) = 17(2) € que 1y = To,

7 7

Como a = 1, da primeira condigao, obriga-se que x

logo S; = Ss.

(ii)) Assumindo que ambas as esferas sdo iguais, é fato que existe uma
constante que satisfaz a expressao (4.20)).

Esse resultado é importante para estabelecer o subespacgo vetorial dos pontos perten-
centes a uma circunferéncia obtida pela interseccao de duas esferas.
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4.9 PROPOSICAO.

Dadas duas esferas distintas, Sy e Ss,

NI(C) = {p(z) € Gu,| p(z)]C = 0}
corresponde aos elementos que representam pontos da circunferéncia
C =51 N5s.
Demonstragao.

A expressao

ocorre pelas propriedades da contracao e pelo fato de que os elementos
constituintes das esferas e do ponto sao combinagoes lineares de vetores, sem
blades de maior grau.

Por fim, uma vez que p(z) - S; e p(x) - Sy s@o ndmeros reais, a expressao
a direita é nula, em apenas dois casos: ou ambas as esferas sao idénticas,
conforme a proposicao anterior, ou

Como o primeiro caso é descartado, por hipdtese, tem-se a expressao anterior
se, e somente se, p(x) pertencer a ambas as esferas.

O
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4.5.6 Par de Pontos

O dltimo ente geométrico do espaco conforme representa o maior interesse neste texto,
uma vez que esse objeto é central na resolucaio do PDGDM, de modo a fornecer as
coordenadas de um determinado atomo.

A representacao usual é o resultado da interseccao de trés esferas,

Pp = Sl A SQ VAN Sg. (421)

Apéds o calculo do produto das trés esferas, o resultado deverd ser computado por
meio de uma férmula capaz de transformar um objeto em G4; em um ponto no espago
R3. A férmula a seguir é apresentada em [7] e demonstrada em [10]:

_ =V(Pp)|(Pp)* + (Pp)”
€so] (PP)" '

Py (4.22)
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5 Aplicagao de G;; ao PDGDM

No primeiro capitulo, o PDGDM intervalar apresentou-se como um desafio consideravel
ao desenrolar da resolucao, tendo em vista a possibilidade de ocorrer uma amostra
relativamente grande dos intervalos de d; ;.

Neste capitulo, integra-se a Algebra de Clifford do Espago Conforme (ACC) ao algo-
ritmo de resolucao do PDGDM. De fato, em primeiro lugar, a solugao do sistema

"xi—l - leH = di—u,
|zi—2 — @3] = di—ay, (5.1)
sze:a - IzH = dzfs,z‘,

pode ser vista como a interseccao de trés esferas, uma vez que as trés distancias
sao conhecidas e exatas, conforme apresentado no Capitulo 2 (Figura . Além disso,
no caso das distancias adicionais, o modelo Conforme também fornece um ferramental
apropriado para a solugao.

E, finalmente, no caso do PDGDM intervalar, as rotagoes despontam como operadores
adequados para a descricao dos arcos obtidos, conforme exibido no Capitulo 1.

Para os testes computacionais, o pacote CLUCalc sera utilizado na resolucao dos
exemplos apresentados.

5.1 CLUCalc

O software CLUCalc foi desenvolvido por Christian Perwass para a manipulacao de
objetos da Algebra de Clifford. O CLUSCcript é a linguagem bésica para a realizacao de
calculos nesse programa, de modo muito intuitivo. Os principais operadores da Algebra
de Clifford usados no presente trabalho sao listados a seguir [11]:

DefVarsN3;

VeclN3;

Operador Produto Exterior (A);

Operador Contragao (.);

Operador Dual (x); e

Operador Divisao de Blades (/).

O ambiente DefVarsN3 introduz a base usual do Espago Conforme e permite a
manipulacao de objetos do referido espaco. O comando VecN3(a,b,c) projeta um vetor
r = (a,b,c) € R? no Espago Conforme.
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5.2 Trés Distancias Exatas

Retomando-se o sistema ([5.1)), as esferas sao centradas em cada um dos vértices anteri-
ores, x;_1,%;_o € x;_3. No modelo conforme, as esferas serao, de acordo com a equacao
(4.11)),

sz—z Ti—i 2
2]’ =ey+xi;+ Mew, (5.2)

Si—j,i = p(ﬂfi—j) -

com j € {]., 2, 3}, 1€ {4, 5, n} € Ti—j = a;—j€1 + b,;_jeg + C;i—j€3.

Por simplicidade, tomam-se as esferas Sy, .S, e S3, a fim de obter-se a expressao geral
do produto exterior:

S1 NSy A S3=

ar(ea Aeg Aes) +ao(es Aep Aes) +as(er Aea Aes) +
Bi(ea Aes Aeg) + Bales Aer Aeg) + Bsler Aea Aeg) +
(et NE) +va(ea NE) +13(es NE) + K

e1 N\ es A es.

Os coeficientes das blades sao apresentados em [10], com & = ey A €xo.
5.1 EXEMPLO. Retoma-se o Exemplo 2.}

Na primeira etapa do problema, eram conhecidos os vértices 1 = (0,0,0),z5 =
(—=1,0,0) e x3 = (—1.5, \/75,0). Buscava-se x4 = (a,b,c), que corresponde a solugao do
sistema quadratico

a? + b+ ¢ = 2.15%,
(a+1)2 40>+ % =1.7322, (5.3)
(a+1.5)* + (y — 0.866)% + ¢* = 12
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Em vez de atacar o problema da maneira tradicional, passa-se a empregar a repre-
sentacao de objetos geométricos no espaco conforme, seguindo a discussao do capitulo
anterior. O conjunto de pontos (z1, z2, x3) produz os pontos p(x;) e as esferas S; 4 em Gj o

b P(xl) = €0,
® p(12) =eg—e1 + %eoo;
o p(x3) = e — 1.5¢; + 0.866es + Ses;

_ 2.152 .
L 51,4_60_ D) €x0;

o Sou=e€p—e —1.999e; e

[ ] 5374 = €y — 1.561 + 086662 + €xo-

O resultado da interseccao de esferas é dado por

P = 5174 VAN 5274 N 5374. (54)

A solugao é obtida por meio do CLUScript

5.2 SCRIPT.

DefVarsN3();

S1
S2
83

(VecN3(0,0,0)-(((2.15)""2)/2)*e) ;
(VecN3(-1,0,0)-((3/2)*xe));
(VecN3(-1.5,(377(0.5))/2,0)-((1/2)*e));

7R = (S17°82783);

P = *R;

?7P1 = -(C P + ((P.P)"70.5) )/(e.P); * f\’ormula do par de pontos *
7P2 -C P - ((P.P)"70.5) )/(e.P);,

que retorna o resultado do par de pontos da interseccao:

Output
Py = ey — 1.31e; + 1.55e5 + 0.702e3 + 2.31e,
Py, =eg — 1.31e; + 1.55e5 — 0.702¢e3 + 2.31e
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Como p(x1) = P e p(xg) = P,, o resultado fornece duas alternativas:

o 29 = (—1.31,1.55,0.702); e
(—1.31,1.55, —0.702).

o )

5.3 Distancia Intervalar

O problema do Capitulo 2 apresentou a dificuldade adicional causada pelas distancias
intervalares na solucao do PDGDM. A particao do intervalo que fornecia as possiveis
distancias dy 5 teve de ser refinada algumas vezes, até que fosse possivel encontrar uma
solucao para xs.

Agora, de posse das estruturas basicas de G4;, o problema é reavaliado e descrito
pelas rotagoes no Espago Conforme.

5.3 EXEMPLO. Calcular x5, dados x5, 23,24 € R

||lzs — 5| = V/3, ; (5.5)

[|zg — x5)| = 1.

A solucgao inicia-se pela interseccao das esferas centradas em x3 e x4, cujas distancias
sao exatas e conhecidas. No Espaco Conforme, a interseccao de duas esferas resulta em
um circulo, conforme exibido no capitulo anterior (4.18]).

C5 - S3’5 A S475. (56)

O intervalo da equacao restante fornece duas esferas concéntricas, cujos raios sao,
respectivamente, 2.20 e 2.60. Abaixo, o formulario resume os objetos obtidos no espaco
conforme com os dados do sistema (j5.5)):

® Sy =69 — €1 — 1.92e;

° 3275 =eg—e1 — 2.88e;

o S35 =-¢ep— 1.5e; + 0.866ey; €

o Sy5=e¢ep— 1.311e; 4 1.552e5 + 0.702e3 + 1.81e.

S, 5 representa a esfera centrada em xy com raio igual ao valor minimo do intervalo
(2.20), e S5 representa a esfera concéntrica a anterior, mas com o raio igual a 2.60.
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Figura 11: Arcos de Solucoes

Sabe-se que a intersecgao Sy5 A S35 A Si5 = Sy5 A Cs produz, conforme visto no
exemplo anterior, um par de pontos (Bg, Bé), e 0 mesmo acontece com a interseccao de
- —0 —1
Sa5 A Cs, que produz os pontos (P, P5).

No entanto, como qualquer esfera de raio no intervalo [2.20,2.60] pode conter a
. . . . 050
solucao para 5, o par de pontos da solucao encontra-se no interior dos arcos P;P; e

—1 . . .
BéPg, (Figura . Os pontos vermelhos correspondem a exemplos de solucoes possiveis,
cujos angulos de rotacao sao inferiores a ¢s.

De acordo com o que fora apresentado no capitulo anterior, o operador rotacao,
descrito a maneira da Algebra Geométrica, pode fornecer qualquer ponto sobre os
referidos arcos, dados o angulo da rotacao e o eixo, que corresponde, conforme ja

discutido, ao objeto dual do plano de rotacao.

A expressao

R5(05) = cos(%) - z;sen(%) (5.7)

¢é usada para compor as rotagoes abaixo:

23(—05) = Rs(—05)P2Rs5(—05) (5.8)

w}(05) = Rs(05) P3R5 (05), (5.9)
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em que o dual de z5 = S35 A Sy5 A ex representa o vetor normal ao plano gerado pela
circunferéncia Cs = S35 A Sy5. O sinal negativo da primeira equagao justifica-se pelo
sentido da rotacao: enquanto o primeiro ponto é obtido pela rotagao em sentido horario,
o segundo ponto é obtido no sentido anti-horario; ambas as trajetorias tém inicio nos
pontos da esfera de raio menor.

Antes de dar prosseguimento a solugao, apresenta-se o resultado a seguir, para
justificar o célculo do eixo de rotagao.

5.4 PROPOSICAO.

O eizo de rotagao € fornecido pelo objeto dual de z = C' N e.

Demonstragao.

Conforme exibido no capitulo anterior, uma reta que intercepta os pontos
T 1 e x;_o é representada pelo produto L* = p(z;_1) A p(x;_2) A €s, 1O
espaco conforme. O eixo de rotacao, que é o eixo ortogonal ao plano da
circunferéncia gerada pelas esferas S;_o; e S;,_1, intercepta os centros de
ambas as circunferéncias e é-lhes ortogonal.

Assim,
CANexw =
Sic1 NSi—o N eog =

7"1‘271 7"1'272
(p(xi—l) - Teoo) A (p(xz—2) - 9 6oo) A\ Coo =
P(xi—1) Ap(xi—2) A eno
= L".
O

—_—

Das proposigoes (3.7) e (4.4), sabe-se que (C; A ex)* = —(C; A exo)*. Daqui,
6 6

f{; = 003(55) — ;*sen(é’) =

05 . 05
cos(g) + z"sen( 5 ),

o que justifica as formulas (5.8) e (5.9).
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5.3.1 Resolucao do Exemplo 5.3

Prosseguindo com a solugao do exemplo, o CLUScript a seguir fornece os quatro pontos

do problema e permite a formacao dos arcos.
5.5 SCRIPT.

DefVarsN3();

S2a = (VecN3(-1,0,0)-(((2.20)""2)/2)*e);
S2b = (VecN3(-1,0,0)-(((2.60)""2)/2)*e);
S3 = VecN3(-1.5,((3770.5)/2),0)-(1.5%e);
S4 = (VecN3(-1.311,1.552,0.702)-(0.5%e));

aQ -~
[

(83784);
7z = (C"e);
L = x(C"e);
B = *(*C"e);
U = *(B"L); \* centro de C_5

Ra = *(S2a"C);
?P5_0a = -(Ra-(Ra.Ra)~"0.5)/(e.Ra);
7P5_1a = -(Ra+((Ra.Ra)~"0.5))/(e.Ra);

Rb = *(S2b~C);
?P5_0b = -(Rb-((Rb.Rb)~"0.5))/(e.Rb);
?P5_1b = -(Rb+(Rb.Rb)~"0.5)/(e.Rb);

7ang=acos (((U"P5_1b) . (U"P5_1a))/(abs((U~P5_1a))*abs((U"P5_1a))));

7x5_0=(cos(-ang/2) -*z*sin(-ang/2) ) *P5_0a* (cos (-ang/2) +*z*sin(-ang/2)) ;
?7x5_1 =(cos(ang/2)-*z*sin(ang/2))*P5_lax(cos(ang/2)+*xz*sin(ang/2)) ;

Output

P = ey —0.49¢; + 1.98e5 + 0.753e3 + 2.33€00

Pi = ey — 1.5e; + 1.35e5 + 1.66e3 + 3.42¢,

Py = ep — 1.39%; + 2.53¢5 + 0.484e; + 4.27ew

P, = e — 2.05¢; + 2.14e5 + 1.03e3 + 4.93¢0,

2* = —0.189(eaAe3) —0.686(egAep) —0.702(e3 Aez) —0.608(e1 Aen) —1.05(ea Aens ) +1.19(e3 A )
¢5 = 1.45 rad

22(1.45) = eg — 1.39¢; + 2.52¢5 + 0.484e3 + 4.26€,

7i(1.45) = eg — 2.05e; + 2.14e5 + 1.03e3 + 4.93e,

Os dois possiveis valores para x5 provem das rotacoes em cada um dos arcos. O ponto
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22 é obtido a partir da rotacdo do ponto PJ; o ponto x} é obtido pela rotagdo de Pi. As
expressoes sao:

o 1) = (cos(—%”) — z*sen(—%”))ﬂg(cos(—%‘"’) + z*sen(—%”)); e

o 2l = (cos(%) — z*sen(%))Ps(cos(%) + z*sen(%)).

|

O angulo 65 pertence ao intervalo [0, ¢5], em que ¢5 = 1.45 rad é o angulo de abertura
dos arcos, conforme a Figura [I1 O cédlculo de ¢5, apresentado no algoritmo, justifica-se
abaixo.

U é o centro de C5 e pode ser obtido pela intersegao entre L = (C5 A ex)*, que é o
eixo de rotagdo, o qual contém o plano, e f = (C% A e), que contém a circunferéncia
Cs. A dualizacao de ambos os elementos justifica-se pelo fato de que o produto exterior
original j& indica o valor dual, entao busca-se o objeto original, nao o seu dual.

O dual de 8 A L fornece o centro de Cj, e o angulo, utilizando-se a contracao [10], é
dado por

(U* A PY|(U* A'P;)

—), (5.10)
|U* A 5| - [U* A Ps)]

arccos(

em que (U* /\?;), por exemplo, é a reta que passa pelo centro de C5 e pelo ponto ?é.
A norma desses objetos é dada também pela contracgao.

Evidentemente, a obtencao de um par de pontos requer uma escolha para o angulo 5.
O exemplo rodado no CLUScript utilizou o angulo maximo, de modo que os resultados
obtidos coincidiram, a menos de aproximagoes numéricas, com as extremidades dos arcos,
ja calculadas pela mesma rotina.

5.3.2 Distancia Extra Intervalar

O exemplo que acabou de ser exibido ainda conta com uma distancia extra intervalar
entre os vértices vy e vs. Se dy5 € [2.45,2.55], qual é o procedimento para realizar-se a
exclusao de um dos pontos calculados para x5? Na pratica, o problema da interseccao
de quatro esferas é dividido em dois problemas menores. No primeiro caso, ja explorado
anteriormente, buscam-se os dois arcos de solugoes do problema que conta com uma
distancia intervalar e duas solugoes exatas; no segundo caso, repete-se o procedimento,
mas toma-se a nova distancia intervalar no lugar da primeira.

Na secao anterior, as distancias exatas dy 5 e d3 5 forneciam o circulo C5 = S35\ S45, €
a distancia intervalar de dy 5 gerava os dois arcos de solugao. Agora, o segundo problema
ramificado conta com o mesmo circulo Cs, mas com as esferas de centro p(x;) e raios d, 5

e d 5, respectivamente, o que resulta em:
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® Si5==¢0— 3eux; €

[ §175 = €y — 325600

- —0 —1
Sabe-se que, no primeiro problema, foram gerados os arcos BgP5 e BéP5. Com as

_ ) N —2 —3
duas novas esferas, S, 5 e 515, os dois pares de arcos sao denotados por £§P5 e £§P5, em
que:

° Bg e Bg’ sao resultados de S; 5 A Cs; e

° P; e Fg sao resultados de ?175 A Cs.

O arco que contera a solucao sera resultado da interseccao de um dos arcos do

primeiro problema com um dos arcos do segundo problema. Sem perda de generalidade,
- . < -l —3
supde-se que a interseccio ocorra entre PP e P:P;.

O resultado da interseccao devera obedecer aos critérios a seguir:

o x5 = Rs(a)PLRs(av);
o 25 = Ry(a)PPRs(a); e

o ac min{egy', 03}, mdz{se’, ¢5°}.

Em resumo: o angulo a deve satisfazer as duas primeiras equagoes, uma vez que se
encontra, por hipdtese, em ambos os arcos, mas também deve pertencer aos intervalos
dos angulos de cada uma das ramificagoes do problema. Nota-se que o eixo de rotacao,
nas duas equagoes, permanece sendo o dual de z5 = C5 A €.

O CLUScript abaixo realiza a plotagem dos pares de pontos, de modo a exibir a
localizacao dos arcos que realizam a interseccao.



5 APLICACAO DE G,; AO PDGDM

5.6 SCRIPT.

DefVarsN3() ;

S2a = (VecN3(-1,0,0)-(((2.20)""2)/2)*e);
S2b = (VecN3(-1,0,0)-(((2.60)""2)/2)*e);
S3 = VecN3(-1.5,((3770.5)/2),0)-(1.5%e);
S4 = (VecN3(-1.311,1.552,0.702)-(0.5%e));
Sia = (VecN3(0,0,0)-(((2.45)""2)/2)*e);
S1b = (VecN3(0,0,0)-(((2.55)""2)/2)*e);

:C = (837384);
(C~e);
*x(C"e);
*x(xC"e);
*(B"L);

C W N
nnon

Ra = *(S2a°C);

:Blue;

:P5_0a = -(Ra-(Ra.Ra)~"0.5)/(e.Ra);
:Green;

:P5_1a = -(Ra+((Ra.Ra)~"0.5))/(e.Ra);

Rb = *(S2b~C);

:Blue;

:P5_0b = -(Rb-((Rb.Rb)~"0.5))/(e.Rb);
:Green;

:P5_1b = -(Rb+(Rb.Rb)~"0.5)/(e.Rb);

Ra = *(S1a°C);
:Yellow;
:P5_2a = -(Ra-(Ra.Ra)~"0.5)/(e.Ra);

:Red;
:P5_3a = -(Ra+((Ra.Ra)~""0.5))/(e.Ra);

Rb = *(S1b~C);

:Yellow;

:P5_2b = -(Rb-((Rb.Rb)~"0.5))/(e.Rb);
:Red;

:P5_3b = -(Rb+(Rb.Rb)~"0.5)/(e.Rb);

7ang=acos(((U"P5_2a) . (U"P5_2b))/(abs ((U"P5_2a))*abs((U"P5_2b))));
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7ang=acos (((U~P5_2a) . (UP5_0a) )/ (abs ((UP5_2a) ) *abs((U"P5_0a))));

Output

P? = ¢ — 0.49¢; + 1.98¢3 +0.753€;3 + 2.33¢e0
Pi = ey — 1.5e; + 1.35€5 + 1.66e3 + 3.42e
PS = e — 1.39¢; + 2.53¢, + 0.484e; + 4.2,
Py = e — 2.05¢; + 2.14¢5 + 1.03¢5 + 4.93¢00
P? = eq— 0.674e; + 2.3e5 + 0.513e3 + 3w
P2 = e — 1.26e; + 1.28e3 + 1.66e5 + 3ex
P = o — 0.795¢; +2.38¢5 + 0.47eg + 3.25¢4,
P; = ep — L4le; + 1.32¢5 + 1.67e5 + 3.25¢00
¢5 = 0.174 rad.

A figura|l2|ajuda a verificar claramente que o arco £§F§ é subconjunto do arco Bg?g

. . , ;. =2 . .
e que, portanto, a interseccao de ambos é o préprio £§P5. Por conseguinte, as solucoes
factiveis do problema encontram-se apenas nessa regiao de Cs, de modo que as tnicas
solugoes serao da forma

13(~05) = Rs(~05) P Rs(—65).
com 05 € [0,0.174].
Se Bg for considerado o ponto de partida da rotagdo, o angulo ficara restrito ao
intervalo [0.56,0.734]. Observa-se que o script também fornece o angulo do arco Bgﬂg,

que equivale a 0.56 rad. Desse modo, o supremo do novo intervalo é obtido pela soma
0.56 + 0.174 = 0.734, o que permite reescrever a equacao anterior do seguinte modo:

23(—05) = Rs(—05)PIRs(—05),
com 05 € [0.56,0.734].
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5.7 EXEMPLO. Calcular z¢, dados x3, x4, 25 € R

||1174 —356|| = \/gv

H5L’5 —.CITGH =1.

67

(5.11)

Atingindo a tltima etapa do problema, a partir do ponto P%, o sistema (5.11)) produz

as esferas:

o S;4=-¢6p— 1.5e; +0.866e5 — 1.38€4;

)

e S35 =-ey— 1.5e; + 0.866e; — 1.88¢;

S = eo — 1.31eg + 1.55e3 + 0.702e3 + 0.81eq; €

® 55,6 = €y — 040961 + 1.9862 + 075363 + 1.83600.

O CLUSCcript fornece as extremidaes dos arcos de solugoes.

5.8 SCRIPT.
DefVarsN3();

S3a = VecN3(-1.5,((3770.5)/2),0)-((2.4""2)/2) *e;
S3b = VecN3(-1.5,((3770.5)/2),0)-((2.6""2)/2) xe;
S4 = (VecN3(-1.311,1.552,0.702)-(1.5%e));

S5 = (VecN3(-0.409,1.981,0.753)-(((1)""2)/2)*e);

= (84°S85);
= (C"e);

= *x(C7e);
= *(*C"e);
= %x(B"L);

QW e N Q

Ra = *(S3a"C);
?P6_0a = -(Ra-(Ra.Ra)~"0.5)/(e.Ra);
?P6_1a = —(Ra+((Ra.Ra)~"0.5))/(e.Ra);

Rb = *(S3b~C);
?P6_0b = -(Rb-((Rb.Rb)~"0.5))/(e.Rb);
?P6_1b = -(Rb+(Rb.Rb)~"0.5)/(e.Rb);

ang=acos (((U"P6_0a) . (U"P6_0Db) )/ (abs ((U"P6_0a))*abs ((U"P6_0b))));

7x6_0=(cos(-ang/2)-*z*sin(-ang/2) ) *P6_0a* (cos(-ang/2) +*z*sin(-ang/2)) ;
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Output

PP = ey — 0.266e; + 2.89¢; + 0.366e3 + 4.28€4,
Pi = ep+0.259%; + 1.66ey + 1.43e3 + 2.43¢e,,
Py = ey —0.323e; + 2.93e2 + 1.06e3 + 4.9e
Py =e9— 0.0345¢; + 2.25e5 + 1.64e3 + 3.88e
o = 0.824 rad

2 = eg — 0.323e; + 2.93e5 + 1.06e3 + 4.9,

5.4 PDGDM Intervalar

Pode-se generalizar a obtencao de pontos em arcos dados por distancias intervalares,
conforme o que foi exibido no exemplo anterior. De fato, dadas as esferas de distancias

exatas S;_1; e Si_2;, € seja a distancia restante um numero do intervalo [d;_5,,d;—3;], 0
par de pontos é obtido pelas expressoes

—~

19 = Ri(—0;)PYR;i(—6;) (5.12)

K3 1

x} = Ri(0;) P Ri(6), (5.13)

1 {2

em que:

e R; =cos(%)— zrsen(%);

® 2 =51, NSi—2i N €oo;

Ll 91 € [07¢1}7

2
di73 i

e PY é obtido pela interseccio Si—1,i N Si—2i N (p(vizs) — =5); @

di73 i

e P} é obtido pela interseccio S;_1; A Si_a; A (p(vi_z) — 5.

O céalculo das coordenadas dos vértices pode apresentar sucessivas distancias inter-
valares, que provocam, por sua vez, a execucao de rotores, conforme o que fora visto
no exemplo anterior. O resultado a seguir, demonstrado em [3], fornece uma expressao
geral, baseada nas rotagoes sucessivas, para o resultado de uma coordenada qualquer.
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5.9 TEOREMA.

Para i € {5,6,...,n}, tem-se as distancias exatas d;_1; e d;_a;, € a distancia
intervalar d;_s; € [rq,,7,]. Entdo, para os respectivos angulos de rotagao em
{05, ...0;}, tem-se

2905, ...0;) = (R;...R5)P\V(Rs...Ry), (5.14)
2 = P9,(65,...0,) A P2 (05, ..6))) A ese, (5.15)

para q € {0,1}.

69
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6 Conclusoes

Logo no inicio deste texto, ficou evidente que a solucao clédssica do PDGDM apresenta
um desafio computacional consideravel, induzido pela ocorréncia de diversos valores nao
exatos para distancias atomicas. A necessidade de discretizar um intervalo real e de
realizar sucessivos refinamentos implicou um tempo computacional consideravel para a
solucao, conforme discutido no Capitulo 2.

Alternativamente, o texto procurou reunir as pesquisas mais recentes em relacao a
um método baseado na Algebra de Clifford. A representacdo dos objetos geométricos por
meio do produto exterior produziu uma modificacao no algoritmo BP, que chegou aos
mesmos resultados da abordagem cléssica, conforme a comparagao realizada ao longo do
texto.

No Exemplo 5.3, até a etapa do calculo do angulo ¢5 e ainda sem se considerar a aresta
de poda d; 5, houve apenas a introducao de uma outra linguagem para o mesmo problema
da discretizagao. De fato, a escolha de um angulo no intervalo [0, ¢5] nada mais era do
que a escolha de um ponto no interior do intervalo que continha dy 5 na abordagem classica.

No entanto, ao introduzir-se a distancia extra intervalar d;s, o ferramental da
Algebra de Clifford permitiu que fosse realizada, em um tnico movimento, a exclusao
de arcos disjuntos (Figura e a reducao do angulo de rotagao no arco factivel. Na
pratica, essa ultima atuacao excluiu todos os possiveis filhos do vértice vs que nao
satisfazem a equagao adicional para a distancia d; 5. Em resumo, a nova abordagem reali-
zou a poda dos valores sem que fosse preciso calcular as coordenadas de vértices infactiveis.

O Teorema 5.9 sintetizou o procedimento de cédlculo das coordenadas de um vértice
apOs a afericao de sucessivas distancias intervalares e de seus respectivos angulos de
rotagao. Se a superioridade da nova abordagem ja havia se manifestado no calculo de
x5 do Ezremplo 5.3, apds a ocorréncia de intimeros desses intervalos, ficou ainda mais
evidente a vantagem computacional do novo método, comparativamente a abordagem
classica.

A partir de agora, nao é preciso mais visitar inumeras solucgoes infrutiferas para
descarta-las, mas basta que sejam feitas as intersecgoes de arcos, a fim de que o angulo
de atuacao seja reduzido.

Algumas dificuldades ainda permanecem. A discretizacao, a despeito da reducao do
intervalo original, ainda apresenta um desafio consideravel, sobretudo no caso de grandes
instancias do problema.Em trabalhos futuros, pode-se expandir esse mecanismo de busca,
de modo a reduzir-se ainda mais a necessidade de ”idas e vindas”na &arvore bindria de
busca. Pode-se, ademais, especular a respeito das contribuigoes que a inclusao de novas
ferramentas algébricas serd capaz trazer no refinamento dos resultados obtidos até aqui.
A exploracao da estrutura de grafos, combinada a uma teoria combinatéria e a Algebra
de Clifford, mostra-se promissora, ao fornecer pistas interessantes na forma com que se
abordara esse problema futuramente.
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O lema a seguir serd utilizado para demonstrar a formula do reverso.

8.1 LEMA.

Seja o conjunto de indices A = {iy,..,is}, com s € N, que gera o elemento
e;, ---€;,. Entao, para algum k € N fixado, é vélida a propriedade

. . . = (—1)Pe, . . . . .
€iy--Cip e Cip - Ciy = (—1) €iy i1 Cig iy -+-Cip, Cip iy (7.1)
Demonstragao.

De modo geral, assume-se o conjunto infinito A = {iy, .., s, ...}. Por inducao
em p, prova-se o lema indicado.

Com p = 1, dado o axioma da antissimetria do produto geométrico, obtém-se

_ 1
eil...eikeikﬂ...eis... = (—1) 611...€ik716ik+1€ik....

Prova-se o segundo passo da indugao, assumindo a sua hipdtese.

Com efeito,
i1 Cig e Cip e Cip i n-Ciy e i1+ Cig_y Ciguy o Cigsy Cif, Cig oy e
Py, , ) , . — (1)1, . . . ,
(D) (=1)Pei, iy Cipy e iy s Cigore = (—1)P e sy €4y Ci €y

0

Em particular, para um conjunto finito A = {4y, ..,i5}, o lema permanece vélido para
1 <k+p<s,uma vez que a inducao demonstra a validade para todo p € N.
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8.1 Demonstracao da Proposicao 3.6

Basta observar que tal proposicao é um corolario do Lema 7.1. Com efeito,
toma-se p=1, no referido lema, a fim de que se tenha, nas hipéteses da pro-
posicao, a expressao

ea = —ep, © (epq1 0€p) O ep,.

8.2 Demonstracao da Proposicao 3.15
Seja ey = e;,...€;, .

De posse do Lema 7.1, a seguinte relacao é obtida:
€inCir--Cip_ = (—1)" ey ey, = (1) ey,

k

que equivale a (—l)k_leikeil.-.eik,l = €j---€5, = €A

Na segunda etapa, o elemento e; , deve ser permutado, de modo que se
obtenha, por uma nova aplicacao do lema anterior, a expressao

EA — (_1)k_1(_1)k_26ikeik_1ei1 EEETI & TR

Observa-se que es, , foi permutado & — 2 vezes na etapa 2. Procedendo
indutivamente, obtém-se, apds r permutagoes desse tipo,

ep = (=1)F .. (_1)k_2(_1)k_16ikeik_1~-~€ik_rei1-'-eik_,«+1-

ep = (—1)1(—1)2 e (—1)1672(—1)167163,663,671...681651.
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Da sorkna Zf;ll(k:—z) = k5L, conclui-se que (—1)1(—1)2-...-(=1)F2(=1)k1 =
(-1

Tem-se, portanto,

O

8.2 TEOREMA.

A projecao ()i : G, , — G, 4 é uma transformacao linear, para k € N.

Demonstragao.

Deve-se, antes de tudo, provar que a relagao exibida estd bem-definida.

(1) Para z,y € G,,, pode-se escrever x = Z?:q o B ey = ijlq BiE;. Por
definicao da projecao,

2p+q 2p+q
(@)= B =>_ ai(E)
=1 =1

Da defini¢do da projecao para blades bésicas, sabe-se que (E;);, € G, ,, donde
se tem que Zf:q ai(E)k € Gy,

Se x =y, tem-se que a; = f;, donde se conclui que

op+q op+q

W)k = <Z BiEi)k = <Z Bk = (2)k.

(2) Dados a,b € R, a propriedade da linearidade da projecao para blades
basicas fornece a igualdade a seguir:

(ax + by)p =

2p+4q 2p+4q 2p+4q

(az o By + bZﬁz‘Ei> = Z(a o+ b Bi) (B =

=1
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2p+q 2p+q 2p+q 2p+q
az@i<Ei>k+bZ@'(Ei>k= Z ‘o Ey) + b( Z -BiE;)
i=1 i=1 =1

a(x)r + b(y).

8.3 Demonstracao da Proposicao 3.24

Usando a definigao de uma blade por meio da combinacao linear dos elementos
da base, pode-se escrever

VIA o AU A e N Upgp N o A0y =

Z Qry 1) " o Qg k) [e(rl,l) N Ny N o N €y otp) N oo N G(Tbk)] =
(r1,1),..., (71, k)

D ) Q) (D) k) Clrp iy bt p) - Er)

(T171)7...,(T}€,k)

Pelo Lema 7.1, é fato que

6(“71)...6(Tk’k)...€(rk+p7k+p)...e(rk,k) =

(=D €1 1) €1 k1) Elrir k1) Clrp ) i ) - )
Desse modo, substituindo na equacao da definicao do produto exterior, tem-se

Z Q1) " eee a(rk,k)<e(r1,1)-‘-e(rk,k)-'-e(rk+p,k+p)-‘-e(rk,k)>k
(7'171)7"‘1(7‘k7k)

D a0y (1P 1) €l b 1) €1 k1) -l ) i) -l b =
(lel)v"'v(rk: )

(=1)P(v1 A coe AUg—1 A Vg1 A oo A Vg A U 0s).
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8.4 Demonstracao do Teorema 4.1

A nulidade do produto exterior, exibida no Capitulo 2, fornece a expressao

TNy = (Z zie;) A (Z yiei) = Zmiyj - (e; N\ ej).

i#]

Como e; A e; = (ee;)2 = ee; e ,pela definicdo de produto interno,
Ty =) Ty = Y, Tiyiee;, vale a igualdade a seguir:

Ty = E Tiyjeie; = E Tiyjeic; + g TiYi - €€ =
1,J

i#j i
TANYy+x-y.

Observando que yz =y-x+y Az =2 -y —x Ay e somando essa expressao
aquela do enunciado, tem-se

ry +yr = 2(x - y).

8.5 Demonstracao do Teorema 3.29

Este argumento é dado em etapas.

8.3 LEMA.

ei) i = (1) (eis1 A oo Aeigr) (€] Livr),

para I; = e; 11 Nejia Ao Aey.

Demonstragao.
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Assume-se que o espaco tenha dimensao infinita, no caso geral. Por inducao
serda demonstrada a propriedade.

Para k=1, ao aplicar-se a definicao da contracao, tem-se

e l; = (i - €iv1)(€ia A o) + (=1)(eir1 A (€3] Liv1)) =

(=1)(eir1 A (ei] it1)).

Nesta etapa, prova-se a igualdade

el = (=1 (i1 Ao A eiirr) (€] L i)

Com efeito, pela definicao da contragao, nota-se que

eil livk = (=1)eiyrr1 A (€] livrin)-

Com a hipétese de indugao e a igualdade exibida acima, chega-se ao resultado:

ez’J]z' = (—1)k(€¢+1 NN ez‘+k)<€iJ Iz'-l—k) =

(=D (eipa Ao Aeiprr) (€] Tirsn).
U
8.4 COROLARIO. ¢;|I; = 0.

Demonstracgao.

Com efeito, considerando um espago de dimensao finitane 1 <7 < n —1,
toma-se k = n — 1, que resulta, na férmula do Lema anterior, em

el = (=1)" " Heia Ao Aep1) - (] 1ur).

Como I, = e,, tem-se que ¢; |e, = 0, o que demonstra o coroldrio.

7
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8.5 LEMA.

Sei>3e R;=e; A...N\e;, entao

sek=1—2,

ei] Ri1 = { (=DYey Ao ANep Ae] Ry ), sek <i—2,

para Rﬁll =ep N Nej1 ek <i1—2.

Demonstracgao.

k=i—-2

No caso em que k =7 — 2, basta observar que Réj =e;_1, logo

€iJ €i—1 = 0.

k=1

Agora, supoe-se que k € {1,...,i — 1}. Demonstra-se por indugao finita a
afirmagao.

Seja k =1, entdo R} | = es A ... Ae;_;. Pela defini¢ao de contragao,

ei| Rii = (es]er) A (Ri_y) —er A (e Rizy) = —er A (ei] Ri_y).

Etapa indutiva
Assumindo a hipétese de inducao, deseja-se provar que

(—1)k+1€1 VANRVAN €k11 A (eZJ R,];jll),

para k+1<i—1.
Observa-se que

e RI_y = (ei)ers1) AR —epin A (e REF) = —eppn A (e RITY).
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Aplicando-se essa observacao a hipdtese de inducgao, tem-se

eiJRi—l =

(=DFey Ao Aep A(e;]RF ) =

(—1)k61 N Nepg N\ [—€k+1 A (&J Rfjll] =
(=1 ey A Aeppr A (] REHD),

o que conclui a demonstracao do lema.

U
8.6 TEOREMA.

Para qualquer vetor da base canonica de R", tem-se que

€1J[ = (—1)sRi,1 A\ Ii,

para s =1 — 1, se e;e; = 1, ou s =1, se e;e; = —1.
Demonstragao.

Sabendo que I = R; A I;, as propriedades de contragao garantem que

ei|I = (e;) R) NI+ (1) BIR A (e ).

Pelo corolério 5.8, (e;|I;) = 0, de modo que a expressao anterior reduz-se a

el = (e;]R;) N .

Pelo lema 5.9 e,dado que e;|(e;—2 A e;_1) = 0, utiliza-se

eij Ri—l == (—1)i_361 VANRVAN €;—3 A (GzJ (ei_g N ei_l)) = 0.
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Como e;]e; = £1, a depender de sua assinatura, tem-se
€Z'J RZ = (elj Rifl) A\ €; + (—1)gT(Ri71)Ri,1 AN (BZJ ei) =
(=D R A (es]er) =
{ (—1)i_1Ri,1, se e;e; = 1,

(—1)iRi_1, se e;e; —= —1.

Daqui, tem-se que

para s =17 — 1 ou para s = %, nos casos previstos.

8.5.1 Conclusao do Teorema

Nota-se que
~ n(n—1
e = el = el [(=1)" = (e ) (=) =
S+T+M
(Ri-1 A1) (1) 7,
para s = i — 1, se e;e; = 1, ou s = 1, se e;e; = —1, e para r sendo o numero de

elementos da base que tenham assinatura negativa.

Como a contracao é linear, de acordo com seus axiomas de definicao,

n(n—1)

’U* = Z ai(Ri—l A Ii)(—l)sﬁ_r—’—T.



