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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Visao Geral

Os modelos lineares sio ferramentas estatisticas extensivamente utilizadas na pesquisa
empirica. Aplicaches de andlise de regressio, analise de variincia e técnicas da analise de
covariancia etc., abundam em ciéncias biologicas, fisicas e sociais, assim como também
na pesquisa agricola e industrial. A andlise cldssica dos modelos lineares se baseia prin-
cipalmente em dois métodos: de minimos quadrados, e de maxima verossimithanca. O
primeiro método usualmente produz estimativas computacionalmente simples, embora
nio seja muito robusto aos outliers, erros grosseiros, ¢ as distribuigbes com caudas pe-
sadas. A analise pelo segundo método pressupbe ¢ conhecimento da distribuicao sub-
jacente, e as estimativas deferminadas por este método conservam suas propriedades
{assintdticas) sempre que a distribuicdo subjacente for verdadeira. Em casos extremos
este segundo procedimento pode produzir estimativas totalmente inconsistentes, por ex-
emplo quando assurmne-se normalidade da distribuicdo subjacente sendo Cauchy a ver-
dadeira distribuicio.

Na analise cldssica, o procedimento de inferéncia pressupde o conhecimento da dis-
tribuicao subjacente, geralmente supoe-se normalidade, mas muitos experimentos nao
satisfazem esta condicdo. Como fol mencionado anteriormente, uma suposicio errada da

distribuicdo subjacente, pode conduzir conclusbes fotalmente erradas.



Mckean e Hettmansperger (1976) propuseram uma analise nao-paramétrica baseada
nos postos dos residuos supondo a simetria da distribuigio dos erros.

Considera-se o modelo linear geral ndo-paramétrico

Y =lwan+ X +e, {1.1}

onde ¥ = (¥i,..,¥,) éovetorderespostas n x I,1, éovetorn x 1 del’s, X éa
matriz de desenho n X p de posto completo, ag € o intercepio desconhecido {escalar},
o & o vetor p x 1 de parametros de regressdo desconhecidos, € ¢ = {ey,€3,...,£,} é0
vetor aleatdrio n X 1, com componentes independentes e identicamente distribuidos, com
fungio de distribuicdo acumulada F(.} e funcéo de densidade f{.).

O procedimento de inferéncia para fy que consideraremos € baseado na medida de
dispersio proposta por Jaeckel (1972), a qual define-se para o vetor v = (v, v, ..., 0,)

COIG 2
n

Div) = Za(i) Uiy {1.2)

7=
onde vy € vy < ... < vy, 830 0s elementos ordenados de v e a(¢) € definida em termos
de uma funcio geradora de escores ¢(.}, a{t) = @{i/{n + 1}}. Além disso, se H;, ... R,

S0 0s postos de vy, vy, ..., vy, entdo podemos reescrever (1.2} comio:

L3

D(v) =Y _a(R) v;. {1.3}

=1

A funcio ¢{.} deve ser nao decrescente no intervalo {0, 1) ¢ deve satifazer
$lu)=—¢(1—u) ¢ (1.4)

f: $u)idu =1, (1.5)

esta dltima condicho € por conveniéncia para formulacio de varios resultados. Qualquer
funcdo ndo constante, quadrado integravel em (0,1) pode ser padronizada de maneira

que {1.5) seja valido sem afetar as propriedades dos procedimentos resultantes.
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Uma importante fun¢io geradora de escores é
$lu) = V12 (u —1/2). (1.6

Os escores gerados por (1.6} so conhecidos como escores de Wilcoxon, eles atribuem uma
ponderagio a cada elemento de u, proporcional a diferenca entre seu posto, e o poste
médio. Procedimentos baseados nestes escores, em esséncia generalizam o procedimento
para duas amostras de Mann-Whitney-Wilcoxon e herdam suas propriedades de eficiéncia
assinotica.

Mckean e Scharader {1980) adaptaram os resultados de Jaeckel para mostrar que a

funcéo de dispersdo é wma pseudo-norma, isto &;

D(ke) = K| D(»), | .7
D{w +v) < D{v) + D{w), e (1.8}
D(v)y =0 se e 56 s¢ vi= vg=..=0v,=0 (1.9)

Assim, D(Y; — & — z}8) é uma medida razoivel de dispersio dos residuos, (Vi — o —
r'f) para quaisquer e e [ dados. Aqui 2} é a i-ésima linha da matriz de desenho X.
Como DY — al, — XB) = D{Y — X ), uma estimativa de @ nao pode depender
desta medida de dispersdo, ja gue esta medida ndo da informacio do intercepto. E dado
que estamos iuteressados primeiramente na estimacio de fg, por conveniéncia escrevemos
D{p} a0 invés de D(Y — X B).

Jaeckel (1972) propde uma estimativa de f, pela minimizagdo de D(F). Ele mostrou
que D{f) é uma funclio ndo negativa, convexa e continua em 3, de modo que sempre
existe pelo menos uma estimativa . Nao obstante, a estimativa néo precisa ser definida
sinica, Jaeckel mostrou que n'/? vezes o didmetro do conjunto de pontos que minimiza
D{f3} converge para zero em probabilidade. Previamente Jureckova (1971} tinha proposto

uma estimativa de f, fazendo com que a gradiente de D{#) seja aproximadamente igual



a zero. Além disso, ela tinha meostrade que:
Vilb-p) Bz ~NMV (a,f? 5e ) (1.10)

onde NMV denota a distribuicio normal multivariada,

(U))}

— 1.11
- - [ | e (A
e ¥ & positiva definida e é o limite de n ' X5 Xp quande n — co.

A matriz de desenho centralizada é dada por
Xe =X ~ 1,3, {1.12)

onde ' é o vetor linha 1 X p de médias de X.

Jaeckel (1972) mostrou que n'/? vezes a diferenca entre sua estimativa e a de Ju-
reckova converge para zero em probabilidade. Assim sendo, estas duas estimativas 530
assintoticamente equivalentes e tém a mesma distribuigio assintética. Neste trabalho
nan fazemos distingio entre estas duas.

Suponhamos que desejamos testar as seguintes hipoteses
: HBy=~ contra Hy: Hfs 5%, {1.13)

onde H é uma matriz g X p de posto completo ¢ < p, ¢ v € um velor ¢ x 1 completamente

especificado; frequentemente v = 0. Entao, sob a hipdtese nula, a varidvel aleatéria
. , —~1 N
Q=7 (Hf ) (H (XpXo) ' H'Y (HB~~) (1.14)

converge em distribuigio para uma varidvel aleatéria qui-quadrado com ¢ graus de liber-
dade. Se 7 é conhecido, o teste que rejeita Hp quando @ > y2(q) € consistente para

alternativas fixas, ende x%{q) é o valor critico determinado da distribuicdo qui- quadrado



com ¢ graus de liberdade com o fixado.

Outra abordagem para testar as hipdteses em (1.13) depende do ajustamento do
modelo completo (ﬁ‘mm) e do modelo reduzido (ch) pela hipdtese nula. Aqui requere-se
que ¢ < p, Mckean e Hettmansperger (1976} mostraram que sob a hipétese nula,

2 [D(Brea) = D(Beom)]

D= - L, (1.15)

tem também uma distribuigio assintética qui-quadrado com g graus de liberdade. Além
disso, eles mostraram que se r é conhecido o teste que rejeita Hy quando D > x%{g) ¢
consistente para alternativas fixas.

Na prética, ainda nio conhecemos 1. Portanto, se desejamos utilizar @ ou D* para
testar hipdteses enfrentamos o problema de estimagdo de 7. Adicionalmente, muitas
aplicagbes de inferéncia relacionadas com o intercepto oy sio desejadas. Como men-
cionamos anteriormente, a funcio de dispersio de Jaeckel ndo pode ser utilizada para
este propésito.

Mckean e Hettmansperger (1976, 1978) propuseram superar essas duas dificuldades
pela aplicagdo do procedimento posto-sinal {signed-rank) numa amostra dos residuns
(Y; — x}f3). O preco para obter esta solugio foi a suposicio de simetria da distribuicio
dos erros.

Define-se a funcdo geradora de escores para uma amostra, ¢%(.) correspondente a ¢{.)
por,

#*(u) = o(lu+11/ 2) (1.16)

A restrigho ¢{u) = —~¢{1 — u) dada em (1.4} e a de simetria de f{.} em torno de zero

significa que

[ [ E ) ]
(rt)! = fa ¢ )[f (F{u+1]/2)) ‘

é igual a 77! dada em (1.11). Isto foi estndado por Lehmann {1963) e Sen (1966}
Para uma amostra aleatdria com distribuicdo simétrica, €les propuseram uma estimativa

consistente de 7+ = 7 baseada no comprimento do intervale de 100{1 — o}% de confianca
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para o centro de simetria, proveniente da estatistica do teste posto-sinal com a funcio
geradora de escores ¢(.) (1.16). Particularmente
. n{by — oL

T = W/_(zzaﬂ ) (1.17)
onde (&, &) é o intervalo de 100{1 ~ )% de confianga para o centro de simetriae Z,2 é
o valor critico superior da distribuigio normal padrio, onde esta quantidade converge em
probabilidade para 7. Mckean e Hettmansperger (1976} mostraram que 7 calculada nos
residuos, (Y; — z:ﬁ), ¢ também consistente para 7. Na Segéo 4.4 fazemos alguns calculos
que fornecem alguns critirios sobre a necessidade da suposi¢io de simetria quando a
estimativa (1.17) € usada.

Finalmente, Mckean e Hettmansperger (1978) propuseram o® como a estimativa do
intercepto obtida pela aplicagdo do procedimento posto-sinal numa amestra com funcéo
geradora de escores ¢+(.) (1.16) para os residuos, (¥} — z!8). Novamente, assumindo
simetria na distribuicdo dos erros eles mosiraram

& - (g D

Jalb Lz~ NMV (07477, (1.18)
B~ By

onde A ¢ positiva definida e é o limite de Vn(1,, X (1., X } quando n — oo . Portanto
um teste consistenie das hipdteses

g Qg
H,-H =~ contra Hs: H

Bo Bo

#7 (1.19)

onde H é uma matriz g X {p+ 1) de posto completo com ¢ < p+41 e~y um vetor g x 1

completamente especificado, pode ser baseado em

¥
» *

Q =r*|H ":; — | (H (e Xy @ X)) EY | H "‘; o R



Sob a hipétese nula, esta variavel aleatdria tem uma distribuicdo assintotica qui-quadradoe
com g graus de liberdade. Assim, para uma amostra grande, o teste aproximado de
tamanho « rejeita Hy quande Q% > x2(q). Mais uma vez precisamos de uma estimativa
consistente de v para aplicar este teste.

Este trabalho trata do problema relacionado a inferéncia baseado em postos para mod-
elos lineares gerais com (possiveis) erros assimétricos, Especificamente uma aproximacio
para a estimagio da funcional de escala v (1.11) é desenvolvida, a qual difere da aprox-
imagio dada por Mckean ¢ Hetimansperger {1976}, que requer simetria da distribuicio
subjacente dos erros. Essa funcional de escala v € de grande interesse se ¢ aplicada
aps procedimentos baseados em postos, & que ela aparece na estrutura da matriz de
varidncia-covariancia assintotica das estimativas do vetor de pardmetros de regressio, e
no denominador da estatistica do teste para hipdtese sobre esse vetor. Desta forma, ela

% no procedimento usual de minimos quadrades. Uma

desempenha ¢ mesine papel que o
estimativa do intercepto é desenvolvida sem a suposicdo de simetrnia da distribuicio dos
erros. Adicionalmente, € mostrado que as propriedades assintéticas do procedimento de
inferéncia baseado em postos sdo validas com menos condi¢des na matriz de desenho do
que previamente exigiam.

O desenvolvimento das propriedades dos procedimentos de inferéncia discutido anteri-
ormente, tem como fundamentagdo o importante teorema de Jureckova (1871). Este teo-
rema estabelece a propriedade de linearidade assintotica do gradiente de dispersio num
modelo linear geral. No Capitulo 2, esta propriedade de linearidade & obtida nsando-
se condigbes menos complicadas na matriz de desenho, mas somente para escores de
Wilcoxon (1.6). Assim, os usuarios, preocupados na verificacio das suposicdes, estario
um pouco menos indecisos ao uso dos procedimentos baseados em postos.

BEm algumas dreas de aplicagio, por exemplo experimentos biomédicos, s&o comuns as
distribuicbes assimétricas ¢ frequentemente os ustarios realizam alguma transformacéo
nos dados com a finalidade de obter distribuicfo simetrica. Enquanto as propriedades

assintéticas de 4, Q {1.14), e D (1.15) nao dependem da simetria da distribuicio subja-



cente dos erros, a estimativa 7° (1,17} da funcional de escala 7 precisa da suposicéo de
simetria portanto o uso de ) ou I)* em teste de hipdtese sobre o, exige uma estimativa
consistente de 7 e tal uso até agora exige a suposigao de simetria. A funcional de escala
T € importante porque aparece na matriz de variancia-covaridncia assiniética de . ¥4
que frequentemente estamos interessados no desvio padrdo das estimativas pontuais de
f. Além disso, uma estimativa prévia do intercepto ag (Mckean e Hettmansperger, 1978),
requer a suposicio de simetria .

Schuster (1974}, Schweder {1975), e outros (Segdo 4.1) estudaram estimativas de 771,
no caso de uma amostra baseada na estimagio da fungo de densidade do tipo Rosemblatt
{1956}, Estas estimativas de 7~ néo exigemn a suposicdo de simetria da distribuigio. No
Capitulo 4 discutimos tais estimativas para o caso de escores de Wilcoxon (1.6) e obtemos
alguns resultados adicionais para o caso de uma amostra. Além disso, mostraremos que
tal estimativa é sempre consistente quando calculada sobre os residuos apés o ajuste do
modelo linear. Alguns cilculos sdo realizados para sugerir possivels ajuste em pequenas
amostras da estimativa proposta e obter alguma relagio com as outras estimativas.

A estimacio de densidades mencionada anteriormente é discutida no Capitulo 3
Mastramos que as estimativas obtidas sdo consistentes quando calculamos sobre os residuos
{n&o necessariamente resultante de uma estimativa baseada em postos).

No Capitulo 5 propomos uma simple estimativa & para o intercepto ag como a me-
diana dos residuos, (Y; — :rﬁf;}, e derivamos a distribuicdo multivariada assintotica de
(éf, 5)§ sem a suposicio de simetria. Adicionalmente é discutida uma estimativa de {0},

3 #v a~ AN
a qual aparece na matriz de varidncia-covaridncia assintética de (a, ﬁ) .

1.2 Suposicoes

Como foi tratado na Segio 1.1, o desenvolvimento das propriedades assintoticas da
estimativa 4 e das varidveis aleatérias Q (1.14) e D* (1.13) dependem fortemente da

linearidade assintdtica do gradiente da dispersio {Jureckova, 1971}, Assim, os autores
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Jaeckel (1972} e Mckean e Hettmansperger (1976) que estabeleceram estas propriedades
adotaram as suposicOes téenicas de Jureckova. A mals forte dessas suposiches é sobre
a matriz de desenho {ver suposigio X3). A razdo desta suposicao € discutida na Secio
1.3. Ampliando o resultado de Jureckova (1969), para o modelo linear multiparamétrico,
Kraff e Van Eeden (1972) fizeram uma suposicao diferente sobre a matriz de desenho;
{ver suposicio X4 ). Eles conseguiram um resultado compardvel a prépria extensio
de Jureckova {1971). Portanto, o resultado de linearidade assintotica do gradiente de
dispersio de Jureckova deve permanecer valido sob as condicbes de Kraft e Van Eeden.

Neste trabatho, adotamos a mmaior parte das suposicdes de Jureckova, mas no Capitulo
2 mostraremos que para escores de Wilcoxon {1.6) podemos desistir de X3 e ainda obter a
propriedade de linearidade assintdtica do gradiente de dispersao, inicialmente provada por
Jureckova (1871). Alguns auntores fizeram desenvolvimentos tedricos posteriores basea-
dos em X3 somente através desta propriedade de linearidade assintStica do gradiente,
porianig, os resultados tedricos continuam vélidos sem a suposicio X3

Finalmente, listamos as suposigdes de Jureckova assim como também as suposicdes
feitas pelos outros antores e resumimos os requerimentos de varios procedimentos que
foram discutidos na Se¢dol.l. Denotaremos as suposicbes sobre a fungio de distribuicio
por F, aquelas sobre a matriz de desenho por X e as suposigdes sobre a fungdo geradora

de escores por 5.

Supaosigae F1 : F[.) tem densidade f{.} com informagac de Fisher finita, isto €, f{.) é

absolutamente continua e [ ) ] Ay flyidy < oo. Sem perda de generalidade
F(0) = 1/2.

Supaosicio F2:  f(.} é uma funcho par, isto é, fly} = f{—y).

Suposicdo X1: A matriz de desenho [1, X] tem posto completo.

Suposicao X2: ¥ é positiva definida e é o limite de n~' X%, X quando n — oo,

Suposigie X3 (Jureckova, 1971} X = X 4+ X X tem colunas nio decres-

centes, X(® tem colunas nio crescentes. Esta descomposicio € um pouco diferente

i1



daguela que aparece em Jureckova, mas as duas versbes sho equivalentes.

Para C™ = XU - 1XU) (m = 1,2) e para cada j = 1,...,p uma das duas

condigbes seguintes devem ser satisfeitas:

(a} & j-ésima coluna de CU™ & zero para todas as linhas exceto em um ndmero

n finito; ou

(b) a j-ésima coluna de C(™ ¢é diferente de zero para todas linhas exceto em um

. . 2, ... . .
niimero n finite, n™1 30, (cf;“}) é limitado e as colunas satisfazem a condigio de

Noether

o X (fc:f_;-n}]2 _

1 —00 T (m} b -
(5

iz C‘J

Suposicdo X4 (Kraft ¢ Van Feden, 1972): Cada coluna de X¢ {1.12) satisfaz a

condigio de Noether

para algum par de colunas =) e zl® (5 # k) de Xo. Existe v;, #£ 0 e N tal que

n > N implica que i e zf? 44,2 siio ordenados similarmente,
Dois vetores sio ordenados similarmente se {z;— z;)'(w; —w;) > 0 para cada par {(i,7).

Suposicio S1: A fungio geradora de escores ¢{.) é uma funglo ndo coustante quadrado

integravel em {0.1}.

Os escores podem ser obtidos como
a(ty=¢(i [ (N +1)) ou a(f) = E(G(UV)
onde 1), & o i-ésima estatistica de ordem de uma amostra aleatéria de uma dis-

tribuigdo uniforme definida no intervalo {(0,1) de tamanho n.
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Suposigdo S2: ¢(.) é a diferenca de duas fun¢des geradoras de escores que satifazem

os requerimentos de S1 e os escores sdo gerados como em S1.

Suposigio 53: i s(uldu=0 e [ ¢*{u)du=1.

A funcdo geradora de escores que satisfaz 51 ou S2 pode ser sempre padronizada

sem afetar as propriedades da estimativa resultante e a estatistica de teste.

Suposicao S4: ¢(.) é tal que T, a(i} = 0 para todo n.

Suposigao 85: plu) = —4{1 — u).

Note que a suposi¢do 85 é uma condigdo suficiente para 54,

Agora resumiremos as suposicdes requeridas de varios procedimentos: a normalidade
assintdtica da estimativa proposta por Jureckova (1871} requer F1, X1-X3 , 52 e 53.
Jaeckel{1972) requer de F1, X1-X3, 51, 533 e 54 para estabelecer a equivaléncia assintotica
de sua estimativa com a estimativa de Jureckova, Como a propriedade assintética da
variavel § {1.14) depende unicamente da distribuicio de B, qualquer um dos dois con-
juntos de suposigdes sera suficiente, dependendo de qual destas estimativas esteja sendo
usanda. As propriedades assintdticas da varidvel D* {1.15) sho derivadas diretamente
do resultado de Jaeckel (1572); portanto, F1 X1-X3, 51 .53, e 54 séo necessdrias. No
Capitulo 2 mostramos que para escores de Wilcoxon, X3 pode ser eliminada de cada
uma das listas anteriores. No caso de () ou D¥, na pritica, € exigida uma estimativa de
7. A prova da consisténcia de 77 {1.17) requer das suposicdes F1 e 55. No Capitulo 4
desenvolve-se uma estimativa alternativa para o caso de escores de Wilcoxon sem esta
condiciio. Finalmente a normalidade assintética de (a°, 3)' onde a® é a estimativa de oy
proposta por Mckean e Hettmansperger (1978) também depende de F2 ¢ §5. No Capitule

5 propomos uma estimativa de op que ndo exige estas suposigdes.
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1.3 Estratégias Béasicas e Lemas

Nesta seqdo descrevermnos uma estratégia para resolver um fipo de problema que enco-
traremos repetidamente nos capitulos seguintes.

Suponhamos que estamos interessados no comportamento assintético de T{U, V),
onde U B 0. Alim disso, suponhamos conhecer o comportamento assintético de
T{8, V). Por exemplo, podemos estar interessados em alguma fungio W(.) dos residuos,

»

& =Y, — & — z}f, despois que ajustamos um modelo linear. Come

& = (¥ — ap ~ 248p) — (& ~— ag — 2 f — fo))

= g — ((3‘ el & 13 s 23:(}:;} - ﬁﬂ))?

. ; & — Cepy & - an
podemos considerar W{.) como W cel, com , que converge

B - B B~ Bo

para zero em probabilidade, e e = {e;,...,¢,) que fazem os papéis de I/ e V respectiva-
mente. Entdo estamos aptos para determinar sen comportamento assintético dado que
W{0, e} é uma fungdo dos erros €5, que sao independentes e identicamente distribuidos.

Em geral, se mostramos que
T(U, V) - T(0,V) - ¢, (1.21)

entido podemos transferir 0 comportamento de T{0, V) para T{U,V}. Talvez a forma
mais direta de estabelecer {1.21) é mostrando que E[T(U, V) — T(0,V)}* converge para
zero quando n -+ oo. Nao obstante, em muitos casos de interesse, o problema de caleulo
desse momento é impossivel; assim seria necessiria alguma aproximagdo menos direta.

Para o propésito desta secdo usamos a norma A} =max {A;] e para simplificar &
notagio escrevemos frequentemente como T(U) ao invés de T{U, V).

Se T'(b) ¢ particularmente bem comportado®, o seguinte lema resolve o problema.
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Lema 1.3.a: Suponha-se U 5 0 e T(b) equicontinuo em b = 0. Entdo

T, V) -~ T(6,V)-Zs 0

Prova: Sejam € >0 e v > 0 dados. Como T(b) é equicontinuo em 0, existe um § > 0
tal que, para todo n ||l <6, implica |T(b) — T(0)] < €. Como U %+ 0, existe um
N tal que n > N a qual implica P{}jUV}| <6} > 1 — . Mas §iU|] €6 implica
gue |T(U) — T{0}] < e. Portanto para n > N implica

PUTU)~TO) < e} 21 -7

Desta forma o lema esta demonstirado.

Infelizmente, muitas estatisticas de interesse n&o sio uniformente continuas, sem falar

de equicontinuidade. Qutra maneira natural de abordar o problema € provando que

sup [T(b/n'/%) — T(0)] -5 0. (1.22)
i< B

Entio, se n'/?( U } fosse limitada em probabilidade, poderiamos ter
Ty —T(0) - 0.
Uma primeira tentativa para estabelecer {1.22} & obter
E[T(/n?) -~ T(®)] — 0
uniformemente para {[bl} £ B < co. Isto serve para mostrar que, para Ve > 0,
sup P{|T(b/n?) ~ T(0)] > e} — 0, (1.23)

{bli<B

através da desigualdade de Chebychev. Mas, geralmente, {1.23}) nao implica (1.22) e
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assim nio responde a nossa necessidade.
Alguns artificios titeis, embora indiretos, para estabelecer {1.22) s3o encontrados nos
trabalhos de Jureckova (1969, 1971). O seguinte lema, para o caso em que b € unidimen-

sional, é uma ajuda importante.

Lemal.3.b: Suponha gue podemos escrever
THV)=8S0B,V)+eb {1.24)

{para simplificar a notacio, seja S(b) = S(b,V}),

onde S(b) é monStona em b ¢ ¢, é uma constante positiva tal que lcn jnM 2! e«

oo, Entao,

T(b/n/2, V)~ T(0,V) L5 0 | (1.25)

para todo b fixado implica que cada B < 0o fixo

SUp |T(Es/n”2) - T(U)‘ £50, quando n — oo, {1.26)
bi<B

Prova: Sejam ¢ > 0, v > 0 dados. Particionamos [—B, B] em d intervalos: —B < by <
by < oo < by = B tal que e|b; — b4| < ¢/2 parai=1,..,d. Como existem um

ntimero grande b; podemos achar um N tal que
F {max |T(bijn”2) - T(D)l < 6/2} > 17,

para todon > IV,

Suponha que 5{b) é ndo decrescente se b} £ B entdo §;_; < b < §; para algum 1.
Se T(b/n*?) — T{0) > 0, entio

|T(b/n'?) ~ T(0)| = T(b/n*?) — T(0) = S(b/n* %) + cob/n* ~T(0)  (1.27)
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< (b /M) o+ enbifnll® 4 c,bjn' 2 — ¢ b0 — T(0)

< |S(be/m ) + cabifntl? — T(0)] + 16— bif X fea| fn*/*

< Maz (T (b:/n}M?) ~ T(0)] + /2.

Similarmente, se 7{b/n*/?} ~ T(0) < 0 entéo

\T(b/n}?) = T(0)] = ~T(b/n*?) +T(0) = ~S(b/n/*)~ exb/n 2+ T(0) |

ﬂ “S(E’,‘_lfnl!z) -_— cﬁf}g_d/nlﬂ —+ T(ﬁ} 4 Cnbfw] /ni,«’? —_ Cnb,’/nlﬁ

< |Sbic frM) + enbica /oM = T(O)] + fbicy — b] X [cal /02

< Maz |T(bi/n'/?) - T(0)| + ¢/2

Argumento similar € valido quando 5{}) é nao crescente. Assim
[7(b/%) = T(0)] & Maz |T(bi/n*/?) ~ T(0)] + /2

para todo b, tal que b} < B. Portanto

sup |[T(b/n}/?) — T(0)] <Maz |T(b/n*?) — T(0)] + /2,

i< E

de maneira que
P { sup IT (b/ntl?) — T(ﬁ)} < 5} > 11—,
Bl<H

com isto e lema esta provado.

(1.28)

(1.29)

(1.30)

Observe que esta prova permite a possibilidade de que S(b) seja ndo decrescente para

algum b, € nac crescente para outros.

Este lema é facilmente extendido para o case de um vetor byy.
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Lema 1.3.c: Suponha que podemos escrever
ThVY=85Vi+cb {1.31)

onde 5(b} ¢ mondtona em cada um dos componentes de b e ¢, é um vetor p x 1

de constante tal que ch/nlf 2“ < ¢ < oo, entio
T(b/nYy —T(0) L 0 (1.32)
para todo b fixado, implica que cada B < oo

sup |T(b/n**) —T(0)] - 0. (1.33)
ll<B

Como em muitas situagdes de interesse conhecemos que n'/*(I7) converge em dis-
tribuicio para alguma variavel, n*/2(U) é tipicamente limitado em probabilidade.
Entao se podemos escrever T(b) na forma necessdria {1.31), podemos mostrar que

(1.32) é satisfeito provando que
E[T(b/n**) - T(0)] — 0

para todo b fixado. Entio uma aplicagde do Lema 1.3.c com os lemas seguintes da

o resultado desejado (1.21}.

Lema 1.3.d: Se n*/?(U} é limitado em probabilidade. Ento sob as condigbes do lema
1.3.¢c
T, V) -T(0,V) -5+ 0

Prova: Como n/2(U) é limitado em probabilidade, para cada v > 0,
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existe um B < oo e Ny, tal que para n > N;, implica que
P{n*)| < B} 21-7/2.
De Lema 1.3.¢, para cada ¢ > 0 existe um N, tal que para n 2 N;, entéo

P{ sup lT(b/nm) - T(O)l < e} >1-9f2.

{pi<B

Seja N = maz{N;, N;}; entédo paran 2 N

P {“n”z(lf)u .f_i B, iiilliifB ‘T(bfnm) - T(G)' < E} >l

Assim

PLTWU) ~TO) <€} 21 =7,

e o qual lema esta provado,

Se T'(b} nao pode ser escrito diretamente na forma (1.31) requerida para aplicar o
Lema 1.3.c, mas é possivel escrever T(b) = Ty(b) + To(b) + ... + Ti(b), onde cada T,(b),

m = 1,2,...,k é da forma como ¢ exigida em (1.31). Entio se
T, (b/n}?) = To(0) 5 0

para todo b fixado e m = 1,2, ...k, 0 Lema 1.3.d produz T,,{U} — T\n(0) Ly para cada

m=1,2,..,k Mas
k

Ty ~-71(0) = Z (Tw(U) — T (0))-

Qutro artificio empregado por Jureckova (1971) envolve a obtencio de T*(B,5,) de
modo que T*{(bY =T(b) e tal que T*(bib,), é uma fungio que toma valores de um
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vetor 2p % 1, e satisfaz as condigdes do Lema 1.3.c. Neste caso o lema 1.3.4 , pmﬁuz
THU'UY - T (00 L6,
ja que '3 (U'U’Y ¢ limitado em probabilidade. Mas
™U'UY -1y = T(U) - T(),

o qual converge para zero em probabilidade quando n — oo.

Em alguns casos é necessirio aplicar ambas técnicas. A prova do resultado de lin-
earidade assintética em Jureckova (1971) é um bom exemplo com relagio a essa prova
poderiamos mencionar a necessidade de aplicar estes artificios, enquanto conservamos
outras propriedades, motivantes da adogio da suposigdes mais forte X3 {Secio 1.2) sobre
a matriz de desenho. Especificamente, a estatistica de interesse nessa prova pode ser
particionada em partes, que satisfazem (1.31} sem X3, mas somente com a propriedade
de continuidade (Hajek e Sidak,1967, Capitulo VI). Que parece essencial para provar
(1.32). No Capitulo 2 mosiraremos que, para escores de Wilcoxon podemes provar {1.32}

sermn recorrer & continuidade.

1.4 Notagoes e Lemas Adicionais

Nesta segho, provaremos alguns lemas aos quais freglienternente nos referiremos. Adi-
cionalmente definirernos algumas notagdes a serem usadas nos capitulos seguintes.

Comencaremos pela consideragao da distribuiciio de e; — £;, 1 # 7. Dado que os ¢€s
sao i.1.d., esta distribuigdo é independente de 2 € 3, e portanto a distribuicio de e; — e
& a mesma Que e; — €1, logo a distribuigio € simétrica em torno de zero. A fungio de

distribuigio acumulada G{.) de z = ; — ¢; é definida por
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Gz} = Pley —ea S 2} = [, ff?,;“ flea} flea)derdey
= oo, Fle+ z) fle)de.
Os seguintes lemas estabelecem a existéncia das primeiras trés derivadas e os limites de

Giz).

(1.34)

Lema 1.4.a

Sob a suposicao F1 (Secio 1.2)
(i} A densidade de G(z) é

a2 = [ fle+ D (e)de (1.35)
(i1) g{2) é limitada e absolutamente continua com derivada

§(@) = [ Flet2)ile)de; (1.36)
(111} g’(2} é limitada e absolutamente continua com derivada.

¢ == [ fleta)f(e)de (1:37)

{iv) ¢"(=) € limitada.
Prova:
Usamos as idéias basicas da prova do Teorema 1.2.3 de Hajek e Sidak (1967).

(1) Usando a continuidade absoluta deF'{e), reescrevemos ({z) (1.34) como

Glz)= [ : /_ ; Fle + t)f(e)dtde.
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Como o integrando é ndo negativo, podemos trocar a ordem da integracdo para

obter

G(z) = / /_ Fle + 1) f(e)dtde,
Portanto G{z) é absolutamente continua com derivada (1.35).

{i1) Dado que f(e} é absolutamente continua, podemos reescrever g{z) (1.35) como

glz) = [ Z / w Fle +1) fle)dtde (1.38)

entao tem-se
9(z) S JZ% 2o 1T (e + 1) fle)dide
S J2o 206 1 (e + 1)] f(e)dtde (1.39)
= 2o J2oa () dif(e)de
assim pela desigualdade de Jensen e a suposicio F1.

[ o] =] irevsoon] (1.40)

<[[Tirwior i) <.

Usando 1sto em (1.39}, temos

o) < [ 1rrsf soa) " < o (141

de maneira que g(z} é limitada. Além disso de (1.39) e (1.40} podemos concluir
que o integrando (1.38) é integravel no espago produto de modo que, pelo Teorema
de Fubini (Haaser & Sulivan, 1972, p.134) podemos trocar a ordem da integracio

e obhter

] f (e + ) f(e)dtde. (1.42)

22

b
i



Portanto g(z} é absolutamente continua com derivada (1.36). De. (1.40} temos,

fle) = [ (Bt < [Z A () et

< =, 1f/(dt] < oo, (1-43)

portanto f(e) € himitado.

(i) B facil ver que g'(2) {1.36) é limitada, e tendo em consideracio {1.40) e {1.43),
termos

@ = e+ afee

(1.44)
< [T ife+ ) feyde

<[sup 1) [7 i) de < o

A seguir, consideramos wna mudanca de variavel emn {1.36), ¥ = ¢ + z e usando &

continuidade absoluta de fe);

g{z) = f:) Fyifly — z)dy = — ./_Z [w P f'(y — thdtdy. {1.45)

Novamente usapndo {1.40)
[ rore-nady< [~ [ (5w - oldd (1.46)

- ./_o:g f:o (-1t |y}l dy < o0,

de modo que podemos trocar a ordem da integra¢ao no lado direito de (1.45) para

obter

d@=-[_ [ rwsw -y (147)
fazendo outra mudanca de vaniaveis, e =y — 1, produz
g'(z) = — f fm F'le + 1) F(e)dtdt, (1.48)

23



portanto ¢'(z) é absolutamente continua com derivada dada por {1.37).

(iv) Primeiramente, mostraremos que f'{e} é quadrado integravel. Multiplicando e

dividindo o integrando [f'(e)]” por f(e), obtemos

j_ : (F(e)] de = /°° {?;((:))2} fle)de (1.49)

<fsup (@) [ F /f(e)de

= sup f(e)] [ (/S f(e)de < co,

por (1.43) e a suposicio F1. Agora considere-se

(1.50)

9= |- [ e+ st

< [ 1f(e+ ) (e)ide

<[[ e+ arae [0

—a e

1/2

(e} de]

= [ {fende< oo

s

pelo uso da desigualdade Canchy-Schwarz e {1.49).

Assim o lema esta provado. Observe-se que obtivemos algumas propriedades de f {)

e f'(.} que sdo resumidas no seguinte coroldrio.

Coroldrio 1.4.1

Sob a suposicio F1 (Segéo 1.2)
(i} f{.} é limitada
(i) Jo, fly)dy < o0, para r2>1;
(i) 25 /()] dy < o0, e
(iv) [2% L (9)* dy < o0

Prova
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(i} Ver (1.43)

()% S W)y < [sup [ (o)) 2o Fly)dy < o0

{iii) Ver {1.40)

(iv) Ver (1.49).

A seguir definimos algumas notagées. Em todo este trabalho usaremos a norma de

maximo dada por:

6} =max 6l g=1,2.p, (151)

onde § é um vetor p x 1. Denotamos o espago euclideano p-dimensional por AP, Para um

escalar Z definimos a parte positiva como Z% e a parte negativa como Z7, isto &,

Zt=7, se Z2>0,
=0, s Z<0;

(1.52)

Z- =2, se Z <0,
P f}, ¢ VA = 0.
Estenderemos esta notacfio para vetores e matrizes, sobre cada um de seus componentes
basicos. E fregilentemente usamos a funcio indicadora { expressdo}, a qual ¢ igual a um
se a expressao € verdadeira, zero se {or falsa.
Agora voltamos nossa atencio para a matriz de desenho. Modificamos a suposicio

X2 como segue,

Suposigae X8: n M1, X1, X1 — A, quendo n — 00, é uma matriz positiva definida.

0 Lema seguinte mostra que esta suposigdo € uma extensdo de X2.

Lemal.4.b
X5 - X2
1 X’ o
rova: n M, X1, X]=1 _ ,onde X' ¢ o vetor linha 1 x p das médias
X nX'X
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de X . Particionando A convemlentemente:

1 4
A= Hz
Ha Y
~ 1 X ) . ,
Seja A, = s onde [ € a matriz identidade px p. Note que A, & invertivel
0
€
1 f
A=lim An=| 171,
que também é invertivel. Entdo temos
1 X 1 0 , _
ALt A, = — A'AA (1.53)
X nX'X 0 ' XIX,

quando n —» 00. X, € a matriz de desenho centralizada (1.12). Como

, 0
AAA =

0 ¥~ papy

como A é invertivel AAA é positiva definida; assim ¥ = ¥ — u.p), é também

positiva definida. Portanto n 7 X/X, — ¥ quando r — oo.
A seguir mostraremos que certa soma € hmitada.

Lema 1.4.c: Sob a suposigao X2, N7'TL |l € limitada onde ¢ = 2, — %5 € o

(i,j)-ésimo elemento de X..

Prova: Usando a desigualdade de Jensen, temos

[n”x i |c,-_§!} <! i cfj

§=1 2a=l

26



A quantidade no lado direito é o (i,j)- ésimo elemento de n XX, o qual converge

para ¥ quando n — oo,

Finalmente, a seguinte gene:ra}izagéio do Lema de Arnold (1980) nos permite derivar

alpuns resultados importantes.

Lema 1.4.d: Seja a; uma segiiéneia de niimeros tal que n™* 37, a; converge quando

n— 0o. Entdo, 7™ max |a; — 0 quando n— oo, i =1,...,n.
k2

Lemal.d.e Sob suposigio X5, n™ max 2§ — 0 entdo n™! max {:?j — 0 quando
% 1

n— 00,

Prova: Pela suposigio, n™? 70, z% converge quando n — oo, entdo pelo Lema 1.4.d

-1 2 4 3 J— o Y = (2 Y-S ' 3.
n~h max zf; -~ 0. Além disso ¢f; = (zy; — T ;)* = (25; — 2247 ; + %) e como T

converge quando n — oo (ver a prova do Lema 1.4.b), existe um B < oo tal que
1z < B para todo n. Portanto,
n ' max of; £ n7 max zf, + 27 max |z B+ 0 B* (1.54)
i 1 3
O lado direito de (1.54) claramente converge para zero quando n — oo,

Ein resumo, estes lemas adicionais séo importantes, pois eles dao as condicdes necessarias

para a prova dos teoremas enunciados nos seguintes capitulos,
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Capitulo

LINEARIDADE DO GRADIENTE
DE DISPERSAO

2.1 Propriedade

Nesta seciio estabelecemos a propriedade de linearidade assintética do gr&diente de dis-
persdo, primeiramente provada por Jureckova (1871). Apesar de considerar 56 o caso de
escores de Wilcoxon (1.6), a condigio sobre a matriz de desenho é bastante simplificada.
Na Secéio 2.2 discutiremos brevemnente as implicages da presente secio.

Antes de formular o teorema precisamos estabelecer algumas notagdes. Seja C = X,
a matriz de desenho centralizada {(1.12), denotaremos a i-ésima linha desta matriz por

¢;- Entdo para escores de Wilcoxon a medida de dispersao dos residuos pode ser reescrita

D(B) = S;a[zz(}z —B)(Yi - 2B) (2.1)
= Za[R Y — £ 5)

=1

_fZ;[R(Y 2 %} (Yi—dp),

onde R(Y; — ¢iB) € o posto de Y; — c{f entre Y — i, ..., ¥}, — . 8. Entdo o gradiente de

D{5} (derivadas parciais} existe, exceto sobre um conjunto de pontos de medida zero em
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R?. Quando o gradiente existe, o j-ésimo componente ¢ dado por:

D0 _ s [l -3 e (2.)

— _VIB(n 4+ 17 e [RY: - )],

i=l
para } = 1,...,p, a segunda igualdade resulta de 3.7, ¢;; = 0. Denotaremos o negative

do j-ésimo elemento deste gradiente por
5;(8) = V12(n +1)" Ecu [R(Y: ~ i)}, (23)

Dado que os postos em (2.3) sdo invariantes a traslacio, podemos reescrever 5;(f) con-

venientemente:
5,(8) = VIB (0 + 1)) S e [Rles = 608 — Aol 24)

onde e; = Y; — ¢ Bo. Observe que o5 €)s sdo 1.i.d. con fungdo de distribuicdo acumulada

Finalmente, define-se uma fungio §7(b) para b € B? por:

§5(8) = VB4 1) e [l — b)) (2.5)
(Observe que
S30) = S;(B) ¢ S8 — Bo) = Si{B). (2.6)

O objetivo é estabelecer o seguinte teorema, que prova a linearidade assintdtica do gra-
diente da disperszo para os escores de Wilcoxon sem a suposigdo X3. Jureckova {1971)

provou esta linearidade considerando X3, além de outras suposigGes para escores gerais.
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Teorema 2.1.1 : Sob as suposicdes F1, X1, e X5 (secdes 1.2 ¢ 1.4 } para cada B <

o0, fixo

Si(b/n"/?) = §5(0) + VI20(C"eD) 'b/(n + 1)} = 0 (2.7)

sup 4

Hefj<B

N

onde ¢} é a j-ésima coluna de C, e j = 1,2,..p, 8 = [ fHx)dz, e CcW ¢

sitnplesmente a j-ésima coluna de C'C.

Prova: Seguindo as ideas basicas de Aubuchon, J. A, e Hettmansperger, T, P. (1989),

utilizaremos o artificio da Segdo 1.3 com o objetivo de aplicar o Lema 1.3.c. O

argumento requer uma notagdo adicional, que definimos agora. Seja Dy uvm vetor em

R?* dado por,
(=) } = [ (o0 = )" } : (2.8)

(ex — &)™ {zg—a;)”

ﬂks’ =

onde {c; — &)t é a parte positiva do vetor (er — &) e (¢ ~ ¢;)™ sua parte negativa, de
modo que (cx — ;) = (¢ — &) + (e — &)~ Além disso, sejam M6} ¢ M;o(8) funcdes

de R* em R definidas como segue:

Min(8) = VIR n + D] 365 S T {ex — & < Diab}, (2.9)
k=l

=1

e Mp(6) = VIl + D] 3 e 31 {en — e < Dy}

=1 =t
Por exemplo, se ¢f; 2> 0 e o sinal do coeficiente de §, em D/;6 ¢ a mesmo para todo k e
i, entdo Mu{6) e M;(8) sho mondtonas nas componentes de §, nao decrescentes em
algumas componentes, ndo crescentes nas outras. Ta.:ﬁbém, sejam Tj; e Ty vebores em
R* dados por:
n
Tj = ~[n(n+ 117 cf Z Dy, ¢ (2.10)
k=1

=i

30



T = ~In{n+ 1} Z%ZD‘“

gl k=3

observamos que, embora My, M, T; e Tjz dependam de n, é suprimido da noiagaﬂ

Se b € RP, encontramos
b -1 g | P
{(Ti1 + Ti2) , = —{n{n +1}] zci:’ 2 Dk (2.11)

(n(n +1)] 12% ok~ )b+ {cx ~ ) 7Y
s =3

= - ZCU Z Cr — Ct)+ + (Ck - Ci)wlrb
£ | k=1
= —[n{n + 1] 12{:,32 {ep — )b
i=1 k=1

—fn{n + 1} ZCU Z cib — neb)

(=51 =i

= [(n+ 1}]7 Zcuc,bw[nn+1) Z%Zﬁ:

PESY t=)

=Y e db/(n+1) = '/ (n +1).
gz

Retornando ao problema, temos a seguinte descomposicio para a quantidade de interesse

em (2.7}
S3(b/n?) — 55(0) + V120(C"eD) b/ (n + 1) (2.12)
= IMj {6 [n'?) — Mju(0) + V120T),8) + [Mp(d/n'/?) — M5(0) + V120T),8],

b
para & = ( ) . A prova do teorema segue a aplicagdo do Lema 1.3.c para as duas
b

quantidades em {2.12). O seguinte lema estabelece uma das condigioes necessdrias para

a aplicagho de esse lema.
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Lema 2.1.8

E[M;m(6/nY7) — Min(D) + \/fﬁgj;{mé}z — 0, quando n — oc , para qualquer

& fixo em R% e para m = 1,2.

Prova:

Procederemos pelo célculo da esperanca para m = 1.

E[M;(8/n"?) — Mu(0) + V120T 61 (2.13)
= 12[n(n + 1)} E [g e g [I{ex = es < Dyb/n*} — Hey — e; < 0} — 0D, 8/n'V?)
X 365 32 [Hew = ec S D) = Hew = e < 0) - 0Dt
= 12[n(n + 1)7? E;; Z{;j ehe BT

ia que Dy =0,

Os termos nesta quadrupla somatdria podem ser divididos em trés grupos onde cada
um serd tratado separadamente. O primeire tem termos com dois pares de sub-indice
iguais, isto é,i = fe k = woui=wek =1 como ¢ ¢ & podem ser escothidos de n{n —1)
maneiras, entio neste grupo temos 2n{n — 1} termos. O segundo grupo em um par de
sub-indices iguais, isto é, 1 = t ou { = w ou k = { ou k = w; portanto trés distintos
sub-indices podem ser escolhidos de n(n — 1)(n — 2) formas, desta forma neste grupo
existem 4n{n — 1)(n — 2} termos. Finalmente, o terceiro nio tem sub-indices iguais, ¢
temos n{n — 1}{(n — 2}{n — 3} termos neste grupo. Estas contagens estio resumidas da

seguinte forma

Grupo Descricio N° de Termos

i Dois pares de sub-indices iguais 2re{n — 1)

2 Um par de sub-indices iguais dn{n — 1}{n — 2}

3 Todos os sub-indices diferentes n{n ~1){n - 2){n —3)
Total ni{n — 17



Denotaremos a soma sobre Grupo i, como 5., ¢ = 1,2 ¢3.
&

Agora consideramos o Grupo 1 em {2.13) e mostraremos

12{n{n + 1¥*]” Zc*c*E (Y] <n” m;ax. (c};)O(1) — 0, (2.14)

L he ]

quando n — oo, onde O(1) é limitado. E facil de verificar que os termos dentro da
esperanca s&o limitados uniformemente com probabilidade um. Pois a fungio indicadora
- & limitada, e

16D,,6/n7%) < 02p | Dicl 8] /12

Mas

2%l = max kg ig| < 2};{13}{ |k}

onde ¢ = 1,...,p. Entdo temos que
|9D;5/n1;‘2i < 26p |16} max [Ty — Zig] /nlh (2.15)
1/2

< 46p |6} max max [zy,| /n

onde k = 1,...,n. Mas max lzx| /nt? — 0 (Lema 1.4.e). Portanto, este termo em
qualquer dos multiplicandos em (2.13) converge para zero uniformente. Por outro lado
existem termos de ordem O(n®) em E, e chel <max (c%;), portanto temos (2.14) coma
desejamos.

Considerande agora ¢ Grupoe 2, o fazendo referéncia a (2.13} podemos escrever,

12[n{n + 1" Zc <LE {2.18)

= 12n{n + 1)*]" Zc L [(I{ek —e; S Di6nt?) — Hep — & < 0})

(}{ew — ey < D6/} - Hey — e < 0})]
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+12[n(n + 1) *lzc LehE [~0D8/n T (Hew — & S D, 5/:&”}

—I{ey, — e < 0} — 6DL,6/n"?) — 0D}, 8/n'/* (I{ex — e; € Dyb/n*/?)
~I{e — & < 0} — 0D}b/n %) — 07(D6)(DL,.6) /7]

= {h + Qs

Como

Q1] <12[n(n + 117 Y i BN x L (2.17)

G2

@1l < 12[n(n + 1)°] Zﬂu% (Bl x ELG7,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, note que em (2.17) |I{.} — I{.}] € igual a0 sen
quadrado. Além disso

E|I{es — e; < Dy /n'?} — Hex — e < 0} (2.18)

= |G(D}8/n**) — G(0)|
= |DL6/n"| G'(6ws),

onde |£x:] < ll}igﬁ/nlﬂi . Como G'{.) é limitada {Lema 14.a)e ]D;,-zﬁ/nuz! converge para
zero uniformemente para todo {k,1}, quando n — oo, pela andlise do Grupo 1. Além

disso,

“%Zc ¢ <n” 2422% e € { }225%] , (2.19)

g} gl
a qual é imitada {Lema 1.4.¢). Assim o lado direito de {2.17) converge para zerc quando
n — oo. Portanto (J; converge para zero.

Agora consideremos (g,

Q2 = 12{n(n + 1% Zcuctg [—0D6/nM2 (G(D!,6/n?) — G(0) — 8D/, /n*?)
(2.20)
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—0D,,,6{nM? (G(D6/m?) — G(0) — 6D}8/n*/?) — 6*( D) (D' 8)/ ]
12(n(n + 1717 e e [~0D48/w /X Dl /") G" () 2

0Dl n? ( (D8 mi/2)' G (61)[2) — (D) D) )

onde |€u| < |Di6/n1/%, lembre que G'(0) = [, f3(y)dy = 6. Como G"(.) 4 limitada
{Lema 1.4.a}, n™3 Z cf; ¢f; ¢ limitada (2.19), e |D 5/n”2\ -+ 0 uniformemente em todo
{k,¢), portanto temos que Jy — 0. Voltando para (2.16) vemos que a contribuigéo dos

termos no Grupo 2 converge para zero quando n — ©o,
Finalmente considerando os termos do Grupe 3, os multiplicandos sdo independentes,

portanto, a esperanga do produto € a esperanca dos fatores:
12[n(n + 1Y% ch e E L) _ (2.21)
= 12[n{n + 1)* 2613 cth( VE()
Considerando uma das esperan¢as separadamente;
E [I{ex — e; < Dybfn'?} ~ I{ex — e; < 0} — 8D},8/n*/?) (2.22)
= ({ D 6/nt?) — GO) — GOV D,8/n' T

= (Db PG () 2,

onde [€5] < lDﬁﬂ-éf n' 2[ . Assim o valor absoluto da somatéria em {2.21) é:

12[n(n + 177 T e o [[D06/n PG (6i)/2] % [[D;fa/nm?@"(em)/2]l (2.23)

G3

< 3foup G |17/ max lesl] oo+ 172 DL Db
G3
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come G(.) é limitada (Lema 1.4.a), e n~'/2 max |c;;| converge para zero quando n — co
¥

(Lemal d.e), e

”‘Z WOl L8 < [n‘z}ﬂ:}n:[ Lgﬁ}zr (2.24)

kel =1

- [ 2355 il r

k=1 f=1 g=1

[ > 305 Y 531}

<
k1 i=l gl
" 2
2 n omnop

< oot o £ 5 S

3 k=T i=1 gl

3 123 n 2
= |21 ot 3 ey - 2 } )

] g=1 k=3 i=1

T
a qual é claramente limitada, j& que ainbos termos, n™! E ’n Y :}: Ty Tiy, COTVErgem,
P fmmikan}

Tomando isto em conta, temos que o lado direito de (2.23) converge para zero quando

oy OG0,

Assim mostramos que a soma sobre 0s termos em cada um dos t1és grupos converge
para zero. Com isto demostra-se que a esperanca no lado direito de {2.13} converge

para zero. Portanto estabelecemos o Lema 2.1.a para m = 1 e a prova para m = 2 £

completamente analoga.

Mais um passo preliminar € necessério antes de completar a prova do Teorema 2.1.1.

Lema 2.1.b
1T;m]] & limitado para m = 1,2.

Prova:
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S {(”"”“)*]

k=] il (Ck - C,')_

P i) = 02 I (225)

<n” ma}(zz;(’qix lexg — Cigls

k=1 1=1

para g = 1,...,p. Como existem no maximo p elementos diferentes de zero em 15, ambas,
Herg — ¢ig)t] & Hewg — €ig) ™| sio menores ou iguals que J(cy, — €;)]

Portanto

(n:l)u Till <max[ ZZZIQJ[ﬂcqun 2)ﬂ:i|% x]c,ql]

k=il k==t d}

(2.26)

~max l(n”lilc;ﬂ) ( 12|ckqf) S feg] X |c,q}

3=l t=1

<max [( IZ|‘%) (n"‘ glckgl) + (n“‘écﬁ-})m (ﬂ"l gch )”2} ,

isto pela desigualdade de Cauchy - Schwarz pois as somatorias sao todos limitadas (Lema
14.b e 1.4.c). Portanto, estd provado o lema para m = 1. E a prova para T} € muito
similar.

Agora estamos em condigbes de aplicar o Lema 1.3.c para cada uma das duas quan-

tidades no lado direito de (2.12}. O Lema 2.1.a implica que
Mim(8/71%) — M, (0) +/12677,8 5 0

para qualquer § € R¥, m = 1,2. J4 que M;,{b/n*/?) ~ M,,.(0} é mondtona em qualquer
componentes de §, e por Lema 2.1.b temos que }T}n || € limitada, portanto o Lema 1.3.c

se aplica para qualquer B < oo e produz

sup | M (8/27%) = M (0) + V120T5,6| D 0, (2.27)
SH< B
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para m == 1,2. Mas para A= {6 R* §=(V VY, be R ¢ ||§|] £ B},

P |57 (bfn"/%) = 53(0) + VIZO(C'Y)) B (n + 1)) (2.28)

2
=sup 3 |Mim(6/nY%) — My (0) + VI20T}, 4]
A

m=1
2
<Y sup | Mim(8/nY?) — M (0) + VI26T} 6] 25 6
m=1 JO<B

assim o teorema esta provado.

Podemos apresentar este resultado na forma que corresponde mais diretamente ao

Teorema 3.1 de Jureckova (1971).

Corolirie 2.1.1. Se as condigdes do Teorema 2.1.1 sdo satisfeitas, entic

sup |S;(8) — S(Bo) + VIR (B - p)| o, (229)
w2 (B~fo YIS

onde ol?} é a j-ésima coluna de 5.

Prova:

Note que

(CeUNb/(n + 1) = o'} (2.30)

Sup
Bli<B

S})”(cfc{ﬁ)/(n_}_})4__0-{3')" XxB =0

quando 1 — oo, além disso seja b = n'/%(B — By}, e lembre de (2.6), 83(0) = Si{fo} e
53(8 — Bo) = S;(B). Portanto o coroldric estd provado.

38



2.2 Discussao

Talvez a prova da Secdo 2.1 seja menos elegante do gue a original dada por Jureck-
ova {1969, 1971} e certamente o resultado € menos geral ja que tratamos somente dos
escores de Wilcoxon; mas eliminamos a suposicdo X3 que é a mais complicada sobre a
matriz de desenho. Os métodos da prova de Jureckova utilizam esta suposigio de uma
maneira bisica. Embora Mckean e Hettmansperger (1976) considerem como satisfeita
esta suposigio em quase qualquer aplicagao, eles ndo apresentam nenhuma justificativa
para esta afirmacdo. Assim na pratica £ melhor ficar sem esta suposigao.

Notamos também que a prova do Teorema 4.1 de Jureckova (1971), que estabelece a
normalidade assintética da estimativa proposta para B, conta com a suposigio X3 so-
mente através do Teorema 3.1 (linearidade assintética do gradiente de dispersio). Assim
se estimamos f; pela raiz aproximada do gradiente de D{},conservamos a normalidade

assintética sem a suposigio de X3. A que formulada no seguinte teorema.

Teorema 2.2.1 . Sob as suposiches F1,X1, X2, e X5 (Segio 1.2 e 1.4},
niﬂ(;’? ~ Bo) Loz~ NMY (U, r* 51 )
onde J é obtida pela solucdo {aproximada) de

Sj(ﬁ) =0, 1=1,2,.,p

e 5;{f) é definido por {2.3).

Prova:
Veja Jureckova (1971}.
Adicionalmente, o trabalho de Jaeckel (1972} relaciona a estimativa de 3, baseada
na minimizacio da dispersio dos residuos, com a estimativa de Jureckova {1971) sem
usar explicitamente a suposicio X3, a qual € mostrada usando somente a linearidade

assintética do gradiente de dispersao e a normalidade assintética de £. E 0 mesmo é usado
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para o teste de hipdtese aproximado de By desenvolvido por Mckean e Hettmansperger
(1976). A prova da consisténcia de 7* (1.17) para o parametro de escala v nio depende
diretamente desta linearidade. |

Van Eeden (1972) e Kraft e Van Eeden {1972} utilizaram um resultado andlogo para
escores posto-sinal. Fstes autores fizeram suposicdes sobre a matriz de desenho de com-
plexidade similar 2 X3, embora os detalhes ndo aparegam na literatura. Assim os resul-
tados obtidos por estes autores devem permanecer validos sob X3. Além disso supomos
gue para escores de Wilcoxon, 7% (1.17) € consistente para 7 sem X3, O mesmo pode ser
dito para a estimativa de oag estudada por Mckean e Hettmansperger {1978). Finalmente,
o desenvolvimento das propriedades da estimativa da janela de 7 (Capitulo 4) e da me-
diana dos residuos nio centralizados (v, - miﬁ)gcomo uma estimativa de ap (Capituio 5)
nao usam esta suposigao.

Resumindo, se usamos os escores de Wilcoxon, podemos empregar os procedimen-
tos baseados em postos, estudados por Jureckova (1971), Jaeckel {1972), e Mckean e

Hettmansperger {1976, 1978} sem a suposi¢ao de X3 sobre a matriz de desenho.
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Capitulo 3

ESTIMACAO DE DENSIDADES

3.1 Caso De Uma Amostra

No preseﬁte.capi’tuio apresentaremos uma breve revisio da estimacio de densidade,
Pois no préximo capitule, fazemos uso da idéia de estimacio de densidade com a finalidade
de estimar a densidade envolvida numa integral v (1.11}. . Particularmente, estamos
interessados na estirnativa proposta por Rosemblatt (1956) e estudadas ainda por Parzen
{1962) e conhecida como niicleo-estimadores ou estimativa de janela. Amplos estudos
sobre esta abordagem de estimacio de densidade além de outros podem ser encontrados
em Wegman (1972) e Bean e Tsokos (1980). Aqui definimos uma estimativa de janela e
mencionamos algumas de suas propriedades.

Suponba que Y3, ¥, ..., ¥y é uma amostra aleatoria de uma funcio de distribuigio
acumulada F{.) com densidade f{.}. Seja W{.} uma densidade quadrado integrivel, e
h, uma seqiténcia de constantes positivas tal que A, — 0, e nh,, — oc. Entéo se f{.) é

conhinua em ¥,

faly) = (nknJ"‘iW (y ; Y") (3.1)

s=1
¢ uma estimativa consistente de f(y) (Rosemblatt, 1956). A densidade W{.) é chamada
janela ou nicleo; &, é conhecido como o parametro de suavizacio ou largura da janela

(bandwidth).
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s nicleos mails utilzados sdo:

W) = %2(1 ~ It < 1) (Biquadrado),
W)= (1 - i) I{jt] < 1} {(Triangular),
Wi(t) = \/12_7( exp{~t4/2} (Gaussiano), e
W{t) = I{lt] < 1/2} (Re tan gular).

Varios pesquisadores estudaram as propriedades assintdticas de f.(y), incluinde con-
sisténcia forte e normalidade assintética. Uma otima escolha de k, poderia ser con-
siderando que erro quadrédtico integrando médio (EQIM)

Qi =E [ (f0) - W) ). (3
seja minimo. Outras possibilidades foram estudadas por Bean e Tsokos {1962).

Se W{.) é uma densidade uniforme no intervalo {—1/2, 1/2} o micleo-estimador {3.1)

apresenta a forma intuitiva

Fly) = (nba) S H{=haf2 <y — Yi < by J2) (3.3)

i=i

= {nh, ) ‘

$

= &;1 [Fn(y + hpf2) ~ Fn(y = hn/‘z}]

Y <y+ha/2} —I{ Yi <y~ ha/2}]

T

onde F,.(.} é a funcio de distribuigdo empirica. Assim, fn(y) é uma derivada empirica

da fungao de distribuicdo.
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3.2 Residuos e Largura da Janela Aleatéria

Nesta segdo mostraremos que a estimativa de densidade da forma {3.1) mesmo cal
culada sobre os residuos apés o ajuste do modelo linear ainda é consistente. Também
mostraremos que a largura da janela pode ser uma variavel aleatdria. Para o objetivo
desta se¢do ndo diferenciaremos o intercepto de gualquer outro coeficiente de regressio,
conseqiienternente a notagio aqui difere dos outros capitulos,

Suponha. que observamos o vetor ¥ = {¥1,Y%,...,¥,) de ordem n x 1, com
Y =Xh +e, (3.4)

onde X € uma matriz de desenho n x p de posto completo, B € o vetor px1 de coeficientes

de regressio, € € = (g, €y, ...,€,)" € 0 vetor de erros aleatdrios n x 1, com componentes

1.id,, com funcio de distribuicio absolutamente continua e tendo F {0) =1/2.
Substituimos as suposicoes X1 e X3 por suposicbes equivalentes para considerar o

modelo linear {3.4).

Suposicio X6, X tem posto completo.

Suposicdo X7. a7 X'X — A, guando n — oo, € uma maltriz positiva definida.

Devemos também colocar algumas suposigbes referentes 4 forma da janels, largura da

janela e assim como & estimativa de Sp.

Suposicho W1. W(z) é uma densidade unimodal, simétrica em torno de zero e satisfaz

]m W u)du < 0.

— O

SuposicdeH1l. 5k, é uma seqiiéncia de constantes positivas da forma b, = n~ "4,

onde r > 0 e h ¢ uma constante positiva e fixa. Alemdisso 0 <7 < 1/2, (nhZ)™’

é limitada e nh, -+ 00, como mencionamos na Secao 3.1
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Suposicao H2. hw = n~"h, onde n?(h — h) é limitado em probabilidade para algum

g > 0.

Suposicio Bl. n‘f"’(é — Bp} € limitada em probabilidade (isto é satisfeito desde que

nM3( 3 — B,) tenha uma distribuigio lmite.).

Agora estabelecemos algumas notagdes.

Definimos
ks

F(2,0,0) = (nha) ™ W (le — 2 = 2(A) k) (3

szl

onde Aéumvetor px 1, ¢; = Y; ~ xifp, 2; € ai-ésimalinhade X e
ko =n"F "0 4 hy (3.6)

A seqiiéneia k, faz o papel de h, (largura da janela aleatéria) na prova do seguinte
teorema. Note que n®"7(k, — h,) = v faz o papel de 13{k — k), e pela suposicio H2 é

limitada em probabilidade. Além disso
£(2,0,0) = (nhky)" ZW( e — z}/hy)

¢ o niclec-estimador de f{z) baseado em e; e na largura da janela nio aleatéria hy,

enquanto

Fr (B = Boyon*(h = b)) = (mha) ™ SOW (e = 2 = 24(8 ~ o)}/

=1

é um niclec-estimador de f{z) baseado nos é; = Y;— 23, elargura da janela aleatéria, k.

Isto segue facilmente, ja que

i =2~ 2{(f ~ fo) = Yi ~ ziffo ~ 2 — 2{f + z{fy 57)

’ b
=Y~z =8~z
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ky =n"% "n“(jz ~ hY+ by = 0Tk by hy = };,n. (3.8

Usando a estratégia da Secio 1.3 provaremos que fn.{z) é ainda é consistente quando

calculada sobre os remduos apds o ajustamento de nm modelo hinear geral.

Teorema 3.2.1. Se as suposicées F1, X6, X7, W1, H1, H2 e Bl sdo satisfeitas entdo

F(z,8 = foynt(h — b)) o £(2) (3.9)

para qualquer z € K

Prova: Usaremos as sugestbes dadas em Aubuchon e Hettmansperger (1989)

Particionamos X em suas partes positiva e negativa: X = X* 4+ X~ Seja

A=[X* X "], eda: aiésimalinhade A. Entdo a; € RB*.

Particionamos também a densidade unimodal W{.} em duas partes:

W(z) = W(z), , 2 <0, __
z) = Wiz) 5 (3.10)
= W{0), ae z> 0
e
Wa(z) =0, se z< g,
= W{z) — W(0), se z> 0

Como W{z) = W1 {z) + Wa(z); Wi(z) ¢ Wy(z) sdo mondtonas em z. Define-se

F{z,6,v) = (nkh,)™! iW([e_i —z— a8} [ k) {3.11)

$1
onde k, estd relacionada com v por (3.6). E se § = {A'A’}, entac

Fz8,0) = f(z,A,0).
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Além disso, particionamos f*{z,6,v} em duas partes .

f7(z6,0) = (nh,) ™ Ty [Wh (fei — 2 — aj8] ko) + W0} f(2)a}d]
H{nhn ) iy Wa (e — 2 — a8} /ka) — W(0) S (z)a;6]

= friz, 6,0) + f3{z,6,0).

Agora o principal problema é mostrar que
frlz,6[n%0) — f1(2,0,0) 40,
para cada &,v fixos, e para m = 1,2. Observa-se que

(2, 6/ v) — f2(£,0,0)

satisfaz as condicoes do Lema 1.3.¢, que essencialmente completara a prova.

Estabeleceremos {3.13) por melo do seguinte lema.

Lema 3.2.1. Sob as condigbes do Teorema 3.1.1, para m = 1,2,
E {f;'s(zﬁ 5/”'2/2??}) - f‘.:l(z'!O'h 0) ]? ) 0!
para qualquer § € R e .

Prova:

Para m = 1, temos

E[fi(z,6/m%0) — f1(2,0,0)]

{3.13)

(3.14)

= (b)Y B (Wi ~ 2 = alb/m ) ke) + WO ()l /012 = Wi(le: = =)/1)]

t=1
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+Hnh)? 5 E [(Walles — 2 — a8 /n/) ky) + W(0)f(2)ald/n ! — Wales - 2)/hn)
Gl

x (Wille; — 2 = al8/n!/?) ko) + W(0)f(2)ai8/n'/? — Walle; = 2]/ hn)]
= GFy + (.
Usando a definigdo (3.10) de Wi(.)
Q1= (nha)™ iﬁ’ (W(le: — 2 — i/} k) {ei < =z + 2l /My — W(le; — 2l/h) {e; < 2}
- (3.15)
+ W) (I{e: > 2+ al/n?} = Ie: > 2} + f(2)alb/nF?)]”

ki

24aiffnll? z .
= G 0| [T W = 2= i Y i+ [ W - )0y

fml

in{z,z-+a} 7
2 [: e W(ly — 2z — ai6/n' | [k YW (ly — 21/ k) f(y)dy
w2 s/ ([ Wi - 2 - g k)

- _/_ m W(ly — 2]/ha)1 (y)dy) + 2f(2)WH0)di6/n" (1 — F(z + al6/nM?) — 1+ F(2))

+ WO al6) n + WHO)|F(z + aj6/n'1?) - F()|

z+alé nifz
)| [ W({ymzlfw(y)dyl

~2W(0)

salfffnl?? _
j_m Wiy —z+ c1§5/n”2]fk,%)f(y)dyﬂ )

Fazendo a mudanga de varidvel u = [y—z—a'8/n'/*}/ k, na primeira integral, e mudangas

similares nas outras, fermos que

7L

O = (nha)2 3 [;:ﬁ / ‘; W20kt + 2+ al8/n ) b [ () (i 2)d

=1

D
—2min{h, Wiuh,/k, — a:6/[n* "k, VW ({u AU+ z)du,
Y{uh, fk 871 Vi W f(h d
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{
kn f WaOW (uknf by + al6/[hyn* ) flhnust-z4al6 /0t ?)du)

125 (2)W(0)ad [ (kn ] Y W) (b + 7 + a6/ n ) — b, L ® Wolu)f (o + z}du)

- e

=2 ()WHO)ais/n M (ald F(E) M)+ 12 (2)WHO) (ai6) [

a6 {hnnt/?) _
b f W(u) fhu + 2)du
£

|

onde |; — 2| < |a:-5/n3;2§. Agora usando o fato que W{.} ¢ quadrado integrivel (Wlje

+W2(0)|ais F(&:)/nM?|~2W (0)

~2W(0)

ka /ﬂ (ky i8/n**)d
i Wiu) flkau+ z 4+ ajéfn'/*)du

F{) é limitada {Corolario 1.4.1), temos para a primeira integral:
G ) oo ]
ke ] W2} f (ki + 2 + a8 /n M%) du < Eafsup f(y)] / Wiu)d = k,0(1), (3.16)
oo " oo

onde O(1} € limitada. Similarmente, a segunda, sexta e sétima integral sio todas b, O(1);

a quinta e oitava sio k,0O({1). Para a terceira integral temos

ho [0 W {uh, [k, — a6/ kYW (2) f(hnu + z)du

' 1/ 3.17
< fin[supéf(y)l [ffew Wi houfky)du 22, W’Q(u)dn] 2 (3.17)

a3

W2 {a)du

= hu[ka /o] fsup f(9)] f
= (hﬂkn}lfzo(l)

Através de uma analise semelhante, podemos ver que a quarta integral é também (k. k. )1?0(1).
Assim todos os oito termos envolvidos na integral em (3.15) convergem para zero uni-

formemente em todo 1. Alem disso, temos:
a2 < pllad] x i8]} n'? (3.18)
< pl8ll max flz] /' — 0
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quando n ~+ 00, onde 0 mazTimo ésobret = 1,2,...,n, e 3 = 1,2, ..,,p. A convergéncia
para zero segue-se da suposicio X7 € o Lema 1.4.d. Assim, relembrando que f{.} ¢ linu-
tada, vemos que os trés termos nao envolvidos nas integrais em (3.15) todos convergem
para zero uniformente para todo i. Entdo n™! vezes a somatéria em (3.15) converge para
zero, Ja que pela suposicio H1, (nh2)™! é limitada, portanto Q1 converge para zero,
Agora voltemos nossa atencéo para (J2 (3.14). Como ¢; e ¢;, ¢ # J, sao independentes

termos que a esperanca do produto é o produto das esperangas de cada fator.

Qo=(nka)" 3 3 E (Wille: — 2 — alé/n'/?)f ko) + W(0) f(2)aié/n'* — Wi([e: - 2] [ha)]
Fa (3.19)
x B [Wille; ~ 2 — a6 /n V2 ha) + W(0) f(2)ai6/n*/* ~ Wa{e; — 21/ ha)] .

{onsiderando uma das esperancas separadamente, e usando a definigio {3.10) de Wy {.},

temos @
£ (’W}([ei — 7 — a6 /a2 k) + WO F(2)als nt? — Wi(le - -]ﬁzﬁ)) (3.20)

wtalbfnii? . )
- /_; f W(ly — 2 — ajé/n'*/kn) [(y)dy + W(O)L - F(z + alé/n'/?)]
WO () /n? ~ [ Wiy = =/ ha) S )y = W(O)1 = F(=)
=k, ﬁﬁf )} flknu + 2 + a8/ ¥ du — h, / V{hau + 2)du

~W(O)F(z + aié[n'/?) — F(z) ~ f(2)aié/n'/?).

Relembrando que f(.) é limitada {Corolério 1.4.1), o Teorema de Convergéncia Dominada

fornece
r}g& fﬂ W{u)flkpu+2z+ ai§/nM*)du {3.21)
**f ) im - F( kau + 2 + al6[ntdu
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. o it
mf(z)/_mW(u)(fu-— 5

Similarmente,

o o )
lim [ WS (e + 2)du = f(3) [ Wiwdu= =3

s DO —e

Aplicando a expansio em séries de Taylor temos
Flz + d§[n'f?) — F(z) = f(2) alb[n'? = al§(f(£) - f(2))n** (3.22)

onde {£; — 2z} < laﬁéfnlm\ , por (3.18) converge para zero para todo 7. Assim a esperanca

em {3.20) pode ser escrita da seguinte forma

(k, — hn)i%ﬂ aié o{1) fn?%, (3.23)

onde o{1] converge para zero quando n — 0.

Como Q3 (3.19) pode ser escrita como

Qg = !:nh ZF } {nhy)” EEE {3.24)

i=1

Como E*[.] < E[J%4 e o fato de que (J; {3.18) converge para zero implica que

{nh 270, E*] também converge para zero. Mostramos justamente que

(nha)™ 32 L) (325

=1

= (k) 3 | (e - hn)%’ﬂ + a6 o(1)/n?)

=1

Usando (3.6) ¢ H1,
(kn — hn)/hn =07 T To/n7Th] = "%/ h,
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que converge para zero. Também temos que {h,n'/?)7* é limitada {(H1}. E,

a7t ‘E lasb} < {é]] Zn ' E e (3.26)

f=1

< Joi 3 [ ix,g]m < oo

i=t i=1
Portanto, podemos notar que a expressdo em {3.25) converge para zero quando n — 00,
Retornando a (3.24) podemos dizer que ()2 também converge para zero .
Dado que os termos §; e (J; em {3.14), convergem para zero, estd mostrado a prova
do Lema 3.2.1 para m == 1; & a prova para m = 2 € andloga.
Agora estamos prontos para completar a prova do Teoresna 3.2.1. Para f7{.) definida

em (3.12),

Ji{z,8/0* v) — f(20,0) (3.27)

i

= (nha) ™t Y [Walle: = 2 — al6/n' /b,y — Wi({es - 2] Jh)]

fz21

W(0)f{z)(nh.)~ Eaﬁjnm

=1

satisfaz as condigbes do Lema 1.3.c. Isto €

i

(nha) ™ Y [Walles = 2 = aib/n* )/ k,) = Walles = 21/ha)]

g1
é mondtona nos componentes de § e em v (relembre que &, = ¥ "v + h,). Pela

suposicio H1, (n?/?h,)"* é limitada e

< max 7 -1 leul {3.28}

=1

12:&

=1

1/2
<max [ -1 Zx,j} < oG,

=1
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onde j = 1,...,p. Ainda, conhecemos, que "Mr"((]}f(::)(fzfzﬂ)"1 - a;/nlﬁu é limitada.

Portanto; o Lema 3.2.1, através do Lema 1.3.¢, implica que

f;(zs‘S/n}ﬂa ) - fl*(zsﬂaﬂ)l L g,

sup

onde supremo é sobre ||8]] < B e Jv| £ B. O mesmo & valido para f3(.).
Como n'*(B — Bs) e n?(h — h) sdo limitados em probabilidade. Portanto, uma

aplicacdo do lema 1.3.d para m = 1,2 produs

f; (21 ﬁf“ﬁﬂ ? ﬂq(}; - h}) _fr:z(zs 030) s
B~ o

quando — oo.

Mas

¥ como

Fz,0,0) 5 f(2),

entdo f(z, ([3" ~ Bo), n¥{h — h)) converge em probabilidade para f(z). Com isto comple-
tamos a prova do Teorema 3.2.1.
Agora pelo teorema de Slutsky {Randles e Wolfe 1979, p.424} tem-se o seguinte

carolério,

Corolario 3.2.1. Sob as suposi¢les do Teorema 3.2.1.

(nfzn)"l i W(y; — 3::[;’ - z]/?zn) N Sz}
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Prova: Sob a suposigio H2, A,/ A, 5 1. E o teorema estabelece que
(ko)™ WY — 218 — 21/ha) T f(2).

=1

E pelo 0 Teorema de Slutsky temos que o produto também converge em probabilidade

para f(z2).
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Capitulo 4

ESTIMACAO DE UMA
FUNCIONAL DE ESCALA

4.1 Introducgao

Virios autores consideraram a possibilidade de estimagio de 7% = — [ ¢(u) [%] du
(1.11) no caso de uma amostra, usando estimagao de densidades. Se ¢{u) & continua em
{0,1), existe 2 1° derivada em todo u, e y_ligtnm Hy )¢l Fy)) = 0, entdo fazendo uma mu-
danca de varidvel e integrando por partes podemos escrever coma 7% = [0 &'(F{1))f*{v)dy.

Para escores de Wilcoxon, na gual limitamos nossa atengéo temos que ¢'{u} = /12, por-

el
=

tanto o problema se reduz i estimagio de ¢ = F¥{y)dy. Bhattacharyya e Roussas
(1969), mostraram que uma estimativa consistente é dada por [%, f(y)dy, onde f,.{y)
¢ um niclec-estimador de f{y). Schuster (1974} estudou convergéncia forte para a esti-
mativa % fu(y)dF.(y), onde F,{.) é a funcio de distribuicio empirica usual. Ahmad
{1976) obteve outros resultados de convergéncia forte para esta segunda estimativa e esta-
beleceu sua normalidade assintdtica. Schweder (1975) derivou a normalidade assintotica
de [ & (Fu(y) fuly)dF,.(y); que pode ser relevante para fungdes escores gerais. Chenge
Serfling (1981 ) estenderam & abordagem de Bhattacharyya e Roussas para a estimagio de
122, SSFWI )y por [, B()dlE W)y, onde F(y) = [%, f.(z)dz. Bles

obtiveram varios resultados de convergéncia forte.

Na Secio 4.2, estabelecemos a normalidade assintética da estimativa § = [ f.(y)dFu{y)
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proposta por Schuster (1974 ) sob algumas condigdes diferentes das requeridas por Schweder
(1975} ¢ Ahmad (1976). Na Secio 4.3 mostraremos que 8 é consistente para § quando é
calculada sobre os residuos apés ajuste de um modelo finear geral. Finalmente, na Secio
4.4 alguns cdlculos sio feitos para comparar § com outras estimativas de 6, e SUEETIMOS
como pode ser escolhida a largura da janela na pratica.

Antes de prosseguir, mostraremos que a estimativa estudada por Battacharyya e Rous-
sas {1969) & um caso especial da estimativa considerada por Schuster (1974}, Schweder

(1975) e Ahmad (1976).

Teorema 4.1.1. Qualquer estimativa do tipo Bhattcharyya e Roussas pode ser expressa

como uma estimativa do Schuster.

Seja

kS

bon = [ fiu)dys onde  fuly) = (nha) LW (Y - y)/ha)

=1

para uma densidade W{.}, simétrica em torno de zero, Entao temos :

bsn= [ (nhs) Y S WY - WY~ oy (4)

=1 Fo=i

= (k)2 3000 [ WY = W )/

=1 =1
Seja z = {Y; — y}/hg; entdo dz = —~dy/h, € —y=1h, 2 Y]
Assim, temos

{0

forn = b TS j W(z+[¥: = Y;]/ha)W(2)dz (4.2)

gz} =1 o0

= 2ht EZW*( [¥; — Y¥il/h»)

=] =y
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onde W*{z) ¢ a convolugio de W(z) com W{~z). Como, W{(.} é simétrica em torno de
zero, esta € a mesma convolugio de W{z) consigo mesma. Finalmente, podemos escrever

que
bon= [ fin)aFuw) (13)

onde fx{y) = (nh,)™* é WY - 4}/ha) € Ful(y) é a funcio de distribuicio empirica

usual. Esta altima exp;;sséo {4.3) ¢ identificada como a estimativa do tipo Schuster.
Como nem toda densidade W{.} pode ser escrita como a convolu¢io com ela mesma,

nao podemos reverter o argumento anterior. Além disso a relagie parece ser vilida so

para o caso de escores de Wilcoxon.

4.2 Normalidade Assintdtica no Caso de uma Amostra

As provas da normalidade assintdtica do nicleo-estimador de # requerem que h%n —
o (Schweder, 1975, Ahmad, 1976). Apresentaremos uma prova usando o argumente
de projecio, que permite relaxar esta exigéncia para h,n — oo. Como descobriremos
através dos calculos na Segio 4.4 isto pode ser conveniente para estimativas em amostras
pequenas.

Como descrevemos na Secdo 4.1, a estimativa de 8 é a forma

i = [an(y)df’n(y)

a qual pode ser expressada como

b = Ry 53 WY ~ Y31/ )

i=1 =1

= W(0)(nka) ™" + (k)™ Z#Z W(lY; = Y}/ bn)-

¥ conveniente considerar uma pequena modificacdo na estimativa, irrelevante para seu

comportamento assintotico. Os termos ¢ = 7 ndo sio aleatdrios; portanto os eliminamos
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enquanto ajustamos o divisor convenientemente.

Definimos

6 = (n{n—1)h,)"? 5° 3 WY — Y;]/h) (4.4)
3

Suponha que Y1,Y%,..., Y5, € uma amostra aleatdria de uma funcio de distribuicao
continua F(.). Como § é claramente invariante quanto a uma variagio de locagio, pode-
mos tomar F{0) = 1/2 sem perda de generalidade.

O seguinte teorema prova a normalidade assintdtica de &

Teorema 4.2.1. Se a suposicio F1 é valida, W{.) uma densidade quadrado integravel,

simétrica em torno de zero com segundo momento finito, h, — 0 e nh, — co.

Entao
Vo= nl2(d ~ 0,) 2+ Z ~ N(0,6%), (4.5)
onde
8, = E(f) (4.6)
=] [ Pww - fwaw. (4.7)
E;:g;va:

Usaremos um argumento de projecao (Hajek, 1968) para estabelecer este resultado.
i

Assim consideramos V, = 3, E[V | ¥}], como a projecio de V sobre o espago da soma
k=1
das variavels aleatdrias .i.d.

Primeiramente mostraremos que

V, -2 Z ~ N(0,0%); {4.8)
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logo mostraremos que
EV -V, = Var (V) ~ Var(Vp} — 0 (4.9)

guando n — 0o, que implica ¥V — V), -2+ 0 e estabelece (4.5). A igualdade em {4.9) segue
da defini¢io de V, (Hajek, 1968).

No argumento fazemos uso da fungdo de distribuigdo G{.) de ¥, — Y}, ¢ # 7. Esta
distribuicdo é discutida em detalhe no Lema 1.4.a que estabelece propriedades de G{.},
assim como as propriedades de suas trés primeiras derivadas, g{.), ¢'(.), e ¢"(.) sob a
suposicao F1em F().

Comengaremos a prova pelo calculo de 8, (4.6). Referindo-nos  definigao (4.4) de 6,

temos :

0, =FE [(n{n D) WY - Y}/h ) (4.10)

i#

=k [ Wiz/ha)g(z)dz

=/ i W (w)g{hntt)du

A seguir calculamos os termos que contribuem em V, :

[VlYk“yk]ﬂ-nwﬁf {(n(nwi EZW Yi— Y/ ha) — 00| Vi = w1} -
iy

Dos ni{n — 1} termos da soma, 2(n—1) envolvem Y} e como W{.} é simetrica, a esperanga
de tais termos € a mesma se 1 = kou 7 = k. O resto dos termos que nao envolvem Yj
sdo n(n — 1}~ 2(n — 1} = (n — 1){(n — 2). As esperancas destes termos s&o as mesmas,

pois a distribuicio de ¥; — Y, ¢ # 4, é independenie de # ¢ 7. Assim temos
EV | Yi = ] = 0} (n(n — Dha) 20 — DE[W([Y — yel/hn)] (4.11)

+ni;’2(n(n ~Dh) M n - 2)(n - 1)E W(Y: — Y1/ k)] - n2p,



= 2000} [ Wiy = pil/ ha) f(w)dy — 2a /'
=2 [ [ Z W (1) f(ys + hoe)du — 9,,] il

Portanto a projecdo de V é

v, = 22 [ j W () f(¥s + hoe)du — ] 2, (4.12)

Agora determinaremos a distribuicio limite de ¥, usando o Teorema Central do Limite
de Lindeberg {Randles e Wolle 1979 p. 422).
Seja Ty, 0 k-ésimo termo de V,, (4.12) de maneira que V, = L%, Trn. Podemos provar

que E{Ti,]1=0e

] 00 2
Var(Tin) = 40 | [ [ wawrw+ hﬂu)du] F(y)dy — dn~16. (4.13)
Seja
ol =Y Var{Ti) = nVar(Ti), {4.14)
Rl

para aplicar o Teorema Central do Limite de Lindenberg, devemos mostrar para fodo
>
Q=0%% ] I{Jt] > eon EE (1) — 0 (4.15)
k=1 o

quando n -~ oo, onde Fi,(.) € a fungdo de distribuicio acumulda de T,. Com esta
finalidade mostraremos que existe um B < oo, tal gque com probabildade um [T}, <
n'?B. Agora,

Ty} = 201/

] " W) (Vs + hna)du — 8, (4.16)
<o | T W) (Y + haw)du + 20320,

= My + M,
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usando o fato de que f{.) é limitada {Corolario 1.4.1), temos
My < 2072 {sup f (y)] f W (u)du
¥ —o

= 2sup Fyl/ni? < co.

Pelo Lema 1.4.a g{.) é limitada, assim

M, = 2012 ] "W () g(hau)du (4.17)

< 2fsup g(u)j/n'? < o0

Portanto Ty, < n~*B, onde B é dado por
B = 2lsup ()] + 2lsup o(w)] (419
usando este fato em (4.15), temos

Q < o2tY B f T HRB > coy}dFn(t). (4.19)

k=1

Agora, se o2 (4.14) é limitada longe de zero, o lado direito de (4.19) converge para zero

quando n — o0, De fato, mostraremos que o2 — o2, onde o* é dado por (4.7).

Primeiramente consideramos
6, = Wu)g(h,uldu.
O integrando € limitado por [sup g{u}]W{u) que é integravél. Além disso,

W{u)g(hau) — g(O)W{u)
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quando n — co. Pelo Teorema de Convergéncia Dominada temos

b = 9(0) [ Wiw)du = g(0).

g(0) = _[_Z Fy)dy.

A seguir consideramos que

M= [T [ wsty+ hw)ffﬁrf(y)dy (4.20)

- ] [ w f W(w) fly + k,u) fly + hyv) fy)dudvdy.

O integrando é Hmitade por [sup f{2}*W {(u)W (v} f(y), que é integrével. Além disso, o
integrando converge para W{u)W{v)f3{y) quando n — oo. Assim, novamente, podemos

aplicar o Teorema de Convergéncia Dominada para obter

Moo [~ [ [ WW ) f)dudedy = [ Py,

quando n — oo, Assim temos,

o2 =4 [, |12, W) f(y + haw)du]’ fly)dy — 462

(4.21)
- 4%, Ply)dy 4[5 Ply)dy] =0

Agora voltemos para {4.19}:
Q <o Bl {n”I"?B > w,;} —~ {(4.22)

quando n —+ oo, dado que ¢ é limitada longe de zero, Portanto, podemos aplicar o

Teorema Central do Limite de Lindeberg
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Limln D, 5 N(0,1}. (4.23)

In
De {4.21), 0,/o — 1, quando n — oo. Portanto, podemos aplicar 0 Teorema de Slutsky

{Randles e Wolfe 1979 p.429} em (4.23) e obter:

(9;) Lk Tin _ Zkilin D, 5 yigyy, (4.24)

o Oy ¢

DU

V, =3 Tin 20 2~ N (0.0%)
=1

Assim temos (4.8} como era desejado. E agora falta mostrar que Var(V)—Var{V,} — 0
(4.9). Como ja foi mostrado que Var{V,) — o é suficiente mostrar que Var{V) — o%

Tendo gue
Var(V) = nE(#*) — nb® {4.25)
=nfn(n — k]2 3 373 E[W([Yi ~ Y]/ ha) x W([Y ~ Yi}/ha)] ~ nb,

Wi kAt

Como no Lema 2.1.a, 0s termos desta somatoria quadrupla pode ser particionada em ires

grupos.
Grupo Descripgao NY de termos
i Dois pares jguais de sub-indices Zn{n-1}
2 Um par de sub-indices iguais 4n(n-1){n-2)
3 Todos os sub-indices diferentes u{n-1){n-2)(n-3}
Total n*{n-1)?

Cada grupo serd considerando separadamente.

A soma sobre os termos no Grupo 1 é dado por,

2a(n — Dnfn(n — Dk 2 EIW (2 /h,)] {4.26)
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=2{(n — D™ [~ W22/ hadg()dz
= 2(n = 1)hy] ™ j_ ‘: WHu)g(hnu)du = [nh,]O(1) — 0

quando n — oo, onde 01} é limitada, pois g{.} é limitada e W(.) é assumida quadrado
integravel, Assumimos também nk, — 00, com a finalidade de que (nk,)™' — 0.

Para a soma sobre os termos do Grupo 2 temos:
dn(n — 1){n — Qaln(n — Dh|E[W([Y; ~ Y1}/ha) W([¥s — Yi]/ha)] (4.27)

= 4(n — 2)[(n ~ DAL [0 [So0 [T WYz ~ V1] /B )W{[Ys — Yi/hy)
Fly) F(ya) f{ys Ydysdyady,

= 4n =0~ 01 [ [T W = VbS] Sl

=4 -2 -7 [ [[7 W+ hdia] i =4 [7 Pl

quando 1 — oo, isto fol mostrada como parte da convergéncia, no argumento o2 — g*

(4.21).

Finalmente, a soma dos termos no Grupo 3 &
n{n — 1}{n — 2}(n - Hnln(n — 11k, E W2/, {4.28)

= (n - 2){(n — 3)(n — 177162

por {4.10}.
Combinando {4.26), {4.27) e {4.28) com (4.25) podemos escrever

Var(V)=o()+4 [ f(y)dy +(n—2)(n - 3)(n - 1) — nf

=4 L z F)dy + (4n — 6)(n — 177462 + o(1) — o
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quando n — oo, onde ¢{1) = [nh,]"'O(1} converge para zero quando n — oc. Assim
By —s B = [ Pydy quande n - oo,
—o

Desta maneira estabelecemos {4.9), com isse a prova do Teorema 4.2.1 estd com-
pletada. Este resultado é compativel ao Teorema 2.2 de Ahmad (1976). Ao invés da
suposicio F1, ele assumiu que {7 f*(y)dy < co. Em seu artigo ele {az outras suposigoes

gue permitem subsitituir 8, com 8.
Teorema 4.2.2 . Adicionalmente as suposi¢des do Teorema 4.2.1, suponharmos
que W{.} tem segundo momento finito e que n'/?k3 — 0. Entéo
Va (b—0) L 72~ N(0,0%)

Prova: Fazemos uma expansdo de Taylor dentre da integral definida em 4,
(4.6) e (4.10}):

0= [~ Wwg(ha)du = [~ W(w) [g(0) + hug'(0) + h2u%g"(e)/2] du
(4.29)

=90 [ Z W(u)du + hog'(0) [ Z uW(u)du + Rig"(e)/2 [ Z W ()du

onde |e] € {h,ul, pelo Lema 1.4.2 g"{.) ¢ limitada; como W{.} é simétrica e

seu primeiro momento € zero e por suposigao [oo, w W {(u)du é finita, temos
6, = g(0) + R20(1) = 6 + REO(1) {4.30)
onde (1) ¢ limitada. Portanto,
Vi (6—6) = va(b—6.)+ Va6, -8 (4.31)

= \/?1‘ (é — 3,1) -+ &{1),
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como assurmimos n'/2h2 — 0, Uma aplicagio do Teorema de Slutsky (Randles

e Wolle 1979, p.424) completa a prova.

Enquanto a distribuicdo, F1 € suficiente para provar este resultado. Ahmad {1976),

para provar este mesmo resultado, supbs que f7(.) existe e é limitada.

4.3 Residuos e Largura da Janela Aleatdria

Nesta secio mostraremos que a estimativa da janela {4.4) de 8 = [72 f3{y)dy ¢
ainda consistente quando é calculada sobre os residuos apés ajuste de um modelo lin-
ear. Também mostraremos que, sob condigbes apropriadas, a largura da janela b, pode
ser uma variavel aleatéria. Do ponto de vista prético, este dltimo fato é de grande im-
portdncia. Por exemplo, podemos incorporar alguma estimativa de escala para largura
da janela, de modo que, a estimativa de 0 seja equivarianie em escala. A prova, mais
uma vez, se basela na estratégia da Secio 1.3. Um artificio adicional é usado como na
Secéo 3.2, Primeiramente provaremos um teorema que permita o uso da largura da janela
aleatéria em W{.). Entso uma aplicagio do Teorema de Slutsky, como no Capitulo 3,
nds permite usar uma largura da janela aleatdria no divisor e na {rente da somatdria de
{4.4} satisfatoriamente.

Define-se

0(A; 0) = [n(n — k)™ 330 W ([ei — & — (2 — ;) Al/ka)

ity

onde A ¢é um vetor p x 1, z; é a i-ésima da matriz de desenho X, e ¢, = Y; — zif8, e &,

esta relacionado com v por:
ky =h" 7 %9+ k. {4.32)
Nota-se que
6(0;0) = [n{n ~ Lha|™ 325 W (lei - e]/hn)

S
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é a estimativa baseada em els varidvejs aletdrias 1.1.d., com largura da janela A, nio

aleatéria.

Mas,

6 (B~ Boin™ (hy — ha)) = [n(n — Dhal? 5 W (fei €5 — (i — 2;Y(B = Bo)l/hn)
#i

¢ baseado sobre os resfduos, € = Y; :z:’;B, e largura da janela aleatoria, h,,, dentro de

W1{.). Na Secio 4.4 determinamos algum h, = n™"h, que depende de um pardmetro

de escala e a forma da distribuicio do erro, que tenha um bom comportamenic em

pequenas amostras. Entac na pratica, deveriamos estimar by, usando algum b, = 074

| que dependa das observagtes.

Teorema 4.3.1. SeF1, X1 e X5 sdo validas, n'/? (B — fo) é limitado em probabilidade,
e W(.) é uma densidade quadrado integravél, simétrica, com segundo momento
finite. Sejs hn = n"h, onde 0 < 7 < 1/2 e h & fixo. Suponha b, = n""h, e
nd (h o h) é limitada em probabilidade para algam ¢ > 0. Entéo,

6(8~ ono(h—h)) L0 (4.33)
Prova: Necessitamos considerar a notagao dada no Capitulo 3, seja

Wilz) =W{z), se =z<0, (4.34)
=W{0), se z >0

W(z) =0, se  z<0,

= W(z)-W({), se z>0
Entdo W(z) = Wilz) + Wyl{z); Wi(z) e W,{z) sdo mondtonas em z. Também,
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como no Capitulo 2, seja

ng =
(:C,' . 'frj)'*

(i — z5)* ] (4.35)

onde D;; é um vetor 2p x 1; e (z; — 2;)* € a parte positiva de (z; — 2;), {2 — z;)"

a parte negativa da mesma, além disso {2; — 2;) = (@; — 2;)% + (2; — ;).

. Eniao defimmos

07 (6;0) = [n{n — Dk 33 W(le: ~ e; — Di,61/k,),

i#]

onde & € um vetor 2p x 1, € k, é definido por {4.33). Observe que se & = (A’A"} temos:
(8 v) = B(A; ). (4.36)
Finalmente particionamos " (8;v) usando (4.34}:

07 (5 v) = [n(n — 1) 37 Wi ([es — €5 — D8] [} + W(O)D};80]  (4.37)

i#i
+nin — ko) Z;Z (Wa ([es — &5 — D8] /) — W(0)D';60]
= 07 (8;0) + 03(4; v),

A quantidade W({0)D{;68 é adicionada e subtraida na expressio acima, e tem uma funcio

importante na prova de
0. (6/0' %5 0) ~ 6,,(0;0) -5 0, (4.38)
para m = 1, 2. Essa prova é feito usando o lema seguinte.

Lema 4 3.2, Param=1,2

E [0 (8/n"% %) — 0,4(0;0)] " — 0
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Prova; Consideremos o caso dem = 1
E {0:(6/n*% ) - 6,(00))” (4.39)

= [n(n —_ 1)&,1]»2 ZEZZ E [(W(z,-j/kﬂ)f{zg_,; S 0} - W(zfj/hn)f{z;j S 0}

1 szt
+ W(O0) (I{z;; > 0} — I{e}; > 0} + 0D}8/nV)) (W {20/ ka) {20 < 0}

~W (2l R I{Z < 0} + W(0) (I{zye > 0} — I{z}, > 0} + 8D26/n))]

=g e @ — TN ijz * o _ g
onde zi; = & —e; — Diyé[n'lP ezl =e; — e
Como na prova do Lema 2.1.a; particionamos os termos desta somatoria quadrupla

em {rés grupos

Grupo Descripgio NO de termos
1 Dois pares iguais de sub-indices 2n(n-1)
2 Usn par de sub-indices iguais dn{n-1)(n-2)
3 Todos os sub-indices diferentes a{n-1 }{n-2}{n-3)
Total n¥{n-1)*

Trataremos cada grupo separadamente,
Considerando os termos no Grupoe 1. Os termos neste grupo sio uniformente hmita-

dos, portanto a soma ¢

2n{n — Dnin v—.l)kn]“zO(l) = (nh,?0(1) — 0

quando n — oo, onde O{1) é limitado.

Particionamos a soma de termos no Grupo 2 em trés partes

[n(n ~ Dk 3 B [W(0)8D}6/ 0/ (W (zg/ k) {24 < 0} (4.40)
&2

W (=i )T < 0} 4+ W(0) (I{za > 0} — I{z5, > 0} + 6D};8/"/%))
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+W(0)BD,,6/n (W (zij/ka){2ij < 0} — W (a5 ha)T{27; < 0}
+ W(0) (I{zy > 0} — I{z}; > 0} + 6D};6/n*/?)) — W*(0)0*(D},6)(D}y6)/n]
Hn(n — 1)h,]? 5 B [(W o )5 < 0) = W5 k)5 < 0)
X (W(zg/kn){zae < O} ~ W2y /ka)I {2}, < 0})]
+WHO)n{n — Dha] ™2 %; E|(Ha; > 0} — I{z; > 0}) (I{za > 0} — I{2}, > 0})]
= G+ e + Qs

Consideremos G}, :

DG fntl?
Qs = WOt = 1m0 32 |0 (7 W = DLt o)

G2 o
- [ Y Wi ha)g(r)dr + W(O)(1 — G, 8/nV%) — 1+ G(0) + HD;tﬁjn‘fz))

Di;é/n1? 1/2
+D0.6 (/ ! W{r — D;fjé‘fn / V/ka)gir)dr — fm W{rfhy)g{ridr

3

/2

+W(0)(1 — G(D56/n™™) — 1 + G(0) + 6D};6/n*%)) — W(0)8(D;8)(D.,6) /n}

= {11 + G2 + s,

Somente trabalharemos com a primeira e terceira porgdes desta soma, pois a segunda
soma ¢ semelhante a primeira. Em Q4 fazemos uma mudanga de varidvel, u = [r —
P,6/n*?/k,; na primeira integral e na segunda u = r/h,, ¢ relembremos que G'{0) = 4.

Assim temos

Qu = W(0)jn(n — 1)h,] 202 S [D;_,.a (;c,,, / Y Wiw)g(lkau + D6/m du (4.41)

= e

—ho [ W()ghou)du = WOUDLS/x V6" 60/2)
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onde |&x] < |D58/n1%. Como g(.) e G"(.) séo limitadas (Lema 14.3) e de (2.15)

B6/n*?% — 0, uniformemente em todo 3,1, quando n — co. Entao,

Qu = W(0)8ln(n — 1)ha]™? 3 (DL8/n)(k.0(1) + hO(1) +0(1)) — 0 (4.42)

&2

quando n — oo, pois {nh?)™! & limitada, e existem termos da ordem O{n®) na somatéria.

Da mesma maneira podemos obter ;3 — 0, quando n -+ oo. Agora consideremos Qyy ¢

Qua = WHO)P[n(n — 1A S(D6)(D)y8)/n — O,

2

quando n — o0, pois (nh2)™! ¢é limitado e D{;§/n'/? converge para zero uniformemente
para todo 7,7, Assim temos que ¢ — 0.

A seguir trabalhamos com {),, fazendo j = ¢, por exemplo,

e - sfnii2 e~ 8]t 12
Qoli =t} = [n(n—1)h Z] f / W ([e; - e; — D06 /n) k)

& (4.43)
W(le, —~ e; — D8/ [ k) f(es) fled) fleg)desdesde;
ej+ D8/ re;
~a(n — o) / [ Wl - Digéfa
< W ([e, ~ ejl;’kn)f(es)f(ef)f(ej)desdﬁfdﬁj
~fn(n = Dha]* T 175 [ P e — e b )W ((ew — 5 — D)6/ M) k)

3_1‘

x fle)fles)fle;)dide,de;
n{n—1A,1"* Y A W{lei—e;}/ha )W (lea—es—1/ ha) fles} flei} fle;)dedeide;
+Hnfn—1)h] %Lw[mﬁm (leimesl/ha)W (fes—es=)/Ba)f(en) fled) fles)

Fo=

= o+ Qog+ Qaz+ Qi =1).

Em Qu(j = 1), sejam u; = [e; —¢; — Djjéjnlf’z]/kn e uy = [g5 — €5 — D’;jéjnl*"“’]{kn.
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Fntao temos

Qnli =1) = [n{n — 1)k *2238 / f f W (g )W (u3) (4.44)

j_.,.
X fle; + kntiy + D8/n' P f €5 + kavz + D0y6/n'%) fej) f(un) f (ug)durdugde; — 0

quando n ~+ 00, ja que a integral & limitada por

sup S [ [ [ W Wl f(e;) dusduade; = (up f)P/4

(nh1)~! é imitado, e k2 — 0; substituicdes similares podem ser feitas em Qap, oz & Qa4, para
j = t e para cada uma das outras possibilidades, ¢ = s, i = {, ¢ 7 = 5 Assim
s — 0, quando n — cc.

Finalmente, consideremos {3, 7 = t, por exemplo:

Qs = 1) = [n(n — DA [/ / f_wf{e > e+ Dby (4.45)

xI{e; > e; + DLEMM?Y fle.) fle:) fle;)de deide;
ﬁ/m ]“ f He, > e} {ei>e; + Dj-jé/nl;z}f(es)f(eg)f(ej)dgsde,.tgﬁj
- -[—o:o /_Z ./_Z Hes > e+ D:iéir””z}*{{ei > e; e ) fle) fle; e degde;

+ ]:: [j; Lo; I{e, > e;} H{e; > Ej}f(es)f(ei)f(ej)deadﬁidei]

Em cada uma das trés primeiras integrais, o integrando é limitado por fle,)f{ei)f{es},
gue & integravel. Portanto, podemos aplicar Teorema de Convergéncia Dominada em

cada uma das integrais, as quais convergem para

[t > edies > e e fled s eg)desdesde;,
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€ tomo Déjé;’nlfz — ), uniformente em todo ¢,j. Portanto

Qa(j = 1) = [n{n — Dh]"* 3_ 0o{1) ~ 0, guande n — oo,

G2
=1

como {nhl)~? é limitada, ¢ existern termos da ordem O{n®) na somatdria. Argumentos
similares sfo validos para os outros casos: i = 8, ¢ = ¢, e J == 1. Assim (@3 — 0, desta
forma os termos do grupo 2 convergem para zero.

Apora consideremos a soma sobre o Grupo 3:
n(n — 1}k,)” ZZE() W= [n(n~ 1A, 22}3 LIEL] {4.46)

pois os multiplicandos sio independentes porque os sub-Indices sao todos distintos. Con-

siderando uma das esperancas, mencionada em (4.39)
B [W (zi5/ k) {z5; < 0} = W(ais /ha) {23 < 0) (4.47)

+W(0)(I{z; > 0} — I{z}; > 0} + 6D};6/n'/%)]

= [ Wi - Dyt = [ We/hor)in
W(0)[1 — G(D},6/n'/?) — 1 + G(0) + OD%;6/n' /%)

= I, f W (u)g{knu + Di8/n"?)du — by, fo W {a)g{hnu)du
~W0)(Dy;8/nM 2 G (&) /2,

onde }&;| < lD;jé/ nt/ 2‘ srelembrando que G'{0) = 0. Fazemos uma expansao de Taylor

de g(.} em torno de zero, em cada infegral, reexpressamos a esperanga como

o [ W) ((900) + (b + Digs/ g (0) + (ka+ Digé /29" (65)/2) du (4.48)

T2



—hn f_ow W (u){(g(0) + houg'(0) + (hau)’g"(c)/2)du ~ W’(E})(Dzjéinm)g{?”(&}-);’2,

onde |g;;} € '-é'/n‘fz\ 5] € lkpu]. Como ¢'(0 ) =0 e g"(.) é limitada, além
disso [0 W(u)du =1/2, P lulWu)du < o0 e [0 w?W{u)du < oo.

Partanto podemos escrever

fnin —DhJT YD TE | (4.49)
z;é;

Slrln =D L3 (1 = hal 9(0)/2 + [k O(1) + K

ka(D;8/n%)| O(1) + B30(1) + (Dj;8/n20(1)] — 0

L6100y

_{,_

quando n — oo. Pois [ky ~ hul e = 0, kol fh — 0, K2/hy — 0,|D8/n7 —
{§ uniformente para todo 17,7, n"2 ZE (D};6/n/?) é limitada (ver (2.23)) e (nh,)™" —
0. Mas

2

n(n — 1}k, %E[]E[]' < {{ (n— DRI S IEW] ~ 0, quandon - 0.

i#]

Portanio a soma dos termos no Grupo 3 converge para gero.
Um argumento similar é vélido para 83(8/nY%v) — 03{0;0) ¢ com isto completamos
a prova do Lema 4.3.a.

Agora relembrando que {4.37)

0;(6/n1% v)~03(0;0) = [n{n—1)ka]* 3 [Walles ~ e — Diy8/n %)/ k) — Walle: = e/ b))

3
+Hnln — D] Y3 W(0)0D,6/n
b
A primeira somatéria ¢ monotona nas compounentes de § e em v {ver (4.32), para a

relagio de v com k,). Por { 2.23) jin(n — 1)]? %E D
#i

& limitada e pela suposigio

temos que {n?/%h,]™* é limitado.
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Portanto, podemos aplicar Lema 1.3.c e
sup |07,(6/n"% v) = 0,(0;0)] =2 0 (4.50)

onde supremo ¢ sobre |8l < B e |v] < B. Pela suposigio n'/? (ﬁﬁ ,6’6) g nt (53 - k}

sao limitados em probabilidade. Portanto, uma aplicagio do Lemal.3.d para m = 1,2

6, ‘?"3"); n?(?‘z—-h)) _,(0;0) £ 0.
B b

0(B~80) 507 (k. — 1)] -0 onZ{H;((‘?"B");n?(éﬁh))—@;co;o)} =

A — Bo

produz

com o gual o teorema estd provade.

Uma aplicacio do Teorema de Slutsky produz o seguinte corolirio

Corolario 4.3.1 . Sobre as condi¢des do Teorema 4.3.1

[n(n — 1)k NN W(E ¢ 1/hy) =I5 6. quando n — oo,
i#7

Prova: Sabemos que h,/h, 2 1 e do Teorema 4.3.1 temos que

fn(n — Dha] 7 S5 W (6 &) /ha) o 6

i#i

Portanto o produto converge em probabilidade para 4.
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4.4 Calculos

4.4.1 Escolha da Largura da Janela

Nesta subsecéo, desenvolvemos algumas escolhas da largura da janela &, e discutimos
a possibilidade de correcio do vicio.

Os argumentos na Secdo 4.3 mostraram que o niclec-estimador calculado sobre os
residuos usando largura da janela aleatéria é counsistente para #. Assim, qualquer escolba
de W{.) e h,, que satifagam as condiches dessa segio, resultam uma estimativa aceitavel,
dada uma amostra suficientemente grande. Para uma aplicacio, nio poderiames decidir
quao grande poderia ser wma amostra para gue fosse suficientermente grande. Em qual-
quer caso, raramente temos um tamanho de amostra ilimitada. Com a finalidade de
suavizar este problema, escolheremos h, de maneira que as estimativas calculadas em
pequenas amostras tenham um "bom comportamento”, quando estas sdo medidas pelo
vicio ou pela varidncia.

Embora estejamos interessados na estimativa calculada a partir dos residuos, os
calculos sfo feitos puma amostra aleatdria. Isto infelizmente se torna necessario, Ja
que os calculos de momentos no primiero caso € muito complicado.

Observe que escolhemos tratar os termos da diagonal (i = 7} em

n T
B =7 33 WY = Y5/ ha) (4.51)

pa=l gul
separadamente, e talvez possamos ignorar totalmente, ja que eles contribuiram mera-
mente como uma parte nao aleatdria na estimativa e € irrelevante para seu comporta-
mento assintético. Estes termos podem ser melhorados através de uma corregéo do vicio,
pois eles afetam a varidncia da estimativa. Além disso dividimos a soma resiante por
n{n—1)h, ac inves de n2h,, com a finalidade de evitar uma confusio nos cdlculos. Assim

copsideremos,

§ = [n(n — Dha]™ 12X WY = Y1/ ha), (4.52)

s#3
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deixando aberta a possibilidade de adicionar correcio ao vicio. Nos cilculos que seguem,
assumimos que Yy, Yz,..., ¥, s&o varidves alatorias 1.1.d., com fungio de distribuicio acu-

mulada F(.) satisfazendo F1l. Faremos uso das propriedades de G{.) funcéo de dis-

tribuigio acumulada de ¥, Y] (i # j), discutida na Se¢io 1.4. Considerando a esperanca
de 8 (4.52):
Elf) = b f W{(z/ha)g(z)de (4.53)
== W{ujg{hou)du

= [T W ()(6(0) + bt (0) + (2 "(€) /2)d

onde le] < (A ul. Pelo lema do final desta subsegio podemos escrever que
Elf] = ]_ W{u){g(0) + haug'(0) + (hau)’g"(0)/2)du + h2o{1) (4.54)

= 9(0) [~ W(wduthag'(0) [

{0

WW (w)dut-(hn)?g"(0)/2) / W (u)du+h2o(1)

como W(.} é simétrica em torno de zero e g{0} = &, entéo o vicio de § &

vicio(§) = 2 1hE ”({})f wW(u) du+ ofh2). {4.55)

o0

{Como
@0 ==~ [ [Pk, (4.56)

§ converge sobestimadamente a 8. I, se estamos interessados no vicio devemos fazer
que &, convirja para zero para zero tao répide quanio possivel. Relembrando que o
argumento da Segio 4.3 requer que (hin)™! seja limitade nic podemos deixar que k,
~1/2

convirja para zero tac rdpido do que n

Suponha que h, = kn~*/? onde k ainda é desconhecido. Umna forma de obter k



poderia ser modificando a estimativa ¢ pela adigdo de uma corregio ao vicio; por exemplo,

§ = (nk)™ + [n(n — Va5 WY ~ Yil/ha). (4.57)
#7

Ignorando os termos de ordem o(h?) no vicio temos

vicio(B) = (nk)~! + k2(2n) " ¢"(0) / LW (u (4.58)
fazendo esta expressio ignal a zero e resolvendo para k, obtemos

I~ ~1/3
- [-»1 /24'0) | uf*W(u)du} . (4.59)
-0
Assim, se tomamos b, = kn~Y? ¢ vide & de ordem o{n™!), a qual parece razoavelmente
apropriado.

Schweder{1975) sugere a largura da janela para o caso em que & é estimado por

6 = (nh) 4+ n(n ~ DRI IS WY — Yil/hal {4.60}

itF

Entéo o vicie ignorando os termos de ordem o{h%), é

vicio(f) = (nhy)™* + K2 ¢"(0) mé-w( Vel (4.61)

it =0

Entio fazendo esta expressio igual zero, resulta uma raiz ciabica real
oo _ ~1/3
b = [_1 /2¢"(0) f 2®W (u)du n} . (4.62)

Observe que by, — 0 & razio de n71/3; de maneira que o resto do vicio é de ordem ﬂ(n“zf 3,
Em (4.59) ndo conhecemos g*(8) (4.56) pois [°, [ (y))? dy é desconhecido. Portanto,

suponhamos que

sy =075 (%),
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para algum parametro de escala 0. Entdo em (4.56) temos que

g0 =0~ [ N .

Assim,
Lol

e=o|[" ewwai [ nwParn] (463

Temos separadamente duas componentes em {4.63); um parametro de escala ¢ e a forma
padronizada de f() denotada por fi{.). Entdo podemos estimar estas duas componentes
das observagbes; uma simples aproximagio de ¢ pode ser um pardmetro de escala robusto
tal como o desvio absolute da média ou da amplitude interquartilica, enguanto que
assumimos uma distribuicio para o calenlo de [ [fi(y)]* dy.

Agora provaremos um lema que da uma medida para o cdleulo do vicio.

Lema 4.4.a. Se [{} < thaule ¢"() continua em zero, entio
/m W Wu)g"(£)du — ¢"(0) /m wW (u)du

Prova: Pelo Lema 1.4.a ¢"{.) é limitado. Assim ju*W{u)g”(€)} <sup |g"(2)] v*W{x),
é integravél. Portanto ¢ Teorema de Convergéncia Dominada pode-se aplicar para

produzir o resultado desejado.

Note que s¢ f(.} é limitada e continua, ou se f{.} existe e é absolutamente integravél,

entido ¢”(.) € continna em zero.

4.4.2 Estimativa de § Baseado no Comprimento do Intervalo

de Confianga Aproximado numa Amostra.

Nesta subsecdo seguimos o ponio de vista de Schweder {1975) na estimativa de §
baseado no comprimento do intervalo de confianga de Hodges-Lehmann para o centro

de simetria, numa amosira, que pode ser visto como um estimativa da janela (nucleo-
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estimador). Esta investigagio esclarece a necessidade da simetria de f(.} em torno de
zero, quando esta aproximagio ¢ usada. Suponha que temos uma amostra aleatoria
Y1+ g, Yo + g, .o, Yy + ¢y de tamanho n, com fungio de distribuico acumulada F1{.)

que satifaca 1,

Seja
T{a) =[n{n+1)]” ZZI{Y+Y > 2a} (4.64)
= [2n(n + 1) ”If:if{}’ +Y; > 20} + 2n(n + 1)]” EI{Y>Q}

= a(n + DY S Y+ Y > 20} + O(nY),

i=1 j=i

onde O{n™*) é limitada. Escolhemos &y, e 4y tal que

(1202 (T(&1) — 1/4) = Zosa (4.65)

(120)7 (P(ég) ~ 1/4) = —Zopa,

onde Z, ;3 € o valor critico superior da distribui¢do normal padronizada. Enido,

by = 2Z0s0 | 1(120)* (6 — a2)) (4.66)

£ a estimativa usual de 4. Sejam A, = 2{ay — ap) e @ ={dp + dy}/2, e assim
b2 = 2éay — &) = 2{& — &), onde & é estimativa de as. Agora subtraindo a segunda

linha da primeira em {4.65) obtemos

27,19 = (1203 (T(81) — T(&p)) . (4.67)



Substituindo isto em (4.66), temos

~

by = (T(61) - T(éw))/(bw — éz) (4.68)

= 20 2n(n + DT Y Y+ Y > 261} ~ I{Yi 4+ Y > 260 )]

fm1 =1

= (4 Db S S H{—ho/2 < Yi 4 Y — 26 < hof2)

i=1 jum=i
= [n{n+ Lk Y3 I{IY; 4+ Y, — 28] > b /2)
p=1 j=1
onde a aproximagho aparece por n&o considerar a porcio O{n™!) de T(&p) e T{dy).

Agora observamos que ¢ é essencialmente

6 = [ flvafy) (4.69)

onde fo{.) € um nidcleo-estimador da densidade f(.) baseado sobre os residuos  ¥; —
&, e Fu{) éuma funciio de distribuicio empirica destes mesmos residuos. Mas observe
que f; sera consistente para [ f{—y)dF(y), que é igual a @ = | f{y)dF(y) somente se f{.)
é simétrica em torno de zero. Portanto, a menos que a distribuicdo do erro subjacente
seja simétrico, a estimativa de @ baseada sobre a amplitude do intervalo de confianga em

wma amostra, serd calculada erradamente.

4.4.3 Estimativa de § Baseada no Comprimento do Intervalo

de Confianca Aproximado para duas Amostras

Draper {1988) estudou a estimativa de § baseado no comprimento do intervalo de
conflanga de Hodges -Lehmann para o parametro de locagio baseado em duss amostras.
Esta aproximacio requer replicagbes na matriz de desenho, mas evita o requerimento da
simetria da distribuicio dos erros. Essencialmente, para cada par de grupoe de réplicas,

uma estimativa de # € calculada baseada no comprimento do intervale de confianca de
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Hodges-Lehmann para a mudanca entre os dois grupes. Entéo estas estimativas de § sio
combinadas com a finalidade de obter uma estimativa total. Nesta subseciio consideramos
o modelo linear mais simples para que este modelo seja aplicado, num problema de duas
amostras. Fazemos alguns cdlculos que ajudam a ver a relagdo entre esta aproximagio e
o nicleo-estimador.

Suponha que temos uma amostra aleatoria ¥1,Y,, ..., Y, com 1,75, Y, e Yoy —
A Yoy — 4,..,Y, — A, todos 1.1d. com fungdo de distribuicao F{.} e sem perda de
generalidade consideramos F{0) = 1/2.

Seja V{A) a estatistica do teste Mann-Whitey-Wilcoxon para A

i n

V(A)=[m(n— 1Y Y. HY;~Yi> Al (4.70)

il g==m+i

e escolhemos Ay e Ay tais que:

V(AL = 1/2 = Zoyo [(n + 1)/ {12m(n — m)}]

VIAGY = 1/2 = — Zopp l{n + 1)/ {12min — m)}].

Entdo uma estimativa consistente de 4 é dada por
by = Zaga | Bfn —m)/{12m(n — m)}2(Ay — AL, (4.11)

{(Lehmann, 1963).
Seiam hn = Ay~ By e A = {AL+ Ay) / 2. Observamos que b, — 0y e A é
uma estimativa de 4, tal que nl/ 2(/:& — A} é limitada em probabilidade. Entio podemos

reeacrever @ como segue:

b, = V(AL = V(Au)] / [2{(n + 1)/112m(n — m)[} {3m(n — m)/(n+ 1)}/%h,) (4.72)
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bzl n

=[mn—mk Y 3 [HY V> A} - H{Y; = Y > Ay}
1wl je=mepl

= [m(n ~ m)h,]? i _ i [I{AL <Y, -¥ <« AU}}
=1 j=m-l

Notamos que 63 € bastante similar ao niicleo-estimador calculado nos residuos apés o
ajustamnento do modelo linear,

De fato, podemos escrever

b= [ fnFum(y), (4.73)

ende f,,(y) ¢ uma estimativa com janela retangular na primeira amostra, usando a largura
da janela aleatoria h,, e Fi—,{y) € uma funcéo de distribuicdo baseada sobre residuos

da segunda amostra. Naturalmente, podemos também escrever

o= [~ fuen(0)dFn(y) (274

onde a estimacio de densidades € caleulada sobre os residuos da segunda amostra e Fy,(y)
é a funcéo de distribuicio da primeira amostra.
Além disso, a estirnativa de janela retangular no intervalo (—1/2,1/2) de 6, baseada

nos restduos, pode ser particionada como segue

By = (0¥ha) 303 Il =il < Baf2) (4.75)

t=r] =1

= ()7 230 3 H]Y— A ¥ < /)

i=1 F=m 1
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S - <h/ 4 Y S Y- Y < k2

£=} =1 imml w1

-

onder; =Y sel <i<mer=Y — A param-+1 <1< n Entdo ftemos

b, = [2m{n — min~Hm{n — m)]? i i I{fY; ~h-Y,

g1 jrm4d

< h,/2} (4.76)

33 1Y = % < a2}

i=1 =1
n b3
2, -2 27 -1
Hin=m)n o —mP'h 7 30 30 HIY; =Yl < ha/2}.
At J=ml
Assim 6, é uma soma poderada das trés estimativas: a primeira, & essencialmente 6y;
a segunda ¢ a terceira sdo estimativas de janela em amostras separadas (na primeira
e na segunda amostra respectivamente}. Podemos afirmar que ¢, estd usando mais

informacao dos dados do que b,
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Capitulo 5

INTERCEPTO

5.1 Normalidade Assintética de (g)

Nesta secio definimos uma estimativa do intercepto, sem a suposi¢io de simetria
da distribuicio dos erros e mostraremos que a distribuicio de (g) é assintoticamente
normal. Sejam oy e By os valores verdadeiros de @ e B respectivamente. Define-se
ay = op+ Z'fly, onde T’ é o vetor linha 1 x p de médias de X. Particionando a matriz de
desenho centralizada X, {1.12) em saas partes, positivas e negativas, X, = XF + X,
eseja D = [X}, X ] com a i-ésima linha d.

Agora definimos

Fla;Ay=n"! i:f{ei —{z; =TV ~a <0}, (5.1}

i==1
Observe que esta é uma fungdo nao decrescente em a . Portanto definimos a estimativa
&* ou & por:

Fu{(&" = ag)i (B Bo)) = 1/2 (5.2)

o = &G ~ P

Entdo &% é a mediana dos Y; — {z; — 3}, e & é a mediana dos ¥; — z!4. Suponha-se
0 1 P
?
que com probabilidade um ndo hd empates nos residuos; assim para valores pares de n,

a igualdade em (5.2) é exata, enquanto para valores impares de n pode ser igual a Iﬁ?:?_}
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O seguinte teorema mostra a normalidade assintdtica de (;) sem & suposicio da

simetria da distribuigfio dos erros,

Teorema 5.1.1. Se Fi, X1, e X5 sio validas, e B é a estimativa baseada em postos

definida no Capitulo 1. Entéio para escores de Wilcoxon,

¥ —
22 CTN D 2 NMYV(, V)
B~ B

com matriz de varidncia-covariancia

@Ot + el T e R
—7iyt 3 1 25
onde 3’ = im XX, e pa =lim Z.
Prova:

A prova do teorema sera feita através de uma serie de lemas.

Lema 5.1.a. Seja {¢,} uma segiléncia Hmitada . Entéo:
/2 [}n (an; (B~ Bo)) — ,i(amg)] LA

{note que a, pode cu nédo depender de n}.

Prova: Primeiro definimos

Frlaiéy=mn IZI{B, dié —a <0}

1=}

(5.3)

(5-3)

(5.6)

notamos que esta € mondtona nas compoenentes de & O seguinte argumento mostra

que

w2 | (s 6/0M%)) = Fila,:0) — n? S flay)disfn'l?

=1

{5.7}



com |a,] < A. Calculamos e segundo momento desta quantidade:

o [0 8/n) — Fi(anit) =17 S fla)dgn| (59

gul

ntE {i [I{ﬁ; —dnMt —a, €0}~ I{e; ~a, <0} - f('ﬁ,&}a‘:»éjnifz]}

fa=l

=m0 B [T = d5 7 — a5 0) = Hes = a < 0) = flahdd/n7)’

£z=]

+n T YN E e~ dig/n — 0, <0} — Hei — 0, < 0} — flaa)dié/n?]
v

xE [Hej — dig[nV/? — a, <0} = I{e; — a5 €0} — f(an)d;b/n*/]

= {J; + Ga.

Primeiro, consideremos ¢Jy ¢

Qr=n"t Y E [He — di6/n'* ~ a0, <0}~ Hei — aq <0}~ f(aﬂ)di-ﬁfn”zr

i=1

(5.9)
=pn! ZE [(.f{eg — d:ﬁfnlﬂ —a, <0}~ T{e;—a, £ G})2
s=1

~2f(an) (d8/n7) (He; — dib/n? — an < 0} = Hei — an < 0}) + 17 f{an) (di6 /0%

=it

=) [F(an + dibfn™? - Fla,)| - 2f(a,) (di6/n'7?) (F(di6 /2~ a) - Fla,))

1

+ 07 fa,) (di6/)7] .

Como
46/ < p 8l maxles, =251 't —0 (5.10)

quando n — oc,uniformemente em todo 4,7 {Lema L4.2 }. Além disso, F{.) é unifor-

mente continua em [—24,24], e pelo Coroldrio 1.4.1 f(.} é limitada. Assim as somatérios
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em (5.9) convergem para zero uniformente para todo ¢, em consequencia ¢; — 0. A seguir

consideramos (Js.

Qe=n"t % [Flan + di6/n*?) ~ Fla,) — dis[n*f(a,)] (5.11)
it

x [F(di8[n'? + an) ~ Fla,) — disfn'/*{(a,)]

Como

W P + ) = Flan) = flan)dis/n] (5:12)

=1

= "My NS P () — diS[n T (a,)]

- i} [d26/m*7% % |F(e:) = f(ax)

ondele; — a,] £ ld:-é'fn”zl —s {}, uniformente em todo 1. Como f{.) ¢ uniformente continua
m [—2A4,2A] , isto implica que [F(&) — f{en)| — 0, guando n — oo, uniformente em
todo 1.

Além disso,
b4 3

_.1 Z Iﬁf’iif < Z éﬂt - Z l&fg}’ e %}E N (5.13)
=1 i1
que € limitada (Lemal.4.c}. Portanto a quantidade em {5.12} converge para zero quando

n — oo, Mas de {5.11};

Qo) <07 TN [B(d6/nM? + 00} ~ Flan) ~ flan)did/n*?) (5.14)
ifi

x |F(d;6/n** + an) = Flax) — flan)d;s/n*?]

<[

=1

F(di§/2*? + a,) — Fla,) - f(an)d;f&fn”g@ — )



quando 1 — oo. Entao (J; — 0. E com isto temos estabelecemos (5.7}, J4 que

Ti

< fla,) m;xx n! Z feys — &5 (5.15)

£=2}

nnl i f(an)di

f==1

é limitado para j = 1, ..., p, portanto o Lema 1.3.c pode ser aplicado para provar que:

sup RY2IF (a, 6/n%) — FXan 0) = fla)n™ ' S dié/nM? -2 0. 5.16
p EE3 L) 3
<8 i=]
1;2 é - ﬁ& oy e aqe
Como n A € limitada em probabilidade, temos
B}

ki3

Fa{ani (B — o)) — Falan; 0) — flaa)n™ ¥ (2 — (5 - fo)

(3=

o}/ 2. (5.17)

Mas 38 (#; — %) = 0. com o qual 0 Lema 5.1.a, esta provado.

Lema 5.1.b
n'/% [F(a/n'/%0) ~ Fo(0;0) — f(O)a/n'?] Lo 0
Prova:
nE [Fofa/n'0)  F(0;0) - f(0)a/n*/?]’ (5.18)

=n L E {i(f{ag - ﬂfnlﬂ < 0} — He; <0} — f(ﬂ)a/nl;z)}

T iE [I{Eg - a/nlf? < 0} _ I{ﬁ,‘ < 0} - f(ﬁ}a,fnl”z]z
+ 0 5 E [He - a/n'’? < 0) = I{e; < 0} - f(0)a/n"7]
i 5

B |He;— afnt* <0}~ I{e; 0} — F(0)a/n'"?|
= (1 + @1
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Considerando ) ¢

N mn—liE [(I{e;ma/nﬂz < 0}"‘* I{ei gg})2 (519)

~2(I{e; — afn'!* < 0} — I{e; 0))f(0)a/n'/? + f2(0)a?/n]

—n 1S [|F(a/n'/?) —~ F(O) — A F(a/n'/?) ~ F(0))f (0)a/n** + f*(0)a’ /]

i=1
Como F{(.) é continua, todos os somandos convergem para zero uniformente, portanto

Q1 — 0. A seguir consideramos (J5:

Qp=n" %E [Fafn'?) = F(0) - f(G)afn'?]’ (5.20)

< nlfgi |F(a;’ﬂ}"2) - F(0) — f((})a/n”zl]

g=]

kit

= | S| x lf(e)—f(ﬂ)t} ,

$=1

onde |¢] < Ia;’n”?l — @, como , f{.) é continua em zero , os sormnandos , no lado direito
convergem para zero uniformente; e )y — 0 também. Assim o Lema 5.1.h estd provado.

Lema 5.1.¢

sup 7'/ | Fu(a/n'/%; (B = Bo)) — Fu(0;0) - F(0)a/n/*] L+ 0

jnj<A

n2|Fo(af/nV% (B = Bo)) — Fa(030) — f(0)a/n?| (5.21)
< utl?|Fy(afn % (B — Bo) — Fla/n'/%0)|

+n'7? |Fy(afnV/% 0) - F(0;0) - f(0)afn*/?| - 0,
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pelos Lemas 5.1.a , Lema 5.1.b; pois {a,] = |a/n”2\ < A. Como
n'? [F,(a/n}/*0) ~ F(0;0))

& mondtona em ¢, e f{0) é imitada . Entdo podemos aplicar o Lema 1.3.b para obter o

resultado desejado.
Lema 5.1.d. n*/*{&* — a}) ¢ limitada em probabilidade.

Prova: Mostraremos que n*/?{&* — o) é limitada superiormente em probabilidade.

Para 6 caso que seja limitada inferiormente a prova £ simiiar.

Seja ¢ > 0 dado, sabemos que
n 2 F,(0:0) — 1/2) = N(0,1/4).
Portanto existe um A > 0 tal que para um = suficieniemente grande
P{nM(F,(0,0) ~ 1/2) < M} < ¢/2.
Definimos um M* = (=M + ¢}/ f(0) > 0. Se /¥ & ~ of) > M” entéo
Fo(M* [n} (8 - o)) < 1/2,
como F,la;A) é ndo decrescente em a. Portanto.
P{al*(&" — og)} > M} (5.22)

< P{n}2 (F(M*[nM% (B - Bo)) - 1/2) < 0}
= P {n}? (F(M* /07 (B ~ Bo)) — Fal0;0) — M*f(0)/n"/?)
+n!/? (Fo(0;0) - 1/2 + M f(0)/n'/?) < 0}
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<P {nm lFﬂ(M‘/nm; (B — Bo)) — Fa{0;0) — M*f({})/n‘le 2 ’E}
+P {r2? (Fo(0;0) — 1/2 + M £(0)/n"/?) < ¢}

Pelo Lema 5.1.c, a primeira probabilidade € menor o igual a ¢/2 para um = sufi-

cientemente grande. A segunda € igual a
P{n?(F(0;0) ~ 1/2) S M} < ¢f2

para uma escolha adequada de M.
Desta forma o Lema € estabelecido.

(Os Lema 5.1.c ¢ 0 Lema 5.1.d implicam que
n12 [P (& — ob); (B — fo)) — Ful0;0) — (& — ) f(0)] - 0.
Pela definido, F((6* — ag): (B — Bo)) = 1/2, entdo

2 [1/2 ~ Fy(0;0) — (& = of)" F(0)] = 0.

Lema B.1.e

S = nt/? (&7~ ad) 5z~ NMYV(,0), (5.23)
Tnln*}’}{:Xc(ﬁ . ﬁﬁ)

onde a matriz de varidncia ~ covariancia € dada por

CzP%@w{ﬁ’ o1
0 ¥
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Frova: E conhecido que

(re 2y XX (B ~ Bo) — v X Fe)) - 0 (5.25)

onde ¢{ F(e)) ¢ o vetor com a i-€sima componente ${F{¢;}). Assim podemos escrever

(Fu(0;0) = 1/2) | 10 } oo 520
n" X $(F(e))
0 j-ésimo elemento do vetor p x 1
E[(Fa{0;0) ~ 1/2)X 9{F(c}}]
E [Z (T {ei <0} = 1/2) Y (ais - 2 fmem] (5.27)
= $aes = 25) [ LB e <0) - 12 6(F(e2)| 0.
k=1 e

S B {e < 0} = 1/2) ¢(Fled)) = EU fer < 0} ~ 1/2) (Fler))
g
ndo depende de k e 3 7. {zy; — T.; } = 0. Portanio
n!H{(Fo(0;0) — 1/2} | J(0)

e os elementos de n~Y2X!d{ F(e)} sdo nio correlacionados. Isto, combinade com

o fato que

a2 X4 F(e)) B Z~NMV (9, E)

produz o resultado. Ver Lehman (1975}, Teorema 18, p.390.



Finalmente, estamos prontos para provar o teorema. Definimos

1 wr#(n P XIX )
T = , (5.28)
0 (T XX

Entao
T§epitz| O 7
Bg— P
e TS é assintoticamente normal multivariada com matriz de variincia - covarifncia dado
por:
20»-»20 42{)-}+72! "']meQI -1
I 10 R P N T TR R A SIS e B
Fomed 050 0 Z W‘?"?;.li,. Zwl 1"2 2_1

com em (5.4).

Note-se que se desejamos uma estimativa dos erros padronizados associados a & € f3,
necessitamos uma estimativa consistente de f{0) ¢ 7. Brevemente discutiremos a es-
timagdo de f(0) na Secdo 5.2. No Capitulo 4 estudamos uma estimativa de 7 a gual
ndc requer simetria de F(.), mas somente para o caso de Escores de Wilcoxon. Se
outros escores sdo usados, podemos utilizar v {1.17), que exige de simetria de F{.) ¢

adicionalmente necessitamos impor a suposicdo de X'3 na matriz de desenho.

5.2 Estimacio de f(0)

(} ugo da estimativa de & definida na Secdo 5.1 requer gue estimemos f({}, ja que esta
quantidade aparece na matriz de varidncia-covariancia de (g) . Nesta secdo mostraremos
simplificadamente duas possibilidades para a estimagio de f(0).

Pode-se usar a estimacio de densidades baseada nos residdos, é; = ¥; — & — 7.4;

£(0) = (nk,)? iﬁ*’{ég/fzﬂ), (5.29)

i=1
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onde h, é a largura da janela baseada nas observagdes. O resultado do Capitulo 3
mostra que estimativa (5.29) é consistente para f(0}. O problema de escolha de A, para
obter uma estimativa que tenha um bom comporfamento em pequenas amostras deve
ser tratado. Para este propdsito, Rosemblat (1956) fez com que os fermos principais da

expansao de Taylor do erro quadratico médio fossem iguals a zero e delerminou

b = [(9F(ON/F"O)1)] 0P, (5.30)

Naturalmente nao conhecemos f{0) e f"{0) na pratica. Se padronizamos f{0) pela

remogio de um parametro de escala:  f(y) = ¢ fi{e™'y), entéo podemos escrever

ha = o [OR,O) /()] 0, (5.31)

Entdo, podemos supor uma distribuigio subjacente e calcular fi(0) , f7{0) e também
estimar ¢ das observagbes usando uma padronizacio apropriada de alguma estimativa de
escala resistente. A estimacgio de o sera feita considerando que estimativa de f{0) (5.30)
seja equivariante.

Uma outra possibilidade de estimar f(0) € aplicando a estimativa estudada por Block
e Gastwirth {1968), para os residuos nao centralizados, V; -:z'jﬁ Suponha 7} < I3 < ... <
T, uvma amostra aleatdria ordenada com fungio de distribuigio acumulada F{¢ — a);
F(0) = 1/2, com densidade positiva f(t — &), tendo primeira derivada continua numa

vizinhanga de a. Entdo

Smﬂ. = n(gm')‘w} (T[ng’Z}-}—m - fr{ﬁﬁ]—— m+1)5 (5-32)

onde [.] é a fungdo malor inteiro, é consistente para 1/f{0) sob a condigio, de m = o{n) e

m — 00, quando n — oo, Pela minimizacdo do erro quadratico meédio assintdtico, Block
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¢ Gastwirth (1968) encontraram que uma escolha otima de m é
m = en*/s {5.33)

onde ¢ é uma constante que depende da distribuigio subjacente. Estimagdo de ce a
consisténcia de S, quando é calculada sobre os residuos requer outra investigacio.
Um caso especial de S, € a estimativa de f(0) baseada no comprimento do intervalo
de confianga da mediana, obtida pela inversa do teste sinal (sign-fest). Suponha que
{77, Ty} é o intervalo de 100{1 — a}% de confianca , onde L e U podem ser obtidos das

tabelas exatas da disiribuicio normal ou da aproximacio:

]’IQZQ
L= {% - 1‘;-?-43} (5.34)
e
n  nZ,p,
U= {5 + =)
Entao

M2 Ty — Ty)
22&;’2 ’

HOE

A escolha 6tima do coeficiente de confianga e seu comportamento guando é calculada

sobre os residuos ainda devem ser pesquisados,
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Capitulo 6

Consideracoes finais

As principais vantagens do uso de testes ndo-paramétricos devem-se ao fato de
serem menos exigentes e mals eficientes que os métodos paramétricos, quande os dados da
populagio nde tém distribuigio normal. 830 dleis no caso em que é dificil de estabelecer
uma escala de valores quantitativos para os dados e geralmente o testes ndo-paramétricos,
baseados em postos, sdo rubustos aos valores discrepantes, por 1sso podemos afirmar gue

os métodos nao-paramétricos podemn ser uma complementacio aocs métodos paramétricos,

(O procedimento de inferéncia baseado em pastos para f; no modelo linear € valido
sem & suposicda X3 sobre a matriz de desenho, se s escores de Wilcoxon sdo usados,

Talvez este resultado pode ser obtide para outras fungdes geradoras de escores.

A densidade estimada a partir dos residuos apds ¢ ajustamento de um modelo linear

é ainda consistente.

A estimativa de janela (ou nicleo-estimador) de 8 = [ f*(y)dy, baseada nos residuos
apods o ajuste do modelo linear ndo exige a suposigio de simetria de F(.). A normalhidade

assintotica de § no caso de uma amostra alealdria foi estabelecida sob condigbes diferentes
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que Schweder (1975) e Ahmad (1976). A estimativa de £ é consistente quando ¢ calculada
sobre os residuos usando largura da janela aleatéria. Alguns célculos sio feitos com a

finalidade de obter uma escolha otima de A,,.

Uma estimativa de ag € definida, a qual n&o requer simetria de F{.}, A¥m disso

.y F Y vy
mostramos a normalidade assintética ée(g) e mencionamos duas possibilidades de es-
&

[
timagio de f(0), a qual aparece na matriz de varidncia-covariincia de ( 5) ; essas esti-

mativas requerem outros estudos.
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