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Capítulo 1 

-INTRODUÇAO 

1.1 Visão Geral 

Os modelos lineares são ferramentas estatisticas extensivamente utilizadas na pesquisa 

empiríca. Aplicações de análise de regressão, análise de variânda e técnicas da análise de 

covariânda etc., abundam em ciências biológicas, fisicas e sociais, assim como também 

na pesquisa agrfcola e industr1aL A análise clássica dos modelos lineares se baseia prin-

cipalmente em dois métodos: de minirnos quadrados, e de máxima verossimilhança. O 

primeiro método usualmente produz estimativas computacionalmente simples, embora 

não seja muito robusto aos outliers) erros grosseiros, e às distribuições com caudas pe

sadas. A análise pelo segundo método pressupõe o conhecimento da distribuição sub

jacente, e as estimativas determinadas por este método conservam suas propriedades 

(assintóticas) sempre que a distribuiçào subjacente for verdadeira. Em casos extremos 

este segundo procedimento pode produzír estimativas totalmente lnconsist.entes1 por ex-

ernplo quando assume-se normalidade da distribuição subjacente sendo Cauchy a ver

dadeira distribuição. 

Na análise clássica, o procedimento de inferência pressupõe o conhecimento da dis

tribuição subjacente, geralmente supõe-se normalidade1 mas muitos experimentos não 

satisfazem esta condição. Como foi mencionado anteriormente, uma suposição errada da 

distribuição subjacente, pode conduzir conclusões totalmente erradas. 
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Mckean e Hettmansperger (1976) propuseram uma análise não~ paramétrica baseada 

nos postos dos residuos supondo a simetria da distribuição dos erros. 

Considera~se o modelo linear geral não-paramétrico 

(Ll) 

onde Y = (Yb ... , Yn)' é o vetor de respostas n X 1, In é o vetor n X 1 de l's, X é a 

matriz de desenho n X p de posto completo, a 0 é o intercepto desconhecido (escalar), 

/30 é o vetor p X 1 de parâmetros de regressão desconhecidos, e e = ( elJ e~h ... , en)' é o 

vetor aleatório n X 1, com componentes independentes e identicamente distribui dos, com 

função de distribuição acumulada F(.) e função de densidade f(.). 

O procedimento de inferência para (30 que consideraremos é baseado na medida de 

dispersão proposta por Jaeckel (1972), a qual define-se para o vetor v = (v1, v2 , ••• , v,.Y 

como: 

D(v) =I: a( i) V(i), (1.2) 
i=l 

onde V(t) :S V(2) :S ... $ V(n) são os elementos ordenados de v e a(i) é definida em termos 

de uma função geradora de escores q)(.), a( i)= tj.;(ij(n + 1)). Além dlsso, se R11 ••• ,R,. 

são os postos de v 1, v 2 , ••• , Vro então podemos reescrever (L2) como: 

n 

D(v) =I: a( R;) v;. ( 1.3) 
i=l 

A função <f(.) deve ser não decrescente no intervalo (0, 1) e deve satifazer 

;&(u) = -q)(l- u) e (1.4) 

l ,P(u)2du = 1, (1.5) 

esta última condição é por conveniência para formulação de vários resultados. Qualquer 

função não constante, quadrado integrável em (01 1) pode sef padronizada de maneira 

que (1.5) seja válido sem afetar a..'> propriedades dos procedimentos resultante;. 
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Uma importante função geradora de escores é 

,P(u) = Vi2 (u -1/2). (1.6) 

Os escores gerados por (1.6) são conhecidos como escores de \Vilcoxon1 eles atribuem urna 

ponderação a cada elemento de u, proporcional à diferença entre seu posto, e o posto 

médio. Procedimentos ba..o;;;eados nestes escores, em essência generalizam o procedimento 

para duas amostras de Mann-Whitney-\Vilcoxon e herdam suas propriedades de eficiência 

assintótica. 

Mckean e Scharader (1980) adaptaram os resultados de Jaeckel para mostrar que a 

função de dispersão é uma pseudo-norma, isto é; 

D(kv) = jkj D(v), (1.7) 

D(w +v) :S D(v) + D(w), e (1.8) 

D(v)=O se e só se v1 = v2 = ... =vn=0. (1.9) 

Assim1 D(Yi- a- xi/3) é uma medida razoável de dispersão dos residuos, (ii- o:

xif3) para quaisquer a e f3 dados. Aqui xi é a i-ésima línha da matriz de desenho X. 

Como D(Y - o:ln - X {3) = D(Y -X {3), uma estimativa de a.0 não pode depender 

desta medida de dispersão, já que esta medida não dá informação do intercepto. E dado 

que estamos interessados primeiramente na estimação de /30 , por conveniência escrevemos 

D({j) ao invés de D(Y- X {3). 

Jaeckel (1972) propõe uma estimativa de /30 pela mJnimizaçâo de D({J). Ele mostrou 

que D(fJ) é uma função não negativa, convexa e continua em {3, de modo que sempre 

existe pelo menos uma estimativa . Não obstante, a estimativa não precisa ser definida 

única, Jaeckel mostrou que n112 vezes o diâmetro do conjunto de pontos que minimiza 

D(/3) converge para zero em probabilidade. Previamente Jureckova (1971) tinha proposto 

uma estimativa de j30 , fazendo com que a gradiente de D({J) seja aproximadamente igual 
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a zero. Além disso, ela tinha mostrado que: 

.,;;;(~-/3 0 ) .!; Z - NMV (o,r' z::-1 ), (1.10) 

onde NMV denota a distribuição normal multivaríada, 

_ 1 f' [ f'(F-l(u)) l 
r = - Jo q\(u) f (F l(u)) du (1.11) 

e E é positiva definida e é o limite de n- 1 XéXc quando n-+ oo. 

A matriz de desenho centralizada é dada por 

(1.12) 

onde X1 é o vetor linha 1 x p de médias de X. 

Jaeckel (1972) mostrou que n112 vezes a diferença entre sua estimatíva e a de Ju

reckova converge para zero em probabilidade. Assim sendo, estas duas estimativas são 

assintoticamente equivalentes e têm a mesma distribuiç-ão assintótica. Neste trabalho 

não fazemos distinção entre estas duas. 

Suponhamos que desejamos testar as seguintes hipóteses 

H0 : Hf30 = 7 contra HA: HfJ0 f/, (1.13) 

onde H é uma matriz q X p de posto completo q :S p , e i é um vetor q X 1 completamente 

especificado; frequentemente i =O. Então, sob a hipótese nula, a variável aleatória 

(1.14) 

converge em distribuição para uma variável aleatória qui-quadrado com q graus de liber

dade. Se r é conhecido, o teste que rejeita Ho quando Q > x;(q) é consistente para 

alternativas fixas, onde x;(q) é o valor critíco determinado da distribuição qui- quadrado 
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com q graus de liberdade com a fixado. 

Outra abordagem para testar as hipóteses em (1.13) depende do ajustamento do 

modelo completo (Pcom) e do modelo reduzido (bcom) pela hipótese nula. Aqui requere-se 

que q < p, Mckeau e Hettmansperger (1976) mostraram que sob a hípótese nula, 

(1.15) 

tem também uma distribuição assintótica qui~quadrado com q graus de liberdade. Além 

disso, eles mostraram que se T é conhecido o teste que rejeita H0 quando D* > x;(q) é 

consistente para alternativas fixas. 

Na prática, ainda não conhecemos T. Portanto, se desejamos utilizar Q ou D'"' para 

testar hipóteses enfrentamos o problema de estimação de T. Adicionalmente, muitas 

aplicações de inferência relacionadas com o intercepto o:0 são desejadas. Como men

cionamos anteriormente, a função de dispersão de Jaeckel não pode ser utilizada para 

este propósito. 

Mckean e Hettmansperger (1976, 1978) propuseram superar essas duas dificuldades 

pe1a aplicação do procedimento posto-sinal ( signed-rank) numa amostra dos residuos 

(Y; - x~.Ê). O preço para obter esta solução foi a suposição de simetria da distribuição 

dos erros. 

Define-se a função geradora de escores para uma amostra, tP+(.) correspondente a q){.) 

por, 

.p+(u) = ~([u + 1] / 2). (1.16) 

A restrição q)(u) = -<,1)(1- u) dada e:m (1.4) e a de simetria de f(.) em torno de zero 

significa que 

( +)-1 = - f' ,p+( ) [ f'(F-'([u + 1[/2)) l d 
7 

Jo u f (F 1 ([u + 1]/2)) u 

é igual a r- 1 dada em (1.11). Isto foi estudado por Lehmann (1963) e Sen (1966). 

Para uma amostra aleatória com dístribuição simétrica, eles propuseram uma estimativa 

consistente de r+ = T ba.."!eada no comprimento do intervalo de 100(1 -a)% de confiança 
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para o centro de simetria, proveniente da estatistíca do teste posto-sinal com a função 

geradora de escores ,p+(.) (1.16). Particularmente 

(LJ7) 

onde (âL, &u) é o intervalo de 100{1-a)% de confiança para o centro de simetria e Zaj2 é 

o valor critico superíor da distribuição normal padrão, onde esta quantidade converge em 

probabilidade para r. Mckean e Hettmansperger (1976) mostraram que r"' calculada nos 

resfduos, (li- xi,â), é também consistente para r. Na Seção 4.4 fazemos alguns cálculos 

que fornecem alguns critirios sobre a necessidade da suposição de simetria quando a 

estimativa (1.17) é usada. 

Finalmente, Mckean e Hettmansperger (1978) propuseram a* como a estimativa do 

intercepto obtida pela aplicação do procedimento posto-sinal numa amostra com função 

geradora de escores ~+(.) (1.16) para os resÍduos, (Yi- xifi), Novamente, assumindo 

simetria na distribuição dos erros eles mostraram 

(1.18) 

onde A é positiva definida e é o limite de -Jií(ln,X )'(1n~_,y) quando n ___., oo. Portanto 

um teste consistente das hipóteses 

contra HA: H ( ;: ) i í, (Ll9) 

onde H é uma matriz q x (p + 1) de posto completo com q ::; p + 1 e 1 um vetor q x 1 

completamente especificado, pode ser baseado em 

Q• = T_, (H ( : ) - í)' (H ((l.,X)·(l.,X))-1 H') -1 (H ( ; ) - í). (1.20) 
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Sob a hipótese nula, esta variável aleatória tem uma distribuição assintótica qui-quadrado 

com q graus de liberdade. Assim, para uma amostra grande, o teste aproximado de 

tamanho o: rejeita Il0 quando Q'" > x;(q). Mais uma vez precisamos de uma estimativa 

consistente de r para aplicar este teste. 

Este trabalho trata do problema relacionado à inferência baseado em postos para mod

elos lineares gerais com (possiveis) erros assimétricos, Especificamente uma aproximação 

para a estimação da funcional de escala r ( l.ll) é desenvolvida, a qual difere da aprox

imação dada por Mckean e Hettmansperger (1976), que requer simetria da distribuição 

subjacente dos erros. Essa funcional de escala T é de grande interesse se é aplicada 

aos procedimentos baseados em postos, já que ela aparece na estrutura da matriz de 

variânda-covariância assintótica das estimativas do vetor de parâmetros de regressão, e 

no denominador da estatfstica do teste para hipótese sobre esse vetor. Desta forma) ela 

desempenha o mesmo papel que a 2 no procedimento usual de rninímos quadrados. Uma 

estimativa do intercepto é desenvolvida sem a suposição de simetria da distribuição dos 

erros. Adíciona1mente1 é mostrado que as propriedades assíntóticas do procedimento de 

inferência baseado em postos são validas com menos condições na matriz de desenho do 

que previamente exigiam. 

O desenvolvimento das propriedades dos procedimentos de inferência discutido anteri

ormente, tem como fundamentação o importante teorema de Jureckova (1971). Este teo

rema esta.beler.e a propriedade de linearidade assintótica do gradiente de díspersâo num 

modelo linear geraL No Capitulo 2, esta propriedade de linearidade é obtida usando

se condições menos complicadas na matriz de desenho, mas somente para escores de 

\Vilcoxon (1.6). Assim, os usuários, preocupados na verificação das suposiçôes, estarão 

um pouco menos indecisos ao uso dos procedimentos baseados em postos. 

Em algumas áreas de aplicação, por exemplo experimentos biomédicos, são comuns as 

distribuições assimétricas e frequentemente os usúarios realizam alguma transformação 

nos dados com a finalidade de obter distribuição simétrica. Enquanto as propriedades 

assintóticas de /J, Q {1.14), e D (1.15) não dependem da simetria da distribuição subja-

9 



cente dos erros, a estimativa r* (1.17) da funcional de escala T precisa da suposíção de 

simetria portanto o uso de Q ou D" em teste de hipótese sobre f3o, exige uma estimativa 

consistente de r e tal uso até agora exige a suposição de simetria. A funcional de escala 

r é importante porque aparece na matriz de variância~covariância assintótica de f;. Já 

que frequentemente estamos interessados no desvio padrão das estimativas pontuais de 

/3. Além disso, uma estimativa prévia do intercepto a 0 (Mckean e Hettmansperger, 1978), 

requer a suposição de simetria . 

Schuster (197 4 ), Schweder (1975), e outros {Seção 4.1) estudaram estimativas de r-1
, 

no caso de uma amostra baseada na estimação da função de densidade do tipo Rosemblatt 

{1956). Estas estimativas de r-1 não exigem a suposição de simetria da distribuição. No 

Capitulo 4 discutimos tais estimativas para o ca..'>O de escores de \Vilcoxon {1.6) e obtemos 

alguns resultados adicionais para o caso de uma amostra. Além disso, mostraremos que 

tal estimativa é sempre consistente quando calculada sobre os residuos após o ajuste do 

modelo linear. Alguns cálculos são realizados para sugerir possiveis ajuste em pequenas 

amostra..<:; da estimativa proposta e obter alguma relação com as outras estimativas. 

A estimação de densidades mencionada anteriormente é discutida no Capitulo 3. 

Mostramos que as estimativas obtidas são consistentes quando calculamos sobre os residuos 

(não necessariamente resultante de uma estimativa baseada em postos). 

No Capitulo 5 propomos uma simple estimativa â para o intercepto a0 como a me

diana dos residuos, {Yi - x:fi), e derivamos a distribuição rnultívariada assintótica de 

( â,fi)' sem a suposição de simetria. Adicionalmente é discutida uma estimativa de f( O), 

a qual aparece na matriz de variância-covariância assintótica de (&,fi)'. 

1.2 Suposições 

Como foi tratado na Seção Ll, o desenvolvimento das propriedades assintóticas da 

estimativa S e das variáveis aleatórias Q (1.14) e D* (L13) dependem fortemente da 

linearidade assintótica do gradiente da dispersão ( Jureckova, 1971 ). Assim, os autores 
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Jaeckel (1972) e Mckean e Hettrnansperger (1976) que estabeleceram estas propriedades 

adotaram as suposições técnicas de Jureckovc~.. A mais forte dessas suposições é sobre 

a matriz de desenho (ver suposição X3). A razão desta suposição é discutida na Seção 

1.3. Ampliando o resultado de Jureckova (1969), para o modelo linear multiparamétrico, 

Kraff e Van Eeden (1972) fizeram uma suposição diferente sobre a matriz de desenho; 

(ver suposiçã.o X4 ). Eles conseguiram um resultado comparável à própria extensão 

de Jureckova (1971). Portanto, o resultado de linearidade a..<>sintótica do gradiente de 

dispersão de Jureckova deve permanecer válido sob as condições de Kraft e Van Eeden. 

Neste trabalho, adotamos a maior parte das suposições de Jureckova, mas no Capitulo 

2 mostraremos que para escores de Wilcoxon (1.6) podemos desistir de X3 e ainda obter a 

propriedade de linearidade assintótica do gradiente de dispersão, inicialmente provada por 

Jureckova {1971). Alguns autores fizeram desenvolvimentos teóricos posteriores basea· 

dos em X3 somente através desta propriedade de línearidade assintótica do gradiente, 

portanto1 os resultados teóricos continuam válidos sem a suposição X3. 

Finalmente, lístamos as suposições de Jureckova assim como tam"bém as suposições 

feitas pelos outros autores e resumimos os requerjmentos de vários procedimentos que 

foram discutidos na Seçãol.L Denotaremos as suposições sobre a função de distribuição 

por Fl aquelas sobre a matriz de desenho por X e as suposiçôes sobre a função geradora 

de escores por S. 

Suposição FI :F(.) tem densidade f(.) com informação de F'ísher finita, isto é, f(.) é 

absolutamente continua e f[f'(y) f f(y)J'f(y)dy < oo. Sem perda de generalidade 

F(O) = 1/2. 

Suposição F2: f(.) é uma função par, isto é, f(y) = /( -y). 

Suposição XI: A matriz de desenho [l,X] tem posto completo. 

Suposição X2: L é positiva definida e é o limite de n-1 X~: Xc quando n.......,. oo. 

Suposição X3 (Jureckova, 1971): X= X(1) + xcn, X{ll tem colunas não decres

centes, X(2) tem colunas não crescentes. Esta descomposição é um pouco diferente 
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daquela que aparece em J ureckova, mas as duas versões são equí valentes. 

Para c<m> = X(m)- lJ?(m) (m:::::: 1,2) e para cada j = 1, ... 1 p urna das duas 

condições seguintes devem ser satisfeitas: 

(a) a j-ésima coluna de C(m) é zero para todas as linhas exceto em um número 

n finito; ou 

(b) a j-ésima coluna de C(m) é diferente de zero para todas linhas exceto em um 

' fi · -1 '(""'n ( (ml)'' numero n mto, n L...i=l c1i e limitado e as colunas satisfazem a condição de 

Noether 

Suposição X4 (Kraft e Van Eeden, 1972): Cada coluna de Xc (1.12) satisfaz a 

condição de Noether 

l. max Xijc
2 O 

IITI = 
n->oo ~'.' x-· z 

f_....l=l IJC 

para algum par de colunas x~il e x~k) (j f=. k) de X c- Existe /jk f:. O e N tal que 

n > N implica que xii) e xr.1) +/'jkX~k) são ordenados similarmente. 

Dois vetores são ordenados simílarmente se (z0- zj)'(w;- wJ·) 2: O para cada par (i 1 j). 

Suposição 51: A função geradora de escores~/>(.) é uma função não constante quadrado 

íntegrável em (0.1 ). 

Os escores podem ser obtidos como 

a( i)= <f( i/ (N + 1)) ou a( i)= E(<f(U<'I) 

onde [J(i) 1 é o i-ésima estatistica de ordem de uma amostra aleatória de uma dis

tribuição uniforme definida no intervalo (0, 1) de tamanho n. 
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Suposição 82: q)(.) é a diferença de duas funções geradoras de escores que satifazem 

os requerimentos de Sl e os escores são gerados como em SL 

Suposição 53, f~ 4>( a )da = O e f~ 4>2( a )da = L 

A função geradora de escores que satisfaz Sl ou S2 pode ser sempre padronizada 

sem afetar as propriedades da estimativa resultante e a esta.tfstica de teste. 

Suposição 54,<$(.) é tal que L:i~ 1 a(i) =O para todo n. 

Suposição 55: ,P(u) = -4>(1- u). 

Note que a suposição S5 é uma condição suficiente para S4. 

Agora resumiremos as suposições requeridas de vários procedimentos: a normalidade 

assintótica da estimativa proposta por Jureckova (1971) requer Fl, Xl-X3 , S2 e S3. 

Jaeckel(1972) requer de Fl, Xl-X3, S1, S3 e S4 para estabelecer a equivo.lência assintótica 

de sua estimativa com a estimativa de Jureckova. Como a propriedade a.<>Sintótica da 

variável Q (1.14) depende unicamente da distribuição de fJ 1 qualquer um dos dois con

juntos de suposições será suficiente, dependendo de qual destas estimatívas esteja sendo 

usanda. As propriedades assintótica<> da variável D* ( Ll5) são derivada..') diretamente 

do resultado de Jaeckel (1972); portanto, Fl Xl-X3, Sl 153, e S4 são necessárias. No 

Capitulo 2 mostramos <.}Ue para escores de \Vilcoxon, X3 pode ser eliminada de cada 

uma das listas anteriores. No caso de Q ou D"', na prática1 é exigida uma estimativa de 

r. A prova da consistência de r" (1.17) requer das suposições Fl e S5. No Capitulo 4 

desenvolve-se uma estimativa alternativa para o caso de escores de Wilcoxon sem esta 

condição. Finalmente a normalidade assintótica de ( n*, /JY onde n"' é a estimativa de a 0 

proposta por Mckean e Hettmansperger (1978) também depende de F2 e S5. No Capitulo 

5 propomos uma estimativa de a 0 que não exige estas suposições. 
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1.3 Estratégias Básicas e Lemas 

Nesta seção descrevemos uma estratégia para resolver um tipo de problema que enco-

traremos repetidamente nos capitulas seguintes. 

Suponhamos que estamos interessados no comportamento assintótico de T(ll, V), 

onde U !'..t O. Além disso, suponhamos conhecer o comportamento assintótico de 

T(O, V). Por exemplo, podemos estar interessados em alguma função W(.) dos resfduos, 

êi =}i - fx- x~/J, despois que ajustamos um modelo linear. Como 

ê; = (Y;- "o- xiflo)- (&-<>o- xi(~- flo)) 

=e;- (&-<>o- xi(~- f3o)), 

podemos considerar W(.) como W [( ~-ao) ; e], com ( ~- 00 
) , que converge 

fJ - flo f3 - flo 
para zero em probabilidade, e e = ( e1 , ... , en )' que fazem os papêis de U e V respectiva-

mente. Então estamos aptos para determinar seu comportamento assintótico dado que 

W(O,e) é uma função dos erros e~.s, que são independentes e identicamente distribufdos. 

Em geral, se mostramos que 

T(U, V) - T(O, V) 
p ___, o, (1.21) 

então podemos transferir o comportamento de T(O, V) para T(U, V). Talvez a forma 

mais direta de estabelecer (1.21) é mostrando que E [T(U, V) - T(O, V)]' converge para 

zero quando n -4 oo. Nào obstante, em muitos casos de interesse, o problema de cálculo 

desse momento é impossfvel; assim seria necessária alguma aproximação menos direta. 

Para o propósito desta seção usamos a norma 1!.6..11 =m?X jlld e para simplificar a , 
notação escrevemos frequentemente como T(U) ao invés de T(U, V). 

Se T(b) é particularmente ''bem comportado11 
1 o seguinte lema resolve o problema. 
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Lema 1.3.a: Suponha-seU J: O e T(b) equicontinuo em b =O. Então 

T(U, V) - T(O, V)__!:__,. O 

Prova: Sejam t >O e 1 >O dados. Como T(b) é equicontinuo em O, existe um 6 > O 

tal que, para todo n llbll Só, implica IT(b)- T(O)I < <. Corno U !:. O, existe um 

N tal que n > N a qual implica P {IJUII S ó} ?': 1 -"f· Mas IJUII S ó implica 

que IT(U)- T(O)I < <. Portanto para n? N implica 

P {IT(U)- T(O)I < <}? 1- "f. 

Desta forma o lema esta demonstrado. 

Infelizmente, muitas estatistica.s de interesse não são uniformente continuas, sem falar 

de equicontinuidade. Outra maneira natural de abordar o problema é provando que 

sup IT(b/n'i'J- T(OJI __!:__,.O. 
ii'II~B 

Entã.o, se n 112( U ) fosse limitada em probabilidade, poderiamos ter 

T(U) - T(O) ...!'_,O. 

Uma primeira tentativa para estabelecer (1.22) é obter 

E [T(bjn 112
)- T(O)j'--> O 

uniformemente para l!bll :S B < oo. Isto serve para mostrar que, para 'r/c> O, 

sup P{IT(b/n'i')- T(OJI? <}~O, 
ii'II5B 

(1.22) 

(!.23) 

através da desigualdade de Chebychev. Mas, geralmente, (1.23) não implica (1.22) e 
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assim não responde a nossa necessidade. 

Alguns artificios úteis, embora indiretos, para estabelecer (1.22) são encontrados nos 

trabalhos de Jureckova (1969, 1971). O seguinte lema, para o caso em que b é unidimen

sional, é urna ajuda importante. 

Lemal.3.b: Suponha que podemos escrever 

T(b, V) = S(b, V)+ c,b (1.24) 

(para simplificar a notaçw, seja S(b) = S(b, V)), 

onde S(b) é monótona em b e Cn é uma constante positiva tal que ienfn112 ! S c< 

oo. Então, 

T(bfn112, V)- T(O, V)~ O 

para todo b fixado implica que cada B < oo fixo 

sup IT(bfn'i')- T(OJI ~O, quando n--> oo, 
lbi:5:B 

(1.25) 

(1.26) 

Prova: Sejam f> O, 1 >O dados. Particionamos [-B,B] em d intervalos: -B S b0 < 

b1 < .... < bd = B tal que c lbi - b;_1 1 < t/2 para i = 1, ... 1 d. Como exJstem um 

número grande bi podemos achar um N tal que 

para todo n :2: N. 

Suponha que S(b) é não decrescente se lbl S B então bi-l ::;; b :S b, para algum i. 

Se T(bfn11') - T(O) 2: O, entíW 
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S S(b;fn11') + c,.b;/n'i' + cnbfn 112
- c,,b;/n 112

- T(O) 

S IS(b;/n11') + Cnb;/n'i'- 1'(0)1 + lb- b;l X lcnl /n112 

S M,ax IT(b;fn''')- T(OJI + </2. 

Similarmente, se 1'(bfn112 ) -1'(0) <O então 

IT(b/n'i') -1'(0)1 = -1'(b/n11')+T(O) = -S(b/n'''J-c,.b/n'i'+T(O) (L28) 

S IS(b;-./n''') + cnb,_,fn11'- T(O)I + lb,_,- bl x Ir~ I fn'i' 

S M,ax IT(b;fn''')- T(OJI + </2 

Argumento sinlllar é valido quando S(b) é não crescente. Assim 

IT(b/n'1')- T(OJI S A~ax IT(b;/n11')- 1'(0)1 + t/2 (L29) 

para todo b, tal que lbl S B. Portanto 

snp IT(b/n'i') -1'(0)1 SMax IT(b;/n11')- T(OJI + </2, (L30) 
lbl$B ' 

de maneira que 

P { sup IT(b/n''')- T(OJI <c} 2: 1- '' 
lbi$B 

com isto o lema está provado. 

Observe que esta prova. permite a possibilidade de que S(b) seja não decrescente para 

algum b, e não crescente para outros. 

Este lema é facilmente extendido para o caso de um vetor bpxl· 
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Lema 1.3.c: Suponha que podemos escrever 

T(b, V)= S(b, V)+ c~b (1.31) 

onde S(b) é monótona em cada um dos componentes de b e c,. é um vetor p x 1 

de constante tal que llen/n112 11 ~ c< oo, então 

T(bjn11')- T(O) _lê_, O (!.32) 

para todo b fixado, implica que cada B < oo 

(1.33) 

Como em muita...c; situações de interesse conhecemos que n112(U) converge em dis

tribuição para alguma variável, n 112(U) é tipicamente limita,do em probabilidade. 

Então se podemos escrever T(b) na forma necessária (1.31), podemos mostrar que 

(1.32) é satisfeito provando que 

E [T(b/n''')- T(O)j'--> O 

para todo b fixado. Então urna aplicação do Lema 1.3.c com os lemas seguintes dá 

o resultado desejado (!.21). 

Lema 1.3.d: Se n 112(U) é limitado em probabilidade. Então sob as condições do lema 

L3.c 

T( U,V) - T(O, V) _lê_, O 

Prova: Como n 112(U) é limitado em probabilidade, para cada/' >O, 
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existe um B < oo e Nt, tal que para n ~ N1 , implica que 

Do Lema L3.c, para cada t > O existe um N2 tal que para n ;:::: N2 , então 

Seja N = max{N1,N2}; então para n 2: N 

Assim 

p { IT(U)- T(O)I ~ t)? 1 -,, 

e o qual lema esta provado. 

Se T(b) não pode ser escrito diretamente na forma (1.31) requerida para aplicar o 

Lema 1.3.c, ma.o é possivel escrever T(b) ~ T1(b) + T2(b) + .... + T,(b), onde cada Tm(b), 

m = 11 2, ... , k é da forma como é exigida em (1.31). Então se 

para todo b fixado em= 1, 2, .... k, o Lema 1.3.d produz Tm(U)- Tm(O) ~O para cada 

m = 1,2, .. ,k. Mas 
k 

T(U)- T(O) ~ 2:: (Tm(U)- Tm(O)). 
m=l 

Outro artifÍcio empregado por Jureckova (1971) envolve a obtenção de T"'(b;~y de 

modo que T*(b'b')' =T(b) e tal que T*(bib~)', é uma função que toma valores de um 
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vetor 2p X 1, e satisfaz as condições do Lema 1.3.c. Neste caso o lema 1.3.d , produz 

T'(U'U')'- T'(O'O')'--". O, 

já que n 112(U'U')' é limitado em probabilidade. Mas 

T'(U'U')'- T'(O'O')' = T(U)- T(O), 

o qual converge para zero em probabilidade quando n --+ oo. 

Em alguns casos é necessário aplicar ambas técnicas, A prova do resultado de lin

earidade assintótica em .Tureckova (1971) é um bom exemplo com relação a essa prova 

poderiamos mencionar a necessidade de aplicar estes artíficios 1 enquanto conservamos 

outras propriedades, motivantes da adoção da suposições mais forte X3 (Seção 1.2) sobre 

a matriz de desenho. Especificamente, a estatÍstica de interesse nessa prova pode ser 

particionada em partes 1 que satisfazem (1.31) sem X3, mas somente com a propriedade 

de continuidade (Hajek e Sídak,1967, Capitulo VI). Que parece essencial para provar 

(1.32). No Capitulo 2 mostraremos que, para escores de \Vilcoxon podemos provar (1.32) 

sem recorrer à continuidade. 

1.4 Notações e Lemas Adicionais 

Nesta seção, provaremos alguns lemas aos quais freqüentemente nos referiremos. Adi

cionalmente definiremos algumas notações a serem usadas nos cap{tulos seguintes. 

Començaremos pela consideração da distribuição de e~ - ej, i f. j. Dado que os <s 

são i.í.d., esta distribuição é independente de i e j, e portanto a distribuição de e1 - e2 

é a mesma que e2 - eb logo a distribuição é simétrica em torno de zero. A função de 

distribuição acumulada G(.) de z = e, - e i é definida por 
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G{z) = P(e1- e, S z) = f.::'oof~;;· f(ei)f(e,)delde, 

= E'oo F( e+ z)f(e)de. 
(1.34) 

Os seguintes lemas estabelecem a existência das primeiras três derivadas e os limites de 

G(z). 

e 

Lema 1.4.a 

Sob a suposição F1 (Seção 1.2) 

(i) A densidade de G(z) é 

g(z) = 1: f(e + z)f(e)de; 

(íí) g(z) é lirnitada e absolutamente continua com derivada 

g'(z) = 1: f'(e + z)f(e)de; 

(iii) g1(z) é limitada e absolutamente continua com derivada 

g"(z) = -1: f'(e + z)f'(e)de 

(i v) g"( z) é limitada. 

Prova: 

Usamos as idéia..:; básicas da prOVd. do Teorema 1.2.3 de Hajek e Sidak (1967). 

(í) Usando a continuidade absoluta deF(e), reescrevemos G(z) (L34) como 

G(z) = 1: L f( e+ t)f(e)dtde. 
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Como o integrando é não negativo, podemos trocar a ordem da integração para 

obter 

G(z) = [oo L: f( e+ t)f(e)dtde. 

Portanto G(z) é absolutamente continua com derivada (1.35). 

(ii) Dado que J(e) é absolutamente continua, podemos reescrever g(z) (1.35) como 

então tem-se 

g(z) = 1: L f'( e+ t)f(e)dtde 

g(z)::; f.:"oof.:oolf'(e+t)if(e)dtde 

::; f.:"oo f::'oo lf'(e + t)i f(e)dtde 

= f.:"oo f::'oo lf'(t)i dtj(e)de; 

assim pela desigualdade de Jensen e a suposição FL 

[L: lf'(t)l at]' =[L: lf'(t)/f(t)if(t)at]' 

::; [1: lf'(t)/ f(t)i' f(t)dt] < 00. 

Usando isto em (1.39), temos 

1/2 

g(z)::; [L: lf'(t)/ f(t)l 2 
f(t)dt] <co, 

(!.38) 

(1.39) 

( 1.40) 

(1.4!) 

de maneira que g(z) é limitada. Além disso de (1.39) e (1.40) podemos concluir 

que o integrando (1.38) é integrável no espaço produto de modo que1 pelo Teorema 

de Fubini (Haaser & Sulivan, 19721 p.l34) podemos trocar a ordem da integração 

e obter 

g(z) = [oo L: f'( e+ t)f(e)dtde. (!.42) 
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Portanto g(z) é absolutamente continua com derivada (1.36). De. (1.40) temos. 

f(e) = t'oo f'(t)dt ~f~= lf'(t)l dt 

~ J::'oo IJ'(t)dfl < 00, 

portanto f(e) é limitado. 

(1.43) 

(iii) É fácil ver que g'(z) (1.36) é limitada, e tendo em consideração (1.40) e (1.43), 

temos 

lg'(z)l = IL: f'(e+ z)f(z)del 

~ J: I!'( e+ z)l f(e)de 

~ hp f(e)JL: lf'(e)l de< oo. 

(1.44) 

A seguir1 consideramos uma mudança de variável em (1.36), y =e+ z e usando a 

continuidade absoluta de f( e); 

g'(z) =L: f'(y)f(y- z)dy =-{~L J'(y)f'(y- t)dtdy. (1.45) 

Novamente tL.sando (1.40) 

L: L f'(y)f'(y- t)dtdy ~ L: L lf'(y)J'(y- t)l dtdy (1.46) 

=L: 1: lf'(-t)idt lf'(y)l dy < oo, 

de modo que podemos trocar a ordem da integração no lado direito de (1.45) para 

obter 

(1.47) 

fazendo outra mudança de variáveis 1 e = y - t, produz 

g'(z) =-L~ L: f'(e + t)f'(e)dtdt, (1.48) 
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portanto g'(z) é absolutamente continua com derivada dada por (1.37). 

(iv) Primeiramentel mostraremos que f(e) é quadrado integráveL Multiplicando e 

dividindo o integrando [f'( e)]' por f( e), obtemos 

100 ' S: [s~p /(e)] -oo [f'( e)] /f(e)dc 

= [s~p f( e)] J:[f'(e)f f(e)J'f(e)de < oo, 

por (1.43) e a suposição Fl. Agora considere-se 

[g''(z)l = 1-J: f'(e + z)f'(e)del (1.50) 

S: J: [f'( c+ z)f'(e)[de 

[100 100 ]'i' S -oo [J'(e + z)]
2 

de -oo [J'(e)J
2 

de 

100 ' 

= -~·[f'( e)] de< oo 

pelo uso da desigualdade Cauchy~Schwarz e (1.49). 

Assim o lema esta provado. Observe-se que obtivemos algumas propriedades de f(.) 

e f'(.) que são resumidas no seguinte corolário. 

Corolário 1.4.1 

Sob a suposição Fl (Seçiío 1.2) 

(i) f(.) é limitada 

(ii) f::'oo f'(y)dy < oo, para r ;:o: l; 

(iii) f':'oo [J'(y)[ dy < oo, e 

(iv) f::'oo lf'(y)[ 2 dy < 00 

Prova 
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(i) Ver (1.43) 

(ii)f"'oo j'(y)dy :5 [sup r-1(y)] f"'oo f(y)dy < 00 

(iíi) Ver {1.40) 

(iv) Ver (1.49). 

y 

A seguir definimos alguma-s· notações. Em todo este trabalho usaremos a norma de 

máximo dada por: 

11611 =max 16,1; 
' 

(1.51) 

onde b é um vetor p x 1. Denotamos o espaço euclideano p-dimensional por flP. Para um 

escalar z definimos a parte positiva como z+ e a parte negativa como z-' isto é, 

z+ =Z, .s e z ~o, 
(1.52) 

:;:;; o 1 Be z <o· ' 

z- = z, se z <0, 

=o, se z ~o. 

Estenderemos esta notação para vetores e matrizes, sobre cada um de seus componentes 

básicos. E freqüentemente usamos a função indicadora /{expressão}, a qual é ígual a um 

se a expressão é verdadeira, zero se for falsa. 

Agora voltamos nossa atençã.o para a matriz de desenho. Modificamos a suposição 

X2 como segue. 

Suposição X5: n -1[ln, Ã1'{1n, X] --+A, quando n -t oo, é uma matriz positivadefinída. 

O Lema seguinte mostra que esta suposição é uma extensão de X2. 

Lema 1.4.b 

X5 -> X2. 

Prova: n-1[ln,X]'[l.,XJ = [ ~ X' J 
n-1 X'X 

1onde 5C é o vetor linha 1 x p das médias 
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de X. Particionando A convenientemente: 

A~[l P~]. 
Px >/J 

Seja A.,= 
[ 0

1 X'] I , onde I é a matriz identidade p X p. Note que A., é invertivel 

e 

que também é invertfvel. Então ternos 

-+ A'AA (1.53) 

quando n-+ oo. Xc é a matriz de desenho centralizada (L12). Como 

[ 
1 o ] A'AA= , 
O 1./J - J1xJl~ 

como A é invertfvel A' AA é positiva defini dai assim L = 1/-J - JlxP~ é também 

positiva definida. Portanto n-1x;xc-+ L quando n-+ oo. 

A seguir mostraremos que certa soma é limítada. 

Lema 1.4.c: Sob a suposição X2, N-1L,'!o=: 1 ICíil é limitada onde Cij ~ 

(i,j)-ésimo elemento de X c. 

Prova: Usando a desigualdade de Jensen, ternos 
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A quantidade no lado direito é o (iJ)- ésimo elemento de n -t X~Xc, o qual converge 

para L quando n -+ oo. 

Finalmente, a seguinte generalização do Lema de Arnold (1980) nos permite derivar 

alguns resultados importantes. 

Lema 1.4.d: Seja a; uma seqüência de números tal que n-1 l:i=t a; converge quando 

n-+ oo. Então, n -t ID?tX !aí! -+O quando n-+ oo, i= 1, ... , n . 
• 

Lema1.4.e: Sob suposição X5, n-1 max x?,.-+ O então n-1 max c~- -+O quando 
Í > i I) 

n-+ oo. 

Prova: Pela suposiçâo1 n-1 2:~ 1 x[i converge quando n -+ oo, então pelo Lema 1.4.d 

n- 1 mr,x x[i-+ 0. Além disso c;1 = (xij- X.J) 2 = (x;1 - 2X;jX.j + X~j) e corno X.j 

converge quando n -+ oo (ver a prova do Lema 1.4.b), existe um B < oo tal que 

!X.jl :5 B para todo n. Portantol 

n -I m~x c7i :::; n -l IDilX x;j + 2n -l DlilX lxij I B + n -1 B2 

' . . (1.54) 

O lado direito de (1.54) claramente converge para zero quando n--+ co. 

Em resumo, e&"tes lema.<:; adicionais são importantes, pois eles dão as condições necessárias 

para a prova dos teoremas enunciados nos seguintes capitulas. 
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Capítulo 2 

LINEARIDADE DO GRADIENTE 
-DE DISPERSAO 

2.1 Propriedade 

Nesta seção estabelecemos a propriedade de linearidade assintótica do gradiente de dis~ 

persão, primeiramente provada por Jureckova (1971 ). Apesar de considerar só o ca..so de 

escores de \Vilcoxon (1.6), a condição sobre a rnatríz de desenho é bastante simplificada. 

Na Seção 2.2 discutiremos brevemente as ímplíca.ções da presente seção. 

Antes de formular o teorema precisamos estabelecer algumas notações. Seja C= Xc, 

a matriz de desenho centralizada (1.12), denotaremos a i-ésima linha desta matriz por 

c1• Então para escores de Wilcoxon a medida de dispersão dos residuos pode ser reescrita 

como: 
n 

D(/3) = I; a[R(}~- x;f3)](Y i- x;/3) (2.1) 
i= I 

n 

= L;a[R(Y;- C:/3)](Yi- é;/3) 
lo:= I 

= v1zi: [R(Y;- ci/3)- !] (Yi- c;{J), 
bt n + 1 2 

onde R(}'i- c~P) é o posto de Yi- <f3 entre Y1 - c;/3, ... , Y,,- dnf3. Então o gradiente de 

D(fi) (derivadas parciais) existe, exceto sobre um conjunto de pontos de medida zero em 
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RP. Quando o gradiente existe, o j-ésirno componente é dado por: 

8D((3) = vU f: [R(Y; - é;(3) _ ~] (-c;;) 
/3i ,,1 n + 1 2 

(2.2) 

n 

= -vU(n + 1 )-' L c;; [R(Y; - é;fl)), 
i=l 

para j := 1, ... ,p, a segunda igualdade resulta de L:i=1 Cij =O. Denotaremos o negativo 

do j-ésimo elemento deste gradiente por 

" 
S;((3) = vU(n + W' LCii [R(Y;- c;f3)), (2.3) 

i=l 

Dado que os postos em (2.3) são invariantes à traslação, podemos reescrever S;"(/3) con-

venientemente: 

n 

S;((3) = vU[n '''( n + 1 Jr' L c;, [R( c; - é;(IJ - f3o)], (2.4) 
i=l 

onde e1 = }i - <!;;30• Observe que os ei.s são i.i.d. con função de distribuição acumulada 

F(.). 

Finalmente, define-se uma função Sj(b) para b E flP por: 

n 

SJ(b) = vU[n112
( n + 1 )t' L c;; [R( e; - é;b )]. (2.5) 

i= I 

Observe que 

Sj(O) = S;(f3o) e SJ((3- f3o) = S;(fl). (2.6) 

O objetivo é estabelecer o seguinte teorema, que prova a linearidade assintótica do gra

diente da dispersão para os escores de \Vilcoxon sem a suposição X3. Jureckova (1971) 

provou esta linearidade consíderando X3, além de outras suposições para e._<;cores gerais. 
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Teorema 2.Ll : Sob as suposições Fl, Xl, e X5 (seções L2 e 1.4 ) para cada B < 

oo, fixo 

sup !Sj(b/n112
)- Sj(O) + V'i20(C'c(jl) 'b/(n +!)I~ O (2.7) 

llbii$B 

onde c(j) é a j-ésima coluna de C, e J 

simplesmente a j-ésima coluna de C'C. 

1,2, ... ,p, o f J'(x)dx, e C cU) é 

Prova: Seguindo as ideas básica.<; de Aubuchon, J. A. e Hettmansperger,T. P. (1989), 

utilizaremos o artifÍcio da Seção 1.3 com o objetivo de aplicar o Lema 1.3.c. O 

argumento requer urna notação adicional, que definimos agora. Seja Dki um vetor em 

R2P dado por, 

(2.8) 

onde (ck- c;)+ é a parte positiva do vetor (ck- Ci) e (ck- c,)~ sua parte negativa, de 

modo que (c,- c,) =(c,- c,)++ (c,- c.)-. Além disso, sejam M; 1(8) e M; 2 (8) funções 

de R2P em R definida.<> como segue: 

n n 

M;,(li) = V'i2[u'i'(n + 1Jr1 IA L I {c, -c, <; n;,li)' (2.9) 
i=l k=l 

n n 

e M;z(8) = V'i2[n112(n + l}t1 L c;; :LI { <1- e; <; D>,ó). 
i=l i=l 

Por exemplo, se ct > O e o sinal do coeficiente de 8q em D~-i8 é a mesmo para todo k e 

i, então Mj 1(8) e Mj 2(D) são monótona.<> nas componentes de 15, não decrescentes em 

algumas componentes, nã.o crescentes nas outras. Trunbérn, sejam Ti1 e 1't~ vetores em 

R2P dados por: 
n n 

Tjl = -[n(n + l}r1 :Lct L n .. , e (2.10) 
i=l k=l 
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n n 

1;, = -ln(n + 1 ll-' I: c;; E n,, 
i=l k:=l 

observamos que, embora Mjb Afj2 , 7j1 e Tj 2 dependam de n\ é suprimido da notação. 

SebE R"1 encontramos 

(2.11) 

n n 

= -[n(n + l)r' L C;j I:i(c,- e;)+'b +(c,- c,)-'b] 
i::=l k:l 

n n 

= -[n(n + 1)t1 L:cii L[(c,- c,)++ (c,- c,rJ'b 
j;="l k=l 

n n 

= -[n(n + 1)t1 I: e;, I:( c,- ci)'b 
i=l k=l 

n n 

= -[n(n + 1)t1 LCiiiL c;b- nc;b] 
i--1 k:=l 

n r; " 

= [(n + 1W' LCiicib -[n(n + 1)t' I:cdi: c;b] 
i=l i::::l k::::l 

n 

= LCij c:bf(n + 1) = C'clll&j(n + 1). 
i=l 

Retornando ao problema~ temos a seguinte descomposição para a quantidade de interesse 

em (2.7): 

(2.12) 

para h = ( : ) . A proYa do teorema segue a aplicação do Lema 1.3.c para as duas 

quantidades em (2.12). O seguinte lema estabelece uma da..o; condiçãues necessárias para 

a aplicação de esse lema. 
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Lema 2.I.a 

E[MJm(ófn112
)- Mjm(O) + Vf2BTJmbJ 2

--+ O, quando n--->- oo 1 para qualquer 

6 fixo em R2P e param= 11 2. 

Prova: 

Procederemos pelo cálculo da esperança para m = L 

X t, c& i:, [1 { Cw- e1 S D'w,8/n112
) - I{ew- e, S O} - OD'w,5/n 11')J] 

= 12[n(n + 1)'t' EE EI:CI;ctEI(.J(.)J, 
iof:.k t:;iw 

já que Dii = O. 

(2.13) 

Os termos nesta quádrupla somatória podem ser divididos em três grupos onde cada 

um será tratado separadamente. O primeiro tem termos com dois pares de sub-fndice 

igurus, isto é, i = t e k = w ou i = w e k = t; como i e k podem ser escolhidos de n( n -1) 

maneiras, então neste grupo temos 2n( n - 1) termos. O segundo grupo em um par de 

sub-fndices iguais, isto é~ i = t ou i = w ou k = t ou Ã: = w; portanto três distintos 

sub-fndices podem ser escolhidos de n(n- l)(n- 2) formas, desta forma neste grupo 

existem 4n(n- l)(n- 2) termos. Finalmente, o terceiro não tem sub-fndices iguais, e 

ternos n(n -l)(n- 2)(n- 3) termos neste grupo. Estas contagens estão resumidas da 

seguinte forma 

Grupo Descrição 

1 Dois pares de sub-indices iguais 

2 Um par de sub-fndices iguais 

3 Todos os sub-indices diferentes 

Total 
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N° de Termos 

2n(n- 1) 

4n(n- l)(n- 2) 

n(n-l)(n-2)(n-3) 

n2(n -1)2 



Denotaremos a soma sobre Grupo i, como Í.:1 i = 11 2 e 3. 
Gi 

Agora consideramos o Grupo 1 em (2.13) e mostraremos 

12[n(n + I)'t' L:ActE[(.)(.)] :S n-1 max (ci;)O(I)-> O, 
Gl ' 

(2.14) 

quando n ~ ao, onde 0(1) é limitado. É fácíl de verificar que os termos dentro da 

esperança são limitados uniformemente com probabilidade um. Pois a função indicadora 

é limitada, e 

Mas 

onde q = 1, ... ,p. Então temos que 

(2.15) 

onde k = 1, ... , n. Mas max Jxkqj fn112 ~ O (Lema 1.4.e). Portanto, este termo em 
k 

qualquer dos multiplicandos em (2.13) converge para zero uniformente. Por outro lado 

existem termos de ordem O(n2
) em 2:, e cf;c0 ::SmftX (c1j), portanto temos (2.14) como 

Gl ' 

desejamos. 

Considerando agora o Grupo 2, o fazendo referência a (2.13) podemos escrever, 

12[n(n + 1 )'t' IActE [(.)(.)] 
G2 

= 12[n(n + 1)'t'2>tci;E [(I{e,- e, :S D~,b/n'i']- I{e,- e, :S o}) 
G2 
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+12[n(n + l)'t'2:,C;';ctE [-en;,ofn'i' (I{ew- e,<; D~ 1 hfn
1 1 2 j 

G2 

-/{cw- Ct :s O}- on;,,hfn11')- en;,,ofn11' (I{ek- e; :s n;,õ/n112
} 

-J{c1 - e;<; O}- en;,o/n'i')- O'(D'.,õ)(D:,,õ)/n] 

Como 

JQ1J <; 12[n(n + 1)2t 1 I:.:C;';c&E [ J.J X J.J J (2.17) 
G2 

jQ,j S 12[n(n + 1)2t 1 l:c;';c& [E J.J x E J.IJ'I', 
G2 

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, note que em (2.17) JI{.}- 1{.}1 é igual ao seu 

quadrado. Além disso 

= !G(D;,s(n112
)- G(OJI 

= ln;,s(n11'1 G'(Çki), 

(2.18) 

onde JÇ1;J S ID;,8/n'i'l· Como G'(.) é limitada (Lema 1.4.a) e 1Df,8fn'i'l converge para 

zero uniformemente para todo ( k, i), quando n -+ oo, pela análise do Grupo L Alêm 

disso, 

(2.19) 

a qual é limitada (Lema 1.4.c). Assim o lado direito de (2.17) converge para zero quando 

n -+ oo. Portanto Q1 converge para zero. 

Agora consideremos Q2, 

Q2 = 12[n(n + 1)2
]-

1 L:c;';ct [-ODi.6/n 112 (G(D',,ó/n112
)- G(O)- OD'w16fn112

) 

G2 
(2.20) 
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-OD~ 1 5fn 1 1' ( G(D',;ójnlf2)- G(O)- OD~ 1 6fn'1')- 0 2 (D~ 1 ó)(D:,_,6)/n] 

= 12[n(n + 1)']-1 I:Ct c;'; [-OD~,ófn'i'(D',ófn 1 1 2 ) 2 G"(E,wt)/2 
G2 

-on:,ófn11' ( (D~ 1 6/n''')' G"(E, .. )/2)- O'(D~ó)(D~,5)fn] 

onde [Çwt[ :5 [D:V,6/n1i'[, lembre que G'(O) = f::'oo f'(y)dy =O. Como G"(.) é limitada 

{Lema 1.4.a), n-3 L ct c[j é limitada (2.19), e [n~ió/n 1 12[_,_ O uniformemente em todo 
G2 

(k,i), portanto temos que Q 2 --+ O. Vo]tando para (2.16) vemos que a contríbuição dos 

termos no Grupo 2 converge para zero quando n -+ oo. 

Finalmente considerando os termos do Grupo 3, os multiplicandos são independentes, 

portanto, a esperança do produto é a esperança dos fatores: 

12[n(n + lJ'r' IA c~ E[(.)(.)] (2.21) 
G3 

= 12[n(n + !J'r' IA; ci,E(.)E(.). 
G3 

Considerando uma das esperanças separadamente: 

E [I(e,- e; S n;,ófn'i')- J{e,- e; :5O}- OD;,ófn'i'j (2.22) 

= G(D'.,8Jn'i')- G(O)- G'(O)D~ 1 8fn'i' 

= [D'.,5fn119'G"(E,.;)/2, 

onde IÇki! ~ \D~ófn 1 1 2 j. Assim o valor absoluto da somatória em (2.21) é: 

12[n(n + l)'r' I:Ci'; ci; [ID'.,ó/n'i'J'G"(Çki)/2] x [ln~,ó/n'i']'G"(Çw~)/2] (2.23) 
G3 

< 3[sup G"(z)]' [n-'i'lllJ'x [c;; I]' [n(n + lJr' L_)D'.,8) 2 (D~,6) 2 , 
' G3 
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como G11
(.) é limitada (Lema 1.4.a), e n- 112 m?-X ICiJI converge para zero quando n --t oo 

• 
(Lemal.4.e ), e 

n-4 2::[D;.,h]'[D;,6)'::; (2.24) 
G3 

[ 

n n Zp ]' 
n _, t; ~[~ Dki9óqJ2 

n-
2 

n n 
a qual é claramente limitada, já que ambos termos, n- 1 .E xi

9 
e n-2 L L XkqXtq 1 convergem. 

•=l t=lk=l 

Tomando isto em conta, temos que o lado direito de (2.23) converge para zero quando 

n --+ oo. 

Assjm mostramos que a soma sobre os termos em cada um dos três grupos comrerge 

para zero. Com isto demostra-se que a esperança no lado direito de (2.13) converge 

para zero. Portanto estabelecemos o Lema 2.La para m = 1 e a prova para m = 2 é 

completamente análoga. 

Mais um passo preliminar é necessário antes de completar a prova do Teorema 2.1.1. 

Lema 2.l.b 

IITjmll é lirrútado param= 1,2. 

Prova: 
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(2.25) 

n n 

::=:; n-2 rnax L L !cii! X !ckq- c,91; 
'1 b=l i=l 

para q = 1, ... , p. Como existem no máximo p elementos diferentes de zero em Tj1 , ambas, 

I( c,,- e;,)+i e i(c,,- c;, ti são menores ou iguais que Ih,- c;, )I. 
Portanto 

C: 1) IIT;1II < m;x [n-' f t, le;;l x !c,, I+ n-' t, t, !e;; I x !c;,!] 
(2.26) 

=m:x [ ( n-
1 t, !c;;!) ( n-1 t, !ct,!) + n-

1 t, !c;; I x !e;, I] 

SmJ'x [ ( n-1 t, !e;; I) ( n-1 t, !ct,!) + ( n-1 t,c;,f' (n-1 t,cf, )"'] , 

isto pela desigualdade de Cauchy- Schwarz pois as somatórias são todos limitadas (Lema 

L4.b e 1.4.c). Portanto, está provado o lema param= L E a prova para Tj2 é muito 

simílar. 

Agora estamos em condições de aplicar o Lema 1.3.c para cada uma da.'l duas quan

tidades no lado direito de (2.12). O Lema 2.La implica que 

para qualquer /j E R2P, m = 1, 2. Já que Mjm(b/n112) -.Aijm(O) é monótona em qualquer 

componentes de h, e por Lema 2.1.b temos que 1!1imll é linútada, portanto o Lema 1.3.c 

se aplica para qualquer B < oo e produz 

(2.27) 

37 



param= 1,2. Mas para A= {.SE R'',/j = (b' b')', b E fi!' c 11.511 0: B), 

2 

:; E sup IM;m(.S/n112
)- M;,.(O) + .Ji20Tjm.SI-!:.. O; 

m=l !18!!:5B 

assim o teorema está provado. 

(2.28) 

Podemos apresentar este resultado na forma que corresponde mais diretamente ao 

Teorema 3.1 de Jureckova (1971). 

Corolário 2.1.1. Se as condições do Teorema 2.1.1 são satisfeitas, então 

sup 15;(11)- S(f!o) + .Ji20(i71iiJ'(fJ- fio) I!:. O, (2.29) 
n112JI(i3-f:Jo HI$B 

onde a{j) é a j-ésima coluna de L. 

Prova: 

Note que 

(2.30) 

quando n -> oo, além disso seja b = n11'(fi- {30 ), e lembre de (2.6), Sj(O) = S;(/30 ) e 

SJ(/3- (30 ) = S;(fi). Portanto o corolário está provado. 
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2.2 Discussão 

Talvez a prova da Seção 2.1 seja menos elegante do que a original dada por Jureck

ova (1969, 1971) e certamente o resultado é menos geral já que tratamos somente dos 

escores de Wilcoxonj mas eliminamos a suposição X3 que é a mais complicada sobre a 

matriz de desenho. Os métodos da prova de Jureckova utilizam esta suposição de uma 

maneira básica. Embora Mckean e Hettmansperger (1976) considerem como satísfeita 

esta suposição em quase qualquer aplicação, eles não apresentam nenhuma justificativa 

para esta afirmação. Assim na prática é melhor fkar sem esta suposição. 

Notamos também que a prova do Teorema 4.1 de Jureckova (1971), que estabelece a 

normalidade assintótica da estimativa proposta para {30 , conta com a suposição X3 so

mente através do Teorema 3.1 (linearidade assintótica do gradiente de dispersão). Assim 

se estimamos /30 pela raiz aproximada do gradiente de D(B),conservamos a normalidade 

assintótica sem a suposição de X3. A que formulada no seguinte teorema. 

Teorema 2.2.1 Sob as suposições Fl,Xl, X2, e X5 (Seção 1.2 e 1.4), 

onde /J é obtída pela solução (aproximada) de 

S;(f3) . o, 

e S;(f3) é definido por (2.3). 

Prova: 

Veja Jureckova (1971 ). 

Adicionalmente, o trabalho de Jaeckel (1972) relaciona a estimativa de /30 , baseada 

na minimização da dispersão dos resÍduos 1 com a estimativa de Jureckova (1971) sem 

usar explicitamente a suposição X 31 a qual é mostrada usando somente a linearidade 

a:;;;sintótica do gradiente de dispersão e a normalidade assJntótica de /J. E o mesmo é usado 
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para o teste de hipótese aproximado de f3o desenvolvido por Mckea.n e Hettmansperger 

(1976). A prova da consistência de 7"' (1.17) para o parâmetro de escala r- não depende 

diretamente desta linearidade. 

Vau Eeden (1972) e Kraft e Van Eeden (1972) utilizaram um resultado análogo para 

escores posto-sinal. Estes autores fizeram suposições sobre a matriz de desenho de com

plexidade similar a X3, embora os detalhes não apareçam na literatura. Assim os resul

tados obtidos por estes autores devem permanecer válidos sob X3. Além disso supomos 

que para escores de Wilcoxon, r* (1.17) é consistente para T sem X3. O mesmo pode ser 

dito para a estimativa de a 0 estudada por Mckean e Hettmansperger (1978). Finalmente, 

o desenvolvimento das propriedades da estimativa da janela de r (Capitulo 4) e da me

diana dos resfduos não centralizados (Y;- x~,ê) 1 como uma estimativa de a0 (Capitulo 5) 

não usam esta suposição. 

Resumindo, se usamos os escores de Wilcoxon, podemos empregar os procedim{~n

tos baseados em postos1 estudados por Jureckova (1971), Jaeckel (1972), e Mckean e 

Hettmansperger (1976, 1978) sem a suposição de X3 sobre a matriz de desenho. 
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Capítulo 3 

ESTIMAÇAO DE DENSIDADES 

3.1 Caso De Uma Amostra 

No presente capitulo apresentaremos uma breve revisão da estimação de densidade. 

Pois no próximo capitulo, fazemos uso da idéia de estima.ção de densidade com a finalidade 

de estimar a densidade envolvida numa integral r (1.11). Particularmente, estamos 

interessados na estimativa proposta por Rosemblatt (1956) e estudadas ainda por Parzen 

{1962) e conhecida como núdeo-estimadores ou estimativa de janela. Amplos estudos 

sobre esta abordagem de estimação de densidade além de outros podem ser encontrados 

em Wegman (1972) e Bean e Tsokos (1980). Aqui definimos uma estimativa de janela e 

mencionamos algumas de suas propriedades. 

Suponha que lí, Yí, ... ,r~ é uma amostra aleatória de uma funcão de d-ístribuiç.âo 

acumulada F(.) com densidade f(.). Seja W(.) uma densidade quadrado integrável1 e 

h,. uma seqüência de constantes positivas tal que hn ~O, e nhn -t co. Então se f(.) é 

continua em y, 

{3.1) 

é uma estimativa consistente de f{y) (Rosemblatt, 1956). A densidade IV(.) é chamada 

janela ou núcleo; h,,. é conhecido como o parâmetro de suavização ou largura da janela 

(bandwidth). 
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Os núcleos mais utílzados são: 

W(t) = ~~(1- t')I{Itl < 1} 

W(t) = (1-[ti)I{Itl < 1} 

W(t) = ~exp{-t'/2} 
y2n 

W(t) = I{lt[ < 1/2} 

(Biquadrado), 

(Triangular), 

(Gaussiano), e 

( Re tan gula r). 

Vários pesquisadores estudaram a<; propriedades assintóticas de fn(Y) 1 incluindo con~ 

sístência forte e normalidade assintótica. Uma ótima escolha de hn poderia ser con

siderando que erro qua-drático integrando médio (EQIM) 

EQIM =E [1: (f,(y)- f(y))' dy]. (3.2) 

seja rrJnimo. Outras possibilidades foram estudadas por Bean e Tsokos (1982). 

Se W(.) é uma densidade uniforme no intervalo (-1/2, 1/2) o núdeo--estimador (3.1) 

apresenta a forma intuitiva 

n 

J,,(y) = (nh,)-1 'L,I{-h,/2 < y- Y; < h./2) (3.3) 
i=l 

n 

= (nh,)- 1 L, [J{Y; < y + h,/2)- I{ Y; < y- h,/2}] 
i=l 

= h;1 [F,(y + h,/2) - F,(y- h,/2)] 

onde Fn(.) é a função de distribuição empirica. Assim, fn(Y) é uma derivada empirica 

da função de distribuição. 
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' 3.2 Resíduos e Largura da Janela Aleatória 

Nesta seção mostraremos que a estimativa de densidade da forma (3.1) mesmo cal

culada sobre os resÍduos após o ajuste do modelo linear ainda é consistente. Também 

mostraremos que a largura da janela pode ser urna variável aleatória. Para o objetivo 

desta seção não diferenciaremos o intercepto de qualquer outro coeficiente de regressão, 

conseqüentemente a notação aqui difere dos outros capitules. 

Suponha que observamos o vetor Y = (lí., Y2 , ••• , Yn)' de ordem n x 1, com 

Y=X!lo+e, (3.4) 

onde X é uma matriz de desenho n x p de posto completo, {30 é o vetor px 1 de coeficíentes 

de regressão, e e= (e1,e2, ... ,en)' é o vetor de erros aleatórios n X 1, com componentes 

i.i.d., com função de distribuição absolutamente continua e tendo F( O} o::: 1/2. 

Substituimos a<: suposições Xl e X5 por suposições equivalentes para considerar o 

modelo linear {3.4). 

Suposição X6. X tem posto completo. 

Suposição X7. n-1X'X--+ A, quando n--+ oo, é uma matriz positiva. definida. 

Devemos também colocar algumas suposições referentes à forma da janela, largura da 

janela e assim como à estimativa de /3o. 

Suposição Wl. W( z) é uma densidade unimodal 1 simétrica em torno de zero e satisfaz 

1: W 2(u)du <ao. 

SuposiçãoHl. hn é uma seqüência de constantes posltivas da forma hn = n-rh1 

onde r> O e h é urna constante positiva e fixa. Além disso O< 7· < 1/2, (nh~)- 1 

é límítada e nh 11 --Jo oo, como mencionamos na Seção 3.1. 
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Suposição H2. Ítn = n~ rft, onde nq(h- h) é limitado em probabilidade para algum 

q >o. 

Suposição Bl. n112(/:J- {30 ) é limitada em probabilidade (isto é satisfeito desde que 

nlf2(/3- fio) tenha uma distribuição limite.). 

Agora estabelecemos algumas notações. 

Definimos 
n 

j(z, 6., v) = (nh,.)-1 E W ([e;- z- x:t>.Jfk,.) 
i=l 

onde .6. é um vetor p X 1 , Cí = }i - xitJo, xi é a i~ésima linha de X e 

(3.5) 

(3.6) 

A seqüência kn faz o papel de itn (largura da janela aleatória) na prova do seguinte 

teorema. Note que nq+r(kn- hn) = v faz o papel de nq(h- h L e pela suposição H2 é 

limitada em probabilidade. Além disso 

n 

j(z, O, O) = (nh,.t 1 E W ([e;- z]fh,.) 
i=l 

é o núcleo-estimador de f(z) baseado em ei e na largura da janela não aleatória hn, 

enquanto 

" j(z, (/J- f:Jo), n'(h- h))= (nh,.t 1 E W (!e; - z- X:(/J- fio)]fk,.) 
Ó=l 

é um núcleo-estimador de f(z) ba::;eado nos êi = Y;-x:,B, e largura da janela aleatória, h,.. 
Isto segue faci]mente 1 já que 

ei - z - xH/:J -fio) = Yi - xifJo- z - xifi + xif3o 
=Yi-x~/:J-z=êi-z 

44 

(3.7) 



e 

(3.8) 

Usando a estratégia da Seção 1.3 provaremos que fn(z) é ainda é consistente quando 

calculada sobre os residuos após o ajustamento de um modelo linear geraL 

Teorema 3.2.1. Se as suposições FI, X6, X71 Wl, Hl, H2 e Bl são satisfeitas então 

](z,~- f3o, n'(h- h))_!'_, f(z) (3.9) 

para qualquer z E R 

Prova: Usaremos as sugestões dadas em Aubuchon e Hettmansperger (1989) 

Particionamos X em suas partes positiva e negatíva: X = x+ + x-. Seja 

A= !X+ 1 X -J, e a~ a í-ésima linha de A. Então a; E R2
P. 

Partícionamos também a densidade unlmodal TV(.) em duas partes: 

e 

W1(z) = W(z), 

=I-V( O), 

w,(z) =o, 
= W(z) - W(O), 

se 

se 

z :S o, 

z >O; 

.st: 

se z >o. 

(3.10) 

Como W(z) = W1 (z) + W2 (z); W1 (z) e W2 (z) são monótonas em z. Define-se 

" J'(z,li, 1>) = (nh.)- 1 "LW ([e;- z- a;li]/kn) (3.1!) 
i=l 

onde k11 está relacionada com v por (3.6). E se f/= (A' L\'L entâo 

f'(z, ó, v) = ](z, ô, v). 
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Além disso, particionamos j*(zJi,v) em duas partes, 

f'(z, 8,v) = (nhn)-1 Ei=1 [W1 ([<;- z- a:óJfk,) + W(O)f(z)a;b] 

+(nh,)-1 Zi=1 [W2 ([e;- z- a:óJfk,)- W(O)f(z)a;ó] 

= J;(z,li,v) + J;(z,li,v). 

Agora o principal problema é mostrar que 

J;,.(z,ófn11',v) - J;,.(z,O,O) -"->O, 

para cada Ó1 v fixos, e para m = 1, 2. Observa-se que 

satisfaz as condíções do Lema L3.c, que essencialmente completara a prova. 

Estabeleceremos (3.13) por meio do seguinte lema. 

Lema 3.2.1. Sob as condições do Teorema 3.1.1, param= 1)21 

E [J;,.(z,8fn112,v) - J,;,(z,O,O) r--> O, 

para qualquer 8 E R2
P e v. 

Prova; 

Param= 1, temos 

46 

(3.13) 



+(nh,.)-' LL E [(W,(ie;- z- a:ó/n'''Jfk,.) + W(O)f(z)a;ó/n 11'- W,([e;- z]jh,.)) 
i#j 

X (W,([e;- z- ajó/n'''Jfk,.) + W(O)f(z)ajó/n'''- w,([ej- z]/h,.J)] 

= Q, + Q,. 

Usando a definição (3.10) de W1(.) 

n 

Q1 = (nh,.t' L E [W([e;- z- a;óJn'i']Jk,.)I{ e;~ z + a;óJn112) - W(le;- z]jh,.)I {e; ~ z) 
i=1 

(3.15) 

[

·n{ z,z+ai&fn111 } 

-2 
00 

W(ly-z-a;óJn'i'Jjk,.)W([y-z]jh,.)f(y)dy 

(l<+n' 5/n'i' 
+2f(z)W(O)a;ójn112 -= ' W([y- z- a:ófn 11']fk,.)f(y)dy 

- [oo W([y- z]fh,.)f(y)dy) + 2f(z)W2(0)a;ó/n 112(1- F(z + a:ó/n'i') -1 + F(z)) 

+ f 2(z)W'(O)(a;ó) 2/n + W2(0) iF(z + a;óJn'i')- F(z Ji 

-2W(O) J:"i'l•'" W([y- z]jh,.)f(y)dy 

Fazendo a mudança de variável u = [y~ z-a~ójn 1 1~j kn na primeira integra!1 e mudanças 

similares nas outras, ternos que 
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k. loo W(u)W(uk./h. + a;5/[h.n112J)J(k.u+z+a;5(n 112 )du} 

+2f(z)W(O)ai8fn112 
( k. L: W(u)f(k.u + z + aiófn 112)du- h. loo W(u)f(h.u + z)du) 

-2f(z)W'(o)a;8fn'i'(aió f((;)fn'i')+ f'(z)W'(O) (aióJ' /n 
r;6/[h.,n1 f2] 

+W'(O) la;ó f(Ç;)fn'i'J-2W(O) h. la W(u) f(h.u + z)du 

-2W(O) k. f" W(u) f(k.u + z + ai8fn 112)du], 
l-ui5/[kn(n111J 

onde [Ç;- z[ :5Jaiófn112 1. Agora usando o fato que W(.) é quadrado integrável (Wl) e 

f(.) é limíta.da, (Corolário 1.4. 1 ), temos para a primeira integral: 

onde 0(1) é limitada. Similarmente, a segunda, sexta e sétima integral sâo todas h..,O(l); 

a quinta e oitava são knO(l). Para a terceira integral temos 

h. f'.w W(uh./k.- aióf[n'i'k.])W(u)f(h.u + z)du 
l/2 (3.17) 

:5 h.[supf(y)] [.f:"'oo W'(h,.ufk.)duf':'w W 2(u)du] 

' 

= h.[k./h.]112 [sup!(y)] L: W 2(u)du 

= (h.k.)1i'O(l) 

Através de urna análise semelhante, podemos ver que a quarta integral é também ( hnkn )1120(1 ). 

Assim todos os oito termos envolvidos na integral em (3.15) convergem para zero uni

formemente em todo i. Além disso1 temos: 

(3.18) 
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d d '. ' b . l'> . 12 A ' ' quan o n -+ oo, on e o maxzmo e so · re 7 :::::::: 1 ... , ... , n, e J = , , ... ,p. convergencJa 

para zero segue-se da suposição X7 e o Lema 1.4.d. Assim, relembrando que/(.) é limi

tada, vemos que os três termos não envolvidos nas íntegrais em (3.15) todos convergem 

para zero uniformente para todo i. Então n-1 vezef:! a somatória em (3.15) converge para 

zero. Já que pela suposição Hl, (nh;)- 1 é limitada, portanto Ql converge para zero. 

Agora voltemos nossa atenção para Qz (3.14). Como e, e ej, i f. j, são independentes 

temos que a esperança do produto é o produto das esperanças de cada fator. 

Q, = (nh.t' EE E [W,([e,- z- a:b/nl/2]/k.) + W(O)f(z)a;bJn'i'- w,([e,- z]Jh,.)j 
if-j 

(3.!9) 

Considerando uma das esperanças separadamente, e usando a definição (3.10) de lV1 (.), 

temos: 

E (W,([e;- z- a;SJn'i']/kn) + W(O).f(z)0:5/n 112
- W1 ([e,- z]!h,)) (3.20) 

1
z+a'5jnl/Z 

= -oo' W([y- z- a;5/n 112]/kn)f(y)dy + W(OJíl- F(z + a;5Jn 112 )j 

+W(O)f(z)a;ó/n'l'- [
00 

W([y- zl/hn)f(y)dy- lV(O)[l- F'(z)] 

= k" [oo W(u)j(k,.u + z + a;SJn'i')du- h" r: W(u)f(hnu + z)du 

-W(O)[F(z + a;S/n'i')- F(z)- f(z)a;5/n 112J. 

Relembrando que f(.) é limitada (Corolário 1.4.1 ), o Teorema de Convergência Dominada 

fornece 

Ji!~ [
00 

W(u)f(k 11 U + z + aiE/n112 )du 

=r: W(u) J,i.l)), J(knu + z + a:5fn11')du 
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1o f(z) 
= f(z) -= W(u)du = -

2
-. 

Similarmente, 

. 1° r f(z) J.'!2, -= W(u)f(hnu + z)du = f(z) }_
00 

W(u)du = -
2
- · 

Aplicando a expansão em séries de Taylor temos 

onde jÇ1 - z!:; \a~ó/n 1 1 2 \, por (3.18) converge para zero para todo i. Assim a esperança 

em (3.20) pode ser escrita da seguinte forma 

(3.23) 

onde o(l) converge para zero quando n ----> oo. 

Corno Q2 (3.19) pode ser escrlta como 

(3.24) 

Como .E2[.) < E{.J2l e o fato de que Q1 (3.15) converge para zero implica que 

(nhn-)- 2 2.:~ 1 E 2
[.] também converge para zero. lv1ostramos justamente que 

n 

(nhnr' :L E[.] (3.25) 
i=l 

Usando (3.6) e Hl, 
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que converge para zero. Também temos que (hnn112)-1 é limitada (Hl). E, 

(3.26) 
i=l i=l Í:l 

p [ n ]1/2 
~ 116[[ f. n-

1 
~x/ 1 < oo. 

Portanto, podemos notar que a expressão em (3.25) converge para zero quando n -+ oo. 

Retornando a (3.24) podemos dizer que Q2 também converge para zero. 

Dado que os termos Q1 e Q2 em (3.14), convergem para zero, está mostrado a prova 

do Lema 3.2.1 param= 1; e a prova param= 2 é análoga. 

Agora estamos prontos para completar a prova do Teorema 3.2.1. Para J;(.) definida 

em (3.12), 

J;(z, h/n112
, v) - J;(z, O, O) (:l27) 

n 

= (nh,.)- 1 2:; [w1([e,- z- a;8jn112]!k,.)- W1([e,- z]/h,.)j 
i=I 

n 

+W(O)f(z)(nh,.t1 I;a:8/n1 12 

i=1 

satisfaz a<> condições do Lema 1.3.c. Isto é, 

n 

(nhnt 1 L [W1([e,- z- a;6/n112]/k,.)- W1([e,- z]fhn)] 
i=l 

é monótona nos componentes de b e em v (relembre que kn = n-q-rv + hn)· Pela 

suposição Hl, (n 112 hn)- 1 é limitada e 

n 

n-1 2:; [x,1[ (3.28) 
;=1 
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onde j = 1, ... ,p. Ainda, conhecemos, que IIW(O)f(z)(nhn)-1 I:;~, a,fn'/'11 é limitada. 

Portanto, o Lema 3.2.1, através do Lema L3.c, implica que 

supjf:{z,ó/n'i',v)-f:(z,O,O)j--E... O, 

onde supremo é sobre llóll S B e lvl S B. O mesmo é válido para fi(.). 

Como n112(/J- (30 ) e n"(h- h) são limitados em probabilidade. Portanto, urna 

aplicação do lema l.3.d para m = 1, 2 produz 

J;,. ( z, [! = ::] , n'(h- h)) - J;,(z, O, O) 2... O 

quando~ oo. 

Mas 

• • • • 

2 

[ ( [/3-fJo] . ) l f(z,f!-f3o,n'(h-h))-f(z,O,O)= L J;, z, • , n'(h-h) -f;,.(z,O,O) 
m~l fJ- f!o 

~o. 

E como 

j(z,O,O) .!'.. f(z), 

então Í(z, (P- {J0), n'(Ír- h)) converge em probabilidade para f(z). Com isto comple· 

tamos a prova do Teorema 3.2.1. 

Agora pelo teorema de Slutsky (Randles e Wolfe 1979, p.424) tem-se o seguinte 

corolário. 

Corolário 3.2.1. Sob as suposições do Teorema 3.2.1. 

n 

(nh.)-1 I;W(IYi- x;p- z)fhn) 2... f(z) 
i=l 
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• p 

Prova: Sob a suposição H2, hn/ hn --t 1 . E o teorema estabelece que 

n 

(nhn)-1 I;W([Y;- x!~- z]/hn) 2.., f(z). 
i=l 

E pelo o Teorema de Slutsky temos que o produto também converge em probabilidade 

para f(z). 
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Capítulo 4 

ESTIMAÇAO DE UMA 

FUNCIONAL DE ESCALA 

4.1 Introdução 

Vários autores consideraram a possibilidade de estimação de r-1 = -f~ tj.(u) { ~~~'.::'":}:}] du 

(l.ll) no caso de uma amostra, usando estimação de densidades. Se qS(u) é continua em 

(0, !), existe a!' derivada em todo u, e lim f(y)<f;(F(y)) =O, então fazendo uma mu-
y->±oo 

dança de variável e integrando por partes podemos escrever como T-1 = f~oo tf/( F'(y) )J'l(y )dy. 

Para escores de Wilcoxon, na quallimítamos nossa atenção temos que o/'(u) = Jf2, por

tanto o problema se reduz à estimação de O= f::':'oo j 2(y)dy. Bha.ttacharyya e Roussa.s 

(1969), mostraram que uma estimativa consistente é dada por J~= J~(y)dy, onde fn(Y) 

é um núdeo--estimador de f(y). Schuster {1974) estudou convergência forte para a esti

mativa E'oo .f,,..(y)dF'n(y), onde Fn(.) é a função de distribuição empirica usuaL Abmad 

(1976) obteve outros resultados de convergência forte para esta segunda estimativa e esta

beleceu sua normalídade assintótica. Schweder {1975) derivou a normalidade assintótica 

de J:::"oo t/;'(Fn(Y) )fn(Y )dFn(Y ); que pode ser relevante para funções escores gerais. Cheng e 

Serfling { 1981) estenderam a abordagem de Bhattacharyya e Roussas para a estimação de 

f':'oo ífi(y)<f;[F(y)Jf'(y)dy por f':'oo 1lí(y)~[F(y)]/~(y)dy, onde F(y) = f_Yoo J.(z)dz. Eles 

obtiveram vários resultados de convergência forte. 

Na Seção 4.2, estabelecemos anormalidade assintótica da estimativa Ô = f~oo fn(y)dFn(Y) 
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proposta por Schuster (1974) sob algumas condições diferentes das requeridas por Schweder 

(1975) e Ahmad (1976). Na Seção 4.3 mostraremos que Ô é consistente para O quando é 

calculada sobre os residuos após ajuste de um modelo linear geraL Finalmente, na Seção 

4.4 alguns cálculos são feitos para comparar iJ com outras estimativas de 8, e sugerimos 

como pode ser escolhida a largura da janela na prática. 

Antes de prosseguir, mostraremos que a estimativa estudada por Battacharyya e Rous~ 

sas (1969) é um caBo especial da estimativa considerada por Schuster (1974), Schweder 

(1975) e Ahmad (1976). 

Teorema 4.1.1. Qualquer estimativa do tipo Bhattcharyya e Roussas pode ser expressa 

como uma estimativa do Schuster. 

Prova: 

Seja 
n 

fn(Y) = (nh,.t' LW([Y; -y]/hn) 
i= I 

para uma densidade W(.), simétrica em torno de zero. Entào temos: 

1
00 n n 

ÔsR = (nh,t' L L W([li- y]fh,)W([Y,- y]/h,)dy 
~oo i=l j=l 

(4.1) 

n n f= 
= (nhnt' LL W([li- y]{hn)W([Yj- y]/h,.)dy. 

i=l j=l ~oo 

Seja z = (Yj- y)/hn; então dz = -dy/h, e -y =h, z- Yi. 

Assim, temos 

(4.2) 

n n 

= n- 2 h~ 1 LLW.([Y;- Yj]fhn) 
i""l j=l 
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onde W*(z) é a convoluçã.o de W(z) com W( -z). Como, !1'(.) é simétrica em torno de 

zero, esta é a mesma convolução de W(z) consigo mesma. Finalmente, podemos escrever 

que 

ÍÍBR = 1: f~(y)dF.(y) (4.3) 

n • 
onde J;(y) = (nh.)-1 I: W"([Y;- y]/h.) e F.(y) é a funciw de distribuição empírica 

í=l 

usuaL Esta última expressão (4.3) é identificada como a estimativa do tipo Schuster. 

Corno nem toda densidade W(.) pode ser escrita como a convolução com ela mesma, 

não podemos reverter o argumento anterior. Além disso a relação parece ser válida só 

para o caso de escores de Wilcoxon. 

4.2 Normalidade Assintótica no Caso de uma Amostra 

As provas da normalidade assintótica do núcleo-estimador de O requerem que h;,n -+ 

oo (Schweder, 1975, Ahmad, 1976). Apresentaremos uma prova usando o argumento 

de projeção, que permite relaxar esta exigência para hnn -+ oo. Como descobriremos 

através dos cálculos na Seção 4.4 isto pode ser conveniente para estimativas em amostras 

pequenas. 

Como descrevemos na Seção 4.1, a estimativa de 8 é a forma 

ê = 1: J.(y)dF.(y) 

a qual pode ser expressada como 

n n 

Ô = (n2h,.)-1 I; I; W([Y;- Y;]/h,.) 
i=l i=l 

= W(O)(nhnt 1 + (n2hnt1 I; I; W([Y,- Y;]/hn)· 
i# 

É conveniente considerar uma pequena modificação na estimativa, irrelevante para seu 

comportamento assintótico. Os termos i= j não são aleatórios; portanto os eliminamos 
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enquanto ajustamos o divisor convenientemente. 

Definimos 

Ô = (n(n -l)h,)-1 LLW([li -l:j]/h,) ( 4.4) 
ii-i 

Suponha que }í, Y2 , ••• , Y,.., é uma amostra aleatória de urna função de distribuição 

continua F(.). Como Ô é claramente invariante quanto a uma variação de locação, pode

mos tomar F(O) = 1/2 sem perda de generalidade. 

O seguinte teorema prova a normalidade asslntótica de Ô. 

Teorema 4.2.1. Se a suposição Fl é valída, W(.} uma densidade quadrado integrável, 

simétrica em torno de zero com segundo momento finito, h,.. ........, O e nhn -+ oo. 

Então 

(4.5) 

onde 

0,. = E( Í!) (4.6) 

e 

(4.7) 

Prova: 

Usaremos um argumento de projeção (Hajek, 1968) para estabelecer este rf'.sultado. 
n 

Assim consideramos ~ =I: E[V I Yk], como a projeção de V sobre o espaço da soma 
k::::l 

das variáveis aleatórias i.:i.d. 

Primeirarnente mostraremos que 

V, ..!'_, Z - N(O, u 2
); (4.8) 
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logo mostraremos que 

EIV- V,]'= Var(V)- Var(Vp) _,O (4.9) 

quando n-+ oo, que implica V- Vp __!_,O e estabelece (4.5). A igualdade em (4.9) segue 

da definição de V, {Hajek, 1968). 

No argumento fazemos uso da função de distribuição G(.) de }i- lj, i#- j. Esta 

distribuição é discutida em detalhe no Lema 1.4.a que estabelece propriedades de G(. ), 

assim como as propriedades de suas três prímeiras derivadas, g{.), g'(.), e g11
(.) sob a 

suposição Fl em F(.). 

Començaremos a prova pelo cálculo de On (4.6). Referindo-nos à definição (4.4) de Ô1 

temos: 

On =E [(n(n -l)hnt' Z:*F W([Y;- Y,]/h.)] 

=h;;' L: W(z/hn)g(z)dz 

=L: W(u)g(h.u)du. 

A seguir calculamos os termos que contribuem em Vp : 

(4.10) 

Dos n(n -1) termos da soma, 2(n-1) envolvem Yk e como W(.) é simetrica, a esperança 

de tais termos é a mesma se i = k ou f = k. O resto dos termos que não envolvem Yk 

são n(n- 1)- 2(n -1) = (n -l)(n- 2). As esperanças destes termos são as mesmas, 

pois a distribuição de Y;- lj, i =F j, é independente de i e j. Assim temos 

E[V I Yk = Yk] = n112(n(n -l)hn)-12(n -l)E [W([Y- y,]fhn)] (4.11) 
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= 2(n'i'h.)-1 L: W([y- y,]jh.)f(y)dy- 20./n'i' 

= 2 [L: W(u)f(y, + h.u)du- o.] fn'i'. 

Portanto a projeçào de V é 

V,= t, 2 [L: W(u)j(Y, + h.u)du- o,.] fn'i'. (4.12) 

Agora determinaremos a distribuição limite de "V;n usando o Teorema Central do Limite 

de Lindeberg (R.andles e Wolfe 1979 p. 422). 

Seja T~m o k-ésímo termo de VP (4.12) de maneira que V;,= I:f""1 T~m. Podemos provar 

que E [T,.] = O, e 

Var(T,.) = 4n-1 L: [L: W(u)f(y + h,.u)du]' f(y)dy- 4n- 1 8~. (4.13) 

Seja 
n 

a!= L Var(T>n) = nVar(T,,.), (4.14) 
k=l 

para aplicar o Teorema Central do Limite de Líndenberg1 devemos mostrar para todo 

E> O; 

Q =a~' t, L: J{ltl > ta.)t2dF,.(t) ~O (4.15) 

quando n --4 oo, onde F~m(.) é a função de distribuição acumulda de Trn. Com esta 

finalidade mostraremos que existe um B < oo, tal que com probabildade um j7kn I .::;: 
n112B. Agora1 

IT~ml = 2n-'1'IL: W(u)f(Y, + h.u)du- o. I 
s zn-l/l L: W(u)f(Y, + h.u)du + 2n11'e. 

= M1 +M2 
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usando o fato de que f(.) é limitada (Corolário 1.4.1), temos 

= 2[sup f(y)]fn 112 < oo. 
' 

Pelo Lema 1.4.a g(.) é limitada, assim 

M2 = 2n-rtz L: W(u)g(hnu)du (4.17) 

:'S 2[sup g(u)]/n112 < oo 
n 

Portanto Tk.,. :S n-1
/

2 B, onde B é dado por 

B = 2[sup f(y)] + 2[sup g(u)] (4.18) 
y n 

usando este fato em (4.15), temos 

(4.19) 

Agora, se o-! (4.14) é limitada longe de zero, o lado direit-o de (4.19) converge para zero 

quando n-+ oo. De fato, mostraremos que o-~---+ a 2 , onde o 2 é dado por (4.7). 

Primeiramente consideramos 

Bn =L W(u)g(hnu)du. 

O integrando é limitado por [sup g(u)]W(u) que é integravél. Além disso, 
n 

W(u)g(hnu) -t g(O)W(u) 
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quando n ...-j. oo. Pelo Teorema de Convergência Dominada temos 

B. ~ g(O) 1: W(u)du = g(O). 

Mas 
' 

g(O) = 1: f'(y)dy, 

A seguir consideramos que 

Mn = 1: [1: W(u)f(y + h.u)du]' f(y)dy (4.20) 

= 1:1:1: W(u)W(v)f(y + h.u)f(y + h.v)f(y)dudvdy. 

O integrando é limitado por [sup f(z)]'W(u)W(v)f(y), que é integráveL Além disso, o , 
integrando converge para W(u)W(v)j3(y) quando n --t <Xi. Assim, novamente, podemos 

aplicar o Teorema de Convergência Dominada para obter 

M. ~ fJ: L: W(u)W(v)f 3(y)dudvdy =r: f 3(y)dy, 

quando n -t oo. Assim temos, 

a;',= 4 C= [J':"= W(u)f(y + h.u)duj' f(y)dy - 40;', 

~ 4 f':'= F(y)dy -4 [C= J'(v)ayj' = ,,_ 

Agora voltemos para (4.19): 

( 4.21) 

(4.22) 

quando n -+ oo, dado que O"~ é limitada longe de zero. Portanto, podemos aplicar o 

Teorema Central do Limíte de Lindeberg 
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I:<- r T," ..!'... Z - N (O, 1). 
<Yn 

(4.23) 

De (4.21), anfa-+ 1, quando n-+ oo. Portanto, podemos aplicar o Teorema de Slutsky 

(Randles e Wolfe 1979 p.429) em (4.23) e obter: 

(4.24) 

ou 
n 

V,= 'LTkn ..!'... Z- N (o.<r') 
k=l 

Assim temos ( 4.8) como era desejado. E agora falta mostrar que V ar( V)- V ar( V,) -+ O 

(4.9). Comojáfoí mostrado que Var(Yp)-+ a 2
, é suficiente mostrar que Var(V)-+ cr2

• 

Tendo que 

V ar( V)= nE(Ô2
) -nO~ (4.25) 

= n[n(n -l)h,t' LLLL E[lV([Y; -lj]/hn) X W([Y,- Y;)jh,))- nO~ 
if;j Ji4t 

Corno no Lema 2.1.a, os termos desta somatória quádrupla pode ser particionada em três 

grupos. 

Grupo 

l 

2 

3 

Total 

Descripção 

Dois pares iguais de sub-Índices 

Um par de sub-indices iguais 

Todos os sub-fndices diferentes 

Cada grupo será considerando separadamente. 

N° de termos 

2n(n-1) 

4n(n-l)(n-2) 

n(n-1 )( n-2)(n-3) 

n 2(n-1)2 

A soma sobre os termos no Grupo 1 é dado por, 

2n(n -l)n[n(n -1)h,t'E[W2(zfh,)) 
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~ 2[(n -1)h!r1 f: W 2([z/hn])g(z)dz 

~ 2[(n -1)hnr1 f: W'(u)g(hnu)du ~ [nhnr10(l) _,O 

quando n---+ oo, onde 0(1) é limitada, pois g(.) é 1irrútada e W(.) é assumida quadrado 

integravel. Assumimos também nhn-+ oo, com a finalidade de que (nhn)- 1 -+ O. 

Para a soma sobre os termos do Grupo 2 temos: 

4n(n -l)(n- 2)n[n(n -l)hnt' E [W([Y,- Yi)/hn)W([Y:,- Yi]/hn)] (4.27) 

~ 4(n- 2)[(n- l)h!]-1 J:'oo f':"oo f:'oo W([Yz- Y,)Jhn)W([Y,- Yi]/hn) 

f (y,) f (y,) f(y, )dy,dy,dy, 

= 4(n- z)[(n -1Jh~r 1 I: [I: W([r;- YiJ/hn)f(v,Jdy,]' J(y,)dy, 

~ 4(n- 2)(n -1)-1 f: [f: W(u)f(y,+ hnu)du]' f(y,)dy 1 _, 4 f: f 3(y)dy, 

quando n -+ oo, isto foi mostrada corno parte da convergência, no argumento cr~ -+ u2 

(4.21). 

Finalmente, a soma dos termos no Grupo 3 é: 

n(n - 1)(n- 2)(n- 3)n[n(n- 1 )hnr' E' [!V(z/ hn)] (4.28) 

~ (n- 2)(n- 3)(n- W'B! 

por (4.10). 

Combinando (4.26), (4.27) e (4.28) com (4.25) podemos escrever 

Var(V) ~ o{l) + 4 f:. J'(y)dy + (n- 2){n- 3)(n -1)-18!- nB! 

~ 4 f: J'(y)dy + (4n- 6)(n- W'B! +o( I)_, <7
2 
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quando n _,. oo, onde o(l) = [nhn]-10(1) converge para zero quando n-+ oo. Assim 

On __,e= I: J'(y)dy quando n ~ 00. 

Desta maneira estabelecemos (4.9) 1 com isso a prova do Teorema 4.2.1 está com

pletada. Este resultado é compatfvel ao Teorema 2.2 de Ahmad (1976). Ao invés da 

suposição Fl, ele assumiu que J~oo j4(y )dy < oo. Em seu artigo ele faz outras suposições 

que permitem subsitituir Bn com O. 

Teorema 4.2.2 . Adicionalmente às suposições do Teorema 4.2.1 1 suponhamos 

que W(.) tem segundo momento finito e que n112h'; _,O. Então 

Prova: Fazemos uma expansão de Taylor dentro da integral definida em On 

(4.6) e (4.10): 

on =I: W(u)g(hnu)du =I: W(u) [g(O) + hnug'(O) + h~u'g''(,)/2] du 

( 4.29) 

= g(O) I: W(u)du + hng'(O) I: uW(u)du + h!g''(<)/2I: u2W(u)du 

onde lEI S !h,.. ui, pelo Lema 1.4.a g"(.) é limitadaj como TV(.) é simétrica e 

seu primeiro momento é zero e por suposição J~oo tt2W(u)du é finita: temos 

On = g(O) + h~O(l) =O+ h~O(l) ( 4.30) 

onde O( 1) é limitada. Portanto1 

(4.31) 
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como assumimos n 112h! -t O. Uma aplicação do Teorema de Slutsky (Randles 

e Wolfe 1979, p.424) completa a prova. 

Enquanto à distribuição, Fl é suficiente para provar este resultado. Ahmad (1976), 

para provar este mesmo resultado, supôs que f"(.) existe e é limitada. 

' 4.3 Resíduos e Largura da Janela Aleatória 

Nesta seção mostraremos que a estimativa da janela ( 4.4) de O ::;:;: [:'
00 

JZ(y )dy é 

ainda consistente quando é calculada sobre os resfduos após ajuste de um modelo lin~ 

ear. Também mostraremos que, sob condições apropriadas, a largura da janela hn pode 

ser uma variável aleatória. Do ponto de vista prático, este último fato é de grande im

portância. Por exemplo, podemos incorporar alguma estimativa de escala para largura 

da janela, de modo que, a estimativa de O seja equivariante em escala. A prova, mais 

uma vez, se baseia na. estratégia da Seção 1.3. Um artff1cio adicional é usado como na 

Seção 3.2. Primeiramente provaremos um teorema que permita o uso da largura da janela 

aleatória em W(.). Então uma aplicação do Teorema de Slutsky, como no Capitulo 3, 

nós permite usar uma largura da janela aleatória no divisor e na frente da somatôria de 

(4.4) satisfatoriamente. 

Define-se 

Ô(b.; v)= [n(n -!)h.r' LL W ([e;- e;- (x;- x,)'b.]/k.) 
i#j 

onde Â é um vetor p x 1, Xi é a i-ésima da matriz de desenho X, e ei = li - xifJ, e k., 

está relacionado com v por: 

Nota-se que 

Ô (O; O) = [n(n- l)h.r' LL W ([e;- e;]/ h.) 
if-i 
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é a estimativa baseada em e~s variáveis aleiórias i.i.d., com largura da janela hn não 

aleatória. 

Mas, 

Ô (/J- /30 ; n'h(h,- h,)) = [n(n- l)h,t1 E E W ([e,- e! - (x,- x,)'(/J- /30)]/h.) 
i# 

é baseado sobre os residuos, êi = }i - x~/3, e largura da janela aleatória, h,., dentro de 

W(.). Na Seção 4A determinamos algum h .. = n-rh, que depende de um parâmetro 

de escala e a forma da distribuição do erro, que tenha um bom comportamento em 

pequenas amostras. Então na prática, deverÍamos estimar hn usando algum h .. = n-rjt. 

que dependa das observações. 

Teorema 4.3.1. Se Fl, Xl e X5 são válidas, n112 (/:J- f3o) é limitado em probabilidade, 

e W(.) é uma densidade quadrado integravél, simétrica, com segundo momento 

finito. Seja hn = n-rh, onde O < r :S_ 1/2 e h é fixo. Suponha ltn = n-rh, e 

nfl (h- h) é limitada em probabilidade para algum q > O. Então, 

Ô (/J- {30; n'(h- h)) 2_, O (4.33) 

Prova: Necessitamos considerar a notação dada no Capitulo 3, seja 

W1(z) = W(z), se z :ô O, 
( 4.34) 

= W(O), se z > O; 

e 

w,(z) =o, se z :ô o, 
= W(z)- W(O), se z >O. 

Então W(z) W1(z) + W2(z); W1(z) e W2(z) são monótonas em z. Também, 
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como no Capitulo 2~ seja 

( 4.35) 

onde D1; é um vetor 2p x 1; e (xi- Xj)+ é a parte positiva de (xí- Xj), (.x1- xjt 

a parte negativa da mesma1 além disso (xi- Xj) = (x,- Xj)+ + (xi- Xj)-. 

Então definimos 

o·(o; v) = [n(n- l)hnr' L: L: W([e;- e;- n;,li]fkn), 
í#;j 

onde ó é um vetor 2p X 1, e kn é definido por (4.33). Observe que se{/= (.6.'~') temos: 

o·(ó; v)= Ô(ll.; v). (4.36) 

Finalmente particionamos O*(ó; v) usando (4.34): 

o•(ó;v) = [n(n -lhnJr' LL [w, ([e;- e;- n;,o]fkn) + W(O)D;,ooj (4.37) 
i'f;j 

+[n(n -l)hnr' L: L [w, ([e;- e;- n;,o]/kn)- W(O)D;,óo] 
if-j 

=e;( o; v) +O;(ó;v), 

A quantidade W(O)DiiO é adicionada e subtraida na expressão acima, e tem uma função 

importante na prova de 

( 4.38) 

para m = 11 2. Essa prova é feito usando o lema seguinte. 

Lema 4.3.-3. Param= 11 2 
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Prova: Consideremos o caso de m = 1 

( 4.39) 

= [n(n- l)hnr' L LL L E [ (w(z;ifkn)I {z;j $ 0}- W(zii/h.)I { z;j $O} 
i#-i #t 

+ W(O) (I{z;i > 0}-I{zii >O} HD;i.5/n112)) (W(z,,fk.)I{z,, $O} 

-W(z;,fh.)I{z;, $O}+ W(O) ( I{z,, >O} -J{z;, >O} +OD;,.5/n112))], 

onde Zij::;;; e1- ei- Di/ifn112 e zij::;;; ei- ei. 

Como na prova do Lema 2.1.a; particionamos os termos desta somatória quádrupla 

em três grupos 

Grupo 

1 

2 

3 

Total 

Descripção 

Dois pares iguais de sub-indices 

Um par de sub-indices iguais 

Todos os sub-indíces diferentes 

Trataremos cada grupo separadamente. 

N° de termos 

2n(n-l) 

4n(n·l)(n-2) 

n( n-1 )( n· 2 )( n-3) 

n2 (n-1)2 

Considerando os termos no Grupo l. Os termos neste grupo são uniformente limita

dos, portanto a soma é 

quando n--+ co, onde 0(1) é limitado. 

Partícionamos a soma de termos no Grupo 2 em três partes 

[n(n -l)h.r' L E [W(O)OD;iófnl/Z (W(z,,fkn)I{z,, $O} ( 4.40) 
G2 

-W(z;,fh.)I{z;, <O}+ W(O) (I{z,, >O} -J{z;, >O}+ ov;ilifn'i')) 
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+W(O)OD;,ofn11' (W(z;;/k.)I{z;; ~O}- W(zi;/h.)l{zi; ~O) 

+ W(O) (I{z;; >O}- I{z;j >O}+ OD;;fl/n11'))- W 2(0)02(DI16)(D;,6)/n] 

+[n(n -1)h.t' :SE [(W(z;;/k.)I{z;; ~O}- W(zi;/k.)I{zi; ~ OJ) 
G2 

x (W(z,,fk.)I{z,, ~O}- W(z;tfk.)I{z;, ~O})] 

+IV'(O)[n(n -l)h.t' L E [ (I{z;; >O}- J{zi; >O}) (I{z,, >O}- I{z;, > O})j 
GZ 

Consideremos Q1 : 

Q1 = IV(O)O[n(n- 1)h.t1n-112 L D!15 1 " IV([r- n;,8fn1i'J/k.)g(r)dr 
[ ( 

D' 8/n'i' 

G2 -oo 

-L'~ W(r/h.)g(r)dr + IV(O)(l- G(D;,ofn112
) -1 + G(O) + on;,5fn 11')) 

( 

D' 8jn>ft (" 
+D;,o I: W([r- n;;8/n1''J/k.)g(r)dr- Loo W(r/h.)g(r)dr 

+W(0)(1- G(D!;5/n11') -1 + G(O) + BD!;fi/n11'))- W(O)O(D!;õ)(D;,õ)fn] 
1/2 

= Qu + Q12 + Q13, 

Somente trabalharemos com a primeira e terceira porções desta soma
1 

pois a segunda 

soma é semelhante a primeira. Em Q11 fazemos uma mudança de variável, u = [r

D~/)/n 1 1 2 }/kni na primeira integral e na segunda u = r/h10 e relembremos que G'(O) =O. 

Assim temos 

Q 11 = W(0)9[n(n-1)h.t'n-1i' :S [n;18(k.j
0 

W(u)g([k.u+D~5/n'i'])du (4.41) 
G2 -oo 

-h. [oo W(u)g(h.u)du- IV(O)(D;,õ/n 112
)
2G"(Ç,,)/2], 
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onde [Ç,,j < ID:,ó/n'l'l. Como g(.) e G"(.) sâ<J limitadas (Lema 1.4.a) e de (2.15) 

n:thfn112 -+ O, uniformemente em todo s,t, quando n-+ oo. Então, 

Qa = W(O)B[n(n- l)h,t' L (D;;ó/n)(k,O(l) + hnO(l) + o(l))--; O (4.42) 
G2 

quando n-+ oo, pois (nh~)- 1 é limitada, e existem termos da ordem O(n3 ) na somatória. 

Da mesma maneira podemos obter Q12 -+ O, quando n -+ oo. Agora consideremos Q13 : 

Q13 = W'(O)B'[n(n -l)h~t' L(D;;h)(D;,ó)/n-> O, 
G2 

quando n-+ oo, pois (nh~)- 1 é limitado e Dijh/n112 converge para zero uniformemente 

para todo í,j. Assim temos que Q1 -+O. 

A seguir trabalhamos com Q2, fazendo i = t, por exemplo, 

i=-t 
(4.43) 

xW([e,- e;- D;;ófn' 1 ~/k..)f(e,)J(e;)f(e;)dc,de;de; 

xW([e,- e;]/h,)f(e,)f(e,)f(e;)de,de;de; 

-[n(n- l)h,J-' I: r= f~>, t-:v:"1"''' W([c;- e;]/h,)W([e,- Cj- D;;b/n'i'Jfk,) 
G2 
j=t 

X f(e,)f(e,)f(e;)d;de,de; 

+[n(n-l)h,t' tz: L: E: r: W([e;-e;]/h,)W([e,-e;-]1 h,)f(e,)f(e,)f(e;)de,de;de; 

j=t 
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Então temos 

Q21(j = t) = [n(n -l)hnt' ~ k~ I: L L W(u,)W(u,) ( 4.44) 

j=t 

quando n -+ oo, já que a integral é limitada por 

( nh!)- 1 é limitado, e k~ -+ O; substituições similares podem ser feitas em Q22 , Q23, e Q24 , para 

j = t e para cada uma das outras possibilidades, i = s, i = t, e j = s. Assim 

Q2 -+ O, quando n -+ oo. 

Finalmente, consideremos Q~., j = t, por exemplo: 

Q3 (j = t) = [n(n-l)hnr' ~[I: I: I: I{e, > e + D' 6/n''') ) ,, (4.45) 

i=t 

xl{e; >e;+ n;;~;Jn''') f(e,)f(e;)f(e;)de,de,de, 

> e;}I{e; >e;+ D;;6fn 11')J(e,)f(e,)f(e;)de,de,de; 

> e;+ n;;Sfn'i'}I{e, > e;)J(e,)f(e,)f(e;)de,de;de; 

+I: I: I: I{e, > e;)I{e; > e;)f(e,)f(e;)J(e;)de,de,de;] 

Em cada uma das três primeiras integrais, o integrand-o é limitado por f(es)f(ei)f(ej), 

que é integráveL Portanto, podemos aplicar Teorema de Convergência Dominada em 

cada uma das integrais, as quais convergem para 

I: I: I: I {e, > e;}I{ e;> e;)J(e,)J(e.)f(e;)de,de;de;, 
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e como D~ 5 8Jn
1 1 2 .--.+ 01 uniformente em todo i 1 j. Portanto 

Q3(j = t) = [n(n -l)hnt' L o(l)-> O, quando n-+ oo, 
G2 
j= I 

como (nh;)-1 é limitada, e existem termos da ordem O(n3) na sornatória. Argumentos 

similares são válidos para os outros casos: i :;:;;: s, i :;:;;: t, e j :;:;;: t. Assím Q3 __, O, desta 

forma os termos do grupo 2 convergem para zero. 

Agora consideremos a soma sobre o Grupo 3: 

[n(n- l)hnt' L E[(.)(.)] = [n(n- l)h.t' L E[.]E[.J, (4.46) 
03 G3 

pois os multiplicandos são indep<mdentes porque os suh-indices são todos distintos. Con

siderando uma das esperanças, mencionada em (4.39) 

E [W(z;;/kn)I{z;; S O}- W(z[)hn)I{zi; S O} 

+W(O)(I{z;; >O}- I{zi; >O}+ 8D:16jn11'J] 

J
D' -6fn112 lo 

= _:; 11'([•·- D;1ójn112]/kn)g(r)dr- -oo W(r/hn)g(r)dr 

+W(O)[l- G(D;1ojn'1') -1 + G(O) + OD;1ójntf2] 

= k, 1: W(u)g(knu + D:/r/n 112)du- hn 1: W(u)g(h,u)du 

- W(O)(D;;ó /n'l')' G" (Ç;; )/2, 

(4.47) 

onde !Çiil $ !Di58/n112 j,relembrando que G'(O) :;:;;: O. Fazemos uma expansão de Taylor 

de g(.) em torno de zero, em cada integral, reexpressamos a esperança como 
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-h, loo W(u)(g(O) + h.ug'(O) + (h.u) 2g''(ç)j2)du- W(O)(D;;b/n112
)
2G"(Ç;;)/2, 

onde ]<;;] < !k.u + DVfn'i'l e ]ç] s; ]k.u], Como g'(O) = O e g"(.) é limitada, além 

dissof"00 W(u)du=1/2, f"ooJu]W(u)du<oo e f"=u'W(u)du<oo. 

Portanto podemos escrever 

[n(n -l)h.t' EE I E [.]] 
i f; 

s; [n(n- 1)h,t' E E [Jk.- h.]g(0)/2 + ]k,]3 
0(1) + k; !n;;b/n'''l 0(1) 

i:f;j 

(4.49) 

quando n -+ oo. Pois jk11 - hnJfhn -+ O, ll;.j3 /hn -+ O, k;Jhn -> O, jDii/n112
f _, 

O uniformente para todo í,j, n- 2-'l;L (D~j8jn 1 1 2 ) é limitada (ver (2.23)) e (nh.1t 1 -+ ,,, 
O. Mas 

[n(n -l)h.t' ~E[.]E[.] s; [[n(n -l)h,t' 212= ]E(.)r-> O, quando n-> oo. 

Portanto a soma dos termos no Grupo 3 converge para zero. 

Um argumento similar é válido para B';(8jn 112; v)- 8:i(Oí O) e com isto completamos 

a prova do Lema 4.3.a. 

Agora relembrando que ( 4.37) 

o;(8/n'''; v)-e;(o; O) = [n{n-l)h.r' E E [w,([e;- e; - n;;ofn'''lfk,)- W,([e;- e;]/h,)] 
i:f.j 

+[n(n -1)h,t1 EE W(O)OD;58/n'i' 
í:f:.j 

A primeira somatória é monótona nas componentes de {j e em v (ver (4.32), para a 

relação de v com k,). Por ( 2.23) [n(n -1)]-1 L: L: D;Ji é lirrútada e pela suposiçàD 
i-j.j ) 
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Portanto, podemos aplicar Lema 1.3.c e 

(4.50) 

onde supremo é sobre 11811 S B e lvl S R Pela suposição n112 (P- f3o) e n9 (i,- h) 

são limitados em probabilidade. Portanto, uma aplicação do Lema1.3.d para m = 1, 2 

produz 

e;, ( (! =~:); n'(Íz- h))- e;,(o;O) __!_, o. 

Mas 

ô [ (P- f3o); n 9 (h- h) ]-ê(O; O) = f_ [e:. ( ( ~- f3o ) ; n'(h- h)) - o:,(o; o)] !. o 
m~l /l-/lo 

com o qual o teorema está provado. 

Uma aplicação do Teorema de Slutsky produz o seguinte corolário 

Corolário 4.3.1 . Sobre as condíções do Teorema 4.3.1 

ln(n -l)h,.r' L L W(lê,- êi)/i>.,.) -"->11. quando n ~ oo. 
if-J 

- p Prova: Sabemos que hTJ hn ....-.+ 1 e do Teorema 4-.3.1 temos que 

ln(n -l)hnr' LLW (lê,- ê;)/hn)---"-. O. 
if-j 

Portanto o produto converge em probabilidade para O. 
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4.4 Cálculos 

4.4.1 Escolha da Largura da Janela 

Nesta subseção, desenvolvemos algumas escolhas da largura da janela hn e discutimos 

a possibilidade de correção do vicio. 

Os argumentos na Seção 4.3 mostraram que o núdeo--estimador calculado sobre os 

residuos usando largura da janela aleatória é consistente para O. Assim, qualquer escolha 

de W(.) e hn 1 que satifaçam as condições dessa seção, resultam uma estimativa aceitável1 

dada uma amostra suficientemente grande. Para uma aplícação, não poderiarnos decidir 

quão grande poderia ser urna amostra para que fosse suficientemente grande. Em qual

quer caso, raramente ternos um tamanho de amostra ilimitada. Com a finalidade de 

suavizar este problema, escolheremos hn de maneira que as estimativas calculadas em 

pequenas amostras tenham um "bom comportamento", quando estas são medidas pelo 

vicio ou pela variância. 

Embora estejamos interessados na estimativa calculada a partir dos redduos, os 

cálculos são feitos numa amostra aleatória. Isto infelizmente se torna necessário, já 

que os cálculos de momentos no primiero caso é muito complicado. 

Observe que escolhemos tratar os termos da diagonal (i= j) em 

n n 

Ô = n- 2 h~ 1 2:;2:;W([Yi- ij]/h,.) (4.51) 
i=l j:::l 

separadamente, e talvez possamos ígnorar totalmente, já que eles contribufram mera

mente como uma parte não aleatória na estimativa e é irrelev,mte para seu comporta

mento assintótico. Estes termos podem ser melhorados através de uma correção do vicio, 

pois eles afetam a variância da estimativa. Além disso dividimos a soma restante por 

n(n ~ 1 )h,. ao inves de n 2 h.,0 com a finalidade de evitar uma confusào nos cálculos. Assim 

consideremos1 

Ô = [n(n -l)hnt1 LLW([li- Y;]/h.). 
i:foj 
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deixando aberta a possibilidade de adicionar correção ao vi do. Nos cálculos que scguem 1 

assumimos que Y} 1 Y2 , ••• , Yn são variáves alatórias i.i.d., corn função de distribuição acu

mulada F(.) satisfazendo FI. Faremos uso da<i propriedades de G(.) função de dis

tribuição acumulada de }i-lj (i f:. j), discutida na Seção 1.4. Considerando a esperança 

de é (4.52): 

E[Ô} = h~ 1 j_: W(z/h.)g(z)dz 

=L W(u)g(hnu)du 

= l: W(u)(g(O) + h,ug'(O) + (h.u) 2g"(<)/2)du 

onde 1~::1 :S lhnu!. Pelo lema do final desta subseção podemos escrever que 

E[Ô] = l: W(u)(g(O) + h,ug'(O) + (h,u)'g''(0)/2)du + h~o(l) 

(4.53) 

(4.54) 

= g(O) l: W(u)du+h.g'(O) l: uW(u)du+(h,)'g"(0)/2) 1: u'W(u)du+h?,o(l) 

como TV(.) é sirnétríca em tomo de zero e g(O) =O, então o vicio de Ô é: 

vicío(ê) = T'h! g"(O) 1: u'W(u) du +o( h;,). (4 55) 

Como 

g"(O) =- l:lf'(y)J'dy, (4.56) 

Ô converge sobestimadamente a (). E, se estamos interessados no vfcio devemos fazer 

que hn convirja para zero para zero tão rá.pldo quanto possfveL Relembrando que o 

argumento da Seção 4.3 requer que (h!nt 1 seja limltado não podemos deixar que hn 

convirja para zero tão :rápido do que n-1/ 2 . 

Suponha que hn = krc 112 , onde k ainda é desconhecido. Uma forma de obter k 
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poderia ser modificando a estimativa Ô pela adição de uma correção ao vicio; por exemplo) 

Íl = (nkt 1 + [n(n -l)hnt' LL W([Y;- Yj]fhn)· 
i#j 

Ignorando os termos de ordem o( h!) no vfcio temos 

vicio( O)= (nk)-1 + k2(2n)-1g''(O) J: u2W(u)du, 

fazendo esta expressão igual a zero e resolvendo para k, obtemos 

[ 1= l-l/3 
k = -l/2g"(O) -= u2W(u)du 

(4.57) 

(4.58) 

(4.59) 

Assim, se tomamos h .. = kn-112 o vicio é de ordem o(n-1 ), a qual parece razoavelmente 

apropriado. 

Schweder{l975) sugere a largura da janela para o caso em que O é estimado por 

Ô = (nhn)-1 + [n(n- l)hnt' L L W([li- Yj]fh,). 
i#j 

Então o vicio ignorando os termos de ordem o( h~), é 

2 

vicio(Ô) = (nhnt1 + h!g''(O) J: ~ W(u)du. 

Então fazendo esta expressão igual zero, resulta uma raiz cúbica real 

[ 100 l-1/3 
hn = -l/2g"(O) -oo u2W(u)du n 

( 4.60) 

(4.61) 

(4.62) 

Observe que hn --Jo O à razão de n-113 j de maneira que o resto do vicio é de ordem o(n-213 ). 

Em (4.59) não conhecemos g"(O) ( 4.56) pois Eoo [J'(y)J' dy é desconhecido. Portanto, 

suponhamos que 
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para algum parâmetro de escala0'. Então em (4.56) temos que 

g"(O) = "-s J: [J;(y )]
2 
dy. 

Assim~ 

[100 100 l-1/3 
k = fJ -oo u2W(u)du -oo [f;(y)J

2 
dy/2 ( 4.63) 

Temos separadamente duas componentes em (4.63): um parâmetro de escala a e a forma 

padronizada de f(.) denotada por f1 (. ). Então podemos estimar estas duas componentes 

das observações; uma simples aproximação de O' pode ser um parâmetro de escala robusto 

tal como o desvio absoluto da média ou da amplitude interquartfllca, enquanto que 

assumimos uma distribuição para o cálculo de f':'oo [f;(y )]' dy. 

Agora provaremos um lema que da uma medida para o cálculo do vicio. 

Lema 4.4.a. Se jÇI:::; !hnul e g 11
(.) continua em zero, então 

J: u 2 W(u)g"(Ç)du ~ g"(O) J: u2W(u)du 

Prova: Pelo Lema 1.4.a g"(.) é limitado. Assim ]u 2W(u)g"(Ç)] :Ssup Jg"(z)] u2W(u), 
' 

é integravél. Portanto o Teorema de Convergência Dominada pode-se aplicar para 

produzir o resultado desejado. 

Note que se f'(.) é limitada e c.ontfnua1 ou se f"(.) existe e é absolutamente integravél: 

então g"(.) é continua em zero. 

4.4.2 Estimativa de 8 Baseado no Comprimento do Intervalo 

de Confiança Aproximado numa Amostra. 

Nesta subseção seguimos o ponto de vista de Schweder (1975) na estimativa de O 

baseado no comprimento do intervalo de confiança de Hodges-Lehmann para o centro 

de simetria, numa amostra, que pode ser visto como um estimativa da janela. (núcleo-
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estimador). Esta investigação esclarece a necessidade da simetria de f(.) em torno de 

zero, quando esta aproximação é usada. Suponha que temos uma amostra aleatória 

Y1 + o:0 , Yz + o:0 , ••• , Yn + a0 de tamanho n, com função de distribuição acumulada F(.) 

que satiíaça FL 

Seja 

T(a) = [n(n+ !Jr1 I:L:J{Y; + Y; > 2a) 
i$_j 

n n n 

(4.64) 

= [2n(n+!Jr'I:I;J{Y;+lj > 2a}+[2n(n+IJr'I;I{Y; >o} 
i=l j=:1 

n n 

= [2n(n +1Jr1 I; L I{Y; + lj > 2a} + O(n-1
), 

i=l j=l 

onde O(n-1) é limitada. Escolhemos ô:L e âu tal que 

(12n) 112 (T(&L) -1/4) = Za/2 ( 4.65) 

e 

(12n)112 (T(&u) -1/4) = -Z.;2, 

onde Za;2 é o valor critico superior da distribuição normal padronizada. Então, 

í!, = 2Z,,, /[(12n)'1' (ôu- ôL)] (4.66) 

éaestimativausualdeO. Sejarnhn=2(âu - ô:L) e â=(ô.·L + c'iu)/2,eassim 

hn/2 = 2(ô:u- &) = 2(â- &L), onde â é estimativa de a 0 • Agora subtraindo a segunda 

linha da primeira em (4.65) obtemos 

( 4.67) 
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Substituindo isto em (4.66), temos 

Êh . (T(&L)- T(&u))/(&u- &L) (4,68) 

" " 
= 2h~ 1 [2n(n + !W1 LL [I{li + Y; > 2&L}- J{lH Y; > 2iiu }] 

i= I j=l 

n n 

= [n(n + l)h.t' I:;I:;I{-h./2 < Y; + Y;- 2& < h./2} 
i=1 j=l 

n n 

- [n(n + l)h,.t1 I:;I:;I{IY; + Y;- 2&1 > h./2} 
i=1 j=l 

onde a aproximação aparece por não considerar a porção O(n-1
) de T(âL) e T(&u). 

Agora observamos que Ô1 é essencialmente 

Oj =f j.(-y)dF.(y) (4.69) 

onde fn(.) é um núcleO-t."Stimador da densidade f(.) baseado sobre os residuos }i

&, e Fn(.) é uma função de distribuição empirica destes mesmos resfduos. Mas observe 

que Ô1 será consistente para f f( -y)dF(y), que é igual a O= f f(y)dF(y) somente se!(.) 

é simétrica em torno de zero. Portanto, a menos que a distribuição do erro subjacente 

seja simétrico, a estimativa de O baseada sobre a amplitude do intervalo de confiança em 

uma amostra, será calculada erradamente. 

4.4.3 Estimativa de e Baseada no Comprimento do Intervalo 

de Confiança Aproximado para duas Amostras 

Draper (1988) estudou a estimativa de O baseado no comprimento do intervalo de 

confiança de Hodges -Lehmann para o parâmetro de locação baseado em duas amostras. 

Esta aproximação requer replicações na matriz de desenho) mas evita. o requerímento da. 

simetria da distribuição dos erros. Essencialmente, para cada par de grupo de réplicas) 

uma estimativa de O é calculada baseada no comprimento do intervalo de confiança de 
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Hodges-Lehrnann para a mudança entre os dois grupos, Então estas estimativas de O são 

combinadas com a finalidade de obter uma estimativa total. Nesta subseção consideramos 

o modelo linear mais simples para que este modelo seja aplicado, num problema de duas 

amostras. Fazemos alguns cálculos que ajudam a ver a relação entre esta aproximação e 

o núdeo~estimador. 

Suponha que ternos uma amostra aleatória Y~, Y~h ... , Yn com }í, }2, ... , Y:n e Yrn+l-

.ó., Ym+2- Ll.,. .. , Y,.- .ó., todos i.i.d. com função de distribuição F(.) e sem perda de 

generalidade consideramos F( O) = 112. 

Seja V(Ll) a estatfstica do teste Mann-Whitey-\Vilcoxon para Ll; 

m n 

V(L1) = [m(n -l)t' L L I{Y,- Y, > 6}, ( 4. 70) 
i=l j=-m+l 

e escolhemos !J.L e Au tais que: 

V(LÍ.L) -112 = Z,;zl(n + 1)1{12m(n- m))] 

e 

V(LÍ.u)- 112 = -Z.;2 [(n + 1 )I {12m(n - m)} ]. 

Então uma estimativa consistente de O é dada por 

Ô, = Zn/2 I [3m(n- m)l{12m(n- m))'I'(LÍ.u- LÍ.L)], ( 4. 71) 

(Lehmann, 1963). 

Sejam hn = LÍ.u- LÍ.L e A = (LÍ.L + LÍ.u) I 2. Observamos que Ítn ~ O; e A é 

uma estimativa de Ll, tal que n 112(i:J.- .6.) é limitada em probabilidade. Então podemos 

reescrever Ô2 como segue: 

Í!2 = [V(LÍ.L)- V(LÍ.u)] I [2{(n + 1)1[12m(n- m)Jl'i'{3m(n -m)l(n+ 1)}1
/

2hn] (4.72) 
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m n 

= [m(n -rn)hnt' L:; L:; [l{Yj- Y; > LlL}- J{}j- Y; > .:'.ul] 
i=l i=m+l 

m n 

= [m(n- m)hnt1 L:; L:; [I{AL < Yj- 1~ < Llu}] 
i=l i=m+l 

m n 

= [m(n- m)hnt'L L [I{jY;- Y;- Aj dn/2}]. 
i=l }=m+l 

Notamos que Ô2 é bastante similar ao núcleo-estimador calculado nos residuos após o 

ajustamento do modelo linear. 

De fato, podemos escrever 

(4.7:!) 

onde fm(Y) é uma estimativa com janela retangular na primeira amostra\ usando a largura 

da janela aleatória hn, e Fn-m(Y) é uma função de distribuição baseada sobre resfduos 

da segunda amostra. Naturalmente, podemos também escrever 

Ô, ,0, .C fn-m(y)dFm(y), (4.74) 

onde a estimação de densidades é calculada sobre os residuos da segunda. amostra e Fm(Y) 

é a função de distribuição da primeira amostra. 

Além disso, a estimativa de janela retangular no intervalo ( -1/2 1 1/2) de(}, baseada 

nos residuos, pode ser particionada como segue 

n n 

Ôw = (n2hn)-1 LLJ{Ir; -rd < hn/2} (4.75) 
;'c:::cl j=l 
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onde ri =ti se 1 < í < me ri = }i- f::.., param+ 1 Si :S n. Então temos 

m " 
Ôw = [2m(n- m)n-2J[m(n- m)t1 E E I{IY;- 2:.- li!< h .. /2} 

1=1 j=m+l 

( 4. 76) 

m m 

+[m'n- 2J[m2hnt1 EEI{IY;- li!< h .. /2) 
i=l i=l 

n n 

+[(n- m) 2n- 2][(n- rn)2h .. t' E E I{IY;- li!< h .. /2). 

Assim Ôw é uma soma poderada das três estimativas: a primeira, é essencialmente Ô2í 

a segunda e a terceira são estimatívas de janela em amostras separadas (na primeira 

e na segunda amostra respectivamente). Podemos afirmar que Ôw f'..-Stá usando mais 

informação dos dados do que Ô2• 

83 



Capítulo 5 

INTERCEPTO 

5.1 Normalidade Assintótica de (~) 

Nesta seção definimos uma estimativa do intercepto, sem a suposição de simetria 

da distribuição dos erros e mostraremos que a distribuição de (fo) é assintoticamente 

normaL Sejam a 0 e {30 os valores verdadeiros de a e f3 respectivamente. Define-se 

a:õ = a:0 + X'{30 , onde X' é o vetor linha 1 x p de médias de X. Particionando a matriz de 

desenho centralizada X c (1.12) em suas partes, posítivas e negativas, X c = Xt +X;, 

e seja D = [X f, X;] com a i-ésima linha d~. 

Agora definimos 

n 

Ji;,(a; é>)= n-1 L; I{e;- (x;- x)'é>- a :S 0}. (5.1) 
;=1 

Observe que esta é uma função não decrescente em a . Portanto definimos a estimativa 

&• ou â por: 

Fn((&"- o~); (/i- /lo))~ 1/2 (5.2) 

e 
" •• _,/3 o:0 =a0 - x . 

Então â~ é a mediana dos Yi- (x;- X)'/3, e ô: é a mediana dos l'i ~ x:iJ. Suponha-se 

que com probabilidade um não há empates nos resfduos; assim para valores pares de n, 

a igualdade em (5.2) é exata, enquanto para valores fmpares de n pode ser igual a (n,+l). 

" 
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O seguinte teorema mostra a normalidade assintótica de (fi) sem a suposição da 

simetria da distribuição dos erros. 

Teorema 5.1.1. Se Fl, Xl, e X5 sâ.o válídas, e iJ é a estimativa baseada em postos 

definida no Capitulo L Então para escores de Wilcoxon, 

n 112 
( ~-<>o ) !!, Z ~ N MV(O, V) 

f! - fio 

com matriz de variância-cova:riância 

Prova: 

V= [ (4J'(O)t
1 +r 2 Jt~l:- 1 

Jlr 

-TZJL~Í::-1 

A prova do teorema será feita através de uma serie de lemas. 

Lema 5.l.a. Seja { an} urna seqüência limitada . Então: 

(note que an pode ou não depender de n). 

Prova: Primeiro definimos 

, 
F~(a;6) = n-1 [){e;- d;o- a 5O}; 

Í=l 

(5.3) 

(5.4) 

( 5.5) 

(5.6) 

notamos que esta é monótona nas componentes de 6. O seguinte argumento mostra 

que 
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com lanl < A. Calculamos e segundo momento desta quantidade: 

n 2 

~ n-1 LE [l{e;- d;5/n 11'- a, :S O} -J{e;- a. :S O}- f(a.)J;b/n 11'] 
i=l 

+n-1 L L E [l{e;- d;b/n11'- a. :S O}- J{e;- a. :S O}- f(a,)d;b/n'i') 
i::j::j 

~ Q, +Q,. 

Primeiro, consideremos Q 1 : 

n 2 
Q1 ~ n-1 LE [l{e;- d;8/n11'- a. :S O}- l{e;- a, :S O}- f(a.)d;b/n'i'] 

i=l 
(5.9) 

n 

~ n-1 L [!F( a.+ d;8/n11'- F(an)l- 2f(a.) (d;b/n 11') (F(d;b/n'1'- a,)- F'( a,)) 
i=l 

Como 

(5.!0) 

quando n-+ oo,uniformemente em todo ij (Lema 1.4.a ). Além disso, F(.) é unífor

mente continua em [-2A, 2A], e pelo Corolário 1.4.1 f(.) é limitada. Assim as somatóríos 
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em (5.9) convergem para zero uniformente para todo i, em consequencia Ql --+ O. A seguir 

consideramos Qz. 

Q2 = n - 1 L L [F( a. + <f;.Sfn 112
) - F( a.)- <f,.S /n112 f( a.J] (5.11) 

t!j 

Como 
n 

n-112 L IF(d~8/n 1 1' +a,)- F( a.)- f(a.)d;.S/n11'1 (5.12) 
f=l 

n 

= n -1/2 L la:.sf nl/2 F( <i) - a:sfn'i'n -lf2J(a.)i 
i=1 

n 

= n-1 Ll<f;.Sfn'l'l x IF(,,)- f(a.)l 
i=1 

ondej(;- anl < ~d~hfn 1 1 2 l-+ O, uniformente em todo i. Como f(.) é uniformente continua 

em {-2A,2A], isto implica que jF'(t:;)- f(an)l --tO, quando n--+ oo, uniformente em 

todo i. 

Além disso1 
n p 

,-1 Lid:&l :S L 11511 
i-J j=l 

n 

n-1 E jxij- X.;l' 
i-1 

(5.13) 

que é limitada (Lemal.4.c). Portanto a quantidade em (5.12) converge para zero quando 

n-> oo. Ma.s de (5.11); 

IQzl :S n-1 L L IF(d:ofn'1' +a.)- F( a.)- f(a.Jd:.S/n 11'1 (5.14) 
;IJ 

x IF(djofn 11' +a.,)- F( a.)- f(a.)dj5fn 11'1 

:S [n112 t, IF(d;E/n11' +a.,)- F( a.)- f(a.)d;ó/n 11'1]' _,O 
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quando n-'"-+ oc>. Então Q2 -'"-+ O. E com isto temos estabelecemos (5.7). Já que 

(5.15) 

é limitado para j = 1, ... ,p, portanto o Lema L3.c pode ser aplicado para provar que: 

Como n 1/7. ( ~-fio ) é limitada em probabilidade) temos 
fi- fio 

n 

n112 F~(a,.;(P-fio))-F,.(a,.;O)-f(a,.)n- 1 L;(x;-x)'(P-flo) .2:.o. (5.17) 
i:::: I 

Mas Lf=1(x;- X)= O. com o qual o Lema 5.l.a, esta provado. 

Lema 5.1.b 

Prova: 

nlfZ [F,.(afn'i'; O) - F,.(O; O)- J(O)a/n'i'] .2:. O 

nE [F,.(afn 112;0)- F,.(O;O)- f(O)afn'i'J' 

n 2 

= n-1 L; E [I{e;- afn112 $O} -J{e; <O}- f(O)a/n11'] 
i=l 

+ n- 1 I; I; E [I{e;- afn 112 $O}- I{e; $O}- f(O)afn 112
] 

i# j 

xE [I{ei- afn11' :S O} -J{e; :S O}- f(O)afn 112
] 
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Considerando Q1 : 

n [ 2 
Q1 = n-1 l:E (i{e;- a/n11' S O}- I{e, S O}) 

í=l 

(5.19) 

-2{I{e;- afn1
1' S O}- I{e; S O))f(O)a/n1

1
2 + j 2(0)a 2/n] 

n 

= n-1 :L [IF(a/n'i')- F(OJI- 2(F(a/n 112
)- F(O))f(O)afn 112 + f'(O)a' /n] 

i=l 

Como F(.) é continua, todos os somandos convergem para zero uniformente, portanto 

Q1 -tO. A seguir consideramos Qz: 

Q, = n-1 EE [F(a/n112
)- F( O)- f(O)a/n 11

']' 

•I; 

S [n'i'~IF(a/n'i')- F(O)- f(O)a/n'i'l]' 

= [n-1 ~la; I x lf(e)- f(O)f, 

(5.20) 

onde lc:l ~ ja/n112 j-t O, como 1 f(.) é continua em zero, os somandos 1 no lado direito 

convergem paxa zero uniformente; e Q2 -+O também. Assim o Lema 5.l.b está provado. 

Lema 5.1.c 

Prova: 

sup n'''IF.(a/n'i'; (~- (30 ))- F.(O;O)- f(O)afn 11'1-"-. O 
!u!$A 

n11'1F.(a/n112
; (~- (30 ))- F.(O;O)- f(O)a/n 11'1 

S n'''IF.(a/n112
; (~- (30))- F(a/n1 12 ;0JI 

+n'''IF.(a/n'''; O)- F( O; O)- f(O)a/n'''l-"-. o, 
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pelos Lemas 5.l.a, Lema 5.l.b; pois !an! = lafn112! S A. Como 

n'i' [Fn(a/n1'';0)- F(O;OJ] 

é monótona em a, e f(O) é lirrútada. Então podemos aplicar o Lema 1.3.h para obter o 

resultado desejado. 

Lema 5.1.d. n 112 (&'"-a;;) é lirrútada em probabilidade. 

Prova: Mostraremos que n112 (&*-a(;) é limitada superiormente em probabilidade. 

Para o caso que seja limitada inferiormente a prova é similar. 

Seja c > O dado, sabemos que 

n11'(Fn(O; O)- 1/2) _E_. N(O, 1/4). 

Portanto existe um .lvf > O tal que para um n suficientemente grande 

P { n 11'(Fn(O; O)- 1/2) <; M} < </2. 

Definimos um M• = ( -M + <)/ f{O) >O. Se n'i'(õ•- aõ) > M• então 

l',.(M• /n 112
; (f;- /lo))< 1/2, 

corno Fn(a; .6.) é não decrescente em a. Portanto. 

< P { n 11' (Fn(M• /n 112
; (f;- /3o)) -1/2) <O} 

= P { n112 
( Fn(M• fn 112

; (f;- !lo))- Fn(O; O)- M• J(O)fn112
) 

+n'i' ( Fn(O; O)- 1/2 + M• f(O)/n 11') <;O} 
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5 P { n'l' \Fn(M• /n'''; (b- f3o)) - Fn(O; O) - M· f(O)/n'l'\ 2: <} 

+ P { n11' (Fn(O; O)- 1/2 + M• f(O)/n11') 5 <} 

Pelo Lema 5.1.c, a primeira probabilidade é menor o igual a c/2 para um n sufi

cientemente grande. A segunda é igual a 

P{n'i'(Fn(O;O) -1/2) 5 M} 5 </2 

para uma escolha adequada de M. 

Desta forma o Lema é estabelecido. 

Os Lema 5.l.c e o Lema 5.l.d imp1ícam que 

n'i' [Fn((&•- aõ); (b- fJo))- F,(O; O)- (i\'- aô)/(O)j ~O. 

Pela definição, Fn((&•- aõ); (#- fJo)) = 1/2, entào 

n112 [1/2- Fn(O; O)- (i\'- <>Õ)• /(O)]~ O. 

Lema 5.1.e 

Z-NMV(O,C), (5.23) 

onde a matriz de variância w covariância é dada por 

_ [ (2/(0W' o ] C- , 
o I: 

(5.24) 
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Prova: É conhecido que 

onde <P(F(c)) é o vetor com a i-ésima componente<P{F(e1)). Assim podemos escrever 

l/2 [ (Fn(O;O) -1/2) / /(0)} , , n -5............., O 
n-• x;,P(F(e)) 

(5.26) 

O j-ésimo elemento do vetor p x 1 

E [(Fn(O; O) -1/2)X;p(F(c))] 

é 

E [t,u {e, 5o} -1/2) t,(x,; -x.; )<fo(F(e;))] (5.27) 

= t,(x, i - x.; ) [t, E (1 {e, ô= O} -l/2) ,P(F(e,))] =O, 

como 

" I:; E (I {e,< O}- 1/2) ,P(F(e,)) =E (I {e; ô= 0}- 1/2) ,P(F(e;)) 
i=l 

n 112(F:,(O;O) -1/2) f f(O) 

e os elementos de n- 1 1 2 X:~(F(c)) são não correla.cionados. Isto, cornbina,do com 

o fato que 

n-112 x;,p(F(e)) E, Z- NMV (o, I;) 

produz o resultado. Ver Lehman (1975 ), Teorema 18, p.390. 
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Fina]mente 1 estamos prontos para provar o teorema. Definimos 

(5.28) 

Então 

[n-eto] TS=n 112 
• , 

{J- f3o 

e TS é assintoticamente normal multivaria.da com matriz de variância- covariàncía dado 

por: 

. [ (2f(O)t' 
hm T 

n-...oo O 

com em (5.4). 

(4f'(0))-1 + r 2 p~ I:-1 Px 

-T'lji~ L-1 l =v 

Note~se que se desejamos uma estimativa dos erros padronizados associados a â e Í], 

necessitamos uma estimativa consistente de f(O) e T. Brevemente discutiremos a es

timação de f(O) na Seçã-O 5.2. No Capitulo 4 estudamos urna estírnati\-'a de r a qual 

não requer simetria de F(.), mas somente para o caso de Escores de \Vilcoxon. Se 

outros escores são usados, podemos utilizar T" (1.17L que exige de simetria de F(.) e 

adíclona1mente necessitamos impor a suposição de X3 na matriz de desenho. 

5.2 Estimação de f(O) 

O uso da estimativa de â definida na Seção 5.1 requer que estimemos f(OL já que esta 

quantidade aparece na matriz de variância-covariância de([,). Nesta seção mostraremos 

simplificadamente duas possibilidades para a estimação de f( O). 

Pode-se usar a estimação de densidades baseada nos residúos) ê1 = li - ó - x;/3; 

n 

](O)= (nÍt.t1 I)V(ê;/h.), (5.29) 
;=1 
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onde hn é a largura da janela baseada nas observações. O resultado do Capitulo 3 

mostra que estimativa (5.29) é consistente para j(O). O problema de escolha de hn, para 

obter uma estimativa que tenha um bom comportamento em pequenas amostras deve 

ser tratado. Para este propósito, Rosemblat (1956) fez com que os termos principais da 

expansão de Taylor do erro quadrático médio fossem iguais a zero e determinou 

h,= [(9f(0))/(2(J"(O))')j
115 

,-'/'. (5.30) 

Naturalmente não conhecemos f(O) e j 11(0) na prática. Se padronizamos f(O) pela 

remoção de um parâmetro de escala: f(y) = o}1(cr-1y) 1 então podemos escrever 

hn =a [(9j1(0))/(2(g(0))')(
5 
,-

115
. (5.31) 

Então, podemos supor uma distribuição subjacente e calcular f 1 (0) , f{'(O) e também 

estimar a das observações usando uma padronização apropriada de alguma estlmativa de 

escala resistente. A estimação de a será feita considerando que est.imativa de f(O} (5.30) 

seja equivariante. 

Uma outra possibilidade de estimar J(O) é aplicando a estimativa estudada por Block 

e Gastwirth (1968), para os residuos não centralizados, Yi-xj!Í. Suponha T1 < T2 < ... < 

1'r, uma amostra. aleatória ordenada com função de distribuição acumulada F(t- a); 

F(ü) = 1/2, com densidade positiva f(t- n) 1 tendo primeira derivada continua numa 

vizinhança de a. Então 

(5.32) 

onde[.] é a função maior inteiro, é consistente para 1/f(O) sob a condição, de m = o(n) e 

m -+ 001 quando n - oo. Pela minimizaçã.o do erro quadrático médio assintótico, Block 
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e Gastwirth (1968) encontraram que uma escolha otima de m é 

(5.33) 

onde c é uma constante que depende da distribuição subjacente. Estimação de c e a 

consistência de Smn quando é calculada sobre os residuos requer outra investigação. 

Um caso especial de Smn é a estimativa de f(O) baseada no comprimento do intervalo 

de confiança da mediana1 obtida pela inversa do teste sinal (sign-test). Suponha que 

(TL, Tu) é o intervalo de 100(1- a)% de confiança 1 onde L e U podem ser obtidos das 

tabelas exatas da distribuição normal ou da aproximação: 

e 

Então 

[ 
'i'z ] U = i+ n 2 a/2 , 

j(O) = n
1
1

2 (Tu- TL) _ 
2Zo:/2 

(5.34) 

A escolha ótima do coeficiente de confiança e seu comportamento quando é calculada 

sobre os resfduos ainda devem ser pesquisados. 
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Capítulo 6 

Considerações finais 

As principais vantagens do uso de testes não.-paramétricos devem-se ao fato de 

serem menos exigentes e mais eficientes que os métodos pa:ramétricos, quando os dados da 

população não têm distribuição normal. São úteis no caso em que é díficil de estabelecer 

urna esçala de valores quantitativos para os dados e geralmente o testes nã.o-paramétricos, 

baseados em postos, são rubustos aos valores discrepantes, por isso podemos afirmar que 

os métodos nã.o-paramétricos podem ser uma complementação aos métodos paramétrícos. 

O procedimento de inferência baseado em postos para {30 no modelo linear é válido 

sem a suposiçã.o X3 sobre a matriz de desenho, se os escores de \Vilcoxon são usados.. 

Talvez este resultado pode ser obtido para outras funções geradoras de escores. 

A densidade estimada a partir dos residuos após o ajustamento de um modelo linear 

é ainda consistente. 

A estimativa de janela (ou núcleo-estirnador) de()= f fl(y)dy, baseada nos residnos 

após o ajuste do modelo linear não exige a suposição de simetria de F(.). A normalidade 

assintótica de Ô no caso de uma amostra aleatória foi estahelecida sob condições diferentes 
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que Schweder (1975) e Ahrnad (1976). A estimativa de O é consistente quando é calculada 

sobre os residuos usando largura da janela aleatória. Alguns cálculos são feitos com a 

finalidade de obter uma escolha otima de hn. 

Uma estimativa de a:0 é definida1 a qual não requer simetria de F(.). Além disso 

mostramos a normalidade assintótica de(~)' e mencionamos duas possibilidades de es

timação de j(O), a qual aparece na matriz de variânda-covariâncía de ($)';essas esti

mativas requerem outros estudos. 
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