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Resumo

Neste trabalho estuda-se a prova do analogo da conjectura de Amitsur para dlgebras
associativas de dimensao finita com uma agdo generalizada de uma &algebra de Hopf
sobre um corpo de caracteristica zero. Para trabalhar com essas algebras, apresentam-se
conceitos e propriedades basicas sobre as identidades polinomiais, as representagoes do
grupo simétrico e as algebras de Hopf. A partir da prova do andlogo da conjectura de
Amitsur para algebras associativas com uma agao generalizada de uma algebra de Hopf,
provam-se neste trabalho o andlogo da conjectura de Amitsur para algebras com uma acao
de um grupo finito que age por automorfismos e antiautomorfismos, algebras graduadas por
um grupo finito e dlgebras H —moddulo, onde H é uma algebra de Hopf. Por tltimo, prova-se
a conjectura de Amitsur para algebras de Sweedler de dimensao 4 com a agdo de seu dual,
independentemente da prova apresentada para algebras com uma acao generalizada de
uma algebra de Hopf. Este trabalho é baseado no artigo de Alexey Sergeevich Gordienko
publicado por Journal of Pure and Applied Algebra em 2012.

Palavras-chave: Algebras de Hopf. Identidades Polinomiais. Conjectura de Amitsur.

Codimensdes. Representacoes. Algebra de Sweedler.



Abstract

In this work we study the proof of the analog of Amitsur’s conjecture for finite dimensional
associative algebras with a generalized action of a Hopf algebra over a field of characteristic
zero. In order to work with these algebras, we show concepts and basic properties about
polynomial identities, representations of the symmetric group and Hopf algebras. Starting
from the proof of the analog of the Amitsur’s conjecture for associative albegras with
a generalized action of a Hopf algebra, we prove on this work the analog of Amitsur’s
conjecture for algebras with an action of a finite group acting by automorphisms and
anti-automorphisms, algebras graded by a finite group and H—module algebras, where
H is a Hopf algebra. Finally, we prove Amitsur’s conjecture for 4-dimensional Sweedler
algebras with its dual action, independently of the proof for algebras with a generalized
action of a Hopf algebra. This work is based on the paper by Alexey Sergeevich Gordienko,
published in the Journal of Pure and Applied Algebra, in 2012.

Keywords: Hopf Algebras. Polynomial Identities. Amitsur’s Conjecture. Codimensions.

Representations. Sweedler’s Algebras.



1.1
111
1.1.2
1.2
121
1.2.2
1.2.21
1.2.3
1.3
131
1.3.2
1.3.3
1.34
1.4
141
1.4.2

2.1
2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.1.4
2.2
2.3
2.4

2.5
251

Sumario

Introducao . . . . . . . . .. e e e e e e e e e

PRELIMINARES . . . . . . . . . e e e e e e e
Identidades Polinomiais . . . . . . . ... ... ... 0.
T-ideais e variedades de algebras . . . . . . . . .. .. ...
Componentes Multi-Homogéneas e Polindmios Multilineares . . . . . . . .
Representacoes do Grupo Simétrico . . . . . . . ... ... ... ...
Representacoes de Dimensao Finita . . . . . . . .. ... .. ... ....
Representacdes do Grupo Simétrico . . . . . . . .. ... ...
RepresentacGes induzidas do grupo simétrico . . . . . . . . . . . ... ... L.
Acoes do Grupo Simétrico sobre Polindmios Multilineares e Codimensdes . .
Algebras de Hopf . . . . . . . . . . ... ... .. ... .. ... ...
Coalgebras e Bialgebras . . . . . . . .. ... ... L.
Algebras de Hopf . . . . . . . . . ...
Médulos e Comédulos . . . . . . . ...
Médulos de Hopf . . . . . . . . . .
Integrais e Semissimplicidade . . . . . . . ... ... 0L
Integrais . . . . . . .. L

Teorema de Maschke . . . . . . . . . . . .

CONJECTURADEAMITSUR . . . . . .. .. .. .. ..
Introducao . . . . . . ...
G—codimensGes . . . . . ...
H—codimensdes de Algebras H—médulo . . . . . . ... ... ... ...
Codimensdes de Algebras Graduadas por um Grupo Finito . . . . . . . ..
Acdo de Hopf Generalizada . . . . . . . .. .. .. ...
Limitacdo Superior . . . . . . .. ..o
Limitacao Inferior . . . . . . . . . . ...
Conjectura de Amitsur para H—codimensoes,

(G—codimensdes e Codimensdes Graduadas . . . . . . . . ... .. ..
Exemplos e Aplicacdes . . . . . . . . ... ... L.

Algebra de Sweedler . . . . . .. ...

CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . o ittt e et e e e e



REFERENCIAS



11

Introducao

Uma identidade polinomial para uma algebra A é um polinémio que se anula
para qualquer substituicao de elementos de A nas variaveis do polinomio. Se existe uma
identidade polinomial nao trivial para a algebra A, dizemos que A é uma Pl-algebra.
Segundo Giambruno e Zaicev [6], o estudo das PI-algebras comegou com um artigo de
Kaplansky [14] em 1948, onde ele prova que toda Pl-dlgebra primitiva é uma algebra
simples de dimensao finita, sugerindo uma condi¢ao importante de finitude para uma

algebra, o que despertou o interesse geral no estudo das PI-algebras.

Sendo F' um corpo de caracteristica zero, F(X) a algebra associativa livre
gerada pelo conjunto X sobre F, A uma Pl-algebra sobre F, P, o espaco dos polindmios
multilineares de grau n de F{X) e Id(A) o espago das identidades polinomiais de A em
F(X), chamamos de n—ésima codimensao de A a dimensao do espaco P,/(P, n 1d(A)),

e a denotamos por ¢, (A).

Em 1972, Regev [18] provou que a sequéncia das codimensoes é exponenci-
almente limitada. Além disso, de acordo com Giambruno e Zaicev [6], um resultado de
Kemer dizia que a sequéncia das codimensoes ou ¢é limitada por um polinémio ou cresce
exponencialmente. Por fim, resultados de Berele e Regev para casos particulares implica-
ram na formulagao, pelo matematico israelense Shimshon A. Amitsur na década de 1980,
de uma conjectura sobre o comportamento assintotico das codimensoes das identidades

polinomiais ordinarias.

A conjectura de Amitsur diz que o limite

Plexp(A) := lim {/c,(A)

n—0o0
existe e é um inteiro positivo. Para provar essa afirmagao, basta mostrar que para todo n

natural, existem C7,Cy > 0 e 11,75 € R tais que
Cin"d" < ¢, (A) < Cyn™d", (0.1)
onde d = Plexp(A) é chamado de Pl-expoente de A.

A prova da conjectura de Amitsur para dlgebras associativas foi realizada
em 1999 por Giambruno e Zaicev no Teorema 6.5.2 da referéncia [6]. Em 2002, Zaicev
[23] provou a conjectura de Amitsur para algebras de Lie de dimensao finita. Em 2011,
Giambruno, Shestakov e Zaicev [5] provaram para algebras alternativas e de Jordan de
dimenséo finita e, em 2014, Gordienko [9] provou para algebras de Lie que possuam uma

representacao de dimensao finita.

Também seria interessante provar os analogos da conjectura de Amitsur para

algebras graduadas, algebras com uma ac¢ao de um grupo ou de uma &algebra de Hopf,
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temas que sao abordados no capitulo 2 deste trabalho. Isso porque as ac¢oes e graduagoes
tornam mais facil a busca por identidades polinomiais desse tipo. Assim, foram provados
os analogos da conjectura de Amitsur para Pl-algebras associativas graduadas por um
grupo finito e para PIl-algebras associativas com uma ac¢ao de um grupo abeliano finito
que age por automorfismos por Aljadeff, Giambruno e La Mattina nas referéncias [1], [2] e
[4]. Em 2011, Gordienko [7] provou a conjectura para dlgebras de Lie de dimensao finita
graduadas por um grupo abeliano finito e para algebras de Lie de dimensao finita com

uma acao de um grupo finito qualquer.

O objetivo deste trabalho é provar o analogo da conjectura de Amitsur para
algebras associativas de dimensao finita com uma acao de Hopf generalizada sobre um
corpo de caracteristica zero, sob algumas condigoes especificas. Desse resultado, vamos
derivar a conjectura de Amitsur para algebras com ac¢ao de um grupo finito que age por

automorfismos e antiautomorfismos, algebras graduadas e alguns outros exemplos.

Para entender o conceito de codimensoes, vemos no capitulo 1 um estudo basico
sobre identidades polinomiais com foco nas identidades polinomiais multilineares, cujas
variaveis tém grau um em cada um de seus monomios. Trabalhando com um corpo de
caracteristica zero, obtemos que as identidades polinomiais multilineares geram o espago
das identidades polinomiais de uma algebra. E por isso que o estudo das codimensdes é tao
interessante. Na segunda sec¢ao do capitulo 1 reunimos resultados importantes sobre a teoria
de representacoes do grupo simétrico, pois veremos o espago dos polindmios multilineares
como um moédulo do grupo simétrico e precisamos da decomposicdo em S, —moddulos
irredutiveis do espago P, /(P, n Id(A)) e das multiplicidades correspondentes para provar
os principais teoremas do capitulo 2. Ainda no capitulo 1, estudamos alguns resultados
sobre algebras de Hopf importantes para o estudo das acoes de Hopf generalizadas e para

a prova do analogo da conjectura de Amitsur para alguns casos particulares no capitulo 2.

O objetivo do capitulo 2 é provar o andlogo da conjectura de Amitsur para
algebras associativas com uma ac¢ao de Hopf generalizada e dai derivarmos as provas dos
analogos da conjectura de Amitsur para algebras com uma agao de um grupo que age por
automorfismos e antiautomorfismos, algebras com uma agao de Hopf, algebras graduadas
por um grupo finito e outros exemplos. Assim, definimos na primeira se¢ao esses conceitos
e vemos as relagoes existentes entre os casos. Como vimos antes, o analogo da conjectura
de Amitsur ja foi provado para algebras associativas com uma ac¢ao de um grupo que age
apenas por automorfismos. O objetivo de definirmos a acao de Hopf generalizada é englobar
0 caso em que um grupo age sobre uma algebra associativa nao s6 por automorfismos, mas
também por antiautomorfismos. As segunda e terceira se¢oes trazem a prova do analogo da
conjectura de Amitsur para algebras associativas com uma agdo de Hopf generalizada. Na
segunda se¢ao mostramos a segunda desigualdade da expressao (0.1) e, na terceira secao,

mostramos a primeira desigualdade. Por fim, provamos a conjectura de Amitsur para os
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casos desejados na secao 4 e, na secao b, aplicamos o resultado para varios exemplos e
mostramos que o resultado também ¢é valido para a algebra de Sweedler de dimensao 4

com a acao de seu dual, apesar de essa nao satisfazer as condigoes do teorema.

Na abordagem da fundamentacao tedrica desse trabalho, tomam-se como
verdade conhecimentos basicos de Algebra, tais como a teoria de anéis e corpos, ideais de
um anel, grupos e alguns teoremas conhecidos na area da algebra nao comutativa e da
algebra linear, como o Teorema de Wedderburn, o Teorema da Densidade e o Teorema de

Cayley-Hamilton.
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1 Preliminares

Neste capitulo vamos estudar os conceitos necessarios para entender o com-
portamento das codimensoes de identidades polinomiais de uma algebra associativa com
uma ac¢ao de Hopf generalizada. Dessa forma, precisamos dos conceitos de identidades
polinomiais, representacoes do grupo simétrico aplicadas em polinémios e algebras de Hopf.
Como s6 trabalhamos com &dlgebras associativas nesse trabalho, sempre que falarmos em

algebra, estaremos considerando-as associativas.

1.1 ldentidades Polinomiais

Para comegar, vamos introduzir o conceito de identidades polinomiais, culmi-
nando no Teorema 1.1.25 e em uma reuniao dos principais teoremas necessarios para a
teoria de representacoes do grupo simétrico. Os resultados e demonstracoes destas duas

primeiras se¢oes sao baseados em [6].

Vamos comegar com a definicdo de algebra livre.

Definigdo 1.1.1 (Algebra Livre). Seja F um corpo e X um conjunto. Dizemos que F{X)
¢ a dlgebra livre em X sobre F' (a menos de isomorfismos) se qualquer fun¢io X — A,
onde A € uma F—adlgebra, pode ser unicamente estendida a um homomorfismo de dlgebras
F(X) — A. A cardinalidade de X é chamada de posto de F(X). Vamos considerar, em

geral, que a dlgebra livre F{X ) tem posto enumerdvel e escrevemos X = {xy1,za,...}.

Observe que para que possamos estender de forma tunica qualquer fungao
X — A em um homomorfismo F(X), onde A é uma F—algebra, temos que F(X) deve
ser formado por elementos que sdo F'—combinagoes de palavras formadas com elementos
de X. Dessa forma, podemos ver F'{X) como a algebra de polinémios nas indeterminadas

nao comutativas r € X.

Uma base linear de F'{X') consiste em todas as palavras do alfabeto X, incluindo
a palavra vazia 1. Essas palavras sao chamadas de mondmios e o produto de dois mondémios é
realizado através da justaposicao. Também chamaremos de mondémios os multiplos escalares
nao nulos de uma palavra em X. Os elementos de F{X) sdo chamados polinémios e, se
f € F(X), escrevemos f = f(xy,...,x,) para indicar que x1, ..., 2, sdo as indeterminadas

de X ocorrendo em f.

Denotamos por deg u o grau do monoémio u, definido como o comprimento da
palavra u e por deg,,u o grau de u na indeterminada x; € X, definido pelo nimero de

ocorréncias de x; em u. Do mesmo modo, o grau deg f de um polinémio f = f(xq,...,z,)
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¢ dado pelo grau maximo de um mondémio em f e o grau de f em x; é o maximo deg,,u,

com u sendo um mondémio de f.

Com isso, chegamos ao conceito de identidade polinomial.

Definigao 1.1.2 (Identidade Polinomial). Sejam A uma F—dlgebra e f = f(x1,...,x,) €
F(X). Dizemos que f =0 é uma identidade polinomial de A se f(ay,...,a,) = 0 para

quaisquer ay, . ..,a, € A.

Observagao 1.1.3. Seja ® o conjunto de todos os homomorfismos ¢ : F{X) — A. Note

que f =0 € uma identidade polinomial de A se, e somente se, f € Nyeaker ¢.

De fato, note que todo homomorfismo ¢ : F(X) — A é da forma x — g(x), ou
seja, se f = f(x1,...,2,), entdo ©(f) = f(g1(z1),. .., gn(xy)). Assim, é claro que se f =0
em A, entdo ¢(f) =0 também em A para todo ¢ € ®. Reciprocamente, se f € Nngepker ¢

eay,...,a, €A, tome p € ® tal que p(z;) = a; parai =1,...,n. Assim,
0= So(f) = f(@(x1)7790(xn)) =f<CL1,...,6Ln).

Portanto, f =0 em A.

Definigao 1.1.4. Se uma dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial ndo trivial (f # 0)
f =0, dizemos que A € um Pl-dlgebra.

Exemplo 1.1.5. Se A ¢ uma dlgebra comutativa, entio A é uma Pl-dlgebra, pois satisfaz

a identidade [x,y] = 0, onde [x,y] = vy — yx € o chamado comutador de Lie de x e y.

Exemplo 1.1.6. Qualquer dlgebra nilpotente é uma Pl-dlgebra. De fato, se A é uma

dalgebra tal que A™ = 0 para algum n > 1, entdo A satisfaz a identidade 125 x, = 0.

Exemplo 1.1.7. Seja UT,(F) a dlgebra das matrizes triangulares superiores n x n sobre

o corpo F. Entao, UT,(F) é uma Pl-dlgebra que satisfaz a identidade
[Il, 1’2] e [x2n—17 Izn] = O (].].)

De fato, se A e B sao matrizes triangulares superiores, entao AB e BA também
sao e os elementos da diagonal principal sdo iguais. Logo, AB — BA é uma matriz
triangular estritamente superior. Além disso, sendo SUT,(F) o espaco das matrizes
triangulares estritamente superiores, temos que (SUT,(F'))" = 0, pois se (SUT,(F))" # 0
e {e;j |1 <i<j<n}éuma base de SUT,(F) formada por matrizes elementares, entao
existem e;,j,, ..., €;,;, tais que €; j €i,j, - - €5, # 0, donde temos que j; = ia, jo = i3,...,

Jn-1 = in. Como j; > i;, temos 1 < j; < jo < -++ < j, < n, 0 que nao é possivel.

Assim, mostramos que cada elemento [A, B] é um elemento de SUT, (F') e que
(SUT,(F))" = 0. Portanto, a identidade (1.1) é satisfeita por UT, (F).
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Exemplo 1.1.8. A dlgebra My(F) satisfaz a identidade [[z,y]?, 2] = 0.

Sejam A, B € My(F'). Como tr(AB — BA) = 0, temos que se C' = [A, B],
c k

l ) , com ¢, k,l € F. Assim, o polinémio
—c

entao tr C' = 0 e podemos escrever C' = (

caracteristico de C' é dado por

p(N) = (c—N)(—c— ) —kl =\ + (= —kl) = \? + det C.

Sabemos que p(C') = 0, pelo Teorema de Cayley-Hamilton ([11], Teorema 4 da
secao 6.3). Logo, obtemos que 0 = C*+ (det C)I e, consequentemente, C? é uma matriz
escalar, que comuta com qualquer matriz de My(F). Portanto, [[4, B]?, D] = 0, para
qualquer D € Ms(F).

1.1.1 T-ideais e variedades de algebras

As defini¢bes de T'—ideais e variedades de algebras nos ajudarao a provar

importantes resultados sobre identidades polinomiais e polindomios multilineares.

Defini¢ao 1.1.9. Um ideal I de F(X) é um T-ideal se ¢(I) < I para todo endomorfismo
p: F(X)— F(X).

Exemplo 1.1.10. Seja A uma dlgebra qualquer. Defina
[d(A) :={f e F{X)|f=0 em A}

o conjunto das identidades polinomiais de A. Entdo, Id(A) é um T-ideal.

Isso porque todo endomorfismo ¢ : F(X) — F(X) é da forma =z — g(z) e
f(g1,---,9n) € Id(A) para todo f € Id(A).

Observacgao 1.1.11. Todo T-ideal de A € um conjunto de identidades de uma dlgebra.
Precisamente, temos que se I é um T-ideal de A, entao I = 1d(F{(X)/I).

De fato, se f € F(X) tal que f =0 em F(X)/I, entdo

f(gla"'agn)+I:f(gl+j7"'7gn+]):Iv

donde f(g1,...,9,) € I para quaisquer ¢i,...,g, € F(X). Tomando g; = x; para i =
1,...,n, obtemos que f € I, ou seja Id(F(X)/I) < I. Reciprocamente, se f € I, entao
f(g1,--.,gn) € I para quaisquer gy, ..., g, € F(X), pois I é um T-ideal. Assim,

[:f(gla7gn)+[:f(gl+[7agn+j)a

ou seja, f =0 em F(X). Portanto, Id(F(X)/I) = I.
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Definigao 1.1.12. Seja S € F{(X) ndo vazio. A classe de todas as dlgebras associativas
A tais que f =0 em A para todo f € S é chamada variedade V = V(S) determinada por
S.

Uma variedade V = V(S) é chamada nao trivial se S # 0.

Exemplo 1.1.13. Se S = {[z,y]}, entao V(S) ¢ a classe de todas as dlgebras comutativas.

Note que se V é uma variedade determinada pelo conjunto S e (S)r é o T-ideal
de F{(X) gerado por S, ou seja, é o ideal gerado aplicando os endomorfismos ¢ : F{X) —
F{X) nos polinémios de S, entao V(S) = V({S)r) e, usando que (S)r = Id(F(X)/{(S)r),
obtemos que {S)r = N aepld(A). Por isso, vamos escrever (S)r = Id(V).

Definicao 1.1.14. Seja V uma variedade, A € V uma dlgebra e Y < A um subconjunto de
A. Dizemos que A € relativamente livre sobre Y (com respeito a V), se para cada dlgebra
B eV e cada funcio oY — B, existe um unico homomorfismo 3 : A — B estendendo

a. A cardinalidade de'Y € chamada de posto de A.

Teorema 1.1.15. Sejam X um conjunto nao vazio, F{X) uma dlgebra livre sobre X e
V uma variedade com 1d(V) < F(X). Entio, F{X)/Id(V) € uma dlgebra relativamente
livre sobre o conjunto X = {x + 1d(V)|z € X}. Além disso, quaisquer duas dlgebras

relativamente livres com respeito a V' de mesmo posto sao isomorfas.

Demonstracao: Sejam B € Ve o : X — B uma funcio. Considere 3 : X — B
definida por
B(x) = a(z + Id(V)).

Como F{(X) é algebra livre sobre X, existe um tinico homomorfismo 3 :
F(X) — B que estende 3. Note que Id(V) € ker 3, pois se f = f(x1,...,2,) € Id(V),

entao

B(f) = f(B(x1). ... B(za)) = 0.
Assim, podemos definir a : F{(X)/Id(V) — B por
a(f +1d(V) = B(f),

que é um homomorfismo bem definido, pois se f + Id(V) = g + Id(V), com f, g € F(X),

entao f—g e Id(V), donde B(f)—pB(g) = B(f—g) = 0, ou seja, a( f+1d(V)) = a(g+Id(V)).
Além disso, a estende «, pois

alz +1d(V)) = B(z) = Blz) = a(z + Id(V)).
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Se existir outro homomorfismo o' : F(X)/Id(V) — B que estenda «, entao
podemos definir outro homomorfismo extensao de 3 para F(X), dado por 5'(f) = o'(f +
Id(V)), e como F(X) é &lgebra livre sobre X, temos que = 3. Assim,

o (f+1dV)) = B'(f) = B(f) = a(f +1d(V)).

Portanto, & é unico e, consequentemente, F'(X)/Id(V) é uma &lgebra relativa-

mente livre sobre X com relacao a V.

Agora, sejam F) e F, algebras relativamente livres e de mesmo posto sobre
X ={x;|iel}eY ={y;|ie I}, respectivamente, com relagao a V. Sejam ¢; : X — F; e

p2 1Y — Fy dados por ¢1(zi) = y; € p2(yi) = ;.

Assim, existem homomorfismo oy : F} — F5 e s : F5, — F} Unicos tais que

() = o1(2:) = i
a2(yi) = p2(yi) = @i
para todo i € I. Portanto, ajan e apary sdo as fungoes identidade de X e Y, respectivamente

e, consequentemente, a; e g sao isomorfismos. ]

1.1.2  Componentes Multi-Homogéneas e Polinémios Multilineares

Nesta secao veremos que, quando o corpo F' tem caracteristica zero, o estudo das

identidades de uma F'—algebra pode ser reduzido ao estudo dos polinomios multilineares.

Seja F,, = F{zy,...,z,) a algebra livre de posto n > 1 sobre F. F,, pode ser
decomposta como
F, zFéo)(—BFél)@Ff)(—B--- 7
onde Ff) ¢é o subespaco gerado por todos os monémios de grau total ¢, para cada ¢ > 1.
Note que Féi)Féj) c F,(L”j) e, portanto, F, possui uma estrutura de algebra graduada

sobre os naturais. Os espagos vetoriais Fé’) sao chamados componentes homogéneas de F,.

Ainda, podemos escrever

onde F,g“""”") é o subespaco gerado pelos monomios de grau i, em x1, 75 em x5 e assim por

diante. Novamente, temos que F(1-i) pltsin) ¢ plintineintin) o Fr & multigraduado.

Note que as duas decomposi¢oes podem ser facilmente adaptadas para X

enumeravel.

Definicao 1.1.16. Um polinéomio f € FT(L]“) para algum k = 1, é chamado polinémio
homogéneo de grau k. Se f € Frgil"“’i”), f € chamado multi-homogéneo de multigrau
(11, .. ,1n). Dizemos que um polindomio f é homogéneo na varidvel x; se x; aparece com

mesmo grau em todo monomio de f.
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Observacao 1.1.17. Considere F' um corpo infinito. Entdo, se f(xy,...,x,) € F(X),

podemos escrever
f= Z f(ilw“ain)
i1>07---7in>0
onde fU1in) ¢ F,E“"“”") ¢ a soma de todos os monomios em [ onde x1,...,xT, aparecem
com grau iy, ..., i, respectivamente. Os polindomios f0 ) sGo chamados componentes

multi-homogéneas de f.

Teorema 1.1.18. Seja F' um corpo infinito. Se f = 0 é uma identidade polinomial da
algebra A, entdo cada componente multi-homogénea de f €, também, uma identidade

polinomial para A.

Demonstragao: Seja f(z1,...,z,) € F(X). Para cada z;, 1 <t < n, temos
m

f= Z fi, com m = deg,, f, onde f; é a soma de todos os monomios de f de grau ¢ em ;.
i=0

Note que, para mostrar o teorema, basta mostrar que, para cada z;, f; = 0 em A para

todo 0 < ¢ < deg,, f. De fato, suponha vélida essa afirmacao. Podemos decompor f;, para

Ty, €m uma soma Z fi; de mon6mios de grau j em xy, onde m' = deg,,, fi, como fizemos
7=0
com f. Dessa forma, cada f;; fixa o grau em duas varidveis que também seriam identidades

polinomiais em A. Repetindo o argumento até que as componentes da decomposicao sejam

multi-homogéneas, provamos o teorema.

Sejam av, . . . , auyy, elementos distintos de F. E claro que, para cada j = 0, ..., m,

0

flar, .. a5ay, ..., )

em A. Como cada f; é homogénea em z; com grau i, temos que
m
i
flxr, .oz, .. xp) = Zajfi(xl,...,xt,...,xn)
i=0

para todo 7 =0,...,m.

Agora, considere a matriz de Vandermonde

1 ... 1
A (o) (0 R 6 795,
ag' o' ... oo
Dados quaisquer ay, ..., a, € A e escrevendo fi(aq,...,a,) = f;, temos que

(fo ... fm)A= Zaéfi(al,...,an) Zozinfi(al,...,an) =0.
1=0 i=0
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Sabemos que o determinante det(A) da matriz de Vandermonde é dado por
det(A) = [ (a5 —a),

que é nao nulo. Logo, obtemos que f;(ay,...,a,) = 0 para todo i = 0, ..., m. Portanto,

cada f; é identidade polinomial de A. [ |

Note que se F' nao é infinito, entao nao podemos garantir a existéncia de m + 1

elementos distintos ap, . . ., @,,. Mas podemos usar o resultado para corpos F' com |F| >

deg f.

Exemplo 1.1.19. Seja F' um corpo com |F| = q. Entao, se k € F, temos k? = k. Logo
f(z) = 29 — x é identidade polinomial para a dlgebra F, mas as componentes homogéneas

z? e x ndao se anulam em F.

Definicao 1.1.20. Um polinomio f € linear na varidvel x; se x; aparece com grau 1 em
todos os monomios de f. Se o polinomio € linear em todas as varidveis, ele é chamado
multilinear. Também podemos dizer que o polinomio é multilinear se é multi-homogéneo

de multigrau (1,...,1).
Para um polinémio f(xy,...,z,) multilinear, podemos escrever

flz,. ... x,) = Z QoTo(1) - - - To(n)

€S
onde a, € F' e S, é o grupo simétrico sobre {1,...,n}.
Ainda, se f(z1,...,x,) é um polinémio linear na varidvel x;, entdo

f (Z OGYi, T2, - - ,iCn) = Z%’f(yufcm . 7%)7

para o; € F' e y; € F(X).

Lema 1.1.21. Seja A uma F—dlgebra gerada como espago vetorial por um conjunto B

sobre F. Se um polinomio multilinear f se anula em B, entdo f =0 em A.

Demonstracgao: Sejam aq,...,a, € A. Como A é gerado por B sobre F,
podemos escrever, a; = Z Q1 e v vy Ay = Z apit, onde ;5 € F' e u; sao elementos de B.
Assim, se f(z1,...,x,) ¢ multilinear e se anula em B, temos que

f(al, e ,Cln) = Z@lil .. .am-nf(uil, e ,uin) = 0.

Vamos provar que podemos reduzir uma identidade polinomial qualquer a um

polindbmio multilinear, usando um processo chamado multilinearizacao.
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Teorema 1.1.22. Se uma dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial de grau k, entdo

também satisfaz uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k.

Demonstracao: Seja f(z1,...,x,) € F{X) uma identidade polinomial de A.
Se todas as varidveis aparecem com grau menor ou igual a 1, entao obtemos uma identidade
multilinear fazendo z; = 0 para algumas das varidveis que aparecem com grau zero em
algum mondmio de f. Por exemplo, se apenas x; tem grau zero em algum dos monomios

de f, entao g(za,...,x,) = f(0,29,...,x,) é a identidade multilinear desejada.

Assim, podemos assumir que uma das variaveis de f tem grau maior que 1.
Sendo dy, . .. ,d, os graus das variaveis x1, ..., x,, respectivamente, e d = max{dy,...,d,},
temos que d > 1. Ainda, sem perda de generalidade, podemos assumir que existe ¢t < n tal

qued=d; =---=d; ed; <d para todot <i<n.

Agora, defina um polinémio com uma variavel adicional h = h(yy, ya, 2, . .., Ty)

da forma
h:= f(y1 + y2, T2y xn) — [y, T2y .oy xn) — f(y2, Tay ..o 2p).

E claro que h também ¢é identidade polinomial de A. Note que podemos escrever

o polinébmio f como soma de monomios f = Z Aw;, onde os w; sao as palavras de f
i

diferentes duas a duas e 0 # \; € F. Da mesma forma, podemos escrever h = 2 Aih;,
onde cada h; é obtido de w; da mesma forma que h é obtido de f. Observe que se ch nao
aparece em w;, entao h; = —w;. Se x1 aparece apenas uma vez em w;, ou seja, w; ¢ linear
na variavel z, entao h; = 0. Por fim, se x; aparece pelo menos duas vezes em w;, entao h;
¢é a soma de todas as palavras obtidas substituindo pelo menos um, mas nao todos, x; em
w; por xa. Além disso, temos que essas palavras sao diferentes das palavras de h; para

qualquer i’ # i. Como d > 1, obtemos que h # 0.

Assim, h =0 em A e é um polinémio nao nulo. Note que, em h, os mondémios
de grau d em y; e em yy de f(y1 + Yo, 2 ..., T,) se cancelam com os os mondémios de grau
d em y; de f(y1,x2,...,2,) e de f(y2,xa,...,x,), respectivamente. Portanto, o grau de

riexoemgqgéd— 1.

Repetindo o argumento até o grau de x; ser 1 e usando o mesmo processo para
todas as variaveis com grau maior que 1, obtemos uma identidade polinomial multilinear

nao nula em A que possui grau menor do que o grau de f. [ |

Defini¢ao 1.1.23. Sejam S € F(X) e f € F{(X). Dizemos que f é uma consequéncia
dos polinomios de S se f € (S)r.

Definicao 1.1.24. Dizemos que dois conjuntos de polinomios sao equivalentes se eles

geram o mesmo T-ideal.
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Teorema 1.1.25. Se char F' = 0, entdo cada polindmio nao nulo f € F(X) € equivalente

a um conjunto finito de polinomios multilineares.

Demonstracao: Como char F' = 0, temos que F' é infinito e, pelo Teorema
1.1.18, que f é equivalente ao conjunto finito de suas componentes multi-homogéneas.

Desse modo, podemos assumir que f = f(x1,...,2,) é multi-homogéneo.

Se o grau de f em x7 é d > 1, vamos usar o método de multilinearizacao

descrito no Teorema 1.1.22. Temos que
flyr +y2, oy .oy xn) = h(yr, Yo, Ta, oo, Tp) + f(Y1, @, .oy T0) + f(y2, 2o, .o, 20).

Como f é multi-homogéneo, temos que f(y1,xa,...,2T,) € f(y2, T2, ..., x,) sdo

polinémios multi-homogéneos com grau d em ¥; e 1o, respectivamente. Assim, podemos

escrever
d
flyr +y2, 20, @) = Zgi(yby%x% s ),
i=0
onde para cada i = 0,...,d, g; é a componente homogénea de f(y; + ya, x2,...,Ty)
com grau i em y; e d — i em Y. Note que go(y1, Y2, T2y .-, &n) = f(yo,22,...,2,) €

gd(yby?vx% s 7'1771) = f(y17x27 cee 71'71,)-

Novamente pelo Teorema 1.1.18, temos que cada g; é consequéncia de f, para

1=0,...,d. Além disso, temos para cada i, que

d
9i(y1, Y1, Tay .., Tp) = () flyr, za, ..., zp).
1

E como char F' = 0, temos que | | # Oparatodos=1,...,d—1, ouseja, f ¢é
i

uma consequéncia de cada ¢g;, com ¢ = 1,...,d — 1, que possuem graus em ¥; € Yo Menores
do que d. Prosseguindo com o processo de multilinearizacdo, obtemos um conjunto finito

de polindmios multilineares equivalente a f. [ |

Observe que o Teorema também é vélido, para cada f € F(X), se char F é
maior do que o grau de f. Como consequéncia direta do Teorema 1.1.25, temos o resultado

seguinte.

Corolario 1.1.26. Se char F =0, entao cada T-ideal de F{X) é gerado, como T-ideal,

pelos polinomios multilineares nele contidos.

Com isso, concluimos que para estudar as identidades polinomiais de uma

F—algebra com char F' = 0, basta encontrarmos as identidades polinomiais multilineares.
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1.2 Representacées do Grupo Simétrico

Esta segao é baseada em [6] e em [19]. Vamos reunir resultados bésicos sobre
representacoes de dimensao finita e estudar melhor as representacoes do grupo simétrico,
relacionando-as com particoes de inteiros positivos para podermos aplicar esses conceitos

aos polinémios multilineares.

1.2.1 Representacdes de Dimensao Finita

Definicao 1.2.1. Uma representacao de um grupo G sobre um espago vetorial V de

dimensao finita € um homomorfismo de grupos p : G — GL(V).

Se p é uma representagdo de G sobre V| essa representacao induz um homo-

morfismo de algebras p' : FG — Endx(V) dado por

o (Z agg> = > ayn(g)
geG geG

tal que p'(1) = 1, com char F' = 0. E p" induz o homomorfismo p = p'|g, que é representagio
de G sobre V.

Se dim V' = n, n é chamado de grau da representacao p. Além disso, cada
representacao de G' determina unicamente um F'G—moddulo de dimensao finita. De fato,
se p: G — GL(V) é uma representagao de G sobre V| entdao V se torna um FG—mdbdulo
a esquerda com a operacdo g -v = p(g)v para g € G e v € V. Por outro lado, se M é
um FG—mobdulo e é um espago vetorial de dimensao finita sobre F, podemos definir a
representacgao p : G — GL(V) como p(g)(m) = g-m, para g € G em € M, onde - é a

operacao do modulo.

Definig¢ao 1.2.2. Sejam G um grupo e p: FG — Endp(FG) um homomorfismo tal que
p(g) = T,, onde Ty(h) = gh, com g,h € G. O homomorfismo p € chamado representagao

regular a esquerda de G.

Definig¢ao 1.2.3. Sep: G — GL(V) e p' : G — GL(W) sdo duas representagoes do grupo
G, dizemos que p e p' sdo equivalentes e escrevemos p ~ p' se V. e W sdo isomorfos como

G—modulos.

Teorema 1.2.4 (Maschke). Sejam G um grupo finito e F' um corpo tal que char F = 0
ou char F'=p >0 e pt|G|. Entao, a dlgebra de grupo FG ¢é semissimples.

A demonstracao do Teorema de Maschke é encontrada em [15], Teorema 1.2

do capitulo 18.
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Usando os Teoremas de Wedderburn, Wedderburn-Artin e o Teorema de Mas-

chke, podemos escrever a chamada decomposicao de Wedderburn de F'G
FG = M, (DY@ --®M,, (D*),

onde DU ... . D® s50 algebras de divisao de dimensao finita sobre F. Dessa forma,
temos que M é um FG—médulo irredutivel se, e somente se, M é um M, (D¥)—médulo

irredutivel, para algum :.

Corolario 1.2.5. Sejam G um grupo finito e F' um corpo tal que char F' = 0 ou char
F =p>0ept|G| Entio, cada representacio de G é completamente redutivel e o nimero
de representacoes irredutiveis nao equivalentes de G € igual ao niumero de componentes

simples na decomposicao de Wedderburn da dlgebra de grupo FG.

Sabemos que, para cada i, M,,(D™) tem apenas um médulo irredutivel (a

ng
menos de isomorfismos), isomorfo a Z D(l)eﬁ. Assim, podemos escrever
j=1

FG=nJ @ - - ®@nyJy,

onde n;JJ; = J;®---® J; n; vezes e J; = Z D(i)eli ¢ um ideal minimal a esquerda de
=1
Mni(D(i)) e n; é chamado de multiplicidade de J; em FG. Note ainda que n; = dim J; é o

grau da representacao J; como na proposicao a seguir.

Proposigao 1.2.6. Sejam G um grupo finito e F' um corpo tal que char F' = 0 ou char
F =p>0ept|G|. Entio, cada representacio irredutivel de G aparece na representacio

reqular de G com multiplicidade igual ao seu grau.

Proposicao 1.2.7. Se M ¢é uma representacao irredutivel de G, entao M = J;, um ideal
minimal a esquerda de Mni(D(i)), para algum i = 1,... k. Logo, existe um elemento

minimal idempotente e € FG tal que M =~ FGe.

Proposicao 1.2.8. Seja F' o corpo de decomposicao para G. Entdo, o nimero de repre-
sentagoes irredutiveis ndo equivalentes de G sobre I € igual ao numero de classes de

conjugagdo de G.

Agora, vamos definir o caracter de uma representacao, que apresenta relacoes

importantes com as multiplicidades dos J; na decomposicao de Wedderburn para F'G.

Defini¢ao 1.2.9. Seja p : G — GL(V) uma representag¢io de um grupo G. Entdo, a
fungio x, : G — F tal que x,(g) = tr(p(g)) € chamada caracter da representacao p e dim
V = deg x, = x,(1) € chamado grau do caracter x,.
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Pelas defini¢oes de elementos conjugados e trago, temos que, se g e h sdo

conjugados em G, entao x,(g) = x,(h). Logo, x, é constante nas classes de conjugagao.

Podemos definir um produto interno ( , ) sobre o espago das fungoes de classe

sobre G (constantes nas classes de conjugagao), como

RNTE Z

geG

para Y, 1 fungoes de classe sobre G.

Proposicao 1.2.10. Suponha que F' € um corpo algebricamente fechado com caracteristica
zero e seja Ji, ..., i, uma lista completa de representacoes nao equivalentes de G com
caracteres xi, ..., Xk, respectivamente. Seja p : G — GL(V') uma representacao de G e

escreva V. =miJi ® - - ®@myJ, com m; = 0. Entado,

= ZmiXi;
(2) (Xﬂ’Xl) =m; Vi
(3) (XmXp) = ng’

(4) x, € irredutivel se, e somente se , (X, X,p) = 1;
(5) Se p e p' sio duas representagoes de G nao equivalentes, entio (X,, X,) = 0;

(6) Se p' € outra representacdio de G, entdo p ~ p' se, e somente se, Xp = Xp'-

Com essas informagoes, temos que FG = ®F_ e, FG, com ¢;F'G = M, (F) e

DS @

geG

‘- !G!

¢ um idempotente minimal central de F'G.

1.2.2 Representacdes do Grupo Simétrico

Agora podemos relacionar o estudo das representagoes do grupo simétrico S,

com as particoes de n.

Definicao 1.2.11. Seja n > 1 um inteiro. Uma partl(;ao A de n é uma sequéncia finita

de inteiros A = (A,..., A\) tal que \y = ... =2\, >0 e Z A; = n. Nesse caso, escrevemos
i=1
A= n oou || =n.

Se r =1, escrevemos A = (n). Se Ay = ... = )\, = 1, escrevemos A = (1"). Se
A= (k%) ou A= (k,... k), temos n = kd.
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Temos que cada classe de conjugacao de S,, determina unicamente uma particao

de n, para qualquer n € N. Por exemplo, para Sy, temos

(D] «— A= (1%)
[(12)] — A2 = (2,1,1)
[(12)(34)] «— A5 = (2,2)
[(123)] «— Ay = (3,1)
[(1234)] «—— A5 = (4),

onde [(1)],[(12)], [(12)(34)],[(123)] e [(1234)] sdo as classes de conjugaciao de Sy.

Como o nimero de caracteres irredutiveis de S,, é igual ao nimero de classes
n

de conjugacao de S,,, que por sua vez é igual ao nimero de parti¢oes de n, temos que cada

particdo de n determina unicamente um caracter irredutivel de S,,. Por isso, denotamos os

caracteres irredutiveis de .S,, por x,, onde A - n.
Vamos usar a notacao dy = x(1) para o grau do caracter irredutivel .
Pelo Teorema de Maschke 1.2.4, pela Proposicao 1.2.10 e pelo comentado acima,

podemos concluir o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.12. Sejam F um corpo qualquer de caracteristica zero e n = 1. Entao,
existe uma correspondéncia biunivoca entre S,— caracteres irredutiveis e particoes de n.
Sendo {xx| A F n} uma lista completa de caracteres irredutiveis de S, ndo equivalentes e

dx = xa(1) o grau de xx, A - n, temos

FS, =@ )= @ My, (F),

AFn An

onde I = e \F'S, ee\ = Z XA(0)o €, a menos de um escalar, o elemento unidade de I,.
oeSy

Assim, pela Proposicao 1.2.10 (1), podemos escrever
Xr = Z drXxs
A-n
onde 7 é a representacao regular de S,,.

Para facilitar a visualizacao e demonstracao dos resultados envolvendo repre-
sentagoes de .S, e polindomios multilineares, vamos definir alguns tipos de diagramas para

representar as particoes de n.

Defini¢ao 1.2.13. Se A = (A\1,...,\.) - n, o diagrama de Young associado a A € o
subconjunto finito de Z x 7. definido como Dy = {(i,j) € ZxZ|i=1,...,r, j=1,...,\}.
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Por exemplo, para A = (4,2,2,1) - 9,

Duazy = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2), (3, 1), (3,2), (4, 1)}.

Aqui, vamos construir o diagrama de Young usando caixas para representar

cada ponto (i, 7). Dessa forma,

D21y =

Defini¢ao 1.2.14. Seja A — n. Chamamos de particao conjugada de \ a particio N =

(A}, -, AY) tal que Ni, ..., X, sdo os comprimentos das colunas de Dy.

Definicao 1.2.15. Seja A = n. Uma tabela de Young T do diagrama D), € o diagrama

Dy com as cairas preenchidas pelos inteiros 1,2,... n.

Definicao 1.2.16. Seja A - n. Uma tabela T é dita standard se os inteiros em cada
linha e cada coluna de T crescem estritamente da esquerda para a direita e de cima para

baixo, respectivamente.

Definicao 1.2.17. Seja A = n. Uma tabela Ty, € dita semi-standard se os nimeros das
linhas sdo nao decrescentes da esquerda pra direita e os numeros das colunas sao crescentes

de cima para baizo.

Exemplo 1.2.18. Para A\ = (4,2,2,1), a tabela

Tu221) =

| | W |+

¢ standard.

Definigao 1.2.19. Seja Dy o diagrama de Young da particio A\ +n e a = (aq, ..., )
outra particao de n. Dizemos que uma tabela de Young de forma A\ e conteido « € o
diagrama D) preenchido com inteiros positivos de tal forma que i aparece exatamente «;

vezes.

Definigao 1.2.20. Sendo A = (A\1,...,\y)) = n e p= (p,..., 1) particoes, escrevemos
U< Aseq<pep <\ para todoi=1,...,p. Se A = p, definimos N\pp = (Ay — 1, Ao —

Ua, .. .), que corresponde ao diagrama Dy sem as caizas que também pertencem a D,,.
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Definigao 1.2.21. Para qualquer caiza (i,j) € Dy, definimos o nimero gancho de (i, j)
como hiyy = N\i + N; —i—j+ 1, onde N = (N},..., X)) € a partigio conjugada de \ =
(A1, ).

Observe que \; + )\;- ¢ a soma do numero de caixas da linha ¢ com o niimero de
caixas da coluna j. Subtraindo ¢ e 7 e somando 1 obtemos o nimero de caixas a direita e
abaixo da caixa (7, j) mais a prépria caixa, ou o comprimento do gancho correspondente &

linha 7 e a coluna j.

Exemplo 1.2.22. Para A\ = (4,2,2,1), vamos construir o diagrama de Young de A com

as caizas sendo preenchidas pelos seus numeros gancho:

211

D221y =

7
412
3
1

Teorema 1.2.23. Dada uma particio \ = n, o numero de tabelas standard para \ € igual

a dy, o grau do caracter irredutivel x, correspondente a .

Com esse importante resultado e usando andlise combinatoria, deriva-se a

proposigao a seguir. A demonstracao é encontrada em [13], Teorema 2.3.21.

Proposicao 1.2.24. Para A + n,
n!
[L;hi

onde o produto percorre todas as cairas de Dy.

dx

Vamos denotar a tabela de Young por Ty = D,(a;;), onde a;; é o inteiro da

caixa (1, j).

Definicao 1.2.25. Seja A n. O estabilizador de linha de Ty = Dy(a;;) € definido como

Ry, = le(an, 12, ... 7a1/\1> XX S)\T(arla Ar2, - . 7a7')\r)7
onde Sy, (a1, Gz, . .., a;y;) denota o grupo simétrico agindo sobre 0s inteiros a1, Gia, . . . , A;y, -

Definigao 1.2.26. Seja A  n. O estabilizador de coluna de T\ = D)(a;;) € definido

como

Cr, = Sx (11, a1, .., ax1) X ... X Sy (@i, oy - -, Ax ),

onde ' = (N[, ..., \)) € a particio conjugada de .



Capitulo 1. Preliminares 29

Assim, Sy, e Cr, sao subgrupos de S,, que estabilizam as linhas e as colunas
de T}, respectivamente, isto é, cada permutacao de Ry, s6 pode permutar um elemento de
uma linha da tabela T com ele mesmo ou com outro elemento da mesma linha e cada
permutacao de Crp, s6 pode permutar um elemento de uma coluna da tabela 7 com ele

mesmo ou com outro elemento da mesma coluna.

Definigao 1.2.27. Seja A — n. Definimos

er, = Z (sgnt)or.

UERT/\
TECTA

Temos que e% = aer,, onde a = H hi;, donde er, ¢ um idempotente essencial
iij
de F'S,, ou seja, e% ¢ igual a ele mesmo, a menos de um escalar.
Dada uma particado A + n, S, age sobre uma tabela de Young de A\ da
forma 0T\ = Dy(o(a;;)), para Tx = Dy(aij), o € S,. Além disso, pela definicao de
elementos conjugados, temos que R,p, = URTAO"1 e Cop, = UC’TAU’l. Dai, concluimos

que aeTAa_l = €47y, -

Com isso, obtemos os seguintes resultados, que podem ser vistos em [6].

Proposicao 1.2.28. Para cada tabela de Young T\ de A = n, o elemento er, € um
tdempotente essencial minimal de F'S,, e F'Syer, € um ideal minimal a esquerda de F'S,,
com caracter xx. Se T\ e Ty sdo tabelas de Young para o mesmo X\, entdo er, e e S@0

conjugados em F'S,, por algum o € S,,. Além disso, aeTka_l = €oT, -

Com isso, temos que F'Syep, = F SneT; como S, —mobdulos.

Proposicao 1.2.29. Se T}, ...,Ty, sao todas as tabelas standard de Young de A\ - n,

entdo o ideal minimal I\ de F'S,, correspondente a \ pode ser decomposto como

dx
[)\ = (‘DFSnGTi~

i=1
1.2.2.1 Representacdes induzidas do grupo simétrico

Vamos ver agora algumas ferramentas titeis para encontrar uma representagao
de S,, conhecendo uma representacao de S,, com m > n. Sendo H um subgrupo de um
grupo G e V um G—modulo com caracter x, temos que V' também é um H—moddulo por
restricao. Vamos denotar V' como H—modulo por V' | H e o caracter induzido por x | H.
Por outro lado, se V' é um H—moddulo com caracter x, F'G ®pg V possui uma estrutura
natural de G—modulo usando a operacgao do grupo G para efetuar a agao de F'H sobre

FG e a acao do médulo sobre V. Vamos denotar esse mdédulo por V' 1 G e seu caracter

por x 1 G.
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Note que induzir um moédulo para cima ou para baixo nao resulta necessaria-
mente em um modulo irredutivel. Para G = 5,, com n € N, podemos identificar .S,, com
o subgrupo de 5,1 de todas permutacoes que fixam o inteiro n + 1, sempre podemos

decompor o médulo induzido em irredutiveis usando o seguinte teorema.

Teorema 1.2.30 (Teorema da Ramificagdo). Sejamn € N e My um S,,—mddulo irredutivel

correspondente a particio A — n. Entao

(1) Se A= n, entdo My 1 Spyq = Z M, onde A\* € o conjunto de todas as particoes
HENT
de n + 1 cujos diagramas sao obtidos de D) adicionando uma caiza.

(2) Se p=n+1, entao M, | S, = Z My, onde p~ € o conjunto de todas as particoes
Aep—
de n cujos diagramas sao obtidos de D, removendo uma caiza.

Podemos também induzir um S,, x S,,—modulo para cima como um 5, ,, —mo-
dulo. Temos que 5,, x S,, pode ser visto como subgrupo de S,,,,, fazendo S,, agir sobre o
conjunto {n + 1,...,n +m}. Sendo M um S,—méodulo e N um S,,—mébdulo, temos que

M ®p N tem uma estrutura natural de S, x S,,—mddulo, que denotamos por (M ® N) 1

5%+4n-

Definicao 1.2.31. Se M ¢é um S,—mdodulo e N é um S,,—maodulo, entdo o produto

tensorial externo de M e N € definido como

MQN = (M ®N) 1 Snim.

Lembrando que (n) representa uma particdio A = A\; = n com A; = n, temos o

seguinte teorema.

Teorema 1.2.32 (Regra de Young). Sejam A\ +—n e m > 1. Entao
My@Mmy = > M,

onde a soma percorre todas as particoes p de n+m tais que i = Ay = o = -+ = lpim =

An+nr

Observe que cada p é obtido adicionando m caixas ao diagrama D, de forma
que duas novas caixas nao podem ficar na mesma coluna de D,,. De fato, se adicionarmos
uma nova caixa na coluna j e na linha 7, obtemos que p; > A\; = ;1. Como \; < 5 —1,

temos que p;11 < j — 1, ou seja, ndo podemos adicionar outra caixa a coluna j.

A Regra de Young é generalizada para quaisquer M /\®Mu pela Regra de

Littlewood-Richardson, que usa o conceito de tabelas semi-standard.
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Definicao 1.2.33. Uma palavra reticulada é uma sequéncia de numeros tal que em cada
parte inicial, qualquer niumero i aparece no minimo com a mesma frequéncia que o numero

v+ 1.

Exemplo 1.2.34. A sequéncia 111221 € uma palavra reticulada, mas a sequéncia 122111

nao €, pois na parte inicial 122 o numero 1 aparece menos vezes do que o niumero 2.

Teorema 1.2.35 (Regra de Littlewood-Richardson). Sejam A+ n e u = m. Entao,

MM, = > kM,
vn+m
onde l{:l‘f\/\ representa o nimero de tabelas semi-standard de forma v\\ e conteido pu que
apresentam permutacoes que formam palavras reticuladas quando lidas da direita para a

esquerda e de cima para baixo.

Exemplo 1.2.36. Seja A = (4,2,1)Fn="Tepu=(2,1,1) - m = 4. Vamos encontrar

alguns coeficientes k:fj\/\ de Littlewood-Richardson.

Devemos adicionar 4 caixas ao diagrama D) preenchidas com os niimeros 1,2 e
3 de tal forma que o nimero 1 apareca p; = 2 vezes, 2 aparega s = 1 vezes e 3, ug = 1
vezes com o diagrama resultante representando uma particdo v — 11. Além disso, a tabela
T,\» deve ser semi-standard com os niimeros formando uma permutacao reticulada da
direta para a esquerda e para baixo. Note que as opg¢oes para permutacao reticulada com
os nimeros 1,1,2 e 3sao (1123), (1213) e (1231).

Adicionando 4 caixas & primeira linha de D, obtemos a parti¢ao v, = (8,2,1).
Observe que nao existe uma tabela semi-standard de forma v;\\ e contetido p que forme

~ . . . /J/ _
uma permutacao reticulada da direita para a esquerda. Logo, kw\/\ = 0.

Para vy = (6, 3,2), obtemos

3

onde as caixas com nimeros representam a unica tabela de vo\\ que satisfaz as condigoes
da Regra de Littlewood-Richardson, ou seja, k’ug\/\ = 1. Algumas parti¢des tem mais de
uma possibilidade, como por exemplo, a particio v3 = (5,3,2,1), cujo coeficiente de

Littlewood-Richardson é kffg\)\ = 3, pois temos as possibilidades

1 1 1
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e a partigdo vy = (43211), com k,i\)\ = 2, pois as possibilidades sao

Observe que, preenchendo v4\\ como na partigdo reticulada (1231), nao
obtemos uma tabela semi-standard, pois os niimeros da primeira coluna nao sao crescentes

de cima para baixo.

Definig¢ao 1.2.37. Vamos definir o gancho infinito H(k, 1) da sequinte forma:

H(k,1) = [ J{A = (s Aoy o) o A < 1

n=1

A denominagao gancho infinito para H(k,l) é totalmente apropriada, pois

todos os diagramas de H (k, 1) estdo dentro da area com formato de gancho da figura

— N —

— | —

Lema 1.2.38. Sejam A+ n e p b= n' tais que p < A. Sen —n' < ¢, entao dy < nd,.

Demonstracgao: Sabemos pela Proposicao 1.2.24 que
n!
Hm‘ hij ’

onde h;; sdo os nimeros gancho de Dy. Paran—n’ = ¢ < c e sendo hgj os numeros gancho

dy =

de D, temos que
n'! (n—¢)!

B Hzg h;j a Hz] h;'j .

dy
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Como o diagrama D,, estd contido no diagrama D), temos que H h;j < H hij,
j .7.]‘

i
donde ' ( e N
n! nn—1)---(n—c)! /
dy = < <n°d, <nd,.
Hi,j hij Hzg héj ! g
[ |
Lema 1.2.39. Existem constantes C,s > 0 tais que
doody<Cni(k+ 1)
AFn
XeH (k,l)
Demonstragdo: Vamos construir uma particio A = (A,...,\.) € H(k,I).

Entéao, temos que A\p11 < [, pela definigao do gancho infinito H (k,[). Assim, para a escolha
dos comprimentos das primeiras k linhas de D), temos (n + 1)'“ opgoes, pois 0 < \; < n
para todo ¢z = 1,...,r. Pelo mesmo motivo, para escolher os comprimentos das primeiras [
colunas de D), temos (n + 1)! opgoes. Logo, o ntimero total de diagramas de Young Dy
em H(k,1) é limitado por (n + 1)+,

Assim, precisamos mostrar apenas que para cada A € H(k,l), temos d) <

(k +1)", pois dessa forma,

Yoda< DL k+D)"< (4 )M R+ D" < COn(k+ 1)

AN AN
AeH (k) AeH (k,l)

para C, s > 0 apropriados.

Defina
N Ny —k, se N, >k
! 0, caso contrario,
para j = 1,...,1, onde X' é a particao conjugada de \. Assim,

M4+ A+ AN+ N =n,

pois A1 + - -+ + \;, representa a quantidade de caixas de Dy até a linha ke A\] +---+ A/ a
quantidade de caixas abaixo da linha k.
Agora, sendo H hi; o produto dos niimeros gancho de Dy, temos que
i)j

k

l k l

[Tri=11 (]_[h@) I1 (H hij> > (H AZ-!) (H A;.’!> = Al AN

i i=1 \ j j=1 i i=1 j=1
1

1=

Com isso e com a Proposicao 1.2.24, temos que

n! n!
= < | ' //' //"
Hi,j hij Al AL AT

dx (1.2)
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Como A; +- -+ A+ A+ -+ A/ = n, podemos aplicar o Teorema Multinomial

m (1.2). O Teorema Multinomial diz que

|
n!
(1 + a2+ +x,)" = Z ——ahgl gt
. tlta! )
17t2’~~-7tm
Tomando m = k+ 1, x1 = 29 = -+ = Tpyy = 1, t1 = A,...,tp, = M €
the1 = A}, ..., trer = A/, obtemos

n! (
<
PYIRERP VAP VIRRRD V! =

dy < I+ +1)"=(k+1"

1.2.3 Acoes do Grupo Simétrico sobre Polinémios Multilineares e Codimensdes

Nesta secao, assumimos que F' é um corpo de caracteristica zero e vamos aplicar
a teoria das representacoes do grupo simétrico para os polindmios multilineares, além de

introduzir o conceito de codimensoes.

J& vimos que, para A uma Pl-algebra sobre F), as identidades de A sao deter-

minadas por polinémios multilineares. Seja

Pn = <:L‘U(1) <o To(n) |(T € Sn>p

o espaco vetorial dos polinémios multilineares nas variaveis x1, ..., z, na algebra livre
F(X). Considere a func¢ao ¢ : F'S,, — P, definida por

(%2 (Z OégO') = Z OgTg(1) - - - To(n),

gESH oeSn
que é um isomorfismo linear. Por isso, vamos usar a mesma notacao para um elemento
de f € F'S, e para sua imagem em P,. Esse isomorfismo torna P, um S5,—bimoédulo. A

Sp,—acao a esquerda pode ser vista como

af(azl, e ,xn) = f(xg(l), Ce ,.Ia(n))

para o € S, e f(x1,...,2,) € P,. De fato, por linearidade, é suficiente provar esse fato

para os monomios de P,. Seja Tr(1) ... Txn) € P, € escreva
Tr(1) - Tam) = Mr(21,...,20).

Precisamos mostrar que oM (21, ..., 2n) = Mz (Zoq1), - ., To(n)). Fazendo z,q) =

Y1, -« To(n) = Yn, tEMOS que

M (Zo(1ys - Tom)) = Mz(Yr1, ... Yn)
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A S, —acdo a direita é definida da seguinte maneira: se o € .S,,, podemos escrever

1 2 ... n
o= .
i1 iy ... 1ip

(Tiy o T )T = Ti gy oo Ty
Dessa forma, obtemos que
o(Tr(1) - Trn)) = Ti gy Ti g

Queremos estudar o espago P,n Id(A). Note que P, = P, (z1,...,x,). Entao,
estamos considerando apenas os polinomios multilineares nas variaveis xy, ..., z,. Mas
observe que, se yi,...,Y, sdo outras variaveis, temos P,(x1,...,2,) = P,(y1,-..,Yn)-
Portanto, é suficiente considerar apenas o espago P,(x1,...,z,)n Id(A). Vamos denotar

P.(z1,...,2,) por P,.

Agora, como os T-ideais sdo invariantes por permutagoes de variaveis e P,n

Id(A) é um T-ideal, temos que P,n Id(A) é um S, —submoddulo a esquerda de P,. Logo,

Pn
Fald) = o

possui uma estrutura induzida de S,—moddulo. Se F(X) é a algebra livre com X =
{x1,...,2,}, entdo P,(A) é o espago dos elementos multilineares nas primeiras n varidveis
da algebra F(X)/Id(A), que é relativamente livre, pelo Teorema 1.1.15. Assim, podemos

definir o n—ésimo cocaracter e a n—ésima codimensao de A.

Definigao 1.2.40. Para n > 1, o S,—caracter do S,—mdédulo P,(A) é chamado de

n—ésimo cocaracter de A e é denotado por x,(A).

Decompondo o n—ésimo cocaracter em caracteres irredutiveis, temos

Xn(A) = Z MAXNs

An

onde ) € 0 S, —caracter irredutivel associado a particao A - n e m, = 0 é a multiplicidade

correspondente.

Definicao 1.2.41. Para n > 1, chamamos de n—ésima codimensao de A a dimensdo de

P,.(A), ou seja,
Y
A A B, A 1d(4) )
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Com a acao de 5, sobre os polindmios multilineares definida e o conceito de
codimensao apresentados, podemos demonstrar alguns teoremas sobre multiplicidades
e codimensoes que sao importantes para o desenvolvimento da prova do analogo da

conjectura de Amitsur para os casos de interesse desse trabalho, no capitulo 2.

Teorema 1.2.42. Seja A uma Pl-dlgebra com n—ésimo cocaracter x,(A). Para uma
particao pu = n, a multiplicidade m,, € igual a zero se, e somente se, para qualquer tabela
de Young T,, de p e para qualquer polinomio f = f(z1,...,x,) € P,, a dlgebra A satisfaz
a identidade e, f = 0.

Demonstragao: Pelas proposigoes 1.2.12 e 1.2.29, sendo 5 = {xr|A F n}
uma lista completa de caracteres irredutiveis de S,, nao equivalentes, temos que
FS,= @ I, (1.3)
Ty standard
onde Iy, = FSyer,. Além disso, considerando a funcio natural P, — Homp(A®"; A) com
nucleo P,n Id(A), podemos escrever P, = Q @ J, onde Q) = P,n Id(A) e J = P,(A).

Agora, seja x, € 8 com p = n. Temos que m,, = 0 se, e somente se, [,J = 0.
Isso porque se [,J = 0, entdo a agdo de I, é nula sobre J =~ P,(A), donde m,, = 0. Mas
I,J =0 ¢é equivalente a I, P, = @, o que acontece se, e somente se, er, f € () para todo
f € P,, pois I, é a soma de todos os ideais a esquerda F'Sper,. Como @ = P,n Id(A),
obtemos que m, = 0 se, e somente se, ey, f = 0 é uma identidade de A, para qualquer
f € P, eT, tabela de Young de pu.

Lema 1.2.43. Seja F' um corpo infinito, A uma F—dlgebra e C uma F'—dlgebra comutativa.

Entao, cada identidade polinomial de A € também uma identidade polinomial de A ®p C.

Demonstragao: Sejam f(zy,...,r,) uma identidade polinomial para A, e

A = A®p C. Pelo Teorema 1.1.18, podemos supor que f é um polindémio multi-homogéneo

de multigrau (mq, ..., my,).
Considere aq,...,a, € Acom a; = a1 ®cq, s = a3 R ca, ..., 0, = 4, X c,, onde
a; € Aec; e C paratodoi=1,...,n. Entao,

flay,...;a,) = flar,...,a,) @™ -t =0,
pois f é multi-homogéneo.

Agora, tome a; = by ®dy + by ® ds, as = a3 ® ca,...,a, = a, ® ¢,, com

bi,ba,a; € A e dy,dy, c; € C para todo i = 2,...,n. Assim, temos que
f(&l,...,&n) :f(b1®d1,a2®02,...7an®cn)+f(bg@dg,dg@@g,...,an®cn)
mi1—1

+ Z filbi ®di,ba ®do,as @ ca, ..., an, R Cp),

i=1
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onde

flzy +yr,zo, . xn) — floy, 20,0y 20) — f(Y1, @2, ..., T)

mi1—1

= Z filzi, gy, 2, @)
=1

como no Teorema 1.1.25, com deg,, f; = ¢. Sabemos que os polindmios f; sao consequéncias
multi-homogéneas de f. Aplicando a primeira parte da prova para f(b;®d;, aa®ca, . . ., a,®

cn), f(ba®ds,as®ca, ..., a,Rc,) e para os polindémios f;, obtemos que f(ay,...,a,) = 0.

Falta generalizar esse argumento para quaisquer as, . ..,a, € A, que podem ser
escritos como a; = 2 a1; @ Cliy ooy lp = Z Gni ® cpi- Usando o mesmo argumento das
consequéncias multi-homogéneas, podemos escrever f(ay, ..., a,) como soma de polindmios
do tipo

g= g(ailjl ® Cirgr -+ s Qipgn ® Cinjn)7
que sao todos consequéncias multi-homogéneas de f. Logo, podemos aplicar a primeira

parte da prova também para esse caso e, consequentemente, f(ay,...,a,) = 0. |

Teorema 1.2.44. Seja A uma dlgebra sobre um corpo infinito F' e F' < K uma extensao

de corpos. Entao,
cn (A) = cu(4)

para todo n € N, onde A = A®r K e c(A) é a n—ésima codimensio de A como
K—dlgebra.

Demonstracao: Seja c¢,(A) = me {fi,..., fin} uma base para P, (mod P, n

Id(A)). Pela definicao de base, temos que se aq, ..., a,, € F nao sdo todos nulos, entao

afi+ -+ amfm

nao é uma identidade de A. Além disso, temos que se f € P,, entao existem (3,...,05, € F

tais que f = Z[)’ifi (mod P, n1d(A)), donde

=1

em A. Note que, pelo Lema 1.2.43, temos que h é uma identidade polinomial de A

com coeficientes em K. Dessa forma, obtemos que f = Zﬁi fi (mod PX A 1d%(A)),
i=1

onde P,f( denota os polindmios multilineares de grau n com coeficientes em K. Portanto,
cX(A) < ¢, (A).

Agora, para provar que c¢,(A) < cX(A), basta mostrar que fi,..., f, sdo

linearmente independentes (mod PXn Id®(A)). Suponhamos que

f:f(xb'"?xn):ﬁlfl"i_"'_‘_ﬂm mEO
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em A com fi,...,Bn € K. Seja B uma base do espaco vetorial K sobre F. Entao, podemos
escrever
B = 2%‘]‘75]'
J
com ty,ts,...€ Be ;€ F. Sendo ay,...,a, € A, temos

0=fa1®1,...,a,®1)

Y Bifila®1,... a4, ®1)

m

=
—_

=1

Z (i%]‘fi(ah e 7an)) ®t;,

donde obtemos que Z viifi =0 em A. Como {f1,..., fm} é base de P, (mod P,,nId(A))
i=1
e 7,; € F para todo 1, j, obtemos que todos os coeficientes v;; devem ser zero e, consequen-

temente, 3; = 0 para todo i = 1,..., m. Portanto, c,(A) < c&(A). n

Com isso, finalizamos a teoria necessaria sobre polindOmios e representagoes para
demonstrar a conjectura de Amitsur para algebras com uma acao de Hopf generalizada.
Para completar a teoria necessaria a esse objetivo, vamos estudar e demonstrar alguns

resultados basicos sobre as algebras de Hopf.

1.3 Algebras de Hopf

Nesta secdo introduziremos o conceito de Algebra de Hopf e, para esse fim,
também exploraremos conceitos e proposicoes basicas sobre Coalgebras e Bidlgebras, tendo

como referéncia [17].

1.3.1 Coalgebras e Bialgebras

Antes da definicao de codlgebras, vamos definir as algebras com unidade usando
um diagrama para representar a associatividade da multiplicacdo e um para representar
a operacao unidade. Dessa forma podemos observar a semelhanca entre as defini¢oes de
algebra e coalgebra com unidade. Apesar disso, quando falamos de algebras com unidade

neste trabalho, a existéncia da unidade é explicitada.

Defini¢ao 1.3.1 (Algebra). Uma F—élgebra com unidade é um F—espago vetorial A
com dois funcdos F—lineares, multiplicacio m : AQ A — A e unidade u : F — A, tais

que os sequintes diagramas sao comutativos:



Capitulo 1. Preliminares 39

a) associatividade b) unidade
AQARA2 . A® A A® A
b
e " F®A m AQF
AR A . A \ /

A

A multiplicacao por escalar é vista no segundo diagrama, nas setas de baixo.

Pelo diagrama da unidade, temos que
au(lp) =m(id®u)(a®1r) =a e u(lp)a=mu®id)(lr®a)=a

para todo a € A, ou seja, u(lg) = 14 e, como u é uma fun¢do F—linear, obtemos que
u(k) = k14 para todo k € F.

Para a definicao de uma codalgebra C' é feito, basicamente, o processo contrario.
Definimos duas operagoes: a comultiplicacao, que em vez de levar C ® C' em C' leva C' em
C ® C' e a counidade, que leva cada elemento de C' em um escalar. Veremos que o espago

dual representa uma importante relagdo entre algebras e coalgebras.

Definicao 1.3.2. Para quaisquer F'— espacos vetoriais V e W, a funcao twist 7 : VQW —
W®YV € dado por T(v@w) = w .

Definigao 1.3.3 (Codlgebra). Uma F'-codlgebra com unidade é um F'-espago vetorial C
munido de duas fungos F—lineares, a comultiplicagio A : C — C ® C e a counidade

e: C — F tais que os sequintes diagramas sao comutativos:

a) coassociatividade b) counidade

C = C®C C

A Agid F®C A CQF
CoC—®  cgleC zﬁ\\ //ﬁ;

@ S C®C

No segundo diagrama, as duas fungoes de cima sao c— 1 ®cec— c® 1.

Definigao 1.3.4. Dizemos que uma codlgebra C é cocomutativa se To A = A, onde T é

a fungdo twist.

Exemplo 1.3.5. Seja S um conjunto e F'S um espago vetorial contendo S como base.

Defina A: FS - FSQFS ec: FS — F por

S® s

S
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para s € S.

Entao, F'S, juntamente com as duas operacoes A e €, é uma coalgebra. De fato,

se s €S,

(1d®A)(A(s)) = (Id®A)(s®s) =id(s) QA(s) = s®s® s
(A®id)(A(s)) = (ARid)(s®s) = A(s) ®id(s) =s®s® s

e (e®id)(A(s)) = (e®id)(s®s) =e(s) ®id(s) =1® s
(1d®e)(A(s)) = (Id®e)(s®s) = id(s) ®e(s) = s® 1.

Definigao 1.3.6. Sejam C' e D codlgebras com comultiplicacoes A¢c e Ap, e counidades

€c € €p, respectivamente.

a) Uma fung¢io f : C — D é um homomorfismo de codlgebras se Ap o f =
(f®f)Ac eec=cepof.
b) Um subespago I < C' é um coideal se AcI CIQRQC +C®I ecc(I) =0.

Observagao 1.3.7. Seja C uma F—codlgebra com comultiplicagio A e counidade €. Se 1
¢ um coideal de C, entio o F—espago C'/I é uma codlgebra com comultiplicagio induzida

por A, e vice-versa.

Proposicao 1.3.8. Seja C' uma F—codlgebra com comultiplicacio A e counidade €. Entdo,
C* (dual de C como espago vetorial) é uma dlgebra com multiplicagio m = A* e u = &*,

as transpostas de A e . Se C' é cocomutativa, entao C* é comutativa.

Lembremos da definicdo da func¢ao transposta para A e € : temos que m :
(C®C)* — C* é dada por

m(f®g)(a) = (f ® g)Ala),

paraae Ce f,ge C*. Como C*RC* < (C®C)*, podemos tomar a restrigdo e considerar
m:C*"®C* — (C*. Ja a unidade u : FF — C* é dada por

u(k)(a) = k- £(a),
com k € I, a € C. Com essas duas operagoes obtemos que C* é uma algebra.

Se C' é cocomutativa, entdao 7o A = A. Logo,

m(f®g)(a) = (f@g)(ToA)a=7((9® f)(Aa)) = m(9® f)(a)

e, consequentemente, C* é comutativa.
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Defini¢ao 1.3.9. Seja A uma F—dlgebra. O dual finito de A é A° = {f € A*| f(I) =
0, para algum ideal I de A tal que dim A/I < o0}.

Proposicao 1.3.10. Se (A,m,u) € uma dlgebra, entio A° é uma codlgebra com comulti-

plicacao A = m™ e counidade € = u*. Se A é comutativa, entdo A° é cocomutativa.
Temos que A : A* - (A® A)*, é dada por

A(f)(a®b) = f(m(a®b)) = f(ab),

onde fe A*, a,be A. Ee: A* - F,

com f € A* k € F. S6 precisamos restringir os dominios das operacoes de A* para A°,
pois temos A(A°) € A°® A°. A demonstragao dessa Proposicao é encontrada em [17],

Proposicao 9.1.2.

Observacao 1.3.11. Observe que, se A tem dimensao finita, entao A* = A° e, portanto, A
codlgebra implica em A* dlgebra e A dlgebra implica em A* codlgebra. O resultado em geral

nao vale quando a dimensao nao é finita por que nao podemos garantir A(A*) € A* ® A*.

Agora, introduziremos uma nova notacao para A, a chamada notacao sigma,
que sera muito util quando for necessario aplicar A mais de uma vez. Se C' é uma coalgebra

com comultiplicacdo A e counidade &, vamos escrever, para c € C,

Ac = Z C(l) (29) C(Q), (14)

onde ¢y e ¢y nao indicam elementos particulares de C. Assim,
(1d® A)(Ac) = (A®1id)(Ac)

= ¢ ® (e ® (e = ([d® A) (Z ¢ ® c<2)>
= (A ® Zd) (Z C(1) X 0(2)>
- 2(0(1))(1) ® (c1)) @ ® c(2)-

Vamos denotar esse elemento por AQ(C) = Z 1) @ cp)@ca) e

An_l(C) = 26(1)®“'®C(n) (15)
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é o elemento obtido aplicando a coassociatividade n — 1 vezes. Usando essa notacao
para a counidade € de C, obtemos do diagrama da counidade da definicdo de coalgebras

que

1®c = (c@id)(Ac) = (@id) (Y ey ®ciz)) = Y, 2(en) ® iz

c®1 = (id®e)(Ac) = (id®e) (Z cw ®c(2)> = Yew ®ele)

= C = Z E(C(l))C(g) = 26(6(2))0(1). (1.6)

Exemplo 1.3.12. Seja (C,A,e) uma codlgebra. Usando a nota¢io sigma, temos que
C®C ¢ uma codlgebra com a comultiplicagio A = (idc @ T ®idc) o (A® A) e counidade

g =e®e.

De fato, as operagoes definidas satisfazem os diagramas da definicao de codlge-

bra, pois se ¢,d € C, temos que

(A/ ® idC®C)A/(C ® d) = (A/ ® idc@c) (Z C(l) (29) d(l) ® 0(2) &® d(2)>
= > ANep)y ®@day) ® ) @ di)
= Z 1) ® d(l) R e @ d(z) SRR d(g) = (id0®c X A/)A,(C ® d)

(idc@c ® EI)A’(C ® d) = Z C(1) ® d(l) ® 5/(6(2) & d(2))
= Z 6(0(2))0(1) ® E(d(g))d(l) =c® d.

Analogamente, obtemos &’ ® idcge(c®d) = c® d.

Definicao 1.3.13. Seja C' uma codlgebra, e tome c € C.

a) ¢ é chamado tipo grupo se Ac = ¢c®c e e(c) = 1. O conjunto desses
elementos de C' é denotado por G(C).

b) Para g,h € G(C), ¢ é chamado g, h—primitivo se Ac = c® g+ h®c. O

conjunto de todos os elementos g, h—primitivos de C' é denotado por P, (C).

Proposigao 1.3.14. Os elementos tipo grupo de uma codlgebra C' formam um conjunto

F—line-armente independente de C.

Demonstragao: Suponha que G(C') ndo é linearmente independente. Entao,
podemos escolher o niimero natural positivo n minimo tal que quaisquer n elementos

distintos de G(C') sejam linearmente independentes e que existem n + 1 elementos distintos
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de G(C) que sdo linearmente dependentes. Assim, existem g, g1, . .., g, € G(C) distintos e

AL, ..., Ap € F tais que
g=Mg1 +...+ Mg, com n=1

e, como quaisquer n elementos distintos sao linearmente independentes, podemos tomar

também \; # 0 para todo ¢ = 1,...n. Logo,

DI AN ®g; = <Z Mh) ® (Z )\jgj) —g®g=2Ag
ig=1 i=1 =1

= 2 Ailg; = Z Aigi @ Gi-
=1

i=1

Como {g;};-, é um conjunto linearmente independente, temos que {g; ® g;}i;
também é e, como \; # 0 para todo 7 = 1,...n, concluimos que a igualdade acima s6 é

possivel se n = 1. Consequentemente, temos g = A;g;. Além disso,

1 =¢(g) = e(Mg1) = Ae(g1) = M,

donde obtemos g = g1, uma contradi¢ao. Portanto, G(C') é um conjunto F'—linearmente

independente de C. [ |

Exemplo 1.3.15. Seja G um grupo. Considere a codlgebra C' = FG com estrutura de
codlgebra Ag = g® g e e(g) = 1 para todo g € G. Entao, é claro que G < G(C). Como
qualquer elemento de FG é F—combinagdo linear dos elementos de G, obtemos pela
Proposigao 1.3.14, que G(C) = G.

Exemplo 1.3.16. Seja A uma F—dlgebra de dimensao finita e defina

Alg(A, F) = {f € A*| f € um homomorfismo de dlgebras}.
Entao, Alg(A, F) < G(A™).
De fato, se f € Alg(A, F'), entao

(Af)(a®@b) = (m*f)a®@b) = f(ab) = f(a)f(b) = (f ® )(a®D)

para quaisquer a,be A e

Assim, obtemos Af = f® f e e(f) = id. Consequentemente, f € G(A*).

Proposicao 1.3.17. Seja B um F—espago vetorial tal que (B,m,u) é uma dlgebra e
(B,A,e) é uma codlgebra. Entao, A e & sio homomorfismos de dlgebras se, e somente se,

m e u sGo homomorfismos de codlgebras.
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Demonstragao: Sejam c,d € B e A’ e ¢ a comultiplicacao e a counidade da
coalgebra B® B definida no Exemplo 1.3.12. Note que o corpo F' é também uma coalgebra

com comultiplicacdo A e counidade e sendo a funcao identidade em F.

(<) Suponha que m e u sejam homomorfismos de coédlgebras. Pela definigdo de

homomorfismos de codlgebras, temos para m que Aom = (m®@m)A’ e e’ = ¢ om. Logo,
Afed) = (Aom)(c®d) = (m@m)A (c®d) = Y cayda) ® coydizy = AcAd
e(c)e(d) =e'(c®d) = (eom)(c®d) = e(cd).

Logo, A e e sao homomorfismos de algebras.

(=) Agora, suponha que A e e sdo homomorfismos de dlgebras. Entao,

(eom)(c®d) = e(cd) = e(c)e(d) = €' (c®d).

Para mostrar que m ¢ um homomorfismo de codlgebras, falta mostrar a igual-

dade A om = (m®m)A’. De fato,
(m@mA(c@d) = (mem) (3 e ®dy ®cp) @dp))
= Z C(l)d(l) ® C(Q)d(g) = AcAd = (A o m) (C ® d).

Para mostrar que u é homomorfismo entre as codlgebras F' e B, devemos provar

que Aou = (u®u)Afr e ep = e ou. De fato, se k € F, entao

(u®u)AF(kJ) = k?lB ® 13 = A(l{?13> = (A OU,)(kJ)

(c o u)(k) = ke(1p) = k = x(k).
| |

Defini¢ao 1.3.18 (Bidlgebra). Uma 5—upla (B, m,u,A,e) é chamada bidlgebra se
(B,m,u) é uma dlgebra, (B, A &) é uma codlgebra e € valida uma das sequintes con-

digoes:

1) A e e sao homomorfismos de dlgebras;

2) m e u sdo homomorfismos de codlgebras.

Analogamente, dizemos que um homomorfismo de bidlgebras é uma funcao que
¢é, a0 mesmo tempo, um homomorfismo de algebras e codlgebras. Um subespaco I < B é

um biideal se ¢ um ideal e um coideal de B. Com [ biideal, B/I é uma bidlgebra.
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Exemplo 1.3.19. Seja G um grupo e tome B = FG sua dlgebra de grupo. Entao B é
uma bidlgebra com as operagoes comultiplicacio Ag = g® g e counidade £(g) = 1, para
todo g € G.

De fato, F'G é uma algebra com a operagao induzida pela operagao do grupo.
(FG,A,e) é codlgebra, como ja visto no Exemplo 1.3.5. Falta mostrar que A e € sdo

homomorfismos de algebras. Temos que

A(gh) = (gh) ® (gh) = (9®@ g)(h®h) = AgAh

e e(gh) =1 =¢(g)e(h),

para quaisquer g, h € G.

Exemplo 1.3.20. Seja B uma bidlgebra qualquer de dimensao finita. Entdo B* é uma
bidlgebra, pois jd vimos que B ser dlgebra e codlgebra implica em B* ser codlgebra e dlgebra,

respectivamente.

Exemplo 1.3.21. Tome 0 # q€ F e seja B = O(F?) = Fx,y| vy = quz), o chamado
plano quantum. B tem estrutura de bidlgebra com comultiplicacao dada por Ax = x ® x,

Ay=y®1+2x®y e counidade e(x) =1, e(y) = 0.

Assim definidos, temos que A e £ sdo homomorfismos de dlgebras. Logo, basta

mostrar as propriedades de codlgebra para os geradores de B. Além disso,

1. (id®A)(Az) = ([dRA)(zQz) =z@r®x = (AQid)(Az);

2. (id®@A)(Ay) = (I[dRA)(y®1 +2®vY)
=yYR1IR1+rzR(Y®1+r®y)
=yYRIPQTI+2QRQYR1+12RrQy;

3. (A®id)(Ay) = (ARid)(y®1 +7®Y)
=YR1+2QY)R1+1Rr®yY
=yYR1IRQ1+2RYR1+2QxrQy;

4. (e®id)(Az) = (e®id)(z Q) = 1Q z;
5. (id®e)(Azr) = (ld®e)(r®x) = r® 1;
6. (c®id)(Ay) = (@id)(y@®L+2®y) =01+ 1Qy =1®y;

7. (id®e)(Ay) = (i[dRe)(y®1+2Qy) =y®1+2R00=y® 1.
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Com as igualdades das expressoes 2 € 3,4 ¢ 5, 6 e 7, temos que (B, A, ¢) é uma

codlgebra. Como A e € sao homomorfismos de dlgebras, obtemos que B é uma bidlgebra.

Observemos também que z € G(B) e que y € Py ,(B).

1.3.2 Algebras de Hopf

Definigao 1.3.22. Seja (C,A,e) uma F—codlgebra e (A, m,u) uma F—dlgebra. Entdo,

Homp(C, A) é uma dlgebra com o produto convolugdo dado por

(f*g)(c) =mo(f®g)(Ac)

para todo f,g € Homp(C,A), ce C. A unidade de Homp(C, A) € ue.

De fato,
(fxue)(c) =mo (f@ue)(Ac) =mo (fQu)(id®e)(Ac) =mo (fQu)(c®1) = f(c).

Analogamente, obtemos ue = f = f = ue = f.

Da mesma maneira, podemos definir o produto convolugio twist (ou anticonvo-

lugao) sobre Homp(C, A) como
(f x g)(c) =mo (f®g)(ToAc)).
Um exemplo de produto convolucao foi dado na Proposi¢ao 1.3.8, com m = A*
e C* = Homp(C\ F).

Usando a notagao sigma, o produto convolugao ¢ dado por

(f9)e) =mo (f @) (P ew®@cw) = D flem)glem). (1.7)

Definicao 1.3.23 (Algebra de Hopf). Seja (H,m,u, A, €) uma bidlgebra. Entio H é uma
algebra de Hopf se existe um elemento S € Homp(H, H) que é um inverso de idy pela

convolucao *. O elemento S é chamado antipoda de H.

Da definigao, S satisfaz (S = idy)(h) = (ue)(h) = (idy = S)(h),Vh € H. Usando

a notagao sigma da equagao (1.7), obtemos

DS = e(M)lu = > hay(S(he)). (1.8)

Definicao 1.3.24. Uma funcio f : H — H' de dlgebras de Hopf é um homomorfismo de
Hopf se é um homomorfismo de bidlgebras e f(Syh) = Sy f(h), para todo h € H. Um
subespago I de H é um ideal de Hopf se é um biideal e se Syl < I. Nesse caso, H/I é

uma dlgebra de Hopf com a estrutura induzida por H.
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Proposicao 1.3.25. Seja (H,m,u,A, &) uma F—dlgebra de Hopf com antipoda S. Sejam
g,he H e 1 a fungdo twist. Entao,

(1) S(hk) = S(k)S(h),Vh,k e H;

(2) S(1) =1

(3) eoS =e.

(4) AoS=70(S®95)0A
Demonstracao:

(1) Considere a codlgebra H ® H com a estrutura
A': HRH - HQH®H®H e €&: H®H —-F
gRh = guy®ha) ® g2) ® h) g®h  —e(ge(h)

Assim, Homp(H ® H, H) é uma élgebra sob a operagao convolu¢ao. Considere as
fungoes M, N, P € Homp(H® H, H) dadas por M(g®h) = gh, N(g®h) = S(h)S(g)
e P(g®h) = S(gh).

Entao,
(P M)(g®h) =) Plgn) ® ha))M(ge) ® he) = Y S(ga h(2)-
Como H é bialgebra, temos que
A(gh) = AgAL = (ga) ® g2)) (b ® hezy) = Y gyhr) ® gehe)
— (P M)(g®h) = > S((gh)1)(gh) @) = £(gh)1n = ue'(g @ h)

Por outro lado,
(M+N)(g®h) = > Mgy ® hu))N(g(z) ® he)
= D 9mhaS(h@)S(9e)
= 2915 1HS (9(2))
= e(g)e(h)ln
= ug'(gh).
Assim, obtemos que P+ M = ug’ = M =N e, como ue’ é a identidade de Homp(H® H,
),
P=Px(ug)=P+M=N = (ug')» N = N.

Portanto, S(gh) = S(h)S(g).
(2) Como H é bidlgebra, temos que e(1y) =1 e A(ly) = 1y ® 1. Assim,
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(3) Temos que
cue(h) = e(e(h)ly) = e(h)e(1y) = e(h).

Assim, usando a expressao (1.7),

e(h) = cus(h) = > e(S(ha)))e(h)-

Ainda, da expressao (1.6), obtemos
h= Y hoe(he) = S(h) = Y (S(ha))(he)

= =(S(h) = = (D (Shaw)e(he)))

- ZE(S(h(l)))E(h@))
= ¢e(h).

Portanto, e o0 S = €.

(4) A demonstragao desse item é andloga a demonstracao do item (1). Nesse caso,
sabemos que H é codlgebra e H ® H é algebra. Logo, Homp(H, H ® H) é algebra
com a operagao convolugao. Aqui, tomamos M = A, N =70(S®S)oAe P =AS.
Assim,

(P+M)(h) = > P(ha)M( h(2)
= 2 AS(a)A(he)
= A(Z(S(ha)))h( ))
= Ae(h)1n)
= e(h)(lp®1y)
= uggue(h).

(M« N)(h) = > M(ha)N(hw)
= DA h(l))75®5) < >

= > A(hay)() [ S(he hes))
= e(W)1lp®e(h)ln

= ¢e(h)lyegn

= UH®H€(h>.

Portanto, P+ M = uggue = M = N e, consequentemente, P = N, pois
PzP*(M*N)z(P*M)*N:N,

o que nos da o resultado desejado. Note que esse resultado nos diz que

2(Sh)m ® = > S(hz) ® S(hqy)- (1.9)
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Exemplo 1.3.26. Seja G um grupo e F'G sua dlgebra de grupo. Tome H = FG, que é
uma bidlgebra com as operagoes Ag = g® g ec(g) =1, para g € G, o que ja foi visto no
Exemplo 1.3.19. Seja S : FG — FG dada por Sg = g™, para cada g € G. Entio FG é
uma dlgebra de Hopf com antipoda S.

De fato, usando a expressao (1.7) para a convolugao, obtemos
(S +idu)(g) = D, S(90)idu(ge) = S(9)idu(g) = g9 = 1u = e(g)ln = (ue)(g).
E, da mesma forma, obtemos (idg * S)(g9) = (ue)(g) e, consequentemente,
S =idyg = 1dg = S = ue, ou seja, S é antipoda de H e H ¢é algebra de Hopf.
Proposicao 1.3.27. Seja (H,m,u, A, &) uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao,
a) Se g€ G(H), entdo Sg = g ';
b) Se he P 1(H), entao Sh = —h.

Demonstracgao:

a) Se g€ G(H), entdao Ag =g® g e e(g) = 1. A equagao (1.8) implica que
(S9)g =1 = g(Sg) = Sg=g~"

b) Se h e P(H), entdo Ah = h® 1 + 1 ® h. Do diagrama da counidade, temos
que

h®l=(id®e)(AR) = (i[d®e)(h®1+10h) = h@ 1+ 1®e(h)
= ¢(h) = 0.

Logo, da Equagao (1.8), obtemos

(Sh)1+ (S1)h = e(h)1y = 0 = Sh = —h.

Exemplo 1.3.28. Seja F' um corpo de caracteristica diferente de 2. Considere
Hy = F{l,g,7,gx|¢* = 1,2> = 0,29 = —ga)

com estrutura de codlgebra Ag =g® g, Ar =21+ g®ux, e(g) =1 ee(x) =0. Entdao
Hy é uma dlgebra de Hopf com antipoda Sg = g e Sx = —gx, conhecida como dlgebra de

Sweedler de dimensao 4.

1 — ¢. Além disso, da equacio

Como visto na Proposi¢ao 1.3.27 a), Sg = g
(1.8) obtemos

Sz + (Sg)x =e(z)ly =0= Sz = —gx.
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Além disso, observe que
1) (S #idm,)(9) = (S9)idu,(9) = ¢* = 1u, = e(9)1u, = (idp, = S)(g)
2) (S =idy,)(x) = Sx + (Sg)x = —gr + gx = 0y, = e(x)1y

3) (idy, = S)(x) = x4+ g(Sz) =z + g(—gx) =0y, = e(x)1ly

Logo, S *idy, = ue = idy, = S. Portanto, S é o antipoda de H,.

Exemplo 1.3.29. Considere H = O(F?)[z '] sendo a bidlgebra O(F?) apresentada no
Exemplo 1.3.21 adicionando o elemento x™. Entdo, H é uma dlgebra de Hopf com antipoda

1

Sx=a2"1eSy=—2"1y.

E claro que Sz = 27!, pela Proposicdo 1.3.27. Para Sy, temos

Sy + (Sr)y=0= Sy =—(Sx)y = —a'y.

1.3.3 Moddulos e Comddulos

Agora, veremos as defini¢oes e propriedades basicas de médulos e comddulos,

para que entdao possamos introduzir o conceito de Madulos de Hopf.

Defini¢ao 1.3.30 (Mdédulo). Para uma F—dlgebra A, um A—moddulo a esquerda é um
F—espaco vetorial M com uma funcio F—linear v : AQ M — M tal que os sequintes

diagramas sao comutativos:

mid u®id

a) AQA®M A@M b) FeM A@M
gy 7 mult. por escalar K
AQM Z M

Podemos adaptar a definicao para definir A—moddulo a direita.

Defini¢ao 1.3.31 (Comédulo). Para uma F—codlgebra C, um C—comébdulo a direita é
um F—espaco vetorial M com uma funcao F'—linear p: M — M ® C' tal que os sequintes

diagramas comutam:

a) M & M®C b) M F ~M®C
P 1d®A ®1 1d®e
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Do mesmo modo, podemos adaptar a definicdo para comodulos a esquerda.

Vamos usar uma notagao parecida com a notacao sigma para a funcao p do
comodulo C. Escrevemos Zm(o) ®my € M ®C, com a convencao de que m; € C

para ¢ # 0. Para um comdédulo & esquerda, com a funcao p' : M — C' ® M, escrevemos
pl(m) = Y mi-y @ m).

Definicao 1.3.32. Sejam M e N dois C'—comdédulos a direita, com as fungoes de estrutura

pum € pn, respectivamente. Uma funcao f: M — N é um homomorfismo de comédulos se

pyo [ =(f®id)opuy.

Proposicao 1.3.33. (1) Se M ¢é um C—comddulo a direita, entao M é um C*—mddulo

a esquerda.

(2) Seja M um A—mddulo a esquerda. Entao M € um A°—comdodulo a direita se, e

somente se, {A-m} tem dimensdo finita, para todo m € M.
Demonstracao:

(1) Lembremos que C* é uma algebra com multiplicagdo A* e unidade £, onde A e ¢

sao a comultiplicacao e a counidade de C'

Temos que € = 1¢«, pois do diagrama da unidade da algebra C* e da definicao ¥,

obtemos
10* = A*(E* ®Zd)(1p @ 10*) = E*(lp)

= leox(c) = e*(1r)(c) = 1re(c) = €(c).
M é um C*—modulo & esquerda com a fungao v : C* ® M — M dada por

V(f@m) = f-m = mgf(mu)).

Agora, vamos mostrar a comutatividade do segundo diagrama da defini¢cao de médulo.
Como M é um C'—comodulo a direita, obtemos do segundo diagrama da defini¢ao

de comoédulo, para m € M, que
(id®e)p(m) = Y mo) @e(m) =m®1p

=c-m= Zm(o)g(m(l)) =m

=" ®id) (1lp@®m) =e*(1p) - m =¢c-m =m.
Para o primeiro diagrama, temos por um lado, para f,g€ C* e m € M, que

Yid @) (f@g@m) = f-(g-m) =D f(me)g(ma))m).
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Por outro lado,

YA*Rid)(fRgm) = A*(fRg)-m = > ((f®g)Am))me) = Y. f(me)g(ma))m).

Portanto, o primeiro diagrama é comutativo e, consequentemente, M é um C*—mddulo

a esquerda.

(2) (<) Sejame M e {my,...,m,} uma base para A - m. Entdo, para cada a € A,

a-m= Zn:fi(a)m

com f;(a) € F. Seja ¢ : A — Endp(A - m) definido por p(a) = T,, onde T,(b-m) =
ab-m para quaisquer a, b € A. Como {A-m} tem dimensao finita, temos que A/(ker ¢)

tem dimensao finita. Além disso, se a € A,

a€ker o = 0= (ab) - ZfzameVbeA

=1

= filab) =0V beAeVi

Consequentemente, f; € A° para todo i =1,...,n. Logo, M é um A°—comddulo a
direita com p: M — M ® A° definido por
= Z m; ® fi.
(=) Se M é um A°—comddulo a direita, entao por 1) M é um A—moddulo & esquerda
com
a-m= Z(am(l))m 0
Logo, cada A - m é gerado pelos elementos {m )}, onde p(m Z m() ® mg

Exemplo 1.3.34. Seja (C, A, e) uma codlgebra. Tome M = C com p = A. Entao, (M,p)
¢ um C'—comadulo a direita, fato que vem direto da defini¢do de codlgebra. Pela Proposicao

1.3.33, C' é um C*—mddulo a esquerda com a agio v : C* ® C — C dada por
V@)= Flew)e,
para f e C* ceC.

Exemplo 1.3.35. Sendo A uma F—dlgebra podemos definir uma acdo — a esquerda de
A sobre A*, onde —: AQ A* — A* ¢ dada por

(@ — f)() = f(ba)
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para a,be A e f e A*. Assim, A* é um A—mddulo da esquerda com a ag¢do — . De fato, se
a,be A e fe A", entao

(a— (b= f))(c) = (b— f)(ca) = f(cab) = (ab — f)(c).
Note que, se f € A°, entio podemos escrever (a — f) explicitamente, pois
D f(® m(Af)(b®a) = (m*(f))(b®a) = f(ba) = (a — [)(D),
ou seja, a — f = Z fey(a) fo)

Proposicao 1.3.36. Seja C' = FG com a estrutura de codlgebra vista no Exemplo 1.3.5.
Entao M é um FG—comodulo a direita se, e somente se, M é um modulo G—graduado,
ou seja, M = @gecM,.

Demonstra(;éo (=) M é um FG—combdulo a direita com a funcao p : M —

M ® FG dada por p(m Z my ® g, para m € M. Da definicao de comddulo, obtemos
que
(p@id)p(m) = > plmg) @ g = > (m)s @h®g
e
(id®A)p(m) = Y my®@Ag = > m®g®g.
Entao,

(p®id)p(m) = (id®@ A)p(m) = (mg)n = Ggn1y

= p(my) :Z<mg)h®h:mg®g- (1.10)
Tomando M, = {m,|m € M}, obtemos a soma direta necessaria. De fato, do segundo

diagrama da definicao de comodulos, para m € M,

m®1l=(id®e)p Zm9®5 jmznge@qeGMg.

Além disso, sejam m, € M, tais que 0 = m = Z my. Por (1.10), temos que
geG

0=p(m)= Zp(mg) = ng®G.

geG geG

Pela Proposicao 1.3.14 e pelo Exemplo 1.3.15, temos que os elementos de GG
sao linearmente independente. Dessa forma, segue que m, = 0 para todo g € G, ou seja, a

soma dos M, é direta e, consequentemente, M ¢ um moédulo G—graduado.

(<) Basta tomar p(m) = m ® g, para cada m € M,. De fato,

(p®id)p(m) = p(m)@g=mRg®g
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(idRA)p(m) =m@Ag=mRgRg

(id®e)p(m) =m®e(g) =m® 1.

Definicao 1.3.37. Seja H uma dlgebra de Hopf.

(1) Seja M um H—mddulo d esquerda. Os invariantes de H sobre M sao o conjunto

M? ={meM|h-m=e(h)ym,Vhe H}.

(2) Seja M um H—comddulo a direita. Os coinvariantes de H em M sdo o conjunto

Me" ={me M|p(m) =m®1}.

Vamos denotar por “M o conjunto dos invariantes quando M é um H—mé6dulo

a direita.

Proposicao 1.3.38. Sejam H wma dlgebra de Hopf e M um H—comddulo a direita e

; s \ ~ *
considere sua estrutura de H*—mddulo & esquerda. Entio M = MeH.

~ . * . . ~
Demonstracao: Consideremos M*" como os invariantes da acao de H* sobre
M dada por

fem=>" f(ma))m).
Nesse caso, M™T" = {meM|f-m=mVYfeH*}. Seme M“" ¢ fe H* é qualquer,

temos que
p(m) =m@1 = f-m=> fma)me) = f(1)m =m=me M",
ou seja, M<H < M Reciprocamente, se m € Z\/.I'H*7 entao
frm=m= (p&id)p(m) = (p@id)p(f - m)

> p(m©) @ ma) = (p®id) (Z f (m(1>)P(m(o>)> =" fme)(p(me) @ m))
= f(m(g)) = 1.
Como f é qualquer, obtemos que m ) = 1. Além disso,

D p(mey) @ may = . f(ma))p(me) ® f(ma))me) = . f(may)plme) @ f(ma)1

= m(l) = 1.
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Assim,
m=f-m= p(m Zm ® m) Zm(0)®1
E da definicdo de comddulo, temos que
m®1l=(d®e)p Zm()@s =Zm(0)®1=p(m).
Portanto, M < Mol [

Exemplo 1.3.39. Seja H = FG, com a estrutura de dlgebra de Hopf do Exemplo 1.3.5.

Seja M um H-médulo & esquerda. Denotemmos por M o conjunto do

elementos de M tais que g - m = £(g)m para todo g € G. Temos que M* = M, pois
me MY = g-m=c¢e(g)m =m,

para qualquer g € G. Como £(g) = 1 e £ é uma funcdo F—linear, obtemos que, se m € M,
entdo h - m = e(h)m, para qualquer h € H. Logo, M® < M. A continéncia contraria ¢

direta.

Se M é um H—comodulo a direita, entao pela Proposicao 1.3.36, temos que
M ¢é um médulo G—graduado, ou seja, M = @,eaM,. Os coinvariantes de H sobre M sao
dados pelo conjunto M. De fato,

me M®? = p(m) =m®1

=m®1=p(m ng®g=>p( )=m®1,

com m; = m. Assim, m € M;. Reciprocamente, se m € M, entdao existe m’ € M tal que

p(m}) =m® 1. E entao
m® 1= p(m)) Zm ® g = mj =m.
Portanto, m € M e, consequentemente, M7 = M;.

Exemplo 1.3.40. Seja H uma dlgebra de Hopf qualquer e considere H como um H—mddulo

a esquerda usando a operacao de multiplicacao de H a esquerda. Entdo

H-{teH|h-t=¢(h)t ¥ he H}.

1.3.4 Mobdulos de Hopf

Antes de definirmos os médulos de Hopf, vejamos como a a¢ao de uma éalgebra

de Hopf sobre o produto tensorial de médulos estende a acao diagonal usual para grupos.
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Definicao 1.3.41. Seja H uma F—dlgebra de Hopf, V. e W H—mdodulos da esquerda.

Entao VW é um H—mddulo a esquerda, com acao dada por
h-(v®@w) =) (hay - 0) @ (h) - w),
para he HyveV ewe W, com Ah =Zh(1)®h(2).
De fato, essa acao define um H—mdbdulo a esquerda, pois se h,t € H,

Bt (0@w) =h- (Yt v) @ () - w))
= (b - (b - ) ® (b - () - w))
= D (bt - ) @ (hayta) - w)
— ht- (VW)

Elg-(v@w) =k(1lg®v)® (1g ®w)) = k(v ®@w)
para qualquer k € F.
Defini¢ao 1.3.42 (Mo6dulo de Hopf). Seja H uma F—dlgebra de Hopf. Um H—mddulo
de Hopf a direita é um F—espago M tal que
(1) M é um H—mddulo a direita.
(2) M € um H—comddulo a direita, via p: M — M ® H.

(3) p é uma fungio de H—mddulos a direita, onde M ® H é um H—mddulo a direita

como na Definicdo 1.3.41 e H age em si mesmo com a multiplicacao a direita.

Também podemos escrever o item (3) como
p(m-h) = p(m)-h = (m-h)e® (m-h)a) = > (me) - ha)) @ (muyhe),

onde m,e M e h € H, lembrando que p(m) = Zm(o) ®may e Ah = Z hy ® h).

No geral, podemos substituir H em todas as mencoes a “H—moddulo” da
definicdo anterior por uma subalgebra de Hopf H' de H. Desse modo, dizemos que M é

um (H, H')—médulo de Hopf & direita. A categoria desses modulos é denotada por ME,.

Exemplo 1.3.43. Para qualquer dlgebra de Hopf H, M = H é um H—mddulo de Hopf
usando p = A.
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De fato, H é um H—moddulo com sua propria multiplicagao a direita e é um
H—comédulo com sua comultiplicagao a direita (p = A). Além disso, para h,t € H, temos

que

2. (th)) @ (th)ay = D (th) o) ® (th)e) = D twha @ tyhe) = ) toha) @ tayhe

satisfazendo a condicao (3).

Exemplo 1.3.44. Seja W um H—mddulo a direita. Entao M = W Q@ H é um H—mddulo
de Hopf a direita usando p = id ® A.

E claro que M é um H—médulo & direita com a operacao multiplicagao de H
a direita. Dos diagramas da coalgebra H obtemos que M é um H—comoddulo a direita.
Falta mostrar que p((w®t) - h) = p(w ®t) - h, para todo w € W, t,h € H. Por um lado,

( U)@t Zp w - hl thg)) =Z(wh1)®AtAh2 :Z(U}'hl)@tth@tth.

Por outro lado,
pw®t) - h =Y (Wt ®ty)-h =Y (wt) - h) ® (taha) = Y (- h1) @ trhy @ tahs.

Um caso especial desse exemplo é o caso em que W é um H—modulo trivial,
ou seja, w - h = ¢(h)w para todo we W e he H. Sendo M = W ® H, temos que

(W) -h=>(w-ha) ®khg = > e(ha)w®khe = w®kh

para quaisquer w € W e k, h € H. Com essa acao, M é chamado de maddulo trivial de Hopf.

Teorema 1.3.45 (Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf). Seja M € MA. Entdo
M =~ M°" @ H como H—mddulos de Hopf d direita, onde M®" @ H é um mddulo de
Hopf trivial.

Em particular, M é um H—mddulo livre d direita com posto igual d dimpMH.

Demonstracao: J4 sabemos, pelo exemplo anterior, que M“? ® H é um
H—mbdulo trivial de Hopf. Considere as funcoes o : MY @ H - M e f: M - M® H
dadas por

a(m ®h)=m'-h e Zm (Sm1)) ® m(a),

para m’ € M? he H,m e M. Vamos mostrar que a8 = idyy, a funcio identidade sobre

M e Ba = idyeongy, a funcao identidade sobre M «H & H. Precisamos primeiro mostrar
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que B(M) € M*" ® H. Usando a notacio sigma, a definicdo de counidade e as expresses

1.9 e 1.8, obtemos que

(Zm (Smq)) ) Zp m) - (Smq)))
= (my )o®( )+ (Sm))
Z( ma)))) @ ((m<0))<1)(5m(1>)<2))
Z(W 3))) ® m)(Sm(z)
= Y (m() - (Smq))) ®e(m)ln
= Zm Sm(l) ®1g.

Assim, mostramos que Zm(o) - (Smq)) € M". Logo, 8(M) € M“" @ H.

Entao, para m e M,

af(m) = Z ((mo) - (Smq) Zm Zm e(may) = m,

usando a definicdo de médulos e comédulos. Além disso, para m’ € MH
p(m’-h) = p(m') -h = (m'@1) - h = (m"ha) ®he
Logo, temos que

Ba(m' @ h) = B(m’ - h)
= (m' - h)) - (S(m' - 1)) ® (m' - b))
= 2(m' - hq) - S(he) ®@ A
= (m' - hyS(hz)) ® hes)
= Z m' - e(hy)la @ h)
=m' ®h,
pois Ze(h(l)) = 1. Portanto, encontramos a8 = idy e fa = idycongy €, consequente-

mente, « é um isomorfismo entre M o & H e M. Falta mostrar que « é um isomorfismo

de comodulos. De fato,

(a@id)(id® A)(m' ®@h) = > (a @id)(m' ® hq) ® h)
= 2(m' - h@) ® hey = p(m’ - h) = pa(m’ @ h),

para cada m’ € M he H. [
Considere agora, uma algebra de Hopf H de dimensao finita e M = H*. Entao,

M se torna um H—moddulo de Hopf usando uma agao e uma coagao particulares. De fato,

H* é um H*—mobdulo & esquerda usando a propria multiplicacido a esquerda. Logo, a
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Proposigao 1.3.33 (2) nos diz que M é um H—comédulo com a coagao definida 14, ou
seja, se {g1,...,9,} é uma base de H* e f € H*, entao existem hy, ..., h, € H tais que,

para qualquer g € H*, gf = Z g(hi)gi. A funcdo comédulo p : H* — H* ® H é dada por
= Zgi ® h;. Reciprocamente, se p(f) = 2 fo® fi, entdo gf = Zg(f1)f0

H* é também um H-—mobdulo a direita com agdo dada por (f — h)(l) =
f(l(Sh)), para f e H*, h,l € H. Usando a acdo — definida no Exemplo 1.3.35, obtemos

que
(f = h)(l) = f(U(Sh)) = (Sh — f)(D),
ou seja, f — h=Sh— f.

Lema 1.3.46. M = H* é um H—mddulo de Hopf usando p e — definidas acima.

Demonstragao: Primeiramente, temos que se f,ge M e h,l € H, entao

(h— fg)l) = Zf lih1)g(lahs)
( 1 f)(ll)(h2 - g)(l2)
(hl - f)(h2 - 9)(5)-

Logo, h — fg = Z(hl — f)(hy — g). Com isso, podemos mostrar que

g(f —h) =Y ((ha = g)f) — ha. (1.11)
De fato,
S((he — g)f) — hi =Y Shy — ((ha — 9)f)
= > (Shy — (hg — 9))(Shy — [)
= Z h)1g — g)(f —h)
=g(f —h).

Agora, para mostrar que M é um H—moddulo de Hopf, falta mostrar que
p(f —h) = (fo— ) ® (fiha) = p(f) - h.

Usando a expressao (1.11) e os comentarios anteriores ao lema, obtemos

g(f —h) =Y ((hs = 9)f) — In
= > ((hy = @) (/1)) fo—In
:ZQ f1h2 fO‘_hl)a

para todo g € H*, o que implica que p(f — h) = Z(fo — h1) ® fihs. n
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1.4 Integrais e Semissimplicidade

Nesta secao, considere H sendo uma &algebra de Hopf. Vamos estudar a relacao

entre integrais, semissimplicidade e algebras de Hopf.

1.4.1 Integrais

Definigao 1.4.1. Um integral a esquerda de H é um elemento t € H tal que ht = e(h)t,
para todo h € H. Similarmente, um integral a direita de H é um elemento t' € H tal que
t'h = e(h)t', para todo h € H.

l

Vamos usar a notacgao f para denotar o espago dos integrais a esquerda de H
H

T l r
e f para os integrais a direita. H é chamado unimodular se f = f .
H H H

Exemplo 1.4.2. Seja H = FG. Entdo, t = Z g gera o espaco dos integrais a esquerda e

geG
a direita de H.

De fato, se h € GG, entao
ht=2hg=2g=t=€(h)t,
geg geG
pois £(g) = 1 para qualquer g € G.
Logo, se h = Z agyg € H, entdo

e
ht = Z agg't = Z agt =e(h)t
g'eG g'eG
e t ¢ um integral a esquerda. Do mesmo modo, encontramos que ¢t ¢ um integral a direita.
Além disso, se t é um integral a esquerda, entdao gt = £(g)t = t para todo g € G.

Logo, escrevendo t = Z aph, temos que

heG
Z apgh = Z aph.

heG heG

Note que, como g é qualquer e gh na soma assume a forma de todos os elementos

de G em qualquer ordem, temos que a igualdade é valida se, e somente se, 0s «y, sao

l T
constantes. Portanto, Z g gera 0S espacos f e J .
geG H H

Exemplo 1.4.3. Seja H = (FG)*. Entdo, p1 gera os espagos dos integrais a esquerda e d

direita.
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Note que {p, | g € G} é base de H, com p,(¢') = 0, para quaisquer ¢,¢" € G.

Dessa forma, temos que
e(pg) (k) = u*(pg) (k) = py(k - 1) = kdy1.

Logo, e(py) = 641 €, para h = Z agpy € H,
geG

e(h)(k) =k 2 agpe(l) =k Z rg0g,1

geG geG

e entdo, e(h) = Z Qglg 1.

geG

Temos que p; é integral a esquerda, pois

hp, = Z QgPgP1 = Z agdg1p1 = (h)p1.

geG geG

Agora, se t = Z agp, € integral a esquerda, entao
geG

mt=cp)t=t = t= Z Qgp1Pg = Q1P1.
geG

[ r

é gerado por p;. Analogamente, obtemos o mesmo para f .

Portanto, J
H

H
Exemplo 1.4.4. A F—dlgebra de Hopf H = Hy do Exemplo 1.3.28 ndo ¢ unimodular. Os

integrais a esquerda sao gerados por x + gx e os integrais a direita, por x — gx.

De fato, lembremos que
Hy=F{,g,z,9v]¢°=1,2°> =0, xg = —gz)
com £(g) = 1 e e(z) = 0. Entao,
g9(x +gr) = gr + x = £(g)(x + gx)

z(z + gx) = xgx =0 = ¢(z)(x + go)
gr(x + gx) = grgr = 0 = e(gz)(x + xg).

Logo, = + gz é integral a esquerda de H. Analogamente, temos que (z — gz)x =
(x —gx)gr =0e
(z — gx)g = 2g + 2g° = v — gv = (v — gx)g,
donde x — gx é integral a direita de H. Além disso, se t = a + bg + cx + dgz é integral a

esquerda de H com a,b, c,d € F, temos que

gt=t = ag+b+cgr+drx=a+bg+cx+dgx
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l

Portanto, ¢t = k(z + gz) e x + gr gera J . Similarmente, encontramos que

H
r

w—gwgeraj .
H

Teorema 1.4.5 (Larson e Sweedler). Seja H uma F—dlgebra de Hopf de dimensdo finita.
Entao,

l T
)J ef sao unidimensionais;

l T
(2) O antipoda S de H € bijetivo e S (J > = J :

Demonstracgao:

(1) Sabemos pelo Lema 1.3.46 que M = H* € M¥. Entdo, pelo Teorema Fundamental
dos Médulos de Hopf, 1.3.45, temos que M =~ M*“? @ H como H—mébdulos & direita.
Como H e H* tém dimensoes iguais, obtemos que dim A" = 1. Pela Proposicio
1.3.38,

I
M = MM ={feM|gf =culg)f, paratodogeM}=J

H*

!
Logo, f ¢ unidimensional. O mesmo processo pode ser realizado substituindo H

H*
l

or H*. Com isso, obtemos que ¢ unidimensional.
)
H

!
(2) Tome 0 # f € J e h e kerS. Sendo a : M“? @ H — M o isomorfismo da

H*
demonstragao do Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf, dado por a(f' ®h) =

f ~— h, temos que a(f ® h) = Sh — f = 0. Como « ¢é injetivo, obtemos que
f®h =0, donde h = 0. Portanto, S ¢é injetiva. E como H tem dimensao finita,

concluimos que S ¢ bijetiva.
l
Agora, se t € f , entao ht = e(h)t para todo h € H. Fixe h e tome o tnico h' € H

H
tal que Sh' = h. Entao, usando que € 0 S = ¢, temos

(St)h = (St)(Sh') = S(h't) = S(e(h)t) = e(I')St = £(SK)St = £(h)St,

ou seja, St € J e, consequentemente, S (f

\/

c J Como sao unidimensionais,

temos a igualdade.
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1.4.2 Teorema de Maschke

Pelo resultado classico do Teorema de Maschke, temos que, para um grupo
finito G, FG é semissimples se, e somente se, |G|~ € F.
Seja t = Z g, que é integral de F'G a esquerda e a direita. Entao, €(t) = |G] e,

geG
consequentemente, |G|~ € F se, e somente se, £(t) # 0 em F. Logo, o teorema a seguir é

a versao do Teorema de Maschke para algebras de Hopf.

Teorema 1.4.6 (Larson e Sweedler). Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita.

Entao, sao equivalentes:

(1) H é semissimples;

0-(f)
o-(f)

Demonstragao: Sabemos que H é semissimples se, somente se, cada H—mé-

dulo a esquerda é completamente redutivel.

(1)=(2) e (1)=(3) Suponha H semissimples. Como H ¢ algebra de Hopf, temos
que ker € é um ideal de H. Assim, podemos escrever H = [ @ ker € para algum ideal

I # 0 de H, pois H é um H—mdbdulo a esquerda usando sua multiplica¢cdo a esquerda.
1

Vamos provar que [ < f .
H

Tome 0 # z€ I e he H. E claro que h — e(h)1y € ker e. Além disso,

hz = (h—e(h)lg)z+e(h)z =0+ ¢e(h)z = e(h)z.

l

Note que (h — e(h)1ly)z = 0 porque pertence a I n ker . Assim, z € J
H

1
e €(z) # 0, pois z ¢ ker . Portanto, & (J ) # 0. Do mesmo modo, obtemos que
H
€ (J ) # 0.
H
1

!
(2)=(1) Assuma ¢ (J ) # 0. Podemos, entao, escolher ¢ € J tal que e(t) = 1.

H H
Sejam M um H—médulo a esquerda e N um H—submodulo de M. Precisamos mostrar

que N possui um complemento em M, ou seja, que M é completamente redutivel.

Seja m: M — N qualquer projecao F'—linear e defina 7 : M — N por

w(m) = Yt - w(Sty - m)
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para m € M. Entao, © é uma H—projecao de M sobre N. De fato,
Ztl Stg Ztl(Stg)‘nzs(t)nzn V’TLEN,

pois Sty -n e N e w é identidade em N. Assim, 77 também é projecao de M sobre N.

Note que, se h € H, entao

At@h = ZAt@Ehth ZA @hg_ZAht )@ hy = Zh1t1®h2t2®h3.

Como At® h = Z t1 ® ts ® h, concluimos que podemos trocar t; por hity, ho
por hoty e h por hs.

Assim, parame M e h e H,

=ty 7Sty (h-m))
=ty - ( h2t2)h3 .m)
= haty - w((St)(Sha)hs - m)
= >ty - w(e(hg) Sty - m)
= >ty - 7(Sty - m)

—h- (Ztl (Sty-m )

= h-7(m).

Logo, 7 é uma funcao H—modulo. Entao, M = ker 7@ N, ou seja, ker © é um

H —complemento para N em M.

Portanto, H ¢ semissimples. Procedimento analogo prova que (3)=(1). (2) <
(3) é direto da bijetividade de S. [

l

Seja0 #te J ,onde H é uma algebra de Hopf semissimples de dimensao finita.

H
l

l
Note que th € j para todo h € H e o Teorema 1.4.5 nos diz que ¢ unidimensional.

H H
Logo, podemos escrever th = «(h)t, com a(h) € F. Além disso, é claro que a € Alg(H, F),

pois se h,l € H, entao
th =a(h)t e tl=a()t = a(hl)t =thl = a(h)tl = a(h)a(l)t,

donde a(hl) = a(h)a(l). Assim, o Exemplo 1.3.16 nos diz que a é um elemento tipo grupo
de H*, ou seja, Aa = a® a.

T

Fazendo o mesmo processo para os integrais a direita, temos que se 0 # t’ € J ,

H

T T

para todo h € H e entdo ht' = a~'(h)t'. De fato, como t' € f , temos que

entdao ht' e f
H

H



Capitulo 1. Preliminares 65

!
St/ej e
H

donde ht' = «a(Sh)t', pois S é bijetivo. Definindo 5 : H — H por 3(h) = «a(Sh), temos

que

S(ht') = (St)(Sh) = a(Sh)St = S(a(Sh)t),

(a=B)(h) = Za(hl)a(Shg) =a(e(h)ly) =e(h)ly.
Do mesmo modo, temos que 3 # o = ue. Portanto, a™! = .

Definicao 1.4.7. O elemento o € G(H™) construido acima é chamado elemento tipo

grupo distinto de H*.

Note que H é unimodular se, e somente se, o = ue.

Corolario 1.4.8. Se H € uma dlgebra de Hopf semissimples de dimensao finita, entao H

¢ unimodular.

l

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4.6, podemos escolher ¢ € J tal que e(t) # 0.
H
Entao, para h € H, temos

a(h)e(t)t = a(h)t? = tht = e(h)t* = ¢(h)e(t)t.

Como £(t) # 0, obtemos que a(h) = e(h)1y e, portanto, H é unimodular. m
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2 Conjectura de Amitsur

2.1 Introducao

Na década de 1980, o matemaético israelense Shimshon A. Amitsur formulou
uma conjectura sobre o comportamento assintotico das codimensoes das identidades

polinomiais ordinarias. Ele afirmou que o limite

Plexp(A) := lim {/c,(A)

n—0oo
existe e ¢ um inteiro positivo. Veremos que isso ¢ equivalente a mostrar que, para todo n

natural, existem C7,Cy > 0 e 1,75 € R tais que
Cind" < ¢, (A) < Cyn™d", (2.1)
onde d = Plexp(A) é chamado de Pl-expoente de A.

Giambruno e Zaicev provaram a conjectura de Amitsur para dlgebras associati-
vas em 1999. Essa prova é encontrada na referéncia [6], Teorema 6.5.2. Vamos provar a
conjectura de Amitsur para H—codimensoes de algebras associativas com uma acgao de
Hopf generalizada, sendo H uma &lgebra de Hopf. Considerando H = {1}, obtemos uma
prova diferente da de Giambruno e Zaicev da conjectura de Amitsur para as codimen-
soes das identidades polinomiais ordinarias. Além disso, veremos como podemos usar o
resultado geral para provar a conjectura de Amitsur para os casos das codimensoes de
algebras graduadas por um grupo finito, das H—codimensoes de dlgebras H—moddulo e das
G'—codimensoes, onde GG é um grupo finito que age por automorfismos e antiautomorfismos.
Por isso, comegamos o capitulo estudando cada um desses casos e suas inter-relacoes. O

capitulo ¢ baseado em [8].

Lembre que estamos trabalhando sempre com algebras associativas e coalgebras
associativas com unidade. Além disso, vimos que trabalhando com corpos de caracteristica
zero, trabalhar com identidades polinomiais se reduz a trabalhar com identidades poli-
nomiais multilineares. Por isso, consideramos apenas corpos de caracteristica zero neste

capitulo.

2.1.1 (G —codimensodes

Vamos usar a notagao exponencial para a acdo de um grupo. Seja A uma
algebra sobre um corpo F. Assim, ¢ € GL(A) é um automorfismo se (ab)? = a*b¥ para
quaisquer a,b € A e é um antiautomorfismo se (ab)¥ = b¥a¥ para quaisquer a,b e A. O
grupo dos automorfismos de A é denotado por Aut(A) e o grupo dos automorfismos e

antiautomorfismos, denotado por Aut*(A).
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Observacao 2.1.1. Aut(A) é um subgrupo normal de Aut*(A) de indice menor ou igual
a 2.

Note que, se 1 é um antiautomorfismo, entdao 1! também é, pois, se a,b € A,

existem tnicos ¢, d € A tais que ¢¥ = a e d¥ = b. Assim,

(ab)?™" = (Pd")Y = ((de)*)Y =de=b""a¥",

Entao, se ¢ é automorfismo e v é antiautomorfismo,

(ab)vﬁ‘lww _ (bw‘lazb‘l)ww _ (bw‘lwazb‘lw)w — vl ey

Logo, ¢ 'y € Aut(A) e, consequentemente, Aut(A) é subgrupo normal de Aut*(A).

Agora, considere o grupo Aut®(A)/Aut(A). Sejam ¢ e ¢ antiautomorfismos.

Temos que
1

(ab)?" = (1) (@)?)"" = (@) (b)),

ou seja, @' € Aut(A) e as classes de ¢ e v sdo iguais. Portanto, o indice de Aut(A)

sobre Aut*(A) é menor ou igual a 2.

Definicao 2.1.2. Seja G um grupo com um subgrupo normal Gq fizado de indice menor
ou igual a 2. Dizemos que uma dlgebra A é uma algebra com G—acao ou uma G—algebra
se A é dotada de um homomorfismo ¢ : G — Aut*(A) tal que o' (Aut(4)) = G.

Seja G um grupo com um subgrupo normal Gq fixado de indice menor ou igual
a2eX :={x,xyx3,...}. Vamos denotar por F{X|G) a algebra associativa livre sobre

F' com geradores livres x? ,jeEN, ge G, com z; := :cjl Definamos

91 .92 gn—1,.9n\ ._ .hg1 .hg2 hgn—1_ hgn
h-(xflad . ai" el =2y o e, para h e G,
g1 .92 gn—1,.9nY\ ._ hgn gn—1 hg2 .hg1
h-(xflad . a"lalt) = ap?h a7 et para h e G\Go.

Assim, F(X|G) se torna uma G—algebra livre com geradores z;, j € N, pois é
dotada do homomorfismo ¢ : G — Aut*(F{(X|G)) dado por h — ¢}, com ¢, sendo a a¢ao
definida acima. Dessa forma, temos h € Gy se, e somente se, ¢, € Aut(F(X|G)), ou seja,
o HAut(F(X|GY)) = Gy. Os elementos de F{X|G) como G—4algebra livre sio chamados
G—polinémios.

Além disso, se A é uma G—élgebra sobre F, um G—polinémio f(z1,...,x,) €
F(X|G) é uma G—identidade de A se f(ai,...,a,) =0, para todoa; € A, i =1,...,n.
Nesse caso, escrevemos f = 0.

O conjunto Id%(A) de todas as G—identidades de A é um ideal de F(X|G)

invariante sob a G—agao. Se G = {e} ¢ o grupo trivial, entdo temos o caso das identidades

polinomiais ordinarias.
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Exemplo 2.1.3. Seja My(F') a dlgebra das matrizes 2 x 2. Considere 1 € Aut(Ms(F'))

(),

Entdo, [z + z¥,y + y*] € 1d®(My(F)), onde G = () = Z,.

b
De fato, se A = ¢ ,B = ¢/ € Ms(F'), entao
c d g h

Asav— 2V e Bipi— ("

0 2d 0 2h
4ae 0
0 4dh

definida pela formula

= (A+ AY)(B + BY) = ( ) = (B + BY)(A + AY).

Portanto, [A+ A%, B+ BY] = 0 para quaisquer A, B € My(F) e entao, [z + 2%,y +y¥] =0
em MQ(F)

Exemplo 2.1.4. Considere 1) € Aut™(My(F)) definida por

a b v _[a c
cd) ~ \bd)
Entdo [z — 2,y — y*] € 1d%(My(F)) onde G = (i) = Z,.

b
De fato, se A = (a ) ,B = (e ;) € My(F), entao

c d g
A—sz( 0 b_c> e B—B¢=< 0 f_g>
c—b 0 g—f 0
_ Y - _ (b—c)g—f) 0 _ Y -
(A— AY)(B — BY) ( 0 (C_b)(f_g)> (B — BY)(A— AY).

Portanto, [A — A%, B— BY] = 0 para quaisquer A, B € My(F) e entdo, [z —z%,y —y¥] =0
em MQ(F)

Um dos objetivos desse capitulo é provar o andlogo da conjectura de Amitsur
para codimensoes definidas a partir do conceito de G—identidades polinomiais. Agora que
conhecemos o conceito de G—identidades polinomiais, podemos definir os G—polinémios

multilineares e as G—codimensoes.
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Definicao 2.1.5. Vamos denotar por PnG o espago de todos 0os G—polinomios multilineares

em ri,...,T,, n €N ou seja,
= (X)) - Toimy | 9i € G, 0 € Sp)F € F(X|G),

onde S,, é 0 n—ésimo grupo simétrico. Entao a dimensao

¢l (A) = dim (mri;%)

¢ chamada de n—ésima codimensao das G—identidades polinomiais ou a n—ésima G—codi-

mensao de A.

Observagao 2.1.6. Note que, se G = {e} € o grupo trivial, entio a n—ésima G—codimensao

de A ¢ igual a n—ésima codimensao ordindria de A.

2.1.2 H-—codimensdes de Algebras H—médulo

Definigao 2.1.7. Seja H uma dlgebra de Hopf. Uma dlgebra A sobre um corpo F' é uma

algebra H—modulo a esquerda ou uma algebra com uma H—acao se

(1) A é um H—mddulo a esquerda via h® a — h - a;

(2) b (ab) = Y (hay - @) (heyy - b) ;
(3) h - 1A = E(h)lA;

para quaisquer h € H, a,b e A, onde € € a counidade de H e A é a comultiplicagcdo de H
com Ah = 2 h(l) ® h(g)

Seja H uma &lgebra de Hopf com uma base {hz|S € A}. Denotemos por
F(X|H) a algebra associativa livre sobre F' gerada pelo conjunto {x?ﬁ |5 € A,ie N}, com
X ={x1,29,23,...}, xj := x}, leH.

Para h € H, temos que existem {ag |5 € A} tais que h = Z aghg, onde s6 um

BeA
nimero finito de ag sao nao nulos. Dessa forma, escrevemos

= Z Oéﬁl‘?ﬁ

BeEA

A agdo de H sobre F(X|H) é definida por

hg, s, hgn_1 hs hayhsy h)hs, Pn=n)hsn_1 Pmyhsn
h- (xil o M .22@1 T, Ty x; ,
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para h € H, 1, Ba,... 0, € A, lembrando que A,,_;(h) = Z hy@h@) ® ... Q h,, usando

a notacao sigma.

Pela construgao da H—agao sobre F(X|H ), temos que F{X|H) se torna uma
algebra H—médulo com geradores z;,j € N. Os elementos de F(X|H) sao chamados de

H—polinémios.

Definicao 2.1.8. Sejam A e B dlgebras H—mddulo, onde H é uma dlgebra e Hopf.
Dizemos que um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B é um H—homomorfismo se é
H—invariante, ou seja, ¥(h-a) = h-(a).

Definigao 2.1.9. Seja A uma dlgebra sobre F' com uma H—ag¢do. Um H—polinémio
f(z1,...,2,) € uma H—identidade polinomial de A se, para quaisquer ay,...,a, € A,

obtemos f(ai,...,a,) = 0. Escrevemos, nesse caso, f = 0.

Pela Observagao 1.1.3, temos que f € F(X) é uma identidade polinomial
ordindria de A se, e somente se, ¥(f) = 0 para todo homomorfismo ¢ : F(X) — A.
Adaptando esse resultado para os H—polindmios, obtemos que f € F(X|H) é uma

H—identidade se, e somente se, (f) = 0 para todo H—homomorfismo ¢ : F{X|H) — A.

Dessa forma, o conjunto Id” (A) de todas as H—identidades de A é um ideal
de F{(X|H) invariante sob a H—agdo.

Exemplo 2.1.10. Seja A uma dlgebra com uma agdo de um grupo G apenas por automor-
fismos. Temos que H = FG ¢é uma dlgebra de Hopf com Ag = g®g, e(g) =1 e Sg =g,
para todo g € G, como provado no Exemplo 1.3.26. Como A,(9) =g@g® - ® g, temos
que a agao de grupo se torna uma H—agdo sobre os H—polinomios quando a estendemos

para todo F'G e a definimos apenas por automorfismos. Assim, podemos identificar F{X|G)
com F(X|H). Além disso, 14" (A) = 1d“(A).

Exemplo 2.1.11. Seja My(F) a dlgebra das matrizes 2x2. Considere ey, e; € Endp(Msy(F))

definidas por
a b a 0 a b 0 b
€0 = e ey = .
c d 0 d c d c 0

Entao, H := Fey@® Fe; (soma direta de ideais) é uma &lgebra de Hopf com

counidade ¢, onde £(eg) := 1 e £(e1) := 0, comultiplicacdo A dada por
Afeg) :=ey®eg + €1 R e,

Aler) :=ey®e; + e Qe
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e antipoda S := id. De fato, temos que

(1d ® A)Aey = g ® Aeg + €1 ® Aey
=e®eg®egt+eg®Wer®er +e1®eger + e ®er Qe

(A ®id)Aey = Aeg ® ep + Aey ® e
=e®ep®egt+e1®er®ey+e®ep®er + e ®egey.

Logo, obtemos a igualdade (id ® A)A(eg) = (A ® id)A(ep). Analogamente,
encontramos que (id ® A)A(e;) = (A ®id)A(er). Além disso, observe que

(€®id)A60 = 6(60) ®60 + 8(61) ®€1 = 1@60
(’id@é)A@o = € ®€(60) + e ®€(€1) = €9 ® 1.

Da mesma forma, obtemos o resultado acima para e;. Assim, H é uma bialgebra.

Note que a unidade 15 de H é o elemento ey + e;. Sendo S = id, temos que
(S =id)(eg) = egeg + €161 = eg + €1 = €(eg) 1y
(S * zd)(el) = epe1 + €169 = 0= €(€1>1H.

Portanto, H é uma algebra de Hopf.

Um exemplo de H—identidade polinomial para Msy(F) é o H—polindmio

b
xeoyeo _ yeoxfio’ pois se A= (a ) , B = (6 £> € MQ(F), entao

c d g
Ao — [ 4° 0 = B A%,
0 dh

Introduzidos os conceitos basicos de algebras H—moédulo, onde H é uma algebra

de Hopf, falta apenas introduzir o conceito de H —codimensao.

Definicao 2.1.12. Denotemos por Pf o espaco de todos os H—polinomios multilineares

em Ti,...,T,,n € N, ou seja
Pl = (aliaiyaln | hie Hoo € Syyp = F(X|H).
Entao, a dimensao
PH
H : n
¢ (A):=dim| ———
o ()

¢ chamada de n—ésima codimensao das H —identidades polinomiais ou a n—ésima H —codi-

mensao de A.
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2.1.3 Codimensdes de Algebras Graduadas por um Grupo Finito

Vamos continuar o raciocinio, agora para algebras graduadas por um grupo
finito. Queremos encontrar uma relagdo entre as codimensoes de algebras H—moddulo,
onde H é uma algebra de Hopf, e as codimensoes de algebras graduadas por um grupo
finito. Quando trabalhamos com um grupo finito G, temos que o dual da algebra de grupo
FG com F corpo é uma élgebra de Hopf, pois F'G tem dimensao igual a |G|. E por isso
que vamos trabalhar apenas com grupos finitos. A partir dai, conseguimos encontrar a

relagdo desejada.

Defini¢ao 2.1.13. Seja G um grupo e F' um corpo. Denotemos por F{(X") a dlgebra

associativa livre G—graduada sobre F' gerada pelo conjunto enumerdvel

X9 .= U X (9
geG
com X9 {3:1 ,:Ug ...}, ou seja, a dlgebra de polindmios nas varidveis nao comutativas

de X",
As indeterminadas de X9 sao chamadas homogéneas de grau g. O G—grau do
mondmio z! ...z € F(X") é dado por g19z...g: e 0 grau total é definido como ¢.

Por fim, denotemos por F(X 9T>(9) o subespaco da dlgebra F(X9") gerado por

todos os mondémios que tém G—grau igual a g. Note que
F<X9T>(9)F<Xg’”>(h) c F<Xgr>(gh)’
para quaisquer g, h € G. Logo, obtemos que

F(XIy = @ F(XI)9)

geG
é uma G —graduacao.
Seja f = f(a:’l(-fl), . ,xl(t )) € F(XY"). Dizemos que f é uma zdentzdade polino-
mial graduada da élgebra G—graduada A = @)gegA e escrevemos f = 0 se f ( a;’ , ce ag’f))

= () para quaisquer a ) e Al 1< <t

O conjunto 1d?"(A) das identidades polinomiais graduadas de A é um ideal
graduado de F{(X"). O caso das identidades polinomiais ordindrias estd incluso para o

caso trivial G = {e}.

Exemplo 2.1.14. Sejam G = Zy = {0,1}. Entdo, My(F) = My(F)® @ My(F)D, onde

0 _ n (0 F
My(F)©® ( ) MQ(F)U_(F o)'

Ainda, temos que My(F)© My(F)D (F)YY. Logo, My(F) é uma dlgebra G—graduada.
(_)) ((_J)

Além disso, temos que x(ﬁ)y( —y 0z ¢ IdgT(MQ(F)), pois estamos trabalhando apenas

com matrizes diagonais e F' é comutativo.
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Do mesmo modo que para as codimensoes ordinarias, G—codimensoes e

H —codimensoes, podemos definir as codimensoes graduadas.

Definicao 2.1.15. Denotemos por P?" o espaco de todos os polinomios graduados multili-

neares de grau total n € N, ou seja,

T ( n
PI" = <xag(11))x£_g(22)) .. .:Egg(n))

gieG, o€ Sn>F c F<Xgr>

Entao, a dimensao

gr : Pg'r
Cp (A) ;= dim (W)

¢ chamada de n—ésima codimensao das identidades polinomiais graduadas ou a n—ésima

codimensao graduada de A.

Podemos estabelecer uma relacao entre as codimensoes das algebras G—gradua-
das e as H—codimensoes de algebras H—moddulo. Para encontrar essa relagao, vamos

estudar o dual da algebra de grupo F'G.

Sejam GG um grupo finitoe A = @gggA(g) uma algebra graduada sobre um corpo
F. Entao H := (FG)*, o espaco dual de FG, é uma algebra de Hopf. Pela Proposicao
1.3.36, A é um FG—comddulo. A fungdo coméddulo p : A - A® FG é definida por
play) := a, ® g, para a, € AY.

Lembre que podemos tomar {p,|g € G} base de H tal que p,(¢') = ;4 € a

comultiplicacao A de H pode ser escrita como

Apg = Z Du @ Py

uv=g

Vamos mostrar que A é uma algebra H—modulo pela acdo h-a = Z h(aqy)ao),

onde he Hya€e A, e p(a) = Z a() ® a(yy. Para isso, precisamos mostrar que
I (ab) = > h((ab)w)(ab) o) = Y (hqy - a)(he) - b).

Seja x € G, ae A9 e be AY). Sabemos que pla) = a® g, p(b) = bR ¢ e,
como AW AW = A9 temos p(ab) = ab® gg'. Pela defini¢do da H—ac¢ao, obtemos

Pz - (ab) = pe(gg")ab = > pulg)pu(g)ab = Y (pulg)a)(po(g)b) = > (pu- a)(pu - b),
justamente o que desejavamos.
Assim, sabemos que se A é uma algebra G—graduada, entdo A é uma algebra

(FG)*—mbdulo. Por outro lado, temos o seguinte resultado:



Capitulo 2. Conjectura de Amitsur 74

Proposicao 2.1.16. Seja H = (FG)* com G finito. Toda dlgebra H—mddulo A tem uma
G—graduacao dada por A = @gegA(g), onde

A9 —{ae Alh-a=h(g)aV¥ he H}.

Em particular, temos que F{X|H) e F{(XI") sio ambas dlgebras H—mddulo e
G—graduadas.

Demonstragao: Observe que

azZpg‘a

geG

para todo a € A, pois Z Py ¢ a unidade em H. Além disso, para h = Z agpy € H, temos
geG g'eG

h- (pg ’ a) = 2 ag’(p/gpg> "4 = gy - A= h<g)<pg ) CL)
g'eG

e, consequentemente, p, - a € A9 Logo, A = Z A9,
geG

Agora, sejam z € G, a € A9 e be AY). Entao, h-a = h(g)a e h-b = h(g)b,
para todo h € H. Temos que

pr-(ab) = > (pu-a)(pu - b) = D" (pulg)a)(ps(g)b) = . (pu(9))(po(g'))ab = p.(gg)ab.

UV=2x uv=x Uv==x

Logo, ab e AY9) ¢, consequentemente, A9 AY) = A9,

Além disso, a soma dos A9 ¢ direta, pois se a € AW Z AM entdo podemos

heG
h#g

escrever a = Z ap, onde aj, € AM . Entao,

heG
h#g

a=py(g)a=py-a= Zpg'ah: Zpg(h)@zo-

heG heG
h#g h#g

Portanto, a soma é direta e, consequentemente, A = (—B A9 é uma G—gradua-
geG
¢ao.

Com esse resultado, é natural pensar que se G é finito, entdo a (F'G)*—codimen-
sao de uma algebra (F'G)*—mdbdulo é igual a codimensao graduada dessa mesma dlgebra,
que é G—graduada. Para provar essa afirmagao, precisamos de um isomorfismo entre os
espacos dos H—polinémios e dos polinomios graduados, que ¢ definido na proposicao a

seguir.
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Proposicao 2.1.17. Seja H = (FG)*. Entio o H—homomorfismo ¢ : F(X|H) —
F(X9") definido por p(x;) = Z m§g) ¢ isomorfismo.
geG

Demonstragdo: De fato, temos que ¢! (x ;g)> = 257, onde {p, | g € G} tal que

py(g') = d,4 para quaisquer g, ¢ € G, pois

Z SO 9) Z xpg _ gerg =z

geG geqG
e
o~ ( (g) _ Zpgxgh Zpg (g) (9)_
heG heG
No tltimo passo, usamos a a¢ao de H—modulo h - a = h(ay)ag para h € H e
a e F(XI), que é G—dalgebra graduada. ]

Lema 2.1.18. Seja A uma dlgebra G—graduada onde G é um grupo finito. Considere
a H—agao sobre A dada por h - a = h(ay)ag para h € Hya € A, onde H = (FG)*.
Entdo, o(Id"(A)) = Id9 (A) e cT(A) = ¢7"(A), onde ¢ é o H—homomorfismo definido na
Proposicao 2.1.17.

Demonstracao: Seja f = f(z1,...,2,) € F{X|H) uma H—identidade poli-

nomial de A. Como ¢ é um H—homomorfismo, temos que

o(f(z1, ... x0) = flolar), ..., o(z,)) = f (Z L) g:g)) .

geG geG

(9)

Se p(f) ¢ Id9"(A), entdo para cada g € G, existem ay Lal9 € A tais que

f<zagg>,...,2agg>> 0,

geG geG

contradizendo a hipétese de que f é uma H—identidade de A, pois Z aﬁfq Je A para todo
geG

j =1,...,n. Portanto, p(Id” (A)) < 1d"(A).

Por outro lado, seja f = f(x;’ (@) 29y e F(X9) uma identidade polinomial

Y ’L

graduada de A. Pela Proposicao 2.1.17, podemos escrever
-1 (91) (gn)yy _ —1/,.(g1) —1/,.(gn)\y _ Pgy Pon
2 (f(le a'-'7$in ))—f(SO (xi1 )7"'790 (:Ezn ))_f(mzl 7"'7$in )

Assim, se ¢~ (f) ¢ 1d"(A), entdo existem a;,,...,a;, € A tais que f(a}™,. ..,
a;™) # 0. Mas isso contradiz a hipdtese de que f(z;’ (1) -~~an@(” ) € F(X"), pois a;, Dok ¢
AW para todo k = 1,...,n. De fato,

= Z a9 = Py, - (@i)) Z Pg.(g)a? = a%* € AE)
geG geG
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Portanto, obtemos que Id”(A) = Id9"(A). Além disso, temos que @(P7) c P9

esegi,...,g, € G, entao

w’l(xgg(ll)) ol ) = xig(ll) . xff% e PY,

T %o (n)

Logo, obtemos que P =~ P9 ¢ Id"”(A) = 1d9"(A). Portanto, cZ (A) = ¢I"(A).

2.1.4 Acdo de Hopf Generalizada

Vimos no Lema 2.1.18 que trabalhando com as H —codimensoes de uma algebra
H—mdbdulo, onde H é uma algebra de Hopf, englobamos o caso das codimensoes das
algebras graduadas por um grupo finito. Além disso, o Exemplo 2.1.10 diz que com as
H —codimensobes, englobamos também o caso das G—codimensoes, onde GG age somente por
automorfismos. Com o objetivo de englobar também o caso das G—codimensoes quando
G age por automorfismos e por antiautomorfismos, vamos definir a H—ag¢ao de Hopf

generalizada.

Definigao 2.1.19. Seja H uma dlgebra com unidade. Dizemos que uma dlgebra A é uma
algebra com uma H —agao generalizada se A € dotada de um homomorfismo H — Endp(A)
que define uma agdo tal que, para cada h € H,

ho- (ab) = > (R - a)(h] - 0) + (B! - b)(B" - a)), (2.2)

7

/
7

para quaisquer a,b € A, com hl, h b h!" € H apropriados.

Observagao 2.1.20. Note que ndo precisamos que H seja uma dlgebra de Hopf para
definirmos uma H—ag¢do generalizada, pois os elementos hi, h h!' e h!" ndo dependem
da comultiplicacao de H, logo nao precisamos nem exigir que H seja uma codlgebra, ao
contrdrio do que acontece na defini¢io de dlgebras H—mdodulo. Se H é uma dlgebra de

Hopf, chamamos a H—ag¢ao da expressao (2.2) de H—agao de Hopf generalizada.

Sejam {hg| S € A} uma base de H e, como na Sec¢ao 2.1.2, F(X|H) a algebra
associativa livre sobre F' gerada pelo conjunto {x?ﬁ |feAie N}, onde X = {z1,29,...}

e 7; = x;. Podemos escrever, para h = Z aghg € H,
BeA

ho._ hs
BeEA
onde ag € F' e apenas um numero finito de ag sdo nao nulos. Chamamos os elementos de

F(X|H) de H—polinémios, assim como definimos para as dlgebras H—mddulo.

Agora, seja A uma algebra com uma H—agao generalizada. Como F(X|H)

¢ uma algebra livre gerada pelos elementos :U? 7, temos que qualquer funcao ¢ : X — A
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possui um tnico homomorfismo ¢ : F(X|H) — A que é extensio de 1 e, dessa forma,
(zh) = hap(x;) para cadaie Ne he H.

Adaptando a definicao de H—identidade polinomial de algebras H—moddulo
para algebras com uma H—agdo generalizada, dizemos que f(xy,...,2,) € F(X|H) é
uma H —identidade polinomial de A se ¥(f) = 0 para toda funcio ¢ : X — A, o que é
equivalente a dizer que f(ay,...,a,) = 0, para quaisquer ay,...,a, € A. Além disso, o
conjunto Id”(A) das H—identidades de A é um ideal de F{X|H). Note que ndo estamos
definindo nenhuma H—agao sobre F{X|H).

Temos que o espaco das H—identidades polinomiais multilineares em x4, ..., z,
é dado por
h h hn
P = (aliywty x| hie Hooe Spp = F(X|H).

A dimensao

H PH
A) = di e T
en(4) = dim (P,ff mIdH<A>>

é chamada n—ésima codimensao das H—identidades polinomiais de A ou simplesmente

n—ésima H—codimensao de A.

J4 o caracter x(A) do FS,—médulo P¥/(P¥ ~ 1d”(A)) é chamado de

n—ésimo cocaracter das H—identidades polinomiais de A e podemos escrevé-lo como

Xi(A) = > mia
AEn

soma dos caracteres irredutiveis nao equivalentes, onde mf ¢ a multiplicidade do caracter

XA

Exemplo 2.1.21. Seja A uma dlgebra com uma agao de um grupo G finito, onde G age
por automorfismos e antiautormorfismos, ou seja, existem um homomorfismo ¢ : G —
Aut*(A) e um subgrupo normal Gy de G tais que ¢~ '(Aut(A)) = Go. Assim, podemos
considerar o homomorfismo ¢ : FG — Endp(A) definido por ¢ nos elementos de G. Se

h = Z agg9 € FG, que é uma dlgebra de Hopf, entdao para quaisquer a,be A,
geG

he(ab) = Y agg-(ab) = > (agg-a)(g-b) +ag(g -b)(g - a)),
geG 9,9'€G
onde g e g sio elementos de G levados por ¢ em automorfismos e antiautomorfismos,
respectivamente. Dessa forma, temos que A é uma dlgebra com uma H—agdo de Hopf gene-
ralizada, com H = FG e podemos identificar F{X|H) com F(X|G). Portanto, Id" (A) =
1d%(A) e c(A) = cC(A). Dessa forma, obtemos que trabalhando com codimensées de dlge-
bras com uma H—ag¢do de Hopf generalizada, englobamos as codimensoes de dlgebras com

uma G—agdao, onde G é um grupo finito que age por automorfismos e antiautomorfismos.
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Agora, vamos encontrar algumas limitagoes superiores para cfj (A).

Lema 2.1.22. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita com uma H—a¢do generalizada
sobre um corpo qualquer F, onde H é uma dlgebra com unidade. Entao, cf(A) < (dim
A" para todo n e N.

Demonstragio: Vamos considerar os H —polindmios multilineares de P como
funcdes A — A n—lineares. Assim, temos a funcao natural ¢ : P — Homp(A®"; A).
Observe que o niicleo de ¢ é dado por P~ Id¥ (A), fato que segue direto da definicao de
1d"”(A). Dessa forma, obtemos que P/ (P ~n 1d"(A)) é isomorfo a um subespago de
Homp(A®"; A). Portanto,

H
c(A) = dim <Pf mPTILdH(A)) < dim Homp(A®"; A) = (dim A)"*',

n

Corolario 2.1.23. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo qualquer F' com
uma G—agdo por automorfismos e antiautomorfismos, onde G é um grupo finito qualquer.

Entdo, c%(A) < (dim A)"™ para todo n € N.

n

Demonstracgao: Resultado direto do Exemplo 2.1.21 e do Lema 2.1.22. ]

Corolario 2.1.24. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo qualquer F
graduada por um grupo finito G. Entdo, ¢ (A) < (dim A)"*! para todo n € N.

Demonstragdo: Do Lema 2.1.18, temos que ¢ (A) = c¢¥"(A). Portanto, o

Lema 2.1.22 nos da o resultado desejado. |

Lema 2.1.25. Sejam A wma dlgebra com uma H—a¢do generalizada sobre um corpo

qualquer F' e H uma dlgebra com unidade e de dimensao finita. Entado,
cn(A) < c(A) < (dim H)"c,(A)
para todo n € N.

Demonstracao: Novamente, considere os H—polindmios de Pf como fungoes
n—lineares de A em A. Sabemos que P, = Pée} c PY. Logo, para a funcdo natural
Y+ P2 — Homp(A®"; A), temos que ¢(P,) < 1 (PY). Pelo Teorema dos Isomorfismos,

temos que
Py

P, n 1d(A)

PH
PH ~ 1d7(A)

= P(P) € v(P,) =

Portanto, ¢,(A) < ¢(A). Para a segunda desigualdade, tome fi,..., f, € P,

n

tais que suas imagens formam uma base para P,/ (P, n 1d(A)) . Entao, para cada monémio
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To(1)To(2) - - - Ta(n), COM 0 € Sy, existem tnicos «;, € F tais que
t
Lo(1)To(2) + - - Lo(n) — Z ozi’(,fi(xl, R ,l‘n) € Id(A) (23)
i=1

h;

Agora, seja {hy, ..., h,} base de H. Entao, {x Z(ll)xffé) . xZ?’;L) loe Sy, 1<i; <

m} é uma base para P, Ainda, a expressio (2.3) e a defini¢ao de identidade polinomial

(e

nos indicam que

t
hq hi hip, hq i
$a(11)x0(22) Loy T Z;aiﬂfi(xl EERE 751;2") € IdH(A)-

Logo, todo H—polinémio em Pf pode ser escrito médulo Id (A) como com-
binagao linear dos H—polindémios fi(.’z}f“ ,...,xln). Observe que, para cada i, temos m”
polinémios fl(x}f” ,...,xln). Portanto, a dimensdo de P/ (P ~n 1d"(A)) é menor ou
igual a m"t, ou seja,

c(A) <m™ = (dim H)"c,(A).

Corolario 2.1.26. Seja A uma dlgebra graduada por um grupo finito G. Entao,

cn(A) < T (A) < |G| cn(A).

Demonstracgao: De fato, observe que a acao de uma algebra de Hopf H sobre
uma algebra H—modulo é uma acao de Hopf generalizada. Logo, qualquer resultado valido
para as algebras com uma acao generalizada vale também para as algebras H—moddulo.

Dessa forma, obtemos o resultado desejado usando o Lema 2.1.18 e o Lema 2.1.25, pois
dim FG = |G|. ]

Nas proximas sec¢oes, vamos mostrar as limitacoes inferior e superior da expres-
sdo (2.1) para as H—codimensoes, das quais derivamos a prova da conjectura de Amitsur

para esse Ccaso.

2.2 Limitacao Superior

Nas Segoes 2.2 e 2.3, vamos provar a conjectura de Amitsur para algebras
com uma acao de Hopf generalizada sob algumas condigoes. Vamos considerar A como
uma algebra nao nilpotente de dimensao finita sobre um corpo F' algebricamente fechado.
Além disso, temos uma H—acao de Hopf generalizada sobre A, onde H é uma algebra
de Hopf de dimensao finita agindo sobre A de tal forma que o radical de Jacobson

J := J(A) é H—invariante e que podemos escrever A = B @ J como soma direta de
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H—submoédulos, sendo B = B; @ - - - @ B, uma soma direta de ideais H —invariantes e B;

algebras semissimples H —simples (simples como H—méddulo).

Como A tem dimensao finita, temos que A é artiniano. Dessa forma, que o
radical de Jacobson J de A é nilpotente, ou seja, existe p € N minimo tal que J” = 0.

Para as Secoes 2.2 e 2.3, vamos fixar essas condigoes.

Nesta sec¢ao, vamos encontrar uma limitacao superior para a n—ésima H —codi-

mensao nas condi¢oes acima.

Definigao 2.2.1. Seja d = d(A) o nimero definido por

d := max(dim(B;,®B;,® - -®B;,) | Bi,JB;,J ... JB;, # 0,1 <, < ¢,1 <k <s5;,0<s<q).

Vamos mostrar que d = d(A) é o Pl-expoente de A. Para encontrar as limitagoes
inferior e superior para as H—codimensoes, vamos trabalhar com tabelas de Young e
particoes de naturais. Por isso, vamos provar alguns resultados importantes que relacionam

as particoes com as multiplicidades mf e com polinomios.

Lema 2.2.2. Se A= (\y,...,\,) ne Z Ai =D ou Agimas1 > 0, entdo mf\{ = 0.
i=d+1

Demonstracgao: O Teorema 1.2.42 pode ser provado para H—polinémios de
forma analoga a que vimos, logo é suficiente mostrar que e, f € Id* (A) para quaisquer
fe Pf e T) tabela de Young relativa a A\. Como F'S,epr, = F Snei}A, onde

er, = Z (sgn )70,

O'GRTA
TECT>\
temos que é suficiente mostrar essa afirmacao para e%. Usando a notagao ar, = Z o e
O'ERT/\
_ o
br, = Z (sgn7)7, temos er, = by, ar,.
TECT/\
Considere uma base de A que é a unido de bases de J e de By, ..., B,. Como
) 9 q

estamos usando polinomios multilineares, s6 precisamos provar que ei}A f é identidade para

os elementos da base.

Note que, como br, alterna as varidveis de cada coluna de T}, e7, f s6 nao se
anula para uma substituicao de elementos da base se esses elementos substituidos nas
variaveis de cada coluna sao todos distintos. De fato, se substituirmos o mesmo elemento
da base nas varidveis x; e x;, a substituigao toda se anula, pois a transposicao (i j) € Cr,.
Assim, devemos substituir elementos distintos para cada coluna. Se Agim 441 > 0, nao

temos elementos de base distintos suficientes para preencher a primeira coluna. Portanto,
ek, € 1d7(A).
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,
Agora considere o caso Z A; = p e fixe uma substituicdo de elementos da

i=d+1
base para as varidveis 1, ..., r,. Suponha que e, f ndo se anula com essa substituicdo.

Entao, temos um produto de elementos da base que nao se anula. Logo, a defini¢ao de d
nos diz que podemos escolher 1 < 1iq,...,i5 < g, 0 < s < ¢ tais que todos esses elementos
de base estaoem B;, ®---® B; D J e

Pelo mesmo argumento utilizado no primeiro caso, temos que nao podemos
substituir mais de d desses elementos de base de B;, @ --- @ B;, em cada coluna, pois caso
contrario, eles seriam linearmente dependentes e e7, f se anularia com essa substituicao.

Dessa forma, o nimero desses elementos de base que devem estar em J nessa substituicao
T T

deve ser pelo menos Z i, que é o numero de caixas abaixo da linha d. Como Z Ai=p
i=d+1 i=d+1
e JP =0, temos que ei_‘}A f se anula em A, o que é uma contradi¢dao. Portanto, nao existe

uma substitui¢ao de elementos da base de A que nao anule e7, f, ou seja, e, f € Id(A). m

Lema 2.2.3. Se A € H(k,l) é uma particio de um inteiro positivo n, entio o coeficiente

k. encontrado no Teorema 1.2.35 € limitado por um polinomio em n.

Demonstragao: Lembre que o coeficiente de Littlewood-Richardson £},
representa o nimero de tabelas semi-standard de forma A\ e contetido v que apresentam
permutacoes reticuladas quando lemos as linhas da direita para a esquerda e de cima para
baixo, onde uma permutacao reticulada é uma permutacdo em que em cada parte inicial,

qualquer niimero i aparece no minimo com a mesma frequéncia que o numero 7 + 1.

Vamos usar inducao sobre k + [. Considere A € H(1,0). Entao, A = (n). Se
k5, # 0, devemos ter p < A, donde A\\pz = (m), para algum m < n e, pela Regra de
Littlewood-Richardson, Teorema 1.2.35, a tabela T,,) deve ter contetdo v, com nimeros
nao decrescentes da esquerda pra direita e formando uma permutacao reticulada da
direita pra esquerda. Isso s6 é possivel se v € H(1,0), donde ki\u = 1. Agora, suponha que
A€ H(0,1). Dessa forma, temos que A = (1,1,...,1) ese kY, , # 0, entao temos p € H(0,1)
com ji = m < n. Logo, Dy, ¢ um diagrama de uma coluna s6, que deve ser preenchida
com numeros crescentes de cima para baixo para gerar uma tabela semi-standard. Como
a opgio de contetido de A\u é tinica, obtemos que k%, = 1. Portanto, se A € H(1,0) ou
A€ H(0,1), entdo obtemos pela Regra de Littlewood-Richardson que ki\u < 1. Isso prova
ocaso k+1[=1.

Agora, suponha que k£ +1 > 1 e, sem perda de generalidade, que £ > 1.
Observe que se u € H(k,l), podemos tomar ' € H(k —1,1) e uy > a > 0 tais que
p\a e i’ sejam partigoes do mesmo inteiro positivo. Dessa forma, temos pela Regra de
Littlewood-Richardson que kﬁ{(a) # 0.
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Para A € H(k,1), temos pela Regra de Littlewood-Richardson, Teorema 1.2.35,

e pelas propriedades do produto interno de caracteres vistas na Proposicao 1.2.10, que
k)\\u (X)m X/L@XV) .
Além disso,

M@ ®@Mu@M, = > K o M,QM,.
ol

Como p’ é uma das particoes v da soma e k%(a) # 0, obtemos que
(00 X @®OXw®X) = (0 Xu®X0)-
Assim,

kX = (000 Xu®xy)
< (X)u X(a)@X,LL/@XV)'

Note que pela Regra de Littlewood-Richardson,

®M ’®My = M <Z k)\/\u/M)\/>

= Z Z k/\’\#’ kv\(a)M

YN

Portanto,

k)\\/,L (X)u X(a)@X,LL’@XV 2 k)\\)\’k)\’\,u

Pela Regra de Young, Teorema 1.2.32, temos que k&?/\, < 1 e, por inducao,

temos que £, , € limitado por um polinémio em I\'| < |Al, o que prova o lema. [

Com os lemas 2.2.2 e 2.2.3 provados, ja temos o suficiente para provar a primeira
parte da conjectura de Amitsur, isto é, a segunda desigualdade da expressao (2.1), a qual

representa uma limitagao superior para as H —codimensoes.

Teorema 2.2.4. Se d = d(A) > 0, entao ezistem constantes Cy > 0,3 € R tais que

cH(A) < Cyn=d"

n

para todo n € N. Se d = 0, entao A ¢ nilpotente.
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Demonstragio: Seja A = (Ay,...,)\,) - n uma particio com mi # 0 e
considere o gancho infinito H(d,0) = Up=1{\ = (A1, Ag,...) = n|Agp1 = 0}. Pelo Lema
2.2.2, temos que Z A; < p. Vamos denotar por \; as parti¢oes com t = Z A < p, ou

i=d+1 i=d+1
seja, com t caixas abaixo da linha d de D,,. Dessa forma, podemos escrever

p—1
Ya-S 3 al 2
A-n t=0 Atbn
mx#0 m;tsﬁo

onde dy é a dimensao de M,, o F'S,—submodulo irredutivel correspondente a .

Para cada )\, considere a parti¢ao A\, - n — ¢ com diagrama D, sendo D), da
linha d para cima. Note que A\, € H(d,0) e A\; < \;. Logo, temos pelo Lema 1.2.38 que
dy, < ntd,\;. Além disso, para cada particao \; de n — ¢ em H(d, 0), existe uma quantidade
limitada de partigoes \; tais que A, < A, pois ¢ < p sempre. Seja k um natural positivo

que limita essas quantidades.
Com isso, o Lema 1.2.39 nos diz que existem C;, s; > 0 constantes tais que

> dy < Cyn—t)yrdr (2.5)
AN n—t
N,€H (d,0)

para todo n € N.

Usando as expressoes (2.4) e (2.5), obtemos

p—1
Dldv< Y k| D] nldy
An t=0 AtbEn
my#0 m)\ﬂéO
p—1
S| T
t
t=0 Ajbn—t
N,€H (d,0)
p—1
< knPt ZC’(n t)sdnt
t=0

p—1
<t Cad
t=0
< nPrOmP Y = CynBd”

Assim,
D dy < Csnd. (2.6)

A-n
mil#0

Por outro lado, o Lema 2.2.3 implica que existem Cy > 0 e s4 € N tais que

Z my < Cyn® (2.7)

AN
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para todo n € N, pois as multiplicidades m? sao coeficientes de Littlewood-Richardson.

Dessa forma, usando as desigualdades (2.6) e (2.7), obtemos que

c(A) < Z midy, < Csn®d"Cyn** = Cyn*2d"

AN

com Cy = (3C, e s5 = 83 + 84, para todo n € N.

Por fim, suponhamos d = 0. Note que B;J # 0 para todo i = 1,...,q. Logo,
pela definigdo de d = d(A), temos que d > dim B; para todo i. Assim, d = 0 implica em
B =0e A = J. Portanto, A é nilpotente. [ |

2.3 Limitacao Inferior

A demonstracao da segunda parte da conjectura de Amitsur, isto é, a primeira
desigualdade da expressao (2.1), depende da existéncia de uma particao de n que satisfaga
algumas condic¢Oes especificas para cada n suficientemente grande. A existéncia dessa
particao, por sua vez, ¢ garantida encontrando um H —polindmio em Pf que nao ¢ uma
H—identidade de A e é alternado em certos conjuntos de variaveis. Os proximos lemas

tém como objetivo garantir a existéncia desse polinomio.

Vamos comecar trabalhando com as algebras semissimples H—simples para
depois aplicarmos os resultados para as algebras B; da decomposicao de A dada no inicio da
Secao 2.2. Seja By uma algebra semissimples H —simples sobre um corpo F' algebricamente

fechado com uma acao de Hopf generalizada de uma &algebra H de dimensao finita.

Considere as representacoes regulares a esquerda e a direita de By, denotadas
por ¢, : By — Endp(By), ou seja, p(a)b = ab e ¥(a)b = ba, para a,b € By. Denote por p
a acdo de Hopf generalizada, com p : H — Endg(By). Temos que

(p(h)p(a))(b) = h - (ab)
= Z((h,; . a)(h;’ . b) + (h;// ) b)(h;/// ) a))

>

(e(h; - a)(hi - b) + (k" - a)(hi" - b))

(o - a)p(hi) + (k" - a)p(hi’)) (D),
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p(a)p(b)(c) = w(a)(ch) = acb = ¢(b)(ac) = ¢ (b)¢(a)(c)

para a,b,c € By.

Portanto,
ph)p(a) = D (o (ki a)p(hi) + o (" - a)p(h) (2.8)
p(h)(a) = i(¢(h2’ ca)p(hy) + @(hy" - a)p(hi")) (2.9)
p(a)y(b) = wz(b)so(a)- (2.10)

Lema 2.3.1. Seja By uma dlgebra semissimples H—simples sobre um corpo F algebrica-
mente fechado com uma ag¢do de Hopf generalizada de uma dlgebra H de dimensdo finita.

A forma bilinear tr(p(-)¢(+)) € ndo degenerada sobre By.

Demonstracao: Como By é semissimples, temos que
BO = Mkl(F)®@Mks(F)

com k; € N, sendo My, (F') a algebra das matrizes k; x k;.

Considere as bases de My, (F') dadas pelos elementos eS}j, as matrizes elementa-
res. Assim, tr(gp(eg)

base de My, (F'), entao

)) # 0 se, e somente se, « = 3. Dessa maneira, se b é um elemento da

tr(gp(e%)gp(b)) #0 < tr(gp(e(()%b)) 0 < b= e(ﬁg.
Assim, o unico elemento a € By tal que tr(¢(a)p(b)) = 0 para todo b€ By é o
elemento nulo. Portanto, a forma bilinear tr(p(-)p(+)) é ndo degenerada. ]

Lema 2.3.2. Seja By uma dlgebra semissimples H—simples sobre um corpo F algebrica-

mente fechado com uma acao de Hopf generalizada de uma dlgebra H de dimensdo finita.

Seja {ay,...,a;} uma base de By. Entao, para algum T € N, existe um polinémio
H
f=flxy, . ,zn,yn, o U 21, 20, 2) € Pypopiy
alternado nos conjuntos de varidveis {1, ...,x;} e {y1,...,y} e que satisfaca a sequinte
propriedade: existem 2|, ..., 2n € By tais que f(ai,... a5, ay,... 45,21, ...,20,2) = 2/

para qualquer 2’ € By.

Demonstracao: Temos que By pode ser visto como um H —modulo fiel simples.
Assim, H é um anel primitivo e, pelo Teorema da Densidade, para todo n natural,
U1, ..., 0, € Endp(By) linearmente independentes sobre F' e wy, ..., w, € Endg(By), existe

h e H tal que w; = v;p(h).
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Dessa forma, temos que Endp(By) =~ M;(F) é gerado pelos operadores de
p(H),o(By) e ¥(By). Pelas equagoes (2.8), (2.9) e (2.10), temos que quando compomos
endomorfismos do tipo ¢(a) e ¥(b) com p(h), sendo a,b € By e h € H, sempre podemos

reescrever a composicao colocando p(h') a direita, para h’ apropriado. Logo, temos que

Endp(Bo) = (¢(a)y(b)p(h) | a,be By, h e H)p. (2.11)

Considere o polinémio

fl (mla ey T2 YL, - 7yl2) = Z (Sign(O—T))mo(l)yT(l)x0(2)$0(3)$0(4)y7(2)yT(3)yT(4) ce

U,TeSlg

To2—-2042) - - - To(12)Lr(12—-20+2) - - - Y7 (12)-

conhecido como polindémio de Regev, que é alternado nos conjuntos de varidveis {z1, ..., x;2}
e {yi,...,yz2}. Temos que f; é um polindémio central para M;(F'), ou seja, fi(by,..., bz,
1, ..., 02) estd no centro de M;(F) para quaisquer by, ..., bz, c1,..., ¢z € By e ndo é uma

identidade polinomial para M;(F'). A prova de que o polindémio de Regev é um polinémio

central é encontrada em [17], Teorema 5.7.4.

Como By é semissimples, temos que se a € By e ab = 0 para todo b € By, entao
a = 0. Portanto, ker ¢ = 0 e, consequentemente, ¢ ¢ um monomorfismo. Dessa forma,

usando (2.11), podemos construir uma base para Endp(By) dada por

plar), - pla), ola)y(ar)p(h), - ol )y (ar,)p(hs)

com s =1*—1lei,k e€{l,...,1},h, € H apropriados. Considere a funcio f; construida
substituindo z; e y; em f; por p(z;) e ©(y;), respectivamente, para 1 <1i <1, e z;4; € yi4j
por ¢(z;)¥(u;)p(h;) e o(vj)p(w;)p(h;), respectivamente, para 1 < j < s. Substituindo
Zt =V = Qy, Up = Wy = Qg para1<t<sexi=yizaiparaléz’élemﬁ,obtemos
uma substituicao de elementos de M;(F') em f; e, por isso, essa substituigdo resulta em
um elemento do centro de M;(F'), ou seja, é um operador escalar da forma (uidg,), com
0#upel.

Agora, vamos considerar uma nova variavel z e reescrever todos termos (.. .)
e(...) de fi - z usando a definicio das representacoes regulares, e mover todos os termos
p(h;) para a direita usando as igualdades (2.8), (2.9) e (2.10). Reescrita dessa maneira, a
funcio f := p~* f -z se torna um polindémio em PH para algum n € N, que é alternado nos
conjuntos de variaveis {x1,...,z;} e {y1,...,y}. Fazendo T = 4s e renomeando u;, v; e w;
como z; com s + 1 < j < T, obtemos o polindomio desejado, pois usando a substituicao

descrita anteriormente, temos que

/ —1 / /
flag, oo, @y ey Qe iy Qg+ ey Qs Gy ey Qs Ay ey Qg 2 ) = 2 = 2

para todo 2’ € By. n
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Assim, encontramos um H —polindmio alternado que ainda nao é o que busca-

mos. Vamos expandir essa ideia, usando a defini¢do a seguir.

Definigio 2.3.3. Sejam k,l,n € N tais que kl < n. O subespago de P? denotado por
Qﬁm € o subespaco gerado por todos os polinomios alternados nos k conjuntos de varidveis

{2, ... 2} S {oy,. . 20}, com 1 <i <k

Teorema 2.3.4. Sejam By uma dlgebra semissimples H—simples sobre um corpo alge-
bricamente fechado F dotada de uma ag¢do de Hopf generalizada de uma dlgebra H de

dimensdo finita e {a;}._, wma base para By. Entdo, existe T um inteiro ndo negativo e

24, ..., 20 € By tais que para cada k € N existe um polindmio
1 1 2% 2% H
f=flay, o, w2, 21, 2) € Qo oga T
tal que f(ay,...,ap, ..., Q1,...,04;,21,...,2p,2) = 2" para todo 2’ € By.
Demonstragao: Pelo Lema 2.3.2, podemos tomar 21, ..., 27 € By e um po-
A H :
linémio f1 = fi(z1, ..., 2,1, .-, Y, 215 - - -, 27, 2) € Py p.q alternado nos conjuntos de
variaveis {x1,...,x;} e {y1,...,y} tais que
/ / / /
filay,...;ap a1, .. a2y, .. 2,2 ) =2

para todo 2’ € By. Note que f; € Ql[,{2,2l+T+1 satisfaz as condi¢des do teorema para k = 1.

Entao, podemos supor k > 1.

Adicionando duas variaveis u; e vy, definimos

l

(1) )
fl (U17U1>$17---7$layla-~->yla21>z) -= Zfl(mlv"'7ullei7"'axbyla"'7ylazl7"'7ZTvz)7
i=1
que continua sendo alternado nos conjuntos de variaveis {z1,...,z;} e {y1,...,y}. Além
disso, tomando 7, ..., z; que formam uma base ortogonal para By, obtemos
Ny, o0 7 ro o r
fl (ulvvlaxla'-'7$lay1?"'7y17217"'7ZT72)

para quaisquer uy, vy, Yy, ..., Y, 21,-.., 2,2 € By. Adicionando as varidveis us, ..., u;,
Vg, ..., v;, podemos definir para 2 < j <,
A7 (u - - )
1 TyeeosUjy U1y ooy U, X1y e e o s Ty Y1y o o5 Yl 21y - 0 o 2T R
l .
o f(J*l)( ) , P )
= 1 Uty ooy Uj—1, V1 - oo, V=1, L1y o -+, WjVT55 - s T YLy - o5 YL, 215 -0 -5 2T, 2)
i=1

Observe que, para us, v € By,

()Y Y A A ro o r
fi(u, uh, v, V5, X T Y Y 2 2y 2
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~

(1)
=Zf1 (U1, V1, @1, o UQUOXy o s Ty YLy e v oy YLy 21y e vy 2T Z)

= > () (W) il - ugvaml, T Y 2 2 )
=1

:tr(ﬁp(ull)Qp(vll))tr@p(u?)ga(v?))fl(xlla S ,LC;, yi? <. 7yl/7 Zia SR 7Z%7 Z/).

Generalizando, temos
l(j)(u'l,...,u;,vi,...v},q:'l,...,x;,yi,...,y{,zi,...,z’T,z’)
=tr(ip(uy)e(vy))tr(p(ug)e(vs)) - - tr(p(u))e(v))) fu(@h, - 2y, -y, 21, -5 2, 2)
para uj,...,u5,v,...,v; € By.

Agora, defina

Jo(Uty oo U UL, o UL Ty e e s B YLy ey Yty Py e e s 2T 2)
._ 1 : (0)
I el ol gy 2, SETM (o0 0

uj=1 5 res;

UT(I)-"7’UT(l)>x1a"'7$lay17"'7yl7zl7"'aZTaz)7

que estd bem definida, pois pelo Lema 2.3.1, tr(p(-)¢(:)) é nao degenerada, donde
det(tr(p(as)p(a;))); -1 # 0.

Por construcao, temos que f, é multilinear, além de alternado nos conjuntos de

varidveis {uy,...,w}, {vi,..., v}, {z1,.... @} e {y1,..., u}. Logo, f2 € Q' 4.7,y Para

mostrar que fs é o polindmio desejado para k = 2, vamos provar que

!/ / / /
folay,...;ap a1, .. a, a1, ..., a,a1, ... 4,2, ..., 20, 2) =z

para todo 2’ € B,.
De fato,

falar, ... a, a1, ..., Q1,G1, ..., G, Q1. .., Qp, 2],y 2 2
1 . 1)
_l' det(tr(ga(al)(p(a])))l Z Slgn(UT)fl (a’U(l)a s 7a0'(l)7 a‘r(l) s 7a‘r(l);

1,J=1 & res,

A1y ooy Qpy ALy ey Ay 21y ey 2y 2)
1 .
TGt aa A g o, el )ele) . trlplas)elarw)

,j=1 5 res,

filar, . aan, . a2 2, 2
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Y, sign(om)tr(e(aom)e(arm)) - - tr(p(aon e (ar))

o,TES]

= Y sign(r)x(p(an)plarm) .. . trla)o(an))

o,7'eS;

=l! det(tI'(QO(CLZ‘)QD(CLj)))é’j:I,

onde 7 = 70!, em cada fator da soma.

Note que o polinémio

fQ(ula"'7ul>U17"'avh'xla"'axlayla"'7ylazl7"'7ZTaz)

= f2<U1,.--,Ul,'Ul,-..,Ul,wl,---,wT/,Z),

onde T" = 2l + T, também satisfaz as condi¢oes do Lema 2.3.2 e é alternado em algumas
das variaveis wi, ..., wp. Dessa forma, podemos aplicar o procedimento descrito ante-
riormente para f, em vez de fi, assim obtendo um polinémio f3 que, por construcao,
também é alternado nos mesmos subconjuntos de varidveis de {wy, ..., wpr} que fa, ou
seja, f3 € Q{Iﬁﬁl +7+1- Analogamente, encontramos f4 usando f3, f; usando f; e assim
sucessivamente. Portanto, obtemos o polinémio f := f; € Ql{{gkvzk 4741 desejado aplicando

o procedimento para fr_;. [ |

Agora, vamos aplicar o Teorema 2.3.4 para cada B; da decomposigao de A para

encontrar o H—polinémio alternado que desejamos.

Lema 2.3.5. Se d # 0, entdo existe wm numero natural ng tal que para todo n = ng
existem subconjuntos disjuntos X, ..., Xog S {x1,..., 20}, k = [(n —no)/(2d)], | X4| =
o= | Xox| = d e um polinomio f e PP\Id"(A) alternado nas varidveis de cada conjunto

X;.

Demonstracao: Seja d; := dim(B;,) e {agt), e ,aﬁl?} base de B;, para 1 <t <

s. Aplicando o Teorema 2.3.4 para cada B;,, temos que existe um polindémio

t1 t1)(t,2k t,2k
fi = ft(xg ), . ,xét ),xg ), . ,a:ﬁ,t ), 21, .. ,z,(fli,zt) € ngkdﬁmﬁl
alternado nos conjuntos disjuntos de variaveis Xl(t) = {x&t’l), e ,x&tt’l)} para 1 <[ < 2k.
Além disso, existem zi(t), . ,27’7(1’? € B;, tais que
t t t t /(t
ft(ag),...,a((it),...,ag),...,aflt),zl(),...,z;(z?,zg) =z,

para todo z, € B,.

Considere ng = 2s — 1 + Zmi> k = [

i=1

n—ngl - n—2kd — ng — my
= 1
| & [ 2d, " ]
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fo — fl(xgl,l)7 x(l,l) mgl,Qk) (1,2k) gl) Z(l)

- dgy ge ey y ey ,Z Yt Am
Foo 1 2k 2k
fl(y% )a"'7y((jl)7"'7y£ )»---7%(11 )7u17"'auml7zl))

S

’ H(Utflft(mgal)? cee 7x£ltt’1)7 ce 7'rgt’2k)7 s 7375[?2]6)7 th)u ce 7’27(727 zt))7
t=2

onde f; é um polinémio obtido pelo Teorema 2.3.4 para B;,.

Como B;,JB;,J---JB;, # 0, podemos tomar b, € B;, comt = 1,...,s e
J1s---5,Js—1 € J tais que byJ1bags - - - Js_1bs # 0. Seja b € A o valor resultante da substituicao

:Eg’a) = ag), zg) = zgt), Ve = Ji, % = by, yéa) e ug = zlﬁ(l) em fy. Vamos denotar essa
substituicao por =. Temos também do Teorema 2.3.4, que

fl(agl), . ,aglll), . ,agl), . ,agll),zi(l), o ,27’7(111),1)1) =b

jtflft(a’gt% cee J(Ig?? te 7agt)7 ce 7a((11)7 Zi(t)7 R Z;gtt)v bt) = jtflbt'

Logo, fazendo a substituicao = em fo, obtemos
b= fl(agl), . ,aglll), . ,agl), . ,aglll), 21(1), e z;,(lll), by) - Hjt_lbt
t=2

= b1j1by -+ Js—1bs # 0.

Agora, considere X; = UXl(t) e sejam Alt; o operador de alternacao so-
t=1
bre o conjunto X; e f = AltjAlty--- Altor fo. Assim, Alt; age somente nas varidveis

(1,0 .CE(l’l) (s,0) ‘

vy Ty, ..,xfi‘z’l). Aqui consideramos Alt; = Z (sgn o)o. Note que se

O'GSd

), entao by ¢é anulado, pois B;, ®--- @ B;,

o € Sq leva uma variavel :lr(ﬁt’l) de X, l(t) para X, l(t/

¢é soma direta de H—ideais, donde

Clgt/)aét/) T a(ﬁt) e a'filt/ € Bit a Bit’ - 0

Dessa forma, é suficiente considerar apenas as permutacoes de S; que agem
somente dentro de cada Xl(t). Existem di!dy! - - - dg! dessas permutagoes em Sy. Entao, se

o € 54 ¢ uma permutagao desse tipo, podemos escrever
o fo = (sgn o) fo,
pois cada f; é alternado em Xl(t). Assim, temos que a substituicdo = em f resulta em

dyldy! - dJlb # 0.

Como f; é um polindmio multilinear que é combinac¢ao de monémios multiline-

ares, temos que existe um monomio multilinear W dessa combinagao tal que
1,1 1,1 1,2k 1,2k) (1
Alt Alty - - -Altzkfl(:cg ),...,ajgll ), o ,xg ), o 795:(1!1 ),,2% ),...,zg}bz,W)
S

t1 t,1 t,2k t.2k) _(t
-H(vt_lft(xg ),...,x((jt ),...,xg ),...,xﬁlt ),ZP,...,zgi,zt))
=2
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nao se anula com a substituicao =. Fixemos esse IW. Note que o grau de f é dado pelo

numero de variaveis das quais f depende. Logo,

degf=2k<2dt> + > my+ s+ s — 1+ 2kd; +my

t=1 t=1
= 2kd + no + 2kd; +my
= 2kd +n — 2kd — ng — my + 2d; + m; + ng
=n+ 2d, > n.

Além disso, deg fl = 2/~fd1 +mi+1=mn—2kd —ng+ 2d, + 1. Seja W =

) i . (1) (1) (2k) (2k)
WiW2 * * * Wokg, 4m,+1 COM W; sendo varidveis do conjunto {y; ’,. .. s Ydy

a"'7y1 7"'7yd1 )
u Um,» 21} A substituigdo Z para essas varidveis é w; whr Seja
1y---5 Umyg, <1§- G =P 1o Wokdi+mq+1° J
. (1,1) (1,1) (1,2k) (1,2k) (1) 1
Jr=Ay Al fi(y g T g ,...,zﬁnz,wl-~-wn_2kd_noz)
S
(t,1) (t,1) (t,2k) (t.2k) (1) t
.H(vt_lft(xl R T N ) ,...,z,g,b)t,zt),
t=2

onde z é uma variavel adicional. Note que f é uma composi¢cao de H—polindmios, mas nao
necessariamente um H —polindmio. Apesar disso, sempre podemos considerar f como um
H —polindmio se fizermos as manipulagoes necessarias usando a propriedade da H—acao
generalizada dada na igualdade (2.2). Além disso, f possui 2d; varidveis a menos que f :
Logo, f € P¥. Por construcao f ¢ alternado em cada X;, [ = 1,...,2k. Além disso, f

nao se anula com a substituigdo = com z = W), _opg_ 41 Portanto, f é o

/
o w?];:d1+m1+1 :
polinémio desejado.

Observacao 2.3.6. A composicio de H—polinémios nao é necessariamente um H—poliné-

mio. Tomando, por exemplo, f(x,y) = h(x)t(y), com h,h' € H. Se t € H, temos

@, t(y)t(z)) = h(x)h'(t(y)t(2)),

que nao é um elemento de P2H nem de P3H. Usando a definicao da H—ag¢do generalizada

(2.2), podemos representar a composi¢ao pelo H—polinémio

2 (h@)E ) (2) + h(x)t! ()t (y)) € Py,

7

para adequados t;,t} 7 t!" € H.

Note que a existéncia do H—polinémio alternado encontrado no Lema 2.3.5
s6 é garantida para d # 0, o que é suficiente, pois de fato temos d = d(A) > 0 para a
algebra A dada no inicio da Se¢do 2.2. Lembrando que A = Bi® B, ®--- ® B, ® J tem
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dimensao finita, a definigdo de d(A) implica que existem &lgebras semissimples H —simples

B;,,B,,, ..., B, tais que

i1
d = dlIIl(Bl1 @ s '@, Bzg)

e B, JB;,J---JB;, # 0. Se d fosse igual a zero, teriamos que nao existe B; # 0 na

decomposicao dada de A e, consequentemente, obteriamos A = J. Mas como A é nao

nilpotente, concluimos que d deve ser maior do que zero.

Agora, usando o polinémio encontrado no Lema 2.3.5, podemos garantir a
existéncia da particao que ¢ a principal ferramenta na prova da limitagao inferior das

H —codimensoes.

Lema 2.3.7. Sejam k e ny os niumeros naturais do Lema 2.3.5. Entdo, para qualquer
n = ng ewiste uma partigio X = (Ai,...,\) = n tal que A\g > 2k —p, com mi # 0 e
d=d(A).

Demonstragao: Tome f o polindmio do Lema 2.3.5. Sabemos que

FS,= @ FSues.

AFn
Ty standard

Como f ¢ Id"(A), temos que

AN
T standard

ou seja, existe A - n com T) standard tal que ey, f ¢ Id"(A). Portanto, mi # 0. Pelo
argumento ja visto no Lema 2.2.2, temos que cada linha de T inclui no maximo uma
variavel de cada X;, [ =1,...,2k. E como o nimero de variaveis de f que nao estao em

nenhum X; é n — 2kd, temos que

d—1
DN <=2k(d— 1) +n —2kd = n - 2k.

i=1

d
Além disso, temos pelo Lema 2.2.2 que Z A; > n — p. Portanto,
i=1

d—1
/\d>n—p—2)\i2n—p—n+2k=2k—p.
i=1

Teorema 2.3.8. Ezxistem constantes C1,Cy > 0, 1,79 € R, d € N tais que
Cin"d™ < c(A) < Con™d"

para todo n € N.
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Demonstracgao: A segunda desigualdade ja foi provada no Teorema 2.2.4.

Falta apenas a limitacao inferior.

Pelo Lema 2.3.7, podemos tomar A = (A\,...,\,) - n tal que \y > 2k —pe
m3 # 0. Assim, D, contém o subdiagrama D, com pu = (?k: —p,2k —p,.... 2k —13) H

M
(2k — p)d.
Pelo Teorema 1.2.30, podemos induzir M, a um S,,_;—modulo que é isomorfo
a uma soma direta de S, _;—moddulos irredutiveis M,,, onde as parti¢coes v - n — 1 sao
obtidas deletando uma caixa de D,. Aplicando o Teorema (n — (2k — p)d) vezes, obtemos
M) como um S(;_pe—modulo que ¢é isomorfo a uma soma direta de Siop—p)q—modulos

irredutiveis, entre eles M,,. Portanto, dim M, < dim M.

Pela Proposicao 1.2.24, temos

((2k —p)d)!
Hi,j hij 7

onde h;; sao os nimeros gancho de D,,. Note que D,, ¢ um diagrama retangular com 2k —p

d, = dim M, =

caixas em cada linha e d caixas em cada coluna. Por definigao, h;; =2k —p+d—i—j+1
para todo 1 <i<del<j<2k—p. Para cada linha i, temos

2k—p

th—% p+d—i)2k—p+d—i—1)...(d—i+1) <2k —p+d—i).

Logo,

Hhij_l_[(]_[p%)\n% p+d—i) < (2k—p+d?

=1 =1

donde
(2k —p)d)! _ (2 = p)d)!

Hi,j hij T2k —p+ )T

Pela féormula de Stirling, sabemos que

(2.12)

d, =

’ n!
im ——5 =1
e
para todo n € N, onde e é o nimero de Euler. Para representar esse limite, usamos a

n n
notacao n! ~ v/2mn (—) .

e
Aplicando a férmula de Stirling na desigualdade (2.12), obtemos
2k — p)d)!
TA) =dy>d, > (
)= dh > du = (o
2k—p)d
27 (2k — p)d <(2k;p)d>( ?) (2.13)

~

(varr—p e d) (2pey )
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mnm

Sendo ', ", " e ¢” constantes positivas apropriadas, temos

272k = pyd <(2,€+p)d) (2k—p)d
lim

k—o0 <\/27T(2k 0 i d) (W)2k+p+d>d kl/Z_dQ_d/Qkod

(Qlf . p) (2k—p)d+1/2

— o /
N kh—{{clo ¢ (2k —p + d)(Qk*P+d+1/2)d k1/2—d?—d/2
1/2—d?—d/2
= lim ¢’ (2k = p) : :
k—o0 d (2k7p)d d d2+d/2 —d2—
<1 + m) <1 + ﬂ) k1/2—ds=d/2
= li m (2k - p)l/Q_dz_d/2
= phnc L1/2—d—d)2
_ C////

Portanto, existe ¢ > 0 tal que

27 (2k — p)d (M> e

e

(V2r(@k = p+ ) (2=ped)™ )

onde R = 1/2 —d* —d/2 € Q. Como k ~ n, temos pela expressio (2.13) que existem

R j2kd
5 ~ ck7d™,

cs >0, 75€ Qen’ €N tais que

cH(A) = esnd”

n

para todo n = n/.

Para cada ndmero natural n menor do que 7', existem ¢™ > 0 ¢ ™ e Q

tais que c¢(A) = ¢,n™d". Portanto, basta tomar C; = min{c®, ... ™™ ¢} er =
min{r®, ... ™= 7.} para obtermos

c(A) = Cynd”
para todo n € N. [ |

Com o resultado do Teorema 2.3.8, enfim temos provado o andlogo da conjectura
de Amitsur para algebras com uma agao de Hopf generalizada nas condigoes citadas no
inicio da Secao 2.2. De fato, as desigualdades encontradas no Teorema 2.3.8 juntas implicam
que o limite da sequéncia ( \/cH (A))neN existe e é um inteiro positivo. Vemos a prova

dessa implicagao no proximo teorema.

Teorema 2.3.9 (Conjectura de Amitsur para H —codimensdes). Plexp” (A) = lim {/¢ff(A)

existe e € um inteiro positivo.

Demonstracgao: Pelo Teorema 2.3.8, temos que existem constantes C, Cy > 0,
ri,72 € R, d € N tais que
Cin™d" < c(A) < Cyn™d" (2.14)
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para todo n € N e provamos esses resultados usando d = d(A). Aplicando a raiz n—ésima

e o limite com n tendendo a infinito na desigualdade (2.14), obtemos

lim {/Cy/nmd < lim 3/ cH(A) < {/Cy/n"2d

= d< lim {/cH(A) <d.

n—o0

: n/ H _ : H
Pelo Teorema do Confronto, obtemos que lim {/cf (A) = d, ou seja, Plexp™ (A)
= d(A), que como é uma dimensdo, é um nimero inteiro nao negativo, e é maior do que

zero porque A é nao nilpotente. [ |

2.4 Conjectura de Amitsur para H —codimensoes,

(G—codimensoes e Codimensodes Graduadas

Usando o resultado do Teorema 2.3.8, podemos encontrar resultados similares

para codimensodes graduadas, H—codimensodes para algebras H—moédulo e G—codimensoes.

Para as G—codimensoes tais que G é um grupo finito que age sobre A por
automorfismos e antiautomorfismos, podemos usar o Exemplo 2.1.21 para aplicar o Te-
orema 2.3.8 com as mesmas hipoteses. Mas vamos ver que a hipotese da existéncia da
decomposicio A = B1 @ ---® B, ® J, onde as algebras B; sao semissimples F'G—simples e

J é FG—invariante pode ser retirada.

Lema 2.4.1. Seja B uma dlgebra semissimples de dimensao finita sobre um corpo F com
uma G—agao por automorfismos e antiautomorfismos. Entdo, B = B1 @ --- @ B, como

soma direta de ideais, onde B; é dlgebra G—simples, parat=1,...,q.

Demonstragao: Seja [; um ideal G—invariante de B. Como B é uma &lgebra
semissimples de dimensao finita, o Teorema de Wedderburn nos diz que existe I, ideal de

B tal que B = Il®]2.

Seja 7 a projecao de B sobre I; ao longo de I. Entao, 7(ab) = am(b) = 7(a)b
para quaisquer a, b € B. De fato, podemos escrever a = a; + as e b = by + by com aq,b; € I

e as, by € 1. Entao,

ab = ai1by + a1by + asby + ashy = a1by + ashy = w(ab) = a1by

CLTI'(b) = Cbbl = a1b1 + a2b2 = a161

W(a)b = alb = a1b1 + albg = albl,
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pois I1 n Iy = 0.

Seja
_ 1
@) = & > gm(g ")
geG
para a € B. Entao,
gr(g~*(ab))

IGI ;;

|G| Z (gm (g~ ag™'b) + ha(h™'bh™'a)),
g,heG

onde os elementos g e h representam os elementos de G levados pela G—agao em automor-
fismos e antiautomorfismos, respectivamente. Continuando,

w(ab) = ) (g9(g” am(g7'b) + h(w(h"'b)h"a))

= 2 (agm(g~'b) + ahmw(h™'D))

g,heG

= am(b).

Analogamente, obtemos 7(ab) = 7(a)b. Além disso, temos que 7(ga) = g7(a)
para quaisquer a € B e g € G. De fato,

— Z ha(h™'ga)

heG
|G|Zgh7rh a)

heH

= g7(a).

Assim, concluimos que ker 7 é um ideal G—invariante de B. Ainda, note que
como [; é G—invariante, temos 7(B) < I e, se a € [1,
(a) |G|Zg7rgla= Zgg 'a = a,
geG gEG

ou seja, 7|, = idy, e, consequentemente, 7(B) = I;. Portanto, B = I;® ker 7. [

Teorema 2.4.2 (Conjectura de Amitsur para G—codimensoes). Seja A uma dlgebra nao
nilpotente de dimensdo finita sobre um corpo F. Considere um grupo finito G que age em A
por automorfismos e antiautomorfismos. Entao existem constantes Cy,Cy > 0, 11,79 € R,
d e N tais que

Cin™d" < c%(A) < Con™d"

para todo n € N. Portanto,

Plexp®(A) := lim {/c%(A)

n—o0

existe e € um inteiro positivo.
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Demonstragao: O Teorema 1.2.44 diz que as codimensdes ordinarias nao
mudam para uma extensao do corpo base. O andlogo para H—codimensoes ¢ provado de
maneira analoga. Logo, podemos assumir F' algebricamente fechado. Além disso, sabemos
que a imagem de um ideal nilpotente é nilpotente. Logo, como o radical de Jacobson
J = J(A) de A é o maior ideal nilpotente de A, temos que J é G—invariante. Pela nota
ap6s o Teorema 1 de [22], temos que a &dlgebra A/J é G—segregada em A, ou seja, existe
uma subalgebra maximal semissimples e G—invariante B tal que A = B @ J. Pelo Lema
2.4.1, temos que B = B1 ® B, @ - -- @ B, como soma direta de ideais e as algebras B;
sao G—simples. Como pelo Exemplo 2.1.21, podemos identificar F{X|FG) com F(X|G)

obtendo c£%(A) = & podemos usar o Teorema 2.3.8 para obter o resultado desejado,

com Plexp®(A) = d(A). [

Note que, se a dlgebra A do Teorema 2.4.2 fosse nilpotente, ou seja, 123 . .. 2, =

0 para algum p € N, entdo terfamos PY(A) < 1d%(A), para todo n = p. Dessa forma,
G

(A) = 0 para todo n = p e, consequentemente, o Pl-expoente de A seria

obtemos que ¢

Zero.

Para as algebras H—modulo, também podemos diminuir as hipdteses. Primei-

ramente, enunciamos o Teorema com as mesmas hipoteses do Teorema 2.3.8.

Teorema 2.4.3 (Conjectura de Amitsur para H—codimensoes de algebras H—mdbdulo).
Seja A uma dlgebra H—mddulo nao nilpotente de dimensdo finita sobre um corpo F
algebricamente fechado. Suponha que H age sobre A de tal forma que o radical de Jacobson
J := J(A) é H—invariante e A = B® J como soma direta de H—submddulos, onde
B=B ®By® - ® B, como soma direta de ideais H—invariantes, B; sendo dlgebras

semissimples H—simples. Entao existem constantes Cp,Cy > 0, r1,75 € R, d € N tais que
Cin"d™ < c(A) < Cyn™d"
para todo n € N. Portanto,

Plexp” (A) := lim {/cH(A)

n—a0

existe e € um inteiro positivo.

Demonstracao: Observe que, como A é uma algebra H—modulo, a acao de H
sobre A é uma acgao de Hopf generalizada. Portanto, esse é um caso particular do Teorema
2.3.8, ou seja, Plexp (A) = d(A). ]

Da mesma forma que para as G—algebras, se a algebra A do Teorema 2.4.3

fosse nilpotente, teriamos Pf c 147 (A) e C,Il{ (A) = 0 para todo n = p e, consequentemente,
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Plexp(A) = 0.

A conjectura de Amitsur para H—codimensoes de algebras H—moédulo continua
sendo vélida se trocarmos a hipétese da existéncia da decomposicdo A = B1@--- @B, ®J
pela hipdtese de que H é semissimples. Se H é uma F—algebra de Hopf semissimples de
dimensao finita com antipoda S, temos que H é unimodular pelo Corolario 1.4.8. Assim,
temos que S? ¢é diagonalizavel e o elemento tipo grupo distinto de H é o = ue. Pelo

Teorema 7.1.6, de [3], temos que
S*(h) = ue — h — ue,
onde — e — sao agoes definidas como

f—=h=> flheDhay e h—f=> flha)he

para quaisquer f € H* e h € H. Dessa forma, obtemos
S*(h) = ue — h — ue = ue — (Z 5(h(1))h(2)) =us — h = Zs(h(g))h(l) = h,

ou seja, S* = idy. Assim, temos que o polinémio caracteristico de S? sé pode conter
fatores x + 1 ou x — 1 em sua decomposi¢ao. Consequentemente, os autovalores de S? sdo
1 ou —1, donde obtemos Tr(S?) < dim H.

Pela demonstragao de [3], Teorema 7.4.6 (i) — (ii), e pelo Lema 7.4.5 (iv) da
mesma referéncia, temos que Tr(S?) > 0 e que dim H divide Tr(S?). Como Tr(S?) < dim
H obtemos que Tr(S?) = dim H, ou seja, S* = idy. Além disso, temos também por [3],
Exercicio 7.4.7, que
At =)ty ®te = )ty @ty
para qualquer ¢ integral a esquerda ou a direita de H, onde A é a comultiplicacao de H.
Esses dois fatos nos ajudarao a mostrar que a semissimplicidade garante a existéncia da

decomposicao A = B1 @ --- @ B, @ J, nos préximos lemas.

Lema 2.4.4. Seja t um integral a esquerda de uma dlgebra de Hopf H semissimples de

dimensao finita sobre um corpo F. Entao,

Zt(l)St(g) Rt =1lp ®t.

Demonstracao: Sabemos que Zt(l) Rt = Zt(g) ®t(. Aplicando A ®idy

em ambos os lados da igualdade, obtemos

Z ta) ®te) Qtm) = Zt@) Xt @ta) = Zt@) Xt 1),

donde
Z t1)St2) i) = Z t2)St1) ®1(3), (2.15)
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pois se t é integral a esquerda de H com H semissimples, entdo St também é.

Usando que S? = idy, obtemos
D te)Stay = >SSty = Y S(ta)Ste) = S(e(t)1n) = e(t)1n.
Aplicando esse fato na expressao (2.15), obtemos

Dt St Ote) = ) e(tn)ln @ty = 1n ®1.
-

Lema 2.4.5. Sejam H uma dlgebra de Hopf semissimples de dimensdo finita sobre um
corpo F' e B uma dlgebra H—modulo semissimples de dimensao finita. Entao, B =
Bi®By®---® B, (soma direta de ideais) para subdlgebras H—simples B;.

Demonstragao: Seja [; um ideal H—invariante de B. Como B é uma &lgebra
semissimples de dimensao finita, temos pelo Teorema de Wedderburn que B ¢ igual a uma
soma de ideais simples, donde podemos encontrar um ideal I, de B complementar a I;, ou
seja, B =1, ® I.

Seja 7 a projecao de B sobre I; ao longo de I,. Como no Lema 2.4.5, temos que

m(ab) = an(b) = w(a)b

!
para quaisquer a,b € B. Como H é semissimples, temos pelo Teorema 1.4.6 que € (J ) # 0.

H
Consequentemente, podemos tomar ¢t € H um integral a esquerda de H tal que £(t) = 1.

Defina 7 como no Teorema 1.4.6, ou seja, 7(a) := Zt(l) -7((Stw)) - a), para a € B. Note

que 7(B) < I, pois I; é H—invariante. Além disso, se a € I;, entao

T(a) = Y tay - w((St@) - a) = Y t)(Sty) - a = e(t)a = a.

Logo, 7 é projecao sobre I;. Ainda, usando a condigao de algebra H—mddulo

para quaisquer a,b € B, temos que

b) = >ty - m((Stez) - (ab))
=ty 7((Sts) - a)((Ste) - b))

Por um lado, usando 7(ab) = 7(a)b, obtemos

)=ty - @) - )((Stw) b))

= (ta St<4>> a)(t) - ((Sts) - b)
= >t 'W((St@)) +a))b

= 7(a)b.
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Por outro lado, como 7(ab) = an(b),

#(ab) = > tay - (((St) - a)(x((St(z) - b))
=ty - ((Sty) - @) (te) - 7((Sts)) - b))

Do Lema 2.4.4 temos que 2 t(l)St(4) ®t(2) ®t(3) = 1H®t(1) ®t(2). Substituindo

na equacao anterior, obtemos
#(ab) = Y alta) - w((Stw) - b)) = ait(b).

Portanto, 7(ab) = 7(a)b = an(b) para quaisquer a,b € B. E repetindo o
argumento utilizado na demonstragdo do Teorema 1.4.6, obtemos que 7(h-a) = h - 7(a)
para quaisquer h € H e a € B. Logo, ker 7 é H—invariante com B = (ker7) @ I; e,

consequentemente, B pode ser escrito como soma direta de subalgebras H—simples. =

Teorema 2.4.6. Seja A uma dlgebra H—mddulo ndo nilpotente de dimensdo finita sobre
um corpo ' onde H é uma dlgebra de Hopf semissimples de dimensao finita. Entao existem

constantes C1,Cy > 0, r1,r5 € R, d € N tais que
Cin"d™ < c(A) < Cyn™d"

para todo n € N.

Demonstragao: Do mesmo modo que para as G—codimensoes, podemos
considerar F' como um corpo algebricamente fechado, pelo Teorema 1.2.44. O Teorema 3.1
do artigo [16] diz que se H é uma algebra de Hopf tal que o antipoda S satisfaz S* = id
e A é uma algebra H—mddulo de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica zero,
entdo o radical de Jacobson de A é H—invariante. Além disso, por [20], Corolario 2.7, se
H ¢é uma algebra de Hopf semissimples de dimensao finita e A é uma algebra H—modulo
tal que o radical de Jacobson é um H—submddulo de A, entdo existe a decomposi¢ao
A = B® J como soma direta de ideais, onde B é um H—submoddulo de A. Logo, esse
fato é valido para esse caso e, como A tem dimensao finita, podemos concluir que B é
uma algebra semissimples de dimensao finita. Assim, o Lema 2.4.5 garante a existéncia da
decomposicio A = B1 @ - - - ® B, ® J necessaria para a aplicacao do Teorema 2.4.3, donde

existem constantes C1,Cy > 0, 1,75 € R, d € N tais que
Cin™d" < c(A) < Cyn™d"
para todo n € N. [ ]

Teorema 2.4.7 (Conjectura de Amitsur para codimensoes graduadas). Seja A uma
algebra ndao nilpotente de dimensdo finita sobre um corpo F, graduada por um grupo finito

G. Entao existem constantes Cy,Cy > 0, r1,79 € R, d € N tais que

Cin™d" < ¢7(A) < Con™d"
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para todo n € N. Portanto,

existe e € um inteiro positivo.

Demonstragao: Como a édlgebra G—graduada é uma dlgebra (F'G)*—mddulo
com (FG)* semissimples de dimensao finita e o Lema 2.1.18 garante que ¢J'(A) =
cleG)*(A), temos pelo Teorema 2.4.6 que existem constantes Cy,Cy > 0, r1,75 € R,
d € N tais que

Cintd" < I"(A) < Cyn™d"

para todo n € N, donde Plexp?"(A) = d(A). [

2.5 Exemplos e Aplicacoes

Com o analogo da conjectura de Amitsur para algebras com uma agao de Hopf
generalizada provado, vamos aplicar o teorema para alguns casos particulares, observando
os respectivos Pl-expoentes. Entre os exemplos, vamos trabalhar com algebras de matrizes,
cujos T-ideais sdo muito importantes na teoria de identidades polinomiais. Como o problema
de descrever o T-ideal das identidades das algebras de matrizes n x n sobre um corpo
infinito ainda nao foi solucionado para n > 3, tornou-se muito importante o estudo das
identidades polinomiais graduadas e das G—identidades, com G sendo um grupo finito.
Por isso, também vemos alguns exemplos trabalhando com esses tipos de identidades em

algebras de matrizes.

Exemplo 2.5.1. Seja A = Bi®By®- - -® B, uma dlgebra com uma H—ag¢ao generalizada,
onde B; sao dlgebras semissimples H—simples e H é uma algebra com unidade de dimensao
finita. Seja d := max dim By. Entdo existem Ci,Cy > 0, 71,79 € R tais que

1<k<q

Cin"d™ < c(A) < Cyn™d"
para todo n € N.

De fato, observe que podemos aplicar o Teorema 2.3.8 para J = 0 pois as

algebras B; sao semissimples. Nesse caso, temos que

d(A) = max(dim(Bil &) B,L'2 &) st)

B, JBi,J ... JB;, #0,1 <ip, <q,1 <k <s,0<s5<q)

= max dim By
1<k<q

=d.
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Exemplo 2.5.2. Seja A = B ® By ®--- ® B, uma dlgebra semissimples graduada por
um grupo finito, onde as dlgebras B; sao simples graduadas de dimensao finita. Seja

d:= max dim By. Entdo existem C1,Cy > 0, r1,79 € R tais que
1<k<q

Cind" < ¢I7(A) < Cyn™d"
para todo n € N.
Como A é uma algebra semissimples, temos que o radical de Jacobson J(A)

é igual a zero. E como no Exemplo 2.5.1, temos d = d(A). Logo, o resultado ¢é direto do
Teorema 2.4.7.

Exemplo 2.5.3. Seja A= B ® B, ®--- ® B, uma G—dlgebra semissimples onde B; sdo

algebras G—simples de dimensao finita e G é um grupo finito. Seja d := nax dim By.
IRRX(Y

Entao existem C1,Cy > 0, 71,79 € R tais que
Cin™d" < ¢ (A) < Con™d"

para todo n € N.

Novamente, como A é semissimples temos J(A) = 0. Assim, o Teorema 2.4.2 e

o fato de que d = d(A) implicam o resultado.

Exemplo 2.5.4. Sejam G = S5 ¢ A = My(F)®Ms(F'). Considere a sequinte G—graduagio

A(e)={<3 2>;a,ﬁeF}®{<g 0);%#6F},
L
A((”)):{(g g);a,ﬁeF}(@O, A<(23”=0®{<g g);a,ﬁeF}7

A3) _ 4(123) _ 4((132) _

Essa é, de fato, uma graduacdo, pois A = A©® @ A(12) @ A(@)) ¢ 4@ AT <

A7) para quaisquer o, 7 € S;.

Note que My(F') é um ideal simples de A e pode ser graduado usando a

graduacgao

M2<F><e>:{<§ ;>;a,ﬁeF}, M2<F><<”>>:{<g g>;a,BeF},

My(F) 3 = My(F)@) = My(F) 2 = M, (F)((132) = 0. Logo, o Exemplo 2.5.2 nos

diz que existem C7,Cy > 0, 1,79 € R tais que
Cin4" < I"(A) < Cyn™4"

para todo n € N, pois dim My(F) = 4.
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Exemplo 2.5.5. Seja A = FG, onde G é um grupo finito e considere a G—graduagdo
natural A = @A(Q), com AY = Fg.

geG

Como F'G é uma algebra semissimples e cada F'g é uma algebra simples, temos

pelo Exemplo 2.5.2 que existem C7, Cy > 0, 1,79 € R tais que
Cin™|G|" < "(A) < Con™|G|"
para todo n € N, pois dim FG = |G]|.

Exemplo 2.5.6. Seja A = Fei®Fea®--- @ Fe,, uma soma direta de ideais onde e? = ¢

e m € N. Suponha que G = S, age sobre A da forma oe; = e,y para o € G. Sejam O;,

i=1,...,q, as drbitas da G—ag¢dio sobre {1,2,... m}. Sendo d := max |O;], entao existem
g

C1,Cy > 0, 71,79 € R tais que
Cin™d" < c%(A) < Con™d"
para todo n € N.

Lembre que as érbitas O; sao as classes de equivaléncia da relacdo ~, onde
i1 ~ 19 se, e somente se, existe o € G tal que i1 = o(iy). Dessa forma, os conjuntos O; sao
disjuntos e unidos formam {1, ..., m}, ou seja, os conjuntos O; juntos formam uma partigao
do conjunto {1,...,m}. Assim, temos que A = Bi@ By, ®--- @ B,, onde B; = {e; |j € O;)p
sao ideais G—invariantes. Note que dim B; = |O;| e, consequentemente, o maximo das
dimensoes de B;, para 1 < ¢ < ¢q ¢é igual a d. Logo, para chegar ao resultado desejado

usando o Exemplo 2.5.3, falta provar que os ideais B; sao G—simples para i =1,...,q.

De fato, se I é um ideal nao trivial G—invariante de B;, entao existe a =

Z ajej € I tal que oy # 0 para algum 1 < £ < ¢. Assim, o elemento e;, estd em I, pois
J€0;

1

eiej € Fe;n Fe; =0, donde e, = —ega. Além disso, se j € O;, entdo existe o € G tal que
A

ej = oeg, ou seja, ej € I para todo j € O;, pois I ¢ G—invariante. Portanto, I = B; e B; ¢

G'—simples.

Exemplo 2.5.7. Seja A= A1 ®---® A, como soma direta de ideais, com A; =~ M (F),
1<i<mekmeN. O grupo Aut™(My(F)) x S, age em A da seguinte maneira: se
(p,0) € Aut™(My(F)) x S, e (ay,...,a,) € A, entdo

(p,0)(a1,...,an) = (ai,l(l), . ,af,l(m)> .

Seja G < Aut™ (M(F)) xSy, um subgrupo e denote por w : Aut™(M,(F))x.S,, —

Sm a projecio natural na sequnda componente. Sejam O;, i = 1,...,q, as orbitas da
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7(G)—agio sobre {1,2,....m} ed := k* max |O;]. Entdao ezistem C1,Cy > 0, 11,73 € R
INXq
tais que

Cin™d" < 5 (A) < Con™d"

para todo n € N.

Note que A = Bi @ --- @ B,, onde B; = @ A;. Como as érbitas O; sao as
J€0;
classes de equivaléncia da relagdo ~, onde iy ~ iy se, e somente se, existe (¢, o) € G tal que

o(iz) = i1, temos que as algebras B; sao G—invariantes, pois para quaisquer (¢,0) € G,
J €0,
(p,0)-A; = A7,

o1(J)

= As1(j)
e j ~ o '(j) implica que o' (j) € O;, donde (p,0) - A; < B;.

Além disso, cada B; é G—simples. De fato, se I é um ideal nao trivial

G—invariante de B;, existe a = Z a; € I com aj € Aj e i # 0 para algum [ € O;.
j€0;
Seja e; a matriz identidade de A;. Entao

ea = Z ea; = a; # 0,
Jje0;
pois ea; € Ajn Aj = 0 se j # . Dessa forma, temos 0 # eja € I n A;, ou seja [ n A; # 0.
De A; = Mi(F), temos que A; é uma algebra simples, donde A; < I.
Ainda, temos que para cada j € O;, existe (p,0) € G tal que o '(I) = j.
Logo, (¢,0) - A; = Ai—l(l) = Aj. Como I é G—invariante, obtemos que A; < I para todo
j € Oy, ouseja, I = B; e B; ¢ G—simples. Portanto, temos pelo Exemplo 2.5.3 que existem

C1,Cy > 0, r1, 7 € R tais que
Cin™d" < c%(A) < Con™d"
para todo n € N, onde d = k? max |O;|, pois
dim B; = dim (®jc0,4;) = |Oi|k>.

Exemplo 2.5.8. Seja A = A1®---DA,, como soma direta de ideais, onde A; =~ UTy(F),
a dlgebra das matrizes triangulares superiores k x k, com 1 <i <m e k,m € N. Suponha

que um subgrupo G < S, age em A da forma

o (a,...,ay) = (aaq(l), o ,(Iafl(m))
para quaisquer o € G e (ay,. .., ay) € A. Sejam Oy, s, . .., Oy as orbitas da G—agao sobre
{1,2,....m} ed:=k- max |O;]. Entao existem C1,Cy > 0, 11,79 € R tais que

Cin™d" < c%(A) < Con™d"

para todo n € N.
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i

Sendo Bij = <ejj |t € 01>F eJ:= <€S) | 1

Vamos denotar por e 1<i< j < k, as matrizes unidade de A;, 1 <t < m.
<1<

i <k, 1 <t<m)p, temos que

s k
onde @ @ B;; representa as matrizes diagonais e J representa as matrizes triangulares
i=1 j=1
estritamente superiores. Note que cada B;; ¢ G—invariante, pois pela definicao da G'—agao,

temos que se 0 € (G, entao O'B(t) ez(] ) ¢ Byj, pois t ~ o~ !(t). Pelo mesmo argumento, J

tamém é G—invariante. Além disso, J é um ideal nilpotente, por ser formado por matrizes

triangulares estritamente superiores.

Temos também que cada B;; ¢ G—simples. De fato, se I ¢ um ideal nao trivial

(t)

G —invariante de B;;, entao existe a = Z e € I com oy # 0 para algum [ € O;. Entao,

teO;

1 KON 0,0 _ O

a €@ 2 €€ =€ el
teO;

Como I é G—invariante e para qualquer ¢t € O;, existe o € G tal que o~ (1) = t.

Logo, eg) = ae() € I e I = B;j, donde B;; ¢ G—simples. Dessa forma, temos pelo Teorema

2.4.2 que existem C,Cy > 0, 71,73 € R tais que
Cind(A)" < c(A) < Cyn™d(A)"

para todo n € N.

Podemos ainda, melhorar o valor de d(A). Note que, para 1 <i < sete O,

temos que
0+ el = eDelellel) W) e ByJByJ ... JBy.

Consequentemente, B;1JBisJ ... By, # 0 e, pela defini¢ao de d(A), temos que

d(A) = dim(By @ - @ By) = k|O;]
= d(A)=k- max |O;].

1<i<s

(2.16)

Agora, suponha que B, ;,JB;,j,J ... JB; j # 0 para alguns 1 < 7; < s, 1 <

q . .
gm)eBim,qleOilee%;;eJcom1<u<s,1<]l<k‘e

Ji

k e r € N. Entao existem e
1<

Ske
< iy < j; < k, tais que

q (q._1)
eyf;zeg/ Vela2) (@) o) ),
1J1 7272 715705 1T71]T7 Jr]r

Observe que, para esse elemento ser nao nulo, devemos ter ¢; = ¢ = q2 = ¢4 =

-=¢q._y = ¢, donde i; =iy = -+ = i,. Também devemos ter j; =i e j, = ji;1. E como
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1 <4 < j; < k, obtemos que r < k. Assim, temos que dim(B;,j, ® - ® B, j,.) < k|Oy,],
donde
d(A) < k- max |O;]. (2.17)

1<i<s

Portanto, usando as desigualdades (2.16) e (2.17), obtemos que

Plexp®(A) = d(A) = k - max |O;].

1<i<s

2.5.1 Algebra de Sweedler

Seja Hy = (1,¢,b,cb)r a dlgebra de Hopf do Exemplo 1.3.28, conhecida como
algebra de Sweedler de dimensdo 4. Temos que ¢ = 1, b* = 0, bc = —cb, A(c) = c R,
Ab) =c®b+b®1,e(c) =1, ) =0, S(c) =ce Sb) = —cb. Além disso, Hy é um
Hj—mbdulo a esquerda com a agdo g - h = Zg(h(g))h(l) para g € H;y e h € Hy; com
A(h) = hay @ by,

Vamos ver que, apesar de ndao podermos aplicar o Teorema 2.3.8 diretamente,
podemos adaptar os teoremas e lemas anteriores para provar o analogo da conjectura de
Amitsur para a algebra de Sweedler de dimensao 4 com a acao de seu dual. Além disso,
a algebra H, é interessante porque é uma algebra de Hopf nao comutativa de dimensao

minima.

Sendo {91, 9e, 9, gep} @ base de Hj, onde g,(y) = 1 se x = y e g.(y) = 0 se

r # y para x,y € Hy, temos que

g1-1= 91(1>1 =1, g1-c= 91(0)0 =0, g1-b= gl(b)c + 91(1)b =

e g1 - (cb) = g1(chb)1 + g1(c)eb = 0, pois A(ch) = A(c)A(b) = 1® cb + ¢b ® c. Prosseguindo

de forma analoga, podemos construir a tabela da acao de g1, g., g» € ge sobre 1,¢,b e ¢b :

1lc|b|cb
g | 1]0|b|O0
ge |0l c|0]|ch
g | 0 0
geb | 0 0

Observe que Hy é uma algebra Hj —simples. De fato, se I é um ideal nao trivial
Hj —invari-ante de Hy, entao existe 0 # a = al + B¢+ vb + pcb € I. Assim, se 7 # 0 ou
wu# 0, temos que g, -a =yce gy -a=pl,donde ce [ ou 1€ I, pois [ é Hy —invariante.
Os dois casos indicam que 1 € I, pois ¢ = 1 e, consequentemente, obtemos I = Hy. Se
v=pu=0,entdo a = al + fccom o # 0 ou 5 # 0. Como ¢; - a = al e g.-a = fc, temos

novamente que 1 € I ou ce I, donde I = H,.
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Lembrando que o radical de Jacobson J := J(H,) é dado pela interse¢ao dos
ideais maximais & esquerda de Hy, temos que J = (b, cb)r. De fato, ¢ e 1 ndo podem estar
em um ideal préprio de Hy, pois Hy = Hy(c)p = Hy{1)p. Dessa forma, (b, cb)r é o tnico

ideal maximal a esquerda de Hy.

Observagao 2.5.9. Note que J nao é Hj—invariante, pois g - (cb) = 1 ¢ J. Por isso,
nao podemos aplicar o Teorema 2.4.3 para esse caso. Além disso, mesmo Hy sendo uma
dlgebra Hj —simples, nao consequimos provar o Lema 2.3.1 para Hy, pois a forma bilinear

tr(o()p(+)), onde ¢ é a representagdo reqular a esquerda de Hy, € degenerada.

De fato, temos que ¢(1) = I .4,

0100 0 0 0 0 0 00
1000 0 0 0 0 0 00

c) = , b) = e o(cb) =
2(e) 0001 #(0) 1 0 0 P(cb) 0 -1 00
0010 0 -1 00 1 0 00

Assim, temos que tr(ip(8)p(1)) = tr(p(B) () = tr(p(b)a(b)) = tr((b)plch)) —
0 e, consequentemente, tr(p(-)p(-)) é degenerada.

Mas apesar de nao podermos aplicar o Teorema 2.4.3 para H,, ainda podemos
provar o resultado de forma direta. Para isso, precisamos do lema a seguir, que é andlogo

ao Lema 2.3.5.

Lema 2.5.10. Para cada n € N existem subconjuntos disjuntos Xq,..., Xy S {x1,..., 2.},
com | X1| = =|Xg| =4, k = [%] , e um polinomio f € PHI\1A" (H,) alternado nas

varidveis de cada conjunto X;.

Demonstragao: Considere o H; —polindémio

fr = 2 (sen 0)a3t0) 2500 5,

0€SY

Fazendo 1 = 1, 29 = ¢, x3 = b e x4 = cb, temos os Uinicos monomios de f;
que ndo se anulam com essa substitui¢cdo sdo os monoémios com o(3) = 3 e o(4) = 4,
pois usando a tabela da acao de Hj sobre Hy, vemos que g, # 0 somente em b e gg # 0

somente em cb. Assim, as unicas permutagoes que sobram sao (1) e (12), donde
f1(1,¢,b,¢b) = (g1 1)(ge - ) (g - ) (ges - (¢b)) = (91 - )(ge - 1)(9 - b) (b - (D)) = ¢ = 0 = 1.

Dessa forma, o polinémio

k
= (n f1(954j—37$4j—2,9043‘—17%‘)) Lak+1Tak+2 """ Tn
7=1
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é um Hj;—polindémio multilinear que nao é identidade de Hy, pois f nao se anula com
a substituicao x4;_3 = 1, T4j_2 = ¢, T4j_1 = b, 145 = cb para 1 < j < k e x; = 1 para
4k +1 <1 < n. Além disso, f é por construgao alternado nas variaveis de cada conjunto

X = {x4j_3, Taj_2, Taj_1, T4}, com | X;| =kej=1,... k. [
Teorema 2.5.11. Seja F' um corpo. Entdo existem C >0 er € R tais que

Cn"4" < M (Hy) < 4!
para todo n € N.

Demonstracgao: Pelo Lema 2.1.22, temos que
cHE(Hy) < (dim Hy)™H = 4n+!

e a segunda desigualdade esta provada.

Para a primeira desigualdade podemos assumir que F' é algebricamente fechado,
pois as codimensoes nao variam para extensoes do corpo base e Hy ®r K continua sendo
uma algebra de Sweedler para qualquer extensao K 2 F. Assim, precisamos adaptar
as demonstragoes do Lema 2.2.2, do Lema 2.3.7 e do Teorema 2.3.8 para H,, usando a
decomposicao de H, como o préprio Hy, que é H*—simples, ou seja, sem destacar o radical
de Jacobson na decomposicao. Por isso, vamos usar p = 1 nas demonstracgoes e d = 4 =
dim Hjy.

Adaptando o Lema 2.2.2 para Hy, temos que provar que se A = (A1,...,\,) —n

r
é uma particdo com Z A = 1ou A5 > 0, entao mf = 0. Supondo A5 > 0, a demonstracao
i=5 ;
¢ a mesma. Agora, supondo Z A; = 1, temos diretamente que A5 = 1 > 0 e, pela primeira
parte da demonstracao, obtelnfos mf\i = 0.

Na adaptacao do Lema 2.3.7, vamos usar ng = 0, k = [ﬁ] e o H;— polindémio
f do Lema 2.5.10, que é alternado em cada X, ..., X} < {z1,...,2,} com |X;| = 4 para
todo 1 < j < k. Precisamos encontrar uma particao A = (Ay,..., \.) = ntal que Ay > k—1
e my # 0. Para mostrar que m, # 0, o processo é o mesmo. E como e% f simetriza as
variaveis de cada linha de T), cada linha deve ter no maximo uma variavel de cada X;.
Assim,

M+ A+ A3<3k+ (n—4k) =n—k,

onde n — 4k é o nimero de varidveis de f que nao estao em nenhum X;. J4 pela nossa

adaptacao do Lema 2.2.2, temos que

MFX+F XN+ >n—1.
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Juntando as duas informagoes, obtemos

)\4>n—1—()\1+/\2+)\3)>n—1—|—k—n=k—1.

Com a adaptagao desses dois lemas, o Teorema 2.3.8 é facilmente adaptavel
usando 2k —p =k — 1 e d = 4. Assim, podemos assumir o resultado do Teorema 2.3.8

para Hy, ou seja, existem C' > 0 e r € R tais que
Cn"4™ < M (Hy)

para todo n € N. [ ]

Assim, encontramos que o Pl-expoente da algebra de Sweedler de dimensao 4
com a ac¢ao de seu dual é igual a 4, que é um inteiro positivo. A algebra de Sweedler é
um exemplo muito interessante também porque dependendo do tipo de identidade que
estudamos, podemos encontrar um Pl-expoente ndo inteiro. Segundo [10], temos que a

algebra de Sweedler com graduacgao de um semigrupo possui Pl-expoente racional.
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3 Consideracoes Finais

No estudo das identidades polinomiais para uma algebra A sobre um corpo de
caracteristica zero, vimos que o problema pode ser reduzido ao estudo das identidades
polinomiais multilineares. A partir dai, se tornou interessante o espago P,,/P,n 1d(A), que
representa o espago das nao identidades polinomiais multilineares de A em n varidveis. O

estudo das codimensoes é mais um passo na busca pelas identidades polinomiais.

A conjectura de Amitsur apresenta uma limitacdao para as codimensoes. A ideia
de formular analogos da conjectura de Amitsur para algebras com algum tipo de acao

abre novas possibilidades para o estudo das identidades polinomiais.

A prova do analogo da conjectura de Amitsur para H—codimensoes é uma prova
alternativa para a conjectura de Amitsur para codimensoes ordinarias usando H = {1}.
Além disso, vimos que as codimensoes graduadas por um grupo finito e as G—codimensoes,
onde G é um grupo finito que age por automorfismos e antiautomorfismos, sdo casos
particulares de H—codimensoes. Sendo casos particulares, conseguimos reduzir as hipéteses
do analogo da conjectura de Amitsur para H—codimensoes, ou substituir por hipoteses

mais fracas.

Além de ser 1til para as algebras que se encaixam nas hipéteses da prova do
analogo da conjectura de Amitsur para H—codimensoes, o desenvolvimento da prova
apresenta importantes ferramentas que podem ser utilizadas na busca do Pl-expoente de
uma algebra, mesmo quando essa nao satisfaz todas as hipéteses do teorema, assim como
fizemos para a algebra de Sweedler de dimensao 4. Fica para futuros estudos encontrar o
expoente PI de outros tipos de algebras, como as algebras de Lie, as dlgebras de Jordan e

as algebras alternativas, além de explorar as hipoteses necessarias para esses casos.
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