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Resumo

Neste trabalho estuda-se a prova do análogo da conjectura de Amitsur para álgebras

associativas de dimensão finita com uma ação generalizada de uma álgebra de Hopf

sobre um corpo de característica zero. Para trabalhar com essas álgebras, apresentam-se

conceitos e propriedades básicas sobre as identidades polinomiais, as representações do

grupo simétrico e as álgebras de Hopf. A partir da prova do análogo da conjectura de

Amitsur para álgebras associativas com uma ação generalizada de uma álgebra de Hopf,

provam-se neste trabalho o análogo da conjectura de Amitsur para álgebras com uma ação

de um grupo finito que age por automorfismos e antiautomorfismos, álgebras graduadas por

um grupo finito e álgebras H´módulo, onde H é uma álgebra de Hopf. Por último, prova-se

a conjectura de Amitsur para álgebras de Sweedler de dimensão 4 com a ação de seu dual,

independentemente da prova apresentada para álgebras com uma ação generalizada de

uma álgebra de Hopf. Este trabalho é baseado no artigo de Alexey Sergeevich Gordienko

publicado por Journal of Pure and Applied Algebra em 2012.

Palavras-chave: Álgebras de Hopf. Identidades Polinomiais. Conjectura de Amitsur.

Codimensões. Representações. Álgebra de Sweedler.



Abstract

In this work we study the proof of the analog of Amitsur’s conjecture for finite dimensional

associative algebras with a generalized action of a Hopf algebra over a field of characteristic

zero. In order to work with these algebras, we show concepts and basic properties about

polynomial identities, representations of the symmetric group and Hopf algebras. Starting

from the proof of the analog of the Amitsur’s conjecture for associative albegras with

a generalized action of a Hopf algebra, we prove on this work the analog of Amitsur’s

conjecture for algebras with an action of a finite group acting by automorphisms and

anti-automorphisms, algebras graded by a finite group and H´module algebras, where

H is a Hopf algebra. Finally, we prove Amitsur’s conjecture for 4-dimensional Sweedler

algebras with its dual action, independently of the proof for algebras with a generalized

action of a Hopf algebra. This work is based on the paper by Alexey Sergeevich Gordienko,

published in the Journal of Pure and Applied Algebra, in 2012.

Keywords: Hopf Algebras. Polynomial Identities. Amitsur’s Conjecture. Codimensions.

Representations. Sweedler’s Algebras.
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Introdução

Uma identidade polinomial para uma álgebra A é um polinômio que se anula

para qualquer substituição de elementos de A nas variáveis do polinômio. Se existe uma

identidade polinomial não trivial para a álgebra A, dizemos que A é uma PI-álgebra.

Segundo Giambruno e Zaicev [6], o estudo das PI-álgebras começou com um artigo de

Kaplansky [14] em 1948, onde ele prova que toda PI-álgebra primitiva é uma álgebra

simples de dimensão finita, sugerindo uma condição importante de finitude para uma

álgebra, o que despertou o interesse geral no estudo das PI-álgebras.

Sendo F um corpo de característica zero, F xXy a álgebra associativa livre

gerada pelo conjunto X sobre F, A uma PI-álgebra sobre F, Pn o espaço dos polinômios

multilineares de grau n de F xXy e IdpAq o espaço das identidades polinomiais de A em

F xXy, chamamos de n´ésima codimensão de A a dimensão do espaço Pn{pPn X IdpAqq,
e a denotamos por cnpAq.

Em 1972, Regev [18] provou que a sequência das codimensões é exponenci-

almente limitada. Além disso, de acordo com Giambruno e Zaicev [6], um resultado de

Kemer dizia que a sequência das codimensões ou é limitada por um polinômio ou cresce

exponencialmente. Por fim, resultados de Berele e Regev para casos particulares implica-

ram na formulação, pelo matemático israelense Shimshon A. Amitsur na década de 1980,

de uma conjectura sobre o comportamento assintótico das codimensões das identidades

polinomiais ordinárias.

A conjectura de Amitsur diz que o limite

PIexppAq :“ lim
nÑ8

n
a

cnpAq

existe e é um inteiro positivo. Para provar essa afirmação, basta mostrar que para todo n

natural, existem C1, C2 ą 0 e r1, r2 P R tais que

C1n
r1dn ď cnpAq ď C2n

r2dn, (0.1)

onde d “ PIexppAq é chamado de PI-expoente de A.

A prova da conjectura de Amitsur para álgebras associativas foi realizada

em 1999 por Giambruno e Zaicev no Teorema 6.5.2 da referência [6]. Em 2002, Zaicev

[23] provou a conjectura de Amitsur para álgebras de Lie de dimensão finita. Em 2011,

Giambruno, Shestakov e Zaicev [5] provaram para álgebras alternativas e de Jordan de

dimensão finita e, em 2014, Gordienko [9] provou para álgebras de Lie que possuam uma

representação de dimensão finita.

Também seria interessante provar os análogos da conjectura de Amitsur para

álgebras graduadas, álgebras com uma ação de um grupo ou de uma álgebra de Hopf,



Introdução 12

temas que são abordados no capítulo 2 deste trabalho. Isso porque as ações e graduações

tornam mais fácil a busca por identidades polinomiais desse tipo. Assim, foram provados

os análogos da conjectura de Amitsur para PI-álgebras associativas graduadas por um

grupo finito e para PI-álgebras associativas com uma ação de um grupo abeliano finito

que age por automorfismos por Aljadeff, Giambruno e La Mattina nas referências [1], [2] e

[4]. Em 2011, Gordienko [7] provou a conjectura para álgebras de Lie de dimensão finita

graduadas por um grupo abeliano finito e para álgebras de Lie de dimensão finita com

uma ação de um grupo finito qualquer.

O objetivo deste trabalho é provar o análogo da conjectura de Amitsur para

álgebras associativas de dimensão finita com uma ação de Hopf generalizada sobre um

corpo de característica zero, sob algumas condições específicas. Desse resultado, vamos

derivar a conjectura de Amitsur para álgebras com ação de um grupo finito que age por

automorfismos e antiautomorfismos, álgebras graduadas e alguns outros exemplos.

Para entender o conceito de codimensões, vemos no capítulo 1 um estudo básico

sobre identidades polinomiais com foco nas identidades polinomiais multilineares, cujas

variáveis têm grau um em cada um de seus monômios. Trabalhando com um corpo de

característica zero, obtemos que as identidades polinomiais multilineares geram o espaço

das identidades polinomiais de uma álgebra. É por isso que o estudo das codimensões é tão

interessante. Na segunda seção do capítulo 1 reunimos resultados importantes sobre a teoria

de representações do grupo simétrico, pois veremos o espaço dos polinômios multilineares

como um módulo do grupo simétrico e precisamos da decomposição em Sn´módulos

irredutíveis do espaço Pn{pPn X IdpAqq e das multiplicidades correspondentes para provar

os principais teoremas do capítulo 2. Ainda no capítulo 1, estudamos alguns resultados

sobre álgebras de Hopf importantes para o estudo das ações de Hopf generalizadas e para

a prova do análogo da conjectura de Amitsur para alguns casos particulares no capítulo 2.

O objetivo do capítulo 2 é provar o análogo da conjectura de Amitsur para

álgebras associativas com uma ação de Hopf generalizada e daí derivarmos as provas dos

análogos da conjectura de Amitsur para álgebras com uma ação de um grupo que age por

automorfismos e antiautomorfismos, álgebras com uma ação de Hopf, álgebras graduadas

por um grupo finito e outros exemplos. Assim, definimos na primeira seção esses conceitos

e vemos as relações existentes entre os casos. Como vimos antes, o análogo da conjectura

de Amitsur já foi provado para álgebras associativas com uma ação de um grupo que age

apenas por automorfismos. O objetivo de definirmos a ação de Hopf generalizada é englobar

o caso em que um grupo age sobre uma álgebra associativa não só por automorfismos, mas

também por antiautomorfismos. As segunda e terceira seções trazem a prova do análogo da

conjectura de Amitsur para álgebras associativas com uma ação de Hopf generalizada. Na

segunda seção mostramos a segunda desigualdade da expressão (0.1) e, na terceira seção,

mostramos a primeira desigualdade. Por fim, provamos a conjectura de Amitsur para os



Introdução 13

casos desejados na seção 4 e, na seção 5, aplicamos o resultado para vários exemplos e

mostramos que o resultado também é válido para a álgebra de Sweedler de dimensão 4

com a ação de seu dual, apesar de essa não satisfazer as condições do teorema.

Na abordagem da fundamentação teórica desse trabalho, tomam-se como

verdade conhecimentos básicos de Álgebra, tais como a teoria de anéis e corpos, ideais de

um anel, grupos e alguns teoremas conhecidos na área da álgebra não comutativa e da

álgebra linear, como o Teorema de Wedderburn, o Teorema da Densidade e o Teorema de

Cayley-Hamilton.
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1 Preliminares

Neste capítulo vamos estudar os conceitos necessários para entender o com-

portamento das codimensões de identidades polinomiais de uma álgebra associativa com

uma ação de Hopf generalizada. Dessa forma, precisamos dos conceitos de identidades

polinomiais, representações do grupo simétrico aplicadas em polinômios e álgebras de Hopf.

Como só trabalhamos com álgebras associativas nesse trabalho, sempre que falarmos em

álgebra, estaremos considerando-as associativas.

1.1 Identidades Polinomiais

Para começar, vamos introduzir o conceito de identidades polinomiais, culmi-

nando no Teorema 1.1.25 e em uma reunião dos principais teoremas necessários para a

teoria de representações do grupo simétrico. Os resultados e demonstrações destas duas

primeiras seções são baseados em [6].

Vamos começar com a definição de álgebra livre.

Definição 1.1.1 (Álgebra Livre). Seja F um corpo e X um conjunto. Dizemos que F xXy
é a álgebra livre em X sobre F (a menos de isomorfismos) se qualquer função X Ñ A,

onde A é uma F´álgebra, pode ser unicamente estendida a um homomorfismo de álgebras

F xXy Ñ A. A cardinalidade de X é chamada de posto de F xXy. Vamos considerar, em

geral, que a álgebra livre F xXy tem posto enumerável e escrevemos X “ tx1, x2, . . .u.

Observe que para que possamos estender de forma única qualquer função

X Ñ A em um homomorfismo F xXy, onde A é uma F´álgebra, temos que F xXy deve

ser formado por elementos que são F´combinações de palavras formadas com elementos

de X. Dessa forma, podemos ver F xXy como a álgebra de polinômios nas indeterminadas

não comutativas x P X.

Uma base linear de F xXy consiste em todas as palavras do alfabeto X, incluindo

a palavra vazia 1. Essas palavras são chamadas de monômios e o produto de dois monômios é

realizado através da justaposição. Também chamaremos de monômios os múltiplos escalares

não nulos de uma palavra em X. Os elementos de F xXy são chamados polinômios e, se

f P F xXy, escrevemos f “ fpx1, . . . , xnq para indicar que x1, . . . , xn são as indeterminadas

de X ocorrendo em f.

Denotamos por deg u o grau do monômio u, definido como o comprimento da

palavra u e por degxi
u o grau de u na indeterminada xi P X, definido pelo número de

ocorrências de xi em u. Do mesmo modo, o grau deg f de um polinômio f “ fpx1, . . . , xnq
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é dado pelo grau máximo de um monômio em f e o grau de f em xi é o máximo degxi
u,

com u sendo um monômio de f.

Com isso, chegamos ao conceito de identidade polinomial.

Definição 1.1.2 (Identidade Polinomial). Sejam A uma F´álgebra e f “ fpx1, . . . , xnq P
F xXy. Dizemos que f ” 0 é uma identidade polinomial de A se fpa1, . . . , anq “ 0 para

quaisquer a1, . . . , an P A.

Observação 1.1.3. Seja Φ o conjunto de todos os homomorfismos ϕ : F xXy Ñ A. Note

que f ” 0 é uma identidade polinomial de A se, e somente se, f P XϕPΦker ϕ.

De fato, note que todo homomorfismo ϕ : F xXy Ñ A é da forma x ÞÑ gpxq, ou

seja, se f “ fpx1, . . . , xnq, então ϕpfq “ fpg1px1q, . . . , gnpxnqq. Assim, é claro que se f ” 0

em A, então ϕpfq ” 0 também em A para todo ϕ P Φ. Reciprocamente, se f P XϕPΦker ϕ

e a1, . . . , an P A, tome ϕ P Φ tal que ϕpxiq “ ai para i “ 1, . . . , n. Assim,

0 “ ϕpfq “ fpϕpx1q, . . . , ϕpxnqq “ fpa1, . . . , anq.

Portanto, f ” 0 em A.

Definição 1.1.4. Se uma álgebra A satisfaz uma identidade polinomial não trivial (f ‰ 0)

f ” 0, dizemos que A é um PI-álgebra.

Exemplo 1.1.5. Se A é uma álgebra comutativa, então A é uma PI-álgebra, pois satisfaz

a identidade rx, ys ” 0, onde rx, ys “ xy ´ yx é o chamado comutador de Lie de x e y.

Exemplo 1.1.6. Qualquer álgebra nilpotente é uma PI-álgebra. De fato, se A é uma

álgebra tal que An “ 0 para algum n ě 1, então A satisfaz a identidade x1x2 ¨ ¨ ¨ xn ” 0.

Exemplo 1.1.7. Seja UTnpF q a álgebra das matrizes triangulares superiores n ˆ n sobre

o corpo F. Então, UTnpF q é uma PI-álgebra que satisfaz a identidade

rx1, x2s . . . rx2n´1, x2ns ” 0. (1.1)

De fato, se A e B são matrizes triangulares superiores, então AB e BA também

são e os elementos da diagonal principal são iguais. Logo, AB ´ BA é uma matriz

triangular estritamente superior. Além disso, sendo SUTnpF q o espaço das matrizes

triangulares estritamente superiores, temos que pSUTnpF qqn “ 0, pois se pSUTnpF qqn ‰ 0

e teij | 1 ď i ă j ď nu é uma base de SUTnpF q formada por matrizes elementares, então

existem ei1j1 , . . . , einjn tais que ei1j1ei2j2 ¨ ¨ ¨ einjn ‰ 0, donde temos que j1 “ i2, j2 “ i3, . . . ,

jn´1 “ in. Como jl ą il, temos 1 ă j1 ă j2 ă ¨ ¨ ¨ ă jn ď n, o que não é possível.

Assim, mostramos que cada elemento rA,Bs é um elemento de SUTnpF q e que

pSUTnpF qqn “ 0. Portanto, a identidade (1.1) é satisfeita por UTnpF q.
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Exemplo 1.1.8. A álgebra M2pF q satisfaz a identidade rrx, ys2, zs ” 0.

Sejam A,B P M2pF q. Como trpAB ´ BAq “ 0, temos que se C “ rA,Bs,

então tr C “ 0 e podemos escrever C “
˜

c k

l ´c

¸

, com c, k, l P F. Assim, o polinômio

característico de C é dado por

ppλq “ pc ´ λqp´c ´ λq ´ kl “ λ2 ` p´c2 ´ klq “ λ2 ` det C.

Sabemos que ppCq “ 0, pelo Teorema de Cayley-Hamilton ([11], Teorema 4 da

seção 6.3). Logo, obtemos que 0 “ C2` (det CqI e, consequentemente, C2 é uma matriz

escalar, que comuta com qualquer matriz de M2pF q. Portanto, rrA,Bs2, Ds “ 0, para

qualquer D P M2pF q.

1.1.1 T-ideais e variedades de álgebras

As definições de T´ideais e variedades de álgebras nos ajudarão a provar

importantes resultados sobre identidades polinomiais e polinômios multilineares.

Definição 1.1.9. Um ideal I de F xXy é um T-ideal se ϕpIq Ď I para todo endomorfismo

ϕ : F xXy Ñ F xXy.

Exemplo 1.1.10. Seja A uma álgebra qualquer. Defina

IdpAq :“ tf P F xXy | f ” 0 em Au

o conjunto das identidades polinomiais de A. Então, IdpAq é um T-ideal.

Isso porque todo endomorfismo ϕ : F xXy Ñ F xXy é da forma x ÞÑ gpxq e

fpg1, . . . , gnq P IdpAq para todo f P IdpAq.

Observação 1.1.11. Todo T-ideal de A é um conjunto de identidades de uma álgebra.

Precisamente, temos que se I é um T-ideal de A, então I “ IdpF xXy{Iq.

De fato, se f P F xXy tal que f ” 0 em F xXy{I, então

fpg1, . . . , gnq ` I “ fpg1 ` I, . . . , gn ` Iq “ I,

donde fpg1, . . . , gnq P I para quaisquer g1, . . . , gn P F xXy. Tomando gi “ xi para i “
1, . . . , n, obtemos que f P I, ou seja IdpF xXy{Iq Ď I. Reciprocamente, se f P I, então

fpg1, . . . , gnq P I para quaisquer g1, . . . , gn P F xXy, pois I é um T-ideal. Assim,

I “ fpg1, . . . , gnq ` I “ fpg1 ` I, . . . , gn ` Iq,

ou seja, f ” 0 em F xXy. Portanto, IdpF xXy{Iq “ I.
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Definição 1.1.12. Seja S Ď F xXy não vazio. A classe de todas as álgebras associativas

A tais que f ” 0 em A para todo f P S é chamada variedade V “ VpSq determinada por

S.

Uma variedade V “ VpSq é chamada não trivial se S ‰ 0.

Exemplo 1.1.13. Se S “ trx, ysu, então VpSq é a classe de todas as álgebras comutativas.

Note que se V é uma variedade determinada pelo conjunto S e xSyT é o T-ideal

de F xXy gerado por S, ou seja, é o ideal gerado aplicando os endomorfismos ϕ : F xXy Ñ
F xXy nos polinômios de S, então VpSq “ VpxSyT q e, usando que xSyT “ IdpF xXy{xSyT q,
obtemos que xSyT “ XAPVIdpAq. Por isso, vamos escrever xSyT “ IdpVq.

Definição 1.1.14. Seja V uma variedade, A P V uma álgebra e Y Ď A um subconjunto de

A. Dizemos que A é relativamente livre sobre Y (com respeito a V), se para cada álgebra

B P V e cada função α : Y Ñ B, existe um único homomorfismo β : A Ñ B estendendo

α. A cardinalidade de Y é chamada de posto de A.

Teorema 1.1.15. Sejam X um conjunto não vazio, F xXy uma álgebra livre sobre X e

V uma variedade com IdpVq Ď F xXy. Então, F xXy{IdpVq é uma álgebra relativamente

livre sobre o conjunto X̄ “ tx ` IdpVq |x P Xu. Além disso, quaisquer duas álgebras

relativamente livres com respeito a V de mesmo posto são isomorfas.

Demonstração: Sejam B P V e α : X̄ Ñ B uma função. Considere β : X Ñ B

definida por

βpxq “ αpx ` IdpVqq.

Como F xXy é álgebra livre sobre X, existe um único homomorfismo β̄ :

F xXy Ñ B que estende β. Note que IdpVq Ď ker β̄, pois se f “ fpx1, . . . , xnq P IdpVq,
então

β̄pfq “ fpβ̄px1q, . . . , β̄pxnqq “ 0.

Assim, podemos definir ᾱ : F xXy{IdpVq Ñ B por

ᾱpf ` IdpVqq “ β̄pfq,

que é um homomorfismo bem definido, pois se f ` IdpVq “ g ` IdpVq, com f, g P F xXy,
então f´g P IdpVq, donde β̄pfq´β̄pgq “ β̄pf´gq “ 0, ou seja, ᾱpf`IdpVqq “ ᾱpg`IdpVqq.
Além disso, ᾱ estende α, pois

ᾱpx ` IdpVqq “ β̄pxq “ βpxq “ αpx ` IdpVqq.



Capítulo 1. Preliminares 18

Se existir outro homomorfismo α1 : F xXy{IdpVq Ñ B que estenda α, então

podemos definir outro homomorfismo extensão de β para F xXy, dado por β1pfq “ α1pf `
IdpVqq, e como F xXy é álgebra livre sobre X, temos que β̄ “ β1. Assim,

α1pf ` IdpVqq “ β1pfq “ β̄pfq “ ᾱpf ` IdpVqq.

Portanto, ᾱ é único e, consequentemente, F xXy{IdpVq é uma álgebra relativa-

mente livre sobre X̄ com relação a V .

Agora, sejam F1 e F2 álgebras relativamente livres e de mesmo posto sobre

X “ txi | i P Iu e Y “ tyi | i P Iu, respectivamente, com relação a V . Sejam ϕ1 : X Ñ F2 e

ϕ2 : Y Ñ F1 dados por ϕ1pxiq “ yi e ϕ2pyiq “ xi.

Assim, existem homomorfismo α1 : F1 Ñ F2 e α2 : F2 Ñ F1 únicos tais que
#

α1pxiq “ ϕ1pxiq “ yi

α2pyiq “ ϕ2pyiq “ xi

para todo i P I. Portanto, α1α2 e α2α1 são as funções identidade de X e Y, respectivamente

e, consequentemente, α1 e α2 são isomorfismos.

1.1.2 Componentes Multi-Homogêneas e Polinômios Multilineares

Nesta seção veremos que, quando o corpo F tem característica zero, o estudo das

identidades de uma F´álgebra pode ser reduzido ao estudo dos polinômios multilineares.

Seja Fn “ F xx1, . . . , xny a álgebra livre de posto n ě 1 sobre F. Fn pode ser

decomposta como

Fn “ F p0q
n ‘ F p1q

n ‘ F p2q
n ‘ ¨ ¨ ¨ ,

onde F piq
n é o subespaço gerado por todos os monômios de grau total i, para cada i ě 1.

Note que F piq
n F pjq

n Ď F pi`jq
n e, portanto, Fn possui uma estrutura de álgebra graduada

sobre os naturais. Os espaços vetoriais F piq
n são chamados componentes homogêneas de Fn.

Ainda, podemos escrever

F piq
n “

à

i1`...`in“i

F pi1,...,inq
n

onde F pi1,...,inq
n é o subespaço gerado pelos monômios de grau i1 em x1, i2 em x2 e assim por

diante. Novamente, temos que F pi1,...,inq
n F pj1,...,jnq

n Ď F pi1`j1,...,in`jnq
n e Fn é multigraduado.

Note que as duas decomposições podem ser facilmente adaptadas para X

enumerável.

Definição 1.1.16. Um polinômio f P F pkq
n para algum k ě 1, é chamado polinômio

homogêneo de grau k. Se f P F pi1,...,inq
n , f é chamado multi-homogêneo de multigrau

pi1, . . . , inq. Dizemos que um polinômio f é homogêneo na variável xi se xi aparece com

mesmo grau em todo monômio de f.
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Observação 1.1.17. Considere F um corpo infinito. Então, se fpx1, . . . , xnq P F xXy,
podemos escrever

f “
ÿ

i1ě0,...,ině0

f pi1,...,inq

onde f pi1,...,inq P F pi1,...,inq
n é a soma de todos os monômios em f onde x1, . . . , xn aparecem

com grau i1, . . . , in, respectivamente. Os polinômios f pi1,...,inq são chamados componentes

multi-homogêneas de f.

Teorema 1.1.18. Seja F um corpo infinito. Se f ” 0 é uma identidade polinomial da

álgebra A, então cada componente multi-homogênea de f é, também, uma identidade

polinomial para A.

Demonstração: Seja fpx1, . . . , xnq P F xXy. Para cada xt, 1 ď t ď n, temos

f “
m
ÿ

i“0

fi, com m “ degxt
f, onde fi é a soma de todos os monômios de f de grau i em xt.

Note que, para mostrar o teorema, basta mostrar que, para cada xt, fi ” 0 em A para

todo 0 ď i ď degxt
f. De fato, suponha válida essa afirmação. Podemos decompor fi, para

xt1 , em uma soma
m1
ÿ

j“0

fij de monômios de grau j em xt1 , onde m1 “ degxt1fi, como fizemos

com f. Dessa forma, cada fij fixa o grau em duas variáveis que também seriam identidades

polinomiais em A. Repetindo o argumento até que as componentes da decomposição sejam

multi-homogêneas, provamos o teorema.

Sejam α0, . . . , αm elementos distintos de F. É claro que, para cada j “ 0, . . . ,m,

fpx1, . . . , αjxt, . . . , xnq ” 0

em A. Como cada fi é homogênea em xt com grau i, temos que

fpx1, . . . , αjxt, . . . , xnq “
m
ÿ

i“0

αijfipx1, . . . , xt, . . . , xnq

para todo j “ 0, . . . ,m.

Agora, considere a matriz de Vandermonde

∆ “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 . . . 1

α0 α1 . . . αm
...

...
...

αm0 αm1 . . . αmm

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Dados quaisquer a1, . . . , an P A e escrevendo fipa1, . . . , anq “ f̄i, temos que

pf̄0 . . . f̄mq∆ “
˜

m
ÿ

i“0

αi0fipa1, . . . , anq . . .

m
ÿ

i“0

αimfipa1, . . . , anq
¸

“ 0.
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Sabemos que o determinante detp∆q da matriz de Vandermonde é dado por

detp∆q “
ź

0ďiăjďm

pαj ´ αiq,

que é não nulo. Logo, obtemos que fipa1, . . . , anq “ 0 para todo i “ 0, . . . ,m. Portanto,

cada fi é identidade polinomial de A.

Note que se F não é infinito, então não podemos garantir a existência de m` 1

elementos distintos α0, . . . , αm. Mas podemos usar o resultado para corpos F com |F | ą
deg f.

Exemplo 1.1.19. Seja F um corpo com |F | “ q. Então, se k P F, temos kq “ k. Logo

fpxq “ xq ´ x é identidade polinomial para a álgebra F, mas as componentes homogêneas

xq e x não se anulam em F.

Definição 1.1.20. Um polinômio f é linear na variável xi se xi aparece com grau 1 em

todos os monômios de f. Se o polinômio é linear em todas as variáveis, ele é chamado

multilinear. Também podemos dizer que o polinômio é multilinear se é multi-homogêneo

de multigrau p1, . . . , 1q.

Para um polinômio fpx1, . . . , xnq multilinear, podemos escrever

fpx1, . . . , xnq “
ÿ

σPSn

ασxσp1q . . . xσpnq,

onde ασ P F e Sn é o grupo simétrico sobre t1, . . . , nu.

Ainda, se fpx1, . . . , xnq é um polinômio linear na variável x1, então

f
´

ÿ

αiyi, x2, . . . , xn

¯

“
ÿ

αifpyi, x2, . . . , xnq,

para αi P F e yi P F xXy.

Lema 1.1.21. Seja A uma F´álgebra gerada como espaço vetorial por um conjunto B

sobre F. Se um polinômio multilinear f se anula em B, então f ” 0 em A.

Demonstração: Sejam a1, . . . , an P A. Como A é gerado por B sobre F,

podemos escrever, a1 “
ÿ

α1iui, . . . , an “
ÿ

αniui, onde αij P F e ui são elementos de B.

Assim, se fpx1, . . . , xnq é multilinear e se anula em B, temos que

fpa1, . . . , anq “
ÿ

α1i1 . . . αninfpui1 , . . . , uinq “ 0.

Vamos provar que podemos reduzir uma identidade polinomial qualquer a um

polinômio multilinear, usando um processo chamado multilinearização.
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Teorema 1.1.22. Se uma álgebra A satisfaz uma identidade polinomial de grau k, então

também satisfaz uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k.

Demonstração: Seja fpx1, . . . , xnq P F xXy uma identidade polinomial de A.

Se todas as variáveis aparecem com grau menor ou igual a 1, então obtemos uma identidade

multilinear fazendo xi “ 0 para algumas das variáveis que aparecem com grau zero em

algum monômio de f. Por exemplo, se apenas x1 tem grau zero em algum dos monômios

de f, então gpx2, . . . , xnq “ fp0, x2, . . . , xnq é a identidade multilinear desejada.

Assim, podemos assumir que uma das variáveis de f tem grau maior que 1.

Sendo d1, . . . , dn os graus das variáveis x1, . . . , xn, respectivamente, e d “ maxtd1, . . . , dnu,
temos que d ą 1. Ainda, sem perda de generalidade, podemos assumir que existe t ď n tal

que d “ d1 “ ¨ ¨ ¨ “ dt e di ă d para todo t ă i ď n.

Agora, defina um polinômio com uma variável adicional h “ hpy1, y2, x2, . . . , xnq
da forma

h :“ fpy1 ` y2, x2, . . . , xnq ´ fpy1, x2, . . . , xnq ´ fpy2, x2, . . . , xnq.

É claro que h também é identidade polinomial de A. Note que podemos escrever

o polinômio f como soma de monômios f “
ÿ

i

λiwi, onde os wi são as palavras de f

diferentes duas a duas e 0 ‰ λi P F. Da mesma forma, podemos escrever h “
ÿ

i

λihi,

onde cada hi é obtido de wi da mesma forma que h é obtido de f. Observe que se x1 não

aparece em wi, então hi “ ´wi. Se x1 aparece apenas uma vez em wi, ou seja, wi é linear

na variável x1, então hi “ 0. Por fim, se x1 aparece pelo menos duas vezes em wi, então hi
é a soma de todas as palavras obtidas substituindo pelo menos um, mas não todos, x1 em

wi por x2. Além disso, temos que essas palavras são diferentes das palavras de hi1 para

qualquer i1 ‰ i. Como d ą 1, obtemos que h ‰ 0.

Assim, h ” 0 em A e é um polinômio não nulo. Note que, em h, os monômios

de grau d em y1 e em y2 de fpy1 ` y2, x2 . . . , xnq se cancelam com os os monômios de grau

d em y1 de fpy1, x2, . . . , xnq e de fpy2, x2, . . . , xnq, respectivamente. Portanto, o grau de

x1 e x2 em g é d ´ 1.

Repetindo o argumento até o grau de x1 ser 1 e usando o mesmo processo para

todas as variáveis com grau maior que 1, obtemos uma identidade polinomial multilinear

não nula em A que possui grau menor do que o grau de f.

Definição 1.1.23. Sejam S Ď F xXy e f P F xXy. Dizemos que f é uma consequência

dos polinômios de S se f P xSyT .

Definição 1.1.24. Dizemos que dois conjuntos de polinômios são equivalentes se eles

geram o mesmo T-ideal.
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Teorema 1.1.25. Se char F “ 0, então cada polinômio não nulo f P F xXy é equivalente

a um conjunto finito de polinômios multilineares.

Demonstração: Como char F “ 0, temos que F é infinito e, pelo Teorema

1.1.18, que f é equivalente ao conjunto finito de suas componentes multi-homogêneas.

Desse modo, podemos assumir que f “ fpx1, . . . , xnq é multi-homogêneo.

Se o grau de f em x1 é d ą 1, vamos usar o método de multilinearização

descrito no Teorema 1.1.22. Temos que

fpy1 ` y2, x2, . . . , xnq “ hpy1, y2, x2, . . . , xnq ` fpy1, x2, . . . , xnq ` fpy2, x2, . . . , xnq.

Como f é multi-homogêneo, temos que fpy1, x2, . . . , xnq e fpy2, x2, . . . , xnq são

polinômios multi-homogêneos com grau d em y1 e y2, respectivamente. Assim, podemos

escrever

fpy1 ` y2, x2, . . . , xnq “
d

ÿ

i“0

gipy1, y2, x2, . . . , xnq,

onde para cada i “ 0, . . . , d, gi é a componente homogênea de fpy1 ` y2, x2, . . . , xnq
com grau i em y1 e d ´ i em y2. Note que g0py1, y2, x2, . . . , xnq “ fpy2, x2, . . . , xnq e

gdpy1, y2, x2, . . . , xnq “ fpy1, x2, . . . , xnq.

Novamente pelo Teorema 1.1.18, temos que cada gi é consequência de f, para

i “ 0, . . . , d. Além disso, temos para cada i, que

gipy1, y1, x2, . . . , xnq “
˜

d

i

¸

fpy1, x2, . . . , xnq.

E como char F “ 0, temos que

˜

d

i

¸

‰ 0 para todo i “ 1, . . . , d´1, ou seja, f é

uma consequência de cada gi, com i “ 1, . . . , d´ 1, que possuem graus em y1 e y2 menores

do que d. Prosseguindo com o processo de multilinearização, obtemos um conjunto finito

de polinômios multilineares equivalente a f.

Observe que o Teorema também é válido, para cada f P F xXy, se char F é

maior do que o grau de f. Como consequência direta do Teorema 1.1.25, temos o resultado

seguinte.

Corolário 1.1.26. Se char F “ 0, então cada T-ideal de F xXy é gerado, como T-ideal,

pelos polinômios multilineares nele contidos.

Com isso, concluímos que para estudar as identidades polinomiais de uma

F´álgebra com char F “ 0, basta encontrarmos as identidades polinomiais multilineares.
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1.2 Representações do Grupo Simétrico

Esta seção é baseada em [6] e em [19]. Vamos reunir resultados básicos sobre

representações de dimensão finita e estudar melhor as representações do grupo simétrico,

relacionando-as com partições de inteiros positivos para podermos aplicar esses conceitos

aos polinômios multilineares.

1.2.1 Representações de Dimensão Finita

Definição 1.2.1. Uma representação de um grupo G sobre um espaço vetorial V de

dimensão finita é um homomorfismo de grupos ρ : G Ñ GLpV q.

Se ρ é uma representação de G sobre V, essa representação induz um homo-

morfismo de álgebras ρ1 : FG Ñ EndF pV q dado por

ρ1

˜

ÿ

gPG

αgg

¸

“
ÿ

gPG

αgρpgq

tal que ρ1p1q “ 1, com char F “ 0. E ρ1 induz o homomorfismo ρ “ ρ1|G, que é representação

de G sobre V.

Se dim V “ n, n é chamado de grau da representação ρ. Além disso, cada

representação de G determina unicamente um FG´módulo de dimensão finita. De fato,

se ρ : G Ñ GLpV q é uma representação de G sobre V, então V se torna um FG´módulo

à esquerda com a operação g ¨ v “ ρpgqv para g P G e v P V. Por outro lado, se M é

um FG´módulo e é um espaço vetorial de dimensão finita sobre F, podemos definir a

representação ρ : G Ñ GLpV q como ρpgqpmq “ g ¨ m, para g P G e m P M, onde ¨ é a

operação do módulo.

Definição 1.2.2. Sejam G um grupo e ρ : FG Ñ EndF pFGq um homomorfismo tal que

ρpgq “ Tg, onde Tgphq “ gh, com g, h P G. O homomorfismo ρ é chamado representação

regular à esquerda de G.

Definição 1.2.3. Se ρ : G Ñ GLpV q e ρ1 : G Ñ GLpW q são duas representações do grupo

G, dizemos que ρ e ρ1 são equivalentes e escrevemos ρ „ ρ1 se V e W são isomorfos como

G´módulos.

Teorema 1.2.4 (Maschke). Sejam G um grupo finito e F um corpo tal que char F “ 0

ou char F “ p ą 0 e p ∤ |G|. Então, a álgebra de grupo FG é semissimples.

A demonstração do Teorema de Maschke é encontrada em [15], Teorema 1.2

do capítulo 18.
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Usando os Teoremas de Wedderburn, Wedderburn-Artin e o Teorema de Mas-

chke, podemos escrever a chamada decomposição de Wedderburn de FG

FG – Mn1
pDp1qq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Mnk

pDpkqq,

onde Dp1q, . . . , Dpkq são álgebras de divisão de dimensão finita sobre F. Dessa forma,

temos que M é um FG´módulo irredutível se, e somente se, M é um Mni
pDpiqq´módulo

irredutível, para algum i.

Corolário 1.2.5. Sejam G um grupo finito e F um corpo tal que char F “ 0 ou char

F “ p ą 0 e p ∤ |G|. Então, cada representação de G é completamente redutível e o número

de representações irredutíveis não equivalentes de G é igual ao número de componentes

simples na decomposição de Wedderburn da álgebra de grupo FG.

Sabemos que, para cada i, Mni
pDpiqq tem apenas um módulo irredutível (a

menos de isomorfismos), isomorfo a
ni
ÿ

j“1

Dpiqeji. Assim, podemos escrever

FG – n1J1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ nkJk,

onde niJi “ Ji ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Ji ni vezes e Ji –
ni
ÿ

l“1

Dpiqeli é um ideal minimal à esquerda de

Mni
pDpiqq e ni é chamado de multiplicidade de Ji em FG. Note ainda que ni “ dim Ji é o

grau da representação Ji como na proposição a seguir.

Proposição 1.2.6. Sejam G um grupo finito e F um corpo tal que char F “ 0 ou char

F “ p ą 0 e p ∤ |G|. Então, cada representação irredutível de G aparece na representação

regular de G com multiplicidade igual ao seu grau.

Proposição 1.2.7. Se M é uma representação irredutível de G, então M – Ji, um ideal

minimal à esquerda de Mni
pDpiqq, para algum i “ 1, . . . , k. Logo, existe um elemento

minimal idempotente e P FG tal que M – FGe.

Proposição 1.2.8. Seja F o corpo de decomposição para G. Então, o número de repre-

sentações irredutíveis não equivalentes de G sobre F é igual ao número de classes de

conjugação de G.

Agora, vamos definir o caracter de uma representação, que apresenta relações

importantes com as multiplicidades dos Ji na decomposição de Wedderburn para FG.

Definição 1.2.9. Seja ρ : G Ñ GLpV q uma representação de um grupo G. Então, a

função χρ : G Ñ F tal que χρpgq “ trpρpgqq é chamada caracter da representação ρ e dim

V “ deg χρ “ χρp1q é chamado grau do caracter χρ.
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Pelas definições de elementos conjugados e traço, temos que, se g e h são

conjugados em G, então χρpgq “ χρphq. Logo, χρ é constante nas classes de conjugação.

Podemos definir um produto interno ( , ) sobre o espaço das funções de classe

sobre G (constantes nas classes de conjugação), como

pχ, ψq “ 1
|G|

ÿ

gPG

χpgqψpg´1q

para χ, ψ funções de classe sobre G.

Proposição 1.2.10. Suponha que F é um corpo algebricamente fechado com característica

zero e seja J1, . . . , Jk uma lista completa de representações não equivalentes de G com

caracteres χ1, . . . , χk, respectivamente. Seja ρ : G Ñ GLpV q uma representação de G e

escreva V – m1J1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ mkJk com mi ě 0. Então,

p1q χρ “
k

ÿ

i“1

miχi;

p2q pχρ, χiq “ mi @ i;

p3q pχρ, χρq “
k

ÿ

i“1

m2
i ;

p4q χρ é irredutível se, e somente se , pχρ, χρq “ 1;

p5q Se ρ e ρ1 são duas representações de G não equivalentes, então pχρ, χρ1q “ 0;

p6q Se ρ1 é outra representação de G, então ρ „ ρ1 se, e somente se, χρ “ χρ1 .

Com essas informações, temos que FG “ ‘k
i“1eiFG, com eiFG – Mni

pF q e

ei “ χip1q
|G|

ÿ

gPG

χipgqg

é um idempotente minimal central de FG.

1.2.2 Representações do Grupo Simétrico

Agora podemos relacionar o estudo das representações do grupo simétrico Sn
com as partições de n.

Definição 1.2.11. Seja n ě 1 um inteiro. Uma partição λ de n é uma sequência finita

de inteiros λ “ pλ1, . . . , λrq tal que λ1 ě . . . ě λr ą 0 e
r

ÿ

i“1

λi “ n. Nesse caso, escrevemos

λ $ n ou |λ| “ n.

Se r “ 1, escrevemos λ “ pnq. Se λ1 “ . . . “ λn “ 1, escrevemos λ “ p1nq. Se

λ “ pkdq, ou λ “ pk, . . . , kq, temos n “ kd.
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Temos que cada classe de conjugação de Sn determina unicamente uma partição

de n, para qualquer n P N. Por exemplo, para S4, temos

rp1qs ÐÑ λ1 “ p14q
rp12qs ÐÑ λ2 “ p2, 1, 1q

rp12qp34qs ÐÑ λ3 “ p2, 2q
rp123qs ÐÑ λ4 “ p3, 1q

rp1234qs ÐÑ λ5 “ p4q,

onde rp1qs, rp12qs, rp12qp34qs, rp123qs e rp1234qs são as classes de conjugação de S4.

Como o número de caracteres irredutíveis de Sn é igual ao número de classes

de conjugação de Sn, que por sua vez é igual ao número de partições de n, temos que cada

partição de n determina unicamente um caracter irredutível de Sn. Por isso, denotamos os

caracteres irredutíveis de Sn por χλ, onde λ $ n.

Vamos usar a notação dλ “ χλp1q para o grau do caracter irredutível χλ.

Pelo Teorema de Maschke 1.2.4, pela Proposição 1.2.10 e pelo comentado acima,

podemos concluir o seguinte resultado.

Proposição 1.2.12. Sejam F um corpo qualquer de característica zero e n ě 1. Então,

existe uma correspondência biunívoca entre Sn´caracteres irredutíveis e partições de n.

Sendo tχλ |λ $ nu uma lista completa de caracteres irredutíveis de Sn não equivalentes e

dλ “ χλp1q o grau de χλ, λ $ n, temos

FSn “
à

λ$n

Iλ –
à

λ$n

Mdλ
pF q,

onde Iλ “ eλFSn e eλ “
ÿ

σPSn

χλpσqσ é, a menos de um escalar, o elemento unidade de Iλ.

Assim, pela Proposição 1.2.10 (1), podemos escrever

χτ “
ÿ

λ$n

dλχλ,

onde τ é a representação regular de Sn.

Para facilitar a visualização e demonstração dos resultados envolvendo repre-

sentações de Sn e polinômios multilineares, vamos definir alguns tipos de diagramas para

representar as partições de n.

Definição 1.2.13. Se λ “ pλ1, . . . , λrq $ n, o diagrama de Young associado a λ é o

subconjunto finito de ZˆZ definido como Dλ “ tpi, jq P ZˆZ | i “ 1, . . . , r, j “ 1, . . . , λiu.
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Por exemplo, para λ “ p4, 2, 2, 1q $ 9,

Dp4,2,2,1q “ tp1, 1q, p1, 2q, p1, 3q, p1, 4q, p2, 1q, p2, 2q, p3, 1q, p3, 2q, p4, 1qu.

Aqui, vamos construir o diagrama de Young usando caixas para representar

cada ponto pi, jq. Dessa forma,

Dp4,2,2,1q “ .

Definição 1.2.14. Seja λ $ n. Chamamos de partição conjugada de λ à partição λ1 “
pλ1

1, . . . , λ
1
sq tal que λ1

1, . . . , λ
1
s são os comprimentos das colunas de Dλ.

Definição 1.2.15. Seja λ $ n. Uma tabela de Young Tλ do diagrama Dλ é o diagrama

Dλ com as caixas preenchidas pelos inteiros 1, 2, . . . , n.

Definição 1.2.16. Seja λ $ n. Uma tabela Tλ é dita standard se os inteiros em cada

linha e cada coluna de Tλ crescem estritamente da esquerda para a direita e de cima para

baixo, respectivamente.

Definição 1.2.17. Seja λ $ n. Uma tabela Tλ é dita semi-standard se os números das

linhas são não decrescentes da esquerda pra direita e os números das colunas são crescentes

de cima para baixo.

Exemplo 1.2.18. Para λ “ p4, 2, 2, 1q, a tabela

Tp4,2,2,1q “

1 2 4 6

3 5

7 9

8

é standard.

Definição 1.2.19. Seja Dλ o diagrama de Young da partição λ $ n e α “ pα1, . . . , αrq
outra partição de n. Dizemos que uma tabela de Young de forma λ e conteúdo α é o

diagrama Dλ preenchido com inteiros positivos de tal forma que i aparece exatamente αi

vezes.

Definição 1.2.20. Sendo λ “ pλ1, . . . , λpq $ n e µ “ pµ1, . . . , µqq partições, escrevemos

µ ď λ se q ď p e µi ď λi para todo i “ 1, . . . , p. Se λ ě µ, definimos λzµ “ pλ1 ´ µ1, λ2 ´
µ2, . . .q, que corresponde ao diagrama Dλ sem as caixas que também pertencem a Dµ.
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Definição 1.2.21. Para qualquer caixa pi, jq P Dλ, definimos o número gancho de pi, jq
como hij “ λi ` λ1

j ´ i ´ j ` 1, onde λ1 “ pλ1
1, . . . , λ

1
sq é a partição conjugada de λ “

pλ1, . . . , λrq.

Observe que λi ` λ1
j é a soma do número de caixas da linha i com o número de

caixas da coluna j. Subtraindo i e j e somando 1 obtemos o número de caixas à direita e

abaixo da caixa pi, jq mais a própria caixa, ou o comprimento do gancho correspondente à

linha i e à coluna j.

Exemplo 1.2.22. Para λ “ p4, 2, 2, 1q, vamos construir o diagrama de Young de λ com

as caixas sendo preenchidas pelos seus números gancho:

Dp4,2,2,1q “

7 5 2 1

4 2

3 1

1

Teorema 1.2.23. Dada uma partição λ $ n, o número de tabelas standard para λ é igual

a dλ, o grau do caracter irredutível χλ, correspondente a λ.

Com esse importante resultado e usando análise combinatória, deriva-se a

proposição a seguir. A demonstração é encontrada em [13], Teorema 2.3.21.

Proposição 1.2.24. Para λ $ n,

dλ “ n!
ś

i,j hij
,

onde o produto percorre todas as caixas de Dλ.

Vamos denotar a tabela de Young por Tλ “ Dλpaijq, onde aij é o inteiro da

caixa pi, jq.

Definição 1.2.25. Seja λ $ n. O estabilizador de linha de Tλ “ Dλpaijq é definido como

RTλ
“ Sλ1

pa11, a12, . . . , a1λ1
q ˆ . . . ˆ Sλr

par1, ar2, . . . , arλr
q,

onde Sλi
pai1, ai2, . . . , aiλi

q denota o grupo simétrico agindo sobre os inteiros ai1, ai2, . . . , aiλi
.

Definição 1.2.26. Seja λ $ n. O estabilizador de coluna de Tλ “ Dλpaijq é definido

como

CTλ
“ Sλ1

1
pa11, a21, . . . , aλ1

1
1q ˆ . . . ˆ Sλ1

s
pa1λ1

, a2λ1
, . . . , aλ1

sλ1
q,

onde λ1 “ pλ1
1, . . . , λ

1
sq é a partição conjugada de λ.
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Assim, STλ
e CTλ

são subgrupos de Sn que estabilizam as linhas e as colunas

de Tλ, respectivamente, isto é, cada permutação de RTλ
só pode permutar um elemento de

uma linha da tabela Tλ com ele mesmo ou com outro elemento da mesma linha e cada

permutação de CTλ
só pode permutar um elemento de uma coluna da tabela Tλ com ele

mesmo ou com outro elemento da mesma coluna.

Definição 1.2.27. Seja λ $ n. Definimos

eTλ
“

ÿ

σPRTλ
τPCTλ

psgn τqστ.

Temos que e2
Tλ

“ aeTλ
, onde a “

ź

i,j

hij, donde eTλ
é um idempotente essencial

de FSn, ou seja, e2
Tλ

é igual a ele mesmo, a menos de um escalar.

Dada uma partição λ $ n, Sn age sobre uma tabela de Young de λ da

forma σTλ “ Dλpσpaijqq, para Tλ “ Dλpaijq, σ P Sn. Além disso, pela definição de

elementos conjugados, temos que RσTλ
“ σRTλ

σ´1 e CσTλ
“ σCTλ

σ´1. Daí, concluímos

que σeTλ
σ´1 “ eσTλ

.

Com isso, obtemos os seguintes resultados, que podem ser vistos em [6].

Proposição 1.2.28. Para cada tabela de Young Tλ de λ $ n, o elemento eTλ
é um

idempotente essencial minimal de FSn e FSneTλ
é um ideal minimal à esquerda de FSn

com caracter χλ. Se Tλ e T ˚
λ são tabelas de Young para o mesmo λ, então eTλ

e eT˚
λ

são

conjugados em FSn por algum σ P Sn. Além disso, σeTλ
σ´1 “ eσTλ

.

Com isso, temos que FSneTλ
– FSneT˚

λ
como Sn´módulos.

Proposição 1.2.29. Se T1, . . . , Tdλ
são todas as tabelas standard de Young de λ $ n,

então o ideal minimal Iλ de FSn correspondente a λ pode ser decomposto como

Iλ “
dλ

à

i“1

FSneTi
.

1.2.2.1 Representações induzidas do grupo simétrico

Vamos ver agora algumas ferramentas úteis para encontrar uma representação

de Sm conhecendo uma representação de Sn, com m ą n. Sendo H um subgrupo de um

grupo G e V um G´módulo com caracter χ, temos que V também é um H´módulo por

restrição. Vamos denotar V como H´módulo por V Ó H e o caracter induzido por χ Ó H.
Por outro lado, se V é um H´módulo com caracter χ, FG bFH V possui uma estrutura

natural de G´módulo usando a operação do grupo G para efetuar a ação de FH sobre

FG e a ação do módulo sobre V. Vamos denotar esse módulo por V Ò G e seu caracter

por χ Ò G.
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Note que induzir um módulo para cima ou para baixo não resulta necessaria-

mente em um módulo irredutível. Para G “ Sn com n P N, podemos identificar Sn com

o subgrupo de Sn`1 de todas permutações que fixam o inteiro n ` 1, sempre podemos

decompor o módulo induzido em irredutíveis usando o seguinte teorema.

Teorema 1.2.30 (Teorema da Ramificação). Sejam n P N e Mλ um Sn´módulo irredutível

correspondente à partição λ $ n. Então

(1) Se λ $ n, então Mλ Ò Sn`1 –
ÿ

µPλ`

Mµ, onde λ` é o conjunto de todas as partições

de n ` 1 cujos diagramas são obtidos de Dλ adicionando uma caixa.

(2) Se µ $ n` 1, então Mµ Ó Sn –
ÿ

λPµ´

Mλ, onde µ´ é o conjunto de todas as partições

de n cujos diagramas são obtidos de Dµ removendo uma caixa.

Podemos também induzir um Sn ˆSm´módulo para cima como um Sn`m´mó-

dulo. Temos que Sn ˆ Sm pode ser visto como subgrupo de Sn`m fazendo Sm agir sobre o

conjunto tn ` 1, . . . , n ` mu. Sendo M um Sn´módulo e N um Sm´módulo, temos que

M bF N tem uma estrutura natural de Sn ˆ Sm´módulo, que denotamos por pM bNq Ò
Sn`m.

Definição 1.2.31. Se M é um Sn´módulo e N é um Sm´módulo, então o produto

tensorial externo de M e N é definido como

Mb̂N “ pM b Nq Ò Sn`m.

Lembrando que pnq representa uma partição λ “ λ1 $ n com λ1 “ n, temos o

seguinte teorema.

Teorema 1.2.32 (Regra de Young). Sejam λ $ n e m ě 1. Então

Mλb̂Mpmq –
ÿ

Mµ,

onde a soma percorre todas as partições µ de n`m tais que µ1 ě λ1 ě µ2 ě ¨ ¨ ¨ ě µn`m ě
λn`m.

Observe que cada µ é obtido adicionando m caixas ao diagrama Dλ de forma

que duas novas caixas não podem ficar na mesma coluna de Dµ. De fato, se adicionarmos

uma nova caixa na coluna j e na linha i, obtemos que µi ą λi ě µi`1. Como λi ď j ´ 1,

temos que µi`1 ď j ´ 1, ou seja, não podemos adicionar outra caixa à coluna j.

A Regra de Young é generalizada para quaisquer Mλb̂Mµ pela Regra de

Littlewood-Richardson, que usa o conceito de tabelas semi-standard.
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Definição 1.2.33. Uma palavra reticulada é uma sequência de números tal que em cada

parte inicial, qualquer número i aparece no mínimo com a mesma frequência que o número

i ` 1.

Exemplo 1.2.34. A sequência 111221 é uma palavra reticulada, mas a sequência 122111

não é, pois na parte inicial 122 o número 1 aparece menos vezes do que o número 2.

Teorema 1.2.35 (Regra de Littlewood-Richardson). Sejam λ $ n e µ $ m. Então,

Mλb̂Mµ –
ÿ

ν$n`m

k
µ
νzλMν ,

onde kµνzλ representa o número de tabelas semi-standard de forma νzλ e conteúdo µ que

apresentam permutações que formam palavras reticuladas quando lidas da direita para a

esquerda e de cima para baixo.

Exemplo 1.2.36. Seja λ “ p4, 2, 1q $ n “ 7 e µ “ p2, 1, 1q $ m “ 4. Vamos encontrar

alguns coeficientes kµνzλ de Littlewood-Richardson.

Devemos adicionar 4 caixas ao diagrama Dλ preenchidas com os números 1, 2 e

3 de tal forma que o número 1 apareça µ1 “ 2 vezes, 2 apareça µ2 “ 1 vezes e 3, µ3 “ 1

vezes com o diagrama resultante representando uma partição ν $ 11. Além disso, a tabela

Tνzλ deve ser semi-standard com os números formando uma permutação reticulada da

direta para a esquerda e para baixo. Note que as opções para permutação reticulada com

os números 1, 1, 2 e 3 são p1 1 2 3q, p1 2 1 3q e p1 2 3 1q.

Adicionando 4 caixas à primeira linha de Dλ obtemos a partição ν1 “ p8, 2, 1q.
Observe que não existe uma tabela semi-standard de forma ν1zλ e conteúdo µ que forme

uma permutação reticulada da direita para a esquerda. Logo, kµν1zλ “ 0.

Para ν2 “ p6, 3, 2q, obtemos

1 1

2

3

,

onde as caixas com números representam a única tabela de ν2zλ que satisfaz as condições

da Regra de Littlewood-Richardson, ou seja, kµν2zλ “ 1. Algumas partições tem mais de

uma possibilidade, como por exemplo, a partição ν3 “ p5, 3, 2, 1q, cujo coeficiente de

Littlewood-Richardson é kµν3zλ “ 3, pois temos as possibilidades

1

1

2

3

,

1

2

1

3

e

1

2

3

1
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e a partição ν4 “ p4 3 2 1 1q, com k
µ
ν4zλ “ 2, pois as possibilidades são

1

1

2

3

e

1

2

1

3

.

Observe que, preenchendo ν4zλ como na partição reticulada p1 2 3 1q, não

obtemos uma tabela semi-standard, pois os números da primeira coluna não são crescentes

de cima para baixo.

Definição 1.2.37. Vamos definir o gancho infinito Hpk, lq da seguinte forma:

Hpk, lq “
ď

ně1

tλ “ pλ1, λ2, . . .q $ n |λk`1 ď lu.

A denominação gancho infinito para Hpk, lq é totalmente apropriada, pois

todos os diagramas de Hpk, lq estão dentro da área com formato de gancho da figura

k

l

.

Lema 1.2.38. Sejam λ $ n e µ $ n1 tais que µ ď λ. Se n ´ n1 ď c, então dλ ď ncdµ.

Demonstração: Sabemos pela Proposição 1.2.24 que

dλ “ n!
ś

i,j hij
,

onde hij são os números gancho de Dλ. Para n´n1 “ c1 ď c e sendo h1
ij os números gancho

de Dµ, temos que

dµ “ n1!
ś

i,j h
1
ij

“ pn ´ c1q!
ś

i,j h
1
ij

.
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Como o diagrama Dµ está contido no diagrama Dλ, temos que
ź

i,j

h1
ij ď

ź

i,j

hij,

donde

dλ “ n!
ś

i,j hij
ď npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ c1q!

ś

i,j h
1
ij

ď nc
1

dµ ď ncdµ.

Lema 1.2.39. Existem constantes C, s ą 0 tais que

ÿ

λ$n
λPHpk,lq

dλ ď Cnspk ` lqn.

Demonstração: Vamos construir uma partição λ “ pλ1, . . . , λrq P Hpk, lq.
Então, temos que λk`1 ď l, pela definição do gancho infinito Hpk, lq. Assim, para a escolha

dos comprimentos das primeiras k linhas de Dλ, temos pn ` 1qk opções, pois 0 ď λi ď n

para todo i “ 1, . . . , r. Pelo mesmo motivo, para escolher os comprimentos das primeiras l

colunas de Dλ, temos pn ` 1ql opções. Logo, o número total de diagramas de Young Dλ

em Hpk, lq é limitado por pn ` 1qk`l.

Assim, precisamos mostrar apenas que para cada λ P Hpk, lq, temos dλ ď
pk ` lqn, pois dessa forma,

ÿ

λ$n
λPHpk,lq

dλ ď
ÿ

λ$n
λPHpk,lq

pk ` lqn ď pn ` 1qk`lpk ` lqn ď Cnspk ` lqn

para C, s ą 0 apropriados.

Defina

λ2
j “

#

λ1
j ´ k, se λ1

j ě k

0, caso contrário,

para j “ 1, . . . , l, onde λ1 é a partição conjugada de λ. Assim,

λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λk ` λ2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` λ2

l “ n,

pois λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λk representa a quantidade de caixas de Dλ até a linha k e λ2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` λ2

l a

quantidade de caixas abaixo da linha k.

Agora, sendo
ź

i,j

hij o produto dos números gancho de Dλ, temos que

ź

i,j

hij “
k

ź

i“1

˜

ź

j

hij

¸

l
ź

j“1
iěk`1

˜

ź

i

hij

¸

ě
˜

k
ź

i“1

λi!

¸ ˜

l
ź

j“1

λ2
j !

¸

“ λ1! ¨ ¨ ¨λk!λ2
1! ¨ ¨ ¨λ2

l !.

Com isso e com a Proposição 1.2.24, temos que

dλ “ n!
ś

i,j hij
ď n!
λ1! ¨ ¨ ¨λk!λ2

1! ¨ ¨ ¨λ2
l !
. (1.2)



Capítulo 1. Preliminares 34

Como λ1 `¨ ¨ ¨`λk`λ2
1 `¨ ¨ ¨`λ2

l “ n, podemos aplicar o Teorema Multinomial

em (1.2). O Teorema Multinomial diz que

px1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xmqn “
ÿ

t1,t2,...,tm

n!
t1!t2! ¨ ¨ ¨ tm!

xt11 x
t2
2 ¨ ¨ ¨ xtmm .

Tomando m “ k ` l, x1 “ x2 “ ¨ ¨ ¨ “ xk`l “ 1, t1 “ λ1, . . . , tk “ λk e

tk`1 “ λ2
1, . . . , tk`l “ λ2

l , obtemos

dλ ď n!
λ1! ¨ ¨ ¨λk!λ2

1! ¨ ¨ ¨λ2
l !

ď p1 ` ¨ ¨ ¨ ` 1qn “ pk ` lqn.

1.2.3 Ações do Grupo Simétrico sobre Polinômios Multilineares e Codimensões

Nesta seção, assumimos que F é um corpo de característica zero e vamos aplicar

a teoria das representações do grupo simétrico para os polinômios multilineares, além de

introduzir o conceito de codimensões.

Já vimos que, para A uma PI-álgebra sobre F, as identidades de A são deter-

minadas por polinômios multilineares. Seja

Pn :“ xxσp1q . . . xσpnq |σ P SnyF

o espaço vetorial dos polinômios multilineares nas variáveis x1, . . . , xn na álgebra livre

F xXy. Considere a função ϕ : FSn Ñ Pn definida por

ϕ

˜

ÿ

σPSn

ασσ

¸

“
ÿ

σPSn

ασxσp1q . . . xσpnq,

que é um isomorfismo linear. Por isso, vamos usar a mesma notação para um elemento

de f P FSn e para sua imagem em Pn. Esse isomorfismo torna Pn um Sn´bimódulo. A

Sn´ação à esquerda pode ser vista como

σfpx1, . . . , xnq “ fpxσp1q, . . . , xσpnqq

para σ P Sn e fpx1, . . . , xnq P Pn. De fato, por linearidade, é suficiente provar esse fato

para os monômios de Pn. Seja xπp1q . . . xπpnq P Pn e escreva

xπp1q . . . xπpnq “ Mπpx1, . . . , xnq.

Precisamos mostrar que σMπpx1, . . . , xnq “ Mπpxσp1q, . . . , xσpnqq. Fazendo xσp1q “
y1, . . . , xσpnq “ yn, temos que

Mπpxσp1q, . . . , xσpnqq “ Mπpy1, . . . , ynq
“ yπp1q . . . yπpnq

“ xσπp1q . . . xσπpnq

“ σMπpx1, . . . , xnq.
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A Sn´ação à direita é definida da seguinte maneira: se σ P Sn, podemos escrever

σ “
˜

1 2 . . . n

i1 i2 . . . in

¸

.

Então, xσp1q . . . xσpnq “ xi1 . . . xin e, para τ P Sn, temos

pxi1 . . . xinqτ “ xiτp1q
. . . xiτpnq

.

Dessa forma, obtemos que

σpxτp1q . . . xτpnqq “ xiτp1q
. . . xiτpnq

“ pxi1 . . . xinqτ
“ pxσp1q . . . xσpnqqτ.

Queremos estudar o espaço PnX IdpAq. Note que Pn “ Pnpx1, . . . , xnq. Então,

estamos considerando apenas os polinômios multilineares nas variáveis x1, . . . , xn. Mas

observe que, se y1, . . . , yn são outras variáveis, temos Pnpx1, . . . , xnq – Pnpy1, . . . , ynq.
Portanto, é suficiente considerar apenas o espaço Pnpx1, . . . , xnqX IdpAq. Vamos denotar

Pnpx1, . . . , xnq por Pn.

Agora, como os T-ideais são invariantes por permutações de variáveis e PnX
IdpAq é um T-ideal, temos que PnX IdpAq é um Sn´submódulo à esquerda de Pn. Logo,

PnpAq :“ Pn

Pn X IdpAq

possui uma estrutura induzida de Sn´módulo. Se F xXy é a álgebra livre com X “
tx1, . . . , xnu, então PnpAq é o espaço dos elementos multilineares nas primeiras n variáveis

da álgebra F xXy{IdpAq, que é relativamente livre, pelo Teorema 1.1.15. Assim, podemos

definir o n´ésimo cocaracter e a n´ésima codimensão de A.

Definição 1.2.40. Para n ě 1, o Sn´caracter do Sn´módulo PnpAq é chamado de

n´ésimo cocaracter de A e é denotado por χnpAq.

Decompondo o n´ésimo cocaracter em caracteres irredutíveis, temos

χnpAq “
ÿ

λ$n

mλχλ,

onde χλ é o Sn´caracter irredutível associado à partição λ $ n e mλ ě 0 é a multiplicidade

correspondente.

Definição 1.2.41. Para n ě 1, chamamos de n´ésima codimensão de A à dimensão de

PnpAq, ou seja,

cnpAq :“ dim
ˆ

Pn

Pn X IdpAq

˙

.
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Com a ação de Sn sobre os polinômios multilineares definida e o conceito de

codimensão apresentados, podemos demonstrar alguns teoremas sobre multiplicidades

e codimensões que são importantes para o desenvolvimento da prova do análogo da

conjectura de Amitsur para os casos de interesse desse trabalho, no capítulo 2.

Teorema 1.2.42. Seja A uma PI-álgebra com n´ésimo cocaracter χnpAq. Para uma

partição µ $ n, a multiplicidade mµ é igual a zero se, e somente se, para qualquer tabela

de Young Tµ de µ e para qualquer polinômio f “ fpx1, . . . , xnq P Pn, a álgebra A satisfaz

a identidade eTµ
f ” 0.

Demonstração: Pelas proposições 1.2.12 e 1.2.29, sendo β “ tχλ |λ $ nu
uma lista completa de caracteres irredutíveis de Sn não equivalentes, temos que

FSn “
à

Tλ standard

ITλ
, (1.3)

onde ITλ
“ FSneTλ

. Além disso, considerando a função natural Pn Ñ HomF pAbn;Aq com

núcleo PnX IdpAq, podemos escrever Pn “ Q ‘ J, onde Q “ PnX IdpAq e J – PnpAq.

Agora, seja χµ P β com µ $ n. Temos que mµ “ 0 se, e somente se, IµJ “ 0.

Isso porque se IµJ “ 0, então a ação de Iµ é nula sobre J – PnpAq, donde mµ “ 0. Mas

IµJ “ 0 é equivalente a IµPn Ď Q, o que acontece se, e somente se, eTµ
f P Q para todo

f P Pn, pois Iµ é a soma de todos os ideais à esquerda FSneTµ
. Como Q “ PnX IdpAq,

obtemos que mµ “ 0 se, e somente se, eTµ
f ” 0 é uma identidade de A, para qualquer

f P Pn e Tµ tabela de Young de µ.

Lema 1.2.43. Seja F um corpo infinito, A uma F´álgebra e C uma F´álgebra comutativa.

Então, cada identidade polinomial de A é também uma identidade polinomial de AbF C.

Demonstração: Sejam fpx1, . . . , xnq uma identidade polinomial para A, e

Ā “ AbF C. Pelo Teorema 1.1.18, podemos supor que f é um polinômio multi-homogêneo

de multigrau pm1, . . . ,mnq.

Considere ā1, . . . , ān P Ā com ā1 “ a1 b c1, ā2 “ a2 b c2, . . . , ān “ an b cn, onde

ai P A e ci P C para todo i “ 1, . . . , n. Então,

fpā1, . . . , ānq “ fpa1, . . . , anq b cm1

1 ¨ ¨ ¨ cmn

n “ 0,

pois f é multi-homogêneo.

Agora, tome ā1 “ b1 b d1 ` b2 b d2, ā2 “ a2 b c2, . . . , ān “ an b cn, com

b1, b2, ai P A e d1, d2, ci P C para todo i “ 2, . . . , n. Assim, temos que

fpā1, . . . , ānq “ fpb1 b d1, a2 b c2, . . . , an b cnq ` fpb2 b d2, a2 b c2, . . . , an b cnq

`
m1´1
ÿ

i“1

fipb1 b d1, b2 b d2, a2 b c2, . . . , an b cnq,
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onde

fpx1 ` y1, x2, . . . , xnq ´ fpx1, x2, . . . , xnq ´ fpy1, x2, . . . , xnq

“
m1´1
ÿ

i“1

fipx1, y1, x2, . . . , xnq

como no Teorema 1.1.25, com degx1
fi “ i. Sabemos que os polinômios fi são consequências

multi-homogêneas de f. Aplicando a primeira parte da prova para fpb1bd1, a2bc2, . . . , anb
cnq, fpb2 b d2, a2 b c2, . . . , an b cnq e para os polinômios fi, obtemos que fpā1, . . . , ānq “ 0.

Falta generalizar esse argumento para quaisquer ā1, . . . , ān P Ā, que podem ser

escritos como ā1 “
ÿ

a1i b c1i, . . . , ān “
ÿ

ani b cni. Usando o mesmo argumento das

consequências multi-homogêneas, podemos escrever fpā1, . . . , ānq como soma de polinômios

do tipo

ḡ “ gpai1j1 b ci1j1 . . . , ainjn b cinjnq,

que são todos consequências multi-homogêneas de f. Logo, podemos aplicar a primeira

parte da prova também para esse caso e, consequentemente, fpā1, . . . , ānq “ 0.

Teorema 1.2.44. Seja A uma álgebra sobre um corpo infinito F e F Ď K uma extensão

de corpos. Então,

cKn pĀq “ cnpAq

para todo n P N, onde Ā “ A bF K e cKn pAq é a n´ésima codimensão de Ā como

K´álgebra.

Demonstração: Seja cnpAq “ m e tf1, . . . , fmu uma base para Pn pmod Pn X
IdpAqq. Pela definição de base, temos que se α1, . . . , αm P F não são todos nulos, então

α1f1 ` ¨ ¨ ¨ ` αmfm

não é uma identidade de A. Além disso, temos que se f P Pn, então existem β1, . . . , βm P F
tais que f ”

m
ÿ

i“1

βifi (mod Pn X IdpAq), donde

h “ hpx1, . . . , xnq “ f ´
m
ÿ

i“1

βifi ” 0

em A. Note que, pelo Lema 1.2.43, temos que h é uma identidade polinomial de Ā

com coeficientes em K. Dessa forma, obtemos que f ”
m
ÿ

i“1

βifi (mod PK
n X IdKpĀq),

onde PK
n denota os polinômios multilineares de grau n com coeficientes em K. Portanto,

cKn pĀq ď cnpAq.

Agora, para provar que cnpAq ď cKn pĀq, basta mostrar que f1, . . . , fm são

linearmente independentes (mod PK
n X IdKpĀq). Suponhamos que

f “ fpx1, . . . , xnq “ β1f1 ` ¨ ¨ ¨ ` βmfm ” 0
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em Ā com β1, . . . , βm P K. Seja B uma base do espaço vetorial K sobre F. Então, podemos

escrever

βi “
ÿ

j

γijtj

com t1, t2, . . . P B e γij P F. Sendo a1, . . . , an P A, temos

0 “ fpa1 b 1, . . . , an b 1q “
m
ÿ

i“1

βifipa1 b 1, . . . , an b 1q

“
ÿ

j

˜

m
ÿ

i“1

γijfipa1, . . . , anq
¸

b tj,

donde obtemos que
m
ÿ

i“1

γijfi ” 0 em A. Como tf1, . . . , fmu é base de Pn (mod PnXIdpAq)

e γij P F para todo i, j, obtemos que todos os coeficientes γij devem ser zero e, consequen-

temente, βi “ 0 para todo i “ 1, . . . ,m. Portanto, cnpAq ď cKn pĀq.

Com isso, finalizamos a teoria necessária sobre polinômios e representações para

demonstrar a conjectura de Amitsur para álgebras com uma ação de Hopf generalizada.

Para completar a teoria necessária a esse objetivo, vamos estudar e demonstrar alguns

resultados básicos sobre as álgebras de Hopf.

1.3 Álgebras de Hopf

Nesta seção introduziremos o conceito de Álgebra de Hopf e, para esse fim,

também exploraremos conceitos e proposições básicas sobre Coálgebras e Biálgebras, tendo

como referência [17].

1.3.1 Coálgebras e Biálgebras

Antes da definição de coálgebras, vamos definir as álgebras com unidade usando

um diagrama para representar a associatividade da multiplicação e um para representar

a operação unidade. Dessa forma podemos observar a semelhança entre as definições de

álgebra e coálgebra com unidade. Apesar disso, quando falamos de álgebras com unidade

neste trabalho, a existência da unidade é explicitada.

Definição 1.3.1 (Álgebra). Uma F´álgebra com unidade é um F´espaço vetorial A

com dois funçãos F´lineares, multiplicação m : A b A Ñ A e unidade u : F Ñ A, tais

que os seguintes diagramas são comutativos:
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a) associatividade b) unidade

A b A b A
mbid //

idbm

��

A b A

m

��
A b A

m // A

A b A

m

��

F b A

ubid
99

%%

A b F

idbu
ee

yy
A

A multiplicação por escalar é vista no segundo diagrama, nas setas de baixo.

Pelo diagrama da unidade, temos que

aup1F q “ mpid b uqpa b 1F q “ a e up1F qa “ mpu b idqp1F b aq “ a

para todo a P A, ou seja, up1F q “ 1A e, como u é uma função F´linear, obtemos que

upkq “ k1A para todo k P F.

Para a definição de uma coálgebra C é feito, basicamente, o processo contrário.

Definimos duas operações: a comultiplicação, que em vez de levar C b C em C leva C em

C b C e a counidade, que leva cada elemento de C em um escalar. Veremos que o espaço

dual representa uma importante relação entre álgebras e coálgebras.

Definição 1.3.2. Para quaisquer F´ espaços vetoriais V e W, a função twist τ : V bW Ñ
W b V é dado por τpv b wq “ w b v.

Definição 1.3.3 (Coálgebra). Uma F -coálgebra com unidade é um F -espaço vetorial C

munido de duas funçõs F´lineares, a comultiplicação ∆ : C Ñ C b C e a counidade

ε : C Ñ F tais que os seguintes diagramas são comutativos:

a) coassociatividade b) counidade

C
∆ //

∆

��

C b C

∆bid

��
C b C

idb∆ // C b C b C

C
1b

yy
∆

��

b1

%%
F b C C b F

C b C

εbid

ee

idbε

99

No segundo diagrama, as duas funções de cima são c ÞÑ 1 b c e c ÞÑ c b 1.

Definição 1.3.4. Dizemos que uma coálgebra C é cocomutativa se τ ˝ ∆ “ ∆, onde τ é

a função twist.

Exemplo 1.3.5. Seja S um conjunto e FS um espaço vetorial contendo S como base.

Defina ∆ : FS Ñ FS b FS e ε : FS Ñ F por

s
∆ // s b s
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s
ε // 1

para s P S.

Então, FS, juntamente com as duas operações ∆ e ε, é uma coálgebra. De fato,

se s P S,

pid b ∆qp∆psqq “ pid b ∆qps b sq “ idpsq b ∆psq “ s b s b s

p∆ b idqp∆psqq “ p∆ b idqps b sq “ ∆psq b idpsq “ s b s b s

e pε b idqp∆psqq “ pε b idqps b sq “ εpsq b idpsq “ 1 b s

pid b εqp∆psqq “ pid b εqps b sq “ idpsq b εpsq “ s b 1.

Definição 1.3.6. Sejam C e D coálgebras com comultiplicações ∆C e ∆D, e counidades

εC e εD, respectivamente.

a) Uma função f : C Ñ D é um homomorfismo de coálgebras se ∆D ˝ f “
pf b fq∆C e εC “ εD ˝ f.

b) Um subespaço I Ď C é um coideal se ∆CI Ď I b C ` C b I e εCpIq “ 0.

Observação 1.3.7. Seja C uma F´coálgebra com comultiplicação ∆ e counidade ε. Se I

é um coideal de C, então o F´espaço C{I é uma coálgebra com comultiplicação induzida

por ∆, e vice-versa.

Proposição 1.3.8. Seja C uma F´coálgebra com comultiplicação ∆ e counidade ε. Então,

C˚ (dual de C como espaço vetorial) é uma álgebra com multiplicação m “ ∆˚ e u “ ε˚,

as transpostas de ∆ e ε. Se C é cocomutativa, então C˚ é comutativa.

Lembremos da definição da função transposta para ∆ e ε : temos que m :

pC b Cq˚ Ñ C˚ é dada por

mpf b gqpaq “ pf b gq∆paq,

para a P C e f, g P C˚. Como C˚ bC˚ Ď pCbCq˚, podemos tomar a restrição e considerar

m : C˚ b C˚ Ñ C˚. Já a unidade u : F Ñ C˚ é dada por

upkqpaq “ k ¨ εpaq,

com k P F, a P C. Com essas duas operações obtemos que C˚ é uma álgebra.

Se C é cocomutativa, então τ ˝ ∆ “ ∆. Logo,

mpf b gqpaq “ pf b gqpτ ˝ ∆qa “ τppg b fqp∆aqq “ mpg b fqpaq

e, consequentemente, C˚ é comutativa.
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Definição 1.3.9. Seja A uma F´álgebra. O dual finito de A é A˝ “ tf P A˚ | fpIq “
0, para algum ideal I de A tal que dim A{I ă 8u.

Proposição 1.3.10. Se pA,m, uq é uma álgebra, então A˝ é uma coálgebra com comulti-

plicação ∆ “ m˚ e counidade ε “ u˚. Se A é comutativa, então A˝ é cocomutativa.

Temos que ∆ : A˚ Ñ pA b Aq˚, é dada por

∆pfqpa b bq “ fpmpa b bqq “ fpabq,

onde f P A˚, a, b P A. E ε : A˚ Ñ F,

εpfqpkq “ fpupkqq,

com f P A˚, k P F. Só precisamos restringir os domínios das operações de A˚ para A˝,

pois temos ∆pA˝q Ď A˝ b A˝. A demonstração dessa Proposição é encontrada em [17],

Proposição 9.1.2.

Observação 1.3.11. Observe que, se A tem dimensão finita, então A˚ “ A˝ e, portanto, A

coálgebra implica em A˚ álgebra e A álgebra implica em A˚ coálgebra. O resultado em geral

não vale quando a dimensão não é finita por que não podemos garantir ∆pA˚q Ď A˚ bA˚.

Agora, introduziremos uma nova notação para ∆, a chamada notação sigma,

que será muito útil quando for necessário aplicar ∆ mais de uma vez. Se C é uma coálgebra

com comultiplicação ∆ e counidade ε, vamos escrever, para c P C,

∆c “
ÿ

cp1q b cp2q, (1.4)

onde cp1q e cp2q não indicam elementos particulares de C. Assim,

pid b ∆qp∆cq “ p∆ b idqp∆cq

ñ
ÿ

cp1q b pcp2qqp1q b pcp2qqp2q “ pid b ∆q
´

ÿ

cp1q b cp2q

¯

“ p∆ b idq
´

ÿ

cp1q b cp2q

¯

“
ÿ

pcp1qqp1q b pcp1qqp2q b cp2q.

Vamos denotar esse elemento por ∆2pcq “
ÿ

cp1q b cp2q b cp3q e

∆n´1pcq “
ÿ

cp1q b ¨ ¨ ¨ b cpnq (1.5)
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é o elemento obtido aplicando a coassociatividade n´ 1 vezes. Usando essa notação

para a counidade ε de C, obtemos do diagrama da counidade da definição de coálgebras

que

1 b c “ pε b idqp∆cq “ pε b idq
´

ÿ

cp1q b cp2q

¯

“
ÿ

εpcp1qq b cp2q

c b 1 “ pid b εqp∆cq “ pid b εq
´

ÿ

cp1q b cp2q

¯

“
ÿ

cp1q b εpcp2qq

ñ c “
ÿ

εpcp1qqcp2q “
ÿ

εpcp2qqcp1q. (1.6)

Exemplo 1.3.12. Seja pC,∆, εq uma coálgebra. Usando a notação sigma, temos que

C bC é uma coálgebra com a comultiplicação ∆1 “ pidC b τ b idCq ˝ p∆ b ∆q e counidade

ε1 “ ε b ε.

De fato, as operações definidas satisfazem os diagramas da definição de coálge-

bra, pois se c, d P C, temos que

p∆1 b idCbCq∆1pc b dq “ p∆1 b idCbCq
´

ÿ

cp1q b dp1q b cp2q b dp2q

¯

“
ÿ

∆1pcp1q b dp1qq b cp2q b dp2q

“
ÿ

cp1q b dp1q b cp2q b dp2q b cp3q b dp3q “ pidCbC b ∆1q∆1pc b dq

e

pidCbC b ε1q∆1pc b dq “
ÿ

cp1q b dp1q b ε1pcp2q b dp2qq
“

ÿ

εpcp2qqcp1q b εpdp2qqdp1q “ c b d.

Analogamente, obtemos ε1 b idCbCpc b dq “ c b d.

Definição 1.3.13. Seja C uma coálgebra, e tome c P C.

a) c é chamado tipo grupo se ∆c “ c b c e εpcq “ 1. O conjunto desses

elementos de C é denotado por GpCq.

b) Para g, h P GpCq, c é chamado g, h´primitivo se ∆c “ c b g ` h b c. O

conjunto de todos os elementos g, h´primitivos de C é denotado por Pg,hpCq.

Proposição 1.3.14. Os elementos tipo grupo de uma coálgebra C formam um conjunto

F´line-armente independente de C.

Demonstração: Suponha que GpCq não é linearmente independente. Então,

podemos escolher o número natural positivo n mínimo tal que quaisquer n elementos

distintos de GpCq sejam linearmente independentes e que existem n` 1 elementos distintos
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de GpCq que são linearmente dependentes. Assim, existem g, g1, . . . , gn P GpCq distintos e

λ1, . . . , λn P F tais que

g “ λ1g1 ` . . . ` λngn com n ě 1

e, como quaisquer n elementos distintos são linearmente independentes, podemos tomar

também λi ‰ 0 para todo i “ 1, . . . n. Logo,

n
ÿ

i,j“1

λiλjgi b gj “
˜

n
ÿ

i“1

λigi

¸

b
˜

n
ÿ

j“1

λjgj

¸

“ g b g “ ∆g

“
n

ÿ

i“1

λi∆gi “
n

ÿ

i“1

λigi b gi.

Como tgiuni“1 é um conjunto linearmente independente, temos que tgi b gjuni“1

também é e, como λi ‰ 0 para todo i “ 1, . . . n, concluímos que a igualdade acima só é

possível se n “ 1. Consequentemente, temos g “ λ1g1. Além disso,

1 “ εpgq “ εpλ1g1q “ λεpg1q “ λ1,

donde obtemos g “ g1, uma contradição. Portanto, GpCq é um conjunto F´linearmente

independente de C.

Exemplo 1.3.15. Seja G um grupo. Considere a coálgebra C “ FG com estrutura de

coálgebra ∆g “ g b g e εpgq “ 1 para todo g P G. Então, é claro que G Ď GpCq. Como

qualquer elemento de FG é F´combinação linear dos elementos de G, obtemos pela

Proposição 1.3.14, que GpCq “ G.

Exemplo 1.3.16. Seja A uma F´álgebra de dimensão finita e defina

AlgpA,F q “ tf P A˚ | f é um homomorfismo de álgebrasu.

Então, AlgpA,F q Ď GpA˚q.

De fato, se f P AlgpA,F q, então

p∆fqpa b bq “ pm˚fqpa b bq “ fpabq “ fpaqfpbq “ pf b fqpa b bq

para quaisquer a, b P A e

εpfqpkq “ fpupkqq “ kfp1q “ k

Assim, obtemos ∆f “ f b f e εpfq “ id. Consequentemente, f P GpA˚q.

Proposição 1.3.17. Seja B um F´espaço vetorial tal que pB,m, uq é uma álgebra e

pB,∆, εq é uma coálgebra. Então, ∆ e ε são homomorfismos de álgebras se, e somente se,

m e u são homomorfismos de coálgebras.
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Demonstração: Sejam c, d P B e ∆1 e ε1 a comultiplicação e a counidade da

coálgebra BbB definida no Exemplo 1.3.12. Note que o corpo F é também uma coálgebra

com comultiplicação ∆F e counidade εF sendo a função identidade em F.

pðq Suponha que m e u sejam homomorfismos de coálgebras. Pela definição de

homomorfismos de coálgebras, temos para m que ∆ ˝ m “ pm b mq∆1 e ε1 “ ε ˝ m. Logo,

∆pcdq “ p∆ ˝ mqpc b dq “ pm b mq∆1pc b dq “
ÿ

cp1qdp1q b cp2qdp2q “ ∆c∆d

εpcqεpdq “ ε1pc b dq “ pε ˝ mqpc b dq “ εpcdq.

Logo, ∆ e ε são homomorfismos de álgebras.

pñq Agora, suponha que ∆ e ε são homomorfismos de álgebras. Então,

pε ˝ mqpc b dq “ εpcdq “ εpcqεpdq “ ε1pc b dq.

Para mostrar que m é um homomorfismo de coálgebras, falta mostrar a igual-

dade ∆ ˝ m “ pm b mq∆1. De fato,

pm b mq∆1pc b dq “ pm b mq
´

ÿ

cp1q b dp1q b cp2q b dp2q

¯

“
ÿ

cp1qdp1q b cp2qdp2q “ ∆c∆d “ p∆ ˝ mqpc b dq.

Para mostrar que u é homomorfismo entre as coálgebras F e B, devemos provar

que ∆ ˝ u “ pu b uq∆F e εF “ ε ˝ u. De fato, se k P F, então

pu b uq∆F pkq “ k1B b 1B “ ∆pk1Bq “ p∆ ˝ uqpkq

e

pε ˝ uqpkq “ kεp1Bq “ k “ εF pkq.

Definição 1.3.18 (Biálgebra). Uma 5´upla pB,m, u,∆, εq é chamada biálgebra se

pB,m, uq é uma álgebra, pB,∆, εq é uma coálgebra e é válida uma das seguintes con-

dições:

1) ∆ e ε são homomorfismos de álgebras;

2) m e u são homomorfismos de coálgebras.

Analogamente, dizemos que um homomorfismo de biálgebras é uma função que

é, ao mesmo tempo, um homomorfismo de álgebras e coálgebras. Um subespaço I Ď B é

um biideal se é um ideal e um coideal de B. Com I biideal, B{I é uma biálgebra.
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Exemplo 1.3.19. Seja G um grupo e tome B “ FG sua álgebra de grupo. Então B é

uma biálgebra com as operações comultiplicação ∆g “ g b g e counidade εpgq “ 1, para

todo g P G.

De fato, FG é uma álgebra com a operação induzida pela operação do grupo.

pFG,∆, εq é coálgebra, como já visto no Exemplo 1.3.5. Falta mostrar que ∆ e ε são

homomorfismos de álgebras. Temos que

∆pghq “ pghq b pghq “ pg b gqph b hq “ ∆g∆h

e εpghq “ 1 “ εpgq εphq,

para quaisquer g, h P G.

Exemplo 1.3.20. Seja B uma biálgebra qualquer de dimensão finita. Então B˚ é uma

biálgebra, pois já vimos que B ser álgebra e coálgebra implica em B˚ ser coálgebra e álgebra,

respectivamente.

Exemplo 1.3.21. Tome 0 ‰ q P F e seja B “ OpF 2q “ F xx, y |xy “ qyxy, o chamado

plano quantum. B tem estrutura de biálgebra com comultiplicação dada por ∆x “ x b x,

∆y “ y b 1 ` x b y e counidade εpxq “ 1, εpyq “ 0.

Assim definidos, temos que ∆ e ε são homomorfismos de álgebras. Logo, basta

mostrar as propriedades de coálgebra para os geradores de B. Além disso,

1. pid b ∆qp∆xq “ pid b ∆qpx b xq “ x b x b x “ p∆ b idqp∆xq;

2. pid b ∆qp∆yq “ pid b ∆qpy b 1 ` x b yq

“ y b 1 b 1 ` x b py b 1 ` x b yq

“ y b 1 b 1 ` x b y b 1 ` x b x b y;

3. p∆ b idqp∆yq “ p∆ b idqpy b 1 ` x b yq

“ py b 1 ` x b yq b 1 ` x b x b y

“ y b 1 b 1 ` x b y b 1 ` x b x b y;

4. pε b idqp∆xq “ pε b idqpx b xq “ 1 b x;

5. pid b εqp∆xq “ pid b εqpx b xq “ x b 1;

6. pε b idqp∆yq “ pε b idqpy b 1 ` x b yq “ 0 b 1 ` 1 b y “ 1 b y;

7. pid b εqp∆yq “ pid b εqpy b 1 ` x b yq “ y b 1 ` x b 0 “ y b 1.



Capítulo 1. Preliminares 46

Com as igualdades das expressões 2 e 3, 4 e 5, 6 e 7, temos que pB,∆, εq é uma

coálgebra. Como ∆ e ε são homomorfismos de álgebras, obtemos que B é uma biálgebra.

Observemos também que x P GpBq e que y P P1,xpBq.

1.3.2 Álgebras de Hopf

Definição 1.3.22. Seja pC,∆, εq uma F´coálgebra e pA,m, uq uma F´álgebra. Então,

HomF pC,Aq é uma álgebra com o produto convolução dado por

pf ˚ gqpcq “ m ˝ pf b gqp∆cq

para todo f, g P HomF (C,A), c P C. A unidade de HomF pC,Aq é uε.

De fato,

pf ˚ uεqpcq “ m ˝ pf b uεqp∆cq “ m ˝ pf b uqpid b εqp∆cq “ m ˝ pf b uqpc b 1q “ fpcq.

Analogamente, obtemos uε ˚ f “ f ˚ uε “ f.

Da mesma maneira, podemos definir o produto convolução twist (ou anticonvo-

lução) sobre HomF pC,Aq como

pf ˆ gqpcq “ m ˝ pf b gqpτ ˝ ∆pcqq.

Um exemplo de produto convolução foi dado na Proposição 1.3.8, com m “ ∆˚

e C˚ “ HomF pC,F q.

Usando a notação sigma, o produto convolução é dado por

pf ˚ gqpcq “ m ˝ pf b gq
´

ÿ

cp1q b cp2q

¯

“
ÿ

fpcp1qqgpcp2qq. (1.7)

Definição 1.3.23 (Álgebra de Hopf). Seja pH,m, u,∆, εq uma biálgebra. Então H é uma

álgebra de Hopf se existe um elemento S P HomF pH,Hq que é um inverso de idH pela

convolução ˚. O elemento S é chamado antípoda de H.

Da definição, S satisfaz pS ˚ idHqphq “ puεqphq “ pidH ˚ Sqphq, @h P H. Usando

a notação sigma da equação (1.7), obtemos
ÿ

pSphp1qqqhp2q “ εphq1H “
ÿ

hp1qpSphp2qqq. (1.8)

Definição 1.3.24. Uma função f : H Ñ H 1 de álgebras de Hopf é um homomorfismo de

Hopf se é um homomorfismo de biálgebras e fpSHhq “ SH 1fphq, para todo h P H. Um

subespaço I de H é um ideal de Hopf se é um biideal e se SHI Ď I. Nesse caso, H{I é

uma álgebra de Hopf com a estrutura induzida por H.
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Proposição 1.3.25. Seja pH,m, u,∆, εq uma F´álgebra de Hopf com antípoda S. Sejam

g, h P H e τ a função twist. Então,

(1) Sphkq “ SpkqSphq, @h, k P H;

(2) Sp1q “ 1;

(3) ε ˝ S “ ε.

(4) ∆ ˝ S “ τ ˝ pS b Sq ˝ ∆;

Demonstração:

(1) Considere a coálgebra H b H com a estrutura

∆1 : H b H Ñ H b H b H b H e ε1 : H b H Ñ F

g b h ÞÑ gp1q b hp1q b gp2q b hp2q g b h ÞÑ εpgqεphq
.

Assim, HomF pH b H,Hq é uma álgebra sob a operação convolução. Considere as

funções M,N,P P HomF pHbH,Hq dadas por Mpgbhq “ gh, Npgbhq “ SphqSpgq
e P pg b hq “ Spghq.
Então,

pP ˚ Mqpg b hq “
ÿ

P pgp1q b hp1qqMpgp2q b hp2qq “
ÿ

Spgp1qhp1qqgp2qhp2q.

Como H é biálgebra, temos que

∆pghq “ ∆g∆h “
ÿ

pgp1q b gp2qqphp1q b hp2qq “
ÿ

gp1qhp1q b gp2qhp2q

ùñ pP ˚ Mqpg b hq “
ÿ

Sppghqp1qqpghqp2q “ εpghq1H “ uε1pg b hq

Por outro lado,

pM ˚ Nqpg b hq “
ÿ

Mpgp1q b hp1qqNpgp2q b hp2qq
“

ÿ

gp1qhp1qSphp2qqSpgp2qq
“

ÿ

g1εphq1HSpgp2qq
“ εpgqεphq1H
“ uε1pg b hq.

Assim, obtemos que P ˚M “ uε1 “ M ˚N e, como uε1 é a identidade de HomF pHbH,
Hq,

P “ P ˚ puε1q “ P ˚ M ˚ N “ puε1q ˚ N “ N.

Portanto, Spghq “ SphqSpgq.

(2) Como H é biálgebra, temos que εp1Hq “ 1 e ∆p1Hq “ 1H b 1H . Assim,

1H “ uεp1Hq “ pS ˚ idHqp1Hq “ Sp1HqidHp1Hq “ Sp1Hq.
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(3) Temos que

εuεphq “ εpεphq1Hq “ εphqεp1Hq “ εphq.

Assim, usando a expressão (1.7),

εphq “ εuεphq “
ÿ

εpSphp1qqqεphp2qq.

Ainda, da expressão (1.6), obtemos

h “
ÿ

hp1qεphp2qq ñ Sphq “
ÿ

pSphp1qqqεphp2qq

ñ εpSphqq “ ε
´

ÿ

pSphp1qqqεphp2qq
¯

“
ÿ

εpSphp1qqqεphp2qq
“ εphq.

Portanto, ε ˝ S “ ε.

(4) A demonstração desse item é análoga à demonstração do item (1). Nesse caso,

sabemos que H é coálgebra e H b H é álgebra. Logo, HomF pH,H b Hq é álgebra

com a operação convolução. Aqui, tomamos M “ ∆, N “ τ ˝ pS bSq ˝ ∆ e P “ ∆S.

Assim,

pP ˚ Mqphq “
ÿ

P php1qqMphp2qq
“

ÿ

∆pSphp1qqq∆php2qq
“ ∆p

ÿ

pSphp1qqqhp2qq
“ ∆pεphq1Hq
“ εphqp1H b 1Hq
“ uHbHεphq.

E

pM ˚ Nqphq “
ÿ

Mphp1qqNphp2qq
“

ÿ

∆php1qqτpS b Sq∆php2qq
“

ÿ

∆php1qqp
ÿ

Sphp2qqq b Sphp3qq
“ εphq1H b εphq1H
“ εphq1HbH

“ uHbHεphq.

Portanto, P ˚ M “ uHbHε “ M ˚ N e, consequentemente, P “ N, pois

P “ P ˚ pM ˚ Nq “ pP ˚ Mq ˚ N “ N,

o que nos dá o resultado desejado. Note que esse resultado nos diz que
ÿ

pShqp1q b pShqp2q “
ÿ

Sphp2qq b Sphp1qq. (1.9)
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Exemplo 1.3.26. Seja G um grupo e FG sua álgebra de grupo. Tome H “ FG, que é

uma biálgebra com as operações ∆g “ g b g e εpgq “ 1, para g P G, o que já foi visto no

Exemplo 1.3.19. Seja S : FG Ñ FG dada por Sg “ g´1, para cada g P G. Então FG é

uma álgebra de Hopf com antípoda S.

De fato, usando a expressão (1.7) para a convolução, obtemos

pS ˚ idHqpgq “
ÿ

Spgp1qqidHpgp2qq “ SpgqidHpgq “ g´1g “ 1H “ εpgq1H “ puεqpgq.

E, da mesma forma, obtemos pidH ˚ Sqpgq “ puεqpgq e, consequentemente,

S ˚ idH “ idH ˚ S “ uε, ou seja, S é antípoda de H e H é álgebra de Hopf.

Proposição 1.3.27. Seja pH,m, u,∆, εq uma álgebra de Hopf com antípoda S. Então,

a) Se g P GpHq, então Sg “ g´1;

b) Se h P P1,1pHq, então Sh “ ´h.

Demonstração:

a) Se g P GpHq, então ∆g “ g b g e εpgq “ 1. A equação (1.8) implica que

pSgqg “ 1H “ gpSgq ñ Sg “ g´1.

b) Se h P P pHq, então ∆h “ hb 1 ` 1 b h. Do diagrama da counidade, temos

que

h b 1 “ pid b εqp∆hq “ pid b εqph b 1 ` 1 b hq “ h b 1 ` 1 b εphq

ñ εphq “ 0.

Logo, da Equação (1.8), obtemos

pShq1 ` pS1qh “ εphq1H “ 0 ñ Sh “ ´h.

Exemplo 1.3.28. Seja F um corpo de característica diferente de 2. Considere

H4 “ F x1, g, x, gx | g2 “ 1, x2 “ 0, xg “ ´gxy

com estrutura de coálgebra ∆g “ g b g, ∆x “ x b 1 ` g b x, εpgq “ 1 e εpxq “ 0. Então

H4 é uma álgebra de Hopf com antípoda Sg “ g e Sx “ ´gx, conhecida como álgebra de

Sweedler de dimensão 4.

Como visto na Proposição 1.3.27 a), Sg “ g´1 “ g. Além disso, da equação

(1.8) obtemos

Sx ` pSgqx “ εpxq1H “ 0 ñ Sx “ ´gx.
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Além disso, observe que

1) pS ˚ idH4
qpgq “ pSgqidH4

pgq “ g2 “ 1H4
“ εpgq1H4

“ pidH4
˚ Sqpgq

2) pS ˚ idH4
qpxq “ Sx ` pSgqx “ ´gx ` gx “ 0H4

“ εpxq1H
3) pidH4

˚ Sqpxq “ x ` gpSxq “ x ` gp´gxq “ 0H4
“ εpxq1H

Logo, S ˚ idH4
“ uε “ idH4

˚ S. Portanto, S é o antípoda de H4.

Exemplo 1.3.29. Considere H “ OpF 2qrx´1s sendo a biálgebra OpF 2q apresentada no

Exemplo 1.3.21 adicionando o elemento x´1. Então, H é uma álgebra de Hopf com antípoda

Sx “ x´1 e Sy “ ´x´1y.

É claro que Sx “ x´1, pela Proposição 1.3.27. Para Sy, temos

Sy ` pSxqy “ 0 ñ Sy “ ´pSxqy “ ´x´1y.

1.3.3 Módulos e Comódulos

Agora, veremos as definições e propriedades básicas de módulos e comódulos,

para que então possamos introduzir o conceito de Módulos de Hopf.

Definição 1.3.30 (Módulo). Para uma F´álgebra A, um A´módulo à esquerda é um

F´espaço vetorial M com uma função F´linear γ : A b M Ñ M tal que os seguintes

diagramas são comutativos:

a) A b A b M
mbid //

idbγ

��

A b M

γ

��
A b M

γ //M

b) F b M
ubid //

mult. por escalar

$$

A b M

γ

��
M

Podemos adaptar a definição para definir A´módulo à direita.

Definição 1.3.31 (Comódulo). Para uma F´coálgebra C, um C´comódulo à direita é

um F´espaço vetorial M com uma função F´linear ρ : M Ñ M b C tal que os seguintes

diagramas comutam:

a) M

ρ

��

ρ //M b C

idb∆

��
M b C

ρbid
//M b C b C

b) M
ρ //

b1

""

M b C

idbε

��
M b F
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Do mesmo modo, podemos adaptar a definição para comódulos à esquerda.

Vamos usar uma notação parecida com a notação sigma para a função ρ do

comódulo C. Escrevemos
ÿ

mp0q b mp1q P M b C, com a convenção de que mpiq P C

para i ‰ 0. Para um comódulo à esquerda, com a função ρ1 : M Ñ C b M, escrevemos

ρ1pmq “
ÿ

mp´1q b mp0q.

Definição 1.3.32. Sejam M e N dois C´comódulos à direita, com as funções de estrutura

ρM e ρN , respectivamente. Uma função f : M Ñ N é um homomorfismo de comódulos se

ρN ˝ f “ pf b idq ˝ ρM .

Proposição 1.3.33. (1) Se M é um C´comódulo à direita, então M é um C˚´módulo

à esquerda.

(2) Seja M um A´módulo à esquerda. Então M é um A˝´comódulo à direita se, e

somente se, tA ¨ mu tem dimensão finita, para todo m P M.

Demonstração:

(1) Lembremos que C˚ é uma álgebra com multiplicação ∆˚ e unidade ε˚, onde ∆ e ε

são a comultiplicação e a counidade de C.

Temos que ε “ 1C˚ , pois do diagrama da unidade da álgebra C˚ e da definição ε˚,

obtemos

1C˚ “ ∆˚pε˚ b idqp1F b 1C˚q “ ε˚p1F q

ñ 1C˚pcq “ ε˚p1F qpcq “ 1F εpcq “ εpcq.

M é um C˚´módulo à esquerda com a função γ : C˚ b M Ñ M dada por

γpf b mq “ f ¨ m “
ÿ

mp0qfpmp1qq.

Agora, vamos mostrar a comutatividade do segundo diagrama da definição de módulo.

Como M é um C´comódulo à direita, obtemos do segundo diagrama da definição

de comódulo, para m P M, que

pid b εqρpmq “
ÿ

mp0q b εpmp1qq “ m b 1F

ñ ε ¨ m “
ÿ

mp0qεpmp1qq “ m

ñ γpε˚ b idqp1F b mq “ ε˚p1F q ¨ m “ ε ¨ m “ m.

Para o primeiro diagrama, temos por um lado, para f, g P C˚ e m P M, que

γpid b γqpf b g b mq “ f ¨ pg ¨ mq “
ÿ

fpmp2qqgpmp1qqmp0q.
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Por outro lado,

γp∆˚bidqpfbgbmq “ ∆˚pfbgq¨m “
ÿ

ppfbgq∆mp1qqmp0q “
ÿ

fpmp2qqgpmp1qqmp0q.

Portanto, o primeiro diagrama é comutativo e, consequentemente,M é um C˚´módulo

à esquerda.

(2) (ð) Seja m P M e tm1, . . . ,mnu uma base para A ¨ m. Então, para cada a P A,

a ¨ m “
n

ÿ

i“1

fipaqmi

com fipaq P F. Seja ϕ : A Ñ EndF pA ¨ mq definido por ϕpaq “ Ta, onde Tapb ¨ mq “
ab¨m para quaisquer a, b P A. Como tA¨mu tem dimensão finita, temos que A{pker ϕq
tem dimensão finita. Além disso, se a P A,

a P ker ϕ ñ 0 “ pabq ¨ m “
n

ÿ

i“1

fipabqmi @ b P A

ñ fipabq “ 0 @ b P A e @ i
ñ fipaq “ 0 @ i.

Consequentemente, fi P A˝ para todo i “ 1, . . . , n. Logo, M é um A˝´comódulo à

direita com ρ : M Ñ M b A˝ definido por

ρpmq “
ÿ

i

mi b fi.

(ñ) Se M é um A˝´comódulo à direita, então por 1) M é um A´módulo à esquerda

com

a ¨ m “
ÿ

pamp1qqmp0q.

Logo, cada A ¨ m é gerado pelos elementos tmp0qu, onde ρpmq “
ÿ

mp0q b mp1q.

Exemplo 1.3.34. Seja (C,∆, ε) uma coálgebra. Tome M “ C com ρ “ ∆. Então, (M,ρ)

é um C´comódulo à direita, fato que vem direto da definição de coálgebra. Pela Proposição

1.3.33, C é um C˚´módulo à esquerda com a ação γ : C˚ b C Ñ C dada por

γpf b cq “
ÿ

fpcp2qqcp1q,

para f P C˚, c P C.

Exemplo 1.3.35. Sendo A uma F´álgebra podemos definir uma ação á à esquerda de

A sobre A˚, onde á: A b A˚ Ñ A˚ é dada por

pa á fqpbq “ fpbaq
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para a, b P A e f P A˚. Assim, A˚ é um A´módulo à esquerda com a ação á . De fato, se

a, b P A e f P A˚, então

pa á pb á fqqpcq “ pb á fqpcaq “ fpcabq “ pab á fqpcq.

Note que, se f P A˝, então podemos escrever pa á fq explicitamente, pois

ÿ

fp1qpbqfp2qpaq “ mp∆fqpb b aq “ pm˚pfqqpb b aq “ fpbaq “ pa á fqpbq,

ou seja, a á f “
ÿ

fp2qpaqfp1q.

Proposição 1.3.36. Seja C “ FG com a estrutura de coálgebra vista no Exemplo 1.3.5.

Então M é um FG´comódulo à direita se, e somente se, M é um módulo G´graduado,

ou seja, M “ ‘gPGMg.

Demonstração: (ñ) M é um FG´comódulo à direita com a função ρ : M Ñ
M b FG dada por ρpmq “

ÿ

mg b g, para m P M. Da definição de comódulo, obtemos

que

pρ b idqρpmq “
ÿ

ρpmgq b g “
ÿ

pmgqh b h b g

e

pid b ∆qρpmq “
ÿ

mg b ∆g “
ÿ

mg b g b g.

Então,

pρ b idqρpmq “ pid b ∆qρpmq ñ pmgqh “ δg,hmg

ñ ρpmgq “
ÿ

pmgqh b h “ mg b g. (1.10)

Tomando Mg “ tmg |m P Mu, obtemos a soma direta necessária. De fato, do segundo

diagrama da definição de comódulos, para m P M,

m b 1 “ pid b εqρpmq “
ÿ

mg b εpgq ñ m “
ÿ

mg P ‘gPGMg.

Além disso, sejam mg P Mg tais que 0 “ m “
ÿ

gPG

mg. Por (1.10), temos que

0 “ ρpmq “
ÿ

gPG

ρpmgq “
ÿ

gPG

mg b G.

Pela Proposição 1.3.14 e pelo Exemplo 1.3.15, temos que os elementos de G

são linearmente independente. Dessa forma, segue que mg “ 0 para todo g P G, ou seja, a

soma dos Mg é direta e, consequentemente, M é um módulo G´graduado.

(ð) Basta tomar ρpmq “ m b g, para cada m P Mg. De fato,

pρ b idqρpmq “ ρpmq b g “ m b g b g
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pid b ∆qρpmq “ m b ∆g “ m b g b g

e

pid b εqρpmq “ m b εpgq “ m b 1.

Definição 1.3.37. Seja H uma álgebra de Hopf.

(1) Seja M um H´módulo à esquerda. Os invariantes de H sobre M são o conjunto

MH “ tm P M |h ¨ m “ εphqm, @h P Hu.

(2) Seja M um H´comódulo à direita. Os coinvariantes de H em M são o conjunto

M coH “ tm P M | ρpmq “ m b 1u.

Vamos denotar por HM o conjunto dos invariantes quando M é um H´módulo

à direita.

Proposição 1.3.38. Sejam H uma álgebra de Hopf e M um H´comódulo à direita e

considere sua estrutura de H˚´módulo à esquerda. Então MH˚ “ M coH .

Demonstração: Consideremos MH˚

como os invariantes da ação de H˚ sobre

M dada por

f ¨ m “
ÿ

fpmp1qqmp0q.

Nesse caso, MH˚ “ tm P M | f ¨ m “ m @f P H˚u. Se m P M coH e f P H˚ é qualquer,

temos que

ρpmq “ m b 1 ñ f ¨ m “
ÿ

fpmp1qqmp0q “ fp1qm “ m ñ m P MH˚

,

ou seja, M coH Ď MH˚

. Reciprocamente, se m P MH˚

, então

f ¨ m “ m ñ pρ b idqρpmq “ pρ b idqρpf ¨ mq
ÿ

ρpmp0qq b mp1q “ pρ b idq
´

ÿ

fpmp1qqρpmp0qq
¯

“
ÿ

fpmp2qqpρpmp0qq b mp1qq

ñ fpmp2qq “ 1.

Como f é qualquer, obtemos que mp2q “ 1. Além disso,

ÿ

ρpmp0qq b mp1q “
ÿ

fpmp1qqρpmp0qq b fpmp1qqmp2q “
ÿ

fpmp1qqρpmp0qq b fpmp1qq1

ñ mp1q “ 1.
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Assim,

m “ f ¨ m ñ ρpmq “
ÿ

mp0q b mp1q “
ÿ

mp0q b 1.

E da definição de comódulo, temos que

m b 1 “ pid b εqρpmq “
ÿ

m0 b εpmp1qq “
ÿ

mp0q b 1 “ ρpmq.

Portanto, MH˚ Ď M coH .

Exemplo 1.3.39. Seja H “ FG, com a estrutura de álgebra de Hopf do Exemplo 1.3.5.

Seja M um H´módulo à esquerda. Denotemmos por MG o conjunto do

elementos de M tais que g ¨ m “ εpgqm para todo g P G. Temos que MH “ MG, pois

m P MG ñ g ¨ m “ εpgqm “ m,

para qualquer g P G. Como εpgq “ 1 e ε é uma função F´linear, obtemos que, se m P MG,

então h ¨ m “ εphqm, para qualquer h P H. Logo, MG Ď MH . A continência contrária é

direta.

Se M é um H´comódulo à direita, então pela Proposição 1.3.36, temos que

M é um módulo G´graduado, ou seja, M “ ‘gPGMg. Os coinvariantes de H sobre M são

dados pelo conjunto M1. De fato,

m P M coH ñ ρpmq “ m b 1

ñ m b 1 “ ρpmq “
ÿ

mg b g ñ ρpmq “ m1 b 1,

com m1 “ m. Assim, m P M1. Reciprocamente, se m P M1, então existe m1 P M tal que

ρpm1
1q “ m b 1. E então

m b 1 “ ρpm1
1q “

ÿ

m1
g b g ñ m1

1 “ m.

Portanto, m P M coH e, consequentemente, M coH “ M1.

Exemplo 1.3.40. Seja H uma álgebra de Hopf qualquer e considere H como um H´módulo

à esquerda usando a operação de multiplicação de H à esquerda. Então

HH “ tt P H |h ¨ t “ εphqt @ h P Hu.

1.3.4 Módulos de Hopf

Antes de definirmos os módulos de Hopf, vejamos como a ação de uma álgebra

de Hopf sobre o produto tensorial de módulos estende a ação diagonal usual para grupos.
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Definição 1.3.41. Seja H uma F´álgebra de Hopf, V e W H´módulos à esquerda.

Então V b W é um H´módulo à esquerda, com ação dada por

h ¨ pv b wq “
ÿ

php1q ¨ vq b php2q ¨ wq,

para h P H, v P V e w P W, com ∆h “
ÿ

hp1q b hp2q.

De fato, essa ação define um H´módulo à esquerda, pois se h, t P H,

h ¨ pt ¨ pv b wqq “ h ¨
´

ÿ

ptp1q ¨ vq b ptp2q ¨ wq
¯

“
ÿ

php1q ¨ ptp1q ¨ vqq b php2q ¨ ptp2q ¨ wqq
“

ÿ

php1qtp1q ¨ vq b php2qtp2q ¨ wq
“ ht ¨ pv b wq

e

k1H ¨ pv b wq “ kpp1H b vq b p1H b wqq “ kpv b wq

para qualquer k P F.

Definição 1.3.42 (Módulo de Hopf). Seja H uma F´álgebra de Hopf. Um H´módulo

de Hopf à direita é um F´espaço M tal que

(1) M é um H´módulo à direita.

(2) M é um H´comódulo à direita, via ρ : M Ñ M b H.

(3) ρ é uma função de H´módulos à direita, onde M b H é um H´módulo à direita

como na Definição 1.3.41 e H age em si mesmo com a multiplicação à direita.

Também podemos escrever o item (3) como

ρpm ¨ hq “ ρpmq ¨ h ñ
ÿ

pm ¨ hqp0q b pm ¨ hqp1q “
ÿ

pmp0q ¨ hp1qq b pmp1qhp2qq,

onde m, P M e h P H, lembrando que ρpmq “
ÿ

mp0q b mp1q e ∆h “
ÿ

hp1q b hp2q.

No geral, podemos substituir H em todas as menções a “H´módulo” da

definição anterior por uma subálgebra de Hopf H 1 de H. Desse modo, dizemos que M é

um pH,H 1q´módulo de Hopf à direita. A categoria desses módulos é denotada por M
H
H 1 .

Exemplo 1.3.43. Para qualquer álgebra de Hopf H, M “ H é um H´módulo de Hopf

usando ρ “ ∆.
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De fato, H é um H´módulo com sua própria multiplicação à direita e é um

H´comódulo com sua comultiplicação à direita (ρ “ ∆). Além disso, para h, t P H, temos

que

ÿ

pthqp0q b pthqp1q “
ÿ

pthqp1q b pthqp2q “
ÿ

tp1qhp1q b tp2qhp2q “
ÿ

tp0qhp1q b tp1qhp2q,

satisfazendo a condição (3).

Exemplo 1.3.44. Seja W um H´módulo à direita. Então M “ W bH é um H´módulo

de Hopf à direita usando ρ “ id b ∆.

É claro que M é um H´módulo à direita com a operação multiplicação de H

à direita. Dos diagramas da coálgebra H obtemos que M é um H´comódulo à direita.

Falta mostrar que ρppw b tq ¨ hq “ ρpw b tq ¨ h, para todo w P W, t, h P H. Por um lado,

ρppw b tq ¨ hq “
ÿ

ρppw ¨ h1q b pth2qq “
ÿ

pw ¨ h1q b ∆t∆h2 “
ÿ

pw ¨ h1q b t1h2 b t2h3.

Por outro lado,

ρpw b tq ¨ h “
ÿ

pw b t1 b t2q ¨ h “
ÿ

ppw b t1q ¨ h1q b pt2h2q “
ÿ

pw ¨ h1q b t1h2 b t2h3.

Um caso especial desse exemplo é o caso em que W é um H´módulo trivial,

ou seja, w ¨ h “ εphqw para todo w P W e h P H. Sendo M “ W b H, temos que

pw b kq ¨ h “
ÿ

pw ¨ hp1qq b khp2q “
ÿ

εphp1qqw b khp2q “ w b kh

para quaisquer w P W e k, h P H. Com essa ação, M é chamado de módulo trivial de Hopf.

Teorema 1.3.45 (Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf). Seja M P M
H
H . Então

M – M coH b H como H´módulos de Hopf à direita, onde M coH b H é um módulo de

Hopf trivial.

Em particular, M é um H´módulo livre à direita com posto igual à dimFM
coH .

Demonstração: Já sabemos, pelo exemplo anterior, que M coH b H é um

H´módulo trivial de Hopf. Considere as funções α : M coH b H Ñ M e β : M Ñ M b H

dadas por

αpm1 b hq “ m1 ¨ h e βpmq “
ÿ

mp0q ¨ pSmp1qq b mp2q,

para m1 P M coH , h P H,m P M. Vamos mostrar que αβ “ idM , a função identidade sobre

M e βα “ idMcoH bH , a função identidade sobre M coH b H. Precisamos primeiro mostrar
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que βpMq Ď M coH bH. Usando a notação sigma, a definição de counidade e as expressões

1.9 e 1.8, obtemos que

ρ
´

ÿ

mp0q ¨ pSmp1qq
¯

“
ÿ

ρpmp0q ¨ pSmp1qqq

“
ÿ

pmp0q ¨ pSmp1qqq0 b pmp0q ¨ pSmp1qqqp1q

“
ÿ

ppmp0qqp0q ¨ pSmp1qqp1qq b ppmp0qqp1qpSmp1qqp2qq
“

ÿ

pmp0q ¨ pSmp3qqq b mp1qpSmp2qq
“

ÿ

pmp0q ¨ pSmp1qqq b εpmp1qq1H
“

ÿ

mp0q ¨ pSmp1qq b 1H .

Assim, mostramos que
ÿ

mp0q ¨ pSmp1qq P M coH . Logo, βpMq Ď M coH b H.

Então, para m P M,

αβpmq “
ÿ

`

pmp0q ¨ pSmp1qqq ¨ mp2q

˘

“
ÿ

mp0q ¨ ppSmp1qqmp2qq “
ÿ

mp0q ¨ εpmp1qq “ m,

usando a definição de módulos e comódulos. Além disso, para m1 P M coH ,

ρpm1 ¨ hq “ ρpm1q ¨ h “ pm1 b 1q ¨ h “
ÿ

pm1 ¨ hp1qq b hp2q.

Logo, temos que

βαpm1 b hq “ βpm1 ¨ hq
“

ÿ

pm1 ¨ hqp0q ¨ pSpm1 ¨ hqp1qqq b pm1 ¨ hqp2q

“
ÿ

pm1 ¨ hp1qq ¨ Sphp2qq b hp3q

“
ÿ

pm1 ¨ hp1qSphp2qqq b hp3q

“
ÿ

m1 ¨ εphp1qq1H b hp2q

“ m1 b h,

pois
ÿ

εphp1qq “ 1. Portanto, encontramos αβ “ idM e βα “ idMcoH bH e, consequente-

mente, α é um isomorfismo entre M coH b H e M. Falta mostrar que α é um isomorfismo

de comódulos. De fato,

pα b idqpid b ∆qpm1 b hq “
ÿ

pα b idqpm1 b hp1q b hp2qq
“

ÿ

pm1 ¨ hp1qq b hp2q “ ρpm1 ¨ hq “ ραpm1 b hq,

para cada m1 P M coH , h P H.

Considere agora, uma álgebra de Hopf H de dimensão finita e M “ H˚. Então,

M se torna um H´módulo de Hopf usando uma ação e uma coação particulares. De fato,

H˚ é um H˚´módulo à esquerda usando a própria multiplicação à esquerda. Logo, a
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Proposição 1.3.33 (2) nos diz que M é um H´comódulo com a coação definida lá, ou

seja, se tg1, . . . , gnu é uma base de H˚ e f P H˚, então existem h1, . . . , hn P H tais que,

para qualquer g P H˚, gf “
ÿ

i

gphiqgi. A função comódulo ρ : H˚ Ñ H˚ b H é dada por

ρpfq “
ÿ

i

gi b hi. Reciprocamente, se ρpfq “
ÿ

f0 b f1, então gf “
ÿ

gpf1qf0.

H˚ é também um H´módulo à direita com ação dada por pf â hqplq “
fplpShqq, para f P H˚, h, l P H. Usando a ação á definida no Exemplo 1.3.35, obtemos

que

pf â hqplq “ fplpShqq “ pSh á fqplq,

ou seja, f â h “ Sh á f.

Lema 1.3.46. M “ H˚ é um H´módulo de Hopf usando ρ e â definidas acima.

Demonstração: Primeiramente, temos que se f, g P M e h, l P H, então

ph á fgqplq “ pfgqplhq “
ÿ

fpl1h1qgpl2h2q
“

ÿ

ph1 á fqpl1qph2 á gqpl2q
“

ÿ

ph1 á fqph2 á gqplq.

Logo, h á fg “
ÿ

ph1 á fqph2 á gq. Com isso, podemos mostrar que

gpf â hq “
ÿ

pph2 á gqfq â h1. (1.11)

De fato,

ÿ

pph2 á gqfq â h1 “
ÿ

Sh1 á pph2 á gqfq
“

ÿ

pSh2 á ph3 á gqqpSh1 á fq
“

ÿ

pεphq1H á gqpf â hq
“ gpf â hq.

Agora, para mostrar que M é um H´módulo de Hopf, falta mostrar que

ρpf â hq “
ÿ

pf0 â h1q b pf1h2q “ ρpfq ¨ h.

Usando a expressão (1.11) e os comentários anteriores ao lema, obtemos

gpf â hq “
ÿ

pph2 á gqfq â h1

“
ÿ

pph2 á gqpf1qqf0 â h1

“
ÿ

gpf1h2qpf0 â h1q,

para todo g P H˚, o que implica que ρpf â hq “
ÿ

pf0 â h1q b f1h2.
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1.4 Integrais e Semissimplicidade

Nesta seção, considere H sendo uma álgebra de Hopf. Vamos estudar a relação

entre integrais, semissimplicidade e álgebras de Hopf.

1.4.1 Integrais

Definição 1.4.1. Um integral à esquerda de H é um elemento t P H tal que ht “ εphqt,
para todo h P H. Similarmente, um integral à direita de H é um elemento t1 P H tal que

t1h “ εphqt1, para todo h P H.

Vamos usar a notação
ż l

H

para denotar o espaço dos integrais à esquerda de H

e
ż r

H

para os integrais à direita. H é chamado unimodular se
ż l

H

“
ż r

H

.

Exemplo 1.4.2. Seja H “ FG. Então, t “
ÿ

gPG

g gera o espaço dos integrais à esquerda e

à direita de H.

De fato, se h P G, então

ht “
ÿ

gPg

hg “
ÿ

gPG

g “ t “ εphqt,

pois εpgq “ 1 para qualquer g P G.

Logo, se h “
ÿ

g1PG

αg1g1 P H, então

ht “
ÿ

g1PG

αg1g1t “
ÿ

g1PG

αg1t “ εphqt

e t é um integral à esquerda. Do mesmo modo, encontramos que t é um integral à direita.

Além disso, se t é um integral à esquerda, então gt “ εpgqt “ t para todo g P G.
Logo, escrevendo t “

ÿ

hPG

αhh, temos que

ÿ

hPG

αhgh “
ÿ

hPG

αhh.

Note que, como g é qualquer e gh na soma assume a forma de todos os elementos

de G em qualquer ordem, temos que a igualdade é válida se, e somente se, os αh são

constantes. Portanto,
ÿ

gPG

g gera os espaços
ż l

H

e
ż r

H

.

Exemplo 1.4.3. Seja H “ pFGq˚. Então, p1 gera os espaços dos integrais à esquerda e à

direita.
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Note que tpg | g P Gu é base de H, com pgpg1q “ δg,g1 para quaisquer g, g1 P G.
Dessa forma, temos que

εppgqpkq “ u˚ppgqpkq “ pgpk ¨ 1q “ kδg,1.

Logo, εppgq “ δg,1 e, para h “
ÿ

gPG

αgpg P H,

εphqpkq “ k
ÿ

gPG

αgpgp1q “ k
ÿ

gPG

αgδg,1

e então, εphq “
ÿ

gPG

αgδg,1.

Temos que p1 é integral à esquerda, pois

hp1 “
ÿ

gPG

αgpgp1 “
ÿ

gPG

αgδg,1p1 “ εphqp1.

Agora, se t “
ÿ

gPG

αgpg é integral à esquerda, então

p1t “ εpp1qt “ t ñ t “
ÿ

gPG

αgp1pg “ α1p1.

Portanto,
ż l

H

é gerado por p1. Analogamente, obtemos o mesmo para
ż r

H

.

Exemplo 1.4.4. A F´álgebra de Hopf H “ H4 do Exemplo 1.3.28 não é unimodular. Os

integrais à esquerda são gerados por x ` gx e os integrais à direita, por x ´ gx.

De fato, lembremos que

H4 “ F x1, g, x, gx | g2 “ 1, x2 “ 0, xg “ ´gxy

com εpgq “ 1 e εpxq “ 0. Então,

gpx ` gxq “ gx ` x “ εpgqpx ` gxq
xpx ` gxq “ xgx “ 0 “ εpxqpx ` gxq
gxpx ` gxq “ gxgx “ 0 “ εpgxqpx ` xgq.

Logo, x` gx é integral à esquerda de H. Analogamente, temos que px´ gxqx “
px ´ gxqgx “ 0 e

px ´ gxqg “ xg ` xg2 “ x ´ gx “ px ´ gxqg,

donde x ´ gx é integral à direita de H. Além disso, se t “ a ` bg ` cx ` dgx é integral à

esquerda de H com a, b, c, d P F, temos que

gt “ t ñ ag ` b ` cgx ` dx “ a ` bg ` cx ` dgx
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ñ a “ b “ 0 e c “ d.

Portanto, t “ kpx ` gxq e x ` gx gera
ż l

H

. Similarmente, encontramos que

x ´ gx gera
ż r

H

.

Teorema 1.4.5 (Larson e Sweedler). Seja H uma F´álgebra de Hopf de dimensão finita.

Então,

(1)
ż l

H

e

ż r

H

são unidimensionais;

(2) O antípoda S de H é bijetivo e S

ˆ
ż l

H

˙

“
ż r

H

;

Demonstração:

(1) Sabemos pelo Lema 1.3.46 que M “ H˚ P M
H
H . Então, pelo Teorema Fundamental

dos Módulos de Hopf, 1.3.45, temos que M – M coH bH como H´módulos à direita.

Como H e H˚ têm dimensões iguais, obtemos que dim M coH “ 1. Pela Proposição

1.3.38,

M coH “ MM “ tf P M | gf “ εMpgqf, para todo g P Mu “
ż l

H˚

.

Logo,
ż l

H˚

é unidimensional. O mesmo processo pode ser realizado substituindo H

por H˚. Com isso, obtemos que
ż l

H

é unidimensional.

(2) Tome 0 ‰ f P
ż l

H˚

e h P ker S. Sendo α : M coH b H Ñ M o isomorfismo da

demonstração do Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf, dado por αpf 1 b hq “
f â h, temos que αpf b hq “ Sh á f “ 0. Como α é injetivo, obtemos que

f b h “ 0, donde h “ 0. Portanto, S é injetiva. E como H tem dimensão finita,

concluímos que S é bijetiva.

Agora, se t P
ż l

H

, então ht “ εphqt para todo h P H. Fixe h e tome o único h1 P H
tal que Sh1 “ h. Então, usando que ε ˝ S “ ε, temos

pStqh “ pStqpSh1q “ Sph1tq “ Spεph1qtq “ εph1qSt “ εpSh1qSt “ εphqSt,

ou seja, St P
ż r

H

e, consequentemente, S
ˆ

ż l

H

˙

Ď
ż r

H

. Como são unidimensionais,

temos a igualdade.
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1.4.2 Teorema de Maschke

Pelo resultado clássico do Teorema de Maschke, temos que, para um grupo

finito G, FG é semissimples se, e somente se, |G|´1 P F.

Seja t “
ÿ

gPG

g, que é integral de FG à esquerda e à direita. Então, εptq “ |G| e,

consequentemente, |G|´1 P F se, e somente se, εptq ‰ 0 em F. Logo, o teorema a seguir é

a versão do Teorema de Maschke para álgebras de Hopf.

Teorema 1.4.6 (Larson e Sweedler). Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita.

Então, são equivalentes:

(1) H é semissimples;

(2) ε

ˆ
ż l

H

˙

‰ 0;

(3) ε

ˆ
ż r

H

˙

‰ 0.

Demonstração: Sabemos que H é semissimples se, somente se, cada H´mó-

dulo à esquerda é completamente redutível.

(1)ñ(2) e (1)ñ(3) Suponha H semissimples. Como H é álgebra de Hopf, temos

que ker ε é um ideal de H. Assim, podemos escrever H “ I ‘ ker ε para algum ideal

I ‰ 0 de H, pois H é um H´módulo à esquerda usando sua multiplicação à esquerda.

Vamos provar que I Ď
ż l

H

.

Tome 0 ‰ z P I e h P H. É claro que h ´ εphq1H P ker ε. Além disso,

hz “ ph ´ εphq1Hqz ` εphqz “ 0 ` εphqz “ εphqz.

Note que ph ´ εphq1Hqz “ 0 porque pertence a I X ker ε. Assim, z P
ż l

H

e εpzq ‰ 0, pois z R ker ε. Portanto, ε
ˆ

ż l

H

˙

‰ 0. Do mesmo modo, obtemos que

ε

ˆ
ż r

H

˙

‰ 0.

(2)ñ(1) Assuma ε
ˆ

ż l

H

˙

‰ 0. Podemos, então, escolher t P
ż l

H

tal que εptq “ 1.

Sejam M um H´módulo à esquerda e N um H´submódulo de M. Precisamos mostrar

que N possui um complemento em M, ou seja, que M é completamente redutível.

Seja π : M Ñ N qualquer projeção F´linear e defina π̃ : M Ñ N por

π̃pmq “
ÿ

t1 ¨ πpSt2 ¨ mq
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para m P M. Então, π̃ é uma H´projeção de M sobre N. De fato,

π̃pnq “
ÿ

t1 ¨ πpSt2 ¨ nq “
ÿ

t1pSt2q ¨ n “ εptqn “ n @n P N,

pois St2 ¨ n P N e π é identidade em N. Assim, π̃ também é projeção de M sobre N.

Note que, se h P H, então

∆t b h “
ÿ

∆t b εph1qh2 “
ÿ

∆pεph1qtq b h2 “
ÿ

∆ph1tq b h2 “
ÿ

h1t1 b h2t2 b h3.

Como ∆tb h “
ÿ

t1 b t2 b h, concluímos que podemos trocar t1 por h1t1, h2

por h2t2 e h por h3.

Assim, para m P M e h P H,

π̃ph ¨ mq “
ÿ

t1 ¨ πpSt2 ¨ ph ¨ mqq
“

ÿ

h1t1 ¨ πpSph2t2qh3 ¨ mq
“

ÿ

h1t1 ¨ πppSt2qpSh2qh3 ¨ mq
“

ÿ

h1t1 ¨ πpεph2qSt2 ¨ mq
“

ÿ

ht1 ¨ πpSt2 ¨ mq

“ h ¨
´

ÿ

t1 ¨ πpSt2 ¨ mq
¯

“ h ¨ π̃pmq.

Logo, π̃ é uma função H´módulo. Então, M “ ker π̃ ‘N, ou seja, ker π̃ é um

H´complemento para N em M.

Portanto, H é semissimples. Procedimento análogo prova que (3)ñ(1). p2q ô
p3q é direto da bijetividade de S.

Seja 0 ‰ t P
ż l

H

, onde H é uma álgebra de Hopf semissimples de dimensão finita.

Note que th P
ż l

H

para todo h P H e o Teorema 1.4.5 nos diz que
ż l

H

é unidimensional.

Logo, podemos escrever th “ αphqt, com αphq P F. Além disso, é claro que α P AlgpH,F q,
pois se h, l P H, então

th “ αphqt e tl “ αplqt ñ αphlqt “ thl “ αphqtl “ αphqαplqt,

donde αphlq “ αphqαplq. Assim, o Exemplo 1.3.16 nos diz que α é um elemento tipo grupo

de H˚, ou seja, ∆α “ α b α.

Fazendo o mesmo processo para os integrais à direita, temos que se 0 ‰ t1 P
ż r

H

,

então ht1 P
ż r

H

para todo h P H e então ht1 “ α´1phqt1. De fato, como t1 P
ż r

H

, temos que
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St1 P
ż l

H

e

Spht1q “ pSt1qpShq “ αpShqSt1 “ SpαpShqt1q,

donde ht1 “ αpShqt1, pois S é bijetivo. Definindo β : H Ñ H por βphq “ αpShq, temos

que

pα ˚ βqphq “
ÿ

αph1qαpSh2q “ αpεphq1Hq “ εphq1H .

Do mesmo modo, temos que β ˚ α “ uε. Portanto, α´1 “ β.

Definição 1.4.7. O elemento α P GpH˚q construído acima é chamado elemento tipo

grupo distinto de H˚.

Note que H é unimodular se, e somente se, α “ uε.

Corolário 1.4.8. Se H é uma álgebra de Hopf semissimples de dimensão finita, então H

é unimodular.

Demonstração: Pelo Teorema 1.4.6, podemos escolher t P
ż l

H

tal que εptq ‰ 0.

Então, para h P H, temos

αphqεptqt “ αphqt2 “ tht “ εphqt2 “ εphqεptqt.

Como εptq ‰ 0, obtemos que αphq “ εphq1H e, portanto, H é unimodular.
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2 Conjectura de Amitsur

2.1 Introdução

Na década de 1980, o matemático israelense Shimshon A. Amitsur formulou

uma conjectura sobre o comportamento assintótico das codimensões das identidades

polinomiais ordinárias. Ele afirmou que o limite

PIexppAq :“ lim
nÑ8

n
a

cnpAq

existe e é um inteiro positivo. Veremos que isso é equivalente a mostrar que, para todo n

natural, existem C1, C2 ą 0 e r1, r2 P R tais que

C1n
r1dn ď cnpAq ď C2n

r2dn, (2.1)

onde d “ PIexppAq é chamado de PI-expoente de A.

Giambruno e Zaicev provaram a conjectura de Amitsur para álgebras associati-

vas em 1999. Essa prova é encontrada na referência [6], Teorema 6.5.2. Vamos provar a

conjectura de Amitsur para H´codimensões de álgebras associativas com uma ação de

Hopf generalizada, sendo H uma álgebra de Hopf. Considerando H “ t1u, obtemos uma

prova diferente da de Giambruno e Zaicev da conjectura de Amitsur para as codimen-

sões das identidades polinomiais ordinárias. Além disso, veremos como podemos usar o

resultado geral para provar a conjectura de Amitsur para os casos das codimensões de

álgebras graduadas por um grupo finito, das H´codimensões de álgebras H´módulo e das

G´codimensões, onde G é um grupo finito que age por automorfismos e antiautomorfismos.

Por isso, começamos o capítulo estudando cada um desses casos e suas inter-relações. O

capítulo é baseado em [8].

Lembre que estamos trabalhando sempre com álgebras associativas e coálgebras

associativas com unidade. Além disso, vimos que trabalhando com corpos de característica

zero, trabalhar com identidades polinomiais se reduz a trabalhar com identidades poli-

nomiais multilineares. Por isso, consideramos apenas corpos de característica zero neste

capítulo.

2.1.1 G´codimensões

Vamos usar a notação exponencial para a ação de um grupo. Seja A uma

álgebra sobre um corpo F. Assim, ψ P GLpAq é um automorfismo se pabqψ “ aψbψ para

quaisquer a, b P A e é um antiautomorfismo se pabqψ “ bψaψ para quaisquer a, b P A. O

grupo dos automorfismos de A é denotado por AutpAq e o grupo dos automorfismos e

antiautomorfismos, denotado por Aut˚pAq.
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Observação 2.1.1. AutpAq é um subgrupo normal de Aut˚pAq de índice menor ou igual

a 2.

Note que, se ψ é um antiautomorfismo, então ψ´1 também é, pois, se a, b P A,
existem únicos c, d P A tais que cψ “ a e dψ “ b. Assim,

pabqψ´1 “ pcψdψqψ´1 “ ppdcqψqψ´1 “ dc “ bψ
´1

aψ
´1

.

Então, se ϕ é automorfismo e ψ é antiautomorfismo,

pabqψ´1ϕψ “ pbψ´1

aψ
´1qϕψ “ pbψ´1ϕaψ

´1ϕqψ “ aψ
´1ϕψbψ

´1ϕψ.

Logo, ψ´1ϕψ P AutpAq e, consequentemente, AutpAq é subgrupo normal de Aut˚pAq.

Agora, considere o grupo Aut˚pAq{AutpAq. Sejam ϕ e ψ antiautomorfismos.

Temos que

pabqϕψ´1 “ ppbqϕpaqϕqψ´1 “ paqϕψ´1pbqϕψ´1

,

ou seja, ϕψ´1 P AutpAq e as classes de ϕ e ψ são iguais. Portanto, o índice de AutpAq
sobre Aut˚pAq é menor ou igual a 2.

Definição 2.1.2. Seja G um grupo com um subgrupo normal G0 fixado de índice menor

ou igual a 2. Dizemos que uma álgebra A é uma álgebra com G´ação ou uma G´álgebra

se A é dotada de um homomorfismo ϕ : G Ñ Aut˚pAq tal que ϕ´1pAutpAqq “ G0.

Seja G um grupo com um subgrupo normal G0 fixado de índice menor ou igual

a 2 e X :“ tx1, x2, x3, . . .u. Vamos denotar por F xX|Gy a álgebra associativa livre sobre

F com geradores livres xgj , j P N, g P G, com xj :“ x1
j . Definamos

h ¨ pxg1

i1
x
g2

i2
. . . x

gn´1

in´1
x
gn

in
q :“ x

hg1

i1
x
hg2

i2
. . . x

hgn´1

in´1
x
hgn

in
, para h P G0,

h ¨ pxg1

i1
x
g2

i2
. . . x

gn´1

in´1
x
gn

in
q :“ x

hgn

in
x
hgn´1

in´1
. . . x

hg2

i2
x
hg1

i1
, para h P GzG0.

Assim, F xX|Gy se torna uma G´álgebra livre com geradores xj, j P N, pois é

dotada do homomorfismo ϕ : G Ñ Aut˚pF xX|Gyq dado por h ÞÑ ϕh, com ϕh sendo a ação

definida acima. Dessa forma, temos h P G0 se, e somente se, ϕh P AutpF xX|Gyq, ou seja,

ϕ´1pAutpF xX|Gyqq “ G0. Os elementos de F xX|Gy como G´álgebra livre são chamados

G´polinômios.

Além disso, se A é uma G´álgebra sobre F, um G´polinômio fpx1, . . . , xnq P
F xX|Gy é uma G´identidade de A se fpa1, . . . , anq “ 0, para todo ai P A, i “ 1, . . . , n.

Nesse caso, escrevemos f ” 0.

O conjunto IdGpAq de todas as G´identidades de A é um ideal de F xX|Gy
invariante sob a G´ação. Se G “ teu é o grupo trivial, então temos o caso das identidades

polinomiais ordinárias.
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Exemplo 2.1.3. Seja M2pF q a álgebra das matrizes 2 ˆ 2. Considere ψ P AutpM2pF qq
definida pela fórmula

˜

a b

c d

¸ψ

:“
˜

a ´b
´c d

¸

.

Então, rx ` xψ, y ` yψs P IdGpM2pF qq, onde G “ xψy – Z2.

De fato, se A “
˜

a b

c d

¸

, B “
˜

e f

g h

¸

P M2pF q, então

A ` Aψ “
˜

2a 0

0 2d

¸

e B ` Bψ “
˜

2e 0

0 2h

¸

ñ pA ` AψqpB ` Bψq “
˜

4ae 0

0 4dh

¸

“ pB ` BψqpA ` Aψq.

Portanto, rA`Aψ, B`Bψs “ 0 para quaisquer A,B P M2pF q e então, rx`xψ, y`yψs ” 0

em M2pF q.

Exemplo 2.1.4. Considere ψ P Aut˚pM2pF qq definida por

˜

a b

c d

¸ψ

:“
˜

a c

b d

¸

.

Então rx ´ xψ, y ´ yψs P IdGpM2pF qq onde G “ xψy – Z2.

De fato, se A “
˜

a b

c d

¸

, B “
˜

e f

g h

¸

P M2pF q, então

A ´ Aψ “
˜

0 b ´ c

c ´ b 0

¸

e B ´ Bψ “
˜

0 f ´ g

g ´ f 0

¸

ñ pA ´ AψqpB ´ Bψq “
˜

pb ´ cqpg ´ fq 0

0 pc ´ bqpf ´ gq

¸

“ pB ´ BψqpA ´ Aψq.

Portanto, rA´Aψ, B´Bψs “ 0 para quaisquer A,B P M2pF q e então, rx´xψ, y´yψs ” 0

em M2pF q.

Um dos objetivos desse capítulo é provar o análogo da conjectura de Amitsur

para codimensões definidas a partir do conceito de G´identidades polinomiais. Agora que

conhecemos o conceito de G´identidades polinomiais, podemos definir os G´polinômios

multilineares e as G´codimensões.
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Definição 2.1.5. Vamos denotar por PG
n o espaço de todos os G´polinômios multilineares

em x1, . . . , xn, n P N ou seja,

PG
n “ xxg1

σp1qx
g2

σp2q . . . x
gn

σpnq | gi P G, σ P SnyF Ď F xX|Gy,

onde Sn é o n´ésimo grupo simétrico. Então a dimensão

cGn pAq :“ dim
ˆ

PG
n

PG
n X IdGpAq

˙

é chamada de n´ésima codimensão das G´identidades polinomiais ou a n´ésima G´codi-

mensão de A.

Observação 2.1.6. Note que, se G “ teu é o grupo trivial, então a n´ésima G´codimensão

de A é igual à n´ésima codimensão ordinária de A.

2.1.2 H´codimensões de Álgebras H´módulo

Definição 2.1.7. Seja H uma álgebra de Hopf. Uma álgebra A sobre um corpo F é uma

álgebra H´módulo à esquerda ou uma álgebra com uma H´ação se

(1) A é um H´módulo à esquerda via h b a ÞÑ h ¨ a;

(2) h ¨ pabq “
ÿ

`

hp1q ¨ aqphp2q ¨ b
˘

;

(3) h ¨ 1A “ εphq1A;

para quaisquer h P H, a, b P A, onde ε é a counidade de H e ∆ é a comultiplicação de H

com ∆h “
ÿ

hp1q b hp2q.

Seja H uma álgebra de Hopf com uma base thβ | β P Λu. Denotemos por

F xX|Hy a álgebra associativa livre sobre F gerada pelo conjunto txhβ

i | β P Λ, i P Nu, com

X “ tx1, x2, x3, . . .u, xj :“ x1
j , 1 P H.

Para h P H, temos que existem tαβ | β P Λu tais que h “
ÿ

βPΛ

αβhβ, onde só um

número finito de αβ são não nulos. Dessa forma, escrevemos

xhi :“
ÿ

βPΛ

αβx
hβ

i .

A ação de H sobre F xX|Hy é definida por

h ¨
´

x
hβ1

i1
x
hβ2

i2
. . . x

hβn´1

in´1
x
hβn

in

¯

:“
ÿ

x
hp1qhβ1

i1
x
hp2qhβ2

i2
. . . x

hpn´1qhβn´1

in´1
x
hpnqhβn

in
,
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para h P H, β1, β2, . . . βn P Λ, lembrando que ∆n´1phq “
ÿ

hp1q b hp2q b . . .b hpnq, usando

a notação sigma.

Pela construção da H´ação sobre F xX|Hy, temos que F xX|Hy se torna uma

álgebra H´módulo com geradores xj, j P N. Os elementos de F xX|Hy são chamados de

H´polinômios.

Definição 2.1.8. Sejam A e B álgebras H´módulo, onde H é uma álgebra e Hopf.

Dizemos que um homomorfismo de álgebras ψ : A Ñ B é um H´homomorfismo se é

H´invariante, ou seja, ψph ¨ aq “ h ¨ ψpaq.

Definição 2.1.9. Seja A uma álgebra sobre F com uma H´ação. Um H´polinômio

fpx1, . . . , xnq é uma H´identidade polinomial de A se, para quaisquer a1, . . . , an P A,

obtemos fpa1, . . . , anq “ 0. Escrevemos, nesse caso, f ” 0.

Pela Observação 1.1.3, temos que f P F xXy é uma identidade polinomial

ordinária de A se, e somente se, ψpfq “ 0 para todo homomorfismo ψ : F xXy Ñ A.

Adaptando esse resultado para os H´polinômios, obtemos que f P F xX|Hy é uma

H´identidade se, e somente se, ψpfq “ 0 para todo H´homomorfismo ψ : F xX|Hy Ñ A.

Dessa forma, o conjunto IdHpAq de todas as H´identidades de A é um ideal

de F xX|Hy invariante sob a H´ação.

Exemplo 2.1.10. Seja A uma álgebra com uma ação de um grupo G apenas por automor-

fismos. Temos que H “ FG é uma álgebra de Hopf com ∆g “ gb g, εpgq “ 1 e Sg “ g´1,

para todo g P G, como provado no Exemplo 1.3.26. Como ∆npgq “ g b g b ¨ ¨ ¨ b g, temos

que a ação de grupo se torna uma H´ação sobre os H´polinômios quando a estendemos

para todo FG e a definimos apenas por automorfismos. Assim, podemos identificar F xX|Gy
com F xX|Hy. Além disso, IdHpAq “ IdGpAq.

Exemplo 2.1.11. Seja M2pF q a álgebra das matrizes 2ˆ2. Considere e0, e1 P EndF pM2pF qq
definidas por

e0

˜

a b

c d

¸

:“
˜

a 0

0 d

¸

e e1

˜

a b

c d

¸

:“
˜

0 b

c 0

¸

.

Então, H :“ Fe0 ‘ Fe1 (soma direta de ideais) é uma álgebra de Hopf com

counidade ε, onde εpe0q :“ 1 e εpe1q :“ 0, comultiplicação ∆ dada por

∆pe0q :“ e0 b e0 ` e1 b e1,

∆pe1q :“ e0 b e1 ` e1 b e0
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e antípoda S :“ id. De fato, temos que

pid b ∆q∆e0 “ e0 b ∆e0 ` e1 b ∆e1

“ e0 b e0 b e0 ` e0 b e1 b e1 ` e1 b e0 b e1 ` e1 b e1 b e0

p∆ b idq∆e0 “ ∆e0 b e0 ` ∆e1 b e1

“ e0 b e0 b e0 ` e1 b e1 b e0 ` e0 b e1 b e1 ` e1 b e0 b e1.

Logo, obtemos a igualdade pid b ∆q∆pe0q “ p∆ b idq∆pe0q. Analogamente,

encontramos que pid b ∆q∆pe1q “ p∆ b idq∆pe1q. Além disso, observe que

pε b idq∆e0 “ εpe0q b e0 ` εpe1q b e1 “ 1 b e0

pid b εq∆e0 “ e0 b εpe0q ` e1 b εpe1q “ e0 b 1.

Da mesma forma, obtemos o resultado acima para e1. Assim, H é uma biálgebra.

Note que a unidade 1H de H é o elemento e0 ` e1. Sendo S “ id, temos que

pS ˚ idqpe0q “ e0e0 ` e1e1 “ e0 ` e1 “ εpe0q1H

pS ˚ idqpe1q “ e0e1 ` e1e0 “ 0 “ εpe1q1H .

Portanto, H é uma álgebra de Hopf.

Um exemplo de H´identidade polinomial para M2pF q é o H´polinômio

xe0ye0 ´ ye0xe0 , pois se A “
˜

a b

c d

¸

, B “
˜

e f

g h

¸

P M2pF q, então

Ae0Be0 “
˜

ae 0

0 dh

¸

“ Be0Ae0 .

Introduzidos os conceitos básicos de álgebras H´módulo, onde H é uma álgebra

de Hopf, falta apenas introduzir o conceito de H´codimensão.

Definição 2.1.12. Denotemos por PH
n o espaço de todos os H´polinômios multilineares

em x1, . . . , xn, n P N, ou seja

PH
n “ xxh1

σp1qx
h2

σp2q . . . x
hn

σpnq |hi P H, σ P SnyF Ď F xX|Hy.

Então, a dimensão

cHn pAq :“ dim
ˆ

PH
n

PH
n X IdHpAq

˙

é chamada de n´ésima codimensão das H´identidades polinomiais ou a n´ésima H´codi-

mensão de A.
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2.1.3 Codimensões de Álgebras Graduadas por um Grupo Finito

Vamos continuar o raciocínio, agora para álgebras graduadas por um grupo

finito. Queremos encontrar uma relação entre as codimensões de álgebras H´módulo,

onde H é uma álgebra de Hopf, e as codimensões de álgebras graduadas por um grupo

finito. Quando trabalhamos com um grupo finito G, temos que o dual da álgebra de grupo

FG com F corpo é uma álgebra de Hopf, pois FG tem dimensão igual a |G|. É por isso

que vamos trabalhar apenas com grupos finitos. A partir daí, conseguimos encontrar a

relação desejada.

Definição 2.1.13. Seja G um grupo e F um corpo. Denotemos por F xXgry a álgebra

associativa livre G´graduada sobre F gerada pelo conjunto enumerável

Xgr :“
ď

gPG

Xpgq,

com Xpgq “ txpgq
1 , x

pgq
2 , . . .u, ou seja, a álgebra de polinômios nas variáveis não comutativas

de Xgr.

As indeterminadas de Xpgq são chamadas homogêneas de grau g. O G´grau do

monômio xg1

i1
. . . x

gt

it
P F xXgry é dado por g1g2 . . . gt e o grau total é definido como t.

Por fim, denotemos por F xXgrypgq o subespaço da álgebra F xXgry gerado por

todos os monômios que têm G´grau igual a g. Note que

F xXgrypgqF xXgryphq Ď F xXgrypghq,

para quaisquer g, h P G. Logo, obtemos que

F xXgry “
à

gPG

F xXgrypgq

é uma G´graduação.

Seja f “ fpxpg1q
i1

, . . . , x
pgtq
it

q P F xXgry. Dizemos que f é uma identidade polino-

mial graduada da álgebraG´graduadaA “ ‘gPGA
pgq e escrevemos f ” 0 se fpapg1q

i1
, . . . , a

pgtq
it

q
“ 0 para quaisquer apgjq

ij
P Apgjq, 1 ď j ď t.

O conjunto IdgrpAq das identidades polinomiais graduadas de A é um ideal

graduado de F xXgry. O caso das identidades polinomiais ordinárias está incluso para o

caso trivial G “ teu.

Exemplo 2.1.14. Sejam G “ Z2 “ t0̄, 1̄u. Então, M2pF q “ M2pF qp0̄q ‘ M2pF qp1̄q, onde

M2pF qp0̄q “
˜

F 0

0 F

¸

e M2pF qp1̄q “
˜

0 F

F 0

¸

.

Ainda, temos que M2pF qp0̄qM2pF qp1̄q Ď M2pF qp1̄q. Logo, M2pF q é uma álgebra G´graduada.

Além disso, temos que xp0̄qyp0̄q ´ yp0̄qxp0̄q P IdgrpM2pF qq, pois estamos trabalhando apenas

com matrizes diagonais e F é comutativo.
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Do mesmo modo que para as codimensões ordinárias, G´codimensões e

H´codimensões, podemos definir as codimensões graduadas.

Definição 2.1.15. Denotemos por P gr
n o espaço de todos os polinômios graduados multili-

neares de grau total n P N, ou seja,

P gr
n “ xxpg1q

σp1qx
pg2q
σp2q . . . x

pgnq
σpnq | gi P G, σ P SnyF Ď F xXgry.

Então, a dimensão

cgrn pAq :“ dim
ˆ

P gr
n

P
gr
n X IdgrpAq

˙

é chamada de n´ésima codimensão das identidades polinomiais graduadas ou a n´ésima

codimensão graduada de A.

Podemos estabelecer uma relação entre as codimensões das álgebras G´gradua-

das e as H´codimensões de álgebras H´módulo. Para encontrar essa relação, vamos

estudar o dual da álgebra de grupo FG.

Sejam G um grupo finito e A “ ‘gPGA
pgq uma álgebra graduada sobre um corpo

F. Então H :“ pFGq˚, o espaço dual de FG, é uma álgebra de Hopf. Pela Proposição

1.3.36, A é um FG´comódulo. A função comódulo ρ : A Ñ A b FG é definida por

ρpagq :“ ag b g, para ag P Apgq.

Lembre que podemos tomar tpg | g P Gu base de H tal que pgpg1q “ δg,g1 e a

comultiplicação ∆ de H pode ser escrita como

∆pg “
ÿ

uv“g

pu b pv.

Vamos mostrar que A é uma álgebra H´módulo pela ação h ¨a “
ÿ

hpap1qqap0q,

onde h P H, a P A, e ρpaq “
ÿ

ap0q b ap1q. Para isso, precisamos mostrar que

h ¨ pabq “
ÿ

hppabqp1qqpabqp0q “
ÿ

php1q ¨ aqphp2q ¨ bq.

Seja x P G, a P Apgq e b P Apg1q. Sabemos que ρpaq “ a b g, ρpbq “ b b g1 e,

como ApgqApg1q Ď Apgg1q, temos ρpabq “ ab b gg1. Pela definição da H´ação, obtemos

px ¨ pabq “ pxpgg1qab “
ÿ

uv“x

pupgqpvpg1qab “
ÿ

uv“x

ppupgqaqppvpg1qbq “
ÿ

uv“x

ppu ¨ aqppu ¨ bq,

justamente o que desejávamos.

Assim, sabemos que se A é uma álgebra G´graduada, então A é uma álgebra

pFGq˚´módulo. Por outro lado, temos o seguinte resultado:



Capítulo 2. Conjectura de Amitsur 74

Proposição 2.1.16. Seja H “ pFGq˚ com G finito. Toda álgebra H´módulo A tem uma

G´graduação dada por A “ ‘gPGA
pgq, onde

Apgq “ ta P A |h ¨ a “ hpgqa @ h P Hu.

Em particular, temos que F xX|Hy e F xXgry são ambas álgebras H´módulo e

G´graduadas.

Demonstração: Observe que

a “
ÿ

gPG

pg ¨ a

para todo a P A, pois
ÿ

gPG

pg é a unidade em H. Além disso, para h “
ÿ

g1PG

αg1pg1 P H, temos

h ¨ ppg ¨ aq “
ÿ

g1PG

αg1pp1
gpgq ¨ a “ αgpg ¨ a “ hpgqppg ¨ aq

e, consequentemente, pg ¨ a P Apgq. Logo, A “
ÿ

gPG

Apgq.

Agora, sejam x P G, a P Apgq e b P Apg1q. Então, h ¨ a “ hpgqa e h ¨ b “ hpg1qb,
para todo h P H. Temos que

px ¨ pabq “
ÿ

uv“x

ppu ¨ aqppv ¨ bq “
ÿ

uv“x

ppupgqaqppvpg1qbq “
ÿ

uv“x

ppupgqqppvpg1qqab “ pxpgg1qab.

Logo, ab P Apgg1q e, consequentemente, ApgqApg1q Ď Apgg1q.

Além disso, a soma dos Apgq é direta, pois se a P Apgq X
ÿ

hPG
h‰g

Aphq, então podemos

escrever a “
ÿ

hPG
h‰g

ah, onde ah P Aphq. Então,

a “ pgpgqa “ pg ¨ a “
ÿ

hPG
h‰g

pg ¨ ah “
ÿ

hPG
h‰g

pgphqa “ 0.

Portanto, a soma é direta e, consequentemente, A “
à

gPG

Apgq é uma G´gradua-

ção.

Com esse resultado, é natural pensar que se G é finito, então a pFGq˚´codimen-

são de uma álgebra pFGq˚´módulo é igual à codimensão graduada dessa mesma álgebra,

que é G´graduada. Para provar essa afirmação, precisamos de um isomorfismo entre os

espaços dos H´polinômios e dos polinômios graduados, que é definido na proposição a

seguir.
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Proposição 2.1.17. Seja H “ pFGq˚. Então o H´homomorfismo ϕ : F xX|Hy Ñ
F xXgry definido por ϕpxjq “

ÿ

gPG

x
pgq
j é isomorfismo.

Demonstração: De fato, temos que ϕ´1pxpgq
j q “ x

pg

j , onde tpg | g P Gu tal que

pgpg1q “ δg,g1 para quaisquer g, g1 P G, pois

ϕ´1ϕpxjq “
ÿ

gPG

ϕ´1pxpgq
j q “

ÿ

gPG

x
pg

j “ x
ř

gPG pg

j “ xj

e

ϕϕ´1pxpgq
j q “ ϕpxpg

j q “
ÿ

hPG

pgx
phq
j “

ÿ

hPG

pgphqxpgq
j “ x

pgq
j .

No último passo, usamos a ação de H´módulo h ¨ a “ hpa1qa0 para h P H e

a P F xXgry, que é G´álgebra graduada.

Lema 2.1.18. Seja A uma álgebra G´graduada onde G é um grupo finito. Considere

a H´ação sobre A dada por h ¨ a “ hpa1qa0 para h P H, a P A, onde H “ pFGq˚.

Então, ϕpIdHpAqq “ IdgrpAq e cHn pAq “ cgrn pAq, onde ϕ é o H´homomorfismo definido na

Proposição 2.1.17.

Demonstração: Seja f “ fpx1, . . . , xnq P F xX|Hy uma H´identidade poli-

nomial de A. Como ϕ é um H´homomorfismo, temos que

ϕpfpx1, . . . , xnqq “ fpϕpx1q, . . . , ϕpxnqq “ f

˜

ÿ

gPG

x
pgq
1 , . . . ,

ÿ

gPG

xpgq
n

¸

.

Se ϕpfq R IdgrpAq, então para cada g P G, existem a
pgq
1 , . . . , apgq

n P A tais que

f

˜

ÿ

gPG

a
pgq
1 , . . . ,

ÿ

gPG

apgq
n

¸

‰ 0,

contradizendo a hipótese de que f é uma H´identidade de A, pois
ÿ

gPG

a
pgq
j P A para todo

j “ 1, . . . , n. Portanto, ϕpIdHpAqq Ď IdgrpAq.

Por outro lado, seja f “ fpxpg1q
i1

, . . . , x
pgnq
in

q P F xXgry uma identidade polinomial

graduada de A. Pela Proposição 2.1.17, podemos escrever

ϕ´1pfpxpg1q
i1

, . . . , x
pgnq
in

qq “ fpϕ´1pxpg1q
i1

q, . . . , ϕ´1pxpgnq
in

qq “ fpxpg1

i1
, . . . , x

pgn

in
q.

Assim, se ϕ´1pfq R IdHpAq, então existem ai1 , . . . , ain P A tais que fpapg1

i1
, . . . ,

a
pgn

in
q ‰ 0. Mas isso contradiz a hipótese de que fpxpg1q

i1
, . . . , x

pgnq
in

q P F xXgry, pois a
pgk
ik

P
Apgkq para todo k “ 1, . . . , n. De fato,

aik “
ÿ

gPG

apgq ñ pgk
¨ paikq “

ÿ

gPG

pgk
pgqag “ agk P Apgkq.
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Portanto, obtemos que IdHpAq “ IdgrpAq. Além disso, temos que ϕpPH
n q Ď P gr

n

e se g1, . . . , gn P G, então

ϕ´1pxpg1q
σp1q . . . x

pgnq
xσpnq

q “ x
pg1

σp1q . . . x
pgn

σpnq P PH
n .

Logo, obtemos que PH
n – P gr

n e IdHpAq – IdgrpAq. Portanto, cHn pAq “ cgrn pAq.

2.1.4 Ação de Hopf Generalizada

Vimos no Lema 2.1.18 que trabalhando com as H´codimensões de uma álgebra

H´módulo, onde H é uma álgebra de Hopf, englobamos o caso das codimensões das

álgebras graduadas por um grupo finito. Além disso, o Exemplo 2.1.10 diz que com as

H´codimensões, englobamos também o caso das G´codimensões, onde G age somente por

automorfismos. Com o objetivo de englobar também o caso das G´codimensões quando

G age por automorfismos e por antiautomorfismos, vamos definir a H´ação de Hopf

generalizada.

Definição 2.1.19. Seja H uma álgebra com unidade. Dizemos que uma álgebra A é uma

álgebra com uma H´ação generalizada se A é dotada de um homomorfismo H Ñ EndF pAq
que define uma ação tal que, para cada h P H,

h ¨ pabq “
ÿ

i

pph1
i ¨ aqph2

i ¨ bq ` ph3
i ¨ bqph4

i ¨ aqq, (2.2)

para quaisquer a, b P A, com h1
i, h

2
i , h

3
i , h

4
i P H apropriados.

Observação 2.1.20. Note que não precisamos que H seja uma álgebra de Hopf para

definirmos uma H´ação generalizada, pois os elementos h1
i, h

2
i , h

3
i e h4

i não dependem

da comultiplicação de H, logo não precisamos nem exigir que H seja uma coálgebra, ao

contrário do que acontece na definição de álgebras H´módulo. Se H é uma álgebra de

Hopf, chamamos a H´ação da expressão (2.2) de H´ação de Hopf generalizada.

Sejam thβ | β P Λu uma base de H e, como na Seção 2.1.2, F xX|Hy a álgebra

associativa livre sobre F gerada pelo conjunto txhβ

i | β P Λ, i P Nu, onde X “ tx1, x2, . . .u
e xi “ x1

i . Podemos escrever, para h “
ÿ

βPΛ

αβhβ P H,

xhi :“
ÿ

βPΛ

αβx
hβ

i

onde αβ P F e apenas um número finito de αβ são não nulos. Chamamos os elementos de

F xX|Hy de H´polinômios, assim como definimos para as álgebras H´módulo.

Agora, seja A uma álgebra com uma H´ação generalizada. Como F xX|Hy
é uma álgebra livre gerada pelos elementos xhβ

i , temos que qualquer função ψ : X Ñ A
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possui um único homomorfismo ψ̄ : F xX|Hy Ñ A que é extensão de ψ e, dessa forma,

ψ̄pxhi q “ hψ̄pxiq para cada i P N e h P H.

Adaptando a definição de H´identidade polinomial de álgebras H´módulo

para álgebras com uma H´ação generalizada, dizemos que fpx1, . . . , xnq P F xX|Hy é

uma H´identidade polinomial de A se ψ̄pfq “ 0 para toda função ψ : X Ñ A, o que é

equivalente a dizer que fpa1, . . . , anq “ 0, para quaisquer a1, . . . , an P A. Além disso, o

conjunto IdHpAq das H´identidades de A é um ideal de F xX|Hy. Note que não estamos

definindo nenhuma H´ação sobre F xX|Hy.

Temos que o espaço das H´identidades polinomiais multilineares em x1, . . . , xn

é dado por

PH
n “ xxh1

σp1qx
h2

σp2q . . . x
hn

σpnq |hi P H, σ P SnyF Ď F xX|Hy.

A dimensão

cHn pAq :“ dim
ˆ

PH
n

PH
n X IdHpAq

˙

é chamada n´ésima codimensão das H´identidades polinomiais de A ou simplesmente

n´ésima H´codimensão de A.

Já o caracter χHn pAq do FSn´módulo PH
n {pPH

n X IdHpAqq é chamado de

n´ésimo cocaracter das H´identidades polinomiais de A e podemos escrevê-lo como

χHn pAq “
ÿ

λ$n

mH
λ χλ

soma dos caracteres irredutíveis não equivalentes, onde mH
λ é a multiplicidade do caracter

χλ.

Exemplo 2.1.21. Seja A uma álgebra com uma ação de um grupo G finito, onde G age

por automorfismos e antiautormorfismos, ou seja, existem um homomorfismo ϕ : G Ñ
Aut˚pAq e um subgrupo normal G0 de G tais que ϕ´1pAutpAqq “ G0. Assim, podemos

considerar o homomorfismo ϕ̄ : FG Ñ EndF pAq definido por ϕ nos elementos de G. Se

h “
ÿ

gPG

αgg P FG, que é uma álgebra de Hopf, então para quaisquer a, b P A,

h ¨ pabq “
ÿ

gPG

αgg ¨ pabq “
ÿ

g,g1PG

pαgpg ¨ aqpg ¨ bq ` αg1pg1 ¨ bqpg1 ¨ aqq,

onde g e g1 são elementos de G levados por ϕ em automorfismos e antiautomorfismos,

respectivamente. Dessa forma, temos que A é uma álgebra com uma H´ação de Hopf gene-

ralizada, com H “ FG e podemos identificar F xX|Hy com F xX|Gy. Portanto, IdHpAq “
IdGpAq e cHn pAq “ cGn pAq. Dessa forma, obtemos que trabalhando com codimensões de álge-

bras com uma H´ação de Hopf generalizada, englobamos as codimensões de álgebras com

uma G´ação, onde G é um grupo finito que age por automorfismos e antiautomorfismos.



Capítulo 2. Conjectura de Amitsur 78

Agora, vamos encontrar algumas limitações superiores para cHn pAq.

Lema 2.1.22. Seja A uma álgebra de dimensão finita com uma H´ação generalizada

sobre um corpo qualquer F, onde H é uma álgebra com unidade. Então, cHn pAq ď pdim

Aqn`1, para todo n P N.

Demonstração: Vamos considerar osH´polinômios multilineares de PH
n como

funções A Ñ A n´lineares. Assim, temos a função natural ψ : PH
n Ñ HomF pAbn;Aq.

Observe que o núcleo de ψ é dado por PH
n X IdHpAq, fato que segue direto da definição de

IdHpAq. Dessa forma, obtemos que PH
n {

`

PH
n X IdHpAq

˘

é isomorfo a um subespaço de

HomF pAbn;Aq. Portanto,

cHn pAq “ dim
ˆ

PH
n

PH
n X IdHpAq

˙

ď dim HomF pAbn;Aq “ pdim Aqn`1.

Corolário 2.1.23. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo qualquer F com

uma G´ação por automorfismos e antiautomorfismos, onde G é um grupo finito qualquer.

Então, cGn pAq ď pdim Aqn`1 para todo n P N.

Demonstração: Resultado direto do Exemplo 2.1.21 e do Lema 2.1.22.

Corolário 2.1.24. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo qualquer F

graduada por um grupo finito G. Então, cgrn pAq ď pdim Aqn`1 para todo n P N.

Demonstração: Do Lema 2.1.18, temos que cHn pAq “ cgrn pAq. Portanto, o

Lema 2.1.22 nos dá o resultado desejado.

Lema 2.1.25. Sejam A uma álgebra com uma H´ação generalizada sobre um corpo

qualquer F e H uma álgebra com unidade e de dimensão finita. Então,

cnpAq ď cHn pAq ď pdim HqncnpAq

para todo n P N.

Demonstração: Novamente, considere os H´polinômios de PH
n como funções

n´lineares de A em A. Sabemos que Pn “ P teu
n Ď PH

n . Logo, para a função natural

ψ : PH
n Ñ HomF pAbn;Aq, temos que ψpPnq Ď ψpPH

n q. Pelo Teorema dos Isomorfismos,

temos que
Pn

Pn X IdpAq – ψpPnq Ď ψpPH
n q – PH

n

PH
n X IdHpAq .

Portanto, cnpAq ď cHn pAq. Para a segunda desigualdade, tome f1, . . . , ft P Pn
tais que suas imagens formam uma base para Pn{ pPn X IdpAqq . Então, para cada monômio
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xσp1qxσp2q . . . xσpnq, com σ P Sn, existem únicos αi,σ P F tais que

xσp1qxσp2q . . . xσpnq ´
t

ÿ

i“1

αi,σfipx1, . . . , xnq P IdpAq. (2.3)

Agora, seja th1, . . . , hmu base de H. Então, txhi1

σp1qx
hi2

σp2q . . . x
hin

σpnq |σ P Sn, 1 ď ij ď
mu é uma base para PH

n . Ainda, a expressão (2.3) e a definição de identidade polinomial

nos indicam que

x
hi1

σp1qx
hi2

σp2q . . . x
hin

σpnq ´
t

ÿ

i“1

αi,σfipxhi1

1 , . . . , xhin
n q P IdHpAq.

Logo, todo H´polinômio em PH
n pode ser escrito módulo IdHpAq como com-

binação linear dos H´polinômios fipxhi1

1 , . . . , xhin
n q. Observe que, para cada i, temos mn

polinômios fipxhi1

1 , . . . , xhin
n q. Portanto, a dimensão de PH

n {
`

PH
n X IdHpAq

˘

é menor ou

igual a mnt, ou seja,

cHn pAq ď mnt “ pdim HqncnpAq.

Corolário 2.1.26. Seja A uma álgebra graduada por um grupo finito G. Então,

cnpAq ď cgrn pAq ď |G|ncnpAq.

Demonstração: De fato, observe que a ação de uma álgebra de Hopf H sobre

uma álgebra H´módulo é uma ação de Hopf generalizada. Logo, qualquer resultado válido

para as álgebras com uma ação generalizada vale também para as álgebras H´módulo.

Dessa forma, obtemos o resultado desejado usando o Lema 2.1.18 e o Lema 2.1.25, pois

dim FG “ |G|.

Nas próximas seções, vamos mostrar as limitações inferior e superior da expres-

são (2.1) para as H´codimensões, das quais derivamos a prova da conjectura de Amitsur

para esse caso.

2.2 Limitação Superior

Nas Seções 2.2 e 2.3, vamos provar a conjectura de Amitsur para álgebras

com uma ação de Hopf generalizada sob algumas condições. Vamos considerar A como

uma álgebra não nilpotente de dimensão finita sobre um corpo F algebricamente fechado.

Além disso, temos uma H´ação de Hopf generalizada sobre A, onde H é uma álgebra

de Hopf de dimensão finita agindo sobre A de tal forma que o radical de Jacobson

J :“ JpAq é H´invariante e que podemos escrever A “ B ‘ J como soma direta de
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H´submódulos, sendo B “ B1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bq uma soma direta de ideais H´invariantes e Bi

álgebras semissimples H´simples (simples como H´módulo).

Como A tem dimensão finita, temos que A é artiniano. Dessa forma, que o

radical de Jacobson J de A é nilpotente, ou seja, existe p P N mínimo tal que Jp “ 0.

Para as Seções 2.2 e 2.3, vamos fixar essas condições.

Nesta seção, vamos encontrar uma limitação superior para a n´ésima H´codi-

mensão nas condições acima.

Definição 2.2.1. Seja d “ dpAq o número definido por

d :“ maxpdimpBi1‘Bi2‘¨ ¨ ¨‘Bisq |Bi1JBi2J . . . JBis ‰ 0, 1 ď ik ď q, 1 ď k ď s; 0 ď s ď qq.

Vamos mostrar que d “ dpAq é o PI-expoente de A. Para encontrar as limitações

inferior e superior para as H´codimensões, vamos trabalhar com tabelas de Young e

partições de naturais. Por isso, vamos provar alguns resultados importantes que relacionam

as partições com as multiplicidades mH
λ e com polinômios.

Lema 2.2.2. Se λ “ pλ1, . . . , λrq $ n e
r

ÿ

i“d`1

λi ě p ou λdimA`1 ą 0, então mH
λ “ 0.

Demonstração: O Teorema 1.2.42 pode ser provado para H´polinômios de

forma análoga a que vimos, logo é suficiente mostrar que eTλ
f P IdHpAq para quaisquer

f P PH
n e Tλ tabela de Young relativa a λ. Como FSneTλ

– FSne
˚
Tλ
, onde

e˚
Tλ

“
ÿ

σPRTλ
τPCTλ

psgn τqτσ,

temos que é suficiente mostrar essa afirmação para e˚
Tλ
. Usando a notação aTλ

“
ÿ

σPRTλ

σ e

bTλ
“

ÿ

τPCTλ

psgn τqτ, temos e˚
Tλ

“ bTλ
aTλ

.

Considere uma base de A que é a união de bases de J e de B1, . . . , Bq. Como

estamos usando polinômios multilineares, só precisamos provar que e˚
Tλ
f é identidade para

os elementos da base.

Note que, como bTλ
alterna as variáveis de cada coluna de Tλ, e˚

Tλ
f só não se

anula para uma substituição de elementos da base se esses elementos substituídos nas

variáveis de cada coluna são todos distintos. De fato, se substituirmos o mesmo elemento

da base nas variáveis xi e xj, a substituição toda se anula, pois a transposição pi jq P CTλ
.

Assim, devemos substituir elementos distintos para cada coluna. Se λdimA`1 ą 0, não

temos elementos de base distintos suficientes para preencher a primeira coluna. Portanto,

e˚
Tλ

P IdHpAq.
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Agora considere o caso
r

ÿ

i“d`1

λi ě p e fixe uma substituição de elementos da

base para as variáveis x1, . . . , xn. Suponha que e˚
Tλ
f não se anula com essa substituição.

Então, temos um produto de elementos da base que não se anula. Logo, a definição de d

nos diz que podemos escolher 1 ď i1, . . . , is ď q, 0 ď s ď q tais que todos esses elementos

de base estão em Bi1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bis ‘ J e

dimpBi1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bisq ď d.

Pelo mesmo argumento utilizado no primeiro caso, temos que não podemos

substituir mais de d desses elementos de base de Bi1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Bis em cada coluna, pois caso

contrário, eles seriam linearmente dependentes e e˚
Tλ
f se anularia com essa substituição.

Dessa forma, o número desses elementos de base que devem estar em J nessa substituição

deve ser pelo menos
r

ÿ

i“d`1

λi, que é o número de caixas abaixo da linha d. Como
r

ÿ

i“d`1

λi ě p

e Jp “ 0, temos que e˚
Tλ
f se anula em A, o que é uma contradição. Portanto, não existe

uma substituição de elementos da base de A que não anule e˚
Tλ
f, ou seja, e˚

Tλ
f P IdpAq.

Lema 2.2.3. Se λ P Hpk, lq é uma partição de um inteiro positivo n, então o coeficiente

kνλzµ encontrado no Teorema 1.2.35 é limitado por um polinômio em n.

Demonstração: Lembre que o coeficiente de Littlewood-Richardson kνλzµ

representa o número de tabelas semi-standard de forma λzµ e conteúdo ν que apresentam

permutações reticuladas quando lemos as linhas da direita para a esquerda e de cima para

baixo, onde uma permutação reticulada é uma permutação em que em cada parte inicial,

qualquer número i aparece no mínimo com a mesma frequência que o número i ` 1.

Vamos usar indução sobre k ` l. Considere λ P Hp1, 0q. Então, λ “ pnq. Se

kνλzµ ‰ 0, devemos ter µ ď λ, donde λzµ “ pmq, para algum m ă n e, pela Regra de

Littlewood-Richardson, Teorema 1.2.35, a tabela Tpmq deve ter conteúdo ν, com números

não decrescentes da esquerda pra direita e formando uma permutação reticulada da

direita pra esquerda. Isso só é possível se ν P Hp1, 0q, donde kνλzµ “ 1. Agora, suponha que

λ P Hp0, 1q. Dessa forma, temos que λ “ p1, 1, . . . , 1q e se kνλzµ ‰ 0, então temos µ P Hp0, 1q
com µ $ m ă n. Logo, Dλzµ é um diagrama de uma coluna só, que deve ser preenchida

com números crescentes de cima para baixo para gerar uma tabela semi-standard. Como

a opção de conteúdo de λzµ é única, obtemos que kνλzµ “ 1. Portanto, se λ P Hp1, 0q ou

λ P Hp0, 1q, então obtemos pela Regra de Littlewood-Richardson que kνλzµ ď 1. Isso prova

o caso k ` l “ 1.

Agora, suponha que k ` l ě 1 e, sem perda de generalidade, que k ě 1.

Observe que se µ P Hpk, lq, podemos tomar µ1 P Hpk ´ 1, lq e µ1 ą a ą 0 tais que

µza e µ1 sejam partições do mesmo inteiro positivo. Dessa forma, temos pela Regra de

Littlewood-Richardson que kµ
1

µzpaq ‰ 0.
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Para λ P Hpk, lq, temos pela Regra de Littlewood-Richardson, Teorema 1.2.35,

e pelas propriedades do produto interno de caracteres vistas na Proposição 1.2.10, que

kνλzµ “
`

χλ, χµb̂χν
˘

.

Além disso,

Mpaqb̂Mµ1b̂Mν –
ÿ

γ

k
µ1

γzpaqMγb̂Mν .

Como µ1 é uma das partições γ da soma e kµ
1

µzpaq ‰ 0, obtemos que

pχλ, χpaqb̂χµ1b̂χνq ě pχλ, χµb̂χνq.

Assim,

kνλzµ “ pχλ, χµb̂χνq
ď pχλ, χpaqb̂χµ1b̂χνq.

Note que pela Regra de Littlewood-Richardson,

Mpaqb̂Mµ1b̂Mν – Mpaqb̂
˜

ÿ

λ1

kνλ1zµ1Mλ1

¸

–
ÿ

γ

ÿ

λ1

kνλ1zµ1k
λ1

γzpaqMγ.

Portanto,

kνλzµ ď pχλ, χpaqb̂χµ1b̂χνq “
ÿ

λ1

k
paq
λzλ1k

ν
λ1zµ1 .

Pela Regra de Young, Teorema 1.2.32, temos que kpaq
λzλ1 ď 1 e, por indução,

temos que kνλ1zµ1 é limitado por um polinômio em |λ1| ď |λ|, o que prova o lema.

Com os lemas 2.2.2 e 2.2.3 provados, já temos o suficiente para provar a primeira

parte da conjectura de Amitsur, isto é, a segunda desigualdade da expressão (2.1), a qual

representa uma limitação superior para as H´codimensões.

Teorema 2.2.4. Se d “ dpAq ą 0, então existem constantes C2 ą 0, s2 P R tais que

cHn pAq ď C2n
s2dn

para todo n P N. Se d “ 0, então A é nilpotente.
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Demonstração: Seja λ “ pλ1, . . . , λrq $ n uma partição com mH
λ ‰ 0 e

considere o gancho infinito Hpd, 0q “ Yně1tλ “ pλ1, λ2, . . .q $ n |λd`1 “ 0u. Pelo Lema

2.2.2, temos que
r

ÿ

i“d`1

λi ă p. Vamos denotar por λt as partições com t “
r

ÿ

i“d`1

λi ă p, ou

seja, com t caixas abaixo da linha d de Dλt
. Dessa forma, podemos escrever

ÿ

λ$n
mλ‰0

dλ “
p´1
ÿ

t“0

¨

˚

˝

ÿ

λt$n
mλt

‰0

dλt

˛

‹

‚
, (2.4)

onde dλ é a dimensão de Mλ, o FSn´submódulo irredutível correspondente a λ.

Para cada λt, considere a partição λ1
t $ n ´ t com diagrama Dλ1

t
sendo Dλt

da

linha d para cima. Note que λ1
t P Hpd, 0q e λ1

t ď λt. Logo, temos pelo Lema 1.2.38 que

dλt
ď ntdλ1

t
. Além disso, para cada partição λ1

t de n´ t em Hpd, 0q, existe uma quantidade

limitada de partições λt tais que λ1
t ď λt, pois t ă p sempre. Seja k um natural positivo

que limita essas quantidades.

Com isso, o Lema 1.2.39 nos diz que existem Ct, st ą 0 constantes tais que
ÿ

λ1
t$n´t

λ1
tPHpd,0q

dλ1
t

ď Ctpn ´ tqstdn´t (2.5)

para todo n P N.

Usando as expressões (2.4) e (2.5), obtemos

ÿ

λ$n
mλ‰0

dλ ď
p´1
ÿ

t“0

k

¨

˚

˝

ÿ

λt$n
mλt

‰0

ntdλ1
t

˛

‹

‚

ď
p´1
ÿ

t“0

knp´1

¨

˚

˚

˝

ÿ

λ1
t$n´t

λ1
tPHpd,0q

dλ1
t

˛

‹

‹

‚

ď knp´1

p´1
ÿ

t“0

Ctpn ´ tqstdn´t

ď np´1

p´1
ÿ

t“0

Ctn
stdn

ď np´1C3n
p´1dn “ C3n

s3dn

Assim,
ÿ

λ$n
mH

λ
‰0

dλ ď C3n
s3dn. (2.6)

Por outro lado, o Lema 2.2.3 implica que existem C4 ą 0 e s4 P N tais que
ÿ

λ$n

mH
λ ď C4n

s4 (2.7)
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para todo n P N, pois as multiplicidades mH
λ são coeficientes de Littlewood-Richardson.

Dessa forma, usando as desigualdades (2.6) e (2.7), obtemos que

cHn pAq ď
ÿ

λ$n

mH
λ dλ ď C3n

s3dnC4n
s4 “ C2n

s2dn

com C2 “ C3C4 e s2 “ s3 ` s4, para todo n P N.

Por fim, suponhamos d “ 0. Note que BiJ ‰ 0 para todo i “ 1, . . . , q. Logo,

pela definição de d “ dpAq, temos que d ě dim Bi para todo i. Assim, d “ 0 implica em

B “ 0 e A “ J. Portanto, A é nilpotente.

2.3 Limitação Inferior

A demonstração da segunda parte da conjectura de Amitsur, isto é, a primeira

desigualdade da expressão (2.1), depende da existência de uma partição de n que satisfaça

algumas condições específicas para cada n suficientemente grande. A existência dessa

partição, por sua vez, é garantida encontrando um H´polinômio em PH
n que não é uma

H´identidade de A e é alternado em certos conjuntos de variáveis. Os próximos lemas

têm como objetivo garantir a existência desse polinômio.

Vamos começar trabalhando com as álgebras semissimples H´simples para

depois aplicarmos os resultados para as álgebras Bi da decomposição de A dada no início da

Seção 2.2. Seja B0 uma álgebra semissimples H´simples sobre um corpo F algebricamente

fechado com uma ação de Hopf generalizada de uma álgebra H de dimensão finita.

Considere as representações regulares à esquerda e à direita de B0, denotadas

por ϕ, ψ : B0 Ñ EndF pB0q, ou seja, ϕpaqb “ ab e ψpaqb “ ba, para a, b P B0. Denote por ρ

a ação de Hopf generalizada, com ρ : H Ñ EndF pB0q. Temos que

pρphqϕpaqqpbq “ h ¨ pabq
“

ÿ

i

pph1
i ¨ aqph2

i ¨ bq ` ph3
i ¨ bqph4

i ¨ aqq

“
ÿ

i

pϕph1
i ¨ aqph2

i ¨ bq ` ψph4
i ¨ aqph3

i ¨ bqq

“
ÿ

i

pϕph1
i ¨ aqρph2

i q ` ψph4
i ¨ aqρph3

i qqpbq,

pρphqψpaqqpbq “ h ¨ pbaq
“

ÿ

i

pph1
i ¨ bqph2

i ¨ aq ` ph3
i ¨ aqph4

i ¨ bqq

“
ÿ

i

pψph2
i ¨ aqph1

i ¨ bq ` ϕph3
i ¨ aqph3

i ¨1 bqq

“
ÿ

i

pψph2
i ¨ aqρph1

iq ` ϕph3
i ¨ aqρph4

i qqpbq
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e

ϕpaqψpbqpcq “ ϕpaqpcbq “ acb “ ψpbqpacq “ ψpbqϕpaqpcq

para a, b, c P B0.

Portanto,

ρphqϕpaq “
ÿ

i

pϕph1
i ¨ aqρph2

i q ` ψph4
i ¨ aqρph3

i qq (2.8)

ρphqψpaq “
ÿ

i

pψph2
i ¨ aqρph1

iq ` ϕph3
i ¨ aqρph4

i qq (2.9)

ϕpaqψpbq “ ψpbqϕpaq. (2.10)

Lema 2.3.1. Seja B0 uma álgebra semissimples H´simples sobre um corpo F algebrica-

mente fechado com uma ação de Hopf generalizada de uma álgebra H de dimensão finita.

A forma bilinear trpϕp¨qϕp¨qq é não degenerada sobre B0.

Demonstração: Como B0 é semissimples, temos que

B0 – Mk1
pF q ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Mks

pF q

com ki P N, sendo Mki
pF q a álgebra das matrizes ki ˆ ki.

Considere as bases de Mki
pF q dadas pelos elementos epiq

αβ, as matrizes elementa-

res. Assim, trpϕpepiq
αβqq ‰ 0 se, e somente se, α “ β. Dessa maneira, se b é um elemento da

base de Mki
pF q, então

trpϕpepiq
αβqϕpbqq ‰ 0 ô trpϕpepiq

αβbqq ‰ 0 ô b “ e
piq
βα.

Assim, o único elemento a P B0 tal que trpϕpaqϕpbqq “ 0 para todo b P B0 é o

elemento nulo. Portanto, a forma bilinear trpϕp¨qϕp¨qq é não degenerada.

Lema 2.3.2. Seja B0 uma álgebra semissimples H´simples sobre um corpo F algebrica-

mente fechado com uma ação de Hopf generalizada de uma álgebra H de dimensão finita.

Seja ta1, . . . , alu uma base de B0. Então, para algum T P N, existe um polinômio

f “ fpx1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zT , zq P PH
2l`T`1

alternado nos conjuntos de variáveis tx1, . . . , xlu e ty1, . . . , ylu e que satisfaça a seguinte

propriedade: existem z1
1, . . . , z

1
T P B0 tais que fpa1, . . . , al, a1, . . . , al, z

1
1, . . . , z

1
T , z

1q “ z1

para qualquer z1 P B0.

Demonstração: Temos que B0 pode ser visto como um H´módulo fiel simples.

Assim, H é um anel primitivo e, pelo Teorema da Densidade, para todo n natural,

v1, . . . , vn P EndF pB0q linearmente independentes sobre F e w1, . . . , wn P EndF pB0q, existe

h P H tal que wi “ viρphq.
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Dessa forma, temos que EndF pB0q – MlpF q é gerado pelos operadores de

ρpHq, ϕpB0q e ψpB0q. Pelas equações (2.8), (2.9) e (2.10), temos que quando compomos

endomorfismos do tipo ϕpaq e ψpbq com ρphq, sendo a, b P B0 e h P H, sempre podemos

reescrever a composição colocando ρph1q à direita, para h1 apropriado. Logo, temos que

EndF pB0q “ xϕpaqψpbqρphq | a, b P B0, h P HyF . (2.11)

Considere o polinômio

flpx1, . . . , xl2 ; y1, . . . , yl2q “
ÿ

σ,τPS
l2

psignpστqqxσp1qyτp1qxσp2qxσp3qxσp4qyτp2qyτp3qyτp4q . . .

xσpl2´2l`2q . . . xσpl2qxτpl2´2l`2q . . . yτpl2q.

conhecido como polinômio de Regev, que é alternado nos conjuntos de variáveis tx1, . . . , xl2u
e ty1, . . . , yl2u. Temos que fl é um polinômio central para MlpF q, ou seja, flpb1, . . . , bl2 ,

c1, . . . , cl2q está no centro de MlpF q para quaisquer b1, . . . , bl2 , c1, . . . , cl2 P B0 e não é uma

identidade polinomial para MlpF q. A prova de que o polinômio de Regev é um polinômio

central é encontrada em [17], Teorema 5.7.4.

Como B0 é semissimples, temos que se a P B0 e ab “ 0 para todo b P B0, então

a “ 0. Portanto, ker ϕ “ 0 e, consequentemente, ϕ é um monomorfismo. Dessa forma,

usando (2.11), podemos construir uma base para EndF pB0q dada por

ϕpa1q, . . . , ϕpalq, ϕpai1qψpak1
qρph1q, . . . , ϕpaisqψpaks

qρphsq

com s “ l2 ´ l e it, kt P t1, . . . , lu, ht P H apropriados. Considere a função f̃l construída

substituindo xi e yi em fl por ϕpxiq e ϕpyiq, respectivamente, para 1 ď i ď l, e xl`j e yl`j
por ϕpzjqψpujqρphjq e ϕpvjqψpwjqρphjq, respectivamente, para 1 ď j ď s. Substituindo

zt “ vt “ ait , ut “ wt “ akt
para 1 ď t ď s e xi “ yi “ ai para 1 ď i ď l em f̃l, obtemos

uma substituição de elementos de MlpF q em fl e, por isso, essa substituição resulta em

um elemento do centro de MlpF q, ou seja, é um operador escalar da forma pµ idB0
q, com

0 ‰ µ P F.

Agora, vamos considerar uma nova variável z e reescrever todos termos ϕp. . .q
e ψp. . .q de f̃l ¨ z usando a definição das representações regulares, e mover todos os termos

ρphiq para a direita usando as igualdades (2.8), (2.9) e (2.10). Reescrita dessa maneira, a

função f :“ µ´1f̃ ¨ z se torna um polinômio em PH
n para algum n P N, que é alternado nos

conjuntos de variáveis tx1, . . . , xlu e ty1, . . . , ylu. Fazendo T “ 4s e renomeando ui, vi e wi
como zj com s ` 1 ď j ď T, obtemos o polinômio desejado, pois usando a substituição

descrita anteriormente, temos que

fpa1, . . . , al, a1, . . . , al, ai1 , . . . , ais , ak1
. . . , aks

, , ai1 , . . . , ais , ak1
. . . , aks

, z1q “ µ´1µz1 “ z1

para todo z1 P B0.
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Assim, encontramos um H´polinômio alternado que ainda não é o que busca-

mos. Vamos expandir essa ideia, usando a definição a seguir.

Definição 2.3.3. Sejam k, l, n P N tais que kl ď n. O subespaço de PH
n denotado por

QH
l,k,n é o subespaço gerado por todos os polinômios alternados nos k conjuntos de variáveis

txi1, . . . , xilu Ď tx1, . . . , xnu, com 1 ď i ď k.

Teorema 2.3.4. Sejam B0 uma álgebra semissimples H´simples sobre um corpo alge-

bricamente fechado F dotada de uma ação de Hopf generalizada de uma álgebra H de

dimensão finita e taiuli“1 uma base para B0. Então, existe T um inteiro não negativo e

z1
1, . . . , z

1
T P B0 tais que para cada k P N existe um polinômio

f “ fpx1
1, . . . , x

1
l , . . . , x

2k
1 , . . . , x

2k
l , z1, . . . , zT , zq P QH

l,2k,2kl`T`1

tal que fpa1, . . . , al, . . . , a1, . . . , al, z
1
1, . . . , z

1
T , z

1q “ z1 para todo z1 P B0.

Demonstração: Pelo Lema 2.3.2, podemos tomar z1
1, . . . , z

1
T P B0 e um po-

linômio f1 “ f1px1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zT , zq P PH
2l`T`1 alternado nos conjuntos de

variáveis tx1, . . . , xlu e ty1, . . . , ylu tais que

f1pa1, . . . , al, a1, . . . , al, z
1
1, . . . , z

1
T , z

1q “ z1

para todo z1 P B0. Note que f1 P QH
l,2,2l`T`1 satisfaz as condições do teorema para k “ 1.

Então, podemos supor k ą 1.

Adicionando duas variáveis u1 e v1, definimos

f
p1q
1 pu1, v1, x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, zq :“

l
ÿ

i“1

f1px1, . . . , u1v1xi, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zT , zq,

que continua sendo alternado nos conjuntos de variáveis tx1, . . . , xlu e ty1, . . . , ylu. Além

disso, tomando x1
1, . . . , x

1
l que formam uma base ortogonal para B0, obtemos

f
p1q
1 pu1

1, v
1
1, x

1
1, . . . , x

1
l, y

1
1, . . . , y

1
l, z

1
1, . . . , z

1
T , z

1q

“ trpϕpu1
1qϕpv1

1qqf1px1
1, . . . , x

1
l, y

1
1, . . . , y

1
l, z

1
1, . . . , z

1
T , z

1q

para quaisquer u1
1, v

1
1, y

1
1, . . . , y

1
l, z

1
1, . . . , z

1
l, z

1 P B0. Adicionando as variáveis u2, . . . , uj,

v2, . . . , vj, podemos definir para 2 ď j ď l,

f
pjq
1 pu1, . . . , uj, v1, . . . , vj, x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zT , zq

:“
l

ÿ

i“1

f
pj´1q
1 pu1, . . . , uj´1, v1, . . . , vj´1, x1, . . . , ujvjxi, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zT , zq.

Observe que, para u1
2, v

1
2 P B0,

f
p2q
1 pu1

1, u
1
2, v

1
1, v

1
2, x

1
1, . . . , x

1
l, y

1
1 . . . , y

1
l, z

1
1, . . . , z

1
T , z

1q
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“
l

ÿ

i“1

f
p1q
1 pu1, v1, x1, . . . , u2v2xi, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zT , zq

“
l

ÿ

i“1

trpϕpu1
1qϕpv1

1qqf1px1
1, . . . , u2v2x

1
i, . . . , x

1
l, y

1
1, . . . , y

1
l, z

1
1, . . . , z

1
T , z

1q

“trpϕpu1
1qϕpv1

1qqtrpϕpu2qϕpv2qqf1px1
1, . . . , x

1
l, y

1
1, . . . , y

1
l, z

1
1, . . . , z

1
T , z

1q.

Generalizando, temos

f
pjq
1 pu1

1, . . . , u
1
j, v

1
1, . . . v

1
j, x

1
1, . . . , x

1
l, y

1
1, . . . , y

1
l, z

1
1, . . . , z

1
T , z

1q

“trpϕpu1
1qϕpv1

1qqtrpϕpu1
2qϕpv1

2qq ¨ ¨ ¨ trpϕpu1
jqϕpv1

jqqf1px1
1, . . . , x

1
l, y1, . . . , y

1
l, z

1
1, . . . , z

1
T , z

1q

para u1
1, . . . , u

1
j, v

1
1, . . . , v

1
j P B0.

Agora, defina

f2pu1, . . . , ul, v1, . . . , vl, x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zT , zq

:“ 1
l! detptrpϕpaiqϕpajqqqli,j“1

ÿ

σ,τPSl

signpστqf plq
1 puσp1q, . . . , uσplq,

vτp1q . . . , vτplq, x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zT , zq,

que está bem definida, pois pelo Lema 2.3.1, trpϕp¨qϕp¨qq é não degenerada, donde

detptrpϕpaiqϕpajqqqli,j“1 ‰ 0.

Por construção, temos que f2 é multilinear, além de alternado nos conjuntos de

variáveis tu1, . . . , ulu, tv1, . . . , vlu, tx1, . . . , xlu e ty1, . . . , ylu. Logo, f2 P QH
l,4,4l`T`1. Para

mostrar que f2 é o polinômio desejado para k “ 2, vamos provar que

f2pa1, . . . , al, a1, . . . , al, a1, . . . , al, a1, . . . , al, z
1
1, . . . , z

1
T , z

1q “ z1

para todo z1 P B0.

De fato,

f2pa1, . . . , al, a1, . . . , al, a1, . . . , al, a1, . . . , al, z
1
1, . . . , z

1
T , z

1q

“ 1
l! detptrpϕpaiqϕpajqqqli,j“1

ÿ

σ,τPSl

signpστqf plq
1 paσp1q, . . . , aσplq, aτp1q . . . , aτplq,

a1, . . . , al, a1, . . . , al, z
1
1, . . . , z

1
T , z

1q

“ 1
l! detptrpϕpaiqϕpajqqqli,j“1

ÿ

σ,τPSl

signpστqtrpϕpaσp1qqϕpaτp1qqq . . . trpϕpaσplqqϕpaτplqqq

¨ f1pa1, . . . , al, a1, . . . , al, z
1
1, . . . , z

1
T , z

1q
“z1,

pois



Capítulo 2. Conjectura de Amitsur 89

ÿ

σ,τPSl

signpστqtrpϕpaσp1qqϕpaτp1qqq . . . trpϕpaσplqqϕpaτplqqq

“
ÿ

σ,τ 1PSl

signpτ 1qtrpϕpa1qϕpaτ 1p1qqq . . . trpϕpalqϕpaτ 1plqqq

“l! detptrpϕpaiqϕpajqqqli,j“1,

onde τ 1 “ τσ´1, em cada fator da soma.

Note que o polinômio

f2pu1, . . . , ul, v1, . . . , vl, x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zT , zq
“ f2pu1, . . . , ul, v1, . . . , vl, w1, . . . , wT 1 , zq,

onde T 1 “ 2l ` T, também satisfaz as condições do Lema 2.3.2 e é alternado em algumas

das variáveis w1, . . . , wT 1 . Dessa forma, podemos aplicar o procedimento descrito ante-

riormente para f2 em vez de f1, assim obtendo um polinômio f3 que, por construção,

também é alternado nos mesmos subconjuntos de variáveis de tw1, . . . , wT 1u que f2, ou

seja, f3 P QH
l,6,6l`T`1. Analogamente, encontramos f4 usando f3, f5 usando f4 e assim

sucessivamente. Portanto, obtemos o polinômio f :“ fk P QH
l,2k,2k`T`1 desejado aplicando

o procedimento para fk´1.

Agora, vamos aplicar o Teorema 2.3.4 para cada Bi da decomposição de A para

encontrar o H´polinômio alternado que desejamos.

Lema 2.3.5. Se d ‰ 0, então existe um número natural n0 tal que para todo n ě n0

existem subconjuntos disjuntos X1, . . . , X2k Ď tx1, . . . , xnu, k “ rpn ´ n0q{p2dqs, |X1| “
¨ ¨ ¨ “ |X2k| “ d e um polinômio f P PH

n zIdHpAq alternado nas variáveis de cada conjunto

Xj.

Demonstração: Seja dt :“ dimpBitq e taptq
1 , . . . , a

ptq
dt

u base de Bit para 1 ď t ď
s. Aplicando o Teorema 2.3.4 para cada Bit , temos que existe um polinômio

ft “ ftpxpt,1q
1 , . . . , x

pt,1q
dt

, x
pt,2kq
1 , . . . , x

pt,2kq
dt

, z1, . . . , z
ptq
mt
, ztq P QH

dt,2kdt`mt`1

alternado nos conjuntos disjuntos de variáveis Xptq
l “ txpt,lq

1 , . . . , x
pt,lq
dt

u para 1 ď l ď 2k.

Além disso, existem z
1ptq
1 , . . . , z1ptq

mt
P Bit tais que

ftpaptq
1 , . . . , a

ptq
dt
, . . . , a

ptq
1 , . . . , a

ptq
dt
, z

1ptq
1 , . . . , z1ptq

mt
, z1
tq “ z1

t

para todo z1
t P Bit .

Considere n0 “ 2s ´ 1 `
s

ÿ

i“1

mi, k “
”n ´ n0

2d

ı

, k̃ “
„

n ´ 2kd ´ n0 ´ m1

2d1

` 1


e
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f̂0 :“ f1pxp1,1q
1 , . . . , x

p1,1q
d1

, . . . , x
p1,2kq
1 , . . . , x

p1,2kq
d1

, z
p1q
1 , . . . , zp1q

m1
,

f̃1pyp1q
1 , . . . , y

p1q
d1
, . . . , y

p2k̃q
1 , . . . , y

p2k̃q
d1

, u1, . . . , um1
, z1qq

¨
s

ź

t“2

pvt´1ftpxpt,1q
1 , . . . , x

pt,1q
dt

, . . . , x
pt,2kq
1 , . . . , x

pt,2kq
dt

, z
ptq
1 , . . . , zptq

mt
, ztqq,

onde f̃1 é um polinômio obtido pelo Teorema 2.3.4 para Bi1 .

Como Bi1JBi2J ¨ ¨ ¨ JBis ‰ 0, podemos tomar bt P Bit com t “ 1, . . . , s e

j1, . . . , js´1 P J tais que b1j1b2j2 ¨ ¨ ¨ js´1bs ‰ 0. Seja b P A o valor resultante da substituição

x
pt,αq
β “ a

ptq
β , z

ptq
β “ z

1ptq
β , vt “ jt, zt “ bt, y

pαq
β e uβ “ z

1p1q
β em f̂0. Vamos denotar essa

substituição por Ξ. Temos também do Teorema 2.3.4, que

f̃1pap1q
1 , . . . , a

p1q
d1
, . . . , a

p1q
1 , . . . , a

p1q
d1
, z

1p1q
1 , . . . , z1p1q

m1
, b1q “ b1

jt´1ftpaptq
1 , . . . , a

ptq
dt
, . . . , a

ptq
1 , . . . , a

p1q
dt
, z

1ptq
1 , . . . , z1ptq

mt
, btq “ jt´1bt.

Logo, fazendo a substituição Ξ em f̂0, obtemos

b “ f1pap1q
1 , . . . , a

p1q
d1
, . . . , a

p1q
1 , . . . , a

p1q
d1
, z

1p1q
1 , . . . , z1p1q

m1
, b1q ¨

s
ź

t“2

jt´1bt

“ b1j1b2 ¨ ¨ ¨ js´1bs ‰ 0.

Agora, considere Xl “
s

ď

t“1

X
ptq
l e sejam Altl o operador de alternação so-

bre o conjunto Xl e f̂ “ Alt1Alt2 ¨ ¨ ¨ Alt2kf̂0. Assim, Altl age somente nas variáveis

x
p1,lq
1 , . . . , x

p1,lq
d1

, . . . , x
ps,lq
1 , . . . , x

ps,lq
ds

. Aqui consideramos Altl “
ÿ

σPSd

psgn σqσ. Note que se

σ P Sd leva uma variável xpt,lq
β de Xptq

l para Xpt1q
l , então bt1 é anulado, pois Bi1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bis

é soma direta de H´ideais, donde

a
pt1q
1 a

pt1q
2 ¨ ¨ ¨ aptq

β ¨ ¨ ¨ at1dt1
P Bit X Bit1 “ 0.

Dessa forma, é suficiente considerar apenas as permutações de Sd que agem

somente dentro de cada Xptq
l . Existem d1!d2! ¨ ¨ ¨ ds! dessas permutações em Sd. Então, se

σ P Sd é uma permutação desse tipo, podemos escrever

σf̂0 “ psgn σqf̂0,

pois cada ft é alternado em X
ptq
l . Assim, temos que a substituição Ξ em f̂ resulta em

d1!d2! ¨ ¨ ¨ ds!b ‰ 0.

Como f̃1 é um polinômio multilinear que é combinação de monômios multiline-

ares, temos que existe um monômio multilinear W dessa combinação tal que

Alt1Alt2 ¨ ¨ ¨ Alt2kf1pxp1,1q
1 , . . . , x

p1,1q
d1

, . . . , x
p1,2kq
1 , . . . , x

p1,2kq
d1

, z
p1q
1 , . . . , zp1q

m1
,W q

¨
s

ź

t“2

pvt´1ftpxpt,1q
1 , . . . , x

pt,1q
dt

, . . . , x
pt,2kq
1 , . . . , x

pt,2kq
dt

, z
ptq
1 , . . . , zptq

mt
, ztqq
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não se anula com a substituição Ξ. Fixemos esse W. Note que o grau de f̂ é dado pelo

número de variáveis das quais f̂ depende. Logo,

degf̂ “ 2k

˜

s
ÿ

t“1

dt

¸

`
s

ÿ

t“1

mt ` s ` s ´ 1 ` 2k̃d1 ` m1

“ 2kd ` n0 ` 2k̃d1 ` m1

“ 2kd ` n ´ 2kd ´ n0 ´ m1 ` 2d1 ` m1 ` n0

“ n ` 2d1 ą n.

Além disso, deg f̃1 “ 2k̃d1 ` m1 ` 1 “ n ´ 2kd ´ n0 ` 2d1 ` 1. Seja W “
w1w2 ¨ ¨ ¨w2k̃d1`m1`1 com wi sendo variáveis do conjunto typ1q

1 , . . . , y
p1q
d1
, . . . , y

p2k̃q
1 , . . . , y

p2k̃q
d1

,

u1, . . . , um1
, z1u. A substituição Ξ para essas variáveis é w1

1, . . . , w
1
2k̃d1`m1`1

. Seja

f :“Alt1 ¨ ¨ ¨ Alt2kf1pxp1,1q
1 , . . . , x

p1,1q
d1

, . . . , x
p1,2kq
1 , . . . , x

p1,2kq
d1

, z
p1q
1 , . . . , zp1q

m1
, w1 ¨ ¨ ¨wn´2kd´n0

zq

¨
s

ź

t“2

pvt´1ftpxpt,1q
1 , . . . , x

pt,1q
dt

, . . . , x
pt,2kq
1 , . . . , x

pt,2kq
dt

, z
ptq
1 , . . . , zptq

mt
, ztq,

onde z é uma variável adicional. Note que f é uma composição de H´polinômios, mas não

necessariamente um H´polinômio. Apesar disso, sempre podemos considerar f como um

H´polinômio se fizermos as manipulações necessárias usando a propriedade da H´ação

generalizada dada na igualdade (2.2). Além disso, f possui 2d1 variáveis a menos que f̂ .

Logo, f P PH
n . Por construção f é alternado em cada Xl, l “ 1, . . . , 2k. Além disso, f

não se anula com a substituição Ξ com z “ w1
n´2kd´n0`1 ¨ ¨ ¨w1

2k̃d1`m1`1
. Portanto, f é o

polinômio desejado.

Observação 2.3.6. A composição de H´polinômios não é necessariamente um H´polinô-

mio. Tomando, por exemplo, fpx, yq “ hpxqtpyq, com h, h1 P H. Se t P H, temos

fpx, tpyqtpzqq “ hpxqh1ptpyqtpzqq,

que não é um elemento de PH
2 nem de PH

3 . Usando a definição da H´ação generalizada

(2.2), podemos representar a composição pelo H´polinômio

ÿ

i

phpxqt1ipyqt2i pzq ` hpxqt3i pzqt4i pyqq P PH
3 ,

para adequados t1i, t
2
i , t

3
i , t

4
i P H.

Note que a existência do H´polinômio alternado encontrado no Lema 2.3.5

só é garantida para d ‰ 0, o que é suficiente, pois de fato temos d “ dpAq ą 0 para a

álgebra A dada no início da Seção 2.2. Lembrando que A “ B1 ‘ B2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bq ‘ J tem
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dimensão finita, a definição de dpAq implica que existem álgebras semissimples H´simples

Bi1 , Bi2 , . . . , Bis tais que

d “ dimpBi1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘, Bisq

e Bi1JBi2J ¨ ¨ ¨ JBis ‰ 0. Se d fosse igual a zero, teríamos que não existe Bi ‰ 0 na

decomposição dada de A e, consequentemente, obteríamos A “ J. Mas como A é não

nilpotente, concluímos que d deve ser maior do que zero.

Agora, usando o polinômio encontrado no Lema 2.3.5, podemos garantir a

existência da partição que é a principal ferramenta na prova da limitação inferior das

H´codimensões.

Lema 2.3.7. Sejam k e n0 os números naturais do Lema 2.3.5. Então, para qualquer

n ě n0 existe uma partição λ “ pλ1, . . . , λrq $ n tal que λd ą 2k ´ p, com mH
λ ‰ 0 e

d “ dpAq.

Demonstração: Tome f o polinômio do Lema 2.3.5. Sabemos que

FSn “
à

λ$n
Tλ standard

FSne
˚
Tλ
.

Como f R IdHpAq, temos que
ÿ

λ$n
Tλ standard

FSne
˚
Tλ
f “ FSnf Ę IdHpAq,

ou seja, existe λ $ n com Tλ standard tal que e˚
Tλ
f R IdHpAq. Portanto, mH

λ ‰ 0. Pelo

argumento já visto no Lema 2.2.2, temos que cada linha de Tλ inclui no máximo uma

variável de cada Xl, l “ 1, . . . , 2k. E como o número de variáveis de f que não estão em

nenhum Xi é n ´ 2kd, temos que

d´1
ÿ

i“1

λi ď“ 2kpd ´ 1q ` n ´ 2kd “ n ´ 2k.

Além disso, temos pelo Lema 2.2.2 que
d

ÿ

i“1

λi ą n ´ p. Portanto,

λd ą n ´ p ´
d´1
ÿ

i“1

λi ě n ´ p ´ n ` 2k “ 2k ´ p.

Teorema 2.3.8. Existem constantes C1, C2 ą 0, r1, r2 P R, d P N tais que

C1n
r1dn ď cHn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N.
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Demonstração: A segunda desigualdade já foi provada no Teorema 2.2.4.

Falta apenas a limitação inferior.

Pelo Lema 2.3.7, podemos tomar λ “ pλ1, . . . , λrq $ n tal que λd ą 2k ´ p e

mH
λ ‰ 0. Assim, Dλ contém o subdiagrama Dµ com µ “ p2k ´ p, 2k ´ p, . . . , 2k ´ p

looooooooooooooomooooooooooooooon

d

q $

p2k ´ pqd.

Pelo Teorema 1.2.30, podemos induzir Mλ a um Sn´1´módulo que é isomorfo

a uma soma direta de Sn´1´módulos irredutíveis Mν , onde as partições ν $ n ´ 1 são

obtidas deletando uma caixa de Dλ. Aplicando o Teorema pn ´ p2k ´ pqdq vezes, obtemos

Mλ como um Sp2k´pqd´módulo que é isomorfo à uma soma direta de Sp2k´pqd´módulos

irredutíveis, entre eles Mµ. Portanto, dim Mµ ď dim Mλ.

Pela Proposição 1.2.24, temos

dµ “ dim Mµ “ pp2k ´ pqdq!
ś

i,j hij
,

onde hij são os números gancho de Dµ. Note que Dµ é um diagrama retangular com 2k´ p

caixas em cada linha e d caixas em cada coluna. Por definição, hij “ 2k ´ p` d´ i´ j ` 1

para todo 1 ď i ď d e 1 ď j ď 2k ´ p. Para cada linha i, temos

2k´p
ź

j“1

hij “ p2k ´ p ` d ´ iqp2k ´ p ` d ´ i ´ 1q . . . pd ´ i ` 1q ď p2k ´ p ` d ´ iq!.

Logo,

ź

i,j

hij “
d

ź

i“1

˜

2k´p
ź

j“1

hij

¸

ď
d

ź

i“1

p2k ´ p ` d ´ iq! ď pp2k ´ p ` dq!qd,

donde

dµ “ pp2k ´ pqdq!
ś

i,j hij
ě pp2k ´ pqdq!

pp2k ´ p ` dq!qd . (2.12)

Pela fórmula de Stirling, sabemos que

lim
nÑ8

n!?
2πn

`

n
e

˘n “ 1,

para todo n P N, onde e é o número de Euler. Para representar esse limite, usamos a

notação n! „
?

2πn
´n

e

¯n

.

Aplicando a fórmula de Stirling na desigualdade (2.12), obtemos

cHn pAq ě dλ ě dµ ě pp2k ´ pqdq!
pp2k ´ p ` dq!qd

„
a

2πp2k ´ pqd
´

p2k´pqd
e

¯p2k´pqd

´

a

2πp2k ´ p ` dq
`

2k´p`d
e

˘2k`p`d
¯d
.

(2.13)
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Sendo c1, c2, c3 e c4 constantes positivas apropriadas, temos

lim
kÑ8

a

2πp2k ´ pqd
´

p2k´pqd
e

¯p2k´pqd

´

a

2πp2k ´ p ` dq
`

2k´p`d
e

˘2k`p`d
¯d

k1{2´d2´d{2d2kd

“ lim
kÑ8

c1 p2k ´ pqp2k´pqd`1{2

p2k ´ p ` dqp2k´p`d`1{2qd
k1{2´d2´d{2

“ lim
kÑ8

c2 p2k ´ pq1{2´d2´d{2

´

1 ` d
2k´p

¯p2k´pqd ´

1 ` d
2k´p

¯d2`d{2

k1{2´d2´d{2

“ lim
kÑ8

c3 p2k ´ pq1{2´d2´d{2

k1{2´d2´d{2

“ c4.

Portanto, existe c ą 0 tal que
a

2πp2k ´ pqd
´

p2k´pqd
e

¯p2k´pqd

´

a

2πp2k ´ p ` dq
`

2k´p`d
e

˘2k`p`d
¯d

„ ckRd2kd,

onde R “ 1{2 ´ d2 ´ d{2 P Q. Como k „ n, temos pela expressão (2.13) que existem

c5 ą 0, r5 P Q e n1 P N tais que

cHn pAq ě c5n
R5dn

para todo n ě n1.

Para cada número natural n menor do que n1, existem cpnq ą 0 e rpnq P Q

tais que cHn pAq ě cnn
rndn. Portanto, basta tomar C1 “ mintcp1q, . . . , cpn1´1q, c5u e r1 “

mintrp1q, . . . , rpn1´1q, r5u para obtermos

cHn pAq ě C1n
r1dn

para todo n P N.

Com o resultado do Teorema 2.3.8, enfim temos provado o análogo da conjectura

de Amitsur para álgebras com uma ação de Hopf generalizada nas condições citadas no

início da Seção 2.2. De fato, as desigualdades encontradas no Teorema 2.3.8 juntas implicam

que o limite da sequência
´

n
a

cHn pAq
¯

nPN
existe e é um inteiro positivo. Vemos a prova

dessa implicação no próximo teorema.

Teorema 2.3.9 (Conjectura de Amitsur paraH´codimensões). PIexpHpAq “ lim
nÑ8

n
a

cHn pAq
existe e é um inteiro positivo.

Demonstração: Pelo Teorema 2.3.8, temos que existem constantes C1, C2 ą 0,

r1, r2 P R, d P N tais que

C1n
r1dn ď cHn pAq ď C2n

r2dn (2.14)



Capítulo 2. Conjectura de Amitsur 95

para todo n P N e provamos esses resultados usando d “ dpAq. Aplicando a raiz n´ésima

e o limite com n tendendo a infinito na desigualdade (2.14), obtemos

lim
nÑ8

n
a

C1
n
?
nr1d ď lim

nÑ8

n
a

cHn pAq ď n
a

C2
n
?
nr2d

ñ d ď lim
nÑ8

n
a

cHn pAq ď d.

Pelo Teorema do Confronto, obtemos que lim
nÑ8

n
a

cHn pAq “ d, ou seja, PIexpHpAq
“ dpAq, que como é uma dimensão, é um número inteiro não negativo, e é maior do que

zero porque A é não nilpotente.

2.4 Conjectura de Amitsur para H´codimensões,

G´codimensões e Codimensões Graduadas

Usando o resultado do Teorema 2.3.8, podemos encontrar resultados similares

para codimensões graduadas, H´codimensões para álgebras H´módulo e G´codimensões.

Para as G´codimensões tais que G é um grupo finito que age sobre A por

automorfismos e antiautomorfismos, podemos usar o Exemplo 2.1.21 para aplicar o Te-

orema 2.3.8 com as mesmas hipóteses. Mas vamos ver que a hipótese da existência da

decomposição A “ B1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Bq ‘ J, onde as álgebras Bi são semissimples FG´simples e

J é FG´invariante pode ser retirada.

Lema 2.4.1. Seja B uma álgebra semissimples de dimensão finita sobre um corpo F com

uma G´ação por automorfismos e antiautomorfismos. Então, B “ B1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bq como

soma direta de ideais, onde Bi é álgebra G´simples, para i “ 1, . . . , q.

Demonstração: Seja I1 um ideal G´invariante de B. Como B é uma álgebra

semissimples de dimensão finita, o Teorema de Wedderburn nos diz que existe I2 ideal de

B tal que B “ I1 ‘ I2.

Seja π a projeção de B sobre I1 ao longo de I2. Então, πpabq “ aπpbq “ πpaqb
para quaisquer a, b P B. De fato, podemos escrever a “ a1 ` a2 e b “ b1 ` b2 com a1, b1 P I1

e a2, b2 P I2. Então,

ab “ a1b1 ` a1b2 ` a2b1 ` a2b2 “ a1b1 ` a2b2 ñ πpabq “ a1b1

e

aπpbq “ ab1 “ a1b1 ` a2b2 “ a1b1

πpaqb “ a1b “ a1b1 ` a1b2 “ a1b1,
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pois I1 X I2 “ 0.

Seja

π̃paq “ 1
|G|

ÿ

gPG

gπpg´1aq

para a P B. Então,

π̃pabq “ 1
|G|

ÿ

gPG

gπpg´1pabqq

“ 1
|G|

ÿ

g,hPG

pgπpg´1ag´1bq ` hπph´1bh´1aqq,

onde os elementos g e h representam os elementos de G levados pela G´ação em automor-

fismos e antiautomorfismos, respectivamente. Continuando,

π̃pabq “
ÿ

g,hPG

pgpg´1aπpg´1bq ` hpπph´1bqh´1aqq

“
ÿ

g,hPG

pagπpg´1bq ` ahπph´1bqq

“ aπ̃pbq.

Analogamente, obtemos π̃pabq “ π̃paqb. Além disso, temos que π̃pgaq “ gπ̃paq
para quaisquer a P B e g P G. De fato,

π̃pgaq “ 1
|G|

ÿ

hPG

hπph´1gaq

“ 1
|G|

ÿ

hPH

ghπph´1aq

“ gπ̃paq.

Assim, concluímos que ker π̃ é um ideal G´invariante de B. Ainda, note que

como I1 é G´invariante, temos π̃pBq Ď I1 e, se a P I1,

π̃paq “ 1
|G|

ÿ

gPG

gπpg´1aq “ 1
|G|

ÿ

gPG

gg´1a “ a,

ou seja, π̃|I1
“ idI1

e, consequentemente, π̃pBq “ I1. Portanto, B “ I1‘ ker π̃.

Teorema 2.4.2 (Conjectura de Amitsur para G´codimensões). Seja A uma álgebra não

nilpotente de dimensão finita sobre um corpo F. Considere um grupo finito G que age em A

por automorfismos e antiautomorfismos. Então existem constantes C1, C2 ą 0, r1, r2 P R,

d P N tais que

C1n
r1dn ď cGn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N. Portanto,

PIexpGpAq :“ lim
nÑ8

n
a

cGn pAq

existe e é um inteiro positivo.
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Demonstração: O Teorema 1.2.44 diz que as codimensões ordinárias não

mudam para uma extensão do corpo base. O análogo para H´codimensões é provado de

maneira análoga. Logo, podemos assumir F algebricamente fechado. Além disso, sabemos

que a imagem de um ideal nilpotente é nilpotente. Logo, como o radical de Jacobson

J :“ JpAq de A é o maior ideal nilpotente de A, temos que J é G´invariante. Pela nota

após o Teorema 1 de [22], temos que a álgebra A{J é G´segregada em A, ou seja, existe

uma subálgebra maximal semissimples e G´invariante B tal que A “ B ‘ J. Pelo Lema

2.4.1, temos que B “ B1 ‘ B2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bq como soma direta de ideais e as álgebras Bi

são G´simples. Como pelo Exemplo 2.1.21, podemos identificar F xX|FGy com F xX|Gy
obtendo cFGn pAq “ cGpAq

n , podemos usar o Teorema 2.3.8 para obter o resultado desejado,

com PIexpGpAq “ dpAq.

Note que, se a álgebra A do Teorema 2.4.2 fosse nilpotente, ou seja, x1x2 . . . xp ”
0 para algum p P N, então teríamos PG

n pAq Ď IdGpAq, para todo n ě p. Dessa forma,

obtemos que cGn pAq “ 0 para todo n ě p e, consequentemente, o PI-expoente de A seria

zero.

Para as álgebras H´módulo, também podemos diminuir as hipóteses. Primei-

ramente, enunciamos o Teorema com as mesmas hipóteses do Teorema 2.3.8.

Teorema 2.4.3 (Conjectura de Amitsur para H´codimensões de álgebras H´módulo).

Seja A uma álgebra H´módulo não nilpotente de dimensão finita sobre um corpo F

algebricamente fechado. Suponha que H age sobre A de tal forma que o radical de Jacobson

J :“ JpAq é H´invariante e A “ B ‘ J como soma direta de H´submódulos, onde

B “ B1 ‘ B2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bq como soma direta de ideais H´invariantes, Bi sendo álgebras

semissimples H´simples. Então existem constantes C1, C2 ą 0, r1, r2 P R, d P N tais que

C1n
r1dn ď cHn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N. Portanto,

PIexpHpAq :“ lim
nÑ8

n
a

cHn pAq

existe e é um inteiro positivo.

Demonstração: Observe que, como A é uma álgebra H´módulo, a ação de H

sobre A é uma ação de Hopf generalizada. Portanto, esse é um caso particular do Teorema

2.3.8, ou seja, PIexpHpAq “ dpAq.

Da mesma forma que para as G´álgebras, se a álgebra A do Teorema 2.4.3

fosse nilpotente, teríamos PH
n Ď IdHpAq e cHn pAq “ 0 para todo n ě p e, consequentemente,
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PIexppAq “ 0.

A conjectura de Amitsur para H´codimensões de álgebras H´módulo continua

sendo válida se trocarmos a hipótese da existência da decomposição A “ B1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Bq ‘J

pela hipótese de que H é semissimples. Se H é uma F´álgebra de Hopf semissimples de

dimensão finita com antípoda S, temos que H é unimodular pelo Corolário 1.4.8. Assim,

temos que S2 é diagonalizável e o elemento tipo grupo distinto de H é α “ uε. Pelo

Teorema 7.1.6, de [3], temos que

S4phq “ uε á h à uε,

onde á e à são ações definidas como

f á h “
ÿ

fphp2qqhp1q e h à f “
ÿ

fphp1qqhp2q

para quaisquer f P H˚ e h P H. Dessa forma, obtemos

S4phq “ uε á h à uε “ uε á
´

ÿ

εphp1qqhp2q

¯

“ uε á h “
ÿ

εphp2qqhp1q “ h,

ou seja, S4 “ idH . Assim, temos que o polinômio característico de S2 só pode conter

fatores x ` 1 ou x ´ 1 em sua decomposição. Consequentemente, os autovalores de S2 são

1 ou ´1, donde obtemos TrpS2q ď dim H.

Pela demonstração de [3], Teorema 7.4.6 (i) Ñ (ii), e pelo Lema 7.4.5 (iv) da

mesma referência, temos que TrpS2q ą 0 e que dim H divide TrpS2q. Como TrpS2q ď dim

H obtemos que TrpS2q “ dim H, ou seja, S2 “ idH . Além disso, temos também por [3],

Exercício 7.4.7, que

∆t “
ÿ

tp1q b tp2q “
ÿ

tp2q b tp1q

para qualquer t integral à esquerda ou à direita de H, onde ∆ é a comultiplicação de H.

Esses dois fatos nos ajudarão a mostrar que a semissimplicidade garante a existência da

decomposição A “ B1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bq ‘ J, nos próximos lemas.

Lema 2.4.4. Seja t um integral à esquerda de uma álgebra de Hopf H semissimples de

dimensão finita sobre um corpo F. Então,

ÿ

tp1qStp3q b tp2q “ 1H b t.

Demonstração: Sabemos que
ÿ

tp1q b tp2q “
ÿ

tp2q b tp1q. Aplicando ∆ b idH

em ambos os lados da igualdade, obtemos
ÿ

tp1q b tp2q b tp3q “
ÿ

tp2q b tp3q b tp1q “
ÿ

tp2q b tp1q b tp3q,

donde
ÿ

tp1qStp2q b tp3q “
ÿ

tp2qStp1q b tp3q, (2.15)
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pois se t é integral à esquerda de H com H semissimples, então St também é.

Usando que S2 “ idH , obtemos
ÿ

tp2qStp1q “
ÿ

S2tp2qStp1q “
ÿ

Sptp1qStp2qq “ Spεptq1Hq “ εptq1H .

Aplicando esse fato na expressão (2.15), obtemos
ÿ

tp1qStp3q b tp2q “
ÿ

εptp1qq1H b tp2q “ 1H b t.

Lema 2.4.5. Sejam H uma álgebra de Hopf semissimples de dimensão finita sobre um

corpo F e B uma álgebra H´módulo semissimples de dimensão finita. Então, B “
B1 ‘ B2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bq (soma direta de ideais) para subálgebras H´simples Bi.

Demonstração: Seja I1 um ideal H´invariante de B. Como B é uma álgebra

semissimples de dimensão finita, temos pelo Teorema de Wedderburn que B é igual a uma

soma de ideais simples, donde podemos encontrar um ideal I2 de B complementar a I1, ou

seja, B “ I1 ‘ I2.

Seja π a projeção de B sobre I1 ao longo de I2. Como no Lema 2.4.5, temos que

πpabq “ aπpbq “ πpaqb

para quaisquer a, b P B. ComoH é semissimples, temos pelo Teorema 1.4.6 que ε
ˆ

ż l

H

˙

‰ 0.

Consequentemente, podemos tomar t P H um integral à esquerda de H tal que εptq “ 1.

Defina π̃ como no Teorema 1.4.6, ou seja, π̃paq :“
ÿ

tp1q ¨ πppStp2qq ¨ aq, para a P B. Note

que π̃pBq Ď I1, pois I1 é H´invariante. Além disso, se a P I1, então

π̃paq “
ÿ

tp1q ¨ πppStp2qq ¨ aq “
ÿ

tp1qpStp2qq ¨ a “ εptqa “ a.

Logo, π̃ é projeção sobre I1. Ainda, usando a condição de álgebra H´módulo

para quaisquer a, b P B, temos que

π̃pabq “
ÿ

tp1q ¨ πppStp2qq ¨ pabqq
“

ÿ

tp1q ¨ πpppStp3qq ¨ aqppStp2qq ¨ bqq.

Por um lado, usando πpabq “ πpaqb, obtemos

π̃pabq “
ÿ

tp1q ¨ pπppStp3qq ¨ aqppStp2qq ¨ bqq
“

ÿ

ptp1q ¨ pπppStp4qq ¨ aqqqptp2q ¨ ppStp3qq ¨ bq
“

ÿ

ptp1q ¨ πppStp2qq ¨ aqqb
“ π̃paqb.
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Por outro lado, como πpabq “ aπpbq,

π̃pabq “
ÿ

tp1q ¨ pppStp3qq ¨ aqpπppStp2qq ¨ bqqq
“

ÿ

ptp1q ¨ ppStp4qq ¨ aqqptp2q ¨ πppStp3qq ¨ bqq

Do Lema 2.4.4 temos que
ÿ

tp1qStp4q b tp2q b tp3q “ 1H b tp1q b tp2q. Substituindo

na equação anterior, obtemos

π̃pabq “
ÿ

aptp1q ¨ πppStp2qq ¨ bqq “ aπ̃pbq.

Portanto, π̃pabq “ π̃paqb “ aπ̃pbq para quaisquer a, b P B. E repetindo o

argumento utilizado na demonstração do Teorema 1.4.6, obtemos que π̃ph ¨ aq “ h ¨ π̃paq
para quaisquer h P H e a P B. Logo, ker π̃ é H´invariante com B “ pker π̃q ‘ I1 e,

consequentemente, B pode ser escrito como soma direta de subálgebras H´simples.

Teorema 2.4.6. Seja A uma álgebra H´módulo não nilpotente de dimensão finita sobre

um corpo F onde H é uma álgebra de Hopf semissimples de dimensão finita. Então existem

constantes C1, C2 ą 0, r1, r2 P R, d P N tais que

C1n
r1dn ď cHn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N.

Demonstração: Do mesmo modo que para as G´codimensões, podemos

considerar F como um corpo algebricamente fechado, pelo Teorema 1.2.44. O Teorema 3.1

do artigo [16] diz que se H é uma álgebra de Hopf tal que o antípoda S satisfaz S2 “ id

e A é uma álgebra H´módulo de dimensão finita sobre um corpo de característica zero,

então o radical de Jacobson de A é H´invariante. Além disso, por [20], Corolário 2.7, se

H é uma álgebra de Hopf semissimples de dimensão finita e A é uma álgebra H´módulo

tal que o radical de Jacobson é um H´submódulo de A, então existe a decomposição

A “ B ‘ J como soma direta de ideais, onde B é um H´submódulo de A. Logo, esse

fato é válido para esse caso e, como A tem dimensão finita, podemos concluir que B é

uma álgebra semissimples de dimensão finita. Assim, o Lema 2.4.5 garante a existência da

decomposição A “ B1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Bq ‘ J necessária para a aplicação do Teorema 2.4.3, donde

existem constantes C1, C2 ą 0, r1, r2 P R, d P N tais que

C1n
r1dn ď cHn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N.

Teorema 2.4.7 (Conjectura de Amitsur para codimensões graduadas). Seja A uma

álgebra não nilpotente de dimensão finita sobre um corpo F, graduada por um grupo finito

G. Então existem constantes C1, C2 ą 0, r1, r2 P R, d P N tais que

C1n
r1dn ď cgrn pAq ď C2n

r2dn
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para todo n P N. Portanto,

PIexpgrpAq :“ lim
nÑ8

n
a

cHn pAq

existe e é um inteiro positivo.

Demonstração: Como a álgebra G´graduada é uma álgebra pFGq˚´módulo

com pFGq˚ semissimples de dimensão finita e o Lema 2.1.18 garante que cgrn pAq “
cpFGq˚

n pAq, temos pelo Teorema 2.4.6 que existem constantes C1, C2 ą 0, r1, r2 P R,

d P N tais que

C1n
r1dn ď cgrn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N, donde PIexpgrpAq “ dpAq.

2.5 Exemplos e Aplicações

Com o análogo da conjectura de Amitsur para álgebras com uma ação de Hopf

generalizada provado, vamos aplicar o teorema para alguns casos particulares, observando

os respectivos PI-expoentes. Entre os exemplos, vamos trabalhar com álgebras de matrizes,

cujos T-ideais são muito importantes na teoria de identidades polinomiais. Como o problema

de descrever o T-ideal das identidades das álgebras de matrizes n ˆ n sobre um corpo

infinito ainda não foi solucionado para n ě 3, tornou-se muito importante o estudo das

identidades polinomiais graduadas e das G´identidades, com G sendo um grupo finito.

Por isso, também vemos alguns exemplos trabalhando com esses tipos de identidades em

álgebras de matrizes.

Exemplo 2.5.1. Seja A “ B1 ‘B2 ‘¨ ¨ ¨‘Bq uma álgebra com uma H´ação generalizada,

onde Bi são álgebras semissimples H´simples e H é uma álgebra com unidade de dimensão

finita. Seja d :“ max
1ďkďq

dim Bk. Então existem C1, C2 ą 0, r1, r2 P R tais que

C1n
r1dn ď cHn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N.

De fato, observe que podemos aplicar o Teorema 2.3.8 para J “ 0 pois as

álgebras Bi são semissimples. Nesse caso, temos que

dpAq “ maxpdimpBi1 ‘ Bi2 ‘ Bisq |Bi1JBi2J . . . JBis ‰ 0, 1 ď ik ď q, 1 ď k ď s, 0 ď s ď qq
“ max

1ďkďq
dim Bk

“ d.



Capítulo 2. Conjectura de Amitsur 102

Exemplo 2.5.2. Seja A “ B1 ‘ B2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bq uma álgebra semissimples graduada por

um grupo finito, onde as álgebras Bi são simples graduadas de dimensão finita. Seja

d :“ max
1ďkďq

dim Bk. Então existem C1, C2 ą 0, r1, r2 P R tais que

C1n
r1dn ď cgrn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N.

Como A é uma álgebra semissimples, temos que o radical de Jacobson JpAq
é igual a zero. E como no Exemplo 2.5.1, temos d “ dpAq. Logo, o resultado é direto do

Teorema 2.4.7.

Exemplo 2.5.3. Seja A “ B1 ‘B2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Bq uma G´álgebra semissimples onde Bi são

álgebras G´simples de dimensão finita e G é um grupo finito. Seja d :“ max
1ďkďq

dim Bk.

Então existem C1, C2 ą 0, r1, r2 P R tais que

C1n
r1dn ď cGn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N.

Novamente, como A é semissimples temos JpAq “ 0. Assim, o Teorema 2.4.2 e

o fato de que d “ dpAq implicam o resultado.

Exemplo 2.5.4. Sejam G “ S3 e A “ M2pF q‘M2pF q. Considere a seguinte G´graduação

de A :

Apeq “
#˜

α 0

0 β

¸

;α, β P F
+

‘
#˜

γ 0

0 µ

¸

; γ, µ P F
+

,

App12qq “
#˜

0 α

β 0

¸

;α, β P F
+

‘ 0, App23qq “ 0 ‘
#˜

0 α

β 0

¸

;α, β P F
+

,

App13qq “ App123qq “ App132qq “ 0.

Essa é, de fato, uma graduação, pois A “ Apeq ‘ App12qq ‘ App23qq e ApσqApτq Ď
Apστq para quaisquer σ, τ P S3.

Note que M2pF q é um ideal simples de A e pode ser graduado usando a

graduação

M2pF qpeq “
#˜

α 0

0 β

¸

;α, β P F
+

, M2pF qpp12qq “
#˜

0 α

β 0

¸

;α, β P F
+

,

M2pF qpp13qq “ M2pF qpp23qq “ M2pF qpp123qq “ M2pF qpp132qq “ 0. Logo, o Exemplo 2.5.2 nos

diz que existem C1, C2 ą 0, r1, r2 P R tais que

C1n
r14n ď cgrn pAq ď C2n

r24n

para todo n P N, pois dim M2pF q “ 4.
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Exemplo 2.5.5. Seja A “ FG, onde G é um grupo finito e considere a G´graduação

natural A “
à

gPG

Apgq, com Apgq “ Fg.

Como FG é uma álgebra semissimples e cada Fg é uma álgebra simples, temos

pelo Exemplo 2.5.2 que existem C1, C2 ą 0, r1, r2 P R tais que

C1n
r1 |G|n ď cgrn pAq ď C2n

r2 |G|n

para todo n P N, pois dim FG “ |G|.

Exemplo 2.5.6. Seja A “ Fe1 ‘Fe2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Fem uma soma direta de ideais onde e2
i “ ei

e m P N. Suponha que G Ď Sm age sobre A da forma σei “ eσpiq para σ P G. Sejam Oi,

i “ 1, . . . , q, as órbitas da G´ação sobre t1, 2, . . . ,mu. Sendo d :“ max
1ďiďq

|Oi|, então existem

C1, C2 ą 0, r1, r2 P R tais que

C1n
r1dn ď cGn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N.

Lembre que as órbitas Oi são as classes de equivalência da relação „, onde

i1 „ i2 se, e somente se, existe σ P G tal que i1 “ σpi2q. Dessa forma, os conjuntos Oi são

disjuntos e unidos formam t1, . . . ,mu, ou seja, os conjuntos Oi juntos formam uma partição

do conjunto t1, . . . ,mu. Assim, temos que A “ B1 ‘B2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Bq, onde Bi “ xej |j P OiyF
são ideais G´invariantes. Note que dim Bi “ |Oi| e, consequentemente, o máximo das

dimensões de Bi, para 1 ď i ď q é igual a d. Logo, para chegar ao resultado desejado

usando o Exemplo 2.5.3, falta provar que os ideais Bi são G´simples para i “ 1, . . . , q.

De fato, se I é um ideal não trivial G´invariante de Bi, então existe a “
ÿ

jPOi

αjej P I tal que αk ‰ 0 para algum 1 ď k ď q. Assim, o elemento ek está em I, pois

eiej P Fei X Fej “ 0, donde ek “ 1
αk
eka. Além disso, se j P Oi, então existe σ P G tal que

ej “ σek, ou seja, ej P I para todo j P Oi, pois I é G´invariante. Portanto, I “ Bi e Bi é

G´simples.

Exemplo 2.5.7. Seja A “ A1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Am como soma direta de ideais, com Ai – MkpF q,
1 ď i ď m e k,m P N. O grupo Aut˚pMkpF qq ˆ Sm age em A da seguinte maneira: se

pϕ, σq P Aut˚pMkpF qq ˆ Sm e pa1, . . . , amq P A, então

pϕ, σq ¨ pa1, . . . , amq :“
´

a
ϕ
σ´1p1q, . . . , a

ϕ
σ´1pmq

¯

.

Seja G Ď Aut˚pMkpF qqˆSm um subgrupo e denote por π : Aut˚pMkpF qqˆSm Ñ
Sm a projeção natural na segunda componente. Sejam Oi, i “ 1, . . . , q, as órbitas da
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πpGq´ação sobre t1, 2, . . . ,mu e d :“ k2 max
1ďiďq

|Oi|. Então existem C1, C2 ą 0, r1, r2 P R

tais que

C1n
r1dn ď cGn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N.

Note que A “ B1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bq, onde Bi “
à

jPOi

Aj. Como as órbitas Oi são as

classes de equivalência da relação „, onde i1 „ i2 se, e somente se, existe pϕ, σq P G tal que

σpi2q “ i1, temos que as álgebras Bi são G´invariantes, pois para quaisquer pϕ, σq P G,
j P Oi,

pϕ, σq ¨ Aj “ A
ϕ
σ´1pjq “ Aσ´1pjq

e j „ σ´1pjq implica que σ´1pjq P Oi, donde pϕ, σq ¨ Aj Ď Bi.

Além disso, cada Bi é G´simples. De fato, se I é um ideal não trivial

G´invariante de Bi, existe a “
ÿ

jPOi

aj P I com aj P Aj e al ‰ 0 para algum l P Oi.

Seja el a matriz identidade de Al. Então

ela “
ÿ

jPOi

elaj “ al ‰ 0,

pois elaj P Al X Aj “ 0 se j ‰ l. Dessa forma, temos 0 ‰ ela P I X Al, ou seja I X Al ‰ 0.

De Al – MkpF q, temos que Al é uma álgebra simples, donde Al Ď I.

Ainda, temos que para cada j P Oi, existe pϕ, σq P G tal que σ´1plq “ j.

Logo, pϕ, σq ¨ Al “ A
ϕ
σ´1plq “ Aj. Como I é G´invariante, obtemos que Aj Ď I para todo

j P Oi, ou seja, I “ Bi e Bi é G´simples. Portanto, temos pelo Exemplo 2.5.3 que existem

C1, C2 ą 0, r1, r2 P R tais que

C1n
r1dn ď cGn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N, onde d “ k2 max
1ďiďq

|Oi|, pois

dim Bi “ dim p‘jPOi
Ajq “ |Oi|k2.

Exemplo 2.5.8. Seja A “ A1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Am como soma direta de ideais, onde Ai – UTkpF q,
a álgebra das matrizes triangulares superiores k ˆ k, com 1 ď i ď m e k,m P N. Suponha

que um subgrupo G Ď Sm age em A da forma

σ ¨ pa1, . . . , amq :“
`

aσ´1p1q, . . . , aσ´1pmq

˘

para quaisquer σ P G e pa1, . . . , amq P A. Sejam O1, O2, . . . , Os as órbitas da G´ação sobre

t1, 2, . . . ,mu e d :“ k ¨ max
1ďiďs

|Oi|. Então existem C1, C2 ą 0, r1, r2 P R tais que

C1n
r1dn ď cGn pAq ď C2n

r2dn

para todo n P N.
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Vamos denotar por eptq
ij , 1 ď i ď j ď k, as matrizes unidade de At, 1 ď t ď m.

Sendo Bij “ xeptq
jj | t P OiyF e J :“ xeptq

ij | 1 ď i ă j ď k, 1 ď t ď myF , temos que

A “
˜

s
à

i“1

k
à

j“1

Bij

¸

‘ J,

onde
s

à

i“1

k
à

j“1

Bij representa as matrizes diagonais e J representa as matrizes triangulares

estritamente superiores. Note que cada Bij é G´invariante, pois pela definição da G´ação,

temos que se σ P G, então σeptq
ij “ e

pσ´1ptqq
ij P Bij, pois t „ σ´1ptq. Pelo mesmo argumento, J

tamém é G´invariante. Além disso, J é um ideal nilpotente, por ser formado por matrizes

triangulares estritamente superiores.

Temos também que cada Bij é G´simples. De fato, se I é um ideal não trivial

G´invariante de Bij, então existe a “
ÿ

tPOi

αte
ptq
jj P I com αl ‰ 0 para algum l P Oi. Então,

1
αl
e

plq
jj a “

ÿ

tPOi

αt

αl
e

plq
jj e

ptq
jj “ e

plq
jj P I.

Como I é G´invariante e para qualquer t P Oi, existe σ P G tal que σ´1plq “ t.

Logo, eptq
jj “ σe

plq
jj P I e I “ Bij, donde Bij é G´simples. Dessa forma, temos pelo Teorema

2.4.2 que existem C1, C2 ą 0, r1, r2 P R tais que

C1n
r1dpAqn ď cGn pAq ď C2n

r2dpAqn

para todo n P N.

Podemos ainda, melhorar o valor de dpAq. Note que, para 1 ď i ď s e t P Oi,

temos que

0 ‰ e
ptq
1k “ e

ptq
11 e

ptq
12 e

ptq
22 e

ptq
23 . . . e

ptq
kk P Bi1JBi2J . . . JBik.

Consequentemente, Bi1JBi2J . . . JBik ‰ 0 e, pela definição de dpAq, temos que

dpAq ě dimpBi1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bikq “ k|Oi|
ñ dpAq ě k ¨ max

1ďiďs
|Oi|.

(2.16)

Agora, suponha que Bi1j1JBi2j2J . . . JBirjr ‰ 0 para alguns 1 ď il ď s, 1 ď
jl ď k e r P N. Então existem e

pqlq
jljl

P Biljl , ql P Oil e e
pq1

l
q

i1
l
j1

l
P J com 1 ď il ď s, 1 ď jl ď k e

1 ď i1l ă j1
l ď k, tais que

e
pq1q
j1j1

e
pq1

1
q

i1
1
j1

1

e
pq2q
j2j2

e
pq1

2
q

i1
2
j1

2

. . . e
pq1

r´1
q

i1r´1
j1

r´1

e
pqrq
jrjr

‰ 0.

Observe que, para esse elemento ser não nulo, devemos ter q1 “ q1
1 “ q2 “ q1

2 “
¨ ¨ ¨ “ q1

r´1 “ qr, donde i1 “ i2 “ ¨ ¨ ¨ “ ir. Também devemos ter jl “ i1l e j1
l “ jl`1. E como
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1 ď i1l ă j1
l ď k, obtemos que r ď k. Assim, temos que dimpBi1j1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Birjr q ď k|Oi1 |,

donde

dpAq ď k ¨ max
1ďiďs

|Oi|. (2.17)

Portanto, usando as desigualdades (2.16) e (2.17), obtemos que

PIexpGpAq “ dpAq “ k ¨ max
1ďiďs

|Oi|.

2.5.1 Álgebra de Sweedler

Seja H4 “ x1, c, b, cbyF a álgebra de Hopf do Exemplo 1.3.28, conhecida como

álgebra de Sweedler de dimensão 4. Temos que c2 “ 1, b2 “ 0, bc “ ´cb, ∆pcq “ c b c,

∆pbq “ c b b ` b b 1, εpcq “ 1, εpbq “ 0, Spcq “ c e Spbq “ ´cb. Além disso, H4 é um

H˚
4 ´módulo à esquerda com a ação g ¨ h “

ÿ

gphp2qqhp1q para g P H˚
4 e h P H4 com

∆phq “
ÿ

hp1q b hp2q.

Vamos ver que, apesar de não podermos aplicar o Teorema 2.3.8 diretamente,

podemos adaptar os teoremas e lemas anteriores para provar o análogo da conjectura de

Amitsur para a álgebra de Sweedler de dimensão 4 com a ação de seu dual. Além disso,

a álgebra H4 é interessante porque é uma álgebra de Hopf não comutativa de dimensão

mínima.

Sendo tg1, gc, gb, gcbu a base de H˚
4 , onde gxpyq “ 1 se x “ y e gxpyq “ 0 se

x ‰ y para x, y P H4, temos que

g1 ¨ 1 “ g1p1q1 “ 1, g1 ¨ c “ g1pcqc “ 0, g1 ¨ b “ g1pbqc ` g1p1qb “ b

e g1 ¨ pcbq “ g1pcbq1 ` g1pcqcb “ 0, pois ∆pcbq “ ∆pcq∆pbq “ 1 b cb` cbb c. Prosseguindo

de forma análoga, podemos construir a tabela da ação de g1, gc, gb e gcb sobre 1, c, b e cb :

1 c b cb

g1 1 0 b 0

gc 0 c 0 cb

gb 0 0 c 0

gcb 0 0 0 1

.

Observe que H4 é uma álgebra H˚
4 ´simples. De fato, se I é um ideal não trivial

H˚
4 ´invari-ante de H4, então existe 0 ‰ a “ α1 ` βc ` γb ` µcb P I. Assim, se γ ‰ 0 ou

µ ‰ 0, temos que gb ¨ a “ γc e gcb ¨ a “ µ1, donde c P I ou 1 P I, pois I é H˚
4 ´invariante.

Os dois casos indicam que 1 P I, pois c2 “ 1 e, consequentemente, obtemos I “ H4. Se

γ “ µ “ 0, então a “ α1 ` βc com α ‰ 0 ou β ‰ 0. Como g1 ¨ a “ α1 e gc ¨ a “ βc, temos

novamente que 1 P I ou c P I, donde I “ H4.
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Lembrando que o radical de Jacobson J :“ JpH4q é dado pela interseção dos

ideais maximais à esquerda de H4, temos que J “ xb, cbyF . De fato, c e 1 não podem estar

em um ideal próprio de H4, pois H4 “ H4xcyF “ H4x1yF . Dessa forma, xb, cbyF é o único

ideal maximal à esquerda de H4.

Observação 2.5.9. Note que J não é H˚
4 ´invariante, pois gcb ¨ pcbq “ 1 R J. Por isso,

não podemos aplicar o Teorema 2.4.3 para esse caso. Além disso, mesmo H4 sendo uma

álgebra H˚
4 ´simples, não conseguimos provar o Lema 2.3.1 para H4, pois a forma bilinear

trpϕp¨qϕp¨qq, onde ϕ é a representação regular à esquerda de H4, é degenerada.

De fato, temos que ϕp1q “ I4ˆ4,

ϕpcq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, ϕpbq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 ´1 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

e ϕpcbq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0

0 0 0 0

0 ´1 0 0

1 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Assim, temos que trpϕpbqϕp1qq “ tr(ϕpbqϕpcqq “ trpϕpbqϕpbqq “ trpϕpbqϕpcbqq “
0 e, consequentemente, trpϕp¨qϕp¨qq é degenerada.

Mas apesar de não podermos aplicar o Teorema 2.4.3 para H4, ainda podemos

provar o resultado de forma direta. Para isso, precisamos do lema a seguir, que é análogo

ao Lema 2.3.5.

Lema 2.5.10. Para cada n P N existem subconjuntos disjuntos X1, . . . , Xk Ď tx1, . . . , xnu,
com |X1| “ ¨ ¨ ¨ “ |Xk| “ 4, k “

”n

4

ı

, e um polinômio f P PH˚
4

n zIdH
˚
4 pH4q alternado nas

variáveis de cada conjunto Xj.

Demonstração: Considere o H˚
4 ´polinômio

f1 “
ÿ

σPS4

psgn σqxg1

σp1qx
gc

σp2qx
gb

σp3qx
gcb

σp4q.

Fazendo x1 “ 1, x2 “ c, x3 “ b e x4 “ cb, temos os únicos monômios de f1

que não se anulam com essa substituição são os monômios com σp3q “ 3 e σp4q “ 4,

pois usando a tabela da ação de H˚
4 sobre H4, vemos que gb ‰ 0 somente em b e gcb ‰ 0

somente em cb. Assim, as únicas permutações que sobram são p1q e p12q, donde

f1p1, c, b, cbq “ pg1 ¨ 1qpgc ¨ cqpgb ¨ bqpgcb ¨ pcbqq ´ pg1 ¨ cqpgc ¨ 1qpgb ¨ bqpgcb ¨ pcbqq “ c2 ´ 0 “ 1.

Dessa forma, o polinômio

f “
˜

k
ź

j“1

f1px4j´3, x4j´2, x4j´1, xjq
¸

x4k`1x4k`2 ¨ ¨ ¨ xn
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é um H˚
4 ´polinômio multilinear que não é identidade de H4, pois f não se anula com

a substituição x4j´3 “ 1, x4j´2 “ c, x4j´1 “ b, x4j “ cb para 1 ď j ď k e xl “ 1 para

4k ` 1 ď l ď n. Além disso, f é por construção alternado nas variáveis de cada conjunto

Xj “ tx4j´3, x4j´2, x4j´1, x4ju, com |Xj| “ k e j “ 1, . . . , k.

Teorema 2.5.11. Seja F um corpo. Então existem C ą 0 e r P R tais que

Cnr4n ď cH
˚
4

n pH4q ď 4n`1

para todo n P N.

Demonstração: Pelo Lema 2.1.22, temos que

cH
˚
4

n pH4q ď pdim H4qn`1 “ 4n`1

e a segunda desigualdade está provada.

Para a primeira desigualdade podemos assumir que F é algebricamente fechado,

pois as codimensões não variam para extensões do corpo base e H4 bF K continua sendo

uma álgebra de Sweedler para qualquer extensão K Ě F. Assim, precisamos adaptar

as demonstrações do Lema 2.2.2, do Lema 2.3.7 e do Teorema 2.3.8 para H4, usando a

decomposição de H4 como o próprio H4, que é H˚´simples, ou seja, sem destacar o radical

de Jacobson na decomposição. Por isso, vamos usar p “ 1 nas demonstrações e d “ 4 “
dim H4.

Adaptando o Lema 2.2.2 para H4, temos que provar que se λ “ pλ1, . . . , λrq $ n

é uma partição com
r

ÿ

i“5

λi ě 1 ou λ5 ą 0, então mH
λ “ 0. Supondo λ5 ą 0, a demonstração

é a mesma. Agora, supondo
r

ÿ

i“5

λi ě 1, temos diretamente que λ5 ě 1 ą 0 e, pela primeira

parte da demonstração, obtemos mH
λ “ 0.

Na adaptação do Lema 2.3.7, vamos usar n0 “ 0, k “
”n

4

ı

e o H˚
4 ´ polinômio

f do Lema 2.5.10, que é alternado em cada X1, . . . , Xk Ď tx1, . . . , xnu com |Xj| “ 4 para

todo 1 ď j ď k. Precisamos encontrar uma partição λ “ pλ1, . . . , λrq $ n tal que λ5 ą k´1

e mλ ‰ 0. Para mostrar que mλ ‰ 0, o processo é o mesmo. E como e˚
Tλ
f simetriza as

variáveis de cada linha de Tλ, cada linha deve ter no máximo uma variável de cada Xj.

Assim,

λ1 ` λ2 ` λ3 ď 3k ` pn ´ 4kq “ n ´ k,

onde n ´ 4k é o número de variáveis de f que não estão em nenhum Xj. Já pela nossa

adaptação do Lema 2.2.2, temos que

λ1 ` λ2 ` λ3 ` λ4 ą n ´ 1.
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Juntando as duas informações, obtemos

λ4 ą n ´ 1 ´ pλ1 ` λ2 ` λ3q ě n ´ 1 ` k ´ n “ k ´ 1.

Com a adaptação desses dois lemas, o Teorema 2.3.8 é facilmente adaptável

usando 2k ´ p “ k ´ 1 e d “ 4. Assim, podemos assumir o resultado do Teorema 2.3.8

para H4, ou seja, existem C ą 0 e r P R tais que

Cnr4n ď cH
˚
4

n pH4q

para todo n P N.

Assim, encontramos que o PI-expoente da álgebra de Sweedler de dimensão 4

com a ação de seu dual é igual a 4, que é um inteiro positivo. A álgebra de Sweedler é

um exemplo muito interessante também porque dependendo do tipo de identidade que

estudamos, podemos encontrar um PI-expoente não inteiro. Segundo [10], temos que a

álgebra de Sweedler com graduação de um semigrupo possui PI-expoente racional.
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3 Considerações Finais

No estudo das identidades polinomiais para uma álgebra A sobre um corpo de

característica zero, vimos que o problema pode ser reduzido ao estudo das identidades

polinomiais multilineares. A partir daí, se tornou interessante o espaço Pn{PnX IdpAq, que

representa o espaço das não identidades polinomiais multilineares de A em n variáveis. O

estudo das codimensões é mais um passo na busca pelas identidades polinomiais.

A conjectura de Amitsur apresenta uma limitação para as codimensões. A ideia

de formular análogos da conjectura de Amitsur para álgebras com algum tipo de ação

abre novas possibilidades para o estudo das identidades polinomiais.

A prova do análogo da conjectura de Amitsur para H´codimensões é uma prova

alternativa para a conjectura de Amitsur para codimensões ordinárias usando H “ t1u.
Além disso, vimos que as codimensões graduadas por um grupo finito e as G´codimensões,

onde G é um grupo finito que age por automorfismos e antiautomorfismos, são casos

particulares de H´codimensões. Sendo casos particulares, conseguimos reduzir as hipóteses

do análogo da conjectura de Amitsur para H´codimensões, ou substituir por hipóteses

mais fracas.

Além de ser útil para as álgebras que se encaixam nas hipóteses da prova do

análogo da conjectura de Amitsur para H´codimensões, o desenvolvimento da prova

apresenta importantes ferramentas que podem ser utilizadas na busca do PI-expoente de

uma álgebra, mesmo quando essa não satisfaz todas as hipóteses do teorema, assim como

fizemos para a álgebra de Sweedler de dimensão 4. Fica para futuros estudos encontrar o

expoente PI de outros tipos de álgebras, como as álgebras de Lie, as álgebras de Jordan e

as álgebras alternativas, além de explorar as hipóteses necessárias para esses casos.
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