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RESUMO

Considere o problema do caminho mais curto no trafego em uma rede. No caso determi-
nistico em que o tempo necessario para percorrer uma rota é constante, procuramos a maneira
mais rapida de viajar entre duas localidades. A Percolagao de Primeira Passagem é a extensao
desse problema que considera o caso em que cada aresta do grafo esta associada a uma variavel
aleatoria positiva, procurando nesse contexto a existéncia de uma estratégia geral otimizada de
viajar ao longo da rede, cujo tamanho das arestas sao variaveis aleatérias. O presente trabalho
tem como objetivo apresentar o modelo de Percolagao de Primeira Passagem, mostrar a exis-
téncia de uma constante, chamada “constante de tempo” (uma ferramenta fundamental para
o modelo) e investigar a forma assintética do conjunto de pontos atingidos, para tal desenvol-
vemos alguns resultados importantes da teoria: o Teorema Ergddico Subaditivo, o Teorema da
Forma Assintotica e o Teorema de Kesten.

Palavras-chave: Percolacao, Teorema Ergddico Subaditivo, Teorema da Forma Assinté-
tica, Teorema de Kesten.



ABSTRACT

Consider the shortest path problem in traffic network. The deterministic case, when the
time taken to traverse a route is constant, we search for the fastest way to travel between two
locations. The First Passage Percolation is an extension of this problem that considers the case
in which each edge in the graph is associated with a positive random variable, in this context
searching for the existence of a general optimized strategy to travel along a network, whose
size of the edges are random variables. This study aims to present the model of First Passage
Percolation, show the existence of the "time constant" (a fundamental tool for the model) and
investigate the asymptotic form of the set of achieved points, and for such we develope some
important results of the theory: the subadditive ergodic theorem, the asymptotic shape theorem
and Kesten’s theorem.

Keywords: Percolation, Subadditive ergodic theorem, Asymptotic shape theorem, Kesten’s
theorem.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo chamado Percolacao de Primeira Passagem foi formulado por J.M. Hammersley
e D.J.A. Welsh (1965) como um modelo dependente da passagem de um fluido através de um
meio poroso.

A motivacdo do modelo pode ser ilustrada através do exemplo: considere um conjunto
de arvores em um pomar, plantadas nos vértices do grafo, e também que a distancia entre
elas possibilite que as arvores doentes infectem somente suas quatro vizinhas mais proximas.
Além disso, uma arvore infectada tem probabilidade p de infectar cada vizinha de maneira
independente. A teoria de percola¢do estd preocupada com a probabilidade Py(p) de que, a
partir de uma arvore infectada, a doenca se espalhe para mais N outras. Esse modelo é muitas
vezes chamado de modelo de Bernoulli de percolagao no grafo.

De maneira mais geral, suponha ainda que uma arvore ira infectar uma dada vizinha somente
apés a decorréncia de um tempo aleatério t. ‘Percolagao de Primeira Passagem’ estuda o tempo
no qual o contagio, pela primeira vez, se espalha para fora de uma dada regiao.

Outra forma de idealizar o modelo é considerando o problema do caminho mais curto no
trafego em uma rede. No caso deterministico em que o tempo necessario para percorrer uma
rota é constante, procuramos a maneira mais rapida de viajar entre duas localidades. Nesse
caso, existem muitos algoritmos conhecidos para selecionar a rota mais rapida.

‘Percolagdo de Primeira Passagem’ é a extensao desse problema que considera o caso em
que cada aresta e € Z¢ estd associada a uma varidvel aleatéria positiva T'(e), procurando
nesse contexto a existéncia de uma estratégia geral otimizada de viajar ao longo da rede, cujo
tamanho das arestas sao variaveis aleatorias.

O estudo da Percolagdao de Primeira Passagem, estda focado no tempo de passagem de um
ponto de partida a um outro fixo e na forma do conjunto dos pontos atingidos (“infectados”)
até um tempo t.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar o modelo de Percolacao de Primeira Pas-
sagem, mostrar a existéncia de uma constante, chamada “constante de tempo” (uma ferramenta
fundamental para o modelo) e estudar a forma assintética do conjuntos de pontos atingidos.
Para tal, desenvolveremos alguns importantes teoremas da teoria: o Teorema Ergddico Subad-
tivo, o Teorema da Forma Assintética e o Teorema de Kesten.

No primeiro capitulo, vamos definir formalmente o modelo, provar o Teorema Ergddico
Subaditivo, dai a partir do teorema definir a constante de tempos p e explorar algumas de suas
propriedades.

No segundo capitulo, vamos estudar a forma assintética do conjunto de pontos atingidos:

10
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Vamos demonstrar o Teorema da Forma Assintética para dar uma descricdo ao conjunto e
fornecer um critério que nos permite saber quando a constante de tempo é nula ou estritamente
positiva.

Finalmente vamos demonstrar o Teorema de Kesten, que relaciona a forma do conjunto de
pontos atingidos com a distribui¢ao do tempo de passagem pelas arestas.
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Capitulo 2

Modelo e Constante de Tempo

Vamos definir o modelo de Percolagao de Primeira Passagem sobre Z4(d > 2). Para estudar
o modelo iremos enunciar e demonstrar o Teorema Ergddico Subaditivo. A partir do teorema
vamos definir a constante de tempo u e exibir algumas de suas propriedades.

2.1 Modelo de Percolacao de Primeira Passagem

Seja o grafo (Z4, &), d > 2, cujos vértices sio os pontos de Z¢ e o conjunto de arestas é

£ = {(u,v) € Z* x Z% |u — v|;= 1}

em que |-|; é a norma definida por

d
Vo € Rd, |$C|12: Z|$Z’
i=1

Por simplificagdo usaremos |-| ao invés de |-|;. A cada aresta e € & serd associada uma
varidvel aleatéria t(e). Assumindo que todas t(e), e € &£, sao independentes e de mesma
distribuigao v. Seja F' a fungdo de distribuicao de v, F(0—) = 0.

Assim t(e) sao quase certamente nao-negativas, vamos denominar t(e) como o “tempo de
passagem” pela aresta e. Um “caminho” de u a v é uma sequéncia de vértices (vq,...,Uny1)
tal que v; = u, v,p1 = veVi € {l,...,n}, ¢ := (v;,v;11) é uma aresta. Denotaremos por
I' o conjunto de todos os caminhos. Um caminho é dito “sem sobreposi¢cao” se nao contém
duas vezes o mesmo vértice, denotamos por I'y; o conjunto dos caminhos sem sobreposicao.

Denotaremos por I'(u,v) o conjunto dos caminhos de u a v, I'(u, aq, ..., ax,v) o conjunto dos
caminhos de u a v passando por aq, ..., a.
O tempo necessario para percorrer um caminho r = (vq, ..., U, 1) Sera:

T(r):= zn:t(ei),

=1

onde e; = (v;,v;41). Agora, para dois pontos u e v € Z%, vamos definir uma semi-distancia
aleatoria por:

T(u,v) = inf{T(r);r € I'(u,v)} = inf{T(r);r € Tss(u,v)}.

13



14 CAPITULO 2. MODELO E CONSTANTE DE TEMPO

Observe que se u = v, T'(u,v) = 0.

Se um caminho r verifica T'(u,v) = T(r), dizemos que r é uma “rota” de u a v. Uma rota
¢ um caminho de distancia minima.

E conveniente estender a definicio de T'(-,-) = & R? x R, da seguinte forma:

Vu,v € R T(u,v) := T(u*,v")

em que u* (respectivamente v*) sdo os vértices de Z¢ mais préximos de u (respectivamente v),
com relagdo a norma ja definida. Temos, entao, a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.0.1 (semi-distancia). T'(-,-) é uma semi-distancia, isto é:
1. Yu,v € RY T(u,v) > 0.
2. Yu,v € R, T(u,v) =T (v, u)
3. Yu,v,w € RE T (u,v) < T(u,w) + T(w,v)

Demonstragio. O tempo de passagem € positivo logo 1. é valida e 2. é verdadeira por defini¢ao.
Resta mostrar 3., sejam u, v, w € R?

T(u,v) =T(u*v")
= inf{T'(r);r € ['(u*,v*)}
< inf{T(r);r € T'(u*,w*,v*)}
ri € D(u*,w*),ry € [(w*,v*)}

)+ T(ra);
<inf{T'(r1);m € I'(u*,w*)} +inf{T(r2);rs € I'(w*, v*)}
< T(u*,w*) + T(w*,v*) < T(u,w) + T(w,v).

]

O estudo do tempo apds o qual o vértice u é alcancado a partir de 0 é representado por
T(0,u), Vu € Z%. Para isso definiremos o seguinte processo estocastico:

U = T (meyr, nep)
em que € := (1,0,...,0). Seja H, = {z|r; = n} definiremos também:
by = Inf {T(r)|r € T'(mer, Hy)},

¢ evidente que by, ,, < Gy
O conjunto de pontos atingidos até o tempo t sera:

B(t) :={z ¢ R": T(0,2) < t}
O processo (G, )mneze tem forte subaditividade. Para explorar melhor esse processo preci-

samos desenvolver uma ferramenta fundamental da percolagdo de primeira passagem, o teorema
ergddico subaditivo, que é o assunto da proxima sec¢ao.
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2.2 Teorema Ergddico Subaditivo

Antes de enunciarmos o teorema faremos as seguintes defini¢oes:

Definicao 2.2.0.1. Um processo (X, n;m < n) é subaditivo se Xy, < Xy, + Xo0, para
m<r <n.

Definicao 2.2.0.2. Um processo (X3 m < n) é homogéneo se { X miktx>1 nao depende de
m.

Definicao 2.2.0.3. Um processo (X, n;m < n) € estaciondrio se (Xpnim < n) e (X1 p41;m <
n) tém a mesma lei.

Kingnan desenvolveu o Teorema Ergddico Subaditivo para demonstrar a convergéncia de
%n em [Kin76]. A versao do teorema presente nesse trabalho é a de Liggett em [Lig85].

Teorema 2.2.0.1. Seja { Xy p}imnene uma familia de varidveis aleatorias tais que:
i Xon < Xom + Xmm, V0 < m < n.(“subaditividade”)
it. { X m+k k>1 nao depende de m.(“homogeneidade”)
. Yk > 1, { Xk (m+1)k fm>1 € estaciondrio.

. Vn e N, E(|Xo,|) < 0o e E(Xy,) > —cn, com c constante.

Entao: B(X (X B(X
3 lim E(Xon) e lim E(Xon) = v sendo 7 := inf E(Xon) (2.2.1)

n—00 n n—00 n neN n

T XO,n . 1 o 1
X = lim existe g.c. eem L', v =E(X) q.c. eem L (2.2.2)
n—od n
Além disso se o processo em iii. € também ergodico (A.1.0.1), entao

X =7 qc (2.2.3)

Demonstracao. De i.,i1. e iii. temos:

Xin < X + X, VO< I <m<n

{Xm+k,n+k}0§m<n
nao depende de k.
———_— X . ¢
Fazendo X,, := Xon, 7n = E(X,), X :=limsup — e X := liminf —

n—oo M n—oo  n
A demonstragao sera dividida em quatro etapas:
E(Xo, E(Xo,
neN n n—00 n

2. E(X) <« eseiii. é ergbdico, entdo X < vy q.c
3. BE(X) =~
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X
4. lim E|—2 — ¢

n—oo n

=0

Etapa 1: De i. e 1.
T < Ym + Yn-m

Seja v := 1I§f1 In 00, pois F(X,,) > —cn Fixamos m > 1, logon = km+1em que 0 <1 < m,
n>1 n
entao
Yrn = Vem+l < Vm + Vemtiem = Ym + Ve=Dym+l < Vem + N < EYm + i

Y < kYm + 7

:m—i-é—wn,dai

|~

Quando n tende a oo, = ’%” +

limsupﬁ < — ,Vm >0
m

n—oo N

logo
v < lim inf 1 " < limsup — Tn

n—oo  n n—oo N

Ly = lim 1%

n—oo n,

<7

Etapa 2: Seja k > 1, de 1.
an S XO,km + Xk:m,kna

usando 1. repetidas vezes podemos escrever
n
Xin < ZXk(j—l),kj7
j=1
Por iii. e o teorema ergddico de Birkhoff (A.1.0.5) temos que
1 n
— ZXk(j—l),kj — Vj, q.c. eem L
j=1
onde V} é uma varidvel aleatéria com v, = E[V}] entao

Vi

n—00 n_k

Portanto,

Xin
E [h?j}ip kn ] = %

Usando 7. novamente,
anJrj S an + Xk‘n,kn+j-

Por 7. a distribuicao de Xy, kn; depende apenas de j e tem mesma distribuicao que X ; que
tem esperanca finita. Assim, Ve > 0

(S ) o5 p (M) < zp( oal )gE

X .
| 0,J|]<OO

€
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Por consequéncia do Lema de Borel-Cantelli
Xin knai ,
M:()q.c. VO <j <k.

lim
n—oo n
Dai % %
lim sup = < limsup =22 + lim sup —orekntd
n—00 kn n— 00 kn n— 00 kn
Xinti Xin
lim sup Dty < lim sup LY
n—00 kn n—00 kn
Dessa forma E(X) < 2, fazendo k — oo
E(X) <
= Y, assim,

ZXk(] 1),

Se o processo ¢ ergddico lim —
TL—>OO
X <~q.c.

Etapa 3: Seja U, uma variavel aleatoria independente de todas as Xj,,, com distribuicao
uniforme no conjunto {1, n} e seja Y = Xpiu, — Xkav, 1. Assim,

1 " 1

— E(Xp1 — Xiyim1) = —E( X — Xi) (Yrtn — M)
4 n n

1 n
*Z Xiven) < B(XT).

e
1 n
E(( — E( Xk — Xeam
= ; K+ K+l 1) n
De acordo com 7i. temos
|Yk |_ ( ) ka
E(|Y{|) < E(X]) — E(Y}).

Dai
sup E(|Y"]) < 2E(X;) — inf {M} < 2B(X7) — My(inf 7).
n n n

Seja My :=sup E(Y)![) <ocoe lim E(Y") =~ Vk=>1
Usando o Teorema de Prokhorov (A.2.0.6), iremos mostrar que é possivel extrair da familia

({Y}x>1), uma subsequéncia que converge para uma familia estacionaria {Yj}xr>;. Para isso

vamos mostrar que ({Y"}is1)nen- ¢ rigida (A.2.0.2)
Pela desigualdade de Markov:
[Yi'lle ~ Mpe €

E
M2k M2k 2k

IN

M,
Vn>1,Ve>0,P (|Y,:| kzk)
€

M\m
|
[N

)zt
k>>1

logo
Vn > 1,Ve > 0,P <3k:; V"> 2k
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Assim

— M2k M2*
Vn21,Ve>O,P({Yk”}k>1EH[ i D>1—e

iS1 € €

dai, Vn > 1 e € > 0, existe um compacto k. de RN tal que P({Y;"}r>1 € k) > 1 —e.
Finalmente a familia ({Y;"}x>1) é rigida, aplicando o teorema de Prokhorov, existe uma
subsequéncia (n;);en com distribuigao conjunta {Y;" }x>; convergente para a familia estacionéria

Yitest
Para qualquer funcdo limitada f € R, que depende de um ntmero finito de coordenadas,
temos

E[(f(Y1,Ys2,...)] = - fdPy

o1
= lim — SE[f( X1 — Xi, Xigo — Xiga, - - )] (2.2.4)

em que A é definido por A(xq, 2, ..., Tk, ...) = (To — T3,T3 — To, ..., Tpi1 — T, ...) €0 €0
“shift natural”; ou seja, 0(x1,xs,...) = (v, x3,...).
Resta mostrar que {Yj}r>1 é estaciondria, ou seja,

/ fdPy:/ Fo0dPy
RN+ RN«

de fato

1
/ fdPy—/ foedpyzhm( foAdPX—/ fvoemdPX>:o
RN« RN« RN« RNx

1—00 N;

pois f é limitada.
Portanto {Y%}r>1 ¢ uma sequéncia estaciondria. De i. e ii.

L
Y'ln = XUn+1 - XUn < XUn7Un+1 = Xl

Assim, usando iv. {(Y{")*},>1 é uniformemente integravel.
Pelo Lema de Fatou e lim [V}"] =~,k > 1 temos:

E(Y1) > limsup E(Y)") = 7,

Como {(Y{")*},>1 é uniformemente integravel, 3¢ > 0 tal que sup E ((Y1")+]I{(y1n)+>c}) <.
Seja Z1' = c—Y" Ac > 0, pelo Teorema do Mapeamento Continuo,
Z{léZl =c—Y Nc.
Pelo lema de Fatou novamente,
E(Z)) < lim inf E(Z1)

E(-Y"N¢) < lim inf £(=Y7" A c) <limsup E(Y" Ac) < E(Y"A¢c) < E(Y1).
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Dai
sup| E(Y" A ¢) = EOP)S E(Y Ae = Y1) < B (V) Tpysa) < ¢

Logo B(Y) > 7.
De acordo com o Teorema de Birkhoff,

n—oo n,

1 n
YV =1m—> Y 3JqceEBEY)=EY)>n.
k=1

Resta mostrar que X é maior que Y estocasticamente, para isso basta mostrar:
(Y, V1 + Yo, Y1+ Yo + Y3, 0) <o (X1, X2, X3,...),
o que é equivalente a
Xo Xy X,

Yi+Ys Vi+Ye+7Y3 1 &
IS Y ) S (X, 2228 An oy
92 ) 3 ) ’n,; ks )_t ( 1 92 3 n )

(Y1,

o que vem de i. e 7i.. Através de (2.2.4), para qualquer fun¢io limitada f em R que depende
de um ntmero finito de coordenadas,

.
E[f(Yi, ,3/1 + }/2, .. )] = lim 7ZE[]C(XZ+1 - Xl,XH_Q — Xl—&-l» .. )]

1—00 n; =1

1—00

S lim 2 E[f(Xl,H—h Xl7l+2, .. )] S E[f(Xl, X2, .. )]
=1

Logo E(X) > 4
Etapa 4: Das etapas 2 e 3 temos
X =X=X
em que E(X) = 7.
Tomando X3, < Z?Zl Xi(j—1),k; € fazendo k = 1, temos:

n
Xn <3 Xjye
j=1

Logo (%) < 57, X7

j—1; que converge em L' e dessa forma ¢ uniformemente integravel,
portanto:

XA\ T X\t
(n> é uniformemente integravel, ou seja, li_}rn E <<") - X +> =0
n n—o0 n

Xy
Além disso, lim E () = F(X), ou seja, F (% — X) = 0. Como

n—oo n
X X + X
([ x5 ) o
n n n
obtemos %
lim F|=2 —x/ =0
n—oo n
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2.3 A constante de tempo

O teorema serd aplicado ao processo a,, ,, na verdade aplicaremos a “2* quando n — oco. O
processo () foi estudado pela primeira vez por Harry Kesten em 1986 mas foi introduzido
por Hammersley e Welsh em 1965.

O processo (a,,,) satisfaz as hipoteses do Teorema Ergddico Subaditivo, com efeito:

A hipétese de subaditividade i.:

appn < Qom + Ay VO <m < n

é claramente satisfeita, pelo fato de que o caminho entre 0 e me; pode ser concatenado através
de um caminho entre 0 e ne; a um caminho entre ne; e me;y.

As hipéteses de homogeneidade e estacionariedade ii. e iii. sdo verificadas pois t(e), e € &,
sao independentemente e identicamente distribuidas, o que implica num modelo invariante a
translagoes sobre €.

Com relacao a iv., E(ap,) > 0> —cn, Ve > 0 é verificada quandoF (0—) = 0, no entanto
a hipotese E(]agp,|) < 0o nao é necessariamente verdade. Nesse caso é necessario acrescentar
uma hipotese sobre a distribuicao do tempo de passagem. Uma condicao suficiente é que

E(min{tl, to,. .. 7t2d}) < 00, (231)
onde tq,1s,...,t9q sdo independentes e tem mesma lei que o tempo de passagem pelas arestas.
Para mostrar (2.3.1) é necessario notar que existem 2d caminhos disjuntos 71,7, ..., req entre

0 e neyg, ou seja, 2d caminhos que nao tem vértices em comum, dai
aop, <min{7'(ry),T(re),...,T(r2a)}

entao

P(m1nTn>k) HP

1<i<2d

P(T(TZ)>k):P(t1++tl(n) >k’)§

gl(n)-P<t1 > l(i)) Sl(n)'P<t1 > 1(@))

em que [(r;) é o comprimento do caminho r;, [(n) é o comprimento de um caminho maior que 7;,
ic{l,...,2d} ety,... tyy, sdol(r;) varidveis aleatorias com distribui¢ao v. Consequentemente

P(mlnT(n) > k) < ( 2dHP<t > (k:)>

e b <1m1% t; ) < oo implica que > 2, P (min t; > k‘) < 00. Dal podemos usar a desigualdade
<< K3

acima para deduzir que > 32, P <min T(r;) > k:) < o0, dal B <11<n1<ng(n)) < 00, assim
E (|agn|) < 0.

Desse modo iv. ¢ verificada por (2.3.1) e pelo teorema ergédico subaditivo:
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Teorema 2.3.0.2. Sob a condigio (2.3.1), temos:

. Qao,n
lim —= =y g.c. eem L'
n—oo n

A constante p é chamada constante de tempo. Denotaremos por u(v) ou p(F) a constante
de tempo correspondente ao tempo de passagem sobre as arestas de medida v e funcao de
distribuicao F'.

2.4 Propriedades da constante de tempo

Nessa Secao, estudaremos a constante de tempo, vamos encontrar um limite superior para
a constante, fazer algumas comparacoes para u(F') quando F' tem distribuicdo de Bernoulli
e obter um resultado para a regularidade de p dependendo da distribuicao para o tempo de
passagem.

2.4.1 Limitante superior para a constante de tempo

Teorema 2.4.0.3. Temos que,
0 < p < Eft(e)]

a sequnda desigualdade é estrita se v ndao for concentrada em um unico ponto.

Demonstragdo. Seja S, a soma dos tempos de passagem pelas n primeiras arestas localizadas
no lado positivo da primeira coordenada do eixo. Assim

usando a lei forte dos grandes niimeros
0 < pu < Elt(e)].

Claramente, se v é concentrada em um unico ponto, temos ag,, = S, e u = E[t(e)].
Seja X tal que
0< X <Eftle)]e F(X)>0

Fazendo p = F(X) e seja n tal que
(n+2)X < nE[t(e)].

Entao, para todo i inteiro tal que 1 <7 < mn, ¢; := ((i — 1)e1, i — €1), € := ((i — 1)€a,i — €3),
eq = (0,€) e el := (ne + €, ney).

Vamos denotar por U;(respectivamente U/) os tempos de passagem por e;(respectivamente
e}). Definindo:

y(w) := min {i Ui, nf U{} :

i=1 1=0
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Fazendo -
> Ul(w) seVi,Ul(w) < X
y'(w) =91 =
> Ui(w) caso contrario
Dai
n+1
Ely*(w) "WBZUU <XW] p"t Zﬂ

Sﬁ”%n+%X4%1—p“UnEH)]<nEH)}
Assim, temos ag, <y < y*, portanto
nu < Elag,] < nEt(e)]

p < Elt(e)]
0

No caso particular em que a distribuigao é tal que F'(0) = p > 0, Smythe e Weirman em
[SWO06] encontraram um limite superior para u(F') em func¢do da constante de tempo dada um
distribuicao de Bernoulli com parametro 1 — p.

Teorema 2.4.0.4. Seja F' um funcao de distribuicdo de uma varidvel aleatéria positiva tal
que p := F(0) > 0 e seja u(p) a constante de tempo de uma distribuicao de Bernoulli tal que
P(X =0) =p, entao

Demonstragao. Seja G uma funcao definida por:

0 se X <0
G(X) :{ P2 50 X >0

E facil ver que G é uma funcao de distribuicao. Seja (B.)ees uma familia de varidveis aleatérias
independentemente e identicamente distribuidas com distribuicdo Ber(1 — p) e (X¢)ece uma
familia de variaveis aleatérias independentemente e identicamente distribuidas com distribuicao
G independente da familia (B, )ece. Assim Ve € € e Vt € R,

P(B.X.<t)=P(B.X.<teB.=0)+P(BX.<teB.=1)=
=P{t>0eB.=0)+ P(X. <t)P(B.=1)
_{O set<0_{0 set <0

pH(—pGEH) set>0 — | Ft) set>0 — 1
Dai, Ve € &, B.X. tem funcao de distribui¢do F e (B.X¢)ecee ¢ uma familia independente e
identicamente distribuida.

Seja rZ um caminho por l(]fn que se identifica com l, quando o tempo de passagem das
arestas seguem a distribuicao de B.. Seja N, o nimero de arestas e em 7“0” tal que B, = 1,
assim I}, = N,,. Logo,

n—00 n—00 n

lB
lim F [Nn} = lim F [On] =
n
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Fazemos §,, = T(r?) quando os tempos de passagem das arestas seguem a distribuicio de
partida. Logo, 4, ¢ a soma das X, em N, arestas e de r? tais que B, = 1. As X, e € £, sdo
independentes das B,, e € £, portanto de r?, daf

E [0n](Be)eee] = E[Xe] X N,

com Iy, < 6,. Logo,

E VO’"] < E[X]E {N”} :

n n

fazendo n — oo, vamos ter p < E[X.|u(p), com E[X.] = El[%(;)}, logo

p < 2 o) em que p = F(0).

i)

2.4.2 Continuidade da constante de tempo

Esse resultado foi obtido por Cox e Kesten[CK81].

Teorema 2.4.0.5. Se v, converge em distribuicao para v quando n — 0o, entdo ju(v,) converge
para ((v) quando n — 0o, ou seja, |1 € continua com respeito a v, pela convergéncia fraca.

A demonstracao sera omitida mas pode ser vista em [CK81].

A pergunta natural nesse contexto é se u(v) pode ser calculada quando v for especificada,
o que infelizmente esta longe de ser possivel para uma v nao trivial. No entanto é possivel
determinar em quais casos p ¢ 0 ou estritamente positiva. Esse resultado serd demonstrado,
em partes, no préximo capitulo cujo ponto de partida é a forma assintética de B(t).
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Capitulo 3

Forma assintética e consequéncia

Nesse capitulo, vamos demonstrar o teorema da forma assintética para B(t). Hé dois casos,
em um a forma assintética é um compacto no outro é R?. Sera possivel também exibir uma
. ~ . A~ . b /
delimitacao para B(t) quando compacto e deduzir a convergéncia de =* através do teorema.

3.1 Teorema da forma assintotica

Antes de enunciar o teorema, veremos alguns resultados necessarios.

Lema 3.1.1. Temos que

E[t3] < oo = Emin(t},...,t3,)] < oo

Demonstragio. Se E[t?] < oo, entdo E[t}] < C, para algum C € R, daf:

E {min (t‘f, e ,tgd” => P {min (t‘f, . ,tgd) > k]
k
2d

O

Lema 3.1.2. Se E[t?(e)] < oo, entdo para d > 2, para todos u,v € Z¢ e VA > 2d, existe ki > 0

tal que
P (T(u,v) > 2E[t(e)](Ju — v|+))) < k1 (Ju — v|4+X) 72

25
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Demonstragao. e Casod > 3:

Sem perda de generalidade, podemos supor que u = 0. Ha 2d caminhos r; de arestas dis-
juntas de 0 a v contendo no maximo |v|+2d arestas. Uma vez que os diferentes caminhos
r; tém arestas dijuntas e t(e) sdo independentes, temos

P (T(0,v) = 2E[t(e)](Jv]+A)) < [T P (T(r) = 2E[t(e)](Jv][+4)),

E[T(r1)] < E[t(e)] x ( ntimero de arestas de r; )
< Eft(e)](lu — v[+2d)
o*(T(r;) < E[t*(e)l(lu — v|+2d))

> Elt(e)](Ju — v[+2X — 2d)}
CAT(rs) = E[T(ra)l|= Elt(e)](lu —v[+2A = 2d)}

pois E[t(e)|(Ju — v|4+2X\ — 2d) > 0, j4 que A > 2d e F'(0—) = 0. Aplicando a desigualdade
de Tchebychev, obtemos

o*(T(r:))

P(IT(r:) = EIT(r)l12 Bl = vl+2) = 2d)) < s~ roos o)

E[t?(e)](Ju — v|+2d) < E[t*(e)] 1
~ E[t(e)]2(Ju — v[+2X — 2d)2 ~ E[t(e)]? |u — v]|+ N’

Iu‘_“qﬂ‘;ﬁgd = |u—1‘;r;2vd‘i§f\l—4d <le|u—v[+2\—2d > |u—v|+A, j4 que 2d — 2\ > .

pois

2d
Assim com k; = ( gﬁ?e()e]);) , 0 lema est& provado.

e Casod=2:

Nao é sempre que existem 2d = 4 caminhos de 0 a v, de tamanho |v|+4, disjuntos. Nesse
caso devemos substituir 2d por 6 e a demonstracao segue da mesma forma.

[
Lema 3.1.3. Se E[t*(e)] < oo, existe uma constante ky tal que V0 < e < 1:
P(T(u,v) < koelul,Vu,v € Z% |u — v|< €|u| e |u| suficientemente grande) = 1
Demonstragio. Seja 0 < ¢ < 1 ¢ Cp = Ci(e) o conjunto de todos os vértices v = (vy, ..., vy)
tal que |v|= [(1+ €)¥] e 0s vy,...,v4 1 sdo divisiveis por |e(1 + €)*71|. Gostariamos de um

limitante para Cj.
Com base nas hipoteses, V1 <7 < d — 1, 3\; > 0, tal que

d

faf= M1+ 9 e (S0 a1+ = 1+ 0

Daf V1 <i < d — 1, vamos ter \;|e(1+ €)*71] < [(1+ €)¥]
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e Se €(1 + €)1 < 1, entdo nao h4 valores possiveis para os ); pois os v; ndo podem ser
divisiveis por 0.

e See(l+¢e)kt > 1, entao

, L(1 + €)*] < (1+¢€)* _l+e e(1 + )k
" e T (o) ¢ le(1+ ek 1]
< 1+e 3/2

3
2< —2=-
€ € €

Portanto o niimero de valores possiveis para cada v; € menor ou igual a %

Em todos os casos, hd no maximo % valores possiveis para v; V1 <i < d—1e Vv € C} |v4]
¢ inteiramente determinado por vy, ...,v4_1. Dai

6 d
|Ck|< (3) -

E) = Ey(¢) = {T(u,v) < kze(1 + €)* para todos

Seja o evento

os vértices u e v tais que u € Cy, |u — v|< 4de(1 + €)¥}

em que k3 = 10d x E[t(e)].
De acordo com o lema anterior, para k suficientemente grande,

P(E;) <> > P(T(u,v) > kse(1 4 €)F)

uECK v;lu—v|<4d(1+e€)*
6 d
< (E) (8de(1 + €)F)ka(e(1 + €)F) 2
5 -
S 627(1 + E) dk
com ks = ks(d) uma constante. Assim

ks & 1
PE) =% 1
Zk: (E¢) e 2 [(1+ e <0

Pelo lema de Borel-Cantelli, P(Ef acontecer infinitas vezes) = 0
Agora, considere uma realizacao de t(e) tal que exista um ky < oo e Ej ocorra Yk > ko,
assumindo €(1 + €)™ > 1, sem perda de generalidade. Vamos mostrar que para essa realizagdo:

T(u,v) < 4kse|u| sempre que |u|> (14 €)™ e |u — v|< €|ul. (3.1.1)
Seja | = [(u) o tinico inteiro tal que:
L(1+€)'] < Jul< [(1+€)F], (3.1.2)
e z = z(u) o vértice de Cj41 tal que

lu—2(u)l= min ju—yl
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Se |u|> (1+ €)™, entao I(u) > ko e por defini¢do de Cj,1, existe y € Cjy; tal que
ly(i)|< [u(d)] , [y(i) —u(@)|< [e(L+€e)'] , V1 <i < (d—1) e sgn(y(d)) = sgn(u(d)) (3.1.3)
De (3.1.2) e (3.1.3)
y(d) —u(d)] = [y(d)|—|u(d )!
d—1
<10+ = Sl {0+ o - Do
< de(1+ ) +1 .

como €(1 +e)fo > 1
ly — u|< 2de(1 4 €)'

e, assim
lu — 2(u)|< 2de(1 + €)'

Se FEj,1 ocorre:
T(z(u),u) < kse(1+ €)',

e se Ju —v|< elu|< e(1 + €)', entdao
v — 2(u)|< Jv — ul+|u — 2(w)|< (2d 4 1)e(1 + ).

Dali,
T(u,v) < T(z(u),u) +T(z(u),v) < 2kse(1 4 €)' < dkse|ul

O que prova (3.1.1) e o lema com ky = 4ks.
[

Essa versao do teorema foi obtida por Harry Kesten em [Kes03] e segue as principais idéias
do teorema geral, que pode ser visto em [RICO03].

Teorema 3.1.3.1. Se E[min(t{,...,t4,)] < oo, existe um convezo deterministico By = By(F,d) C
R? de interior ndo-vazio que é:

- Compacto, no caso Ve > 0 e para t suficientemente grande,

(1—¢€)By C Bit) C(l+¢€¢)By q.c., (3.1.4)

- Ou igual a R?, no caso Ve > 0 e para t suficientemente grande,
B(t
{z e RY||z]|< 7'} C i) g.c.. (3.1.5)

Além disso, By € invariante a permutacao de coordenadas ou reflexdes sobre os hiperplanos de
equagoes {x; = 0}.
Sem a hipdtese E[min(td, ... t4,)] < oo,

T(0
lim sup (0,0)

llolsoo |12

=0 q.c.. (3.1.6)
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O teorema indica que B(t) aumenta linearmente em ¢ quando By é compacto e mais do que
linearmente quando By = RY
Vamos demonstrar o teorema da forma assintética assumindo algo mais forte( como visto
em ,lema2.1.1.):
E[t*(e)] < oo (3.1.7)

Demonstra¢io. Vamos mostrar que se > 0, entao vale (3.1.4), para um compacto convexo By
que ¢ invariante a permutacao de coordenadas ou reflexdes sobre os hiperplanos de equagoes
{z; = 0} e que intercepta o i® eixo de coordenadas em (0,...,0,4+x~%0,...,0). Em particular
p = 0 implica em (3.1.5).

Para comecar, vamos explorar algumas propriedades de u. Seja Vj; o conjunto de todos
vetores © = (z(1),...,2(d)) € R? em que cada z(i) é multiplo inteiro de M ™' e V = Up»1 V-
Va € V) 0 processo:

X =T(mMz,nMz) , m <n,

satisfaz o teorema ergédico subaditivo, logo Ju(x) < oo, tal que

1
lim —MT(O,nMx) = u(r) q.c. eem L'

n—oo n,

i) p(z) é tnico Vx € V.
De fato, se z € Vy; N Vy, entao
lim ——T(0,nMz) = lim ———T(0,nMNz) = lim ——7(0,nNxz)
im — nMzx) = lim —— n r) = lim — nNz).
T no N\ noe N
ii) p(-) é homogenea em V
Para o racional r» > 0,
plre) = rp(z).
iii) p é uniformemente continua sobre V

Primeiro note que se z € Vyy e y € Vy, entao z —y € Vyn €

wy) — pla) = lim —rn (T(0,nM Ny) — T(0,nM Nz)).

Uma vez que,
T(0,nMNy) <T(0,nMNz)+ T(nMNz,nMNy)

e T(nMNxz,nMNy) tem mesma distribuicao de T'(0,nM N (y — x)), segue que

n(y) — plz) < lim

n—oo n,

1
NT(nMNx, nM Ny) em probabilidade = u(y — z).
iv) u(0) =0e pu(Ax) = Au(z) , A >0

p((£a(o (1)), £2(0(2)), .. ., £2(0(d)))) = p((x(1), 2(2), .. ., 2(d))), (3.1.8)
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para qualquer permutacao (o(1),...,0(d)) de (1,...,d), uma vez que todo modelo é
invariante a permutacgoes ou reflexoes de coordenadas. Assim

p((z(1),2(2),...,2(d))) < zgzlu(q, ..,0,2(4),0,...,0) L (3.1.9)
= Y |z(d)|p(1,0,...,0) = p 3, |2 ().
Dai,
d
|u(y) — p(@)|< ply —2) < p)y_Jo(i) —y(i)l (3.1.10)
i=1
Podemos estender p por continuidade Vz € R? fazendo:
plz) = lim p(w).
Dai de (3.1.8), (3.1.9) e (3.1.10), pu(-) é Lipschitz-continua, isto é:
n(0) =0e p(Az) = Au(z) , A >0 (3.1.11)

v) p(x) =0, para algum x # 0 = p(z) = OVz
Assuma pu((z(1),2(2),...,2(d))) = 0, para algum = com (1) # 0, entdo de (3.1.8), (3.1.9)

e (3.1.11):

2| (1)]p

Assim de (3.1.10)

IA 1l
=
&
—~ 8

pu(-) = 0.

Mostraremos (3.1.4) quando g > 0 e By = {z;pu(z) < 1}. Inicialmente vamos mostrar
que By é compacto, convexo e invariante a permutacao de coordenadas ou reflexdes sobre os
hiperplanos de equagoes {z; = 0}.

{|z|= 1} é compacto, assim como p é continua, p({|z|= 1}) admite minimo, seja ‘g'unl p(x) =

a >0, dado x € R%:

Dai Vx € BO:

u(ﬂ) > a = |z|< “S)

|z

1
|'I|§ — < o,
(0%

o que implica em By limitado.
By = u7([0,1]) e p é continua, entdo By ¢é fechado.

Sejam x e y € By:

p(Ar + (1= A)y) p(Az) + p((1 = Ny)
() + (1= Mpu(y)

A+1-A=1.

IAIAIA

Desse modo Az + (1 — \)y € By, logo By é convexo.



3.1. TEOREMA DA FORMA ASSINTOTICA 31

Como os elementos da familia {t(e)}.cs sao independentes e identicamente distribuidos
nosso modelo é invariante a permutacao de coordenadas ou reflexdes sobre os hiperplanos de
equagoes {r; = 0} e p também é, assim By é invariante a permutacdo de coordenadas ou
reflexdes sobre os hiperplanos de equagoes {z; = 0}.

Finalmente, mostramos que

Ve > 0, —€ly|4+u(y) < T(0,y) < u(y) + €|y| q.c., para y suficientemente grande  (3.1.12)

Essa relacao independe do fato de p > 0.
Considere as realizagoes de t(e) tal que

lim T(0,nx)

n—oo n

= u(x),Ve eV

e no caso do terceiro lema Ve da forma %, m > 2.

Todas as realizagoes que tém essa propriedade tém probabilidade 1, pois sao interseccao
enumeravel de conjuntos com probabilidade 1.

Vamos mostrar que para essas realizagoes (3.1.12) é vélida.

Suponha que (3.1.12) nao seja vélida em particular existe e suficientemente pequeno o
quanto se queira, por exemplo 0 < € < 3, ao longo de uma sequéncia y, tal que [y,|— oo e
— z quando |z|=1ez € V.

Iy \
Assim a partir de certo n:

1700, yn) — 11(yn)

e M tal que z =

|u () - ute

Precisamos de um ponto préximo a y, em Z¢, escolhendo v = HT"‘J Mz, onde |.] denota a
parte inteira piso, temos:

> eyl (3.1.13)

Pode-se encontrar um m >
mente grande, temos:

@ ﬁ(k € 7%, z € V), tal que para n suficiente-

1
< e 70, yn) — 11(yn)|= €|yn]

il =z < |1l s <

entao

|Yn]
|yn|Z_MZ_yn§ \‘M Mz_yn<|yn|z Yn,

Mz y, IynlJ ( Un )
Ynl| 2 — — < Mz — vy, < |y, —
| '( . |yn|> {M | m

Como z — I‘Zinl —0e ‘ — 0, a partir de certo tamanho ‘ H}‘J Mz ’ <

B R AL T
s )

o) -

dai,

[yn
m
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by 1,1 ka2
“m m m m ’
o que contradiz (3.1.13). Assim a condigao (3.1.12) ¢ verificada q.c.

Se > 0,sejae>0ex e (l—¢€)By= {z p(z) <1 —¢€}. Temos
T(0,tz) < p(tx)+ €tz

t p(x) + ét|x|

(1 —e)t + ét|z|

t

IA TN IA

quando €|z|< €
Finalmente (1 — €)B, C £t,Ve > 0.
Seja x € Bt = {z,T(0, tm) § t} Assim,

1 1
p(z) = tu(tz) ;(T(O,tw) + ét|z|) <1+ €z|,VE>0

logo p(z) <1+¢ ¢>0.

Finalmente 2t C (1 + €) By, € > 0.

Portanto, mostramos que se > 0, entao (3.1.4) é valido. Se p = 0, entao (3.1.12) implica
m (3.1.5). Com efeito, seja ¢ > 0 e x € {x € R%; ||z||< e}, Dai

T(0,tzx) < é|tz|= te|z|< t

quando €|z|< 1
Nos resta mostrar (3.1.6). Seja

Y (v) := min{t(e); e é incidente a v} < T(0,v) (3.1.14)

As varidveis aleatérias Y'(v) tal que v; é par para 1 < i < d sao independentes e cada Y (v)
tem distribuigdo min(ty,...,%y4). Se E(min(t},...,t3,)) = oo, entdo YA > 0, temos:

> PY(v) > Ap|) =D Card{v;v;é par e |v|=2k}P(min(ts, ..., ta) > 2Xk)

v;v; é parVi k=0
)

> ke > (k+ 1) P(min(ty, .. ., taa) > 2Mk)
k=0
> k;E(min(t3, ..., t3,;)) = oo.

Assim pelo Lema de Borel-Cantelli para todos A > 0, Y(v) > A|v| ocorre infinitas vezes

quase certamente, dai T(0,v) > Av|= ?}‘”) > )\ ocorre infinitas vezes quase certamente

VYA > 0, portanto deduzimos (3.1.6). O

Obtivemos da demonstracao que
By=R'& =0

Dessa forma o teorema (3.1.3.1) nos d4 uma condigdo necessaria e suficiente para yu ser estrita-
mente positiva:

e Se i > 0, entdo By é um compacto.
e Se u =0, entdo By = R

Nas proximas se¢oes daremos uma determinacao a By no caso em que By é compacto e

deduziremos a convergéncia de %, relembrando que by, = inf{T(r),r € I'(0, H,)} ¢ H, =

{x € Z% x, = n}, a partir do teorema (3.1.3.1).
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3.2 Determinacao de By(B; é compacto)

Ja sabemos que By é convexo, compacto, tem interior nao-vazio e ¢ invariante a permutacao
de coordenadas ou reflexdes sobre os hiperplanos de equagoes {z; = 0}.
Durante a prova, By foi definido por

By = {x; p(z) < 1},

}, dai por convexidade e simetria temos:

—1 1r

Entao By NRe; = {

-1 1
wp

Y

d

1
{x € Rd;2|xz’|§ } C By C
- 1 t

=1

Isto é,
1 1
—Bj| C By C =By
I L

d
em que B = {x € Rd;2|xi|§ 1} e Bl {JJ € R% sup |z;|< 1}

= 1<i<d

AL e b
3.3 Convergéncia de ="
Teorema 3.3.0.2.
i On 1
nh_)n(glo malall g 42 eem L

A demonstracdo que se segue vem de [Kes86].

. o b
Demonstragdo. Lembrando que by, < ag,, assim limsup =" <y q.c.
. . b
Resta mostrar que liminf =% > x4 q.c.
n
Se 1 = 0 nao ha o que mostrar pois as variaveis aleatorias sao positivas.

Seja p > 0, considere as realizagdes de t(e) tais que:
bon
lim inf —% = ;i — 26 para § > 0 (3.3.1)
n

Entao existe uma sequéncia ny < ny < - -- de inteiros e uma sequéncia de vértices zq, 29, . . . tais
que zi(1) = ng e T(0, 2,) = by, + I quando |5;|< 9.
De acordo com (3.3.1), para k suficientemente grande,

2k € Bni(p — 20 + 0)) C B(ni(p — 9)).

Assim, para k suficientemente grande, x = - éf_ 5 em By. Com efeito,

. T(0,nx
) = Jim T
= lim
ko0 (= 0)
= lim ————
ko0 1 (1 — 0)
_ bo,nk—i—(sk _ IU—Q(S <1
np(p—20)  p—956
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Observando que

Zk(l) 1
T = = .
ng(p—0)  p—20
Pela simetria e convexidade de By, By contém o ponto %(ml, To, ..., xd)—k%(xl, —Tg, ..., —Tq) =

(21,0,...,0). Entao B(t) contém o ponto (|(1 — €)tz1],0,...,0) e assim

liminf 227 < lim jnf 22L0=9t)

n t=oo (1 —€)tay
<liminf ———
t—o00 (1 — E)tl'l
<HhZ9
—1—c¢

Assim, para todo € > 0
(1-— e)liminf% < p—0.
n

O que contradiz o fato de lim <% = 4. Logo
bo,n
lim inf —2 > L.
n

Portanto bOT" converge (.c. para [i. O



Capitulo 4

Teorema de Kesten

Em 1986 Harry Kesten obteve uma relagao entre a forma assintética do conjunto de pontos
atingidos (Compacto quando i > 0 ou R? quando i = 0) e a probabilidade critica de percolacao
por arestas no modelo de percolacio de Bernoulli em Z?. Nesse capitulo vamos exibir alguns
resultados das teorias de percolacao e dos grandes desvios e entao enunciar e demonstrar o
Teorema de Kesten.

4.1 Desigualdade para desacoplamento

Faremos uma extensao da desigualdade de BK, usando assim a desigualdade de FKG(A.3.0.7),
a forma apresentada a seguir foi introduzida por Kenneth S. Alexander em [Ale93].

Para e € &, seja (Qe, Be, Q.) um espago de probabilidade. Assuma que €2, tem uma ordem
parcial, denotada por <, seja também

{we € Qe : we < W} € Be e {we € Qe : we > 1w} € B, (4.1.1)

para cada w, fixoe e € £.
A ordem parcial sobre €2, induz uma ordem parcial em 2 = [] ¢ 2, ainda denotada por <
e definida por
w<weNsw <w,,Veek.

Uma fungao f : @ — R U {oo} é chamada crescente(decrescente) se w’ < w” implica em
fw") < f(w”)( f(w') > f(w")). Um evento crescente(decrescente) é um evento cuja funcao
indicadora é crescente(decrescente).

Dizemos que (). tem correlagao positiva se

[ pdq. > [ raq.- [ gaq. (412)

para todas fungoes ndo negativas e crescentes(ou decrescentes) f, g : Q. — [0, co].

Toda medida de probabilidade em um espaco totalmente ordenado ou o produto de medidas
de probabilidade em um produto cartesiano de espacos totalmente ordenados tém correlagao
positiva. Mais explicitamente, quando 2. = R, temos a desigualdade de FKG.

Para um conjunto enumeravel S, F(S) serd a cole¢ao finita de subconjuntos de S.

Lema 4.1.1. (Desigualdade de Alexander) Seja £ um conjunto enumerdvel e (2, Be, Q)
um espago de probabilidade parcialmente ordenado com a propriedade (4.1.1), tal que cada

35
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Q. tem correlagao positiva. Assumiremos 0 = [l.ce Qe, B 1= [loce Be € Q = [lece Qe,
frg: F(E) xQ — RU{oo} serdo fungoes com f(A,-), g(B,-) B-mensurdveis, ambas crescen-
tes(decrescentes) para todos A,B € F(E) e f(A,w), g(B,w) sao determinados pela restrigio
de w 4 A e B, respectivamente. Seja S uma cole¢ao de pares (A, B) € F(E) x F(E) tais que
ANB=0VY(A,B) €S, seja também w e wx duas configuragoes independentes, cada uma com
distribuicdo @), definiremos:

X(w) =inf{f(A,w) +g(B,w): (A, B) € S},

X*(w,w") = inf{f(A,w) + g(B,w") : (A, B) € S},

assim Vx € R,

Q{X(w) > 2} > Q x Q{X"(w,w") > a}. (4.1.3)

Demonstragio. A prova geral pode ser vista em [Ale93], demonstraremos o caso em que & é
finito, usando de técnicas semelhantes as usadas no caso geral.

Suponha & finito.

Sejam w e w’ duas configuragoes independentes. Para todo G C S, definiremos uma nova

¢
w?:{wfsefgéG

configuragao w":
wh se f € G.

Entdo definiremos
X :=min{f(A,w) + g(B,w®) : (A, B) € S}.

Vamos mostrar que
X(Z) Zstoc XS:

onde >, denota dominéncia estocastica . E necessario mostrar que para todo G C £ee ¢ G,

XG Zstoc XGUe- (414)

Seja G C Eeed G, Vs € Q,, definiremos a configuracio w**:

Goes { S se f=e

Yro = w§  se f#e.

Seja W a restricdo de w a S\ {e}.
Para s € ()., vamos definir:

U, @', s) := min{ f(A,w) + g(B,w**) : (A, B) € S,e € B}
V(w, @', s) := min{ f(A, w"*) + g(B,w%) : (A,B) € S,e € A}
W (w, ') := min{ f(A,w) + g(B,w®) : (A,B) € S,e ¢ AU B}.

Agora sejam w e w' , x € R.
Se W(w,w'") < z, entao

P(Xg > ali, @) = 0 = P(Xgugey > x|, o) (4.1.5)
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Se W(w,w') > z, entao

Xe > UWww,w)>ze V(a0 w) >z (4.1.6)
e
Xavgey >z U(w, 0", we) >z e V(w,0',w,) >z (4.1.7)
Dessa forma, sendo
J:={s€Q.:U(w,u,s) >z}
e

K:={seQ.:V(w,a, s)>ux}
) e

Esses sdo eventos crescentes de €., pois f(A, g(B,-) sao fungoes crescentes, e (), tem

correlagdo positiva, entdo de (4.1.5), (4.1.6) e (4. 1 7),
P(Xe > ol i) = Qu(T N K) 2 Qul]) - QulK) = P(Xaugey > 215, @),

O que resulta em (4.1.4).
[l

Por indugdo podemos generalizar a desigualdade para N < oo fungoes crescentes e B-
mensuraveis fi(Ay, ) tais que fr(Ag, w) sdo determinados pelas restrigoes de w a Ay. Seja S
uma cole¢do enumeravel de N-uplas de conjuntos finitos, disjuntos dois a dois, (A;, As, ..., Ax)
e defina:

X(w) = inf{i fr(Ag,w) : (A1, Ag, ..., AN) € S},

N
X*(wla"'7wN) :lnf{z fk’(Akawk) : (A17A27"'7AN) € S})

k=1

entao Vo € R,
Q{X(w) >z} >QxQ x - x Q{X (wy,...,wx) > z}. (4.1.8)

Devemos usar (4.1.8) na seguinte situagao:

Seja C, Dy, 1 < k < N, alguns subconjuntos finitos de £ e A ;,7 > 1, uma colegdo finita
de caminhos em Z? de C}, para Dy, tais que:

Para i fixo, Aj;, A, ..., An, sdao disjuntos dois a dois e V1 < k < N, cada caminho sem
auto-intersecao de C; para Dy encontra-se em algum Ay ;. Também

fk,i,w) =inf{T(r) :r € A;},
dai,
N
{Z [inf {T(rg;)(w) : 14 € Akz}]} )

Mz

X*(wy, . .. { [inf {T (1) (wg) : rr; € Ak,z’}]} .

k=1
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4.2 Caminhos sem auto-intersecao com tempo de passa-
gem Binomial

Nessas se¢ao vamos considerar t(e) Bernoulli com:

P(t(e)=0)=1—pe P(tle)=1)=p (4.2.1)
Equivalentemente,
0 sex <0
Flz)=< p se0<z<1
1 sex>1

A distribuicao de {t(e) : e € £} serd denotada por P,. Arestas e com t(e) = 0(t(e) = 1)
serao chamadas abertas(fechadas). Um caminho de Z? ¢ chamado aberto(fechado) se todas
suas arestas sao abertas(fechadas).

Definiremos a probabilidade de percolacao por

8(p) = P,{0 é conectado ao oo por um caminho aberto.}
pe = p.(Z%) é a probabilidade critica do modelo de percolacdo de Bernoulli em Z2, isto é

pe(Z*) = sup{p : 6(p) = 0}

Seja B(M) = [—M, M]*, dB(M) = fronteira de B(M) e B(M) = interior aberto de B(M),
em 1986, Menshikov obteve o seguinte resultado:

Teorema 4.2.0.1. Para todo p < p., k1, ks € R tal que

P,{0 ¢é conectado ¢ OB(M) por um caminho aberto.} < kje™"" (4.2.2)

Demonstragio. Recentemente Hugo Duminil-Copin e Vincent Tassion chegaram a uma interes-
sante prova para esse teorema em [DCT15]. O

A partir do Teorema (4.2.0.1) temos:

Teorema 4.2.0.2. Se p < p.(Z9), entdo existem ¢, = c1(p) > 0 e k; = k;i(p), tais que

P,{ Eziste um caminho sem auto-intersegio r , partindo de 0,
com, pelo menos, n arestas e T(r) < eyn} =

= P,{ Existe um caminho sem auto-intersecio r , partindo de 0, com, pelo menos,

n arestas e menos que cin arestas fechadas.} < kye™™"  (4.2.3)
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Demonstragio. De (4.2.0.1) Vv € OB(M), B,{T(0,v) = 0} < kye %M seja M tal que

1
> BAT(O0,v) =0} <5 (4.2.4)
veEOB(M) 2
Agorasejar = (vg = 0,vy,...,v,) um caminho sem auto-intersecao partindo de 0. Definindo
sucessivamente os indices 7(i) e os vértices a; = v.(;) por
7(0) =0, 7(k+1) =min{r > 7(k) : v, € a, + 0B(M)}
com k =0,1,...,Q — 1, em que ) é o maior indice k cujo 7 continua bem definido ( Uma

provavel construgao pode ser vista na figura 4.2). Equivalentemente, @) é o menor k tal que

{v; € a, + B(M) para todo 7(k) < i < n}.

-

ag |3g

e

a
ay 2

Figura 4.1: Construgao dos a;’s.

Assim o caminho r passa sucessivamente pelos vértices ag = 0, a4, ..., ag, denotaremos por
rr o fragmento de r, que esta entre a; e a1, entao

Q-1
T(r) > ;; T(ry).
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Além disso, os caminhos 7, 0 < k < @ — 1, ndo tem auto-intersegao e 7y \ {ax+1} encontra-se
em aj, + B(M), contendo assim no maximo (2M)? vértices. Se r contém n vértices, temos

(@+1(2M)! > n. (4.2.5)

Dessa forma obtemos:

P,{ Existe um caminho sem auto-interse¢ao r , partindo de 0,

com, pelo menos, n arestas e T'(r) < ¢in} <

Q-1
< > > P,{r passa sucessivamente por ay,...,ag e »_ T(ry) <cin} (4.2.6)
(Q+1)>n(2m)~4 (a1,...aqQ) k=0

Desde que os fragmentos 7, de r possuam arestas disjuntas para k diferentes, podemos aplicar
(4.1.8) para Cj, = {ax}, Dy = {ag+1}, V0 < k < Q — 1. Para cada i, seja Ay, constituido por
um Unico caminho sem auto-intersegao 74 ;, de aj para ax41, tal que para i fixo, os caminhos em

Ao,y Agiy ..., Ag—1, nao tem arestas em comum. Estes caminhos podem ser concatenados por
um caminho sem auto-intersecao r, de ag para ag, que passa sucessivamente por ag, a, .. ., ag
com

Q-1
T(r)= kz_: T(rk)-

Se, ainda mais, escolhermos Ay ; ou, equivalentemente, r; tais que a concatenagao r varia ao
longo de todos caminhos sem auto-intersecao que passam por ag, ay, - . . , ag(Como 7 varia de 1
a 00), entao:

Q-1
X (w) = inf { Z T(r)(w) :rp; € A,“} ,

Yol k=0

Q-1
X*(’wo,w% R ,wQ_l) = ll’llf { Z T(Tm)(wk) Ty € Akﬂ} .

k=0

De (4.1.8) podemos ver que (4.2.6) ¢ limitada por cima por

Q-1
> 3" B{paraalgum i, Y T(ry;) < ein}
Q+12n(2M)7d (a17...,aQ) k=0

= > > Bfr<an}

Q+127’L(2M)7d (a1,...,aQ)

< > By x P, x - x P{X"(wo,...,wg_1) < cin}

Q+1>n(2M)~4 (a1,...,aqQ)

Q-1
= Z Z P,{para algum 1, Z T'(rg;) < ein} (4.2.7)
Q+1>n(2M)—¢ (a1,...,aQ) k=0

em que 17"(rg;), k = 0,...,Q — 1, denota copias independentes de T'(ry;), 0 < k < Q —1, e
escreve-se P, ao invés de P, x---x P,. Como i varia, os caminhos 1y ; percorrem todos caminhos
sem auto-intersecao de ay para ag41. Logo em (4.2.7)

Q-1
> > PB{paraalgum i, ¥ T'(rp;) < cin} <

Q+1Zn(2M)—d (al,...,aQ) k=0
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Q-1
< X S P T (ag, arsr) < can,
Q+1>n(2M)—? (a1,...,aQ) k=0

em que T"(ay, apy1) sdo copias independentes de T'(ag, ax11). Usando a desigualdade de Markov

Q-1 Q-1
> PBparaalgumi, > T'(r;) <can} <’ Y J[E [e—emk,akm} ‘
(a1,.a0) k=0 (a1.mag) k=0

Somando sucessivamente para ag, ag—1, a1
Q-1 @
> PB{paraalgum i, > T'(rg;) < cin} < glemn > E(e0T0any |
(a1yeees aQ) k=0 a1€0B(M)

Seja 0 grande, tal que

S E(e 0wy < N P{T(0,a1) = 0} +

a1€0B(M) a1€0B(M)

<

=~ =
= w

Finalmente seja ¢; > 0 pequeno, tal que

3
Ocin | 2
‘ M
—d

Quando @ > n(2M)

¢ < exp {9c1(2M)d} {QQ

¢ < exp [901(@ T 1)<2M)d} [i]

1

exp [961<Q + 1)(2M)d} {ﬂ

obtendo (4.2.3). O

4.3 Prova do Teorema de Kesten

Retornaremos ao caso das t(e) ndo negativas. Por métodos similares aos usados na segao
anterior podemos provar o seguinte teorema:s:

Teorema 4.3.0.3. Ve > 0, existem constantes k; = ki(e, F,d) > 0 com k3 < oo(ky = 00 ou
ks = oo permitidos) tais que

P{bon <n(p—e)} < hkse ™", n>0 (4.3.1)
Plag, <n(p—e)} <e™  n>0 (4.3.2)
) 1

lim ——log P{ap, < n(p—e€)} = ks (4.3.3)

n—oo n

Seja ks(e, F,d) =0 para e < 0 e para 5 = sup{z : F(u— z) > 0}, faca
0 sef>0

oo sef=0

g@ﬂ@:{
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entao (4.3.2) e (4.3.3) sdo satisfeitas Ve e a fungao ks tém as seguintes propriedades:

e 0<ks(e, F,d) < oo para 0 <e< (3,

o ks(e, F,d) =0 para e <0 e ks(e, F,d) = oo para € > 3,

o ¢ — ks(e, F,d) = é convexo e continuo em (—o0, ) e estritamente crescente em [0, 3).
Demonstra¢io. A demonstracao serd omitida mas pode ser vista em [Kes86]. O

Teorema 4.3.0.4. Teorema de Kesten
Sejam:

e i(e), e € &, independentes e identicamente distribuidas,
e Emin(t¢,... td,)] < oo
o F(0-)=0

entao
i =0(By =R & F(0) > p.(Z%)

1> 0(By compacto ) < F(0) < p.(Z%)

Demonstragio. Seja F(0) > p.(Z%) e seja C(v) uma colegio de pontos que podem ser alcangados
por v via todos caminhos que tem arestas e tais que t(e) = 0. Podemos chamar esses caminhos
de caminhos abertos e C(v) o aglomerado aberto de v. Por defini¢ao de p., P{C(v) ¢é infinito } >
0 quando F(0) > p.(Z%), entao P{C(v) ¢ infinito para algum v} > 0 logo, pela lei 0-1 de
Kolmogorov, P{C(v) é infinito para algum v} = 1. E possivel mostrar que esse aglomerado é
tnico com probabilidade 1, veja [BK93], denote-o por C, entdao o tempo de passagem ao longo
de qualquer caminho em C é 0 e ag, ¢ o tempo de passagem de entre 0 e C mais o tempo de
passagem de n&; para C. Pela invaridncia por translagao esses tempos de passagem até C tem
mesma distribui¢do(sdo independentes de n), e assim {agp, : » > 1} é uma familia rigida. Em
particular

1
—ap, — 0 em probabilidade, ou seja, ;=0
n
Agora seja F(0) < p.(Z?) e seja xq tal que
F(xo) = P{t(e) < 20} < pe(Z9).

Denote por abertas(fechadas) as arestas com t(e) < xo(t(e) > o). O Teorema (4.3.0.3) implica
em

P{ap, < cizon} < Py{ existe um caminho sem auto-intersegao r, partindo de 0,
com pelo menos n arestas

e menos que c¢;n arestas com tempo de passagem > zo} < ke %" (4.3.4)

Assim,

1
= ILm —ag, > c1xo com probabilidade 1 , ou seja, p > 0.
n oo n
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Finalmente, seja F'(0) = p.. Suponha p > 0 segue de (4.3.0.3) com € = £ que
1 —kan
P{byn < inu} < kse ™" n >0,

mas devido a percolagado no ponto critico, veja [Kes86],
P, {existe um caminho aberto de 0 & H,},
em que H, = {(n,ks,...,kq) : ki € Z}, ndo decresce exponencialmente e é limitado inferior-

mente por P{by, = 0} quando F'(0) = p., de modo que p = 0.
]
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Teoria Ergddica

O teorema fundamental da Teoria Ergodica afirma que, para qualquer subconjunto mensu-
ravel e para quase todo ponto, existe um tempo médio de permanéncia. Este resultado é devido
a Von Neumann, que provou um enunciado mais fraco,e sobretudo a Birkhoff, que em 1931, o
provou na forma definitiva.

Em muitos casos, esse tempo médio de permanéncia é precisamente igual a média do sub-
conjunto. Isto é o que se chama de ergodicidade.

Definicao A.1.0.1. Um processo aleatorio X (t) € dito ergddico se suas médias temporais e de
conjunto coincidem quando T — 0o, ou seja

lim pux(T) = px

T—o00
A var [px(T)) =0

onde

(1) = o [ (o)t

Teorema A.1.0.5. (Teorema Ergédico de Birkhoff) Seja (0, F,P) um espaco de pro-
babilidade, T : M — M wuma transformagio que preserva medida e {X;}ien uma sequéncia
estaciondria e ergodica de varidveis aleatorias tais que E(|X;]) < oco. Entao

1 n—1

lim — > X(T*) = E(X) g.c. e em L'

n—oo
o

Demonstragio. A prova pode ser vista em [Durl0].

O
Como aplicagao do Teorema Ergddico de Birkhoff, dado (X, ),en uma sequéncia de variaveis
aleatdrias ergddicas tais que F(|X;|) < o00,i=1,...,n.
1 n—1
lim ~ % X = E(X) q.c. eem L.
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A.2 Teoria da Medida

Ser rigida é um conceito em teoria da medida, a ideia intuitiva é caracterizar um conjunto
de medidas que nao “escapa para o infinito”.

Definicao A.2.0.2. Seja (P,)nen uma familia de varidveis aleatorias, (P,)nen € rigida se
Ve > 0, AK,. compacto tal que sup P[P, € K.] > 1 —e.

O Teorema de Prokhorov relaciona rigidez a compacidade (e, portanto, a convergéncia
fraca).

Teorema A.2.0.6. (Teorema de Prokhorov) Seja (S,p) um espago métrico separdvel e
P(S) espago de probabilidade sobre S.

Uma familia K C P(S) € rigida se e somente se o fecho de K € sequencialmente compacto
em P(S) equipado com a convergéncia fraca.

Demonstragio. A prova pode ser vista em [Shi96]. ]

Como aplicacao do Teorema de Prokhorov, dada (Pn)ne( ~y uma familia de varidveis aleato-

. ;. ~ . A . n—oo
rias rigida entao, existe uma subsequéncia P, tal que P, — P.

A.3 Percolacao

A seguinte desigualdade é chamada FKG ou Harris-FKG, obtida por Harris e posteriormente
generalizadas para outros modelos por Fortuin, Kasteleyn e Ginibre, cujas iniciais batizaram-na.

Teorema A.3.0.7. (Desigualdade de FKG) Seja £ um conjunto enumerdvel, X., e € &,
uma familia enumerdvel de variavéis reais independentes em algum espago de probabilidade
(9, B, P). Entdo para todas fungoes nio negativas crescentes(decrescentes) f,g: RE — [0, 00]:

E{f({X}g({X )} = E{f({X )} E{g({X})}.

Equivalentemente,

[ FEX @) DX ) D Pw) = [ FUX @)D P(w) [ g({Xe(w)})Pldw).

Demonstragio. A prova pode ser vista em [Ale93]. ]



