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RESUMO

Considere o problema do caminho mais curto no tráfego em uma rede. No caso determi-
nístico em que o tempo necessário para percorrer uma rota é constante, procuramos a maneira
mais rápida de viajar entre duas localidades. A Percolação de Primeira Passagem é a extensão
desse problema que considera o caso em que cada aresta do grafo está associada a uma variável
aleatória positiva, procurando nesse contexto a existência de uma estratégia geral otimizada de
viajar ao longo da rede, cujo tamanho das arestas são variáveis aleatórias. O presente trabalho
tem como objetivo apresentar o modelo de Percolação de Primeira Passagem, mostrar a exis-
tência de uma constante, chamada Şconstante de tempoŤ (uma ferramenta fundamental para
o modelo) e investigar a forma assintótica do conjunto de pontos atingidos, para tal desenvol-
vemos alguns resultados importantes da teoria: o Teorema Ergódico Subaditivo, o Teorema da
Forma Assintótica e o Teorema de Kesten.

Palavras-chave: Percolação, Teorema Ergódico Subaditivo, Teorema da Forma Assintó-
tica, Teorema de Kesten.



ABSTRACT

Consider the shortest path problem in traffic network. The deterministic case, when the
time taken to traverse a route is constant, we search for the fastest way to travel between two
locations. The First Passage Percolation is an extension of this problem that considers the case
in which each edge in the graph is associated with a positive random variable, in this context
searching for the existence of a general optimized strategy to travel along a network, whose
size of the edges are random variables. This study aims to present the model of First Passage
Percolation, show the existence of the "time constant" (a fundamental tool for the model) and
investigate the asymptotic form of the set of achieved points, and for such we develope some
important results of the theory: the subadditive ergodic theorem, the asymptotic shape theorem
and KestenŠs theorem.

Keywords: Percolation, Subadditive ergodic theorem, Asymptotic shape theorem, KestenŠs
theorem.
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Capítulo 1

Introdução

O modelo chamado Percolação de Primeira Passagem foi formulado por J.M. Hammersley
e D.J.A. Welsh (1965) como um modelo dependente da passagem de um Ćuido através de um
meio poroso.

A motivação do modelo pode ser ilustrada através do exemplo: considere um conjunto
de árvores em um pomar, plantadas nos vértices do grafo, e também que a distância entre
elas possibilite que as árvores doentes infectem somente suas quatro vizinhas mais próximas.
Além disso, uma árvore infectada tem probabilidade 𝑝 de infectar cada vizinha de maneira
independente. A teoria de percolação está preocupada com a probabilidade 𝑃𝑁(𝑝) de que, a
partir de uma árvore infectada, a doença se espalhe para mais 𝑁 outras. Esse modelo é muitas
vezes chamado de modelo de Bernoulli de percolação no grafo.

De maneira mais geral, suponha ainda que uma árvore irá infectar uma dada vizinha somente
após a decorrência de um tempo aleatório 𝑡. ŚPercolação de Primeira PassagemŠ estuda o tempo
no qual o contágio, pela primeira vez, se espalha para fora de uma dada região.

Outra forma de idealizar o modelo é considerando o problema do caminho mais curto no
tráfego em uma rede. No caso determinístico em que o tempo necessário para percorrer uma
rota é constante, procuramos a maneira mais rápida de viajar entre duas localidades. Nesse
caso, existem muitos algoritmos conhecidos para selecionar a rota mais rápida.

ŚPercolação de Primeira PassagemŠ é a extensão desse problema que considera o caso em
que cada aresta 𝑒 ∈ Z

𝑑 está associada a uma variável aleatória positiva 𝑇 (𝑒), procurando
nesse contexto a existência de uma estratégia geral otimizada de viajar ao longo da rede, cujo
tamanho das arestas são variáveis aleatórias.

O estudo da Percolação de Primeira Passagem, está focado no tempo de passagem de um
ponto de partida a um outro Ąxo e na forma do conjunto dos pontos atingidos (ŞinfectadosŤ)
até um tempo 𝑡.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar o modelo de Percolação de Primeira Pas-
sagem, mostrar a existência de uma constante, chamada Şconstante de tempoŤ (uma ferramenta
fundamental para o modelo) e estudar a forma assintótica do conjuntos de pontos atingidos.
Para tal, desenvolveremos alguns importantes teoremas da teoria: o Teorema Ergódico Subad-
tivo, o Teorema da Forma Assintótica e o Teorema de Kesten.

No primeiro capítulo, vamos deĄnir formalmente o modelo, provar o Teorema Ergódico
Subaditivo, daí a partir do teorema deĄnir a constante de tempos Û e explorar algumas de suas
propriedades.

No segundo capítulo, vamos estudar a forma assintótica do conjunto de pontos atingidos:
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Vamos demonstrar o Teorema da Forma Assintótica para dar uma descrição ao conjunto e
fornecer um critério que nos permite saber quando a constante de tempo é nula ou estritamente
positiva.

Finalmente vamos demonstrar o Teorema de Kesten, que relaciona a forma do conjunto de
pontos atingidos com a distribuição do tempo de passagem pelas arestas.
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Capítulo 2

Modelo e Constante de Tempo

Vamos deĄnir o modelo de Percolação de Primeira Passagem sobre Z
𝑑(𝑑 ⊙ 2). Para estudar

o modelo iremos enunciar e demonstrar o Teorema Ergódico Subaditivo. A partir do teorema
vamos deĄnir a constante de tempo Û e exibir algumas de suas propriedades.

2.1 Modelo de Percolação de Primeira Passagem

Seja o grafo (Z𝑑, ℰ), 𝑑 ⊙ 2, cujos vértices são os pontos de Z
𝑑 e o conjunto de arestas é

ℰ := ¶(𝑢, 𝑣) ∈ Z
𝑑 × Z

𝑑; ♣𝑢 ⊗ 𝑣♣1= 1♢

em que ♣≤♣1 é a norma deĄnida por

∀𝑥 ∈ R
𝑑, ♣𝑥♣1:=

𝑑
∑︁

𝑖=1

♣𝑥𝑖♣.

Por simpliĄcação usaremos ♣≤♣ ao invés de ♣≤♣1. A cada aresta 𝑒 ∈ ℰ será associada uma
variável aleatória 𝑡(𝑒). Assumindo que todas 𝑡(𝑒), 𝑒 ∈ ℰ , são independentes e de mesma
distribuição Ü. Seja 𝐹 a função de distribuiçao de Ü, 𝐹 (0⊗) = 0.

Assim 𝑡(𝑒) são quase certamente não-negativas, vamos denominar 𝑡(𝑒) como o Ştempo de
passagemŤ pela aresta 𝑒. Um ŞcaminhoŤ de 𝑢 a 𝑣 é uma sequência de vértices (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛+1)
tal que 𝑣1 = 𝑢, 𝑣𝑛+1 = 𝑣 e ∀𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑛♢, 𝑒𝑖 := (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1) é uma aresta. Denotaremos por
Γ o conjunto de todos os caminhos. Um caminho é dito Şsem sobreposiçãoŤ se não contém
duas vezes o mesmo vértice, denotamos por Γ𝑠𝑠 o conjunto dos caminhos sem sobreposição.
Denotaremos por Γ(𝑢, 𝑣) o conjunto dos caminhos de 𝑢 a 𝑣, Γ(𝑢, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, 𝑣) o conjunto dos
caminhos de 𝑢 a 𝑣 passando por 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘.

O tempo necessário para percorrer um caminho 𝑟 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛+1) será:

𝑇 (𝑟) :=
𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑡(𝑒𝑖),

onde 𝑒𝑖 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1). Agora, para dois pontos 𝑢 e 𝑣 ∈ Z
𝑑, vamos deĄnir uma semi-distância

aleatória por:

𝑇 (𝑢, 𝑣) := inf¶𝑇 (𝑟); 𝑟 ∈ Γ(𝑢, 𝑣)♢ = inf¶𝑇 (𝑟); 𝑟 ∈ Γ𝑠𝑠(𝑢, 𝑣)♢.
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Observe que se 𝑢 = 𝑣, 𝑇 (𝑢, 𝑣) = 0.

Se um caminho 𝑟 veriĄca 𝑇 (𝑢, 𝑣) = 𝑇 (𝑟), dizemos que 𝑟 é uma ŞrotaŤ de 𝑢 a 𝑣. Uma rota
é um caminho de distância mínima.

É conveniente estender a deĄnição de 𝑇 (≤, ≤) = à R
𝑑 × R

𝑑, da seguinte forma:

∀𝑢, 𝑣 ∈ R
𝑑, 𝑇 (𝑢, 𝑣) := 𝑇 (𝑢*, 𝑣*)

em que 𝑢* (respectivamente 𝑣*) são os vértices de Z
𝑑 mais próximos de 𝑢 (respectivamente 𝑣),

com relação à norma já deĄnida. Temos, então, a seguinte proposição:

Proposição 2.1.0.1 (semi-distância). 𝑇 (≤, ≤) é uma semi-distância, isto é:

1. ∀𝑢, 𝑣 ∈ R
𝑑, 𝑇 (𝑢, 𝑣) ⊙ 0.

2. ∀𝑢, 𝑣 ∈ R
𝑑, 𝑇 (𝑢, 𝑣) = 𝑇 (𝑣, 𝑢)

3. ∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ R
𝑑, 𝑇 (𝑢, 𝑣) ⊘ 𝑇 (𝑢, 𝑤) + 𝑇 (𝑤, 𝑣)

Demonstração. O tempo de passagem é positivo logo 1. é válida e 2. é verdadeira por deĄnição.
Resta mostrar 3., sejam 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ R

𝑑

𝑇 (𝑢, 𝑣) = 𝑇 (𝑢*, 𝑣*)
= inf¶𝑇 (𝑟); 𝑟 ∈ Γ(𝑢*, 𝑣*)♢
⊘ inf¶𝑇 (𝑟); 𝑟 ∈ Γ(𝑢*, 𝑤*, 𝑣*)♢
⊘ inf¶𝑇 (𝑟1) + 𝑇 (𝑟2); 𝑟1 ∈ Γ(𝑢*, 𝑤*), 𝑟2 ∈ Γ(𝑤*, 𝑣*)♢
⊘ inf¶𝑇 (𝑟1); 𝑟1 ∈ Γ(𝑢*, 𝑤*)♢ + inf¶𝑇 (𝑟2); 𝑟2 ∈ Γ(𝑤*, 𝑣*)♢
⊘ 𝑇 (𝑢*, 𝑤*) + 𝑇 (𝑤*, 𝑣*) ⊘ 𝑇 (𝑢, 𝑤) + 𝑇 (𝑤, 𝑣).

O estudo do tempo após o qual o vértice 𝑢 é alcançado a partir de 0 é representado por
𝑇 (0, 𝑢), ∀𝑢 ∈ Z

𝑑. Para isso deĄniremos o seguinte processo estocástico:

𝑎𝑚,𝑛 := 𝑇 (𝑚𝜖1, 𝑛𝜖1)

em que 𝜖1 := (1, 0, . . . , 0). Seja 𝐻𝑛 = ¶𝑥♣𝑥1 = 𝑛♢ deĄniremos também:

𝑏𝑚,𝑛 := inf ¶𝑇 (𝑟)♣𝑟 ∈ Γ(𝑚𝜖1, 𝐻𝑛)♢ ,

é evidente que 𝑏𝑚,𝑛 ⊘ 𝑎𝑚,𝑛.
O conjunto de pontos atingidos até o tempo 𝑡 será:

𝐵(𝑡) := ¶𝑥 ∈ R
𝑑 : 𝑇 (0, 𝑥) ⊘ 𝑡♢

O processo (𝑎𝑚,𝑛)𝑚,𝑛∈Z𝑑 tem forte subaditividade. Para explorar melhor esse processo preci-
samos desenvolver uma ferramenta fundamental da percolação de primeira passagem, o teorema
ergódico subaditivo, que é o assunto da próxima seção.
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2.2 Teorema Ergódico Subaditivo

Antes de enunciarmos o teorema faremos as seguintes deĄnições:

DeĄnição 2.2.0.1. Um processo (𝑋𝑚,𝑛; 𝑚 ⊘ 𝑛) é subaditivo se 𝑋𝑚,𝑛 ⊘ 𝑋𝑚,𝑟 + 𝑋𝑟,𝑛, para
𝑚 ⊘ 𝑟 < 𝑛.

DeĄnição 2.2.0.2. Um processo (𝑋𝑚,𝑛; 𝑚 ⊘ 𝑛) é homogêneo se ¶𝑋𝑚,𝑚+𝑘♢𝑘⊙1 não depende de
𝑚.

DeĄnição 2.2.0.3. Um processo (𝑋𝑚,𝑛; 𝑚 ⊘ 𝑛) é estacionário se (𝑋𝑚,𝑛; 𝑚 ⊘ 𝑛) e (𝑋𝑚+1,𝑛+1; 𝑚 ⊘
𝑛) têm a mesma lei.

Kingnan desenvolveu o Teorema Ergódico Subaditivo para demonstrar a convergência de
𝑎0𝑛

𝑛
em [Kin76]. A versão do teorema presente nesse trabalho é a de Liggett em [Lig85].

Teorema 2.2.0.1. Seja ¶𝑋𝑚,𝑛♢𝑚,𝑛∈N𝑑 uma família de variáveis aleatórias tais que:

i. 𝑋0,𝑛 ⊘ 𝑋0,𝑚 + 𝑋𝑚,𝑛, ∀0 < 𝑚 < 𝑛.(ŞsubaditividadeŤ)

ii. ¶𝑋𝑚,𝑚+𝑘♢𝑘⊙1 não depende de 𝑚.(ŞhomogeneidadeŤ)

iii. ∀𝑘 ⊙ 1, ¶𝑋𝑚𝑘,(𝑚+1)𝑘♢𝑚⊙1 é estacionário.

iv. ∀𝑛 ∈ N, 𝐸(♣𝑋0,𝑛♣) < ∞ e 𝐸(𝑋0,𝑛) > ⊗𝑐𝑛, com 𝑐 constante.

Então:

∃ lim
𝑛⊃∞

𝐸(𝑋0,𝑛)
𝑛

e lim
𝑛⊃∞

𝐸(𝑋0,𝑛)
𝑛

= Ò sendo Ò := inf
𝑛∈N

𝐸(𝑋0,𝑛)
𝑛

(2.2.1)

𝑋 := lim
𝑛⊃∞

𝑋0,𝑛

𝑛
existe q.c. e em 𝐿1 , Ò = 𝐸(𝑋) q.c. e em 𝐿1 (2.2.2)

Além disso se o processo em 𝑖𝑖𝑖. é também ergódico (A.1.0.1), então

𝑋 = Ò q.c. (2.2.3)

Demonstração. De 𝑖.,𝑖𝑖. e 𝑖𝑖𝑖. temos:

𝑋𝑙,𝑛 ⊘ 𝑋𝑙,𝑚 + 𝑋𝑚,𝑛 ∀0 ⊘ 𝑙 < 𝑚 < 𝑛

e
¶𝑋𝑚+𝑘,𝑛+𝑘♢0⊘𝑚<𝑛

não depende de 𝑘.

Fazendo 𝑋𝑛 := 𝑋0,𝑛, Ò𝑛 := 𝐸(𝑋𝑛), 𝑋 := lim sup
𝑛⊃∞

𝑋𝑛

𝑛
e X := lim inf

𝑛⊃∞

𝑋𝑛

𝑛
A demonstração será dividida em quatro etapas:

1. Ò := inf
𝑛∈N

𝐸(𝑋0,𝑛)
𝑛

= lim
𝑛⊃∞

𝐸(𝑋0,𝑛)
𝑛

2. 𝐸(𝑋) ⊘ Ò e se 𝑖𝑖𝑖. é ergódico, então 𝑋 ⊘ Ò q.c

3. 𝐸(X) ⊙ Ò
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4. lim
𝑛⊃∞

𝐸

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑋𝑛

𝑛
⊗ 𝑥

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

= 0

Etapa 1: De 𝑖. e 𝑖𝑖.
Ò𝑛 ⊘ Ò𝑚 + Ò𝑛⊗𝑚

Seja Ò := inf
𝑛⊙1

Ò𝑛

𝑛
< ∞, pois 𝐸(𝑋𝑛) ⊙ ⊗𝑐𝑛 Fixamos 𝑚 ⊙ 1, logo 𝑛 = 𝑘.𝑚 + 𝑙 em que 0 ⊘ 𝑙 < 𝑚,

então
Ò𝑛 = Ò𝑘𝑚+𝑙 ⊘ Ò𝑚 + Ò𝑘𝑚+𝑙⊗𝑚 = Ò𝑚 + Ò(𝑘⊗1)𝑚+𝑙 ⊘ Ò𝑘𝑚 + Ò𝑙 ⊘ 𝑘Ò𝑚 + Ò𝑙

Ò𝑛 ⊘ 𝑘Ò𝑚 + Ò𝑙

Quando 𝑛 tende à ∞, 𝑛
𝑘

= 𝑘𝑚
𝑘

+ 𝑙
𝑘

= 𝑚 + 𝑙
𝑘

⊃ 𝑚, daí

lim sup
𝑛⊃∞

Ò𝑛

𝑛
⊘

Ò𝑚

𝑚
, ∀𝑚 > 0

logo
Ò ⊘ lim inf

𝑛⊃∞

Ò𝑛

𝑛
⊘ lim sup

𝑛⊃∞

Ò𝑛

𝑛
⊘ Ò

∴ Ò = lim
𝑛⊃∞

Ò𝑛

𝑛

Etapa 2: Seja 𝑘 ⊙ 1, de 𝑖.
𝑋𝑘𝑛 ⊘ 𝑋0,𝑘𝑚 + 𝑋𝑘𝑚,𝑘𝑛,

usando 𝑖. repetidas vezes podemos escrever

𝑋𝑘𝑛 ⊘
𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑋𝑘(𝑗⊗1),𝑘𝑗,

Por 𝑖𝑖𝑖. e o teorema ergódico de Birkhoff (A.1.0.5) temos que

1
𝑛

𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑋𝑘(𝑗⊗1),𝑘𝑗 ⊗⊃ 𝑉𝑘 q.c. e em 𝐿1

onde 𝑉𝑘 é uma variável aleatória com Ò𝑘 = 𝐸[𝑉𝑘] então

lim sup
𝑛⊃∞

𝑋𝑘𝑛

𝑘𝑛
⊘

𝑉𝑘

𝑘
.

Portanto,

𝐸
[︂

lim sup
𝑛⊃∞

𝑋𝑘𝑛

𝑘𝑛

⎢

⊘
Ò𝑘

𝑘
.

Usando 𝑖. novamente,
𝑋𝑘𝑛+𝑗 ⊘ 𝑋𝑘𝑛 + 𝑋𝑘𝑛,𝑘𝑛+𝑗.

Por 𝑖𝑖𝑖. a distribuição de 𝑋𝑘𝑛,𝑘𝑛+𝑗 depende apenas de 𝑗 e tem mesma distribuição que 𝑋0,𝑗 que
tem esperança Ąnita. Assim, ∀𝜖 > 0

∑︁

𝑛

𝑃
(︂

𝑋𝑘𝑛,𝑘𝑛+𝑗

𝑛
> 𝜖

)︂

=
∑︁

𝑛

𝑃
(︂

𝑋0,𝑗

𝑛
> 𝜖

)︂

⊘
∞
∑︁

𝑛=1

𝑃

(︃

♣𝑋0,𝑗♣

𝜖
> 𝑛

⎜

⊘ 𝐸

⎟

♣𝑋0,𝑗♣

𝜖

⟨

< ∞.
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Por consequência do Lema de Borel-Cantelli,

lim
𝑛⊃∞

𝑋𝑘𝑛,𝑘𝑛+𝑗

𝑛
= 0 q.c. ∀0 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑘.

Daí

lim sup
𝑛⊃∞

𝑋𝑘𝑛+𝑗

𝑘𝑛
⊘ lim sup

𝑛⊃∞

𝑋𝑘𝑛

𝑘𝑛
+ lim sup

𝑛⊃∞

𝑋𝑘𝑛,𝑘𝑛+𝑗

𝑘𝑛
.

lim sup
𝑛⊃∞

𝑋𝑘𝑛+𝑗

𝑘𝑛
⊘ lim sup

𝑛⊃∞

𝑋𝑘𝑛

𝑘𝑛
+ 0

Dessa forma 𝐸(𝑋) ⊘ Ò𝑘

𝑘
, fazendo 𝑘 ⊃ ∞,

𝐸(𝑋) ⊘ Ò.

Se o processo é ergódico lim
𝑛⊃∞

1
𝑛

𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑋𝑘(𝑗⊗1),𝑘𝑗 = Ò𝑘, assim,

𝑋 ⊘ Ò q.c.

Etapa 3: Seja 𝑈𝑛 uma variável aleatória independente de todas as 𝑋𝑙,𝑚, com distribuição
uniforme no conjunto ¶1, . . . , 𝑛♢ e seja 𝑌 𝑛

𝑘 := 𝑋𝑘+𝑈𝑛
⊗ 𝑋𝑘+𝑈𝑛⊗1. Assim,

𝐸(𝑌 𝑛
𝑘 ) =

1
𝑛

𝑛
∑︁

𝑙=1

𝐸(𝑋𝑘+𝑙 ⊗ 𝑋𝑘+𝑙⊗1) =
1
𝑛

𝐸(𝑋𝑘+𝑛 ⊗ 𝑋𝑘) =
1
𝑛

(Ò𝑘+𝑛 ⊗ Ò𝑘)

e

𝐸((𝑌 𝑘
𝑛 )+) =

1
𝑛

𝑛
∑︁

𝑙=1

𝐸((𝑋𝑘+𝑙 ⊗ 𝑋𝑘+𝑙⊗1)+) ⊘
1
𝑛

𝑛
∑︁

𝑙=1

𝐸(𝑋+
𝑘+𝑙⊗1,𝑘+𝑙) ⊘ 𝐸(𝑋+

1 ).

De acordo com 𝑖𝑖. temos
♣𝑌 𝑛

𝑘 ♣= 2(𝑌 𝑛
𝑘 )+ ⊗ 𝑌 𝑛

𝑘 , e

𝐸(♣𝑌 𝑛
𝑘 ♣) ⊘ 𝐸(𝑋+

1 ) ⊗ 𝐸(𝑌 𝑛
𝑘 ).

Daí
sup

𝑛
𝐸(♣𝑌 𝑛

𝑘 ♣) ⊘ 2𝐸(𝑋+
1 ) ⊗ inf

𝑛

{︂

Ò𝑘+𝑛 ⊗ Ò𝑘

𝑛

}︂

⊘ 2𝐸(𝑋+
1 ) ⊗ 𝑀𝑘(inf

𝑛
Ò).

Seja 𝑀𝑘 := sup
𝑛

𝐸(♣𝑌 𝑛
𝑘 ♣) < ∞ e lim

𝑛⊃∞
𝐸(𝑌 𝑛

𝑘 ) = Ò ∀𝑘 ⊙ 1

Usando o Teorema de Prokhorov (A.2.0.6), iremos mostrar que é possível extrair da família
(¶𝑌 𝑛

𝑘 ♢𝑘⊙1), uma subsequência que converge para uma família estacionária ¶𝑌𝑘♢𝑘⊙1. Para isso
vamos mostrar que (¶𝑌 𝑛

𝑘 ♢𝑘⊙1)𝑛∈N∗ é rígida (A.2.0.2).
Pela desigualdade de Markov:

∀𝑛 ⊙ 1, ∀𝜖 > 0, 𝑃
(︂

♣𝑌 𝑛
𝑘 ♣>

𝑀𝑘

𝜖
2𝑘

)︂

⊘
𝐸 [♣𝑌 𝑛

𝑘 ♣] 𝜖

𝑀𝑘2𝑘
=

𝑀𝑘𝜖

𝑀𝑘2𝑘
=

𝜖

2𝑘

logo

∀𝑛 ⊙ 1, ∀𝜖 > 0, 𝑃
(︂

∃𝑘; ♣𝑌𝑘
𝑛♣>

𝑀𝑘

𝜖
2𝑘

)︂

⊘ 𝜖
∑︁

𝑘⊙>1

2⊗𝑘 =
𝜖

2
.

1
1 ⊗ 1

2

= 𝜖.
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Assim

∀𝑛 ⊙ 1, ∀𝜖 > 0, 𝑃

⎛

∐︁¶𝑌 𝑛
𝑘 ♢𝑘⊙1 ∈

∏︁

𝑘⊙1

⎟

⊗𝑀𝑘2𝑘

𝜖
,
𝑀𝑘2𝑘

𝜖

⟨

∫︀

̂︀ > 1 ⊗ 𝜖

daí, ∀𝑛 ⊙ 1 e 𝜖 > 0, existe um compacto 𝑘𝜖 de R
N∗ tal que 𝑃 (¶𝑌 𝑛

𝑘 ♢𝑘⊙1 ∈ 𝑘𝜖) > 1 ⊗ 𝜖.
Finalmente a família (¶𝑌 𝑛

𝑘 ♢𝑘⊙1) é rígida, aplicando o teorema de Prokhorov, existe uma
subsequência (𝑛𝑖)𝑖∈N com distribuição conjunta ¶𝑌 𝑛

𝑘 ♢𝑘⊙1 convergente para a família estacionária
¶𝑌𝑘♢𝑘⊙1.

Para qualquer função limitada 𝑓 ∈ R
N∗ , que depende de um número Ąnito de coordenadas,

temos
𝐸[(𝑓(𝑌1, 𝑌2, . . .))] =

∫︁

RN∗

𝑓𝑑𝑃𝑌

= lim
𝑖⊃∞

1
𝑛𝑖

𝑛𝑖
∑︁

𝑙=1

𝐸[𝑓(𝑋𝑙+1 ⊗ 𝑋𝑙, 𝑋𝑙+2 ⊗ 𝑋𝑙+1, . . .)]

= lim
𝑖⊃∞

1
𝑛𝑖

𝑛𝑖
∑︁

𝑙=1

∫︁

RN∗

𝑓 ◇ △ ◇ 𝜃𝑙⊗1𝑑𝑃𝑋

(2.2.4)

em que △ é deĄnido por △(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘, . . .) = (𝑥2 ⊗ 𝑥3, 𝑥3 ⊗ 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘+1 ⊗ 𝑥𝑘, . . .) e 𝜃 é o
Şshift naturalŤ, ou seja, 𝜃(𝑥1, 𝑥2, . . .) = (𝑥2, 𝑥3, . . .).

Resta mostrar que ¶𝑌𝑘♢𝑘⊙1 é estacionária, ou seja,
∫︁

RN∗

𝑓𝑑𝑃𝑌 =
∫︁

RN∗

𝑓 ◇ 𝜃𝑑𝑃𝑌

de fato
∫︁

RN∗

𝑓𝑑𝑃𝑌 ⊗
∫︁

RN∗

𝑓 ◇ 𝜃𝑑𝑃𝑌 = lim
𝑖⊃∞

1
𝑛𝑖

(︂∫︁

RN∗

𝑓 ◇ △𝑑𝑃𝑋 ⊗
∫︁

RN∗

𝑓 ◇ △ ◇ 𝜃𝑛𝑖𝑑𝑃𝑋

)︂

= 0

pois 𝑓 é limitada.
Portanto ¶𝑌𝑘♢𝑘⊙1 é uma sequência estacionária. De 𝑖. e 𝑖𝑖.

𝑌 𝑛
1 = 𝑋𝑈𝑛+1

⊗ 𝑋𝑈𝑛
⊘ 𝑋𝑈𝑛,𝑈𝑛+1

ℒ= 𝑋1

Assim, usando 𝑖𝑣. ¶(𝑌 𝑛
1 )+♢𝑛⊙1 é uniformemente integrável.

Pelo Lema de Fatou e lim
𝑛⊃∞

[𝑌 𝑛
𝑘 ] = Ò, 𝑘 ⊙ 1 temos:

𝐸(𝑌1) ⊙ lim sup
𝑛

𝐸(𝑌 𝑛
1 ) = Ò𝑛

Como ¶(𝑌 𝑛
1 )+♢𝑛⊙1 é uniformemente integrável, ∃𝑐 > 0 tal que sup

𝑛
𝐸
(︁

(𝑌 𝑛
1 )+

I¶(𝑌 𝑛
1

)+>𝑐♢

)︁

< 𝜖.

Seja 𝑍𝑛
1 = 𝑐 ⊗ 𝑌 𝑛

1 ∧ 𝑐 ⊙ 0, pelo Teorema do Mapeamento Continuo,

𝑍𝑛
1

ℒ
⊗⊃ 𝑍1 = 𝑐 ⊗ 𝑌1 ∧ 𝑐.

Pelo lema de Fatou novamente,

𝐸(𝑍1) ⊘ lim inf
𝑛

𝐸(𝑍𝑛
1 )

𝐸(⊗𝑌 𝑛
1 ∧ 𝑐) ⊘ lim inf

𝑛
𝐸(⊗𝑌 𝑛

1 ∧ 𝑐) ⊘ lim sup
𝑛

𝐸(𝑌 𝑛
1 ∧ 𝑐) ⊘ 𝐸(𝑌 𝑛

1 ∧ 𝑐) ⊘ 𝐸(𝑌1).
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Daí
sup

𝑛
♣𝐸(𝑌 𝑛

1 ∧ 𝑐) ⊗ 𝐸(𝑌 𝑛
1 )♣⊘ 𝐸(♣𝑌 𝑛

1 ∧ 𝑐 ⊗ 𝑌 𝑛
1 ♣) ⊘ 𝐸

(︁

(𝑌 𝑛
1 )+

I¶(𝑌 𝑛
1

)+>𝑐♢

)︁

⊘ 𝜖

Logo 𝐸(𝑌1) ⊙ Ò.
De acordo com o Teorema de Birkhoff,

𝑌 = lim
𝑛⊃∞

1
𝑛

𝑛
∑︁

𝑘=1

𝑌𝑘 ∃ q.c. e 𝐸(𝑌 ) = 𝐸(𝑌1) ⊙ Ò.

Resta mostrar que X é maior que 𝑌 estocasticamente, para isso basta mostrar:

(𝑌1, 𝑌1 + 𝑌2, 𝑌1 + 𝑌2 + 𝑌3, . . .) ⊘𝑠𝑡𝑜𝑐 (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, . . .),

o que é equivalente à

(𝑌1,
𝑌1 + 𝑌2

2
,
𝑌1 + 𝑌2 + 𝑌3

3
, . . . ,

1
𝑛

𝑛
∑︁

𝑘=1

𝑌𝑘, . . .) ⊘𝑠𝑡𝑜𝑐 (𝑋1,
𝑋2

2
,
𝑋3

3
, . . . ,

𝑋𝑛

𝑛
, . . .),

o que vem de 𝑖. e 𝑖𝑖.. Através de (2.2.4), para qualquer função limitada 𝑓 em R
N∗ , que depende

de um número Ąnito de coordenadas,

𝐸[𝑓(𝑌1, , 𝑌1 + 𝑌2, . . .)] = lim
𝑖⊃∞

1
𝑛𝑖

𝑛𝑖
∑︁

𝑙=1

𝐸[𝑓(𝑋𝑙+1 ⊗ 𝑋𝑙, 𝑋𝑙+2 ⊗ 𝑋𝑙+1, . . .)]

⊘ lim
𝑖⊃∞

𝑛𝑖
∑︁

𝑙=1

𝐸[𝑓(𝑋𝑙,𝑙+1, 𝑋𝑙,𝑙+2, . . .)] ⊘ 𝐸[𝑓(𝑋1, 𝑋2, . . .)]

Logo 𝐸(X) ⊙ Ò
Etapa 4: Das etapas 2 e 3 temos

𝑋 := 𝑋 = X

em que 𝐸(𝑋) = Ò.
Tomando 𝑋𝑘𝑛 ⊘

√︁𝑛
𝑗=1 𝑋𝑘(𝑗⊗1),𝑘𝑗 e fazendo 𝑘 = 1, temos:

𝑋𝑛 ⊘
𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑋𝑗⊗1,𝑗.

Logo
(︁

𝑋𝑛

𝑛

)︁+
⊘
√︁𝑛

𝑗=1 𝑋+
𝑗⊗1,𝑗 que converge em 𝐿1 e dessa forma é uniformemente integrável,

portanto:
(︂

𝑋𝑛

𝑛

)︂+

é uniformemente integrável, ou seja, lim
𝑛⊃∞

𝐸

(︃

(︂

𝑋𝑛

𝑛

)︂+

⊗ 𝑋+

⎜

= 0

Além disso, lim
𝑛⊃∞

𝐸
(︂

𝑋𝑛

𝑛

)︂

= 𝐸(𝑋), ou seja, 𝐸
(︁

𝑋𝑛

𝑛
⊗ 𝑋

)︁

= 0. Como

𝐸
(︂⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑋𝑛

𝑛
⊗ 𝑋

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

)︂

= 2𝐸

(︃

(︂

𝑋𝑛

𝑛
⊗ 𝑋

)︂+
⎜

⊗ 𝐸
(︂

𝑋𝑛

𝑛
⊗ 𝑋

)︂

obtemos
lim

𝑛⊃∞
𝐸

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑋𝑛

𝑛
⊗ 𝑥

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

= 0
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2.3 A constante de tempo

O teorema será aplicado ao processo 𝑎𝑚,𝑛, na verdade aplicaremos à 𝑎0,𝑛

𝑛
quando 𝑛 ⊃ ∞. O

processo (𝑎𝑚,𝑛) foi estudado pela primeira vez por Harry Kesten em 1986, mas foi introduzido
por Hammersley e Welsh em 1965.

O processo (𝑎𝑚,𝑛) satisfaz as hipoteses do Teorema Ergódico Subaditivo, com efeito:
A hipótese de subaditividade 𝑖.:

𝑎0,𝑛 ⊘ 𝑎0,𝑚 + 𝑎𝑚,𝑛 ∀0 ⊘ 𝑚 < 𝑛

é claramente satisfeita, pelo fato de que o caminho entre 0 e 𝑚𝜖1 pode ser concatenado através
de um caminho entre 0 e 𝑛𝜖1 a um caminho entre 𝑛𝜖1 e 𝑚𝜖1.

As hipóteses de homogeneidade e estacionariedade 𝑖𝑖. e 𝑖𝑖𝑖. são veriĄcadas pois 𝑡(𝑒), 𝑒 ∈ ℰ ,
são independentemente e identicamente distribuídas, o que implica num modelo invariante a
translações sobre 𝜖1.

Com relação à 𝑖𝑣., 𝐸(𝑎0,𝑛) ⊙ 0 ⊙ ⊗𝑐𝑛, ∀𝑐 ⊙ 0 é veriĄcada quando𝐹 (0⊗) = 0, no entanto
a hipótese 𝐸(♣𝑎0,𝑛♣) < ∞ não é necessariamente verdade. Nesse caso é necessario acrescentar
uma hipótese sobre a distribuição do tempo de passagem. Uma condição suĄciente é que

𝐸(min¶𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡2𝑑♢) < ∞, (2.3.1)

onde 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡2𝑑 são independentes e tem mesma lei que o tempo de passagem pelas arestas.
Para mostrar (2.3.1) é necessário notar que existem 2𝑑 caminhos disjuntos 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟2𝑑 entre
0 e 𝑛𝜖1, ou seja, 2𝑑 caminhos que não tem vértices em comum, daí

𝑎0,𝑛 ⊘ min¶𝑇 (𝑟1), 𝑇 (𝑟2), . . . , 𝑇 (𝑟2𝑑)♢

então

𝑃
(︂

min
1⊘𝑖⊘2𝑑

𝑇 (𝑟𝑖) ⊙ 𝑘
)︂

=
2𝑑
∏︁

𝑖=1

𝑃 (𝑇 (𝑟𝑖) > 𝑘)

e

𝑃 (𝑇 (𝑟𝑖) > 𝑘) = 𝑃 (𝑡1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑡𝑙(𝑟𝑖) > 𝑘) ⊘

⊘ 𝑙(𝑟𝑖) ≤ 𝑃

(︃

𝑡1 ⊙
𝑘

𝑙(𝑟𝑖)

⎜

⊘ 𝑙(𝑛) ≤ 𝑃

(︃

𝑡1 ⊙
𝑘

𝑙(𝑛)

⎜

em que 𝑙(𝑟𝑖) é o comprimento do caminho 𝑟𝑖, 𝑙(𝑛) é o comprimento de um caminho maior que 𝑟𝑖,
𝑖 ∈ ¶1, . . . , 2𝑑♢ e 𝑡1, . . . , 𝑡𝑙(𝑟𝑖) são 𝑙(𝑟𝑖) variáveis aleatórias com distribuição Ü. Consequentemente

𝑃 (min
𝑖

𝑇 (𝑟𝑖) > 𝑘) ⊘ (𝑙(𝑛))2𝑑
2𝑑
∏︁

𝑖=1

𝑃

(︃

𝑡𝑖 ⊙
𝑘

𝑙(𝑛)

⎜

e 𝐸
(︂

min
1⊘𝑖⊘2𝑑

𝑡𝑖

)︂

< ∞ implica que
√︁∞

𝑘=1 𝑃
(︂

min
𝑖

𝑡𝑖 > 𝑘
)︂

< ∞. Daí podemos usar a desigualdade

acima para deduzir que
√︁∞

𝑘=1 𝑃
(︂

min
𝑖

𝑇 (𝑟𝑖) > 𝑘
)︂

< ∞, daí 𝐸
(︂

min
1⊘𝑖⊘2𝑑

𝑇 (𝑟𝑖)
)︂

< ∞, assim

𝐸 (♣𝑎0𝑛♣) < ∞.

Desse modo 𝑖𝑣. é veriĄcada por (2.3.1) e pelo teorema ergódico subaditivo:
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Teorema 2.3.0.2. Sob a condição (2.3.1), temos:

lim
𝑛⊃∞

𝑎0,𝑛

𝑛
= Û q.c. e em 𝐿1

A constante Û é chamada constante de tempo. Denotaremos por Û(Ü) ou Û(𝐹 ) a constante
de tempo correspondente ao tempo de passagem sobre as arestas de medida Ü e função de
distribuição 𝐹 .

2.4 Propriedades da constante de tempo

Nessa Seção, estudaremos a constante de tempo, vamos encontrar um limite superior para
a constante, fazer algumas comparações para Û(𝐹 ) quando 𝐹 tem distribuição de Bernoulli
e obter um resultado para a regularidade de Û dependendo da distribuição para o tempo de
passagem.

2.4.1 Limitante superior para a constante de tempo

Teorema 2.4.0.3. Temos que,
0 ⊘ Û ⊘ 𝐸[𝑡(𝑒)]

a segunda desigualdade é estrita se Ü não for concentrada em um único ponto.

Demonstração. Seja 𝑆𝑛 a soma dos tempos de passagem pelas n primeiras arestas localizadas
no lado positivo da primeira coordenada do eixo. Assim

0 ⊘
𝑎0,𝑛

𝑛
⊘

𝑆𝑛

𝑛

usando a lei forte dos grandes números

0 ⊘ Û ⊘ 𝐸[𝑡(𝑒)].

Claramente, se Ü é concentrada em um único ponto, temos 𝑎0,𝑛 = 𝑆𝑛 e Û = 𝐸[𝑡(𝑒)].
Seja 𝑋 tal que

0 < 𝑋 < 𝐸[𝑡(𝑒)] e 𝐹 (𝑋) > 0

Fazendo 𝑝 = 𝐹 (𝑋) e seja 𝑛 tal que

(𝑛 + 2)𝑋 < 𝑛𝐸[𝑡(𝑒)].

Então, para todo 𝑖 inteiro tal que 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑛, 𝑒𝑖 := ((𝑖 ⊗ 1)𝜖1, 𝑖 ⊗ 𝜖1), 𝑒′
𝑖 := ((𝑖 ⊗ 1)𝜖2, 𝑖 ⊗ 𝜖2),

𝑒′
0 := (0, 𝜖2) e 𝑒′

𝑛+1 := (𝑛𝜖1 + 𝜖2, 𝑛𝜖1).
Vamos denotar por 𝑈𝑖(respectivamente 𝑈 ′

𝑖) os tempos de passagem por 𝑒𝑖(respectivamente
𝑒′

𝑖). DeĄnindo:

𝑦(𝑤) := min

∮︁

𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑈𝑖,
𝑛+1
∑︁

𝑖=0

𝑈 ′
𝑖

⨀︀

.
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Fazendo

𝑦*(𝑤) =

⎧

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑛+1
∑︁

𝑖=0

𝑈 ′
𝑖(𝑤) se ∀𝑖, 𝑈 ′

𝑖(𝑤) ⊘ 𝑋

𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑈𝑖(𝑤) caso contrário

Daí

𝐸[𝑦*(𝑤)] = 𝑝𝑛+1𝐸

⎟

𝑛+1
∑︁

𝑖=0

𝑈 ′
𝑖 ; 𝑈 ′

𝑖(𝑤) ⊘ 𝑋, ∀𝑖

⟨

+ (1 ⊗ 𝑝𝑛+1)𝐸

⎟

𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑈𝑖

⟨

⊘

⊘ 𝑝𝑛+1(𝑛 + 2)𝑋 + (1 ⊗ 𝑝𝑛+1)𝑛𝐸[𝑡(𝑒)] < 𝑛𝐸[𝑡(𝑒)].

Assim, temos 𝑎0,𝑛 ⊘ 𝑦 ⊘ 𝑦*, portanto

𝑛Û ⊘ 𝐸[𝑎0,𝑛] < 𝑛𝐸[𝑡(𝑒)]

Û < 𝐸[𝑡(𝑒)]

No caso particular em que a distribuição é tal que 𝐹 (0) = 𝑝 > 0, Smythe e Weirman em
[SW06] encontraram um limite superior para Û(𝐹 ) em função da constante de tempo dada um
distribuição de Bernoulli com parâmetro 1 ⊗ 𝑝.

Teorema 2.4.0.4. Seja 𝐹 um função de distribuição de uma variável aleatória positiva tal
que 𝑝 := 𝐹 (0) > 0 e seja Û(𝑝) a constante de tempo de uma distribuição de Bernoulli tal que
𝑃 (𝑋 = 0) = 𝑝, então

Û(𝐹 ) ⊘
Û(𝑝)
1 ⊗ 𝑝

𝐸[𝑡(𝑒)]

Demonstração. Seja 𝐺 uma função deĄnida por:

𝐺(𝑋) =

∮︁

0 se 𝑋 ⊘ 0
𝐹 (𝑋)⊗𝑝

1⊗𝑝
se 𝑋 > 0

É fácil ver que 𝐺 é uma função de distribuição. Seja (𝐵𝑒)𝑒∈ℰ uma família de variáveis aleatórias
independentemente e identicamente distribuídas com distribuição 𝐵𝑒𝑟(1 ⊗ 𝑝) e (𝑋𝑒)𝑒∈ℰ uma
família de variáveis aleatórias independentemente e identicamente distribuídas com distribuição
G independente da família (𝐵𝑒)𝑒∈ℰ . Assim ∀𝑒 ∈ ℰ e ∀𝑡 ∈ R,

𝑃 (𝐵𝑒𝑋𝑒 ⊘ 𝑡) = 𝑃 (𝐵𝑒𝑋𝑒 ⊘ 𝑡 e 𝐵𝑒 = 0) + 𝑃 (𝐵𝑒𝑋𝑒 ⊘ 𝑡 e 𝐵𝑒 = 1) =

= 𝑃 (𝑡 ⊙ 0 e 𝐵𝑒 = 0) + 𝑃 (𝑋𝑒 ⊘ 𝑡)𝑃 (𝐵𝑒 = 1) =

=

∮︁

0 se 𝑡 < 0
𝑝 + (1 ⊗ 𝑝)𝐺(𝑡) se 𝑡 > 0

=

∮︁

0 se 𝑡 < 0
𝐹 (𝑡) se 𝑡 > 0

= 𝐹 (𝑡).

Daí, ∀𝑒 ∈ ℰ , 𝐵𝑒𝑋𝑒 tem função de distribuição 𝐹 e (𝐵𝑒𝑋𝑒)𝑒∈ℰ é uma família independente e
identicamente distribuída.

Seja 𝑟𝐵
𝑛 um caminho por 𝑙𝐵

0,𝑛 que se identiĄca com 𝑙0,𝑛 quando o tempo de passagem das
arestas seguem a distribuição de 𝐵𝑒. Seja 𝑁𝑛 o número de arestas 𝑒 em 𝑟𝐵

0,𝑛 tal que 𝐵𝑒 = 1,
assim 𝑙𝐵

0,𝑛 = 𝑁𝑛. Logo,

lim
𝑛⊃∞

𝐸
[︂

𝑁𝑛

𝑛

⎢

= lim
𝑛⊃∞

𝐸

⎟

𝑙𝐵
0,𝑛

𝑛

⟨

= Û.
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Fazemos Ó𝑛 = 𝑇 (𝑟𝐵
𝑛 ) quando os tempos de passagem das arestas seguem a distribuição de

partida. Logo, Ó𝑛 é a soma das 𝑋𝑒 em 𝑁𝑛 arestas 𝑒 de 𝑟𝐵
𝑛 tais que 𝐵𝑒 = 1. As 𝑋𝑒, 𝑒 ∈ ℰ , são

independentes das 𝐵𝑒, 𝑒 ∈ ℰ , portanto de 𝑟𝐵
𝑛 , daí

𝐸 [Ó𝑛♣(𝐵𝑒)𝑒∈ℰ ] = 𝐸[𝑋𝑒] × 𝑁𝑛,

com 𝑙0,𝑛 ⊘ Ó𝑛. Logo,

𝐸

⎟

𝑙0,𝑛

𝑛

⟨

⊘ 𝐸[𝑋𝑒]𝐸
[︂

𝑁𝑛

𝑛

⎢

,

fazendo 𝑛 ⊃ ∞, vamos ter Û ⊘ 𝐸[𝑋𝑒]Û(𝑝), com 𝐸[𝑋𝑒] = 𝐸[𝑡(𝑒)]
1⊗𝑝

, logo

Û ⊘
Û(𝑝)
1 ⊗ 𝑝

𝐸[𝑡(𝑒)] em que 𝑝 = 𝐹 (0).

2.4.2 Continuidade da constante de tempo

Esse resultado foi obtido por Cox e Kesten[CK81].

Teorema 2.4.0.5. Se Ü𝑛 converge em distribuição para Ü quando 𝑛 ⊃ ∞, então Û(Ü𝑛) converge
para Û(Ü) quando 𝑛 ⊃ ∞, ou seja, Û é contínua com respeito a Ü, pela convergência fraca.

A demonstração será omitida mas pode ser vista em [CK81].
A pergunta natural nesse contexto é se Û(Ü) pode ser calculada quando Ü for especiĄcada,

o que infelizmente está longe de ser possível para uma Ü não trivial. No entanto é possível
determinar em quais casos Û é 0 ou estritamente positiva. Esse resultado será demonstrado,
em partes, no próximo capítulo cujo ponto de partida é a forma assintótica de 𝐵(𝑡).
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Capítulo 3

Forma assintótica e consequência

Nesse capítulo, vamos demonstrar o teorema da forma assintótica para 𝐵(𝑡). Há dois casos,
em um a forma assintótica é um compacto no outro é R

𝑑. Será possível também exibir uma
delimitação para 𝐵(𝑡) quando compacto e deduzir a convergência de 𝑏0,𝑛

𝑛
através do teorema.

3.1 Teorema da forma assintótica

Antes de enunciar o teorema, veremos alguns resultados necessários.

Lema 3.1.1. Temos que

𝐸[𝑡2
1] < ∞ ⇒ 𝐸[min(𝑡𝑑

1, . . . , 𝑡𝑑
2𝑑)] < ∞

Demonstração. Se 𝐸[𝑡2
1] < ∞, então 𝐸[𝑡2

1] ⊘ 𝐶, para algum 𝐶 ∈ R, daí:

𝐸
[︁

min
(︁

𝑡𝑑
1, . . . , 𝑡𝑑

2𝑑

)︁]︁

=
∑︁

𝑘

𝑃
[︁

min
(︁

𝑡𝑑
1, . . . , 𝑡𝑑

2𝑑

)︁

> 𝑘
]︁

=
∑︁

𝑘

2𝑑
∏︁

𝑖=1

𝑃
[︁

𝑡𝑑
𝑖 > 𝑘

]︁

=
∑︁

𝑘

(︁

𝑃
[︁

𝑡𝑑
1 > 𝑘

]︁)︁2𝑑

=
∑︁

𝑘

𝑃
[︁

𝑡1 > 𝑘
1

𝑑

]︁2𝑑
⊘
∑︁

𝑘

𝐸 [𝑡1]
2𝑑

𝑘2

⊘
∑︁

𝑘

(︁

𝑃
[︁

𝑡2
1 > 𝑘

2

𝑑

]︁)︁2𝑑

⊘
∑︁

𝑘

𝐸 [𝑡2
1]

2𝑑

𝑘4
⊘
∑︁

𝑘

𝐶2𝑑

𝑘4
< ∞

Lema 3.1.2. Se 𝐸[𝑡2(𝑒)] < ∞, então para 𝑑 ⊙ 2, para todos 𝑢, 𝑣 ∈ Z
𝑑 e ∀Ú > 2𝑑, existe 𝑘1 > 0

tal que
𝑃 (𝑇 (𝑢, 𝑣) ⊙ 2𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+Ú)) ⊘ 𝑘1(♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+Ú)⊗2𝑑.

25
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Demonstração. ∙ Caso 𝑑 ⊙ 3:

Sem perda de generalidade, podemos supor que 𝑢 = 0. Há 2𝑑 caminhos 𝑟𝑖 de arestas dis-
juntas de 0 a 𝑣 contendo no máximo ♣𝑣♣+2𝑑 arestas. Uma vez que os diferentes caminhos
𝑟𝑖 têm arestas dijuntas e 𝑡(𝑒) são independentes, temos

𝑃 (𝑇 (0, 𝑣) ⊙ 2𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑣♣+Ú)) ⊘
2𝑑
∏︁

𝑖=1

𝑃 (𝑇 (𝑟1) ⊙ 2𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑣♣+Ú)) ,

𝐸[𝑇 (𝑟1)] ⊘ 𝐸[𝑡(𝑒)] × ( número de arestas de 𝑟𝑖 )
⊘ 𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2𝑑)

à2(𝑇 (𝑟𝑖) ⊘ 𝐸[𝑡2(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2𝑑))

¶𝑇 (𝑟𝑖) ⊙ 2𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+Ú)♢ ⊆ ¶(𝑇 (𝑟𝑖) ⊗ 𝐸[𝑇 (𝑟𝑖)]) ⊙ 𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2Ú ⊗ 2𝑑)♢

⊆ ¶♣𝑇 (𝑟𝑖) ⊗ 𝐸[𝑇 (𝑟𝑖)]♣⊙ 𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2Ú ⊗ 2𝑑)♢

pois 𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2Ú ⊗ 2𝑑) > 0, já que Ú > 2𝑑 e 𝐹 (0⊗) = 0. Aplicando a desigualdade
de Tchebychev, obtemos

𝑃 (♣𝑇 (𝑟𝑖) ⊗ 𝐸[𝑇 (𝑟𝑖)]♣⊙ 𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2Ú ⊗ 2𝑑)) ⊘
à2(𝑇 (𝑟𝑖))

(𝐸[𝑡(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2Ú ⊗ 2𝑑))2

⊘
𝐸[𝑡2(𝑒)](♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2𝑑)

𝐸[𝑡(𝑒)]2(♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2Ú ⊗ 2𝑑)2
⊘

𝐸[𝑡2(𝑒)]
𝐸[𝑡(𝑒)]2

.
1

♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+Ú
,

pois ♣𝑢⊗𝑣♣+2𝑑

♣𝑢⊗𝑣♣+2Ú⊗2𝑑
= ♣𝑢⊗𝑣♣+2𝑑

♣𝑢⊗𝑣♣+2𝑑+2Ú⊗4𝑑
< 1 e ♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+2Ú ⊗ 2𝑑 ⊙ ♣𝑢 ⊗ 𝑣♣+Ú, já que 2𝑑 ⊗ 2Ú ⊙ Ú.

Assim com 𝑘1 =
(︁

𝐸[𝑡2(𝑒)]
𝐸[𝑡(𝑒)]2

)︁2𝑑
, o lema está provado.

∙ Caso 𝑑 = 2:

Não é sempre que existem 2𝑑 = 4 caminhos de 0 a 𝑣, de tamanho ♣𝑣♣+4, disjuntos. Nesse
caso devemos substituir 2𝑑 por 6 e a demonstração segue da mesma forma.

Lema 3.1.3. Se 𝐸[𝑡2(𝑒)] < ∞, existe uma constante 𝑘2 tal que ∀0 < 𝜖 ⊘ 1
2
:

𝑃 (𝑇 (𝑢, 𝑣) ⊘ 𝑘2𝜖♣𝑢♣, ∀𝑢, 𝑣 ∈ Z
𝑑; ♣𝑢 ⊗ 𝑣♣⊘ 𝜖♣𝑢♣ e ♣𝑢♣ suĄcientemente grande) = 1

Demonstração. Seja 0 < 𝜖 ⊘ 1
2

e 𝐶𝑘 = 𝐶𝑘(𝜖) o conjunto de todos os vértices 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑑)
tal que ♣𝑣♣= ⌊(1 + 𝜖)𝑘⌋ e os 𝑣1, . . . , 𝑣𝑑⊗1 são divisíveis por ⌊𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1⌋. Gostariamos de um
limitante para 𝐶𝑘.

Com base nas hipóteses, ∀1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑑 ⊗ 1, ∃Ú𝑖 > 0, tal que

♣𝑣𝑖♣= Ú𝑖⌊𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1⌋ e

(︃

𝑑
∑︁

𝑖=1

Ú𝑖

⎜

⌊𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1⌋ = ⌊(1 + 𝜖)𝑘⌋

Daí ∀1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑑 ⊗ 1, vamos ter Ú𝑖⌊𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1⌋ ⊘ ⌊(1 + 𝜖)𝑘⌋
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∙ Se 𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1 < 1, então não há valores possíveis para os Ú𝑖 pois os 𝑣𝑖 não podem ser
divisíveis por 0.

∙ Se 𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1 ⊙ 1, então

Ú𝑖 ⊘
⌊(1 + 𝜖)𝑘⌋

⌊𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1⌋
⊘

(1 + 𝜖)𝑘

⌊𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1⌋
=

1 + 𝜖

𝜖

𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1

⌊𝜖(1 + 𝜖)𝑘⊗1⌋

⊘
1 + 𝜖

𝜖
.2 ⊘

3/2
𝜖

.2 =
3
𝜖

Portanto o número de valores possíveis para cada 𝑣𝑖 é menor ou igual a 6
𝜖

Em todos os casos, há no máximo 6
𝜖

valores possíveis para 𝑣𝑖 ∀1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑑 ⊗ 1 e ∀𝑣 ∈ 𝐶𝑘 ♣𝑣𝑑♣
é inteiramente determinado por 𝑣1, . . . , 𝑣𝑑⊗1. Daí

♣𝐶𝑘♣⊘
(︂6

3

)︂𝑑

.

Seja o evento

𝐸𝑘 := 𝐸𝑘(𝜖) = ¶𝑇 (𝑢, 𝑣) ⊘ 𝑘3𝜖(1 + 𝜖)𝑘 para todos

os vértices 𝑢 e 𝑣 tais que 𝑢 ∈ 𝐶𝑘, ♣𝑢 ⊗ 𝑣♣⊘ 4𝑑𝜖(1 + 𝜖)𝑘♢

em que 𝑘3 = 10𝑑 × 𝐸[𝑡(𝑒)].
De acordo com o lema anterior, para 𝑘 suĄcientemente grande,

𝑃 (𝐸𝑐
𝑘) ⊘

∑︁

𝑢∈𝐶𝑘

∑︁

𝑣;♣𝑢⊗𝑣♣⊘4𝑑(1+𝜖)𝑘

𝑃 (𝑇 (𝑢, 𝑣) > 𝑘3𝜖(1 + 𝜖)𝑘)

⊘
(︂6

𝜖

)︂𝑑

(8𝑑𝜖(1 + 𝜖)𝑘)𝑑𝑘4(𝜖(1 + 𝜖)𝑘)⊗2𝑑

⊘
𝑘5

𝜖2𝑑
(1 + 𝜖)⊗𝑑𝑘

com 𝑘5 = 𝑘5(𝑑) uma constante. Assim

∑︁

𝑘

𝑃 (𝐸𝑐
𝑘) =

𝑘5

𝜖2𝑑

∞
∑︁

𝑘=0

1
[(1 + 𝜖)𝑑]𝑘

< ∞.

Pelo lema de Borel-Cantelli, 𝑃 (𝐸𝑐
𝑘 acontecer inĄnitas vezes) = 0

Agora, considere uma realização de 𝑡(𝑒) tal que exista um 𝑘0 < ∞ e 𝐸𝑘 ocorra ∀𝑘 ⊙ 𝑘0,
assumindo 𝜖(1 + 𝜖)𝑘0 > 1, sem perda de generalidade. Vamos mostrar que para essa realização:

𝑇 (𝑢, 𝑣) ⊘ 4𝑘3𝜖♣𝑢♣ sempre que ♣𝑢♣⊙ (1 + 𝜖)𝑘0 e ♣𝑢 ⊗ 𝑣♣⊘ 𝜖♣𝑢♣. (3.1.1)

Seja 𝑙 = 𝑙(𝑢) o único inteiro tal que:

⌊(1 + 𝜖)𝑙⌋ ⊘ ♣𝑢♣< ⌊(1 + 𝜖)𝑙+1⌋, (3.1.2)

e 𝑧 = 𝑧(𝑢) o vértice de 𝐶𝑙+1 tal que

♣𝑢 ⊗ 𝑧(𝑢)♣= min
𝑦∈𝐶𝑙+1

♣𝑢 ⊗ 𝑦♣.
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Se ♣𝑢♣⊙ (1 + 𝜖)𝑘0 , então 𝑙(𝑢) ⊙ 𝑘0 e por deĄnição de 𝐶𝑙+1, existe 𝑦 ∈ 𝐶𝑙+1 tal que

♣𝑦(𝑖)♣⊘ ♣𝑢(𝑖)♣ , ♣𝑦(𝑖) ⊗ 𝑢(𝑖)♣⊘ ⌊𝜖(1 + 𝜖)𝑙⌋ , ∀1 ⊘ 𝑖 ⊘ (𝑑 ⊗ 1) e 𝑠𝑔𝑛(𝑦(𝑑)) = 𝑠𝑔𝑛(𝑢(𝑑)) (3.1.3)

De (3.1.2) e (3.1.3)

♣𝑦(𝑑) ⊗ 𝑢(𝑑)♣ = ♣𝑦(𝑑)♣⊗♣𝑢(𝑑)♣

⊘ ⌊(1 + 𝜖)𝑙+1⌋ ⊗
𝑑⊗1
∑︁

𝑖=1

♣𝑦(𝑖)♣⊗

∮︁

⌊(1 + 𝜖)𝑙⌋ ⊗
𝑑⊗1
∑︁

𝑖=1

♣𝑢(𝑖)♣

⨀︀

⊘ 𝑑𝜖(1 + 𝜖)𝑙 + 1

como 𝜖(1 + 𝜖)𝐾0 ⊙ 1
♣𝑦 ⊗ 𝑢♣⊘ 2𝑑𝜖(1 + 𝜖)𝑙

e, assim
♣𝑢 ⊗ 𝑧(𝑢)♣⊘ 2𝑑𝜖(1 + 𝜖)𝑙.

Se 𝐸𝑙+1 ocorre:
𝑇 (𝑧(𝑢), 𝑢) ⊘ 𝑘3𝜖(1 + 𝜖)𝑙+1,

e se ♣𝑢 ⊗ 𝑣♣⊘ 𝜖♣𝑢♣⊘ 𝜖(1 + 𝜖)𝑙+1, então

♣𝑣 ⊗ 𝑧(𝑢)♣⊘ ♣𝑣 ⊗ 𝑢♣+♣𝑢 ⊗ 𝑧(𝑢)♣⊘ (2𝑑 + 1)𝜖(1 + 𝜖)𝑙+1.

Daí,
𝑇 (𝑢, 𝑣) ⊘ 𝑇 (𝑧(𝑢), 𝑢) + 𝑇 (𝑧(𝑢), 𝑣) ⊘ 2𝑘3𝜖(1 + 𝜖)𝑙+1 ⊘ 4𝑘3𝜖♣𝑢♣

O que prova (3.1.1) e o lema com 𝑘2 = 4𝑘3.

Essa versão do teorema foi obtida por Harry Kesten em [Kes03] e segue as principais idéias
do teorema geral, que pode ser visto em [RIC03].

Teorema 3.1.3.1. Se 𝐸[min(𝑡𝑑
1, . . . , 𝑡𝑑

2𝑑)] < ∞, existe um convexo determinístico 𝐵0 = 𝐵0(𝐹, 𝑑) ⊆
R

𝑑 de interior não-vazio que é:

- Compacto, no caso ∀𝜖 > 0 e para 𝑡 suĄcientemente grande,

(1 ⊗ 𝜖)𝐵0 ⊆
𝐵(𝑡)

𝑡
⊆ (1 + 𝜖)𝐵0 q.c., (3.1.4)

- Ou igual a R
𝑑, no caso ∀𝜖 > 0 e para 𝑡 suĄcientemente grande,

¶𝑥 ∈ R
𝑑; ♣♣𝑥♣♣⊘ 𝜖⊗1♢ ⊆

𝐵(𝑡)
𝑡

q.c.. (3.1.5)

Além disso, 𝐵0 é invariante a permutação de coordenadas ou reĆexões sobre os hiperplanos de
equações ¶𝑥𝑖 = 0♢.

Sem a hipótese 𝐸[min(𝑡𝑑
1, . . . , 𝑡𝑑

2𝑑)] < ∞,

lim sup
♣♣𝑣♣♣⊃∞

𝑇 (0, 𝑣)
♣♣𝑣♣♣

= ∞ q.c.. (3.1.6)
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O teorema indica que 𝐵(𝑡) aumenta linearmente em 𝑡 quando 𝐵0 é compacto e mais do que
linearmente quando 𝐵0 = R

𝑑

Vamos demonstrar o teorema da forma assintótica assumindo algo mais forte( como visto
em ,lema2.1.1.):

𝐸[𝑡2(𝑒)] < ∞ (3.1.7)

Demonstração. Vamos mostrar que se Û > 0, então vale (3.1.4), para um compacto convexo 𝐵0

que é invariante a permutação de coordenadas ou reĆexões sobre os hiperplanos de equações
¶𝑥𝑖 = 0♢ e que intercepta o 𝑖𝑒 eixo de coordenadas em (0, . . . , 0, ∘Û⊗1, 0, . . . , 0). Em particular
Û = 0 implica em (3.1.5).

Para começar, vamos explorar algumas propriedades de Û. Seja 𝒱𝑀 o conjunto de todos
vetores 𝑥 = (𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)) ∈ R

𝑑 em que cada 𝑥(𝑖) é múltiplo inteiro de 𝑀⊗1 e 𝒱 =
⎷

𝑀⊙1 𝒱𝑀 .
∀𝑥 ∈ 𝒱𝑀 o processo:

𝑋𝑚,𝑛 = 𝑇 (𝑚𝑀𝑥, 𝑛𝑀𝑥) , 𝑚 ⊘ 𝑛,

satisfaz o teorema ergódico subaditivo, logo ∃Û(𝑥) < ∞, tal que

lim
𝑛⊃∞

1
𝑛𝑀

𝑇 (0, 𝑛𝑀𝑥) = Û(𝑥) q.c. e em 𝐿1.

i) Û(𝑥) é único ∀𝑥 ∈ 𝒱.

De fato, se 𝑥 ∈ 𝒱𝑀 ∩ 𝒱𝑁 , então

lim
𝑛⊃∞

1
𝑛𝑀

𝑇 (0, 𝑛𝑀𝑥) = lim
𝑛⊃∞

1
𝑛𝑀𝑁

𝑇 (0, 𝑛𝑀𝑁𝑥) = lim
𝑛⊃∞

1
𝑛𝑁

𝑇 (0, 𝑛𝑁𝑥).

ii) Û(≤) é homogenea em 𝒱

Para o racional 𝑟 > 0,
Û(𝑟𝑥) = 𝑟Û(𝑥).

iii) Û é uniformemente contínua sobre 𝒱

Primeiro note que se 𝑥 ∈ 𝒱𝑀 e 𝑦 ∈ 𝒱𝑁 , então 𝑥 ⊗ 𝑦 ∈ 𝒱𝑀𝑁 e

Û(𝑦) ⊗ Û(𝑥) = lim
𝑛⊃∞

1
𝑛𝑀𝑁

(𝑇 (0, 𝑛𝑀𝑁𝑦) ⊗ 𝑇 (0, 𝑛𝑀𝑁𝑥)).

Uma vez que,
𝑇 (0, 𝑛𝑀𝑁𝑦) ⊘ 𝑇 (0, 𝑛𝑀𝑁𝑥) + 𝑇 (𝑛𝑀𝑁𝑥, 𝑛𝑀𝑁𝑦)

e 𝑇 (𝑛𝑀𝑁𝑥, 𝑛𝑀𝑁𝑦) tem mesma distribuição de 𝑇 (0, 𝑛𝑀𝑁(𝑦 ⊗ 𝑥)), segue que

Û(𝑦) ⊗ Û(𝑥) ⊘ lim
𝑛⊃∞

1
𝑛𝑀𝑁

𝑇 (𝑛𝑀𝑁𝑥, 𝑛𝑀𝑁𝑦) em probabilidade = Û(𝑦 ⊗ 𝑥).

iv) Û(0) = 0 e Û(Ú𝑥) = ÚÛ(𝑥) , Ú > 0

Û((∘𝑥(à(1)), ∘𝑥(à(2)), . . . , ∘𝑥(à(𝑑)))) = Û((𝑥(1), 𝑥(2), . . . , 𝑥(𝑑))), (3.1.8)
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para qualquer permutação (à(1), . . . , à(𝑑)) de (1, . . . , 𝑑), uma vez que todo modelo é
invariante a permutações ou reĆexões de coordenadas. Assim

Û((𝑥(1), 𝑥(2), . . . , 𝑥(𝑑))) ⊘
√︁𝑑

𝑖=1 Û(0, . . . , 0, 𝑥(𝑖), 0, . . . , 0)
=

√︁𝑑
𝑖=1♣𝑥(𝑖)♣Û(1, 0, . . . , 0) = Û

√︁𝑑
𝑖=1♣𝑥(𝑖)♣.

(3.1.9)

Daí,

♣Û(𝑦) ⊗ Û(𝑥)♣⊘ Û(𝑦 ⊗ 𝑥) ⊘ Û
𝑑
∑︁

𝑖=1

♣𝑥(𝑖) ⊗ 𝑦(𝑖)♣ (3.1.10)

Podemos estender Û por continuidade ∀𝑧 ∈ R
𝑑 fazendo:

Û(𝑧) = lim
𝑥∈𝒱⊃𝑧

Û(𝑥).

Daí de (3.1.8), (3.1.9) e (3.1.10), Û(≤) é Lipschitz-contínua, isto é:

Û(0) = 0 e Û(Ú𝑥) = ÚÛ(𝑥) , Ú > 0 (3.1.11)

v) Û(𝑥) = 0, para algum 𝑥 ̸= 0 ⇒ Û(𝑥) = 0∀𝑥

Assuma Û((𝑥(1), 𝑥(2), . . . , 𝑥(𝑑))) = 0, para algum 𝑥 com 𝑥(1) ̸= 0, então de (3.1.8), (3.1.9)
e (3.1.11):

2♣𝑥(1)♣Û = Û((2𝑥(1), 0, . . . , 0))
⊘ Û((𝑥(1), 𝑥(2), . . . , 𝑥(𝑑))) + Û((𝑥(1), ⊗𝑥(2), . . . , ⊗𝑥(𝑑)))
= Û(𝑥) + Û(𝑥) = 0

Assim de (3.1.10) Û(≤) ⊕ 0.

Mostraremos (3.1.4) quando Û > 0 e 𝐵0 = ¶𝑥; Û(𝑥) ⊘ 1♢. Inicialmente vamos mostrar
que 𝐵0 é compacto, convexo e invariante a permutação de coordenadas ou reĆexões sobre os
hiperplanos de equações ¶𝑥𝑖 = 0♢.

¶♣𝑥♣= 1♢ é compacto, assim como Û é contínua, Û(¶♣𝑥♣= 1♢) admite mínimo, seja min
♣𝑥♣=1

Û(𝑥) =

Ð > 0, dado 𝑥 ∈ R
𝑑:

Û

(︃

𝑥

♣𝑥♣

⎜

⊙ Ð ⇒ ♣𝑥♣⊘
Û(𝑥)

Ð
.

Daí ∀𝑥 ∈ 𝐵0:

♣𝑥♣⊘
1
Ð

< ∞,

o que implica em 𝐵0 limitado.
𝐵0 = Û⊗1([0, 1]) e Û é contínua, então 𝐵0 é fechado.
Sejam 𝑥 e 𝑦 ∈ 𝐵0:

Û(Ú𝑥 + (1 ⊗ Ú)𝑦) ⊘ Û(Ú𝑥) + Û((1 ⊗ Ú)𝑦)
⊘ ÚÛ(𝑥) + (1 ⊗ Ú)Û(𝑦)
⊘ Ú + 1 ⊗ Ú = 1.

Desse modo Ú𝑥 + (1 ⊗ Ú)𝑦 ∈ 𝐵0, logo 𝐵0 é convexo.



3.1. TEOREMA DA FORMA ASSINTÓTICA 31

Como os elementos da família ¶𝑡(𝑒)♢𝑒∈ℰ são independentes e identicamente distribuidos
nosso modelo é invariante a permutação de coordenadas ou reĆexões sobre os hiperplanos de
equações ¶𝑥𝑖 = 0♢ e Û também é, assim 𝐵0 é invariante a permutação de coordenadas ou
reĆexões sobre os hiperplanos de equações ¶𝑥𝑖 = 0♢.

Finalmente, mostramos que

∀𝜖 > 0, ⊗𝜖♣𝑦♣+Û(𝑦) ⊘ 𝑇 (0, 𝑦) ⊘ Û(𝑦) + 𝜖♣𝑦♣ q.c., para 𝑦 suĄcientemente grande (3.1.12)

Essa relação independe do fato de Û > 0.
Considere as realizações de 𝑡(𝑒) tal que

lim
𝑛⊃∞

𝑇 (0, 𝑛𝑥)
𝑛

= Û(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒱

e no caso do terceiro lema ∀𝜖 da forma 1
𝑚

, 𝑚 ⊙ 2.
Todas as realizações que têm essa propriedade têm probabilidade 1, pois são intersecção

enumerável de conjuntos com probabilidade 1.
Vamos mostrar que para essas realizações (3.1.12) é válida.
Suponha que (3.1.12) não seja válida, em particular existe 𝜖 suĄcientemente pequeno o

quanto se queira, por exemplo 0 < 𝜖 < 1
2
, ao longo de uma sequência 𝑦𝑛 tal que ♣𝑦𝑛♣⊃ ∞ e

𝑦𝑛

♣𝑦𝑛♣
⊃ 𝑧 quando ♣𝑧♣= 1 e 𝑧 ∈ 𝒱.
Assim a partir de certo 𝑛:

♣𝑇 (0, 𝑦𝑛) ⊗ Û(𝑦𝑛)♣⊙ 𝜖♣𝑦𝑛♣ (3.1.13)

Pode-se encontrar um 𝑚 > 𝑘2+2
𝜖

e 𝑀 tal que 𝑧 = 𝑘
𝑀

(𝑘 ∈ Z
𝑑, 𝑧 ∈ 𝒱), tal que para 𝑛 suĄciente-

mente grande, temos:
⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

Û

(︃

𝑦𝑛

♣𝑦𝑛♣

⎜

⊗ Û(𝑧)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⊘
1
𝑚

e ♣𝑇 (0, 𝑦𝑛) ⊗ Û(𝑦𝑛)♣⊙ 𝜖♣𝑦𝑛♣

Precisamos de um ponto próximo à 𝑦𝑛 em Z
𝑑, escolhendo 𝑣 =

⌊︁

♣𝑦𝑛♣
𝑀

⌋︁

𝑀𝑧, onde ⌊�⌋ denota a
parte inteira piso, temos:

♣𝑦𝑛♣𝑧 ⊗ 𝑀𝑧 ⊘

⟩

♣𝑦𝑛♣

𝑀

⨆︀

𝑀𝑧 ⊘ ♣𝑦𝑛♣𝑧

então

♣𝑦𝑛♣𝑧 ⊗ 𝑀𝑧 ⊗ 𝑦𝑛 ⊘

⟩

♣𝑦𝑛♣

𝑀

⨆︀

𝑀𝑧 ⊗ 𝑦𝑛 ⊘ ♣𝑦𝑛♣𝑧 ⊗ 𝑦𝑛,

daí,

♣𝑦𝑛♣

(︃

𝑧 ⊗
𝑀𝑧

♣𝑦𝑛♣
⊗

𝑦𝑛

♣𝑦𝑛♣

⎜

⊘

⟩

♣𝑦𝑛♣

𝑀

⨆︀

𝑀𝑧 ⊗ 𝑦𝑛 ⊘ ♣𝑦𝑛♣

(︃

𝑧 ⊗
𝑦𝑛

♣𝑦𝑛♣

⎜

Como 𝑧 ⊗ 𝑦𝑛

♣𝑦𝑛♣
⊃ 0 e 𝑀𝑧

♣𝑦𝑛♣
⊃ 0, a partir de certo tamanho

⧹︃

⧹︃

⧹︃𝑦𝑛 ⊗
⌊︁

♣𝑦𝑛♣
𝑀

⌋︁

𝑀𝑧
⧹︃

⧹︃

⧹︃ ⊘ ♣𝑦𝑛♣
𝑚

.
Daí

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑇 (0, 𝑦𝑛) ⊗ 𝑀

(︃

𝑦𝑛

♣𝑦𝑛♣

⎜⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⊘
1

♣𝑦𝑛♣

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑇 (0, 𝑦𝑛) ⊗ 𝑇

(︃

0,

⟩

♣𝑦𝑛♣

𝑀

⨆︀

𝑀𝑧

⎜⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

+

+

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

1
♣𝑦𝑛♣

𝑇

(︃

0,

⟩

♣𝑦𝑛♣

𝑀

⨆︀

𝑀𝑧

⎜

⊗ Û(𝑧)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

+

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

Û(𝑧) ⊗ Û

(︃

𝑦𝑛

♣𝑦𝑛♣

⎜⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⊘
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⊘
𝑘2

𝑚
+

1
𝑚

+
1
𝑚

=
𝑘2 + 2

𝑚
< 𝜖,

o que contradiz (3.1.13). Assim a condição (3.1.12) é veriĄcada q.c.
Se Û > 0, seja 𝜖 > 0 e 𝑥 ∈ (1 ⊗ 𝜖)𝐵0 = ¶𝑧; Û(𝑧) ⊘ 1 ⊗ 𝜖♢. Temos

𝑇 (0, 𝑡𝑥) ⊘ Û(𝑡𝑥) + 𝜖♣𝑡𝑥♣
⊘ 𝑡Û(𝑥) + 𝜖𝑡♣𝑥♣
⊘ (1 ⊗ 𝜖)𝑡 + 𝜖𝑡♣𝑥♣
⊘ 𝑡

quando 𝜖♣𝑥♣< 𝜖
Finalmente (1 ⊗ 𝜖)𝐵0 ⊆ 𝐵𝑡

𝑡
, ∀𝜖 > 0.

Seja 𝑥 ∈ 𝐵𝑡

𝑡
= ¶𝑥, 𝑇 (0, 𝑡𝑥) ⊘ 𝑡♢ Assim,

Û(𝑥) =
1
𝑡
Û(𝑡𝑥) ⊘

1
𝑡
(𝑇 (0, 𝑡𝑥) + 𝜖𝑡♣𝑥♣) ⊘ 1 + 𝜖♣𝑥♣, ∀𝜖 > 0

logo Û(𝑥) ⊘ 1 + 𝜖, 𝜖 > 0.
Finalmente 𝐵𝑡

𝑡
⊆ (1 + 𝜖)𝐵0, 𝜖 > 0.

Portanto, mostramos que se Û > 0, então (3.1.4) é válido. Se Û = 0, então (3.1.12) implica
em (3.1.5). Com efeito, seja 𝜖 > 0 e 𝑥 ∈ ¶𝑥 ∈ R

𝑑; ♣♣𝑥♣♣⊘ 𝜖⊗1♢. Daí

𝑇 (0, 𝑡𝑥) ⊘ 𝜖♣𝑡𝑥♣= 𝑡𝜖♣𝑥♣⊘ 𝑡

quando 𝜖♣𝑥♣⊘ 1
Nos resta mostrar (3.1.6). Seja

𝑌 (𝑣) := min¶𝑡(𝑒); 𝑒 é incidente à 𝑣♢ ⊘ 𝑇 (0, 𝑣) (3.1.14)

As variáveis aleatórias 𝑌 (𝑣) tal que 𝑣𝑖 é par para 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑑 são independentes e cada 𝑌 (𝑣)
tem distribuição min(𝑡1, . . . , 𝑡2𝑑). Se 𝐸(min(𝑡2

1, . . . , 𝑡2
2𝑑)) = ∞, então ∀Ú > 0, temos:

∑︁

𝑣;𝑣𝑖 é par∀𝑖

𝑃 (𝑌 (𝑣) ⊙ Ú♣𝑣♣) =
∞
∑︁

𝑘=0

𝐶𝑎𝑟𝑑¶𝑣; 𝑣𝑖é par e ♣𝑣♣= 2𝑘♢𝑃 (min(𝑡1, . . . , 𝑡2𝑑) ⊙ 2Ú𝑘)

⊙ 𝑘6

∞
∑︁

𝑘=0

(𝑘 + 1)𝑑⊗1𝑃 (min(𝑡1, . . . , 𝑡2𝑑) ⊙ 2Ú𝑘)

⊙ 𝑘7𝐸(min(𝑡2
1, . . . , 𝑡2

2𝑑)) = ∞.

Assim pelo Lema de Borel-Cantelli para todos Ú > 0, 𝑌 (𝑣) ⊙ Ú♣𝑣♣ ocorre inĄnitas vezes
quase certamente, daí 𝑇 (0, 𝑣) ⊙ Ú♣𝑣♣⇒ 𝑇 (0,𝑣)

♣𝑣♣
⊙ Ú ocorre inĄnitas vezes quase certamente

∀Ú > 0, portanto deduzimos (3.1.6).

Obtivemos da demonstração que

𝐵0 = R
𝑑 ⇔ Û = 0

Dessa forma o teorema (3.1.3.1) nos dá uma condição necessária e suĄciente para Û ser estrita-
mente positiva:

∙ Se Û > 0, então 𝐵0 é um compacto.

∙ Se Û = 0, então 𝐵0 = R
𝑑.

Nas próximas seções daremos uma determinação à 𝐵0 no caso em que 𝐵0 é compacto e
deduziremos a convergência de 𝑏0,𝑛

𝑛
, relembrando que 𝑏0,𝑛 = inf¶𝑇 (𝑟), 𝑟 ∈ Γ(0, 𝐻𝑛)♢ e 𝐻𝑛 =

¶𝑥 ∈ Z
𝑑; 𝑥1 = 𝑛♢, a partir do teorema (3.1.3.1).
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3.2 Determinação de 𝐵0(𝐵0 é compacto)

Já sabemos que 𝐵0 é convexo, compacto, tem interior não-vazio e é invariante a permutação
de coordenadas ou reĆexões sobre os hiperplanos de equações ¶𝑥𝑖 = 0♢.

Durante a prova, 𝐵0 foi deĄnido por

𝐵0 = ¶𝑥; Û(𝑥) ⊘ 1♢.

Então 𝐵0 ∩ R𝜖1 =
[︁

⊗1
Û

, 1
Û

]︁

, daí por convexidade e simetria temos:

∮︁

𝑥 ∈ R
𝑑;

𝑑
∑︁

𝑖=1

♣𝑥𝑖♣⊘
1
Û

⨀︀

⊆ 𝐵0 ⊆

⎟

⊗1
Û

,
1
Û

⟨𝑑

.

Isto é,
1
Û

𝐵♣≤♣ ⊆ 𝐵0 ⊆
1
Û

𝐵♣♣≤♣♣∞

em que 𝐵♣≤♣ =

∮︁

𝑥 ∈ R
𝑑;

𝑑
∑︁

𝑖=1

♣𝑥𝑖♣⊘ 1

⨀︀

e 𝐵♣♣≤♣♣∞

∮︁

𝑥 ∈ R
𝑑; sup

1⊘𝑖⊘𝑑

♣𝑥𝑖♣⊘ 1

⨀︀

3.3 Convergência de
𝑏0,𝑛

𝑛

Teorema 3.3.0.2.

lim
𝑛⊃∞

𝑏0,𝑛

𝑛
= Û q.c. e em 𝐿1

A demonstração que se segue vem de [Kes86].

Demonstração. Lembrando que 𝑏0,𝑛 ⊘ 𝑎0,𝑛, assim lim sup 𝑏0,𝑛

𝑛
⊘ Û q.c.

Resta mostrar que lim inf 𝑏0,𝑛

𝑛
⊙ Û q.c.

Se Û = 0 não há o que mostrar pois as variáveis aleatórias são positivas.
Seja Û > 0, considere as realizações de 𝑡(𝑒) tais que:

lim inf
𝑏0,𝑛

𝑛
= Û ⊗ 2Ó para Ó > 0 (3.3.1)

Então existe uma sequência 𝑛1 < 𝑛2 < ≤ ≤ ≤ de inteiros e uma sequência de vértices 𝑧1, 𝑧2, . . . tais
que 𝑧𝑘(1) = 𝑛𝑘 e 𝑇 (0, 𝑧𝑘) = 𝑏0,𝑛𝑘

+ Ó𝑘 quando ♣Ó𝑘♣⊘ Ó.
De acordo com (3.3.1), para 𝑘 suĄcientemente grande,

𝑧𝑘 ∈ 𝐵(𝑛𝑘(Û ⊗ 2Ó + Ó𝑘)) ⊆ 𝐵(𝑛𝑘(Û ⊗ Ó)).

Assim, para 𝑘 suĄcientemente grande, 𝑥 = 𝑧𝑘

𝑛𝑘(Û⊗Ó)
em 𝐵0. Com efeito,

Û(𝑥) = lim
𝑛⊃∞

𝑇 (0, 𝑛𝑥)
𝑛

= lim
𝑘⊃∞

𝑇
(︁

0, 𝑛𝑘(Û ⊗ Ó) 𝑧𝑘

𝑛𝑘(Û⊗Ó)

)︁

𝑛𝑘(Û ⊗ Ó)

= lim
𝑘⊃∞

𝑇 (0, 𝑧𝑘)
𝑛𝑘(Û ⊗ Ó)

=
𝑏0,𝑛𝑘

+ Ó𝑘

𝑛𝑘(Û ⊗ Ó)
=

Û ⊗ 2Ó

Û ⊗ Ó
< 1.
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Observando que

𝑥1 =
𝑧𝑘(1)

𝑛𝑘(Û ⊗ Ó)
=

1
Û ⊗ Ó

.

Pela simetria e convexidade de 𝐵0, 𝐵0 contém o ponto 1
2
(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑑)+1

2
(𝑥1, ⊗𝑥2, . . . , ⊗𝑥𝑑) =

(𝑥1, 0, . . . , 0). Então 𝐵(𝑡) contém o ponto (⌊(1 ⊗ 𝜖)𝑡𝑥1⌋, 0, . . . , 0) e assim

lim inf
𝑎0,𝑛

𝑛
⊘ lim inf

𝑡⊃∞

𝑎0,⌊(1⊗𝜖)𝑡𝑥1⌋

(1 ⊗ 𝜖)𝑡𝑥1

⊘ lim inf
𝑡⊃∞

𝑡

(1 ⊗ 𝜖)𝑡𝑥1

⊘
Û ⊗ Ó

1 ⊗ 𝜖
.

Assim, para todo 𝜖 > 0
(1 ⊗ 𝜖) lim inf

𝑎0,𝑛

𝑛
⊘ Û ⊗ Ó.

O que contradiz o fato de lim 𝑎0,𝑛

𝑛
= Û. Logo

lim inf
𝑏0,𝑛

𝑛
⊙ Û.

Portanto 𝑏0,𝑛

𝑛
converge q.c. para Û.



Capítulo 4

Teorema de Kesten

Em 1986 Harry Kesten obteve uma relação entre a forma assintótica do conjunto de pontos
atingidos (Compacto quando Û > 0 ou R

𝑑 quando Û = 0) e a probabilidade crítica de percolação
por arestas no modelo de percolação de Bernoulli em Z

𝑑. Nesse capítulo vamos exibir alguns
resultados das teorias de percolação e dos grandes desvios e então enunciar e demonstrar o
Teorema de Kesten.

4.1 Desigualdade para desacoplamento

Faremos uma extensão da desigualdade de BK, usando assim a desigualdade de FKG(A.3.0.7),
a forma apresentada a seguir foi introduzida por Kenneth S. Alexander em [Ale93].

Para 𝑒 ∈ ℰ , seja (Ω𝑒, ℬ𝑒, 𝑄𝑒) um espaço de probabilidade. Assuma que Ω𝑒 tem uma ordem
parcial, denotada por ⊘, seja também

¶𝑤𝑒 ∈ Ω𝑒 : 𝑤𝑒 ⊘ 𝑤̃𝑒♢ ∈ ℬ𝑒 e ¶𝑤𝑒 ∈ Ω𝑒 : 𝑤𝑒 ⊙ 𝑤̃𝑒♢ ∈ ℬ𝑒 (4.1.1)

para cada 𝑤̃𝑒 Ąxo e 𝑒 ∈ ℰ .
A ordem parcial sobre Ω𝑒 induz uma ordem parcial em Ω =

√︂

𝑒∈ℰ Ω𝑒, ainda denotada por ⊘
e deĄnida por

𝑤 ⊘ 𝑤̃ ∈ Ω ⇔ 𝑤𝑒 ⊘ 𝑤̃𝑒 , ∀𝑒 ∈ ℰ .

Uma função 𝑓 : Ω ⊃ R ∪ ¶∞♢ é chamada crescente(decrescente) se 𝑤′ ⊘ 𝑤′′ implica em
𝑓(𝑤′) ⊘ 𝑓(𝑤′′)( 𝑓(𝑤′) ⊙ 𝑓(𝑤′′)). Um evento crescente(decrescente) é um evento cuja função
indicadora é crescente(decrescente).

Dizemos que 𝑄𝑒 tem correlação positiva se
∫︁

(𝑓 ≤ 𝑔)𝑑𝑄𝑒 ⊙
∫︁

𝑓𝑑𝑄𝑒 ≤
∫︁

𝑔𝑑𝑄𝑒 (4.1.2)

para todas funções não negativas e crescentes(ou decrescentes) 𝑓, 𝑔 : Ω𝑒 ⊃ [0, ∞].
Toda medida de probabilidade em um espaço totalmente ordenado ou o produto de medidas

de probabilidade em um produto cartesiano de espaços totalmente ordenados têm correlação
positiva. Mais explicitamente, quando Ω𝑒 = R, temos a desigualdade de FKG.

Para um conjunto enumerável 𝑆, ℱ(𝑆) será a coleção Ąnita de subconjuntos de 𝑆.

Lema 4.1.1. (Desigualdade de Alexander) Seja ℰ um conjunto enumerável e (Ω𝑒, ℬ𝑒, 𝑄𝑒)
um espaço de probabilidade parcialmente ordenado com a propriedade (4.1.1), tal que cada

35
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𝑄𝑒 tem correlação positiva. Assumiremos Ω :=
√︂

𝑒∈ℰ Ω𝑒, ℬ :=
√︂

𝑒∈ℰ ℬ𝑒 e 𝑄 :=
√︂

𝑒∈ℰ 𝑄𝑒,
𝑓, 𝑔 : ℱ(ℰ) × Ω ⊃ R ∪ ¶∞♢ serão funções com 𝑓(𝐴, ≤), 𝑔(𝐵, ≤) ℬ-mensuráveis, ambas crescen-
tes(decrescentes) para todos 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(ℰ) e 𝑓(𝐴, 𝑤), 𝑔(𝐵, 𝑤) são determinados pela restrição
de 𝑤 à 𝐴 e 𝐵, respectivamente. Seja 𝑆 uma coleção de pares (𝐴, 𝐵) ∈ ℱ(ℰ) × ℱ(ℰ) tais que
𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ ∀(𝐴, 𝐵) ∈ 𝑆, seja também 𝑤 e 𝑤* duas conĄgurações independentes, cada uma com
distribuição 𝑄, deĄniremos:

𝑋(𝑤) = inf¶𝑓(𝐴, 𝑤) + 𝑔(𝐵, 𝑤) : (𝐴, 𝐵) ∈ 𝑆♢,

𝑋*(𝑤, 𝑤*) = inf¶𝑓(𝐴, 𝑤) + 𝑔(𝐵, 𝑤*) : (𝐴, 𝐵) ∈ 𝑆♢,

assim ∀𝑥 ∈ R,
𝑄¶𝑋(𝑤) ⊙ 𝑥♢ ⊙ 𝑄 × 𝑄¶𝑋*(𝑤, 𝑤*) ⊙ 𝑥♢. (4.1.3)

Demonstração. A prova geral pode ser vista em [Ale93], demonstraremos o caso em que ℰ é
Ąnito, usando de técnicas semelhantes às usadas no caso geral.

Suponha ℰ Ąnito.
Sejam 𝑤 e 𝑤′ duas conĄgurações independentes. Para todo 𝐺 ⊆ 𝑆, deĄniremos uma nova

conĄguração 𝑤𝐺:

𝑤𝐺
𝑓 =

∮︁

𝑤𝑓 se 𝑓 /∈ 𝐺
𝑤′

𝑓 se 𝑓 ∈ 𝐺.

Então deĄniremos

𝑋𝐺 := min¶𝑓(𝐴, 𝑤) + 𝑔(𝐵, 𝑤𝐺) : (𝐴, 𝐵) ∈ 𝑆♢.

Vamos mostrar que
𝑋∅ ⊙𝑠𝑡𝑜𝑐 𝑋ℰ ,

onde ⊙𝑠𝑡𝑜𝑐 denota dominância estocástica . É necessário mostrar que para todo 𝐺 ⊆ ℰ e 𝑒 /∈ 𝐺,

𝑋𝐺 ⊙𝑠𝑡𝑜𝑐 𝑋𝐺∪𝑒. (4.1.4)

Seja 𝐺 ⊆ ℰ e 𝑒 /∈ 𝐺, ∀𝑠 ∈ Ω𝑒, deĄniremos a conĄguração 𝑤𝐺,𝑒,𝑠:

𝑤𝐺,𝑒,𝑠
𝑓 =

∮︁

𝑠 se 𝑓 = 𝑒
𝑤𝐺

𝑓 se 𝑓 ̸= 𝑒.

Seja 𝑤̃ a restrição de 𝑤 à 𝑆 ∖ ¶𝑒♢.
Para 𝑠 ∈ Ω𝑒, vamos deĄnir:

𝑈(𝑤̃, 𝑤̃′, 𝑠) := min¶𝑓(𝐴, 𝑤) + 𝑔(𝐵, 𝑤𝐺,𝑒,𝑠) : (𝐴, 𝐵) ∈ 𝑆, 𝑒 ∈ 𝐵♢

𝑉 (𝑤̃, 𝑤̃′, 𝑠) := min¶𝑓(𝐴, 𝑤∅,𝑒,𝑠) + 𝑔(𝐵, 𝑤𝐺) : (𝐴, 𝐵) ∈ 𝑆, 𝑒 ∈ 𝐴♢

𝑊 (𝑤̃, 𝑤̃′) := min¶𝑓(𝐴, 𝑤) + 𝑔(𝐵, 𝑤𝐺) : (𝐴, 𝐵) ∈ 𝑆, 𝑒 /∈ 𝐴 ∪ 𝐵♢.

Agora sejam 𝑤̃ e 𝑤̃′ , 𝑥 ∈ R.
Se 𝑊 (𝑤̃, 𝑤̃′) ⊘ 𝑥, então

𝑃 (𝑋𝐺 > 𝑥♣𝑤̃, 𝑤̃′) = 0 = 𝑃 (𝑋𝐺∪¶𝑒♢ > 𝑥♣𝑤̃, 𝑤̃′) (4.1.5)
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Se 𝑊 (𝑤̃, 𝑤̃′) > 𝑥, então

𝑋𝐺 > 𝑥 ⇔ 𝑈(𝑤̃, 𝑤̃′, 𝑤𝑒) > 𝑥 e 𝑉 (𝑤̃, 𝑤̃′, 𝑤𝑒) > 𝑥 (4.1.6)

e
𝑋𝐺∪¶𝑒♢ > 𝑥 ⇔ 𝑈(𝑤̃, 𝑤̃′, 𝑤𝑒) > 𝑥 e 𝑉 (𝑤̃, 𝑤̃′, 𝑤′

𝑒) > 𝑥 (4.1.7)

Dessa forma, sendo
𝐽 := ¶𝑠 ∈ Ω𝑒 : 𝑈(𝑤̃, 𝑤̃′, 𝑠) > 𝑥♢

e
𝐾 := ¶𝑠 ∈ Ω𝑒 : 𝑉 (𝑤̃, 𝑤̃′, 𝑠) > 𝑥♢

Esses são eventos crescentes de Ω𝑒, pois 𝑓(𝐴, ≤) e 𝑔(𝐵, ≤) são funções crescentes, e 𝑄𝑒 tem
correlação positiva, então de (4.1.5), (4.1.6) e (4.1.7),

𝑃 (𝑋𝐺 > 𝑥♣𝑤̃, 𝑤̃′) = 𝑄𝑒(𝐽 ∩ 𝐾) ⊙ 𝑄𝑒(𝐽) ≤ 𝑄𝑒(𝐾) = 𝑃 (𝑋𝐺∪¶𝑒♢ > 𝑥♣𝑤̃, 𝑤̃′).

O que resulta em (4.1.4).

Por indução podemos generalizar a desigualdade para 𝑁 < ∞ funções crescentes e ℬ-
mensuráveis 𝑓𝑘(𝐴𝑘, ≤) tais que 𝑓𝑘(𝐴𝑘, 𝑤) são determinados pelas restrições de 𝑤 à 𝐴𝑘. Seja 𝑆
uma coleção enumerável de 𝑁 -uplas de conjuntos Ąnitos, disjuntos dois a dois, (𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑁)
e deĄna:

𝑋(𝑤) = inf

∮︁

𝑁
∑︁

𝑘=1

𝑓𝑘(𝐴𝑘, 𝑤) : (𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑁) ∈ 𝑆

⨀︀

,

𝑋*(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁) = inf

∮︁

𝑁
∑︁

𝑘=1

𝑓𝑘(𝐴𝑘, 𝑤𝑘) : (𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑁) ∈ 𝑆

⨀︀

,

então ∀𝑥 ∈ R,

𝑄¶𝑋(𝑤) ⊙ 𝑥♢ ⊙ 𝑄 × 𝑄 × ≤ ≤ ≤ × 𝑄¶𝑋*(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁) ⊙ 𝑥♢. (4.1.8)

Devemos usar (4.1.8) na seguinte situação:
Seja 𝐶𝑘, 𝐷𝑘, 1 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑁 , alguns subconjuntos Ąnitos de ℰ e 𝐴𝑘,𝑖, 𝑖 ⊙ 1, uma coleção Ąnita

de caminhos em Z
𝑑 de 𝐶𝑘 para 𝐷𝑘, tais que:

Para 𝑖 Ąxo, 𝐴1,𝑖, 𝐴2,𝑖, . . . , 𝐴𝑁,𝑖 são disjuntos dois a dois e ∀1 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑁 , cada caminho sem
auto-interseção de 𝐶𝑘 para 𝐷𝑘 encontra-se em algum 𝐴𝑘,𝑖. Também

𝑓(𝑘, 𝑖, 𝑤) = inf¶𝑇 (𝑟) : 𝑟 ∈ 𝐴𝑘,𝑖♢,

daí,

𝑋(𝑤) = inf
𝑖

∮︁

𝑁
∑︁

𝑘=1

[inf ¶𝑇 (𝑟𝑘,𝑖)(𝑤) : 𝑟𝑘,𝑖 ∈ 𝐴𝑘,𝑖♢]

⨀︀

,

𝑋*(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁) = inf
𝑖

∮︁

𝑁
∑︁

𝑘=1

[inf ¶𝑇 (𝑟𝑘,𝑖)(𝑤𝑘) : 𝑟𝑘,𝑖 ∈ 𝐴𝑘,𝑖♢]

⨀︀

.
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4.2 Caminhos sem auto-interseção com tempo de passa-

gem Binomial

Nessas seção vamos considerar 𝑡(𝑒) Bernoulli com:

𝑃 (𝑡(𝑒) = 0) = 1 ⊗ 𝑝 e 𝑃 (𝑡(𝑒) = 1) = 𝑝 (4.2.1)

Equivalentemente,

𝐹 (𝑥) =

⎧

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

0 se 𝑥 < 0
𝑝 se 0 ⊘ 𝑥 < 1
1 se 𝑥 ⊙ 1

A distribuição de ¶𝑡(𝑒) : 𝑒 ∈ ℰ♢ será denotada por 𝑃𝑝. Arestas 𝑒 com 𝑡(𝑒) = 0(𝑡(𝑒) = 1)
serão chamadas abertas(fechadas). Um caminho de Z

2 é chamado aberto(fechado) se todas
suas arestas são abertas(fechadas).

DeĄniremos a probabilidade de percolação por

𝜃(𝑝) = 𝑃𝑝¶0 é conectado ao ∞ por um caminho aberto.♢

𝑝𝑐 = 𝑝𝑐(Z𝑑) é a probabilidade critica do modelo de percolação de Bernoulli em Z
𝑑, isto é

𝑝𝑐(Z𝑑) = sup¶𝑝 : 𝜃(𝑝) = 0♢

Seja 𝐵(𝑀) = [⊗𝑀, 𝑀 ]𝑑, 𝜕𝐵(𝑀) = fronteira de 𝐵(𝑀) e 𝐵(𝑀) = interior aberto de 𝐵(𝑀),
em 1986, Menshikov obteve o seguinte resultado:

Teorema 4.2.0.1. Para todo 𝑝 < 𝑝𝑐, ∃𝑘1, 𝑘2 ∈ R+ tal que

𝑃𝑝¶0 é conectado à 𝜕𝐵(𝑀) por um caminho aberto.♢ ⊘ 𝑘1𝑒
⊗𝑘2𝑛 (4.2.2)

𝑘𝑖 = 𝑘𝑖(𝑝)

Demonstração. Recentemente Hugo Duminil-Copin e Vincent Tassion chegaram a uma interes-
sante prova para esse teorema em [DCT15].

A partir do Teorema (4.2.0.1) temos:

Teorema 4.2.0.2. Se 𝑝 < 𝑝𝑐(Z𝑑), então existem 𝑐1 = 𝑐1(𝑝) > 0 e 𝑘𝑖 = 𝑘𝑖(𝑝), tais que

𝑃𝑝¶ Existe um caminho sem auto-interseção 𝑟 , partindo de 0,

com, pelo menos, 𝑛 arestas e 𝑇 (𝑟) < 𝑐1𝑛♢ =

= 𝑃𝑝¶ Existe um caminho sem auto-interseção 𝑟 , partindo de 0, com, pelo menos,

𝑛 arestas e menos que 𝑐1𝑛 arestas fechadas.♢ ⊘ 𝑘1𝑒
⊗𝑘2𝑛 (4.2.3)
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Demonstração. De (4.2.0.1) ∀𝑣 ∈ 𝜕𝐵(𝑀), 𝑃𝑝¶𝑇 (0, 𝑣) = 0♢ ⊘ 𝑘1𝑒
⊗𝑘2𝑀 , seja 𝑀 tal que

∑︁

𝑣∈𝜕𝐵(𝑀)

𝑃𝑝¶𝑇 (0, 𝑣) = 0♢ ⊘
1
2

(4.2.4)

Agora seja 𝑟 = (𝑣0 = 0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) um caminho sem auto-interseção partindo de 0. DeĄnindo
sucessivamente os índices á(𝑖) e os vértices 𝑎𝑖 = 𝑣á(𝑖) por

á(0) = 0 , á(𝑘 + 1) = 𝑚𝑖𝑛¶á > á(𝑘) : 𝑣á ∈ 𝑎𝑘 + 𝜕𝐵(𝑀)♢

com 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑄 ⊗ 1, em que 𝑄 é o maior índice 𝑘 cujo á𝑘 continua bem deĄnido ( Uma
provável construção pode ser vista na Ągura 4.2). Equivalentemente, 𝑄 é o menor 𝑘 tal que

¶𝑣𝑖 ∈ 𝑎𝑘 + 𝐵(𝑀) para todo á(𝑘) ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑛♢.

Figura 4.1: Construção dos 𝑎𝑖Šs.

Assim o caminho 𝑟 passa sucessivamente pelos vértices 𝑎0 = 0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑄, denotaremos por
𝑟𝑘 o fragmento de 𝑟, que está entre 𝑎𝑘 e 𝑎𝑘+1, então

𝑇 (𝑟) ⊙
𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 (𝑟𝑘).



40 CAPÍTULO 4. TEOREMA DE KESTEN

Além disso, os caminhos 𝑟𝑘, 0 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑄 ⊗ 1, não tem auto-interseção e 𝑟𝑘 ∖ ¶𝑎𝑘+1♢ encontra-se
em 𝑎𝑘 + 𝐵(𝑀), contendo assim no máximo (2𝑀)𝑑 vértices. Se 𝑟 contém 𝑛 vértices, temos

(𝑄 + 1)(2𝑀)𝑑 ⊙ 𝑛. (4.2.5)

Dessa forma obtemos:

𝑃𝑝¶ Existe um caminho sem auto-interseção 𝑟 , partindo de 0,

com, pelo menos, 𝑛 arestas e 𝑇 (𝑟) < 𝑐1𝑛♢ ⊘

⊘
∑︁

(𝑄+1)⊙𝑛(2𝑚)−𝑑

∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑃𝑝¶𝑟 passa sucessivamente por 𝑎1, . . . , 𝑎𝑄 e
𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 (𝑟𝑘) < 𝑐1𝑛♢ (4.2.6)

Desde que os fragmentos 𝑟𝑘 de 𝑟 possuam arestas disjuntas para 𝑘 diferentes, podemos aplicar
(4.1.8) para 𝐶𝑘 = ¶𝑎𝑘♢, 𝐷𝑘 = ¶𝑎𝑘+1♢, ∀0 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑄 ⊗ 1. Para cada 𝑖, seja 𝐴𝑘,𝑖 constituído por
um único caminho sem auto-interseção 𝑟𝑘,𝑖, de 𝑎𝑘 para 𝑎𝑘+1, tal que para 𝑖 Ąxo, os caminhos em
𝐴0,𝑖, 𝐴2,𝑖, . . . , 𝐴𝑄⊗1,𝑖 não tem arestas em comum. Estes caminhos podem ser concatenados por
um caminho sem auto-interseção 𝑟, de 𝑎0 para 𝑎𝑄, que passa sucessivamente por 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑄

com

𝑇 (𝑟) =
𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 (𝑟𝑘,𝑖).

Se, ainda mais, escolhermos 𝐴𝑘,𝑖 ou, equivalentemente, 𝑟𝑘,𝑖 tais que a concatenação 𝑟 varia ao
longo de todos caminhos sem auto-interseção que passam por 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑄(Como 𝑖 varia de 1
a ∞), então:

𝑋(𝑤) = inf
𝑖

⎧

⨄︁

⋃︁

𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 (𝑟𝑘,𝑖)(𝑤) : 𝑟𝑘,𝑖 ∈ 𝐴𝑘,𝑖

⎫

⋀︁

⋂︁

,

𝑋*(𝑤0, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑄⊗1) = inf
𝑖

⎧

⨄︁

⋃︁

𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 (𝑟𝑘,𝑖)(𝑤𝑘) : 𝑟𝑘,𝑖 ∈ 𝐴𝑘,𝑖

⎫

⋀︁

⋂︁

.

De (4.1.8) podemos ver que (4.2.6) é limitada por cima por

∑︁

𝑄+1⊙𝑛(2𝑀)−𝑑

∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑃𝑝¶para algum 𝑖,
𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 (𝑟𝑘,𝑖) ⊘ 𝑐1𝑛♢

=
∑︁

𝑄+1⊙𝑛(2𝑀)−𝑑

∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑃𝑝¶𝑥 < 𝑐1𝑛♢

⊘
∑︁

𝑄+1⊙𝑛(2𝑀)−𝑑

∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑃𝑝 × 𝑃𝑝 × ≤ ≤ ≤ × 𝑃𝑝¶𝑋*(𝑤0, . . . , 𝑤𝑄⊗1) < 𝑐1𝑛♢

=
∑︁

𝑄+1⊙𝑛(2𝑀)−𝑑

∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑃𝑝¶para algum 𝑖,
𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 ′(𝑟𝑘,𝑖) ⊘ 𝑐1𝑛♢ (4.2.7)

em que 𝑇 ′(𝑟𝑘,𝑖), 𝑘 = 0, . . . , 𝑄 ⊗ 1, denota cópias independentes de 𝑇 (𝑟𝑘,𝑖), 0 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑄 ⊗ 1, e
escreve-se 𝑃𝑝 ao invés de 𝑃𝑝 ×≤ ≤ ≤×𝑃𝑝. Como 𝑖 varia, os caminhos 𝑟𝑘,𝑖 percorrem todos caminhos
sem auto-interseção de 𝑎𝑘 para 𝑎𝑘+1. Logo em (4.2.7)

∑︁

𝑄+1⊙𝑛(2𝑀)−𝑑

∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑃𝑝¶para algum 𝑖,
𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 ′(𝑟𝑘,𝑖) ⊘ 𝑐1𝑛♢ ⊘
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⊘
∑︁

𝑄+1⊙𝑛(2𝑀)−𝑑

∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑃𝑝¶
𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 ′(𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1) ⊘ 𝑐1𝑛♢,

em que 𝑇 ′(𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1) são cópias independentes de 𝑇 (𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1). Usando a desigualdade de Markov

∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑃𝑝¶para algum 𝑖,
𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 ′(𝑟𝑘,𝑖) ⊘ 𝑐1𝑛♢ ⊘ 𝑒𝜃𝑐1𝑛
∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑄⊗1
∏︁

𝑘=0

𝐸
[︁

𝑒⊗𝜃𝑇 (𝑎𝑘,𝑎𝑘+1)
]︁

.

Somando sucessivamente para 𝑎𝑄, 𝑎𝑄⊗1, 𝑎1

∑︁

(𝑎1,...,𝑎𝑄)

𝑃𝑝¶para algum 𝑖,
𝑄⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑇 ′(𝑟𝑘,𝑖) ⊘ 𝑐1𝑛♢ ⊘ 𝑒𝜃𝑐1𝑛

⎡

⨄︀

∑︁

𝑎1∈𝜕𝐵(𝑀)

𝐸(𝑒⊗𝜃𝑇 (0,𝑎1))

⋂︀

⋀︀

𝑄

.

Seja 𝜃 grande, tal que

∑︁

𝑎1∈𝜕𝐵(𝑀)

𝐸(𝑒⊗𝜃𝑇 (0,𝑎1)) ⊘
∑︁

𝑎1∈𝜕𝐵(𝑀)

𝑃¶𝑇 (0, 𝑎1) = 0♢ +
1
4

⊘
3
4

Finalmente seja 𝑐1 > 0 pequeno, tal que

𝑒𝜃𝑐1𝑛

[︂3
4

⎢𝑄

⊘ exp
[︁

𝜃𝑐1(𝑄 + 1)(2𝑀)𝑑
]︁

[︂3
4

⎢𝑄

⊘ exp
[︁

𝜃𝑐1(2𝑀)𝑑
]︁

[︂7
8

⎢𝑄

.

Quando 𝑄 ⊙ 𝑛(2𝑀)⊗𝑑 ⊗ 1

exp
[︁

𝜃𝑐1(𝑄 + 1)(2𝑀)𝑑
]︁

[︂3
4

⎢𝑄

⊘ exp [𝜃𝑐1𝑛]
[︂7
8

⎢𝑄

,

obtendo (4.2.3).

4.3 Prova do Teorema de Kesten

Retornaremos ao caso das 𝑡(𝑒) não negativas. Por métodos similares aos usados na seção
anterior podemos provar o seguinte teorema:

Teorema 4.3.0.3. ∀𝜖 > 0, existem constantes 𝑘𝑖 = 𝑘𝑖(𝜖, 𝐹, 𝑑) > 0 com 𝑘3 < ∞(𝑘4 = ∞ ou
𝑘5 = ∞ permitidos) tais que

𝑃¶𝑏0,𝑛 < 𝑛(Û ⊗ 𝜖)♢ ⊘ 𝑘3𝑒
⊗𝑘4𝑛 , 𝑛 ⊙ 0 (4.3.1)

𝑃¶𝑎0,𝑛 < 𝑛(Û ⊗ 𝜖)♢ ⊘ 𝑒⊗𝑘5𝑛 , 𝑛 ⊙ 0 (4.3.2)

lim
𝑛⊃∞

⊗
1
𝑛

log 𝑃¶𝑎0,𝑛 < 𝑛(Û ⊗ 𝜖)♢ = 𝑘5 (4.3.3)

Seja 𝑘5(𝜖, 𝐹, 𝑑) = 0 para 𝜖 < 0 e para Ñ = sup¶𝑥 : 𝐹 (Û ⊗ 𝑥) > 0♢, faça

𝐹5(0, 𝐹, 𝑑) =

∮︁

0 se Ñ > 0
∞ se Ñ = 0
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então (4.3.2) e (4.3.3) são satisfeitas ∀𝜖 e a função 𝑘5 têm as seguintes propriedades:

∙ 0 < 𝑘5(𝜖, 𝐹, 𝑑) < ∞ para 0 < 𝜖 < Ñ,

∙ 𝑘5(𝜖, 𝐹, 𝑑) = 0 para 𝜖 < 0 e 𝑘5(𝜖, 𝐹, 𝑑) = ∞ para 𝜖 ⊙ Ñ,

∙ 𝜖 ↦⊃ 𝑘5(𝜖, 𝐹, 𝑑) = é convexo e contínuo em (⊗∞, Ñ) e estritamente crescente em [0, Ñ).

Demonstração. A demonstração será omitida mas pode ser vista em [Kes86].

Teorema 4.3.0.4. Teorema de Kesten

Sejam:

∙ 𝑡(𝑒), 𝑒 ∈ ℰ, independentes e identicamente distribuidas,

∙ 𝐸[min(𝑡𝑑
1, . . . , 𝑡𝑑

2𝑑)] < ∞

∙ 𝐹 (0⊗) = 0

então
Û = 0(𝐵0 = R

𝑑) ⇔ 𝐹 (0) ⊙ 𝑝𝑐(Z𝑑)

Û > 0(𝐵0 compacto ) ⇔ 𝐹 (0) < 𝑝𝑐(Z𝑑)

Demonstração. Seja 𝐹 (0) > 𝑝𝑐(Z𝑑) e seja 𝒞(𝑣) uma coleção de pontos que podem ser alcançados
por 𝑣 via todos caminhos que tem arestas 𝑒 tais que 𝑡(𝑒) = 0. Podemos chamar esses caminhos
de caminhos abertos e 𝒞(𝑣) o aglomerado aberto de 𝑣. Por deĄnição de 𝑝𝑐, 𝑃¶𝒞(𝑣) é inĄnito ♢ >
0 quando 𝐹 (0) > 𝑝𝑐(Z𝑑), então 𝑃¶𝒞(𝑣) é inĄnito para algum 𝑣♢ > 0 logo, pela lei 0-1 de
Kolmogorov, 𝑃¶𝒞(𝑣) é inĄnito para algum 𝑣♢ = 1. É possível mostrar que esse aglomerado é
único com probabilidade 1, veja [BK93], denote-o por 𝒞, então o tempo de passagem ao longo
de qualquer caminho em 𝒞 é 0 e 𝑎0,𝑛 é o tempo de passagem de entre 0 e 𝒞 mais o tempo de
passagem de 𝑛Ý1 para 𝒞. Pela invariância por translação esses tempos de passagem até 𝒞 tem
mesma distribuição(são independentes de 𝑛), e assim ¶𝑎0,𝑛 : 𝑛 ⊙ 1♢ é uma família rígida. Em
particular

1
𝑛

𝑎0,𝑛 ⊃ 0 em probabilidade, ou seja, Û = 0

Agora seja 𝐹 (0) < 𝑝𝑐(Z𝑑) e seja 𝑥0 tal que

𝐹 (𝑥0) = 𝑃¶𝑡(𝑒) ⊘ 𝑥0♢ < 𝑝𝑐(Z𝑑).

Denote por abertas(fechadas) as arestas com 𝑡(𝑒) ⊘ 𝑥0(𝑡(𝑒) > 𝑥0). O Teorema (4.3.0.3) implica
em

𝑃¶𝑎0,𝑛 ⊘ 𝑐1𝑥0𝑛♢ ⊘ 𝑃𝑝¶ existe um caminho sem auto-interseção 𝑟, partindo de 0,

com pelo menos 𝑛 arestas

e menos que 𝑐1𝑛 arestas com tempo de passagem > 𝑥0♢ ⊘ 𝑘1𝑒
⊗𝑘2𝑛, (4.3.4)

Assim,

Û = lim
𝑛⊃∞

1
𝑛

𝑎0,𝑛 ⊙ 𝑐1𝑥0 com probabilidade 1 , ou seja, Û > 0.



4.3. PROVA DO TEOREMA DE KESTEN 43

Finalmente, seja 𝐹 (0) = 𝑝𝑐. Suponha Û > 0 segue de (4.3.0.3) com 𝜖 = Û
2

que

𝑃¶𝑏0,𝑛 <
1
2

𝑛Û♢ ⊘ 𝑘3𝑒
⊗𝑘4𝑛 , 𝑛 ⊙ 0,

mas devido a percolação no ponto critico, veja [Kes86],

𝑃𝑝𝑐
¶existe um caminho aberto de 0 à 𝐻𝑛♢,

em que 𝐻𝑛 = ¶(𝑛, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑑) : 𝑘𝑖 ∈ Z♢, não decresce exponencialmente e é limitado inferior-
mente por 𝑃¶𝑏0,𝑛 = 0♢ quando 𝐹 (0) = 𝑝𝑐, de modo que Û = 0.
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Teoria Ergódica

O teorema fundamental da Teoria Ergódica aĄrma que, para qualquer subconjunto mensu-
rável e para quase todo ponto, existe um tempo médio de permanência. Este resultado é devido
a Von Neumann, que provou um enunciado mais fraco,e sobretudo a Birkhoff, que em 1931, o
provou na forma deĄnitiva.

Em muitos casos, esse tempo médio de permanência é precisamente igual a média do sub-
conjunto. Isto é o que se chama de ergodicidade.

DeĄnição A.1.0.1. Um processo aleatório 𝑋(𝑡) é dito ergódico se suas médias temporais e de
conjunto coincidem quando 𝑇 ⊃ ∞, ou seja

lim
𝑇 ⊃∞

Û𝑋(𝑇 ) = Û𝑋

lim
𝑇 ⊃∞

var [Û𝑋(𝑇 )] = 0

onde

Û𝑋(𝑇 ) =
1

2𝑇

∫︁ 𝑇

⊗𝑇
𝑥(𝑡)𝑑𝑡.

Teorema A.1.0.5. (Teorema Ergódico de Birkhoff) Seja (Ω, ℱ , 𝑃 ) um espaço de pro-
babilidade, 𝑇 : 𝑀 ⊃ 𝑀 uma transformação que preserva medida e ¶𝑋𝑖♢𝑖∈N uma sequência
estacionária e ergódica de variáveis aleatórias tais que 𝐸(♣𝑋𝑖♣) ⊘ ∞. Então

lim
𝑛⊃∞

1
𝑛

𝑛⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑋(𝑇 𝑘) = 𝐸(𝑋) q.c. e em 𝐿1.

Demonstração. A prova pode ser vista em [Dur10].

Como aplicação do Teorema Ergódico de Birkhoff, dado (𝑋𝑛)𝑛∈N uma sequência de variáveis
aleatórias ergódicas tais que 𝐸(♣𝑋𝑖♣) ⊘ ∞, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

lim
𝑛⊃∞

1
𝑛

𝑛⊗1
∑︁

𝑘=0

𝑋𝑘 = 𝐸(𝑋) q.c. e em 𝐿1.
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A.2 Teoria da Medida

Ser rígida é um conceito em teoria da medida, a ideia intuitiva é caracterizar um conjunto
de medidas que não Şescapa para o inĄnitoŤ.

DeĄnição A.2.0.2. Seja (𝑃𝑛)𝑛∈N uma família de variáveis aleatórias, (𝑃𝑛)𝑛∈N é rígida se
∀𝜖 > 0, ∃𝐾𝜖 compacto tal que sup

𝑛
𝑃 [𝑃𝑛 ∈ 𝐾𝜖] ⊙ 1 ⊗ 𝜖.

O Teorema de Prokhorov relaciona rigidez à compacidade (e, portanto, à convergência
fraca).

Teorema A.2.0.6. (Teorema de Prokhorov) Seja (𝑆, 𝑝) um espaço métrico separável e
𝒫(𝑆) espaço de probabilidade sobre 𝑆.

Uma família 𝐾 ⊆ 𝒫(𝑆) é rígida se e somente se o fecho de 𝐾 é sequencialmente compacto
em 𝒫(𝑆) equipado com a convergência fraca.

Demonstração. A prova pode ser vista em [Shi96].

Como aplicação do Teorema de Prokhorov, dada (𝑃𝑛)𝑛∈(𝑁) uma família de variáveis aleató-
rias rígida então, existe uma subsequência 𝑃𝑛𝑘

tal que 𝑃𝑛𝑘

𝑛⊃∞
⊗⊃ 𝑃 .

A.3 Percolação

A seguinte desigualdade é chamada FKG ou Harris-FKG, obtida por Harris e posteriormente
generalizadas para outros modelos por Fortuin, Kasteleyn e Ginibre, cujas iniciais batizaram-na.

Teorema A.3.0.7. (Desigualdade de FKG) Seja ℰ um conjunto enumerável, 𝑋𝑒, 𝑒 ∈ ℰ,
uma família enumerável de variavéis reais independentes em algum espaço de probabilidade
(Ω, ℬ, 𝑃 ). Então para todas funções não negativas crescentes(decrescentes) 𝑓, 𝑔 : Rℰ ⊃ [0, ∞]:

𝐸 ¶𝑓(¶𝑋𝑒♢)𝑔(¶𝑋𝑒♢)♢ ⊙ 𝐸 ¶𝑓(¶𝑋𝑒♢)♢ 𝐸 ¶𝑔(¶𝑋𝑒♢)♢ .

Equivalentemente,
∫︁

Ω
𝑓(¶𝑋𝑒(𝑤)♢)𝑔(¶𝑋𝑒(𝑤)♢)𝑃 (𝑑𝑤) ⊙

∫︁

Ω
𝑓(¶𝑋𝑒(𝑤)♢)𝑃 (𝑑𝑤)

∫︁

Ω
𝑔(¶𝑋𝑒(𝑤)♢)𝑃 (𝑑𝑤).

Demonstração. A prova pode ser vista em [Ale93].


