Universidade Estadual de Campinas
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO CIENTIFICA

Departamento de Matematica

Tese de Doutorado

Estudo de uma Classe de Equacoes de

Schrodinger Quase-Lineares

por

Uberlandio Batista Severo |

Doutorado em Matematica - Campinas - SP

Orientador: Prof. Dr. Joao Marcos Bezerra do O

Co-orientador: Prof. Dr. Orlando Francisco Lopes

fEste trabalho contou com o suporte financeiro da Capes.




Estudo de uma Classe de Equacgoes de Schrodinger

Quase-Lineares

Este exemplar corresponde & redagédo
final da tese devidamente corrigida e
defendida por Uberlandio Batista
Severo e aprovada pela comissdo
julgadora.

Campmas 25 de Setembro de 2007.
< ;
vo@ UMW" LA & f‘ v

rof. Dr. Joao Marcqﬁijherra do O

(Origntador)

Prof. Dr. Orlandd Francisco Lopes
(Co-orientador)

Banca examinadora:

Prof. Dr. Jodo Marcos Bezerra do O.
Prof. Dr. Djairo Guedes de Figueiredo.
Prof. Dr. Elves Alves de Barros e Silva.
Prof. Dr. Olimpio Hiroshi Miyagaki.
Prof. Dr. Pedro Eduardo Ubilla Lopez.

Tese apresentada ao Instituto de
Matemadtica, Estatistica e Computagao
Cientifica - UNICAMP como requisito
parcial para obtengio do titulo de
Doutor em Matematica.

i



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecéria: Maria Julia Milani Rodrigues

Severo, Uberlandio Batista
Se83e Estudo de uma classe de equagdes de Schrodinger quase-lineares /

Uberlandio Batista Severo -- Campinas, [S.P. :s.n.], 2007.

Orientadores : Jodo Marcos Bezerra do O ; Orlando Francisco Lopes
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto de

Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica.

1. Schrodinger, Equagdo de. 2. Ondas estaciondrias. 3. Principios
variacionais. I. Do O, Jodo Marcos Bezerra. I1. Lopes, Orlando Francisco. III.
Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matemadtica, Estatistica e

Computagdo Cientifica. IV. Titulo.

Titulo em inglés: Study of a class of quasilinear Schrodinger equations.

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Schrodinger equation. 2. Standing waves.
3. Variational principles.

Area de concentragdo: Andlise
Titulacdo: Doutor em Matematica
Banca examinadora: Prof. Dr. Jodo Marcos Bezerra do O (UFPB)
Prof. Dr. Djairo Guedes de Figueiredo (IMECC-UNICAMP)
Prof. Dr. Elves Alves de Barros e Silva (UnB)
Prof. Dr. Olimpio Hiroshi Miyagaki (UFV)
Prof. Dr. Pedro Eduardo Ubilla Lopez (Univ. de Santiago do Chile)
Data da defesa: 25/09/2007

Programa de pds-graduacdo: Doutorado em Matemadtica

111



Tese de Doutorado defendida em 25 de setembro de 2007 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

(oY (3 L

Prof. (a). Dr @)AO MARCOS BEZ RRA DO O

@ [caeen [Z 2y Eﬁa&%

Prof. (a} r (a). DJAMIRO GUED{# DE FIGUEIREDO

é%’/) 7‘47( %f ,g/%.»m,

Prof. (a). Dr (a). ELVES ALVES DE BARROS E SILVA

1P1IO HIROSHI MIYAGAKI

{

Prof. (a). D

Prof. (a) Dr. (a) PEDRO EBTARDO UBILLA LOPEZ

v



A minha esposa Shirley

A minha mde



Agradecimentos

Agradeco, primeiramente, a Deus por ter me fornecido satide, paz e ter iluminado o meu
caminho na hora da escuridao. Sem Ele esta conquista nao teria se concretizado.

Ao meu orientador Joao Marcos Bezerra do O, por ter me incentivado a continuar os
estudos em Matemaética, pelos conselhos de amigo e pela excelente orientacao.

A minha familia que sempre apoiou as minhas decisoes e, em especial, a minha esposa
Shirley pela compreensao, paciéncia e incentivo quando estavamos distantes um do outro.

Ao Departamento de Matemaética da Universidade Federal da Paraiba, por ter concedido
minha liberagao para capacitacao, logo apds a minha redistribuicao da UFCG para
UFPB. Em especial, ao professor Everaldo Souto de Medeiros pelas discussoes e dicas que
contribuiram para a realizacao deste trabalho e a professora Flavia Jeronimo pelo o apoio e
incentivo.

Aos professores Djairo Guedes de Figueiredo, Elves Alves de Barros e Silva, Olimpio
Hiroshi Miyagaki e Pedro Eduardo Ubilla Lopez, por terem aceitado a participar da banca
examinadora.

Ao Programa de Pds-Graduacao em Matematica do IMECC-UNICAMP e ao Professor
Orlando Lopes por ter aceitado ser meu co-orientador.

Aos amigos e colegas do curso de doutorado: Fabio, Antonio Brandao, Augusto, Sérgio,
Ederson, dentre outros, e aos funcionarios da Secretaria de Pés-Graduacao do IMECC-
UNICAMP, em especial, a Tania e Ednaldo pela atencao e cordialidade.

Enfim, a Capes pelo suporte financeiro.

vi



Resumo

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia, multiplicidade e
comportamento de concentracao de solucoes do tipo onda estaciondria, para uma classe de
equacoes de Schrodinger quase-lineares, as quais modelam fenomenos fisicos, por exemplo,
na Fisica de Plasmas. Na obtencao de nossos resultados, usamos métodos variacionais, tais
como, teoremas do tipo mini-max, bem como, teoria de regularidade de equagoes elipticas

de segunda ordem.
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Abstract

In this work, we study questions related to existence, multiplicity and concentration behavior
of standing waves, for a class of quasilinear Schrodinger equations, arising, for example,
in Plasma Physics. To obtain our results, we use variational methods, such as, minimax

theorems and also regularity theory of elliptic equations of second order.
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Lista de Simbolos

Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:

C, Cy, C4, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
|A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RY, N > 1;
supp(f) denota o suporte da fungao f;

Bgr(z) denota a bola aberta de centro = e raio R e Br quando estiver centrada na

origem,;

—, — denotam convergeéncia fraca e forte, respectivamente, em um espaco normado
X

(-,+) denota o par dualidade entre o espago X e o seu dual X '
ut = max{u,0} and v~ = max{—u,0};

Xq denota a funcao caracteristica do conjunto €2;

ou Ou ou
Vu=|—-—,—,...,—— | denota o gradiente da funcao u;
0x1’ 0x9 oxn
N 9%y
Au = 922 denota o laplaciano de u e, para 1 < p < oo, Aju =
=1 i

N ou ou

E 5 (\Vu\p2a ) é o p-laplaciano de u;
T €T;

i=1

(2

1X



LP(Q) = {u : 2 — R mensuravel : / lulPdx < oo}, emquel <p<ooe CRN¢
Q

um aberto conexo, com norma dada por

1/p
lll, = ( / |u|pdx) ;
9]

L*>(2) denota o espago das fungdes mensuraveis que sao limitadas quase sempre em (2

com norma dada por
|u]|oo = Inf{C > 0: |u(z)| < C quase sempre em Q};

C(€2) denota o espago das fungoes continuas em Q2 e Cp(2) sao as fungoes continuas de

suporte compacto em (2;

C*(€2), k > 1 inteiro, denota o espaco das funcoes k vezes continuamente diferenciaveis
sobre 2 e C*°(Q) = ,5, C*(Q);

Cr(Q) = CH(Q) N Cu(Q) e C2(02) = C°°(Q) N Cy(N);

Co(Q) = {u € C(Q): sup W < oo} com 0 < a < 1, e C**(Q) sao as
z,y€e) -

funcdes em C*(Q) tais que todas as derivadas parciais até ordem k estdo em C%%(Q);

Para 1 <p < oo,

3g1,92,---,9n8 € LP() tais que

a(pdx:—/giwdx,Vgongo(Q) ei=1,...,N
ox; Q

Whe(Q) = u € LP(Q) /u

com norma dada por
1/p
fully = | [ (90 + Pz

e W, P(Q) é o fecho do espaco C5°(€Q) com respeito a norma acima. Quando p = 2,
Wh2(Q) = H'(Q) e Wy*(Q) = HH(Q). Se u € WHP(Q) denota-se g; = du/dz;;

Para m > 2 inteiro e 1 < p < o0,

WP () = {u e wmte(): O

' B € W™ 2(Q), para todo i = 1,...,N};

N
Paral <p < N, p* = i P ¢ o expoente critico de Sobolev.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia, multiplicidade e

concentracao de solucoes para a equacao eliptica quase-linear
2 2N (12\, _ N
—e"Au+V(x)u — eA(u)u = p(z,u) em RY, (1)

emque N >1,e>0,V:RY - R é uma funcao chamada de potencial e p : RY x R — R ¢
uma funcao continua. Ao longo do trabalho, teremos hipéteses adicionais sobre as fungoes

Venp.

Ao abordar a equagado (1), utilizamos métodos variacionais, ou seja, analisamos o
funcional energia associado a (1) no que diz respeito a obtengdo de pontos criticos. Na
maioria dos casos, introduzimos uma mudanca de variavel adequada a fim de obter um novo
funcional que esteja bem definido nos espacos de Banach que consideramos e, com isso,

relacionamos os pontos criticos deste funcional com as solugoes de (1).

Equagoes do tipo (1) modelam vérios problemas da Fisica-Matemaética e tém sido objetos
de estudos durante os ultimos anos. Por exemplo, as solugoes de (1) estao relacionadas com

a existéncia de ondas estacionarias para equagoes de Schrodinger quase-lineares da forma
ie0yz = —e*Az + W(x)z — g(|2*)z — ke*Alp(|2*)]p(|2]*)z, (2)

onde W(x), z € RY, é um potencial dado, € > 0, x é uma constante real e g, p sdo funcoes

reais. Equagoes quase-lineares da forma (2) aparecem, naturalmente, como modelo de vérios



fenomenos fisicos relacionados a varios tipos de p. O caso em que p(s) = s foi usado na
obtencao da equacao da membrana de superfluido em Fisica dos Plasmas por Kurihura em
[52](cf. [53]). Para p(s) = (1 + s)'/2, a equacio (2) modela a canalizacio de um laser ultra-
curto de alta poténcia na matéria, veja [15], [16], [24], [70] e referéncias em [26]. A equacao
(2) também surge em Fisica dos Plasmas e Mecanica dos Fluidos em [12], [51], [67], [76], em
Mecanica [46] e em Teoria da Matéria Condensada [62]. O caso semi-linear, correspondente
a k = 0, ja foi bastante estudado nos ultimos anos, veja, por exemplo, [14], [42], [48], [68],
[74] e algumas de suas referéncias.

Considerando o caso p(s) = s, K > 0 e buscando solugoes do tipo onda estacionéria, a

saber, solucoes da forma
z(t,r) = exp(—iEt)u(x), FE €R,
obtemos a equacao correspondente
—2Au+ V(2)u — ke’ A(u)u = h(u) em RY, (3)

onde V(z) = W(x) — E, h(u) = g(u?)u e, sem perda de generalidade, podemos supor que
k=1.

Recentemente, com ¢ = 1, houve um grande interesse no estudo da equagao (3). Por
exemplo, veja os trabalhos [23], [25], [36], [58], [59], [66] e suas referéncias. A existéncia
de uma solugao positiva de energia minima foi provada em [66] usando-se argumentos de
minimizagdo com vinculos, onde obteve-se uma solugao de (3) com um multiplicador de
Lagrange desconhecido A em frente do termo nao-linear. Em [58], por uma mudanga de
variavel, o problema quase-linear foi transformado em um semi-linear. Usando espacos de
Orlicz, os autores provaram a existéncia de solugoes positivas de (3) aplicando o Teorema
do Passo da Montanha. O mesmo método de mudanca de variavel foi também usado
recentemente em [25], mas os autores trabalharam com o espago de Sobolev usual H'(RY) na
busca de solugoes e estudaram diferentes classes de nao-linearidades. Em [36], para N = 2, foi
tratado o caso em que a nao-linearidade h : R — R possuia crescimento critico exponencial,
isto é, h se comportava como exp(4rs?) quando |s| — co. Os autores estabeleceram um
resultado de existéncia para o problema combinando o Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz com uma versao da desigualdade de Trudinger-Moser em R%. Em

[59], foi estabelecido a existéncia de solugbes nodais de energia minima, bem como solugdes

2



com sinal bem definido, usando-se o método de Nehari.

Levando em consideragdo o comportamento do potencial V(x) e os tipos de nao-
linearidades p(z, s), obtemos vérios resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes para
a equagao do tipo (1) e de sua generalizagao (equacao (4.1) do Capitulo /), que abordaremos

também em nosso estudo.

Nosso trabalho esta dividido em cinco capitulos.
No Capitulo 1, tratamos o caso em que £ = 1 e a nao-linearidade p(x,s) contém uma

combinagao de termos concavos e convexos em s, mais especificamente, estudamos a equacgao

— Au+V(z)u — A(w?)u = Mo(z,u) + g(r,u) em RY, (Py)

em que N > 3, A é um parametro nao-negativo e as seguintes hipé6teses sobre h(zx, s) e g(z, s)

serdao assumidas:

(ho) A funcdo h: RN x [0, 4+00) — [0, +00) ¢é continua e existem C > 0 e ¢ € (1,2) tais que
para todo (z,s) € RY x [0, +00),

h(z,s) < Cs™;

(1) A fungao g : RN x [0, +00) — R é continua e

=0 uniformente em xz € RY;
s—0t S

(g2) Existem C; >0 e 4 < r < 22* tais que, para todo (z,s) € RY x [0, +00),
gla,s) < Cr(1+s"7);
(g3) Existe > 2 tal que, para todo (z,s) € RY x (0, +00),

0 <2uG(x,s) = Qu/ g(z, t)dt < g(zx, s)s.
0

Assumimos que o potencial V : RY — R seja uma funcao continua uniformemente positiva,

ou seja,
(V1) V(z) >Vy>0 paratodoxr cRY

3



e satisfaca a seguinte condicao de integrabilidade

(V&) /R V() e < oo,

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 0.1. Sob as hipdteses (Vi) — (Va), (ho) e (g91) — (g3), existem Ag,Co > O tais
que, para todo N\ € [0, o], o problema (Py) possui uma solugdo positiva uy € H'(RY) e
lurllre < Cy. Além disso, se ug é uma solugao de (Py) quando A = 0, existem constantes

positivas C' e ( satisfazendo

uo(z) < Cexp(—C|z|) para todo x € RV,

Para provar o Teorema 0.1, usamos uma mudanca de variavel para reformular o problema,
obtendo uma equagao semi-linear que tem um funcional associado bem definido e Gateaux-
diferenciavel em um espaco do tipo Orlicz. Este funcional satisfaz as hipéteses geométricas
do Teorema do Passo da Montanha e a condicao de compacidade de Palais-Smale. Obtemos
o nosso resultado de existéncia, aplicando uma versao do Teorema do Passo da Montanha.
No caso em que A\ = 0, usamos iteracao de Moser e o principio do maximo para mostrar o

decaimento exponencial das solugoes.

No Capitulo 2, lidamos com o problema de existéncia e concentracao de solucoes para a

seguinte classe de problemas no plano envolvendo crescimento critico:
—?Au+V(2)u — 2 A(w*)u = h(u) =z € R? (P.)

em que £ é um parametro positivo pequeno, o potencial V' : R? — R ¢ localmente Holder

continuo, satisfaz a condigao (V;) e a seguinte hipdtese:
(V3) Existe um dominio limitado © C R? tal que
v = mﬁinV < I%}ZIIV.
Enfatizamos que a condicao local (V3) nao requer nenhuma outra condigao global além de

(V1). Em particular, ndo pedimos nenhuma limita¢ao superior e nem coercividade sobre o

potencial V. Assumimos que a nao-linearidade h(s) satisfaz as hipdteses:

4



(h1) h € CYR,R) e h(s) =0 para s < 0;

(hy) lim hs) _,

s—0t S8

(hs) h tem crescimento critico em +o0, isto é, existe oy > 0 tal que

) h(s) { 0, paratodo «a > aq
lim =

s—+o0 exp(as?) +00, para todo a < apg;

(hs) Existe g > 2 tal que para todo s > 0,
0 <2uH(s) = 2@/ h(t)dt < sh(s);
0

(hs) A funcao s — h(s)/s é crescente para s > 0;

(hs) Existe 3y > 0 tal que lim inf sh(s) exp (—aps*) > Bo.

§—+00
O principal resultado deste capitulo é enunciado como segue:

Teorema 0.2. Suponha que o potencial V' satisfaz (V1) e (V3) e que a nao-linearidade h(s)
satisfaz (hy) — (hg). Entdo existe eg > 0 tal que, para cada € € (0,eq), o problema (P:) possui

. ., . .. 2 . .
uma solucao positiva de energia minima ue(z) em C; 5 (R?) com as sequintes propriedades:

i) ue tem um Unico mdximo local (portanto global) z. em R? e z. € Q;
p g

(11) lim V(z.) =v; =minV;
Q

e—0t

(111) Existem constantes positivas C' e C tais que, para todo z € R?,

)

Para tratar variacionalmente esta classe de problemas, com h(s) se comportando como

Z— 2

ue(2) < Cexp (—<

exp(as?), a > 0, quando s — +o00, fazemos, como no Capitulo 1, uma mudanca de varidvel e
exploramos suas propriedades, bem como, uma versao da desigualdade de Trudinger-Moser
em R? que afirma que se u € H'(R?) entdo, para todo a > 0, a integral [p,[exp(au?)—1]dz é
finita. De fato, esta desigualdade, juntamente com a mudanca de variavel realizada, motiva

a nogao de criticalidade dada em (hs), veja, por exemplo, [1], [21], [33], [34], [36] e [58]. Aqui,
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adaptamos algumas idéias dos trabalhos anteriores para contornar as dificuldades da nao-
limitagao do dominio, do crescimento critico e da mudanca de variavel. Desde que o potencial
V' nao é necessariamente limitado, trabalhamos com o mesmo espaco de Orlicz do capitulo
anterior. Como em [30] e [37], fazemos uma modifica¢do conveniente na nao-linearidade
h(s) fora do dominio €2, de modo que o funcional energia associado satisfaga a condi¢ao de
Palais-Smale e, usando estimativas elipticas, provamos que, para € suficientemente pequeno,

o ponto critico do tipo mini-max ¢, de fato, uma solucao da equagao original.

O Capitulo 8 trata o problema (1) em que e = 1, N > 4 e p(x,u) nao depende de z.
Além do potencial V : RY — R ser uma funcao continua e limitada cumprindo a condicio

(V1), pedimos que satisfaga a seguinte condi¢ao de periodicidade e simetria:

V) Existe T = (Ty,...,Ty,) € R onde T; > 0 para i = 1,..., Ny, tal que para todo
1 p que p
z = (z,y) € RN = RM x R*M ¢ para todo g € O(R?*M), temos

V(:L‘h' -y Ly +1—‘la s 7*TN17y) = V(xvg(y))a
emquei=1,....,N;, = (xq,...,7n,) ¢ O(R?*) é 0 grupo ortogonal em R?*M.

Sobre a nao-linearidade p : R — R, pedimos que seja uma funcao continua e satisfaca as

seguintes hipdteses:
s—0 S
(p2) |p(s)| < C(1+|s|") para todo s € R, onde C' >0 e 3 <r < 22* — 1;
(p3) Existe 6 > 4 tal que para todo s > 0
0 < OP(s) < sp(s),
em que P(s) = [ p(t)dt;
(ps) p(—s) = —p(s) para todo s € R.

O principal resultado, neste capitulo, é enunciado como segue:

Teorema 0.3. Sob as hipdteses (V1) e (Vi), (h1) — (hy) e N >4, o problema (1) tem duas
solugoes nao-triviais em HY(RN). Além disso, uma solucio é positiva em RY e radial na

sequnda varidvel y e a outra solu¢ao muda de sinal e é nao-radial em y.



Para provar o Teorema 0.3, também introduzimos uma mudanca de variavel para
reformular o problema, obtendo assim uma equacao semi-linear que tem um funcional
variacional associado I bem definido no espaco H*(RY). Em seguida, usamos o Teorema do
Passo da Montanha para obter uma seqiiéncia de Cerami, a qual mostramos ser limitada.
Entao, por uma extensao de um Lema de Concentracao de Lions combinado com um
resultado de imersao compacta e o Principio de Criticalidade Simétrica, mostramos que

a seqiiéncia de Cerami converge a um ponto critico nao-trivial do funcional 1.

No Capitulo 4, considerando o operador p-Laplaciano, generalizamos a equagao (1). Mais

precisamente, estudamos a seguinte equacao quase-linear:
—Apu+ V(2)|ulP?u — Ap(u?)u = h(u), =RV (5)

Aqui, vamos supor que o potencial V : RN — R seja uma funcdo continua satisfazendo a

hipétese (V7)) e também cumpra a seguinte condi¢ao assintética:

(Vs) lim V(z) =V, e V(z) <V, para todo x € RY.

|z|—o00
As hipdteses abaixo sobre a nao-linearidade h(s) serao assumidas:

h
(Hp) A funcao h: [0,400) — R é continua e 111(1)1+ % =0;
5— S

(H,) Existe uma constante C' > 0 tal que para todo s > 0
h(s) < C(1+s"),
onde2p—1<r<2p*—1lsel<p<Ner>2p—1sep=N;

(H,) Existe 6 > 2p tal que 0 < #H (s) < sh(s) para todo s > 0, em que H(s) = [ h(t)dt.

Usando métodos mini-max, nosso objetivo é provar a existéncia de solugao fraca nao-trivial
para (5). O funcional natural associado a (5) ndo est4 bem definido, em geral, em W1P(RY).
A fim de superarmos esta dificuldade, generalizamos o argumento desenvolvido nos capitulos
anteriores, introduzindo uma nova mudanca de varidavel. Deste modo, obtemos um novo

funcional I, o qual fica bem definido sobre W1P(RY).

Nesta situacao, nosso principal resultado é o seguinte:
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Teorema 0.4. Seja 1 < p < N. Assuma que (V1), (V5) e (Ho) — (Hy) valem. Entdo a
equagdo (5) possui uma solugdo fraca positiva u € CIIO’S(RN) desde que uma das sequintes

condigoes sejam satisfeitas:
(a) (Hay) vale com 0 > 2p;

(b) (Hy) vale com@ =2pep—1<r<p*—1lsel<p<Nour>p—1sep=N em
(H1).

Além disso, se 1 < p < N temos que u(x) — 0 quando |z| — oo.

O Teorema 0.4 complementa e melhora alguns resultados obtidos em Colin-Jeanjean [25],
devido ao fato de estarmos considerando uma equacao mais geral e de mostrarmos que as
solucoes tém decaimento para zero no infinito. Para provarmos o Teorema 0.4, mostramos
que o funcional I possui a geometria do Passo da Montanha e, aplicando uma versao do
Teorema do Passo da Montanha dada em [40], obtemos uma seqiiéncia de Cerami a qual
mostramos ser limitada. Utilizando um problema auxiliar e um Lema de Concentracao de
Lions, provamos que esta seqiiéncia de Cerami converge fracamente em W1H?(RY) para um
ponto critico nao-trivial v de I. Usando um método de iteracao, mostramos que v decai para

zero no infinito.

Problemas envolvendo o operador p-Laplaciano surgem em diversos contextos. Alguns
destes problemas vem de diferentes areas da Matematica Aplicada e Fisica. Por exemplo,
no estudo de fluidos nao-newtonianos, teoria de elasticidade nao-linear, reagoes-difusoes,
Glaciologia, teoria de combustao, biologia das populacoes, leis de fluxos nao-lineares e
sistemas de equacgoes diferenciais parciais de Monge-Kantorovich. Para discussoes adicionais
sobre problemas modelados pelo operador p-Laplacian, veja, por exemplo, [31], [32], [39],
[41], [43], [47], [55], [61], [65] e [69].

O Capitulo 5 trata a equagao (5) no caso unidimensional e quando a nao-linearidade h(s)

possui termos concavos e convexos, isto é, consideramos o seguinte problema:
-2 r—2 1,
Lyu = Nul""u+ plu|""u, uwe W P(R) (6)

em que

Lyu = —(Ju'["~*u/) + V(@) |ulu — (|(u®) "7 (u*)") w,
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AMpeER 1T <p<oo, 1 <qg<per>2p Assumimos que o potencial V : R — R seja

localmente limitada, nao-negativo e cumpra as seguintes condicoes:

1
(Uy) Para algum 0 < Ry < 2 V(z) > a > 0 para todo z € R tal que |z| > Ry;
p

() / V(z) 0D dz < oo,
|z|>Ro

Neste capitulo, trabalhamos com o espago de fungoes

X = {u € W(R) : /RV(m)|u|pdx < oo}

que é um espaco de Banach separavel e reflexivo quando munido da norma

||u||p:/|u’|pdx+/V(x)|u|pdx.
R R

Note que (6) é a equacao de Euler-Lagrange associada ao funcional
1 or—1 A
Fau(uw) = ~[Jull’ + —— [ [u[|u"dz — _/ jul*da — H/ |u|"dz.
p p Jr qJr rJr

Diferentemente dos capitulos anteriores, nao precisamos fazer mudanca de varidvel para
obtermos um novo funcional, pois, como mostraremos, o espaco X estd imerso em L!(R)
para 1 <t < oo. Com isso, o funcional F) , fica bem definido sobre o espa¢o X. O resultado

principal deste capitulo é:

Teorema 0.5. Sob as condi¢oes (Uy) e (Us) e supondo que 1 <p < oo, 1 <qg<per>2p,

temos:

(a) para cada p > 0, A € R, a equagao (6) tem uma seqiiéncia de solugoes (uy) tal que

Fpu(ug) — 0o quando k — oo;

(b) para cada A > 0, p € R, a equagdo (6) tem uma seqiéncia de solugoes (vy) tal que
Frulvg) <0 e Fypu(vg) = 0 quando k — oo.

Nosso resultado complementa e melhora alguns resultados em Poppenberg-Schmitt-Wang
[66], no sentido de que estamos considerando uma classe mais geral de operadores e nao-
linearidades e também permitimos que o potencial V' se anule em uma parte limitada do
dominio. Para obtermos multiplicidade de solugoes para (6), aplicamos o Teorema da Fonte

de Bartsch-Willem, bem como o Teorema da Fonte Dual (veja [10] e [80]).
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Com o intuito de nao ficarmos recorrendo a Introdu¢cao e de tornar os capitulos
independentes, enunciaremos novamente, em cada capitulo, os resultados principais, bem

como, as hipdteses sobre as fungoes V(z) e p(z, s).
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CAPITULO 1

Equacoes de Schrodinger com
nao-linearidades envolvendo termos

concavos e convexos

O principal objetivo deste capitulo é mostrar que, usando uma estrutura variacional global
definida em um espago do tipo Orlicz, é possivel encontrar condigoes suficientes para a

existéncia de solugoes positivas para equagoes de Schrodinger quase-lineares da forma
— Au+V(z)u — A(w)u = Mo(z,u) + g(z,u), ve HY(RY), (Py)

em que N > 3, A > 0, o potencial V' ¢é continuo, uniformemente positivo e satisfaz
uma condi¢do apropriada de integrabilidade. Além disso, o termo nao-linear p(z,s) =
Ah(z,s) + g(z, s) pode envolver uma combinac¢ao de termos concavo e convexo em s. Um

exemplo tipico de equagdo (Py) considerada neste capitulo é a seguinte:
—Au+ V(z)u — AlwH)u = Mu|"2u + |u]"2u, uve HY(RY), (1.1)

coml<qg<2ed<r<22%
Problemas elipticos em dominios limitados, envolvendo termos concavos e convexos, tém
sido estudados, extensivamente, depois do trabalho inicial de Ambrosetti-Brezis—Cerami

6] (veja também [29] para mais referéncias) e pouco tem sido feito para problemas em RY.
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Citamos, por exemplo, os trabalhos de [9], [18], [20], [22] and [56], onde os autores estudaram
existéncia de solucoes em RY para algumas equacoes semi-lineares. Nao conhecemos, até o
momento, nenhum resultado a respeito de equagoes de Schrodinger quase-lineares do tipo
(Py) envolvendo uma combinagao de termos concavo e convexo.

Para lidarmos com o termo concavo, consideramos as seguintes hipoteses sobre o potencial

V:
(V1) A funcao V : RY — R é continua e uniformemente positiva, isto é,

0 < Vp < V(x) para todo z € RY;

(V) A fungao 1/V pertence a L'(RY), isto é,

/ ! dz <
ox Viz) S

Ao longo deste capitulo, as seguintes hipdteses sobre h(zx, s) e g(x, s) serdo assumidas:

(ho) A funcao h: RN x [0, +00) — [0, +00) é continua e existem C > 0 e q € (1,2) tais que
para todo (z,s) € RY x [0, +00),

h(z,s) < Cs™;

(g1) A fungao g : RY x [0,+00) — R é continua e

o 9

s—0t S

= 0 uniformemente em z € RY;

(g2) Existem C; >0 e 4 < r < 22* tais que para todo (z,s) € RY x [0, +00),

g(x,s) < Ci(1+5"1);
(g3) Existe u > 2 tal que para todo (x,s) € RY x (0, 4+00),

0 < 2uG(z,s) = 2,u/ g(x, t)dt < g(x,s)s.
0

O seguinte teorema contém nosso resultado principal:
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Teorema 1.1. Suponha que as hipdteses (Vi) —(Va), (ho) e (g1) —(g3) valem. Entao, existem
Mo, Co > 0 tais que, para todo X € [0, o], (Px) possui uma solucdo positiva uy € HY(RY) e
llurlli2 < Co. Além disso, se ug € uma solugao de (Py) quando A = 0, existem constantes

positivas C' e ¢ satisfazendo
uo(z) < Cexp(—Clz|) para todo x € RY.

Em [58], os autores obtém existéncia de solugbes de (Py) em um espago de Orlicz, com
A=0ceg(xr,s) =v|s|"!'s, v > 0, e consideram vdrios tipos de potenciais positivos V,
incluindo potenciais nao-limitados. O resultado principal afirma que se 4 < r + 1 < 22*
entdo, para cada v > 0, existe uma solugdo. Em [25], os autores deram uma prova, mais
resumida e menos técnica, dos resultados em [58], trabalhando no espago usual H'(RY) ao
invés de usar espacos de Orlicz. Contudo, os autores consideram somente uma classe de
potenciais limitados. O fato de trabalharem em H'(RY) permitiu tratar diferentes tipos
de nao-linearidades. Em ambos os trabalhos, os autores apresentam diferentes maneiras
de superar a perda de compacidade que é tipica de problemas elipticos em dominios nao-
limitados. Mas, em momento algum, deixam claro ou nao provam que o funcional associado
satisfaz a tao conhecida condicao de Palais-Smale.

Neste capitulo, complementamos e melhoramos os resultados principais em [25] e [58], no
sentido que estamos considerando uma classe mais geral de nao-linearidades, a qual também
inclui uma combinagao de termos concavo e convexo. Sem significantes mudancas em nosso
argumento, para A = 0, nosso método também aplica-se a varios tipos de potenciais positivos
incluindo aqueles em [58]. Aqui, porém, vamos concentrar nossa atengao no caso em que o
potencial satisfaz a condigao (V3).

A principal dificuldade em tratar esta classe de equagoes de Schrodinger quase-lineares
em RY ¢é a possivel perda de compacidade, além do termo concavo e do termo A(u?)u. O
espago de fungoes usado em [58] e 0 método em [25] ndo podem ser aplicados diretamente
para lidar com esta classe de nao-linearidades. Foi crucial em nosso argumento, o fato que o
espago de funcgoes, considerado em nosso tratamento, estivesse imerso no espaco de Lebesgue
usual LP(RY), 1 <p < 2% como também no espaco de Sobolev H*(RY).

Para provar o Teorema 1.1, usamos uma mudanca de variavel para reformular o problema,
obtendo uma equacao semi-linear que tem um funcional associado bem definido e Gateaux-

diferenciavel em um espaco do tipo Orlicz. Este funcional satisfaz as hipdoteses geométricas do
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Teorema do Passo da Montanha e a condi¢ao de compacidade de Palais-Smale. Alcangamos

o nosso resultado de existéncia, aplicando uma versao do Teorema do Passo da Montanha *.

1.1 A estrutura variacional

1.1.1 Reformulacao do problema e preliminares

Observemos que, formalmente, (Py) é a equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional

energia natural

T(u) — 1/ (1+2u2)|vu|2dx+1/ Ve dz — Uy (),
2 RN 2 RN
em que
Uy (u) = A H(z,u) dz +/ G(z,u) dz
RN RN
(§]

H(z,s) = /OS h(z,t)dt, G(z,s) = /Osg(x,t) dt.

Usando as hipéteses (ho) e (g1), podemos ver que h(z,0) = g(z,0) = 0 para todo z € RY
e, desde que, estamos interessados em solugoes positivas, consideramos h(z, s) = g(z,s) =0
para todo (z,s) € RY x (—o0,0).

Devido ao termo fRN u?|Vu|?dz, utilizamos argumentos similares aos desenvolvidos por
Liu, Wang ¢ Wang em [58] (veja também [25]), considerando a mudanga de varidvel
v= f"1(u), em que f é definida por

1
PO =tzpmpe o Do) (12)
ft) = —f(=t) em (=00, 0].

Entao, depois desta mudanga de variavel, a partir de Jy(u) obtemos o funcional

D) = K0 = 5 [ 190F + V@) £0)] de = (),

que esta bem definido no espago

E = {v € H'RY): /RN V(z)f*(v) do < oo}

1 Esta versao nao requer que o funcional seja de classe C'!' e pode ser obtido como conseqiiéncia do Principio

Variacional de Ekeland, veja [8].
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o qual é um espago de Banach quando munido da norma

ol = 190l + a2 [1+ [ Vo ail (13)

(veja Proposigoes 1.3 e 1.7). Como jé observado antes, em nosso trabalho, conseguimos obter
imersdes do espago E nos espagos LP(RY), 1 < p < 2*, como também no espago H*(RY), o
que nao foi obtido em [58], quando os autores trabalharam em um espaco de Orlicz. Mesmo
no caso A = 0, nossos resultados melhoram os de Liu, Wang e Wang [58], pois trabalhamos
com nao-linearidades mais gerais e mostramos que as solucoes tém decaimento exponencial.

Note que pontos criticos nao-triviais de [, correspondem precisamente as solucoes

positivas da equagao semi-linear

1
A= s W 1 (0) 900, S0) = VD) (1.4)

Para uma facil referéncia, colecionamos aqui algumas propriedades da fungao f.

Lema 1.2. A funcdo f(t) e sua derivada gozam das sequintes propriedades:

(1) f € uma fungao C*, unicamente definida e invertivel;

(2) |f'(t)] <1 para todo t € R;

(3) |f(t)| < |t| para todo t € R;

(4) f(t)/t — 1 quando t — 0;

(5) f(t)/Vt — 2Y* quando t — +oo;

(6) f(t)/2 <tf'(t) < f(t) para todo t > 0;

(7) 1) < 2Y4t[Y/2 para todo t € R;

(8) A funcao f(t) € estritamente conveza;

(9) Eziste uma constante positiva C' tal que

clel, <1

|f(t)] >
Clt|V2, |t > 1;
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(10) Ezistem constantes positivas Cy e Cy tais que

[t < CLIF(O)] + Col FOI? para todo t € R

(11) |f#)f'(t)| < 1/V/2 para todo t € R.

y="1is)

Figura 1.1: Grafico de f

Prova. As propriedades (1), (2), (4), (5) e (6) estdo provadas em [25] (veja também [58]). A
desigualdade (3) é uma conseqiiéncia de (2) e do fato que f(¢) é uma fungao impar e concava
para t > 0. Para provar (7), usamos (4), (5) e (6). De fato, de acordo com (4), temos

lim 1)

Jm =0

e (6) implica que

> 0 para todo t > 0.

d (f(t)) _2f(t— f(t)
dt \ 1 2/t

Conseqiientemente, a fungdo f(t)/v/t é ndo-decrescente para t > 0 e de (5) concluimos que
f()/Vt < 2% para todo t > 0.

Isto, juntamente com o fato que f é impar, prova (7).

A fim de provarmos (8), basta notarmos que

L
—f (t)]—m>0-

Os pontos (9) e (10) sdo conseqiiéncias imediatas de (4) e (5). Finalmente, a estimativa (11)

segue diretamente da definicao de f e o lema esta provado. [ ]
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1.1.2 Propriedades do espaco F

Nesta subsecgao, colecionamos alguns fatos sobre o espaco F que sao essenciais em nosso
argumento para provar a existéncia e propriedades qualitativas de solugoes. Primeiramente,

consideramos o seguinte espaco de fungoes

X = {v c H'RY): / V(z)v?dr < oo}
RN
o qual é um espaco de Banach reflexivo quando munido da norma
ol = [ (Vo + V(a)e?) da,
RN
Sob as nossas hipoteses sobre o potencial, a imersao
X — L5(R") (1.5)

é continua para 1 < s < 2* e compacta para 1 < s < 2* (este fato pode ser encontrado em
[50]).

A préxima proposicao traz uma desigualdade e propriedades de convergéncia importantes

a respeito do espaco F que usaremos ao longo deste capitulo.

Proposicao 1.3. (1) E é um espago vetorial normado com respeito a norma dada em

(1.5);
(2) Eziste uma constante positiva C' tal que para todo v € E,

Jon V(@) f?(v) da
[1 + (fRN Vi(x)f2(v) dx)l/Q]

< Clvl]; (1.6)

(3) Se v, — v em E, entao

[ V@I = £ =0

| V@lrn) = fo)F de - o
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(4) Se v, — v quase sempre e

[ V@) de— [ v i

RN

entao

inf - [1 - /}RN V()2 (E(v, —v)) dx} — 0.

>0 &
Prova. Por (4) e (5) do Lema 1.2, f tem o seguinte comportamento assintotico:

s?, para |s| pequeno;

fi(s) ~

C|s|, para |s| grande.

Em particular, para algum Cjy > 0, temos
f3(2s) < Cof*(s), s€R. (1.7)

Para provar (1), observemos que claramente 0 € E. Sejam v € E, a € R\ {0} e k € N tal

que |a|/2F € (0,1). Usando a estimativa (1.7) e que f? é convexa, obtemos

/R V@) o) dr = /R V@) (2k|%|v> dz

< Ck V(z)f? (%v) dx
RN
k
< C‘;LO" V@) dr.

Logo, av € E. Sejam u,v € E e usando mais uma vez que f? é convexa, temos

/RN Vi) f2(u+v) dz < % /RN V() f2(20) do + % /RN V() f2(2u) da.

Assim, E é um espaco vetorial. E padrao checar que (1.3) é uma norma em F.

A seguir, provemos a propriedade (2). Para v € E e £ > 0, definamos
A ={z e RY : {Ju(z)| < 1} .

Pelas propriedades (3) e (7) do Lema 1.2, podemos escrever

/N V(z)f*(v) dz :/ V(z)f*(v) do + / V(z)f*(v) da
. e A (1.8)
S/A V(z)|f(v)||v] dx—i—C’/ V(z)v| dz

AC

3

18



Usando a desigualdade de Hélder e (9) do Lema 1.2, temos
- 11/2 1/2
/ V(z)|f(v)||v] de < / V(z)f*(v) dx / V(z)v? da
.Ag L «45 | ‘A§

- 112 ~ T 1/2
< /R NV(m)fQ(v)da: ¢ /A V(z)f2(€v) dx] (1.9)

<| / V@l S /A V() /2 (v) dx],

onde, na ultima estimativa, usamos a desigualdade s'/? < 1 + s para todo s > 0. Pela

estimativa (9) do Lema 1.2, obtemos

/ V(z)lv| de = ¢ V(z)[év| dz <
A € Jag

c
3

: V(z)f*(€v) dx] . (1.10)
Logo, de (1.8)-(1.10) concluimos que para todo £ > 0,

/RN V(z)f*(v)dz < {{/RN V(z)f*(v) dx} 12 T 1} % {1 —|—/RN V(z)f2(Ev) dx} :

e a propriedade (2) segue.

A fim de provarmos (3), observemos que da imersao continua
E — DY (RM) % — L¥(RY), (1.11)

obtemos que v, — v quase sempre em RY. Pela desigualdade (1.6) e usando que

lim, o0 (1 + 5Y/2)7! = 400, devemos ter

/RN V(z)f*(v,) doz < C

que, juntamente com o Lema de Fatou, implica que

n—oo

[ vore e stimi [ v re) ar<e

Por (1.6) novamente, temos

/RN V() (0, — ) dz — 0.

20 espaco DV2(RY) é o completamento de C§°(RY) com relagio & norma do gradiente.
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Logo, a menos de subseqiiéncia, existe h € L'(RY) tal que
V(z)f (v, —v) < h

vale quase sempre em RY. Além disso, a desigualdade (1.7), juntamente com a convexidade
de f?, implica que

Cov @) - )+ LV )

< G (V)W)

V() f*(vn)

IN

Desde que
h+V(2)f*(v) € L'(RY),

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, a prova do item (3) estd completa.

Finalmente, indicamos que a propriedade (4) esta provada em [58, Proposi¢ao 2.1].

Corolario 1.4. A imersao X — E € continua.

Prova. Seja v, — 0 em X. Usando que |f(s)| < |s| para todo s € R, temos
/ V(z)f*(vy,) do < / V(z)v? dz — 0.
RN RN
Assim, da propriedade (4) da Proposicao 1.3, concluimos que v,, — 0 em E que é o resultado

desejado. ]

Proposigao 1.5. A aplicacio v — f(v) de E em LYRYN) ¢ continua para 1 < q < 22,

Além disso, sob a hipdtese (Vs), a aplicagao anterior é compacta para 1 < q < 22*.

Prova. Para v € FE, obtemos, por definigdo, que f(v) € X. Isto, juntamente com (1.5),
implica que

1/2
IFl<Clfolx < | [ (vep+viorw)a) (112

para 1 < g < 2*. Além disso, pela desigualdade de Gagliardo—Nirenberg, obtemos

1@l = £ (@)l < CIV (DI

- 2(v) v
=C |:/RN 15 272(0) Vol? dx} (1.13)
< Cllol.
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Logo, para todo v € E temos que f(v) pertence a L??"(RY), que juntamente com (2.10)
mostra, por interpolagio, que a aplicagdo v — f(v) de E em LI(RY), 1 < ¢ < 22*, estd bem
definida.

Seja (v,) uma seqiiéncia em E tal que v, — v em E. Assim, temos

ov v
n LQ RN
parat=1,....N e
[ V@) - fo)f do—o. (114)
RN
Portanto, a menos de subseqiiéncia, existe h; € L?(RY) tal que
v
8ilfi -
vale quase sempre em RY para i = 1,..., N, de onde obtemos
Of (vn) . O0u, ov,
V| = < < h;
e
0f (vn) dv, o f()

g / U’I’L —_— / U o
quase sempre em RY para i = 1,..., N. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue concluimos que

fvn) = f(v) em D'2(RY),
que em conjunto com (1.14), implica que

f(op) — f(v) em X.
Portanto, pela imersao continua (1.5), obtemos
f(vy) — f(v) em LYRY) para 1< q<2%

Note que, de (1.13), também temos que

A —v) —0 em L*(RY).
Logo, a menos de subseqiiéncia , existe w € L* (RY) tal que

fQ("Un —v) <w
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e v, — v quase sempre em RY. Agora, podemos usar a convexidade de f? e (1.7) para
concluir que

F2 () < Cw® + [ (v)) € L'(RY),
e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos que

fln) = f(v) em  L*(RY).

Finalmente, usando a desigualdade de interpolacao a continuidade segue.

A seguir, provemos a compacidade. Seja (v,) C F uma seqiiéncia limitada. Entao (v,) é
limitada em D"?(RY) e, por (1.6), segue também que [,y V() f?(v,)dz é limitada. Usando
(2.10) e (1.13), temos que (f(v,)) é uma seqiiéncia limitada em X e em L*"(RY). A imersdo
compacta X — LY(RY) implica que, a menos de subseqiiéncia, existe w € L*(RY) tal que
f(v,) — wem LYRY) e quase sempre em RY. Logo, pelo Lema de Brezis-Lieb concluimos
que w € L**"(RY) e, em virtude da desigualdade de interpolacao, dado qualquer 1 < g < 22%,
existe 0 < a <1 tal que

1f () = wlly < 1f (wn) = wlFl]f () — wllzz®™ < C|.f (va) — wllF,

o que implica que f(v,) — w em LI(RYN), 1 < g < 22* e a prova esté completa. ]

Corolério 1.6. A imersio E — L*(RY) ¢ continua para 1 < s < 2%,

Prova. Por (10) do Lema 1.2 e Proposigao 1.5, segue que se v € E entdo v € L*(RY). Além
disso, podemos concluir que se v, — 0 em FE, temos que f(v,) — 0 em L'(RY) e em L*(RY)
e, assim, v, — 0 em L'(RY). Logo, a imersao E — L'(R") é continua. Usando mais uma

vez (10) do Lema 1.2, temos
[oal* < CUF (W) + 1 () ),

que juntamente com a Proposicao 1.5, implica que v, — 0 em L* (RY). Finalmente, por

interpolacao, o resultado segue. [

Proposicao 1.7. E ¢ um espacgo de Banach.

Prova. Seja (v,) uma seqiiéncia de Cauchy em E. Usando a imersdo continua (1.11) e a
completude de D?(RY), existe v € DV?(RY) tal que v, — v em D"?(R") e quase sempre

em RY. Pela desigualdade (1.6), obtemos
/ V(z)f*(v,) do < C
RN
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que juntamente com o Lema de Fatou implica que

n—oo

[ vore e st [ v re) ar<e

Pela Proposigao 1.5, (f2(v,)) e (f*(v,)) sao seqiiéncias limitadas em L'(RY) desde que
22* > 4. Usando a desigualdade (10) do Lema 1.2, obtemos

n—oo n—oo

/ v? dr < lim inf/ v2 dz < liminf C { *(vn) dz + () dx} .
RN RN RN

RN

Assim, v € L*(RY) e, conseqiientemente, v € E.

Por (1.6), dado € > 0, existe ng € N tal que para todo n, m > ny,

/RN V(@) f2(vm — v,) dz < €.

Fixando m > ng qualquer e aplicando o Lema de Fatou, obtemos

n—oo

/ V(2)f* (v, —v) dx < liminf/ V() f (v — vp) do < €
RN RN

e isto implica que

lim V(z)f*(vy —v) do = 0.

m—oo JpN

Por um argumento similar como na prova da propriedade (3) da Proposi¢ao 1.3, podemos

concluir que

/RN V(z)f*(v,) do — V(z)f*(v) dw.

RN

Logo, usando o ponto (4) da Proposigao 1.3,

inf 1 {1 + /RN V(@) f2(E(n — v)) dx] 0

0 ¢&
e, conseqilentemente, v,, — v em F. ]

A prova da seguinte proposicao é analoga a das anteriores e omitimos aqui.

Proposigao 1.8. A imersio E — HYRYN) é continua. Além disso, C*(RY) ¢é denso em
E.
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1.1.3 Regularidade do funcional I,

Os proéximos resultados, a respeito da regularidade do funcional I e de seus pontos criticos,
tornarao claro que para se obter solugoes cldssicas de (Py) é suficiente procurarmos por

pontos criticos de I de classe C?.

Proposicao 1.9. O funcional I satisfaz as sequintes propriedades:
(1) I estd bem definido em E.
(2) I € continua em E.

(3) I\ € Gateauz—diferencidvel em E e

L)) = [ Vevpdet / V(@) f(0)f (v)p dz — (T4(0), )

RN RN

onde

Wz, f(0) ' (v)p do + / 9(z, F(0)f' (v} d.

RN

(W)e)= [

RN
(4) Parav € E, Ii(v) € E' e se v, — v em E entio I}(v,) — I1(v) na topologia fraca *

de E' 3

Prova. Para provarmos o item (1), notemos que, pelas hipéteses (ho), (g1) e (g2), para cada

v € FE, obtemos

. H(x, f(v)) dz < C’/RN |f(v)|? dz (1.15)
[ Gty de<ar [ (5P + 1)l do (116

Assim, pela Proposicao 1.5, W(v) estd bem definido em E.

Na seqiiéncia, provemos (2). Seja v, — v em E. Entao pela imersao continua (1.11),
Proposigoes 1.3 e 1.5, temos que v, — v em DY(RY), f(v,) — f(v) em L*(RY) para
1<s<22%e

[ v@rw) ar— [ Ve .

RN

314 (v,) — I4(v) na topologia fraca * de E' se para cada ¢ € E temos (I4(vy), @) — (I4(v), @).
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que juntamente com (1.15)-(1.16) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
implica que
H(z, f(v,)) dz — H(z, f(v)) dz
RN RN

Gz, f(v,)) dz — G(z, f(v)) de.

RN RN

Conseqiientemente, Iy (v,) — I (v).

Para provarmos (3), veja que para v, ¢ € F fixados, pelo Teorema do Valor Médio, temos

1/ V@) (2o +te) = () 4

; V(@) f()f (€ da,

t RN
em que
min{v,v + tp} < & < max{v,v + tp}.
Note que para |t| < 1, [¢] < |v| + |¢| e usando (2), (10) e (11) do Lema 1.2 e o fato que f é

crescente, obtemos

V@ISO < CV@IFOENf () + V@) fE)FE)F)
< OV (ol + leDIf )] + %wmf?«o)
< CV@) L]+ o) + CV () F2(0) + oV (@) F(),

onde o lado direito pertence a L*(RY). Desde que

V() f()f (©)p — V() f(v) [ (v)e

quase sempre em RY quando ¢ — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

concluimos que

L[ V@ ) — L)
t—0 2 RN t

dz = / V@) @) d.

Analogamente, usando as propriedades de f, as hipdteses (ho), (¢1) — (g2) e novamente o

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, podemos obter que

11_{% N H<J77f(v ‘|—t§0)t> - H(.’E,f(’l])) dr = /]R;N h(iC,f(U))f/(’U)gO dx
151(1) . G(l',f(v +t(10)t) - G(Z',f(?))) dr = /RN g(ﬂ?,f(’l]))f,('l})gﬁ dr.
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Conseqiientemente, o ponto (3) estd provado.

Para ver que I}(v) € E' quando v € E, a principal dificuldade se encontra no termo
Jan V() f(v) f'(v)e dz. Entdo, suponha que ¢, — 0 em E. Usando (3) da Proposicao 1.3,
segue que

V(@) f*(¢n) dz — 0.

RN
Agora,por (2), (10) and (11) do Lema 1.2 temos

| V@rwree, a

< [ V@Il d
<0 [ V@)@ do

“ (/RN V(x)f*(v) dx) v (éN V(o) (o) dx) 1/2

+C5 /IRN V(z)f*(en) do.

IN

o que implica que

| V@i we, dz o

! . . .
Logo, I{i(v) € E'. Usando argumentos similares aos anteriores, podemos provar que se

v, — v em FE entao
(I (vn), ) = (I3(v), )

para cada ¢ € E. ]

Proposicao 1.10. Assuma que as fungcoes V', h e g sejam localmente Hélder continuas.

Entao qualquer ponto critico de Iy € de classe C’fo’a(RN). Além disso, se v € C*(RN)NE é

C

um ponto critico do funcional Iy, entdo a fun¢do u = f(v) € uma solugdo cldssica de (Py).
Portanto, para obtermos solugoes cldssicas de (Py), € suficiente consequirmos pontos criticos
de I de classe C?.

Prova. Seja v € E um ponto critico de . Entao
—Av=w em RY
no sentido fraco, em que

w(z) = f'(v(@) Az, f(v(@)) + g(z, f(v(@))) = V(2)f(o(@))].



De acordo com as condigoes sobre as nao-linearidades h e g, obtemos
w] < f'(0)[Cy + Ca| f(v)| + Csf ()] < Cy + Csfo] "7

em qualquer bola Bg, onde usamos (7) e (11) do Lema 1.2. Seja pg = 22*/(r —2) > 1.
Como v € L? (RY) segue que w € LP°(Bg). Assim, pela teoria de regularidade eliptica
v € W?*P(Bg). Usando um argumento de “bootstrap” padrao, podemos concluir que
v € W*P(Bg) para todo p > 2 (para mais detalhes, veja [49, Exemplo 11.6]). Assim,

v € Cllo’i(RN ) e isto implica que w é localmente Hélder continua. Conseqiientemente,

2,a
loc

vE (RY) para algum « € (0,1).
Finalmente, indicamos que a segunda afirmagao esta provada em [25] ou veja Proposigao

4.3 do Capitulo 4 numa situacao mais geral. [ ]

1.2 Resultados de existéncia via Passo da Montanha

Nosso resultado de existéncia sera obtido aplicando-se a seguinte versao do Teorema do
Passo da Montanha, o qual é uma conseqiiéncia do Principio Variacional de Ekeland como

abordado em [8] (veja também [19], [28], [45], [49] e [75], para resultados relacionados).

Teorema 1.11. Sejam E um espag¢o de Banach e ® € C(E;R), Gateauz-diferencidvel em
E, com a derivada de Gateauz ®'(v) € E' para todo v € E e continua da topologia da norma
de E para a topologia fraca * de E'. Suponha que ®(0) = 0 e seja S C E fechado que
desconecta (por caminhos) E. Sejam vg = 0 e vy € E pontos pertencentes a componentes

conezxas distintas de E'\ S. Suponha ainda que
igf®2a>0 e O(v) <0

e seja
['={yeC(0,1;E):7(0) =0 e v(1) =u}.

Entao

= inf max ®(y(t)) >
¢ = Inf max (v(t)) = a

e ® possui uma seqiiéncia de Palais-Smale no nivel ¢ (daqui por diante denotada por (PS).*).

O nimero ¢ é chamado o nivel do passo da montanha de P.

4Relembremos que (v,) é uma seqiiéncia (PS), para ® se ®(v,) — ¢ e ®’(v,) — 0 no espaco dual E’.
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1.2.1 Geometria do Passo da Montanha

Agora, vamos provar que existe A\g > 0 tal que para todo A € [0, \o], o funcional I, tem a

geometria do Passo da Montanha. Com este intuito, primeiramente, consideremos o conjunto
S(p) = {ve B: QW) =},
emque p>0e Q@: F — R édada por

Qv) = /RN Vol de+ [ V() fA(v) da.

RN

Desde que Q(v) é continua, S(p) é um subconjunto fechado e desconecta o espaco F.

Lema 1.12. Ezistem X\, po, oo > 0 tais que, para todo A € [0, o],
I\(v) > ag  para todo v € S(po).

Prova. Das hipdteses (g1) — (g2), dado qualquer € > 0, existe C' > 0 tal que para todo
(z,8) € RY x [0, +00),
G(z,5) <es* +Cs".

Conseqiientemente, para v € S(p), por (V1) e desigualdade de Holder, segue que

/RNG(:U,f(U)) dr < E/RN !f(v)|2dx+C/RN|f(v)|r Qe

€

< —p*+C [ [P dx
Vo RN
c ar/2 1—ar/2
< grve|[ poal [ ol
Vb RN RN
e , ) ) ) (1—ar/2)2*/2
< o | [ )R al ,
0 RN
em que
B 22% —r
Ty

Desde que, para v € S(p),

[P < 2 [ Vil a

2p°,

IN
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obtemos
G(SE, f(U)) dx < Vip2 + Cp(2ar+2*(2far))/2
0
€

W

RN

1.17
p2 + Cp(2N+2r)/(N+2) ( )

onde (2N +2r)/(N +2) > 2 pois r > 2.

Além disso, pela condigao (hy),

H(z, f(v)) dz

RN

IN

¢ [ ol ds
< Cilf)Ik

Cy [/RN(WUP +V(2)f*(v)) dz

q/2

IN

Assim, para v € S(p),

H(z, f(v))de < Cip (1.18)

RN
De (1.17) e (1.18), para v € S(p) obtemos

1 €
I > - 2 (2N+2T)/(N+2) o A ]
av) > (2 Vo) p-—Cp Cip

1 €
2 2(r—2)/(N+2
= Z o Op2r=2)/(NF2) ) Al
P (2 Vo P 1P

Agora, escolhendo 0 < 2e < Vj e p = po > 0 tais que
€ 2(r—2)/(N+2
_ Cpo( )/(N+2)

> 0,

temos

para todo A € [0, \g] e v € S(po), onde \g = (Bop* 1)/ (2C}). [

Lema 1.13. Para X € [0, \], eziste v € E satisfazendo Q(v) > pt e I(v) < 0.

Prova. Vamos provar que existe ¢ € E tal que I(tp) — —oo quando t — 400, 0 que prova
nossa tese se tomarmos v = ty com t suficientemente grande.

Note que por (g3) existem constantes positivas Cy, Cy tais que
G(z,s) > C1s — Cy (1.19)
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para todo (r,s) € B; x [0,4+0c0). Escolhendo qualquer ¢ € C5°(RY,[0,1]) tal que

suppp = By, (1.19) implica que
2

t
B < 5 [ (el + V@) dr = [ 1o de+ GolBl
By

B1
Usando a propriedade (6) do Lema 1.2, segue que f(s)/s é decrescente para s > 0. Desde

que 0 < tp(z) <t parax € By et >0, obtemos f(tp(x)) > f(t)p(x), o que implica que
2

¢ t)?+ C
e A e R
B1 Bl

— —o00 quando t— +o00,

pois
S
tEHloo 2 - +OO7
que ¢ uma conseqiiéncia de p > 2 e de (5) do Lema 1.2. [

1.2.2 Condigao de Palais-Smale

Primeiro, relembremos que (v,) C F é uma seqiiéncia de Palais-Smale para I se (I)(v,))
é limitada e I4(v,) — 0 no espaco dual E'. O lema, a seguir, mostra-nos o motivo de
trabalharmos no espago £ em vez do espago X. Se considerassemos o espaco X, devido
a nao-limitacao do potencial V', nao conseguiriamos provar a limitacao das seqiiéncias de

Palais-Smale.
Lema 1.14. Qualquer seqiiéncia de Palais-Smale para Iy é limitada.

Prova. Seja (v,) C E uma seqiiéncia (PS) para I. Logo, dado § > 0, para n grande e para

algum ¢ > 0 temos
1
Ix(vn) = ;(fﬁ(vn),m < Ofvnll + ¢

Pela propriedade (6) do Lema 1.2 e hipdteses (hg) e (g3), obtemos

B = G = (3-1) [ wabas (3-1) [ v P

5 | UG 0.) = gle. S @) )] de
- . H(zx, f(v,)) dx
> (51 [ 190+ V)] e - acli)l
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Usando a imersao continua (1.5) e que |V f(v,)| = f'(vn)|Vo,| < |Vu,| obtemos

[f(ua)llf < C {/RNHVUNF + V()2 (v,)] dg,;}Q/2 .

Portanto,

q/2
5an|| +c+ )\Cl{ /RN UVUHP + V(x)f2(vn)] dx}

> (3-2) [ 190k + vere) d

L

Usando a estimativa

1/2
|on|| < </RN |V, |2 d:r) +1+ /RN V(z)f*(v,) do

(1.20)
<94 /RNHVU,ZF F V() (0] da

e escolhendo ¢ > 0 tal que C(u,d) =1/2—1/u— & > 0, obtemos

2% 4 e+ ACl{ /RN[|an|2 V(@) (o)) dx}q/2

> C(wo) [ Ve + V@) )] do

RN

e como ¢ € (1,2), concluimos que

/RN [[Von|? + V() f2(va)] dz < C.

Novamente por (1.20), segue que ||v,|| é limitada. [

Proposigao 1.15. I satisfaz a condi¢io (PS)° (condig¢io de Palais-Smale).

Prova. Seja (v,) C E uma seqiiéncia (PS) para I,. Pelo Lema 1.14, sabemos que (vy)
é limitada em E e, portanto, em H'(RY) em vista da Proposicdo 1.8. Assim, a menos de

subseqiiéncia, para algum v € H*(RY), temos

v, —vem HY(RY), v, =~vem L*(RY) paratodo 1<s<2*

®Um funcional ® : E — R satisfaz a condicao (PS) ((PS).) se toda seqiiéncia (PS) ((PS).) para ® possui
uma subseqiiéncia convergente em E. Observe que ® satisfaz a condi¢ao (PS) se, e somente se, satisfaz a

condigao (PS). para todo ¢ € R.
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e v, — v quase sempre em RY. Logo, por (1.6) e Lema de Fatou, podemos concluir que

n—oo

/ V(z)f*(v) do < lim inf/ V(z)f*(v,) doe < C,
RN RN
o que implica que v € E. Além disso, usando Proposition 1.5,
f(v,) — fv) em L5(RY) paratodo 1<s< 22" (1.21)

Agora, desde que f?(s) é convexa, o funcional Q(v) é convexo e, portanto,

1 1

1 /
5O0) ~30() 2 Q) —v)
= - Vou,(Vv — Vu,) dx + /RN V() f(v) f'(vn) (v — vy,) da,
(veja [49, Lema 15.3]). Assim
1

5 | 9o+ V@) daz——/ (Venl? + V(@) () do

> )\/RN h(z, f(vn)) f'(vn) (v ) dx +/ (z, (o)) f (vn) (v — v,) d (1.22)

+ (I3 (Vn),v — vp)
Note que escrevendo

z, f(v) f (o) (v — vy,) dx

/RN 9( )f
= [ ol Fo) (o) = sl S )0 = 0) da
+ [ ol f@)I W= v) de.

e usando que g(x, f(v))f'(v) € L2NN+2) ¢ 9, — v em L* (R"), concluimos que
R

/N 9(@, f(w) f'(v)(v —v,) dz — 0.

Além disso, usando (g1) — (¢2), (1.21) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

temos que
g(a, f(w)) [ (vn) = g(a, f(0))f'(v) em L*EFD(RY),

o« < C, obtemos

Pela desigualdade de Holder e o fato que ||v — v,
[ ot 1) ) = gta f)F @0 = ) do —0,
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Analogamente, pelos mesmos argumentos,

/RN h(I’ f(Un))f'(vn)(v - Un) dr — 0

desde que
h(z, fo))f (va) — iz, f(0))f'(v) em LYCDRY) e v, v em LIRY).

Entao, tomando o limite em (1.22), obtemos
lim inf/ [V, dz +  lim inf/ V(z)f*(v,) da
RN n—oo RN

< /]RN |Vo|* do + /]RN V(z)f*(v) d.

Mas, pela semicontinuidade da norma e Lema de Fatou segue que

/ Vol dz < liminf/ Vo, |? dz
RN n—oo RN

/RN V(z)f*(v) dz < liminf /RN V(z)f*(v,) da.

n—oo

Portanto, devemos ter

liminf/ Vo, |> dz = / |Vo|* do
n—oo ]RN RN

lim inf /R V@) de = /R V@) dr

n—oo

Usando (4) da Proposicao 1.3, a menos de subseqiiéncia, obtemos

inf = [1 + /RN V(z)f2(&(v, —v)) dx} —0

€0 ¢&

e isto juntamente com Vv, — Vv em L?(RY) implica que v, — v em E.

1.2.3 Prova do Teorema 1.1

Nos Lemas 1.12, 1.13 e Proposigoes 1.9, 1.15, checamos que [, satisfaz as hipdteses do

Teorema 1.11 para todo A € [0, \g]. Logo, I, possui uma seqiiéncia (PS)., em que

[

= inf
cx = inf tem[aa’)lc] I(y(t)) > 0
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Iy={y€C([0,1], E) : v(0) = 0 e I (7(1)) < 0}.

Desde que I, satisfaz a condigao (PS).,, entdao vy, é um ponto critico de I, no nivel c,.

Assim,
/ [Vu,Vw + V(z) f(vy) f'(va)w] dz = )\/ h(zx, f(va))f (va)w dz
Ry Ry (1.23)
+ [ e o) e da.

para todo w € E. Tomando w = —v, , obtemos

/ |Vuy |2 do +/ Vi(z)f'(vx) fua)(—vy) de =0
RN RN
Como f(vy)(—wvy) > 0, temos

P dr— 0 o V() f(ua)(=vy)
/RN!V YPde =0 o VT 2P0

Logo, podemos concluir que vy = 0 quase sempre em R e, portanto, vy = vy > 0. Sabemos,

dx = 0.

pela Proposigao 1.10, que vy € C?(RY). A fim de provarmos que vy > 0 em RY supomos,
caso contrério, que existe 7o € RY tal que vy(zy) = 0. A equacao (1.4) pode ser escrita na

forma

— A+ c(z)ox = V(@) f'(0a)(ox = f(0x)) + Mz, £ (02))f (0a) + gz, f(02))f (va) 2 0,

onde c(z) = V(z)f'(va(z)) > 0 para todo x € RY. Aplicando o principio do méximo forte
para uma bola arbitraria centrada em xzy, podemos concluir que vy = 0 o que é impossivel.
Portanto, v, tem que ser estritamente positiva. Logo, uy = f(vy) é uma solugao cléssica
positiva de (Py).

A seguir, provemos a limitacao de ||uyl[12 em A\. Tomando w = vy em (1.23) e usando
(6) do Lema 1.2, obtemos

Q/RN |Voy|? dz + Q/RN V(z)f*(vy) do
> 2/RN Von 2 de + Q/RN V()£ (0) f (v3)0x do (1.24)
> [ ot fe)s(w) de
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Além disso,
p [ (VP4 V@) de =2 [ Hie fw) da
RN RN
(1.25)
2 [ Gl () da+ 2y
RN
e ¢y < ¢ onde ¢ = inf,ep, maxyeo 1y Io(y(t)) com Iy dado por

B = [ (9o + V@) do= [ Gl ) da

2 N
Fo = {y € C([0,1], E) : 7(0) = 0 e Io(¥(1)) <0}
Logo, por (1.24), (1.25) e usando (hg) e (g3), obtemos

=2 [ (9o + V@) 00) do

< 20N /

R

@)+ [ G f(02) = gta S )] do + 2

a/2
< 2uCNg (/ (|[Vurl? + V(2) f*(vy)) dx) + 2puc.
RN

onde usamos que a imersao X — L4(RY) é continua. Desta desigualdade, concluimos que
Jan ([VOAl? + V() f*(v5)) dz deve ser limitada em A, mostrando que para todo A € [0, Aq]

temos

1/2
lulliz = 1/ (o) 12 < € ( / (VP V@) P(0) da:) <c

Decaimento exponencial das solugées: Suponha que A = 0 e seja vy uma solugado de (1.4)

para este caso. Primeiramente, mostremos que vy € L®(RY). Temos

| (Fuer v e de= [ g eds, (120
RN RN
para todo ¢ € E. Para cada k > 0, definamos

vg se vy <k
Vi =
k  se vy >k,

U = vz(ﬂ_l)vo e wp = vovﬁ_l com (3 > 1 a ser determinado mais tarde. Tomando ¥, como

uma funcao teste em (1.23) e usando (V7), (6) do Lema 1.2 e que

ol £(00)) < 2 F(wo) + CF (o) (1.27)
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obtemos
/]RN U,z(ﬂ_l)|Vvo|2 de + 2(6— 1)/ VU 2(6 V0 Ve da
< C’/ f o) vo)vovz(ﬁ Y dg.

Observando que a segunda parcela no lado esquerdo da desigualdade anterior é nao-negativa
e por (6) — (7) do Lema 1.2, temos

/ oV dr < © / v *o " de = C / vp Cwy da, (1.28)
RN RY

em que 7 = r/2. Pela desigualdade de Gagliardo—Nirenberg e (1.28), obtemos

2/2*
(/ W dx) < Cl/ |V |* do
RN RN

< C’z/N vi(ﬁ_l)|Vvo|2dx + Cs(B — 1)? /N vgvi (B-2) |Vvk|2dx
R R

< 0452/ vi(ﬁfl)\VUOF dz
RN

< Csp° vh2wi du,
RN

onde usamos que vy < vy, 1 < 32 e (8 — 1)? < $% Pela desigualdade de Holder, obtemos

2/2* (7-2) /2 . (25 —742) /2"
</ w2 d:r) < B%Cs </ v dx) </ w,? /@D dx) .
R¥ R¥ R¥

Desde que w; < v e a imersao E < L* (RY) é continua, obtemos

2/2" ) o e (2" —7+2) /2
{/ (voul ™ 1)? daz] < B%Ce]|vol|" 2 (/ o) d:v) :
RN RN

Escolhendo f =1+ (2* —7)/2, temos (22*/(2* — 7+ 2) = 2*. Logo,

2/2*
([t o) < el 2l
RN
em que o = 22*/(2* — 7+ 2). Aplicando o Lema de Fatou em k, concluimos que
lvollsz+ < (5°Cllvoll™*)"*|[vol|sa-- (1.29)
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Para cada m = 0,1,2,...., definamos [, 1" = 2*3,, com [y = (. Usando o argumento

anterior para (31, por (1.29) obtemos

IN

(B7 Csllvoll ™)'/ [|vo | gy
(BECol[vol"2) 2P (B2 Cis || wo || ~2) M || vo | gas
< (Cﬁ||U0H?72)1/261+1/2ﬁ(5)1/ﬁ<51)1/ﬁ1HUO

HUOHﬂl?*

IN

2%
Observando que [, = ™3, por iteragao obtemos

00| g2e < (Clluo|[T=2)M/27 %0 27 g1/A 20 07 g1/ B Y20 078

Vo ll2*-

Y m 71 m - 71 ~ . .
Como > 1, as séries ) ;" " e Y . i~" sdo convergentes. Logo, podemos tomar o limite

quando m — oo para concluir que vy € L*®(RY) e

(2°-2)/(2" 7).

[volloe < Crllvo]

Novamente por (V1), (6) do Lema 1.2, (1.23) e (1.27), para todo ¢ € C*(RY), ¢ > 0, temos

/ VooV dr < C’/ Vo dux.
RN RN

Logo, pelo Teorema 8.17 em [44], para um t > N/2 e para qualquer bola B,(x) centrada em

qualquer z € RY, temos

y:;}?z) vo(y) < C(llvollr2(B,.()) + Vol t(Bar )
Em particular,
vo(z) < C([[vollr2(Bay()) + llvoll Lt (B2 ()
€ COoImMo
[vollr2(Bay(w)) + lvoll (B @)) — 0 quando  [z| — oo
concluimos que

vo(z) — 0 quando |z| — oo.

Agora, vamos provar o decaimento exponencial de wy. Usando (g;) e o limite

lir% f(s)f'(s)/s = 1, podemos escolher Ry > 0 tal que, para todo |z| > Ry,

f(vo(@)) [ (vo(x)) = Zvo(x) e gz, f(vo(x))) < - f(vo(x)). (1.30)

A~ w
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Definamos ¥ (x) = M exp(—¢&|z|) onde & e M sao tais que 462 < Vy e M exp(—E&Ry) > vo(x)
para todo |x| = Ry. E facil checar que, para todo z # 0,

Ay < €. (1.31)

Consideremos a fungao ¢ = ¢ — vy. Logo, usando (1.30), (1.31) e o fato que

—Avg + V() f(vo) f'(v0) = g, f(v0))f'(vg) em RY,

obtemos v
—A¢p+ Zogb >0 em |z| > Ry,

>0 em |z| =Ry,

lim ¢(z) = 0.

|z]—o0
Pelo principio do méaximo, devemos ter ¢(z) > 0 para todo |r| > Ry. Assim, vg(z) <

M exp(—¢|z|) para todo |x| > Ry, de onde obtemos

uo(x) = f(wo(x)) < wo(x) < Cexp (=E|x])

para todo x € RV e a prova do teorema estd completa.

Observacao 1.16. Note que a hipétese (V) pode ser trocada por qualquer condi¢io sobre o

potencial V' com o intuito de obtermos a compacidade da imersao
X — LP(RY) para todo 1 < p < 2*.

Observacao 1.17. Existem classes tmportantes de nao-linearidades que nao sao cobertas

por nossos resultados. Por exemplo,
Mz, u) 4+ glo,u) = At ot

com?2<q<4ed<r<22* ou, ainda, r sendo o expoente critico r = 22* = 4AN/(N — 2).
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CAPITULO 2

Existéncia e concentracao de ondas
estacionarias para uma classe de
equacoes de Schrodinger envolvendo

crescimento critico em R?

Neste capitulo, consideramos o problema de concentragao
—?Au+V(2)u — ?A(w®)u = h(u) em R? (P.)

em que € é um parametro positivo pequeno, o potencial V' : R? — R é localmente Holder

continuo, satisfaz a condicao (1), isto é, V(z) > Vj > 0 para todo z € R?, e a condigao
(V3) Existe um dominio limitado Q C R? tal que

1 =minV < minV.
Q o9
Aqui, estamos interessados no caso em que o termo nao-linear h(s) tem crescimento
mé&ximo sobre s, 0 que nos permite tratar o problema (F;) variacionalmente em um subespagco
conveniente £ de H'(R?). Usando uma versao da desigualdade de Trudinger-Moser e do

Teorema do Passo da Montanha (veja Teorema 1.11 do Capitulo 1) em E, estabelecemos a
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existéncia de solugoes que se concentram perto do minimo local vy de V.

Dizemos que uma funcao h : R* — R tem crescimento critico em +o0o se existe oy > 0
tal que
] h(s) 0, para todo «a > «q
lim =

LON 1)
s§—+00 exp(as ) 400, para todo a < Qp

Acreditamos que este crescimento exponencial seja o crescimento critico para este tipo de
problema quando N = 2, em contrapartida ao caso N > 3, onde o expoente critico é
22* = 4N/(N—-2) (veja [36] e [58]). Tais nogoes sdo motivadas pelas estimativas de Trudinger-
Moser [63, 79] que afirmam que para todo @ > 0 e u € Hy ()

exp(au?) € L'(Q)

e, para todo a < 4,
sup / exp(au?)dr < C,
Q

[Vull2<1

em que 2 C R? é um dominio limitada suave. Subseqiientemente, Cao [21] provou uma

versao da desigualdade de Trudinger-Moser no espago inteiro, a qual foi melhorada por do
O [33], a saber, para todo a > 0 e u € H(R?)

exp(alul?) — 1 € L'(R?). (2.2)
Além disso, se a < 47 e |julls < C, existe uma constante C; = C1(C, ) tal que

sup /R2 [exp(au?®) — 1] dz < C. (2.3)

[Vull2<1

Recentemente, a equacao (P.), com ¢ = 1, foi considerada em [36], onde os autores obtiveram
um resultado de existéncia de solu¢ao, com a nao-linearidade h(s) tendo o crescimento critico
(2.1), mas o potencial V satisfazia a hip6tese (V]) e a condigao assintética

V(z) < lim V(z) =V, < 0.

Até o momento, nao existe nenhum trabalho abordando problemas de concentracao
envolvendo a equacao (P.) com N = 2. Para enfatizarmos, neste capitulo, a nao-linearidade

h(s) cumpre as condig¢oes abaixo:
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(h1) h € CYR,R) e h(s) =0 para s < 0;

(he) lim h(s) =0;

s—0t S

(hs) h tem o crescimento critico (2.1);

(hy) Existe p > 2 tal que para todo s > 0
0<2uH(s)= 2;1/ h(t)dt < sh(s);
0

(hs) a fungao s — h(s)/s* é crescente para s > 0;

(he) Existe By > 0 tal que

liminf sh(s) exp (—aps*) > Go.

§—+00

Um exemplo tipico de uma funcao h satisfazendo as hipdteses (h1) — (hg) é dada por

Aslexp(s?) — 1], s>0
h(s) =
0, s<0
emque A >0eaqy=1.
Como exposto na Introducao do trabalho, o proximo teorema contém o resultado principal

deste capitulo.

Teorema 2.1. Suponha que o potencial V' satisfaz (V1) e (V3) e que a nao-linearidade h(s)
satisfaz (hy) — (he). Entao existe eg > 0 tal que, para cada € € (0,¢0), o problema (P.) possui

. . . L, . 2 . .
uma solugao positiva de energia minima u.(z) em C;;=(R?) com as sequintes propriedades:

(i) u. tem um nico mdzimo local (portanto global) z. em R?* e 2. € §;
(i) lim V(z.) =1y =minV;
e—0t o)
(1) Existem constantes positivas C e ( tais que para todo z € R?

)

Z— 2z

us(z) < Cexp (—C
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2.1 A estrutura variacional e resultados preliminares

Formalmente, formulamos nosso problema em uma estrutura variacional, considerando o
seguinte funcional associado a (P.):
e? 2 2 1 2
J-(u) = —/ (14 2u”)|Vul°dz + —/ V(z)u‘dz — | H(u) dz,
2 R2 2 R2 R2

para u € X, o subespaco fechado de H'(R?) definido por

X = {v c H'(R?): /R V(z)vidz < oo} .

Nao podemos aplicar diretamente os métodos mini-max para estudar solugdes de (P.) como
pontos criticos do funcional J. pois este nao estd nem bem definido sobre X. Fazendo a

mudanga de varidvel v = f~!(u), veja (1.2), a partir de J.(u) obtemos o funcional

I.(v) = % . |Vv|?dz + % /R? V(2)f*(v) dz — g H(f(v)) dz (2.4)

o qual esta bem definido sobre o espaco

FE = {v € H'(R?): /RQ V(2)f2(v)dz < oo} :

gracas as condigoes de crescimento (hy) — (hs), (7) do Lema 1.2 ¢ a desigualdade do tipo
Trudinger-Moser (2.2). Conforme Proposicao 2.7, £ é um espago de Banach munido da

norma dada por
o1 ,
Joll = I¥la + in + (1 S RCIRY dz) | (25)

Além disso, os pontos criticos do funcional I, sao exatamente as solucoes fracas da equacao

semi-linear

—c*Av = f'()[h(f(v) = V(2)f(v)] em R (2.6)

Observagao 2.2. De acordo com [25, pag. 217] (veja também Proposicao 4.3 do Capitulo
4), sev e C](RN)YN E é um ponto critico do funcional I., entdo a funcdo u = f(v) é uma
solugdo classica de (P.). Portanto, estd claro que para obtermos solugoes cldssicas de (P:),

¢ suficiente procurarmos por pontos pontos criticos do funcional I. de classe C?.

Como conseqiiéncia das propriedades de f obtidas no Lema 1.2 do Capitulo 1, obtemos
o seguinte resultado que serd importante para obtermos as caracterizagoes do nivel do Passo

da Montanha:
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!
Lema 2.3. (i) A func¢ao J($)/s) ¢ decrescente para s > 0;
s

3 !
(i1) A fungao M ¢ crescente para s > 0.
s

Prova. Usando (6) do Lema 1.2, segue facilmente que f(s)/s é decrescente para s > 0.

Logo, obtemos

& (PR = 2 (1) - Haprent <0 pana s> 0

ds S ds s s

o que mostra o {tem (7). Para provarmos (ii), calculamos a derivada abaixo para concluirmos

d (fS(S)f’(S)> _ 3 (f1(9))%s = 2f1 () (f(s)"s — f2(5) ()

ds s 52
S RYORLIUCIEY (CTEN
= f'(s)f%(s) 2f/(8)22_ f(s) > (0 para s> 0,
onde usamos (6) e (11) do Lema 1.2. Portanto, o resultado esté provado. [

2.1.1 Propriedades do Espaco E

Nesta se¢ao, apresentamos propriedades do espago F anélogas as do capitulo anterior, que sao
de suma importancia em nossos argumentos para provarmos a existéncia e o comportamento

de concentragao das solugoes de (FP:). Primeiramente, consideramos o espago de fungoes

X = {v € H'(R?): /R2 V(2)v?dz < oo} :
que é um espago de Hilbert munido com o produto interno dado por
(u,v) = /R2(VUVU + V(2)uv) dz
cuja norma correspondente é
lolf = [ (9o +V(:)0?) a

Como no Capitulo 1, as conclusodes obtidas nos proximos resultados sao essenciais para o

desenvolvimento dos resultados.
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Proposicao 2.4. (1) E € um espago vetorial normado com respeito a norma (2.5);

(2) Eziste uma constante positiva C' tal que para todo v € E,

fRN V(2)f?(v) dz
1+ [fRN V(z)f?(v) dz

7 < il (2.7)

(3) Sewv, — v em E, entao

L VEIR@) = Pl dz =0

[ Vel - fo d: o

(4) Se v, — v quase sempre e

[ Vere) a— [ vere

RN
entao
o1
inf — [1 +

>0 &

V() (€ (0 — v) dz] Lo

RN
Prova. As provas de (1), (2) e (4) sdo idénticas as provas dos {tens (1), (2) e (4) da
Proposicao 1.3.

A provar de (3) tem uma pequena diferenga com relagao a prova do item (3) da Proposic¢ao

1.3. Note que se v,, — v em E, entao por (2.7) devemos ter

/R V() (0~ v) dz = 0, (2.8)

Em particular, a menos de subseqiiéncia, V(2)f?(v, —v) — 0 quase sempre em R?. Desde
que V(z) # 0 para todo z € R* e f~! é continua, segue que v, — v quase sempre em R

Logo, pelo Lema de Fatou obtemos

n—-+o00

/ V(2)f*(v) dz < lim inf/ V(2)f*(v,) dz < C.
R2 R2
Por (2.8), também temos que existe h € L*(RY) tal que

V(@) f*(va —v) < h
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vale quase sempre em RY. Ademais, a desigualdade (1.7) juntamente com a convexidade de
f?% implica que

Co ) C’0 2
jv(fl’)f (Un —v) + 7V(x)f (v)

< C (h+V(2)f*(v)).

V<5U>f2(vn)

IN

Desde que h+V (z)f?(v) € L*(RY), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

os limites em (3) estao provados.

Corolario 2.5. A imersao X — E € continua.
Prova. Andloga a prova do Corolario 1.4. ]
Proposigao 2.6. A aplicagio v — f(v) de E em LY(R?) é continua para 2 < q < 0.

Prova. Para v € E, segue, por definicao, que f(v) € X. Usando (V]), temos que a imersao

X < H'(R?) ¢ continua. Conseqiientemente, a imersao
X — L1(R?), 2 < ¢ < o0 (2.9)

¢é também continua. Logo, para algum C' > 0, temos

1/2
5l < ClfEls < ¢ | [ (TP +vEPe) az] (2.10)
Seja (v,) uma seqiiéncia em E tal que v, — v em E. Por (3) da Proposi¢ao 2.4, temos
[ vese,) - swpdz -0 2.11)
R2
Segue também que
ov,, ov m LQ(Rz)
3:1:i 8(131 ¢

para i = 1,2. Portanto, a menos de subseqiiéncia, existe h; € L*(R?) verificando

ov,,

< h; quase sempre em R?
8.1'i

para ¢ = 1,2 e isto implica que

0f (vn)
8ZEZ‘

ov,

ov,
— <
8[1)1‘

8@-

= |f'(vn)

B
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Além disso,

Of(vn)
81?2'

vy, ,  Ov Of(v)
8—% - f(“)a—zi = on

quase sempre em R?

= f'(vn)

para i = 1,2. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

IV(f(vn)) = V([ (©))l]2 = 0.

Usando a imersao (2.10) e (2.11), concluimos que

5w~ FOIZ < CIV( )~ V)3
+0 [ VG = f0)Fds 0

para 2 < g < oo. Assim, o resultado esta provado. [ ]
Proposicao 2.7. E é um espago de Banach.

Prova. Seja (v,) uma seqiiéncia de Cauchy em E. Pela defini¢ao da norma em E, (|Vu,|)
é uma seqiiéncia de Cauchy em L*(R?). Logo, existem wy,wy € L?(R?) tais que

ovy, vy,
a—zl—wul e 8—;]2—>w2 em L*(R?).

Usando (2.7), dado € > 0 existe ng € N verificando
/ V(2)f2(vm —v,) dz < €2/2 e / VU, — Vu,|* dz < €2/2 (2.12)
R2 R2

para todo m,n > ng. Logo, por (2.9) obtemos que || f(vy, — )|l < Ce para 2 < ¢ < 0.
Agora, usando (10) do Lema 1.2, concluimos que (v,,) é uma seqiiéncia de Cauchy em L?(IR?).
Portanto, existe v € L*(R?) tal que v, — v em L?(R?). Para i = 1,2, temos

/Unﬁgo dz:—/ 8U"gpdz V¢ € C°(R?).
R2 i R2 81-2

Tomando o limite quando n — oo, obtemos

0
/ M dz:—/ wip dz V¢ € C°(R?),
R2 i R2
o que implica que v tem derivada fraca e w; = % para i =1,2. Assim, v € H'(R?) e
Vv, — V|2 = 0 quando n — oo. (2.13)
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Como (vy,) é limitada em F, usando (2.7) temos que [o, V(2)f*(v,) dz é também limitada.

Entao, o Lema de Fatou implica que

/R2 V(2)f*(v) dz < lim inf /R2 V(2)f*(v,) dz < O, (2.14)

n—oo

Conseqiientemente, v € E. Fixando m > ng qualquer em (2.12), segue que

/ V(2)f*(vm — v) dz < lim inf/ V(2)f2 (v — v,) dz < €2/2
R? R

n—oo

e isto mostra que
lim V(2)f*(vy —v) dz = 0.

m—0o0 R2

Por um argumento similar, usado na prova de (3) da Proposi¢ao 1.3, podemos concluir que

/R2 V(2)f*(v,) dz — V(2)f*(v) dz.

RQ

Portanto, por (4) do Proposigao 2.4, concluimos que

inf = [1 + /R V() F2(E(n — v)) dz} 0

0§

que juntamente com (2.13) mostra que

|vm — v|| — 0.

Proposigao 2.8. A imersao E — L"(R?) é continua para 2 < r < oo.

Prova. Em vista de (10) do Lema 1.2 e Proposigao 2.6, segue que se v € E entao v € L(R?)
for 2 < ¢ < oco. Além disso, se v, — 0 em E, a Proposigao 2.6 mostra que f(v,) — 0 em

L%(R?) para 2 < ¢ < oo. Usando mais uma vez (10) do Lema 1.2, obtemos
|,Un|T < Cl|f(vn)|r + 02|f(vn)|2r

para r > 2 e isto implica que v, — 0 em L"(R?) para 2 < r < co. Assim, o resultado esta
provado. [

Também como no Capitulo 1, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.9. A imersio E — H'(RY) ¢ continua. Além disso, o espago C°(RY) é

denso em E.
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2.2 O problema modificado

Nesta segao, seguindo idéias de [30], fazemos uma modificacdo conveniente no termo nao-
linear h(s) fora do dominio €2 de tal maneira que o novo funcional energia associado satisfaga
a condicao de Palais-Smale.

Definamos a funcao

k(z,8) = xa(2)h(s) + (1 = xa(2))h(s)

em que
h(s), se s<a
h(s) =

0
—S, se §>a
7‘

com7>%>2ea>0étalqueh(a):aV0/T.

Nao é dificil checar que k(z, s) satisfaz as seguintes propriedades:

(k1) k(z,s) é de classe C* por partes em s para qualquer z fixado e k(z,s) = 0 para s < 0;

(ko) para cada 0 > 0, § > ap e ¢ > 0 existe uma constante C' = C(4, 3,¢) > 0 tal que para
todo s > 0 e z € R?, temos

k(z,s) < ds+ Osllexp(Bs*) — 1];

(k3) 0 <2uK(z,8) <k(z,5)s, (z,8) €[Qx(0,+0)]U[(R*—Q) x (0,a)] e
0 < 2K (2,5) < k(2 5)s < %wz)s{ (2,5) € [(R2 = Q) x [0, +00)]
em que K(z,s) = [ k(z,t)dt;

0

1) Para cada z € (), a fungao s — k(z,s)/s” € crescente para s > 0.
ky) P d 2, a funca k 36 t 0

Agora, consideremos o problema modificado
—*Av = f'(v)[k(z, f(v) = V(2)f(v)] em R (2.15)

Sem perda de generalidade, vamos assumir por enquanto que ¢ = 1. O funcional energia
7 : F — R associado a (2.15) é dado por

I(v) = % . |Vv|?dz + % /R2 V(2)f*(v) dz — . K(z, f(v)) d=.
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2.2.1 Regularidade do funcional 7

O lema e o corolério, a seguir, serao usados para mostrar a regularidade e a geometria do

Passo da Montanha do funcional Z.

Lema 2.10. Sejam 8 > 0 e r > 1. Entao, para cada o > r, existe uma constante positiva

C = C(«a) tal que, para todo s € R,

[exp(Bs*) — 1]" < C [exp(aBs®) —1]. (2.16)
Prova. Basta estudar o comportamento da fun¢ao continua

L lexp(Bs?) — 1]
99) = fexplas?) — I

no zero e no infinito. Temos que

fexp(8s) = 1" rlexp(8s?) — 1" exp(8s?)

s—0 [exp(afs?) — 1] B E—I% aexp(afs?) =0
Além disso,
esp(3s?) ~ 1" _ . e[ - exp(=BA)
o Toxp(aBs?) — 1] — 1o exp(afs?) [1 — oxp(—afs?)
e o resultado segue. [ |

O seguinte Corolario é uma conseqiiéncia do Lema 2.10 e da desigualdade de Trudinger-
Moser (2.2):
Corolério 2.11. Se >0, ¢ > 0 er > 1, as funcgoes [exp(fu?) — 1]" e |u|?[exp(Bu?) — 1]
pertencem a L*(R?) para todo u € H'(R?).

Prova. Seja u em H'(R?). Pela desigualdade de Trudinger-Moser e (2.16), é claro que
[exp(Bu?) — 1] € L' (R?).

Agora, escolhendo t > 1 tal que tq > 2 e usando a desigualdade de Young obtemos

; [exp(Bu?) — 1)Y=,

1
ullesp(Bu?) — 1] < Slul +
Pela primeira parte da prova segue que
lexp(Bu?) — 1]V e LY(R?),

e desde que u € L"(R?), pela desigualdade anterior concluimos que |u|?[exp(fu?) — 1] €

L'(R?).
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Proposicao 2.12. O funcional Z é continuo e Gateauz-diferencidvel em E com

(T'(v), ) = / Vivpds+ [

RN

VESF @) ds = [ K ) ) de
R

para v, € E. Além disso, para v € E temos que I'(v) € E' e sev, — v em E entdo
T'(v,) — I'(v)  na topologia fraca * de E'.

Prova. Por (ks) e (k3) temos que

K(z, f(v)) dz

R2

<5 [ Ik s s
<G [ WP de+C [ f@lexp(B@)) -1 ds @17)
< /R2 v? dz + Cy /R2 [v|[exp(28v?) — 1] dz,

o que mostra que Z estd bem definido em FE, gracas ao Corolério 2.11.

Agora, suponha que v, — v em E. Entao, pela Proposicao 2.4, temos
/ Vo, |?dz — |Vu|*dz
R2 R2
[ vere e~ [ viere da
R2 R2
e a Proposigao 2.9 implica que v, — v em H'(R?). Disto, a menos de subseqiiéncia, podemos

concluir que |v,| < g quase sempre em R? para alguma g € H'(R?). Logo, como em (2.17),

segue que
K (2, f(va))| < C1g” + Colgl[exp(289”) — 1] quase sempre em R

e desde que C1 g%+ Cy|g|[exp(26g%) — 1] € LY(R?), pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, obtemos
K(z, f(vn)) dz — [ K(z, f(v)) dz.
R2 R2
Conseqlientemente, Z(v,) — Z(v) e a continuidade estd provada.

Em seguida, para v, ¢ € E, temos que

1/ V(2)(f*(v +tp) — f2(v))

2 t

Az = / VEOL ) dz
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em que
min{v, v + tp} < ¢ < max{v,v + ty}.
Se [t| < 1, segue que €| < |v| + |p| e usando (2), (10) — (11) do Lema 1.2 e o fato que f é
crescente, obtemos
V() fE)f (el < CIVEIFE I (@) + CV () FE)F (€ ()
C
< OV (@)[f(ol + D) f () + =2V (2) ()

V2
< GV () (ol + [el) + CiV(2) () + CoV (2) ()

CLV(2) 2 (Jv] + [ol) + C1V(2) () + C2V (2) () € L'(R?).

Como V(2)f(&)f'(§)p — V(2)f(v)f'(v)e quase sempre quando t — 0, pelo Teorema da

Convergeéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

i L [ VO ) = P0)
t—0 2 R2 t

dz = /R2 V(2)f(v)f (v)e dz.

Analogamente, usando as propriedades de f, a hipotese (k2) e mais uma vez o Teorema da

Convergeéncia Dominada de Lebesgue, segue que

i [ KT+ 1) = K2 f0)

t—0 R2 t

d: = [ K@) W dx

Logo, 7 é Gateaux-diferenciavel em F.
A prova de que Z'(v) € E' para cada v € E é analoga & prova da Proposicio 1.9.
A seguir, seja ¢ € E e suponha que v, — v em E. Logo, por (3) da Proposigao 2.4 temos

que

| VEIFw) - £o) a:—o,

o que implica, a menos de subseqiiéncia, que existe g; € L'(R?) tal que V(2)f?(v,) < g1

vale quase sempre em R%. Dai, usando (2), (10) — (11) do Lema 1.2, temos que

V() f (0n) [/ (vn)sp| < CLV (2)]f (0n) [ () [[F ()] + C2V (2)|f (vn) ' (00)| £ ()
<GV (2) P (un) + CLV (2) 2 (@) + C2V (2) ()
< Cigi + G5V (2) () € L'(R?)
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e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

/R2 V(2)f(vn)f (vp)e dz — V() f(0)f (v)p dz.

R2
Como na prova da continuidade, podemos concluir que |v,| < g quase sempre em R? para

alguma g € H*(R?). Logo, por (ks), segue que

E(z, f(va)) ' (on) o] < Cilf(vn) f'(va) o] + Col ' (vn)pl[exp(Bf (vn)") = 1]
< C1g* + Cs¢° + Colexp(28g°) — 1)

e como C1¢* + C3¢* + Cslexp(208¢?) — 1]* € LY(R?), mais uma vez pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

/}R2 k(z, f(“n))f’(%)@ dz — k(z, f(U))f/(v)go ds.

R2

Portanto, (Z'(v,), ¢) — (Z'(v), ¢) e a prova esta completa. [

Lema 2.13. Sev € E, 3 > 0, ¢ > 0 ¢ ||[v]| < M com 28M? < 4x, entao existe
C=C(B,M,q) >0 tal que

/]R2 [exp(ﬁ\f(v)ﬁ) — 1] |f(v)|‘1 dz < CHf(v)Hg(.

Prova. Consideremos r > 1 perto de 1 tal que 2rM? < 47 e sq > 2, em que s = r/(r — 1).
Por (7) do Lema 1.2 e desigualdade de Holder, temos

[ (i@ = 1] 17" de < [ fexp(200%) = 1] 0] d=

RQ

< ( /R Jesp(2on?) — 1] dz) " < /R | f(v)|qsdz) "

Em seguida, tomando a > r perto de r tal que 2a3M? < 47, Pelo Lema 2.10 e (2.3) obtemos

| lexo(zs0t) = 1] )1 a:

<e ( [ fexp(zai) -1 dz) "o,

=a </R lexp (M - (llvi)nj) ) 1] dz> ”’" ol

< Gl f()Gs-
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Finalmente, a imersao (2.9) implica que

/R2 [exp(ﬁ‘f(v)]‘l) — 1] |f(v)]? dz < OHf(U)Hg(

2.2.2 Geometria do Passo da Montanha

Em vista do Lema 2.13, podemos, agora, provar que o funcional 7 possui a geometria do

Passo da Montanha. Com este intuito, para p > 0, definamos

S, = {v eL: |Vv|?dz —l—/ V(2)f*(v) dz = p2} :

R2 R2

Desde que Q : E — R dada por
Q(v) = / |Vo|*dz —i—/ V(2)f*(v) dz

RN RN
¢ continua, entao S, é um subconjunto fechado que desconecta o espaco E.
Lema 2.14. (1) Existem p, a > 0 tais que Z(v) > o para todo v € S,;
(2) Para todo v € E'\ {0}, Z(tv) — —oc0 quando t — oo.

Prova. Para v € S, obtemos, por (k) — (k3) e Lema 2.13, que

I(v) > %pz — % . f2(v) dz — C’/R2 [exp(ﬁ]f(v)\ﬂ — 1} |f(v)]|? dz
1 1
> 30t =1 [VELe) = el
> 3,02 — Cyp?

com q > 2 e |[v]| pequeno. Portanto, se p > 0 é suficientemente pequeno, segue que
a=1p?—Cp?>0ce
Z(v) > a para v €S,

Agora, provemos que para todo v € E'\ {0},

Z(tv) — —oo quando t — +o0.
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Temos que existem constantes Cp, Cy > 0 tais que K(z,s) > C1s** — Cy para todo z € Q e
s > 0. Assim, para v € E'\ {0}, obtemos

£ 2 ! 2 — z, f(tv))dz
I(tv) < 3 /|, Vvl dz—i-g/R2 V(z)f*(tv)dz /QK( , f(tv))d

1 1 A (tv f(tv) |2 Q
< t2 (5 R2‘VU|2dZ+§/R2 V(z)%dz—(ﬁ/ﬂ%dz—i—()&%‘ .

Usando a desigualdade (2.7), temos

/R2 V(2) fggv)dz
% + (/R V(z) fggv)dz)

/ V(z) ) dz=0(1) quando t — oc.
RQ

—e

e isto implica que

t2
Por outro lado, temos

4
|f(tv)|2“ f(t|v|) 2u—4_2
2 dr= =7 tu)|[***vedz
/Q t2 /{ZEQ:U(Z);éO} < vV t’U| ) |f< )|

(f(t\v(Z)D

to(2)]

e desde que

4
) |f(tv(2))]**?*(2) — +00 quando ¢ — +o0
se v(z) # 0, pelo Lema de Fatou segue que

tv)|
/ %dz — 400 quando t — 4o00.
Q

Portanto,

I(tv) — —oo quando t — +oo0.

2.2.3 Caracterizagao do nivel do Passo da Montanha
Consideremos a Variedade de Nehari
N ={ve E\{0}: (Z(v),v) =0}.

Temos o seguinte lema:
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Lema 2.15. Para cada v € E'\ {0}, existe um tnico t, > 0 tal que t,v € N. Além disso, o

valor mdzimo de Z(tv) parat > 0 € atingido em t = t,,.

Prova. Seja v € E \ {0} fixado e defina a fungao ¢(t) = Z(tv) para t > 0. Note que
g (t) = (Z'(tv),v) = 0 se e, somente se, tv € N. Temos que ¢'(t) = 0 é equivalente a

3 Vo?ds = /RQ k(z, f(tvt))f’(tv)vdz B /}R2 V(z)f(tz)f’(tv)vdz

/ {k(zaf(t\v!))f’(ﬂvl) V(@f(ﬂﬂ)f’(ﬂ“’)}Uzdz.

tlo] ]

Afirmamos que o lado direito da igualdade anterior é uma funcao crescente de t. Para ver

isto, fixado z, consideremos a fungao ¢ : (0,00) — R definida por

o) — MESENFE)  VEAE )

S S

A funcao c é crescente para cada z € R?. De fato, se z € 2 temos que

h(F()) F()(5) F)f)
ORI *V(”( )

S

c(s) =

D LOLE) ) (LOFD) < iy
) () s s ’ -
- % (A0 s g

Assim, o Corolério 2.3 e (hs) implicam a afirmagao.

Em seguida, escolhamos § > 0 tal que [, [Vo[*dz—0 [g, v*dz > 0. Em vista de (k) —(k3),

para 3 > «y, existe C' > 0 satisfazendo

k(z v v *(tv (tv
( ,f(;))f(ﬂ < 5%&4—0%#[@@(5#@@))—1]
< 60 + Cvlexp(26v?) — 1],

Como dv2+Cv?[exp(26v?)—1] € LY(R?), o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

implica que

tli%i ; k(z’f(iz))f(w)dz < 5/RZ vzdz. (2.18)
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Desde que

_ el L [ V() f2(tv) K(z, f(tv))
g(t) =t (5 ]RQ\V1)]2(12—|—§/R2 t—de_ . t—2dz>

2 (1 2 1 k(z, f(tv)) f(tv)
> t<§/R2\Vv|dz—§/R2 v dz),

pelo limite (2.18) segue que g(t) > 0 para t > 0 pequeno. Ademais, g(0) = 0 e

g(t) = Z(tv) < 0 para t grande. Portanto, das conclusoes anteriores, existe um tnico

t, > 0 tal que ¢'(t,) = 0, isto é, t,v € N. Além disso, g(t,) = r?;aoxg(t). [
O nivel do Passo da Montanha do funcional Z é definido por

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t)),

em que

I'={yeC([0,1], E) : 7(0) = 0, Z(v(1)) < 0}

Pelo Lema 2.14, sabemos que ¢ > 0. Agora, definamos os nimeros

¢ = inf7Z
N
¢ = inf maxZ(tv).

veE\{0} t>0

O préximo resultado mostra a igualdade entre os nimeros ¢, ¢ e €.
Lema 2.16. c¢c=c¢=c

Prova. O Lema precedente implica que max;>¢Z(tv) = Z(t,v) > ¢ para todo v € E \ {0}
pois t,v € N. Logo ¢ > ¢. Por outro lado, pela definicao de ¢, temos, em particular, que
¢ < maxy>oZ(tv) = Z(t,v) para todo v € N. Mas, para v € N, temos que t, = 1, o que
implica que ¢ < Z(v) para todo v € N e, portanto, ¢ < ¢. Assim, ¢ =¢.

Desde que Z(tov) < 0 para v € E \ {0} e to grande, definindo v : [0,1] — E por
~(t) = ttgv, segue que v € I' e, conseqiientemente, ¢ < €. Agora, mostremos que ¢ < c.

A variedade N separa E em duas componentes. A idéia é mostrar que para toda curva
v eI, 0=7(0) e (1) estdo em componentes distintas. Procedendo como na prova da
geometria do Passo da Montanha, segue que

T)v) = Wﬁhfdv+;4JK@ﬂWf@Mdz—/ﬁM%f@ﬂfwwdz

R2

21 [ (v vere @ - [ i verm e)”
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com ¢ > 2 e ||v|| pequena. Pela desigualdade (2.7), observe que se ||v|| — 0 entao

JA9e + V) e o

o que implica, pela dltima desigualdade, que existe 6 > 0 tal que (Z'(v),v) > 0 quando
0 < |lv]| < d. Isto prova que a componente contendo a origem também contém uma
pequena bola em torno da origem. Além disso, Z(v) > 0 para todo v nesta componente, pois
(I'(tv),v) > 0 para todo 0 < ¢ < ¢,. Assim, 7(0) e (1) estdo em componentes distintas,
mostrando que toda curva v € I' tem que cruzar N. Portanto, devemos ter ¢ < c¢. Com isso,

¢ < ce o lema esta provado. ]

2.2.4 Condicao de Palais-Smale

Lema 2.17. Qualquer seqiiéncia de Palais-Smale de T € limitada.
Prova. Seja (v,) em E uma seqiiéncia de Palais-Smale para Z no nivel ¢, isto é,
IZ(v,) —c¢ e T'(v,) — 0.
Temos que
HZ(vn) — (Z'(vn), vn) < €nllonll + cp+ 0,(1).
com ¢, — 0 quando n — oco. Por outro lado,
HZ(vn) — (Z'(vn), vn)
_ (M 2 Koo /
=71 |V'Un‘ dz + V(Z) _f (Un) - f (’Un)f(vn)vn dz
2 2 2 2
[ G P ()0 = I e ()]
b [ e F) S (0o — kK (z, f(en))Jd
R2\Q
Usando (k3) e o fato que f2(s)/2 < f'(s)f(s)s < f?(s) para todo s € R, temos

U (0n) — (T (0), vn) > (g - 1) V|2 dz + (g - 1) [ V()P (wn) dz

—p K(z, f(va)) dz
R2\Q

> (4 1) /R Vendz + (5 —1- 1) /R V() f2(0,)dz
> (g - %) /R (IVual? + V(2) f2(vn)) dz.

(2.19)
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Desde que
loall < 2+ / (1Yo + V() () d.
RQ

segue que
on(1) # e+ ol 2 |2 () - 2
e, portanto,
{(u —29)r—p En] lonll < on(1) + et + (b —2)7 —p
2T T
Como 7 > p/(pu — 2), concluimos que (v,) é limitada. ]

Observacao 2.18. Das desigualdades (2.19), podemos concluir que
21

[Vu,)? dz < ¢+ on(1).
. 2

O corolério, a seguir, sera essencial para mostrar que o funcional Z satisfaz a condicao

de Palais-Smale.

Corolario 2.19. Se (v,) é uma seqiiéncia de Palais-Smale para T, entdo dado 6 > 0 existe

R >0 tal que
lim sup/ ([Vva]? 4+ V(2) f*(vs)) dz < 6.
2I>R

n—oo

Prova. Para R > 0, considere a fungiao prv,, onde pr € C(R?[0,1]), pr(z) = 0 se
2| < R/2, ¢r(z) = 1se |z| > R e [Vpg(z)| < C/R para todo z € R*. Pelo lema anterior,
(prvy,) € limitada em E. Logo, (Z'(v,), ¢rvn) = 0,(1), de onde obtemos

V| *prd v ) f (Un)Unord
[ Voferts + [ V@) e+ [

v, Vu,Viprdz
RQ

B / Kz, f ) (vn)vngrdz + 0n(1).

Por (k3) e propriedade (6) do Lema 1.2, temos

%/W(!Vm? +V(2)f2(vn))prdz  + /R2 0 Vo, Viordz
= %/RQ V(2)f*(va)ordz + 04 (1)

pois, para R > 0 suficientemente grande, {2 C Bg/p. Dali, usando desigualdade de Holder e
que |Vog| < C/R e T > 2, segue que

[ 90 + V200 < lolal Vel + (1)
2|>R
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0 que prova o lema. [

Agora, vamos mostrar que o funcional Z satisfaz a condic¢ao (PS),, em que ¢ é o seu nivel
do Passo da Montanha. Para isto, usaremos o seguinte resultado de convergéncia cuja prova

pode ser encontrada em [27].

Lema 2.20. Sejam O um dominio limitado em R? e (u,) em L'(O) tal que u, — u em
LY (O) e seja g(x,s) uma fungdo continua. Entao g(x,u,) — g(z,u) em L'(O) desde que
g(z,u,) € LY(O) para todo n e [, |g(x, uy)u,|dz < C.

Proposicao 2.21. Suponha que o nivel do Passo da Montanha ¢ seja menor que %2(110

Entao o funcional T satisfaz a condi¢io (PS)..

Prova. Seja (v,) em E tal que
I(v,) —c e T'(v,) — 0,

com 0 < ¢ < (u—2)m/(uap). Pelo Lema 2.17, a seqliéncia (v,) é limitada em E e, portanto,
em H'(R?). Logo, a menos de subseqiiéncia, v, — v € H'(R?) e v, — v quase sempre em

R2. Assim, usando o Lema de Fatou, temos

n—oo

/R? V(2)f*(v)dz < lim inf /R? V(2)f*(v,)dz < C

o que implica que v € E. Também temos que v, — v em L; (R?) para todo s > 1 e, como

loc

conseqiiéncia do Teorema do Valor Médio, f(v,) — f(v) em L{ (R?) para todo s > 1. Desta

loc

convergencia e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

/ V(2) f*(vn)dz — V(2)f*(v)dz para todo R > 0
Br

Bgr

e, em vista do Corolario 2.19, podemos concluir que

/]R2 V(2)f*(v,)dz — V(2)f*(v)dz. (2.20)

RQ

Em virtude de (4) da Proposicdo 2.4, para provarmos que v, — v em FE, falta apenas

/|an|2dz—>/ |Vv|?dz. (2.21)
R2 R?
29

garantirmos que



Para isto, vamos provar a seguinte afirmacao:

Afirmagao 1. v é um ponto critico nao-trivial de Z.

Verificagao da Afirmagao 1. Seja ¢ em C5°(R?) e Q = supp(4). Usando Lema 2.20,

segue gue k(z, f(v,)) — k(z, f(v)) em L}(Q). Logo, a menos de subseqiiéncia, temos
k(z, f(v,))] <1 € LYQ) quase sempre em Q.

Assim,

[k (2, f(vn)) f(vn) 9] < Sup [6ll € LN(Q).

Portanto, como conseqiiéncia do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
[ ks e s — [ koo de
R R

Analogamente,

/R2 V(Z)f(vn)f’(vn)qﬁ — V(z)f(U)f/(v)¢

R2
Por outro lado,

T = [ TuTods+ [ VeI d:

- [ KG @06 dz =0

Logo, para todo ¢ € C5°(R?),
/ VoVe ds + / V() f(0) f(v) dz = / k(z, F(0) F (0) dz (2.22)
RQ RQ RQ

o que mostra que v ¢ um ponto critico de Z pois C5°(R?) é denso em E. Se v = 0, por (2.20),

obtemos

[ Vs ds < [ Vi) d:—o

RQ
e tomando R > 0 satisfazendo 2 C Bpg, segue que
[ b S s < [ k) )z
|z|>R |z|>R

1
< - V(2)f?*(v,)dz — 0.
< /M (2)/2(0n)

T
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Além disso, como ¢ < (u—2)7w/(unay), pela Observacao 2.18 segue que ||V, |2 < 27/aq para
n suficientemente grande. Agora, escolhamos g > 1 perto de 1 e 3 > ag perto de ay de modo
que ainda tenhamos

28| V0 |13 < 4.

Usando a desigualdade de Trudinger-Moser (2.3), (k2) e o fato que f(v,) — 0 em L*(Bg)

para todo s > 1, obtemos

/B E(z F ) f (0n)ndz < / Bz £(0)) f(0n)de

Br

< | fv)dz+C ’ f(wn)lexp(Bf* (vn)) — 1]dz

Br

=¢ (/ [ (oonveatt (ji) ) -] dz)

+ 2(v,)dz

Br

) 1/q
<C (/B | f(vn)]? dz) + ; f*(vy)dz — 0.

1/q

(/] istwrra:) "

em que ¢ = ¢q/(q — 1) e onde usamos o Lema 2.10 com o > ¢ préximo de ¢ tal que

203||Vv,||3 < 4m. Logo, obtemos

[ kG s @ n)endz =0
RQ
Em particular, por (k3), também obtemos

. K(z, f(v,)) dz — 0
e desde que
/R2 Vo, |* dz + /}1@2 V(2)f(vp)f (vp)v, dz — /]R2 k(z, f(o)f (vp)v, dz — 0,
concluimos que |Vuv,||3 — 0. Assim,
T(v,) = /R Vof? dz + /R V) dz = [ K f0) dz—0

o que é uma contradi¢ao. Portanto, v # 0 e a Afirmacao 1 estd provada.
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Da caracterizacao do nivel do Passo da Montanha obtida no Lema 2.16, segue que

Z(v) > c¢. Como também temos v, — v em D'?(R?), pela semicontinuidade da norma,

|Vo|*dz < hmmf/ |V, |*dz. (2.23)
R2

Observe que devemos ter a igualdade em (2.23). Caso contrario, pelo Lema de Fatou,

obtemos

pe < pZ(v) = (Z'(v),v)

= (g - 1) |Vo|* dz
R?

+ [ [BVOL0) = VE L @) + ke fo)f )0 = ik e, )] d

< liminf{ (H - 1) Vv, |? dz
2 -

n—oo

b BV = V)00 + K S0 (o~ i (e, o))}
= liminf[pZ(v,) — (Z'(vyn), va)] = pe.

n—oo

o que é uma contradi¢ao. Logo, a menos de subseqiiéncia , concluimos que

/ |V, |? dz—>/ |Vol* dz
R? R?

que juntamente com a convergéncia fraca implica que ||Vv,, — Vol — 0. Dai, por (2.20) e
(4) da Proposicao 2.4 segue que v, — v em E, o que prova que Z satisfaz a condi¢ao (PS)..

Em vista do que foi obtido para o funcional Z, podemos resumir os resultados anteriores

no seguinte teorema:

Teorema 2.22. Para cada € > 0 tal que 0 < ¢, < 557 em que
pn—2 ag

c. = inf maxZ.(tv), (2.24)
veE\{0} 0

o problema modificado (2.15) possui uma solugdo positiva v, € C’i?(R% com I.(v.) = c-.

Prova. Pelas Proposicoes 2.12, 2.21 e Lema 2.14, podemos aplicar o Teorema do Passo da

Montanha (veja Proposigao 1.11 do Capitulo 1) para concluir que para todo £ > 0 tal que
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0<c <(p—2)m/(ney), onde ¢. é dado por

_— inf T(~(t
ce = inf max (v(t))

Fe={ycC([0,1;E) : 7(0) = 0 e Z(y(1)) < O},

o funcional Z. possui um ponto critico v. € E\{0} no nivel c.. Pelo Lema 2.16, o nivel ¢,
pode ser dado como em (2.24). Logo, para todo w € F, temos
52/ Vu-Vw dz +/ V(2)f(ve) f'(ve)w dz — / k(z, f(v))f (vo)w dz =0
R2 R2 R2
e, como na prova do Teorema 1.1 do Capitulo 1, tomando w = —v_, podemos concluir que
vZ = 0 quase sempre em R? e, portanto, v. = v > 0. Além disso, v. € CZQO’S‘(RQ). De fato,

temos que

—Av.=w em R?

no sentido fraco, em que

w(z) = f'(v(2))[k(z, £ (v(2))) = V(2) f (v:(2))]-

Em vista de (ks), obtemos

w| < f(ve) {Cal f(ve)| + Cal f (ve)[[exp(a(f (ve))") — 1]} < Cs + Cilexp(2007) — 1]

em qualquer bola Bpg, onde usamos (7) e (11) do Lema 1.2. Usando o Lemma 2.10 e
a desigualdade de Trudinger-Moser, segue que w € L9(Bg) para todo ¢ > 2. Assim,
pela teoria de regularidade eliptica, obtemos que v. € W?9(Bg) para todo ¢ > 2. Logo,
Ve € Cllo’i (RY) e isto implica que w é localmente Holder continua. Conseqiientemente, pela

teoria de regularidade de Schauder v, € C2%(RN) for some a € (0, 1).
Finalmente, temos que v, > 0 em R2?. Com efeito, suponha, ao contrario, que exista

20 € R? tal que v.(z9) = 0. A equagao (3.3) pode ser escrita na forma

—Av. + c(2)ve = V(2) f(ve) (ve = f(ve)) + (2, f(ve)) [/ (ve) 2 0,

onde ¢(z) = V(2)f'(ve(z)) > 0 para todo z € R% Aplicando o principio do méximo forte
para uma bola arbitraria centrada em zy, podemos concluir que v. = 0, o que é impossivel.

A prova do teorema estd agora completa.
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2.3 O problema limite

Nesta secao, obtemos um resultado, através de um problema auxiliar, que sera importante

na obtencao de nossos resultados. Para isto, consideremos o seguinte funcional energia

F.(v) = % g |Vo|*dz +%/R? V(ex)f*(v) do — g K(ex, f(v)) dz,
associado a equagao
—Av = f(v)lk(ex, f(v)) = V(ex)f(v)] em R (2.25)

definido sobre o espaco de Banach
E. = {v € H'(R?) : /}R2 V(ex) f(v)dz < oo}
munido da norma
lvlle = IVl + /1\1;%% (1 + /R2 V(e:c)fz()\v)dx) :

Da mesma forma que Z., o funcional F. possui a geometria do Passo da Montanha com o
nivel dado por

b. = inf F.(tv) > 0.
¢ ve}E?\{o}I?ﬁ)X -(tv)

Daqui por diante, podemos supor, sem perda de generalidade, que 02 é suave, 0 € 2 e
V(O) = .
A fim de obtermos uma estimativa para o nivel do Passo da Montanha b., vamos

considerar o problema auxiliar
—Au+vu— A(u?)u = h(u) em R? (2.26)

o qual torna-se
—Av = f'(0)[h(f(v)) = f)] = gi(v) em R? (2.27)
depois da mudanca de varidvel v = f~!(u). O funcional energia correspondente & Equagao
(2.27) é dado por
1
L(v) = 5/ (Vv 4+ 11 f2(v)) da —/ R(f(v)) de, v e H'(R?).
R2 R2

Agora, enunciamos o seguinte resultado devido a do 0, Miyagaki e Soares [36]:
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Teorema 2.23. Suponha que a nao-linearidade h(s) satisfaz (hs), (hs3), (hs) € (hg). Entao
a equagdo (2.27) tem uma solugdo cldssica positiva w € H'(R?). Além disso, w(x) — 0

quando |z| — oo e

. 47r,u0
inf max 1) = hw) = aorold’

(2.28)
em que po = (11 —2)/(2p), o > 2%, 1 > 0 € tal que By > 8/(apr?) e

I'={yeC([0,1], H'(R*) : 7(0) = 0, Li(v(1)) <O},

Observagao 2.24. Em [36], a estimativa (2.28) é obtida das desigualdades (4.20) e da
Observagao 4.2. Chamamos a atencao que o decaimento para zero mo infinito, vale para

qualquer solugdo de (2.27).

Observacao 2.25. Desde que

g1(s) = f"(s)h(f(s)) + (f' ()R (f(s)) = vif"(5) £ (5) — 1 (f'(5))%,

temos que ¢1(0) = —vy < 0. Logo, usando um resultado de Gidas-Ni-Nirenberg [38],
concluimos que w € esfericamente simétrica em torno de algum ponto em R?* e Ow/Or < 0

para todo r > 0, onde r € a coordenada radial em torno daquele ponto.

2.4 Estimativa do nivel do Passo da Montanha b.

Em vista de (2.28), o préximo resultado traz uma estimativa para o nivel do Passo da
Montanha b., que nos permitirda mostrar que existe g9 > 0 tal que 0 < ¢. < (u — 2)7/ ()

para todo € € (0, ¢g).
Lema 2.26. limsup,_,,b. < ¢;.

Prova. Seja w uma solugao classica positiva do problema (2.27). Sem perda de generalidade,
podemos assumir que w atinge seu méximo no zero. Considere a func¢ao &.(z) = ¢(ex)w(x),
onde ¢ € C5°(R?,[0,1]) é definida por

1, z€B,

o) = 0, zeR\B,,
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para algum p > 0. Assumiremos que By, CC . E facil ver que
O. —»w em H'(R?).

Além disso, supp(@.) C Q. ={z €R?*:cx € Q} e

/ V(er)f2(@.) dv = / V(ex) f2(@.) dxg/ V(ex)@? dx
R2 supp(@e)

€

< SupV/ @fda:ﬁ(]sup‘/
Q i Q

e isto implica, em particular, que &, € E.. Para cada ¢ > 0, seja t. € (0,400) tal que
F.(to,) = Fo(t.0,).
max - (1) =(t0:)

Assim, temos

2
b <max F(0.) < = [ (VOP+V(en)2)de - / K (ex, f(t:0:))dz
= 2 R? R2
2
= & [ var s vienaa - /R CH(f(L2))dr. (229

~

Afirmamos que t. — 1 quando ¢ — 0. De fato, desde que (F.(t.&;),t.0.) = 0, usando (6)

do Lema 1.2, obtemos

/ 2VoLde + / V(ex) f(60.) /(8. )t.0oda
R2 R2

- / ke, f(LG.)f (t.0.)t.0.dx (2.30)
R2

1

> / (5 (1.5.)

Logo, por (h4), segue que

tg( |V@€|2dx+/ V(ex)w? d:v) > ,u/QH(f(tg@a))dx.
R2 R

Para e pequeno, segue que Q C B,/ o que implica que &, (z) = w(z). Da dltima desigualdade

e novamente por (hy), temos que existem constantes Cy e Cy tais que

tg( / Vo.[Pdz + / V(ea:)@fdx)
R2 R2

Cup / (f (o)) de — Copr|©)
> Ol f(tw(y))* |9 — Coprl9)

v

V
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de onde obtemos que

f(t-w(yo))
tsw<y0)

CQ,LL’Q’

C>Ci ( ) (F(tw(yo) ™" (o) 12 = =5

em que w(yp) = minw(z) > 0. De acordo com (4) do Lema 1.2 ¢ desde que 1 > 2 e f(s) — oo
e

quando s — 0o, concluimos que (Z.) tem que ser limitado. Assim, a menos de subseqiiéncia,
te — t; > 0. Por outro lado, desde que [, (|V@.[*+V (ex)@?)dz ¢ limitado, por (2.29) temos
t2 > 2b./C e b. > ¢y onde ¢y > 0 o nivel do Passo da Montanha do funcional

Ih(v) = %/}RQ(|VU|2 + Vof?(v))dz — g H(f(v))dz, ve H'(R?), (2.31)

pois V(z) > Vh e K(z,s) < H(s) para todo z € R* e s > 0. Portanto, t? > 2b./C > 2¢y/C >

0 e isto implica que t; > 0. Passando o limite em (2.30), obtemos
£ . IVw|*dx + 1, /R2 ftiw)f (thw)tiw de = /]R2 h(f(tw))f (tiw)tw dz. (2.32)
Além disso,
|Vw|*dx + 1/1/ flw)f (w)w do = / h(f(w))f (w)w du. (2.33)
R? R? R?

De (2.32) e (2.33), obtemos
o [ [H ) J)

tiw w
- [h(f(tlw))f’(tlw) ) h(f(w))f’(w)] e
R2 tw w
Pela hipétese (hs) e Coroldrio 2.3, segue que
Ly = W) BIODLGIE) gy L7
sao crescente e decrescente para s > 0, respectivamente. Assim, devemos ter t; = 1.

Ademais,

FAt8) = 1(t5) + 5 [ (View) = m)(t5) da

visto que [ K(ex, f(t.0:))de = [, H(f(t.0.))dz. Tomando o limite quando ¢ — 0 e
usando a defini¢ao de &, e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos
que
/Q(V(sas) — 1) f3(t-0.)dz — 0 quando & — 0
R
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e, portanto,

limsup b, < limsup [1(t.0.) = I(w) = ¢;.

e—0 e—0

2.5 Estimativa L*° e decaimento uniforme a zero

Observando que ¢, = £2b,, segue, pelo Lema 2.26, que existe g > 0 tal que ¢. < ¢; <
(u — 2)7/(pag) para todo € € (0,&0), onde consideramos r > 1 de modo que 3y > 8/(agr?).
Assim, definindo 9.(x) = v.(z), z = ex, pelo Teorema 2.22, J. é um ponto critico de

classe C* positivo de F. (portanto uma solugao de (2.25)) no nivel

F.(0.)=b.= inf maxF.(tv) > 0.

veEAN{0} t>0

O lema, a seguir, mostra a limitagao de . em E. para ¢ € (0,&9).
Lema 2.27. Eziste C' > 0 tal que ||V.]|. < C para todo ¢ € (0,¢€).

Prova. Pelo Lema 2.26, temos F.(U.) < ¢; + 0-(1), onde o.(1) — 0 quando € — 0. Assim

1 </R? (VY. [2dx + /R2 V(ax)f2(19€)dx> < /]R2 2uK (ex, f(¥.))dx + 2uc; + 1 (2.34)

para todo ¢ € (0,e0). Ademais, note que
VY, |*da +/ V(ex)f2(9.)dx > NOARE +/ Viex)f(9.)f (9:)0.dx
R2 R2 R2 R2

_ Aﬁ@mﬂ&»ﬂ&Wﬂx

1

> 54}@mﬂ&ﬂﬂﬂﬂa

que juntamente com (k3) e (2.34), implica que
(M—m<4ﬂvmﬁ+vgﬂﬁwgma
= /Rz 2uK (e, f(9e)) — k(ex, f(9:)) f(Ue)ldx + 2per 41

s/ 20K (e, £(0.)) — k(e, £(0.)) F(0.)]dz + 2ue) + 1
R2\ Q.

2(p—1
< M/ V(ez) f2(9.)dx + 2pey + 1.
R2\Q2.

T
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Como 7 > 2u/(pn — 2), segue que
/ (VI + V(ex) f2(9.)]dz < C (2.35)

R2
para algum C' > 0. Logo ||9.||. < C para todo € € (0, &). [

O préximo resultado diz respeito a regularidade da familia ().) e é essencial para a prova
do Teorema 2.1. Usaremos a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (veja [49, pag. 31]), a
qual afirma que

lully < CO)llull,~IIVully (2.36)
para todo u € H}(R?*) N L"(R?),em que 1 <r <oo,0<f<1e

1.1-6
q_ r

(2.37)

Proposigao 2.28. As fungoes V. pertencem a L°°(R?). Além disso, existem gy >0 e C >0
tais que ||9:]|l0 < C para todo 0 < & < g.

Prova. Tomando 0 = 1/2 em (2.37), segue que ¢ = 2r e (2.36) torna-se
lullar < Cllully [ Vully™
Agora, pondo u = f(¥.) e r = 0, = 2", n > 1, temos
1Ol < CIFWI,
pois |[Vi.|ls < C e f/(9.) < 1. Logo, por iteracdo, obtemos que
1F Wl < O 02 5

Como [|f(9.)]. < Vy '/ [ feo V(El‘)f2(196)d(l3]1/2 < Ceasériel +1/2+ .. .4+1/271¢

convergente, concluimos que

1 (W oo B,y < T |[f (D) || ponsr (B, < T {[f(0e)]loy < C
onde p > 0 e x € R? sdo arbitrdrios. Assim, como f~! é continua, segue que

19:]lc < C paratodo 0<e < ey. (2.38)
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Corolério 2.29. Eziste Cy > 0 tal que ||[Vc][12 < Cy para todo 0 < € < .

Prova. Desde que ||9;|| < C para todo 0 < € < gy, usando (9) da Proposigao 1.2 temos
que
f(0.) > Co). para algum Cy > 0. (2.39)

Assim, em vista de (2.38) e (V4), o resultado segue. [

Lema 2.30. Ezxistem uma familia (ye){o<e<e,} €M R? e constantes positivas R e [ tais que

/ f2(W0.) dz > B para todo 0 < e < &.
Br(ye)

Prova. Assuma, ao contrario, que exista uma seqiiéncia &, — 0 quando n — oo tal que

para todo R > 0
lim sup/ f2(9.,) doz = 0.
Br(z)

n—=00 pcR2
Usando o Lema 1.1 em [54], concluimos que f(V.,) — 0 em L*(R?) para todo s > 2. Dali,
usando (ks), para 6 > 0, obtemos

/]R2 k(enz, f(0:,))f(0e,)dx < 6 g f2(9.,)dz
+0 [ PO expl(B0..)) = 0., )do

< cﬁ+ca/Xfw%»%x

R2

desde que ||9;, || < C' e isto mostra que

/R2 k(enz, f(V:,))f (e, )dz — 0.

Conseqiientemente, por (k3), também temos

K(epz, f(¥e,))dz — 0.
R2
Desde que (F. (¥.,),9.,) = 0, obtemos
V., Pz + / V(ewt) (0, )dx < / k(ent, £(0.,))f (0, )da
R2 R2

2 R2

o que implica que

/ |V195n|2d:)3+/ V(enz) f2(9.,)dx — 0.
R? R2
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Logo,

be, = fen(ﬁan) — 0

n

o que é uma contradigao, pois b., > ¢ > 0 para todo n, em que ¢y é o nivel do Passo da

Montanha do funcional (2.31) e o resultado esta provado. |

Lema 2.31. A familia (€y:){o<c<c} tem a propriedade
dist(ey., Q) < eR.
Prova. Para cada § > 0, definamos
Ks = {r € R* : dist(z,Q) <}
e ¢-(x) = ¢(ex), em que ¢ € C*(R?, [0, 1]) é tal que

1 , X ’Cg
¢la) = i

0, €
e |Vo| < C/§. Note que |Vo.| < Ce/é. Pela condigao (V7), temos

1

1 1 1
Vb (5 — ;) o f2(’l95)¢5 dz < /RZ |v198|2¢6dx + (5 - ;) /[R? V(gx)fQ(ﬁa)gba d.

Por outro lado, desde que (F.(9.),9.¢.) = 0 e usando (k3) e o fato que ¢.(z) = 0 para

£

x € ()., obtemos

2 11 2
/R2 |V |“p-da + <§ — ;) /}RQ Vex) f2(9:)pe do < — /}R2 9.V .Vo.dx.

Logo,

Vi (1_1> P0.)6. de < — / 9.V0.Vé.de
R2 R?

2 T
1/2 1/2
< %(/ |V196|2dx) </ ﬁgdx>
5 R2 R2

Gie

< .
)

Desta desigualdade, se para alguma seqiiéncia de nimeros positivos €, — 0 tivermos
BR(yan) N {93 cR%: Enk € ’C(s} =10
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concluimos que

11 Ciey
Vol=—= / F2(9.,)dx < .
’ (2 T> ) 0

Mas, isto contraria o Lema 2.30. Assim, podemos afirmar que para todo € € (0, ¢g¢), existe
um z tal que ez € Ks e |z — y.| < R, o que implica que dist(ey.,Q) < eR + J e entdo

concluimos a prova. n

Observagao 2.32. Pelo Lema anterior, a familia (€y.){o<e<z,} pode ser tomada de modo
que €y. € Q para todo 0 < € < gy. Com efeito, desde que dist(ey.,$) < 2eR, para cada
e € (0,g9), existe x. € Q satisfazendo |y. — e ‘x| < 2R. Logo,

0<B< / £(9.)dx < / £2(9.)da.
Br(ye) Bsgr(e~ta.)

Trocando R por 3R no Lema 2.30, podemos trocar y. por e ‘x..

Para provar o préximo resultado, usaremos o Lema Radial (veja [14, Lema A.IV]) o qual

afirma;:
1

V|

em que u* denota a simetrizagao de Schwarz de w.

u ()] < lu*ll, Vo #0,Vue L*(R?), (2.40)

Lema 2.33. Temos que }%im . 92 dx = 0 uniformemente para ¢ € (0, &).
— Jz|>R

Prova. Sabemos que, para todo ¢ € FE,

VY.V dz + /

RQ

V(ex) f(0:)f' ()¢ du = / k(ex, f(9e)) [ ()¢ da. (2.41)

R2 R2

Para R > 0, seja ¥ em C*°(R? [0, 1]) definida por

0, se |z| <R
Vr(r) =
1, se |z| >2R

e satisfazendo |Vir| < C/R para algum C' > 0. Tomando ¢ = ¥.¢r em (2.41), obtemos
/ V9. |2k dz + / 9.V9.Vipr do + / V(ea) f(.)F(9.)0 dz
R? R? R?
= [ kew f0) 1 0)0.0m ds
R2
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Usando (ks), temos que

e, £(9.)) < "2 F(0.) + CF 0 exp(BF(0.)) — 1]

que juntamente com a igualdade anterior, (V) e (6) do Lema 1.2, implica que

% W g de < —/ V.VI.Vipr dx + Yo AW )g dx
2 Jgre R2 4 Jre
+ [ [expl(40.)) = UF0.) (0)0.0m do
R2
Conseqlientemente,
1% C
= PWr dr < S0l VO 2 + C/ [exp(2392) — 102y da.
4 RQ R RQ
Como [|9.||2, || VI.]|2 < C para todo 0 < £ < &g, segue que
Vo f2(9.) dr < ¢ +C / [exp(20392) — 1]92 da. (2.42)
4 Jjaz2r R 2[R

Em vista de (2.38), temos que
f(¥.) > Cy. para algum Cs > 0. (2.43)
Agora, afirmamos que existe C'3 > 0 tal que
C
/ lexp(280?) — 1]9? do < = paratodo 0 < e < &. (2.44)
ja|>R R
Com efeito, pelas propriedades de simetrizacao de Schwarz, temos

/ lexp(2602) — 119 dx = / exp(26(0)?) — 1)(02)? da
|z|>R

lz|=R

- (25)k/ (7_9*>2k+2 dz
|z|>R :

k!
k=1

(2.45)

Desde que [|9%]]2 = ||¥:]]2 < C para todo 0 < € < g, de acordo com (2.40), obtemos

2k+2
/ (W) dr < < / LI
>R -\ wl>R 7|22

B C 2k+2 1
= 7 NG L R2F

o\ k
1
< C? (O—> — para todo k > 1,

T R
onde usamos que R > 1. Logo, desta estimativa e (2.45), obtemos (2.44). Usando (2.43) e
(2.44) na desigualdade (2.42), o lema esta provado. [

73



Lema 2.34. As fungées ¥, decaem uniformemente para zero quando |x| — oo.

Prova. De (2.38) e (2.41), para todo ¢ € C;°(R?), ¢ > 0, segue que
/ ViV de < C | 9.¢ dx.
R? R?
Usando Teorema 8.17 em [44], para qualquer bola Bs,(z) centrada em qualquer x € R?,

sup V. (y) < C|[Y:|| 2By (x)) Paratodo 0 <e < e.
yeBr(z)

Pelo Lema 2.33, dado 6 > 0 existe Ry > 0 tal que para todo R > Ry

1/2
(/ > dx) <
B

Assim se |z| > Ry + 2r obtemos, para todo € € (0, &), que

para todo ¢ € (0, &p).

Ql =

c
R

1/2
’195(1‘) < sup ﬁé(y) < OHﬁEHLQ(BQr(I)) < ¢ (/ 193 dl‘) < 57

yEB, () B,

o que prova o resultado.

2.6 Prova do Teorema 2.1

Nesta secao, vamos demonstrar o resultado principal deste capitulo.

2.6.1 O comportamento de concentragao
Lema 2.35. O sequinte limite vale
hII(l) Viey.) =

e we(z) = V(x + y.) converge uniformemente para uma solu¢iao nao-trivial w do problema

(2.27) sobre subconjuntos compactos de R

Prova. Consideremos ¢, > 0 tal que ¢, — 0 e vy, € R? verificando €,y, € Q. Como

Enln € €2, a menos de subseqiiéncia, temos que €,y, — xo € (). Para simplificar a notacao,
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sejam U, = V., e wy(z) = J,(z + y,). Desde que ||wy|l12 = ||Unll12 é limitada, podemos

assumir que existe w € H'(R?) tal que
w, = w em H'(R®) e w, — w quase sempre em R
Pelo Lema 2.30, temos que w # 0. Sabemos que
500964 Ve + 20 fwn) ()] do
= /R2 k(ent + enyn, f(wy)) f'(wn)¢ dz, (2.46)
para todo ¢ € C5°(R?). Definamos

x(x) = lim yo(en® + €,9,) quase sempre em R?

n—oo

K(w,5) = x(@)h(s) + (1 = x(x))h(s).

Desde que ||w,||s < C para todo n, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

obtemos

lim [ k(ent + 2ns ) (wn)é da = / (. f(w)) ' (w)o da,

n—0oo Jp2 R2
para todo ¢ € C5°(R?). Tomando o limite em (2.46), segue que w satisfaz
[ [90Vo-+ Vi) sys wjolde = [ Fa, fw)f(w)s de

para todo ¢ € C§°(R?). Portanto, w ¢ um ponto critico do funcional dado por

Tw) = 5 [ (VP + Vi oo = [ R )i

2 R2

em que [?(s) = fos E(t)dt. Se 1 € € temos €, + €,y, € () para n suficientemente grande.

Assim, x(z) = 1 para todo x € R? e, portanto, w é um ponto critico do seguinte funcional

Io(0) = 1 / (VP + Vi) Pl — [ ().

2 2

Denotando por ¢,, o nivel do Passo da Montanha associado ao funcional I,, e por ¢ o nivel

do Passo da Montanha associado ao funcional Z, temos que Czy < €, poOis K(z,s) < H(s)
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para todo z € R? e s > 0. Além disso, também temos que ¢, > ¢; visto que V(zo) > v;.
Definamos o conjunto

A, ={z €R?*: g,z +enyn € Q).
Se z € Ay, usando (k3) e (hy), temos
gV(snw + 0 ) f2(wn () = V(En + nyn) f(wn (@) ' (wn (@) )w, ()
+ k(ent + entin, [ (W (2)) [ (W () wn (@) — pK (ent + Enyn, f(wn(@)))
> (H - 1) V(ent + enyn) f* (wn()) + ! [h(f (wn(2))) f(wn(2)) = 2pH (f (wn(x)))]

2 2
>0
esex ¢ A,
gv(gnfc + ) [ (wn (@) = V(EnT + €ntn) f (Wi (2)) ' (wn () wa ()

+ ket + entn, [ (wn (2))) [ (wn (2))wn(z) = K (EnT + Enyn, f(wn()))

> (51— 25) Ve + ) (@) 2 0

desde que 11/2 — 1 — pu/(27) > 0. Como & < Z(w), pelo Lema de Fatou e semi-continuidade

da norma, segue que

per < picg, < pe < pZ(w) = pZ(w) — (T'(w), w)

- (g . 1) Vow|2de
.

+ [ [5G0 w) = Vi) ) (o + ke, fw))f (who = uk (z, £ ()] da

< liminf (H - 1) |Vw, |*dz
2 -

n—oo

+ lim inf {g‘/(anx + enn) f2(wn) — V(enz + enyn) f(wy) f (wy)wy,

n—00 R2

+ k(gnm + Enln, f(wn))f/(wn)wn - /LK(&ZCL’ + Enln, f(wN)):| dz

. M 2
=1 flz—1 Vi, |*d
im in (2 > R2| |*dx

n—oo

+ liminf /R 2 [gV(enw) F2(00) = V(ent) F(00) £ (00) 00 + k(enz, F(90)F (0n)0n

n—oo

K (e, fwn»} da

= liminf [pFe, (0,) — (FL, (Un), ¥5)] = pliminf b, < pucy.

n—oo
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0 que mostra que Z(w) = ¢1, limegb. = ¢1 € ¢y, = ¢1 = & Além disso, se V(zo) > v1, 0
fato que a dependéncia do nivel do Passo da Montanha c¢; em relacao ao potencial constante
vy ¢ continuo e crescente (veja, por exemplo, [68]), implicaria que ¢; < ¢;, 0 que é uma
contradigao. Portanto, devemos ter V' (zg) = v;, donde xy € Q e, portanto, 7= Iy, = 1.

Assim, w é uma solugao de (2.27). Disto e de (2.46), temos que
~A(w, —w) =K, em R
onde

Kn(z) = wnif(w@)f (wx)) = V(enw + enyn) f (wa()) f (wn(x))
+h(en® + Entn, [ (wn(2))) [ (wn(z)) — h(f (w(2))) f'(w(x)),

Como w, — w quase sempre em R?, isto implica que K, — 0 quase sempre em R?. Note
que para cada subconjunto compacto B de R? temos |K,|, |w| < Cx desde que [Jw,]|e < C
e |len + enyn| < C para todo n e z € B. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue segue que K,, — 0 em L;, _(R?) para todo s > 1. Usando [44, Theorem 9.11]
podemos concluimos que w, — w em VVZZOCS(RQ) para todo s > 1 e disto tem-se w,, — w em
CL%(R?) para algum « € (0,1). Agora, por [44, Theorem 6.2] obtemos w, — w em C:*(R?)
para algum « € (0,1) e o lema esta provado.
[ |
Agora, vamos proceder a prova do Teorema 2.1. Desde que as fungoes ¢, decaem
uniformemente para zero, existe R > 0 tal que 9J.(z) < a para todo |z| > R. Escolhendo
g0 > 0 suficientemente pequeno tal que Br C €., como 9. é solugdo de (2.25) concluimos

que para todo € € (0, )
AV, + V(ex) f(9:) (V) = h(f(0:)) f' (V) em  RZ

Logo,
—2Av. + V(2) f(ve) f (ve) = h(f(v)) f'(v:) em R

e pela Observagao 2.2 isto implica que u. = f(v.) é uma solugao positiva do problema (P.)

para todo € € (0, o).

Pela Proposigao 2.34, temos que, para todo € € (0, &¢), w. possui um ponto de maximo

global z. € B, para algum p > 0. Considerando a translagao w.(z) = w.(z + x.), podemos
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assumir que as funcoes w,. atingem seus maximos globais na origem de R?. Como toda
solugao v de (2.27) é esfericamente simétrica, dv/Jdr < 0 para todo r > 0 e que w. converge
aw em C2%(R?), pelo Lema 4.2 em [64] podemos concluir que w, ndo possui nenhum outro
ponto critico a nao ser a origem para todo ¢ € (0, &).

Note que o valor méximo de v.(2) = v.(ex) = J.(z) = w.(x — y.) é atingido no ponto
ze = ey. € Q. Como a fungao f é estritamente crescente, o valor méximo de u.(z) = f(v.(z))
¢ também atingido no ponto z. = ey. € Q. Desde que Vu. = f'(v:)Vv., u. nao possui
nenhum ponto critico a nao ser z. e o item (i) do Teorema 2.1 estd provado. O item (i) é

uma conseqiiéncia do Lema 2.35.

2.6.2 Decaimento exponencial das solucgoes

Para finalizarmos este capitulo, vamos provar o decaimento exponencial das solugoes u..
Usando o limite lims_q f(s)f'(s)/s = 1 e (hs), podemos escolher Ry > 0 tal que, para todo
€€ (0780) e |$‘ > R07
3 v
fwe(@)) f'(we(2)) 2 Jwe(2) e h(f(w.(2))) < Elf(wa@))- (2.47)
Definamos ¢ (z) = M exp(—£|z|) onde & e M sao tais que 462 < vy e M exp(—ERy) >
we(z) para todo |z| = Ry. Nao é dificil checar que
A < E3p, Va#0. (2.48)
Consideremos a funcao 1. = ¥ — w.. Logo, usando (2.47), (2.48) e que

—Aw, + V(ex + eye) f(we) f'(we) = h(f(w.)) f'(w.) em R?

obtemos y
~Age+ Yo 20 em x| > R,

e >0 em |z| = Ry,
| l‘im Y(z) = 0.

Pelo principio do méximo, temos que ¢.(x) > 0 para todo |z| > Ry. Assim, w.(z) <

)

para todo z € R? e o ftem (ii7) do Teorema 2.1 estd provado. [

M exp(—£|z|) para todo |z| > Ry e € € (0,&0). Isto implica que

0e) = f(02) < 0 = 0. () = (225 < comp (¢

Z— 2
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CAPITULO 3

Solucoes simétricas e nao-simétricas
para uma equacao de Schrodinger

quase-linear

Neste capitulo, estabelecemos multiplicidade de solucoes para a equacao de Schrodinger

quase-linear da forma
—Au+V(2)u— A = p(u), ue H(RY). (3.1)

Mais precisamente, sob condigbes convenientes sobre as fungoes V' e p, provamos que (3.1)
tem duas solucoes nao-triviais. Além disso, tomando RY = RM x R?M com N, > 0, M > 2
ez = (z,y) € RM x R?™  uma solugao é positiva sobre RY e radial na segunda variavel y e

a outra solucao muda de sinal e é nao-radial em y.

Para uma facil referéncia, enunciamos nossas hipdteses de maneira mais precisa.
Assumimos que o potencial V : RY — R seja uma funcao continua limitada satisfazendo

a condigao (V]) e a seguinte condigao de periodicidade e simetria:

(Vy) Existe T = (T4,...,Tn,) € RM em que T; > 0 para i = 1,..., Ny, tal que para todo
z=(z,y) € RM x R*™ ¢ g € O(R?*M), temos

V(‘Tlv-"7$i+ﬂv"'axN1’y) = V($,g(y)),
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comi=1,....,Ny, 2= (xq,...,7n,) ¢ O(R?*) é 0 grupo ortogonal em R?*M.

Além disso, vamos supor que a nao-linearidade p(s) seja continua e satisfaca as seguintes

hipoteses:

(p2) |p(s)] < C(1+ |s|]") para todo s € R, em que C' > 0e 3 <r < 22" —1;
(ps) Existe 6 > 4 tal que 0 < 6P(s) < sp(s) para todo s > 0 em que P(s) = [; p(t)dt;

(p4) p(—s) = —p(s) para todo s € R.

Note que (p3) é também vélida para s < 0 pois p é fmpar.

Nosso principal resultado neste capitulo é o seguinte:

Teorema 3.1. Sob as hipdteses (V1), (Vi), (p1) — (pa) € N > 4, a equagao (3.1) tem duas
solugdes nao-triviais em HY(RY). Ademais, uma solugiao é positiva em RY e radial na

sequnda varidvel y e a sequnda solucao muda de sinal e € nao-radial em y.

Desde que nao podemos aplicar diretamente os métodos mini-max ao funcional natural

associado a (3.1), a saber

1 1
J(u) = —/ (1 + 2u?)|Vu|* dz + —/ V(z)u? dz —/ P(u) dz,
2 RN 2 RN RN
como no Capitulo 1, fazemos uso da mudanca de varidvel v = f~!(u) em que f estd definida
em (1.2). Logo, a partir de J(u) obtemos o funcional

1

1) =5 /RN Vo2 ds + % /RN V() f2(v) dz — /RN P(f(v)) d2 (3.2)

o qual estd bem definido em H*(RY) e ¢ de classe C' sob as hipSteses sobre o potencial V()
e a nao-linearidade p(s). Além disso, os pontos criticos do funcional I sdo exatamente as

solugoes fracas da equacao semi-linear
—Av = F)p(f) = V(2)f©)] em RN, (3.3)

Observamos, novamente, veja [25], que se v € C*(RY) N H'(RY) é um ponto critico do

funcional I, entdo a funcdo u = f(v) é uma solugao classica de (3.1).

80



3.1 Resultados Preliminares

Neste ponto, sabemos que para obtermos uma solugao classica de (3.1), é suficiente obtermos
um ponto critico de classe C? do funcional I. Diferentemente dos Capitulos 1 e 2,

trabalhamos com o espaco de Hilbert H*(R"™) munido do produto interno dado por

(u,v) = /RN [VuVv + V(z)uv] dz (3.4)

cuja norma correspondente é

Jull = </RNHW2 V() dz) "

Pela limitacao do potencial V| esta norma é equivalente a norma usual de H'(RY).
Aqui, usaremos uma combinacao de uma versao do Teorema do Passo da Montanha, veja
(80, Teorema 2.8] e [28, Teorema 5.7], com o Principio da Criticalidade Simétrica [80,

Teorema 1.28], os quais enunciamos a seguir:

Teorema 3.2 (Teorema do Passo da Montanha). Seja X um espa¢o de Banach e
®: X — R um funcional de classe C*. Seja S um subconjunto fechado de X que desconecta
X. Sejam xo e x1 pontos de X que estio em componentes conexas distintas de X \ S.

Suponha que ® seja limitado por baixo em S e, de fato, a sequinte condi¢ao seja verificada
c= igfq) > max{®(zo), P(x1)} = a. (3.5)

Entao, existe uma seqiiéncia (u,) em X satisfazendo
®(uy,) — ¢, ®(u,) — 0. (3.6)

Observacao 3.3. Para ser mais preciso, veja por exemplo [40, pag. 145], podemos obter

uma seqiiéncia de Cerami (u,) para ® no nivel ¢, isto é, (u,) C X satisfazendo
O(un) = ¢, | (un) [ x (1 + flunlx) — 0.

Teorema 3.4 (Principio da Criticalidade Simétrica). Assuma que a agdo do grupo
topolégico G sobre o espago de Hilbert X seja isométrica. Se ® € CYX,R) é G-
invariante, isto é, ® o g = @ para todo g € G e se uw é um ponto critico de ® restrito a

Fiz(G) ={u e X : gu =u para todo g € G}, entdo u é um ponto critico de P.
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O préximo resultado é uma extensao do Lema 1.21 em [80] e estd provado em [60].
Lema 3.5. Seja {A;}ien uma seqiiéncia de subconjuntos de RN tais que
(a) RM = Uy Ai e AiNA; =0 se i #j;
(b) Existe uma constante C > 0 tal que para todo i € N

lullp2s 4,y < Cllullaiay), para todo u € H'(A).
Seja (u,) uma seqiiéncia limitada em HY(RN). Se q € [2,2*) e

sup/ |un|?dz — 0 quando n — 400,
1€EN AiXR2M
entio u, — 0 em L*(RYN) para todo 2 < s < 2*.

Agora, introduzimos a seguinte definigdo bem conhecida (veja [80]):

Definigao 3.6. Seja G um subgrupo de O(R*M). Dizemos que R*™ ¢ compativel com G se,
para algum r > 0,

lim m(y,r,G) = +oo,
|y|—+o0

onde m(y,r,G) = sup,en{3 g1,-..,9n € G j # k = Bi(g;(y)) N Brgely)) = 0} e
B, (gr(y)) C R?M ¢ uma bola aberta de raio r e centro gi(y).

Observe que R?M é compativel com O(R?*M) e também com O(RM) x O(RM).
Se G é um subgrupo de O(R*M) consideremos a acido isométrica induzida de G' em
H'(RY) dada por

(gu)(z,y) = u(z,g'y), paratodo (z,y) € RM xR* e g€ G.
Denotamos o subespago das fungoes invariantes Fiz(G) por HL(RY), isto 6,
HL(RY) = {u € HY(R"Y) : gu = u para todo g € G}.
Temos o seguinte resultado de imersao compacta, cuja prova se encontra em [60]:

Lema 3.7. Se R?M ¢ compativel com G entdo a imersao
HEL(RY) — LF(Q x R*M)
¢ compacta para qualquer dominio limitado Q0 de RNt e para todo 2 < s < 2*.
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3.2 Geometria do Passo da Montanha

Antes de provar o resultado principal deste capitulo, precisamos provar alguns lemas. O
proéximo resultado mostra que o funcional I possui a geometria do Passo da Montanha, ou

seja, a condicdo (3.5) do Lema 3.2.

Lema 3.8. Sob as hipdteses (V1) e (p1) — (psa), 0 funcional I tem a geometria do Passo da
Montanha.

Prova. Primeiro, mostremos que existe ¢ € H*(RY) tal que
I(ty) - —oc0 quando ¢ — +o0. (3.7)

De fato, consideremos ¢ € C5°(RY) satisfazendo supp(¢) = By e 0 < ¢(z) < 1 para todo

z € By. Pela hipétese (p3), existem constantes positivas C; e Cy tais que para todo s € R
P(s) > C4]s]? — Cy.

Logo, para t > 0, obtemos

G

C:
[ el as+ Lim)
B1

t? )
I(w)§§||so|! -

Pela propriedade (6) do Lema 1.2, segue que f(s)/s é decrescente para s > 0. Portanto,

(t)

—

fs) =

s paratodo 0<s <t

~ ‘

Desde que 0 < tp(z) <t para z € By et > 0, temos que f(tp(z)) > f(t)p(2) e isto implica

que
2

t t)? C
195 (her -l [ o0+ Simy).
B

Por (5) do Lema 1.2 e desde que € > 4, concluimos que

lim Lt)e

= —|—OO
t—too 12

e, portanto, (3.7) esta provado.

Como nos Capitulos 1 e 2, para p > 0, definamos

S, = {v c H'RY): /RN IVo|? dz + /RN V(2)f*(v) dz = p2} .
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Desde que ¢q : H'(RY) — R, dada por

q(v):/RN|VU]2 dz+/RN V() f(0) de

é continua, S, é um subconjunto fechado e desconecta o espaco H'(RY). Para v € S, e

e > 0, temos, por (V1) e (p1) — (p2), que

/RN P(f(v)) dz < E/RN |f(v)]? dZ+O/RN ) de

€

< A0 [ 1P e

Vo RN

e a(r+1)/2 i 1—a(r+1)/2
< —p2+c( () dz) ( [y dz)

Vo RN RN

¢, , . ) ) (1—a(r+1)/2)2* /2
< e ([ v o) ,

0 RN

em que
22 — (r+1)

G P
Como |V(f?(v))]* < 2|Vu|?, segue que [on [V(f?(v))]* dz < 2p*. Logo,

/ P(f(v)) dz < —p? + Cpl2alr+D+2 @2-a(+D))/2
RN — W

_ ip2 4 CpCN+2A+D)/(N+2)

W
o que implica que
I(v) > e 0% — Cp@N+2Ar+1)/(N+2)
2V,
para v € S,. Escolhendo € > 0 tal que 2¢ < 1} e observando que
2N + 2 1
+20r 1) > 2
N +2

se, e somente se, r + 1 > 2, concluimos, para p = pg suficientemente pequeno, que

co=1inf I > §9 > 0.

Spo

Tomando e = tp com t grande, obtemos
/ Vel dz +/ V(2)f*(e) dz > pi
RN RN

e I(e) < 0. Portanto, a condigao (3.5) esta garantida e o resultado segue.

Como conseqiiéncia do Teorema 3.2 e Observacao 3.3, temos o seguinte corolario:
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Corolario 3.9. Sob as hipdteses (V1) e (p1) — (pa), existe uma seqiiéncia de Cerami (vy,)

para I no nivel c.

Observacgao 3.10. Pela condicio (p3), em particular, existe C > 0 tal que P(s) > Cs* para
|s| > 1.

Lema 3.11. Qualquer seqiiéncia de Cerami (v,) para I € limitada.

Prova. Primeiro, mostraremos que se uma seqiiéncia (v,) em H'(R") satisfaz
/ Vo2 de+ [ V() on) dz < C, (3.8)
RN RN

para alguma constante C' > 0, entdo ela é limitada em H'(RY). De fato, precisamos apenas
provar que [py v2 dz ¢é limitada.

Por (9) do Lema 1.2 e Observagao 3.10, existe C' > 0 tal que P(f(s)) > Cs? para todo
|s| > 1. Isto implica que

1 1
2 g, < L P(f(v) dz < = [ P(f(vy)) dz.
/{|vn>1} o 2 S /|vn|>1} (f(v )) : S C RN (f(v >) :

Pelo comportamento de f no zero, existe também uma constante C' > 0 tal que | f(s)| > Cs|

para todo s € [—1,1]. Portanto,

1 1
v, dz < — A (v,) dz < / V(2)f*(v,) dz.
/{lvn|<1} C? Joal<1y C?Vy Jry

/vdz-/ vdz+/ v2 dz < C.
{lon|<1} {lon[>1}

Seja, entao, (v,) em H'(RY) uma seqiiéncia de Cerami para I no nivel ¢ € R, isto ¢,

Portanto,

1
Q/R |V, [? dz+ . V(z ) dz — /]RN P(f(v,)) dz=c+o0,(1) e
I (wn) (1 + [lonll) = on(1)

Para ¢ € H'(RY), temos que

(3.9)

(I'(vy), ) = Vv,V dz —|—/

V@ o dz = [ p(iw)f (o) d=
RN RN RN
Tomando ¢ = ¢, = /1 + 2f2(v,) f(v,), temos por (6) do Lema 1.2, que |p,| < 2|v,| e

QfQ(Un)

Vol = |14 L] (v < 2190
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Logo, ||¢nl|l < 2||v,|| e pela segunda condigao em (3.9)

e = [ (14 LB ) 9ul as+ [ Vi) o

- [ P az = 0,
Por (3.9) e (3.10), segue que I(v,) — 1/6(I'(v,), ¢n) = ¢+ 0,(1), 0 que implica por (p3) que

[ 5-5 (28 [ivap az+ (3-5) [ veron dscrom.

Assim, desde que 1+ 2f2(v,,)/(1 4+ 2f%(v,)) < 2, obtemos

(92‘—94) /RN Vol dz + (92%2) /RN V() f2(0n) dz < ¢+ 0n(1)

o que mostra que (3.8) vale e, portanto, (v,) é limitada. [ ]

3.3 Prova do Teorema 3.1

3.3.1 Solugao nao-radial e mudando de sinal

Inicialmente, provaremos a existéncia de uma solucao nao-radial em y que muda de sinal.

Para isto, seja 7 a involucdo definida em RY = RM x RM x RM por

T(xayhyQ) = (‘T’y%yl)'

Definamos, também, uma agao do grupo G = {id, 7} em H'(RY) por

. U(%Z/la?b), s€ g:Zd
g'u(maybyQ) = _1
—U(g (m7y17y2))7 s g=T.
Observe que H(RY) N Hygonry (RY) = {0}. Consideremos, entdo, G = O(RY) x O(R"Y) e
seja ® a restricdo do funcional I ao espago de Hilbert W = H(RY) N HL(RY) munido do
produto interno (3.4). Aplicando o Corolario 3.9 e Lema 3.11 ao funcional ®, existe ¢ > 0 e

uma seqiiéncia limitada (v,) C W satisfazendo
®(v,) — ¢, P(v,) — 0.
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Em particular, (v,) é limitada em L*(RY). De (6) do Lema 1.2, segue que f(v,)f (vn)v, >
f?(v,)/2, donde temos a seguinte desigualdade

/RN Vo, |* dz + %/RN V(2)f*(v,) dz

< /RN [Vu,|? dz + /RN V(2)f () f (vn)v, dz (3.11)
< / DU ) ()t 4z + 9 @)l o]
Por (p1) — (p3) e (6) — (7) do Lema 1.2, obtemos
o [ PUE) as< [ pr)s )
< elloall? + Celloall 372 (3:12)

< Oy + Calluall T2,

em que € > 0 é arbitrario e C,. é uma constante positiva que depende de €. Afirmamos que
(v,) ndo converge a zero em LUTV/2(RN). De fato, se v, — 0 em LU+D/2(RN), por (3.12),

obteriamos
[ Pty az =0 e [ w7 ds—o
RN RN

o que implicaria também que

[ @ e, @z =0,

Logo, por (3.11),
/ |V, |* dz —|—/ V(2)f*(v,) dz — 0
RN RN

e, conseqiientemente, I(v,) — 0, o que é uma contradicao.
A seguir, seja {Q7}7cz7 uma seqiiéncia de conjuntos abertos em R definida por

Q7 = (1T, (iy + 1)T1) x - -+ X (in, Ty, (i, +1)T,),

em que Z = (iy,...,in,) e T = (T1,...,Ty,) foi introduzido na condigao (Vj). Pelo Lema
3.5, dado ¢ € [2,2%), existem uma subseqiiéncia de (v, ), a qual denotamos da mesma forma,

e um numero positivo « tais que

sup / |vn(z,9)|? dz > «a.
Te ZN1 J ApxR2M
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Seja Az, satisfazendo

(6%
/ﬁ o ()l dz > &
Az, xR2M 2

e seja d, = (11,71, ..., iny nTN,) O vértice principal de Az,. Introduzindo a mudanca de
variavel x = x’ + d,,, obtemos

o
a0

/A o o (2’ + dpyy)]? A2’ > 5 2= (2',y)
oX

onde Ag = (0,77) x - -+ x (0,Tn; ). Agora, consideremos a seqiiéncia definida por w, (z’,y) =

v (2" + dp,y). Logo, obtemos

/ \wy, (2, y)|* d2’ > e (3.13)
AOXRQM 2

Observando que os vértices principais d,, sao multiplos do periodo 7', segue que w,, ¢ também
uma seqiiencia do Passo da Montanha e, portanto, é limitada. Logo, w, — w em W e pelo
Lema 3.7, w,, — w em L(Ay x R*M). Conseqiientemente, por (3.13), w # 0.

Usando a continuidade de p e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, para
todo ¢ € C°(RY) N W, segue que

(¢ (wn), ¢) — (¥'(w), ¢) — 0.
Logo, (®'(w), ¢) = 0 para todo ¢ € C*(RY) N W. Desde que Cg°(RY) N W ¢é denso em W,

concluimos que w é um ponto critico de @, isto é, w é um ponto critico de I restrito a W.
Pelas hipdteses em V' e p, as condigoes do Teorema 3.4 sao satisfeitas e, portanto, w é um
ponto critico de I que, pela definicao de W, muda de sinal e nao é radial na variavel y.

De maneira similar como feito na Proposicao 1.10, se V e p sao localmente Holder
continuas entdo w € CJ(RY), para algum ~ € (0, 1).

C

3.3.2 Solucao radial e positiva

A fim de obtermos uma solugao positiva e radial em y, podemos supor que p(s) = 0 para s < 0
e consideramos o funcional I restrito ao espago H, é(RQ M)(]RN ). Procedendo analogamente ao
caso anterior, podemos estabelecer a existéncia de um ponto critico nao-trivial v de I restrito
a H (l)(RQ M)(RN ). Novamente, pelo Teorema 3.4, v é um ponto critico de I, o qual é radial na
varidvel y. Assim, para todo w € H'(RY)

VoVw dz + /

RN

xd@ﬂwfwmwz—/ p(f (o) f (w)w dz = 0.

RN RN

88



Como no Capitulo 1, tomando w = —v™~, segue que v = v > 0. Escrevendo a Equacao (3.3)

na forma
—Av+c(z)v =V (2)f'(v)(v = f(v) +p(f(v))f'(v) >0,

em que c(z) = V(2)f'(v(2)) > 0 para todo z € R podemos aplicar o principio do méaximo

forte para concluir que v > 0 em R” e a prova esta completa. [
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CAPITULO 4

Uma equacao eliptica quase-linear
envolvendo o operador p-laplaciano
em RY

Como dito na Introducgao, neste capitulo, considerando o operador p-laplaciano, estudamos

a seguinte equacao eliptica quase-linear
~Apu — Ay () u+ V(z)|uf?u = h(u) em RY, (4.1)

com 1 < p < N, que é uma generalizacao da equagao (1).
Uma funcdo u : RN — R é chamada uma solugao fraca de (4.1) se u € WLP(RY) N

L2 (RY) e para todo ¢ € C5°(RY) vale

loc

/ (L4277 [ul?)[VuP2VuVpde

. (4.2)

+2p1/ \Vu\plu!”?usodwr/ V(I)IUI”WOIIZ/ h(u)pda.
RN RN

RN

Neste capitulo, pedimos que o potencial V : RY — R seja continua e satisfaca as seguintes

condicoes:
(V1) Existe Vy > 0 tal que V(x) >V, para todo x € RY;
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(V5) limjg—oo V(2) = Voo e V(z) < Vi para todo z € RY.
Sobre a fungao h : [0, +00) — R, consideramos as seguintes hipdteses:

(Hy) Tim ")

s—0+ sP—1

= 0;
(H,) Existe uma constante C' > 0 tal que para todo s > 0
h(s) < C(1+s"),
onde2p—1<r<2p*—1lsel<p<Ner>2p—1sep=N;

(H,) Existe 0 > 2p tal que 0 < 0H (s) < sh(s) para todo s > 0, em que H(s) = [; h(t)dt.

O seguinte teorema contém o resultado principal deste capitulo:

Teorema 4.1. Seja 1 < p < N. Suponhamos que (V1), (Vs5) e (Hy) — (Hy) valem. Entdo a

Equagao (4.1) possui uma solugdo fraca positiva u € C’llo’f‘(RN) desde que uma das sequintes

condicoes sejam satisfeitas:
(a) (Ha) vale com 0 > 2p;

(b) (Hs2) vale comO =2pep—1<r<p'—lsel<p<Nour>p—1sep=N em
(H1).

Além disso, se 1 <p < N temos que u(x) — 0 quando |z| — 0.

Para provarmos o Teorema 4.1, nao podemos aplicar diretamente os métodos mini-max,

pois o funcional energia associado a (4.1), a saber,

1 1
J(u) = —/ (14207 HulP) | Vul? dx + —/ V(z)|u|P de — H(u) dz
P JrN D JrN RN

nao estd bem definido em geral, por exemplo, em W'P(RY). Se1 < p < N ewu € C}(RV\{0})
¢ definida por
u(x) = |z|PN/2 para € B;\{0}
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entéo temos que u € WHP(RY), entretanto [y [ul?|Vul? dz = 4-00. Para contornarmos esta
dificuldade, generalizamos o argumento usado nos capitulos anteriores para o caso p = 2.

Introduzimos a mudanga de varidvel v = f~1(u), em que f é definida por

, B 1
IO = aremgmm o 0o (43)

f@) = —f(=t) em (=00, 0].

Mais adiante, mostramos algumas propriedades importantes da funcao f. Dai, obtemos um

novo funcional a partir de J(u), mais precisamente,

I(v) = %/RN Vol? d + % /RN V() f)]? dz — /RN H(f(v) do (4.4)

o qual, agora, estd bem definido no espago WHP(RY) sob as condi¢des impostas sobre o
potencial V' (z) e a nao-linearidade h(s). A Equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional

I é dada por

=y = f'()[A(f(v)) = V(@)f ()F?f(0)], veWPRY). (4.5)

Na Proposigao 4.3 mais adiante, relacionamos as solugoes de (4.5) com as solugoes de (4.1).

4.1 Resultados preliminares

Nesta secao, obtemos algumas propriedades da mudanca de variavel f : R — R definida em

(4.3), bem como um resultado que relaciona as solugoes de (4.5) com as solugoes de (4.1).
Lema 4.2. A fun¢ao f(t) e sua derivada possuem as sequintes propriedades:

(1) f € unicamente definida, de classe C* e invertivel;

(2) [f'(t)] <1 para todo t € R;

(3) |f(®)| < |t| para todo t € R;

(4) f(t)/t — 1 quando t — 0;

(5) |f(@®)] < 2Y2|t|Y/2 para todo t € R;

(6) f(t)/2 <tf'(t) < f(t) para todo t > 0;

92



(7) f(t)/V/t — a >0 quando t — +oo;
(8) existe uma constante positiva C' tal que

clel, <1

f@)] =
CltV2, |t > 1.

Prova. A fim de provarmos (1), é suficiente observarmos que a funcao

1
(T + 20 1[sfp) /7

y(s) =

tem derivada limitada. O ftem (2) segue da definicdo de f. A desigualdade (3) é uma
conseqiiéncia de (2) e do fato que f(t) é uma func¢do impar e concava para t > 0. A seguir,

provamos (4). Como conseqiiéncia do teorema do valor médio para integrais, temos que

¢ 1 1
10 = | G e
onde £ € (0,t). Desde que f(0) =0, obtemos
f(@) 1

S e VGO

t
li
t—0 ¢

Para mostrarmos o ftem (5), integramos f'(¢)(1 + 2P~ f(¢)|?)}/? = 1 e obtemos

t
/ ()1 + 207 f(s)|P)VPds =t
0
para t > 0. Usando a mudanga de variavel y = f(s), segue que

(®)
t= [y 2 2o v IOy
0

e, assim, (5) estd provado para t > 0. Para t < 0, usamos o fato que f é impar.
A primeira desigualdade em (6) é equivalente a 2t > (1+2P~1(f(¢))?)"/? f(t). Para mostra-la,

estudamos a funcao G : RT™ — R, definida por
G(t) =2t — (1+ 27 (F()") /P £(1).

Desde que G(0) = 0 e usando a defini¢ao de f, obtemos para todo ¢t > 0

I 10)
O RO

G'(t) = = (f'(1)" >0,
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e a primeira desigualdade estd provada. A segunda é obtida de maneira andloga. Agora,
pelo limite (4) segue que lim, o+ f(t)/vt = 0 e a desigualdade (6) implica, para todo t > 0,

que

4 (L0 200, ,
dt \ 1 2t/ -
Logo, a funcdo f(t)/v/t é ndo-decrescente para ¢t > 0 e isto, juntamente com a estimativa

(5), mostra o item (7). O ponto (8) é uma conseqiiéncia imediata dos limites (4) e (7). =

Nao ¢ dificil mostrar que, sob as hipéteses (V1), (V5) e (Ho) — (H2), o funcional
I:W'P(RY) — R estd bem definido e é de classe C1 em W1P(RY). Ademais, sua derivada
de Gateaux é dada por

(I'(v), w) = / Vol 2VoVw de + / V(@) f)P2 f (o)w da — / h(f (o) f (v)w da
RN RN RN
para v,w € WHP(RY). Os pontos criticos de I correspondem exatamente as solucoes fracas
de (4.5). O préximo resultado relaciona as solugbes fracas de (4.5) com as solugoes fracas
de (4.1). Chamamos a atengao que este fato nao foi mostrado em nenhum trabalho que

abordou a equagao (1).

Proposigao 4.3. (1) sev € WIP(RY) N Le

loc

u= f(v) € WH(RN) N L2 (RY) € uma solugao fraca de (4.1);

loc

(RN) € um ponto critico do funcional I, entdo

(2) Sewv é uma solugdo cldssica de (4.5) entdo u = f(v) é uma solugao cldssica de (4.1).

Prova. Para simplificar a notagao vamos denotar g(z,s) = h(s) — V(z)|s[P~2s.
Primeiramente, provemos o item (1). Temos que |ulf = |[f(v)|? < |[vP e |[VulP =

|f'(v)|P|Vv|P < |[VoulP. Conseqiientemente, u € WHP(RN) N L©

> (RY). Como v é um ponto

critico de I, temos para todo w € W1P(RY),

/]RN |Vu|P2VoVw do = /]RN g(z, f(v) f'(v)w dz. (4.6)
e L segue que
Desde que (f7)'(t) = RO
(F'(@) = L+ 27 f(FHO)P)P = (142 )P (4.7)
o que implica que
Vo = (f ) (u)Vu = (1 + 207 ul?)/PVu. (4.8)
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Para todo ¢ € C§°(RY), temos que

Fo) =1+ 207 ulP) /P € WHP(RY)

V(f'(0) ') = 27 (L4 20 HulP) PP PP upVu

(4.9)
+(1+ 27 Hu?) PV

Tomando w = f'(v) 'y em (4.6) e usando (4.8) — (4.9), obtemos (4.2) o que mostra que
u = f(v) é uma solugao fraca de (4.1).

A seguir, provemos o item (2). Temos que

N
0 _, OV
Ap'U = Zamz (|VU|p 2a—%>

. 0 —1y/ p—2/( p—1\/ Ju
= Y o (I @va -y w s

e derivando

A = X g IVl G ) 1Y @ )

ou

£35S (U @P Y @) [Tup 2 2

Usando (4.7), obtemos
Ao = (14277 a) D2 A+ (p — 127l 2 (1 -+ 2 ul?) 7 |Vup.
Assim, temos
(14 27 )P0 A+ (p — 1927 uf 2 (1 + 277 ful?) ™7 [Vl

1

- - (1 + 2p71|u|p)1/pg(x’ u)v

donde
A+ 27 ul By + (p— 127 a2l Vul? = —g(z, )

Finalmente, observando que
2P P Apu + (p — )20 ulP2u|Vul? = A, (u®)u

95



de onde segue que
—Ayu — Ay (u*)u = g(x,u).

Neste momento, fica claro que para obtermos uma solugao fraca de (4.1), é suficiente

o0

> (RY), ou equivalentemente, obtermos um ponto

obtermos uma solucao fraca de (4.5) em L

critico do funcional I em L{° (RY).

4.2 O problema auxiliar

Nesta secao, a fim de provarmos o resultado principal deste capitulo, usamos alguns

resultados devidos a do O - Medeiros [35] sobre equagoes da forma
~Apu=k(v) em R, (4.10)

cujo funcional natural associado F : W'P(RY) — R é dado por
1
Fv) = —/ |VolP dz — K(v) dz,
D Jry RN

em que K(s fo t)dt. Sob as hipéteses sobre a funcao k : R — R, que exibimos a seguir,
o funcional }" estd bem definido e ¢ de classe C'. Consideramos as seguintes condicoes sobre

a nao-linearidade k(s):
(ko) k € C(R,R) e é impar;

(k1) Quando 1 < p < N, assumimos que

lim k(s)

s—400 577 -1

quando p = N, assumimos que para qualquer « > 0, existe uma constante C, > 0 tal

que para todo |s| > >0
[k(s)| < Calexp(als|™™M™D) — Sy_s(ao, s)],

em que

N 2@

kN/N—1.

Sn—2(ap, s E k_ s[FN/N=L,
5—0
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(ko) Quando 1 < p < N, suponhamos que

k k
—00 < liminf(—sz < limsup<—sz =—-v<0
s—0+ SP~ s—o+ SPT
eparap=N

. k(s)

lli% [5-1 =—v <0
(ks) Existe ¢ > 0 tal que K(¢) > 0.
Seja

m = inf{F(v) :v € W (R)\ {0} ¢ uma solucdo de (4.10)}. (4.11)

Uma solucao v de (4.10) é dita de energia minima (ou solugao do tipo “ground state”)
se atinge o infimo m, isto é, F(v) = m. Portanto, se w é um minimo de (4.11) e v é qualquer

solugao nao-trivial de (4.10) entao F(w) < F(v).

Os seguintes resultados sao encontrados em [35] (Teoremas 1.4, 1.6 e 1.8):

Teorema 4.4. Seja 1 < p < N. Sob as hipdteses (ko) — (k3), o problema (4.10) tem uma

solugao de energia minima positiva.
Teorema 4.5. Seja 1 < p < N e suponha que (ko) — (ko) valem. Entdo, pondo

A={yeC(0,1], WR");v(0) =0 e F(y(1)) <0} e c= inf max F(y(t)),

yeA 0<tL1

temos que A # 0 e ¢ = m. Além disso, para cada solug¢io de energia minima w de (4.10),

existe um caminho v € A tal que w € v([0,1]) e

max F(y(t)) = F(w).

te(0,1]

Observagao 4.6. Em [35], também é provado que, sob (ko) — (kz2), existem o > 0, 6 > 0
tais que

Fv) zalolf, se |vll,<d.
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4.3 Prova do Teorema 4.1

Para provarmos o Teorema 4.1, primeiro mostramos que o funcional I possui a geometria
do Passo da Montanha. Para encontrarmos um ponto critico nao-trivial, as principais
dificuldades que devemos vencer sao a possivel nao-limitacao das seqiiéncias de Palais-Smale

e a perda de compacidade.

4.3.1 Geometria do Passo da Montanha

Desde que estamos interessados em solugoes positivas, definamos h(s) = 0 para s < 0. A

seguir, mostramos que I tem a geometria do Passo da Montanha.

Lema 4.7. Sob as hipdteses (V1), (Vi) e (Hy) — (Hy), o funcional I possui a geometria do
Passo da Montanha.

Prova. Denotemos por

hw) = [ vl dess [ Vil o= [ HGE) do
e oo () = %/RN Vol? dx+%/RN Vol f )P dz — /RN H(f(v)) da

os funcionais energia associados as equagoes —A,v = go(v) € —Ayv = goo(v), em que

go(v) = f'()[~(f(v)) = Vol ()2 f (v)]

goo(v) = [ (0)[A(f () = Vool F(0) P72 f (v)]-

Note que Jo(v) < I(v) < Jo(v) para todo v € WP(RYN). Nao ¢ dificil ver que a nao-
linearidade go satisfaz as hip6teses (ko) — (k2). Assim, pela Observagao 4.6, deduzimos que

existem ag > 0 e dp > 0 tais que
I(v) > Jo(v) > agllvllf, se |lvflip < do, (4.12)

0 que mostra que a origem é um minimo local estrito para I. Além disso, desde que ¢

também satisfaz (ko) — (k2), aplicando o Teorema 4.5 ao funcional J, temos que existe
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e € WYP(RY) com |||y, > do tal que J(€) < 0 o que implica que I(e) < 0. Assim, I # ()
em que

I ={yeC([0,1], W'*R"Y)):7(0) =0 e I(y(1)) <0} (4.13)

e a geometria do Passo da Montanha para [ estd provada. [ |

Observagao 4.8. Pela condi¢io (Hy), existe C > 0 tal que H(s) > Cs’ para s > 1. Em
particular, obtemos que limg_. o, H(s)/sP = 400. Logo, existe ( > 0 tal que Go(¢) > 0 e
G(C) > 0 em que

Guls) = [ nlt) de = H(F(s) = “2 1P
Gols) = [ o) dt = H(f(9) = 21
Portanto go e goo também satisfazem (ks). Em virtude do Teorema 4.4, as equacdes
Ap=go(v) ¢ —Apw=ge(w) em RY

tém solugoes de energia minima em WIP(RYN) que sdo positivas.

4.3.2 Sequéncias de Cerami

Relembremos que uma seqiiéncia (v,) em WP(RY) é chamada de Cerami para I no nivel ¢
se

I(v,) = ¢ e |[I'(w)||(1+ ||vnllip) — 0 quando n — occ.

Temos, entao, o seguinte lema que dé a limitagao das seqiiéncias de Cerami:

Lema 4.9. Assuma que (V1), (V5) e (Ho) — (Hy) valem. Entdo toda seqiiéncia de Cerami

para I no nivel ¢ > 0 € limitada em W1P(RY).

Prova. Primeiramente, afirmamos que se uma seqiiéncia (v,) em WHP(RY) satisfaz

/ |V, [P dx +/ V()| f(vp)|P dz < C (4.14)
RN RN
para alguma constante C' > 0, entdo ela é limitada em W'P(RY). Com efeito, basta

rovarmos que |, |v,|? dz é limitada. Escrevamos
R

/ P dar = / o da +/ P da.
RN {lvn|<1} {lon|>1}
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Por (8) do Lema 4.2 e Observagao 4.8, existe C' > 0 tal que H(f(s)) > Cs? para todo s > 1.

Isto implica que

1 1
/{vn|>1} onf" i < c /{lvn|>1} H{f(wn)) do < C H(f(vn)) dz.

RN
Devido o comportamento de f no zero, existe também uma constante C' > 0 tal que
|f(s)| > C|s| para todo s € [—1, 1]. Portanto,

1 1
U”pdxg_/ vp) P da < /V:c vp) [P de.
/{|'Un|§1} | | CP {|’Un|§1} |f( )‘ Cp‘/o RN ( )|f( )‘

Estas estimativas provam que (v,) é limitada em W1P(RY).

Agora, seja (v,) em W1P(RY) uma seqiiéncia de Cerami arbitrdria para I no nivel ¢ > 0.
Temos que
1 1
-/ Vol d + —/ V@l do— [ H(Fw) dz =c+o,(1)  (4.15)
D JrN D Jry RN
e para todo ¢ € WIP(RY)

! _ p—2 |f(vn)|p_2f(vn)§0
(I'(vy), ) —/RN |Vu,[P~*Vu, Ve do + /RN V(:t:)(l n 2P—1|f(vn)|7’)1/7’dx

[ e,
v (L 21| () [)17

Considerando a funcao ¢, () = (14227 f(v.(2))[P)? f(v,(2)) e usando (3) e (6) do Lema
4.2, obtemos que |@,| < 2|v,| e

(4.16)

2071 f (va)?
142071 f (wn) [P

Assim, ||¢nll1p < 2[|onllip. Tomando ¢ = ¢, em (4.16) e como (v,) é uma seqiiéncia de

Vo, = <1 + ) |Vo,| < 2|Vu,|.

Cerami, concluimos que

/R ) (1+ 271 (v )anV’ o /RNV(@' o s

1+ 2p71‘f(vn)|p
- /RN h(f (va)) f(va) da = (I'(vn), 0u) = 0a(1).

De (4.15) e (4.17), temos que
Ly 1 1 2071 f (vn) [P p
[(Un) - §<[ (Un)a(pn> - / |:Z_9 - 5 (1 + 1+ 2p1’f<vn)|p>:| |an‘ dx

+(3-5) [ v@lseor

1
+ /R B w0) (o) = OH(f(02)] da

(4.17)
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e em virtude de (Hz) segue que

/]RN E? - % (1 "1 ip;ﬁl(}jzip)Vﬂ [Veul? dz + _/ o) en) da (4.18)
)

<c+o,(1

Se 6 > 2p, obtemos

0 —
( p02 >/ |Vu,|P dx—l——/ D) f ()P dz < ¢+ o (1)

o que mostra que (4.14) vale e assim (v,,) ¢é limitada. Agora, se § = 2p, deduzimos de (4.18)

que

1 Vol e [ V@) dz < e+ 0,(1) (4.19)
2p Jrw 1+ 2072 f(vy) [P 2p Jpw " - e '

Denotando u,, = f(v,), temos que |Vv,|P = (1 + 2271 f(v,)[P)[Vu,|P e (4.19) implica que

1

— |Vu, [P dz + —/ x)|u,l? dz < c+ o,(1). (4.20)
2p Jgrw

Por (4.20), segue que (u,) é limitada em W'P(RY). Usando as hipéteses (Hy) — (H;),

obtemos

H(s) < |s|P + Cls|"™ (4.21)

e pela imersao de Sobolev [on H(f(v,)) do = [on H(u,) dz é limitada. Aqui estamos
supondo que a condigdo (b) do Teorema 4.1 vale. Logo, usando (4.15) obtemos (4.14).

Assim, (v,) ¢ limitada em W1P(R"Y) e isto conclui a prova. ]

Desde que I possui a geometria do Passo da Montanha, sabemos (veja, por exemplo, [28]

e [40]) que existe uma seqiiéncia de Cerami para I no nivel

¢ = inf max I(7(t)) > 0,

onde I' foi definido em (4.13). Pelo Lema 4.9, a seqiiéncia (v,,) é limitada. Logo, podemos
assumir, a menos de subseqiiéncia, que v, — v em WH(RY). Afirmamos que I'(v) = 0. Com

efeito, pelo fato de C§°(RY) ser denso em W1P(RY), basta mostrarmos que (I'(v), ) = 0
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para todo ¢ € Cg°(RY). Observe que
(I'(vn), ¥) — (I'(v), )
= / (|VvaP~*Vv, — |VoP7*Vo) Vi da
RN

F@IP2 I P s
3@(wwwwwmw umwmmwdv”wi

BEW) () )
*@(awwmwau+WWWMWW“'

(RY) para q € [1,p*)se 1l <p< Negqg>1sep=N, pelo

q
Usando que v, — v em L.

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e (Hy) — (Hy), segue que

(I'(vy), 0y — (I'(v),¢) — 0.

Desde que I'(v,) — 0, concluimos que I'(v) = 0. Agora, mostremos que v # 0. Suponhamos,
por contradi¢do, que v = 0. Observe que a seqiiéncia (v,) é também uma seqiiéncia de
Cerami para o funcional J., definido anteriormente. De fato, usando que V(z) — Vi
quando |z| — 00, v, — 0 em L (R™) e (3) do Lema 4.2, temos
Taln) = I0) =3 [ (Vo= V@)If@)P dz =0,
P JrN
Além disso, pelos mesmos argumentos anteriores, obtemos

[ J5(vn) = I'(va) | = sup [(J(vn), u) = (I (vn), u)]

flull <1

< sw [P V= Vi)l da

flull<1

(r=1)/p
([, e - vipea)” —o
RN

quando n — 00, o0 que implica que

IN

15 () I[(1 +Hvnll1p) < 15 (vn) = I'(0a) (14 llonllip) + [ (wa)[[(1 + [[onll1p) — 0

quando n — oo. A seguir, provemos a seguinte afirmacao:

Afirmagao 1. Existem a > 0, R > 0 e (y,) em RY tais que

lim |vn|? dz > a.
"% J Br(yn)
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Verificagao da Afirmacao 1. Suponhamos que a afirmacao nao seja verdadeira. Portanto,
vale que

lim sup / |va|P dz =0 paratodo R > 0.
Br(y)

n—00 yeRN

Pelo Lema 1.1 em [54], temos que v,, — 0 em L9(RY) para qualquer ¢ € (p,p*) se 1 <p < N
eq>psep=N. Usando (Hy) — (Hy), para cada € > 0 existe C. > 0 tal que para todo
seR

h(f())f(s) < el f(s)[" + Cel f(s)H.

Desta estimativa e usando (3) e (5) do Lema 4.2, para v € W?(RY), obtemos
/ WF)f(v) dz < (—:/ of? dx+C€/ W+ da (4.22)
RN RN RN
/ h(f(v))f(v)dz < e/ [v|P dm—l—C’€/ | HD/2 4, (4.23)
RN RN RN

Usamos a desigualdade (4.22) quando 6 = 2p e (4.23) quando 6 > 2p. Vamos considerar
somente o caso > 2p, pois o tratamento para o outro é similar. Por (6) do Lema 4.2 e

(4.23), vemos que para todo € > 0

lim h(f(v.))f (v )v, dz < lim h(f(va))f(v,) dz

n—oo JpN n—oo [pN
< lim (6/ v [P dx+C’€/ |v,,| (D)2 dx)
n—oo RN RN
< e lim |v,|P dz

n—oo JpN

pois (r+1)/2 € (p,p*)se 1l <p < N ou (r+1)/2 > pse p= N. Entao, obtemos que
lim h(f(vn))f(v,) dz =0 e lim h(f(vn))f (vn)v, doz = 0. (4.24)

n—oo JpN n—oo [pN

Desde que (I'(v,,),v,) — 0, segue que
/ Vv, [P dz —i—/ V(@) f ()P 2 f (vp) f'(vp) vy, do — 0.
RN RN
Usando novamente (6) do Lema 4.2, obtemos
/ |Vu,|? dx—l—/ V(z)|f(v,)|P dz — 0.
RN RN

Pelo primeiro limite em (4.24) e (H;), concluimos que lim, .o [on H(f(v,)) dz = 0. Isto

implica que I(v,) — 0 o que contradiz o fato que I(v,) — ¢ > 0. Portanto, a afirmacao esta
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provada.

Agora, seja v,, definida por v,(z) = v,(x + y,). Como (v,) é uma seqiiéncia de Cerami
para J,, nao é dificil ver que v,, é também uma seqiiéncia de Cerami para .J,. Procedendo
como no caso de (v,), a menos de subseqiiéncia, obtemos v,, — v com J. (v) = 0. Como

U, — v em LP(Bpg), pela Afirmagao 1 concluimos que
/ [0]P dx = lim / 0,7 dz = lim |un|? dz > «
Br "7 JBr "7 J Br(yn)
mostrando que v # 0. Por (6) do Lema 4.2, para todo n obtemos
F2(0n) = (@) ' (0n)0n > 0
0 que mostra que
|f@a) P = [ F(@)[P2f (@) ' (T0) 00 > 0.
Além disso, da condigao (Hz), concluimos para todo n que
1 - e - 1 - ~ ~
];h(f(vn))f’(vn)vn —H(f(vn)) 2 Q—ph(f(vn))f(vn) — H(f(vn)) = 0.

Assim, usando o Lema de Fatou e desde que (v,,) é uma seqiiéncia de Cerami para J,,
obtemos

¢ =l [Tl - ()5

— limsup> / V[ = L@ @) @7 deo

n—oo P

s [ (@)@ - H(G)] do
1

p /RN Vo [LF@) = If @2 (@) f'(0)7] da

v

+ [ Brons @ - 1)) ao

p
= Joo(0) = ~(J5 (1), ) = oo (V).

1
p
Portanto v # 0 é um ponto critico de J,, satisfazendo J.(v) < ¢. Dai, deduzimos que o

nivel de energia minima m,, para J,, satisfaz ms < ¢. Denotemos por w uma solugao de

energia minima da equacdo —A,v = g (v) (a existéncia desta solucao é assegurada pela
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Observagao 4.8). Aplicando o Teorema 4.5 para o funcional J.,, podemos encontrar um
caminho v € C([0, 1], WHP(RY)) tal que v(0) = 0, Joo(v(1)) < 0, w € 4([0,1]) e

max S (1(1)) = Joe ().

Podemos supor que V' # V, em (V5), caso contrario, nao haveria nada a provar. Assim

(1) < Joo(r(2)), V€ (0,1]
e isto implica que

< = w) = <
¢ < max [ (v(1)) < max Joo(Y(1)) = Joo(w) = mos < ¢

o que é uma contradi¢ao. Portanto, v é um ponto critico nao-trivial de I. Logo, para todo
w € WIP(RY),

/RN |VolP~2VoVw dz + /RN V()| f) P2 f (o) f (v)w dz

(4.25)
=1éwufw»f@numa

Tomando w = —v~, obtemos

-2 [f @2 f () (=v7)
/RN\W | dx+/RN V@ T et &

— [ b ey det [ ) ) e) do =0,
{v20}

{v<0}

Desde que f(v)(—v~) > 0, concluimos que

e VWP () |
fo w0 e 4=

mostrando que v~ = 0 quase sempre em RN e, portanto, v = vt > 0.

4.3.3 Decaimento a zero no infinito

Vamos assumir que 1 < p < N. Para cada k > 0, definamos

v ose v<k
Vi —
k se v>k,
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G ="y e wp =0l !

com (3 > 1 a ser determinado mais adiante. Tomando 95 como uma funcao teste em (4.25)

e usando que

e a condicao (V), obtemos
/ ROV da 4 p(5 - 1) / P Ve da
RN RN
<C f( ) f (v )vvk(ﬂ Yz,

Em virtude da segunda parcela no lado esquerdo da desigualdade anterior ser nao-negativa

e usando (5) e (6) do Lema 4.2 temos que

/ Uz(ﬁ—l)|vv|p dr < C/ (rHD/2,, P ) do = C/ = Pwy dx (4.26)
RN RY

RN
em que 7 = (r 4+ 1)/2. Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg e (4.26), obtemos

*

. p/p
(/ wy, dx) < Cl/ |Vwg|P dz
RN RN

< Cg/ LT dz 4+ Cy(8 — 1)”/ A A VI L
RN RN
< [ OVl da
RN
< C5ﬁp/ v Pl da,
RN

onde usamos que vy < v, 1 < P e (f— 1) < fP. Em vista da desigualdade de Hélder,

obtemos

. p/p* . (T—p)/p* (p*—7+p)/p*
( / wy, dx) < pBPCy ( / vP dx) ( / wy? /(" =) dx) .
RN RN RN

Desde que |wy| < |v]?, pela continuidade da imersao W1P(RY) — LP"(RY), obtemos

f—1p* " P T—p Bpp* /(p*—7+p) vy
lov, P dx < B°Cs]|v|l1, v dz
RN RN

Escolhendo 8 =1+ (p* —7)/p temos Bpp*/(p* — T+ p) = p*. Assim,

([, 1o
]RN

p/p
iy dx) < FCololTP o,
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em que o = pp*/(p* — 7+ p). Pelo Lema de Fatou, segue que
[vllgps < (B°Collol™?) "7 0| g (4.27)

Para cada m = 0,1,2,.... , definamos [, 10" = p*f3,, com (B, = (. Usando o argumento

anterior para (31, por (4.27) temos

lallgp < (BFCollulliz?) P lull gy
< (BYClull )7 (8 Collull ) 77 |

< (CollullT,7) /PP (B) R (B) P [ e
Observando que (3,, = X", em que x = p*/a*, por iteragdo obtemos

[ullgpe < (Col|ull7) /P T X GUE T X! \1/8 e i

Como y >1e

1 — 1
lim — X = =,
m—oo pf3 z_; pr-r

podemos tomar o limite quando m — oo para concluir que v € L®(RY) e

[0]|oo < Cyllw]| 7PV ® D,

No caso p = N, usando o Teorema 1 em [71], podemos concluir que v é localmente limitada
em RY. Assim, se 1 < p < N ou p = N, como uma conseqiiéncia de um resultado devido
a Tolksdorff [77], obtemos que v € C.*(RY), a € (0,1). Além disso, por uma desigualdade

do tipo Harnack (veja [79, Teorema 1]) e uma argumento de conexidade, devemos ter v > 0

em RV,

A seguir, para 1 < p < N, provemos que v(z) — 0 quando |x| — oo. Desde que

v € L>®(RY), usando (1)), propriedade (6) do Lema 4.2 e (4.25), podemos concluir que
/ |VoP2VuVey do < C / v dr
RN RN
para todo ¢ € C(RY), ¢ > 0. Logo, pelo Teorema 1.3 em [79], temos para qualquer
x € RY,

sup v(y) < Cl|v| Lo (Bo(a))-
yEB1(x)
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Em particular, v(z) < C||v||1r(B,(2)) € desde que
||U||LP(BQ(3;)) — 0 quando |z| — oo

concluimos que v(z) — 0 quando |x| — oco. Do item (1) da Proposigao 4.3, obtemos que

u = f(v) é uma solucdo fraca positiva de (4.1) em CL%(RN) e como u = f(v) < v, segue que
u(z) - 0 quando |z| — oo.

A prova do Teorema 4.1 estd agora completa.
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CAPITULO 5

Multiplicidade de solucoes para uma
equacao quase-linear com termos

concavos e convexos em R

Este capitulo trata uma equagao do tipo (4.1) no caso unidimensional e quando a nao-
linearidade h(s) possui termos concavos e convexos. Mais precisamente, consideramos o

seguinte problema:
Lyu = Nu|"?u + plulu, u€ WP(R) (5.1)

em que
Ly = (720 + V (@)l = (2 P22
MpeR 1<p<oo, 1 <qg<per>2p Aqui, requeremos que o potencial V' : R — R seja

localmente limitado, nao-negativo e cumpra as seguintes condicoes:

1
(Uy) Para algum 0 < Ry < 2 V(x) > a > 0 para todo = € R tal que |z| > Ry;
p

(Us) / V(z) VP Vdz < 0.
|z[>Ro

Aqui, trabalhamos com o seguinte espago de fungoes:
X = {u € W'P(R) : / V(x)|ulf de < oo}
R
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o qual é um espaco de Banach separdvel e reflexivo quando munido da norma

||u|]p:/]u’|p da:+/V(:B)|u|p dz.
R R

Note que (5.1) é a equacao de Euler-Lagrange associada ao funcional
1 or—1 A
Fau(uw) = ~full” + — [ [']P|ul” dz — _/ [ul” dz — H/ ul" dz.
p p Jr qJr T Jr

Pelo resultado de imersao que obtemos mais adiante, veja Proposicao 5.2, o funcional F ,
esta bem definido sobre o espaco de Banach X e, com isso, estudamos a existéncia de solucoes
de (5.1) como sendo os pontos criticos do funcional F, ,. Nosso principal resultado neste

capitulo é enunciado como segue:

Teorema 5.1. Sob as hipdteses (Uy) — (Us) e supondo 1 < p < oo, 1 < qg<per > 2p,

temos que

(a) para cada p > 0, A € R, a equagao (5.1) tem uma seqiiéncia de solugoes (uy) tal que

Fu(ug) — 0o quando k — oo.

(b) para cada N\ > 0, p € R, a equacdo (5.1) tem uma seqiiéncia de solugoes (vg) tal que
Fru(vr) <0 e Fypu(vr) — 0 quando k — oo;

Depois dos resultados bem conhecidos de Ambrosetti-Brezis-Cerami [6], problemas
envolvendo equagoes elipticas com nao-linearidades do tipo concava e convexa tém sido
estudados por varios autores, veja, por exemplo [4], [10], [22], [29] para problemas semi-
lineares e [5], [78] para problemas quase-lineares.

O estudo do problema (5.1) foi em parte motivado pelos trabalhos de Bartsch-Willem
[10], Poppenberg-Schmitt-Wang [66] e Ambrosetti-Wang [7]. Equagcoes do tipo (5.1) também
foram abordadas em [3].

As caracteristicas especiais desta classe de problemas, tratada neste capitulo, sao que
ela envolve o operador p-Laplaciano e o termo nao-linear (|(u?)'|P~2(u?)")'u, esté definida em
toda a reta real e envolve nao-linearidades do tipo concava e convexa. Aqui, adaptamos

alguns argumentos desenvolvidos por Poppenberg-Schmitt-Wang [66].
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5.1 Resultados preliminares

Aqui, estabelecemos algumas propriedades do espaco X e do funcional F, ,. Pela condicao

(U4), segue que a imersao X — WHP(R) é continua. Com efeito,

Ry
Jullf, < / '[P dx—l—/ |ul? dx—l—a‘l/ V(x)|ulP dz
R —Ro |z|>Ro

< max{1,a }Hu|? 4+ 2R ||ul|”..

p

1, » veja por exemplo Brezis [17], concluimos que

max{1,a1}\ """
|wms(—————)|wr

1— 2pR0

Desde que ||ulZ, < p||ul|

Temos o seguinte resultado de imersao:

Proposicao 5.2. Sob as hipdteses (Uy) — (Us), a imersao de X em L*(R) € continua para

1 < s < o0 e compacta para 1 < 5 < 00.

Prova. Usando a desigualdade de Holder, obtemos
1/p p/(p—1)
/ lu| dz < (/ V(z)|ulP da:) </ V(x)_l/(p_l)dx)
|z|=Ro lz|=Ro |z|>Ro
< Cllul.

Assim,

Ro
fulli = [ fuldo+ [ Julde < 2Roljul + Clul < Callull
—Ro |z|>Ro

Desde que X esta imerso continuamente em L*°(R), podemos concluir por interpolagdo que
a imersao de X em L°(R) é continua para 1 < s < oc.

Seja (u,,) uma seqiiéncia em X satisfazendo [|u,|| < C. Logo, a menos de subseqiiéncia,
U, —ug em X.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que ug = 0. Mostremos que u,, — 0 em L*(R).

Dado € > 0, para R > 0 suficientemente grande, obtemos

/(p—1)
Vie) YDy < (L)p ‘
/|x>R @) 2C
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Assim

Por outro lado, como a imersao W'?(Ip) — L'(Ip) é compacta, existe ng tal que para todo

R
/ fup|dz < .
. 2

R
[unlr = / |y, |da +/ lug|dr < e
-R |[z|>R

e isto implica que u,, — 0 em L'(R). Desta convergéncia, se 1 < s < oo obtemos

n > ng

Logo, para todo n > nyg

lunll$ = / [t " funldz < [Junll3 ]l < Cllunlly — 0 quando n — oo,
R

e, conseqiuentemente,

u, — 0 in L*(R) para 1<s<o0
e a prova esta completa. [

Lema 5.3. O functional Fy, : X — R € de classe C* em X e para u,v € X
(Ful /|u P2y 'dx+/V(:E)|u|p_2uvdx+2p_1/ lu|P|u/ [P~ u/v' da
R R
—|—2p1/ |/ |P|ulP2uv do — )\/ |u|? 2wy do — u/ lu|"uv da.
R R R

Prova. Serd suficiente mostrar que ®(u) = [, [v/|P|ul? dz é de classe C' em X, pois, para

as outras parcelas, a prova é padrao.

Existéncia da derivada de Gateaux: Sejam u,v € X e 0 #t € R. Temos que

O(u+ tv) —
t

0] 1
W 3 [ P ol = )+ (0P = )Pl (52
R

Agora, para x € Re 0 < |t| < 1, pelo Teorema do Valor Médio, existem A, 6 € (0,1) tais que

[lu(z) + to(@)|P — |u(z)]"|

iz

= plu(x) + Ato(@)[" fv(z)]
< p(lu@)] + o))" o()
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[/ (2) + t'(2)[” = |u'(2) ]
ia

= plu/(z) + 0t ()P~ v/ (2)]
< p(l @)+ o' (@) [V (2)].

Como (Ju] + [o])"" [ul, [ul? € L=(R) e (Ju/| +['|)?, (Jo'| + ['|)'~" ['| € L}(R), segue de (5.2)

e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que
/ lulP|u/ [P~ %'y d —i—p/ '[P |u|P~uv da.

Continuidade da derivada de Gateaux: Escolhamos uma seqiiéncia u, — u em X e

v € X com ||v|| < 1. Pela desigualdade de Holder, temos
(¥ (un), v) = (P (u),v)] < p/ ot P, [P0, — [l [P0 | [ e
R

4 [ Pl Plapul olda
R

PN
< o ([ Pl = b2 )
R
PN
+pC (/ ‘|u;|p|un|p_2un — |u'|p|u|p_2u}p P dx) .
R

Em virtude do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, o lado direito tende a zero

a 0 uniformemente para ||v|| < 1. Logo, ® : X — X ¢ continua. [

Consideremos a condicao abaixo:

(A1) O grupo compacto G age isometricamente sobre o espago de Banach X = EB] 0 Xj, 08
espagos X; sao invariantes e existe um espago de dimensao finita V' tal que, para cada
J €N, X; ¥V eaacao de G sobre V é admissivel, isto ¢, toda aplicagao continua
equivariante U — V*~1 onde U ¢é uma vizinhanca aberta limitada equivariante de 0

em V¥ k> 2 tem um zero.

De agora em diante, usaremos as seguintes notagoes:

k 0o
r=DX 4 =DX;
=0 =k

Para provar o item (a) do Teorema 5.1, usaremos o Teorema da Fonte de T. Bartsch [10]

como dado em [80, Teorema 3.6]:
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Lema 5.4 (Teorema da Fonte). Sob a hipdtese (Ay), seja I € CHX,R) um funcional

mvariante. Se, para cada k € N, existem pr, > 1 > 0 tais que

(Ag) ap = max I(u) <0;
u€ Y, l|lull=pr

(A3) by = min  I(u) — 00,k — 00;
UEZp,||ull=r
(Ay4) I satisfaz a condigao (PS). para cada ¢ > 0,

entao I tem uma seqiiéncia nao-limitada de valores criticos.

Para o item (b), aplicaremos uma versao dual do Teorema da Fonte, veja [10, Teorema

2] ou [80, teorema 3.18].

Lema 5.5 (Teorema da Fonte Dual). Sob a hipdtese (Ay), seja I € CHX,R) um

funcional invariante. Além disso, suponha que I satisfaz as sequintes condicoes
(B1) para cada k > ko, eziste R, > 0 tal que I(u) > 0 para cada w € Zy, com ||u|| = Ry;
(Bs) by = inf  I(u) — 0 quando k — oo;

uEZk,||u||§Rk

(Bs) para cada k > 1, existem i, € (0, Ry) e d, < 0 tais que I(u) < dy para cada u € Y,

com ||u|| = rg;

(By) toda segqiiéncia (u,) C Y, com I(u,) < 0 limitada e (I|y,) (u,) — 0 quando n — oo

tem uma subseqiéncia que converge a um ponto critico de I.
Entao, para cada k > ko, I tem um valor critico ¢ € [bg,dx] e ¢ — 0 quando k — oo.

Observe que (Bs3) e (Bs) implicam que b < dj, < 0.

5.2 A condicao de Palais-Samale

Inicialmente, provemos que as seqiiéncias de Palais-Smale do funcional F) , sao limitadas.

Lema 5.6. Qualquer segiiéncia (PS). em X, isto €, satisfazendo F ,(u,) — ¢ e Fy ,(un) —

0 € limitada.
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Prova. Temos, para n grande, que
1 /
Fou(tn) = —(F i (tn), un) < J[tnl| + ¢+ 1.

Por outro lado,

1 1 1 (1 2
Fapln) = 1 F ) = (5= lwlr 427 (5= 2) [l ds

p T p
1 1
+A (— - —) / |un|? de.

r o4/ Jr
Logo,

1 1 » ;

[tnl| +c+ 12> = == ) [[un[]” = Cllunll?,

p T

e isto mostra que (u,) é limitada, pois r > 2p e p > q. [ ]

Lema 5.7. O funcional F\ , satisfaz a condigao (PS). para todo ¢ € R.

Prova. Seja (u,) em X satisfazendo Fy ,(un) — c e F} ,(u,) — 0. Mostraremos que (uy)
tem uma subseqiiéncia convergente. Pelo Lema 5.6, (u,) é limitada. Assim, passando a uma
subseqiiéncia se necessario, u, — u em X e usando a Proposigdo 5.2, u, — u em LI(R) e

em L°(R). Portanto, a desigualdade de Holder implica que
/ U |9 2t (1, — u) dz — 0 e / [, " (U, — u) do — 0 quando n — oco.  (5.3)
R R
Temos que
on(1) =(F (un), tn — u) + )\/ | |9 20, (1, — u)da
R
+ u/ |t | 2, (1, — u)da
R
_ / W P2 (), — o) da + / V(@) [t (1 — )l
R R
w27l =)o [ P2~ s
R R

e desde que [, |[u/|P7%u/ (u), — w')dz = o0,(1) e [p V(@)|ulP*u(u, — u)dz = 0,(1) quando
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n — oo, a igualdade anterior pode ser reescrita como segue
on(1) = [ (i 2u, = P2 o, —
R

+ /]R V(@) (|tn Py — |ulP~2u) (uy — u)dz

R
127 | [l = e [ Pl - e

-  Jll>R )
h ¥
B R
Lop-1 /R |, P g [P~ (u, — uw)d +/ . ! P [P~ 2t (10 — U)dxl ,
I3 T

Como |ul?, |v'|P € L*(R), dado € > 0, existe R > 0 tal que

/ lulP de < €’ e / [W'|P dz < €P. (5.4)
|z|>R |z|>R

Pela convergéncia
/ lulP|o' [P~ (u], — v') dz — 0 quando n — oo,
R
obtemos

R
I = / (P [P~ 2y, — [Pl [P~20) (uf, — w')d + 0, (1)
-R

R
- u/° (TP — ul?) P20 (o, — o)
—R

R
+/'mww%W%4—mvﬂwm4—wa+%uy
—R

Usando a desigualdade
Cplx —yl?, se p=2
(P22 — |y[PPy, 2 —y) > |z — y[? (5.5)
P T SC l<p<?2
(I + ly])

em que z,y € RY C, > 0 e (-,-) é o produto interno padrao em R" (veja Simon [72]), a
segunda parcela em [; é nao-negativa e aplicando o teorema do Valor Médio ao integrando

da primeira integral, obtemos
R
I > / |§n|p72£n(un - u)|ul|p72u/(u; - u/)dx + On(l)a
-R
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em que

min{u,, u} <&, < max{u,,u}.

Note que para todo n e para algum C' > 0, |¢,| < C' quase sempre em R desde que (u,) é
limitada em L*(R). Observe que

R
‘ / |§n|p_2§n(un - U)|7~L/|p_2ul(u:1 - u')dx
—-R

R
S e R A
R
R
< Ollun — ul|poe(rp) / Ju/ [P~ !, — o/ |da

-R

R »-1)/p R 1/p
< C'||un — UHLOO([R) (/ |u’|p dq;) (/ |u’n — u’|P dl’)
-R -R

< Cllun — ul[zeo(rz) — 0 quando n — oo,

pelo fato da imersao WHP(R) — L>(Iy) ser compacta. Logo, I} > 0,(1). Em seguida, nosso
objetivo é estimar a integral 5. Temos que
I :/ |ty |P|ul, |P de —/ |, [P0l [P~ 20l da > —/ | |P |0l [P0l da.
lz|>R |z|>R lz|>R

Por (5.4), podemos concluir que

(p—1)/p 1/p
/ |un!p|u;\p72u;u/dx < ug||? (/ |l |P dx) (/ /P dx) < (.
lz[>R |z]>R |z|>R

Portanto, I, > —C'e. Para a integral I3, temos

R
15| < /R [ Pl = uldz < flun = | ooy | |

< Cllup — ullpee(zz) — 0 quando n — oo.
Escrevendo a integral I, da seguinte maneira,

I, = / |up |P|w, |P da —/ |u;|p|un|p_2unu dz,
|z|>R lz|>R

analogamente a Iy, podemos concluir que I, > —C'¢, onde € > 0 foi fixado anteriormente.

Resumindo, obtemos

Ceton(t) = [ (P2, — ), — f)da
R
[ V@l =l 0) i — w0
R
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e pela desigualdade (5.5), segue que
/ lul, — u'|P dm+/V(x)|un —ulP dz, se p>2
R R

|u/ _ul|2 / |un—u|2
n de+ [ V(z)——2—c—dz, se 1<p<2.
/R (Jun| + [u'])*=P R (lun] + |ul)>—?

2°Che + 0,(1) >

Assim, se p > 2 deduzimos que |lu, — u|” — 0 quando n — oo pois € > 0 foi arbitrério.

Portanto, u, — u em X. Se 1 < p < 2, também temos que
2

P _ 2
lim =0T 0 e tim V()=

——  dx =0. 56
S el + Tl YO e e (5:6)

Usando a desigualdade de Holder e a limitacao de (u,), obtemos

!, — u1‘2 p/2 (2-p)/2
lu, — /P dz < n dx (Jul,| + |u')Pdx
R R (|| + [u/])2P R

’u/ _u/|2 p/2
< C(/ 0 ,|"+| ,|)2_pdx) — 0 quando n — oo.
R U u

Um argumento similar ao usado no segundo limite em (5.6) fornece

/ V(z)|u, — ulf de — 0.
R

Logo, ||un, — ul|P — 0 e a prova esta completa.

5.3 Prova do Teorema 5.1

Agora, estamos prontos para provar o resultado principal deste capitulo. Comecemos pelo
item (a). Vamos nos certificar que no Lema 5.4, as condigdes (A1) — (A4) sao vélidas. Desde
que X é um espago de Banach separdvel e reflexivo, fixemos uma base de Schauder (e;)22,

para X. Logo, X = @;’io X, em que X; = Re; e, sobre X, consideremos a acao antipoda

de Zs a qual verifica a condi¢ao (A;). Defina

el

Br = sup :
wezpvjor |lull

Por um argumento andlogo como em [80, Lema 3.8], temos que 3y — 0 quando k — oc.
Sobre Z;., obtemos
A

1 Al p 1 f
Fru(w) = =[lullP = —=lull§ = = llull; = —llul]” = =—Cllu]|* = =G [ull".
n o o lg = lulle = Sl = “=Cllell” = 5l
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Desde que ¢ < p, temos
A 1
—Cllull” < o Jlull?
q p

para ||u|| > R, R > 0 grande. Logo, para ||u|| > R, obtemos
1 e i
Faulu) = 2—p||U||” = Billull”

Escolhendo 7y, := (uﬁ;;)l/“"”, segue que r, — oo. Assim, existe kg tal que r, > R para todo

k > ky. Logo, se u € Z, e ||ul]| = rx com k > kg, obtemos

1 1

Faulu) > (2—p - ;) () ")

e, desde que B, — 0 quando k — oo, a relacao (As) estd provada. O funcional F,, é par e

satisfaz

1 or—1 A 1
Faplu) < —|lullP + —Clul|2||uw||? — = ||u|| — =||ul|,
wlw) < el + —=Clufslel” = Zlulg = Tl

T

1 o1 A T,
<l + =—Cllull® = = ullf — = [[ul);
p p q r

1 2v~1 A W
<l + =—Cllul|* = =Clul|* = =Cu]
p p q r

pois, em espacos de dimensao finita Y}, todas as normas sao equivalentes. Como r > 2p, a
relacdo (Ay) é satisfeita para cada py > rp > 0 suficientemente grande.

A condigao (Ay4) vale pelo Lema 5.7. E suficiente entfio usar o Teorema da Fonte e o ftem
(a) estd provado. Na seqiiéncia, provemos (b). A fim de verificarmos (B;) do Lema 5.5,
seja
lullg

wezfoy llull

aki

Segue, facilmente da Proposi¢ao 5.2, que o — 0 quando k — oco. Para u € Zj, obtemos

1 A |1l .
Faulw) 2 Slull” = —aflull” = Z=Clu]"

Desde que r > p, temos

|1 ro L
Cllull” < o=l
r P

para ||u|| < R, R > 0 pequeno. Logo,

1 A
Faulu) = 2—p\|U||p - EaiHUHq-
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ool \ VP9
Pondo R, = ( L ak) , obtemos
q

1 A

Claramente R — 0, de modo que existe kg com R, < R quando k > ky. Assim, se
u € Zy, k > ko e satisfaz ||ul| = Ry, temos
1

A
ol = —aiflul| =

fk,u(u) >

Isto prova (Bp). Em seguida, (B2) é obtida imediatamente do fato que R, — 0. Para
checarmos (Bj3), sabemos que, sobre o espago de dimensao finita Y}, todas as normas sao

equivalentes. Conseqlientemente,
1 A I .
Foaulu) < ];IIUII” +Cllu™ ~ ECHUH" = Ol

Como ¢ < p < r, tomando ry, suficientemente pequeno, (Bs) é valida. Este é precisamente o
ponto onde entra que A > 0. Finalmente, a condi¢ao (B,) é provada de maneira analoga ao

Lema 5.7. u

Para finalizarmos, vamos fazer algumas observacoes sobre o comportamento das solugoes

com respeito aos parametros A e .

Observacao 5.8. (a) Para A € R e pu < 0, nao existe solugao com energia positiva. Além
disso,

inf {||ul| : v soluciona (5.1), Fy,(u) >0} — oo quando p— 0F.

(b) Para p € R e A <0, nao existe solugao com energia negativa. Além disso,
sup {|lull : w soluciona (5.1), Fyu(u) <0} — 0 quando A — 0.

Prova de (a): Sejam A, i € R. Desde que F} ,(u) = 0, obtemos

Alull2 = —pullull; + [lull? +2° / Pl de.

Se Fyp(u) > 0, temos

1 1 1 1 1 1
G2 et (5= 3 ) b+ (o - 2) [P ao o
P g q T 2p q) Jr
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Como 1 < g < per > 2p, vemos imediatamente que para u < 0, somente u = 0 é uma

solugao com energia nao-negativa. Agora, se ;> 0, entao existem constantes ci,co > 0

verificando
—a[ul]?” + pea|lul|” = 0.
Logo,
|ul|"™ > p ey /e; — +o0  quando  p— 07,
e o resultado segue. -

Prova de (b): Fixemos A, i1 € R. Analogamente, de ) ,(u) = 0 obtemos

pllully = =Allellg + [l + QP/ Jul?lu[” da.
R

Logo, se Fy ,(u) < 0 temos

1 1 1 1 1 1
oDV A (=Y e (221 / Pl |? da < 0.
p T roq 1 20 1) Jr

Isto implica que para A < 0, somente v = 0 é uma solu¢ao com energia nao-positiva. Para

A > 0, existem constantes cz, cy > 0 tais que
cslull” = Acaful[* < 0.

Assim,

|lul|’~? < Aey/es — 0 quando X — OF.
|

Observacao 5.9. Para A > 0 pequeno, € facil ver que o funcional F , possui a geometria do
Passo da Montanha. Logo, pelo Teorema do Passo da Montanha (veja [80], Teorema 2.10),
a equagao (5.1) tem uma solugdo do tipo passo da montanha. Esta solugcdo € nao-negativa.

De fato, € suficiente trabalharmos com o funcional

1 or—1 A
Inu(u) = —[lu]” + —— | [ Pluf” do — _/<“+)q de — & /(W)’" dz
p p Jr q Jr T Jr
e como (J) ,(u),v) =0 para todo v € X, pondo v =u~, obtemos u~ = 0. Logo, u =u* > 0.
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