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Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo sistematico da funcao H de Fox e aplicagoes
no calculo fracionario. Inicialmente ¢é feito um estudo da fungao hipergeométrica e suas
possiveis generalizacoes, logo em seguida é definida a integral de Mellin-Barnes e a funcao
GG de Meijer, em conjunto com suas propriedades e seus casos particulares. Depois é defi-
nida a funcao H de Fox, objetivo principal do trabalho, e seu atual campo de aplicagao,
que ¢ o calculo fraciondrio. Finalmente, apresentam-se as aplicagoes envolvendo a funcao
H de Fox e o céalculo fracionario. Das trés aplicagoes, os dois primeiros resultados cor-
respondem a duas generalizagoes: uma da equacao do telégrafo e a outra da equacao de
Schrodinger. Enfim, é discutida uma generalizacao da equacao de onda-difusao no caso
em que as condigoes iniciais sao periddicas.

Palavras chaves: Funcao H de Fox, cédlculo fracionério, equacao do telégrafo, equacao

de Schrodinger, equacao de onda-difusao.
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Abstract

This work presents a systematic study of the Fox H function and its possible applications
in fractional calculus. It begins with a study about the hypergeometric function and its
possible generalizations; after that, the Mellin-Barnes integral and the Meijer G function are
defined and their properties and particular cases are presented. The Fox H function is then
defined and its current field of application, fractional calculus, is discussed. In the sequence
some applications involving the Fox H function and fractional calculus are presented, which
constitute its main results; the two first results involve the telegraph equation and the
Schrodinger equation in their generalized sense. Finally, one discusses a generalization of
the wave-diffusion equation in the case in which the initial conditions are periodic.

Keywords: Fox H function, fractional calculus, telegraph equation, Schrodinger equation,

wave-difusion equation.
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Introducao

A busca por uma descrigao e compreensao mais apurada de problemas fisicos, bioldgicos
e que aparecem na engenharia, tem feito diversos pesquisadores utilizarem ferramentas ma-
tematicas mais sofisticadas. O uso de tais ferramentas pode ser justificado pelo grau de
complexidade que cada problema envolve. Uma das alternativas que apresenta um grande
crescimento é o calculo diferencial e integral de ordem arbitraria, popularmente conhecido

pelo nome de célculo fraciondrio [32, 115].

O célculo fracionario esta relacionado com derivadas e integrais de ordem arbitraria.
Estas integrais e derivadas vém sendo introduzidas ao longo do tempo através de diversas
definic¢oes, o que, em principio, dificulta uma abordagem geral. Entretanto, dentre as varias
definigoes que aparecem, podemos citar como principais, a derivada (e integral) de Riemann-

Liouville, a derivada de Caputo, a derivada de Griinvald-Letnikov e a derivada de Riesz.

A utilizacao desta teoria faz com que muitas outras definicoes e ferramentas matematicas
aparecam conforme o calculo fraciondrio vem evoluindo e sendo aplicado. Dentre estas
ferramentas, citamos aqui o nosso objeto de estudo, as fungoes H de Fox [79], que emergem

com bastante frequéncia na solugao de problemas advindos do calculo fracionario.

Além do mais, uma outra importante justificativa para o seu estudo sao as suas proprie-
dades e seus casos particulares. Dentre os casos particulares podemos citar a funcao G de
Meijer e a funcao de Mittag-Leffler, visto que a primeira engloba todas as classicas funcoes
especias e a segunda aparece como solucao de importantes problemas envolvendo o célculo

fracionario.

Assim, o principal objetivo do nosso trabalho é investigar e utilizar as fungoes H de

Fox, de forma que possamos ter uma melhor compreensao de problemas advindos do célculo
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fraciondrio®. Por outro lado, podemos dizer que a prépria funcao H de Fox desperta bastante
interesse, pois se trata da forma mais geral de generalizar a funcao hipergeométrica, em

particular, aquela com uma variavel independente.

A seguir, vamos, de maneira resumida, apresentar como o trabalho estd dividido. O
Capitulo 1 traz uma breve introducao sobre a funcao hipergeométrica. Neste, apresentamos
a definicao da classica funcao hipergeométrica e da respectiva equacao diferencial por ela sa-
tisfeita, a conhecida equacao hipergeométrica. Apresentamos possiveis generalizagoes, men-
cionando também, os seus precursores. Enfim, salientamos o caso de nosso interesse que é a
generalizagao da fungao hipergeométrica através do aumento dos seus parametros, mantendo

o numero de variaveis independentes, isto é, uma variavel independente e n parametros.

O Capitulo 2 trata das integrais de Mellin-Barnes que ¢ a forma como vamos definir as
funcoes H de Fox. Além disso, todo estudo matematico destas fungoes é baseado no estudo
destas integrais junto aos seus respectivos contornos. O principal resultado apresentado nesse
capitulo é a analise da convergéncia destas integrais para cada contorno discutido. Justifica-
se isto pois a convergéncia destas integrais esta relacionada diretamente com a existéncia

das funcoes H de Fox.

O Capitulo 3 apresenta um estudo de um dos casos particulares da funcao H de Fox.
Esta funcao é simplesmente a funcao G' de Meijer que engloba todas as classicas fungoes es-
peciais.® Para esta funcao, definimos e apresentamos suas propriedades, e ainda mostramos
a sua equagao diferencial, que corresponde a forma mais geral de uma equacao diferencial hi-
pergeométrica. Como exemplo, é recuperada a equagao diferencial satisfeita por uma funcao
hipergeométrica confluente. Mostramos ainda que a funcao hipergeométrica generalizada e

a funcao de MacRobert sao seus casos particulares.

No Capitulo 4 apresentamos o nosso principal objeto de estudo, ou seja, a funcao H
de Fox. Sua definicao e suas propriedades sao apresentadas, bem como sua relacao com

as integrais de Mellin-Barnes. Finalizamos o capitulo discutindo os seus principais casos

2Convém ressaltar que um estudo das funcdes de Fox, em lingua portuguesa, estd sendo feito pela primeira
vez, neste trabalho, em particular o estudo da convergéncia da representacao integral, utilizando para definir

a funcao de Fox, através das integrais de Mellin-Barnes.
3Ressaltamos também, que este estudo, em lingua portuguesa, envolvendo a funcio G de Meijer, estd

sendo feito pela primeira vez, conforme nosso conhecimento.
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particulares. Dentre estes casos, apresentamos a funcao de Mittag-Leffler e a funcao de
Mainardi, a primeira aparece em muitos problemas envolvendo o célculo fracionério e a

segunda relacionada a problemas de difusao, em particular, a difusao anomala.

O Capitulo 5 apresenta o campo principal de aplicacao da funcao H de Fox, isto é, proble-
mas advindos do calculo fracionario. Neste capitulo, apds uma breve introdugao do célculo
fracionario, as defini¢oes, exemplos e propriedades das diversas maneiras de se introduzir as
derivadas de ordem nao inteiras, ou ainda, derivadas fracionarias, sao determinadas. Em par-
ticular, discutimos as derivadas de Riemann-Liouville, de Caputo, de Griinwald-Letnikov, de
Weyl e de Riesz. Cabe ainda destacarmos, dentre estas definicoes, as derivadas de Riemann-
Liouville, a mais difundida, e de Caputo, a mais conveniente para problemas envolvendo
condicoes iniciais, bem como a relagao entre elas. FEstas derivadas, em particular as de

Griinwald-Letnikov, vém sendo utilizadas em diversas aplicacoes advindas da engenharia.

No Capitulo 6 apresentamos algumas aplicacoes envolvendo o calculo fracionario e as
funcoes de Mittag-Leffler e H de Fox. Em particular, comegamos por apresentar uma ge-
neralizacao da classica equagao do telégrafo cuja discussao é feita por meio da metodologia
da transformada integral, especificamente, usamos a transformada de Laplace na variavel
temporal enquanto que na variavel espacial, a transformada de Fourier. Apresentamos a

solugao em termos da funcao H de Fox e discutimos casos particulares dos parametros.

A equacao de Schrodinger fracionaria é discutida através da derivada de Riesz, na variavel
espacial. Aqui também apresentamos a solucao em termos da funcao H de Fox e discutimos
particulares casos dos parametros. Enfim, discutimos uma equacao diferencial fraciondria
com condigoes peridédicas onde a solucao é apresentada em termos da funcao de Mittag-
Leffler, que corresponde a um caso particular da funcao H de Fox. Aqui, neste caso, utiliza-
mos a derivada no sentido de Caputo associada a parte temporal enquanto que a derivada
de Riesz na variavel espacial. Ressaltamos, enfim, que esta equacao diferencial contempla,
conforme os parametros, tanto a equacao de onda, quanto a equacao de difusao. Recupe-
ramos alguns resultados recentes e também apresentamos os graficos destes resultados para

uma condicao inicial periddica, em particular.

Concluindo o trabalho, apresentamos os apéndices A e B, onde no primeiro é discutido um
breve resumo sobre a fung¢ao gama, suas propriedades e a sua expansao assintética, enquanto

que no segundo, efetuamos os calculos especificos de algumas integrais que aparecem no
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decorrer do trabalho. Ressaltamos, que estes resultados se constituem de grande importancia
para este trabalho, em particular, o primeiro apéndice, pois as expansoes das fungoes gama

formam a base para andlise da convergéncia das integrais de Mellin-Barnes.



CapiTULO 1

Funcao hipergeométrica

A classica funcao hipergeométrica, também conhecida como funcao hipergeométrica de
Gauss, é solucao de uma equacao diferencial ordinaria que apresenta trés pontos singulares
regulares, incluindo um ponto no infinito, a chamada equacao hipergeométrica, ou ainda
equacao de Gauss. A confluéncia de duas destas singularidades nos conduz a equagao hi-
pergeométrica confluente, que apresenta dois pontos singulares, um deles irregular. Casos
particulares da fungao hipergeométrica sao, por exemplo, as funcoes de Legendre e de Gegen-
bauer, dentre outras; enquanto que as fungoes de Bessel e de Laguerre sao casos particulares
da func¢ao hipergeométrica confluente.

Neste capitulo, apés uma breve revisao do simbolo de Pochhammer, conveniente para a
simplificacao de resultados associados ao fatorial e a funcao gama, introduzimos a funcao
hipergeométrica como sendo uma solucao da equagao hipergeométrica. Através de um con-
veniente processo de limite, recuperamos a funcao hipergeométrica confluente, bem como
citamos alguns de seus casos particulares. Concluimos o capitulo mencionando possiveis
generalizagoes da funcao hipergeométrica, destacando aquela que permite o aumento do
nimero de parametros porém mantida apenas uma variavel independente, isto é, o estudo

das chamadas fungoes H de Fox, objetivo do Capitulo 4.

1.1 Simbolo de Pochhammer

O chamado simbolo de Pochhammer, denotado por («),, foi originalmente introduzido com
o intuito de simplificar a notagao, em particular, envolvendo produtos ditos ascendentes, ou

seja, em termos de fungoes gama ou, em certos casos, através do fatorial.

5



6 Funcao hipergeométrica

Definicao (Pochhammer):

Sejam o ¢ 0,—1,—2,—3,... e o produto
ala+1)(@+2) - (a+n—1) = (a),

com n = 0,1,2,... Definimos o simbolo de Pochhammer através do seguinte quociente
envolvendo duas fungoes gama (Apéndice A)
['(a+n)
(@) = —=—~—
I'(a)
No caso particular em que oo = m € Z7 podemos escrever
L(m+n) (m+n—-1) m+n—1

R ) R ey Rl (R

onde (Z) ¢ o binomial. No caso em que 0 < b < a com a,b € Z7, o binomial é interpretado

como o nimero de combinacoes. Por outro lado, se escrito na forma

(:l) _ (—1)7;(!—71)771

permite apenas, formalmente, escrevermos os binomiais sem a devida interpretacao como
nimeros de combinagoes.
Ainda mais, neste caso, m e n inteiros positivos, temos
m!
m
. T(a+n) (—1) ——, paran=>m
lim ————~ = (n—m)!

am-m  I(a) 0, para n < m.

No caso em que @ - —axen — —n podemos escrever

F(—Oé—n)__a o —a e (—x — n — =(=1)" -
e = (—a+1)(—a+2)--( ) =(-1) Fl+a+n) (1+a),

A segunda igualdade desta expressao advém da relagao satisfeita pela funcao gama, i.e., para

I(1+ o) (—1)

z # inteiro, vale [9]
m

F)ra-z) = .
(2 = =) senmz
Enfim, podemos escrever

Dla+n) (=)

IN()) (1—a)_p
a qual pode ser interpretada como sendo uma continuacao analitica para valores negativos de

a e n. Outras propriedades envolvendo o simbolo de Pochhammer podem ser encontradas,

por exemplo, em [1, 30, 116].
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1.2 Funcao hipergeométrica e generalizacoes

Aqui, introduzimos o conceito de funcao hipergeométrica, também conhecida pelo nome de
funcao hipergeométrica de Gauss, como sendo uma solugao da equagao diferencial ordinaria
que apresenta trés pontos singulares regulares, incluindo um ponto no infinito, a chamada
equacao hipergeométrica. A equacao hipergeométrica é dada por:

d2

x(1— x)@y(:ﬂ) +lc—(a+b+ 1)x]%y(m) —aby(z) =0 (1.1)

e a fungao hipergeométrica, que é solugao de (1.1), tem a forma

o Fi(a,b;c;x) = Z%x”, lz| < 1. (1.2)

n=0

em que a, b e ¢ sao os parametros complexos e x € R é a variavel independente da funcao.
Se os parametros a ou b forem um inteiro negativo, —n, a série tem somente um nimero
finito de termos e desse modo, torna-se um polinomio de grau n. Note ainda que fazendo

a—1,¢c— bem (1.2), obtemos:
n=0

que ¢é a série geométrica, de onde segue-se, em analogia, o nome série hipergeométrica.
Devido ao grande sucesso da teoria da série hipergeométrica, varios matematicos desen-

volveram uma teoria correspondente em duas ou mais varidveis, como vamos ver a seguir.

1.2.1 Possiveis generalizacoes

Existem trés possiveis maneiras de se generalizar a fun¢ao hipergeométrica, a saber: a)
aumentar o numero de variaveis independentes; b) manter apenas uma varidvel indepen-
dente porém um nimero de pardmetros maior que trés e ¢) aumentar tanto o nimero de
parametros quanto o numero de variaveis independentes. Neste trabalho, a primeira e a
terceira maneiras de se generalizar a fungao hipergeométrica, apesar de serem mencionadas,
nao serao estudadas, i.e., o objetivo do trabalho reside na segunda maneira, ou seja, manter

uma variavel independente porém considerar o ntimero de parametros maior do que trés.
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1.2.2 Funcoes de Appell, Kampé de Fériet e Horn

A fim de fornecer uma generalizacao para as fungoes hipergeométricas podemos pensar em
aumentar o numero de variaveis independentes, por exemplo, como proposto por Appell e
Kampé de Fériet, no caso de duas varidveis independentes. No cléssico trabalho [2] sao
definidas quatro séries, denotadas por F, Fs, F3 e F,. Aqui, apresentamos apenas a funcao
introduzida por Appell, denotada por F}, também conhecida pelo nome de funcao de Picard,

através da série dupla

Fl(a7 bv b/;C;l',y) = Z

On

i (@)msn(0)m (D) ™y" (1.3)
— (€)man mln!

vélida para |z| < 1 e |y| < 1. Como ja mencionado, Appell introduziu outras trés fungoes,
todas com duas varidveis independentes porém com os parametros diferentes [2]. Note-se que
no caso particular em que y = 0 recuperamos exatamente a classica funcao hipergeométrica.
Em geral, as quatros fungoes de Appell sao reduzidas a uma funcao hipergeométrica do tipo
(1.2) quando y = 0.

As funcoes de Kampé de Ferriet generalizam as funcoes de Appell no sentido de que
tenhamos ainda apenas duas varidaveis independentes porém o niimero de parametros é maior
do que trés [2]. Enfim, ainda com duas varidveis independentes temos as fungoes de Horn
que compreendem tanto as fungoes de Appell quanto as func¢oes de Kampé de Ferriet como
casos particulares [74]. Convém ressaltar que Horn propds a seguinte defini¢ao geral no caso
de duas variaveis independentes, isto é, a dupla série de poténcias,

o oo
Z Z A" y"
m=0 n=0

é uma série hipergeométrica se os dois quocientes

(mm) e Ammrl_ o

Am,n

Am—i—l,n o
Am,n

sao funcoes racionais de m e n. Ainda mais, neste trabalho é discutida a convergeéncia da
respectiva série hipergeométrica bem como os sistemas de equacoes diferenciais parciais por
ela satisfeitos [30].

Como uma possivel aplicacao destas fungoes, mencionamos o estudo de regras de soma
envolvendo as fungoes de Jacobi [11] onde emerge naturalmente a chamada funcao de Picard,

ou ainda, a funcao F}j, conforme definida por Appell. Mencionamos, também, o calculo
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da funcao de Green associada a equacao diferencial parcial, relativa ao problema do piao

esfericamente simétrico [95] onde encontramos uma func¢ao de Appell do tipo Fj [10].

1.2.3 Funcoes de MacRobert, Meijer e Fox

Aqui, mencionamos apenas a chamada funcao E de MacRobert!, inicialmente proposta a
partir de uma integral multipla, cuja origem era fornecer um significado para o simbolo ,Fj,
no caso em que p > ¢ + 1 [89], isto é, uma generalizagdo no sentido de aumentar apenas
o numero de parametros, mantendo apenas uma variavel independente. Analogamente, a
funcao G de Meijer também é caracterizada pelo aumento apenas do niimero de parametros,
a qual serd apresentada no Capitulo 3, através da chamada integral de Mellin-Barnes. Além
disso, a fungao £ de MacRobert é um caso particular da funcao G' de Meijer.

A funcao hipergeométrica generalizada sera, neste trabalho, denotada por

A1, A2, ,0p - (al)n(GQ)n'”(ap)” z"
F x| = ,F,(a1,a9,...,a,b1,...,b0,; 1) = — (1.4)
P b17"' 7bq praith T p I 2 (bl)n<b2)n<bQ)n n!

sendo p parametros do tipo a (encontram-se no numerador) e ¢ parametros do tipo b
(encontram-se no denominador). Se qualquer um dos parametros a; for um nimero inteiro
negativo, a funcao se reduz a um polinomio.

Tanto a funcao de MacRobert quanto a funcao de Meijer fornecem uma possivel ge-
neralizacao da classica funcao hipergeométrica no sentido de termos apenas uma variavel
independente porém um nimero de parametros maior do que trés. A relacao entre a funcao
E de MacRobert e a fun¢ao G de Meijer pode ser encontrada na referéncia [30]. Em MacRo-
bert [90] encontramos vérias integrais envolvendo uma fungao hipergeométrica e uma funcao
de Legendre calculadas em termos da funcao E.

O objetivo principal deste trabalho reside nesta subsecao no sentido de generalizarmos
a classica fungao hipergeométrica aumentando apenas o nimero de parametros e mantendo
somente uma variavel independente. Para tal, no Capitulo 4, introduzimos as fungoes H de
Fox [59], através das integrais de Mellin-Barnes, como sendo a forma mais geral deste tipo de
generalizagao. As fungoes de Meijer representam um importante caso particular das fungoes
de Fox e serao apresentadas no Capitulo 3. Ainda sobre possiveis generalizagoes, podemos

citar a chamada fungao H de Fox generalizada, como apresentada em [129].

!Para um estudo envolvendo o bésico da funcio E de MacRobert, ver [30].
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1.2.4 Funcoes de Lauricella

Neste caso, uma possivel generalizacao envolvendo tanto o aumento do nimero de parame-
tros quanto o nimero de variaveis independentes mencionamos o classico trabalho de Lau-
ricella [81] bem como os livros de Exton [31] e Srivastava-Karlsson [131] além do manual de
férmulas de Prudnikov et al. [116] onde podem ser encontradas, além das defini¢oes, vérias
propriedade e sistemas de equagoes diferenciais satisfeitos por tais fungoes [72].

Apenas para mencionar uma generalizacao vamos, aqui, explicitar a definicao da fungao

de Lauricella®? F' [()n), através da seguinte expressao

mi My
(). . _ E : (@)t 4mp (01)my = (bn)m, T -+ -2
FD (aablw"abnvcvxl"'xn)— = - ‘ E
MM, (O F— Myle My
Note que apenas os parametros b;, com ¢ = 1,2,....n podem aumentar, enquanto que os

parametros a e c estao fixos. No caso em que n = 2 recuperamos exatamente a funcao de
Appell, Fy, conforme (1.3).

Uma particular aplicacao das fungoes de Lauricella pode ser encontrada em [27], onde a
funcao distribuicao associada a uma variavel randomica é obtida em termos de uma funcao
de Lauricella.

Concluimos este capitulo enfatizando que o objetivo principal do trabalho é o estudo das
funcoes de Meijer e Fox, sendo esta ultima a maneira mais geral de se generalizar a classica
funcao hipergeométrica no sentido de aumentar o nimero de parametros mantendo apenas
uma variavel independente.

Ressaltamos que o estudo das fungoes de Meijer e Fox requerem o uso das chamadas
integrais de Mellin-Barnes, objetivo de estudo do Capitulo 2, conforme vamos apresentar a

seguir.

2As outras funcoes discutidas no trabalho de Lauricella sdo denotadas por FXL) , F](Bn) e Fé"), conforme a

disposi¢ao dos pardmetros, em numerador e/ou numerador [81].



CAPITULO 2

As integrais de Mellin-Barnes

As integrais do tipo Mellin-Barnes sao integrais de contorno em que o integrando envolve um
quociente de produtos de fungoes gama e o contorno esta relacionado com os polos dessas
fungoes gama. Utilizando essas integrais podemos encontrar uma representacao integral para
a funcao hipergeométrica e também sua generalizagao. Para discutir a convergéncia dessas

integrais vamos utilizar a expansao assintotica do produto das fungoes gama.

2.1 Principio da dualidade

As integrais de Mellin-Barnes foram introduzidas por Salvatore Pincherle (1853-1930), em
1888 [94, 118, 119]. A partir da teoria desenvolvida, em 1910, por Mellin, elas foram usadas
por Barnes para integracao da equacao diferencial hipergeométrica generalizada.

O artigo de 1888 de Pincherle! é baseado no que ele chamou de “principio da duali-
dade”, que relaciona uma equagao diferencial com coeficientes racionais a uma equagao de
diferengas finitas (EDF) linear com coeficientes racionais. Usando este principio, no caso
em que os coeficientes sao polinomios, Pincherle mostrou que duas fungoes hipergeométricas
generalizadas propostas e investigadas, respectivamente, por Pochhammer, e por Goursat,
podem ser obtidas uma da outra.

As fungoes hipergeométricas generalizadas introduzidas por Pochhammer e Goursat, con-
sideradas por Pincherle, sao solugoes da equacao diferencial de ordem n com coeficientes
polinomiais. Pincherle considerou que a equagao diferencial ordinaria e a equagao de dife-

rencas finitas linear estao relacionadas pelo principio da dualidade, ambas com coeficientes

! Aqui apresentamos um breve resumo do principio da dualidade [118, 119].

11
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polinomiais. Em sua analise Pincherle considerou a equacao diferencial de ordem m com

coeficientes racionais,

> (ano + ame™ + apoe ™ + -+ ape P (t) =0, (2.1)
h=0
em que )" (t) corresponde a h-ésima derivada da funcdo 1(t), na qual aplicou a transformada

de Laplace. Admite-se que
lim e ") () = 0

t—o00

e denota-se,

flx) = /e_”tz/J(t)dt (2.2)

l
em que [ é uma linha que vai de 0 até 400 contornando alguns pontos singulares de (2.1).

Integrando (2.2) por partes, obtém-se a relagao,
2" f(z) = [e "™ (t)dt,
!
de onde pode-se escrever
(x+ k) flx+k) = /e‘xte_ktz/}(t)dt.
l
Com essa relagao, temos que (2.1) se transforma em uma equagao de diferengas finitas linear,
de ordem p e com coeficientes racionais de grau m,

i[a% + alk(:v + k) + (Izk(ﬂf + k’)2 + -+ amk(a: -+ kz)m]f(a: -+ k) = 0. (23)

Esta é a equagao de diferengas finitas linear relacionada com (2.1), onde f(x) é a transfor-
mada de Laplace de ¢(t), ¥(t) <> f(x).

Por outro lado, aplicando a transformada de Laplace inversa,

b(t) = - / o7 f(2)dz (2.4)

omi

onde o contorno L satisfaz a condicao,

/L o7 f(x)dz = /L TV f(3)dp = -+ = /L et f()da,

obtém-se,

YW (t)e ™ = / e (z + k)" f(z + k)dz. (2.5)

L
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Com isso, (2.3) se transforma em (2.1) e vice-versa.
Passemos para o caso particular da funcao hipergeométrica, primeiramente no sentido
de Pochhammer. Para a funcao hipergeométrica generalizada introduzida por Pochhammer,

Pincherle partiu da equagcao diferencial ordinédria (EDO) de primeira ordem,
(ago + apre™" + agae ™ + -+ + agye PP (t) +
+(ayo + ape "t 4+ ape 4+ alpefpt)lﬁ(l)(t) =0 (2.6)
a fim de relaciond-la com a EDF
(ago + aro) f(x) + [aor + ann(x + 1) f(x + 1) +
+aoz + ar2(x +2) f(x +2)] + -+ - + [aop + arp(x + p)| f(z + p) = 0. (2.7)

Neste caso Pincherle mostrou que a solugao f(x) de (2.7) é obtida da transformada de
Laplace, dependendo de p parametros, cujos logaritmos sdo pontos singulares de (2.6).
Por outro lado, para a funcao hipergeométrica generalizada, conforme introduzida por
Gousart, parte-se de uma EDF de primeira ordem,
[ago + a10z + az0a” + - -+ + amox™] f () +

+Hao +an(z+1) +an(z+ 1)+ + am(z + )™ f(z + 1) = 0, (2.8)
a fim de obter a correspondente EDO linear de ordem m, isto é,

(a0 + aoie )Y (t) + (a0 + ane )W (t) + (2.9)
(ag0 + azle_t)wm (t) + -+ (amo + @mle_t)¢(m) (t)=0.
Utilizando o resultado de Mellin?, Pincherle escreveu a solugao de (2.8) como,
H I'(z — py)

fla) ="t (2.10)
HF(:B )

onde ¢ é uma constante, sendo os p’s e ¢’s, respectivamente, as raizes das equacoes algébricas:

ago + 10T + -+ + o™ = Ao H(aj—pv) =0 (2.11)

v=1

2Hj. Mellin, Zur Theorie der Gammafunction, Acta Mathematica, 8, 37-80, (1886).
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e
m
a1 + an(z+ 1) + - + api(z + 1) = a1 [[(z = 0,) = 0. (2.12)
v=1
am,
Se amo € a.,1 sao ambos diferentes de zero, podemos considerar ¢ = b
Am1

Pincherle mostrou que, fazendo z = ce!, a EDO de ordem m é simplesmente a equacao

de Goursat. Da relagao (2.4), temos

a+100 HF Jf—py

v(t) = o / et (2.13)

a+100
H Iz —o,)

Introduzindo a mudanca de varidvel, z = ce’, obtemos:

~ ﬁr<x_pv)
a+100
ue) =) = o [ e (2.14)
o 0o =)

que, por sua vez, tomando x = s, fornece

atico H I'(s = pv)
u(z) = 97 /a N Hr—zsds, (2.15)
(s —oy)

em que a > Re(p;), parai=1,...,m. Este foi o primeiro exemplo na literatura da integral
de Mellin-Barnes. A convergéencia da integral foi provada por Pincherle usando a férmula
assintotica para a fungdo I'(a £ in) quando n — oo. Assim, como uma solugdo do caso
particular da equacao de Goursat, Pincherle obteve uma representacao integral que mais
tarde foi adaptada por Mellin e Barnes para estudos associados a funcao hipergeométrica
generalizada.

Antes de abordarmos especificamente o quociente de duas funcoes gama de modo que
possamos enfrentar o problema da convergéncia, vamos discutir uma expansao assintotica

do logaritmo da fungao gama.
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2.2 Expansao assintética do logaritmo da fungao I'(2)

A representagao do logaritmo de I'(z) é dada por [134]

1 1
logl'(z) = (z - 5) logz — 2+ 3 log 27 + Q(2), (2.16)
onde Q(z) é uma fungao analitica de z possuindo polos simples em z = —k, k =0,1,2,---
definida aqui por,
o tg(t
O(2) = 2 / %(/f)dt, Re(z) > 0, (2.17)
o €=

onde o arctg toma o seu valor principal. Considere a expansao em série de MacLaurin de

arctg(t/z),

too1t 1 (=1t gnt
actg(t/z) =2 —3E T 5E T T g1

Vamos substituir este resultado em (2.17) e usar o resultado

oo t2n71 B
L ag=n
/0' e2mt—1 An )

onde B,, denota os niimeros de Bernoulli, a fim de obtermos a relagao para Q(z)

e 7" lB
~2.
27“ 1)z2r—1
r=1

Fazendo By, = (—1)""!'B,, temos

o0 B2r
O(z) ~ E 2.18
(2) e 2r(2r — 1)z2—1’ (2.18)
que corresponde a expansao em série de €(z).
Combinando (2.16) e (2.18), encontramos a série de Stirling

log I'(2) L) + 1 2+§ Bor (2.19)

0 =lz—=)logz— —lo :

gl(z z gz —z g2 or@r — 1T

que corresponde a expansao assintética de logl'(z). Tomando a exponencial da série de

Stirling, obtemos



16 As integrais de Mellin-Barnes

[(z) = (2m)ze 2" 2{1 + O(z" ")} (2.20)

para |z| — oo com |arg(z)| < w. Esta equagao representa uma férmula assintética para a
funcao gama.
Uma outra representagao para a fungao Q(z) (ver [134] e [117]) é a expansao fatorial

inversa

z+1+(z+1)(z—|—2)+(z+1)(z+2)(z+3

Q(z) = g (2.21)

vélida para Re(z) > 0, onde os coeficientes ¢, podem ser calculados por

o = %/Ol(x)n (x—%) dr (0> 1).

A convergéncia desta expansao para Re(z) > 0 pode ser estabelecida a partir do fato que
cn < T'(n) fol z(x — 3)dz = I'(n)/12, de modo que o comportamento do n-ésimo termo da

soma é controlado pela razao I'(n)/T'(n + z+ 1) n=*~! quando n — oo.

2.3 Expansao de um quociente de funcoes gama

Nesta se¢ao apresentamos dois lemas sobre a expansao de quocientes de func¢oes gama como
expansao fatorial inversa. Este tipo de expansao serd utilizado no desenvolvimento da ex-
pansao assintética das integrais de Mellin-Barnes.

Considere o quociente de funcoes gama dado por

z*c

[(c.s + ay)
P(s) = =1 (2.22)
F(ﬁrs + b'r)

ﬂ
Il

-

1

ﬁ
Il

onde p e ¢ sao inteiros nao negativos. Os parametros ., (1 <r < p)e 5, (1 <r < q) sdo,
por hipétese, positivos enquanto a, (1 < r < p)e b, (1 <r < g) sdo numeros complexos
arbitrarios. A fungao P(s) possui uma sequéncia de polos dados por s = —(a, + k)/a,

(k=0,1,...;1 <r <p) que resultam dos polos das fung¢oes gama I'(c,.s + a,).
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Definimos agora os Seguintes parélnetros:
p q
_|| all -8
h_ Oérr /B'r' T?
r=1 r=1

p q

1
v=3 0= bt gla—p+l), W =1-v
r=1 r=1

q p

k=) B =) a. (2.23)
r=1 r=1

Temos, por hipdtese, que h > 0, porém v é, em geral, complexo. O parametro k fornece
o “desequilibrio”entre a soma dos coeficientes 3, das fungoes gama do denominador e a
soma dos coeficientes «a, das fungdes gama do numerador. Dizemos que k£ > 0 (k < 0)
corresponde a um “desequilibrio” positivo (negativo) e quando k£ = 0, a funcao P(s) é dita

ser “equilibrada”.

2.3.1 Expansao fatorial inversa

Usando as expansoes em (2.19) e (2.18) encontramos que, para um inteiro positivo M com

|s| — 0 uniformemente no setor |arg(z)| <7 —¢, € >0

log P(s) = Z (ars +a, — %) log (a.s) — Z(ﬁr + b, — %) log(B,s) +

r=1 r=1
M—1
+ks + 5(p — q)log 2T + Z Cjs™ '+ 0(s™™)
j=1
M-l
= —kslogs + s(k +1logh) + (v — 1) logs + log Ay + Z Cjs™ +0(s™™),
j=1

onde os coeficientes C; sao independentes de s e
~ 1 P a.—L 4 1
AO — (27{')5(1)_(1) H OCTT 2 H/BE_I)T-
r=1 r=1
Entao a expansao assintética para |s| — oo; |arg(s)| < m — e dada por

M—1
P(s) = Aghteksst k=3 {1 + Z Djs™ + O(sM)} : (2.24)

i=i
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onde os coeficientes D; dependem de C;. Quando P(s) é “equilibrada” (k = 0), temos que
P(s) = hes" ZA{1+ O(s M)} (|s| = oo; |arg(s)| < 7 —e). (2.25)

Quando k£ > 0, obtemos uma expansao de P(s) como uma série da expansao fatorial
inversa. Se a > 0 e b denotam constantes, tal que |arg(as + b)| < 7, entdo de (2.24) e do

fato que I'(as + b) ~ (27)2e(as)*™~2 para |s| grande, temos
P(s)0(as + b) ~ Ag(hk¥)*(ks) Fotv-a2elb-®s(gg)estb—3 (2.26)
para |s| — oo; |arg(s)| < 7 —¢€, € > 0, onde
Ay = (2m)2k2 " A, (2.27)

Fazendo a = k e b = 1 — v removemos os trés ultimos termos da expansao assintotica

acima. Assim, escrevemos P(s) da seguinte forma

P(s) = % {1 + Z_: E;s77 + O(SM)} (2.28)

J=1

quando |s| — oo; |arg(s)| < m — €, onde os coeficientes E; dependem de D;, k e v. Se agora

introduzirmos os coeficientes A; (j < 1) através da expansao para |s| grande, temos

iy A A A
A E E.s i — 1 2 vy M1 =My 29
0 = i® ks + v’ + (ks + v')y Tt (ks + ")y +0(s™) (2:29)

Assim, obtemos a expansdo de P(s) com k > 0 como uma série fatorial inversa® da forma:

4, O(1)
X F(/{ZS + —|—]) * F(]{?S + o+ M)} (230)

J=1

M-1

P(s) = (hk")* {

vélida quando |s| — oo; |arg(s)| < 7 —e.
Para tratar do caso quando o quociente de fungoes gama envolve um “desequilibrio” ne-
gativo entre os coeficientes das fungoes gama do denominador e os coeficientes das funcoes

gama do numerador, consideremos o quociente dado por

o0

. L , - . ann!
3Uma série fatorial inversa é uma expansido do tipo E

az+1)- - (24n)
tais que a série converge, para um valor de Re(z) suficientemente grande.

, onde os coeficientes a,, sao
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-

T(1— b, + B,5)

Qs) = =2 . (2.31)
I'l —a, + a,s)

ﬁ
Il

Ew

r=1

Os parametros h, v e k sao os mesmos definidos em (2.23). Supondo que o desequilibrio
de @ é negativo, ou seja, o somatério dos coeficientes que estao no denominador (neste
caso os coeficientes «,.) menos o somatério dos coeficientes no numerador (neste caso sao os
coeficientes [3,), isso faz corresponder k positivo, & > 0. Uma aplicagdo similar de (2.19)
mostra que, para |s| — oo; |arg(s)| < 7 — ¢,

Q(s) Ao

['(as +b) ~ (27)p—a+1 (hkkys (ks)ks+v 2(as) 02 (2.32)

sendo |arg(as+b)| < 7, onde Ay é definido por (2.29). Se fizermos a = k e b = v, removemos

os trés ultimos termos e obtemos a seguinte expressao para (Q(s)

Ay
(27{)2’ q+1

Q(s) = (RE*)Y T (ks +v) {1 + z_: Eis™ + O(S_M)} (2.33)

j=1
quando |s| — oo; |arg(s)| < m — e. Entao, de uma maneira similar para P(s), obtemos a

expansao fatorial inversa

Q(s) = (hk*)=T(ks + v) {1 +3 - L +0(3—M)} (2.34)

= (hk") {Z 1Y AT ks+v—j)+0(l)F(k;s+v—M)}

7=0
vélida quando [s| — oo; |arg(s)| < m—e. Os coeficientes A’ independem de s e, em particular,
AO = Ao/(27T)p_q+1 .
Para verificar como os coeficientes A;- estao relacionados aos A; que aparecem em (2.30)

usamos a chamada férmula de reflexao dada por

I')ra--z) = (2.35)

para encontrar a seguinte relacao

Q(—s) = P(s)0(s), (2.36)
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onde
p
H sen[m (s + a,)]
O(s) = Pt . (2.37)
Hsen (Brs + by)]
r=1
Fazendo |s| — oo; |arg(s)] = 47 e comparando os coeficientes da expansao de Q(—s) com

os do lado direito da equacao acima, temos:

O(s) ~ i(2m)1Pe~ ™m0 (|s| = o0: arg(s) — %m (2.38)

!
m Aj

AT (—ks + v — j) =
(=1 AL (ks v =) sen(v — ks) D(ks +v' + j)’

onde meossec[r (v — ks)] ~ 2mie ™ sle=™ quando |s| — co; arg(s) = 17, encontramos entdo

de (2.30) e (2.35) a seguinte relagdo entre os coeficientes

A
I J
Aj o (27T)p—q+1

Estes dois resultados encontrados, que nos fornecem expansoes assintéticas para P(s) e

(0<j<M-—1).

Q(s), podem ser escritos como os dois lemas a seguir:

Lema 2.1. Seja M um inteiro positivo e supondo que k > 0. Entdo existem numeros

A; (0<j <M —1) independentes de s e M tal que P(s) definida por

H [(c.s + a,)

[Tre. +b)

possui uma expansao fatorial inversa dada por:

M-1

k Aj UM(S)
P(s) = (hk") {Z (ks + v + ) +F(’f5+v'+M>}

,]_

onde o0s parametros h, k v' estao definidos em (2.23). Em particular, o coeficiente Ay tem o

valor

p
1
I Rl | (sl | C
=1 r=1
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A fungao op(s) € analitica em s exceto nos pontos s = —(a, + k) /o, k =0,1,2,..., que

sao 0s polos de P(s), e é tal que

para |s| — oo uniformemente; |arg(s)| < m —e,e > 0. No caso “equilibrado”, k = 0, o

comportamento de P(s) € descrito por (2.25).

Lema 2.2. Seja M um inteiro positivo e suponha que k > 0. Entdo, com os parametros h,

v ek definidos em (2.23), a fungio Q(s) definida por

<

T(1— b, + B,5)

ﬁ
Il

Q(s) = ==

E@

I'(l—a, + as)
1

ﬁ
Il

possui a expansao fatorial inversa dada por

Q(s) = M {Z_(—l)jAjF(k:s +v—g)+ pu(s)L(ks +v — M)} ;

(27T)p—q+1 o
onde os coeficientes A; sao aqueles que aparecem no Lema 2.1. A fun¢do pp(s) € analitica
em s exceto nos pontos s = (b, — 1 —k)/B,, k=0,1,2,... (1 <r <q), que sdo os polos de

Q(s), e temos que

para |s| — oo uniformemente; larg(s)| < m—¢€, € > 0.

Os dois lemas acima estao mais na forma de teoremas de existéncia, pois os lemas nao
dizem nada sobre os valores dos coeficientes A;, exceto Ay. O célculo desses coeficientes é
em geral bastante dificil. Riney [121, 122] desenvolveu dois algoritmos para o célculo dos
coeficientes A; quando o, = B, = 1. Outro método é explorar a algebra computacional de

softwares como o Mathematica ou Maple.

2.4 Convergéncia das integrais de Mellin-Barnes

Nesta secao desenvolvemos regras convenientes para determinar a convergeéncia de uma classe
de fungoes que aparecem com bastante frequéncia nas integrais de Mellin-Barnes. Estas

integrais tipicamente tém a forma
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% Cg(s)z_sds (2.39)
onde o contorno C' é geralmente ou um caminho circular no plano complexo s, ou uma
linha vertical indentada para envolver certos polos do integrando, e tendendo para o infinito
em certas direcoes fixas. Integrais deste tipo sao conhecidas como fungoes de Fox e serao
estudadas com maior detalhe no Capitulo 4. Quando o, = 3, = 1 conforme (2.40), a seguir,
a integral se reduz a funcao G de Meijer que serd estudada no Capitulo 3. Para melhor

entendimento sobre o contorno C' ver Fig. 2.1 e Fig. 2.2.

A

Cs

\/

]
Fig. 2.1: Contorno C; e Cy envolvendo os Fig. 2.2: Contorno C5 envolvendo os polos
polos das fungoes gama. das fungoes gama.

Consideremos o integrando g(s) em (2.39) na seguinte forma [105];

n

ﬁ L'(b. + 5,s) H ria-—a.s—a,)

g(s) = —— =t (2.40)
I] ra-s8s-0b) ] Tlar+as)
r=m-+1 r=n+1

com*1 <m < q 0 <n < p Os parametros a,, 3, sao nimeros reais positivos e os
parametros a, e b, sao tais que o caminho C' pode ser escolhido para separar os polos de

L'(b, + Brs) (1 < r < m) daqueles que provém de I'(1 — a,.s — a,) (1 < r < n). Para

40 fato de m se iniciar em 1 é devido a querermos englobar na definicio de Mellin-Barnes, a funcio G

de Meijer que sera estudada no Capitulo 3.
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determinar a convergéncia da integral de Mellin-Barnes, vamos examinar o comportamento
do integrando ¢(s)z~° para |s| — oo ao longo dos contornos C e Cj3, conforme Fig. 2.1 e
Fig. 2.2.

Usamos novamente a expansao assintotica para o logaritmo da fungao gama, dada por
1 1
logT'(2) = (2 — 5) logz — 2+ 3 log 27 + O(z ™) (2.41)

para |z| — oo em |arg(z)| < 7. Fazendo z = a + fs, com |s| — oo; |arg(a &+ fs)| < 7, em
que « e s sao complexos e § > 0 temos:

1

logT'(a + Bs) = (a + fs — 5) log(a + Bs) — (a+ Bs) + %log 2 + O((a+ Bs) ™)

«

logT'(a+ Bs) = (a + fBs — %) log s (ﬁs

1
+ 1) — Bs+ 3 log2m + {—a + O((a+ Bs) ™)}
Assim, podemos escrever

logI'(a+ Bs) = (a + fBs — %) log Bs — Bs + O(1).

Utilizando agora a férmula de reflexo dada em (2.35), obtemos o seguinte resultado
1
logT'(av — Bs) = — log[senm (v — Bs)] + (a — s — 5) log Bs + s+ O(1)

para |s| — oo; |arg(a & Bs)| < m. Com s = Re' a parte real de logI'(a & 3s), quando

R — o0, é, portanto, dada por:
log |I'(a + Bs)| ~ BRcosf log BR — SR(fsend + cost) (2.42)
+ (Re(a) — %) log SR,
bem como,
log |T'(av — Bs)| ~ —BRecosh log SR + SR(Osend + cosh)

+ (Re(a) - %) log SR — log |sen(av — Bs)]. (2.43)

Note que para s = Re, o termo log |[sen7(a — 8s)| ~ m3Rsenf) é nao limitado.
Ao longo da curva Cjs, temos # — 7 para R grande e as expansoes ficam simplificadas,

i.e., valem as seguintes relacoes

log|D( £ Bs)| = F/Rlog R + O(R).
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Assim, ¢(s) tem o seguinte comportamento quando R — oo dado por

log |g(s)| = {Z a, — Zﬁ} Rlog R+ O(R),

tal que para todo z # 0 finito, o integrando decai exponencialmente uma vez que

k—iﬂr—iar>0.
r=1 r=1

Segue, portanto, que a integral (2.39) com C' = (3 converge absolutamente quando esta
condicao ¢ satisfeita.

De maneira andloga, se fizermos esta mesma analise agora sobre a curva C', obtemos que
a integral (2.39) converge absolutamente para z # 0 e k < 0.

Para a situacao onde k = 0, devemos encontrar uma outra estimativa. Para este caso,
encontramos que log|g(s)| possui o seguinte comportamento para R grande ao longo da

curva C' = (Cj,

p q
{Z a, log o, — Z B, log 6r} R+ O(log R) = Rlogh + O(log R)

r=1 r=1
tal que, quando composta com o comportamento de z~° para valores grandes de R encon-

tramos o comportamento assintético para g(s)z~* dado por

log|g(s)z~*| = Rlog(h|z|) + O(log R), (R — o0).

Deste modo, para que o integrando tenha um decaimento exponencial, precisamos ter ne-
cessariamente z restrito ao dominio |z| < h™!. No caso em que h = 1, a convergéncia ser
possivel somente sobre o disco unitario, |z| < 1.

Fazendo a mesma andlise sobre a curva C; o integrando de (2.39) tem um decaimento
exponencial para |z| > h e, portanto, a integral (2.39) converge absolutamente.

Uma tultima possibilidade para o caso em que k = 0 ¢ se tivermos log(h|z|) igual a zero,
ou seja, |z| = h~!. Neste caso, sao os termos da ordem logR que controlam a convergéncia
da integral. Para estas circunstancias, log|g(s)z~*| tem o seguinte comportamento, para

grandes valores de R, ao longo de Cj
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onde

Se definirmos,
q p 1
= {;br—;ar} +5P—0q)

temos que p = % — v e a convergéncia depende, entao, do decaimento algébrico (polinomial)
do integrando, que é controlado pelo comportamento de R*. Neste caso, se Re(u) < —1 a
integral (2.39) converge. Se fizermos esta mesma andlise agora sobre o contorno C' =
vamos obter o mesmo resultado, ou seja, a integral converge para Re(u) < —1 sobre o
contorno Cf.

Vamos analisar agora o caso quando C' = (Y, temos 6 = i% quando s — oo. De (2.43),

obtemos o comportamento dominante de ¢(s) dado por
I V2 PILED LD S SR RT3

Compondo com o comportamento de z7° para valores grandes de R, encontramos o

seguinte comportamento ao longo da curva Cy

n m p q
log [g(s)2*| = —%R {Z Gt B= > a— > @} F Rarg() + O(logR),
r=1 r=1

r=n+1 r=m-+1

em que escolhemos o sinal negativo quando 6 = %71’, e o sinal positivo é escolhido quando

0= —%7‘(‘. Para a convergéncia absoluta da integral sobre a curva Cy devemos ter
1 n m p q
largz| < §W{;ar+;ﬁr —Tzn;rlozr —T;ﬂﬁr}. (2.44)

No caso em que o caminho C5 tem um deslocamento v > 0 para direita, temos que

s . ~ . ;.
s =7+ Re'z, com R — oco. Neste caso, apresentamos a seguinte expansao assintotica com
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o auxilio de (2.43) e (2.43):

log T'(b, + fB,8) = _br + B, (v + Re'?) — %] log B,(y 4+ Re'2) — B,(y + Re'2) + O(1)

~[b+ s 4R - 3] (g8 R+ T) - sy — i+ 01)

1 T
- br + 67"’7 - §:| IOg BTR - EﬁrR - ﬂr'y

Assim,

log [T'(b, + B,5)| ~ {Re(br) + By — %] log B, R — gﬁrR — B,

paral <r<me R — oc.

Procedendo de maneira analoga, encontramos as demais expansoes:
1 m
log [I'(1 — a, — a-s)| ~ |—Re(a,) + 5 oy loga,. R — §oer + oy,
paral <r<ne R — o0,
1 s
log [T'(a, + a,.s)| ~ {Re(a,«) + o,y — 5] log o, R — §aTR — a7,
paran+1<r <pe R — 0o, bem como
1 T
log IT(1 — b, — B3,8)| ~ {—Re(br) + g ny} log B, R — §ﬁrR + B,

param+1<r<qge R — oc.

Desse modo, o comportamento de log |g(s)z~*|, quando R — oo é dado por:

m n p q
log |g(s)z Ng[ Zﬁr—Zar%—Zar—l—Zﬁr R+
r=1 r=1 r=n+1 m+1

NE

Re _l' 57’7 - _:| log /BTR+

1

T

1
+ [ Re(a,) — Ay + 5] log o, R+

M:

r=1
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q

- 3 el - g+ s

r=m+1

¢ 1
_ Z {Re(aT) + Ay — 5] log o, R+

r=n-+1

q p
+ (— B+ ozr> v+ 7log|z| —arg(2)R.
r=1 r=1

m n p q
Supondo arg(z) =0 e [— Z B, — a, + Z a, + Z Br] = 0, obtemos:
r=1 r=1 r=n+1 m+1

log R

Re Zbr—Zaw—) (Zﬁr Zar)

r=1 r=1

log |g(s)z""] ~
~ [Re(p) + kv]log R, com R — oc.

Portanto, o comportamento do integrando é dado por RIFC+#1 - Assim, para que tenhamos
convergéncia de (2.39), devemos ter Re(u) + ky < —1.
Estas convergéncias resultantes podem ser resumidas em trés regras dadas a seguir. Estas

regras determinam a convergéncia de (2.39) sobre C4, Cy e Cs.

Lema 2.3. (Regra 1) A integral de Mellin-Barnes (2.39) tomada ao longo da curva Cs,
contornando adequadamente (caso necessdrio) os polos do integrando (2.40), converge no

setor definido por

‘arg(z)‘<%ﬂ{;ar+gﬁr_ Z A — Z 5r}

r=n-+1 r=m-+1

No caso em que arg(z) [ Zﬂr Zar Z o, + iﬁrl = 0, temos que a

r=n+1 m—+1
convergéncia da integral é dada se Re( )+ lm < —1.
Lema 2.4. (Regra 2) A integral de Mellin-Barnes (2.39) tomada ao longo da curva Cs,
mniciada em —oo + 11, envolvendo, no sentido positivo, somente os polos do integrando
localizados em (.8 = —b, — k, (1 <r <m) e k um inteiro nao negativo, e continuando em

—00 + ipa, com p1 < o, converge para todo valor finito nao nulo de z se

k:iﬁr—im>0.
r=1 r=1
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Quando esta quantidade se anula, a integral converge em |z| < h™t. Se tivermos k = 0 e

|z| = h™1, temos que a integral converge se Re(p) < —1.

Lema 2.5. (Regra 3) A integral de Mellin-Barnes (2.39) tomada ao longo da curva Cf,
miciada em 400 + i1, envolvendo, no sentido negativo, somente os polos do integrando
localizados em a.s =1 —a, + k, (1 <r <m) ek um inteiro ndo negativo, e continuando

em +00 + iy, com w1 < Yo, converge para todo valor finito nao nulo de z se

k:iﬂr—zpjar<0.
r=1 r=1

Quando esta quantidade se anula, a integral converge em |z| > h™'. Se tivermos k = 0 e
|z| = h™!, temos que a integral converge se Re(u) < —1.

Um sumario mnemonico contém a duas primeiras regras. Considere o diagrama:

m

[Ir®. + 8.s)

r=1

H 'l —a.s—a,)
- r:lp C2

II ra-ss-b)| ][] T(a+as)

r=m-1 r=n+1

Cs

Assim a integral de Mellin-Barnes tomada sobre a curva C3, usamos esta linha vertical para
separar componentes do integrando: funcoes gama a esquerda da linha sao balanceadas
com aquelas que aparecem do lado direito desta linha vertical, ou seja, a soma dos [,
coeficientes das fungoes gama a esquerda menos a soma dos coeficientes «,. das fungoes gama
a direita. Para a integral tomada sobre a curva (5, usamos a linha horizontal em nossa
relacao, balanceando as fungoes gama acima da linha horizontal em relagao aquelas abaixo
da linha horizontal, ou seja, a soma dos coeficientes ;. e 3, das fungoes gama acima da linha
vertical menos o somatério dos coeficientes «, e 3, das fungoes gama que estao abaixo da

linha horizontal.

2.5 Casos particulares

Vamos, nesta secao, apresentar casos particulares dentre eles, a funcao exponencial, a funcao
hipergeométrica generalizada, envolvendo representacoes integrais de Mellin-Barnes e usar

os lemas anteriores para analisar a respectiva convergeéncia.



2.5 Casos particulares 29

2.5.1 Funcgao exponencial

Seja a integral, com ¢ > 0
1 c+i00
— [(s)z"%ds. (2.45)

270 Je—ioo
Temos que (2.45) é uma integral do tipo Mellin-Barnes e corresponde a transformada inversa
de Mellin da fungao gama. Note ainda que o contorno de integracao desta integral corres-
ponde ao contorno Cy deslocado para o ponto (¢,0) onde ¢ > 0. Vamos usar o teorema dos

residuos para o calculo dessa integral. Assim,

flz) = QL’/TZ /CC::O ['(s)z"%ds (2.46)
onde os polos do integrando sao dados por s = 0,—1,—2, ... Denotando o residuo no polo
em —n, por

R, = Sliryn(s +n)[[(s)z~7 (2.47)

vamos manipular o produto (s + n)[I'(s)z~®], para o calculo de R,,. Temos

(s +n)'(s) = (s +n) (SZ;Z; i)l) SFS(S) - (sF—|(—Sn+—n1—;.1.). S

logo,

Assim, temos:

Portanto (2.45) é a representacao integral de Mellin-Barnes da func¢ao exponencial, ou seja,

1 c+1i00
e =— ['(s)z"%ds (¢ >0). (2.48)
2mi

c—100

Supondo s = o + it (com 0 = ¢ > 0) e § = arg(z), temos que esta integral converge em

0] < 3T de acordo com a Regra 1.

2.5.2 Funcao hipergeométrica

Seja agora a seguinte integral do tipo Mellin-Barnes,

crtioo a—s -5
1 Tla= sl - s)

—°d 2.49
270 J o ino [(c—s) S (249)
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em que o contorno de integragao Cy separa os polos de ['(s) dos polos de I'(a—s)I'(b—s), para
aeb+#0,—1,—2 ... Vamos utilizar o teorema dos residuos, para o calcular esta integral.

Denotando o residuo no polo em —n por R,, temos que o valor da integral é

1o[re T(a—s)b—s) ., _ —
% o F(S) F(C — S) 2 %ds = %Rn, (2.50)

O célculo do residuo R,, é dado por

R, = lim {(8 + n)F(s)P(a ;<i>f<§)_ S>z_3] .

Note que,

B (s+n—1)...sI'(s) F(s+n+1)
<S+n)r(5)_(8+n) (8+n—1)"'3 _(_S_i_n_l)...(_s).

Utilizando este resultado encontramos para R,

R — Lm I'(s+n+1) T(a—s)(b-s)
"L (s+n—1)---(s) T(c—s)
— [(—n+n+1) F(a+n)F(b+n)2n
(—n+n—1)---(—n) (e 1 n)
_ 1 ['(a+n)I'(b+n)
(—=1)mn! [(c+n)
~Tla+n)I(b+n) 2"
= I'(c+n) (—1)n!
_ D(@U(b) (a)u(B)u (—2)"
P(C) (c>n n‘ ’

Assim, a soma dos residuos fornece

—S

’I’L

1 c+ioco F(CL—S>F(b_S> s a)F > n )n
2mi Jo i I'(s) ['(c—s) @ s = ['(c) ; )n
@) L,
= —Fg hlbie-2) (2.51)

Portanto esta integral corresponde a representagao integral de Mellin-Barnes da funcao hi-
pergeométrica o F(a, b; ¢; —z) e corresponde a transformada inversa de Mellin do produto de
fungoes gama dado em (2.49). Pela Regra 1 temos que esta integral converge para
1
larg(—z)| < 5%(3 —-1)=

Se, ao invés de integragao no contorno Cy, tivéssemos escolhido o contorno C', teriamos pela

Regra 2 que a integral converge no disco unitario aberto.
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2.5.3 Funcao hipergeométrica generalizada

De modo geral temos uma representacao integral de Mellin-Barnes para a funcao hiper-
geométrica generalizada em relagao aos seus parametros, como foi apresentado no Capitulo

1, ou seja, a representagao integral de Mellin-Barnes para ,Fy(ay, - ,a,; 01, ,by; 2), onde

n

W

> al)n - (ap)y
pFolay, - ap; by, - qu;z>:ZM

(bl)n (bq)n ! 7

3

n=0
em que (@), sao os simbolos de Pochhammer.

Vamos determinar a sua representacao integral através da seguinte integral sobre o con-

torno (Y, '
1 T T(ag — ) T(a, —s)
2mi I'(by —s)---T'(by — s)

em que a, # —n, (Vnel<r<p)eb #-n,(¥nel<r <gq). Assim, para calcular a

[(s)(z) %ds

c—100

integral sobre o contorno Cy conforme Fig. 2.1, calculamos o residuo em cada polo, em —n,
definido da seguinte forma,

I'(a; —s)...I(a, — s) (2)*
L'(by —s)---I'(by — s)

R, = lim l(s—l—n)F(S)

S——n

e somamos os resultados encontrados. Assim, utilizando a relagao dada para (s + n)['(s)

obtemos o seguinte valor para R,

p o D" Hatn)--Tlay+n) . Ji=1 (@1)n - -~ (ap)n (=2)"
" (n!) T(by+mn)---T(b,+n) '

Agora somando os residuos, temos:

im0 (B (bg)n - !

p
< — (an)n - (ap)n (—2)" _ B Hl
ZR":QZUH) ..~(bp =Q,F (a1, ,ap;by, -+ by;—z) onde :ii[—'
n=0

Enfim, podemos escrever

11 [ T(a;—s)--T(a,—s) _
Q2’/TZ /Cmo F(bl —S)F(bq—S) (S)(Z’) dS p q(ab 7apab1> abq7 Z)a ( 5 )
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que corresponde a representacao integral de Mellin-Barnes para a funcao hipergeométrica
generalizada ,Fy(ay,- - ,ap;b1,- -+ ,by; —2). Utilizando a Regra 1 temos que esta integral
converge absolutamente para

™

— <
jarg(—2)| < 5

(p+1—¢q), em que p+1>gq.

Note que no caso em que p = 2 e ¢ = 1 recuperamos o resultado da segao anterior,
associado a classica fungao hipergeométrica.
A partir de agora, conhecidas as integrais de Mellin-Barnes, podemos efetuar o estudo

da funcao de Meijer, a seguir, bem como o caso geral, a fun¢ao de Fox, conforme Capitulo 4.



CaApiTULO 3

A funcao G de Meijer

Neste capitulo vamos estudar a funcao G de Meijer. Apresentar sua definicao como
uma integral do tipo Mellin-Barnes (ver Capitulo 2), suas propriedades e relagoes que serao
utilizadas nos proximos capitulos. Lembrando que a funcao G de Meijer é uma generalizacao
do tipo 1.2.3 da funcao hipergeométrica, como apresentado no Capitulo 1, considerada aqui

como caso particular da funcao H de Fox que sera estudada no Capitulo 4.

3.1 Introducao

Cornelis Simon Meijer nasceu em 17 de Agosto de 1904, em Pieterburen, Holanda. Estu-
dou na universidade de Groningen, Holanda, de 1924 até 1929 sob orientacao dos professores
Van der Corput e Van der Waerden, defendendo sua tese em 1933. Foi professor de ma-
tematica na universidade de Groningen de 1946 até 1972. Morreu em 12 de Abril de 1974.

Seus trabalhos cientificos consistem da expansao assintotica com estimativa de erros e
representacoes integrais para funcoes especiais da fisica matematica, em particular para as
funcoes de Bessel e Whittaker, as generalizacoes da transformada de Laplace que tém seu
nome, e a hoje chamada funcao G de Meijer.

Em sua tese Meijer explorou adequadas representacoes integrais das fungoes de Bessel e
Hankel, nesta ordem, para obter expansoes assintoticas. Representacoes integrais de fungoes
especiais da fisica mateméatica foi o seu principal campo de interesse. Durante o periodo
de 1934 a 1941 Meijer e A. Erdélyi desenvolveram a teoria de representacoes integrais das

funcoes de Whittaker e seus produtos [7].

33
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As ferramentas mais importantes de suas investigacoes neste tema sao inegavelmente
as integrais de Barnes para essas fungoes que podem ser expressas em termo das fungoes
hipergeométricas generalizadas. Em 1936 Meijer [103] definiu a fungao G, hoje conhecida
como a funcao G de Meijer.

Com o recurso do cédlculo dos residuos mostrou que a funcao G de Meijer é uma com-
binagao linear de fungoes hipergeométricas generalizadas. De fato, esta foi a defini¢cao original
de Meijer da fungao G de Meijer. A funcao G' de Meijer satisfaz a equagao diferencial hiper-
geométrica generalizada e todas as solugoes particulares desta equagao podem ser expressas
em termos da funcao G de Meijer.

Barnes [4] considerou o comportamento assintético de um sistema fundamental de solugoes
da equagao diferencial hipergeométrica, consistindo das fung¢oes G de Meijer correspondente
am=1,n=p;,m=q,n=1,em=gq, n=0. Em [97] encontram-se os artigos funda-
mentais onde Meijer deduziu as expansoes assintoticas da fungoes G' de Meijer no caso p < ¢
através de suas expressoes em termos do sistema fundamental de solugoes.

Em [100, 101, 102] Meijer deduziu diversas férmulas de expansao para a funcao G de
Meijer. Os casos simples dessas expansoes sao as expansoes de Taylor em torno de um ponto

z = w. Obtemos, por exemplo, a seguinte relacao

| v e ap | i (A — 1)er’"+1 y a1y ..,
P br,....b, S B I I R e
Esta notacao para funcao G de Meijer sera definida na proxima secao.

Muitas relacoes conhecidas para fungoes especiais, por exemplo fungoes geratrizes para
polinomios ortogonais e fungoes hipergeométricas generalizadas, sao casos especiais dessas
formulas de expansao.

O nome de Meijer também esta associado a duas generalizagoes da transformada de
Laplace e de Fourier e seus respectivos teoremas de inversao. Ele encontrou estes resultados
em 1940 e 1941 [98, 99]. Primeiramente, temos a conexao com a transformada de Hankel. O

correspondente teorema de inversao fornece condicoes para a validade do par de formulas,

6 =2 [ Katonion

1 B+ico

ol L(ts)(ts)

D=

F(t)dt, (3.1)

(SIS

F(t) = F(s)ds, (3.2)
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em que K,(x) é uma fungao de Bessel de terceira espécie e I,(z) é uma funcao de Bessel

com argumento imaginario. A segunda transformada de Meijer concerne as férmulas

f(s) = /0 Ooe—%stwk%m(st)(st)—k—%F(t)dt, (3.3)
_ m Btico
FO = gt [ oM 9 es) () (3.4)

em que W, ,(z) e M, ,(z) sao as funcoes de Whittaker. Importantes casos especiais destas
férmulas sao dados em artigos de Meijer *

Os tltimos anos de sua vida Meijer trabalhou em expansoes assintéticas da fungao G com
parametros grandes. Apesar de obter varios resultados nesta area, ele atrasou sua publicacao
visando um tratamento mais completo e compreensivo. Convém ressaltar que suas aulas eram
sempre bem preparadas bem como dedicou muito do seu tempo aos estudantes. Foi muito

modesto e muito estimado pelos seus colegas e estudantes [80].

3.2 Definicao e equacao diferencial

Definimos a funcao G' de Meijer através da integral [116],

ay,...,a aj)’_ 1
otz ' Pl = Gyt |z (1) = — / R(s)z %ds (3.5)
bi,..., b, (be)i_, 2mi Jp,
em que
H (b, + s) HFl—aj—s)
R(s) = —— =l
Hf‘l—bk—s Hfaj+s
k=m+1 j=n+1

s

L é um caminho adequado, z # 0, z7% := exp|—s(In|z| + targ(z))]. Os inteiros m,n,p, g,
conhecidos como a ordem da funcao G, sao tais que 1 < m < ¢, 0 < n < p, e os parametros
a; e b; sao tais que os polos de I'(by + s), kK = 1,...,m nao coincidem com qualquer outro
polode I'(1 —a; — s), j = 1,...,n. Aqui o produto vazio é interpretado como 1.

Existem trés possiveis contornos de integracao para L explicitados a seguir 2:

1Uma lista de artigos de Meijer pode ser encontrada em [80].
2 Alguns autores consideram quatro possiveis contornos de integracdo para L, isto porque eles consideram

o contorno L;,, dividido em dois casos: um contornando a origem e outro contornando um ponto diferente

da origem [116].
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(i) L vai de ¢ — ioco até ¢+ ioo, com ¢ > 0, tal que todos os polos de I'(b; +s), j =1,...,m
estao a esquerda, e todos os polos de I'(1 —ay — s), k = 1,...,n, a direita de L. Denotamos
este contorno por L, conforme Fig.3.1. A integral converge se p+q < 2(m+n) e |arg(z)| <

(m+n—-58—3)m.

—bj—n
k ES k
—ap+14+n
, 000 0 00 O
—bj—n
X k
—dp+1+n
o000 06 00 O
k kK k

Fig. 3.1: Contorno L;..

(ii) L é um contorno iniciando e terminando em +o0, envolvendo (ou contornando) todos os
polos de I'(b; +s), = 1,...,m indo pelo sentido negativo, mas nao contornado os polos de
I'(1—ar—s), k=1,...,n, denotado aqui por L, conforme Fig. 3.2. A integral converge
se ¢ # 1 e qualquer p < g ou p = ¢ para |z| < 1.
(iii) L é um contorno iniciando e terminando em —oo e contornando todos os polos de
(1 —ar—s), k=1,...,n, comegando no sentido da dire¢ao positiva, mas nao contorna os
polos de I'(b; + s), 7 = 1,..., m. Denotamos este contorno por L_, conforme Fig. 3.3. A
integral converge se p # 1 e qualquer p > qoup=gqe |z| > 1.

A funcao G de Meijer satisfaz a seguinte EDO do tipo hipergeométrica generalizada de

ordem max(p, q).

(s -ott) T (s ) w00 09

a) Se p < ¢, as unicas singularidades de (3.6) sao z = 0 e 00; x = 0 é uma singularidade

[(—1)7’_’”_”2

J

regular e x = oo uma singularidade irregular.
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>
—bj—n ( P00 0 00 O

¥ ok ok ox %k k)
—ar+1+n
‘ o0 06 060 O

N————

* ok ok ok ok k) a1+
/
—bj—n (ooooooo

Fig. 3.2: Contorno L .

b) Se p = ¢, * = 0 é uma singularidade do tipo regular, o ponto x = oo passa a ser uma
singularidade do tipo regular e, supondo L satisfazendo (i), temos que (—1)P~™"" é também

uma singularidade regular.

¢) Se p > ¢ podemos usar a Propriedade 3, a seguir, de modo que este caso é conduzido

ao caso (a), acima.

3.2.1 Equacao hipergeométrica

Aqui, como um particular exemplo, vamos discutir o caso da equagao hipergeométrica. Con-

siderando em (3.6) os parametros p =2, ¢ =2, m = 1 e n = 2, obtemos a equagao:

[(—1)212211 (zd% —aj + 1) — f[ (zd% — bk>] u(z) =0

k=1

(et t) (s 1) - (s 0 (2 ) -
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=<
X % % % | x %) a4 14n

C.......

Fig. 3.3: Contorno L_.
Fazendo b; = 0, temos:
:—z (zdiz —ay + 1) (z% —ag + 1) - Zdiz (z% - bg):| u(z) =0
:—z (Zdiz — a1 + 1) (Zdiz — a9 + 1) — z% (zd% — @)]
(Za% —ap + 1) (zdii —ag + 1) + % (Zd%* - bg)‘| u(z) =0

{z% + 22% +[(1—a1) + (1 —as)] Zdiz +(1—ay)(l—ag)+ —l—% + z% — bgdiz}u(z) =0
d? d
{z(l + z)@ +[(1—=bo) +[1+ (1 —ay)+ (1 —az) 2] - +(1—ay)(1— ag)}u(z) =0

2

21+ Z)%U(Z) H (1 =bo) + [1+ (1 = ar) + (1 = a2)] 2] %U(Z) +(1=a) (1 —az)u(z) =0.

Tomando a = (1 —ay), b= (1 —as) e ¢ = (1 — by), temos:

2(1+2)==u(z) +[c+ (1 +a+0b)Z] d%u(z) + abu(z) = 0.

dz?
Fazendo z — —z, podemos escrever
z(1— z)dd—;u(—z) +lc—(1+a+0)z dizu(—z) —abu(—z) =0,
e introduzindo a notagao v(z) = u(—z), obtemos:
z(1 — z)d—Qv(z) +e—(1+a+0)z] iv(z) —abv(z) = 0.
dz? dz

que corresponde a classica equacao hipergeométrica.
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3.2.2 Equacao hipergeométrica confluente

Assim, como anteriormente, vamos recuperar, a partir da EDO (3.6) para a fungao de Meijer,

a equacao hipergeométrica confluente. Para isso, fazemos em (3.6) m =1, p=1,n=1¢

2

¢ = 2, deste modo:
[( 1)1 12H(zi—aj+1) kHI(zi—bkﬂ u(z) =0

(o) (o) () oo

Multiplicando esta tltima por (—1) e fazendo b; = 0, temos:

()t () o -0

d d d? d
|:ZE ( ap + 1) + d_ + Zﬁ bg@} U(Z) = 0.
L)+ (1= by 2)u() + (1 = a)u(z) = 0
ZdZQU 2 ZdZUZ ap)ulz) = U.

Fazendo ¢ =1 — by, a = (1 — ay) e aplicando a mudanga de varidvel z — —z, obtemos:

d? d
z@u( 2)+ (c— Z)dz

u(—z) —au(—z) = 0.
Definindo a fungao v(z) = u(—z), encontramos

d? d
Z@U( 2) + (c— z)dz v(z) —av(z) =0.

que corresponde a classica equagao hipergeométrica confluente.

3.3 Propriedades

1. Simetria: A funcao G de Meijer é simétrica com respeito aos parametros aq, ..., a,,
também em a1, ..., ap, em by, ... by, € byyr ..., by
2. Relacao entre a fungao G de Meijer e a funcao hipergeométrica:

Supondo L na condi¢ao (ii) e que dois b;’s, j = 1,...,m, nao diferem por um inteiro,

podemos representar a func¢ao G de Meijer por meio de uma combinagao da fungao
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hipergeométrica generalizada, isto é,

m/ n
- [Tr®e—b) [T+ b0 — ay)
mon Aty Ap | k=1 j=1 b
N B Y : -
1y+++0q h=1 F(1+bh—bk) H F(aj—bh)
k=m-+1 Jj=n+1

X qu,1[1+bh—a1,...,1+bh—ap;

1—|—bh—bl,...,*7...,1+bh—bq;(—l)p_m_nZ] (37)
em que p < qoup=gqe |z <1. Osfmbolo [] indica omissdo do fator I'(b, — b) e o
asterisco em [’ a omissao do parametro 1 + by, — by,.

De modo similar, se dois ai, £ = 1,...,n, nao diferem por um inteiro e L satisfaz a

condicao (iii), temos:

/
- [T rtan —an) JTTQ +b; — an)
mon ay,.--50p | k=1 j=1 by,
pa |* b b o q P “
Lo %e h=1 H L1+ ap — ap) H I'(an — b))
k=m+1 j=n+1

X qu_1[1+b1—ah,...,1+bq—ah;

T+ar—ap, ... % ..., +a,—ap (=)™ (3.8)

em que p>qoup=qelzl>1. O simbolo [[ indica omissdo do fator I'(a; — a) e o

asterisco em [’ a omissao do parametro 1 + a;, — ap.

3. Inversao: Esta propriedade, dada a seguir, transforma a funcao G de Meijer com
p > q em uma funcao G de Meijer com p < q. Deste modo, em todas as discussoes,

podemos considerar p < ¢ sem perda de generalidade.

amn | (%)?:1 ~ mm | 1 1 - (%)?:1 (3.9)
Pyq b ) I 1— (b ) )
( k)k:l ( k)k:l

4. Translagao: A relacao a seguir transforma o produto z% pela funcao G de Meijer em

uma translacao de ordem a nos parametros a; e by, em que a € C:

(%’)?:1 +a

Lagmn |
i (bk )y +

. m,n
o Gp,q <

(3.10)
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5. Fungoes contiguas: Apresentamos aqui algumas relagoes entre as fungoes contiguas,

que advém do deslocamento unitario em um dos parametros da funcao G de Meijer:

ay,...,a S ap—1,...,a S a1y ...,0Q
(1—|—b1—a1)GZf;1” . P :Gp,[; P p _|_Gp7;] z P
bi,..., b, bi,..., b, by +1,...,b,
(3.11)
em que m, n > 1;
ay,...,ap ap—1,...,a, 1y ..y Ay, Gy — 1
(ap_al)Gz?én > :GZT;L(}H 2 +G;;L(}” z
bi,.... by bi,..., b, bi,..., b,
(3.12)
emquel <n<p-—1,
o ar +v,...,01 m—1n ai, y Gy 1
(ap —ar)GL" | 2 =(1+v)G5 00 |2 +
a1+v,...,bq_1 bl, --;bq—l
m—1,n ap — 170’27 y Ap—1
_ Gp—l,(}—l (3.13)
bi,..., 041

em que v é um numero complexoe 1 <n <p—1;

6. Diferenciagao: Apresentamos aqui duas relagoes de diferenciagao da fungao G de

Meijer:
d ai,...,0Q ap—1,...,a a1, ...,0Q
il I YA ' S I O T el
< bl?"'abq b17 7bq b17 7bq
(3.14)
para n > 1;
d a1y...,q S —k,a1,...,a
— 7 G |2 1 Pl =amnt ' " |, ke (3.15)
z bi,..., by bi,..., by, 1 =k
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7. Fungoes de argumento ze*™: As duas relacoes a seguir mostram a conexao entre a

funcao G' de Meijer e as funcoes de argumento ze*™:

mn (11, o .. ,a/p o 1 7T7:b7n+1 m+1,n —7e a17 7a’P
z =—2e G ze +
1y---50q 1y---50q
. | a a
—eﬂlbm"'l Gm+1,n P 1y P
p,q b b
1 y Ygq
com m<qg—1le
(3.16)
A1y -5 Qp 1 . il ar, e, ap
G;n(,]n > — : eman+1 G;n(,]nJrl e T 4
’ b b 2mi ’ b b
1y---,0q 1o bg
. B PRI ¢ )
_ewzan+1G;n(,1n+1 Zewz
br,....b,
com n<p-—1,
(3.17)

8. Redugao de ordem: Esta relacao nos fornece uma reducao de ordem da fungao G

de Meijer em relacao aos parametros n, p e ¢ dada por:

O,al,...,ap

by, ... by 1

Gm,n+1

ay — 1, ey Qp
p+1l,q+1

by, ..., b,
(3.18)

A1y...,0p

=(ay — )G |z
P bi,....,b,

m,n
+ Gm z

Aqui, também, a fim de exemplificar a manipulacao destas expressoes, vamos mostrar

o resultado envolvendo a redugao de ordem. De fato, por defini¢ao, temos que:

!/ / /
Gt 0,a1,...,a, J— Apsoeny Uy Ay |
p+1,g+1 — Yptlgtl , ;1 -
b17...,bq71 bl""7bq7bq+1
m n+1
/ /
HF(bk + s) HF(l —aj — s)
1 k=1 j=1 s
= — z %ds
27i g+1 p+1 ’

"I ra-v -9 [] v+

k=m+1 Jj=n+2
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em que L é o contorno definido anteriormente, a} = 0, a;»+1 = a;, para j = 1,...,p,

b, =by, parak=1,...,qe b, =1 Assim,

m n+1
[[r®+s)r@—a,—s) 71 -d; - )
Gl 0,a1,...,ap | 1 el iy oy
piLatt |2 b b1 | 27w, q p+1 = a8
1 » Vg / /
P(L—by1—s) J[ T@=tp—s) [] T(a+s)
k=m+1 j=n+2
[[r®e+sr@—0-s) JJT(1—a;—s)
1 k=1 7=1 s
= 2 %ds
2m J, q p
T1-1-s) J] T@=be—s) J] Ta;+s)
k=m+1 j=n+1
H ['(by +s)I'(1 —s) HF(I —a; — )
1 k=1 j=1 i
=5 2 %ds.
2m Jp, a P
—s) J] T —=bx—s) J] T(a;+s)
k=m+1 j=n+1
Note que,

= —s. (3.19)
Além disso,

(1l—a;—s)T1—a;—s)=T(2—a; —s)
—sTl—ay—s)+(1—a)l(1—a;—s)=T(2—-a — )

—s+(l-a) = H
—s=(a1—1)+ H (3.20)
Logo, de (3.19) e (3.20), temos:
F(l—s)_a_ ['(2—a; —s)
T~ @ e =y (3.21)
0,a1,...,a,

Gm,nJrl

voltando em G,/ 14 podemos escrever

bi,... by 1
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0, ay a
Gm,n+1 P ) ) » P _
p+1,9+1 bl, . ,bq, 1
HF(bk —i—s)HF(l —a;—s)
1 = = r2-—-a —
- =1 =1 (ap — 1)+ 2-a—s) 2 %ds
2mi ;& P I'(l—a;—s)
IT ra-o.—s) ] T(a;+s)
k=m-+1 j=n+1
[T+ [T -a;—s)
1 - -
o (a,l—l)—/ k=1 Jj=1 st+
21t ) 2 P
I] ra—b.—s) J] T(a+s)
k=m-+1 j=n+1
Hf(bk+s)HF(1 —a; —S)
| o o= F2—ai—s) _,
i 2 %ds.
2mi ;2 P ['l—a; —s)
I] ra—be—s) J] T(a+9)
k=m+1 Jj=n+1
. . N ~ ag, ... 7ap
A primeira parte do segundo membro corresponde a fungao G, | 2 ) ) . Vamos
1 - )
desenvolver a ultima parte do segundo membro.
HI‘ bk+s)HF l—a;—s
1 k=1 j=1 I'2—-a;—s) —
S =
2mi 4 I'l—a;—s)
H [(1 — b — s) HF(@,%—S)
k=m+1 Jj=n+1
HFbk+s 2—a1—3)HF(1—aJ—s)
L k=1 Jj=1 2" 5ds =
2mi i Ld B
H F(1—=by—s)T'(1—a;—s) H I'(aj +s)
k=m-+1 j=n+1
HF(bk+S)I‘(2—a1—s (1 —a;—s) HF l1—aj—s)
_— =2 “Sds =
2m I i =

H F'1—bry—s)I'(1—a; —s) ﬁfa]—i-s

k=m+1 Jj=n+1
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HFbk—i-S (2—a; —s) ﬁf (1—a;—s)

2_71'2 q P 2z %ds =
H (1—0br—s) H I'(a; + s)
k=m-+1 j=n+1
HFbk—i—s 1—(a;—1)—s HFl—aJ—s
j -~ 1 ag, . s Clp
— *ds =GV |z
271'@ 19 a4 P Pl bl . b
IT ra—o.—s) ] T(a;+5) o
k=m+1 j=n+1
Desse modo, finalmente, obtemos o resultado desejado
—— 0,aq,...,a, at,...,0p ap—1,...,a,
Gk, = (0~ )G |2 +ap | O
bi,..., by, 1 bi,..., 0 bi,..., by

3.4 Casos particulares

A importancia da fungao G de Meijer aparece na possibilidade de podermos representar
varias fungoes especiais, advindas da fisica matematica, em termos dela. Podemos estudar
propriedades e relagoes de tais fungoes como Bessel, Legendre e Whittaker, dentre outras,

através da funcao de Meijer. Estas propriedades podem ser encontradas nos artigos de C.

S. Meijer.

3.4.1 Funcao hipergeométrica 5 Fi(a, b; c; x)

Novamente, voltamos a cléssica funcao hipergeométrica. Consideremos os parametros m =

1, n=2, p=2eq=2. Conforme 2.5.2, temos:

—2)8ds = G2 | =
—ioco ['(c—s) (72)ds 22|77 0, 1—c¢

/cﬂ'oo T(a—s)T(b—s) l-al-b

(3.22)

correspondente a representacao da funcao hipergeométrica em termos da funcao GG de Meijer.
Desta relacao podemos assegurar que todos os casos particulares da classica funcao hi-

pergeométrica podem ser escritos em termos da funcao de Meijer.
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3.4.2 Funcao hipergeométrica generalizada ,F

De maneira similar, fazendo m = p, n = p e ¢ — ¢ + 1, conforme 2.5.3, encontramos a

fungao hipergeométrica generalizada ,F;, dada pela funcao G de Meijer:

1 [T T(a; —s)...T'(a, — ) _
Fyay,...,apby,... b;2) = — E——T(s)(—2) %ds =
pFalon, - apiby - b 2) 2mi / oo L(by—8)...T(by — s) (s)(=2)""ds

c—

[1re)

i l—ay,...,1—a
=G |2 ' § (3.23)
0,1—by,...,1—b,
[17(a)
j=1

3.4.3 Funcao FF de MacRobert

Enfim, apenas para mencionar, conforme Capitulo 1, explicitamos a funcao de MacRobert
em termos da fungao de Meijer. Fazendo agoram =p, n=1, p=q+1 e ¢ = p, obtemos a

fungao E de MacRobert representada por uma funcao G' de Meijer:

]-7 517 s 75
Elp; (o)) a5 (Bisy - 2l = Ghy,, ! (3.24)
ap,...,0p
Usando a Propriedade 3 da funcao de Meijer, temos:
pFy(ar, ..o ap; by, .o by 2) =
q
. (CL1:8)... (ap: S)F(s)(—z)isds __ ];1 Gé’il’p ot ,01,...,04
2mi c—1i00 F(bl S) cee F<bq 8) 2l ay,...,a
I'(aj) o
j=1
Fazendo agora by, = B para k = 1,...,q e a; = «;, para j = 1,...,p, encontramos uma

relagao, através da funcao de Meijer, entre a funcao hipergeométrica generalizada e a funcao

de MacRobert dada por [30]:

Hf(ﬁj) X
oFolar, . api B, Bpz) = 5——F [p o)l as (Bl s — | (329)

I'(a )

J



CapiTULO 4

A funcao H de Fox

Neste capitulo vamos definir a funcao H de Fox através de uma integral do tipo Mellin-
Barnes, apresentar algumas de suas propriedades, bem como recuperar, como casos particu-
lares, por exemplo, a chamada fungao G de Meijer, apresentada no Capitulo 3, a chamada
funcao de Mittag-Leffler, bem como as fungoes de Wright e Mainardi, tteis em problemas

advindos do célculo fracionario, conforme sera visto no Capitulo 5.

4.1 Introducao

Charles Fox nasceu em 17 de Margo de 1897, em Londres, Inglaterra e era filho de Morris
and Fenny Fox. Estudou na Universidade Sussex Sidney, Cambridge em 1915. Dois anos
depois, seus estudos foram interrompidos quando juntou-se a for¢a expediciondria britanica
na Franca e foi ferido em acao em 1918. Depois completou seus estudos em Cambridge,
e lecionou na Universidade Imperial de Ciéncias. Em 1928 recebeu o grau de doutor em
ciéncias da Univesidade de Londres.

Charles Fox emigrou para o Canada em 1949 para trabalhar na Universidade McGill,
Montreal, como professor associado de matematica e logo depois foi promovido ao posto
de professor de matematica em 1956. Em 1961 foi eleito um Fellow da Royal Society do
Canada. Depois de aposentado da Universidade McGill em 1967, trabalhou na Sir George
Williams University (agora Concordia University) como professor (visitante), de matematica
e continuou seus ensinamentos até préximo dos 80 anos.

Seus trabalhos consistem no estudo de séries e integrais nulas, matematica aplicada a

navegacao, transformadas integrais, equacoes integrais e funcoes hipergeométricas generali-

47
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zadas. Seus primeiros artigos [36, 37| referem-se a investigacao de séries e integrais nulas.

Trabalhos associados & matemadtica aplicada e a navegacao sao encontrados em [49, 67].
Uma das maiores contribuicoes de Fox envolve a investigagao sistematica da expansao

assintdtica da fungao hipergeométrica generalizada (agora conhecida como fun¢ao de Wright,

ou por alguns autores como fungao de Fox-Wright) definida por

p
- HF a; + a;r)
i= z"
pFyl(ar ), (apay)i (b Bo). - (by Bz = Y 5 =
r=0 HF (b; + B;7)

=1

<.

q p
emque z € C, o, € Rcomi =1,...,p; g =1,...,q¢ g B — g a; > —1. Sua
— :

metodologia refina o trabalho de Barnes [3], que discutiu a expansao assintética da fungao
hipergeométrica generalizada ,Fj.

As contribuicoes de Fox nas fungoes especiais e transformadas integrais podem ser di-
vididas em trés classes: (i) teoria da transformada de Mellin; (ii) operadores de integracao
fraciondria; e (iii) aplicagao dos operadores L e L.

A técnica envolvendo a transformada de Mellin é exibida na maioria de seus artigos. Em
seu primeiro artigo, na aplicagao da transformada de Mellin para equagao integral, Fox [44]

desenvolveu a solucao da seguinte equacao do tipo Fredholm

F(z) =G(z)+ /000 H(ux)F(u)du,

em que G(z) e H(x) sao fungoes conhecidas e F'(z) deve ser determinada. Pela aplicagao da
teoria da transformada de Mellin, Fox investigou certas propriedades na forma de teoremas

para as seguintes transformadas integrais:
1. Tranformadas iteradas [50];
2. Transformadas em cadeia [47, 52, 58];
3. Classifica¢do de nicleos que possuem transformadas integrais [54];
4. Transformadas unitérias gerais [56];

5. Transformada integral matricial [61].
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Fox [51] também desenvolveu uma férmula de inversao associada & transformada de um
produto de convolucao através da aplicacao de certos operadores diferenciais.

Em 1961, Fox [59] introduziu a fungdo H na teoria de fungoes especiais, que é uma
generalizagao da funcao F de MacRobert, funcao hipergeométrica de Wright e da funcao G
de Meijer. Ele investigou o nicleo de Fourier generalizado associado a funcao H e estabeleceu
muitas propriedades e discutiu casos particulares deste nucleo. A funcao H, atualmente
conhecida como funcao H de Fox sera definida na préxima secao.

A funcao H ja aparecia no tratado de Bateman [30], dada por uma integral de Mellin-
Barnes. Este fato foi levado ao conhecimento de Fox em Janeiro de 1966. Esta foi a razao que
o fez nao prosseguir em qualquer outro trabalho de pesquisa dessa funcao H além do artigo
[63]. Neste artigo, Fox derivou uma solugao formal da equagao integral dual, envolvendo
funcoes H, em termos do chamado operador de Erdélyi-Kober modificado.

Como foi visto no Capitulo 2, as integrais de Mellin-Barnes aparecem primeiramente
com S. Pincherle, baseadas no “principio da dualidade”. Essas integrais foram estudadas
por Barnes em 1908, Mellin [104], Dixon e Ferrar [24] e Bochner [6]. Porém, um estudo
sistematico dessas funcoes é feito por Fox em conexao com a investigacao do ntcleo de
Fourier simétrico generalizado [59]. Estes nicleos de Fourier sao uteis na caracterizacao das
distribuigdes de probabilidade. O trabalho de Fox em distribuicoes estocasticas pode ser
visto em dois artigos [58, 64].

As reciprocidades

glz) = / " k(at) f()r, fx) = / " k(at)g(tydt,

geralmente conhecidas como transformada integral de Fourier generalizada direta e inversa,
podem ser estabelecidas se certas condigoes de convergéncia bem como a equacao funcional
K(s)K(1 — s) = 1 sao satisfeitas, em que K(s) é a transformada de Mellin de k(z). Como
um resultado de seu interesse nos nicleos de Fourier, Fox [60] mostrou que a reciprocidade
pode ser obtida com a ajuda de operadores de integracao fracionaria, que sao analogos as
tranformadas de Fourier acima mas com o desenvolvimento da equacao funcional muito mais

geral,

N Llag + (i + 1 — 5)/my|C[oy 4 (1, + 5)/my]
KO =) = === T + 5)/md

onde m; > 0, 0 < Re(a;) < 1/2 e Re(n) > —1/2.

P
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Em [62], Fox reduz a transformada de Meijer modificada, definida por

glz) = / " et K (o) f (1),

em termos da transformada de Laplace e deriva sua formula de inversao.
A técnica da transformada de Laplace L e sua inversa L' é exibido por Fox em dois
dos seus artigos [65, 66]. Em um dos artigos, Fox [66] obteve a férmula de inversao para a

chamada transformada de Varma, definida por

o) = /0 " ()™ 2exp (—%tu) Wi (b) f (u)du, £ 0,

na forma: f(r) = x= 2 L7 kmmA2 [ [pmo k2= 1g(1)).

Finalmente, é importante observar que Fox também obteve muitos resultados numa mis-
celanea de topicos de interesse, tais como: ortocentro, funcao potencial, equacao polar de
uma curva, teorema de Hankel, matrizes mégicas, linha de Pascal, etc. Isso pode ser obser-
vado nos seus artigos [38, 39, 40, 41, 42, 43, 45, 46, 48, 53, 55, 57].

Atualmente, devido a ocorréncia da chamada funcao de Mittag-Leffler na solucao de
equacoes diferenciais fracionarias, a importancia da funcao H cresceu consideravelmente
tanto nas Ciéncias quanto na Engenharia, especialmente em areas envolvendo problemas de
difusao fraciondria e difusdo anomala em sistemas complexos. A tendéncia das pesquisas
em muitos ramos da ciéncia aplicada e tecnoldgica é a mudanca de direcao associada as
aplicagoes envolvendo a fungao H de Fox (e seu particular caso, a funcao de Mittag-Leffer)
em suas areas de pesquisa. O primeiro artigo em que a solucao de uma equacao de difusao
fraciondria é obtida em termos da fungao H de Fox foi publicado por Wyss [135].

Fox foi um dedicado, honesto e efetivo professor, que fez contribuicoes significantes no

campo de sua especializa¢ao e inspirou e encorajou varios pesquisadores [125].

4.2 Definicao

A fungao H de Fox, em termos de uma integral do tipo Mellin-Barnes, é [105],

mn (al, al); sy (ap7 ap) o m,n

(aj, ;) 1 B
" - Tl == g(s)zds, (41
) (bl,ﬁl),...,(bwﬁq) /Lg S)Z S ( )

(blm ﬁk)Z:l 2mi
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em que

n

[(bg + Brs) H I'(1 —a; —ajs)

m
k=1 j=1
q

[(1 — b — Brs) H I(a; + a;s)

k=m+1 Jj=n+1

S

e um produto vazio é sempre interpretado como 1, z # 0, z7° := exp[—s(In |z| 4 iarg(z))],

m,n,p,g ENcom0<n<p l<m<gqgea,f R, a,cCGHi=1,....,p;j=1,...,q)
tal que ay(b; + k) # Bij(a; —1—1), k,l e N;i=1,...,n; j =1,...,m. Além disso, L ¢
um contorno adequado que separa todos os polos de I'(b; + f;s), j = 1,...,m, dos polos de

MNl—a;—as),i=1,...,n.

O estudo das condicoes de existéncia da funcao H de Fox é feito através de um estudo
sobre a convergéncia de (4.1) que, como j4 foi discutido no Capitulo 2, depende do contorno

L e da relagao entre os parametros a; e a; (i =1,...,p)ebjef; (j=1,...,q).

A funcao H de Fox aparece na solucao de equacoes diferenciais fraciondrias e equacgoes
integrais fraciondrias. Assim, para encontrar a condicao de existéncia da solucao de uma

destas equagoes, precisamos das condigoes de existéncia da funcao H de Fox.

Um estudo detalhado sobre a convergéncia de (4.1), como j& mencionamos, foi realizado
no Capitulo 2 deste trabalho e apresentado como lemas. Aqui vamos apenas apresentar um

resumo destes resultados. Os casos em que a funcao H de Fox existe e é analitica sao:
(i) L = Lioo; a > 0, |argz| < am/2, z # 0;

(ii) L = Lis; arg(z) =0, a = 0, Re(p) + ke < —1;

(i) L =L_w, k>0,2#0;

(iv) L=L_o, k=0, 0<|2| <h™!;

(V) L=L_w, k=0, |z| = h, Re(p) < —1;

(Vi) L= Ly, k<0, z#£0;

(V)L = Lyoo, k=0, |z| > 7Y

(vili) L = Lyoo, k=0, |z| =h7Y, Re(u) < —1,
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onde os parametros a, k, h e p sao tais que:

n p m q
a=>Y ai— Y o+ Y Bi— > B
i=1 i=n+1 j=1 j=m+1

q p
NIt
j=1 i=1
p q
h = Ha?il—[ﬁ;ﬁja
i=1 j=1

q p

p=3 b=y a4+ (4.2)
j=1 i=1

O contorno L, vai de ¢ —ioo até c+ioo, com ¢ > 0, tal que todos os polos de I'(b; + 3;5),
j=1,...,m estao a esquerda, e todos os polos de I'(1 — a; — ;s), i = 1,...,n, a direita de
L. Este contorno corresponde ao contorno Cy no Capitulo 2.

O contorno L_., vai de —oo + iy para —oo + ipy, com 1 < o, tal que os polos de
L(b;+ B;s) ,j=1,...,m estao a esquerda, e todos os polos de I'(1 —a; —ays), i=1,...,n
a direita de L_,. Este contorno corresponde ao contorno C3 do Capitulo 2.

O contorno L. vai de +00 + i para +00 + iy, com ¢ < @9, tal que os polos de
L(b;+ B;s) ,j=1,...,m estao a esquerda, e todos os polos de I'(1 —a; —ays), i=1,...,n
a direita de L, .. Este contorno corresponde ao contorno C; no Capitulo 2.

O caso (i) ¢ analisado com detalhes no Capitulo 2 em forma de lema, Lema 2.3. Utili-
zando a expansao assintética da funcao gama na anélise do comportamento de log |g(s)z ™
ao longo do contorno C, mostramos a convergéncia de (4.1) e resumimos este ao Lema 2.3.

Os casos (ii)-(iv) s@o resultados da andlise da integral de Melllin-Barnes ao longo do
contorno C3 e aparecem como resumo desta analise em forma de lema, Lema 2.4. Este
lema fornece as condicoes de convergéncia da integral de Mellin-Barnes sobre o contorno Cs.
Vale destacar aqui a convergéncia da funcao H de Fox em um disco unitario no caso k=0.

Os casos (v)-(viii) sdo resultados da andlise da integral de Mellin-Barnes ao longo do
contorno C' e sao apresentados como lema, Lema 2.5. Estes sao vistos de uma forma equi-
valente pelo Teorema 1 em [78]. Neste teorema é verificada a convergéncia do integrando
em (4.1) para estes casos através de uma estimativa assintética para o mesmo'. Vamos a

seguir, apresentar algumas propriedades da funcao de Fox que nos serao tteis.

'Uma outra importante referéncia sobre a existéncia envolvendo a funcio H de Fox é dada em [105].
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4.3 Propriedades

Nesta secao vamos apresentar algumas propriedades sobre a funcao H de Fox. Estas e outras

propriedades podem ser encontradas em [116]. Aqui consideramos a;,b; € C e oy, 5; € R,

1. Simetria em relacao aos parametros: A fungao H de Fox é simétrica com relacao
p p
aos pares (aj,ay),..., (a1, a,) de (a;, )iy, (Gng1, Qngt)s .-y (ap, ) de (az, ;)b

(bh 61)a sy (b’ru B’n) de (bj7 6])?:1 € (bm+17 5m+1)7 ey (aq7 Bq) de (b]a 6])3:1

2. Representacao na forma de série: Podemos representar a funcao H de Fox pelas

seguintes séries:

. H L(bj = (b + )53/ 5)

ngq,n 5 (a’jaaj>§1 _ Z j=1,j#1 »
(b, Br) i1 i=1 k=0 H T(1— b, + (b + k)5;/5)
j=m+1
T(1 - a; — (b + k)ay/B
jHl (= ag = (bt Re /ﬁ)(_l)kz<bi+k>/m
X—7F W7, ) (4.3)
I1 Ta; = (b + k)ey/5:)
j=n+1

Esta série é valida quando k& > 0, as condicoes (i)-(iii) sao validas e By(b; + 1) #
Bi(bpy+s), j#k, j,k=1,2,....mes=0,1,...

H 'l —a; — (a; + k)ay /o)

P
(aj, ;) 1,j#1
H;nq,n > J0 077 Jj= ‘7# x
’ a ZZ

(Ok, Br )i i=1 k=0 H D(a; + (1 — a; + k)a; /o)

j=n+1
I'(b; — i k j 4
3'1;[1 (bj — (a; +k)B;/ ) (—1)kz—(—aith)/8, (8.4
X . .
a ko
H F(l—b]—(l—amLk)B]/ozl) “
j=m+1

Esta série é véalida quando k < 0, as condicoes (i) e (iii) sdo validas e Ax(1 —a; +1) #
Ailap+s), j#k, j,k=1,2,....mes=0,1,...
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3. Expansoes assintéticas: As expansoes assintéticas para a fungao H de Fox foram

estudadas em [5]. Sejam k e a como definidos anteriormente, se k > 0 e a > 0 temos

n

Hm(z) =Y [hyaler =D/ ol DA 2] — oo, (4.5)
r=1
onde
p oL [[Z T+ (1 —a,)Bi/A) [Ty (L = ap — (1 = a,) A /4;)
A, ?:n—&-l [(a; — (1 —a,)Aj/A;) ?:m—i—l I'(1—=b; — (1 —a,)B;/A;)

ese k>0ea=0 temos

n

Hg‘én(z) = Z[hrx(ar—l)/Ar + O(x(ar—l)/Ar)]

r=1
+ Az"TV2 | Acpexpli( B + Cx/2)] — doexp[—i(B + Cz/?)])
+o(zW DAY 2] = oo, (4.6)

onde

co = (2mi)™ " Pexp [m( Z ay — Z bj)] ;

r=n+1 7=1

P m
do = (—271)" " Pexp[—mi( Z a, — Z b;)mi],
j=1

r=n+1
1 (p—g+1)/2 i s T b1y (AR T
A= o) Pt D2A TT Azt 2T BY % [ =
2min 27) 1:[1 ’ JHl J ( 5 ) ’
B (2v+ )7 O A\ /A
N 4 ’ -\

j=1 j=1 j=1

=1

4. Analiticidade: A funcao H de Fox é analitica com respeito a variavel z, quando ela
satisfaz os casos de (i)-(viii). Citamos, por exemplo, o caso (i), em que ela é analitica

no setor |arg(z)| < amw/2, em que a é definido em (4.2).

5. Redugao de ordem: A férmula a seguir reduz a ordem da funcao H de Fox em

relacao aos parametros n, p e q.

a;,o;)b_ a;, o)t
]Tq,n P ( J J)]—l _ H;n_,rlz;il N ( J J)]72 (47>
(bk‘7/8k)Z:1’ (Cll,Oél) (bk?ﬁk)z—l
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6. Simetria: Esta relacao é dada para a inversao da variavel z na funcao H de Fox. Isto
nos possibilita, por exemplo, apresentar mais uma possibilidade de definir a funcao H

de Fox.

(1 = br, Br)iey (4.8)
(1- aj’aj>§:1

P, — “Taqp

(bkn Bk)z:l

m,n | (a’j7 Oéj)?:l o n,m 1
z

7. Translagao: Esta relagao nos possibilita a redugao de um produto de uma funcao
da forma f(z) = 27, onde v € R com a funcao H de Fox em uma translagdo nos

parametros a; e by,

’y m7n
z Hp’q z

(4.9)

(br, Br) 1

(aj, ;)= mon ‘ (a; +vay, 05)5—;

(b + 7B ),

8. Funcgoes contiguas: Apresentamos a seguir duas relagoes entre funcoes contiguas que

aparecem de deslocamentos unitarios nos parametros da funcao H de Fox:

a;, o)t
(biag — a1 1 + 51)H1Tq’" z (a; J>;_1 =
(bk7 5k)k:1
_ g | (a1 — 1, 01), (aj, )75 o H™ |- (aj, )5,
e (bk7 5k)2:1 P (bl + 17 Bl)? (bk7 Bk)Z:Q
(4.10)
e
o | (aja O@)?;i, (al + e 041)
m (a1 + 7+ 1 o), (be, Br)i=
_ (’Y + 1)Hm71,n (aj7 O[J)f;; _ pgm—1n (al - 1’ 041)7 (aj7 Oé])?;; (4 11)
PR (b B0 PR by 1,80, (b BT |
(br, Br)j—1 (b1 + 1, B1), (br, Br)j—s

Para que estas relacoes sejam validas, devemos ter m,n > 1.
9. Diferenciagao: Relacoes de diferenciacao para funcao H de Fox sao como a seguir:

d
o yrm,n
dz < Hp,q

(=0,1), (ajvaj)§:1

z
| (bkn Bk)z:p (1 — 0, 1)

(aj7 Oéj)?:l o—1 rym,n+1

= g (4.12)
(bk’ /Bk)z:1 : !

z
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dF a;, o)t k 0,0),(a;,a

ﬂ1,—_[mn (CZ+d)U ( J ]);1 :( i_d) H;r—z’—rlz—gil (CZ+d>U ( ) ( J J)j 1

< (bk’ ﬁk)k:l €z (bkv Bk)k:l’ (ku 0)
(4.13)

Para (4.13) ser vélida, devemos ter o > 0.

A fim de exemplificar, vamos verificar a relagdo dada em (4.12). Utilizando a propriedade

de translacao da funcao de Fox, Propriedade 1, temos:

(aj + oaj, a;)f_,

(b + 0Bk, Br)iey

(aj7 87 )?:1

(br, Br) 1

o rym,n m,n
ZHp7q z = H

p.q

Assim,

oI (aj +oaj, a;)f_,

(b + 7B, Br)i_4

m,n

bkaﬁk % e
HF bk+05k+5kS)H (1—a; —oo; — ays)
7j=1

dire
e p

27%ds p =
H Fl—bk—Uﬂk—ﬂkS) H (aj—i‘UOéj—i‘OéjS)
k=m-+1 j=n+1
HF(bk—i—aﬁk—i—ﬂks HFl—aJ oo — ;s)
1 - -
= =l = (—s)z " tds.
211 L a P
H F(l — bk — O'ﬁk — 6k8) H F(aj + oy + OéjS)
k=m-+1 j=n+1
Fazendo s — s — 1, obtemos:
HFbk+aﬁk+Bk5—1 HFl—aJ a; —a (s — 1))
1 - -
- - = (1—s)z"%ds
2w Jp & P
H (1 —by — 0Bk — Pr(s—1)) H I'(aj + oo+ aj(s — 1))
k=m-+1 j=n+1
HT (b + 0By — Bk+ﬁks)H (1—aj —oa; +a; — q;s)
1 k=1 Jj=1 -5
=5 : 5 (1—s)z"%ds

H [(1 — by — 0Bk + Br — Bks) H I'(a; + oaj — o + a;s)

k=m+1 Jj=n+1
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m n

TIT®+ Bi(o = 1)+ Bis) [ [T = aj — aj(0 — 1) — ay9)
1 k=1 j=1 —s
=5 | — p (1 —s)z"%ds
[T T =tk =8lo—1)=Bes) [ Tlaj+ (o — 1)+ ays)
k=m-+1 Jj=n+1

Agora, utilizando o simbolo de Pochhammer, (3),,, encontramos a relacao

) _q I+ (1-s) TI'C-s) TI'C+o—-0—-s5) TI'(l+o—(0—1)—s)
=)= =sh = =535 “T1 s TUto—o—s Tlo—(o_1-3

e substituimos este resultado,

[ITk+ 8o = 1)+ Brs)T(A+ 0 — (0 —1) =) [JT(1 — aj — (0 — 1) — a;5)

1 k=1 j=1 s
—_— 2z %ds.
2mi J;, 2 P

I] T =bp=Brlo—1)=Bs)T(c— (0 —1)—s) [] Tlaj+aj(o—1)+ays)
k=m-+1 j=n+1
Reordenamos os produtos,
m n+1
[[T®, + Bi(c = 1)+ Bis) [[T(1 = & — (0 — 1) — as)
1 = i
— = = 2 %ds,  (4.14)
2me )y, ot pt+1
I] ra—b,-80c—1)=ps) [] T(a)+ajlo—1)+a)s)
k=m-+1 j=n—+2
em que ay = —0, o) = lea; =a; 1, a; =a; para j =2,...,n+ 1. Do mesmo modo,

b, =by, B, =P parak=1,....,qeb,,, =0—1, 5., =1, temos que (4.14) corresponde a

funcao de Fox,

1 [ 1
st || @@ =Dag ||| (@) e
Hp+1,q+1 < , ) arvg+1 =~ HP+1vq+1 o 1 ar\qtl
(bk- + (U - 1)ﬁk,ﬁk)k:1 | (bk’ﬁk)kzl
_ o—1grmn+1 <_U7 1)7 (a’j7 aj)?:l
= Hp+1,q+1 < q
(bk7 6k)k:17 (07 1)

4.4 Casos particulares

Apresentamos nessa secao casos particulares da funcao H de Fox, dentre eles a funcao de
Meijer, a funcao de Wright, a funcao de Mainardi e a funcao de Mittag-Leftler; esta tiltima

aparece com bastante frequéncia nos problemas de calculo fracionario.
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4.4.1 A funcao GG de Meijer

Considerando «;, para j = 1,...,p e [, para k = 1,...,q iguais a 1, a fungao H de Fox

coincide com a funcao G de Meijer. Ou seja, vale a relacao

HJT |z Z =G |7 (]1
(bkv 1 k=1 (bk)kﬂ

Desta relacao é facil notar que nem todas as fungoes que sao casos particulares da funcao
H de Fox podem ser expressas em termos da funcao G de Meijer. Podemos citar o caso em

que «; e B sao irracionais ou, como exemplo particular, a funcao de Mittag-Lefller.

4.4.2 As funcoes de Mittag-LefHler

Introduzimos aqui as funcoes de Mittag-Leffler com suas respectivas representacoes em ter-
mos da fun¢ao H de Fox. Iniciamos definindo a funcao de Mittag-Leffler com trés parametros
e representamos como casos particulares a classica funcao de Mittag-Lefler e a funcao de
Miggat-Leffler de dois parametros. Definimos a funcao de Mittag-Leffler com trés parametros
conforme proposta em [120],

o0

Eg,ﬂ(z) = kZ:O F(/jg—)—lf—ﬁ)% (4.15)

em que (p)g é o simbolo de Pochhammer, z € C,Re(p) > 0,Re(a) > 0 e Re(5) > 0. Esta
fungao generaliza a cldssica fungao de Mittag-Leffler FE,(z) e a fungdo de Mittag-Leffler de

dois parametros E, 5(2), ou seja, para p = § = 1, temos:

k

ELy(2) = Eal2) =Y o
a % C(ka+1)
e para p =1,
1 - 2F
Eo5(2) = Eap(2) = ) 77
B p kZ:O ['(ka+ pB)

podemos citar ainda como um caso particular a« = p = =1, Elll(z) = €* que equivale a
funcao exponencial.
A forma integral da funcao de Mittag-Leffler com trés parametros pode ser verificada

quando substituimos m =1, n=1,p=1,q¢=2,a1=1—7v, a1 =1, =0, by =1 — [,
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b1 =1e [y =aez— —z na integral de Mellin-Barnes para a funcao H de Fox,

Hyy | =2 (1=1) _ 6 /CHOO L)y = 5) (—2)"*ds. (4.16)

0,1);(1—8,a) | 2™ Jesiw T(B—as)

Calculando a integral no contorno contendo os polos de I'(s) através do teorema dos

residuos e usando a seguinte relagao,

(s +m)(s) = (sr—i<-sn+—n1—;_.1.>. s’
temos
— tim (s+n)I'(s)I'(y —s) A — lim Cis+n+1DI'(y—s) -
Rn_slafn LB — as) (=2) stn (s+n—1)...sF(ﬁ—a5)( )
Ty +n) () (V)"

~ (—D)"!T(B + an) (=2)" = T(B+an)’

em que R, é o residuo calculado em cada polo. Assim, obtemos:

> B =T0) 3 [ L) EL(2)
Portanto,
v Z_L LI (I=1)
Fasl2) = T(y) e (0,1); (1 — 5, ) @17

e como caso particulares, encontramos as representacoes integrais das funcoes de Mittag-

Leffler de um e dois parametros, respectivamente,

(0,1) 1 c+ic>oM o
(0,1); (0, ) 2T /c (11— as) (—2)°d (4.18)

—100

(1,1) L1 [ I(s)I(1 - ) o
0,1;(1—B,a) | 27 /OO (3 —as) (—2)7%ds.  (4.19)

4.4.3 A funcao de Wright

Do mesmo modo como feito anteriormente se tomarmos agoram =1, n=1,p=1, ¢ = 2,

a1 =0, =0,b,=0,bo=1—-08,061=1e s =aez— —z, temos:

(0,0) 1/7“% I'(—s) .
———(—2)°ds

Hy | -2 =5
’ (0,1); (1 = 8, a) 211 Jy—ioo L(B — as)
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de onde segue-se

(07 0) - z"

Hpy | =2 =y — = W,s(z 4.20
Ao -pe | Gy - e 020

que ¢é conhecida como fun¢ao de Wright.
Destas duas ultimas relagoes fica claro, como haviamos mencionado anteriormente, que
tanto a fungao de Wright quanto a funcao de Mittag-Leffler com dois parametros nao podem

ser obtidas como casos particulares da funcao de Meijer.

4.4.4 A funcao de Mainardi

Apresentamos aqui em termos da fungao de Fox, um caso particular da funcao de Wright
bastante importante, que é encontrado no calculo fracionario, para ser mais preciso, aparece
naturalmente como solugao da equagao de difusao fracionaria em relagao ao tempo [93]. Este

caso particular é conhecido como fungao de Mainardi definida por [91],

M, (2) =W_,1(=2) = go n!F[—V(n_i)Zl 7 O<v<l

Esta func¢ao também ¢é conhecida como fungao M de Wright. Sua representacao em termos

da funcao H de Fox é obtida fazendo —z — 2z, « - —v e f — 1 — v em (4.20), logo

L1 (0,0) _ = (=2)" _ 5
i 0,1); (v, —v) N ; nT[—vn+ (1 —v)] M, (2)-



CAPITULO 5

Calculo fracionario
[

O célculo fracionario tem seu inicio datado a partir de uma carta de I’Hospital para Leibniz
em 1695. No entanto, por trés séculos, a teoria do calculo fracionario esteve restrita ao
campo da Matematica pura. Apenas recentemente, tem-se verificado que as derivadas de
ordem nao inteira sao eficientes para a descricao de fenomenos fisicos e bioldgicos tais como
elasticidade [14], reologia [15], dindmica populacional [86] e processos difusivos [73, 91, 92,
109, 132]. Vamos apresentar neste capitulo uma breve introdugao do célculo fraciondrio,
algumas defini¢oes e propriedades para derivada de ordem arbitraria. Destacamos aqui as
defini¢oes de Riemann-Liouville e Caputo bem como a motivacao de trabalhar com a derivada

fracionaria segundo Caputo nas nossas aplicagoes.

5.1 Introducao

Podemos dizer que o calculo fracionario, ou para sermos mais precisos o calculo de ordem
arbitraria, surgiu quando G. A. I'Hospital escreveu para G. W. Leibniz perguntando qual
o significado de jx—nn, quando n = % A sua resposta, em 30 de Setembro de 1695, em uma
carta para I'Hospital foi que d> serd igual a 2v/dz : x, um aparente paradoxo do qual um
dia resultados importantes emergirao.”

Desde entao muitos matematicos vém contribuindo para tal teoria, podemos citar, por
exemplo, no século XVIII: Euler, em 1730, e Lagrange, em 1772. No século XIX: Laplace, em
1812; Lacroix, em 1819; Liouville, em 1832; Riemann, em 1847; Center, em 1848; Greer, em

1859; Holmgren, em 1865; Griinwald, em 1867; Letnikov, em 1868; Sonin, em 1869; Laurent,
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em 1884; Nekrassov, em 1888; Krug, em 1890; Heaviside, em 1892. No século XX: Weyl, em
1917; Caputo, em 1969, dentre outros mais recentes [126].

Em 1819 Lacroix observou que

am n!
_pen - n—m 5.1
dzm” (n— m)!x (5.1)

emquen € Nem € Ny;n>m. Sendon! =T'(n+1) e (n—m)! =T(n—m+ 1), Lacroix
escreveu (5.1) em termos da fungao gama,

am I'(n+1) N
n — n—m ‘2
dx™ F(n—m—kl)!x ’ (52)

e entao considerou m = % e n = 1 para obter

d2 2
T = —7

1
—r2,
dx? T2

Riemann, ainda na graduacao, também apresentou uma generalizagao para as derivadas

e para a série de Taylor. Esta definicao foi publicada em 1892 e definida por

510 = i [ o= B (ke + o) (53)

em que ¥(x) corresponde a uma func¢do complementar que aparece na férmula devido a

ambiguidade do limite inferior c.

1

Em 1867 Griinwald definiu a diferintegracao’ em termos da seguinte série infinita:

ﬁ:]@m{[(“—am Nzl (z_k{x;[aD}

k=0

onde ¢ é arbitrario. A definicao acima foi generalizada por Post (1930) para a forma,

_4F lim ¢ (0x)™" i(—l)kf (x — kox)
[d(x —a)]” 620 P '
Claro que varias outras defini¢oes importantes aparecem, mas vamos apresentar nas
proximas secoes algumas defini¢oes e propriedades, que serao trabalhadas aqui, e que apa-

recem com frequéncia em problemas atuais envolvendo o célculo fracionario.

IEste termo diz respeito a: derivada se Re(q) > 0 enquanto que a integral se Re(q) < 0.
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5.2 Operadores fracionarios de Riemann-Liouville

Em 1860, o estudo sobre operadores de integrias e derivadas fracionarias teve um crescimento
consideravel a partir de Riemann. Estes operadores eram essencialmente baseados na familiar
formula integral de Cauchy. Dentre esses operadores, destacamos os apresentados por Sonin
em 1869 e por Laurent em 1884. Este ultimo, obteve o mesmo resultado proposto antes por
Riemann. Estes foram os primeiros trabalhos relacionados diretamente com a definigao de

Riemann-Liouville [126].

5.2.1 Integrais fracionarias

Seja 2 = [a,b] (—oo0 < a < b < 0co0) um intervalo sobre o eixo real. As integrais fraciondrias

de Riemann-Liouville I$, f e If* f de ordem « € C (Re(a) > 0) sao definidas por [79]

(12, )(z) = F<1a) / . i (g)la dt (x> a; Re(a) > 0). (5.4)
(I F)(a) = (1a) / ) - / (gladt (z < b; Re(a) > 0). (5.5)

respectivamente. Aqui I'(«) é a fungdo gama. Estas integrais sdo chamadas integrais fra-
ciondrias a esquerda e a direita, respectivamente. Quando « = n as integrais fracionarias

(5.4) e (5.5) coincidem com as n-ésimas integrais da forma

(" f)(x) = / it /atl dtz---/:”_l Ft)dt, = ﬁ/:(x—t)n-lf(t)dt (n € N).

n—1

b b b b
(Ig_f)(x):/ dtl/t dtz---/t f(tn)dtn=ﬁ/ (x ="' f(t)dt (n€N).

5.2.2 Derivadas fracionarias

As derivadas fracionarias de Riemann-Liouville Dg, y e Di y de ordem o € C, Re(a) > 0

sao definidas por

D)= () i = ot (1) [ oaa 69
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com n = [Re(a)]+ L,z >ae

com n = [Re(a)] + 1;2 < b. O simbolo [Re(«)] significa a parte inteira de Re(«). No caso
quando n € Ny, temos: (D, y)(z) = (Dj_y)(x) = y(x); (Di,y)(x) = y"(2) e (D_y)(x) =
(—=1)"y™(z), em que y™ (x) corresponde a derivada da funcdo y(x) de ordem n. No caso

em que 0 < Re(a) < 1, as derivadas fracionarias ficam reduzidas a forma,

L d [ y()
De _ dt .
(D y)(@) T(n—a)de /a (& — ) (@] com x > a, (5.8)
e
Lod "y
oG pp—— dt | |
(Dp-y)() T(n —a) de /x (t — )0 Te(@) comz < b (5.9)
No caso em que o € RT| entao (5.6) e (5.7) tém a seguinte forma:
1 d\" [* yt)dt
Do - - (4L _ ylbjat 1. 4
( a+y)($) 7(,’7’ o Oé) <dl’) /a (QZ - t)a_n'H (TL [Oé] + Y > a) (5 O)
e

(Dy_y)(z) = S — (—%)n/ (yﬂ (n=a]+ 1z <b), (5.11)

v(n — «) t — x)o—ntl

enquanto que (5.8) e (5.9), para o caso 0 < a < 1, sdo dadas por:

(Dg y)(x) = ﬁ% /ax % com x > a (5.12)
(Dy_y)(r) = —ﬁ%/z % com = < b. (5.13)

Se Re(a) = 0 (a # 0), entao (5.6) e (5.7) tornam-se derivadas fracionarias de ordem

imagindria pura [112], isto é, temos

(D y)(x) = T 1_ i0) % /‘” (:i/(f)j)tw com = o4
b
(DY y)(z) = —ﬁ%/ (fg)ﬁ;e com & < b. (5.15)
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5.2.3 Propriedades

Apresentamos aqui algumas das principais propriedades das integrais e derivadas fracionarias
de Riemann-Liouville.
Propriedade 1: Se Re(a) > Re(f) > 0, entao para f(z) € Ly(a,b) (1 < p < o0), valem as

seguintes relagoes sobre o intervalo [a, b]:
(Daudg f)(@) = 177 f () e (DI f)x) = 2" f(x).
Em particular, quando § =k € R e Re(a) > k,
(DI f) (@) = 74 f(2) e (DML f)(x) = ()75 f(2).

Propriedade 2: Seja Re(a) >0, m e Ne D = d/dx.

(a) Se as derivadas fraciondrias (D2, y)(x) e (Dp™™y)(x) existem, entdo
(D™ Dgyy)(x) = (Dgf™y) ().

(b) Se as derivadas fracionarias (Dy y)(z) e (D ™y)(x) existem, entao

(D™ Dy_y)(x) = (=1)™(Dy="y)(x).

Vamos agora definir as integrais e derivadas fracionarias de Riemann-Liouville sobre o

semieixo real.

5.2.4 Integrais e derivadas fraciondrias sobre R"

Nesta secao apresentamos as defini¢oes e algumas propriedades das integrais e a derivadas
fraciondrias de Riemann-Liouville sobre RT.

Usando as definigoes (5.4), (5.6) e a nota¢ao de Mainardi em [91], definimos a integral e
a derivada fraciondrias sobre o intervalo [0, 00), respectivamente, por:

(i) Integral fracionaria de ordem v:

TAE) = (I ) () = — ) /Ot(t — 77U (r)dr (> 0;v € CeRe(w)>0). (5.16)

(v
Note que esta integral é a mesma definida por Riemman sem a fungao complementar ().

A relacao desta funcao com a integral fracionéria pode ser vista com maior detalhes em [32].
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(ii) Derivada fracionaria de ordem §:

d” 1 t f(r)
din {m —B) / (t —T>6+l—"]  no < Relf)<m
Dy f(t) = D"[J; f(t)] = (5.17)

A
%f(t)v ﬁ =n.

em que § € C, com Re(3) > 0, n o menor inteiro maior que Re(f) e v = n— . Apresentamos
a seguir algumas propriedades de (5.16) e (5.17). Note que o cédlculo da derivada fracionaria
de ordem arbitraria de uma fungao f(z) é calculada do seguinte modo: primeiro, efetuamos
a integragao de ordem v de f(z), onde v é definido acima e, em seguida, derivamos n vezes a
fungao obtida apds a integracao. Vamos ver mais adiante o que acontece quando invertemos
esta ordem.

Propriedade 1: Consideremos a funcio f(z) = z°7!. Sejam «,8 € C,com Re(a) >
0 e Re(f) > 0. Temos que a integral e a derivada fraciondrias de ordem « sao dadas,

respectivamente, por:

JogPt = %xﬁﬂ_l com Re(a) > 0 e Re(3) > 0,
e
ap1_ LB 50
Dot = mxﬁ ' com Re(a) > 0 e Re(B) > 0.

Propriedade 2: Scja f(z) € L1(R") e Re(a) > 0, temos:

DI f(x) = f(x).

Esta propriedade mostra que o operador derivada de ordem « é o operador inverso a esquerda
do operador integral a. Se aplicarmos este mesmo operador a direita do operador integral
nao necessariamente vamos obter o operador identidade [32].

Propriedade 3: Sejam o > 8> 0 e f(z) € L1(R"), temos:
DPJf(x) = J* P f(x).
Em particular, quando § =k € N e Re(a) > k, obtemos

DEJef(z) = J*F f(x).
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Propriedade 4: Sejam o > 0, m € Ne D = d/dx. Se as derivadas fraciondarias D f(z) e
Dt f(x) existem, entao,

D™D*f(x) = D" f(x).
Propriedade 5: Seja f(t) definida em R™ satisfazendo as condigoes para que exista a

transformada de Laplace. A transformada de Laplace da sua derivada fracionaria de ordem

aem quen— 1< a<n édada por:

—_

n—

(LIDFLF(0))(s) = s™(LLFB)])(s) — Y s"(DF~"11)(0). (5.18)

0

il

Nesta equacao, a transformada de Laplace esta relacionada com condic¢oes iniciais dadas
em termos das derivadas de ordem nao inteira. Isso pode nos trazer problemas no uso desta
derivada em aplicacoes fisicas, ja que, em geral, as condicoes iniciais dos problemas fisicos
sao dadas em relacao as derivadas de ordem inteira. Assim, diante desse dilema, justifica-se

a necessidade da definicao a seguir.

5.3 Derivada fracionaria de Caputo

Ao trabalharmos com a derivada fracionaria no sentido de Riemann-Liouville, notamos que
alguns resultados indesejados estao acoplados em tal definicao. Podemos citar, por exem-
plo, o fato de a derivada fracionaria de uma constante nem sempre ser zero e o fato de
necessitarmos de condigoes inicias de ordem nao inteira, quando usamos a transformada de
Laplace em problemas envolvendo esta derivada. Diante disso, surge outra definicao para a
derivada fracionaria. Esta definicao foi dada por Caputo e aparece pela primeira vez em seu
trabalho sobre viscoelasticidade [14]. Atualmente, esta derivada é conhecida como derivada
fracionaria no sentido de Caputo.

Usando a notagdo adotada por Mainardi em [91], definimos a derivada de Caputo de

ordem [, com Re(f) > 0 da seguinte forma,

1 b (r)
I'(n—p) /0 (t — 7)B+1-n n—1<Re(f) <n,
DY f(t) = D" f(t)] = (5.19)

—

&

=
[
S
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em que § € C, com Re(8) > 0, n o menor inteiro maior que Re(f) e v = n— 5 e D"
corresponde ao operador derivada de ordem n.
As derivadas de Riemann-Liouville e Caputo tém comportamento diferente no limite

B — (n—1)T. Para este limite, temos os seguintes comportamentos destas derivadas:

Dlf(t) = DpJLf(t) = DIV f(t)

Dl f(t) = JIDp f(t) = DYV f(t) — DV F(07),

onde o limite para t — 07 é tomado apds a operacao da derivada.
Uma relagao entre as duas derivadas (Caputo e Riemann-Liouville) é dada por [91], pela
definicao da derivada de Caputo, temos:

D] [f(t) -y gfk(0+)] = D} f (1)

k=0
Nesta relacao podemos notar que a definicao de Caputo para a derivada fracionéria incorpora
os valores iniciais da funcao e suas derivadas inteiras de menor ordem. A subtracao do
polinémio de Taylor de grau n — 1 em ¢ = 07 da fungao ¢ um tipo de regularizacao da
derivada fracionaria. Em particular, conforme esta definicao, a relevante propriedade que a

derivada de uma constante é zero é preservada para a derivada fraciondria.

5.3.1 Propriedades

Apresentamos a seguir algumas propriedades da derivada de Caputo, as quais sao bastante
utilizadas nos problemas envolvendo o célculo fracionario.

Propriedade 1: Seja f(t) =t* > —1 e p # 0, temos:

Dlp+1)
D= T s 5.20
Y T(u-B+1) (5:20)
em que 3 > 0. Para o caso de f(t) = k onde k é uma constante, usando a definigao,
DPk=0. (5.21)

Propriedade 2: Seja Re(a) > 0 e seja f(t) continua. Entao,

DFIEF(E) = f(2).
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Propriedade 3: Seja Re(a) > 0 e se existe a derivada de f(¢) de ordem m € N temos que
Dp (D f(1) = Dy (1), (5.22)

Propriedade 4: Seja f(t) € C'[0,T] para algum T > 0. Entao
DF (D] f(1) =Dy (D f(1) = D7 f(), t€[0,T] (5.23)

em que , € R™ e o+ 3 < 1. Esta ultima condicao é necessaria. Sem esta condicao,

citamos o seguinte contra-exemplo:

DY DY) = 40 £ Dl ),

(0.9)

Com efeito, explicitamente,

oy L /t 11 o o S S
¢ r0.4) J, (t—7)06 ['(0.4) 0.4 :

Calculando agora , D?(,D5t), temos:

DO5( o6 1 1 tor0o d
e (D) r(o.5)r(0.4)/O t—rpos "

Para o cédlculo desta integral fazemos a seguinte mudanca de varidavel 7 = ut e obtemos

b (ut)~%Stdu Tt I
_ du — ~0.6(1 _ )05 Jy —
/o (t — tu)0s /0 011 — w05 T o f) (1= u) " du

Y 051 1 1 I'(0.4)r(0.5)
= tOT/O U (1 —u) du = t()TB<O'4’O‘5) = WW’

onde B(x,y) corresponde a fungao beta. Assim substituindo o valor da integral, obtemos o
~0.1

'(0.9)
Agora, se usamos a defini¢ao, dada por (5.19), para calcular ,D;}'t, obtemos:

1 1 t 2(/_//
DMy — dr =0,
t T(0.9) /0 (t—r)poi"

de onde segue-se que ,DY?(,DP%t) # D}
Propriedade 5: Seja f(t) € C™[0,T] para T' > 0, entao

resultado procurado, ou seja, ,D5(,D%6t) =

DX = Do ... DM (1), t € [0,T), (5.24)
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n (2%

em quea:Zai, a; € (0,1], m—1 < a <m € N e existe um i, < n tal que Zozj =k,
i=1 j=1

com k = 1,2,...,m — 1. Esta propriedade nos possibilita, por exemplo, uma reducao de

ordem de um sistema de equacoes diferencias de ordem fraciondria?.

Propriedade 6: Seja o > 0, n —1 < o < n € N tal que f(t) € C*"(R"), f(t) €

L1(0,b), para algum b > 0, supondo que a transformada de Laplace de f(t) e f"(t) existem
. k . . . .

e tginoo(D f)(t) =0para k=0,1,...,n— 1, temos:

(CLDEF(E)(s) = L ON(s) — 3 s 1Dk £)(0). (5.25)
Em particular, se 0 < a < 1,
(CLDSF(E)(5) = s (LLFO(s) — 7 F(0). (5.26)

Note que, enquanto a transformada de Laplace da derivada fracionaria de Riemann-
Liouville esté relacionada com condigoes iniciais fracionarias, ou seja, as suas derivadas
fracionarias aplicadas em ¢t — 0, a transformada de Laplace da derivada fracionaria de
Caputo esta relacionada com as condigoes iniciais dadas pelas derivadas de ordem inteira
da funcao. Lembrando que, em geral, as aplicacoes fisicas tém suas condicoes iniciais dadas
em termos de derivadas de ordem inteira e além disso, como a transformada de Laplace
é uma ferramenta bastante utilizada na resolucao de problemas aplicados, a escolha da
derivada segundo Caputo para modelar problemas fisicos é a mais compativel diante desses

argumentos.

5.4 Integral fracionaria de Weyl

Definimos a integral de Weyl de ordem o com e € C e Re(«) > 0, denotada aqui por ,W<,
através de [105]:

I f(x) = ﬁ /oo(t — 2 f(0)dt, —o0 < 7 < o0, (5.27)

2 As propriedades 4 e 5 da derivada de Caputo sdo apresentadas como teoremas em [85].
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5.4.1 Propriedades

Propriedade 1: Dadas as fungoes reais ¢(x) e p(z), a seguinte igualdade é vélida:

/0 " @) (I (a))dr = / " (@) (WE(a))d. (5.28)

Esta equacao é chamada a férmula para integral fracionaria por partes. Também é chamada
como identidade de Parseval. Ela pode ser estabelecida intercalando a ordem de integracao.

Propriedade 2: A integral de Weyl obedece a propriedade de semigrupo, ou seja,
ng:; zWif(Q?) = IW;JFBJC(I) = IWO% wW;f(x) (529>

Propriedade 3: Seja f(x) = e, com A > 0, temos que a integral de Weyl de f(z) vale,

e—)\x

W) =S (5.30)

Propriedade 4: Seja Egﬁ(-) a funcao de Mittag-Leffler de trés parametros onde 6, 3,y € C,
com min{Re(d), Re(5), Re(y)} > 0, temos:

W x[x’a’VEgﬁ(ax’ﬁ)} = m’”*Egnm(ax’ﬁ). (5.31)

5.5 Derivada de Riesz

Definimos a derivada de Riesz de ordem « da seguinte forma

1

(—=A)*2f(x) = “cos(an/2)

{170 f(x) + 12 f(2)}, (5.32)

com [1% = (£1)"D%, m — 1 < o < m, onde esta derivada é definida por

(D% £)(x) = ﬁ | w-oriea
(D7 f)(x) = ﬁ / (e — e de

Uma das principais propriedades desta derivada ¢ a sua transformada de Fourier. Esta

propriedade é definida pela relagao a seguir:
F(=2)2f (w); 0] = 0] F(v) (5.33)

onde F'(v) corresponde a transformada de Fourier de f(x).
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Uma relacao que podemos descrever para esta derivada é sua relagao com os potenciais

de Riesz de f de ordem a. O potencial de Riesz de ordem « é definido por [115]

1 -~ fw
R f () = 2T () Cos(om/Z)/_ |x—u|1—ad (5:34)

o0

onde 0 < a < 1. Associado a este, temos o potencial de Riesz conjugado de ordem « definido

por

~. B 1 T sign(x — u) f(u) y
R f(w) = 21 (av)sen(am/2) / |z — ult—2 du. (5:35)

Uma condigao apropriada, por exemplo, para que os potenciais existam é f € L;(R) N

(e o]

Ls(R). Podemos citar neste caso duas relagoes a seguir com o >0, > 0ea+ (< 1:
ROR°f=R*Pf e ROR°f=-RTFf.

Usamos a transformada de Fourier para encontrar algumas relacoes envolvendo tais po-

tenciais. Para isto iniciamos com a seguinte relagao,

+o0 vu +0c0
/ L du= 2|v|_‘"/ By = 2|v|7*T'(«) cos a (5.36)
0

- |u|1—a ul—oc 92

Aplicando a transformada de Fourier em (5.34) e pelo teorema de convolugao, obtemos

o resultado a seguir:
SR f(x);v] = |v| “F(v), (5.37)
em que F'(v) corresponde a transformada de Fourier de f(x). Calculamos agora, a transfor-

mada de Fourier de (5.35),
F[R* f(x);v] = —i(signv)|v| *F(v). (5.38)

Aplicamos também a transformada de Fourier nas derivadas dos potenciais de Riesz e

obtemos
S[%Rl—o‘f(x); v] = () |v]* 1 F (v) = i(signo)|v|*F (v) (5.39)
3[%§1_af(w);v] = (iv)(—1 signv)[v|*F(v) = [v|*F(v). (5.40)

d ~
Se compararmos (5.33) e (5.40), podemos tomar d—Rl_a para definir a derivada de Riesz
x
de ordem «, ou usar a relagdo encontrada para descrever tal derivada, ou seja, [8].

(—A)2f(z) = —— / ey F(v)dy, (5.41)

21

—00
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2

onde A = Eye ¢ o Laplaciano e F'(v) é a transformada de Fourier de f(x). Mencionamos
T

ainda que, a derivada de Riesz é também chamada de Laplaciano fracionério.?

5.6 Derivada fracionaria de Grunwald-Letnikov

A definicao da derivada de Griinwald-Letnikov estd baseada na seguinte relacao para a
derivada de ordem inteira n de uma fungao y escrita da forma:

/() = iy RO (5.42)

em que (Aly)(z) é uma diferenga finita de ordem n € Ny de uma funcdo y(x) com passo
h € R e centrada no ponto x € R.

Afim de construirmos a derivada fracionaria no sentido de Griinwald-Letnikov, fazemos
as seguintes alteragoes em (5.42): trocamos n € Ny por a > 0 real, h" por h* e substituimos

(Afy)(x) por (Afy)(z), chamada de diferenca de ordem fracionéria e definida por,

(ARy)(x i@ < > x—kh) z,heR; a>0, (5.43)
com ) .
(k‘) T T+ Dl(a—k+1) (5.44)

Assim, com estas substituicoes, obtemos a derivada fracionaria de ordem « no sentido de
Griinvald-Letnikov, expressa por

y(a) (ZL’) = lim (Agy)(m)

lim — 2 (5.45)

Em relagao a (5.43), quando A > 0 a diferenca é chamada diferenga a esquerda e quando
h < 0, a diferenca é chamada diferenca a direita. Além disso, a série converge absoluta e
uniformemente para cada o > 0 e qualquer funcao limitada y(z) [79].

Esta derivada vem sendo utilizada em diversas aplicacoes, em especial, aquelas que sur-
gem no campo da engenharia. Isto vem sendo realizado devido a uma melhor descricao
em problemas mais complexos e o uso das suas principais caracteristicas, que sao a forma
explicita para o cdlculo da derivada fracionaria e o efeito de memoria. Este tltimo, caracte-

riza o fato de o operador ser nao local, ou seja, valores distantes do ponto analisado, também

3Com esta definicdo podemos generalizar a derivada de Riesz para dimensdes maiores.
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influenciam no comportamento do fenomeno. Destacamos seu uso computacional, uma vez
que, como colocamos antes, a derivada fracionaria pode ser calculada numericamente, devido

a sua forma explicita em fungao dos valores de y(z).



CAPITULO 6

Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos algumas aplicacoes do célculo fracionario relacionadas com a
fungao de Fox. Ressaltamos que tais resultados, conforme [12, 20], sdo objeto de pesquisa

da funcao H de Fox em problemas advindos do célculo fracionario.

6.1 Equacao do telégrafo fracionaria

A classica equagao do telégrafo é uma equacao diferencial parcial com coeficientes constantes

definida pela seguinte expressao
Uy — CPUyy + auy + bu =0, u=u(z,t)

onde a,b e ¢ sao constantes reais. Esta equacao aparece em problemas de reagao difusao e
analise de sinais por propagacao de sinais elétricos em cabo de linhas transmissao. Tanto a
corrente como a voltagem satisfazem a equacao do telégrafo. Citamos ainda o seu apareci-
mento na propagacao de ondas de pressao e no estudo do fluxo sanguineo em artérias. A
equacao do telégrafo é um modelo apropriado, por exemplo, para descrever certos problemas
envolvendo fluidos suspensao.

A equacao do telégrafo fracionaria tem sido estudada por muitos autores. Por exemplo,
Orsingher e Beghin [113, 114] discutiram a equacao do telégrafo com movimento Browniano
e a equagao tempo-fracionaria do telégrafo, mostrando que alguns processos sao governados
pela equagao tempo-fracionaria do telégrafo. Chen et al. [21] também discutiram e deriva-

ram a solucao da equacao tempo-fracionaria do telégrafo com trés diferentes condicoes de

75
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contorno pelo método de separacao de variaveis. Momani [107] discutiu as solugoes analiticas
e aproximadas da equacao espaco e tempo fracionarias do telégrafo com o uso do chamado
método de decomposi¢ao de Adomian. Camargo et al. [34] discutiram a também chamada
equacao geral espacgo-tempo fracionario do telégrafo pelos métodos do céalculo diferencial e
integral, discutindo a solucao pela metodologia das transformadas integrais, em particular,
pelas transformadas de Laplace e Fourier nas variaveis temporal e espacial, respectivamente.

Aqui nesta secao apresentamos um estudo da equagao espaco e tempo fracionérias do

telégrafo tridimensional definida da seguinte maneira
aD*u 40DV u = —K(=A)u, t>0; zeR" (6.1)

comD=0/0t,1/2 <a<1,0<<1e0<vy<1, comu=ultzafy) ex=
x(x1, 2, 23). Aqui (—A)? denota o operador de Laplace fracionério [17]. Ainda mais, a,b €
R, K uma constante fisica real, t é a varidvel temporal e x é a variavel espacial. No caso
particular de o = § =y = 1, recuperamos a cléssica equagao do telégrafo. Assim (6.1) pode
ser considerada como uma possivel generalizacao da classica equacao do telégrafo. Aqui, nao
estamos preocupados com as unidades fisicas [75].

Admitamos as condicoes iniciais e de contorno

|| =00
respectivamente, para k = 0, 1.
As derivadas fracionarias consideradas sao a derivada fracionaria temporal no sentido de
Caputo e a derivada espacial fracionaria no sentido de Riesz. Para encontrar a solucao do
nosso problema de valor inicial e de contorno fracionario, aplicamos inicialmente a transfor-

mada de Fourier em (6.1) e usamos a relagao [17]
F(=A)ult, w0, B,7);w] = [wT'F [ult, 230, B,7); 0]

onde w é o parametro associado a transformada de Fourier, de onde obtemos uma outra

equacao diferencial fracionéria
aD?*% 4 D1 = —K|w|P'T (6.2)

satisfazendo as condigoes iniciais DF(t,w, a, 3,7) = Fi(w) com k = 0,1. Nesta equagao
temos que u = u(t,w; «, 5,7) é a transformada de Fourier de u = u(t, z; o, 5,7) e Fi(w) é a

transformada de Fourier de f(x).
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Entao, tomando a transformada de Laplace em (6.2) e usando as condigoes iniciais,

obtemos uma equacao algébrica cuja solucao é dada por

1
ao{p*U = p** " H(Dfa)(0)} + b{p"a — p*~a(0)} = —KlwPU

k=0

a{p**U = p**10(0) = p**(D}(0)} + b{p’ — p*(0)} = —Klw]*}.
Sendo u(0) = Fy(w) e Dyju(0) = Fi(w) = 0, temos:
a{p®U — p** " Fy(w)} + b{p°U — p* " Fy(w)} = —K|w[>T
(ap*a + bp® + K|w[?)U = (ap®* " + bp” ) Fy(w)

2a—1 B—1
R ap +bp
. — F
Ulp,w;a, 5,7) 0(“)ap2a+bp/3+lC|w|2”

onde p é o parametro da transformada de Laplace e ﬁ(p,w;oz,ﬁ,v) ¢ a justaposicao da

transformada inversa de u(t, z; «, 3,7). Para obter a ultima expressdo usamos as condigoes

uw(0,z; o, B,7) = fo(x) — u(0, w; o, B,7) = Fo(w)

= F1 (w) =0.
t=0 t=0
Agora, devemos proceder com a inversao. Tomando a correspondente transformada de La-

— fl(x) =0 — %a(t7w7 «, 577)

0
au(ta €5, 67 7)

place inversa, podemos escrever [33]

~ - b\" a—PB)r K o
u(t,w; a?ﬁa’}/) = Fﬂ(w) Z <__) t(2 b EZ;’:}QOé*ﬁ)TLFl (_E|w|2ryt2 )

a
r=0

b - b " a—B)(r r K o
+5F0(W)Z <_—> e B e Bri1) 11 (_E‘W‘htz ) (6.3)

a
r=0

com Re(a) > 1/2, Re(B) > 0, Re(s) > 0, a > B, [bs”/(as* + Klw[*")] < 1 e E] 4(2) ¢ a

funcao de Mittag-Leffler com trés parametros.

Podemos reescrever (6.3) na forma
~ . = b " r41 . b r+1 .
u<t7 w; a, ﬁa 7) - FO (w) Z _a €2a,ur+1 (tv w3 7) + a€2a,,u(r+1)+1 (ta w3 7)
r=0
onde definimos o parametro p = 2a — f e & 5(t,y,7) = tﬂ_lEgﬁ(—lC\yPt“) ¢ uma funcao
do tipo Mittag-Leffler.
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Para calcular a respectiva transformada de Fourier inversa, levamos em conta o teorema

de convolugao, logo,

ult. o, B,y) = F ' [ult,wia, Biy)ie] = ) <—§> ; fo(§)G(tx — £)d¢

a
r=0
onde a funcao G(t,x), como no caso inteiro, é conhecida como solu¢ao fundamental, que é

dada por

G(t;2) = Edpra (b,237) + €50 Ly (657),

a qual pode ser escrita em termos da funcao H de Fox, como abaixo

: S S o SRR N 210,
u(t,r; o, B,7) = (V7|z])? v < a) 1 /R3 Fo(f)ﬁzs(x §) d¢

onde definimos

alef | (11), (ur +1,20)
533;,(75) = H22§ 927 20 3
(T + ]-a 1)7 (577)7 (177)

N E#LH;; alz[? | (1,1), [p(r+1) + 1, 2a]

a A\ ZTRE (4 101),(3,7), (1,9)
com p = 2a — f.

Nessa aplicagao, apresentamos uma generalizacao associada a equagao do telégrafo e sua
solucao dada em termos da funcao H de Fox. Esta solucao é obtida através do uso das
transformadas de Fourier e Laplace e suas inversas. A solugao encontrada também abrange

a classica solucao do telégrafo e nos possibilita uma melhor compreensao dos problemas

envolvendo o célculo fracionéario.

6.2 Equacao de Schrodinger fracionaria

Na mecanica quantica, o comportamento de uma particula que se espalha em um campo de
forgas potenciais é descrito pela equagao de Schrodinger

oy W
@ha = —@A@D + V(x, t)y

onde h = 1,05.10"*"erg.seg ¢ a constante de Planck, p é a massa de uma particula, V a

energia potencial em um campo de forgas e ¥(z,t) é a fun¢ao de onda. A funcao de onda
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1 nos fornece o estado da particula em um instante ¢t e a densidade de probabilidade de
encontrarmos a particula na posicao x e no instante t, isto €, nos fornece a probabilidade de
localizar uma particula em uma regiao a < x < b no instante .

Recentemente, o estudo das equacgoes integro diferenciais aplicadas a fisica e outras areas
tem crescido consideravelmente. Por exemplo, em [108] os autores discutiram a equagao in-
tegrodiferencial com a integral tempo-fraciondrio; em [106] foi estudado equagoes diferenciais
parciais com derivadas tempo-fracionério, e em [28] é apresentada uma discussao envolvendo
equacoes diferenciais parciais tempo e espaco fracionarias cujas solucoes sao dadas em termos
da funcao H de Fox. Ainda, recentemente a equacao de Langevin fracionaria generalizada foi
proposta para discutir o comportamento difusivo e anomalo de um oscilador hamonico dado
pela funcao de Mittag-Leffler de dois parametros [35] que é um caso particular da fungao H
de Fox.

Aqui, discutimos a equagao de Schrodinger fraciondria (ESF) como introduzida por Las-
kin em [82, 83], a qual foi obtida no contexto da aproximagao das integrais de caminho.
Nesta aproximagao, as integrais de caminho sao definidas sobre trajetérias dos voos de Lévy,
que ¢ uma natural generaliza¢do do movimento Browniano [82, 111].

Existem varios artigos na literatura estudando solugoes da ESF, dentre os quais podemos
citar, por exemplo, [68, 83, 127]. Porém, recentemente Jeng et al. [77] mostram que algumas
afirmacgoes para solucionar a ESF nao foram levadas em consideracao, em particular, o fato
de que a derivacao fracionaria é uma operacao nao local. Como uma consequéncia, todas
essas tentativas baseadas nas aproximacoes locais estao intrinsecamente erradas.

Jeng et al. apontaram que somente uma delas é correta [25], aquela envolvendo o po-
tencial delta. Porém, em [25] a ESF com o potencial delta foi estudada somente no caso de
energias negativas. Nosso principal objetivo é resolver a ESF para o potencial delta para
todas as energias, e generalizar esta aproximacao para o potencial delta duplo, expressando

as solugoes em termos da funcao H de Fox.

6.2.1 Equacao de Schrodinger fracionaria espacial

Definimos a equacao de Schrodinger fracionaria por,

zh% = Do (=12 A2 (x,t) + V(x)(, 1), (6.4)
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em que D, é uma constante, A = 92 é o Laplaciano, V(z) é o potencial e (—h2A)*/2 é a
derivada fraciondaria no sentido de Riesz, isto é,
2 A /2 1 e /h
_hAOé t) = — ezpzi/ « td
(APt t) = 5 [l
em que ¢(p,t) é a transfomada de Fourier da funcao de onda,

o= [ " (e, t)d,

oo

1 too
wlet) = g [ o )y

A ESF independente do tempo é

Do(=H2A)*2p(x) + V (2)y(z) = By (),

onde I/ é uma constante, a energia.

Na representacao de momento, esta equacao € escrita como

Dalplo(r) + V2D () (6.5)
em que (W x ¢)(p) é a convolugao
(W 9)(p) = - W(p — q)¢(q)dg. (6.6)

e W(p) = F[V(x)] é a tranfosmada de Fourier do potencial V(z).

Uma propriedade muito importante que segue da ESF é a presenca de um termo fonte
(ou sumidouro) na equagao para a densidade de probabilidade. Para ver isto, precisamos
escrever a derivada fraciondria de Riesz em termos do potencial de Riesz. Seja Ry (x) o
potencial de Riesz de ¥(z) de ordem « dado por [§]

o B 1 o h(g)
Riy(w) = 9T () cos(ar/2) /_Oo |x—£|1—°‘d£’

parald<a<le R seu potencial de Riesz conjugado dado por

~ - 1 T sign(x — )Y(§)
R = Sraysen(an/2) / L T =g % (67)
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Admitimos que 1 (z) satisfaz condi¢oes apropriadas para garantir a existéncia destas operagoes
(ver [124]). Sendo estes potenciais dados em termos de convolucoes, suas transformadas de

Fourier podem ser facilmente calculadas. Primeiramente, note que

too 1
/ e—zpw/ﬁngg = —2ih®|p|7°T(«) cos(mar/2),

o

+oo ;
/ e_ipx/hsllilf(_‘?dx = —2ih%|p| “T'(«v)sen(mar/2)sign(p),

segue do teorema de convolugao que
SR (x)] = h%p|~ b (p)

§IR™Y(x)] = —ihsign|p| "¢ (p)

em que ¢(p) é a transformada de Fourier de ¢ (x). Entao temos

d 11—« o B Sl—a ¥« «
BRI ()] = i3 §R T w(@)] = h°|p|*6 (),
isto é,
ifvlfa (A2
LR(r) = (~A) (),
em que 0 < a < 1. Para 1 < a < 2em (—A)*? usamos isso no caso 0 < 2 — a < 1 e entdo
d 2
SR ()] = SR w(@)] = h ol 0(p).
logo
TR () = (-2)(a)
d:c2 '

Agora usamos este resultado na ESF. Se seguimos as etapas usuais, isto é, multiplicamos
a ESF pela ¢* e subtraimos deste complexo conjugado da ESF para 1/, obtemos que
9] aJ
O 0 _g
ot Ox
em que temos, como a usual, a densidade de probabilidade p = 1", com as expressoes para

a probabilidade J e termo fonte S sao definidos por,
J =2D,h* 'Re [up (R*~ %p*)} ,

o 9

—2D a—1
S 5 Re{&x&x

(R* s >}
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6.2.2 Potencial delta

Consideremos a equacao de Schrodinger no caso em que o potencial é
V(z) = Voo(x)

onde d(x) é a funcao de Dirac e Vj é uma constante. Sua transformada de Fourier é W (p) =V,

e a convolucao (W * ¢)(p) é

(W 0)(p) = VoK

cm que a constante K é
“+o00

K = ¢(q)dq. (6.8)

— 00

A ESF na representacao de momento (6.5) é

(|p|°‘ - D%) o(p) = K, (6.9)

onde

W
-~ 27hD,,’

v

Agora temos duas situagoes: (i) E < 0, e (ii) £ > 0. O caso E < 0 foi considerado por Jeng
et al. [77], mas apresentaremos aqui de modo a contextualizar os dois casos.

Iniciamos com o caso (i) onde F < 0 definindo a seguinte varidvel

E
— = -\ 6.10
D, ’ ( )
onde A > 0. Entao (6.9) fornece
—vK
o(p) = — 12 6.11
0= (6.11)

Usando isto em (6.8), temos que

+o0 d 400 d
oo |PI* A o ¢*+1

Esta integral resulta em (7/«) csc(m/«) [70] e, portanto,

1=-29A1- aZ cse <E> . (6.12)
a a
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Logo, como na Mecanica Quantica usual (o = 2), o estado limite existe somente para um

potencial delta (V < 0). A energia, usando (6.10) é dada por

a/(a—1)
E—— (%) , (6.13)
o «

onde escrevemos Vy = —g (g > 0). Note que para o = 2 ¢ Dy = 1/(2m) encontramos o
resultado usual E = —mg?*/2Rh%.
A fungao de onda ¥(x) é obtida pela transformada de Fourier inversa de ¢(p), isto é,

B _,YK 400 ez’px/h

= ———dp. 6.14

Esta integral pode ser escrita em termos da funcao H de Fox, como mostra a equagao

(B.4) no apéndice B,

—ayK (51 0)" e (1,1), (1, 0/2)

~ 2] (1,0), (1, 1), (1,0/2) (6.15)

¥(x)
Para compararmos a funcao de onda para diferentes valores de o primeiramente vamos
normaliza-la. Tendo em vista o grau de complicacao para tal processo usamos o teorema de
Parseval para efetuarmos a normalizacao, ou seja,
+o0 1 +0o0

U (2) e (x)de = o | d1(p)d2(p)dp. (6.16)

Usando um resultado conhecido [70], temos

Feo dp 2 [a—1 7
. @ _ = 212 - 6.17
/_oo Wl + 27~ a ( a ) — (617)

e, entao, para a funcao de onda ser normalizada a unidade precisamos ter

(VEK)? = afinze! ( - 1> sen—. (6.18)

o — 0%

Finalmente, com a escolha apropriada da fase, temos

Nz [ (e pape | (100

e (1,a), (1,1), (1,a/2) (6.19)

onde
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0.8~

0.6 -

0.4 -

02

0.0 -

Fig. 6.1: ¥ = ¥/L~Y2 como funcdo de T = /L, onde L = (h®D,/E)"*, como dado em

(6.19), para diferentes valores de a.

Na Fig. 6.1 podemos ver os graficos para a funcao de onda para alguns valores de a.

Analisamos agora o caso em que E > 0, para este caso escrevemos
=) (6.20)
onde A > 0. Sendo f(x)d(0) = f(0)d(x), a solucao de (6.9) neste caso é
V(p) = Pl — e +c10(p— A) +ed(p+A), (6.21)

em que ¢; e ¢ sao constantes arbitrarias. Usando isto em (6.8) encontramos
oo d
K= —PyK/ — P Lt (6.22)
—00 |p|a — A

onde a integral é interpretada no sentido do valor principal de Cauchy, e é obtida

~+oo d too g
/ oy = 2 / T —oneleor D, (6.23)
— 0

w |P|*— g —1 « «

conforme [70]. A constante K é, portanto,

(c1 + o)Xt
a1l — 21y cotm/a’

(6.24)



6.2 Equacao de Schrodinger fracionaria 85

e temos

ey + ea)aXe™! 1
(Xt — 2y cot/ar) (|p|™ — A*)

Y(p) = c1d(p— A) + c26(p+ A) — (6.25)

A préxima etapa é calcular a transformada de Fourier inversa de ¢(p) a fim de obter ¢ (z),

isto é,

1/1(35) — Clei)\x/h + 02672'/\:1://‘1 o

a—1 400 ipx/h
1(C: + Cp)ad / ¢ dp, (6.26)

(Aot =21y cotm/a) J_o |D|™ — A

onde definimos C; = ¢;/2wh para j = 1,2. Calculando a integral acima e usando as defini¢oes

de v e X obtemos a solugao em termos da funcao H de Fox, ou seja,

P(x) = Cre™M 4 O™ 1+ Q, (G ‘5 C2) D, (AL;‘") (6.27)
onde
M\ ah o | (A2 | (11), (1, (24 @)/2)
%( h >— ] 28 ( h ) (1,), (1,1), (1, (2 + a)/2)
g2l >“£|a (1,1),(1,(2—&)/2)
Hal ( ﬁ) (1,0),(1,1),(1,(2—a)/2) | (6.28)
¢ a—1
0, = (5) a —Cotg , (6.29)
‘ a/(a-1)
U= ( : D‘i’m) | (6.30)

Desejamos agora encontrar as constantes (', e Cy para comparar a funcao de onda para
diferentes valores de a. Para tal efetuamos o estudo do comportamento assintético. O
comportamento assintético da funcao H de Fox é dado pela Propriedade 3 da funcao
H de Fox, apresentada no Capitulo 4. Em ®,(A|z|/h), os dois termos que aparecem na

diferenga sao duas funcoes H de Fox da forma

(1,1), (1, )

3 |
(1), (1,1), (L, )

Y
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para = (24+ «a)/2 e p = (2 — a)/2. Em ambos os casos temos A = a > 0, mas A* =0
para = (2+ «)/2 e A* > 0 para u = (2 4+ «)/2 temos, respectivamente, que

H22§ w* (L1, (1, 2+a)/2) = 2—wsenw + o(1), |w| — oo, (6.31)
(1, ), (1,1),(1,(2+ «)/2) «

g2 |we| (B L@ )2) = o(1), | = o0, (6.32)

(17 Oé), (17 1)> (17 (2 - Oé)/z)

e entao
A A
D, (%) = 2sen% +o(|z|™), x| = oo (6.33)
O comportamento da funcao de onda 1 (z) para x — oo é, portanto,
: , A
Y(x) = Cre™®/n 4 Che™@/M £ QO (Cy + C'g)sen% +o(z™1), ¥ = +o0 (6.34)
ou
Y(x) = Ae?/M 4 Bem /M 4 o(27Y) 2 — —o0 (6.35)
P(x) = Ce™™/M 4 De=*/h 4 o(x71), 2 — +oo (6.36)

onde definimos
A=C1+i(Cy+C)Qy/2, B=C)—i(Cy+ Cy)s/2, (6.37)

C=0C)—i(Cr+Co)/2,  D=Cy+i(Cy+Cy)/2. (6.38)

Agora consideramos a situacao de particulas vindo do lado esquerdo e dispersadas pelo
potencial delta. Neste caso D = 0 (em particular vindo do lado direito) e B=1rA e C' =tA,
onde os coeficientes de reflexao R e transmissao T sao dados por R = |r|* e T = |t|? [7T1]. O

resultado é

—if),, 1
— t = )
A ITON 1+, (6.39)
e entao ,
Q 1
R= = T = . 6.40
1402’ 1+02 (6.40)

Na Fig. 6.2 mostramos o comportamento destes coeficientes para diferentes valores de «

e na Fig. 6.3 mostramos a distribuigao de probabilidade |i)(x)|* para esta situagao quando

E/U =2.
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Fig. 6.2: Coeficientes de transmissao e reflexao como uma fungao de E /U, como dada em
(6.40), para diferentes valores de a.
6.2.3 Duplo potencial delta

Supondo agora que o potencial seja da forma
V(z) = Vo[d(z + R/2) + pé(z — R/2)). (6.41)

Quando V, < 0 este potencial pode ser visto como um modelo para limite unidimensional
do fon molecular H, [128]. O parametro R é interpretado como a distancia intermolecular

e os parametros associados sao Vy e uVfy. A transformada de Fourier é
W (p) = VoePP/2h 4 Vo= iPRI2h (6.42)
e para a convolucao
(W ¢)(p) = Ve K (R) + Voue PR, (R), (6.43)

onde K7 e K5 sao constantes dadas por

—+00

Ku(R) = Kol ~R) = [ e 0 oq)dy. (6.44)

—0o0

A ESF no espago de momentos é

E | y
(|p|a - D_) o(p) = —7e PPN (R) — yue /2Ky (R), (6.45)
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Fig. 6.3: Distribuicao de probabilidade [¢)(z)|*> (em unidades de A?) como funcao de z/hA~!
dadas em (6.27), para diferentes valores de a, quando E/U = 2. r e t sdo dados por (6.39).

onde usamos a notacao introduzida anteriormente. Consideramos novamente dois casos
separados: (i) £ <0 e (ii) E > 0.
No primeiro caso (E < 0) se usarmos A como em (6.10), podemos escrever a solucao de

(6.45) da forma

iRp/ZhK R fiRp/2hK R
|p|a + o |p|oc + @

o(p) =

Usamos esta expressao para ¢(p) da definicdo das constantes K;(R) e Ko(R) de (6.44), e

obtemos

Ki(R) = —27yA'" " “I(0) K1 (R) — p2myA'"*(RA/h) Ks(R), (6.47)
Ky(R) = =2y A " I(0)(RA/R) K1 (R) — p2ry A\ ~*1(0)Ks(R), (6.48)
onde definimos
1 [T cos(wy)
I(w) = ;/0 Wdy. (6.49)

O sistema (6.47) e (6.48) fornece uma solu¢ao nao trivial somente quando
27y A T(0) + 1) (pu27y A 1(0) + 1) — p[27yAN"*I(RA/R))? = 0.

Existem duas solucoes,

20y AN I (RA/R) = £/ (2nyAL=21(0) + 1) (2ny AL =21 (0) + p—1), (6.50)



6.2 Equacao de Schrodinger fracionaria 89

e isto nos fornece

K, 1
2= F2F(p), 6.51
% T (1) (6.51)
onde
2Ty AT (0) + 1
F(u) = ) .52
() \/27r7A1“I(0) + pt (6.52)

A expressao para ¢(p) é

iRp/2h —iRp/2h
° © ] (6.53)

— 1 F
PEESTRS

¢(p) = —7K:1(R) { M+ ae

Aplicando a transformada inversa, temos que ¢ (z) é dada por,

_'YKl (R) /+oo eip(ac+R/2)/)‘z, /+oo eip(z—R/Q)/h
= —" —— 4+ F —dp]| . 6.54

Agora, se identificamos a fungao de onda para um potencial delta, como dado em (6.14),

p(xienlos escrever

W(x) = AlU(z + R/2) = F(u)¥(x — R/2). (6.55)

onde ¥(z) é dado por (6.19) e A é uma constante.
Caso particular ;1 = 1: Neste caso, observando (6.50) com maior detalhe, obtemos o

seguinte resultado
Aa—l
2y

LT(RA\/R) = I(0) + (6.56)

Sendo [I(RA/R)| < |I(0)|, é facil ver que existe uma solugdo nao trivial para A somente
quando v < 0, que corresponde ao caso de um duplo potencial. Se escrevermos Vy = —g

com g > 0 e denotar

haD,, AR

H=—— = '
gR T h=— (6.57)
entao (6.56) pode ser escrita como
+1(k) = I(0) — Hr*, (6.58)

Na Fig. 6.4 temos os gréaficos das fungoes £1(k) e I(0) — 7 'k*~! (isto é, para H = 7 1)
para a = 2,1.8,1.6 e a identificagao dos correspondentes autovalores x£. Na Fig. 6.4, os
estados estavel e excitado sao cada um deles denotados por 4+ e —, respectivamente, e a

diferenca de energia entre estes estados diminui quando « decresce. A fungao de onda ()
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0.6

0.4

0.2

0.0

Fig. 6.4: Gréfico da fungao dada em (6.58) (H = 7~ !) e identificacdo dos autovalores de &

para diferentes valores de a.
de (6.55) pode ser escrita como
Uy (z) = No[¥(z+ R/2) £ ¥(x — R/2)], (6.59)

onde N, é a constante de normalizacao dada por

+00 —-1/2
N, = [2 +2 ( a ) gsenz/ Mdp : (6.60)
1 0 (p* + 1)

Vamos agora analisar o caso 2, ou seja, quando temos £ > 0. Neste caso, usamos A como

em (6.20) e para a solugao de (6.45) encontramos

iRp/hK R fiRp/QhK R
U(p) = 2whChd(p — ) + 2rhChd(p+ A) — VGW ! ;(a ) _ WGW ! A;( ) (661

onde a constante 27h foi introduzida por conveniéncia. Usando esta expressao para ¢ (p) de
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Fig. 6.5: Gréfico de V. = ®./L~'/2 como funcdo T = x/L, onde L = (hD,/E)"*, como

dada em (6.59), para diferentes valores de «.
(6.44) da definigao de K;((R) e K»(R) temos

(14 279\ J(0)) K1 (R) + p2my A J(AR/R) Ko (R) = 2hCY,
2 A JOR/B) K (R) + (1 + p27y A= J(0)) K(R) = 2xhCl,

onde

C{ _ C«lesz/\/th Cé _ ClezR/\/2h + CQszR)\/Zh,

e J(w) ¢é o valor principal de Cauchy da integral

J(w) = 1 /0+°° COS<WQ>dq

s qg® —1

A fim de escrever a solucao destas equacoes, é conveniente introduzir o parametro

a—1

_)\04—1_ E\ o
6_277_ U ’

(6.64)

(6.65)
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onde U foi definido em (6.30), de tal modo que temos

B 2mhe

Ki(R) T [(ep™" + J(0))C] — J(AR/R)CS] | (6.66)
Ka(R) = 22 (e-+ J(0)Ch — JOR/MICY), (6.67)

onde
W = (e + J(0)(ep™" + J(0) — (J(AR/R))>. (6.68)

Usando K;(R) e Ko(R) em (6.61) obtemos ¢(p). Entao, para ¥ (x), temos

@/J(ZE) _ Clei)\ac/h + 028—1')\;3/}7

+ g llen + T(0)CF — JAR/h)C3)®, (M)
+ gl + 700G - JOm/mC] e, (TR,

onde expressamos o resultado em termos da fungdo @, definida em (6.28).
De modo geral, resolvemos a ESF para o potencial delta e para o duplo potencial delta

para todas as energias.

6.3 Equacao de onda-difusao fracionaria

Sabemos que muitos fenomenos nao podem ser descritos simplesmente com o uso do calculo
ordinario. Dentre estes fenomenos podemos citar os problemas envolvendo a difusao, espe-
cialmente, a difusao anomala. Estes problemas vém sendo estudados por muitos autores,
por exemplo, Mainardi [106] considerou solugoes fundamentais para equacao fracionaria de
onda-difusdo no tempo, usando transformada de Laplace. Mainardi [96] também discutiu
a solucao fundamental da equacao de difusao fracionaria no tempo-espaco usando as trans-
formadas de Laplace e Fourier, e as fun¢oes de Mittag-Leffler. Duan et al. [26] também
discutiu o problema de equacao fracionaria de onda-difusao no tempo em intervalo finito,
obtido por separagao de variaveis usando transformada de Laplace. Nesta se¢ao apresenta-
mos a solucao da equacao fracionaria de onda-difusao tempo-espaco com condigoes iniciais

periédicas, obtendo como caso particular um resultado recente [136].
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6.3.1 Equacao fracionaria com condicoes iniciais peridédicas

Aqui consideramos uma equacao diferencial fracionaria em duas varidveis independentes:
tempo e espaco, dependendo dos parametros u, v € R. Assim, a equacao diferencial parcial

fracionaria a ser estudada é
v . DPu(z, t) + . Dju(z, t) = Dou(z, ) (6.69)

coml1l< <2 0<y<1lel<a<?2 Nestaequacao *Df e D sao, respectivamente,
a derivada fraciondria no sentido de Caputo e a derivada fracionaria no sentido de Riesz,
conforme definidas no Capitulo 5. Também consideramos como condigbes iniciais u(z,0) =
fi(z) e v/(x,0) = fo(z) onde f; e f sdo fungoes reais periddicas que podem ser expandidas
em termos de uma conveniente série de Fourier.

Inicialmente, aplicamos a transformada de Laplace na varidavel temporal que nos fornece
v{s%t(z, s) — s7 tu(x,0) — s°2uy(x,0)} + p{s"0 — 7 'u(x,0)} = D%(x, s)
ou na seguinte forma, ja com as condic¢oes iniciais
(v + ps"u(z, s) + [—s" v fi(z) — 7 ufi(x)] — vsP 2 fo(x) = DU, 5).
Assim, podemos escrever
(vs” + ps"u(x, s) — (vs" = + pus’™) fi(x) — v’ 2 fo(x) = DU(w, s). (6.70)

Uma vez que as funcoes f; e fo podem ser escritas em termos de uma série de Fourier

+oo
fi= " fin(0)e™

n=—oo

Por outro lado, precisamos calcular a derivada fracionédria no sentido de Riesz de u(z, s).

Para este fim, supomos que (separagao de varidveis)

I .
u(z,t) = Z d,(t)e"

n=—oo
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Usando a definicao da derivada fracionaria no sentido de Riesz, apresentada no Capitulo 5,

Iz, t) = dcj:; (r(ml— a) /1 (z j‘(g’l?a_m&)

dm™ 1 iy x @iné
o (F(m — 2 dn(”/w Wdf)

400 —
dn t am ] +o0 nr
_ Z ( ) eine / € dr
= L(m — «) dz™ g rite-m

= > da(t)(in)%e™

n=—0oo

. B o d™ 1 Feo u(§,t)
Erate) = 0 i (g [ e ayeent)
. qm 1 +00 +o0 einf

—+o00 o
dn(t) dm ] +oo e—inr
= (=1)™ inT d
(=1) ZOO ['(m — «) dx™ <e /0 rlta—m T)

= > du(t)(—in)%e™

temos que

Diu(x,t) = —@ {I7%(z,t) + I-"u(z,t)} = Z d, (t)e™* (6.71)

n=—oo

onde os coeficientes podem ser escritos na forma

00 = oy 60"+ im0
R R
= o 7+ )
_ n| iam/2 | —iam/2
T Deos () [ 4 72 dy (1),

que nos fornece a seguinte relacao

d(t) = —|n|*d(t). (6.72)

n
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Assim, tomando a transformada de Laplace de (6.71), obtemos

—+00

eDzue ] = D (~|nl*)du(s)e™ (6.73)

com dy(s) = £[d,(1)].
Entao, substituindo estes resultados em (6.70), obtemos a expressao

(vs? + us?) Z dn(s)e™ — (vsP~1 4+ s ) Z fr..(0)e™

n=—oo n=—0oo

+oo +o00
_V85—2 Z f2’n(0)emx _ Z (_|n|a)dnemw

n=-—o00 n=-—00

que pode ser escrita da seguinte forma,
(v5” + us”)dp(s) — (v8° " + 1™ ™) frn(0) — 1872 f5,(0) = —|n|*dy(s).

Esta equacao é uma equagao algébrica cuja solugao é dada por

B—1 -1 B—2
~ Vs + ps Vs
d,(s) = »(0

(3) 1/86 + ,LLS'Y I |nloéfl7 ( ) + I/SfB T M87 T |TL|a

fa.n(0). (6.74)

Vamos, agora, aplicar a transformada de Laplace inversa. Para isto usamos a relagao [33]

+oo

—1 Spil _ a1—a2)jta j+1 a
- {80‘1 + Aso2 + B} B Z( Aytenmenire pqu (a1—az)jtar+1- p< Bt™), (6.75)
=0

com A e B reais e Re(ag) > Re(ay) > 0.

Portanto, usando este resultado, temos que a transformada inversa de Laplace de

dni(s) = = 6.76
1(5) vsP 4+ usv + |n|* g8 4 by 4 Inl® (6.76)

— \n\

pode ser obtida, fazendo p =3, a1 =, A=pu/v ,as =ve B = . Com isto, temos

+oo a
1= _Z — (B—7)j+B—B pj+1 n| B
< [dnl(s)] a ( v ) e E B,(8—)j+B+1— 6( v ot
j=
+

HES +1 |n|a
Z <__> W)JEJ B,(B=)i+1 (_7 ) ’ (6.77)

com 8>~ > 0.
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Procedendo do mesmo modo como em (6.76), temos que a transformada de Laplace
inversa de

. Ms'y— 1 L S'y—l

T(s) = _H 6.78
2(5) vsh + pus’ + || veh 4 gy 4 22 ( )

é obtida quando substitimos p = v, oy = , A = u/v , as = ye B = @ em (6.75), e é
dada por

£ d [A } MZ <__> OB o yepiin (_‘nu‘atﬂ)’ 07

com 3 >~ > 0.

Finalmente, precisamos calcular

~ VS’BiQ 8’872
d, = = 6.80
3(5) 1/86 4 ,U,87 + ’n’a Sﬂ + 87 + |n| ( )

Analogamente, substituimos p =08 —1, 0y =, A=p/v, s =ve B = @ em (6.75), de

modo a obter o resultado
1[5 LT, (B=)j+1 i+1 In|* 4
£ [ dua(s)] -> (-2 B (0t ) (6.81)

com 3>~ > 0.
Usando (6.77), (6.79) e (6.81), podemos escrever

d(t) = & [Jn(s)] - [(Jnl(s) v 3n2<s)) Fin(0) + dis(5) fg,n(o)}
=3 (LY B (CKE) R0

- v

7=0

m +oo "

_~ (B—v)i+B— i+l 3
Ty ( 1/) e B (i 41— (—K17) fin(0)+
7=0
+o00 "
B— 1+l 8

+ Z (_;> Homr Ej B,(B— 7)]—1—2( Kt )f2,n(0>a

7=0

onde E7 (2) é a fungdo de Mittag-Leffler de trés parametros enquanto que K = |n|*/v é um

parametro.
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Para simplificar esta expressao, primeiro introduzimos um parametro positivo, definido

por n = 8 — . Desse modo, obtemos

400 :

o\ { o o i

i) =3 (=5) {Eé,féﬂ (=K8) + SO By (ZKT) }fl,n<0>+
j=0

+o00
+3 <—5t7’>] LELL L (= K) fo.0(0), (6.82)
=0

que se constitui em nosso principal resultado.
A partir do resultado obtido em (6.82), passamos a discutir alguns casos particulares, a

saber:

Caso 1: Para recuperar os resultados recentemente obtidos por Zhang-Liu [136], basta
considerar v = 1 e 4 = 0 em (6.82). Neste caso, o Unico termo que contribui é j = 0, i.e.,

somente o primeiro termo contribui. Assim,
dp(t) = Eg1 (K1) f1(0) + t B (= Kt7) f2,,(0) (6.83)

com K = |n|*. Como vimos no Capitulo 4, este caso particular corresponde a fungao de

Mittag-Leffler de dois parametros, i.e., Eolévﬁ(z) = E,3(z). Com isso, podemos escrever
du(t) = Eg1(—=Kt°) f1.,(0) + t Eg o (= Kt°) f2,,(0) (6.84)

que ¢ o resultado obtido por Zhang-Liu [136].
Caso 2: O cléssico caso (inteiro) é obtido quando consideramos os paramtros a = =2 e
~v =1 de onde segue n = 1. Entao, usando (6.82), temos

= i . .
) =3 (1) { B (K )+ e e, () a0

v

=0
“+o00 .
BN i
30 (“E) Bl (< KE2) f2a(0) (6.85)
=0

com K = |n]?*/v.

Caso 3: Como outro caso particular, é interessante observar que, para o caso v = 0, temos
somente um termo que contribui para a solucao. E conveniente notar que aqui temos uma
equacao diferencial fracionaria associada a problemas de difusao, contrariamente aos dois
casos anteriores, onde discutimos uma equacao diferencial fraciondria associada a problemas

ondulatorios.
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Voltemos ao nosso problema. Neste caso, usando (6.74), obtemos

~ 571 s771
hn(s) =K ST+ ’nh = |n‘a (6'86>
H sV 4+ ——
0
cuja a inversa é obtida quando tomamos A = 0 em (6.75) e, neste caso, temos apenas j = 0,
-1 Sp_l o — «@
S {m} :t 1 pEal,oq—‘rl—p (—Bt 1) (687)
e,paraa; =7, p=7ve B = ”Tla encontramos

[n[*

) =0 ey (2507) £10)

ou ainda

| o

b=, 0F, (- (6.59)

1
com(<y<lel<a<?2

A fim de explicitarmos alguns casos, tomamos u(z,0) = senz e uy(x,0) = cosx como

condigbes iniciais, para alguns valores de 3, obtemos (para x = 0 fixo) os seguintes graficos.

Fig. 6.6: Grafico de u xt docaso 1 para 3 =1.6,5=18,=19e [ =2.

Usamos a separacao de variaveis na equacao fracionaria, o que nem sempre é valido para
as demais defini¢oes, pois a derivada do produto nem sempre é produto da derivada. Além

disso, podemos diferenciar a equagao do telégrafo e onda difusao pelas condi¢oes impostas.



Conclusoes

A fungao H de Fox desempenha um papel fundamental no célculo fracionario. Com
o auxilio de suas propriedades, podemos abordar, de maneira unificada, varios problemas
advindos do célculo fracionario. Podemos, por outro lado, ainda, enxergar essa funcao como
uma generalizagao da funcao hipegeométrica e, também, como a maneira mais geral de
abranger todas as cléssicas funcoes especiais. Em particular, citamos a funcao G de Meijer,
que permite escrever, como casos particulares, todas as classicas fungoes hipergeométricas e
hipergeométricas confluentes, e a funcao de Mittag-Leffler que é uma generalizacao da funcao
exponencial, considerada por muitos pesquisadores como a rainha das funcoes associadas aos

problemas advindos o cédlculo fracionario.

Diante disto, neste trabalho, foi realizado um estudo detalhado dessa funcao, através
das chamadas integrais de Mellin-Barnes, que nos possibilita um amplo entendimento sobre
sua existéncia e seu comportamento ao longo de contornos definidos no plano complexo. Os
resultados encontrados no Capitulo 2 sao resumidos, no Capitulo 4, por meio de um teorema,

que refere-se simplesmente a existéncia e a analiticidade da funcao H de Fox.

No Capitulo 5 apresentamos as defini¢coes para a derivada fracionaria, conforme introdu-
zidas por Riemann-Liouville, Caputo, Weyl, Riesz e Griinwald-Letnikov bem como, discuti-
mos as suas principais propriedades. Uma importante discussao que surge neste capitulo ¢ a
relacao entre as derivadas de Riemann-Liouville, a mais difundida, e Caputo, apesar de mais
restritiva, a mais conveniente nas aplicagoes, pois existem resultados importantes envolvidos
com essa relacao. Dentre eles, podemos citar a regularizacao das derivadas fracionarias, que
nao foi tratado aqui, mas é um assunto que vem sendo bastante discutido [32]. Apresen-
tamos uma justificativa para adotar a derivada de Caputo em nossa abordagem ao invés
da derivada de Riemann-Liouville. O principal motivo de termos optado pela derivada de
Caputo reside no fato de que a derivada de uma constante é zero o que, nem sempre, ocorre

com a derivada conforme proposta por Riemann-Liouville. Ressaltamos ainda que, apesar

99
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de nao apresentarmos aqui, existe também a possibilidade do uso das derivadas de ordem
arbitraria no plano complexo. Isto pode ser visto com maior detalhe em [23]. Também, deve-
mos ressaltar que o uso da derivada fracionaria, conforme proposta por Griinwald-Letnikov,
desempenha um papel importante quando trabalhamos com métodos numéricos uma vez que

é expressa através de um somatorio.

Os resultados obtidos neste trabalho, apresentados como aplicacoes, correspondem a
generalizagoes das equagoes do telégrafo [20], Schrodinger [12] e onda-difusao [19]. Estas ge-
neralizacoes sao obtidas substituindo a derivada de ordem inteira por derivadas fracionarias.
Na primeira aplicacao, equagao tipo telégrafo, usamos a derivada fracionaria no sentido de
Caputo na variavel temporal, e a derivada fracionaria de Riesz na variavel espacial, para
generalizar a respectiva equacao. Com isso, podemos ter uma descricao de fenomenos as-
sociados a equacao do telégrafo, por exemplo, em processos de difusao anomala observados
em experimento envolvendo o fluxo sanguineo [16]. A solucao desta equagao é dada em
termos da func¢ao de Fox, englobando como caso particular a classica solucao da equacao do

telégrafo.

Na segunda aplicacao, a equacao de Schrodinger, utilizamos a derivada fracionéria de Ri-
esz na variavel espacial, que aparece quando levamos, também, em consideragao os efeitos de
memoria e nao locais, obtendo assim, a generalizagdo de uma forma natural [84]. Neste caso,
apresentamos a equacao de Schrodinger fracionédria para um potencial tipo delta. Discutimos
todas as possibilidades envolvendo o parametro associado a energia o que nos proporcionou
obter a generalizacao de um recente trabalho [12]. Apresentamos as solugbes em termos da
funcao H de Fox bem como, discutimos o comportamento de cada solucao a partir de um

esbocgo grafico.

Enfim, como uma terceira aplicacao, discutimos a generalizacao da equacao de onda-
difusao, onde aplicamos a derivada fraciondria de Caputo na variavel temporal e a derivada
fracionaria de Riesz na variavel espacial, expressando a solucao fundamental dessa equacao
sujeita as condigoes iniciais periddicas, em termos de um somatério. Note que, a separacao
de variaveis, neste caso, foi possivel pois a derivada de uma constante, no sentido de Caputo,

é zero. Apresentamos ainda, alguns graficos associados a casos particulares.

Como perspectivas futuras, para finalizarmos, acrescentamos que a area de célculo fra-

cionario vem crescendo consideravelmente, o que nos permite concluir que varios sao os
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temas que merecem, no minimo, uma revisao. Além da quantidade de trabalhos e livros que
emergem, envolvendo a derivada de ordem arbitréria [13, 20, 69, 87, 133|, podemos citar:
[29] onde é realizada uma generalizacdo do movimento de um projétil sujeito a gravidade
através da derivada de Caputo. Neste trabalho ¢ discutida a maneira de se generalizar ape-
nas a variavel temporal logo, a utilizacao de uma derivada, no sentido de Riesz, na variavel
espacial, pode nos conduzir a um interessante problema a ser discutido. Outros dois recentes
trabalhos que também destacamos aqui sao [76, 130] onde sao apresentadas generalizagdes
da equacao de Schrodinger sendo a solugao de cada uma delas dada em termos da fungao H
de Fox. Por ultimo, citamos [18] onde aplicamos a derivada fracionaria no sentido de Ca-
puto na variavel temporal e analisamos, no dominio da frequéncia, o comportamento térmico
difusivo das faces de uma parede e de uma esfera, recuperando, como caso particular, um

recente resultado. A interpretacao destes resultados encontra-se em fase conclusiva.
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APENDICE A

Funcao gama I'(z)

A.1 Funcao gama

Vamos definir a funcao gama através da seguinte integral imprépria

F(z):/ e ittt
0

com Re(z) > 0, onde a integracao é feita no eixo real positivo. Esta funcao é analitica em
C\Z-_. Citamos aqui algumas propriedades da fun¢ao gama que serao tteis neste trabalho.
PL: T'(z+1) = 2I'(2);
P2: T(z+n)=z2(z+1)---(z+n—-1I'(2), n€N;
P3: Vz € N, temos n! =T'(n + 1);

™

P4: T(2)I'(1 —2) =

sen(7z)
Podemos definir a fun¢ao gama para Re(z) usando a técnica do prolongamento analitico.

Com esta técnica, obtemos a seguinte definigao:
(=" / AR
I'z) = —_ + e 'ttt dt
(2) HX% n!l(z +n) 1

com a qual podemos verificar explicitamente que a fungdo gama I'(z) é analitica em C\Z_.
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A.2 Expansao assintotica

Uma outra definicao para a fungao gama, proposta por Weierstrass, é dada por

= T+ e =

n—

Neste caso a funcao gama é analitica em todos os pontos exceto em z = 0, —1,—-2, -3, ...,
onde tem polos simples.

Podemos reescrever esta definicao da forma,

e+ = T {(1+2)e 7). (A2)

Se agora diferenciarmos logaritmicamente esta equagao, obtemos a seguinte relagao para

derivada do logaritmo da funcao gama,

dlogl'(z +1) z z z
e e A
dz TTICF) T T3k T (A.3)

Lembrando que logI'(z 4 1) = log(z) + logI'(2), encontramos:

d 1 = 1
—logl(2) = —v — = _— A4
dz ® (2) 7 Z+Z; n(z+n) (8.4)
Derivando novamente, obtemos:
d? =1 1 1
—log’ 1) = A5
a2 ° (z+1) Z(z+n)2(z+1)2+(z+2)2+ (A.5)

n=0

Podemos representar esta série na forma integral a seguir,

d? 1 > d¢ * q(t, 2) . *q(t,z+n)
—log'(z) = — — -2 ——dt + lim ————=dt A.
R /0 (z+¢)? /0 o1t T nLOO/O a1 o (A0

onde
1 1

(z+ i) (z—it)?

Uma vez que |q(t,z + n)| é menor do que Kit/n, onde K; independe das varidveis ¢ e n,

2iq(t) =

temos que o limite da tultima integral é zero. Com isto, obtemos a seguinte expressao:

dgr() 1+1+/Oo itz dt
_— ) = — —_ .
dz? 222z o (2241t2)2e?t —1
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nao excede K (onde K depende somente de §) quando a parte real

Visto que | ——
d ’zz—l—tQ

de z excede ¢, a integral converge uniformemente e podemos integrar de 1 até z. Assim,

d 1 o tdt
L ogT(z) = —— +1 9
dz ® (2) 5, TBET ¢ /0 (22 +t2)(e*t — 1)’

onde C' é uma constante. Integrando novamente, obtemos

* arctg(t/z)
e2nt _ 1

logI'(2) = <Z - %) logTz+ (C — 1)z + Cy + 2/ dt,
0

onde ] é uma constante.

Agora, se z é real, 0 < arctg(t/z) < t/z, podemos escrever

|logF(z)—(z—%) logz—(C’—l)z—C’1|<§/ ! dt.
0

e?ﬂt —1

Mas temos que,
1 1
|logI'(2) — (z — 5) logz + 2z — §1og(27r)\ — 0,

quando z — oo para valores reais. Comparando estes resultados, notamos que C' = 0 e
1
Cy = 3 log(27).

Entao podemos afirmar que para todo z cuja parte real é positiva, vale a expressao

< arctg(t/z)
e2nt 1

dt.

1 1
logI'(z) = <z — 5) logz — 2+ 510g(27r) + 2/
0



106



APENDICE B

Calculo de algumas integrais

B.1 Calculo da integral (6.14)

Definimos I (w) por

1 [T
I(w) = _/ coS wydy
TJo y*+1

Entao a integral em (6.14) pode ser escrita como
+oo gipn/h -
/_OO de: 2N I (\x/h),
onde A > 0. Para calcularmos I (w) vamos usar a transformada de Mellin e em seguida calcu-
lar a respectiva transformada inversa do resultado obtido. Vale lembrar que a transformada
de Mellin e sua transformada inversa sao dadas, respectivamente, por
+oo 1 [etico
Mf(x)](z) = F(z) = i (x)2*tdr e M7YF(2)] = %/C_m x *F(z)dz. (B.1)
Como a transformada de Mellin de I(w) toma somente os valores positivos de w, e
sendo /(—w) = I(w), precisamos apenas substituir w por |w| no final do célculo para que o

resultado seja valido para todo w.

Para iniciarmos, usamos o seguinte resultado [110],

M, [cos(wy)|(z) =y *T'(2) cos %Z

Com isto, obtemos a seguinte expressao para a transformada de Mellin de I(w),

M [T(w)](2) = %r@) cos /O h yg;ldy.
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Esta ltima integral é dada por [70],

+oo pn—1 1 _
/ ‘ de = Zesc? = 2B (H, v M) ,
0

v +1 1% v v v v

onde B(a,b) é a fungao beta e Re(v) > Re(u) > 0. Usando este resultado e o fato que

Tz (1l —2z) T
cos — = sen =

2 2 r 1—2 r 1_1—2
2 2

podemos escrever a transformada de Mellin em termos da funcao gama,

e h (1;2) r (1 - 1;2) M) ;

~ 4 F<1;2)F(1_1;z) = ().

Assim, obtemos I(w) através da transformada inversa de Fi(z),

1 c+1i00
I(w) = —/ w *F(2)dz.

210 Jolino

Escrevendo em termos da funcao H de Fox, obtemos

1 1—1/a,1/a),(1/2,1/2
Tw) = Lr2 | (1—1/a,1/a),(1/2,1/2) (B.2)
a 0,1),(1 =1/a,1/a),(1/2,1/2)
Usando as propriedades da funcao H de Fox, encontramos:
1 1,1),(1,a/2
) = g e DD (B.3)
[w] (1,a), (1, 1), (1, a/2)

onde usamos o valor absoluto para adicionar na expressao os valores negativos de w visto

que I(—w) = I(w). Finalmente, temos
(1,1), (1, /2)
(La),(1,1),(1,e/2)
que é o resultado desejado. Quando o = 2 nao é dificil mostrar [105] que
(1,1),(1,1)
(1,2),(1,1),(1,1)

Da expressao anterior recupera-se o resultado bem conhecido,

+oo ez‘pach p T \ 5
/_Oo m p—Xexp(— ‘513|/ )

+o0 ipx/h oh
| = T | (el (B.1)

o Il AT N

(1,1),(1,1) _ ] exp(—[w]).

H?,l w2
23 (1,2),(1,1), (1,1) 2

N 2y1 2
= H273 w
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B.2 Calculo da integral em (6.26)

Seja J(w) dada por

1 [t
J(w) =~ / WY gy, (B.5)
0

T ye
Entao podemos escrever a integral (6.26) como

+o0 eipx/h
/ |p|a—_)\adp = QW/\I_QJ()\x/h),

onde A > 0. Aplicando a transformada de Mellin em J(w), temos

M, [J(w)](z) = %F(z) cos %Z /000 yay__z 1dy.

Esta ultima integral é dada por [70],

+o00 pn—1
/ A - zcotﬂ, (B.6)
0

1—av v v
onde a integracao é entendida como o valor principal de Cauchy !. Portanto temos,

1 (1l —2) ot (1l — z)

M, [J(w)](z) = —af(z)sen (B.7)

a
Usando a relagao 2senA cos B = sen(A + B) + sen(A — B) e expressando a funcao seno

em termos do produto de funcoes gama podemos escrever a seguinte expressao:
X r(z)r(l;z)r(1—1;z)
oy ((1 - z)22+ao‘> r (1 —(1- 3)2220‘)
, r(z)r(l;z)r<1—1;2>

24 ((1 —z)%) T (1 - —z)%).

Tomando a transformada de Mellin inversa e usando a definicao da funcao H de Fox,

My[J(w)](2) = —

obtemos:
(1-1/a,1/a), (1 = (24 a)/2a, (2 + o) /20)
0,1),(1 —=1/a,1/a), (1 = (24 a)/2a, (2 + @) [2a)

Jw) =~ o2
L 'w (1= 1/a,1/a), (1= (2 —a)/20, (2 — ) /2a) ]
2a 7 (0,1),(1 =1/, 1/a), (1 — (2 —a)/2a, (2 — @) /2a)

ILembremos que na inversdo da transformada de Fourier a integracdo é para ser efetuada no sentido do

valor principal de Cauchy [22].
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Usando as propriedades da funcao H de Fox, que apresentamos no Capitulo 4, e substituindo

w por |w| visto que Ir(—w) = I(w), obtemos:
b | | WD (L (24 a)/20)
2

2a|w| > (1,a),(1,1),(1,(2 + a)/2a)

J(w) =
_i_;HQ,l (1,1),(1,(2 — ) /2a) ]
20|w| " H? (1,a), (1,1), (1, (2 — a)/2a)

Finalmente, podemos escrever

+o0o e'ip:ph hr B N N
/ |p|a _ )\adp - /\a|ZL’| <H22:§ (h 1/\) |I|

(1,1),(1,(2 + ) /2a)
(L), (1,1), (1, (24 a)/2a)

— Hyy |('A) ]

(1,1),(1,(2 — a)/2a) )
(L,a), (1,1),(1,(2 — ) /2cx)

Da definicao da funcao H de Fox temos o seguinte resultado para o caso particular o = 2,

1,1), (1,0
w24 [pup| 1 (10 =0 (B.8)
7 1,2),(1,1),(1,0)
bem como
1,1),(1,2 1,1 0,1
gy || 2 e B ey ) (0
(1,2),(1,1),(1,2) (1,1),(1,2) (0,1),(-1,2)

Lembrando dos casos particulares da funcao de Fox dados no Capitulo 4, temos:

(0,1)

H1121 —z
’ (0,1), (1 —b,a)

= Emb(Z)

onde E,;(z) é a funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros. Utilizando a relagao [115]

seny/z

E2,2(Z) = \/E )

podemos escrever

71 ) )
(1,2),(1,1),(1,2)
de onde segue-se que para a = 2 temos

9] eipa:h T )\’13‘
mdp = ——sen——.

Hyy | wl?
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