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INTRODUGAO

Esta dissertacio tem coma objetivo principal fazer um esiudo detalhado da Pro-
priedade de Radon-Nikodym em espagos de Banach de dimensio infinita, bem como
de algumas téenicas a ela relacionadas, e estabelecer a demonstragio de uma carac-
tenizagao desta propnedade.

No Capitulo 1 fazemos uma répida recordagao da Teoria da Medida, tanto escalar
quanto vetonal, enunciando alguns teoremas que serao utithzados no desenrolar do
texto.

No Cap;tnlo 2 fazemos um estudo resumido da Integrai de Bochner, pois é a partir
dela que a Propriedade de Radon-Nikodym é definida. Neste resumo apresentamos
varias propriedades desta integral, e demonstramos aquelas que julgamos mais rele-
vantes. E também neste ca.p1t1d0 que definimos a propriedade de Radon-Nikodym. e
fazemos alguns comentarios com o intuito de motivar o estudo dos capitulos subse-
quentes.

No Capitulo 3 demonstramos a seguinte caracterizagio da propriedade de Radon-
Nikodym:

Um espago de Bapach tem a Propriedade de Radon-Nikodym se e somente se ele
a tem em relagdo & medida de Lebesgue nos borelianos de [0, 1].

As demonstragdes mais recenies desse resultado uithzam téenicas geométricas
mais elaboradas da Teoria dos Espagos de Banach. A demonstragfo que aqui apre-
sentamos lida quase que exclausivamente com a linguagem dos espa¢os Lp. Eata
demonstracio hasela-se principalmente nos artigos de Chatterji [7] ¢ Rennow {23],
onde as demonstragoes aparecem resumidamente, fazendo uso de outros resultados
cujas demonstracdes nao encontramos na literatura e nédo mencionam vérios fatos
gne sa0 ntilizados. Consequentemente, wma das preocnpacgdes fot estabelecer as de-
monstracdes de todos o8 resultados diretamente envolvidos com esse objetive, com a
excegdo daqueles por demais conhecidos e cnjas demonstragdes sdo encontradas em
qualquer livro da area.

No Capitule 4 estudamos algumas técnicas mais elaboradas da Geometria dos
Espacos de Banach, que surgiram com o estudo da propriedade de Radon-Nikodym.
Aqui tentamos também mostrar a interrelagdo destes conceltos e técnicas geoméiricas

1



com o que fol estudado anteniormente, mostrando o grau de importéncia que esta pro-
priedade teve no desenvolvimento mais recente de algnmas 4reas da Matematica.

O estudo feito neste capttulo baseia-se nos artigos de Davis ¢ Phelps [&], Huff [20]
e Huff e Morns [21].

Xo Apéndice provamos alguns resultados usados 20 longo do texto e cujas de-
monstragies foram omitidas. DefinigSes e enunciados de teoremas também aparecem
neste Apéndice.

Finalizando, dinamos que uma preccupagio iambém foi a de tornar esta disser-
tacio um texto acessivel ao aluno que apds tomar cursos introdutérios de Teoria
da Medida, Topologia Geral ¢ Anadlise Funcional, venha a se interessar pela drea.
Nesse sentido incluimos as demonstracdes de alguns teoremas da Teoria da Medida
{eacalar), notadamente o Teorema do Isomorfismo de Halmos e Von Neumann, gue
sio {requentemente utilizados, mas cujas demonstragdes quase sempre sdo omitidas.
Estes teoremas encontram-se em Halmos [19], e utilizam nma linghagem que hoje
ndo é mais usada, o que nos levon a tradugi-la para a inguagem atual.

Nesse sentido, preocupamo-nos em escrever todas as demonstracdes deste texto de
. T I'4 I - v
ma.ne:ra.fc]am e completa, tornando-o o mals acesaivel possivel, O Apéndice também
foi inchwdo com esse mesmo objetivo.



Capitulo 1

MEDIDAS ESCALARES E
VETORIAIS

Neste capitulo introduzimos a notacio e as definicGes relativas A teoria da medida,
tanto escalar como vetonal, bem como resultados desta teoria que faremos uso ao
longo deste trabalho. As demonstragdes serdo omitidas, visto que elas aparecem nos
textos cldssicos.

1.1 - Definigao:

o Seja () um conjunto e ¥ uma colegio de subconjuntos de 2. ¥ serd uma o-

algebra de 2, se :
- i), Qe E;
~ Qi) Se A €E entdo A= (- 1) € &;
— iil) Se (A, )%, é uma sequéncia de elementos de X, entao (1, 4, € &.

¢ Se (7 ¢ uma colecdo de subconjuntos de 2, a menor ¢-algebra de £ que contém

C & chamada de g;-é]gebra gera::ia por €.

o Se {X, D) & um espago topoldgico, a g-dlgebra gerada por Q ¢ chamada de g-
dlgebra de Borel de X'; e sens elementos sdo chamados de borelianos.
Notacdo : A(X).

¢ Se £ é uma o-dlgebra de €2, uma medida sobre & é uma aplicagéo : L — R
tal que:



~ i) #(£) > 0, para todo E' € &;
~ i) p € o-aditiva; isto &

Se {A,)7, é uma sequéncia de elementos de L, dois a dois disjuntos, entio
pUno 4a) = E00 #{4a).

Uma medida  sobre © ¢ finita se 4(Q) < cc.

Um espago de medida é uma terna (2, X, i1} onde T é uma o-dlgebra de Qe u
¢ uma medida. sobre .

Uma aplicagdo f : 8 — FE, onde £ é um espago vetorial. é chamada simples se
existirem escalares ny, g, ..., 0, € elementos .4;, Az,..., A, de ¥, disjuntos, tais
que:

f= :a;.ki.-u(w)

=1

onde }(A,f(w‘) =0 se w E A; e }(_4,'(—'.9') =lgewe€ A.,‘.

Uma fancio f : @ — R & dita mensuravel se para toedo ¢ € R, o conjunto
{we N flw) < 2} pertencer a &,

Sejam f. ¢ fungdes definidas em . Dizemos que f = g y—g.s. seexiste 4 € &
tal que p{A) = 0 e f(w) = g{w) para todo w € A°.

Sejal € p < oc. L{u) éoespago de Banach das classes de fungdes p-integraveis
definidas em I, com a norma

It = ([ 1717 d®

Lo (1) é o espaco de Banach das classes de funcles p-essencialmente limitadas
defimdas em {2, com a norma

(£l = inflo € R: (I {(0,2¢)) = 0}
Uma medida com sinal é uma aplicagio ) : £ — R definida em uma o-dlgebra
£ que seja g-aditiva.

Dizemos que A é absclutamente contipua em relacio & medide g : & —— R se
AME) = 0 para todo E € ¥ tal que u(F} = 0.
Notacao : A € p ou A é u-continua.
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o A ¢ finta se | A(Q} |< 2.
¢ A variacio de A € uma aplicagdo [ A | & — R,

definida por | A | (£) = sup,{Zaes M4} };
onde o supremo é calculado sobre todas as particGes = de E em um mimero
finito de elementos disjuntos de ¥, Note que | A | ¢ uma medida.

s Se A ¢ um boreliano de R, o espago de medida {{, {1}, m) denotard a medida de
Lebesque nos borelianos de A. Neste caso usaremos Ly{A) para denotar L,(m).

Enunciaremos agora zlguns resaltados bdsicos que serao uiilizados em demons-
tragdes futuras. Seja {12, T, 1} um espago de medida finita.

1.2 Proposigao :
Seja (A, }n_l uma. sequéncia decrescente em I, isto € para todo n, A1 C Ay
tal que N2, A, = B, entdo lim, . #{A4,) = 0.

Demonstracao : veja [27] pag. 17.

1.3 Teorema da Convergéncia Mondtona:
Seja (fr )55, uma sequéncia de fangdes mensuraveis definidas em £ tais que:

¢ i) para todo 2 € 2,0 < fie) < folr) <
o it} imy, . fo(2) = f{z) para todo z € {;

entao f é mensurdvel e [ fdu = hm, ..., 5 fodu, para todo F € E.

Dermonstracio : vejx [27] pag. 22.

1.4 Corolario

Seja {f)%, uma sequéncia de funcbes mensurdveis definidas em . tais que:
¢ i) para cada n e para cada z € 2, fo(z) 2 ¢
e ii) para cada 2 € ), f(x) = Tor, fal2):

entdo f € mensuravel e [ fdu = Toe, [p fadie para todo £ € E.
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Demonstragio: veja [27] pag. 23.

L5 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue:

Sejam { £, )23, uma sequéncia de fun¢des mensuraveis definidas em Qe g € L, (1)
tais que para todo n. | f, I< g. Entéo se (f,)3%, converge a f pontialmente g — ¢.s.,
[ € integrdvel e bm, .. [ fudu = f& fdu para todo E € X,

Demonstragao: veja {2] pag. 44.

1.6 Ohservagao:

No Teorema acima, & hipétese da convergéncia y — ¢.9. pode ser trocada pela
convergéncia em medida, isto é

Se (f,).L, convergir a f em medida, ou seja: para cada ¢ > 0,

Jim a({w € Qf falw) — flw) [2e}) =0

entio o Teorema 1.5 continua verdadeiro, Para a demonstragio desse fato veja [26]
pag. 92.

1.7 Lema de Riemanu-Lebesque:
Seja f € L1{R). Entao

iy, fg f2)sen(te }dm = limy_ [ Flz)eos(tz)dm = 0.

Demonstragio: veja [17] pag. 93 ou [18] pag. 56.

1.8 Teorema de Radon-Nikodym: )
Dadas A : & — R medida com sinal finmita e 4 : ¥ — R, medida tais que
N € p, existe f € Ly{u) tal que A(F) = fp fdu para todo E € £. Neste caso f é

dita derivada de Radon-Nikodym de A em relacéo a y. Notagdo: f = g-ﬂ-.

Demonsiragio: ver [2] pag. 85.

1.2 Observagao:
Em [27] pag. 129 estd demonstrada a versio complexa do Teorema 1.8, isto &
quandoc 4 e A assumern valores em C .



1.10 Teorema de Egorofl:

Se i & finita & (fa)no: & uma sequéncia de funcées mensuraveis definidas em &
tais gue {f, )31, converge a f ponivalmente p—q.s., entdo (f, )32, converge a f quase
uniformemente, ieto é: dado £ > 0, existe A €T tal que p(A) < e e (f,)5%, converge
uniformemente a f em A%

Demonstragio: veja [2] pég. 74.

Passemos agora 4 Teoria das Medidas Veloriais:

1.11 Definicao:

Seja (X.]] /) um espago de Banach.

uma medida vetorial em X € uma aplicagao F': ¥ — X, onde ¥ ¢ uma o-
algebra {ou algebra) e F é finitamente aditiva, isto é; Se E; e By si0 elemenios
disjuntos de ¥, entio:

F(E] U.Ez’ - F(E]] -i- F(Ez).

uma medida vetorial F': £ — X & g-aditiva se para toda sequéncia (4,)5%,
de elementos disjuntos de ¥ com U, A. € %, tivermos que F(UT, 4,) =
ooy F{4,) em norma, ou seja:

it oo | F{US, An) = 57, F{AL)] =0

a variagio de uma medida vetorial £ : & — X € definida por: | F | (E) =
3UuPx 3 aer IFLA)|| onde o supremo é calculado sobre todas as pariigdes « de E
em um nimero finito de elementos disjuntos de Z.

a medida vetorial F : £ — X ¢ dita de variagio fimitada se | F | (£2) < co.

se 4t é uma medida em Y e £ : ¥ — X & medida vetorial, dizemos que F é

-continua (F < 1) se

,‘(lg)l-lm F(E)=0.

=X



1.12 Tecrema (Pettis)
Seja X o'-a.ldebra F ¥ —- X medida vetforial o-aditiva e 4 medida finita em ¥.
Entdo F é p-continua se e somente se u{ E ) = 0 implicar F(F) = 0.

Demonstragio: veja [11] pag. 10.

1.13 Exemplo:

Seja ¥ a 7-dlpehra dos sitheonjuntos Lebesque-mensurdveis de [0, 1] e seja X nm
espago de Banach, X' # {0}. Do Teorema de Hahn-Banach, sabemos que existe um
operador linear continuo nio nulo

T : Ly({0,1]) — X.

Para cada £ € £, defina F{E) = T(x5).
Sejam £\ e Ea elementos disjuntos de Y. Entao

F{Ey U By = T(_K.ElUEa) = T(xer + xp2) = T(xz ) + Txs) = F(E) + F(B),

e portanto F é medida vetorial. Mais ainda, para cada F € X, temos

WF(EI = ITGeall < [T WMol = UTY. f  xadm = TILan(E)

Dessa forma, se (£,)5%; € uma sequencm de elementos disjuntos de £, usando 1.2
¢ o fato de que T aer linear e continua implica que {171} < oo, temos que:

i mi

mwﬂUE ZﬂEm_mwﬂUEJﬂUEu_mmejEm«

PR O nch Al
L ity o || T U g En) = 0. Portanto F € o-aditiva.
Mostremos que F é de variagio limitada: se K € ¥, entao:

| FI(E) = sup: DaealF (AN < Tl supaXscam(A) = [TH. | m [ (E) < co.



Mais ainda se m(E) = 0, entdo |Tfim{E) = 0, o que implica que ||F{E}fj = 0, o que
por sua vez imphca. que F{E) = 0. Logo por 1.12 temos que F <€ m.

1.14 Observagao:
E possivel mostrar que a variagdo de F ¢ sempre finitamente aditiva. e sera o-
aditiva quando e apenas quando F for g-aditiva.

Para as demonstragbes dos resultados acima, hem como para um estudo deta-
thado da Teoria de Medidas Vetoriais e suas aplicacdes, a melhor releréncia é, sem
divida alguma, [11]. Ver também [12].

Utilizando a mesma téenica usada para demonstrar a c-aditividade da medida
vetorial do exemlo 1,13, demonstra-se facilmente o seguinte resultado:

1.15 Proposigio:

Toda medida vetorial que é absolutamente continua em relagao a uma medida
finita € o-aditiva.

1.16 Tegrema:
Seja F uma dlgebra de L. F 1 F — X uma medida vetorial g-continua de

variaglo limitada e & a o-dlgebra gerada por F, Entéo exizte uma rinica medida
vetorial p-continna de variagdo hmitada F : £ — X, extensfio de F a ¥; isto é

F(E) = F(E) sempre que E € F.

Demonstragao: veja [11] pag. 27.

Virios ountros resultados da Teoria da Medida e de Medidas Vetoriais sao necessdrios
neste trabalho, mas optamos por enunaa-los apenas no momento em que serao usa-
dos.



Capitulo 2

A INTEGRAL DE BOCHNER E
A PROPRIEDADE DE
RADON-NIKODYM

Depois de formulada a Teoria da Integral de Lebesgne, e de comprovada sua utili-
dade, apareceram varias versdes de Teoria de Integragdo generalizando a integral de
Lebesgue. Uma extensdo natural é a formulagio de uma teoria de integracio para
fungdes a valores em um espago de Banach, em relagio a uma medida escalar. Nesta
diregdo surgiu a.integral de Bochner(1933), também conhecida como integral de Dun-
ford e Schwartz, on ainda como primeira integral de Duniord.

Existemn outras formulacdes para esse tipo de integral, fais como a integral de
Pettis e a integral de GeMfand, cada nma com seus proprios méritos, mas nenhuma
se mostrou t&o rica em propriedades como a integral de Bochner. Nesta, vdrios dos
tearemnas fundamentais da integral de Lebesgue tém sua versdo correspondente no
caso vetorial. Apesar disso, umn dos principais tecremas da Teoria de Integracio de
Lebesgue falha para a integral de Bochner, como veremos mais tarde.

Vejamos agora como ¢ definida a integral de Bochner, sua relagic com a integral
de Lebesgue e as extensdes ao caso vetorial de varias propriedades da integral de

Lebesgue, bem como alguns teoremas do Capitulo 1.

Ao longo deste capitulo, ({1, &, 1) € uma espaco de medida finita, X € um espago
de Banach e X' ¢ o seu dual topalégice.
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2.1 Definigdo:

¢ Uma aplicagdo f : 8 — X € u-mensurdvel se existe uma sequéncia (f, 3%, de
fungdes simples modeladas em X a valores em X, tais que

lim, . “.fn - f” =0pu—gs.

o f é fracamente u-mensuravel, se ' f é y-mensuravel, para todo ' € X’, oude
2'flw) = 2'{f{w)) para todo w € 1

Obviamente tada funcio mensurdavel é fracamente mensuravel. Mals tarde vere-
mos um contraexemplo da reciproca.

Cumpre observar que quando j+ € uma medida completa, isto €, todo sub-conjunto
de um conjunto de medida nula pertence a g-algebra, e f tem imagem ji-essencialmen-
te separavel, a definicio acima coincide com a definigdo de mensurabilidade contida
em 1.1. Para demonstragao veja o Apéndice.

2.2 Proposigao:

o )se f g: 0 — X sdo p-mensurdveis, entdo f + g é p-mensuravel.

o ii) se f:§1 — X é y-mensurdvel e a é um niimero real, entdo a f € y-mensurdvel.

e iii) se para cada n, f, : @ — X é y-mensurdvel e (f,)%, converge a f pontual-
mente u — ¢.9.; entdo j € u-mensuravel.

Demonstracho: 1) e ii) decorrem imediatamente da definicio 2.1.

Fagamos iil): para cada n, como f, € g-mensurével, existe uma fungio simples g,
e um conjunto £, € ¥ tais que u{£,)=0e

lga(2) — fal2il < % paia todo ¢ ¢ E,,.

Considere £ = U, E,. Como my_ . fo = f p~ g5, existe ¥ € ¥ com
u(F} =0 tal que limpoo fu{z) = f(2), para todo 2 ¢ F.

11



Dado e > 0, seja Ny € N, &y > 2,

Portanto. se n > Ny, [lgu{2) — fla)il < 2 < N1 < £, paratodo ¢ € E.

Seja N3 € N tal que se n > I; entdo || fu(2) — flz}]| < £ para todo 2 € F.
Agora, se ¢ € EUF & n 2> méx {N, N} temos:

lga(z) = Fl2)] < lgalz) = ful) + i falz) = Fl2)]] <

I.OIH
N|<)

Logo, limp— Jlgn = fif = 0 4 — g.5.; e portanto f é y-mensurdvel.

Neste ponto, ja podemos generalizar um resuliado de Czsp{tulo 1, a saber ¢ Teo-
rema 1.10.

2.3 Teorema de Egoroff:

Se { fn)5%,, é uma sequéncia de fungdes y-mensuraveis, definida em {1 a valores em
X que converge pontualmente u —g.s. a f, entdo (f,)5%, converge y-quase nniforme-
mente a f.

Demonstragao: Basta substituir modalo por norma na demonstracao de 1.10.

A fim de demonstrar o Teorema de Pettis {2.7], que é muito importante, torna-se
necessaria a definicio abaixo, bem como o Lema ¢ne se segne.

2.4 Defimcao:

¢ uma aplicagao f : ¥ — X ¢ elementar se assume apenas um nimero enumera'.vel
de valores; isto &: existem sequéncias (2,)5%, em X e (E,)%, em I tais que
ENnE;=0seis#ef=000%iXeE

e sejam B um subconjuntode X e £ > 0. O canjunte M, C X 8 nma z-rede para
B se para todo : € B, existe y € M, tal que |ly — 2}| < e. Se M, for finito,
dizemos que é uma rede c-rede finita para B.

» B C X étotalmente limitado se pata cada ¢ > 0, existir uma e-tede finita para
B.



2.5 Lema:

Todo subconjunto totalmente limitado de A € separdvel em X,

Demonstragio: ver [22] pag. 413

2.6 Proposigao:
Seja f: Q — X p-mensurdvel e ¥ C X aberto ou fechado. Entao f7}(Y') pode

ser escrite como a uniao de um elemento de ¥ e um subconjunto de um conjunto de

medida nula.

Demonstracdo: Seja (f,.)5%, sequéncia de fungdes simples tal que
lim,, ., [|fele) — f(w}ll = 0 para todo @ € A° onde p(A) = 0O
e seja Y um subconjunto fechado de X.

Defina. Eny, = {w € A% disi(fu{w).Y) < £}.
(ada E € X e e o w
[FiynAgc= (1 UJ U B
k=1 m=1ln=m
e portanio f~H{Y )N A°€ e u(A) = 0.
Logo f~UY) =(f~YY) nA°}U B:onde B C A.

Se ¥ & aberto, f7(Y) N1 4 = A7 — f71(¥¥). Mas ¥* & fechado, logo f73(Y?)
pode ser escrito da forma desejada. A demonstragio termina ao escrevermos

Y)Y =T E LU AL

2.7 Teorema da mepsurabilidade de Pettis:

Uma aplicagao [ : 2 — X é py-mensurdvel se e somente se as condigdes abaixo
sdo satisfeitas:

o i} existe E € ¥ com p{F) = 0 e f(E°) é separdvel em X;

e ii) f ¢ fracamente u-mensuravel.
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Demonstragao: Suponha que f seja p-mensuravel. Logo existe uma sequéncia
(fr)iz, de fungéo simples definidas em € a valores em X tal que imy— o | fa—fll = 0
H o .5,

Pelo Teorema 2.3, temos que (fa)io, converge a f p-quase uniformemente. Dessa
forma, para cada n € N, existe E, € ¥ tal que p(F,) < iﬁ e (fu)or, converge
uniformemente a f em £, isto &

dado # > 0, existe n, € N tal que se x € EZ e m > n,, entao {|f(2) — flz)[} < <.

Logo, para cada < > 0, tome M, = f, {Q), que é um conjunto finito, e entao para
cada € f{E:). : = f(x) onde x € EZ, considere y = f, {z) € M, e
o, (2} — Fl2) < =

Portanto M. é uma =-rede finita para f(EZ); e consequentemente f{£°) é total-
mente himitado. De acordo com o Lema 2.5, f({E7) é separdvel, para todo n; ¢ nesse

caso, Uiy FUES) = FUR, BS) é separdvel
Mas (%, E2)C = N5 B, e u{ER) < L para todo n, logo (3%, £,) = 0 por 1.2,
Chame E = (P2, E, e obtenha i) . i) & dhvia.

-+

Reciprocamente, de acordo com i} seja £ € ¥ tal que u(F) = 0 e f(£E°) é
separavel. Seja (2.)%, uma sequéncia densa em f(E°). Para cada n. 2, € X e pelo
Teorema de Hahn-Banach existe um funcional linear continuo ), € X" tal que

a(#s) = llzal] e flepfi = 1.

Entao se z € EY, por um lado temos que
(el = supwrexy ., | () |2 sup, | 2L £(e) |,
e por outro lado que f(z} € f{E°).

Logo existe uma subsequeéncia ()52, de (2,)3%, que converge a f{z), e portanto
BFEEM = Himjano ll20]l, € como (2], {24;))52, converge a ) ;(f(z)), temos que

{.”a;j(‘rﬂj)”):ﬁ:l
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converge a | z),:{f(2}} | e entéo temos que
M2l = lim | aly(£(e) 1< supn | 25 15|
Logo para todo & € E¢, ||f{2}|] = sup, | 2! f(z} |.

Em consequéncia a fungao || f{ )|| é p-mensurdvel, por ser o supremo de
| 22 f( '} |. que por i1} sd0 g-mensurdveis.

Da mesma maneira as fungdes g, = ||/ — «,,]| s&o y-mensuraveis para cada n.

Seja agora s > 0e E, = {w € Q : gu{w) < z}. Por 2.6, para cada n, existe B, € ©
tal que F, = B, U A,. onde 4, C C, e {C,) = 0. Definimos:

C g — X
— glw) =z, se w € (B, —UIZ] B;) = B, ;

- g{w} = 0 caso contrdiio.

Apsim temos que, ve w € (B, — U;:ll B;) entdo w € Ky e {lg.{w) — f{w)]| < e. Se
w ¢ E, para todo n, w € E e u{F) = 0. Portanto f pode ser aproximada por fungdes
de imagem p-essencialmente separaveis (g,{ E°) é enumeravel e u(£) = 0).

Além disso, como E,, N £y, =8 para n # &; ¢, tem a forma
L. )
gE = Z a:’1'1':\:&1':,.1"
n=1

Agora, fagendo ¢ = L para m = 1,2,.., obtemos uma sequéncia (gm)m=; de
fungoes elementares tal que:

[1£(«) = gm(=)f} < L 4 — q.5. para todo « € E°.

Indicando g, = 0% TnmX By ORde para cada m, (E, ), —, ¢ uma sequéncia
de elementos disjuntos de X, como g é finita, para cada m existe ¢, € N tal que

-

p(UsL g 41 Bnm) < X5 e considere a sequéncia (¢y, )., de fungdes simples definidas
por

qm
glm = Z Lo om XEu,m

n=]1
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Logoe km,,_ . llgf, = fll =0 ¢ — g.5., e consequentemente f & y-mensurdvel.

2.8 Corolario:
f 12— X é yu-mensuravel se e somente se f € o limite uniforme g — ¢.5. de uma
sequéncia de funcoes elementares u-mensurdveis,

Demonstragio: Basta olhar o final da demonstragio anterior.

2.9 Exempio:
Uma aplicacao fracamente g-mensurdvel que néo é p-mensurdvel, Considere o
espaco de Hilbert £,{{0, 1]) que ndo é separavel, e {e; : t € {0, 1]} sua base ortonormal.

Definimos f: {0, 1] — L([0, 11}, f{2) = ¢;.

Para cada 2’ € (15([0,1]))', pelo Teorema da Representagio de Riesz-Frechet(ver
[5], pag. 81), sabemos que existe um dnico elemento e € [2([0, 1]) tal que
2'{z) =< z,e > para todo z € Ip{{0, 1]); logo 2'f{1) =< f(th e >=< e e >.

Mas como {e, : ¢ € {0, 1]} & ortonormal, demonstra-se a partir da desigualdade de
Bessel (ver [1]. pag. 122) que < ey, e >= 0 a menos de um niimero enumeravel de
indices.

Logo, a menos de um conjunto E, de medida de Lebesgue nula, »'f = 0. isto
é: 2'f = 0 m — q.s, para todo 2' € ([2{([0,1]}); e dessa forma provamos que f é
fracamente m-mensuravel,

Por outro lado, se £ C [0, 1], entdo f{E) & separdvel ye e somente se E° é enu-
meravel, pois se £° nao for enumerével, entao (£} também nao serd, dado que f é
injetora.

Logo f(E<) & separdvel apenas se m{E°) = 0, e neste caso terfamos m(E} = 1.
Portanto f nao satisfaz 2.7.ii), logo f ndo é m-mensurdvel.

Vejamos agora a definicio da integral de Bochner, e notemos que esta definigao.
bem como os resultados gue a seguem, mostram o qnao estreita £ a relagio desta
integral com a de Lebesgue.
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2.10 Definicdo:
Uma aplicagdo f: @ — X, yu-mensuravel, ¢ y-Bochner-integravel se existe uma
sequéncia (f,)22, de fungbes simples definidas em Q a valores em X tal que

im, o fg llf» — fllde = 0, onde f é a integral de Lebesgue.
Neste cago, se f, = 2070, #:xp, defina [ fodu = 00, 24BN E) e
[ tdu=lim [ g

para cada £ € ¥

[z fdu é chamado de integral de Bochner de f sobre £ em relagio a p.

2.11 Ohbservagao:
Demonstra-ge que o limite acima existe e que independe da sequéncia {f, )57, {ver
Apéndice}. Dessa forma a integral fica bem definida.

O teorema abaixo caracteriza as fangdes Bochner-integraveis por meio de fungdes
Lebesgue-integriveis,

2.12 Teorema:
Tina aplicaggo f : 2 — Xp-mensuravel é p-Bochner-integriavel, se e somente se
i|F1l é - Lebesgue-integrével, isto &

[annd,u < .

Demonstragio: Suponha § u-Bochner-integrdvel. Logo existe uma sequéncia
(fa)22, de funcdo simples definidas em {2 a valores em X tal que
1 o; fo [|fe ~ flldi = 0. Entéo:

[rhde = [0 = 1+ falldi S [ 1 - S+ [ Ufalldhs < oo

para n suficientemente grande, pols cada f, € simples ¢ p & finita, Logo, [[fl] € w-
Lebesgue-integravel,

Reciprocamente temos, por hipdtese, que f é y-mensurdvel e [, || flldi < oo, Por

2.8, existe uma sequéncia ()22, de aplicagbes elementares y-mensuriveis tal que
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[[f = fall € & 1 — 2.5, para todo n.

Logo

Lo Aifa= FI 21l = A1 12 Whall = A 5 = qus.,

para todo . Portanto, [/l < HifIf + ﬂ' 4 — g.s. para todo 1, 0 que implica que
Jo Nfaltdie < fotll £l + )du; e entdo

1
J Vil = [ NAh + =) < oo
pois Jo l|flidu < oc e u € finita. Logo [[ful] € +-Lebesgue-integravel, para todo n.

Mas cada f, é elementar, entao ‘ |
fo=Tneielxpp onde patatedomn EN s} € X ET EX e B, NE =B se
¢ # j; patra todo n.

Como [ || falldit << ¢ para eada n, 1.2, implica que

fm [ fiflldu=0.

f—eme
4 i T

Logo, para cada n, existe p, € N, tal que

. w(f
[ e < £
T mw Pyl "‘H
Chame g, = Y2, 2™y er. Logo (g,),_,” é uma sequéncia de fungdes simples e

/ﬂ 1F  galldse < [ 1 = falldit [ 117 = gullds < [ Lauet

;L(Q ,LL(Q) _ 20(2)

n n

Q
N I oL Y N AT
'm.—'P +1

m-.Pn-I-I £

Logo himy,, .. Jo ilf —gulldpe < bim, ﬂn-l = 0: o que implica gue f é y-Bochner-
mtegravel.
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Abaixo demonstramas a extensido do Teorema 1.5, para o caso velorial, A vali-
dade desta extensao esboga a alta aplicabilidade da integral de Bochner.

2.13 Teorema da convergéncia dominada:

Seja ([ )52, uma sequéncia de aplicagtes de {} em X, u-Bochner-integraveis, Se
{ fa)o2, converge em medida para f p-mensuravel, isto é: para todo ¢ > 9,

lim, o p{{x € Q: | frulz) — Flz))l} = <}) = 0. e se exiaste ume fungdo g, definida
em § u-Lebesgue-integravel tal que [|f,f| < ¢ 1 — ¢.5., para fodo n; entdo f & p-
Bochner-integravel, e para todo £ € &,

[ sdu=Jimy [ fads Jim, [ Uu = fllds=o.

b OO =00

Demonstragio: Como lim,_ ., f, = f em medida, entdo lim,_ . {{f, — f|| = 0 em
medida, logo existe uma subsequéncia { f,, )2, tal que imnpo || fo, — fll = Ot — ¢.5..
{ver [1] pdg. 93). Portanto ||fi| < 5.

Agora para cada n, |71 < [If = £oll + 5], portanto

0 = [ 0=l [ Wl <2 [ g+ [ Wrelds < o0

pois cada f, é p-Boachner-integravel e g é y-Lebesgue- integravel. Logo, f € p-
Bochner-integravel.

Como {|f = full € 29 e L, |If — full = 0 em medida, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada escalar com a hipdiese da convergéncia em medida {ver
1.6), temos gle

lim [ 1f ~ falldus = 0
B0 I
e portanto [, fdu = limao [ fadie.

Vejamos mais algumas propriedades conhecidas da integral de Lebesgue que con-
tinnam validas para a de Bochuer,

2.14 Teorewa:

Se f: ! — X é y-Bochner-integravel, entio

o i) para todo B € T, || Jg fdull < Jg 1fllde
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o ii) limy gy Jp fdp =0

o iii) se (£,), é uma sequéncia de elementos disjuntos de E,

L. Eﬂfd#"—‘i:::[&fdﬂ-

nm}

Demonstracao:

o i) Seja F € ¥. Se f for simples, isto é: f = 7., #ix4,, onde para cada z,
€ Xed, €T, temos que: [p fdu= 0, o;u{E N A, e portanto

u[f@w4ﬁpmummnczmwunam-zmﬂuMAmnk/nmw

=1 i=1

Para o caso geral existe uma sequéncia (f,)3%, de fungdes simples tal que
Jg fdp = lim, ..o [5 fadi. Logo,

[ sdul = Jim 0 [ el < Jim, [ kit = [ N7l

e ii)usando este resultado para fungdes escalares,temos ¢ue

lim5y—0 Jg | f]|di = 0; e de i} decorre ¢que

lim /'d < hmf du =0,

Jim 11 pdult < /Il

s iii) como j é u-Bochner-integrivel, temos que || fz, fdull < felIflldu para
cada n, e T, o, Mfillde < Jollfllde < oc. Logo, 3L, Jp du € uma série
absolutamente convergente, e portanto, convergente.

Como % E )*_, é uma sequéncia decrescente em Y cuja iniersecio é
S| m=1 G

vazia, temos que
limy, oo pUnzmsr £n) = 0; logo por 1), temos:

',...,JI/ L if feull = fim | / du [ . full=

m:l nm] T

= Jim | / jdull < lim / (1fllde = 0

n=m+i £a ru:m+l. B
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Logo

[ fd#-z  f,, 7om

Tl Bx

2.15 Observagdo:
A integral de Bochner goga também das duas propriedades abaixo. Para as
demonstragdes, veja [11] pags. 46 e 47.

o Se f:Q — X & p-Bochner-integrdvel, ao definirmos F(E) = [, fdu paracada
E € Y, temos que F & medida vetorial de variacao limitada. absolntamente
continua em relagio a y e paracada F € X, | F | (E} = [z i f]ldp.

o Se f,g: 8 — X sdo p-Bochner-integriveis e para todo E € ¥,
fg Fdu= jg g, entio f=g u—qas.

De forma analoga aquela feita em 1.1, podemas definir os espages L, em funcio
da integral de Bochner.

2.16 Definigao:

Seja 1 < p < oc . Definimos Ly(¢. X} como sendo o conjunto das classes de
fungBes definidas em Q a valores em X tais que [, ||FIPdu < o0.

A relagdo || i, = (fg £ 1|Pdu)? define uma normna em L, {4, X); e (L, (4, X): 11,0
é um espago de Banach.

Definimos L., (1, .X) como sendo o conjunto das classes de fungdes f: Q@ — X
tais que || fll € 4~ essencialmente limitada.

A relagao || ]l = supeas||f|] = inf{a € R : u{}|fl}7* {(a, o)) = 0} define umna
norma em L. (¢, X): € (Lo, X): |l Jl) é um espago de Banach.

2.17 Observagao:
Ag demonstragdes das afirmacdes acina 830 exafamente andlogas as do caso es-

calar (ver [5] pdg. 57}

Como ja dissemos, um importante teorema da teoria de integracio de Lehesgue
nio € valido para a integral de Bochner. Trata-se do Teorema de Radon-Nikodvm{1.8).
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Mas ac contrdrio do esperado, esse faio propiciou um maior desenvolvimento da teo-
ria dos espacos de Banach, quando se procurcu classificar os espagos para os (quals o
teorema 1.8 € verdadeiro.

Tais espagos constituem uma, classe importante de espagos de Banach, chamados
espaces de Banach que tém a propriedade de Radon-Nikodym. A definigdo abaixo
formaliza este conceito.

2.18 Definigao:
¢ X tem a propriedade de Radon-Nikodym em relagioa g se dada F': ¥ — X

medida vetorial de variagio limitada e g-continua. existe [ ; £ — X y-Bochper-
integravel tal que F(E) = (p fdu para todo E € . Neste caso, f ¢ chamada
de derivada de Radon-Nikodym de F em relagio a u.
Notagdo: X tem y— PRN e f = ';—i.

¢ Y tem a propriedade de Radon-Nikodym se X tem u— PRA para toda medida
i+ finita.

2.19 Exemplos:

De acordo com 1.7 ¢ 1.8, R e C 1ém a PRN. Prova-se que os seguintes espagos
tem a PRN: };, espagos de Banach reflexivos e L,(p, X} onde 1 < p<oce X tema
PRN. Logo, se 1 < p < o0, L,{u) tem a PRN. No Apéndice provamos ¢ue espagos
de dimensdo finita tém a PRN.

C'omo contraexemplos, podemos citar L ([0, 1]) e ¢p.

Provemos que ¢y = {{@n)rei; 4n € R para todo n ¢ lim,,_, 2, = 0} com a norma
1{za)2, It = supa{] @a |} ndo tem a PRN: tomemos §} = [0.1] e m= medida de
Lebesgue definida nos subconjuntos Lebesgue-mensurdveis de [0, 1].

Defina F(E) = (Ai{E), Aol £}y ooy Al E), ...}, onde para cadan, A, (E) = [p sen( 2wt )dt;
para todo E C [0, 1] Lebesgue-mensurdvel. Da aditividade da integral, temos que
F ¢ finitamente aditiva: e do Lema de Riemann-Lebesgue(1.7) temos que F assume
valores em cq. Mais ainda, para cada £ C [0, 1}, Lebesgue- mensuravel,

VF(EN = supadl M(E) [} = supnd] [ sen(zmdit |} <
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< ' : = 3
< su;:,,fs | sen{Z*wt} | df < sup,,[ﬁ df = m{FE).

Logo, F é m~continua. por 1.15 é o-aditiva e | FI(EY]m]({E).istoé: Féde
variagao limitada.

Suponha que exista f : {0, 1] — ¢o, m-Bochner-integravel tal que F{E) = [; fdm
para todo £ C [0, 1]. Lebesgne-mensuravel.

Para cada n, seja f, : {0, 1] — R a n-ésima coordenada de f, ou seja:

= far oo Jas o)

. - - . PR, ! . .
Como as projegdes em o 8o funcionals lineares continos, cada f;, é m-mensurdvel

e Ay(E) = f fadm para todo n ¢ todo E. Dessa forma, f,(f) = sen(2,7t) m — ¢.s.

Para cada n, considere o conjunto £, = {t €[0.1] : f{#) > -\715} Logo

T 37
= {4 g,1 Frt) > —- el tj: - —3} =
{t €10,1] : sen(2"xt) \/_ €[ ]4 Tt < }

1 3
={t€[0 ]] 42,‘51&4'2“}

Lago

13

mn(E,) = -—-m({1‘

3 phs 1
e 7T T T T AT

portanto m(E,) = 1 para todo n e entdo m{lim;_. . sup(E;)) 2 imy_o, m{E;) =

wa [+

Logo, m{{t € [0.1] : f(t} € ¢o}) € £, o que é um absurdo. pois f(t) € ¢. para
todo ¢t € {0,1]. Logo F nao tem derivada de Radon-Nikodym em relagio a m: e
portanto, ¢ ndo tem a propriedade de Radon-Nikodym,

Provemos agora que /; tem a propriedade de Radon-Nikodym.
Para isso seja & ; © — 4 medida vetorial, g-continua de variagao limitada. Para
cada n, considere P, : I, — [, dada por P, (z) = ¥3_,z4¢x; onde ¢ = ()2, e
cp € a gequencia, que temy 1 na k-ésima coordenada e zero nas demais. Portanto

P, o GIE) = EI_ (G{E))ep; ¢
(P o GLENh = Zhey HGUEM | T35, | {GE |= NG(E)h:
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e como G <€ u, temos que para cada n, F, 0 G < u.
Mais ainda, cada P, tem imagem de dimenséo finita, logo para cada n existe
fr : S8 — | Borel-mensurével tal que Py o G(E) = [z f.du para todo E € L.

Como para cadan, P,o() é p-continua, podemos sapor que ||f, (Wil € p(Q) para
todo n e todo w € 2. Indicando f,{w) = Tpeq{ falew)xes, temos que
supaflfale)]l = supall Zho  { falw) eall € 1{R) < co.

Provemos agora que a base candnica de [y, {ex}j=, € uma base de Schauder limi-
tadamente completa (veja no Apéndice a definicao).

Para isso, seja (1,)3%, tal que sup,fl Tho; axer]| < oo & indique S, = TF_, ahe.
Mas {| Tr_, areell = T2y | 0 |, logo Tho, @i é uma série absolutamente convergente,
e portanto dado = > 0, existe g tal que

@m—ilaknm

=1

sempre que m, n > fig.

Desaa forma [|&, — Swll: = Shemer | 3 1< 2 @ portanto (5,)5%, € de Canchy em
, logo T;5.; awea converge em I;.

Diante dissc temos que para fodo w € £, Y15, (fu{w))ier converge em [;. Logo
existe f: 92 — [y dada por

flw)= lim fo{w) = lim 3 (falew)rer.
i k=1

Entao (f.)22, converge pontualmente a f e [[fu{w)fl < p#{Q) para todo w € Q.
Dessa forma pelo Teorema 1.5 temos que [ fdu = lim,, .., [z fadu para todo £ € ¥,
logo

lm PoG(E) = fim [ fudu= [ sdu,
e portanto G{E) = [z fdu para todo £ € X; e entdo /; tem a propriedade de
Radon-Nikedym.
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2.20 Observagao:

Dunford provon que qualguer espaco de Banach que tenha base de Schauder -
mitacdamente completa tem a propriedade de Radon-Nikodym. Para a demonstragio
veja [11] pig. 64.

2.21 Caraclerizagdes :

Demonstrar que um espago de Banach tem ou nio a Propriedade de Radon-
Nikedym, usafndo apenas a defini¢do, revelou-se ser uma tarefa irdua, ¢ em alguns
casos, impossivel. Isso fez com que o3 matematicos procurassem propriedades equi-
valentes A propriedade de Radon-Nikodym: isto é:; foram procuradas caracterizagges
dos espacos de Banach que tém » propriedade de Radon-Nikodym.

Desse esforqo surgiram vdrias caracterizagbes (ver [11] pdg. 217), inclusive virias
que relacionavam o problema a outras areas da Analise, como a Teoria dos Opera-
dores Lineares, Geometria dos Espacos de Banach, a propriedade de Krein-Milman,
Operadores Nucleares ¢ Integrais, e a propriedade da convergéncia de Martingales.

A tfiulo de ilusiragio, enunciamos abaixo dois resuliados que convertem o pro-
blema de testar se nm espaco de Banach tem a propriedade de Radon-Nikodym em

um problema da Teoria dos Operadores Lineares.

2.22 Definigao:
Um operador linear continuo T' : Ly(u) — X é Riesz-representavel se existe
g € Li{y, X) tal que

Tf = [ fgdp, para toda f € Li{p).

2.23 Teorema:
A tem a propriedade de Radon-Nikodym em relagio a g se e somente se todo
operador linear continuo definido em [{4) a valores em X é Riesz-representivel.

Demonstragio: ver [11] pag. 63.

2.24 Teorema (Lewis-Stegall):
X tem a propriedade de Radon-Nikodym em relagio a pt se ¢ somente se todo
operador linear continuo T : L1{is) — X fatora através lj; isto é; existem operado-
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tes lineares continuos I : Lip)—bLeS:hy — X,toisque T = Lo 5.

Demonstragdo: ver [11] pag. 66.

2.25 Observgé.o:

Consideremos a medida de Lebesgue nos borelianos de [0, 1}: ou seja: consideremos
o espaco {[0,1]: A(J0.1]); m). Como m([0,1]} = 1 < oo, é clato gue se X tem a
propriedade de Radon-Nikodym entdo ele a tem em relagio a m. O que chega a ser
snrpreendente é que este condigdo, que obhviamente é necessdna, também ¢ suficiente
para que X tenha a propriedade de Hadon-Nikodym. Dessa forma temos a seguinte
caracterizacio

* X tem a propriedade de Radon-Nikodym se e somente se X tem a
propriedade de Radon-Nikodym em relacio & medida de Lehesgue

nos horelianos de [0, 1].

kista afirmagio deixa claro o papel ceniral desernpenhado pela medida de Lebesgue
no conjunto de todas as medidas finitas.

E no sentido de demonstrar a caracterizagio acima que o préximo capitulo se
desenvolve, A mativagio para isso surgiu devido 3 importincia dessa caracterizagio
¢ devido ao fato de que a demonstragio mads conhecida desse fato lida com delicados
conceitos e com téenicas mais elahoradas da geometria dos espagos de Banach, Dessa
forma, no capitulo 3 apresentamos nma demonstragio puramente analitica e, no nosso
mado de entender, extremamente elegante. Essa demonstracio foi baseada em [7].
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Capitulo 3

A PROPRIEDADE DE
RADON-NIKODYME A
MEDIDA DE LEBESGUE

Neste capitulo apresentamos uma demonsiracio de que o fato de um espago de Ba-
nach ter a propriedade de Radon-Nikodym em relacio & medida de Lebesgne nos
boreliancs de [0, 1) & suficiente para que ele tenha a propriedade de Radon-Nikodym.

Ao contririo da demonstracido mais conhecida desse fato (ver cap. 4), a demons-
tragdo por nds apredentada nao se utiliza de conceitos geométricos, como por exemplo
dentabilidade; e além disso evitamos o ugo de técnicas mais sofisticadas que sdo usa-
das para lidar com esses conceitos.

O objetivo do capitulo é mosirar que esse resultado, apesar de extremamente
poderoeo, pode ser demonstrado a partir de conceitos e técnicas relativamente sim-

ples.

Novamente (f), T, 1) denotard um espago de medida finita, ¢ X um espaco de
Banach,

3.1. Definigio:

¢ Um elemento 4 € ¥ é um Afomp para g se p{d) > 0 e se para cada B,
subconjunto de A que seja elemento de I, tivermos p{ B) = 0 on u{A) = p(B).

27



o 4 € puramente atdmica se existir uma sequéncia (.1, )3, de 4tomoe para u tal
que u{USz, As) = p(f2).

¢ 4 é pio-atdmica se ¥ nio contém dtomos para u.

Trabalharemos agora no sentido de demonstrar que se X tem a propriedade de
Radon-Nikodym em relagio & qualquer medida finita ndo-atdmica, entdo X iem a
propriedade de Radon-Nikodym.

3.2, Proposigdo:
Todo espaco de Banach tem a propriedade de Radon-Nikodym em relagio & qual-
quer medida puramente atdmica.

Demonstracio: Suponhamos que u seja puramente atomica e mostremos que X
tem a propriedade de Radon-Nikodym em relacdo a p.

Seja (A,.,)m1 uma sequéncia de dtomoa disjuntos para y tal que ’US 5 da) =
u#($2), e seja F : & — X medida vetorial de variagao limitada e p-continua, Defina

= F(A)
j = ,U(A“)\l'

Para mostrar que f é y-mensurdvel, exibiremos uma sequéncia (f,)5; de fungdes
simples tal que lim||f, — fil = Oy — ¢.s.. Para cada n, iome

F(4; l
S = g »U(AJ)

e note que para n, f, é simples e para cada x de {2, existe um tinico natural £ tal que
# € Ay ou x ndo pertence & unido dos A;. No primeiro caso temos que x4 {z) = 0
para todo 7 maior que £, 0 que garante gue

o~ F(4)

"f" fl!" - " E (A )\AJ"

j.n-l-l

para todo n maior que k, e no segundo caso f(z) = f,(z) = 0 para todo n.

Logo lim,_, [If(z) — fal{z)}} = 0 para todo 2 € 2. Portanto f é y-mensurdvel.
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Por outro lado, como p{Ue; A,) = () temos que p((USL, 4,)¢) = 0, logo
JlMd= [ Wik [ A= [ WAl

nwl An

E como ||f(z)]] 2 0 para todo 2 € %, temos que
f0fe= [ U= g TALCE ,.Z-i [ llf((::l)ll dae

F
S an) = PN < FI@) <o
pois F é de variagdo himitada. Logo, pelo teorema 2.12, temos que f é p-Bochner
integréivel.

E claro que J|full < |If]} para todo v € acima vimos que ||f]] é j-integravel. Logo,
usando {} || como fungéo dominante, temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
¢gue para cada F € 1,

F(A) = F(4;)

= ki

[Efd:u' “_wjfndy ,,22, ’_1 (A) J;: (4) (A nE)
Tomemos E; = A; N E para cada j.

Logo fp fdu = Ti%s SERK(E;) ()
Defina : N* = {5 € N : p(4;) = u(E;)}, N = {F € N : p(4;) = 0}

Como para cada § € N, E; C 4; e A; & dtomo, temoa que N = NTUN~ e
se j € N*, (A, — E;) = O e enidio F(A;) = F(E;)pois F' € u; epe j € N,
F(E;) = 0. Como F é o-aditiva, pois é finitamente aditiva e p—ccmtfnua, temos que
F{Ujen- E;} = 0. Entiio (*) implica que

[, £ = Biews SERUE) = Eyen TS = Eyens F(E) =
= F(UjeN+E;) = F(E) — F(UjeN- E;) = F(E),
pois como u(€1) = u(URL,; Ax), temos que F(Q — UgZ, A,) = 0 implica que
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F(E) = F(U (AN E)) = T34 F(LNE) = TF, F(E;) = F(UL, E;); isto &

F(E'] = F(UZ, B) = FlU;en+ E;) + F{U;en- Ej). Dessa forma para todo
I F(E)= fB fd,u, portanio X iem a PRN em relacio a .

3.3 Proposigao:
Toda medida finita pode ser escrita como a soma de uma medida puramente
atomica e uma medida nao-atdmica.

Demonstracio: Moetremos que existem medidas p,, puramente atémica e pg nio-
atdmica tais que @ = y; + yo.Para isso considere (.-1.-],-5__, 2 colecdo maximal de todos
os dtomos para u disjuntos dois a dois.

Para cada n € N, tome [, = {i € I tal que u(.;) > 2}. Claramente I = |33, I,
e como u é finita, segue gue [, ¢ finito para todo n. Portanto I é enumerdvel.

Fazendo uma enumeragio para I, consideremos (A,)3%, os dtomos para yu, dis-
juntos dois a dois.

Defina .1 = n=1A,,e,u1(E) =u{dNE)e pg = p{I°NE) para cada F € ¥.
Claramente p, e yo 880 medidas, e paracada F € ¥,

12(E)+ pa(E) = 4(ANE)+ s ANE) = p((ANE)U(ANE)) = p((AVAINE) =
BN E) = p(E); ou seja p = py + pa.

Para cada n, tomemos B € X, subconjunto de A,. Portanto B = BN 4,, logo
1i(B) = m({B N A,) = u(B). Como cada A, é wn dtomo para y, temos que

u1(B) = u(B) = (Aq) ou yiy(B) = 0. Mas p(Aq} = pi1(A,), logo u1(B) = py(,)
ou p,(B) = 0. Logo para todo n, 1, & &tomo para p,, e

m(U A = wU) A = @A (L) AaD) = p(R0 4) = (),

n=1 n=1

portanto j; é puramente atomica.

Seja E € T, tal que ux(E) > 0, logo #(A°N E) > 0.



Mas A°n E C A% logo A® N E nio é atomo para g, entio existe B € ¥, subcon-
junto de A°N E tal que 0 < u(B) < w(A°N E) = ua( E).

Mas como B C A°N £, sabemos que B C A% e entio B = B N A% logo
#(B) = u(B N A°) = uz(B); portanto 0 < yz(B) < pua(E) e & claro que B C E.
Dessa forma, y; € nio-atdémica e a demonstracio estd completa.

3.4 Proposigao:
Sejam 4y e ug uma decomposicdo de g, conforme a proposicio 3.3. Se X tem a
PRN em relaciio & us, entéo X tem a PRN em relacéio a u.

Demonstracio: Seja A = )32, A, como na demonstragio de 3.3. Defina B = A°
De acordo com as defini¢des de yi; e g, temos que g, {B) =0e 1x(A) = 0.

Seja F : £ —+ X medida vetorial, y-continua de variagao limitada. Defina :
FuA(EY= F(En {}e Fx(E) = F(En B).

Logo se 11;(E) = 0 temos {ANE)=0ecomo F € u, F(ENA) =0=F,(E)e
entdo Fu € 1. Como y; é puramente atémica, X tem a PRN em relagio a u4, logo
existe fi € Ly(u1, X) tal que F4(E) = [; frdu, para todo F € L.

Se pg(F) = 0, entdio y(EN B) = 0 e como F & u, F(EN B) = Fy(E) = 0, isto
é: Fg <€ u,. Por hipétese X tem a PRN em relagio a p», logo exigte fo € Li{up, X)
tal que Fp(E) = [g fodus, paracada F € I,

Dessa forma temos F(E) = Fy(E) + Fp(E) = [g fidps + Jg fadus, para todo
£ € E. Defina f = fixa + faxs.

[usids= [ Wphdut [ 0idu= [ Mulidua+ [ zallds < o0

pois fi € Li{gn,X) implica que [ l|Ailldy < oo e fo € Li{z, X) implica que
Jo If3lldua < 005 logo fo [|filidss < 00 e entdo f € Ly{p, X).

Além disso, para cada E € ¥, temoe

[ rdn=[(hxa+ foxaddu= [ pdu+ [ fody=
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= Srdpy +[En£ fadps = fgﬁdm +f3f2d#ﬂ

EnA
que por (*) éignal a F(E). Logo, F(F) = [z fdu. Portanto, X tem PRN em relacio
a L.

3.5 Observagéo:

A reciproca da proposicao 3.4. € verdadeira, poisse F : & -—— X ¢ medida vetorial
de variacio limitada e F € yy temos que se (o{ENA) = 0, entho F(ENA)=0e¢
neste caso teremos F(F) = F{En B). Logo, se u(F) = 0, entio i (E) = p( K) = 0,
entdo F(E) = 0 ou seja F € p. Se X tem a PRN em relagiio a 1, existe f € Li{p. X)
tal que F(E) = [, fdp. Logo,

FiB)=FEB)= [ fiu= [ _fdwm= [ fam.
Logo X tem a PRN em relagiio a p;.

(O corolirio abaixo combina as propogigGes anteriores de forma a estabelecer o
resultado anunciado antes da proposicac 3.2,

3.6 Corolario:
Se X tem a PRN em relagio a toda medida ndo-atdmica, entdo X tem a PRN.

Demonstracio: Seja ¢ medida finita. Pela proposicio 3.3, existem iy puramente
atdmica e 1y ndo-atémica tais que = (g + yg.

Pela proposigio 3.3, X tem PRN em relagio a p1 e por hipétese X tem a PRN
em relagéo a . Jogo pela propodicho 3.4, X tem a PRN em relagao a z. Portanto
X tem a PRN.

No momento em gue sabemoe que para mosirar que um espago de Banach tem
a PRN, basta mostrar que ele a tem em relagio a toda medida ndo-atdmica, {raba-
lharemos no sentido de demonstrar que s¢ o espago tem a PRN em relagio & medida
de Lebesgue m nos borelianaos de [0, 1] = 3(f0, 1]), entiio ele a terd em relagio a toda
medida nic-atomica.

Para demonstrar i1sso, precisamos de alguns teoremas da Teoria da Medida que
nio aparecem nos fextos mais recentes sobre o assunto, e por isso apresentaremos
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aqui snas demonstracdes. As demonstragies de 3.10, 3.11 e 3.14 podem ser encon-
tradas no cldssico [19}.

3.7 Definigies:

i) uma sub-o-dlgebra de ¥ & uma subcolegio L, de X que é, por sua prépria
vez, uma o-algebra e que contenha 1 isto é: 1 E

ii) uma o-dlgehra que pode ser gerada por uma f&mflin enumerivel de conjuntos
¢ dita separivel.

iil) um i.mmmﬁﬁm entre o8 espagos de medida (2, E, ) e (2., E,, pe) é uma
aplicagdo T : & — &, bijetora que satisfaz:

_ T(E - F) = T(E) — T(F) para cada E e cada F em £}
- TS, B,) = U2, T(E,) para toda sequéncia (£,)7, em I;
- pdT(E)) = p{E) para todo E € £.

iv) um isomorfismo entre os espagos de Banach X ¢ ¥ € uma aplicagio

T': X — Y, bijetora linear e continua. Se pars todo z € X, | Tzl = [|eif, T ¢
um isomorfiemo métrico.

3.8 Lema:

Se T:Y — X, é um isomorfismo entre espacos de medida. entio :

~ i) T{B) = &

— ii) Se A, B,€ L e 1 C B entio T(4) C T(B);

i) T{) = Q

iv) T(A°} = T(A) para todo A € £

v)Se ,BeZe AnB=40,entio T(A}NT(B)=
- vi)8e A, B € L, (AN B)=T(1)nT(B).

t

Demonstracio:

-~ T@) =T@E-0)=T(®) -T(9) = 9;
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~if) Se 4 C B, entdo A = AU B, logo T(4) = T(4) U T(H) e entdo
T{A) C T(B):

~ 1ii) Para todo A € £, temos 1 C €, loge T(1) C T(f2), para todo { € L.
Como T ¢ sobrejetora, E C T'(§2), para todo E € E,; logo
Q,=T().

- i¥) T(A®) = T(Q - )= T(Q) - T(1) = Q. — T{A) = T{(A)~

—v)Se ANB = 0, entdo .1 C B, logo T(4) C T(B) = T(B) ou seja
T(A) N T(B) = b,

— vi) ANB = (A° U B*Y entio T(AN B) = T{(A U B*)) = T(A*u B*)° =
(T(A°) U T(B%))° = (T(A%) UT(B%))* = T(A) N T(B).

3.9 Definigdes:

¢ uma partigio de um elemenio £ € ¥, ¢é um conjunto finito P formado por
elementos disjuntos de ¥ cuja unido é E.

o a porma da pasticio P = {£,..., ;} é definida por:
| P {= max {p(Br), ..., 1{ Es)}

o se P e P siio partigoes, dizemoce que B < P se cada elemento de P, estd
contido em algum elemento de P.

¢ uma sequéncia (F,)%,. de partigdes é dita decrescente se para cada n € N,
tem-ae P“l S P“.

e uma sequéncia (P, )52, de particdes € dita densn se para cada = > 0 ¢ para cada
E gl existemum n € N e um E, € ¥, tais que Fy pode ser escrito como uma
unifo de elementos de P, e u(EAE) = y({(E - Eyu(Ey - E)) <e.

e se P= {F,.., E3} é uma parti¢io de F € L ¢ se F € £ ¢ wm subconjunto de
T, a seguinte patiicido de F' : {E; N F, ..., B, N F'} ¢é denotada por PN F,

3.10 Tearema:
Se 4 é ndo-atémica e (F,),, é uma sequéncia de partices densa e decrescente
de {1, entdo

lim | P, {=0.
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Demonstracio: Como (F,)ox, ¢ decrescente ¢ u & finita, temos que a sequéncia
numérica (| P, )5, é decrescente e limitada. pois 0 <| P, |< u{S?) para todo n.
Logo, (| P |)52, € convergente, isto & existe § € R tal que limyeee | P, |= 6. E
claro que & > 0.

Suponhamos que § > 0 e cheguemoe a uma contradigia. Se P, = {E}, ... EL}.
entdo | P, |2 &, logo pelo menos um dos elementos £} é tal que | P, N E} |> § para
todo n € N; pois se existisee n € N tal que | P, N E} |< & para todo § = 1,..., &y,
como E} C E}; teriamos que

M EP) = p(EPNEL;) < §, e neste caso | P, |< 4, 0 que é uma contradicio. Chame
de F este elemento ¢ tome a sequéncia (P, N Fi 122, de particdes de F;.

Procedendo da mesma forma para P, B, ..., obtemos uma sequéncia (£, )2, tal
que para cada m,

Fr€Po FpaCFy e | PNF,|28paran=1,2,..

Logo, u(F,} > fpatatodan €N, Se F =N, F,,entdo FeX ¢
B(F} = lime_ o p(F,} 2 6 > 0.

Como p é nic-atémica, F nio é atomo para u, logo existe F, € &, subconjunto
de F tal que 0 < u(F.) < u(F). E como cada F, € P, e F, é subconjunto de todos
F,,, segue que para cada n, F, estd contido ou é disjunto de cada elemento de F,.
Em outras palavras : dades ne F € P, entao F,C Eou FFNE = 0.

Dessa forma se ¢ < min {g{Fs), l{F) — 4{Fs)} ¢ ¢ > 0, entio qualquer elemento
E que é a uniao de elementos de algama particio P, satisfaz (EAF,) > e; pois se
F. C E, F, eatara contido em apenas um dos elementos cuja unido é F, e neste caso

WENF,) = WE = F,)) = g(E) = i(Fo) > p{Fu) — u(Fo) > i{F) — {(Fo) > 55 ¢
se F, N E = §, entio

WEAF,) = p(E) + u(F) 2 w(F,) > e. Logo, F, e £ contradizem o fato de
{Pa)., ser densa; mas por hipdtese ela é densa. Logo, § = lim,_.. | F. |= 0.

n=]

3.11 Teorema:
Considerando o espage {[0. 1): ([0, 1]): ), se (@n)5Z, é uma sequéncia de particdes
de [0, 1] formadas por intervalos tal que
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lim,— ., | @y |= 0, entdo (Q,)32, € densa.

Demonstragio: Sejam = > 0 e £ um subintervalo fechado de [0,1]. Como
limy., . | @a |= 0, existe um natural n tal que | Q,, |< £.

Se E = [a,b], existe um dnico intervalo £; da partigio @, tal que b € E). Caso
a € E), seja E; o intervalo de @, adjacenie & esquerda de £;. Casoa € £y, seja E3 0
intervalo de @, adjacente i esquerda de Ey. Ao final de um niimero finito de passos
conseguimos um intervalo Ej, da particio ¢, tal que a € £,

Logo, £ C Uf._., Eje [(Ufgl E;) — E} C B, U Ey; e entio

(D Uy B) = p((UseB5) - BY S p(Ea U B) = p(Bn) + (B < S+ 5=
pois E, e By, sio elementos de Q...

Logo, todo subintervalo fechado de [0, 1} pode ser aproximedo por uma unidio de
elementos de @,. A demonstraciio termina ao oheervarmos que a colegio das unides
finitas de subintervalos fechados de [0, 1] gera 4({0, 11). (ver {1} pég. 8).

3.12 Definicao:

Dados F, F € X, definimos p(E, F) = y{ EAF). Demonstra-se {ver proposicio
abaixo) que p é uma peendo-métrica em %, e se identificarmos dois conjuntos de ©
pela relagio:

E = F se e somente se y{ EAF) = 0, p serd wma métrica em X; chamada de
métrica associada a p e (I, p) é o espaco métrico associado a (€2, E, i),

3.13 Proposigao:
Considerando a identificagdo acima temos que p é uma métrica em I, ¢ as
aplicagoes:
- fiEXxE s f(F,F)=FUuF,
- g:ExXE— Y g(E,Fy=EnF,
- prX—R

sao uniformemente continuas.
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Demonstracio: E claro que p € positiva definida e siméirica; e usando as inclusoes:
(F—G)C(E-FIU(F~G)e(G- E)C (G- FYu(F - E), temos que :

M E,G) = {EAG) = (G = E) + i(E — G) € y(E = F) + p(F ~ G+

+i(@ = F) + p(F — E} = y(EDF) + p(FAG) = p(E, F) + p(F.G) para todos
E, F, G'em E. Logo p é métrica.

As continuidades uniformes de f, g ¢ ¢ resultam das seguintes desigualdades:
s(BVR)—(BUE))+u{E2UR)— (BIVER)) < (B - E)+ Wk - F) +
#(Ez — Br) + p(Fy 0 By);

#{B0F) - (E'vanz))-l'H((E:ﬂFs) (BANF)) S (B - Ed 4+ (R~ Fy) +
u(Es— B) + p(F U Fy) e

| #(E) = pu(F) j=| HE ~ F) — p(F ~ E) |< p(E ~ F)+ p(F = E).

3.14 Tegrema (Halmm-Van Newmann)
Se u é nfo-atomica, ¥ é separdvel e u(f2) = 1, entdo existe um isomorfismo T
entre {[0, 1], 5[0, 1)), m) e (R, &, a).

Demonstragiio: Como ¥ é separfvel, existe uma sequéncia (E,)>, em ¥ que
a gera. Para cada n, defina F, como a colecio formada pelos conjunics da forma
* ,A; onde para cada ¢ = 1.7, 4; = E; ou A; = E}. Logo. P, = {E,. E5},

R={ENnE EnE,EnE,EiNE]: ..

Dessa forma, (P )2%, € uma sequéncia de partices de Q que claramente & decres-
cente. Mais ainda. (P.)3., é densa, pais (E,)%,, gera . Como u é ndo-atémica, o
Teorema 3.10 garante que limywe | £ [= 0.

Para definir T, suponhamos que:
={E;eE;}§P2={E?:EnggJE2}:‘ n—{Ea i=1"

Para E! € Py, definimoe F} C [0,1], por F} = [0,u(E})]. Isto & possivel pois
#{(Q) = 1. Logo m{F]) = u(E]).

Para £} € P, definimos F2 C [0, 1] por F? = [u(£]), 1], logo
m(F}} =1 - u(E}) = p(ﬁ) - p(E}) = ,u(E,‘) E procedendo desta forma, na
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n-égima. particin fazemaa:

Para EY, definimoe F' = [0, u(E})), logo m(F?) = u(E?), e para cada
i=2,..,2" para ET € P,, definimos F? C [0, 1}, por
Fr = {u(EY) + .. + (B, ), l{ BY) + .. + p( ET)), logo m{FT) = u(EP).

Desaa forma obtemos nma sequéncia {Q,}2,,{@Qu} = {F?, ..., Fu}, de partices
de [0.1] em intervalos e tal que lim,_.., | @, |= 0 pais lim,_... | P, |= 0.

Logo pelo Teorema 3.11, (Q,);=, é densa. Podemos definir

T2 U, P — U, Qu por

T(E?) = FP: e entdo u(E) = m{T(E)) para todo £ € Y2, F,. Podemos ainda
estender 7" s uniGes finitas de elementos das particdes F, de forma a continuar preser-
vendo medida. fagendo T(UL; B} = U, T(E;), onde para todo i = 1. k. E; € P,
para algum natural n.

Entio T é nma isometria de um sub-conjunto denso de (¥, p) sobre um sub-
conjunto denso de {F([0,1]), A} onde A é a méirica associada a m, e p é a métrica
associada a u; e como tal pode ser estendida de forma iinica a um isomorfismo
T : & — B([0,1]). Observe que o fato de T ser isomorfismo segue o fato de T
preservar unides, intersegoes, medida e da contimuidade uniforme destas aplicactes.

3.15 Coroldnio:

Nas condictes do Teorema 3.14 existe um isomorfismo métrico
T : Ly([0,1), X} — Li(u, X) tal que para cada f € L1([0, 1], X) € cada
E € X, fg fdm = [rz T fdu.

Demonstraciio: Seja Sy o conjunto das fungdes simples modeladas em 3([0, 1)) a
valores em X, e Sy o conjunto das fungdes simples modeladas em ¥ a valores em X.

Defina:

T , S] — S:

f=Thiaixa, — TF = Thy axT(A;); onde T, a;xa, ¢ a Tepre
sentacfo canénica de f, isto &

sef# j,entdoa; #a;e A;Nd; = 0. Logo T0., aixzi4,) também esta
na forma candnica pois T'(A;) NT(A;) = 0 desde que A, N A; = 8.

Provemnos algumas propriedades de T
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s i) T é linear :
~ e [ = Loy aixzap € S1ea € R, temos:

T(a)") T(aZa.)u,) = T(E aa;ixa,) =

i=1 =1

" o
E G XP(4) = & Z GIXT(4) = oT 1.

=1 i=1

- Se f = Z:"-.:] hXq; €8 2?;1 bi.X'B;; ambos em S'l.’
para obtermoe a expressio de f + g, definimos os conjuntos:

Cy = Ay~ UR, Bji Oy = Ay~ Uy Byt i Gy = An ~ UTly By
Gu-l-l = Bl qu1A Cn+2 - Bﬂ U‘.— Au n-l'm = B U;-1
Crpmss = Ay N By Cpmaa = A1 0V Bot i Cagom = A1 O B,y

Gﬂ-]-?m-l-l - A2 N B'hon-l-ﬁm-ﬂ —_ -‘42 n 331 n+3rn = AQ n Bﬂu

Capnmsi = An N By Cogumaa = An O B i Crignatym = A O By;
e as escalazes:

M= 3R = dg; .. = Oy

Yos1 = b1} Yasr = Byt Yusme = ba;

e A partir dal, defina:
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paral<j<nel<kSm—1, fupjmr =0 tbpse k£ 0e
"“_]_Jm.‘,k:a,_]’{'bhsek:o;

e entao
n¥{n41)m

f+a= 3 #xes

f=]
e neste caso temos

n+(nil)m n
Tf+9)= Y  WxXmen= Y &GXmamvp, st

#=1 i=1

+ 2 biXa(By-ui_ 4+ Z E(ﬂ: + b)xramsy = Zﬂru’ruu —ute F(a N+

j=1 =1 3_1 i=1

+ Z byxrim i, mam + ZZ(& + b qriageisg = Zﬂ-m Wty bixrin,) =

i=1 =1 i=1
=Tf+Tg.
s ii) T independe da representagio de f : decorre imediatamente de i).
e iii) T & sobrejetora : dada f = T2, a;xo, € Sy, como T ¢ isomorfismo,
f=Thitixsc €5, eTf=f.
e iv) T é injetora:
Como T é linear, basta mostrar que T'f = 0 implica f = 0.

Se T'f = 0. entdo T, Gix7(a,) = 0 » mencs de um conjunto B € ¥ tal que
#(B) = 0. Mas T f(2) = 1 para todo z € U, T(4;), logo

UL T(A) € B e entio (UL, T(Ai)) = p(T(US, i) = 0; e como T &
isomorfismo, m(U,,i A;} = Qe portanto f = T, a;x 4, = 0. Logo, T é injetora.

¢ v) Para cada E € 3{[0,1]) e cada f € $,. temos {; fdm = f,-w)f'fdp.

[ fdm= [ T aixadm = Emm(AUE) 3" ({4, U E)) =

=1 i=1

Y. aiu(T(A4;) OT(E)) = ]ﬂE]dep.

=]
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o vi} T' ¢ ieometria, pois se f = T/ aixa; € Siv entdo {|fll = 2%, laillxan ©
portanto

It = f W0 = [l acim = 34 =

1] i=1

= S llelaTAN = [ S lldxmads = [ I fllds = WSl
i=l i=1
Dessa forma, podemos estender T ao fecho de Sy, S; = Ly([0, 1], X), da seguinte
maneira: dada f € L,([0, 1], X). existe ()=, uma sequéncia em S; tal que
lim, o {|f = fulli = 0; e entdo definimos
Tf= ,!Lﬂgﬂ T4
Provemos que esta extensao ¢ sobre L,{u, X'}: dada f € Ly(p, X), seja (f Yo,
uma sequéncia em S; que converge em notma para f. Como T € sobre Sa, para
cada n existe f, € Sy tal que T'f, = f.; e como T & isometria entre S; e Sy,

¢ (fu)n:l ¢ uma sequencm convergentie em SZ! entio (J‘I n=l = T_l(jn))u"l
¢ convergente em 5y, isto & existe f € L){[0, 1], X} tal que lim, . |~ fll =

Mais ainda, T'f = limygo T fp = limp_o, fn = f. Portanto a extensio de T a
L([0. 1}, X) é sobre Ly(p. X).

Além disso, se E € 8([0,1]) e f € Ly([0, 1}, X) observamos que a aplicacio
L;([0,1), X) — X.

f— Jp fdm é continua; pois de acorde com 2.14 temos que

[, ramll < [ WAldm < [ 170dm = 51

Logo temos que
[ fdm= [ lim fadm= lim [ fudm=lim [ = Thodp=
= [ dmTidu= [ Tidu

onde {f,)%., é uma sequéncia em S; que converge a f em norma.
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Portanto T' : L,([0,1], X) — L;{x.X) & isometria e 5 fdm = fT(EJdep
paa todo B € ([0, 1]) ¢ toda f € L,({0,1], X}.

3.18 Observagio:
Suponha que o seguinie resultado ja tenha sido provado: X tem y— PRN ge e
somente se X tem pu | o — PRN para toda sub-o-dlgebra separdvel ¥y de E.

Logo se p é nic-atdmica, para provar que X tem u —~ PRX, basta provar que
X tem ¢ | Ea — PRN onde Lo € uma sub-o-dlgebra separdvel de T tal que u | Xy
também ¢ nio-atdmica, pois caso contrario fazemos u | £y = gy + 4y como em 3.3;
e Jogo se X tem yp — PRN. por 3.4 X tem u | &y ~ PRN. Note que uy é medida
niao-atomica e ¥, € separavel.

Os dois préximos resultados sio de [11].

3.17 Lema:

Seja f € L1(y) e Tp uma sub-o-dlgebra de T, entdo existe uma dnica
g € Ly(p ]| Zo) tal que

fg fdu = Jp gdp para todo E € Xy, Mais ainda {jgfly < ||fl}: e se f
for positiva, entido g também sera positiva.

Demonstracio: Defina AM{£) = [p fdi para cada F € L.
IND) 1=| [ fduls [ 1£1du<oo

pois f € Li{p), logo A é finita; e se E € By e u{E) = 0, entdo M E) = [ fdu =0.
Portanto A € | T; ¢ pelo Teorema de Radon-Nikodym, existe g € Ly | o) tal
que MFR) = fp fdu para todo E' € 3.

Logo [p gdp = [p fdp para todo E € £, Mais ainda, sabemos que | A | (E) =
Jg | 9] du, para todo EE€ 5o @

A 1@ = sp 3 (M (B) = sup 3 | [, fduls

=1 =1
Saupi;fﬁlfldn=fnlf|dp-
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Lago,
ot = f 1o ldu=I21(@) < [ {£1dn= 7l

Portanto {{g}ls <€ {|f]l;- A dltima afirmagio e a unicidade sio Shvias.
3.18 Propasicio:

Se f € Li(y, X) e Ly é uma sub-o-dlgebra de I, entio existe uma dnica
g € Ly(p | Eq. X) tal que [ gdp = [p fdy para todo E € I, e {lgll < (|11l

Demonstracio: Primeiramente tome f € Ly(u, X} simples, f = 330, 2,v5,- Para
cada 1 = 1,...,n; sabemos que xz, € L;{u), logo pelo Lema 3.17, paza cada 1, existe
g;i € Ly{p | Do) tal que J; xp.dy = fg gidp para todo E € Iy,

Defina g = 2, #;0i. B claro que ¢ € Li{ | Fo, X) ¢ que a aplicagio T que vai
das fungfes mmples de Li(u, X) em L;(u | Bo, X) e leva f em g ¢ linear.

Além disso, utilizando novamente o Lema 3.17, temos que:

ot = [ ol < [ 3 Weilgidss < [ 3~ hilica,do <

ix] iml

<Y el = [ 7l = 1,

=1
Portanto |lg||; < ||}, ieto é, T' é continna. Logo T tem extensao linear continua
a Ly(u,X) . Seja f € Ly(p, X), e (f2)3%, uma sequéncia de fungdes simples que
convergem para f. Para cada n, tome g. € Li( | So, X'} tal que [p gudps = [ fudp
para todo F € Xy e defina g = lim, ., g, que existe por contipuidade. Logo,

j;jdp: Lhmfadﬂ=hm/3f,dy=hmj;gﬂdp= /Ehmgndp= j,:;gd'u
para todo E € Eg; e por continuidade também, |jglj; < || £il:-

3.19 Teorema (Chatterji [6]):

Seja {¥,),-, uma sequéncia crescente, isto € para cada n B, C Y., de sub-
a-flgebran de %, e f € Ly, X'). Para cada n, seja f, € Li(u | So, X) tal que
Jg fndps = [ fdp para todo E € T, e defina Z,. como sendo & o-dlgebra gerada por
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Ur::l En‘

Se fuo € Ly(si | B0y X) & tal que [ fdu = [ frodit para todo £ € T, entdo
lim, ..o ”fn - fm“l =0

Demonstracdo: Seja Lo = |32, X, e defina para cada n, a seguinte aplicacio:
Tu : Ll(ﬂ,xl — Ll(# I ED!X)

dada por [z T.gdp = [p gdue, para todo E € T, e toda g € Ly(p, X).

Logo pela proposicio 3.18, (T}, )22, é uma sequéncia de operadores lineares continuas,
[iTHll £ 1 para todo n e pot hipdtese T, f = §,.

Seja fy uma funcéo simples modelada em &y a valores em X, isto &
folw) = xp(w).a;onde a € X ¢ F € £y, Mas paraalgum ¥ € N, F € ,, logo
para todo n > N, temos T, f, = f4, € entdo

im0 "T»fo - fo"] =0. Sejac > 0.

Como o conjunto das fungdes simples modeladss em Ty € denso em Li{u | o, X),
dada g € Li(p | To, X)) tome h simnples modelada em ¥, tal que {lg—All, < % Sabemos
que existe n, tal que se n > ny, temos que ||,k = Ay < £, logo para n 2 ny;

ITag — glh £ [Tnh — Alli + 1 T0g — Tahlla + llg - Alh = ITah — &1+

e
-

g €
HITalg = Bl + g = Alls S 1Tk — hlls +2llg -kl < - + 27
Logo para toda ¢ € Li{p | So, X), limyees |Tag — gl = 0.

Mas f € L,(p | £y, X ) portanto lim, ... |7, foo — foclls = 0. Como ¥, C ¥,. para
todo n. segue que T f = T, ., para todo n, logo

lim (|7, foo = foolh = lim [IT0f = foolls = lim |Ifa = fulls = 0.

bl T O et DS

3.20 Notagio:

De agora em diante P vai denotar uma partigido de 2 emn um mimero finito de
elementos de E, de medida positiva. Isto & P = {Fy, F, ..., E,} onde para cada
i=12. . ,nEcSeE)>0caémdisso =], E;esei#j, ENE;=8. E
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{P} vai denotar um conjunto das pariicées P de {).

Dadas P, ¢ P; em {P}, defina P, < P, se para cada A € P, existe B € P, de
forma que p{A — B} = 0. Entdo ({P}. <) € um conjunto dirigido.

Para cada P € { P}, defina:

. F{A)
:Q— X;fp= ) —>xa
fP fP A‘EEP #(Al XA
onde F : £ — X & uma medida vetorial. E claro que para toda P € {P}, fp é
simples, logo (fp)peypy € uma rede em Ly (g, X).

3.21 Teorema (Rennow [25]):
Uma medida vetorial F : © — X tem derivada de Radon-Nikodym f € L.(g. X)
em relaciio a p se e somente se a rede (fp)pe(p} é de Cauchy em L, (g, X).

Demonstragio: Suponhamos que F(A) = [, fdu para cada A € £ e mostremoe
que {fp}pe(py ¢ rede de Cauchy; isto & queremos provar que dado & > 0, existe
P, €{P} tal que se P, P' > P., entio ||fp — fp|l; < &.

Suponha que isto sejs falso. Logo existe =5 > 0 tal que pata toda P € {P},
existem P/, P¥ > P tais que {|fo: — fos|| 2 2z0.
Logo 2¢ < ||fpr = forlh < lfpr = frll + [|fp = fpn]l; logo
méx {{{fpr — felli; | fen — foll} 2 =

Consimna indutivamente uma sequéncia de partigies, fungoes e sub-o-ilgebras da
seguinte forma:

Para i = 1, tome P; = {Q}, fn = Z&lxo e T = {02}

Para i = n, suponha P, < P; < ... < B, partictes tais que {|fp.., — fr|| 2 2o para
t=1,..n— 1. Logo existem P, P > P, tais que
Wfew = fol| > 260, logo P ou P’ pode ser tomada como F,y; de forma de

".fPu+1 - fPu” 2 &g



Tome L, =ad(F)i Ew=Ee fu = [.

Logo (£,),-, é uma sequéncia crescente de sub-o-dlgebras de £, f € L;(u, X) e
Jafodu= [, fduparatodo A€ X,

Entio pelo Teorema 3.19, lim,, .. || £, = fiolls = 0; 0 que é falso, pois
Bm, . |fp;,, — feillh = € para todo i. Portanto {fp} é de Canchy.

Reciprocamente, se {fr}peip; é uma rede de Cauchy, existe f € L;(i, X) tal que
limp ||f7 — fll: = 0. Mostremos que para cada A € I, temos F{A) = |, fdu.
A aplicacio
Li{u, X) — X; g — [ gdp; onde A € ¥ & claramente continga,

pois
I f odull < [ lloldse < [ gl = g,

logo f, fdu =limp f, frdu.
Mas se P € uma particao que contém A, isto é:
P> {A,Q —~ A}, temos

P(B) F(BnA)

logo F(A) = [, fedu, para toda P > {4, — 1}, portanto

F(A) =limp §, fpdu = {, fdp e entio f é a derivada de Radon-Nikodym de F.

3.22 Corolirio (Rennow [25}):

Uma medida vetorial 7' : £ — X tem detivada de Radon-Nikodym f € Ly(p, X)
se e somente se para toda sequéncia crescente {F}}, a sequéncia (fp,) é de Cauchy
em Ly(p, X).

Demonstracio: Se F(A) = [, fdu, para todo 4 € I, é imediato do Teorema 3.21,
que (fp,) € sequéncia de Cauchy.

Reciprocamente, se F' nio tem serivada de Radon-Nikadym em L,(u, X) pelo
teorema 3.21, { fp) ndo é uma rede de Cauchy, e dela podemos extrair uma sequéncia
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(f7.) que ndo & de Cauchy, de forms que (P,) seja crescente, o que nos da o absurdo.

3.23 Proposigio:

Uma medida vetorial F : ¥ — X tem derivada de Radon-Nikodym em relagao
a u se & resticio de F a toda sub-o-dlgebra &, separdvel de I, F | Ty, tem derivada
de Radon-Nikodym cm relagao o u.

Demonstragdo: Seja (F;) uma sequéncia crescente em {P} e £y = oL, F).
Logo T € sub-o-dlgebra separdvel de X, Por hipotese existe fa € Li{u | Do, X) tal
que F(A) = J, fdu para todo A € 54,

Pelo teorema 3.21 sabemos que (fp;) € de Cauchy em Li(u, X'). Portanto, pelo
corolario 3.22 temos que F tem derivada de Radon-Nikodym em L;(u, X).

§.24 Coroldrio:
Se X tem a propriedade de Radon-Nikodym em relagfio & restricio de u« a toda

sub-o-3lgebra separivel ¥, de ¥ entdo X" tem a propriedade de Radon-Nikodym em
relaciio & p.

Demonstracio: Seja F : ¥ — X medida vetoriel de variacio limitada, u-

‘ hd r
continua e seja Ty nma sub-o-idlgebra separivel de L.

Considere a restrigio de F a o, F | Ep. Logo F | Zo € | Ep e
| F |5, () <] F | () < o0

Como X tem a propriedade de Radon-Nikodym em relagio a u | ¥, F|Eo tem
derivada de Radon-Nikodym em relagio a u. Logo pela proposicio 3.23, F tem
derivada de Radon-Nikodym em relagdo a p. Portanto X tem a propriedade de
Radon- Nikodym em relagio a p.

3.25 Observacao:

A reciproca do corol4rio acima é verdadeira. sendo necesséria para sua demons-
tracho o resultado que garante que uma medida vetorial de variacio limitada e u-
continua definida em uma sub-g-slgebra de £, tem extensio p-continua de variagio
limitada a ¥. (ver Chatterji [7], *note added in proof®).
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Abaixo demonstramos o Teorema principal deste capitulo.

3.26 Teorema:

Se um eapago de Banach X tem a propriedade de Radon-Nikodym em relacéo &
medida de Lebesgue m nos borelianoe de {0, 1], entdc X tem a propriedade de Radon-
Nikodym em relagao a toda medida finita nao-atomica.

Demonstragio: Suponhamos u ndo-atomica. Podemos supor que p(?) = 1, pois
caso contrdrio se F : ¥ — X é medida vetorial de variagio limitada e g-continua
entdo a derivada de Radon-Nikodym de F em relagdo a u sera u(§2).f, onde f é a
derivada de Radon-Nikodym de F em relagio a m

Pelo coroldrio 3.24, basta mostrar que X' tem a PRN em relagio a p | £, onde
€ uma sub-o-algebra separavel de I. Pela observagao 3.16 podemos supor que ¢ | Lo
também & nio-atomica, e & claro que g | So() = u(2) = 1. Logo, pelo corolério
3.15, existe um isomorfismo

T: Ll([ou ]D:-X) —_ Ll(ﬁ‘ I Xoy X}

tal que para todo E € 2{{0,1]). f5 fdm = [y T fdy, onde T é o isomorfismo
entre 8([0, 1]} e X, que o Teorema 3.14 garante que existe.

Agora seja F : ¥ — X medida vetorial de variagio limitada e F <€ u | L.
Defina

F: ﬂ([os 1]) — X
P(E) = F{T(E)).

Logo se m(E) = 0, entdo 4(T(E)) = 0 e neste caso F{T(E)) = 0; entdo F{E) = 0.
Portanto F € me | F | ([0,1])=| F | (f) < oc.

Como X tem a propriedade de Radon-Nikodym em relacio a m, existe

f € Ly{([0.1). X) tal que F(E) = Jg fdm, para todo E € 3([0, 1]).

Como f € L]0, 1], X),Tf e Lp | 2o, X)e

FE) = /E fdm = [T (o, T
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¢ entdo F(T(E)) = Jppy Tfdu para todo E € $([0,1]). Como T & sobre I,
temnos que
F{A) = / T fdy
A

para todo 4 € ¥ isto é: Tf é a derivada de Radon-Nikodym de F em relagao a
4 | Eo. Portanto X tem a PRN em relagdo a ufX,.

No corolério abaixo demonstramoe a caracterizagao dos espagos de Banach que
tem a PRN. que nos dispuzemos a demonstrar desde o inicio.

3.27 Corgldrio :
Para que um espaco de Banach tenha a PRN é necessdrio e suficiente que ele a
tenha em relacio a medida de Lebesgue nos borelianos de [0, 1].

Demonstracio: A necessidade é obvia a partir da definigio 2.18. A suficiéncia é
decorzéncia imediata do Corolario 3.6 ¢ do Teorema 3.26.
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Capitulo 4

MARTINGALES,
DENTABILIDADE E A
PROPRIEDADE DE
RADON-NIKODYM

No cap{t,ulo anterior viinos ¢ue algnmas técnicas dos espagos L, permbtem relacionar
intimamente a propriedade de Radon-Nikodym com a medida de Lebesgue nos hore-
lianos de [0,1]. Neste capitulo estudaremos técnicas maie elaboradas usadas princi-
palmente nos espagos de Banach. A motivagao para esse estudo ainda é a propriedade
de Radon-Nikodym, tendo em vista a sua grande importancia no desenvolvimento
mais recente da Teoria do Espagos de Banach.

Para ilustrar & importincia da propriedade de Radon-Nikodym no desenvolvi-
mento da matemdtica como um todo, estudaremos técnicas que surgiram com a
andlise desta propriedade nos espacos de Banach. Como exemplos podemos citar
a introdugdo do conceito de espacos uniformemente convexoa por J.A.Clarkson em
1936, e o conceito da dentabilidade introduzido por M.A.Rieffe] na década de 60,
Estudaremos também o conceito de Martingales, que apesar de ndo ter se originado
com a anilise da propriedade de Radon-Nikodym, esta a ela intimmamante relacionado.

O conceito de conjuntos dentiveis, apesar de puramente geométrico, mostrou-se

perfeitamente adequado ao estudo da propriedade de Radon-Nikodym, e foi utilizando-
o0 que vArios pesquisadores conseguiram chegar a resultados muito relevantes. Por isso
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o estudo da relagdo do conceito da dentabihdade ¢ das téenicas que dele surgiram
com a propriedade de Radon-Nikodym foi escolhido como tema central deste capitulo.

Clomo anteriormente, ao longo deste capitulo (€2, ¥, 1) serd um espago de medida
finita ¢ X em espaco de Banach.

Usando uma lmguagem mais especializada, reintroduzimos abaixo alguns concei-
tos que estudamos no capltulo anterior,

4.1 Definiciio:

¢ Se &, é uma sub-o-dlgebra de £ e f € Ly(g, X), dizemos que uma aplicagio
g € Li(u | Ta. X) é a esperanca condicional de f em relacio a Xo se para todo

E € Ty, tivermos que
[ odu= [ rdu
Notagéio: g = E(f]Z0).

e Seja (T, <) um con,junto dirigido (Eg"eT uma rede de sub-o-dlgebras de

Y. Uma rede (fi);cr é vma X-marti ﬂe em (2,5, ) se para cada t € T,
fi € L](ﬂlzh Y) e se {; < 1y implicar que Yo € Lg € E(ff:lzh ) = fiy.

O canceito de martingales estd estreitamente ligado & Estatistica, tendo na ver-
dade dela se originado. Inicialmente a rede ( f;):er era formada por varidveis aleatérias
definidas em um espago amosiral, que nada mais & que um espaco de medida finita. De
acordo com Doab {13], o8 probabilistas j4 idavam com intepraia de fungdes definidas
em conjuntos abstratos mesmo sntes dos analistas sequer sonharem com a Teoria da
Medida.

4.2 Observagdo:
A proposicéo 3.18 e 0 Teorema 3.19 garantem a validade dos seguintes resultados:

e 4.2.1- Proposicio: Se f € Ly{y, X)) e Eg é uma sub-o-digebra de ¥, entao
E(f|To) existe, ¢ inica e

IE(F 1)l < Ufth-
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e 4.2.2 - Teorema {Chatterji): Se f € Ly{(i, X) ¢ (¥,)%; ¢é uma sequéncia cres-
cente de sub-o-4lgebras de ¥, entio a X -martingale ( E{ f|¥.))2%, é convergente
em norma, isto & existe fo, € L1, X') tal que

“ﬁ_l& "E(flzu) - fw"] = 0.

Mais ainda f,, = E(f|..), onde ., é a g-dlgebra gerada por |22, .

4.3 Exemplos:

. 1) Seja (A4,)%, uma sequéncia de conjuntos disjuntos de ¥ cuja unido é ; e seja
¥, a o-4lgebra de todas as unides de membros de (A:)3%,. Se f € L;{(u, X),
vejamos que, convencionando I = 0 quando necessério, temos que

E(fiLo) = 3" 2 S

n=1 (A“} Xa:
Seja £ € Lo. Logo
fa..f # .fz_!m; fdu . _
f,?;, A XA = L A Ay S X =

f.a,nsff‘ - -
E——#(ANHE, AN E) = ﬂz_:lj Jfdu= [ fdu,

pois E = ([55.(A, N E); dado que 2 = {3,

e ii} Seja F: ¥ — X medida vetorial.

I = {x = {4}, Az, ..., An}; Ai € E,0(4;) > 0 e Uy di = Q} o conjunto das
particoes de ! em um mimero finito de elementos de ¥ de medida positiva.
Defina 5y < 7 8¢ %z é maig fina que 7y, como em 3.9. Logo, ({,<) é um
conjunto dirigide. Para cada x € J, defina

o F4)
)= L)

se w € A; e T, a o-algebra gerada por todos os elementos da particio .
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Provemos que (fx)rer é uma X -martingale. Note que fr = ¥ 4, ﬁ,‘?}x A

Para cada x € 1, f, assume apenas um nimero fimto de valores, a saber:

F(4) F(4;)  F(An)
(A (A2 "7 p(An)

Logo, f, é simples e portanto f, € L,{y, X) para todo x € 1.

Agora, sgjam 71, 72, € I tals que 11 < 1o, E claro que ¥y, E e8¢ E€ By,
entdo fp frndit = fp fr, dpt pois cada elemento de #; é uma unifio de elementos
de m1 e F é aditiva.

E {ato que a propriedade de Radon-Nikodym esté intimamante relacionada com a
convergéncia de martingales, e os varias resultados demonsatrados em [7] comprovam
isso. Como exernplo provaremos que PRN implica na convergéncia de toda martin-
gale uniformemente limitada.

4.4 Proposigao:
Se X tem p-PRN e (f,)32, é nma X-martingale em (£, ¥, 1) uniformemente lim-
itada, isto & sup,||falll € 00; entéo (fu )%, converge em Ly{u, X).

Demonstracio: Defina ¥y = UL, X, ¢ F(E) = lim,—. fp fudu para todo £ €
Yo. Este limite existe pois se £ € X, existe m € N tal que F € X, e da defini¢io
de martingale temos que se m; > m,

[ tmdn= [ fndus

FE) = Jlim, [ fadu= [ fmd

Logo, F é medida vetorial de variagio limitada e p-continua definida em £,
pois | F | (Q) = supy Taex HF (DN € supy fo 1 fullde < o0, e se u(E) = 0, entdo
[5 fadut = 0 para todo n, logo F(E} = lima_, 5 fudp = 0.

isto é:

Por 1.16 F admite extensdo & g-dlgebra gerada por &), denotada por ¥, que
mantém todas estas propriedades. Como X tem a PRN, existe f € L;(y, X) tal que
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F(E) = [g fdu pars tado E € I,.

Para cada n, tome K, = E{f|¥.). Se foo = E(flE.) por 4.2.2 temos que
lity o | B — fell = 0. Mas, se E € I,

/BE,.dp:Lfdp=F[E)=Lfadp;

portanto, E, = f, 4 —g.5., e entdo lim,— o | fa — flls = 0; isto é: (f,)32, converge
em L{(p, X).

4.5 Definicio:

e um subconjunta 4 C X ¢ convexo se para todos z,y € A et € [0, 1],
tz+{(1—-t)y €A

e se A C X, aenvoltdria convexa de A é o menor subconjunto convexo de X' que
contém A, Notagho: co(A).

esez€Xee>0 Bz)={y€X:|ly—2|| e} é a bola fechada de centro =
e raio e,

e um conjunto 4 C X ¢ dentdvel se para todo £ > 0 existir um eclemento r € 4

tal que
& e C-O{A - Bg(:f]).
O lema abaixo estabelece cutras caracterizagtes de dentabilidade para conjuntos
limitados.
4.6 Lema (Diestel e Uhl [11]) :
As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
¢ i)todo subconjunto limitado de X é dentével;
# ii)todo subconjunto limitado e fechado de X é dentavel;
s iii)todo subconjunto limitado, fechado e convexa de X & dentdvel.

Demonstracio: as implicagdes i) = ii} e ii) = iii) sdo triviais, logo basta mostrar
que iii) implica em i).
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Para isso, segja A C A limitado e ¢ > 0. Logo ¢o(A) ¢ limitado, fechado e convexo,
e por iil} temos que co{A) é dentdvel. Portanto existe 2. € éo{A4) tal que

z. & co(co(d) — Bg(z.)) = Q.
Mostremos que (A — Q) # 0.

Suponha que (A — Q) = ANQ° = §. Neste case {eriamos que A C Q, ¢ como
} é convexo e fechado, @(4) € Q. Mas z, € f{l) e 2, € Q 0 que nos dd uma
contradicio, logo (A — Q) # 8.

Sejo d € (4 - @). Logo, d € 4. Mostremos que d ¢ co(A — B.(d)).
Para isso, vejamos que d € By(z.). Se d ¢ By(z,), terinmos que
d € (4 = Bg(z,)) C (A = Bg(z.)) C Q;
¢ entdo d € @ o que nio é verdade. Logo, 4 € By(s,), e portanto (1 — Q) C By(z.).

Dessa forma (A — B,(d)) C @, pois se do € (4 — By(d), do € A e do—d 2 e ¢
seda € Q,doed€(A—Q)eentdo

lido — d| £ lldo — 2] + fld ~ 2.{| < & + & = &, um absurdo.

Logo, (A ~ B.(d)) C Q, e portanto (A — B,(d)) C @ uma vez que Q é fechado
e convexo. Como d ¢ Q, d & 6o(A — B.(d)). logo d € A e d & co(A — B.{d)). ou eeja:
1 é dentdvel.

As proposigdes abaixo coniém os primeiros indicios de como os conceitos de mar-

tingales e dentabilidade sio interligados com a propriedade de Radon-Nikodym.

4.7 Proposiciio (Rieffel):

Se todo subconjuntio fechado e limitado de X é dentivel, enido X {em a pro-
priedade de Radon-Nikodym.

Para demonstrar esta proposicio, precisamos dos dois lemas provados abaixo.
Para aa suas demonstragoes seguimos Diestel [9),
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4.8. Lema:

Se todo subconjunto fechado e limitado de X é dentdvel ese F : & — X ¢
medida vetorial p-continua e de variagio imitada, entao para todo £ > 0 e todo

Feblt={A€X:u(A) >0}, etiste Fp € £, Fgz C E tal que o conjunto

AR = (5 G P Ge )
tem diametro menor ou ignal a =.
Demonsiracdo: De acordo com o lema 4.6, podemos snpor que fodo limitado ¢

dentdvel. Considere | F : ¥ — R a variagao de F. Logo, pelo Teorema 1.8, existe
h € hy(p), h 2 0 tal que

| F{(E) = [z hdy para todo E € E.

No caso em que A for hmitada em F, teremos

F@), L F1G)
#G) wG) #(G‘)/ hdy

< &{(%)!- sPyxeq I h(”) |S SUDycF l h(r) '< o

para todo G C F, G € T*. Ou seja: A(F) é um conjunto limitado quando  for
limitada em F.

Sejam ¢ > 0 e E € £, Como F = (JZ{w € E : h(w) < n}, dado que
procuramos um subconjunio de E, podemos supor que £ é limitada em £, pois caso
contrério passamos para um subconjunto de E. Logo podemos supor que {({ E} é
limitado, ¢ portanto dentavel.

Entdo existe z € A(E) tal que z ¢ o(A( E)— Bg(z)) = Q; ou seja: existe Gy C E,
Go € Y tal que o
_ Fiay)
#(Go}

(G} & BA(E) - By (u(G })
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Se dlam 4(6’0) < 2, temos o resultado. Caso contrério existe B C Gy, B e I+
tal que || £19) TG} — “( ¥ LB > £ (esea afirmagdo é uma simples aplicagio da desigualdade

triangular); logo a—-} € By (e).

Mas BC Gy CE, BeX* logo %{%} € A(E) e portanio
%% € ¢of- -l(E) By(2z)) = Q. Como B € T, existe wm menor inteiro positivo

ky tal que p(B) 2 .

Chame E; = Be By = Gy — E;. Se u{Bi1) = 0, come B} € Gu; teriamos
U(G) — i By} = 1(Go — By} = p{By) = 0, ou seja: 4(Gy) = u(E).

Masg da y-continvidade de F, termmoa F(G’u E)) = 00 que imphca. F(Gg) =
F(E,) pois By C Gy, Logo ﬂﬂf ulfl’ o que é um absurdo pois “(G) Aol g Qe

;}%{ ﬂ—%eQ Disso tiramos que B; € X¥,

Se diam A(B;) < 2, temos o resultado. Claso contrério, procedendo como anteri-
ormente e aplicando a hipitese para Hi, obtemas um menor inteiro positivo &y > £
para o qual existe £, C By, B3 € %, n(Eg)>;;eﬁ,—:}eQ Chame B; = B, — E;,
e como antes u(B;) > 0,

Se diam A(B;) < ¢, temos o resultado. Claso contra.no, existe um menor inteiro
positivo ks = ks para o qual existe Ey C By, p{Es) 2 ufﬂs} KB e g,

Se nenhum B; é tal que diam 4{8;} < ¢, repetimos o processo indefinidamente
para obter uma sequéncia {(E,)..., de elementos disjuntos de E. e uma sequéncia
nio-decrescente (k). tais que

1
u(En) = k.

F(E.)

Al € co{ A(E) — By(z)) =

para todo n.
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Note que por construggo, se E' € E, E' C (Gy — Ui, Bi) e % € Q. entdo
wEBYS 5. ()

Como os elementos de {E,)>-, 530 disjuntos, temos que

p(E,) = p(lJ Ba) < pQ) < 00

n=1

logo lim,, .., p{E,) = 0 e portanto him, . k, = 0. Indique Fy = (G, - U%, E,).
Provemos que diam A(Fg) < &.

Se Fs tivesse medida nula, da y-continuidade de F, teriamos que
F(Fg) = 0, e logo u(Go) = u(Ui%, Ey) e F(Gy) = F(U, Ey). Neste caso
F(Go) - F(Un:l E,) - n=1 F(En)

#(Go) T pUR. E;) T U, Bj) T
& RE) wE)_ & WE) F(E)
2 WU, By alEa) — 2 WU, ) (B

Ingo%cc—::%eq,poispamcadan,&gGogEe

= p{Eg)

=1,
121“( _;—l ]
Mas 2(28) ¢ Q. logo u(Fz) > 0, isto & Fy € S+,

W Gs)
Seja E' C Fp. ' € . Logo E' C Gy — U}, Fx para todo n.

Logo, ae R‘%} € Bg(z), entdo ! E' € (l(E) — Bg(z)) C Q. E por (*) temon

B < 2 T para todo n, isto é p(E’) =

Dessa forma se B' € £, E' C Fg entdo E{%}ﬁQ Logose E' € S*, ' C Fp
entao
(FE)_ F@y),
p(E)  pGo) " ~ 7

e pela desigualdade triangular temos que diam {(Fg) £ =; e com isso provamos o
lema.
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4.9 Lema:
Sob a8 mesmas condicdes do Lema 4.8, para todo = > 0, existe uma particio
enumerivel 7 = (&), de Q formada por elementos de T, tal que para cada i,

diam {(F;) < e

Demonstracio: Seja & > 0. Usando 4.8, para E = {2, considere n, 0 menor inteiro
positivo para o qual existe F) € ¥ tal que

plEy) > ;‘]1- a diam A(E;) € =.

Agora usando 4.8 para E = E¢ (note que se u(E§) = 0, a particio desejada seria
( Ey. E}), considere ng o menor inieiro positivo maior ou igual a n; para o qual existe
E; € X, E; C EY tal que
#(E3) > 7 e diam A(E;) < &

Caso seja necessario, procedendo dessa forma indefimdamente, constraimos nma
sequéncia { £;);-, de elementos disjuntcs de ¥ e uma sequéncia nio-decrescente (n; Jimy
tals que:

H(E;) 2 L o diam A(E;) < ¢ para todo §.

Mais ainda: de acordo com a construgio, se ' € 5, B' € (J4-, Bi) e
diam A{E’) < e, entdo p{P’) < -1

Hi=1"
Como ( E;);., ¢ formada por elementos digjuntos de I, temos que:

=)

T w(Ey) = UL E5) £ #(Q) < o,
logo lim;.... #{E;) = 0 e portanto lim;_... n; = cc.

Tomando E' = { ?:1 E'_)c’ temos que para todo i, E' C (U_';'=1 Ej)c'

Ao supormos que p(E') > 0, pelo Lema 4.8 temos que existe £7 C EY, p(E®) > 0
e diamA(E”} < ¢. Logo, pela observacio acima, temos que

w(EM < ”+_‘f para todo {, e entdo pu(E”) < lim; .. m—I_f =0
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isto & w(E") = 0, um absurdo.
Portanto, u(E') = 0, ou seja w{Q) = p({U%, E;)-

Dessa forma ao definirmos By = (UZ, £, temos que 7 = (E',)f:ﬁ ¢é uma particio
de 2 tal que diam A(E;) < ¢ para todo i. pois por construcdo diam A(E;) < ¢ para
tode i > 1 e diam A(F,) = 0 pois .4(Eg) = # uma vez que u( Ep) = 0.

Em [2§), Wilansky utiliza-se do mesmo argumento usado nas demonstragtes dos
Lemas 4.8 ¢ 4.9 para demonstrar uma versio mais geral do Teorema de Radon-
Nikodym({1.8), onde a medida com sinal A nfo necessariamente é finita ou mesmo
o-finita.

Demonstracio de 4.7:

Seja F : © —+ X medida vetorial p-continua de variacho limitada. Utilisando
4.9 repetidas vezes para ¢ = gy, considere (7,).., = ((E})2,), ., uma sequéncia
crescente em relagdo ao refinamento de partigoes de (2, tal que diam A(ET} < s
para todo i e todo n. Defina para cada n:

gn: 2 — X

o = — F(E})
CT S uEY KB
Logo, cada g, € uma fungdo elementar modelada em X, logo g, € L,{y, X) para
todo n. Mostremos que (¢.)~., é uma sequéncia de Cauchy em L,(p, X). '

Para cada n, defina: F,, = [z gpdp, para todo E € E. Logo, se x é uma partigio
de {7 em elementos disjunios de ¥, temos:

3 IF(E) - FuENl = ¥ WP(B) - [ gudull =

E€x E€n

> IF(UENET)) - /U,,. gy SIS TS MFEOE) = [ gl =

Eer 1=l ik
_ & FENE) FE)
=L LU~ wE

Fexi=1

[W(ENE]) <
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SHENEY) 1 p(s2)
< ZE oyl T andl ZZ (EﬂE“]:o—n-—.
Efy iml - Fex iml =

Logo i, .o, Tzer |F(E) — FR{ E)|| = 0 pois 1 é finita.

Dezsa maneira lim, .. | F~ F, | () = 0, e portanto lim,, oo | Fa— F, | () =
0, e por 2.5 temoa:
m!%l_l}w /ﬂ "gm - gn"d.\u - "gm, y«,“] = 0!

1y R—r 20

ou seja: (ga)S~, é uma sequéncia de Cauchy em L,{u, X); logo existe g € L, (1, X)
tal que liMa— |lg — gulli = 0. Para cada E € ¥, como cada 7, é partigio de £,
temos
o F(E?
VPE) - [ gudill = 132 FeEF 0 By - 525 ey <
i=1 t-l (EP,
S FE0E)FUT), _ W)
que tende a zero se n —+ oc. Logo limy—o |F(EF) — [z gadull = 0. Portanto,
F(E) = lim,_ .. [pgadit = [ggdu. Logo, X tem a propriedade de Radon-Nikodym.

4.10 Pro

Se toda X-martingale em ([0, 1}, 5([0. 1]), m} uniformemente limitada é conver-
gente, entdo para tods A C X limitado e todo = > 0, existe 2 € A tal que
2 & eo{d -~ B.(2)).

Demonstragio: Suponha que exista A C X limitadoe z > 0

tais que z € co{.l — B{z)) para todo 2 € A, Inicialmente suponhamoe que todo
z € A pode ser escrito da forma ay+ (1 —a)z; onde o € (0,1); .,z € A; fje—2]| > ¢
elfe -l > e

Entio escolhendo arbitrariamente 2; € A, podemos escolher uma sequéncia (z,)>"
de elementos de A tal que, para cada nr,

n=l

Zn = QnZan + (1 = @p)2ansa; |20 — 220]| > £ 2
”2“ - .’t'g..+1" >ren, & (0, 1)-
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Seja (1), uma sequéncia de intervalos semi-abertos superiormente de [0, 1) tais
que: Iy =[0,1), i, =[0,1). 3 = [21, 1) € para = = 4.5, ...

1, = Iy U g1, m(Ba) = oaml{l,), m{lan) = (1 — an)m(1,).
Seja By a o-dlgebra gerada por {1, : 28 £ n € 2541}, e
defina: f; : [0,1) — X
Ay
fu= Y mwg,
n=2t
E claro que &; C Y41 pata todo &, e cada fj é simples, logo fi € Li(m, X).

Da consirugio dos intervalos (1) =, 8¢ F € I, e by > &, entdo
Ig fudm = fg fndm.

Logo, (fi)s, € uma X-martingale em ([0, 1], 3([0, 1]), m). Mais ainda: esta mar-
tingale é uniformemente limitada, pois

gkl L |
supsllfull: = sumll X oudills = supn [ Il T auxs,lidm <
n=2k 8 p=p
gl
< sup; Z j llzalldm = supsljaall f dm = supjza]| < oc.
nz2k Iy [031]

poig (zx)pe; € A, e A é limitado.

Paratodot € [0,1), [|fa{t) = fiss{t)l} > 2, poisse t € L, fu(t) =z € frpalt) = 22
ou %541 € JJitz — xapll > £ e lak — 2anall > €.

Logo [ fu — frsalls = Jiogy 155 = frsslldm 2 e.m(]0,1]) = £; portanto ( fu);2, nda
é de Cauchy em L,(m, X'), logo nio é convergente, o que contradiz a hipitese.

Para o casgo geral, cada ponto 2 € A pode ser escrito como combinacio convexa
de um numero finito de pontos de A cujas distincias a » sdo maiores que . E entdo,
procedendo como antes, em cada elapa os intervalos sio divididos em um miémero



finito de sub-intervalos cujas ampliiudes sio praporcionais acs coeficientes da com-
binacio convexa. Exemplificando:

Bacolha z; € A. Logo existem 2,,24,...,2z, € Ae ay < ap < ... < @, em [0,1]
tais que 2y = Lo e [o -2l »eparai=1....n,e N = 1.

Chame [ = [0, 1] e subdivida f, em subintervalos I, ..., I, cujas amplitudes séo
PIOPOICIONAIS & (L. ...\ Ky»

Agora para cada i, existem x}, 2%, .., € d e of ..., €[0,1] tais que
z; = 5L, olzl e {|z; — 2]|| > = para todo 5 = 1,...,n;. Subdivida cada I; em =
subintervalos I7,..., I" cujas amplitudes sdo proporcionais a o, ..., o,

E assim sucessivamente, como antes, conseguimos umna X-martingale em
([0, 1), 3(10. 1]), m) uniformemente limitada que ndo é convergente.

Veremas agora trés leman essencialmenie geoméiricos, cujas demonstragées sio
devidas a Huff e Marris [21].

4.11 Lema:
Se K C X é ndo-dentdvel, fechado, limitado e convexo, entdo existe £ > 0 tal que

todo 2' € X' e todo & < sup 2'(K), o conjunto S{z,a,K) = {# € & : (X} > a}
nao admite s-rede finita.

Demonstracio: Suponhamos, sem perda de generalidade, que K C B,(0), e use-
mos & seguinte caracterizagio de dentabilidade: A C X é nédo-dentivel se e somente
se existir g > 0 tal que para todos 2’ € X' e o < sup 2'(A), diamS(z',a, 1) > p.
(Para a demonstragéo desse fato, veja o Apéndice).

Logo existe p > 0 tal que para todos 2 € X' ¢ & < sup 2'(K),
diamS(2’, o, K) 2 p. Seja e = &,

Sejam ' € X', a < sup 2'(K), S= S(z",0,K)e H={z € K : 2'(z) = 0} C S.
Suponha que S tenha z-rede finita; isto €: suponha que existam 2y, ..., 2, € S tais

que § C UL, Be(z:). Como o < sup 2'(K). existe w € K tal que o < 2'(w). logo
S # H; e como o hiperplano H ¢ fechado e convexo, temos que & # H = fo(H), logo

63



podemos supor que para algum m < n,

S=c{lHU(SN(B(z)) V..U B.(2,,)}))
mas
S# K, =c{HU(SN(B,(z]U...U B,(z,)))).

No caso em que m = 1, basta tomar Ky = H. Seja wo € [(§ N (Bu{z1)) — Ki] e
tome ¥ € X’ tal que

¢ = supy'(S) 2 ¥'(zo) > supy' (K1) = a.
Tome Stalquea < g < ce

B—a p
C-—a }1“12

e defina 5’ = 5(¢/,8,5) = {z € §: ¥'(2) > 8}. Mostremos que diam5’ < p.

Paraisso seja L= {z € B,(2,)NS:y(2) > a} e K;= {2 € T : /(2) < a}.
E claro que K1 € Ks € yo € L. Mais ainda:
LuK, D HU(SNn(B(z)U...U B (=.,)))
logo S = do(L U A3).
Como {¢ € 5: y'(2) > A} é denso em 5’ e relativamente aberto em 5, e como

co(L: U K3) é denso em 5. temos que co{L U Ka) N {r € §: y'(z) > 3} é denso em
{z €8 :4(z) >3}, logo [eo( L U K3)) N S* é denso em 5.

Seja Az +(1—A)y €[eo{l LUK)NS ,onde 0 < A<, 2€Ley € Ky Como L
e K, sdo convexos, todo elemento de co(L U K} tem essa forma. Portanto

ALy(Ae+(1=A) € Ac+{1—-ANa=Mc—a)+a,

@ entdo

g—o g
AZ e—a >1 12°

isto é ‘ P
(1—)&) < ﬁ.
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Seja AZ + (1 —A)g outro ponto de [co(LUK2)NS]comz € L, j€ Kye0< A< 1,
Logo (1~ A} < £. e entdo:

(A= + (1= Ng) ~ A5 + (1 = Dg)lf < I = Azl + (1 = 2l + (0 - D))} <

{1 M — & g P P e
Sle—-{1-XNz—354+(1 X)mll+12+125_:||x .-rll-i—w—
- £ £ g, P
== -7 — L2t -=2-+==

pois K C B,(0) e 2,2 € B.(2,). Logo, diam $' < p, e portanto §' = S(3/, 3, 5)
estd contido propriamente em S(y’, 8. K); pois diamS’ = S(y’. 8, K} > p.

Dessa forma exaste = € [S{y', 3, K} = 5", logo 4/(z) > H e z € $', 0 que implica
que z & 5, isto & #'(z) < a.

Seja w € 5. Como KsNS' =0 (poisset € Ky, yf(t) Ca< Sesete,
¥'{{) 2 8), temos que w € K1, € como H C K, 2'(w) > . Logo, existe 0 < < 1
tal que pr+ (1= u)wo € H.

Mas o/ (uz + (1 = plw) = p'{e) + (1 = wy'(w) > pB+ (1 — p)d = 4; logo
us+(1— phw € 5'; o que é uma contradicao pois S’NH = 9, uma vez que K;NS = ¢
e  C Ky. Logo S nao tem e-rede finita.

4.12 Lema:
Sob as mesmas condigtes do Lema 4.11, existe £ > 0 tal que:
K = éo{K - (B.(z,) U...B,(2,))),
pata todo conjunto finito {2;,...,2,} C K.
Demonstragio: Suponha que para todo ¢ > 0, exista {#;,..,2.} C K tal que

K # col K — (Be(21)U...B,(2q))), 0 que equivale a dizer que K contém propriamente
(K = (B,(z1)U...B(x,))), pois K ¢ fechado e convexo.

Logo existe z € K tal que # € co{ K — (B,(x,)U...B.{z,))). Aplicando a segunda
forma geométrica do Teorems de Hahn-Banach (ver Apéndice) para o compacto {2}
e o fechado ¢o( K — (B,(21) U ...B.(z,)}), temos que existem 2’ € X' e a tais que:
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2'(z) > a e 2'(y) < a para todo y € (K — (B,(2y) U ... B,(z,))).

Logo, @ < sup 2'(K), pois z € K. Mostremos que {z,...,z,} é uma =-rede
fimita para S(z’,¢, K}. Para isso seja » € S(2', o, K). Logo, #'(2) > «, portanto
¢ € co(K — (B.(x1) U ... Be(24))).

Maz > € K e K é convexo, logo z € Y, B,(z;), ouseja, S(z',a, K) C UL, B.(z;)
e portanto {#,,..., 2.} é £-rede finita para S{+'.o. K), 0 gque contradiz o Lema 4.11,
e completa a demonstragao,

4.13 Lema:
Se¢ K ¢ um subconjunto nio-dentdvel, fechado, limitado e convexo de X, cujo

interior K & nio-vazio, entio existe & > 0 tal que
K° = @(K® - (B{2)) U...U B.(2,)))

para todo conjunto finito {z;, ..., z.} de K.

Demonstracio: Como K satisfag as hipoteses de 4.12, seja £ > 0 tal que
K = dolK = (B{z;) U ...U B,(z,))) para todo {z1,..,7,} C K.

Seja {zi, ..., 2, } um subconjunto finito de K, e seja
J = colK — (BJ(21)U...U B.(xa)}).

Entdo K = @(J) e J% = K — (B,(3,) U... U Bo(#a)); pois
= (‘E - (Bc(ﬁll u..u B‘(zﬂ)]u = (I{ n (Bc(zl JU...uU Bc(’n“:)o =
= K° n({Ba(ﬂ'-l) U..u Bg(@n ))"’)“ =K°n (( B,(zl jU...UB, (z“ ne,—z

= KON (Bo{21) U ... U Bo(2,))° = K° ~ (B,(21) U ... U B,(2,)).

ver [20] pdg. 27. Note que J C J°, poisse 2 € Jentdo 2 € K e
2 & (B2 ) U ...UB,(24)).

Seja y € K, logo o intervalo [y, 2) estd totalmente contido em K, e para pontoe
w € [y, ) suficientemente préximon a z. « & (B,(21)U... U B,(2.)). Logo, = é ponto
limite de pontos em K°® — (B, (2;)V...U B,(2,)) = J° logo # € J® e portanto J C Jo.
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Dessa forma,
co(J) C eo(J%),

e como o intenor de um convexo nio vazio cainade com o interior de seu fecho,

temos
E® = (éo(J))° = (cod)? C {co(J%))° = co(S°).

4.14 Proposicio (Davis ¢ Phelps [8]) :

Se X contém um subconjunto fechado, limitado, convexo e nio-dentdvel, entdo
X também contém um subconjunto fechado, limitado, convexo, ndo-dentivel cujo
interior € nao-vazio,

Demonstracio: Seja K C X fechado, limitado, convexo e nio-dentivel. Se
K® =9, considere K; = K + B,{0). Provemos que K, é nao-dentdvel.

Como K é ndo-dentdvel, existe £ > 0, tal que z € éo(K — B,{z)) paratodoz € K.
Logosey € (K+ Bi(0)), y=x+rvonde r € K e v € B,(0). Mas z € co(K — B,(z)),
logo

(# +v) € [(K — B(2)) + B:{0)] C co{(K + B1{0}) — B.(z + 2))
(veja no Apéndice a demonstragio desta iltima continéncia); logo
y= (24 u) € so((K + B,(0)} — B,(y}), e portanto K + B,{0) é nio-dentivel.

Agora basta tomar X = K, = (K + B,(0)], e entdo K, é claramente fechado,
limitado, convexo ¢ KD # 8. E como K, € nao-dentdvel, K; também & ndo-dentével
{veja Apéndice).

Uma consequéncia importante de proposigio acima e dos lemas anteriores é a

seguinte proposicio:

4.15 Propasigio: (Huff [20])
Se para todo A C X fechado e limitado e para todo ¢ > 0, exiatir 2 € A tal que
z & zo{4 — B.(z}), entdo todo subconjunto fechado e limitado de X ¢ dentivel.

Demonsiraciio: Suponha que exista A C X fechado, limitado nao-dentivel. Por
4.6, existe K; C X fechado, limitado, convexo ndo-dentdvel, e por 4.14 existe K C X
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fechado, limitado, convexo nio-dentivel e K° £ @,
Logo, pelo Lema 4.13, temos que para todo {z;,...,2,} C X,
K° = ra(K® — (By(2;) U ... U By(z,)))-
Escolha arbitrariamente z, € K° e indique £ = {x5}.

Mas xp € K° = co{ K — B,(20)); logo existem i1,...,zq € K° tais que zp é uma
combinagdo convexa de {z;.....2,}.

Chame £ = {23, .., 2n}. Logo B C ro(F5) e como cada z; € B, (o), temos que

lizo = 25l > =, patatodoi=1,...,n.

Repetindo indefinidamente este procedimento, podemos escolher uma sequéncia
(Fa), de subconjuntos finitos de K tal que para cadan, F,, C co(Foq41)eser € F,,
Yy € Fy e n#m, entiio fje — yij 2 =

Seja A =2, F,. Logo A € K° e portanto A ¢ limitado.

Seja z € A. Logo z € F,, para algum n e consequentemente 2 € co{Fn41);
entio z = E"{_, a;r;; onde patacada f = 1.,k 0< oy < 1le 2; € Fuya.

Mas por construgdo, ||z ~ 2;|| > « para todo j, pois z € F, e z; € F,,,y. Dessa
forma «; & B.(z). para todo j. Logo, # € co Fusi — Bu(x)) C colA— B.{z}). e entio
z € ¢o(A — B,(1)}) para todo 2 € A.

Vejamos que .1 é fechado. Para isso seja (#,)3%,; uma sequéncia de Cauchy em A.
Logo, cada ., pertence a algum F.'; e como ||, — 2|l > £ 5¢ 7 # m/, entio existe
m tal que a partir de um determinado indice , &y € Fpp. Mas como F), & finito, ele é
fechado e entio (r, )32, converge para um ponto de F,, que esta contido em A. Logo,
A é fechada.

Dessa forma, {4 é fechado limitado e para todo 2 € 4, 2 € co(A — B,(2)) ; o que
contradiz a hipétese. Logo, todo fechado e limitado é dentivel.

63



Podemos agora combinar os resuliados anteriores de forma a demonstrar o prin-
cipal Teorema do capitulo 3.

4,16 Teorema:
X tem & propriedade de Radon-Nikodvm se e somente se X a tem em relagéo &

medida de Lebesgue nos borelianos de {0, 1).

Demonstragdo: Supanha que X tenha & PRN em relagio a m, e que X nio tenha
a PRN.

Pela proposicio 4.7, existe 4 ¢ X fechado, limitado nic-dentével, logo pela
proposicio 4.15 existem B C X fechado e limitado e ¢ > 0 tal que para 2 € B,
z € co{ B ~ B,(z)).

Desaa forma, pela proposiggo 4.10 existe uma X-martingale em ([0, 1], ([0, 1]), m)
uniformemente limitada ndo-convergente. Finalmente, pela proposicio 4.4, X nio
tem a PRN em relagio & medida de Lebeague em 5({0, 1)), o que nos da uma con-
tradicio.

Com isso provamos que o fato de X ter s PRN em relacio & medida de Lebesgue
em 5([0.1]) € suficiente para que X tenha a PRN. A necessidade & Sbvia.
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APENDICE

Neste Apéndice apresentamos as demonstracoes de alguns resultados que aparecem no
texto, mas cujas demonstragtes, por motivos didaticos, foram omitidas num primeiro
momento,

Novamente (R, Z, ) ¢ um espago de medida finita, ¢ X & um espago de Banach.

A seguir demonntramos que sob algnmas condicdes, as definigdes de mensnrabili-
dade de 2.1 e 1.1 830 eguivalentes.

A.1 Definicéio:

e z é uma medida completa se todo subconjunto de um conjunto de medida nula
pertencer & o-algebra.

¢ Uma aplicagao f : ? — X tem imagem p-essencialmente separivel se existe
E e X tal que ((E) = 0 e f(E) é separdvel em X.

A.2 Proposigio:

Se u é completa e f: ] — X tem imagem u-essencialmente separivel, entio
existe uma sequéncia (f, oz, fno : @ — X, de fungdes simples modeladas em T tal
que Kim, .o | f» — Il = 0 p# — g.. se e somente se para todo aberto ¥ C X, tivermos
I~{¥ie k.

Demonstragio: Suponha cque exista tal sequéncia { fp )2, e seja Y € X umaberto.

Logo, pela proposigio 2.6 existem F € ¥ e F' um subconjunto de um conjumnio de

medida nula taie que
fH{Y)=FEuUF.
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Mas como u é completa, F € £, logo f~1(Y') € &, pois L é o-dlgebra.

Para ateciproca considere E um conjunto de medida nula tal gue §( £°) é separdvel
em X. Seja {z,)7., uma sequéncia densa em f(E°].

Para cada n, defina X, = {21, 2,....2,}. Seja y € E¢ e defina f, da seguinte
forma: se dist{ f(y), X,.} > 1, entdo f.(y) = 0. Caso contrario, seja ¢ o maior in-
teiro em {1,...,n} tal que dist(f(y), X,;) < f-., e #eja j o maior inteiro para o qual
16y} — 2;il < §. Defina fu(y) = z;.

Dessa forma, (f,)., é uma sequéncia de fungdes simples.
Mostremos que limge lfa — fll = 0 &2 — ¢.3.. Paraissosejay € E°e 0« e < 1.
Tome um inteiro k tal que } < ¢ e um inteiro m 2 k tal que {|lo, — f(¥)] < § (iss0

é possivel pois f{y) € | (E‘], conjunto no qual (x,)]_, é densa}. Logo, para todo
n>mz, €X, edst{f(y). X,) < ;. logo

Ifaly) — f(gMll = llzm ~ FlyMll < < <.

Absaixo demonstramoe a afirmacio feita na observacio 2.11, que garante que a
integral de Bochner estd bem definida.

A.3 Proposigao:
De acordo com a notacio da definicio 2.10, o limite de [ f,du quando n tende a
infinito existe, ¢ independe da sequéncia (f, )., considerada.

Demonstragio: Para provar a existéncia do limite, basta provar que {fg frodu),
é uma sequéncia de Cauchy em X, e 1880 é verdade poais

[ fudu= [ s < [ Nho = Folldas < [ Nfa = Sdis+ [ UFm — Pl

e im,_ fu Mfu — flidiz = 0.

Provemos agora a independéncia da sequéncia. Para isso, sejam (fu)rey @ (Gn)ne;
sequéncias de fungdes aimples tais que

tim, [ 150 = fids = Jim { llga - fllan =o.
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Dessa forma temos:

isa || [ fude— [ gudill < fim, [ Nfu=gulde < Jism [ Wfom it i, [ 05 ~gulldse = d

ok D =00 o

Logo,
lim fgf»a’ﬂ = lim fs Fadpp = j:g fdu.

L o 4

Passemos agora & demongtragao de que todo espago de dimensio finita tem a
propriedade de Radon-Nikodym.

A.4 Praposicio:
Para todo n. R™ tem a propriedade de Radon-Nikodym.

Demonstracio: Seja F : © — R® medida vetorial y-continua de variagio lim-
itada. Sejam x,,7y, ..., %, 88 projeces candnicag de R™ em R, e considere as com-
postas ;0 F: ¥ — R, paray=1,..,n

Se (E,) ., & uma sequéncia de elementon disjuntos de L, entdo

7; oF(CI E)= wj(i F(E,)) = CJ (%; 0 F(E,))

n=1 n=1 n=1

Se u(E) =0, entio F(E) = 0, pois F € g; logo 7; 0 F(E) = 0. Mais ainda,

[ m0F |{Q) = sups T | 5,0F(4) |< supe T I INF(AN = llmsllsupe 3 IF(A)]| =
Aéx aEY Acx

= {lmill 1 F1 () < oo

pois cada 7; ¢ um funcional linear comtinuo e F ¢ de variagio limitada.

Dessa forma provamos que cada 5;0 F € medida de variagho limitada e j-continua.
Logo pelo Teorema 1.8 existem fungdes f1, f3, ..., fa em Li1{y) tais que:

7; 6 F(E) = [ fidu; pustodos FE€Ee j=1,..,n (%)
Clonsidere agora f : 1 — R dada por f = (fy, f2, s fa)-
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Para cada j, como f; € Ly{u), tome ( f;):’: , sequéncia de funges simples que
converge a fj, e considere a sequéncia ((f}..... f1))%,. Utilizando o fato de que
quaisquer duas normas em R® sdo equivalentes, podemos trabalhar com a norma /5,
e neste caso temos;

B 1 = (f B FM = B f 0 = B fo = £ =
fm [ fi= £ 14l fum Sl de =
=S Jim [ 1~ filds=Y mllfi— filh=o0.
k=1 =1 N
Clom isgo provamoe que f € Li{y, R?).
Seja E € ¥. Por (*) temoe que
P(B) = ([ i [ Fudido)

Provemos que se ¢ : @ — R™, g = {¢1,..., ¢} & gimples, entdo
Jeodu = (fg ;dy, s fp gadis).

Suponha g = 1, a;xs,, onde cada a; = {a},...,¢}) € R™.

Lago,
g= Z(atl‘ b a?)xﬂi = (E Qi X By “-12 a?:{&;}!
=l 1z} =l
e
.fE gd"‘ = E a"ﬂ(Et) = 2(031 tavy ﬂ:‘)#(E,) = (E G?M(E"), vaey z: a:,u(E'n =
i=1 =1 i=1 =1
—_ - 1., o L =
= /B ig“s Xadp, - fE gﬂ. xBdp) = ( /; ndy, ..., /B gadp).

Com isso temos que para cada 3 = 1,...,n:

w1 = mytfim [ (o £ = Jim iyl f (5 fide) =
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= lim ([ fidp.. [ fide)=lim [ fidu= [ fid

Logo, fg fdu = ([z fidi, . Jg fadp) = F{E), pot (**). Portanto, R® tem a pro-
priedade de Radon-Nikodym.

Passemnoa ao estudo do conceito de base de Schauder.

A5 Deﬁnig‘ o

e A sequéncia {z,),; em X é uma base de Schayder para X se:
1) Para todo pett.encente ao fecho do subespago gerado pela sequéneia (z,)"7
existe uma iinica sequéncia (a,),,, de escalares tal que 1.2 a,r, converge a
Z eIm norma;
ii) X' é igual ao fecho do subespago gerado por (2,),-,

¢ Uma base de Schauder (z,),., de X ¢ limitadamente completa, se para toda
sequéncia (aa)ng, de escalares tal que sup,|| Zf.; arzell < co. tivermos que
Tonel Gpiy CORVETEE €m NOIMA.

Os espagos de Banach que tém base de Schauder apresentam diversas propriedades
interessantes. Em [3] pag. 85 temos a demonstracio que co tem base de Schauder, e
que se 1 < p < oo, ¥ e LF([0,1)) também tém. E claro que se um espaco tem base
de Schauder, ele é separivel. Mas a reciproca néo é verdadeira: em [18], P. Enfio
provou que ge p# 2, 1 € p < oc, entdo LP([0, 1]} possui um subespago que nio tem
base de Schauder.

Enunciamos abaixo o resultado conhecido como ”"Segunda Forma Geométrica do
Teorema de Hahn-Banach”.

A.6 Teorema:

Sejam A e B subconjuntos convexos, nao vazios e digjuntos de X'. Suponhamos
que A seja fechado e B seja compacto. Entio existem um funcional linear ' € X'e
um numero real «, tais que:

() > apuatodo z € 4, e
#'(y) < a para todo y € B.
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Isto é: exaste um hiperplano fechado que separa A e B esiritamente.

Demonstracic: ver [5] pag. 7.

Demonstraremos agora duas caracterizacdes de conjuntos dentaveis que foram
diteis em demonstragdes do capitulo 4.

A7 Lems:

A € X é ndo-dentdvel se ¢ somente se existe £ > 0 tal que para todos 2’ € X' e
& < sup (1), o conjunto

Sz a, A)y={2 € A:2'(z) 2 o}
tem didmetro maior ou igunal a .

Demonstracao: Suponha A nio-dentavel. Por definigio exaste ¢ > 0 tal que para
todo € A, ¢ € o4 — B,(2)). ()

Suponha que para todo £ > 0, exista 2’ € X' e a < sup 2'(A) tal que
diamS(z’, @, A) < z. Tome y € A tal que z'(y) > . Logo S(2’. 0, A) € B,(3).

Seja z € eo{1 = B,{y)). Logo, z = ):;?.1 Ajz;, onde Llai Aj = 1lez; € A,
e — ¥l| > ¢ para todo j. Portanto

2(2) = 2(Y° Nr;) = 2 Nl (25) < 3 e =a
=1 =1 =1

poie r; € A para todo ).

Logo, para tada z € co(A—B,{2)), 2(z) € a, e entio para todo * € do(A— B,(2}),
#'(z) € a. Portanto y ¢ co{A — B,(z)), o que contradiz (*).

Reciprocamente, suponha que exista £ > 0 tal que para todo 2' € X' e
a < sup 2'(1), diamS(z', o, 1} 2 &. (**)

Suponha que A seja dentdvel. Por definicio, para todo ¢ > 0, existe ¥ € A tal que
¢ ¢ 2o{A— B.(z)). Aplicando A.6 para o compacto {z} e o fechado fo(A — Bg(2)),
temos que existe ' € X’ ¢ a tais que:
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'(2) > o e 2'(y) < a para todo y € co(4 — By(z))
Logo, o < sup 2/(A) pois 2 € A. Seja z € S(2', 2, 4)

Logo, #'(2) > o e entdo z ¢ o{d - B;(a')], e entdo 7 € Be(z). Dessa forma,
provamos que 5(z', &, A) € By(x), logo diamS(z’, @, 4) < ¢, 0 que contradiz (¥*),
Portanto, { é nio-dentével.

A.8 Lema (Davis-Phelps [8]):

A4 C X é nao-centivel se e somente se existe £ > 0 tal que A C ¢o(A4 — Be(z))
para todo z € 4.

Demonstracio: Uma implicagio decorre imediatamente da defini¢io de dentabi-

lidade. Para a oufra, suponha A nio-dentavel. Logo existe ¢ > 0 tal que para todo
y € A, y € {4 - Bg(y)).

Suponha z,4 € 4, |jz - yf] >

> £ Entdo, y € ®w(4A - B s(z)).
lado, se ||z — y{| <

Por outro
$. entdo Bg(z) C B,(y), logo y € co(4 — B .(¥)) e portanto
y € do{d— B§(:r))

A.9 Corolasio:

A C X, 1 ndo-dentivel, entio A é nio-dentavel

Demonstragio: Pelo Lema A.8, existe £ > 0 tal que A C &@(1 — B, (2)) para tado
z € A. Logo. A € @(A — B,(z)) C co(A — B.(z)) para todo ¢ € A. {*)

Portanto, para todo ¢ € A, A C co{A — B,(z)) C co(A - By(z))

Seja ¢ € (A — A4). Tome # € A tal que ||z — #|| < £, logo por (*)
A C co(A - B,{(z)),
mas € claro que )
¢o{A — B.(3)) C co(A - Bg(z)).

Logo, para todo 2 € A, A C co(A ~ By(z)). Agora basta tomar p = § > 0 que
pelo Lema A.8 temos que A & nio-dentivel.

76



Demonstramos abaixo uma relagio entre conjuntos que foi utilizada na demons-
tracio da proposicao 4.14.

A.10 Lema:
Sejam K C X, 2€ K e v € Bi(D). Entiose ¢ » 0,

[@(K — B(2)) + Bi(0)] C co((K + By(0}) ~ B.(z + v)).

Demonstracio: Seja y € [¢o( K — B.(2)) + B1(0})], entdo y = = + v, onde

z € co( K — B,{z}) e v € B,{0). Logo, existe uma sequéncia (£,)>>, em

co(K — B,(z)) tal que lim,.,, z, = 2; dessa forma, para cada n, z, = ):f_;l ATx?
onde T¥z A= 1,27 € K el27 — 2| > < paratodoj = 1, ..., k.

Chame y} = 27 +v, logo 37 € K+ Bi(0) & [|47 — (2 +v)|| = {|2] ~ z[} > ¢, ou seja
v € (K + By(0)) — Be(z +v))]

pata todo j = 1, ..., k, e pata todo n. Desea forma, se y, = 30, Atyt, temos que
Y € co((K + Bi1(0)) — B.(x + v}).

Mas 3, = z, + v, logo lim,,_... ¥, = z + ¢ = y. e portanto
¥ € co{{K + Bi(0)} — Bulz + v)) .
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