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INTRODUÇAO 

Esta dissertação tem como objetivo principal fazer um estudo detalhado da. Pro
priedade de Radon-Nikodym em espaços de Banach de dimensão infinita, bem como 
de algumas técnicas a ela relacionadas, e estabelecer a demonstração de uma cara.c
tecizaçã.o desta. propriedade. 

No CapÍtulo 1 faz-en10e uma. rápida. recorda.çio da. Teoria, da. Medida., tanto e13-calllr 
quanto vetorial, enunciando alguns teoremas que serão utiliza.dO$ no desemola.r do 
t.exto. 

No Capitulo 2 fazemos um estudo resumido da. Integral de Bochnet, poil'l é a pa.rt.ir 
dela que a Propriedade de Radon-Nikodym é definida. Neste resumo apresentamos 
várias propriedades desta int.egral 1 e demonstramos aquelas que julgamos mais rele
vantes. É também neste capitulo que definimos a propriedade de Radon-Nlkodym. e 
faz-emos alguns comeutári08 com o intuit.o de motivar o e!!otudo dos capÚ-ulos sub8-e
quentes. 

No CapÍt-ulo 3 demonstramos a seguinte caract-erização da proprie-dade de Radon
Nikodym: 

rm espaço de Banach tem a Proprie-dade de Radon~Nikodym se e somente se ele 
a tem em r-elação à medida de Lebesgue nos borelianos: de [O) 1]. 

Alil demonstraçÕes mai$i rec:entes deMe resultado uiilü:am técnicas geométricas 
mais elaboradas da. Teoria dos Espaços de Banach. A demonstração que aqui apre
sentamos lida qua,e que exclusivamente com a Unguagem doa espaços L r· Esta 
demoMtrru;;âo baseia--se principalmente ll.08 a.rtigO$ de Cha.tterjí [7] e R~nnow [2i5], 
onde as demonstrações aparecem re:mmidamente, fazendo uso de outros resuha.drn> 
cujas demonstrações não encont.ra.mos na Hteratura e não mencionam vá.rio5 fa.tas 
que são utiliz;ados. Consequentem('nt.e, uma da.<s prf:'Ocupações foi estabelecer as de
monstrações de todos os resultados diretamente envolvidos com esse objeth·o1 com a 
exceção daqueles por demais conhecidos e cujas demonstrações são encontradas em 
qualquer lino da área.. 

No CapÚ.ulo 4 estudamoe- alguma.' técnÍCM mt\-ÍB elaboradas da Geometria. doo 
Espaços de Banach, que surgiram com o estudo da propriedade de Radon-Nikodym. 
Aqui tentamos tam.bé.m mostrar a interrelação destes conceitos e t.écnicas geométricas 
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com o que foi estudado anteriormente> mostrando o grau de importância. que esta pro
priedade teve no desenvolvimento mais recente de algumas áreM da. Matemática.. 

O e-studo feito nt'.ste capitulo baseia-se ll06 artigos de Davis e Phelps [8]~ Huff [20] 
e Huff e Morris [21]. 

I\ o Apêndice provamos alguns resultados usados ao longo do texto e cujas de
momstrações foram omitidas. Definições e enunciados de teoremas também aparecem 
ne5te Apêndice. 

Finaliz.a.ndo. diria.motl que uma preocupação também foi a. de t.ornar el!lta dil!ll!leT
t.a.ção um texto a.cessfvel ao aluno que após tomar C\1lso~ introdutórios de Teoria. 
da Medida, Topologia Geral e Análise Funcional! \renha a se interel5'8ar pela área. 
Ne.sae sentido incluímos as demonetrru;ões de alguns t.eoremas da Teoría da Medida. 
(escalar), notadamente o Teorema do Isomorfismo de Halmos e Von Neumann~ que 
são frequentemente utilizados, mas cujas demonstrações quase sempre são omitidas. 
&tes t.eorema.<J encontram-se em Halmos [19], e utilizam uma linguagem que hoj€
não é maia usada, o que nos levou a t.ra.duzi-la para a. linguagem atual. 

Nesse sentido, preocupamo-nos em escrever todas as demonstrações deste texto de 
maneira. clara e completa. t.oilla.ndo-o o mais acessfve.I possfve!. O Apêndice também 
foi inclu{do com esse mesmo objethu. 
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Capítulo 1 

MEDIDAS ESCALARES E 
VETORIAIS 

NMte capÚulo introduzímos a not-ação e as definições relat.íva.' à. teoria da medida, 
tanto escalar como vetorial, bem como resultados desta teoria que faremos uso ao 
longo deste t.rabalho. As demonstrações serão omitidas, visto que elas aparecem nos 
textos clássicos. 

1.1 - Definição: 

• Seja n um conjunto e E uma coleção de subconjuntos de O. E será uma !1..

álgebra de n, se ; 

- í) 0, (l E E; 

- íí) Se A E E, então A<= (n-A) E E; 

"') S (A j·~· ' • . d I d "' t' u~ ' "' - 111 .. e n n=J e un1a sequenc1a. e e e-tnentos e ..... , en ao t~=l .-:1.» E~-

• Se c é uma. coleção de subconjuntos de n, a menor o-álgebra de n que contém 
C é chamada de !!;álgebra gerada por C. 

' Se. (X;'.;;}) é um e.spaç.o topológico_, a a-álgebra gerada por ~ é ch.amada de Q.

álgebra de Borel de X; e seus dement.05 são chamados de borelianoo. 
:-lotação : il(X). 

• Se E é uma u-álgebra. de fl 1 uma medida sobre E é uma aplicação f~ : ~ ---.. R 
tal que: 
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- i) ;t(E) ;:>:O, para todo E E E; 

- ii) I' é a-adithl\; isto é: 

Se {A,.);'::-1 é uma seqnência de elementoA de E, dois a dois disjuntos, então 
ll(U;;'=, A.)= E;;'=,p(.4.). 

• Uma medida I' sobre E é IWitJI,se I'(Q) < oo. 

• Um espaço de medida é uma terna. (Q, E, f.t) onde. E é uma a-álgebra de Q e tt 
é \1ma medida. sobre E. 

• Uma aplicação f : fl -... E, onde E é um espaço vetorial, é chamada. simples se 
exístirt>m escalares a1 , a!l ..... a.,_ e elementos. . -11• A2 , ... , A,. de ~. disjuntos, tai8 
que: 

• 
f= L; a;x..-(w) 

i=l 

onde X.;;(..:)= O se w 'f_ A; e x . .-(w) =!se~· E A;. 

• Uma. função f ; Q - R é dita mensurável se pa.ra todo ' E R) o conjunto 
{ "'' E ll : f(w) < z} pert.enc.er a E. 

• Sejam f g funções definidas em n. Dizemos que f= g J1- q.s. se existe A. E E 
tal que p.(A) =O e f(w) = g(w') para todo"'' E A c. 

• Seja. :t S p < -:x.. Lp(j.J) é o espaço de Banach das class:E>R de funções I>-integráveis 
definidas em n, com a norma. 

• L«>Üt) é o espaço de Banach das classes de. funções JL-essencialment.e limitadas 
definidas em O, com a norma. 

IIJII~ = ínf{o: E R: !'(r1((a,"")) =O} 

• Uma. medida com sinal é uma aplic.ação ,\: E- R. definida. em uma (f-álgebra. 
E que st>ja. a-aditiva. 

• Di~emoe que À é nheolutl\J.ll~nt.e ççptÍouJl. em relt.tÇã.o à medida JJ : E ---.:. R se
À( E)= O para todo E E E tal que ;t(E) = O. 
Noíaçã.o : À < p ou .:\ é 11-contfnua. 
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• À é fiuita se I A(!l) I< oc. 

• A variação de À é uma. aplicação ! À !: r: -R: 
defiuida por I À I (E)= sup.{l:AE•>.(A)}; 
onde o supremo é calculado sobre t.odru; as partições rr de E em um número 
finit.o de element.os disjuntos de~. Note que I À I é uma medida. 

• Se A é um boreliauo de R! o espaço de medida (--t 1 ,:1(_.!), m) denotará a medida. de 
Lebesque nos borelianos de A. Neste caso usaremos L11{.4.) para. denot.a.r Lp(m.l. 

Enunciaremos agora. alguns resultados bâsicos que serão uiilizados em demons
traçõef1 fut,was. Seja (rl, ~~ p) un1 l?spa.ço de medida finita. 

I , p . -
.~ ropos1çao : 

Seja (A.,.):_ 1 uma. sequência. decresc.ente em ~~ ist.o é; pa.ra t.odo n, A.,..+1 ç; .A"; 
tal que n:, 1 An = 0) então li~-o:ç J-!(An) = O. 

Demortstra!jão: veja [27] pág. 17. 

1.3 Teorema da Convergência Monótona.: 
Seja. (fft.);;c-.. 1 uma s.equênda de funções mensuráveis definidas em n t~ que: 

o i) para todo X E !l,O :<; Ji(x) :<; j,(x) :<; ... 

o ii) lim,-~ j.(x) = j(x) para todo X E !l; 

então f é mensurável e fE fdJ~ = lim ... -oo f8 f,.dJ.1, 1 para todo E E .E. 

Demonstração : veja (27] pá.g. 22. 

lA Corolário: 
Se-ja Un):'=1 uma sequênda de funções mensurá\·eis definidas em Q. tais que: 

e i) para cada n e para cada X E Ql fn_(x) 2:: 0 

• ii) paro cada x E fl,j(z) = E;;,J,(x): 
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Demoustra.ção: "-eja {27] pág. 23. 

1.5 Teorema da. Convergência Domina.d.a de Lebesgue: 
Sejam (! 71 )~ 1 uma. sequênda. de funções mensurá.\·eia definidas em fl e g E L1 (Jt) 

t,a.is que para todo n. j fn 15 g. Entã.o se ( J'n);=l converge a. f pontualmente Jt- q.·s:. 
f é ünegrável e lirn11 ... ~ fs J:~dp. = f.e f dp. pa.ra todo E E~. 

Demonstração: veja [2] pág. 44. 

1.6 Oboen-ac;ã.o: 
No Teorema. acima, a. hipótese da convergência 1J- q.s. pode ser trocada pela. 

convergência em medida) Í!!to é: 
Se (] .. )~~ 1 convergir a f em medida, ou seja: para cada e > Ol 

J!!~l•({w E (l :j fn(w)- f(w) !?: e})= O 

então o Teorema 1.5 continua verdadeiro. Pa.ra. a demonstração desse fato veja. (26] 
pág. 92. 

1.7 Lema de Riemann-Lebesque: 
Seja f E L, (R). Ent.ão 

lirn,_~ faf(z)sen(tx )dm = lim,_w .faf{z)eos{lz )dm = O. 

Demon•tração: veja [17] pág. 93 ou [18] pág. 56. 

1.8 Teorema de Radon-Nikodym: 
Dada.~ À ; E --+ R medida com sinal finita e Jl : E ____,. R, medida tais que 

À ~ JJ., existe f E L1(JJ.) tal que A( E) = fE fd!i para t.odo E E E. Neste caso f é 
dita deri\·ada de Radon-Nikodym de ,\ em relação a }J- Notação: f = ~~. 

Demonstração: ver [2] pág. 85. 

1.9 Observação: 
Em [27} pág. 129 está demonstrada a versão complexa do Teorema 1.8, .ist.o é: 

quando J1 e >. assumem valores em C . 
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1.10 Teorema de Egorotf: 
Se 14 é finita e (!,.)~ 1 é uma sequência de funções. mensuráveis definida.<:~. em n 

tais que ur/ );:":1 converge a f pontualmente }1-q.s., então u~ ):-=1 converge a f quase 
uniformemente, ieto é: dado~> 0: existe A E E tal que ,u(A} <e e (j 11 )~=l converge 
unlíonnemente a. f em A c, 

Demon•tração: veja [2] pág. 74. 

Passemos agora à Teoria daa Medidas Vetoriais: 

1.11 Definição: 

Seja {X, 1111) um espaço de Banach. 

• uma medida. vetorial em X é urna aplicação F : E ____. X, onde E é uma u
álgebra (ou álgebra) e F é finitamente aditiYa, isto é: Se. E1 e E2 são elementos 
disjuntos de E, então: 

F(E, U E,) = F(EI) +F( E,). 

• uma medida vetorial F : .E _____,. X é !L-aditiva se para t.oda sequêucia (A,.):'.::.1 

de element.os disjuntos de ;:; com U:., 1 A., E E, tivermos que F(U~=t A'l'l) = 
L:-::1 F(AnJ em norma, ou li'eja: 

• a varia.çã.o de uma. medida vetorial F : E _____,. _y é definida por: j F 1 (E) :::: 
sup'!f LAe.r !JF(A)\! onde o supremo é calc.ulado sobre todas as part.ições rr de E 
em um número finito de elementC6 disjuntos de ~-

o a medida vetorial F : E ~ X é dita de variação limitada se I F I (11) < oo. 

• se J.1. é uma. medida. em !:: e F : E - X é medida vetoriaL dizemos que F é 
t:·cont.Íuua (F < Jl.) se 

lim F( E)= O. 
1o{E)-.o 
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1.12 Teorema (Pettis): 
Seja~ 1.1-álgebra, F: ~-...}{medida. vet.orial 0'-a.dit.iva e l.l medida finita em~. 

Então F é ft-contÍnua se e soment-e se p(E) = O implicar F( E)= O. 

Demonstração: veja [11] pag. 10. 

1.13 Exemplo: 

Seja E a a-álgebra dos subconjuntos Lebesq_ue-mensuráveis de [0, 1] e seja X um 
espaço de Banach, X :f: {0}. Do Teorema de Hahn-Ba.nac:h, sabemos que existe um 
operador linear continuo não nulo 

T: L1([0, !]) ~X. 

Para cana E E E, defina F( E)= T(XB). 
Sejam E 1 e ~ elementos disjuntos de E. Então 

e portanto F é medida vetoriaL Mais ainda, para. cada E E L:, temos 

IIF(EJII = IIT(xalll $ IITI!IIx•ll = IITII. ft,,,1 x•dm = IITII.m(E). 

Dessa forma, se (E,)~-= 1 é uma gequêucia de elementos disjuntos de E, usando 1.2 
e o fa.t.o de que T ser linear e continua. implica que !JT!I < oo, t.emos que: 

O<, til Oú 111 00 

,Jimoo )jF( U E.)-L F(E.lll = l0~,11F( U E.)-F( U E.) li= l~ I!F( U E,)l! ~ 
n:l n::::;l R=l n=l n=m+l 

::; lim,_oo IITII.m{U;%,.+1 E.) = O. Portanto F é 0'-aditiva. 

Mostremos que F é de va.l'iação limitada: se E E L, então: 

I F I {E)= sup.EAe•IIF(AJII SIITII.sup,L_;e,m(A) = IITII.I m I (E)< oo. 
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:\{ais ainda se m(E) =O, então IITI!m(E) =O, o que implica que IIF(Elll =O, o que 
por sua vez implica. que F(E) = O. Logo por 1.12 temos que F< m. 

!.H Observação: 

É possh·el rnost.rar que a \'3J'.iação de F é sempre finitamente aditiva .. e será u

adit.iva. quando e apenas quando F for a-adit.h·a. 

Para as demonstrações dos resultados acima., bem como para um estudo deta
lhado da Teoria de Medidas Vetoriais e suas aplicac;ões, a melhor referência é, sem 
dth;da alguma, [11). Ver também [12]. 

t tilizando a mesma técnica u.sa.d.a para demonstrar a 0'-aditividade da medida. 
vetorial do exemlo 1 .13, demonstra-se fadlmente o seguinte resultado: 

1.15 Proposição: 

Toda medida vetorial que é absolutamente continua em relação a uma medida 
finita é o-adíthn. 

l.l6 Th;rum&: 
Seja F uma álgebra de O. F : :F -- X uma medida vetorial p-c.antinua de 

variação limitada e E a a-álgebra gerada por :F. Então existe uma tinka medida 
vetorial JJ-eontfnua de '1<-aria.çã.o limit.a.da. F : E - X. extensão de F a E; isto é 

F( E)= F( E) sempre que E E F. 

Demonstração: veja [11] pág. 27. 

V âri08 outros resuliados da Teoria da Medida e de Medid<U~ Vetoriais são necessários 
neste t.rahalho. mas optamos por enum·já-105 ape.nas no moment.o em que serão usa
dos. 
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Capítulo 2 

A INTEGRAL DE BOCHNER E 
A PROPRIEDADE DE 
RADON-NIKODYM 

Depois de formulada a Teoria da Integral de Lebesgue, e de comprovada. sua utili
dade, apareceram \.'á.ria.s ~rersõe.s de Teoria de Integração generalizaJido a. integral de 
Lebesgue. Uma extensão natural é a. formulação de uma. t.eoria de integração para 
funções a valores em um espaço de Banach, em relação a uma medida escalar. Nesta 
direção surgiu a . .integral de Bochner( 1933), também conhecida como integral de Dun
ford e Schwa.rtz 1 ou ainda como primeira integral de DnnfOTd. 

Exi~tem outrM fotm\Ua.ções paro}, e,.'$5e tipo de integral, tai& como a. integral de 
Pettis e a integral de GelÍa.nd., cada uma com 15etts próprios méritos~ nlaF.! nenhuma. 
se mostrou tão rica em propriedades como a integral de Bochner. Nesta., vários dos 
teoremas fundame-ntais da. integral de Lebesgue têm sua vetsão conespondente no 
ca.~o vetorial. Apesar disso, um dos principais teoremas da Teoria de Integraçã.o de 
Lebesgue falha. pa.ra a integral de Bochner, como veremos ma.Íf.1 tarde, 

Vejamos agora c:omo é definida a integral de Boc:hner, sua relação com a integral 
de Lebesgue e as Etd.enaõet:l ao caso vetorial de ~:árias propriedades da integral de 

( 
Lebesgue, bem como alguns teorema.' do Capttulo L 

Ao longo de:d-e capitulo, (f!, :E 1 ~t) é uma. e6pa.ço de-- medida. finita, X é. um espaço 
de Banach e x~ é o lileU dual topológico. 

lO 



2.1 Definição: 

• Uma. a.plica.ção f : í2 -----+ X é _l!-men.,mável se existe uma sequêncía (in )~ 1 de 
funções simples modeladas em ~ a valores em X) tais que 

lim,_., llfn - fll =O I'- q.s .. 

• f é fracamente p-mensurável, se x'f é p.-mensurável, pa.ra todo :r.' E X'. onde 
z'f(«.•)- x'(f(w)) para todo w E !l 

Ob\;amente toda. função men~urâvel é fracamente mensurável. Mais ta.rde vere
mos um contraexemplo da recÍproca. 

Cumpre observar que quando JJ.· é uma. medida completa., isto é, todo sulrconjunt.o 
de um conjunto de medida nula perte-nce à a-álgebra, e f tem imagem p-essencialmen
t-e sepa.ráw;l, a definição acima coincide com a definição de mensurabilidade contida. 
em 1.1. Para. demonstração veja o Apêndice. 

2. 2 Proposição: 

• i) &e f, g: n - _:r Bão p-mensuráveis, então f+ g é M-mensuráveL 

• ii) se f: n- X é ~L-mensurável e a· é um núme-ro real, ent~ a f é p-mensuráveL 

• íii) se para cada nl Jff.: n-;. X é p-mensurável e (!,.):;"=1 converge a f pontual
mente p- q.s.; então f é p-mensurá.vel. 

Demonstração: i) e ii) decorrem imediatamente da definição 2.1. 

Fa.çamCIS iii): para c.ada. n, como f,.,_ é ;;-mensurável, existe uma. função simples g., 

e um conjunto En E E tais que IJ( E,.) = O e 

llu.(x)- f,(xlll <~para todo x '/.E •. 

Considere E = U~ 1 En. Como lim,, .... "" j~ = f p - q.s .. existe F E E com 
p(F) =O tal que lim,.-~ /.(x) = j(x), para todo x 'i! F. 
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Portant.o, se"> N,, llg,(~J- f(x)ll < l < .~ < -2'. para. todo x t< E. 
- ' ll'- J'i 

Seja N, E N tal que se n ?c N, ent.ão 11/.(xl- f(•JII <~para todo x t< F. 

llfl•(x)- f(x)ll ~ iig,(x)- /,(x)ll-t 11/.(x)- f(x)li ~ ~ -t ~ = <. 

Logo1 limn-K- ll9n- f!l :::::O p- q.s.; e portanto f é p-mensuráveL 

Negte ponto. já podemos generalizar um resultado de Capitulo 1. a saber o Teo
rema 1.10. 

2.a Teorema de Egoroff: 
Se (!,.):._1 é uma sequência. de funções J~-mensuráveis. definida em na valores em 

X que converge pontualmente p- q.s. a j 1 então (f,. J:=l COll\'erge ~t-quase unifonne
mente a f. 

Demonstração: Basta substituir módulo por norma na demonstração de L 10. 

A fim de demomohar o Teorema de Pe.ttis (2.7L que~ muito importa.nte1 torna-se 
necessária a. definição abaixo, bem como o Lema q11e ae segue. 

2.4 Definição: 

• uma aplicação f : fl ___,. X é elementar se assume apenas um número enumerável 

d I . , . • . ( loo v (E )= "' t . e va ores; mto e: enstem sequenc1a.~ :r....,. ~=l em .·1. e n n=l em ,_. ·aiS que 
Eo n Ej =O se i :f e f :;::: L;';"=1 XiXEl· 

• sejam B um subconjunto de X e e > O. O conjunto lvf .. Ç X é uma "--Ie!k para 
B se para todo z E B, existe y E M, tal que IIY - zil ~ e. Se M, for finito, 
dizemos que é uma. rede e:-rede finita. para B. 

• B Ç X é totalmente limitado se pa.ra cada f > 01 existir uma. e-rede finita paca. 
R 
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2.5 .!:&mã: 
Todo subconjunto t.ot.a.lmente limitado de X é st>parável em X. 

Demon~Stra.ção: 'ttf>r [22] pág. 413. 

2.6 Proposição: 
Seja f : !l ~X ~.-mensurável e Y Ç X a.berto ou fechado. Então f- 1(Y) pode 

ser escrito como a união de um elemento de E e um subconjunto de um conjunto de 
medida nula. 

Demonstração: Seja (!.,..);'=1 ~;.equênda de- funçõe." simples tal que 
lim,._* llf.(w)- f(..o)ll =O para todo w E .4.' onde /.I(J\l =O: 
e seja Y um subconjunto fechado de X. 

Defina. E.,.= {w E A': dist(f,,(w), Y) =:;!;}. 
Cada Enk E E e 

cc;, ~ <XI 

r'(Y)nA'= nU U E,,; 
k=lm=l·n=m 

e portanto f- 1(Y) nA' E ~e /.I( A) =o. 

Logo f-1(1') = (f-1(Y) nA') u B: onde B Ç A. 

Se Y é abedo, f-1 (}') nA' = A'- f-1(1''). Mas Y' é fechado, logo f- 1(Y') 
' ' 

pode ser esc ri to da forma desejada. A demonstração ternúna ao escrevermos 

r'(Y) = [r'(Y) n.4'] U(r'(Y) nA]. 

2. 7 Teorema da mensurabilidade de Pettis: 
Uma aplic.ação f : O --. X é Jl-mensurá.vel se e somente se as condições abaixo 

são satisfeitas: 

• i) e.xiste E E E com p(E} =O e f(EJC) é separável em X; 

• íi) f é fracamente j.l-men.surá.vel. 
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Demonstração: Suponha que f seja. p.-mensurá.vel. Logo existe uma. sequencia. 
(1.);:'.1 de função simples definidas em !1 ªvalores em X tal que limn-.~ li/.- !li = O 
Ji- q.s .. 

Pelo Teorema 2.3, temos q'ue (1~)~= 1 converge a f pRquase uuiforme-mente. Dessa 
forma, para cada n E N, existe E" E ~ tal que p(E.,..) < ~ e (f ... );=l converge 
uniformemente a. f em E~, ist.o é: 

dado<> O, existe n, E N tal que"' ;r E E;; em 2: n, ent.ão IIJ',(;r)- f(x)ll <o. 

Logo, pa.ra cada~ > O. tome 11.1.'$ = fn,( O)~ que é um conjunto finito, e então para 
cada. J E /(E;), J = !(x) onde x E E;, considere y = J •• (x) EM. e 

11/n,(x)- /(z)ll < õ. 

Portanto .;_11,1/e é uma. z-rede finita para f(E!); e consequentemente f( E~) é total
mente limitado. De acordo com o Lema 2.5, f(.E~) é separável. para todo n; e nesse 

c.~o, U;;'.1 f(E~) = f(U;;'.1 E;;) é separável. 

Mas (LJ:., E:)'= n~, E, e p.(E.) < ~para todo n, logo l•(n:;'., E.) =o por 1.2. 

Chame E = (1;:'.1 E. e obtenha i) . ii) é óbvia. 

Recíprocamente~ de acordo com i) seja E E E tal que p(EJ = O e j(Ec) é 
tilepa.rável Seja {x .. ):=1 uma sequência densa em f(Ec). Pa.ra cada n . .:r. .. E X e pelo 
Teorema de Hahn-Banach exíste um funcional linear contÍnuo x~ E X' tal que 

Então se z E E;C 1 por um lado temos que 

e por outro lado que f( x j E f( P). 

Logo existe. uma. subsequência ( :r.n 1 )~ 1 de {zn)~=l que converge a f( x ), e portanto 
11/(x)ll = lim;-~ llx.,ll, e c.omo (x:,(x.;))f;, c.onverge a x:;(f(x)), t.emos que 

!11•~;(•,; )i/)~, 
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converge a j x~j(f(xl)! e então temos que 

ilf(•)ll z }i.n;, I x:,}f(x) ls sup. I x~f(x) I. 

Logo para todo x E E', 11/(x)ll = sv.p.j x~f(x) j. 

Em conseq_uência a função !lf( )I! é ,IJdnens.urável, por s.er o supremo de 
! ;z~_f( ) j. que por ii} são ~-mensurá.veis. 

Da mesma maneira as funções Un = llf- :x"'Jl são p~mensuráveis para cada n. 

Seja agora~ >O e En. = {w E Q: g11.(w) < ~ }. Por 2.6, para cada n1 existe E., E 2::: 
tal que E11 .:.:::: B,~> U An.. onde An. Ç Cu e Jl(C,J = O. Definimos: 

- ge:O---X; 

- g.,(w) = w. ... se(...' E (B ... - Uj~f Bi) =E.,.,,; 

- gc(w);;;; O caso contrário. 

A,.im temos que, se w E {B.- Uj;;{ B;) então w E E. e !lg,(w)- /(w)il < '· Se 
w ~ E11. para t.od.o n, w E E e J.4E) =O. Portanto f pode ser aproximada. por funções 
de imagem !L-essendalmente separáveis (gc(Ec) é enumerável e lt(E) =O). 

Além disso, como En,~ n Ek.~ = 0 para n :F k; gt tem a forma 

~ 

Ye = L Zn\E,.,r' 
n=l 

Agora, fazendo ~ = ~ para. m = 1, 2, ... 1 obtemQI) uma seqttência (gm.l:=l de. 
funções elementares tal que: 

llf(w)- g,.(w)ll < l p,- q.s. para i<>do w E E'. 
m 

Indicando Um = l:;%,1 Xn.mÀE,..,m ond~ para cada m, (E>~,m):=l é uma sequência 
de elementos disjuntos de I;, como J1. é finit,a, para cada m e,d.ste q.,.,. E N t.al que 
J.I(U:=q.,.+l En.,m) < ~; e considere a sequêncía (u:n 1:-... l de funções simples definidas 
por 

'1m 

a'm = L .x.,.,m '.\E"·"' 
cn:J 
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Logo lim,,. __ , !19:n - JIJ =O f.L- q.s., e con!requentemente f é ~l-mensurável. 

2.8 Corolário: 
f: Q- X é p-mensurâ.vel se e somente se f é o limite uniforme p.- q.s. de uma 

sequência de funções elementares /-l-mensuráveis. 

Demonstração: Basta. olhar o final da demonstração anterior. 

2.9 Exemplo: 
Uma aplicação fracamente ,u-mensurável que não é ,u.-mensurá.vd. ConsMere o 

espa~;o de Hilbert.I,([O, 1]) que niW é separáwl. e {e,: tE [0, 1]} sua base ortonormaL 

Definimos f: [0, 1] ~ 1,([0, l]l, f(t) =e,. 
Para cada x' E (1,([0, l]l)', pelo Teorema da ILlpre•enta~;iW de Riesz-Frechet(ver 

[5], pág. 81), sabemos que existe um único elemento e E 1"([0, 1]) tal que 
x'(x) =< z,e >para todo x E 1,([0, 1]); logo z'f(l) =< f(t),e >=< e1,e >. 

Mas como { et : t E (O, 1]} é ort-onormal, demonstra-se a part-ir da desigualdade de 
Bessel (\'er [1]. pá.g. 122) que< ehe >=O a menos de um númeio enumerá.\·el de 
fndices. 

Logo, a menos de um c.nnjunto E, de medida de Lebesgue nula. :r/ f = O. isto 
é: x' f = O m - q.s, para todo x' E (!:~:([0, l]l)'; e dessa forma provamos. que f é 
fracamente m-mensurável. 

Por outro lado, se E Ç [01 1], então f( E<) é- separável10e e somente se Ec é enu
merável. pois se Er: nã.o ÍOT enumerável) eutã.o f(Er>) também não será. dado que f é 
injetora. 

Logo j(Ec) é separável apenas se m(Ec) =O, e ne8t.e caso teriamos m(E) = 1. 
Portanto f não satísfa2 2.7.ii), logo f não é m-men~Jurável. 

Vejamos agora a definição da integral de Bochner, e notemos que esta definição. 
bem c.omo os resultados que a seguem, mostram o quão estreita é a relru;ão desta 
int.egra.l com a. de Lebesgue. 
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2.10 Definição: 
Uma apJicação f; n ___,.X, p-mensurável, é M.-Bochner-integrável se existe uma 

sequência (j~J:'= 1 de funções !!.imples definidas em Q a. valores em X tal que 

llln...-~ la llfn - flldp = O, onde f é a integral de Lebe•gue. 

Ne~i~te caso, se- f-n = E~ 1 ~\:Xlk defina J~ j,d/t = E/~ 1 X;JJ(E~ í1 E) e 

f f dp = lim r J~dp JE ~~-~ls 

para cada E E E . 

.f E f d1t é chamado de integral de Bochner de f sobre E em relação a J.-4. 

2.11 Ob..,rva<;ào: 
Demonst-ra-se que o limite acima existe e que indepeude da sequência (!.,);'., 1 (ver 

Apêndice). Desoa forma a integral fica bem definida. 

O teorema abaixo cara.cteriza. as funções Bochner-integráveis por meio de funções 
Leheegue-int.e:grá\'eis. 

2.12 Teorema· 
Uma aplicaAiiã.o f: fl-. XJl-mensurá.vel é }1-Boc:hne.I-.íntegrá.vel. se e somente se 

li/li é t~Lebesguo-integrável, isto é: 

k IIJ'IIdp < oo. 

Demonstração: Suponha f Jk Bochner-integrável. Logo existe uma sequene1a 
U-n_):,1 de função simples definidas em fl a valores em .:r.· tal que 

lim,_w Jo 11/. - flldp = O. Então: 

L llflldp =i, 111 .. -f+ J .. lldp :> i, 111 .. - flld. +i, IIJ~IIdl' < CC 

para n suficientemente grande, pois ca.da fn é simples e J.i é finita.. Logo, !lfll é JJ

Lebesgue-int.egrá\·el. 

Re-Ciprocamente temos, por hipót-ese, que f é jl-memmrável e f._q llf!ldlt < oo. Por 
2.81 exist,e uma. sequência (fn)~=l de aplicações elementares ?l-mensuráveis tal que 
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li f- J.!l :<;; ~ ~·- q.s. paxa t.odo n. 

Logo 

~;;:: 11/.- !11 ;::111!.11-11!111211!.11-11!111'- q.s .. 

para. todo n. Pori.!IJlto, IIJ,II ~ 11!11 +; Jl·- q.s. para todo n, o que implica que 
fn IIJ.IIdtt ~ ]0 (!1/11 + ~)dl'; e então 

folli.lldl' ::; folltlldt• + ~I'( !i) < oo 
-- -· n 

pois ]0 !lflldp < oc e I' ê finita. Logo 11/.llêtt-Lebesgue-integrável, para todo n. 

Mas cada fn é elementar, então 
f,. = r:;:. 1 .x~":~:s::• onde para. todo m1 n E N, :r.:• E X. E: E~. e E~ n E!..= 0 se 

i ;f; j; para todo n. 

Como fo IIJ.IIdl' < "" para cada n. 1.2. implica que 

}~rr;_, L- E!. !if~lldl' ~ 0. __ , 

Logo, para cada n, existe p., E N, tal que 

Chame g., = E.~'= 1 x~n\:EJr<· Logo (_g .. _)n=l o:. é uma sequência. de funções simples e 

.fn li/- g.I!Jt' S L li/- J.!ldt< + k 11!- u.lldp. :<;; .fn :, dt<+ 

i. 11 ~ m . lld - fJ(!i) f IIJ, lld I•(S'll l•(lll - 2t•(lll + L.... x, XE:O P- --+'L )'lo p < -- + --- --
n m=P,.+l n. u;:_P,+IE:• n n n 

Logo lim,,-~ fn li f- g,lldp S lim.,-~ "'~") =O: o que implica que f é p-Bochner
. • l mt.egra.ve . 
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Abaixo demonsi.Ia.tn.08 a extensão do Teorema 1.5. pata o caso vetorial. A vali
dade desta extensão esboça a alta aplicabilidade da integral de Bodmer. 

2.13 Teorema da convergência dominada: 
Seja Un.l:=l uma sequêncía. de aplicações de Q em X! j:t-Bochner-integráveis. Se 

Un):=I converge em medida para f p-mensurável, isto é: para todo e> O. 
. Iim.-~ !'{{• E ll' llf.{•)- f(•))ll ~o})= O, ese exÍ•Ie uma f1mção g, definido, 

em Q ft-Lebesgue~integrável tal que J!fn.Jl :::; g 1'- q.s.~ para todo -n; então f é p
Bochner-integrável, e para todo E E 2:, 

Demonstração: Gomo líntn-"X' f~ = f em medida, então líntn-w JIJ~ - f li = O em 
medida, logo exi•t.e uma subaequência (!.,);::';,1 t.a! que lim-~ li! .. ,- !li= Ot'- q.s .. 
{ver [1] pág. 93). Portanto 11/11 :": g. 

Agora para cada n, IIJII :": IIJ- J.ll + IIJ.II, portanto 

f llflldl'::; f lli- J~lld" + f l!f.lld"::; 2 f gd1J+ f IIJ~IId" < oo. ln ln lo lo In 
pois cada. j~ é ji-Bochner~iutegrá.Yel e g é jt-Lebesgue- integrável. Logo. f é }1-

Bocbner-integrável. 

Como IIJ- J.ll S 2g e línJ,-= llf- /.11 = O em me.dída, pelo Temema da 
Convergência Dominada. escalar com a. b..ipótese da convergência. em medida (wr 
1.6L temos que 

lim f llf- fnlldtt = O; 
n-+'X' lu 

e portant<J fn fdtt = lim.,-~ .1~ J,dp. 

Vejamos mais algumas propriedades conhecida,$ da integral de Lebesgue que con
tinuam válidas para. a de Bochner. 

2.14 Teorema: 
Se f: !1 ---+X é tt-Bodmer-integrável, então 
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• iii) se (E,.)~=l é uma sequência de elementos disjuntos de E, 

Demonst.ração: 

• i) Seja E E E. Se f for simples, isto é: f = z:=1 XiXA.:l onde para cada i, 
;rl E X f! A-i E~. temos que: IE fdp = E~=lólitJ(E n .4l), e portant,o 

Para o caso geral existe uma sequência (j,._)~ 1 de funções simples tal que 
fs fdp ~ lim .. -~ fs j~dJl. Logo, 

• íi)usa.ndo este resultado para funções escala.res,temos que 

lim1,(Bl-• fs Jlflldi< =O; e de i) decorre que 

lim 11 I fdi'JI 5: lim f llflld" =o. 
I'(B)-0 }E I'(B)-OJB 

o iü) como f é iJ·Bodmer-integrável, temos que 11 f8 • fdMII < JE llflld!J. para 
cada n, e L:;;"., I •. llflldJJ. <;; In llflldp < oo. Logo, L:;:'., fs fdp. é uma série 
absolutamente convergente, e pmtanto, convergente. 

Como (~=m+l E .. )';=1 é uma s€'quência decrescente em E cuja interseção é 
vazia, temos que 

limm....,.= p{U;=m+l En-J = O; logo por i), temos: 

lim llj, fdl'- f I fdl'll= lim 11j, fdp-j,. fdp.JJ= m-~ u,., E }E m-o.:.. u~ E u& E 
.,...,! n n:l " ""'! n n-1 " 

~ J~ 11 J,u~ • fdp.ll -;; Ji..'!1 iu- • llflld,u = o 
nsm+l " ..-m+l " 
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Lago 

2.15 Observasiio: 
A integral de Boc.hner goza também das duas propriedad<S abaixo. Para as 

demom;.trações! veja [11] págs. 46 e 47. 

• Se f: Q ~X é fb"Boclmer-integrável, ao definirmos. F( E) = J8 fdft para cada 
E E E, temos que F é medida vetorial de variação limitada, absolutamente 
contÍnua em relação a. I' e para cada E E~. I F I {E)= f8 11/lldl'· 

• Se f) g : f! - X são p-Bochner-integráveís e para. todo E E E, 

f e fdfl = J, gd{1, então f= g 11- q.s .. 

De forma análoga àquela feita. em 1.1, podemos definir os espaços L11 em função 
da. integral de Bochner. 

2.16 Definição: 
Seja 1 :$ p < oo . Defi1llmos Lp(p,,X) çomo se.ndo o çonjunto das dasses de 

funções definidas em Q a valores em X t-ais que .fo II/I!' di'< oo. 

A relasão 11/11, = (10 llfll'dltll define uma norma em L,(f1, X); e (L.(p, X); 11-11,1 
é um espaço de Ba.nadt. 

Defuúmos L""'(p,Xj como sendo o conjunto das classes de funções f: Q --X 
t.a.is que 11!11 é p.- essencialmente limitada. 

A relasão llflloo = supessllfll = in f{ a: E R: l•(llfll-1 ((<>, oc)) =O} define uma 
norma em L~(p.. X): e fL~fp.. X); 11-II~J é um ••paço de Banach. 

2.17 Observasào: 
As demonst.rações das afirmações adma são exatamente análogas às do caeo es

calar f ver [5] pág. 57). 

Como já dissemos, um impottante teorema da. teoria de integração de Lebesgue 
não ê válido para a. integral de Bochner. Trata-se do Teorema de Radon-Nikodym( 1.8 ), 
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Mas ao contrário do esperado, esse fa.io propiciou um maior desen\·ol\;mento da teo
ria dos espaços de Banach, quando se procurou clas.~ificar os espaçOB para. os quais o 
teorema. 1.8 é verdadeiro. 

Tais: espaços constituem uma. classe importa.nü· de espaços de Banach, chamados 
espaços de Ba.nat.·.h que têm a. propriedade de Radon-Nikodym. A definição abaixo 
formaliza este conceito. 

2.18 Definição: 

• X tem a Eropriedade de Radon-I\ikodym em relação a e se dada F ; E -+ }( 

medida vetorial de va.riação limiu,.da. e p.-c.ontfnua. existe f: Q ~X p.-Bodmer
integrável tal que F( E)= f E fdf.! para todo E E E. Neste caso, f é chamada 
de deri\'a.da de Radon-Nikodym de F em relação a I'· 
N - ,. PR 'V 1· " . otaçao: -~ t.em p - 1 e = d~J • 

• X tem a propriedade de Radon- Nikodym se X tem p- P RN para toda medida 
J1 finita. 

2.19 Exemplos: 

De ac(.n:-do com 1.7 ~ 1.8, R e C têm. a. PRN. Prova-se que o~ seguintes espa.ços 
tem a PRN: /1 , espaços de Banach reflexivos e L,(p, X j onde 1 < p < oo e X tem a. 
PRN. Logo, se 1 < p < oo, Lp(Jl) tem a PRN. No Apêndice proYamos que espaços 
de dimemão finit,a, têm a PRN. 

Como contraexemplos, podemos citar L1 ([0, IJ) e CQ. 

Provemos que c0 = { ( Zn ):1; Xn E R pa.ra todo n e lhDn-w Xn = O} com a norma 
JJ(x.);:"=1 !1 = sup.{J $,. J} não t.em a PRN: t.omemos f! = [0.1] e m= medida de 
Lebesgue definida nos subconjunt08 Lebesgue-1nensuráveis de [01 1]. 

Defina F(E) = (A1 (E), A2( E), ... , A .. ( E). ... ), onde para cada n, A.( E) = j~ sen( 2nr.t )di; 
para todo E Ç [0, 1] Lebesgue-mensurável. Da a.clitivídade da integral 1 temos que 
F é finitamente aditha: e do Lema. de Riemann-Lebesgue(1.7) temos que F assume 
valores em c0 • Mais ainda, para cada E Ç [O, 1}, Lebesgue- mensurável, 

IIF(E)JJ" = sup.{J ,\.(E) I}= sup .. {J k sen(2"<rt)dt J) ~ 
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$ sup. k I sen(2"'1"t) I dt $ sup. k dt = m(E). 

Logo. F é m-continua. por 1.15 é a-aditiva e I F! (E) 51 m I (E}, isto é: f é de 
\·ariaçã.o limitada. 

Supollha que exista f: {0, 1]---+ c0 , m-Bochller-integrável tal que F(E) = J, fdm 
para todo E Ç (0, 1]. Lebesgue-mensurável. 

Para cada n, seja fn : (0, 1] -----;. R a. n-ésíma coordenada. de f, ou seja; 
f= Ui.J'o, ... , f., ... ). 

Como M projeções em ('o !!lãofuncionais lineareB continuao!, cada f'u é m-merumrável 
e J..(E) = ], j,dm para todo n e todo E. De~•a forma, f.(t) = sen(2,.11i) m- q.s. 

Para cada n: conl!lidere o conjunto E"n ={tE [0, 1}: / 11.(t);::: ~}. Logo 

E.= {I E [0, 1]: sen(2"rrt) 2: ~} 2 {tE [0, 1]: ~ $ 2"11i $ 
3
:} = 

1 3 = {tE [0. 1] : - < t < -}. 
, 4.2n - - 4,211 

Logo 

2" 1 3 2» 3 1 211 2 1 
m(E ) - -m({l ·- < t < -})- -(-- -) =- --- -· 

n- 2 ··4.zn.-·-zn-.4 -2 4.2"' 4.2" 2'2».4-4' 

port.anto m(En) = t para todo n e então m(lim;_.,., Btip{E; )) ~ limj_,.çç m(Ej) = i· 

Logo, m({t E [0, 1] : f(t) E c0 }) $ ~' o que é um absurdo. pois f(t) E c0 • para. 
todo t E (O~ 1]. Logo F não tem d-eri\-ada de Radon-Nikodym em relação a m: e 
port.a.nto1 c0 não tem a propriedade de Ra.donR)Jikodym. 

Provemos agora que 11 tem a propriedade de Ra;lon-Nikodym. 
Para isso seja G ; ~ ----'~" lr medida vetorial, p-continua de variação limitada. Para 
cada. rz, considere P .. : /1 - l1 dada. por ~.(x) = Ek",..1zkek; onde z = (.r,.,)h, 1 e 
q é a ~equência que tem 1 na k-é~íma coordenada e zero nas demais. Portanto 
P" oG(E) = ~~= 1 (G(E)),e,; • 

IJPn oG(E)Ih = ~-=1 I (G(E)); I$ ~t'=ll (G(E))k I= IJG(EJih; 
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e como G < j.t, temos que para cada. n; Pu o G < p. 

Mais ainda, cada P.,.. tem imagem de dimensão finít.a, logo para cada n existe 
j~; 0- /1 Borel-mensurável tal que P, o G(E) = .fE J.dp para todo E E L. 

Como para cada n, Pn oG é p-continua, podemos supor que llf.(..;)ll :5 I'( f!) para 
todo -n e todo w' E fl. Indicando j~(w);;;;; EZ=l{j)'l(w))ll.e},,, temos que 

sup.IIJ~(w)ll = 8UJJ.II L:í:.,(f.(w));eoll :'> M(ll) <co. 

Provemos agora que a base canônica de [1 , (e,.,)k=I é uma ba.~ de Sdtauder limi
tadamente completa (veja no Apêndice a definição). 

Pa.ra isso! seja (a,.)~=t tal que Stlp11.11 Ek=1 a,.,e-kll < 00 e indique S .. = L::~=l fiJ.e!;.. 

Mas 1l E~= 1 akekl! = E~=l I at I, logo I:Z,1 ai é uma. série absolutamente convergente, 
e portanto dado ! > O, existe no tal que 

" m 

I L I a, 1-L I "•li« 
k=l h=l 

sempre que m. n ~ n-0 • 

Des.ia forma.lJSn- S'mll1 = El~=m+l I ak I<$ t: portanto (Sn);:'=1 é de Cauchy em 
lt, logo l:k..1 a,_e~~ converge em l1. 

Diante disso teJ.nOS que para todo w E n, EG,l(ffl(w))ke.k converge em ll. Logo 
existe f : n .....,. lt dada por 

00 

f(w) =,!i.~ f,(..;)= ,li!! L{J~(w)),e,. 
k~I 

Então (J~):;'., converge pontualmente a f e llf,(wJIJ :5 f!(íl) para todo w E íl. 
Dessa forma pelo Teorema 1.5 temos que fE fdp. = limu-ox. ]E fndf.J. para todo E E ~. 
logo 

lim P,, o G(E) = lim f j,.dp = f fdJ', 
n-~ · n-oo}E }E 

e portanto G{E) = ]E fdp para todo E E E; e então /1 tem a propriedade de 
R.adon- Nikodym. 
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2.20 Observa<;ão: 
Dunford provou que qualquer esp~o de Banach que tenha bas.e de Schauder li

mitadamente completa. tem a propriedade de Radon-Nikodym. Para a demonstração 
veja [1!] pág. 64. 

2.21 Ca.raderiza.ções : 
Demonstrar que um espaço de BaJlach t.em ou não a Propriedade de Radon

Nikodym, usando apenas a definição, revelou-se ser uma. taxefa. árdua, e em alguns 
casos, impossivel. Isso fez com que> os ma.t.emátko6 procuraaaem propriedades equi
valentes à. propriedade de Radon-Nikodym; isto é: foram procuradas caracterizações 
doo e.pa.ços de Banach que têm a propriedade de Radon-Nilmdym. 

Desse esforço surgiram várias caracte.rizações (ver [11] pág. 217)~ inclusive várias 
que relaciona.vam o problema a outrat~ á.rea(-1 da Anal.íse1 como a Teoria dQlôl Opera
dores Lineares, Geometria dos Espaços de Bauach, a. propriedade de- 1\rein-Milman, 
Operadores Nucleares e Integrais, e a propriedade da. convergência de ~lartlngales. 

À tÍtulo de lhtstra.ção, enunciamos a.baâxo dois res11lta.dos que convertem o pro
blema de testar se um espaço de Banach tem a. propriedade de Ra.don-Nik.orlym em 
um problema da Teoria dos Operadores Línt'.ares. 

2. 22 Definição: 

lim operador line.a.r continuo T : L 1 (~~) ___,. X é R.iesz-reprcsent.á.vel se existe 
g E L,(p, X) tal que 

T f= Jn fgd/t, para toda f E L1(/t). 

2. 23 Teorema: 
X tem a propriedade de Radon-Nikodym em rela.ção a p. se e soment.e se t.odo 

operador linear continuo definido em L1(JJ) a valores em X~ Ríesz-reprt>sentável. 

Demonstração: ver [11] pág. 63. 

2.24 Teorema (Lewis-Stegall): 
X tem a propriedade de Radon- Nib:odyrn em relação a. p. se e somente se todo 

operador linear continuo T: L1(11) ___,.X fat.ora. através 11; .isto é; exist.em operado-
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reslineares continu05 L; L1(p.)---.. h e S: i1 __,.X, tai:J. que T = L o S. 

Demonstração: ver [11] pág. 66. 

2.25 Observasão: 
Conflide.remos a. medida. de Lebesgue nos borelianos de {01 1 ]: ou seja: consideremos 

o espaço ([O, 1]: tl([O, 1]); m). Como m([O, 1]) = 1 < oo, é claro que se X tem a 
propriedade de Rad.on-Nikodym ent.ã.o ele a. tem em relação a m. O que c.hega. a ser 
surpreendente é que este condição, que obviamente é necessária, também é suficiente 
para que X tenha a propriedade de Rad.on-Nikodym. Dessa forma tentos a seguinte 
c:atacteriz.ação : 

* X tem a propriedade de Radon~Nikadym se e somente se X tem a. 

propriedade de- Radou-Nikodym em relacão à medida de Lebesgue 
nos borelianoe de [O, 1]. 

Esta afumaçà.o deixa da.ro o papel central d!'sempenhado pela medida de Lebesgue 
no conjunto de todas as medidas finit.as. 

É no E:lentido de demonstraT a caTaderiz.ação acima. que o pTóximo capitulo se 
desenvolve. A moti va.çã.o para isso surgiu devido à. importância. dessa c:aTacterização 
e d-e-vido a.o fat.o de que a demonstração mais conhecida desse fato lida com delicados 
conceitos e com técnicas mais elaboradas da geometria. dos espaços de Banach. Desfia 
forma, no capitulo 3 apresentamo" uma demonstração puramente anol~tíc.a e~ no ncm~:~o 

modo de entender, extremanumtec elegante. Essa de.monstração foi baseada em [7]. 
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Capítulo 3 

A PROPRIEDADE DE 
RADON-NIKODYM E A 
MEDIDA DE LEBESGUE 

Neste capÍtulo apresentamoa uma demonstração de que o fato de um eopoço de Ba
llliCh ter a propriedade de Radon-Nikodym em relação à medida de Lebesgue nos 
borelian"' de [0, I] é suficiente para que ele lenha a propriedade de Radon-Nikodym. 

Ao contrário da demonstração nmis conhecida desse falo {ver cap. 4), a demoll!l
tração por nós apresentada não se uliliJa de conceiloa geométricos, como por exemplo 
dentabilidad.e; e além disso evitamos o uso de técnicM mais aofia.ticadas que são uaa.
daa para lidar com ~s conceitos. 

O objeU.vo do capÍtulo é mostrar que esse resultado, apesar deo extremamente 
poderDIO, pode ser demonstrado à parlit de conceitos e técnic ... relati>lllllente sim
pt ... 

Novamente (0, !!, 11) denotará um eapaço de medida fuúta, e X um eapaço de 
Banadl. 

• Um elemento A E E é um átgmg para jJ se p:(A.} > O e se para cada B, 
111bconjunto de A que seja elemento de E, tivermos Jl(B) =O on ll(A) = ll(B). 
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• JJ é puramente atamica. se existir uma sequência. (.-l 111 )~=t de átomos para p. tal 
que I'(LC., A.) = l'(ll). 

• IJ é não-atôrpjca se :E não contém átomos para JJ. 

Trabalharemoo agora no sentido de demonstrar que se X tem a propriedade de 
Radon-Nllrodym em relação à qualquer medida finita nã&a.tômica. então X tem a 
propriedade de Ra.don-Nikodym. 

3.2. Prop<lOição: 
Todo eopaço de Banach tem a propriedade de Radon-Nikodym em relação à qual

quer medida puramen1e atômica. 

Demonstração: Suponhamos que J.l seja puramente atômica. e mo&treiiiOfil que X 
tem a proprieda.de de Radon-Nikodym em relação a I'· 

Seja (A.):;'., uma sequencia. de átomos disjuntos para p tal que ~'}U::'., ..1,.) = 
l'(ll), e seja F : E __,X medida vetorial de variação limitada • 1'-<ontinua. Defina 

. ~ F(A.) 
1 = 1: piA.l x .••. 

•=1 . 

Para moalrar que f é !1-UJODBurável, exibireDl!ll! uma oequência (!.):;'=1 de funções 
simples tal que limllf.- /11 = Ojj- q.s .. Para cada n, tome 

J, :t FI ..I;) 
• = j=l I'( A;) )(AJ 

e note qne para n, f,. é simples e para cada. :r de O, existe um único natural k tal que 
z e A. ou z não pertence à união doa A,. No primeiro caso lemoa que XA;(z) = o 
par& lodo j maior que k, o que garante que 

para todo n maior que k, e no segundo caao fiz)= f.(•) =O para todo n. 

Logo Jim,._~ llf(•)- f,.(•)li = 0 para todo z e ll. Portanto f é !1-meDAurá, .. t. 
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Por outro lado, como !l(U;;"'=1 A.)= 11(!2) temos que !l((U;:'=1 .40 )•) =O, logo 

l, ll/lld11 = fu.:. A,llflldll +lu:.. _,,r ll/lld11 = fu-:: •• A,llflldll-

E como 11/(•)11 ~O para todo z E !l, temos que 

fo llflld, = L:.. A. llflld, = t, L. IIJJid, = t, L. n:~ ~ ~~~ dp = 

E IIF(.-I,JII,(A..l = f: IIF(A..)II ~I F I (!l) < 00 

n=l p(A.) o=l 

pois F é de variação limiiada. Logo, pelo teorema 2.12, leDI<III que f é 1-'"Bochner
integrável. 

É claro que 11!.115 11/11 para todo n e acima vimoo que 11/11 é J-I"ÍDiegrável. Logo, 
usando 11/11 como função dominante, leDI<I!I pelo Teorema da Convergência Dominada, 
que para cada E E E, 

1 Jd lim /, 
' d I' 1 i- F( A;) d ~ F(.4; I (A "" 

11= •-~ J• !l = ,!!! ?- (A-)XA, !l = ;[..., ('·)I' ;n~,. 
g .2 R 1=1 p. 'J J=l JJ .-s., 

Tomemos E; = A; n E para c:ada j. 

Logo !8 fdp = Ej;1 ~1~1'(E;) (•) 

Defina: N+ = {j E N : p(A;) = p(E;)}, N- = {i E N : p(.!;) =O} 

Como P"'"' cada j E N, E; Ç A; e A; é átomo, temos que N = N+ U N- e 
se j E N+, p(A;- E;) = O e então F( A;)= F( E;) pois F< 11; e se j E N-, 
F{ E;)= O. Como F~ a-aditiva, pois é finitamente aditiva e p-contfnua, temos que 
F(U;•N- E;)= O. Então (*) implica que 

f F(A;) F(E;) 
Js fdl' = E;eN+ p(A;) p(E;) = E;eN+ p(E;) !'(E;) = E;eN+F(E;) = 

= F(U;eN+E;) =F( E)- F(U;eN-E;) =F( E), 
pois como I'( O) = I'(LJ:=1 .-1,), temos que F( O - U:=1 .4,) = O implica que 
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F( E)= F(U~ 1 (A;nE)l = E~ 1 F(.t;nEl = E~ 1 F(E;) = F(U~ 1 E;); isto é: 

F( E) = F(U~ 1 E;) = F(U;eN+ E;)+ F(U;eN- E;). Dessa fonna para todo 
E e E, F(E) = fs fdfJ, portanto X tem a PRN em re~o a fJ. 

3.3 Proposição: 
Toda medida finita pode sei esc~ila como a soma de uma medida puramente 

atômica e uma medida. não-attmrica. 

Demonstração: Mostremos que existem medidas p1 , pmamente atômica. e P'l náfr. 
atômica laia que fJ = fJ• + fJ:I.Para isso considere (..t;l,er a coleção maximal de tod08 
os átomos para fJ disjuntos dois a dois. 

Para cada 11 e N, tome I.= {i e I tal que p(.~;) ~ :}. Claramente I= U::1 I., 
e como 1.1 é finita, segue que I. é finito para todo n. Portanto I é enumerável. 

Fazendo uma enumeração para 11 consi.derelllOB (A.,.)::,1 os átODlOI para p, dis.
juntoo dois a dois. 

l),Jlna .t = U~ 1 A. e 1.11(E) = IJ(.! n E) e fJ> = IJ(-~c n E) para cada E E E. 
Clara:mente J.&t e JA'2 são medidas, e para cada E E E, 

p,(E)+p,(E) = I.I(AnE)+p(A'nE) = l'((..tnE)U(A•nE)) = p((AuA•)nE) = 
l'(ll n E)= I'( E); ou fl<\ia 1.1 = l't +I'>· 

Para cada n, tomemos B E E, oubconjunto de A.. Portanto B = B n A., logo 
l't(B) = l't(B nA.)= p(B). Como cada A. é um átomo pau"' lemos que 

~t 1 (B) = p(B) = p(A.) ou p1(B) =o. Mas p(A,) = f.lt(A.), logo ll,(B) = 1'1P.l 
ou p 1(B) =O. Logo para lodo n, -~é átomo para !J1, e 

00 ~ ~ 

1'1( U A.)= p( U A.)= p(ll n ( U A.))= p(!l nA)= "'(!l), 
o=l n=l 

portanto /J1. é puramente atômica. 

Seja E E E, tal que p,(E) > O, logo p(A• n E) >O. 
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Mas A • n E Ç A•, logo A< n E não é átomo para p, então existe B e E, subcon
junto de .4' n E tal que o< 11(B) < I'( A' n E) = JJo(E). 

!<rias como B Ç A• n E, oabemoo que B Ç A•; e então B "' B n A•, logo 
IJ(B) = !J(B n A•) = IJ•(B); portanto O < IJ•(Bl < IJ•(E) e é claro que B ç E. 
Dessa forma, fJ'> é nã<>.at6mica e a demonstração eotá. completa. 

3.4 Proposição: 
Sejam IJl e p., uma decomposição de p, conformo a propooição 3.3. Se X tem a 

PRN em relação a /J'>, então X tem a PRN em relação a p. 

Demonolraçào: Seja A;; U:,1 A, como na demonotrll!;ão de 3.3. Defina B"' A'. 
De acordo com ao definições de IJ• e /J'>, temos que p1(B) =O e p2(A) =O. 

Seja F : E --+ X medida vetorial, ,...-continua de variação limitada. Defina : 

FA(E) = F(E n -~)e F8 (E) =F( E n B). 

Logooelt,(E} =O temos p(AnE) =O e como F< ~'• F(EnA) =O= F_,( E) e 
então FA < IJ•· Como P• é puramente alômica, X lema PRN em rel"!;ão a p 1, logo 
exíste f, e L,(p,, X) tal que FA(E) = fs ftdp, para todo E E E. 

Se p,(E) =O, então JJ(E n B) =O e como F< IJ, F( E n B) = F8 (EJ =O, isto 
é: Fs < p.,. Por hipóleoe X lema PRN em rel!~!;ão a 1J2, logo existe t. E Lt!~J>,X) 
tal que Fs(EJ = f8 j,dp2 , para cada B E E. 

Dessa forma temos F( E) = FA(E) + Fs(E) = Ia f,djJ, +Ia fodiJo, para todo 
E E E. Defina f = f>XA + f2XB• 

f 11/lldp = f 11/lldp + f llflld!J = f IIJ,jldp, + f IIJ2ildP'> < ao lo lnru lnne lnn_.f. lnne 

pois f, e L,(p,X) implica que fnllf,lldiJ, < oo e f, E L,(JJ,,X) implica que 
/ 0 IIJ3IIdp, <ao; logo Ia IIJ.IIdp, < oo e então f E L1(p, X). 

Além disso, para cada E € E, lemos 

f fdp = f U>XA + hxs)dp = /, hdl' + f hdp. = 
fB f.s BnA J.snB 
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= f f,dJ.!, + f J2dJJ> = /, JidJ.!, + 1 f•dJJ> 
lsnA lenB e B 

que por(*) é igual a F( E). Logo, F( E)= fs fd!l· Portanto, X tem PRN..., relação 
a 11· 

a.s Observasão: 
A recÍproca da proposição 3.4. é venladeira, pois se F : E --~ X é medida vetorial 

de \'llflação Umlt.ad& e F < I'• telll08 que "" l'o(E n A) = o. enoão F(E n A) = o e 
neste caso teremos FfE) = F'(En B). J,ogo, se J.!(E) =O, então J.I•(E) = JJ>(N) =O, 
então F(E) = Oou~jaF <I'· Se X tem aPRN em maçãoap, existe f E LJip,X) 
tal que F( E) = /11 fdp. Logo, 

FiE)=F(EnB)= I fdp= I fdJJ>= I fdJJ>. 
lenB lsns ls 

Logo X tem a PRN em relação a JJ>. 

O corolário abaixo combina as proposições anteriores de forma a estabelecer o 
resultado anunciado antes da proposição 3.2. 

3.6 COIPlário: 
Se .X tem a PRN em relação a. toda medida. não-atômica, então ..\" tem a PRN. 

Demonstrasão: Seja p medida fuUta. Pela proposição 3.3, exislem 1'1 puramente 
atômica e ll#J não-atômka. tais que p = 111 + 1-'2· 

Pela proposição 3.3, X tem PRN em relação a I'• e por hipótese X tem a PRN 
em r<Jação a JJ>. logo pela proposição 3.4, X tem a PRN em relação a p. Portanto 
X tem aPRN. 

No momenio em que sabemos que para. mosi.ra.t que um esp~ de Banach tem 
a PRN 1 basta moetra.r que ele a tem em relação a toda medida não-atômica, lraba
lbaremos no sentido de demonstrar que se o espaço tem a PRN em relação & medida 
de Lebesgoe m 1100 borelianos de [0, 1) = .8([0, 1]1, então ele a lerá em relação a toda 
medida lJiio.at.õmica. 

Para demoiU!trar i..,, precisamos de alguus teoremas da Teoria da Medida que 
não aparecem nos lE>..rlos mais recentes sobre o assunto, e por isso apresentaremos 
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aqui mas demonstraqie&. As demonstraqie& de 3.10, 3.11 • 3.14 podom ser encon
tradas no clássico [19). 

• i) uma sub-o-álgebra de E é uma subcoleção E. de E que é, por sua própria 
vez1 uma a-álgebra e que c:ontenha !1: isto é: !l E E.,. 

• ii) nma u-álgebra que pode .,., gerada por uma famÍlia ennmorável de conjuntos 
é dita soparávol. 

• ill) um isomorfismo entre os espaços de medida (U, E,IJ) e (O., E,, JJ•) é uma 
-" - T " " bij" •'-'--a_vucaçao : .._. -~' ..... , etora que 8&WJI.dtll: 

- T(E- F) = T(E)- T(F) para cada E e cada F em E; 

· T(LJ:'.1 E,.)= LJ:'.1 T(E.) para toda sequência (E.)::"-1 em E; 

- p.(T(E)l = p(E) para todo E E E. 

• iv) um isomorfismo entre os esplli;OS de Banaclt X e Y é uma aplicação 

1' : X ..., Y, bijetora linear e contÍnua. Se para todo z E X, IITzll = 11•11, 1' é 
um isomm:fismp métrico. 

3.8Lmm: 
Se T:!:- !:, é um isomodismo e..ntre espaças de medida, então: 

- i) T(8) = 8; 

- ü) Se A, B, E E e.! ç; B então T(.!) ç; T(B); 

- üi) T(O) = O.; 

- iv) T(A•) = T(A)' para todo A E E; 

- v) Se A,B e E e An B = 8, então T(A)nT(B) = 8; 

·· vi) Se A, B E E, T(A n B) = T(A) n T(B). 

Demonstrasão: 

- í) T(8) = T(0- 8) = T(0)- T(8) = 8; 
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-- ü) Se .-1 !;;; B, então A = A u B, logo T(.-1) = T(.-1) u T(B) e então 
T(A) Ç T(B): 

- iii) Para todo A E E, lelDllO .4 Ç 12, logo T(.4) Ç T(Q), para todo .4 E E. 
Como T é sobre,íetota, E Ç T(n), para todo E E E,; logo 

12, = T(!l). 

iv) T(A•) = T(12- .-I)= T(l2)- T(.-1) = 12,- T(A) = T(A)'. 

- v) Se A n B = O, então .4 c B<, logo T(.t) Ç T(B') = T(B)' ou seja 
T(A) n T(B) = 8: 

- vi) AnB = (A'U B<.J' entãoT(AnB) = T((A'u B<)') = T(A'U B<)' = 
(T(A') u T(B')t = (T(A') U T(B'lt = T(A) n T(B). 

3.9 Definições: 

• uma pal1io;ão de um elemento E E E, é um cou,junto finito P fotmado por 
elementos disjuntos de E ctúa união é E. 

• a normt da partição P = { E1, ... , E•} é definida por: 

I p i= máx {I<( E,), ... , I'( E. I} 

• se P, e Po são parliçõeo, dizelDllO que P, ~ P., se cada elemento de P, eatá 
conlido em algum elemenlo de P,. 

• wna aequência ( P,. 1:111 de pBl'tiçõe& á dita decrescente se para cada n E N, 
lem·oe P,...1 ~ P •. 

• umasequênda(P.l:=t de partições é ditadmllilse para cada:> O e para cada 
E E E, exisiem um n E N e um E0 E E tais que Eo pode set escrito como uma 
união de elementos de P. •I'(El!.Eo) = I•((E- E;,) U (Ro- E))<<. 

• se P = {E., ... , E•} é uma partição de E E E e se F E E é um oubcotúunto de 
E, a segllinte partição de F: {E1 nF, ... ,E. nF} é denotada por Pn F. 

3.10 Teomna· 
Se p ~ nio-a.thmica e (P~):. 1 é uma. sequência de pBlticões densa e decrescente 

de fi, então 

lim I P.j= O. 
·-~ 
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DemonstrliÇão: C-omo (P.);;'=1 é decrescente e I' é finita, temos que a oequência 
numérica (I P. 1);:".1 é decrescente e limitada. pois O SI P,, IS !'(0) para lodo n. 
Logo, (I P. 11::'=1 é convergente, lAto é: existe 6 e R tal que lim..-~ I P. I= 6. É 
claro qut' ô ~ O. 

Suponhamoo que Ó >O e cheguemos a uma conhadiçàa. Se P1 = {E/, ... , El.}, 
então I P, I~ 6,1ogo pelo menos um dos elemenloe E/ é lal que I P. n E/I~ õ para 
rodo n e N; pois ae existisse n e N tal que I P. n Ell< S para lodo j = 1, ... , k1 , 

como Ej ~ El; &eriamas que 

p(EJ') = I'(EJ'n.El;J < 5, e neete caso I P. I< li, o que ó uma contradição. Chame 
de F, eole elemento e lonre a oequência (P. n F1):;':1 de partições de F1• 

Procedendo d& mesma form& para P,, P,, ... , obtemos uma oequência (F m 1::, tal 
que para. cada m, 

Fm E Pm, Fm c Fm-1 e I Pn n Fm I~ 6 pua n = 1, 2, .... 

Logo, !'(F.);<:: ó para todo n E N. Se F= f1:.,1 F., então F E E e 
!'(F) = lim..-~ I'(F.) <: ó > O. 

Como p é não-al6mica, F não é átomo P"'" ,.., logo existe F, E E, suboonjunto 
de F tal que O< I'( F,) < p(F). E como cada F. E P. e F, é suboonjunto de tod.oo 
F., oegue que pala cada n, F, está contido ou ó disjunto de cada elemento de P •. 
Em oulraa palavraa: dados n e E E P., então F, Ç E ou F, n E= 0. 

O...a form& se • < mfn {I'(F,),p(F) -p(F,)} e e> O, então qualquer elemento 
E que é a união de elementos de alguma partição P. satisfaz p(EI:!.F,) > e; poia se 
F. !: E, F. es&ará conüdo em apenas um dos elemtmtos cuja união é E, e neste caso 

I'(El'.F,) =!'(E- F,)= !'(E)- p(F,) > p(F.) -!'(F,)> p(F)- p(F,) ><;e 
se F~ nE = 8, então 

p(EilF,) = !'(E)+ p(F.) <: I'( F,) > e. Logo, F, e < contradizem o fato de 
(P.)::'=• ser densa; mas por hipótese ela é densa. Logo, 6 = lim,_~ I P. I= O. 

3.11 Trmymp; 
Conoidezando o espaço ([0,1]; p!lO, 1]); m ), se ( Q.)::'.,1 é uma oequência de partições 

de [0, 1] formadaa por intenaloo tal que 
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Demonstração: Sejam s > O e E um subinten'Oio fechado de [0, 1]. C-omo 
lim.-~ I Q. 1- O, existe um naturaln ial que I Q. I< ~-

Se E= [a, bj, exiate um 1inico intervalo E, da partição Q. tal que b E E1 • Caso 
a E E1, seja E., o intervalo de Q. adjacente à esquerda de E1• ÜMO a E E,, seja E3 o 
intervalo de Q. adjacente à esquerda de E,. Jw final de um número finito de paosos 
con..,guimoo um intervalo El da partição Q. tal que a E E •. 

Logo, E Ç \.t=• E; e [(\.t=• E;) - E) Ç E, u E•; e ent.ão 

!l(El> u:., E;)= p((u~. 1 E;)- E) 5.;<(1':1 u E•) = !l(f;,) + p(E•) < ~ + ~ = < 

pois E1 e E. são elementos de Q •. 
Logo, todo subint•.rvalo fechado de [o, l] pode ••r apr<mmedo poJ uma união de 

elementos de Q •. A demonetração termina ao observarmos que a coleção das uniõe. 
finitas de oubintervalos fechados de [0, I] gera .8((0, 1]). (ver (I] pág. 8). 

3.12 n.linição: 
Dadoe E. F E !:, delinimoo piE, F) = piEt;.F). Demonstra-se i\'er proposição 

abaixo) que p é uma pseudo-métrica em E, e se identificarmos dois conjnntoo de E 
pela relação: 

E = F se e somente •• I'(ELlF) = O, p será uma métrica em !:; chamada de 
métrica asoociada a }J e (E, p) é o eepaço métrico asoociado a (!1, E, p). 

3.13 Proposição: 
Considerando a identificação acima temos que p é uma métdca em ~' e as 

aplicações: 

- f: Ex E__, E; f(E,P) =Eu P; 

- g: Ex E---> E; g(E,F) = EnF; 

- Jt:E~R 

• ---" ' I Bao ww.onnemen .. e contmu.u. 
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Dem.onsirasão: É claro que p é p06ithll definida e siméirica.; e n&ando aa indUBões: 
(E- G) Ç (E -F)U(F- G) e (G- E) Ç (G- F)u(F- E), le11106 que: 

p(E,G) = p(El>G) = p(G- E)+p(E -G) :>; p(E- F)+ p(F- G)+ 
+p(G- F)+ p(F'- E)= p(ELJ.F) + p(FLJ.G) = p(E, F)+ p(F'.G) para todos 

E, F, G""' E. Logo pé mét.rica. 

As continuidades uniformes de f, g e p reoultam das oeguiuteo desigualdades: 
!'((E, U F,)- (E~ U Fo)) + I'((E, U F,)- (E, U F,)) :5 I'(E1 - E2 ) + p(F1 - F2 ) + 

I'( E, - EI) + p(Fo u FI); 

I'((E, nF,)- (E,nF,))+ p((E,nF,) -(E, nF,)l :Sil(E,-E,) + IJ(F,-F,)+ 
I'( E,- EI) +I'( F• u F,); e 

!I'( E) -I'( F) I=! I'( E- F) -I'( F- EJ[:51J(E- F)+ !'(F- E). 

3.14 T00rema (Halmoo-Von Newma.nn): 
Se I' é não-atômica, E é separável e J.l(!l) = 1, enlio existe um ioomodismo T 

entre ([o, 1], P((o, I]), m) e (n, E, 11). 

Demonstração: Como E é oeparó.> .. l, exíote uma aequência ( E..)::'=l em E que 
a gera. Para cada n, defina P,. como a coleção formada peloa conjuntos da forma 
m=, A; ande para cada i= 1 ..... n,A; =E; ou A;= E:. Logo. P 1 = {E1.E}}, 
P2 = {bi n E,,E}n E,, E, n.Eg, E}n.Eg}; ... 

Dessa forma, (P.I::'=1 é uma oequência de partições de !'l que claramente é decres-
1\, • • d (P. .,,. ' d . ( "')~ " (' ' - ,. . cen,e. •Ja.JS am a, tt. ... 1 e ensa, p01s ~ nal gera u. ;omo 1J e nao-a OIDIC&, o 

Teorema 3.10 garante quelim.-~ I P.[= O. 

Para definir T, suponhamos que: 

P, = {E:.~};P, = {~.~.~.m, ... ,P. = {E:'}1:,. 

p..,,. Ej E P,, definim"" Ff Ç (O, 1), por Ff = (O, I'(ElJJ. loto é poosÍvel poio 
p(O) = I. Logo m(Fl) = I'(Ef). 

Para E; E P1, delinim011 F~ Ç [O, 1] por F'f = [p(Ef), 1], logo 
m(F:lJ = I- p(Ef) = J.l(n}- p(E/) = !'(~). E procedendo desta forma, na 
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n-ésima. partição ía:zemos: 

Para Ef, definimos FJ' = (O,I'(Ef)J, logo m(F,") = I'(Ef), e para cada 
i= 2, ... , 2", para V; E P., definimos Fl' Ç [0, 1], por 
F;= [!'(Ef) +···+!'(V;.,), !'(El'l + ... + ll(El')l, logo m(F';) = !'(E;"). 

Dessa forma ob\eJII()8 uma sequência {Q.}::".1, {Q.} ={Fi', ..• , Fó'.J, de partições 
de [0.1] em inten-aloo e tal que lim.-~ I Q.l= O pois lim.-~ I P.l= O. 

Logo pelo Teorema 3.11, (Q.):O, é densa. Podemos definir 

T: U:;'.1 P0 ---. U::".1 Q. por 
T(E;) = F;: e eJ>tÕO !'(E) = m(T(E)) para todo E E U:'.1 P~. Podemoo ainda 

est.ender T às uniões :finitas de elementos da& partições P,. de forma. a continuar presei
vando medida. r...,ndo T(t!,., E,)= lf;., T(E;), onde para lodo i= 1 ..... k,E, E P. 
para algnm natural n. 

Então T é uma Ílometria de um aul>conjunto denso de (E i p) sobre um sul> 
conj""to denso de !,8([0, 1]), >.) onde >. é a métrica a&SOCiada a m, e p é a métrica 
associada a 14; e como tal pode eer estendida de forma única a um isomorfismo 
T : E __, ti([O, 1]). Observe que o falo de T ee< isomorfismo segue o fato de T 
pteseJVal uniões, inteueções, medida e da. continuidade uniforme destas aplicações. 

3.15 Cgmlário: 
Nas oondições do Teorema 3.14 existe um isomorfismo méhico 
f: L1((0, 1],X) __, L,(!i,XI tal que para cada/ e L,([O, 1],X)e cada 
E E E. fs fdm = fr(B) 1'fd!'· 

Demonstrasão: S.ja 51 o conjunto das funções simplee modelada& em 11([0, 1]1 a 
valores em X. e 5.1 o conjunto das funções simples mode1adas em E a \-alares E'.m X. 
Defina: 

t:s,-s, 
f= E7., <l;XA1 -1'! = E7., <l;l(T(A;); onde E7.1 <liXA1 é a repn~ 

sentação canônica de f, isto é: 
se i :/:- j, então a, :F a; e At n _.ti = O. Logo E::l a,XT(A,) também está 

na f<mno conôaico poio T(A;_) n T(A;) =O desde <JIIe A; nA;~ 0. 

Provemos algumas propriedades de T: 



• i) 1' é linear : 

• • 
T(af) = T(a,Ea;_~.<,) = T(,Eaa;_~A,) = 

t:.l 1'=1 

• • 
Eaa;.l(T(.<d =a LUiXT(.<•) = a1'f. 
1=1 i=l 

- Se f= Ef=1 e~iX.4., e g = L~1 btxs~; ambos em 81, 

para obtermos a expressão de f+ g, drinimos os conjuntOI!I: 

O, = At - Uj=• B;; 02 = A2 - Uj,., B;; .•• ;c. = .4,. - Uj.1 B;; 

e as escalares: 

" -b·~ -< •. , -b· t•+' - 1, , .. .y.~ - UIJ,, ••• , , .. +- - "'' 
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e então 
n+(n+l)m 

f+ 9 = E 'fiXa.; 
i=J 

e neste caso temas 

n+(ntl)m ~'~' 

1'(! + g) = L ô'iXT!C;I =E <l;XT(A;-UJ!,,B;I+ 
f=l i=l 

m 11 m " 

+E b,tXT(Bru~ 1 AJ) +E l:).a; + b;h:T(AEnBJI = EGtX(1'1A,J-u:011'(B1)J+ 
i=1 i=1 i=l f=t 

m nm a m 

+E bi:\:(r(B;J-vi.1T(A1)) + EE(a; + bil:\:(T!A,)n!B11l = Ea;xT(.<•) +E biXT!B1) = 
j=l 1=1 j;;:] i=l J=l 

= Tf + Tg. 

• ii) 1' índepende da representação de f: decorre imediatamente de i). 

• iíi) T é sobrejetora : dada / = E:=l aiXCo e ~' como T é isomorfismo, 

f= Ef.., OiXT-•(a;J E S, e f f~ f. 
• ív) t é injetora: 

Como 1' é linea<. basta IDOI!Ira.r que 1' f = O implica f= O. 

Se 1' f = O. então E:',1 ••XT(A;) = O a menos de um conjunlo B E E tal que 
p(Bl =O. Mas 1'/(z) =I pa.ra lodo z E U?=t T(A;), logo 

LJ:'=1 T(A,) Ç B e então !'(Ur=, T(A,)) = I'(T(Ur=,.-1;)) = O; e contO T é 
isomorfismo, m(U~. 1 A;) = O e partanlo f = I:7c1 O;); A; = O. Logo, T é injetora. 

• v) Para. cada E <ê p([o, l))e cada f <ê S,. lemoe fs fdm = fT(B) 'l'fdl'. 

• • • Js fdm = k"f,••x•,dm = "f,a;m(A;U E)= "f:"•I'(T(A;U E))= 

Ê a;I'(T(A;l nT(E)) = L.s Tfdp. 
tcl .. , I 
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• vi) T é ioomelria, poio se f ; E:=• ll;XA; E S;. ent.ão l/fi/ ; I;~, lla;l/x .. , e 
portanto 

11/lh = J. 11/lldm = J. f lla;ll:~;.,,dm = Ê lia; IIm( A;)= 
(0,1] {0,1] i=l i= I 

• • 
= DI••IIP(T(A;H =i E lla;l/xT .. ,dp =i 111'/lldp = 111'/fh. 

i=t o i=I n 

Dessa forma, podemoo estender f ao fecho de S,,S, = L,([O, 1], X), daoeguinte 
maneira: dada f E L1{_[0,1], X), enste ({.):.,, uma oequênáa. em S, tal que 
lim.--111 - /.11, = o: e então delluimos 

Tf = lim Tf0 • 
__ , 

Provemos que esta exleuoão ~ 110bre L1(1',X): dada f E L,(l', X), seja(].);:'=, 
uma. sequência em S, que con\'erge em norma para f. Como i' é 110bre S,, para 
cada n existe /. E S, tal que T /. = /.; e como T é isometria entre S, e S,, 
e (!~);:'= 1 é uma sequência convergente em S,, então (!~):'= 1 = (T-'!};.));:'=1 
~convergente om S, 1 iato é: exiole f E L, ((O, 1], X) tal que lim.-oo IIJ.-Jll = O. 

Maio ainda, f f = lim.-oo f / 8 = lim__, f. = f. Portanto a extensão de f a 
L1(_[0,1], X) é oobre L1(p, X). 
Além diai!O, se E E ,8{(0, 1]) e f E L,![O, 1], X) obaen1Uitos que a aplicação 
L1 ([0,1], X) -+X. 

f --+f a fdm é contÍnuo; poia de o.cordo oom 2.14 temoo que 

11/, fdmfl $/,11!1/dm $ f 1/llldm = 1/J'Ih 
B B f{o,t] 

Logo temos que 

/, J'dm = /,lim f.dm = lim f f.dm = lim f 1' j',.dl' = 
B B,._OCI •-?QJB -?<;'JT(B) 

= J. fim Tf.dp = J. 1'/dp 
1'{.8) 0 .... ~» Tf.B) 

onde (/ n.):=l é uma sequência em S1 que converge a f em norma. 
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Portanto T : L,([O, l],X) ---> L,(Jl,X) é isometria e fs fdm = fT(B) T fdl' 
para todo E € p([O, 1)) e toda f € L,([O, 1], X). 

3.16 Observl!ljào: 
Suponha que o oeguillte resultado já. tenha sido provado: X tem Jl - P R./V •• e 

someute oe X tem I' I ~. - P RN para toda oub-<r-álgebra oeparáYel E. de ~-

Logo oe I' é não-atômica., para pto\'llf que X tem Jl - P RN, basta. pro\'llf que 
X tem 11 I Eo - P RN onde Eo é uma sub-<r-álgebra separável de E tal que 11 I Eo 
tarnbml é niio-atllmica, pois CllllO contrário fazemos I' I E.,= 111 + !'?. como em 3.3; 
e logo se X lem Jlo?.- PRN. por 3.4 X lsm I' I E.- PRN. Note que I'> 6 medida 
nã.o-atômic.a. e E0 é separável. 

Os doia pr6ximos resultados são de [11]. 

3.17l&mA: 
Seja f E L1 (!') e :!;0 uma sub-<r-álgebra de E. então eJCiste uma única 
g e f,, (I' I ~;.) tal que 

f11 fdl' = f11 gdl' para todo E E Eo. Mais ainda llslb S llflb • •• f 
for posith"a, então g também será poeitiva. 

D.mumstração: DMna À( E) = J8 fdl' para cada E E E. 

I À(!'!) l=lfo fd" ls; k I li d" < oo 

pois f E L,(p), logo H finita.; e se E E Eo •I'( E)= O, então À(E) = JB fdp =O. 
Portanto ). < 1J I E., t pelo Ttortma de Radon-Nilrodym, existe g E L, (I, I :!;o) tal 
que -I( E) = Ia fdp para todo E e r;.. 

Logo J1,gdl' = J11 fdp para todo E E r;.. Mais ainda, sabemoa que I À I (E) = 
fs I g I dJA, para todo E € E. e 

I À I (!!] = •up t I .q (E;) = sup t I J. J'dp j:::; 
'=.1 i=l B 

:5•upÊ/.IfldJl= k lfldp. 
f=l B O 
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Logo, 

llulh =L I o I a,. =I~ I (n) :5 L I f I a,.= 11/11,. 
Portanto llolh < 11/11•· A última afirmação e a unicidade são óbvias. 

3.18 Proposição: 

Se f E L, (p, X) e Eo é uma sub-u-álgebra de E, então existe uma única 
g e L,(p I E., X) tal que fB gdl' = fB fdp. para todo E E Eo e ll«llt :-:; 111'11·· 

Demonstração: Primeiramente tome f E L,(iJ,X) sirupl .. , f= Ef., Z;.l(B,. Para 
cada i= I, .•• ,n; oabemoo que x 8 , E L1(1'), logo pelo Lema 3.17, pa•a cada i, exiote 
g; E L,(l' I ~) tal que J,. XB1dp. = ],. g;dp para todo E E Eo. 

Defina. g = E:'ct z;g;. É claro que g e L,(p I E., X) e que a aplicação T que,.,.; 
d .. fun~ oimpl .. de L,(iJ, X) em L,(l' I Eo, X) eleva f em g é linear. 

Além dísoo, ut.ilizaado novamente o Lema 3.lí, tem01 que: 

~ 11 t.ux,llxs,lh = fn llflldP =li/Ih-

Portanto llulh :5 11/lh, ioto .!, T é continua. Logo T t.om oxlensão lioear continua 
a L1(p,X). Seja f E L1(1',X), e (f. I::'., uma sequência de funções símplos que 
convergem para/. Para cada n, lome g. E Lt(l' I !:o, X) tal que !11 g.dl' = ]11 j.dp 
para todo E E Eo e defina g = lim.~~ g. que existe por continuidade. Logo, 

L fdp =L limf.dp = lim L f.dp = lim fsg.dp = Llímg.dl' = j
8

gd" 

para todo E E Eo; e por continuidade tarnb.!m, ll9lh 5 llflh· 

3.19 Teorem~ (Cbatterjí [6]): 
Seja (E.):.1 uma sequência crescen1e, :ieto é: para c::ada n E. ~ E•+l• de sub

n-álgebraa de !:, e f E L, (1•, X). Para cada n, oeja f. E L1 (I• I !:0, X) tal que 
J8 j'.dp = f8 jdp para lodo E E E. e defina EM como oendo a u-álgebra gerada por 
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U® " n=l ....,,.. 

Se f= E L,(JJ /E~, X) é tal que fBfdJJ = fsf=dl' para lodo E E E~, então 
lim.-~ 11!.- 1~11· =o. 

Demoll!ltra.ção: Seja Eo = U:=l E. e defina para cada n, a seguinte aplicação: 

dada por fs T.gdf.' = fs gdf.t, para todo E E E. e toda g E L,(JJ, X). 

Logo pela proposição 3.18, (T. ~ 1 é umasequência de operadores lineares contÍnuas, 
IIT.II ~ I para todo n e por bip6teoe T.f = f •. 

Seja lo uma função simples modelada em E0 a valores em X, isto é: 
fo(w) = XF(uJ).a; onde a E X e F E Eo. MM para algum N E N, F E E., logo 

para todo n ;::: N, temos T. !o = lo, e então 

lim.-~ IIT.Jo - fo/b = O • Seja • > O. 

Como o conjunto das funções simples modeladas em Eo é denso em L1 (JJ / E0 , X), 
dadag E L,(p I I:., X) tome h simples modelada em Eo tal que llg-hlj, <i Sabemos 
que existe "• tal que .. n ;::: no. temos que IIT.h- hlb < i· logo para n 2: no; 

IIT.g - Ylh $; IIT.h- hlh + IIT.g - T.h//. + 119 - hlb = IIT.h - h//.+ 
• • +1/T.(g- hJij, + lig- hl/, $; IIT.h- h//. + 21/g - hlb < ~ + 24 = !, 

Logo para toda g E L,(JJ I Eo, X), lim.-~ IIT.g- ulh =o. 

Mas f E L1(JJ / E,, X) portanto lim.-~ 1/T.J~- !~11, =o. C-omo E. ç E~ para 
todo n. segue que T.J = T.f _ para todo n, logo 

3.20Notasão: 
De agora em diante P vai denotar uma parüção de n em um númmo finito de 

elementos de E, de mOOída posltl\'&. lato é: P = {E1 , E~, ... ,.&,} onde para cada 
i= !,2, ... ,n,E, E E e JJ(E;) >o e alémdiuo O= Ui',, E; e se i'# j, E;nE; = 0. E 
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{ p} vai denotor wn eoDjunto d .. partições p de n. 

Dadas P1 e P2 em {P}, defina P1 < P2 se para cada A E P2 , existe B E P1 de 
forma que ll(A- B) =O. Então I{P}, <) I! um conjunto dirigido. 

Para cada P E { P}, defina: 

onde F: E -X é uma medida vetorial. É claro que para toda P e { P}, fp é 
simples, logo {fp)Pe{P) é uma rede em L1(1', X). 

3.21 Teorema (IWnnow [25]): 
Uma medida vetorial F: E- X tem derivada de Radon-Nikodym f E Lt(I'.X) 

em relação a p se e somente oe a rede (fp IPe{Pl é de Cauchy em L, (ll, X). 

Demonstração: Suponhamos qu<> F(AI = JA fdp para cada A e E e mostrem"" 
que {fp} Pe{P) é rede de Cauchy; isto é: queremos provar que dado • > O, existe 
P, E {P} tal que se P, P' > P,, e.ntão II!P- fplh <e. 

Suponha que isto ..,ja falso. Logo existe •o > O tal que para loda P E {P}, 
existem P', P" > P tais quellfP•- fp,.ll2 2eo. 

Logo 2eo S 11/P•- fp .. Jf, S llfp•- !Pih + flfp- fp .. fl, logo 

máx {llfpo- fpJI,; flfp•- !PII} 2 •o 

Construa indutivamente uma oequência de partições, fnnçãea e sub-17-álgebraa da 
seguinte forma: 

Para i= 1, lome P, = {!l}. fP> = ~gjxn e E,= {!l}. 

Para i = n, suponha P, < P, < ... < P. partições tais que flfp_.1 - fp,fl 2 <o para 
i = 1 ..... n - I. Logo existem P', P'' > P. tais que 

11/P• - j, .. fl 2 2eo, logo P' ou P" pode ser tomada como Pn+l de forma de 

fiJp•+• -f P.ll 2 <o· 
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Tome E. = cr(P.); E,.= E e f,.= f. 

Logo (E.):,, é uma sequência cr""""nt. de oub-<1-álgebras de E, f E L1(1J, X) e 
IA f.d!l =IA fdl' paza todo A E E.. · 

Então pelo Teorema 3.19, lim,...~ llfn - f® lb = O; o que é falso, pois 
lim,._, llfP1+1 -/p1lh =<o paza iodo i. Portanto {fp} é de Cauchy. 

Reciprocamente, se {fp }PE{P) é uma rede de Cauchy, existe f E L1 (11, X) tal que 
limp IIIP- /Ih= O. Mootremoo que para cada A E E, temos F(A) =IA fd!J. 

A aplicação 

L,(!l, X) - X; g - JA gd11; onde A E E é claramente contiuu.., 
pois 

logo JA fd!l = limp f.< fpd!J. 
Mas se P é uma parlição que contém A, isto é: 
P > {A, !l-A}, temos 

f f P(B) F(BnA) 
}, fpd!J = }, E (B) )(Bd!l = E (B nA) !l(BnA) =F( A) 

A .A BEP p. . . BEP JA 

logo FP) = JAfpd!J, para toda P >{A, f!- .t}, portanto 

F( A)= limpj_,fpd!J = JAfdl'e então f é a derivada de Radon-Nilrodymde F. 

3.22 Cilrolário (R.0nnow (25)): 
Uma medida >-eiorial P: E--+ X tem derivada de Radon-Nikodymf E L1(p,X) 

ae e somente ae para toda sequência creoc.,nte {P;}. a ..,quô.ncia (fp.) é de C~uchy 
em L,(p, X). 

Demonstração: Se F(.t) = JAfdp, para todo .tE E, é imediato do Teorema 3.21, 
que (fp1) é aequência de Caurby. 

Reciprocamente, ae F não ~m li1eth:ada. de Radon-Níkodt-m em L 1 (~, X) pelo 
teorema 3.21, (fp) não é uma rede de Cauc.hy, e dE'la podemos extrair uma sequência 
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(fp;) que não é de Cauchy, de forma que ( P;) seja cr...,ente, o que nos d& o absurdo. 

3.23 Proposição: 
Uma medida vetorial F: E -X tem derivada de Radon-Nikodym em relação 

a IJ ae a restiçào de F a toda sub-a-álgebra E0 separável de E, F I E,, tem derh'&da 
de Radon-Nilrodym em relação a. J.'• 

Denw ... tração: Seja (P,) uma aequência creecente em { P} e E, = u(LJ:'=1 P,). 
Logo !:o é sub-o-ál&ebra separável de r;, Por hipótese existe fo E Lt(JJ I E,, X) tal 
que F(A) "'iA fdJJ para todo A f: !:o. 

Pelo teorema 3.21 sabemos que (fp,J é de Cauchy em L,(~t,XI. Portanto, pelo 
corolário 3.221emos que F tem derivada de Radon-Nilrodym em L1(JJ, X). 

3.24 Corolário: 
Se X tem a propriedade de Radon-Nilrodym em relação à restrição de I' a toda 

sub-o-álgobra separável E, de E então X tem a propriedade de Radon-Nikodym em 
relação a p. 

Demonslr~: Seja F : E ~ X medida vetorial de vari~ limitada JJ
continua e seja ~o uma. sub-a-álgebra separável de E. 

C'OliBidere a restrição de F a Eo, F I E.. Logo F I Eo < 1J I Eo e 
I F I•. I (ll) =>I F I (ll) < oo. 

C=o X tem a propriedade de Radon-Nikodym em relação a 1J I E,, FIEo tem 
derivada de Radon-Nilrodym em relação a IJ. Logo pela proposição 3.23, F tem 
den\'&da de Radon-Nikod~'ID em relação a I'· Portanto X tem a propriedade de 
Radon- Nikodym em relação a I'· 

3.25 Obo.rvação: 
A ' d I' ' ' ' rda.d . d ' . d recJproca o coro arJo acuna. e ve tua. se.n o necest~arm para sua emana-

tração o resultado que garante que uma medida vetorial de variação limitada e 1.1-
contln.ua definida em uma sul;a-álgE'bra de ~! tem extensão p-con1{nua. de variação 
limitada a E. (ver Chatterji (7], "note a.dded in proot"). 
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Abaixo dcmonoiramoo o Teorem~> principal deo$e capiiulo. 

3.26 TIWl'!!!a: 
Se um Mpaço de Banach X rem a propriedade de Radon-Nikodym em relação à 

medida de Lebesgue m nos borelianoo de [O, 1], enião X iem a propriedade de Radon
Nikodym em relação a toda medida finila não-alômica. 

Demonstração: Suponhamos p. não-atômica. Podemos supor que p.(íll = I, pois 
caso contrário se F : E --.. X é medida vetorial de variação limitada e Jt-ContÍnua 
então a derivada de Radon-Nikodym de F em r.Jação a I' será l'(í!i./, onde f é a 
derivada de Radon-Nikodym de F em relação a ;;liiJ· 

Pelo corolário 3.241 basta mostrar que X tem a PRN em relação a p.f E01 onde Eo 
é uma aub-q-álgebra. separável de E. Pela obeen"8Ção 3.16 podemos supor que J.l I Eu 
também é não-atômica, e é claro que I' I Eo(nJ = J•(fl) = I. Logo, pelo corolário 
3.15, exilte um iSOIIlOI"&mo 

1': L1([0, l]i,X)--+ L,(p.l Eo, X), 

lal que pa<a lodo E E ,8{[0, i]), fB fdm = JT(E) Tjdp., onde Tê o isomorfismo 
entre 8![0, l]l e E.,, que o Teorema 3.14 garanre que existe. 

Agora seja F : E --+ X medida >-etorial de variação limitada e F < I' I E0 • 

Defina 

I': ,8([0,1])- X 

F(E) = F(T(E)). 

Logo se m(E) = O, então p.(T(E)) = O e neste caoo F(T(E)) = O; então F( E) = O. 
Portanto I' < m e I F I ([O, I)) =I F I ({!) < oo. 

Como X lem a propriedade de Radon-Nikodym em relação a m, exime 
f E L1([0.l),X) tal que F(E) = j8 fdm, para todo E E p((O, 1]). 
Como f E L,([O, 1], X), 1'/ E L,{p I Eo. X), e 

F(E) = f fdm = f Tfdm 
JB }p(B) 
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e então F(T(EJ) ; Jni<J Tfdl' para lodo E E ,ll([O,l]i. Como T é sobre ~ •• 
lemos que 

F(Aj ; L T /di' 

para lodo A E ~.; isto é: 1' f é a derivada de Radon-Nilrod~'ID de F em relação a 
11 J E,. Portanto X lem a PRN em relação a 1-'/E.. 

No corolário abaixo demonstramos a caracterização dos espaços de Banach que 
t.em a PRN, que nos dispW!emos a de.mon&t.rar desde o infcio. 

3.27 Corolário : 
Para que um eopaço de Banach leJJba a PRN é necessário e suftcienle que ele a 

tenha em relação a medida de Lebesgue nos borelianoo de [O, 1]. 

Demonstração: A necessidade é ób..ia a partir da definição 2.18. A onficiência é 
decorrência imediata do C-orolário 3.6 e do Teorema 3.26. 
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Capítulo 4 

MARTINGALES, 
DENTABILIDADE E A 
PROPRIEDADE DE 
RADON-NIKODYM 

No cap{t'Ulo anteriot vimoe que algumae técnicas dotJ espaçoe Lp peiiDÍ1em relacionar 
intimamente a propriedade de Radon-Nikodym com a medida de Lebesgue nos bore
lianos de [0, 1]. Neste capÍtulo estudaremoo técnicas maio elaboradas usadas prind
palmente noo espaçoo de Banach. A molivação para esse estudo ainda é a propriedade 
de Radon-Nikodym, tendo em l-ista a sua grande impartancia. no desenyolvimento 
mais recente da Teoria do Eepaçoo de Banach. 

Para ilustrar a importância da propriedade de Radon-Nikodym no deoenvolvi
men&o da matemática como um todo, eatudaremoe técnicaa que surgiram com a 
análise desta propriedade noo espaços de Banach. Como exemplos podemos cilar 
a introdução do conceito de e&paçOB uniformemente convexOB por J.A.Clarkson em 
1936, e o concejto da dentabilidade introduzido por M.A.RieJI'el na década de 60. 
Estndazemoo também o conceito de Martingales, que apesar de não ter se originado 
com a análise da propriedade de Radon-Nikodym, está. a ela int.imamante reladonado. 

O conceito de conjuntos dentáveis, apesar de puramente geométrico, mostrou-se 
perfeit8Dlenle adequado ao estudo da propriedade de Radon-Nikodym, e foi ulilliando
o que vários pesquisador"" conseguíram chegar a r""ultados muito relevantes. Por iBso 

50 



o estudo da rela.çào do conceito da deatabilidade e elas técnicas que dele surgiram 
com a propriedade de Radan-Nikodym foi escolhido como lema central deste capitulo. 

Como anteriormente, ao longo deste capÍtulo (0 1 E1 p) aerâ um e21paço de medida. 
finita e X em espaço de Ba.nach. 

Us&Ddo uma linguag<m mais especializada, reintroduzimos abaixo alguns concoi
toa que estudlmlOS no capitulo anterior. 

4.1 Definic;ão: 

• S. Eo é uma aub.a-álgebra de E e f E L, (flo X), dize"""' que uma aplícaçw 
g E L1(11 I E.,. X) é a eopeJançacondicional de f em relação a E., se para todo 
E e Eo, tivermos que 

Notação: o = E(!IEo). 

• Seja (T, ::;) um conjunto dirigido e (E1)1eT uma rede de sub.u-álgebras de 
E. Uma rede (f,) !E., é uma X -martingale eJD (!l, E, p) se para cada t E T, 
!t E L1(piE1, X) e se t1 ::; 13 implicar que E,, Ç E., e E(f, I E~ ) = /,,. 

O conceito de martingales está estreitamente ligado à Estatiatica., tendo na ver· 
dade dela se originado. Inicialmente a rede (ftl~eT era formada por \'ariá.veis aleatórias 
definidas em um espaço amostrai, que nada maia é que um espaço de medida finita. De 
acordo com Doob [13], os probabiliataa já lidavam com int.egra.io de ÍUllÇÕel definidas 
em conJunioe abtf.tratos mesmo antes dos analistas sequer sonharem com a Teoria da. 
Medida. 

4.2 Obsenac;w: 
A proposição 3.18 e o Teorema 3.19 garant•.m a •-alidade dos seguintes resultados: 

• 4.2.1- Proposição: Se f E L1(p,X) e E., é uma •uh-a-álgebra de E, entw 
E(! I E.,) exisle, é ÚDÍca e 

IIE(!IEollh ::; llflh· 
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• 4.2.2- Teorema (Challerji): Se f € L1(11,X) e (E.);:'=1 é uma sequência cres
cente de sub-u-álgebras de E, então a X -martingale (E(!! E.));:>., é com'Orgente 
em norma, islo é: exíste foo e L,(lt,X) tal que 

llin \IE{IIE.)- J~lh =O. 
·-~ 

M.W. ainda f~ = E(fiE~), onde E~ é a u-álgebra gerada por lf.'=1 E •. 

4.3 Exemplos: 

• i) Seja (A,)::'=• umasequênciade conjuntos disjuntos de E cuja união é Q; e seja 
Eo a u-álgebra de todas as uniões de membros de (A,);:'=•· Se f E L 1 (~t,X), 
vejamos que, convencionando ~=O quando necessário, temOJ que 

~ f: JA.nB fdl' ~tiA.. n E)= f: j fdl' = J. fd~t, 
•=li'( A. n E) . . •=1 .<.nB B 

pois E = U:'., {A, n E); dado que Q = U;:'., A.,. 

• ü) Seja F: E--+ X medida velorial. 

I= {1r = {.~,,A 2 , ... ,A,};A; € E,11(A;) >O e V;'=1 .4; = Q} o conjunto das 
partições de Q em um número finito de elemenios de E de medid& positi>ll. 
Defina "' :S .,.., se '11'2 é mais fina que "'' como em 3.9. Logo, (/, :S) é um 
conjunto dirigido. Par& cada~ e/, defina 

. F(A;) 
J,(w) = li{ A;) 

se w E Ai e ~. a a-álgebra gerada por todos os elementos da partição 1r. 
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Provemoo que (f.).EI é uma X -martingale. Note que f,= E.<E< 9~/XA· 

Para cada. '7r E J, f-.: assume apenas um ntÍmfio finito de valores, a saber: 

F(.t1) F(A2 ) F(A,) 
!'(AI)' I'(A0)' ... , I'( A,)' 

Logo, J. é simples e portanto J. E L1(1J, X) para todo ~E J. 

Agora, sejam 1rt,1f2, E I taio que 1rt ::; "'2· É claro que E .. 1 ç; E._.,, e se E E E,1, 

então fB J..,dp = fB !., dp poís cada elemento de .-, é uma união de elementos 
de ~. e F é aditiva. 

É fato que a propriedade de Radon-Nlkod.ym está. intimamante Yelacionada com a 
convergência. de mariingales, e os várias reaultad01 demonatrados em [7) comprovam 
isBo. Como exemplo ptovarerD.CI& que PRN implica na convergência de toda martin
gale unífurmemente limitada. 

4.4 Proposição: 
Se X tem 1'-PRN e(!.)::".,, é uma X-martingale em (!l, E,IJ) uniformemente lim

itada, isto é: sup,ll/.11• < oo; então !.f •. l:;o., converge em L,(IJ, X). 

Demonstração: Defina Eo = U;;'.1 E. e F(El = lim.-=f8 fndl.l para todo E E 
E0 • Esle limite existe pois se E E Eo, existe m E N tal que E E Em e da definição 
de martingale temos que se m1 ~ m, 

isto é: 
FIEl = lim I /.dl' = I J-diJ. 

ft.-+J'J()}B }B 

Logo, F é msdida vetorial de variação limitada e J'-COntfnua definida em E0, 

pois I F I (IJ) = sup, Í::AE•I!F(.t)l! $; sup. fn 1!/.lld!' < oo, e se 1.1(E) = O, então 
fB J.d/.1 =O pala todo n. logo F(E) = lim.-~ fB J.d/.1 =O. 

Por 1.16 F admite extensão & a-álgebra ge<ada por E0 , denotada por E~ que 
mantém todas estas propriedades. Como X tem a PRN, existe f E L, (1', X) tal que 
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F(E) = f8 fdl' para todo E E Ew 

Para cada n, tome E. = E(JIE.J. Se foo = E(JIE~J por 4.2.2 lemoo que 
lim.-~ IIE.- 1~11 =o. M .. , •• E E E., 

k E. di' = k f dp = F(B) = k J. dp; 

portanto, E. = j. I'- q.s., e então lim.-oo 11/.- f~ li• =O; isto é: (f.J::"=t converge 
em L 1(p. X). 

4.5 Defiaição: 

• um aubcoujunto A Ç X é convexo se para. tod.oa .z, 11 E A e tE (o, n 
tz+(l-t)y E A. 

• se A ç; X, a envoltória. convexa de A é o menor subconjunto conYexo de X que 
contém A. Notação: co(A). 

• se :z E X e<> O, B.(:z) = {y E X: 11!1- :zll ~ •} é a. bola. fechada de centro • 
e ra~o e. 

• um conjunto A ç; X é dentável se pai'& todo e > O existir um elemento :r E A 
tal que 

~f co( A- B,(z)). 

O lema abaixo estabelece outras caracterizações de dentabilidade para conjuntos 
limitados. 

4.6 r...w,. (Dieatel e Uh! [11]) : 
As oeguintea alirmaQjes oão equivalentea: 

• i)todo subconjunto limitado de X é dentável; 

• ii)lodo subconjunto limitado e fechado de X é dentivel; 

• üi)todo subconjunto limitado, fech.ad.o e convexo de X é d.entável. 

~~~~ as implicações i) => ii) e ii) * iii) são trhriaia, logo basta mostrar 
~ em i). 
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Para isso, seja A ç;; X límílado e e > O. Logo éo(Al é limilado, fe.:bado e convexo, 
e por üi) temOB que cõ(A) é denlável. Portanto existe z, E cõ(A) tal que 

z, tJ co(éO(.t)- Bt(z,)l = Q. 

Mostre~~~<~~ que (A- Ql "# 8. 

Suponha que (A - Q) = A n Q' = 0. Neote coao teriamoo que A Ç Q, e como 
Q é convexo e fechado, co( A) Ç Q. Maa z, E oo(A) e "• tJ Q o que nos dá uma 
coniYadição, logo (A- Ql i 8. 

Seja de (.4- Q). Logo, de .4. Mostromos que di éo(A- B,(d) ). 

Para U.so, vejamOB quedE BJ(z,). Se di B~(z,), teriamoo que . . . . 
dE (.4- Bf(z,l) Ç oo(A- Bf(•,l) Ç Q; 

e então de Q o que não é verdade. Logo, dE B~(z,), e portanto (.4- Q) Ç Bt(z,). 

D-a forma (A- B,(ál) Ç Q, poilo se do E (.4- Bt(dJ), do E .te lido- áll ;:: <e 
se do tJ Q, do e de (A- Q) e então 

lido - dll S lido - z,ll + lld- •·li < ~ + ~ = e, um absurdo. 

Logo, (A- B,(d}) Ç Q, e porlanlo oo(A- B,(d)) Ç Q uma ve• que Q é fechado 
e com-exo. Como d f. Q, d f. éo(A- B,(d)).Iogo de A e d f. co(A- B,(d)). ou seja: 
A é dentável. 

AB propcxri.çõee abaixo contém 015 primcirOD indici06 de como 015 c.onceitOI!:I de uw;r
tingales e deniahilidade são interligados com a propriedade de Radon-Ni.kodym. 

4.7 Proposição (RieJfel): 
Se lodo oubconjunio kchado e limitado de X é denlá.vel, então X tem a pro

priedade de Radon-Nilmdym. 

Para. demonstrar esta proposição, precisamos dos dois lemas provados abaixo. 
Para .. suas demoll81raçôetl seguimos Dieelel (9]. 
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4.8.~ 

Se lodo subconjunto fochado e limitado de X é dentável e se F : E __, X é 
medida vetorial !'-contÍnua e de variação Hmitada, então pa.ra todo • > O e todo 

E E~+= {A E~: I'( A)> 0}, existe FB E E+, FB Ç E tal que o conjunto 

tem diâmetro menor ou igual a e.. 

Demonstração: De acordo com o lema 4.6, podemos supor que todo limitado é 
dentável. Considere I F 1:!: - R a variação de F. Logo, pelo Teorema 1.8, existe 
h E h1{p), h<: O tal que 

I F I (E)= f8 hdl' pa.ra lodo E E E. 

No cl180 em que h for limitada em F, ieremoo 

{(GJII <I F I (GJ =_!_i hd < 
p(G) - p(G) I'(GI a I' -

pa.ra todo G Ç F, G E I;+. Ou seja: A{ F) é um conjunto limitado quando h for 
limitada em F. 

Sejam e > O e E E E+. Como E = U::'..{w E E : h(w) < n}, dado que 
procuramos um subconjun1o de E, podemos supor que h é limitada em E 1 pois caso 
contrário passamoo para um subconjunto de E. Logo podemao supor que .1(E) é 
limitado, e port8llto deniá>-.1. 

Então existe z E A( E) tal que> 1/- oo{.1{E)-Bf(•)) = Q; ou seja: existe Go Ç E, 
G0 E r;+ tal que 

F(Go) 
:r.= 

p(Go) 
e 

F(G0 ) !i! éb(A(E) _ B•(F(Go)) = Q. 
p(Go) ' II(Go) 
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Se diBID A(GoJ S t, temoo o resultado. Caso contrário e:xiste B Ç G0 , B e E+ 

tal que n~g:l- ~j)ll?: ~(essa afumação é uma simples aplicação da desigualdade 

triangular); logo ~f 80(:.). 

Mas B Ç a. Ç E, B e E+, logo~=~ e A( E) e porlanto 

íJ!j e 6:>(A(E)- Bt(~)) = Q. C'()mo B e E+, existe um menor inteiro pooitivo 

k, tal que IJ(B) ?: ~ •. 

Chame E, = B e B, = ao- E,. Se IJ(B,J = O, como E, Ç ao; lerlamos 
J.I(Go) -~t(E,) = J.i(Go- E,)= J.I(B,) =O, ou .. ja: IJ(ao) = ll(E,J. 

Mas da IJ-COntinuídade de F, terlamos F(Go- E,) =O o que implica F(a0 ) = 
F(E,} pois E1 ç G0• Logo QZ:f = ~P,j, o que é um absurdo poi• ~g:j <i q e 

~:~ = a:1 e Q. Disso iitamos que B, e E+. 

Se <ÜBID A(B,) S t, temos o resultado. Caso contrário, procedendo como o.nteri
ormente e ap]ic:&ndo a hipótese para. Bh obtemos um menor inteiro posith'O A:, ~ ~h 

para o qual existe E, Ç B., E, e E, I'( E.) 2: J!;- e Q:;l e Q. ChBIDe B, = B, -E,, 
e como antes 11( B,) > O. 

Se diam .-l(B.i) ~ .e, temos o resultado. Caao contrário, existe um menor inteiro 
posilh'O k, 2: k2 para o qual existe E, Ç B,, I'( E,) 2: f. e ~2) e Q. 

Se nenhum 8; é tal que diorn .4(8;) S <, repetimos o processo indefinidamente 
para obter uma oequência (E,.);:".1 de elementoo disjuntoo de E. e uma sequência 
não-decrescente (k,.):=l tais que 

para todo n. 

I 
I'(E.)?: k. 

~i!~] e co(A(El- Bt<~)l = Q 
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N • E' " ' ·a • E. ru:J. ote que, por construçao1 8e E LJ, E Ç ( o - Ut..=l A:) e ,.
1 
B') E Q, então 

I•(E'l ::;; 6· t*l 
Como os elemenl011 de (E.);;",1 são disjuntos, temos que 

~ 

p{E.) = p( U E,.) ::5 p(fl) < oo 
-~1 

logo lim,.... 00 p(E.) = O e portanto lim.-oo k. = O. Indique Fs = (Go- U;;':1 E.). 
Prov=os quo diam A(F8 .l ::5 e. 

Se Fs ti .. soe medida nula, da p-continuidade de F, teriamoe que 
F( F,) = O, e logo p(Go) = p(U:=• E,.) e F(Go) = F(U;:;,, E.). Neo~e CMO 

F(Go) F(U:,, E.) L::=, F( E.) 
p(Go) = p(U~, E; I = p(U~, E;) = 

= E F~E.) .I'( E.) = E I'~·) . F( E.) 
•=1!'(U1=, E1) !'(E.) •=•~-'(U;=• E;) !'(E.) 

Logo ~ E Q, pois pa:ra cada n, E,. ç; Go ç; E e 

f: 1'~·1 = 1. 
oati'(Uj=l Ej) 

Mas ~g:l </. Q, logo p(FB) >O, isto~: Fs e~+. 

Seja E' ç; Fs. E' E E. Logo E' ç; G0 - U"..,, E, para todo n. 

FCB') • Z!B') ) Logo,"" t'(B'J </. Bt(•), en~ao 8 ,1 E (-!(E)- Bt(z) ç; Q. 
JI(E') ::5 :C;: para. todo n, iolo é: 11(E') = O. 

E por (*} !emoo 

Desoa forma ae E' e E+. E' Ç Fs então ~:::1 li Q. Logo oo E' E ):;+. E' Ç F" 
então 

IIF(E') _ F(G0)II < :.. 
p(E') !'!Gol - 2' . . 

e pela desigualdade triangular !emoo que diaru A( F,) ::5 e; e com isso provamos o 
lema. 
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4.9J:.mm; 
Sob M mesmas condições do Lema 4.8, para todo ! > O, existe uma partição 

enumerável #' = (E,:);':1 de {2 formada. por elementos de ~ 1 tal qne para cada i1 

diam A( E;) :S: •· 

Demonsiraçào: Seja e > O. Usando 4.8, para E= O, considere n1 o menor inteiro 
poositivo para o qual exiote E, E E tal que 

p(E,) ;<: * • diam A( E,) :S: s. 

Agora usando 4.8 para E= Ef (uole que oe p(Ef) = O, a partição desejada seria 
(Et, Eí.ll, CO!lBÍdere n., o menor inieiro positivo maior ou igual a n1 para o qual existe 
E, E E, E, Ç Ef tal que 

p(&,) ;::: !, e diam A( E,) ~e. 

Caso seja. necessário, procedendo dessa forma indefinidamente, construímos uma. 
l!lequência ( E;J;:1 de elementos di.sjuntDI!I de E e uma aequência nà.<H:I.Krescente ( n; J;.1 
tais que: 

!'(E.);<: ~~ e diam A(E1) :S: • para todo i. 

Maia ainda: de acordo com a OOIUJlruçio, ee E' E E, E' Ç (_lfJ=l Ej( e 
diam A(E') 5 <, então !'(E') 5 .,~ 1 • 

Como (E;);;;, é formada. por elementos disjuntO!! de E, temos que: 

E!:, I'( E;)= p(U1:,1 E,)~ I'(G) < oo, 
logo lim;...~ I'( E;) = O e portanto lim;-~ n; = oo. 

Tomando E'= (Ui:, E;)', temos que para todo i, E' Ç (U}=, E;)'. 

Ao auporm011 que p(E') >O, pelo Lema 4.8 temos que exiole E" C E', p(E") >O 
e diamA(E") :S: e. Logo, pela obsenação acima, lemos que 

ft(E") 5 •;~l para. todo i, e t'lntão p(E") ~ lim;:-.OQ .... ~ 1 = O 
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isto é I•(E"J = O, um abourdo. 

Portauto, !<(E')= O , ou seja ,<(!lJ = !'(U~ 1 E;). 

Dessa forma ao defininnos & = (U~ 1 E.Y! temos que w = (E.:)~ é uma partição 
de !l tal que diam A(E;) !>' para lodo i. pois por construção diam A(E,) !> s para 
todo i:<: 1 e diam A(E0 ) =O pois -~(Eo) = 8 uma vez que !'(E0 ) =O. 

Em (28), Wilauaky utiliza-se do mesmo argumento uando nos demonstrações doo 
Lemas 4.8 e 4.9 para demonstrar uma versão mais geral do Teorema de Rndon
Nikodym( 1.8), onde a medida com oinal >. não nec ... ariamente é fuúla ou meomo 
u-fuúia. 

Demonstração de 4.7: 

Seja F : I: - X medida vetorial Jl"'eontinua de variação limitada. Utilizando 
4.9 repetidas \"eRS para. e = ~' considere (1r")==l = ((E;');:1):1 uma. sequência. 
creocen!e em rela<;ão ao refinamento de partições de !l, tal que diam A( Ef' J < ,J.,-
para lodo i e todo n. Defina para cada n: • 

g,.:n-x 
oo F(Ef'J 

u. =E (E•) XBr· 
t=l JJ f 

Logo, cnda g. é uma função elementar modelada em E, logo g. E L1 (!', X J para 
todo n. Mostremoo que (u.J:'=l é uma aequência de Cauchy em L1(!', X). 

Para cada n, defina: F,. ~ f 8 g,.dl-'1 para todo E E E. Logo, ae ,. é uma partição 
de Q em elementos disjuni06 de E, 1emos: 

L IIF(E)- F.(EJII = L IIF(E)- f. g.dpll = 
BE• .BEw 8 
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Logo llln..-~ Ese.IIF(E)- F,(EJII =o pois,, é finita. 

Desaamaneiralim.-~ I F-F.I (n) =O, e portanto lun,.-® I Fm-F.I (íl) = 
O, e por 2.5 lemoe: 

lim f 119m- g.lld" = lim llg,.- g.ll, =o, 
'"'-~ Jo tn,-~ 

ou seja: (g.);:';,1 é uma sequ&.cia de Cauchy em L1(1', X); logo existe g E L1 (1', X) 
tal que lim..--119 - a..lh = O. Para cada E E !:, como cada ... é partição de !l, 
temos 

"' F(Er n E) F(Ef) 1 I'( E) 
:S.Eil (El'nEJ- (E1')111'1EfnEJ< 2"~'"(EfnEJ= 2"~' 

l=lJL .•. JJ, 

que tende a zero se n - oo. Logo lim,_~ IIF(E) - J,. g.dl'll = O. Portanto, 
F(E) = lim,_= fs g.dp. = fs gdp.. Logo, X tem a propriedade de Radon-Nilrod}'Dl. 

4.10 Proposição: 
Se loda X -martingale em ([0,1], P([o.l]), m) uniformemente limitada é conver

gente, então para todo A Ç X limitado e todo : > o, existe z e A tal que 
~ ~ .,p- B.(•)). 

DemoDBlração: Suponha que exista A Ç X limitado e t > O 
tais que z E co(.~- B,(zl) para lodo z E A. Inicialmente suponhamos que todo 

z e A podeserescritodaformaay+(1-<>)<: onde et E (0,1); y,z e A; llz-•11 > < 
ellz-:11>•. 

Então escolhendo arbitrariamente Z1 E A, podeDl08 escolht>.r uma.sequência (z,.):=l 
de elementos de A tal que, para cada n, 

z,. = <1'n:l:371 + (1- o:"'):r.:m.+li Uz.- :r.:m.ll >e e 
llz.- Z:m+JII > • e a. E (0,1). 
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Seja (In);:'..1 uma sequência de intem>loo semi-ab.xtos superiormente de [0, I) taio 
que: I, = [0, 1), I,= [O, t>J), Ia= [t>J, 1) e pa<a n = 4. 5, .... 

I.= I,. U l:m+J, m(l,.) = u,m(l.), m(l,.+J) = (I- "•)m(l.). 

Seja E, a u-álgehra gerada por {I. : 2' :5 n :5 :J'+l}; e 

defina: J.: [O, 1)- X 

~·-1 

f• ~ E ~.x,, . 
.,.=2· 

É claro que E, Ç E,., para todo k, e cada f• é oimpl .. , logo f> E L,(m, X). 

Da construção dos íntenaloo (1.);:'..1, se E E E,, e k1 > k, então 
fB f,dm = fBj,,dm. 

Logo, (1.)~ 1 é uma X-martíngale em ([o, 1], 11([0, 1)), m). Maio ainda: esta mar
tíngale é uniformemente limitada, pois 

2 .... 1_1 2l+l-1 

•up,)lf•Jh = •up,li :E m,J,)h = .•up, fnll :E m•xi,))dm :5 
t=2.. n=2 .. 

, ...... _] 

5 sup, E J, ll••lldm = sup,llx•ll f dm = sup•ll••ll < oo, 
n=2• Ia J[o,I) 

poía ( •• 1;;'=1 Ç A, e A é limitado. 

Para todo t E [O, 1), 11/.(t)-f>+t(t)ll > •, poía .. tE J,, J.(t) = z, e f>+t(l) = '" 
ou~ ........ 11~·- ~ .. 11 >e e 11••- .,. .. ,u > •. 

Logo IIJ.- f,..., I!, = ~ 0 , 1 1 I!J.- f•+•lldm ~ •.m([O, 1)1 = •; portanto U•l;;'=1 não 
é de Cauchy em L.(m,X), logo não é convergente, o que contradiz a hipótese. 

Para. o caso geral, cada ponto z E A pode ser escrito como combinação convexa 
de um numero finito de pontas de A cujas distâncias a z são maiores que e. E t-.ntão, 
procedendo como ames, em cada etapa os intervalos são dhididos em um número 
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finito de su~intervalos cujas amplitudes são proporcionais aos coeficientes da com
binação convexa. Exemplificando: 

&colha :r.o E A. Logo existem :r.1,z21 .•• , Z211 E A e a:1 < a:2 < ... < Gn em {O, 1) 
t.ai8 que ~<I;;;; í:j"'1,a;;:l!.: e ll.no- :r.: li> t para i;;;; I ..... n, e Lf=-1 a.:;;;; 1. 

Chame / 0 = (O, l]e subdi>ida ! 0 em subintervalos I, ... , I. cujag amplitudes são 
proporcionais a a1 . .... a.," 

•- ad . • 1 2 '" ' 1 •' [O 1) . ~orapara~ _a1,eXJete-~z;,:r.;, ... ,:r.1 E~"tec:t;, ... ,c:t; E , ta~sque 

z; = ~j~ 1 ~zl e l!:r.:- zfll > z para iodo j = l, ... , n;. Subdivida cada/; em nt 
b. • rval I' 1"' . plit d - . . 1 ., su m~~oe os , t ••• , , CUJM am u es sao propotClOD.lllB a o,, ... , cr, . 

E assim sucessivamente, como antes, conseguimos uma X-martingale em 
([O, 1], .8([0,1]), m) uniformemente limitada que não é convergente. 

VeteiD08 agora tr&s lemu euencialmente geométricos, cujaa d.emonstraçõea são 
de\idas a Huff e Morris (21]. 

4.11 J.ema.: 
Se 11 Ç X é não-dentá,..J. fechado,lirnilado e convexo. então e.xlste < > O tal que 

t.odoz' e X' e todo o:< supz'(K), ocmtjunto S(z',o:,K) = {z e li: z'(X) ~o:} 
não admite t:-rede finita. 

Demonstra<;ão: Suponhamoo, oem perda de generalidade, que K Ç B1 (0), e use
mos a seguinte caracterização de denlabilidade: A Ç X é não-denlável se e somente 
se existir p >O tal que para todos z' e X' e"< sup z'(A), diamS(z',o:,.~) ~ p. 
(Para. a deiDOD5tr~ deMe {atol .... -eja. o Apêndice). 

Logo existe p >O tal que para lodos z' e X' e<> < sup z'(K), 
diamS(z', a, K) ~ p. Seja<= ~· 

Sejam •' e X', "'< sup z'(K), S = S(z', <>, K) e H = {z E K: z'(•) = <>} Ç S. 

Suponha que S tenha e-rede finita; isto é: suponha que existam z, ... , •· E S tais 
que S !: lf;'., B,(~,). <Jomo a < sup ~'(K), existe w e K lal que <> < •'(w). logo 
S "# /l; e como o hiperplano H é fechado e convexo, temos que S "# /l = éo(H), logo 
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podemos supor que para algum m ::5 n~ 

S =co{ H u (S n (B,(>,) u ... u B,(z~)ll) 

In8S 

S "# K, =co( H u (S n (B,(z,) u ... u B,(zm)J)). 

No caso em que m = I, basta tomar K1 = H. Seja 11o E [(S n (B,(z1))- K1] e 
tome 11 E X' tal que 

c= supy'(S) ?! y1(yo) > supy'(K1) =a. 

Tome ,'I tal qu.oa < f3< c e 

f3-a>!-1._ 
c- a 12 

e defina S' = S(y', P, S) = {z e S: y'(z) ?! ,'1}. Mostremos que diamS' ::; p. 

Para isso seja L= {z e ,l:l,(z1 ) ns: y'(z) ~a} e K, = {z e S: 1/(>)::; a}. 

É claro que K, ç K2 e 11o e L. Maio ainda: 

LuK.;) Hu(Sn(B.(z1 )u ... uB.(z~)J) 

logo S =co( LU K,). 

C<llliO {> E S: y'(>l > ,'1} é denso em S' e relal.ivamente aberto em S, e como 

co(L U J(,j é denso em S. lemoo que r.o(L U K,) n {"e S: y'(~J > p} é denso em 
{z E S: y'(>) > .B} , logo [co( Lu K2 )) n S' é denso em S'. 

Seja >.z +(I- À)y E [eo(L u K,)) n S', oude O::; À::; 1, z e L e y e K,. Como L 
e K, são convexos, todo elemento de co( LU K,J tem essa forma. Portanto 

e então 

isto é: 

.a::; y'(-\" + (1- -\)y) :s; Àc+ (l- -\)a= À( c- a)+ a, 

f3-a P À>->1--- c-a 12' 

(1- ,\)<L. 
12 
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Seja À>+ (1-À)fi outro ponto de [co(LvK,)nS1 com: e L, fi e K2 e O::; À::; 1. 
Logo (I - X) < f;, e entã.o: 

li(>..+ (I- À)yl- (ü + (1- >-liilll::: li( À~- >-•11 +li(!- ÀJvll + 11(1- >-Jii)ll::: 

< 11~ - (l - A)z - f+ (I - ~)til + _e_+ _e_ < 11~ - ~til + 4P = 
- 12 12- 12 

= llz -i li + e < 2e + e = 2e + e = p, 
3- 3 3 3 

pois K Ç B,(O) e z,;; e B,(z,). Logo, diam S' 5 p, e portanto S' = S(y',ll, S) 
está contido propriamente em S(y', {3, K); pois diamS' = S(y', {3, K) > p. 

D ... a forJDB existe: E [S(y',,S,K)- .'J1,logo y'(z) ~ tJ e z !E S', o que impüca 
que z !E S, isto é: z'(,) <a. 

Seja w E S'. Como K, nS' = 8 (pois setE K,, y'(t) 5 a< {J e ae tE S', 
y'(.t) ~ !f), temos que w !E K,, e como H Ç K 1, z'(w) > a. Logo, elriste O <I" < I 
tal que ps+ (1-l•)w E H. 

Mas !i'(J.I' + (1 - p)w) = I"Y'(:) + (1- J.I)Y'(w) ~ 1"!9 + (1 - J.ll/1 = /I; logo 
1">+(1- I")'" E S'; o que é uma contradição pois S'nH = 8, uma ve~ que K,nS' = P 
e H Ç K1• Logo S nã.o tem e-rede finita. 

4.12l&mA: 
Sob as mesmas condições do Lema 4.11, existe • > O lal que: 

K = oo(K- (8,(•1) u ... B,(z.))l, 

para todo conjunto finito {•1, ••• , •.} Ç K. 

Ikmonstração: Suponha que para todo e >O, exi•ta {z, ... ,z.} Ç K tal que 
K-# oo(K -(B,(zt)U ... B,(z.))), o que equivale a diser que K contém propriamente 
r.õ(K- (B,(z1) V ••. B,(z,))), pois H é fechado e convexo. 

Logo elriste z E K tal que • !E co(K- (B,(•d U ... B,(•.l)l. Aplicando a segunda 
forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach (ver Apêndice) para o compacto {z} 
e o fechado co(K- (B,(z1 ) U ... B,(z.))), temos que existem z' E X' e a: tais que: 
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z'(•) >"e z'(y) <a para todo y E cõ(K- (B,(z1 ) U ... B,(z.))). 

Logo, Ct < sup z'(K), pois% E K. Mostremos que {z1, ... ,:rn} é uma e-rede 
finita para S(z',",K). Para isso seja,, E S(~',a,K). Logo, ~'(z) ::0: "• portanto 
, ft <o(K- (B,(z,) u ... B,(z.))). 

Mas z E K e K é convexo, logo z E U:.1 B,(z,), ou se-ja, S(:r.',a:, K) Ç Lf=1 Bt(z;) 
e portanto (:1',,. .. ,~.} é e-rede finita para S(~'.a.K), o que cont.radio o Lema 4.1l, 
e completa a. demoruJ.tta.çio. 

4.13 Lema• 

Sa K é um subconjunto não-de.n&ável, fechado, limUado e convexo de X, cujo 
interior K" é nào->'liZio, então existe e > O tal que 

K" = oo(R-o- (B,(•1 ) u ... u B,(z.))) 

para todo conjunto finito {z1, ... , ••} de K. 

Demonstrasão: Como K satisfal as hip6teses de 4.12. seja e> O tal que 
A'= <o(K- (B,(z,) U ... U B,( •• ))) para todo {z1, ... , •.} Ç K. 

Seja {z1, ... , z.} um subconjunto Gnito de K, e seja. 
J = cõ(K - (B,(z,) U ... u B.( ... ))). 

Então K = <:õ(J) e J0 = 11:0 - {B,(•1) u ... U B,(•.)); pois 

J" = (K- (B,(z1 ) u ... u B,(z.))0 = (K n(B,(z,) u ... u B,(•.))'j" = 
= K 0 n((B,(z1) u ... u B,(o.))')0 = K" n ((B,(z1 ) u ... u B,(z.))'r= 

= K" n (B,(zd u ... u B,(z.))' = K"- (B,(z1) u ... u B,(z.)). 

vor [211] pág. 27. Note que J Ç Jo, pois se • E J então • E K e 
• ft (B,(,.,) u ... u B,(•.)). 

S.ja y E K0 , logo o inter. -alo [y, •) está totalmente contido em K 0 , e para pontoo 
w E [y, •) suficientemente próximos a •· w ft (B,(•t) U ... U B,(•.)). Logo, • é ponto 
limite de pontos em 1S:0 - (B,(zJ)U ... uB,(•.)) = J"; logo • e Jo e portanto J ç J•. 
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Dessa fol11Ul, 
co(J) Ç co(J0

), 

e eomo o interior de um convexo não vuio ooincide com o interior de seu fecho, 
temoe. 

K" = (co(Jl)" = (coJ)0 Ç (cõ(J0))0 = co(JO), 

4.14 Proposição (Davío e Pholpo [8)) : 
Se X contém um subconjunto fediado, limitado, con\-exo e uão-dentá.vel, então 

X também contém nm subconjun~o fechado, limi~ado, convexo, nâo-dentável cujo 
interior é não-\-uio. 

Demonstração: Seja K Ç X fechado, limitado, convexo e não.dontáveL Se 
H0 - 0, considere H1 = K + B1(0), PrO\ .. moe que K1 é não-dentável, 

C=o K é não-dentát,l, existeo >O, tal que • E co(K -B,(z)) para todo z E K. 
Logo se y E (K + B,(O)), u = :t+ v onde :tE H e v E B,(O). Mas z E co(K- B,(z)), 
logo 

("+v) E (ro(K- B,(zl) + B,(O)] Ç co(( H+ B,(O))- B,(z +v)) 

(veja no Apêndice a demonstroçiio desta última continência); logo 
u = (z + u) E &((H+ B,(O))- B,(y)), e portanto K + B,(O) é não.dentáveL 

Agora basta lomaz K, = K1 = (J( + B1(0)); e então K, é claramente fechado, 
limitado, convexo e ]()/ 'I D. E como K1 é não-dentá,,l, K, também é não-dentável 
(\'eja Apêndice). 

Uma consequência importante de proposição acima e doa lemas anteriores é a. 
seguinte propoeiçiio: 

4.15 Proposição: (Hulf (20)l 
Se para todo A Ç X fecllado e limitado e para todo • > O, existil z E A tal que 

z i <<>(A- B,(z)), entôo todo subconjunto fechado e limitado de X é dentáveL 

Demonst.ro<;iio: Suponha que exista A Ç X fe<:hado, limitado não-dentáveL Por 
4.6, existe H1 Ç X fechado, limitado, con,..,xo não-dentável. e por 4.14 existe H Ç X 
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Logo! pelo Lema 4.13, temos que para todo {:r. 1, •.• , :r.n} Ç K, 

K 0 = <<l(K'- (B,(o1) u ... u B,(•.l)J. 

Escolha arbitrariamente •o E K' e indique F1 = {r0}. 

Mas zc. E J(O = co(K- Ba(zo.l); logo existem il'] 1 ••• 1 Zw E j(O tais que z0 é uma. 
combinação con,..,xa de {~ 1 ••••• ~.}. 

Chame F,= {z,, ... , z.}. Logo Fi ~ oo(F,) e como cada z; ~ B,(z0 ), temoo que 

ll•o - o; li ~ •, para todo i = 1, ... , n. 

Repetindo indefuúdamente eate procedimento, podemaa escolher uma. sequência 
(F.)~ 1 de subconjuntos finitos de K 0 tal que paracadan. F. C co(F.+1 ) e se~ E F., 
y E Fm e n 'F m, então 11•- Y!l;:: :. 

Seja A = lJ::1 F.. Logo A ~ fr."O e portanto A é limitado. 

Seja z E A. Logo z E Fn., para algum n e consequenteme-nte z E co(Fm-u); e 
entã.o :c= EJ.1cti:ri; onde pata cada. i:;;;;; l, ... ,k, 0< llt < 1 e Zi E Fm+t• 

Mas por oonalrução, Jl•- •;li ~ • para todo j, poia% E F. e •; E Fm+l· Dessa 
forma ltj '1. B,(z.l. para todo j. Logo, 1t E co(FN+'- B.(r)) 1: co(. A- B,(z)). e então 
•.:;; co(A- B,(z)) para todo •.:;; A. 

Vejamos que A é fechado. Para iaso seja (•.)::'=! wna sequência de Cauchy em A. 
Logo, cada "• pertence a algum F.'; e como !lo:.- •mil ~ • se ri 'F m', então existe 
m tal que a partir de um determinado Índice, Zn. e Fm. Mas como Fm é finito, ele é 
fechado e então ( 1t .);:'=1 converge para um ponto de F m que est& contido em A. Logo, 
A é feclwlo. 

Dessa fonna, A é feehado limitado e para todo • E A, • E co( A - B, ( •)) ; o que 
contradiz a hipóteae. Logo, lodo fechado e limitado é dentável. 
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Podemos agora combina:r os resultados anteriores de forma a demonstrar o prin
cipal Teorema do capÍtulo 3. 

4.16 Teorema: 
X tem a propriedade de Radon-Nikodym se e somente se X a tem em relação à 

medida de Lebe.gue nos botelianoo de [O, 1]. 

Demolllllração: Suponha que X tenha a PRN em relação a m, e que X não tenha 
aPRN. 

Pela propooição 4.7. existe A C X fechado, limitado não-dentável, logo pela 
proposição 4.15 existem B Ç X fechado e limitado e • > O tal que para % E B, 
z E «>(B- B,(z}). 

Deoaa fonna, pela proposição 4.10 existe uma X-marlingale em ([O, 1}, 11([0, 1)), m) 
unifonnemente limitada nâo-roi:M!rgente. Finalmente, pela proposição 4.4, X não 
tem a PRN em r.Jação à medida de Lebe8gue em 19([0, 1)), o que nos dá uma con
tradição. 

Com isso provamos que o f.a.to de X ler a PRN em relação à medida de Lebesgue 
em ,6'([0,1]) é sulidente para que X tenha a PRN. A necessidade é óbvia. 
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A 

APENDICE 

Neste Apêndice apreoentamoo as demonstrações de alguns resultados que aparecem no 
texto, mas cujas demonstrações, por motivos didáticos, foram omitidas num primeiro 
momento. 

Novamente (f!, E,11) é um espaço de medida finita, e X é wn espaço de Banach. 

À seguir dem0118tTama& que eob algulllM condições, M definiçõetJ de memmrabili
dade de 2.1 e l.l oãa equivalente.. 

A. I Definição: 

• ll é uma medida. completa se todo subconjunto de um conjunto de medida. nula 
per&enter à u-álgebra.. 

• Uma aplicação f : f! ~ X tem imagem 11-e ... ncialmente oeparável se existe 
E E!: tal qu•I•(E) =O e j(E') é separá,..! em X. 

A.2 Proposição: 
Se p. é completa e f : ll ~ X tem imagem p-essencialmente separável. então 

existe uma sequência (/n.)=-=l• fn: O- X, de funções simples modeladas em~ tal 
que lim,_00 IIJ.- f li = O p- q.•. •• e somente se para todo aberto Y ç; X, tivermos 
r'<Yl'" ~. 

Demonstração: Suponha que exista tal sequência (J,.)::1 e seja Y C X um aberto. 

Logo, pela proposição 2.6 existem E E E e F um subconjunto de um conjunto de 
medlda nula t.aio que 

r'(Y) = EUF. 
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M.as como J1 é completa, F E E, logo J-'!l') E E, pois E é a-ál!!"bra. 

Para. a. Yi?ciproca.consideYe E um conjunto de medida nula tal que J'(_EG) é separável 
em .Y. Seja (::r 11 J;-=l uma se:quência densa. em j(./ECJ. 

Para cada n, defina. X, = {zJ, Zz, ... , :r.17.}. Seja 11 E Ec e defina. J, da aeguinte 
forma: se dist(.J(y), X.) > 1, então /.(y) = O, CMO contrário, seja i o maior in
teiro em {J, ... ,n} tal que dist(j(y),X.) <f, e seja j o maior inteiro para o qual 
lllfy)- •;li < +· Defina /.(y) = z;. 

Desaa forma, (J,)~ 1 é uma sequência. de {UJl(jÕes simples. 
Moelremos que Jim.-~ li!. - !li = O 1-' - q .s.. Para Í8SO seja y E E' e O < e < l. 

Tome um inteiro k tal que f < < e um inteiro m 2: k tal que IJ•m - f(y)IJ < t (isso 
é poosÍvel pois f(y) E /(E"), coojnnlo no qual (z.);:'=1 é densa). Logo, para todo 
n 2: m. >mE X. e dísl{f(y). X.) < t• logo 

1 
11/.<v)- /(ulll = ll•m- /!ulll ~ k < •· 

Abaixo demonstramos a afirmação feita na observação 2.11, que garante que a 
integral de Bocbner eatá bem definida. 

A.3 Propcl8Íçào: 
De acordo com a notação da definição 2.10, o limite de fs /.dp. quando n tende a 

infinito existe, e índepende da sequência f!a):c'=1 considerada. 

Demonstração: Para provar a existência do limite., basta provar que (16 f.dp.)':= 1 
é uma. sequência de Cauchy em X, e 1880 é verdade pois 

IJ k J;.d/.0- k fmdl-'11 ~ L 11/n - J',.lld/.0 ~L 11/n -J'IIdJl +L IIJ',.- JlldJ1, 

e Um.-~ fo 11!. - flldp. = O. 

Provemos agora a. independência da.sequência. Para isso, &eja.m (j',.):.1 e (g.):1 

eequência.e de funções simples tais que 

lim f li!~- flldp. = Um f llg. -llldp. =O. 
-~lo ,._o:.oa lo. 
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Dessa. forma temos: 

J!..'!!, 11 fe f.dp- fe g,dpll s l!..'!!,fo llf.-u.lldp s .1!..'1!, fn IIJ~- flidp+ J!..~ fn llf-9.11dp = d 
Logo, 

Passemos agora à demonstração de que todo espaço de dimensão finita tem a 
propriedade de Radon-Nilrodym. 

A.4 Propo&~: 
Para todo n, a a tem a propriedade de Radon-Nikodym. 

De-monstração: Se-ja F : E --+ R8 medida. vetorial p:-contfnua. de l-"M'Íação lim
itada. Sejam x-1 ! w2, .•• , w,. u projeçóelil canônicas de R• em R, e considere aa com
postas 1fJ o F : E -R, para j = 1, ... , n. 

Se (E0 }!,1 ê uma sequ~ de elemeutoa disjuntos de ~'então 

'X' CIO CIO 

~~o F( U E,)= ,.;(E F(E.)) = U (~;o F( E,)). 
o~l 

Se 1-'(E) =O, então F( E) =O, pois F< 1•; logo ~~o F( E) =O. Mais ainda, 

I 1r;oF I (Q) = •up, E I ";oF(A) I$ sup. E II";IIIIF(A)II = llw;lf•up. L IIF(A)il = 
AEs 6EW' Ae• 

= fl";lll F I (Q) <co; 
pais cada 7r j é um funcional linear contfnuo e F é de variação limitada.. 

Des&a forma. provamos que cada 1r;o F é medida. de variação limitada e p:.-contfnua.. 
Logo pelo 'Thorema 1.8 existem funçõeo f, f 2 , ... , f. em L, (I') t.W. que: 

"i o F( E) = J6 f;d!J; para todos E E E e j = I, ... , n; (•J 

Considere agora f : (l --t an dada por f = {!1, f,, ... , f.). 
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Pa.ra. cada. j, como f; E L1 (JJ)1 tome (J~X': 1 ~~equência. de funções simples que 
converge a Ji 1 e considere a sequência ((J; .... ,J!)):1 • Utiliza.ndo o fato de que 
quaisquer duas normas em Rn são equivalentes, podemos trabalhar com a norma h 1 

e neste caso temos: 

.lim li!- u;, r,, .... f~llh = lim r nu.- fi, ... , J~- f~)iidp = 
·-~ -~ln 

lim r I J, - f. I + ... I J., - f. I dp = -Cf.lln 

Seja E E E. Por (•) tem"' que 

F( E)=<!. J.dp, ... , f. f.dp).(••) 
B B . 

ProveiD08 que se g: ll--> R", g = (g, ... ,g.) é simples, então 
!J, gc4J = (JE (hdp, ... , fE g.dp). 

Suponha g;; E!!l rJfXl!., onde ca.da. a;= (a}, ... ,af) e R 0 • 

Logo, 
m m m 

g = L<.a!! ... ,a:h:so = (E:a;xa,, ... , La7xa;), 
i=l i=l ic:l 

m m m m J. gdp = ~a;p(E;) = Da!, ... , a:Jp(E;) = (~afp(E;), ... , ~a)p(E;)) = 
B i:l i=l 1'=1 i=l 

= (r Êa!xs,dp, ... , r Êa:xa,dp) = (r g,dp, ... , f g,dp). 
ls i=I ls i=l ls lB 

Com ÍSBo tell105 que pata cada j ~ 1, ... , n: 

Kj( f fdp) = 11'j()im f (fi, ... ,J';.)dp) = jim K;( f (fl, ... , f!}dp) = 
)B •-1X1JB ,_Cf.l )B 
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= lim •'if/, J1dp, ,,, f J,:dp) = .lim /, Jjdp = /, Jjdp. •--xo B j E ,_'X' E E 

Logo, JEfdJl = (f8 f,d!t, ... JEf•dJl) =F( E), por(**). Portanto, R" tem a pro
priedade de Radon-Nikodym. 

Passemos ao estudo do conceito de base de Schaud.er. 

A.5 Definição: 

• A sequência. (zn)~ 1 em X é uma base de Schaud,er para X se: 

i) Para todo z pertencente ao fecho do subespaço gerado pela s:equênc:ia {:tn);~l 
exi:Jte uma. única sequência (a.):1 de escalares 1.al q11e E:01 GnZ" converge a 
z em nonn.a; 

ü) X é ig11al ao fecho do subespaço gerado por (z0 ):,1. 

• Uma base de Schauder (z.):,, de X é limitadamente completa, oe para toda 
sequência (a.);:'=• de escalares tal que sup.ll EZ=1 a•x•ll < co. tivermos que 
I:: .. 1 a_.z,. converge em norma. 

O. espaços de Banach que têm base de Schauder apresentam dh..,.ns propriedades 
interessantes. Em [3] pág. 85 tem<» a demonstr~~~;ão que Co tem base de Scbauder, e 
que se 1 $ p < oo, IP e LP([O, 1]) também têm. É claro que se um espaço tem base 
de Schauder, ele é separável. Mas a reciproca não é \'etdadeira: em [16], P. Enfio 
provou qu• •• p ~ 2. 1 $ p < oo. então LP([O, I]) possui um •ubespaço que não tem 
bnse de Schauder. 

Enunciamos abaixo o resultado conhecido como "Seg11uda Forma Geométrica do 
Teorema de Hahn-Bana.ch". 

A.6 Teorema: 
Sejam A e B subconjuntos c.onvexos, não vazios e disjuntos de X. Suponhamos 

que A se-Ja fechado e B se-ja compacto. Então existem um funcional linear x' e X' e 
um. número real~, tais que! 

z'(•) > <> pllla tudo z e A, e 
x'(y) <a pala todo 11 E B. 

74 



Isto é: existe um hiperplano fechado que separa. A e B estritamente. 

Demonstração: ver [5] pág. 7. 

Demonstraremos agora duas caracterizações de conjuntos dentáveis que foram 
títeis em demonstra.Gões do capitulo 4. 

A.7 Lmill: 
A s; X é não--dentá.veJ se e 80men&e se existe t > O tal que para todos rr. 1 E X' e 

a: < sup x'(A), o conjunto 

S(x 1,a, A)= {z E A: x'(z) ~a} 

tem diâmetro maior ou igual a e. 

DernoDBiração: Suponha A não-dentável. Por defini~ão existe e> O tal que para 
todo z E A, x E éo(A- B,(t)). (•) 

Suponha que para todo • > O, exista z' E X' e a < sup :r'( A) tal que 
diamS(z',a,A) <<.Torne y E A tal que z'(y) >a. Logo S(z',cr,A) Ç B,(y). 

Seja z E t!.a(_.t- B0(!f)). Logo, z :::::; Ej.1 Àj'Z-j, onde Lj.1 À; = 1 e Zj E A, 
lia-; -yll >e para todo j. Portanto 

• • • 
x'(z) = z'(E A;x;_) =E À;x'(x;) <E A;cr =a 

j:=J j:=J j:=l 

pois r; E A para todo j. 

Logo, para todo • E co(A-B,(z)), ~'(•) <a, e então para todo • E éo(A-B.(• )), 
a-'(z.l::; a. Portanto 11 <1. éo(A- B,(_z)), o que contradiz (•.). 

Reciprocamente, suponha que e.xista e > O &al que para iodo x1 E X' e 

" < sup z'(.1), diarnS(z', "• A)~ e. (**) 

Suponha que A seja dentável. Por defini~ão, para todo < > O, existe :r E A tal que 
x <1. ro(A- B,(x)). Aplic011do A.6 para o compacto {z} e o fe<l!ado éo(A- Bf(x)), 
t.eJnos que existe z' E X' e a tais que: 
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%'(•) > " e •'(y} <"para todo y E co( A- B~(• J). 

Logo, o < sup z 1(A) poiA z E A. Seja z E 8(~r', et 1 A). 

Logo, •'('} ~,~e então z fJ_ cã(-4- Bt(•)l, e então z E Bt(x}. D .. sa fonna, 
pr<NamOil que S(~'. a, A) Ç Bt(r), logo diamS(z1

, a, A) < e, o que contradiz(**). 
Port.anto1 --1 é não-dentável. 

A.8l&iwl, (Davia-Phelpo (8]): 
A Ç X é não<lenlável se e somente se existe e> O tal que A Ç t'i:>(A- BJ(x)) 

para lodo • E A. 

Demonstração: Uma implicação decorre imediatamente da. definição de dentabi
lidade. Para. a outra, suponha A não-dent,á, .. J. Logo existe e > O tal que para todo 
y E A, y E co( A- Bt(Y)). 

Suponha z,y E A, llz- 1111 > ~- Então, y E c·o(A- Bt(z)j. Por outro 
lado, se li"' - Yil :~ i· então Bt("') Ç B,(y), logo y E ro(A- B,(y)) e portanto 
y E oo(A- Bt(•)J. 

A.9 Corolário: 
A Ç X, _ -l não-dentável, então A é não-dentável. 

Demonstração: Pelo Lema A.S, existe • > O tal que A Ç co(.t- B,(zj) para todo 
x E A. Logo. A Ç co( A - B,(x)) Ç ro(Ã - B,(z)) para todo x E A. (*) 

Portanto. para todo x E A, Ã Ç êo(Ã- B,(x)) Ç êo(Ã- Bt(x)). 

S.ja x E (Ã- .4). Tome z E A tal quellz- •11 < i• logo por (•) 

A ç <<>(Ã- B,(x)), 

mas é claro qu~l 
êo(Ã- B,(i)) Ç <õ(Â- Bt(z)). 

Logo, para. todo z E Ã, Ã Ç co(Ã- Bt(•Jl- Agora basta tomar p = ~ > O que 
pelo Lema. A.8 tenlO& que A é não-<lentável. 
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Demonstramos abaixo uma relação entre conjuntos que foi utilizada na demons
tração da proposição 4. 14. 

A. lO I&mi,: 
Sejam li ç X, • e K e v e B,(o). Então se s > o, 

[êo(K- B,(x)) + B1(0)] Ç co((K + B1(0))- B,(• +v)). 

llilllOllSiração: Seja y e [êo(K- B,(z)) + B,(Ol], então y ='+v, onde 
z e cõ(K- B,(,)) e v e B1(0). Logo, existe uma sequência ("•l:'=1 em 
co(lt."- Be(z)) tal que lillltt-Mo Zn. = z; dessa forma, para cada -n, zw. = L:!;1 >..jzj 

onde EJ~ 1 >.;' = 1, •'J e li e ll.tj - zll > s para lodo j = 1, ... , k •. 

Chameyj' = •j'+v, logo Yj e K +B,(O) •IIYj -(•+•)11 = ll•j-zll >e, ou seja 

yj e [(li+ B1(0))- B,(z + vl] 

para. todo j:. 1, ... , kn e pa.ra todo n. Desea forma, ee Yn = E'~ 1 À']Y'J1 temos que 
y. e co((K + B,(O)l- B,(• +v)). 

!\-las y,.. = z,. +v, logo lim,._'X' y,. = z +v;;; y, e porianto 
y e co((K + B,(o))- B,(z + v)l. 
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