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Resumo

O problema de determinar um conjunto de pontos num dado espago geométrico no qual
algumas distancias entre dois desses pontos sao conhecidas é chamado de Problema de
Geometria de Distancias. Tradicionalmente, estes problemas sdo modelados e resolvidos
por meio de otimizagdo continua, entretanto na pratica algumas aplica¢oes fornecem
informagoes que possibilitam a discretizacao do seu espago de busca. Neste trabalho
apresentaremos um método alternativo para a resolucao destes problemas cujas instancias
possam ser discretizadas. A abordagem considerada difere da tradicional por tratar
os objetos geométricos em um espaco de Minkowski por meio da Algebra Geométrica
Conforme. O modelo geométrico deste espago proporciona uma interpretagao natural como
primitivas computacionais dos objetos relevantes ao problema. Além de um estudo tedrico,
apresentamos uma aplicacao que utiliza o método proposto, para resolver problemas
referentes ao calculo de estrutura tridimensional de proteinas, conhecidos na literatura por
Discretizable Molecular Distance Geometry Problem - DMDGP.

Palavras-chave: Geometria de Distancias, Estrutura Tridimensional de Proteinas, Espaco
de Minkowski, Multivetor, blades, Produto Geométrico, Otimizacao Combinatéria, Algebra

Geométrica Conforme.



Abstract

The problem of determining a set of points in a given geometric space with certain
distances between two of these points is called distance geometry problem. Traditionally,
these problems are modeled and resolved through continuous optimization. However some
practical applications give information which enable the discretization of its search space. In
this work, we present an alternative method for solving these problems whose instances can
be discretized. The approach differs from the traditional one, since we consider geometric
objects in a Minkowski space by conformal geometric algebra. The geometric model of this
space establishes a natural interpretation as computational primitive of relevant objects
for the problem. Besides a theoretical study, we present an application that uses the
proposed method for solving problems related to the calculation of the three-dimensional
protein structure known in the literature as the Discretizable Molecular Distance Geometry
Problem - DMDGP.

Keywords: Distance Geometry, Three-dimensional Structure of Proteins, Minkowski
Space, Multivetor, Blades, Geometric Product, Combinatorial Optimization, Conformal

Geometric Algebra.
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Introducao

O DGP! ¢ definido na literatura como o problema de determinar um conjunto de
pontos em um dado espago geométrico, onde algumas distancias entre eles sao conhecidas
(LIBERTT et al., 2014). E o problema fundamental de uma 4rea de pesquisa consolidada,
conhecida como Geometria da Distincias - DG?, que tem como areas fundamentais a
matematica e a computacao. Além de sua area tedrica, o interesse nesse problema reside na
quantidade de aplicacdes em que ele pode ser utilizado, tais como: conformagao molecular,
redes de sensores sem fio, estatica, robdtica, entre outras (LAVOR; LIBERTI, 2014).

Geralmente, o DGP ¢ formulado como um problema de otimizacao continua
(LIBERTT et al., 2014), mas a formulacao discreta baseada em intersecgoes de esferas,
proposta em (LIBERTT et al., 2014), nos deu inspiragao para modelar o problema utilizando

a algebra geométrica conforme - CGA?.

A motivagao principal para utilizarmos CGA é que a interpretacao geométrica
dos objetos geométricos de interesse do problema se "eleva' a um novo patamar, com
representacao simples na forma de primitivas computacionais, além de apresentar uma
clara distingao entre vetores e pontos e de representar transformacoes de maneira mais

intuitiva do que a codificacao tradicional por matrizes.

O método proposto neste trabalho leva em consideragao todas as simetrias
inerentes do problema, proporcionando a busca por uma tnica solugao e obtendo as
outras por meio de suas simetrias. Detalhes sobre as simetrias, além dos descritos neste
trabalho, podem ser encontrados nas referéncias (MUCHERINO; LAVOR; LIBERTI,
2012b; LIBERTT et al., 2011).

O trabalho esta organizado em cinco capitulos, onde os dois primeiros sao
capitulos introdutorios e os capitulos 3 e 4 apresentam as principais contribuicoes da tese.

O contetdo de cada capitulo é apresentado a seguir:

o No capitulo 1 é apresentado o problema central da tese, a ideia da sua discretizacao
e também sao apontados alguns métodos que resolvem o problema por meio de

otimizacao combinatoéria;

o No capitulo 2 é apresentada a algebra geométrica utilizada por nds para escrever o

método de resolucao do problema principal da tese;

Do Inglés: Distance Geometry Problem
Do Inglés: Distance Geometry
Do Inglés: Conformal Geometric Algebra
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o O capitulo 3 faz uma andlise tedrica do problema principal utilizando a algebra

geométrica conforme;

o No capitulo 4 ¢ apresentada uma comparagao entre o método proposto e o método
tradicional utilizado para resolver problemas tridimensionais que envolvem o calculo

estrutural de proteinas;

o O capitulo 5 apresenta a conclusao e os trabalhos futuros.
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1 Problema Principal

Menger caracterizou varios conceitos geométricos em termos de distancias
(MENGER, 1930), tais como: congruéncia, convexidade, etc. Os resultados de Menger,
posteriormente completados e apresentados por Blumenthal (BLUMENTHAL, 1970),
deram origem a um ramo de estudo denominado Geometria de Distancias. O problema
fundamental desta teoria relaciona o conceito de distancia com a geometria do problema.
Um estudo detalhado e suas inimeras aplicagoes pode ser encontrado em (LIBERTT et al.,
2014).

1.1 Problema de Geometria de Distancia - DGP

Atualmente, a formulagdo do DGP envolve teoria de grafo, no qual cada
vértice do grafo corresponde a um ponto no espaco de busca, e se a distancia entre dois
desses pontos ¢ conhecida, temos uma aresta entre os vértices correspondentes no grafo.

Formalmente, a definicao para um DGP encontrada na literatura é dada por,

Defini¢ao 1.1.1. (DGP) Dado um inteiro k£ > 0, e um grafo simples G = (V, E,d)
conectado, onde V' é um conjunto de vértices, £ < V x V ¢ o conjunto de pares de vértices
cujas distancias entre si sao conhecidas, dadas como pesos nas arestas e definidas pela

funcdo d : E — R, encontre uma funciao = : V — R¥ tal que

V{u,v} € E,||z(u) — z(v)|| = d(u,v), (1.1)

onde || - || representa a norma euclidiana.

A funcao x é chamada de realizacio de G, ou seja, uma "representacao’ de seus
vértices em algum espaco euclidiano R¥. A norma || - || representa a norma euclidiana, a
menos que explicitemos outra norma. Se H ¢ um subgrafo de G e T é uma realizacao de
H em R*, dizemos que T é uma realizacio parcial de G em R¥. Chamamos z de realizacio

vdlida, se x satisfaz todas as equagoes em (1.1).

Defini¢ao 1.1.2. Uma m-clique em um grafo G = (V, E,d), onde |V| = n, é um outro
grafo H = (V' E',d) tal que, |[V'| =m, V' <« V| E' ¢ E e H é completo (ver Figura 1).
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(a) Grafo G com pesos nas arestas (b) 3-clique em G (¢) 2-clique em G

Figura 1 — Exemplos de cliques em um grafo G.

1.1.1 Solubilidade e Complexidade de um DGP

Esta subsecao apresenta condigoes e estratégias para que um DGP seja ou nao

soltuvel e apresenta referéncias sobre sua complexidade.

Resolver o DGP ¢é associar cada vértice do grafo G a um tnico ponto do R”.
Assim, é possivel obter todas as distancias entre seus representantes, ou seja, "obtemos"
todas as arestas de G. Embora o DGP tenha sido definido via teoria de grafos, sua
formulacao classica se da por meio de um problema de otimizacdo continua com uma

formulacao usando programacao matematica, definida por

AN Rk Z ([|lzw — :)31,||2 - d?w)Q- (1.2)
{u}eE
A grande dificuldade desta abordagem é que existe uma grande quantidade de minimos
locais e desejamos encontrar o minimo global. Além disto, a quantidade de minimos locais
cresce exponencialmente com o nimero de vértices do problema associado, como pode ser
visto em (LIBERTT et al., 2014).

Supondo que um DGP admite solu¢ao, sabemos que o conjunto solugao é finito
ou infinito ndo enumeravel, visto que na literatura existe um resultado usando geometria
algébrica garantindo que o caso infinito, mas enumeravel, ndo ocorre e pode ser visto
em (BENEDETTI; RISLER, 1990). No caso finito, podemos pensar em novos métodos
para encontrar a solucado do problema. Mas que tipo de condi¢bes seriam suficientes
para garantir que o conjunto solucao ¢é finito? Comecamos por fixar k, assim podemos
associar a cada DGP, que denominaremos por DG P, devido ao k fixo, uma matriz de
distancias euclidianas com as distancias conhecidas. De maneira geral, a definicao de

matrizes euclidianas é dada por,

Defini¢ao 1.1.3. (Matrizes de Distancias Euclidianas) Seja A uma matriz k+1xk+1
simétrica, tais que suas entradas a;; sao positivas para todo ¢ # j e iguais a zero se

i = j. Dizemos que A é uma matriz de distancias euclidianas em R”, se existem vetores
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v1, Vg, -, U € R™ tais que,

||’UZ'—1)]‘H :aij,Vi,j = 1, ,k?.

Consequentemente, matrizes associadas as instancias DG P, com distancias
faltantes, possuem entradas faltantes. Caso a matriz de distancia associada seja completa,
o conjunto solucao do DG P, associado é unitario, em outras palavras, se A é uma matriz
de distancias euclidianas em R¥, entdo o grafo G = (V,E,d) que representa o DG Py
correspondente é completo, logo uma solucao para o DG Py, isto é, uma realizagdo x de GG
em R, pode ser encontrada em tempo linear. Detalhes podem ser vistos em (DONG; WU,
2002). Esta caracteristica associa dois problemas independentes, o DGP com o EDMCP?,
que trata dos possiveis completamentos de matrizes euclidianas em RF com menor k
possivel. Detalhes podem ser obtidos em (LAURENT, 2009). Com isto, técnicas para
obtencao de matrizes de distancias podem ser aplicadas na resolu¢ao de um DGP apés
um estudo sobre sua estrutura, como feito na tese do Abud (ABUD, 2014).

Na verdade, nao ¢ nada trivial resolver um PGD. Um resultado conhecido na
literatura ¢ que o PGD ¢ um problema NP-completo para k£ = 1 e NP-dificil para £ > 2, o
que significa que resolver um DGP pode exigir um custo proporcional a 2Vl Uma revisio
detalhada sobre o tema pode ser vista em (SAXE, 1979). Podemos observar a enorme
dificuldade de se resolver o sistema quadratico (1.1), visto que existe uma conjectura de
que nao seja possivel obter uma formula fechada para resolvé-lo analiticamente em um
espaco euclidiano envolvendo apenas somas, diferencas, produtos, fracdes, poténcias e
radicais (BAJAJ, 1988).

Mesmo em uma situacao simplificada de um DGP, podemos verificar as dificul-

dades para uma resolu¢ao numérica, como observaremos no exemplo abaixo.

Exemplo 1.1.4. Considere o seguinte exemplo, como dado em (LAVOR; LIBERTI, 2014).
Seja um DGP com k =3, V = {u,v,r, s} e E = {{u, v}, {u,r},{u, s}, {v,r}, {v,s}, {r, s}}.
Fixando u, v, r, ou seja, determinando z(u) = x1 = (x1,, T1,, 21,), 2(v) = X = (T2, Ta,, Tay)
ex(r) = w3 = (x3,, T3,, v3,) em R? de tal modo que ||z1—x5|| = d(u,v), ||z, —3|| = d(u,7)

e ||xe — x3|| = d(v,r).

Note que d(s,u),d(s,v) e d(s,r) s@o conhecidos, assim podemos montar um

sistema quadrético para posicionar s, ou seja, obter x(s) = z, da seguinte forma:

o —m|] = dy
(SLO) =3 ||z —2]| = dy
v —a3]| = ds

1 Do Inglés: Euclidean Distance Matrix Completion Problem
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ou ainda, ||z, — z;||* = d]2-, onde d; = d(s,j); j = 1,2,3, isto é, elevando ao quadrado

ambos os termos das igualdades,

lzsl|* = 2(zs - 21) + [l2a]* = d}
[zl [* = 2(zs - 22) + [l22fF = d3
[los|[* = 2(ws - @3 + [Jas]|* = d

e subtraindo a primeira equacao das outras duas obtemos:

25 @2) = 2ws w1) = ||zl — ||z +di - d3
2wy w3 — 2w 21) = wgll? = [|oa|* + df — a3
ou ainda,
20t —x1) - ws = a2l — |Ja|* +di — &
2w — 1) ws = ||l —[|n]]* +df — dj.
Ou seja, temos um sistema linear
Ax = b,
onde
Ao Ty, — Ty Tyy — Ty Loy — Ty 7
Tpy — Ty Tpy — Ty Tpg — Ty
p_ | Nwall” = ll2all® + di — d
[lzs|l* = [l |* + df — d
e
Ts,
T = | x4
Tsq

Az = b pode ser reescrito como:

Loy = Tuy Tyy — Luy Ly o 1 ||*7;2H2 - ||I1H2 + d% - dg Lyg = Lug
B _ -9 2 N _ (5]
Lry = Ty Lry = Luy Lsy ||3]| [|z1][° + dy 3 Lry — Tug

Ty — Tuy Ty — Lug Tsy . 1 ||'172H2 - ||$1H2 + d% - dg Loy — Tuy
_ _ T 9 2 _ 2o 22| B [5,]
Lry Luy  Trg — Tug Ts3 ||x3|’ ||I1H + ay 3 Lry — Luy

Loy = Tug Loy — Lug Toy | 1 ||x2||2 - HIIHQ + d% - dg Loy — Tuy
_ _ T 9 2 _ 2o 22| B [25,]-
Trg = Tug  Trz — Lug Ls3 ||| ||z1]]” + di 3 Lry — Ty
As equagdes acima sugerem uma condigao necesséaria sobre a finitude do DGP.

Ao fixar os vértices u, v e 7, ou seja, obter seus representantes em R?, deve-se

fazé-lo de tal modo que x1, 25 e x3 ndo sejam colineares (isto nao acontece nas aplicagoes),
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o que inviabilizaria a finitude do ntimero de solugoes. Assim, A tem posto completo e o
sistema tera no maximo duas solugoes, dadas explicitamente pela interse¢ao entre uma das
esferas do sistema original (SLO) e uma reta gerada pela completude de A (ver Figura 2).
Para que tenhamos uma ilustracao, suponha, sem perda de generalidade, a reta gerada

pelas primeiras coordenadas, isto ¢, definida pela equagao
X =P+ Q|zg,] (1.3)

onde,

| |* = (||| + di — d

-1
[ — Tuy Ty — Ty ] [ o |? = ||za]? + d2 — d2 ]
b

Tpy — Ty Tpy — Ty

—1
Lyy — Ty Ly — Ty Lyg — Ty, T
Q _ 1 1 2 2 3 3 e X = 1 )
Tpy — Ly Tpy — Ty Lpg — Tyg gy

Figura 2 — Ha trés possibilidades: ou a solucao € vazia ou, unica ou ainda, pode haver
duas solugoes.

Note que, com uma solucao, pode-se obter uma quantidade infinita de realizacoes
validas distintas de G via rotacoes e translacoes, denominadas realizagoes congruentes do

grafo G e definidas como:

Definigao 1.1.5. (Realizagbes Congruentes) Duas realizagbes = e y de uma grafo

G = (V,E,d) em R* associado a um DGP, sdo ditas congruentes se,

lz(u) = z()[[ = [ly(uw) —y()[[; Yu,veV. (1.4)
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Realizacoes congruentes sao irrelevantes em termos de aplicacoes, visto que
elas representam a mesma solugao. Logo, todo método deve encontrar apenas realiza¢oes

incongruentes.

Outro fato importante ao observar o Exemplo 1.1.4 é que para cada vértice
s eV a ser realizado em R* de um PGD, devem existir arestas (u, s), (v, s), (r, s) € E tais
que os vértices u,v,r € V' ja tenham sido realizados, para que se possa gerar um sistema
quadratico com x(s) € R* como tnica varidvel. O que sugere uma ordem nos vértices de V'

de tal forma que tenha-se uma realizacao parcial de G envolvendo u, v e 7.

O problema de determinar se tal ordem existe é chamado de DVOP? e pode
ser resolvido em tempo polinomial, usando a ideia de se ordenar os vértices seguintes
considerando o maior nimero possivel de arestas aos antecessores, como pode ser visto
detalhadamente em (LAVOR et al., 2012). Entretanto, estabelecer uma ordem nos vértices
do grafo ¢ apenas uma condigao suficiente para garantir a finitude do PGD mas nao
necessaria, como pode ser visto no Exemplo 1.1.6 retirado de (LAVOR; LIBERTI, 2014).
A condicao necessaria envolve um estudo sobre a estrutura do grafo GG, caracteristica como
rigidez do grafo pode ajudar, mas nao ¢ muito facil esse conhecimento a priori, como
podemos ver em (GRAVER; SERVATIUS; SERVATIUS, 1993).

Exemplo 1.1.6. Considere um DGP com k =2e G = (V, E,d), onde V = {r, s, t,u, v, w}
e B = {{r.s}, {r,t}, Ir,ub, {5, 1}, {s,0}, {1, w}, fu, v}, {u, w}, fo, w}}. Queremos encontrar
uma ordem tal que os dois primeiros vértices formem uma 2-clique e a partir do terceiro,
existam dois vértices anteriores ligados a ele, ou seja, formem uma 3-clique com os vértices

anteriores.

Figura 3 — Grafo G sem ordenag¢io no DGP.((LAVOR; LIBERTI, 2014))

Uma inicializacao a partir de qualquer um dos seus vértices da Figura 3, nao
permite uma sequéncia no método de ordenacao, que satisfaca as condigoes do Exemplo

1.1.6, entretanto o conjunto solu¢ao do DGP ¢ finito.

Definigao 1.1.7. (Simplex) Um k — simplex é um subespago afim S < R" k-dimensional,

representado pelo politopo convexo formado pelos pontos coordenados pg, p1,- -+ , pr € R",

2 Do Inglés: Discretizable Vertex Ordering Problem
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cuja base é {vy, -+, v}, com v; = p; — pp, OU seja,
k
S = {1 + -+ + agup = 0; ai20,1<i<keZo¢i:1} (1.5)
i=0
),

(1,0, 4)

—®
o

(a) 2 — Simplex (b) 3 — Simplex

Figura 4 — Exemplos de Simplex em R>.

Definigdo 1.1.8. (Matriz com "borda") Uma matriz de distancias quadradas D? =
{dfj} ¢ definida por uma matriz cujas entradas sao quadrados dos elementos de uma matriz
de distancias D. Uma matriz com "borda" de distancias quadradas Dj, é uma matriz de

ordem k + 2, cujas entradas sdo as mesmas de D? a menos da primeira linha e primeira

coluna que sao compostas pela (k + 2) — upla (0,1,1,--- 1), isto é,
[0 1 | U T
1 0 d2(p07p1) e d2(p07pkt)
Di= |1 d*po,p) 0 o dP(prpk) | (1.6)
| 1 dz(p(hpk) d2(p17p1€> 0 ]

Exemplo 1.1.9. Considere os vértices dos simplex dado na Figura 4, entao as matrizes

de "borda" que os representam sao:

111
0 V13 V17
VI3 0 W24
V1T V240

D3 (2—Simplex) =

EOEVH
OEEVH

e e =)
S5 -
=~ W

0
1
e D} (3—Simplex) = | 1
1
1

V2 V19 V11

Arthur Cayley, em 1841 (CAYLEY, ), mostrou que o quadrado do volume de

k
um k-simplex S = {av; + -+ g = 0; a; =20, 1 <i<ke Zai =1} (A(S)), ¢
i=0
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proporcional ao determinante da sua matriz de "borda'". Quase um século depois, Karl
Menger provou que a nao-negatividade deste determinante ¢ uma condicao suficiente para
que qualquer matriz simétrica, de nimeros reais nao negativos com zeros na diagonal
principal, seja uma matriz de distancias ao quadrado entre um conjunto de pontos no

espago euclidiano (MENGER, 1931). Essa demonstragao motivou a seguinte definigao.

Definigdo 1.1.10. (determinante de Cayley-Menger) O determinante det(Dj;) é

chamado um determinante de Cayley-Menger, denotado na literatura por C'M.

Assim, o volume de um k — simplex é dado por,

0 1 1 1
1 2 1 2
1 0 —id(poapl) o —=d(po, pr)
(—1)k+1 1\? 1 ) 9
1 2 1 2
\ L —5d(po,pe)” —5d(prpe)” - 0

Seu célculo tornou-se fundamental ao conceito de imersao de grafo em um

espaco euclidiano, descrito pelo teorema:

Teorema 1.1.11. Uma condicdo necessaria e suficiente para que k£ + 1 pontos sejam
representados (imersos) em R*, para k < n, é que o sinal de todos os determinantes
de Cayley-Menger de r pontos seja igual a (—1)" para todo r < k + 1, enquanto que o
determinante de Cayley-Menger de qualquer quantidade de pontos superior a k + 1 é zero.
Sua representacio é irredutivelmente incorporavel em R¥ se, e somente se, além disso, pelo

menos um determinante de Cayley-Menger de k£ + 1 pontos é diferente de zero.

A demonstragdo do Teorema 1.1.11 pode ser encontrada em (HAVEL; KUNTYZ;
CRIPPEN, 1983).

1.2 Discretizacao do DGP

Encontrar uma imersao para um grafo nao ponderado em um espago euclidiano
possui duas aplicagdes principais: conformagao molecular (HENDRICKSON, 1995) e rede
de sensores (EREN et al., 2004; KRISLOCK; WOLKOWICZ, 2010). Em 2005, baseado em
condigoes como as dadas no Exemplo 1.1.4, Lavor et al. (LIBERTT et al., 2014), iniciaram
um trabalho que explora as caracteristicas de problemas praticos e estabeleceram um
método que envolve ordenagao nos vértices de GG, intersecao de esferas e probabilidade

para discretizar o espaco de busca de um DGP.
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1.2.1 Ordenacdo

Para descrever a ordenacgao, necessitamos de algumas defini¢cbes voltadas ao
problema, assim, considere inicialmente um grafo simples nao orientado G = (V,S), onde
V' é o conjunto de vértices de G, uma ordem < sobre seus vértices e S < V x V o conjunto

de pares de vértices ligados por uma aresta, segue entao:

Definigao 1.2.1. (Vértices Predecessores) Dado um vértice v € V' e considerando a

ordem < sobre V', definimos o conjunto dos vértices predecessores de v em V por,
v(v) ={ueV/u<wv}
e a posicao de v na ordem < como
p(v) = [y(v)| + 1.

Definigao 1.2.2. (Vértices Adjacentes) Seja v € V', definimos o conjunto dos vértices

adjacentes a v como

Nw) = {ueV/{u,v} e S}, YveV.

Definigao 1.2.3. (Predecessores Adjacentes Imediatos) Para cada v € V com p(v) >

k, definimos por U, o conjuntos dos k predecessores adjacentes imediatos de v.

Note que U, € N(v) nv(v).

1.2.2 intersecao entre Esferas

A intersecio de k esferas em R¥ pode ser vazia, conter um ponto, dois pontos
ou um numero nao enumeravel de pontos (COOPE, 2000), como podemos ver na Figura 5,

onde k = 3.

(a) Vazia (b) Um ponto (c) Dois pontos (d) Infinitos pontos nao enume-
raveis

Figura 5 — Ezemplo de intersecdo entre esferas.

De maneira mais geral, considere o conjunto U = {1, -, 1z} < R* ¢ os

nimeros reais positivos ry,--- , 1. Seja Pp = ﬂ Sf_l a intersecao entre k esferas cujos

i<k
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centros sao x; e os raios r;;4 = 1,- -+ , k. Se Pp # (&, mas a dimensao do espago afim [U],
gerado por U for menor do que k— 1, entdao |Pp| é ndo enumeravel, ou ainda, se a dimensao
[U] for igual a k — 1, temos |Pp| € {0, 1,2}. Mais informagoes podem ser encontradas em
(LAVOR et al., 2012).

Estratégias algébrica e numérica para calcular Pp podem ser encontradas em
Coope (COOPE;, 2000), entretanto o artigo de Coope apresenta ressalvas quanto a condigao
de posto completo para matriz formada a partir dos centros das esferas®. Um exemplo
desta instabilidade pode ser observado no Exemplo 1.1.4, onde a unicidade da solucao
acontece se, e somente se, x(s) pertencer ao plano que contém os centros das esferas, o que
deve ocorrer quando uma das distancias dos centros a z(s) é minima ou maxima possivel,

como ilustra a Figura 6.

Lg

Figura 6 — Coplanaridade entre os representantes de w,v,r e s, destacando em vermelho
a minima e mdzima distancia entre uw e s [dist(x,,xs)[, no qual dist(z,,xs) e
dist(x,,xs) em amarelo sao fizas.

Uma consequéncia direta destas distancias especiais é que, considerando o
Exemplo 1.1.4 como apenas uma etapa na procura de possiveis solu¢oes de um problema
maior (com |V| = 5), na proxima etapa podemos ter uma matriz com posto incompleto,
gerada pela etapa anterior, o que inviabiliza a veracidade da solugao obtida, caso o método
por intersecoes de esferas obtenha um caminho de busca, o que podemos ver na Figura
7, que ilustra s representado pela méxima distancia, de tal modo que os representantes

x(s), z(r) e z(u) sdo colineares.

3 Uma discussdo detalhada sobre os efeitos de se obter um ponto errado é apresentada na secio 4 do

artigo do Coope (COOPE, 2000).
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.
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0
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Ty Ty

Figura 7 — Coplanaridade entre os representantes de u,v,r e s, destacando em vermelho
a minima e mdzrima distancia entre u e s, no qual T, T, € rs sao firados
colinearmente.

1.2.3 Probabilidade

Consideremos uma realiza¢ao vélida z = (x,--- ,x,), no conjunto de todas
as realizagoes incongruentes do grafo ponderado G' em R*, necessariamente z < B, onde
B representa uma bola centrada em x;, com raio r = X7~ 'maw||z; — x;,,||. Portanto, o
conjunto X, de todas as realizacoes de um dado grafo é limitado, digamos X < B’, onde a
bola B’ = R*" ¢ induzida por B = R*.

Suponha G uma (k + 1) — clique, considere a distribuicao de probabilidade
uniforme em B'. A probabilidade de que uma dada realizacao em B’ pertenca a qualquer
subconjunto com medida de Lebesgue nula, é zero. Como ambos os subconjuntos {z € RF .
CMU) =0} e {z € R¥ : A(U U {441}, d) = 0} sido subvariedades estritamente contidas
em Rk2, eles tém medida de Lebesgue nula e assim, consequentemente, as suas restrigoes a
B’ também tém. Logo, a probabilidade de ocorrer |Pp| = 1 ou Pp nao enumerdvel para

uma dada realizacdao x € B’ é zero.

Podemos observar na Figura 5 que o Unico caso de intersecdo entre esferas que
geram simplex com volume positivo de um grafo associado a instancias DGP, é o caso (c),

ilustrado na Figura 8.

Portanto, se assumimos que Pp # ¢J, entdo a intersecdo de k esferas em R*

consiste de exatamente dois pontos com probabilidade 1.

Propriedade 1.2.4. (intersecao entre Esferas com Probabilidade 1) Dadas k esfe-
ras Sf‘l, R Sl,j_l c R*, chamamos de Propriedade da intersecio Esférica-PIE a intersecio
Sf_l [aREEN S,’j_l, se o volume do (k + 1) — simplex gerado pelos seus centros e um ponto

na intersecao for positivo, isto é, A(U U {xp11},d) > 0, onde x4y € SF1 - n S telU
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Figura 8 — Intersecio entre trés esferas em R* dando um par de pontos, com a visualizagio
de um simplex gerado pelos centros das esferas e um ponto na intersecdao.

¢ o conjunto que contém os centros.

Ou seja, se dado um PGD, com k+1 vértices em V', ordenados por vy, va, - -+ , Up41
tal que, exista um subgrafo H — G completo com k vértices realizado em R¥, com
(vj,v5) € E, Yv; € H e, vy ¢ H. Entdo, uma solugdo para o PGD pode ser obtida resol-
vendo a equagao quadratica em xy = x(vs) que envolve a intersegao entre as k esferas,

cujos centros ; = z(v;) ja estdo realizados em R”, e satisfazem

xle, — QxJTa:s + a:ijj = d? (L.7)
onde d; = dist(x;,xs), Yv; € H. Uma localizagdo para z,, se existir, deve pertencer a
intersecao de k esferas em R*. Se o DGP satisfaz PIE, existem duas possiveis realizacoes
do grafo G em R* com probabilidade 1, mas uma tnica solucdo para o problema, visto

que, as duas realizagoes sao congruentes.

Existem duas classes importantes de problemas DGP, para as quais, existe uma
ordem nos vértices de G e satisfazem PIFE, o que torna possivel discretizar o problema.
Tais classes sdo encontradas na literatura pelos seguintes nomes: k-Problema de Geometria
de Distancia Discretizdvel®-* DDGP e k-Problema de Geometria de Distancia Molecular®-
KDMDGP.

1.3 k-Problema de Geometria de Distancia Discretizavel

Defini¢ao 1.3.1. (*DDGP) Dado um inteiro k > 0 e um grafo simples G' = (V, E, d)
conectado, onde V' é um conjunto de vértices, £ < V' x V o conjunto de pares de vértices
cujas distancias entre si sao conhecidas, dadas como peso nas arestas e definidas pela

funcao d : F — R, tais que,

4
5

Do Inglés: Discretizable Distance Geometry Problem.
Do Inglés: Discretizable Molecular Distance Geometry Problem.
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« Dado uma ordem < sobre os vértices de V', em que para todo v € V com p(v) > k,
existe um subconjunto S, < N(v) n y(v) que possui exatamente k elementos, tal

que S, é uma k — clique em G,

« Dado uma realizacio parcial T dos k primeiros vértices de V em R¥ e o k — simplex

gerado por G[S,] possui volume positivo.

Existe uma funcdo z : V' — R" tal que, x é uma realizacdo do grafo G em R* e uma

extensao de T.

Note que na Propriedade 1.2.4 o conjunto dos centros das esferas é independente

de ordenagao, assim podemos substitui-lo por S, visto que, possui cardinalidade igual a k.
O *DDGP com k fixado é denotado por DDGP,.

Se voltarmos ao Exemplo 1.1.4 e tivéssemos a segunda condi¢ao da definigao
acima na formulac¢ao do problema, saberfamos que {u, v, 7}, os trés vizinhos predecessores
a s, induziriam uma 3 — clique, cuja realizagao sao pontos nao colineares (volume positivo).
Além disto, saberiamos que as possiveis posigoes para s, pertencem a intersecao das esferas
centradas em ., x, € T,, com raios d,, d,s € d,g, respectivamente. Assim, de acordo com

a segao anterior, temos duas possiveis posi¢oes (com probabilidade 1) para s.

1.4 k-Problema de Geometria de Distancia Molecular Discretizavel

O *DMDGP, primeiro surgiu de um interesse pratico em conformacio de
protefnas em R?, posteriormente foi generalizado para um espaco k — dimensional, com
k arbitrario, que é o nosso foco neste trabalho, por este motivo, vamos redefini-lo. No
*DM DGP, existe uma ordem total sobre os vértices de V, tal que quaisquer (k+1) vértices
consecutivos induzem uma clique em G. A diferenca entre o "DMDGP e 0 *"DDGP é que
*DMDGP, S, = U,, isto é, os k predecessores devem ser imediatos & v. Logo os dados de
entradas de *DM DGP, consistem em:

o Um grafo simples e ponderado G = (V, E,d), com |V| = n;
o Um inteiro positivo k < n;

e Uma ordem total < sobre V de forma que:

- para cada v, com p(v) > k, o conjunto N(v) n ~y(v) de adjacentes predessores

a v, possui ao menos k elementos;

- para cada v, com p(v) > k, N(v) n ~v(v) contém um subconjunto U, com

exatamente k elementos predecessores imediatos & v, tal que,
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* G|U,] é um k — clique em G;

* a desigualdade triangular estrita Ay_1(U,,d) > 0 é verdadeira;

o Uma realizacao parcial valida T, dos k primeiros vértices de GG, segundo a ordem <.

Com este conjunto de hipdteses, é possivel mostrar que cada vértice do grafo G, pode
ocupar um numero finito de posi¢oes possiveis no espaco k — dimensional, respeitando
as restricoes de distancias em relacao aos outros vértices. Segue entao, que o espaco de
busca por realizacoes viaveis dos grafos que satisfazem o conjunto com as hipoteses acima,
torna-se discreto. Podemos observar que a discretizagao se da por niveis simulando uma

arvore, representado na Figura 9.

Figura 9 — A esquerda: drvore de discretizacio do espaco de busca de um *DMDP com J dtomos e

k =2. A direita: Ilustracio das simetrias na drvore de busca.

Outra caracteristica em instancias discretizadas, que se destaca devido a natu-
ralidade que aparece na metodologia proposta por nés neste trabalho, também observada
e explorada por Lavor et al. (MUCHERINO; LAVOR; LIBERTI, 2012b; MUCHERINO;
LAVOR; LIBERTI, 2011; MUCHERINO; LIBERTI; LAVOR, 2010; LIBERTT et al., 2011),
sao as simetrias existentes no espaco de busca do *DMDGP. A Figura 9 evidencia estas
simetrias para k = 2, por meio dos nos folhas da arvore, indicando-os sobre a intersecao

de circunferéncias.

Observacao 1.4.1. Note na Figura 9 que, d(xy,, ,,) # d(z,,,2,,), portanto distancias

adicionais na formulagdo do problema refere-se a distancia entre o nivel de partida e o nivel
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de chegada, visto que, o que ocorreu no exemplo, ocorre de maneira geral, isto é, se a esfera
k—1 k—1 44 /
S#~1 ndo é um fator na intersecao S¥- +1 N NS, temsse d(zy,, Ty, L) # AT, ),

para todo i < j + 1.

Segue um exemplo que visa ilustrar as possiveis posi¢oes para os vértices de
um grafo G e também apresentar o maximo para o conjuntos de todas as solugoes de um

kDM DGP associado a G.

Exemplo 1.4.2. Considere os vértices de V' = {vq, v2, v3,v4} ordenados segundo a ordem
total do * DM DGP, com k = 2, tais que E = {{1,2},{1,3},{2,3}, {2,4},{3,4}}, ou scja,
dy9,dy3,da3,d24,ds s sdo conhecidas, entao existem duas possibilidade para posicionar o

quarto vértice em R?, na intersecio das esferas S;(vy, dag) N S3(vs,ds4), como ilustra a

Figura 10.

LRI
- ..

- -
- .
ML

Figura 10 — Numero de possibilidades para vy, as distancias na cor preta sao conhecidas.

Neste exemplo fica claro que, d(vi,v,) # d(vy,v)), pois o representante de v;

pertence a Sy, logo se tivermos o conhecimento a priori desta distancia (dy.4), 0 nimero

de possibilidade para se posicionar quarto vértice é tinico.

Em aplicagoes, de modo geral, ¢ comum conhecermos a priori algumas distancias
adicionais. Portanto, em uma situacao mais geral, se existem pelo menos k predecesso-
res adjacentes & v, satisfazendo as condicdes de um *DM DGP, o conjunto solucio tem

cardinalidade no méaximo 2"~ %+ j4 que pode existir um ntmero superior a k de prede-
cessores adjacentes a v, cujas distancias podem ser um dado de entrada, isto ¢, podem
ser conhecidas. Com isso, um teste de factibilidade deve ser realizado, ou seja, ambas, ou

pelo menos uma posigao para v, podera ser infactivel com respeito a estas restrigoes de

distancias adicionais.
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Observacao 1.4.3. O DDGP ¢é uma subclasse de problemas do DGP que tem conjunto
solucao finito, mas pode ser demonstrado que continua sendo NP-dificil (MUCHERINO;
LAVOR; LIBERTI, 2012a). Encontrar uma ordem para o *DMDGP, diferentemente do
DDGP (polinomial), é um problema NP-dificil (CASSIOLI et al., 2015), mas dependendo
da aplicacao, a ordem pode ser obtida a partir das caracteristicas do problema, por exemplo
o célculo de estrutura de proteinas (LIBERTTI et al., 2014). Queremos destacar que a
hipdtese sobre os k vértices anteriores é o "minimo" que podemos exigir para garantir
a finitude do conjunto solucao, apesar desta condicao ser apenas suficiente. Este valor
também esta no "limite" para atingir a polinomialidade, ja que se exigirmos (k + 1) vértices

anteriores, ocorrem podas em todos os niveis o que torna a busca proporcional a |[V].
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2 Algebra Geométrica

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos fundamentais das Algebras Ge-
ométricas (GA’s') e definiremos a Algebra Geométrica Conforme (CGA?), que utilizaremos
em uma subclasse do problema principal. A principal referéncia foi (PERWASS, 2009), mas
outras abordagens sobre o tema podem ser encontradas nas referéncias (PERWASS; HIL-
DENBRAND, 2004; FONTIJNE, 2007; HESTENES; SOBCZYCK, 1984; VAZ; ROCHA,
2012; DORST; FONTIJNE; MANN, 2007; LOUNESTO, ; PORTEOUS, 1995; ROCHA;
VAZ, 2006; ROCHA; VAZ, 2007).

2.1 Introducao

A &lgebra geométrica (GA) surgiu na segunda metade do século XIX, com
os trabalhos do matemaético e filosofo inglés Willian Kingdon Clifford (1809 - 1879), sob
influéncia direta dos trabalhos de Hamilton® e Grassmann®. Clifford percebeu que a élgebra
exterior de Grassmann e os quatérnions de Hamilton poderiam ser descritos em uma

mesma algebra fundamentada em um tnico produto, denominado produto geométrico.

Uma vez que definiremos apenas as dlgebras geométricas sobre o corpo dos
reais neste texto, todo o desenvolvimento se dara sobre o espago vetorial R”? (ver definigao

abaixo). Por simplicidade, onde aparecer n neste capitulo, entenda p + g.

Definigao 2.1.1. (Espago Quadréatico) Seja R”? o espago vetorial n — dimensional
sobre o corpo dos reais R. Considere o produto comutativo definido como = : R?? xRP? — R,
isto é, para todo a,b e R4,

a+b=>bxael.

O par (RP? «) significa R”? munido da métrica * e é denominado espago quadratico de

assinatura (p, q).

Definigao 2.1.2. (Base Vetorial Canénica) A base candnica de R”? ¢ definida pelo

conjunto totalmente ordenado, indicado por

5 = {ela N &7 PRGN P 7ep+q} = Rpﬂv

Do Inglés: Geometric Algebras.

Do Inglés: Conformal Geometric Algebra.

Willian Rowan Hamilton (1805 - 1865) foi Fisico e Matemadtico Irlandés.
Hermann Giinther Grassmann (1809 — 1877) foi Fisico e Matematico Alemao.

B W N =
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onde todo {e;} satisfaz,

1 J
eivej =4 —l p<i=j<p+q, (2.1)
J

2.1.1 Produto Geométrico

A ideia inicial do produto geométrico foi introduzida por Grassmann, mas foi
Clifford quem reconheceu seu enorme potencial e o formalizou para dimensoes maiores,
motivo pelo qual o produto geométrico também ¢é conhecido como Produto de Clifford.
Com o produto geométrico, as regras de multiplicacdo dos quatérnions seguem diretamente

de combinacdes de vetores da base, enquanto que a algebra de Grassmann ¢é preservada.

Baseado nos niimeros reais, com a propriedade 2* = |z|*, o produto geométrico
estende este conceito para vetores em um espaco linear qualquer, com o corpo dos reais e

uma métrica neste espago5.

Definigéo 2.1.3. (Produto Geométrico) O produto geométrico® (ou produto de Clifford)

é associativo e quando aplicado a um vetor a € R”? por ele mesmo, é definido por:

aa = a * a. (2.2)

De modo geral, o produto geométrico é definido para quaisquer dois vetores

a,b e RP? por meio de dois novos produtos denominados comutador e anti-comutador.

Definigcao 2.1.4. (Produto geométrico entre dois vetores) Sejam a,b € R™. O

produto geométrico entre a e b é definido pela expressao
ab=axb+anrb, (2.3)

onde a ¥ b e a ~ b sdo chamadas de partes comutador e anti-comutador do produto

geométrico, respectivamente.

Note que,

(a+b)a+b) = (a+b)=(a+b)
< aa+ab+ba+bb = axa+2ax=b+b=b,

implicando em

1
axb= i(ab+ba).

Vale ressaltar que métricas com assinatura negativa pode produzir um produto negativo.

6O produto geométrico serd representado aqui por justaposicio de simbolos.
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Portanto, segue que o simbolo (v) representa o produto interno entre vetores de RP?,

usualmente representado por

a-b= %(ab + ba). (2.4)

Analogamente, segue que

1
a7<b=§(ab—ba)

que por sua vez representa o produto exterior usual entre vetores, ou seja,

anb= %(ab —ba). (2.5)

Dois vetores a, b € R”? sao ortogonais entre si, se a = b = 0, ou, em termos de

produto geométrico, se a ¥ b = 0. Portanto, todo elemento da base canonica satisfaz a
seguinte propriedade:

eixe; #0 e e xe;=0; Vi# . (2.6)

Como para 7 # j,
eiej =€ xejte; Nej=e ANe; € e =ejre+e Ne =ejAe
e como a A b= —b A a, por defini¢ao,
eiej = —€;€;. (2.7)
Note que, se considerarmos a associatividade e as Equagoes (2.6) e (2.7) temos que
(eie)* = (eiej)(eies) = eilejei)e; = ei(—eiej)e; = —1. (2.8)

Assim, e;e; ndo satisfaz nem a condicao de escalar e nem a condicao de vetor em R
Na verdade, como ilustrado na Figura 11, e;e; ¢ um fragmento de plano orientado que se
difere de eje; apenas pela orientacao’ .

Considere o exemplo particular para o caso p = 3 e ¢ = 0, isto é, R*® = R?

com a métrica euclidiana usual:

Exemplo 2.1.5. Sejam a = aje; + ases + azes e b = bieq + baeg + byes dois vetores de R3

escritos na base candnica {eq, e, e3}. Considerando a distributividade, tem-se que

aa = (ajey + ages + ages)(aje; + ages + ases)
) 2 2
= ajeie; + aseses + azeses + ajasferes + eseq |

+ agagleses + ezes] + ajasleres + eszeq].

7 Por simplicidade, considere a abreviacio de €i€j POr €;j.
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Figura 11 — Fragmento de planos orientados gerados a partir do produto geométrico dos
vetores a,b € R® dado no Exemplo 2.1.5, sequndo as regras de orientacdio
dadas pela mao direita (SILVA, 2009).

Por outro lado, como a - a = |a|? ( produto interno usual), segue que

_ 2 2 2
a-a=aj+ay+as.

Da Definicao 2.1.4, vem as relagoes

ee; =1, comi=1,2,3 (2.9)

€i€j + €€ = 0, Vi # ] (210)

Entretanto, se calcularmos o produto geométrico entre os vetores a e b, consi-

derando as relagoes dadas nas Equagoes (2.9) e (2.10), teremos

ab = (aye; + ageq + ages)(brey + baes + bses)
= (albl + a,gbg + CL3b3) + (a,lbg — a2b1)€162 + (a2b3 — (1,362)6263 + (Cl,gbl — &1b3)6361

= a-b+anb.

Definido a partir da juncao dos produtos usuais interno e exterior de vetores, o
produto geométrico possui propriedades poderosas, tais como: é um produto invertivel e
todos os outros produtos lineares e alguns nao lineares da dlgebra geométrica podem ser

descritos em termos dele.
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Definicao 2.1.6. Para todo vetor a € R”? nao nulo, existe um tnico vetor b € R”? que

satisfaz a sentenca ab = 1. Denotamos b por a™*, definido por,

- a
lall*

-1

a (2.11)

As propriedades abaixo seguem diretamente da Definicao 2.1.4, para vetores
em espagos euclidianos, destacadas em (MACDONALD, October 15, 2012).

Propriedades 2.1.7. Sejam a, b € RP. Valem as seguintes propriedades:

P:as=anrna+a-a=a-a;

Pr:ab=anrb<sab=—-ba<a-b=0< a Ll b, onde | significa ortogonalidade entre a
e b;

Py:ab=a-bsab=ba<anb=0<al| b, onde | significa paralelismo entre a e b.

A interpretagao geométrica do produto ab, em espacos euclidianos com a métrica
usual, pode ser vista na Figura 12, onde destaca-se que: dado um vetor a e as medidas
a-beanb,oproduto interno a - b fixa um valor para o tamanho da projecao de b sobre a
e as possiveis extremidades de "chegada" para o vetor b "andam" por cima de uma linha
fixa, ortogonal ao vetor a, enquanto que o produto externo a A b fixa uma distancia h
ortogonal a a. Combinando as duas informagoes, existe um tnico vetor b. A unicidade de

b nos permite definir a inversao geométrica dos vetores de R".

Figura 12 — Os produtos interno e exterior sao nao invertiveis, mas se combinam para
criar um produto invertivel.
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2.2  k-Vetores e k-Espacos

Assim como os vetores em R”. que possuem diregao, sentido e comprimento, o
produto exterior entre dois vetores em RP? gera um novo elemento geométrico que possui
lugar geométrico bem definido no espaco, uma magnitude que é definida pela "area" deste
objeto e uma orientagao, definida de acordo com a disposi¢cao dos vetores geradores, como

ilustra a Figura 13 para o caso particular p =3 e ¢ = 0.

Z.e, .
e Bivetor

B=a,e,+ a8y + G

onde:

ay = ale — Clgbl
as = a2b3 — Cl3b2
g = a3b1 - a1b3

as€s,

Y,e
X,e, .

Figura 13 — O produto exterior dos vetores a,b € R*® dados no Exemplo 2.1.5 e suas
projecoes nos planos coordenados. A drea é dada de maneira cldssica pela
norma do produto vetorial entre a e b, denotada aqui por |a A b|, a orientagio
pode ser, tanto o sentido hordrio a A'b ou o sentido anti-hordrio b A a (SILVA,
2009).

De maneira geral, outros elementos sao definidos por meio do produto exterior

entre trés ou mais vetores, conforme a defini¢ao abaixo.

Definigao 2.2.1. (k-vetores) Um k — wvetor, denotado por A, é definido por toda
combinacao entre produtos exteriores de uma quantidade "k" de vetores do R”?, descritos
pela equagao

Ak:Zal/\GQ/\"‘/\ak. (2.12)

Por convencao, 0 — vetor é o mesmo que escalar, e segue da definicdo que
1 — wetor é o mesmo que vetor. E comum usarmos a denominacao bivetor para um

2 — vetor, trivetor para um 3 — vetor, etc.

Se os vetores a; € RP?; ¢ = 1,2,---  k, sao linearmente independentes, o
k — vetor gerado pelo produto exterior sucessivo dos a;s é um representante especial de
RP4 definido por:
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Defini¢dao 2.2.2. (k-blade) Um blade A de graduacio k, denominado por k-blade® e
denotado por Ay, ¢ o produto exterior de “k” vetores de R” linearmente independentes,

isto é,
k

Agy = /\ @i (2.13)

i=1
Dizemos que um blade é bésico, se os vetores a,s sdo mutuamente ortogonais entre si,

assim podemos escrevé-los por

k
Agy = [ J s (2.14)
1=1

Claramente, um k — blade é uma combinacao linear de blades basicos de
graduacao k. Entretanto, nem toda combinagao linear de blades basicos de graduacao k é
um k — blade.

Exemplo 2.2.3. Seja A dado pela combinacdo A = ejes + e1e3. Segue que A é tanto um
bivetor quanto um 2 — blade, visto que A = e; A (es + e3). Entretanto, B = ejes + e3ey é

um bivetor, mas nao é um 2 — blade.

Definigao 2.2.4. (k-espagos) O espaco gerado pelo conjunto dos k—wvetores é um espago
k

linear, denominado espaco dos k-vetores e denotado por /\(]Rp .

2.2.1 k-Base Vetorial

Definigao 2.2.5. (Independéncia Linear entre blades) Sejam aq,as,- - ,a, € RP
linearmente independentes. Dois k — blades representados por
Aék>:ail Ay Ao A g € Ay = aj, A ag, A A ag,
sao linearmente indep<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>