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Resumo

Nesse trabalho sdo explorados os conceitos iniciais, a histéria e algumas
aplicacées importantes da teoria de grafos. Classicos, como o problema das sete
pontes de Kdnigsberg, o problema carteiro chinés, o problema do caixeiro viajante e
a coloracao de mapas servem de contexto e de apoio para o desenvolvimento da
teoria, onde importantes teoremas sdo apresentados e demonstrados. Também séo
apresentadas as heuristicas de melhoramento K-OPT, Algoritmos Genéticos e
Colbnia de Formigas. Com o intuito de servir como material de apoio a introducéo do
estudo dos grafos, traz algumas sugestdes de apresentacdo do tema e do

desenvolvimento das aulas.

Palavras-chave: Grafos. Caixeiro Viajante. Pontes de Kdénigsberg. Teorema das

Quatro Cores. Heuristicas de Melhoramento.



Abstract

This work explores the following initial concepts, the history and some
important applications of the graph theory. Classics, like the problem of The Seven
Bridges of Konigsberg, The Chinese Postman Problem, The Traveling Salesman
Problem, and the coloring of maps, serve as surrounding context and as support for
the development of the theory, where important theorems are presented and
demonstrated. Also are presented the heuristics of K-OPT Improvement, Genetic
Algorithms and Ant Colony Optimization. Aiming to serve as a material of support for
the introduction of the study of graphs, bringing some suggestions of presentation of
the theme and development of classes.

Keywords: Graphs. Traveling Salesman. Bridges of Koénigsberg. Four Color

Theorem. Improvement Heuristic.
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INTRODUCAO

A Teoria dos Grafos é uma area extremamente jovem quando se tomam
como referéncias as origens do pensamento matematico. Surgiu em 1736 como um
desafio hoje conhecido como “As Pontes de Kénigsberg’. O “Problema do Caixeiro
Viajante” foi outro que ficou globalmente conhecido e estudado. Outro problema,
proposto em meados do século XIX, denominado “O Problema das Quatro Cores”,
com uma proposta extremamente simples, levou inumeros matematicos a dedicarem
seu tempo numa anadlise mais aprofundada da situagéo. E para que serviu todo esse
trabalho? Inicialmente para a propria teoria, que se desenvolveu muito. Durante esse
desenvolvimento foi possivel perceber inUmeras aplicagdes em problemas do
cotidiano. Inumeras heuristicas foram desenvolvidas para encontrar e para melhorar
solugdes de problemas de otimizagao; muitos algoritmos foram criados e hoje sao
amplamente utilizados nas mais diversas areas. Problemas do cotidiano como, por
exemplo, gerenciar tarefas conflitantes, otimizar o sistema de coleta de lixo e de
distribuicdo de cartas e encomendas, determinar como deve ser desenhado o circuito
de uma placa de circuito impresso e muitas outras situagbes podem ser modeladas
através de grafos [35].

Apesar do potencial motivador que possui, o tépico Teoria dos Grafos nao
esta presente formalmente no curriculo do Ensino Basico brasileiro; mesmo
abrangendo inumeras situagées que poderiam aproximar a matematica trabalhada
nas salas de aula a problemas encontrados no cotidiano, esse conteudo € citado
apenas como uma sugestao a ser trabalhado em feiras de ciéncia, laboratérios de
matematica ou para compor a parte diversificada do curriculo [39].

Este trabalho traz uma parte da histéria do desenvolvimento da teoria dos
grafos, alguns dos importantes teoremas que compdem tal tépico e apresenta
sugestdes de aplicacbes do conteudo voltado aos alunos do Ensino Basico,
preferencialmente do Ensino Médio, com o intuito de criar uma aproximagao entre a
matematica vista nas salas de aula e as situagdes cotidianas onde o conhecimento
pode ser aplicado. E importante destacar que ndo ha o intuito de suprimir teoremas
complexos ou sugerir que o rigor matematico seja deixado em segundo plano. E
apenas sugerido um tema motivador onde problemas de extrema simplicidade de
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exposicao se associam as experiéncias cotidianas de qualquer aluno. A partir dessa
aproximacao com o cotidiano espera-se que haja maior aceitacdo da matematica
como uma importante ferramenta que pode ser utilizada nas mais diversas situac¢des
do dia a dia mesmo aqueles que nao tém o intuito de desenvolver seus estudos na
area das Ciéncias Exatas. Em parte, é esperado que a pergunta “para que serve isso?”
seja respondida e, com essa resposta, o estudo da matematica no Ensino Médio
possa ser visto como algo mais abrangente do que, simplesmente, uma disciplina a

ser cobrada no vestibular.
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CAPITULO 1

ORIGEM DA TEORIA: O PROBLEMA DAS SETE
PONTES DE KONIGSBERG

O conceito de grafos remonta ao século XVIlIl com o famoso problema das
Pontes de Konigsberg, resolvido pelo célebre fisico e matematico Leonhard Euler
(1707-1783) [4].

Fundada em 1255 pelos Cavaleiros Teutonicos, Kdnigsberg (atualmente
Kaliningrado, Russia) tinha seu centro divido pelo Rio Pregel (hoje, Rio Pregolya) em
quatro regides que eram ligadas por sete pontes, conforme mostra a figura 1.1.

Figura 1.1: As Sete Pontes de Kénigsberg.

Conta a histéria que os habitantes dessa cidade queriam saber se era
possivel atravessar cada uma das sete pontes uma Unica vez e, ao final, retornar ao
local de partida. Euler, em 1736, provou que néo existia caminho que possibilitasse
tais restricdes. Para tanto, usou um raciocinio muito simples. Nomeou as margens e
ilhas, transformou as pontes em linhas e suas intersec¢cées em pontos, criando,
possivelmente, o primeiro grafo da historia, representado na figura 1.2.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Grafo
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Figura 1.2: As Sete Pontes de Kénigsberg e seu grafo associado.

1.1 Definicdes basicas

De um modo geral, um grafo € um conjunto finito de pontos, chamados de
vértices do grafo, e um conjunto finito de arcos, chamados de arestas do grafo. As
extremidades de cada aresta devem ser vértices. Além disso, duas arestas quaisquer
do grafo ndo podem ter pontos interiores em comum: ou s&o disjuntas ou se tocam
apenas numa ou em duas das extremidades. Dependendo da aplicacao, as arestas

podem ser direcionadas e representadas por setas.

Definicao 1.1.1. Um grafo G é definido por dois conjuntos finitos: um conjunto nao-
vazio, V, de elementos chamados vértices ou nés e um conjunto, que pode ser vazio,
A, de elementos chamados arcos ou arestas, onde cada aresta associa-se a dois
vértices.

Um digrafo é um grafo direcionado onde cada aresta a € associada a um

par ordenado (i, j) de nés, com i sendo o inicio e j, o fimde a.

O namero de vértices de um grafo sera representado por [V| e seu nimero

de arestas por |A|.

E comum representar um grafo na forma de diagrama, como apresentado
na figura 1.3.
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Figura 1.3: Representacédo gréafica de um grafo.

Grafos também podem ser representados por matrizes, o que é
conveniente, por exemplo, para fins computacionais [5]. Uma das maneiras de fazer
isso é através de uma matriz de adjacéncia. O procedimento € o seguinte:

1) Nomear os vértices.

2) Construir uma tabela (matriz) cujos roétulos das linhas e das colunas sejam os
nomes dos vértices.

3) Em cada célula é posto o numero de arestas que ha entre o vértice da linha e o
vértice da coluna.

A figura 1.3, por uma matriz de matriz de adjacéncia, fica assim

representada:

=
<
o
=
<
=
<
w
<
(=)}
<
~
<
[>¢]

o

o

o O O O O O = O
S O O O O = O =
o O O = = O = O
o O O = O = O O
S = O == O O
S O O N O O O O
o = O = O O O O
S O O O O O O

Formalmente, uma matriz de adjacéncia é uma matriz de dimensdes |V||V|

onde a entrada M(i, j) é o nimero de arestas que ligam os vértices v, e v, .
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v a, sendo & 0 niimero de aretas (i, j) eA
A _(aij )MxM B 0, se (i, j)%A.

Outra maneira é através de uma matriz de incidéncia. Neste caso cada
elemento da matriz indica se a aresta incide sobre determinado vértice. O
procedimento é o seguinte:
1) Nomear os vértices e arestas.
2) Construir uma tabela (matriz) cujos rétulos das linhas sejam os nomes dos vértices
e das colunas sejam os nomes das arestas.
3) Em cada célula é colocado o numero 1 se o vértice i incide sobre a aresta j e 0,
caso contrario.

A figura 1.3, por uma matriz de matriz de incidéncia, fica assim
representada:

a b ¢ d e f g h i
v[1 00 00 0 00 0]
wlt 1000 0 000
wlo1 101 0 000
vloo 1100 000
vsl0001 11 110
vwlo oo o0 1 100
w00 0000 0 11
vglo 00000 0 0 0]

Definicao 1.1.2. Uma aresta i- j é incidente nos vértices i e j. Analogamente, é dito
que um vértice é incidente nas arestas as quais esta associado.

Por exemplo, na figura 1.3 a aresta b é incidente nos vértices v, e v, e 0

vértice v, é incidente nas arestas a e b.

Definicao 1.1.3. Duas arestas incidentes num mesmo vértice sdo chamadas arestas

adjacentes e dois vértices incidentes numa mesma aresta sao vértices adjacentes.

Na figura 1.3 a aresta b é adjacente as arestas a, ¢ e e¢; o vértice v, é

adjacentea v, ea v,.
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A vizinhanga de um vértice v € o conjunto dos vértices adjacentes a v e

denotada por Ng (v) Também ¢é possivel definir uma vizinhanca onde v esta

incluido, chamada de vizinhanga fechada e denotada por Ng [v]

Definicao 1.1.4. O grau de um vértice € o nimero de arestas incidentes neste vértice.

Denota-se grau de um vértice v por d(v). Dessa maneira, na figura 1.3

tem-se, por exemplo, d(v,) = 2.

Quando um vértice possui grau zero € chamado vértice isolado; um vértice
de grau 1 é dito vértice pendente; um vértice impar possui um namero impar de

arestas e um vértice par possui um namero par de arestas.

Definicao 1.1.5. Define-se grau de um grafo como sendo a soma do grau de cada um
dos vertices que o compdem.

8

Na figura 1.3 tem-se Zn(v,-):1+2+3+2+5+2+3+0=18; assim, diz-se
i=1

que esse grafo possui grau 18 e esse resultado sera denotado por grau(G) =18.

Teorema 1.1.6. Todo grafo possui grau par dado por

> n(v) =2/

veV(G)

Demonstracao: Quando os graus dos vértices sdo contados, na verdade contam-se
as extremidades das arestas uma vez. Cada aresta tem duas extremidades, portanto,
cada aresta € contada duas vezes.

Definicao 1.1.7. Um grafo que possui um Unico vértice e nao possui arestas é
chamado de grafo nulo.

oV

Figura 1.4: Grafo nulo.
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Definicao 1.1.8. A aresta que parte de um vértice e retorna ao mesmo vértice recebe
o0 nome de /ago.
Na figura 1.3 a aresta i é um laco; observe que um lago conta duas vezes

para o grau de um vértice.

Definicao 1.1.9. Quando duas ou mais arestas forem incidentes a um mesmo par de
vértices elas serdo chamadas de arestas em paralelo. Neste caso o grafo recebe o
nome de multigrafo.

Na figura 1.3 as arestas f e g estdo em paralelo.

Definicao 1.1.10. Um grafo simples € um grafo sem lagos e sem arestas em paralelo.
Observe que, num grafo simples e nao orientado, a matriz de adjacéncia é

( ) 1, se existe aresta entre os vértices i e J.
A U0, caso contrério.

Definicao 1.1.11. Um grafo é chamado de grafo regular se todos os seus vértices
possuirem 0 mesmo grau, ou seja, se em todos os vértices incidirem o0 mesmo niamero
de arestas. Se o grau dos vértices for r, é dito que o grafo é regular de grau rou ainda,

que o grafo é r-regular.

Definicao 1.1.12. Um grafo € completo quando existe uma aresta entre dois vértices
quaisquer do grafo. Ou, em outras palavras, todos os seus vértices sdo adjacentes.
O grafo completo de n vértices é denotado por Kn. Essa notagcdo é uma homenagem
ao matematico polonés Kasemir Kuratowski que foi o primeiro a obter, em 1930, uma
caracterizacao de planaridade por meio deste tipo de grafo.

] *r—=0 A % @
Kz Ks K Ks

K

Figura 1.4: Grafos completos.
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Definicao 1.1.13. Um grafo planar é um grafo que admite uma representagao grafica
em que as arestas s se encontrem (possivelmente) nos vértices a que sao incidentes.
Caso contrario o grafo é dito n&o-planar.

Apesar de definir planaridade através do desenho, n&do bastaria a
observacdo do mesmo para caracterizar um grafo como planar ou nao. Um grafo cujas
arestas se cruzem nao é, necessariamente, ndo-planar. Pode ocorrer que haja outra
forma de desenhar o mesmo grafo de tal forma que suas arestas ndo se cruzem.
Como exemplo veja a figura 1.5. Nela é representado o grafo K4 em varias

configuragdes, das quais apenas uma possui cruzamento entre as arestas.

A N

Figura 1.5: Grafo K4 e sua representacéo plana.

Definicao 1.1.14. Dois grafos, G e H, sdo isomorfos se existir uma correspondéncia
biunivoca entre os vértices de G e os vértices de H que preserve a relagdo de
adjacéncia entre vértices e arestas.

Em outras palavras, € possivel obter o grafo H a partir de uma nova

rotulacdo dos vértices de G.

Y

Figura 1.6: Grafos isomorfos.
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Definicao 1.1.15. Sendo G um grafo, define-se como um passeio (walk) ou percurso,
uma sequéncia finita de vértices e arestas. Cada vértice da sequéncia é incidente na
aresta que o precede e que o sucede. Essa sequéncia deve iniciar e acabar em algum
vértice. Quando o vértice inicial e final sdo diferentes, tem-se um passeio aberto;
quando o vértice final e inicial sGo os mesmos, tem-se um passeio fechado. Uma trilha
(trail) € um passeio onde nao se repetem arestas. Se o vértice final coincidir com o
inicial, tem-se uma trilha fechada. Um caminho simples (path) é uma trilha sem
repeticao de vértices. Quando o vértice inicial coincide com o final, tem-se um caminho
fechado, um circuito ou um ciclo. O comprimento de um caminho num grafo nédo
ponderado € igual ao numero de arestas que compdem o caminho. Num grafo
ponderado o comprimento de um caminho é a soma dos pesos de cada aresta do

caminho.

Um grafo € conexo se, para cada dois quaisquer de seus vértices, v, e v,

existe, no grafo, um caminho, tendo v, como vértice inicial e v, COMO vértice final.

\ Wy

Ve .V, Wye ",

Figura 1.7: Grafo conexo. Figura 1.8: Grafo ndo conexo.

Um grafo admite um “passeio de Euler’ se existe, nesse grafo, um caminho
do qual fazem parte todas as arestas do grafo e onde um ponto mével pode “passear”
pelas arestas do grafo, percorrendo todas elas uma Unica vez. Se esse caminho
comega e termina num mesmo vértice entdo tal caminho recebe o nome de Ciclo
Euleriano e, nesse caso, é dito que o grafo é um Grafo Euleriano.

Definicao 1.1.16. Um grafo conexo que nao contém ciclos é chamado de arvore. Um
grafo que ndo contém ciclos é uma floresta, ou seja, uma floresta € uma reunido

disjunta de uma ou mais arvores.
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<,

(a) (b)

Figura 1.9: Uma arvore (a) e uma floresta formada por trés arvores (b).

Definicao 1.1.17. Uma arvore geradora de um grafo G € um grafo que contém cada

vértice de G e é uma arvore.

1.2 A solugao do problema das Pontes de Konigsberg

Figura 1.9: Grafo das Pontes de Kdnigsberg.

Analisando a figura 1.9, que foi a representacéao utilizada por Euler, é facil
perceber que em cada vértice chegam trés ou cinco arestas, isto €, um nimero impar
de arestas chega em cada vértice. Considere, por exemplo, um vértice com trés
arestas, como B. A primeira vez que se chegar a esse vertice pode-se sair por algum
dos dois restantes, mas, quando chegar novamente nesse vértice pelo terceiro arco,
nao ha como sair dele sem retragar uma aresta.

Existiriam duas possibilidades que dariam certo:
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1) se esse vértice com trés arestas fosse o ultimo. Nesse caso, as outras duas arestas
serviriam apenas para atravessar uma ponte e voltar pela outra.
2) se se comecgasse por esse vértice e depois, em um momento posterior, chegasse
de volta a ele, saisse e ndo mais voltasse.

Portanto, um vértice com um nimero impar de arestas tem de ser o primeiro
ou o ultimo da trajetéria. Isto €, pode haver, no maximo, dois vértices com um numero
impar de arestas ligadas a eles. No caso das pontes de Kénigsberg, existem quatro

vértices com um numero impar de arestas, logo, esse caminho néo € possivel.
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CAPITULO 2

GRAFOS HAMILTONIANOS

A teoria dos grafos contou ainda com o importante auxilio do matematico,
fisico e astronomo irlandés Sir William Rowan Hamilton (1805 - 1865) que, ao inventar
um jogo simples, chamado “The Icosian Game”, deu origem ao estudo de grafos

Hamiltonianos [32].

Figura 2.1: The Icosian Game.

O jogo foi proposto na forma de um dodecaedro onde cada vértice recebeu
0 nome de uma importante cidade. O problema: é possivel comegar em uma cidade,
visitar todas as outras uma Unica vez e retornar a cidade de partida?

O jogo é mais facil de ser imaginado projetando o dodecaedro no plano:

D

Figura 2.2: Dodecaedro e seu grafo associado.
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2.1 Caminhos e ciclos hamiltonianos

Definicao 2.1.1. Um caminho que contém todos os vértices de um grafo G
é dito Caminho Hamiltoniano de G. Do mesmo modo, um ciclo que contém todos os
vértices de G é chamado Ciclo Hamiltoniano ou Circuito Hamiltoniano. Se G contém

um ciclo hamiltoniano, entdao G é um Grafo Hamiltoniano.

Figura 2.3: Caminho Hamiltoniano. Figura 2.4: Ciclo Hamiltoniano.

Verificar se um grafo & hamiltoniano € bem diferente e muito mais dificil de
verificar se é euleriano. Apesar de terem sido estudados por varios séculos, até hoje
ndao ha uma boa caracterizacdo dos grafos hamiltonianos. Ha diversas familias de
grafos para os quais existe um circuito hamiltoniano e também é possivel estabelecer
certas condicbes que implicam na ndo-existéncia de um circuito, mas uma
caracterizacao geral ainda nao foi encontrada.

E muito facil se convencer da existéncia de um ciclo hamiltoniano em um
grafo: basta exibir tal caminho. Tome, por exemplo, o ciclo da figura 2.4. No entanto,
é dificil, em geral, se convencer da ndo-existéncia de tal ciclo. Por exemplo, o grafo
da figura 2.5 n&o possui um ciclo hamiltoniano, mas ndo existe um argumento simples

e geral para demonstrar esse fato.

Figura 2.5: Grafo ndo hamiltoniano.
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A questdo da existéncia ou ndo de um ciclo hamiltoniano para um
determinado grafo é mais dificil que sua contrapartida euleriana [23]. Nao ha qualquer
teorema que decida definitivamente a questdo. A experiéncia sugere que quanto mais
arestas melhor, no entanto, a distribuicdo destas arestas entre os vértices também é
importante.

Os teoremas a seguir fornecem condi¢cdes suficientes para a existéncia de
um ciclo hamiltoniano [30]. Isto é, se as condi¢des do enunciado forem satisfeitas por
um certo grafo G, entdo ele admitira um ciclo hamiltoniano. No entanto, essas
condicoes ndao sao necessarias, ou seja, ha grafos que nao satisfazem as hipbteses

e admitem ciclos hamiltonianos, como os representados na figura 2.8.

Teorema 2.1.2. (Dirac, 1952) Um grafo conexo, simples com n vértices, n >3, possui
um circuito hamiltoniano se o grau de cada vértice é pelo menos 1/2.

Demonstracao: Suponha que G nao seja hamiltoniano. Entao existe um grafo simples
nao hamiltoniano maximal G de ordem n >3 que satisfaz a condigcdo do teorema, ou

seja, G € nao hamiltoniano, mas para qualquer par de vértices ndo adjacentes x,y em
G, tem-se que o grafo G+xy é hamiltoniano. Claramente G ndo é completo pois todo

grafo completo com pelo menos 3 veértices é obviamente hamiltoniano. Portanto,

existem vértices x e y nao adjacentes em G. Considere o grafo H=G+xy. Pela

maximalidade de G, segue que H € hamiltoniano. Logo, todo circuito hamiltoniano em
H deve conter a aresta xy. . Assim, G tem um caminho hamiltoniano

P:(xzvl,vz,...,vn = y).

Sejam

U={v,:v, éadjacente a x,

W={v,:v,, éadjacente a y}.

Nessas condigdes, UNW =¢ pois, caso contrario C=(V,,,,V, 100V, V15 VipseensV, )
gue contém os vértices de P, seria um circuito hamiltoniano em G, contrariando a

escolha de G. Por outro lado, como x ¢ UUW, resulta que ‘UU W‘ <n. Logo,

n>|UuW|:|U|+|W|—|UmW|:d(x)+d(y)2g+g:n.

Uma contradigéo.
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Figura 2.6: Grafo hamiltoniano (Dirac).

Observe, na figura 2.6, que:

n==6
d(vl):d(v2):d(v3):d(v4)=d(v5):d(v6):3
Ent&o,

n_6

d(v)=3VweV(G)e —=—=3
()=3wev(G)e t=?

Logo, G é hamiltoniano pelo Teorema de Dirac.

A prova do Teorema 2.1.2 motivou o seguinte resultado, cuja prova segue

analogamente. Note que o Teorema 2.1.2 € um corolario do Teorema 2.1.3.

Teorema 2.1.3. (Ore, 1960) Seja G um grafo conexo, simples com n vértices, n>3.
Se d(x)+d(y)>n, para todo par de vértices x e y ndo adjacentes, x, y € V(G) tem-

se que G é um grafo hamiltoniano.

Figura 2.7: Grafo hamiltoniano (Ore).
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Observe, na figura 2.7, que:
n=>3

d(v)
5

d@g=2<5:15
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Logo, néo vale o Teorema de Dirac. Mas,
d(v,)+d(v,)=6>n=5
d(v2)+d(v4):d(v2)+d(v5):5:n

Assim, G é hamiltoniano pelo Teorema de Ore.

Esses teoremas nao sdo muito informativos. O que eles dizem,
intuitivamente, € que se um grafo contém muitas arestas e se elas sdao bem

distribuidas, ele é hamiltoniano. No limite, tem-se um grafo completo.

Definicao 2.1.4. Um grafo simples com n vértices, n>3, é denominado um Grafo

Ciclo, e denotado por C,, quando seus vértices sdo v,,V,,V,,...V, ,,V, € arestas sdo
apenas as arestas v,v,,V,V;,...,V V.,V V,.

1%
3
Vy vy

vy Vs V) Vy Vi vy

C, C, C,

Figura 2.8: Alguns grafos ciclo.

Considere o grafo Cs apresentado na figura 2.8. Nele, tem-se que:
n=>35

d(vl):d(vz):d(v3):d(v4):d(v5):2<

Logo, ndo vale o Teorema de Dirac.
E ainda
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d(vl)+d(v3)=d(vl)+d(v4):d(v1)+d(v3):d(v2)+d(v4):d(v2)+d(v5):
=d(v,)+d(v,)=4<n=6

Logo, ndo vale o Teorema de Ore.

Veja que o grafo C; néo satisfaz as condigdes do Teorema de Dirac e nem

do Teorema Ore e, no entanto, é hamiltoniano.
Com base no Teorema de Ore, Bondy e Chvatal modificaram a hip6tese de
modo a propor um resultado mais efetivo.

Teorema 2.1.5. (Bondy—Chvatal, 1976) Seja G um grafo de ordem n>3, e sejam
dois vértices ndo adjacentes, x e y, tais que d(x)+d(y)=n. O grafo G+xy é

hamiltoniano se, e somente se, o grafo G for hamiltoniano.

Demonstracao:

(<) Se o grafo G é hamiltoniano, significa que contém um ciclo hamiltoniano. O

acréscimo de uma aresta ndo mudard essa condi¢cdo, de modo que essa parte da
demonstracao € imediata.

(:>) Esta parte da demonstracao sera feita por reducao ao absurdo. Suponha que
G +xy seja hamiltoniano, mas G, nado. Assim, G+ xy possui um ciclo hamiltoniano
contendo a aresta xy, ou seja, existe um caminho P =(x,,...,x,) em G partindo de
x, =x até x, =y, passando por todos os vertices de G. Agora, tome um vértice x;
qualquer. Se x; for adjacente a x,, (2 <i< n) entdo x,_, n&o podera ser adjacente a
x,, pois, se assim fosse, x,x,x,,,...x,X, ,X,_,...x, seria um ciclo hamiltoniano em G. Mas,
com isso, 0s vértices conectados a x, = y podem ser todos os outros exceto aqueles
conectados a x, = x, num total maximo de n—1. Expressando em termos de graus:
d(x,)<(n—1)—d(x ). Mas isso significa que d(x)+d(y)<n-1, contrariando uma

das hipéteses do teorema. Logo, por absurdo, conclui-se que G deve ter um ciclo
hamiltoniano, e, portanto, G é um grafo hamiltoniano.

Vamos, agora, passar a um problema pratico intimamente ligado aos

conceitos vistos até o momento: o problema do caixeiro viajante.
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2.2 O Problema do Caixeiro Viajante

O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) é um dos problemas mais
estudados no campo da pesquisa operacional, mas até hoje ndo foi encontrado um
algoritmo computacionalmente eficiente para resolvé-lo [25]. Consiste na procura por
um circuito que possua a menor distancia, que, partindo de uma cidade, visita cada
cidade precisamente uma vez e regressa a cidade inicial. De forma geral, sua
formulagéo é: dado um grafo completo valorado G, deseja-se determinar o valor do

menor ciclo hamiltoniano de G.

Definicao 2.2.1. Um grafo é valorado ou ponderado quando suas arestas possuirem
pesos.
Pode-se representar um grafo simples, valorado e ndo direcionado por uma

matriz, de maneira analoga a matriz de adjacéncia apresentada no capitulo 1.

_( ) _ |8, sendo /3 0 peso da aresta (i, ).
hixi |0, se ndo houver aresta entre i e |

Considere um vendedor que resida numa cidade A e que possua clientes
em sua propria cidade e também em quatro cidades vizinhas: B, C, D e E. Para
planejar uma viagem afim de atender a todos os clientes passando por cada uma das
cidades uma unica vez e retornando a cidade inicial, de forma a minimizar a distancia
percorrida, criou o grafo valorado representado na figura 2.9, onde o peso de cada
aresta representa a distancia, em quilémetros, entre cada cidade.
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Figura 2.9: Cidades e suas distancias.

Matricialmente, a situagdo acima pode ser descrita pela matriz:

0 185 119 152 133]
185 0 121 150 200
M={119 121 0 174 120
152 150 174 0 199
1133 200 120 199 O |

Como tal vendedor possui clientes em apenas cinco cidade, é possivel
calcular todas as possiveis distancias utilizando o chamado Método Exaustivo.

2.2.1 Método Exaustivo

Partindo de A, o vendedor possui 4 opgdes para escolher a proxima cidade.
Feita essa escolha, restam-lhe 3 op¢des para a seguinte e, assim, sucessivamente.
Portanto, o numero de trajetos possiveis € 4.3.2.1 =24 = 4.

De forma geral, um caminho em Kn é determinado por uma sequéncia de
vértices distintos. Para ser um ciclo hamiltoniano, todos os vértices devem ocorrer na
sequéncia, e o ultimo vértice deverd ser igual ao primeiro. Logo, existem n!
sequéncias distintas. No entanto, num ciclo ndo interessa qual é o vértice inicial, ja

que se pode comecgar em qualquer vértice. Assim, fixando o vértice inicial obtém-se
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um total de (n —1)! ciclos hamiltonianos distintos em Kn. Considerando os casos em

que nao interessa o sentido em que o ciclo é percorrido, pode-se identificar um ciclo

—1)!
com o seu ciclo inverso, obtendo-se um total de —(n 21)' ciclos hamiltonianos em Kn.

Ciclo Hamiltoniano Distancia Percorrida (km) Ciclo Inverso

1 AB,C,D,EA 185 + 121 + 174 + 199 + 133 = 812 A.E,D,CBA
2 AB,C,ED,A 185 + 121 + 120 + 199 + 152 = 777 A.D,E,CBA
3 AB,D,CEA 185 + 150 + 174 + 120 + 133 = 762 A.E.C,D,BA
4 AB,D,E.C.A 185 + 150 + 199 + 120 + 119 = 773 A.C.E,D,BA
5 AB,ECD.A 185 + 200 + 120 + 174 + 152 = 831 A.D.C.EBA,
6 AB,ED,C.A 185 + 200 + 199 + 174 + 119 = 877 A.C.D.EB.A
7 A.C,B,D,EA 119 + 121 + 150 + 199 + 133 = 722 A.E.D,B,.CA
8 A,C,B,ED.A 119 + 121 + 200 + 199 + 152 = 791 AD,E,B,CA
9 A,C,.D,BEA 119 + 174 + 150 + 200 + 133 = 776 A.E.BD,CA
10 A.C.E.BD,A 119 + 120 + 200 + 150 + 152 = 741 A.D,B,E,CA
11 AD,B,CE.A 152 + 150 + 121 + 120 + 133 = 676 A.E,C,B,D,A
12 AD,CB,E.A 152 + 174 + 121 + 200 + 133 = 780 A.E,B.C,.D,A

Tabela 2.1: Enumeracéo dos ciclos hamiltonianos.

Observando-se os resultados, sdo identificados dois Ciclos Otimos de

Hamilton:A - D -B -C—-E - Aesuarotainversa, A—E-C-B-D - A, cujas

distancias sdo 676 km.
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Figura 2.10: Ciclo 6timo de Hamilton.
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O problema desse método surge quando o numero de cidades cresce.
Considere, por exemplo, uma rota que possua apenas 15 cidades. O numero de ciclos
possiveis € 14! = 87.178.291.200, que seriam determinados em, aproximadamente,
0,09 segundo por uma maquina, cujo desempenho computacional possua ordem de
grandeza em teraflop/s, equipada com um programa que conseguisse examinar um
trilhdo de ciclos por segundo. Agora, considere que a rota possua 25 cidades, que
pode ser considerado um numero bastante conservador. Essa mesma maquina teria
que determinar os 24! = 620.448.401.733.239.439.360.000 ciclos possiveis para
encontrar o resultado 6timo. Mantendo seu poder de processamento, levaria mais de
19.000 anos para encontrar a melhor rota. Esse crescimento exponencial do tempo
inviabiliza a determinagdo de todos os ciclos existentes. Por esse motivo, foram
desenvolvidas técnicas, chamadas heuristicas de construgdo [6], para se determinar
um ciclo sem oferecer garantias de que a solucao seja 6tima, mas que seja viavel,
especialmente no que diz respeito ao consumo de tempo para encontrar solu¢des de

boa qualidade.

2.2.2 Método do Vizinho Mais Proximo

Esse método (algoritmo heuristico) consiste em, a partir de determinada
cidade (vértice), escolher, dentre as rotas (arestas) adjacentes, a que tem menor
distancia (peso) e partir para a cidade correspondente. Basta continuar a construir o
circuito, uma cidade de cada vez, sempre indo para a cidade que representa o vizinho
mais proximo e que ainda nao tenha sido visitada. Deve-se prosseguir dessa maneira
até que todas as cidades tenham sido visitadas. Chegando a ultima cidade, basta
retornar a inicial.

Para o caso apresentado anteriormente e representado pela figura 2.9, o
ciclo seria construido seguindo os seguintes passos:

P1: partindo de A, seguir para C;

P2: de C, seqguir para E;

P3: de E, seguir para D (a menor distancia seria entre E e A, mas isso fecharia o
circuito sem que todas as cidades fossem visitadas);

P4: de D, partir para B;
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P5: retornar a A.
A partir desse método o ciclo criado foi A — C — E — D — B — A, totalizando

773 quilébmetros. A melhor rota tem comprimento 676 quildmetros. Assim, encontra-

A : , . 97
se uma rota com 97 quilémetros a mais que a ideal, um erro relativo de s ~14,35%.

1337

Figura 2.11: Vizinho mais préximo - trajeto final.

Analisando os resultados encontrados, é possivel perceber que o método
exaustivo (ou Forca Bruta) € um exemplo do que é formalmente conhecido como um
algoritmo ineficiente, que é um algoritmo cujo numero de passos necessarios a
obtencdo de uma solugéo cresce desproporcionalmente com o tamanho do problema.

Por outro lado, o método do vizinho mais préximo é um exemplo de
algoritmo heuristico eficiente, pois, a cada passo ha uma melhor escolha a ser feita
com base num critério apropriado e bem conhecido. No entanto, o resultado pode
estar distante de ser um circuito 6timo de Hamilton. Devido a essa situagao, outros

métodos (algoritmos heuristicos) foram desenvolvidos.

2.2.3 Método da Aresta de Menor Peso

Também chamado Algoritmo Heuristico da Ligacdo mais Econdémica, tal
método é bastante simples; primeiramente a aresta de menor comprimento do grafo
deve ser escolhida. Utilizando o mesmo principio deve-se escolher outra aresta dentre

as restantes e, assim, sucessivamente. Vale ressaltar que as arestas ndo precisam
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ser adjacentes, mas, na escolha da préxima aresta, ndo escolher uma aresta que
forme um ciclo quando houver vértices ainda a visitar e nao permitir que trés ou mais
arestas sejam incidentes a um mesmo ponto, afinal, um ciclo hamiltoniano usa

exatamente duas arestas por vértice.

Figura 2.13: Método da aresta de menor peso - 22 deciséo.

A aresta de menor peso entre as restantes é BC = 121 km, porém ela néo
pode ser escolhida pois C teria trés arestas incidentes. A proxima escolha seria a
aresta AE = 133 km, mas também nao deve ser escolhida pois os vértices B e D ainda
nao foram visitados e fecharia o ciclo A— C— E - A.



Figura 2.16: Método da Aresta de Menor Peso - 42 decisao.
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Figura 2.17: Método da aresta de menor peso - trajeto final.

Assim, o ciclo criado foi A— C— E— B— D - A, totalizando 741 quildmetros.

Lembrando que a melhor rota tem comprimento 676 quildbmetros, encontra-se uma

rota com 65 quildbmetros a mais que a ideal, um erro relativo de % ~9,62%.

2.2.4 Método Repetitivo do Vizinho Mais Préximo

O algoritmo heuristico repetitivo do vizinho mais proximo é uma variagao
do algoritmo heuristico do vizinho mais proximo. Para utiliza-lo, basta aplicar
integralmente, para cada vértice, o processo de construg¢do do circuito do vizinho mais
proximo partindo, a cada vez que o processo for iniciado, de um vértice diferente dos
escolhidos anteriormente. Isso acontece porque o circuito hamiltoniano obtido
depende do vértice de partida e, ao se alterar este vértice, pode-se obter um circuito
hamiltoniano diferente que, em alguns casos, mais se aproxima do ciclo étimo. No
caso em que o vertice de partida estiver definido e este ndo coincidir com o do circuito
hamiltoniano escolhido entdo tem-se que rescrever este mesmo circuito tomando
como vértice inicial o vértice previamente estabelecido.

Aplicando o algoritmo heuristico repetitivo do vizinho mais proximo ao
problema proposto anteriormente, os circuitos de menores custos obtidos para cada
vértice inicial sdo os apresentados na tabela 2.2.
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Ciclo Hamiltoniano Distancia (km)
A,C,E,D,BA 773
B,C,AED,B 722
C,AJ[E\D,B,C 722
D,B,C,AED 722
E.C,AD,B.E 741

Tabela 2.2: Resultado obtidos pelo algoritmo repetitivo do vizinho mais préximo.

Utilizando a heuristica do vizinho mais préximo o melhor ciclo encontrado
possui 773 quildbmetros. Utilizando a heuristica repetitiva do vizinho mais préximo foi
possivel encontrar outros trés ciclos com distancias de 722 km, e mais um ciclo com
distancia 741 km. Como nos melhores resultados o vértice inicial ndo é A, como foi
predeterminado no problema, € necessario reescrever o ciclo encontrado tomando A
como vértice inicial. Assim, o melhor ciclo encontrado é A- E- D-B- C- A.
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Figura 2.18: Algoritmo heuristico repetitivo do vizinho mais proximo - trajeto final.
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CAPITULO 3

HEURISTICAS DE MELHORAMENTO

Devido a dificuldade de se encontrar uma solugédo 6tima para um problema
que envolva o ciclo hamiltoniano, heuristicas e meta-heuristicas (estratégias
genéricas, esqueletos de algoritmos para a construcdo de heuristicas) de
melhoramento, foram desenvolvidas [6]. Enquanto os procedimentos de construgao
seguem alguma regra que determina o vértice e a posicao de sua inser¢ao na rota em
formacao, os procedimentos de melhoramento partem de uma rota inicial conhecida
e tentam reduzir o comprimento total do percurso explorando o conceito de 6timo local.
Dentre muitas, se destacam K-optimal (k-opt), Algoritmos Genéticos (AG), Colbnia de
Formigas (CF), Simulated Annealing (SA), Busca Tabu (BT) e Greedy Randomized
Adaptive Search Procedure (GRASP). Neste capitulo serdo abordadas as heuristicas
2-opt e 3-opt, Algoritmos Genéticos e Colonia de Formigas; os dois ultimos fazem
parte dos algoritmos bio-inspirados, que sao algoritmos onde a natureza é utilizada
como inspiragao para o desenvolvimento de técnicas para a resolu¢do de problemas

complexos.

3.1 Heuristica de melhoramento k-opt

Procedimentos onde, geralmente, terminam em um étimo local, os métodos
de melhoramento 2-opte 3-optforam propostos, respectivamente, por Croes, em 1958
[7], e Lin, em 1965 [28]. Funcionam de maneira semelhante, diferindo apenas no
numero de arcos envolvidos na analise. Em 1973, Lin e Kernighan [29] propuseram o
método k-opt, que consiste na remocao de k arcos de uma rota e sua substituicdo por
outros k arcos, com a finalidade de diminuir a distancia total percorrida. Quanto maior
o valor de k, melhor a precisdo do método, porém maior € o esforgo computacional.
Por esse motivo, na pratica, os métodos 2-opt e 3-opt sdo mais frequentes.
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A figura 3.1 representa a ideia proposta pelo procedimento k-opt, onde

podem ser encontrados minimos locais e, eventualmente, o minimo global.

@ Minimes locais
@ Minimo global

Figura 3.1: Minimos locais e minimo global

3.1.1 Heuristica 2-opt

A heuristica 2-opt € uma das técnicas mais conhecidas para melhorar uma
solucdo para o problema do caixeiro viajante. Sua utilizacdo € simples e segue de

acordo com 0s passos indicados no pseudocédigo:

1. Encontre um ciclo inicial utilizando algum algoritmo de construcéo;

2. Tente minimizar o custo do ciclo utilizando o procedimento 2-opt: a partir de dois
arcos (a, b) e (¢, d nao adjacentes do ciclo, verifique a possibilidade da sua
substituicao pelos arcos (a, ¢) e (d, b). Caso esta substituicdo promova uma reducao
de custo, efetue a troca e retorne ao passo 2. Caso contrario, mantenha os arcos
originais e verifique o resultado da troca de outros dois arcos nao adjacentes;

3. Execute o0 passo 2 até que ndo seja mais possivel obter reducées de custo.

Algoritmo 1: Pseudocodigo 2-opt
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A solucgao final que ndo pode ser melhorada mudando apenas 2 arestas €
chamada de uma solugéo 2-opt.

Figura 3.2: Heuristica 2-opt.

Recordando o problema apresentado no capitulo 2: um vendedor reside
numa cidade A e necessita visitar clientes em sua prépria cidade e também em quatro
cidades vizinhas, B, C, D e E, cujas distancias, em quildmetros, sao representadas na
figura 3.3.

Figura 3.3: Distancias (km).

O ciclo A- C - E - D - B — A foi determinado utilizando-se o Algoritmo do
Vizinho Mais Préximo. A distancia encontrada foi de 773 km o que supera a rota ideal
em, aproximadamente, 14,35%.
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Figura 3.4: Heuristica 2-opt: ciclo inicial.

ser reiniciado.

Substituindo-se os arcos (A, C) e (E, D) por (A, E) e (C, D) obtém-se o ciclo
A—-E-C-D-B-A, comdistancia de 762 km, que representa um resultado melhor

que o original. Assim, a substituicao deve ser mantida e o procedimento 2-opt deve

Substituindo-se os arcos (A, E) e (C, D) por (A, C) e (E, D) obtém-se o ciclo

A-C-E-D-B-A, com distancia de 773 km, que representa um resultado pior
que o anterior. Assim, a substituicAo deve ser desfeita e deve-se procurar outro par
de arestas ndo adjacentes para se efetuar um novo teste.
Substituindo-se os arcos (A, E) e (D, B) por (A, D) e (E, B) obtém-se o ciclo
A-D-C-E-B-A, com distancia de 831 km, que representa um resultado pior
que o anterior. Assim, a substituicAo deve ser desfeita e deve-se procurar outro par
de arestas néo adjacentes para se efetuar um novo teste.
Substituindo-se os arcos (E, C) e (D, B) por (E, D) e (C, B) obtém-se o ciclo
A—-E-D-C-B-A, com distancia de 812 km, que representa um resultado pior
que o anterior. Assim, a substituicAdo deve ser desfeita e deve-se procurar outro par
de arestas néo adjacentes para se efetuar um novo teste.
Substituindo-se os arcos (E, C) e (B, A) por (E, B) e (C, A) obtém-se o ciclo
A-E-B-D-C-A, com distancia de 776 km, que representa um resultado pior
que o anterior. Assim, a substituicdo deve ser desfeita e deve-se procurar outro par
de arestas néo adjacentes para se efetuar um novo teste.
Substituindo-se os arcos (C, D) e (B, A) por (C, B) e (D, A) obtém-se o ciclo

A—-E-C-B-D-A, comdistancia de 676 km, que representa um resultado melhor
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que o anterior. Assim, a substituicao deve ser mantida e o procedimento 2-opt deve
ser reiniciado.

A tabela 3.1 fornece os resultados das demais trocas:

Trocar Por Circuito Distancia |Resultado
(A,E)e (C,B)| (A,C)e (E,B) | AC,EBDA | 741 km pior
(A,E)e (B,D)| (A,B)e (E,D)| ABCEDA | 777km | pior
(E,C)e(B,D)| (E,B)e(C,D)| AE,B,C,D,A | 780 km pior
(E,C)e(D,A)| (E,D)e (C,A) | AEDB,CA | 722km | pior
(C,B)e(D,A)| (C,D)e(B,A) | AE,CD,BA | 762km | pior
(C,B)e(A,E)| (C,A)e(B,E) | ACE.B,D,A | 741 Km pior
(B,D)e (A E)| (B,A)e(D,E) | AB,CEDA | 777km | pior
(B,D)e(E,C)|(B,E)e(D,C) | AEB,CDA | 780km | pior
(D,A)e(E,C)| (D,E)e(A,C) | AEDBCA | 722km | pior
(D,A)e(C,B)|(D,C)e (A, B) | AE,CD,BA | 762km | pior

Tabela 3.1: Resultados 2-opt.

Constata-se que o ciclo A—E - C - B - D — A é uma solucdo 2-opt para o
problema proposto. Tal solugédo representa um 6timo local que, neste caso, € também
um 6étimo global. No entanto, tal resultado ndo pode ser garantido; alias, ndo ha
qualquer garantia de que uma solugédo 2-opt se aproxime do 6timo global. Somente
se pode concluir que a solugdo encontrada é étima para a vizinhanga considerada no
momento da escolha do ciclo inicial. Outro item a ser considerado é até quando deve
ser aplicado o procedimento. Caso sejam muitas as trocas, € possivel determinar
algum critério de parada, como, por exemplo, numero de iteragdes, tempo de

execucgao ou até que se atinja um resultado pré-determinado.

3.1.2 Heuristica 3-opt

De maneira andloga a heuristica 2-opt pode-se criar a heuristica 3-opt.
Nesse caso sao considerados trés arcos ao invés de dois, 0 que resulta em sete
possiveis combinacdes, conforme pode ser visto na figura 3.5. Destas, apenas quatro
combinacoes (4, 5, 6 e 7) representam trocas entre trés arcos; as demais (1, 2 e 3)
correspondem a trocas do tipo 2-opt.
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Figura 3.5: Heuristica 3-opt

3.2 Algoritmos Genéticos

No inicio da década de 1970 John Holland, utilizando os postulados de
selecao natural descritos por Charles Darwin, considerou que poderia criar algoritmos
computacionais capazes de manipular cadeias de informacdes de forma a construir
organismos complexos, melhores adaptados. Assim, apenas organismos melhores
adaptados sobreviveriam em detrimento de outros, menos adaptados. Assim como na
natureza, o algoritmo nao tinha a informacédo de qual problema estava resolvendo,
mas conseguia, através de uma funcao de avaliacdo, fazer com que somente os
organismos com maiores condi¢des de chegar ao resultado conseguissem sobreviver
e se reproduzir, passando para os descendentes a sua carga genética e aumentando
assim a chance de continuar, enquanto os menos adaptados eram eliminados. Em
1975, no seu livro Adaptation in Natural and Artificial System, John Holland publicou o
primeiro trabalho cunhando a expressao Algoritmos [22].

Atualmente sao utilizados para resolver problemas de busca e otimizacao
encontrados no cotidiano. Buscam a melhor solugéo utilizando um processo iterativo
onde a busca se da a partir de uma populacgao inicial que, combinando seus melhores
representantes, obtém-se uma nova populagdo que passa a substituir a anterior. A
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cada nova iteragao € gerada uma nova populacao que apresenta novas solucées para
0 problema em questéo.

A representacdo de solugdes em um algoritmo genético é feita através de
uma string de caracteres, chamada de cromossomo ou individuo. Existem varios tipos
de codificacdo para se representar um cromossomo: codificacdo binaria, ponto
flutuante, inteiros, etc. Para o Problema do Caixeiro Viajante, cada cromossomo pode
ser uma sequéncia que representa a ordem em que as cidades sao visitadas. Os
cromossomos sao classificados de acordo com uma fung¢ao de avaliagdo, e existem
varias técnicas para selecao e cruzamento desses individuos. Para o problema do
caixeiro viajante, a funcdo de avaliacdo soma a distancia entre cada cidade do
cromossomo. Um cromossomo é considerado melhor que outro quando a sua
distancia total € menor.

Basicamente, o que um algoritmo genético faz € criar uma populagédo de
possiveis respostas para o problema a ser tratado (inicializa¢do) para depois submete-

la ao processo de evolugao, constituido pelas seguintes etapas [17]:

1. Criar a populagdo inicial com individuos definidos aleatoriamente;

2. Enquanto critérios de parada nao forem atingidos faca:

3. Avaliar a funcao objetivo para os individuos;

4, Atribuir o fitness de cada individuo;

5. Selecionar os individuos para reprodugédo usando um operador de selecao;
6. Reproduzir os individuos usando os operadores de crossover e mutacao;

7. fim-enquanto;

8. Retornar melhor individuo.

Algoritmo 2: Pseudocddigo Algoritmo Genético

1) Geracao da populacédo inicial: a populacéo inicial pode ser gerada de forma
totalmente aleatoria. Entretanto, recomenda-se incluir solucdes obtidas através
de uma ou mais boas heuristicas ou, entdo, assegurar que a populacao esteja
bem distribuida ao longo do espaco de solucdes.

2) Avaliagdo: é feita uma andlise para que se estabeleca quao bem as solugdes
encontradas respondem ao problema proposto; a avaliacao é feita pela fungéao
de aptidao, usada para medir a habilidade do individuo de sobreviver e se
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reproduzir. Quando 0 cromossomo representa, por exemplo, uma sequéncia

de cidades a serem visitadas por um caixeiro viajante, a fungéo para o célculo

da aptidao pode ser o inverso da distancia total percorrida [17].

Selecdo: existem diversos métodos para a selecdo dos individuos para o

cruzamento, porém, todos levam em consideracao a aptidao de cada um dos

individuos da populacdo. Os principais métodos sao:

3.1) Torneio (Tournament selection): sorteiam-se aleatoriamente k individuos
e seleciona-se o melhor, com base na fungao de aptiddo. Na maioria das
vezes, k = 2.

3.2) Selecao Truncada (Truncation selection): consiste em definir somente
uma fragdo de melhores individuos que podem ser selecionados, e todos
eles possuem a mesma probabilidade de selecéo.

3.3) Roleta (Roulette wheel selection): as aptidées de todos os individuos da
populacdo sdo calculadas e os valores obtidos corresponderao,
proporcionalmente, aos setores de uma roleta. Assim, girando a roleta,
a chance de os setores maiores serem selecionados sera maior.

Cruzamento (crossover). o operador de cruzamento tem por finalidade

combinar as informacdes genéticas de dois individuos, denominados pais, para

gerar novos individuos, denominados filhos, formando assim a nova geracao.

Um método bastante comum para combinar dois individuos é o cruzamento

com um unico ponto, chamado de ponto de corte ou cruzamento. Uma posicao

para cruzamento, k, do vetor individuo é selecionada aleatoriamente e os genes
de cada individuo, apds este ponto k, sdo trocados, produzindo dois novos
descendentes. O PCV tem uma caracteristica peculiar para o cruzamento, que

€ a permutacdo. Um individuo ndo pode conter cidades repetidas, portanto o

cruzamento deve manter o controle de quais cidades ja foram colocadas no

caminho do individuo para que nao haja repeticdo. Para tanto, alguns
operadores de cruzamento foram desenvolvidos especificamente para o PCV

[33]. Veja, a seguir, alguns exemplos desses operadores.

4.1) PMX (Partially Mapped Crossover): o operador PMX busca preservar a
ordem e a posicao de alguns genes do cromossomo. Trata-se de um
procedimento de reparo para evitar a ocorréncia de elementos repetidos

e funciona da seguinte maneira:
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4.1.1) Escolhem-se aleatoriamente dois pontos de corte aplicados a
ambos os pais;

4.1.2) Geram-se dois pré-filhos, trocando-se os segmentos centrais
entre os pais;

4.1.3) Alguns elementos podem estar duplicados e outros faltando.
Através dos segmentos centrais estabelece-se uma relagdo de

mapeamento, corrigindo-se os pré-filhos e obtendo-se os filhos.

Por exemplo, suponha dois pais (Pr e P2) 0s quais representam possiveis
solucdes para o PCV para um trajeto de nove cidades:
Pi=(ABCDEFGHI
P-=(DEBAHGFICQC)
Selecionando-se arbitrariamente dois pontos de corte:
Pi=(ABC|DEFG|HI
P.=(DEB|AHGF|IC)
Os segmentos entre os pontos de corte séo trocados:
Fi=(XXX|AHGF|XX)
Fo=(XXX|DEFG|XX)

A troca representa o mapeamento A«<> D, H< E, G Fe F < G. O passo
seguinte corresponde ao preenchimento das cidades dos pais originais aonde nao
ocorra conflito:

Fi=(XBC|AHGF|X])
Fo=(XXB|DEFG|IC)

Finalmente, o primeiro gene “X” do filho F7, o qual deveria ser A, sera
substituido por D, conforme o0 mapeamento A <> D. Da mesma maneira 0 segundo
gene “X” no filho F; é substituido por E. Esse mesmo processo é repetido para o filho
F2, gerando os seguintes filhos:

Fi=(DBC|AHGF|E]I
Fo=(AHB|DEFG|IC)

4.2) OX (Order Crossover): O operador OX E uma variagdo do operador PMX
com um procedimento de reparo diferente:

4.2.1) Escolhem-se aleatoriamente dois pontos de corte que irdo

determinar uma sub-rota;
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4.2.2) Um pré-filho é criado copiando-se a sub-rota na posicao
correspondente do Pai 1;

4.2.3) Os elementos da sub-rota sao excluidos do Pai 2;

4.2.4) A partir do segundo ponte de corte, as posi¢cées vazias sao
preenchidas com os elementos nao excluidos do Pai 2;

4.2.5) Quando o fim do cromossomo for atingido, continua-se a partir da
primeira posi¢ao deste;

Utilizando o0 mesmo exemplo do operador PMX tem-se:
Pi=(ABC|DEFG|HI
P.=(DEB|AHGF|IC)

Os segmentos entre os dois pontos de corte sdo copiados para os filhos:
Fi=(XXX|DEFG]|XX)
Fo=(XXX|AHGF|XX)

A partir do segundo ponto de corte de um pai, as cidades existentes do
outro pai sdo copiadas na mesma ordem, omitindo simbolos ja existentes no
cromossomo. Chegando ao final da string, continua-se a partir da primeira posi¢céo. A
sequéncia de cidades no segundo pai, comec¢ando do segundo ponto de corte, é (I C
D EBAHG F). Apés remover as cidades D, E, F e G, as quais ja se encontram no
primeiro filho, sobram, na ordem, as cidades |, C, B, A e H. Essa sequéncia € colocada
no primeiro filho, comegando no segundo ponto de corte, ficando:

Fi=(BAH|DEFG|IC)

Fazendo a mesma operacao para o segundo filho obtém-se:

Fo=(CDE|AHGF|IB)

4.3) Operador CX (Cycle Crossover): o operador CX toma alguns pontos de
um dos pais e seleciona os pontos remanescentes do outro pai. Os
pontos do primeiro pai ndo sdo selecionados aleatoriamente e, sim,
aqueles que ocupam o mesmo conjunto de posi¢cdes nos dois
cromossomos pais. Mantém-se alguns genes do pai 1, gerando o filho
1. As demais posicoes sao preenchidas com os demais genes faltantes
na sequéncia em que eles aparecem no pai 2. O mesmo procedimento

é utilizado para gerar o filho 2.
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Utilizando o0 mesmo exemplo dos operadores supracitados, tem-se:
Pi=(ABCDEFGHI)
P-=(DEBAHGFIC)

A primeira cidade do filho F; é retirada do pai P;. Dessa forma, tem-se:
Fi=(AXXXXXXXX)

A segunda cidade a ser considerada é a primeira cidade do segundo pai,
ou seja, a cidade D. A ordem que essa cidade ira ocupar no filho F1, € a posicao na
qual ela se encontra no pai P;. Dessa maneira, tem-se:

Fi=(AXXDXXXXX)

A terceira cidade a ser considerada seria a cidade A, mas isso fecha um
ciclo e, portanto, as demais posi¢coes devem ser preenchidas com os genes do pai P-.
Assim, tem-se como resultado:

FiI=(AEBDHGFIC)

Da mesma forma, o filho F2resulta em:

F>=(DBCAEFGHI

5) Mutacdo: o operador de mutagdo tem por finalidade manter a variedade
genética das populagdes geradas. Busca-se recuperar boas caracteristicas,
eventualmente, perdidas nos processos de selecao e cruzamento, e também
evita-se ficar preso em determinadas regides do espaco de busca ou em pontos
de 6timo locais. O método de mutacdo depende do tipo de representacao
adotada. Para cromossomos que tém sua representacado baseada na ordem,
como no PCV, existem operadores de mutagao especificos, semelhante ao que
ocorre no cruzamento.

5.1) Mutagdo por inversdo: dois pontos de corte sdo selecionados
aleatoriamente e a sequéncia entre estas duas posi¢cdes do cromossomo
é invertida. Por exemplo, escolhendo-se arbitrariamente dois pontos de
corte na sequéncia (ABCD E F G H I), tem-se:
(ABC|DEFG|HI
Invertendo-se a posicéo dos genes, resulta em:
(ABC|GFED|HI
5.2) Mutacdo por substituicdo: consiste em selecionar uma sequéncia ao

acaso e inseri-la em uma posicao aleatoria. Por exemplo, escolhendo-
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se na sequéncia (ABCDEFGHI) osgenes C, D, E e F e inserindo-
0s em outra posicao, pode-se obter a sequéncia:

(ABGHCDEFI)
Uma variacao para esse operador de mutacdo consiste na inversdo da
sequéncia quando inserida na posicao aleatoriamente escolhida.

5.3) Mutacéo por insercao: é um caso particular da mutacao por substituicéo
em que a sequéncia selecionada para insercdo em uma posi¢ao
aleatéria contém apenas um gene. Selecionam-se aleatoriamente duas
posicbes N0 mesmo Cromossomo e 0S respectivos elementos sao
trocados. Por exemplo, na sequéncia (ABCDEFGHI) osgenesCe
F poderiam ser trocados, resultando na sequéncia (ABFDE CGH I).

6) Atualizacdo: os individuos criados nesta geracéo sao inseridos na populagao;

uma a maneira mais simples de fazer isto €, simplesmente, substituir toda a

populagdo antiga pela nova, independentemente da sua aptiddo. Entretanto, é

recomendavel preservar a informacao genética dos melhores individuos dentre

0s ascendentes, repassando-a para a proxima geracao, operacao esta
chamada de elitismo. Isto pode ser feito substituindo os descendentes menos
aptos pelos ascendentes mais aptos.

7) Finalizacao: verificam-se se as condi¢gdes de encerramento da evolugao foram
atingidas, retornando para a etapa de avaliacdo em caso negativo e encerrando

a execugao em caso positivo.

3.3 Colbnia de Formigas

Inteligéncia de Enxames € o termo utilizado para sistemas onde o
comportamento coletivo de agentes interagindo localmente com o ambiente provoca
o surgimento de padrdes globais coerentes e funcionais. Ela possibilita a base com a
qual é possivel resolver problemas coletivamente sem a necessidade de um controle
central ou modelo global [27].

O Algoritmo Colénia de Formigas trata-se de um algoritmo inspirado no
comportamento de colénias de formigas reais [11]. As formigas descobrem os

caminhos mais curtos entre o formigueiro e as fontes de alimento sem o auxilio de
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quaisquer pistas. Isso ocorre devido a um processo de cooperacao indireta que
modifica 0 meio ambiente, guiando as formigas pelo menor caminho [12]. Apés ter
encontrado uma fonte de alimento, ao retornar para a colénia, a formiga deposita no
trajeto uma substancia volatil denominada feromdnio, que € uma estrutura quimica de
comunicacao e sinalizacdo. Cada colénia tem um cheiro, o que distingue as formigas
de um ninho das formigas de outro ninho. Os feroménios secretados pelas formigas
informam qual o tipo de trabalho que deve ser feito, informa se ha perigo por perto, se
h& necessidade de recrutamento de operarias para carregarem alimento rapidamente
para a colbnia, entre outros comportamentos especificos. Esse sistema complexo de
comunicacao torna as formigas aptas a colonizarem diversos ambientes.

Caso existirem diversas trilhas de feroménio conduzindo a uma mesma
fonte de alimento, a selecéo € probabilistica baseada na concentragao de feroménio
em cada uma delas [41]. As formigas que percorrem 0 menor caminho da colbnia até
a fonte de alimento retornam ao formigueiro primeiro, fazendo com que nele haja uma
concentragdo maior de feromdnio, atraindo mais formigas por esse caminho.

Pode-se ilustrar o procedimento de forma simples: considere as duas
primeiras formigas que partem a procura de alimento por dois caminhos distintos.
Suponha que as formigas deixem a colbnia ao mesmo tempo, com a mesma
velocidade. A formiga que segue pelo caminho mais curto chega ao alimento apds um

intervalo de tempo ¢, enquanto a formiga que segue pelo caminho mais longo leva
t, =t + At para chegar ao mesmo lugar. Desconsiderando-se o tempo gasto para

coletar o alimento, que deve ser igual para ambas as formigas, a primeira retorna a

colénia apés um intervalo de tempo de 21, enquanto a segunda leva 21, = 2(z, + Ar).

Isso significa que, durante o intervalo de tempo [2t,, 2¢,], de duracdo igual a 2At, a

situagdo encontrada € uma densidade de feroménios duas vezes maior na segao
inicial do caminho mais curto do que na seg¢éo inicial do caminho mais longo, pois a
formiga que optou pelo caminho mais curto ja percorreu o percurso inteiro por duas
vezes, isto é, na ida e na volta. A segunda formiga ainda estara no seu caminho de
volta, fazendo com que a segéo inicial de seu caminho so6 tenha sido percorrida uma
Unica vez, durante a viagem de ida ao alimento. Entao, para uma formiga que deixe a

colénia em busca de alimento durante o intervalo de tempo 2A¢, o caminho mais curto

parecera duas vezes mais atrativo, devido a sua densidade superior de feroménios.
Esse processo deixa o caminho mais curto cada vez mais atrativo, conforme o tempo
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passa. Assim, de maneira cooperativa, a coldénia tem a capacidade de selecionar o

menor caminho para uma determinada fonte de alimento.
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Figura 3.6: Formigas - Esquema baseado em Goss et al (1989) [20].

No esquema representado na figura 3.6, tem-se que:
1) Formiga inicia a exploracéo (a), ao encontrar uma fonte de alimento (F), retorna
ao ninho (N) depositando feroménio
2) Demais formigas sao recrutadas para a exploracéo da area.
3) Apbs certo tempo, a maioria das formigas escolnem a menor rota.
Eventualmente, algumas formigas s&o liberadas para explorar/patrulhar o

territorio.

3.3.1  Ant System

O Ant System (AS) foi o primeiro algoritmo desenvolvido inspirado em
colénias de formigas [11]. Nesse algoritmo, a probabilidade da formiga k, que esta na

cidade i, escolher como destino a cidade j € dada por:

[z (0] [2,]
pi(0=1 Sl 0] 0]’

0, caso contrario

, sejeN!
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Onde:

e 7, €aquantidade de feromonio do caminho (i, j);

1

e 1, =— €chamado de “visibilidade” da cidade j a partir da cidade i; representa
ij

a atratividade da formiga visitar a cidade j depois de visitar a cidade i. E dado

pelo inverso da distancia d, da cidade i a cidade j.
e o e [ sdo parametros que permitem determinar, respectivamente, a
influéncia do feroménio e da informacéao heuristica (visibilidade).

e N é o conjunto das cidades ainda nio visitadas pela formiga k.

Em relacédo ao feromdnio associado ao caminho (i, j) ocorrem dois eventos:
a evaporacdo e o deposito. A evaporacao evita o acumulo infinito de feroménio no
caminho (i, j) e, consequentemente, permite esquecer decisdes ruins tomadas no
passado e o depdsito, que é feito pelas formigas que passam sobre (i, j), guia as outras
formigas na escolha das suas solucdes definindo o quao bom é seguir por esse

caminho.
Apoés todas as formigas construirem suas rotas o feroménio é atualizado

pela formula:
o, (1+1)=(1-p)z, (1) + 287, (1)
k=1
Onde:
e pc [0,1] € a taxa de evaporacao do feromonio;
e m € 0 numero de formigas;
o Arl.’; é a quantidade de feroménio que a formiga k deposita no caminho (i, j). E

dado por:

=, se (i, j) pertence a rota

Arl.'; =< L

0, caso contrario
onde Q € uma constante que influencia na velocidade de convergéncia do
algoritmo e L, mostra a distancia total caminhada pela k-ésima formiga neste

ciclo.
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—

para tindo de 1 até um nimero maximo de iteracdes faca

para kindo de 1 até m faca

3. enquanto a formiga knao encontrar uma rota completa selecione
a préxima cidade a ser visitada segundo a regra p,.’]‘. (t);

4. fim enquanto

5. calcule a distancia Lk da rota descoberta pela formiga k;

6. se Lk <L*entao S* « S,

7. fim para

8. atualize o feroménio segundo o processo 7, ;

9. fim para

10. retornar S*;

Algoritmo 3: Pseudocodigo Ant System

3.3.2 Ant Colony System

O Ant Colony System (ACS), proposto por Dorigo e Gambardella [10],
consiste num melhoramento do Ant System. Seu desempenho é superior ao AS
quando aplicado a problemas de tamanhos bem maiores. Assim como o AS, a
aplicacéao original proposta para o ACS é o problema do caixeiro viajante.

Uma diferenca significativa entre o AS e o ACS é a atualizagcdo dos
feroménios. No caso do AS, ela é feita de forma global e unificada, apds o término de
cada iteracao, sendo realizada simultaneamente a evaporacado de feroménios em
todos os arcos e a deposi¢ao de novos feromdnios por todos os caminhos percorridos,
proporcionalmente a qualidade dos caminhos encontrados. No ACS, a atualiza¢do dos
ferombnios ocorre de forma local apés a acdo de cada formiga, representando a
evaporacao dos feromdnios pelo seu caminho, quanto de forma global apés o fim de
cada iteracao, recompensando apenas o melhor caminho encontrado pelas formigas
com certa quantidade de feromédnios proporcional a qualidade da solu¢do encontrada.

No entanto, a principal diferenga entre tais algoritmos, esta na regra de
decisao das formigas. No AS é probabilistica, de forma que os caminhos com maiores

concentracdes de feroménios sdo os mais provaveis de serem escolhidos pelas




52

formigas. No ACS, a regra € um pouco mais complexa, sendo dita pseudoaleatéria, ja
que trabalha simultaneamente com a regra probabilistica (desbravadora) do AS e com
uma regra deterministica (exploratéria). Tem-se um parametro extra chamado qo,
variando de 0 a 1, que define quanto poder de exploragdo de novos caminhos deve
ser dado as formigas.

Sorteia-se um numero aleatério g. Se este niumero for maior que qo, a regra
de decisdo da formiga € equivalente aquela do modelo AS, com a diferenga que o

expoente « da variavel 7, € igual a 1. Esta € a parte probabilistica do modelo, que

permite as formigas experimentar novos caminhos, viabilizando a descoberta de rotas
de comprimentos menores. Por outro lado, se 0 numero aleatério sorteado g for menor
que qo, a formiga tomara sua decisao baseada no conhecimento disponivel sob a
forma de depdsitos de feromdnios e distancias, isto é, a regra de decisao da formiga

sera, para todo j pertencente a N;, dada por

j=argmax,_, {[z, (1)][n,)'}

O processo de atualizagdo local do feroménio é feito sempre que uma
formiga sai do vértice i e vai para o vértice j e ndo somente no final como descrito no

algoritmo AS. Essa atualizacao é feita seguindo a férmula:
7, (t+1)=(1-p)z, (t)+ p1,
onde p (0<p<1)é a taxa de decaimento local do feromonio e 7, representa a

quantidade inicial de feroménio depositado.

Ja na atualizacdo global, a ideia € recompensar os caminhos que
pertencem as rotas mais curtas. Assim que as formigas terminam seus trajetos,
somente a melhor formiga deposita feroménio por onde passou. Essa atualizagao é

dada pela equacéo:
Ty (t+1)=(1—p)2’ij (t)+pATij (1)

onde

1
—, se (i, j) pertence ao melhor caminho
Ay ={z ¢ ()P
0, caso contrario
em que L é a distancia total percorrida na rota construida pela melhor formiga da

iteragdo. Quanto menor a rota, maior a quantidade de feroménio depositada. Esse
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procedimento se repete até que um numero maximo de iteracbes tenha sido

alcancado ou caso nao se verifique mais melhorias nas solugoes encontradas.
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CAPITULO 4

GRAFOS NO ENSINO BASICO

Somente o desenvolvimento tecnolbégico e 0 amplo acesso a informacao ja
seriam suficientes para se planejar uma alteragéo do sistema educacional, que carece
de atualizagdes. Cada vez mais € necessario conectar o ensino oferecido nas salas
de aula as demandas do mundo que se encontra fora das paredes da escola. E preciso
que o docente desenvolva metodologias de ensino que motivem o aluno a “querer
aprender”. Isso se da com todas as disciplinas oferecidas do Ensino Basico, mas a
matematica, em particular, necessita urgentemente de uma revisdo de métodos e,
talvez, até mesmo de contetdo.

Dados do Programme for International Student Assessment (PISA)
2012 [24] colocam o Brasil obteve 582 posicao (entre sessenta e cinco paises) com
391 pontos, estando 67,1% dos participantes abaixo do nivel 2, isto €, com baixo
aproveitamento, e apenas 0,8% dos participantes no Nivel 5 ou 6, que representam
os melhores desempenhos. Tais numeros mostram a urgéncia de uma revisao na
forma como é ensinada a matematica no Brasil.

A Matematica Discreta esta presente em muitos cursos de nivel superior,
mas no Ensino Basico ela ndo é formalmente apresentada. E trabalhada, sem ser
citada, na Teoria dos Conjuntos e em “problemas de combinatéria”, mas sempre
repleta de leis e algoritmos que, em varias situacbes, surgem sem qualquer
motivagéo, o que muitas vezes desestimula o aluno que esta se familiarizando com a
matematica. Esse perfil da Educagédo Basica propicia uma introducao a teoria dos
grafos como um caminho para trazer a matematica para um mundo mais préximo do
dia a dia dos alunos. Permite, de forma simples, a construcéo das ideias basicas que
permeiam 0s processos algoritmicos, além de ser uma area riquissima em aplicagdes,
as quais nos remetem a problemas realmente contextualizados, interessantes e
atuais, além de possibilitar o desenvolvimento de atividades multidisciplinares.

Analisando os PCN’s [40], observa-se que n&o contemplam o

desenvolvimento de tépicos da matematica discreta e, consequentemente, a teoria de
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grafos nela contida. No entanto, nas Orientacées Curriculares para o Ensino Médio
encontram-se alguns indicativos da pertinéncia de se trabalhar com grafos no ensino
médio. Neste documento sao apresentados alguns topicos que podem ser trabalhados
em feiras de ciéncia, laboratérios de matematica ou ainda para compor a parte
diversificada do curriculo [39].

Pode-se despertar o interesse de grande parte dos estudantes utilizando
um desafio de simples exposicéo e facil compreensao. Isso estimula uma saudavel
competicdo para ver quem encontra mais rapidamente uma solugdo. E possivel,
inclusive, criar grupos para que seus integrantes possam discutir os possiveis passos
a serem seguidos no intuito de se resolver o problema.

Neste capitulo serdo apresentados alguns problemas e sugestbes de
aplicacdo e desenvolvimento de aulas ou projetos envolvendo a teoria dos grafos

voltada aos alunos do Ensino Médio.

4.1 O Problema da Casinha e as Pontes de Konigsberg

Apresentando a figura 4.1, questione se é possivel desenha-la sem tirar o

lapis do papel e sem passar pela mesma linha duas vezes.
C

A E

Figura 4.1: Problema da casinha

E bem possivel que alguns alunos encontrem uma solugdo. Apds a
apresentacdo e analise das solucdes, pode-se enfatizar que todas as solugdes
encontradas comeg¢am no vértice A e terminam no vértice E ou Comegam em E e
terminam em A. Questione se seria possivel iniciar e terminar a figura num mesmo

vértice. Ou se seria possivel, partindo de B, encontrar uma solugdo. Obviamente,
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nessas condi¢cées, nenhuma solucao sera encontrada. Nesse momento, pode-se
apresentar o Problema das Pontes de Konigsberg.

Apo6s um tempo de reflexdo, o professor pode expor a solugéo apresentada
por Euler ou exibir um dos inumeros videos que falam sobre o tema. Por exemplo,
pode apresentar o video Pontes de Kénigsberg, que tem duracao de 2 min 17 s e esta
disponivel em: https.//www.youtube.com/watch?v=RdN1JwTaUos. Veja que, além de
ser uma deixa para a apresentacao dos grafos eulerianos, ha espaco para a biografia
de Euler, com suas principais contribuicées ao desenvolvimento matematico cientifico
e também é possivel criar uma ligacao com os conteudos de Geografia e Historia, que
poderiam abordar as caracteristicas e os principais fatos ocorridos na regiao.

AplGs essa introdugéo, é possivel trabalhar com os temas e definicbes
apresentados no primeiro capitulo desse trabalho. Pode-se, inclusive, apresentar a
ideia de matrizes e suas varias aplicacdes a problemas presentes no cotidiano.

4.2 O Problema das Trés Casas

A origem deste problema é desconhecida, mas foi primeiramente
mencionada por Henry Ernest Dudeney, em 1913, na revista britanica The Strand
Magazine. O problema consiste em fornecer agua, gas e eletricidade, de W, G e E, a

cada uma das trés casas, A, B e C, sem que qualquer tubulagéo cruze com outra.

Gas
W G E
A B c

Figura 4.2: Problema agua-gas-eletricidade.


https://www.youtube.com/watch?v=RdN1JwTaUos
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Dé um tempo para que os alunos pensem a respeito. E possivel que alguns
ja conhecam o problema, e isso o torna ainda mais atraente, pois é improvavel que a
maioria saiba como convencer alguém da solugao, isto é, da impossibilidade de tal
ligagcéo ser feita nas condi¢des apresentadas.

Nesse momento, os alunos ja devem estar familiarizados com as defini¢cdes
e notacdes usados em teoria dos grafos. Sendo assim, é possivel apresentar os

teoremas e definicbes a seguir.

Teorema 4.2.1. (Euler, 1750) Seja G um grafo simples conexo planar e sejam n, m
e f onumero de vértices, numero de arestas e numero de faces respectivamente de
uma representacao plana de G. Entdo n—m+ f =2.
Demonstracao: Qualquer grafo conexo G pode ser construido a partir de uma arvore
geradora adicionando arestas a ela, uma a uma, até que o grafo G seja obtido.
Observe que, sendo Te uma arvore geradora de G, Ta tem n vértices, n—1 arestas e
1 face e isso significa que:

n—m+ f :n—(n—l)+1=2
ou seja, a relacdo é valida para a arvore geradora de G.

Perceba ainda que, em qualquer etapa da construcdo do grafo G a partir
de sua arvore geradora, a adicdo de uma aresta ndo altera o valorde n—m+ f . Cada
vez que uma aresta € adicionada, tal aresta deve conectar dois vértices diferentes e
“‘cortar’ uma face existente em duas. Isso deixa n fixo, aumenta m em uma aresta e
f emuma face. Assim, n—m+ f fica inalterado.

Caso G nao seja uma arvore, considere C um ciclo em G e a uma aresta

de C. Entdo o grafo G —a é conexo, com n vértices, m—1 arestase f —1 faces pois,

ao se remover uma aresta de C, duas faces de G sdo unidas. Assim, n—m+ f fica

inalterado, pois, n—m+ f =n—(m—1)+(f —1).

Corolario 4.2.2. Se G é um grafo conexo e planar com n, vértices, n>3, e m

arestas, tem-se que 3n—-m=>6.
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Demonstracao: Cada face de um grafo é delimitada por minimo trés arestas. Logo,

2n>3f, pois cada aresta é compartilhada por duas faces. Substituindo, na férmula
2 2 .
de Euler, f por §m tem-se n—m+§m22, ouseja, 3n—-m=6.

Com esse resultado é possivel concluir que o grafo Ks nao é planar. Nesse

grafo é n=5e m=10, portanto, 3n—-m=3-5-10=5<6.

Definicao 4.2.3. Um grafo G é bipartido se V(G) pode ser particionado em conjuntos
X e Y de modo que toda aresta de G tem um extremo em X e outro em Y. Como
consequéncia desta definicdo, X e Y sdo conjuntos independentes. Um grafo bipartido
G sera bipartido completo se, para qualquer par de vértices x,y com xe Xe ye Y,

vale que x,y € A(G). Um grafo bipartido completo € denotado por Kp,q com p vértices

em X e qverticesem Y .

Corolario 4.2.4. Se G é um grafo conexo e planar com n vértices, n >3, m arestas e

sem tridngulos, isto é, se ndo possui K3 como subgrafo, entdo m<2n—4.
Demonstracao: Como nao ha circuitos de comprimento trés, todos os circuitos tém
quatro ou mais arestas, ou seja, cada face tem grau pelo menos 4. Assim, a soma dos

graus das faces é, no minimo, 4f e, portanto, 2m>4f . Da férmula de Euler vem
que f =m—n+2,0U seja, m—n+2£% que resultaem 2n—m=>4.

Com esse resultado € possivel concluir que o grafo bipartido completo Ks 3
nao é planar. Nesse grafo ndo ha circuitos com trés arestas e tem-se que n=6 e
m=9. Portanto, 2n-m=2-6-9=3<4.

Definicao 4.2.5. Um grafo H é homeomorfo a outro grafo, G, se H puder ser obtido de

G pela insergao de vértices de grau dois em pontos intermediarios de suas arestas.

Teorema 4.2.6. (Kuratowski, 1930) Um grafo G é planar se, e somente se, G nao

contém subgrafo homeomorfo ao Ks 3 ou Ks[21].

Retornando ao problema agua-gas-eletricidade, representado pela figura
4.2. O grafo Kz 3 é uma ilustracao do problema, e como ele é néo planar, entdo, nao é
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possivel fazer as conexdes desejadas no problema sem que haja cruzamento de

arestas.

Figura 4.3: Problema agua-géas-eletricidade na forma de grafo.

Observe que, além de resolver o problema do abastecimento de agua-géas-
eletricidade, é demonstrado o teorema da chamada F6rmula de Euler para poliedros.

Outra forma de demonstrar a férmula de Euler para poliedros foi
apresentada por Cauchy e segue, em linhas gerais, 0s passos apresentados a seguir.

Considere um poliedro convexo, P, com V vértices, A arestas e F faces.
Inicialmente retira-se uma de suas faces. Como resultado obtém-se uma nova figura
com 0 mesmo numero de vértices, 0 mesmo numero de arestas e uma face a menos.
Nessa nova figura existem arestas que pertencem a apenas uma face, chamadas
arestas livres. Considere, agora, a figura obtida ao se “esticar” de modo conveniente
essa nova figura a partir de suas arestas livres, achatando-a até que ela se torne uma
figura plana. Tal figura plana tem o mesmo nimero V de vértices, A de arestase F-1
faces. Em seguida tracam-se, nos poligonos da figura plana, diagonais que nao se
cortam, obtendo uma decomposicdo de cada uma de suas faces em tridngulos.
Observe que, a cada diagonal tracada, a figura plana terd 0 mesmo numero de vértices
e aumenta-se 0 numero de arestas e o numero de faces em uma unidade cada um.

Assim, o numero de seus vértices menos o numero de suas arestas mais o numero
de suas faces é igual a V—(A+1)+(F-1+1), ou seja, V-A+F-1. Portanto, o

resultado permanece inalterado. Ao fim do processo, existem somente tridngulos com
apenas uma aresta livre, com duas arestas livres ou sem arestas livres. A seguir,

retira-se da figura uma a uma as faces triangulares, seguindo os seguintes critérios:
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Se existe triangulo com duas arestas livres, retira-se esse triangulo,
diminuindo um vértice, duas arestas e uma face. Na figura restante, o numero de

vértices menos 0 numero de arestas mais o numero de faces é igual a
(V-1)-(A-2)+(F-1-1), ou seja, V-A+F-1 e, portanto, o resultado permanece

inalterado e a figura continua tendo somente tridngulos dos trés tipos citados.
Se nao existir triangulos com duas arestas livres, retira-se um tridangulo com
uma aresta livre, diminuindo uma aresta e uma face. Para a figura que resta, o numero

de vértices menos o numero de arestas mais o numero de faces é igual a
V—(A—1)+(F—1—1), ou seja, V- A+F-1. Assim, o resultado permanece inalterado e

a figura continua tendo somente triangulos dos tipos citados anteriormente.

O procedimento deve continuar até que reste apenas um tridangulo. Como,
para o tridngulo, o numero de vértices menos o niumero de arestas mais 0 numero de
faces é igual a 1, e em todas as retiradas este resultado permanece inalterado e igual

a V-A+F-1, conclui-se que V-A+F-1=1, ou seja, V-A+F=2.

4.3 Problema do Carteiro Chinés

Dado um mapa rodoviario contendo as distancias entre cidades, qual
caminho deve ser escolhido de forma a minimizar a distancia percorrida desde uma
cidade de origem a uma outra cidade de destino? Tal situacdo pode ser modelada
através de um grafo onde os vértices representam as cidades, as arestas ponderadas
sa0 as estradas e 0s pesos das arestas sédo as distancias entre as cidades. Problemas
desse tipo s&o conhecidos como Problema do Caminho Minimo.

Goodrich e Tamassia [19] relatam que, ao se tentar descobrir 0 caminho
mais curto entre dois vértices quaisquer de um grafo, o algoritmo de Dijkstra,
concebido pelo cientista da computacao holandés Edsger Wybe Dijkstra, € uma das
primeiras opg¢des. Tal algoritmo encontra 0 menor caminho entre dois vértices, s e u,
do grafo quando todos os arcos possuem comprimentos ndo negativos. Utiliza um
procedimento iterativo determinando, na primeira iteracao, o vértice mais préximo do
vértice inicial s, na segunda iteragdo, o segundo vértice mais préximo de s e assim

sucessivamente, até que o vértice final u seja alcangado.
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Seja G = (V, A) um grafo orientado e s um vértice de G:
1. Atribua zero a estimativa de custo minimo do vértice s (raiz) e infinito as demais;
2. Atribua um valor qualquer aos antecessores;
3. enquanto houver vértice aberto:
4. Seja k um vértice ainda aberto cuja estimativa seja a menor dentre todos os
vértices abertos. Feche k;
para todo vértice j ainda aberto que seja sucessor de k faca:
Some a estimativa do vértice k com o custo do arco (k, j);
se esta soma for melhor que a estimativa anterior para o vértice j, entao
substitua-a e anote k como precedente de j;
7. fim para
8. fim enquanto

Algoritmo 5: Algoritmo de Dijkstra

Um problema que envolve a ideia de caminhos minimos é o Problema do
Carteiro Chinés (PCC), proposto originalmente pelo matematico chinés Mei-Ku Kwan,
em 1962 [26], que pode ser descrito do seguinte modo: um carteiro, a partir de um
posto dos correios, deve fazer a distribuicdo das cartas pelas casas que lhe sao
destinadas e regressar ao posto de maneira a percorrer a menor distancia possivel.
Obviamente o carteiro deve percorrer pelo menos uma vez cada uma das ruas a fim
de fazer a distribuicdo por todas as casas.

Esse problema pode ser reformulado em termos de grafos ponderados nos
quais se procura um circuito de Euler. Nesse grafo ponderado, as ruas correspondem
as arestas, os vértices sao os cruzamentos das ruas, e o0 peso de cada aresta € 0 seu
comprimento [18]. Se o grafo for euleriano basta encontrar um circuito, que configura
um percurso do carteiro, onde o custo (distancia percorrida pelo carteiro) é a soma
dos pesos das arestas que o constituem. Na determinacdo desse circuito pode-se
utilizar diversos algoritmos como, por exemplo, o Algoritmo de Hierholzer, que
consiste em, a partir de um vértice qualquer, percorrer arestas até retornar ao vértice
inicial. Porém, dessa forma pode ser obtido um ciclo que ndo inclua todas as arestas
do grafo. Assim, enquanto houver um vértice que possui arestas ainda ndo exploradas

deve-se comecar um caminho nesse vértice e tentar voltar a ele, usando somente
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arestas ainda nao percorridas. Quando nao houver mais arestas nao percorridas,

basta combinar os ciclos determinados a partir de um vértice comum.

1. Escolher um vértice v € V(G) como vértice de partida.
Determinar um circuito C que se inicie e termine em v.
Se C inclui todas as arestas do grafo, entao C representa um circuito de Euler.
Senao, escolher um vértice v € V(C), do qual parta uma aresta que nao pertenca
aC.

4. Determinar um circuito C'que se inicie e termine em v, utilizando somente arestas
que nao pertencam a C.

5. Juntar os circuitos C e C'a partir de um vértice comum e denotar o novo circuito
por C.

6. Voltar alinha 3.

Algoritmo 4: Algoritmo de Hierholzer.

Como exemplo, observe a figura 4.4, que descreve um circuito construido

utilizando-se o algoritmo de Hierholzer.

Ciclo3:EFGE

Caminho: ABCFDEFGEBDCA

Figura 4.4: Exemplo do Algoritmo de Hierholzer.

Inicialmente, é determinado o ciclo A, B, D, C, A. Assim, as arestas (A, B),
(B, D), (D, C) e (C, A) devem ser retiradas. Em seguida é determinado o ciclo B, C, F,
D, E, B e, portanto, as arestas (B, C), (C, F) (F, D), (D, E) e (E, B) também séao
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retiradas. Por fim, determina-se o ciclo E, F, G. Combinando os ciclos a partir de um
vértice comum, determina-se o caminho A, B,C, F, D, E, F, G, E, B, D, C, A.

No entanto, se o grafo ndo admite um circuito de Euler, é preciso adicionar
arestas paralelas as ja existentes de modo a transformar os vértices de grau impar
em vértices de grau par, isto é, deve-se eulerizar o grafo. Para isso é necessario
combinar dois a dois todos os seus vertices de grau impar. Esse problema de
combinacao é chamado de “Pairwise Matching”, e foi resolvido por Edmonds e Johson
em 1973 [13].

O Algoritmo do Carteiro Chinés pode ser encontrado na literatura tendo a

seguinte sequéncia [16]:

Ler o grafo G = (V, A);
2. Se todos os nds do grafo original, G, possuirem grau par, entao determinar um
ciclo euleriano em G;
Senao, organizar um grafo completo, R, da seguinte forma:
Reunir todos os vértices de grau impar no grafo Rt e associar a cada par de
vértices vi e vj no grafo, uma aresta (i, j) com peso igual ao caminho mais curto
que liga vi a vj no grafo G;

5. Determinar o emparelhamento perfeito de peso minimo, M*, em Rr. Para cada
aresta pertencente a M*, associar uma nova aresta em G no caminho minimo
que ela representa, obtendo um grafo Ga;

6. Determinar a solugéo do carteiro chinés que é representada por um ciclo euleriano

em Ga.

Algoritmo 5: Algoritmo do Carteiro Chinés

Como exemplo de solugédo do PCC, considere o grafo G mostrado na figura

4.5. Deseja-se determinar um ciclo de extensdo minima com inicio e fim no vértice (a).
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Figura 4.5: Problema do Carteiro Chinés — exemplo.

Observe que os vértices {b, c, e, h, j, k} possuem quantidades impares de
arestas; nesse caso, deve-se proceder a eulerizagao do grafo G.

A figura 4.6 mostra o grafo completo, Rt, formado a partir dos vértices com
quantidades impares de arestas do grafo original e o grafo aumentado, Ga, que é
formado a partir da replicacédo de arestas incidentes nos vértices de grau impar e que

serdo atravessadas mais de uma vez.

Figura 4.6: Grafo eulerizado.

A partir de do grafo Ga pode ser definido um ciclo do carteiro, dado nesse
caso pela sequéncia de vértices (a, b, c, b, f,g,c,d, h, |, h, g, k, I, Kk, |, f, ], i, e, f, e, a),
com um custo total de 91 u.c.

E importante ressaltar que o caso analisado anteriormente é para grafos
nao direcionados mas vale lembrar que as principais abordagens do Problema do
Carteiro Chinés sao [14]:

1. Problema do Carteiro Chinés Nao Direcionado (PCCND), onde se
deseja gerar um percurso de custo minimo sobre um grafo G = (V, A), valorado e
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conexo, a partir de um vértice v € V, origem. Exemplo: Cidades somente com ruas
de mao dupla.

2. Problema do Carteiro Chinés Direcionado (PCCD), onde se deseja
gerar um percurso de custo minimo sobre um grafo direcionado (digrafo) G = (V, A),
valorado e fortemente conexo (fconexo), a partir de um vértice origem w € V.
Exemplo: Cidades somente com ruas de mao Unica.

3. Problema do Carteiro Chinés Misto (PCCM), onde se deseja gerar
um percurso de custo minimo sobre um grafo G = (V, A), com algumas arestas
direcionadas e outras nédo direcionadas, valorado e fortemente conexo (f-conexo), a
partir de um vértice origem wo € V. Exemplo: Cidades com ruas de mao dupla e méo

Unica.

Para a apresentacao do Problema do Carteiro Chinés pode-se partir de um
grafo ja construido e pedir para que seja determinada uma rota que minimize o
percurso de um carteiro que deve percorrer, a partir do vértice 1, todas as ruas
(representadas pelas arestas do grafo) da figura 4.7, onde o peso de cada aresta € a

distancia, em metros, que deve ser percorrida em cada rua.

3 4 5
75 24
130 140 140
9
278 a1 |°
180 170 170
77 46
1 8 7

Figura 4.7: Problema do carteiro.

Apoés aguardar até que surjam solugbes apresenta-se uma forma de
resolver o problema. A solugdo pode ser apresentada identificando-se os pares de
vértices de grau impar (2, 4, 6 e 8) e determinando o caminho mais curto entre esses
vértices para saber quais arestas duplicar.
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Os pares de vértices possiveis formar sao (2, 4) e (6, 8) ou (2, 6) e (4, 8)
ou (2, 8) e (4,6).

O Caminho mais curto entre os vértices 2 e 4 é dado pela sequéncia de
vértices 2, 3, 4; entre os vértices 6 e 8 a sequéncia € 6, 9, 8 e a soma € 419 metros.

O Caminho mais curto entre os vértices 2 e 6 € dado pela sequéncia de
vértices 2, 9, 6; entre os vértices 4 e 8 a sequéncia € 8, 9, 4 e a soma € 432 metros.

O Caminho mais curto entre os vértices 2 e 8 é dado pela sequéncia de
vértices 2, 9, 8; entre os vértices 4 e 6 a sequéncia é 4, 5, 6 e a soma € 412 metros.

Os pares (2, 8) e (4, 6) fornecem a menor distancia, assim o grafo
aumentado fica como representado na figura 4.8.

3 4 —~_5
75 24
130 140 140
9
2178 4 |°
180 170 170
77 46
1 8 7

Figura 4.8: Problema do carteiro eulerizado.

Analisando-se o grafo eulerizado basta encontrar um percurso de Euler,
como, por exemplo, a sequéncia de vértices 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,2,9,4,5,6, 9, 8,

1, onde a distancia percorrida € 1686 metros.

4.4 Coloracao

O Teorema das 4-cores € muito conhecido em teoria dos grafos pelas
muitas tentativas falhas de sua demonstragdo tanto por matematicos amadores

quanto por grandes nomes da matematica [38].
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O teorema das 4-cores surgiu logo apds o problema das 4-cores. No ano
de 1852 o entdo estudante Francis Guthrie estava colorindo mapas dos condados da
Inglaterra e, ao fazer tal coloracéo, observou que eram necessarias apenas 4 cores
diferentes para colorir um mapa sem que condados fronteiricos tivessem a mesma
cor. Intrigado e sem conseguir sucesso na demonstracdo de que com 4 cores seria
possivel pintar qualquer mapa, foi perguntar ao irmao, Frederick Guthrie, se isso se
passava com qualquer mapa. Frederick, ndo conseguindo sanar a duvida de seu
irmao, foi perguntar a seu professor em Cambridge, Augustus de Morgan que, muito
entusiasmado, compartilhou o problema com seus estudantes e outros notaveis
matematicos. Dentre estes, estava Sir William Hamilton, que ndo demonstrou grande
interesse pelo problema, respondendo a De Morgan, quatro dias depois, que nao tinha
a intencao de debrucar-se sobre a questéo.

No ano de 1878 Arthur Cayley retomou o problema em um trabalho literario
editado pela London Mathematical Society, a qual o préprio Cayley era presidente na
época. Um ano apds a retomada do problema das 4-cores o matematico Alfred Bray
Kempe fez a primeira demonstragéo do teorema, mas em 1890 o matematico Percy
John Heawood apontou alguns erros na demonstracdo de Kempe. No mesmo artigo,
Heawood lamentava ndo ter sido capaz de obter nenhuma demonstragéo alternativa
do teorema. Conseguiu, no entanto, provar o Teorema das Cinco Cores, isto €,
demonstrar que nao sdo necessarias mais do que cinco cores para colorir um mapa
plano onde paises de fronteira comum devem possuir cores diferentes.
Paralelamente, em 1880 Peter Guthrie Tait fez outra demonstracao que seguiu aceita
até 1891 quando Petersen mostrou ser falha.

Dos anos de 1891 até 1922 o teorema das 4-cores foi ganhando
contribuicées que ajudaram Philip Franklin, em 1922, a mostrar que o teorema era
valido para mapas com no maximo 25 regides.

De 1922 a 1976 o teorema das 4-cores seguiu ganhando contribuicées de
outros matematicos e, no ano de 1976, Kenneth Appel e Wolfgang Haken
conseguiram reduzir os casos possiveis a 1482 configuragdes graficas e colocaram
um computador para verifica-los um a um [1] [2]. Com isso foi demonstrado o teorema
das 4-cores, embora ndo muito aceito pela comunidade matemética por ser uma
demonstracao feita utilizando computador. Em 1989, Appel e Haken [3] publicaram
uma segunda versdo desta demonstracdo onde respondem a varias criticas e

corrigem algumas falhas detectadas na primeira versdo. Em 1994 Robertson,
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Sanders, Seymour e Thomas [36] apresentaram uma prova semelhante, mas com a
utilizacdo de “apenas” 633 configuragdes, cuja verificacdo ainda foi feita por

computador.

Como o tema traz muitos nomes importantes a tona, é possivel trabalhar
um tépico envolvendo a histéria da matematica nesse periodo de mais de 150 anos.
Também fica claro que problemas de facil exposicdo podem apresentar grande
dificuldade de demonstragéo, além de levantar uma discusséo a respeito do uso de
tecnologia no auxilio da resolucéo de problemas.

Pode-se iniciar o tema apresentado alguns mapas e pedindo aos alunos
que que os pintem com a menor quantidade de cores possivel, de tal forma que
regides fronteiricas possuam cores diferentes. E importante ressaltar que apenas um
ponto comum nao representa uma fronteira. Pode ser interessante apresentar alguns
mapas que podem ser coloridos com menos que quatro cores. Por exemplo, pode ser
solicitado aos alunos que pintem mapas com as regides do Brasil separadamente.
Pode-se iniciar com a Regido Sul, seguir para Sudeste, Centro-Oeste, Norte e
Nordeste. Perceba que o grau de dificuldade vai aumentando se essa ordem for
seguida. Para finalizar, pode-se solicitar que o mapa do Brasil seja colorido nos
mesmos moldes das regides anteriores.

Para associar a coloracdo de mapas a grafos, basta, num mapa planar,
marcar um vértice no interior de cada regiao ("capital" do pais/estado), em seguida,
para cada dois paises/estados vizinhos, desenhar uma aresta ligando as duas
capitais, cortando a fronteira comum de ambos. Dessa maneira, 0 problema de

coloragao de mapas recai sobre o problema de coloragao de vértices de um grafo.



69

RR AP

Grosso
Distrito K¢

Figura 4.9: Grafo associado ao mapa do Brasil

Seja G = (V, A) um grafo e C = {c¢,< i <n} um conjunto de cores. Uma
coloragao de vértices de G € uma atribuicdo de cores de C para os vértices, de
maneira que a vértices adjacentes sejam atribuidas cores diferentes. Uma k-coloragéo
€ uma coloracao que consiste de k cores diferentes.

O numero cromético de um grafo G, representado por y (G), € o menor

inteiro positivo k tal que exista uma k-coloracdo desse grafo. Nesse caso, é dito que
essa coloracao € minima para G e que G é k-cromético.

Determinar o nimero cromético de um grafo qualquer, em geral, € dificil. O
que se pode afirmar sem qualquer dificuldade é que se um grafo tem n vértices, entao

seu numero cromatico é y (G) < n. Apesar dessa caracteristica, sdo varias as

aplicacoes de coloragdo. Além de colorir mapas, pode-se resolver problemas de
escalonamento de tarefas como, por exemplo, definir os horarios da prova final das
disciplinas de um curso de forma que nao haja um aluno com duas provas no mesmo
horario; definir como devem ser armazenados produtos incompativeis, tais como
explosivos; determinar como deve ser feita a alocacao de frequéncias em sistemas de
comunicacdo de maneira a evitar interferéncia, dentre outros. Para um maior

aprofundamento no tema, pode-se consultar Boaventura e Jurkiewicz [4].
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4.5 O Caixeiro Viajante

O tema pode ser iniciado descrevendo um possivel cruzeiro maritimo que
é iniciado numa ilha A e que deve visitar uma Unica vez outras trés ilhas, B, C e D, de
forma que o navio retorne a ilha A percorrendo a menor distancia possivel. Considere
que as distancias entre as ilhas sado de 30 km entre A e B, 30 km entre B e C, 25 km
entre C e D, 40 km entre A e D, 35 km entre B e D e 50 km entre A e C. Pode-se
sugerir que modelem o problema através de um grafo. Com apenas quatro vértices, €

facil calcular as distancias de todas as possiveis rotas.

Rota Distancia (km)
Bg 30 C ABCDA | 30 + 30 + 25+ 40 = 125
ABDCA | 30 + 35+ 25 + 50 = 140
30 o5 ACBDA | 50 + 30 + 35 + 40 — 155
50 ACDBA | 50 + 25 + 35+ 30 = 140
A 5 ADBCA | 40 + 35+ 30 + 50 = 155
40 ADCBA | 40 + 25+ 30 + 30 = 125

Figura 4.10: llhas.

Pode ser interessante propor o mesmo problema aumentando uma ilha.
Nesse caso ja surge alguma dificuldade, pois sédo 4! = 24 rotas possiveis. Mesmo sem
apresentar a solugdo para cinco ilhas, & possivel propor que o problema seja
solucionado com seis ilhas, 0 que representa 5! = 5040 rotas possiveis.

Apresentando, formalmente, o Problema do Caixeiro Viajante é possivel
trabalhar a histéria dos grafos hamiltonianos com suas principais definicbes e
teoremas. Utilizando-se de um grafo com cinco vértices pode-se mostrar o
funcionamento de algumas heuristicas de construcao de rotas, como as citadas no
capitulo 2 desse trabalho. Também é interessante mostrar que foram desenvolvidas

heuristicas de melhoramento, como as citadas no capitulo 3.
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