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Resumo

Um dos problemas enfrentados pelo grupo de Ecologia Matematica do IMECC da UNI-
CAMP é o de trabalhar com difusao de uma pluma poluente com 3 variaveis espaciais, além da
temporal. Esta tese nao s6 aborda esta questao, propondo, inclusive um algoritmo computa-
cional para esta situagao, mas fa-lo resolvendo aproximadamente a Equacao de Navier-Stokes
num dominio irregular.

A primeira parte consiste na formulagdo do modelo matematico para o estudo de um
sistema que inclui o campo de velocidades e o comportamento evolutivo de um material
poluente. Na segunda parte, é feita a formulacao variacional, sao constituidas aproximagcoes
via o método de Galerkin para Elementos Finitos no espaco e Crank-Nicolson no tempo para
a equacao de difusao-advecgao, e o método da projecao para a equagao de Navier-Stokes.

Em seguida, faz-se a descrigao do algoritmo, indicando dificuldades operacionais do ponto
de vista de computacao cientifica e apontando solugoes. O dominio utilizado para o estudo
de caso é o da represa do rio Manso, que, discretizada em trés dimensoes, foi tratado com o
software livre GMSH. Finalmente, um cédigo numérico em plataforma MATLAB foi execu-
tado e resultados sao apresentados no texto. O programa e diversas consideragoes técnicas

essenciais fazem parte dos anexos.

Palavras chave: Ecologia Matematica; Elementos Finitos; Biomatemaética; Navier-Stokes;

Simulacao computacional.



Abstract

One of the challenges faced by the Mathematical Ecology group at the Mathematics Ins-
titute at Campinas State University is that of working with the diffusion of a pollutant
plume in three spatial variables, besides time. This work not only addresses this issue by
proposing an approximation strategy as well as a computer algorithm for this situation, but
it also includes a three-dimensional numerical approximation for the Navier-Stokes equation
in an irregular domain.

The first part consists in formulating the mathematical model for the study of a sys-
tem that includes the velocity field and the evolutionary behavior of a polluting material.
The second part begins with the variational formulation of the Navier-Stiokes system, and
approximations are undertaken via the Galerkin method for finite elements in space and
Crank-Nicolson in time for both the advection-diffusion equation and the method of projec-
tion for the Navier-Stokes equations.

The algorithm is described, indicating operational difficulties in terms of scientific com-
puting as well as the way in which these aforementioned difficulties are solved. The domain
used for the case study is the Manso River reservoir, which, discretized in three dimensions,
was treated with the free software GMSH. Finally, a numeric code in MATLAB environment
was completed and results are presented in the text. The program and various essential

technical considerations are part of the annexes.

Key words: Mathematical Ecology; finite elements; Biomathematics; Navier-Stokes equa-

tions, Computer simulation.
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Introducao

Nos tempos atuais, os avancos na compreensao dos fenomenos da natureza e a respec-
tiva modelagem matematica, tem colocado o que se entende como matematica aplicada,
numa posicao de destaque no meio cientifico. Todas as areas do conhecimento tem cada vez
mais usado ferramentas matematicas na compreensao de suas areas de estudo. Todas essas
mudangas juntamente com a explosao de recursos computacionais, tém contribuido para a
composicao do universo das simulagoes computacionais. Nessa perspectiva é que apresenta-
mos este trabalho, fruto dessa evolucao (de modelagem e de recursos computacionais para
simulagao) para contribuir com a érea, hoje chamada de Ecologia Matematica.

Neste trabalho faremos a modelagem de um problema de dispersao de poluentes, na in-
tencao de produzir material e método para avaliacao qualitativa, com atencao nao somente
nesse problema, mas sim na categoria em que ele estd. Durante a confeccao, sempre leva-
mos em consideragao o carater de generalizacao do estudo, mesmo estando num problema
especifico. O problema teste que abordamos foi a dispersao de poluentes no Lago de Manso
em Cuiaba MT, lago esse, fruto do represamento do rio Manso para a construcao de uma
usina hidrelétrica. Na modelagem desse problema, enfatizamos as contribui¢ées como sendo a
combinagao do tratamento tridimensional de uma geometria totalmente irregular com a apro-
ximagao do campo de velocidades (responsavel pelo termo de transporte) através da equagao
de Navier-Stokes. Todo esse método foi submetido a simulacoes numéricas em computadores
de alto desempenho que permitiram resultados muito valiosos para a anélise de possiveis
situagdes reais (cendrios). Uma tese de doutorado deve se caracterizar por um aspecto re-
levante de originalidade. Neste caso, a maior énfase estd no tratamento algoritmico dos
sistemas de Equagoes a Derivadas Parciais, bem como no uso integrado do software GMSH

com o ambiente MATLAB no tratamento do sistema discreto com que foram aproximadas



as equacoes nao lineares desses sistemas.

O trabalho é composto de 5 capitulos e 3 anexos. No primeiro capitulo relataremos a
experiéncia do grupo de Ecologia Matematica da UNICAMP, bem como uma sequéncia de
trabalhos que ao longo do tempo, foram contribuindo de forma a possibilitar a execugao
desta tese. Descreveremos também o nosso problema e algumas caracteristicas da regiao que
compreende o Lago de Manso. No segundo capitulo colocaremos a modelagem cléssica do pro-
blema, que envolve a descrigao da equagao de Difusao-Advecgao, da equacao de Navier-Stokes
bem como condigoes de fronteira especificas, que retratam a situacao do Lago de Manso. No
terceiro capitulo discutiremos as formulagoes variacionais introduzindo o método de Galerkin
para elementos finitos e também o método da projecao de Chorin-Teman para Navier-Stokes.
No quarto capitulo introduziremos as discretizacoes das duas equagoes espaciais e temporais
e também do dominio. A discretizacao utilizada na equacao de Difusao-Adveccao sera o
esquema de diferencas finitas de Crank-Nicolson e para a equacao de Navier-Stokes usaremos
uma discretizagao de ordem 1. No quinto capitulo relataremos as simulagoes numéricas que
foram realizadas a fim de validar o modelo e os algoritmos. Todos os algoritmos executados
foram elaborados especificamente para este trabalho e estdo em ambiente MatLab®. O anexo
1 relatara toda a complexidade de tratamento de dados sobre a geometria e construgao da
malha. O anexo 2 reunira toda a manipulacao algébrica proveniente do método de elementos
finitos. Por fim, no anexo 3, teremos os cédigos computacionais bem como a descri¢ao dos

recursos computacionais utilizados nas simulagoes.



Capitulo 1

O problema: historico e pretensoes

Neste primeiro capitulo descreveremos um breve historico sobre os trabalhos que funda-
mentaram e possibilitaram a confeccao deste e também sobre APM-Manso, que serd nosso
estudo de caso na construcao da ferramenta para analise de problemas dessa categoria. Na
sequéncia, descreveremos mais detalhadamente o problema da dispersao de poluentes no lago

de Manso.

1.1 Historico: APM-Manso

A usina hidrelétrica de Manso (UHE-Manso) foi idealizada a partir de uma enchente
ocorrida no ano de 1975 que deixou desabrigadas as familias ribeirinhas. Devido a grandes
duvidas sobre os reais impactos dessa obra no ecossistema local, a construcao ficou parali-
zada e s6 no ano de 2000 é que foi concluida a construgao. A geracao de energia e também
a necessidade de uma forma de controle do fluxo de agua no periodo de cheia, é que caracte-
rizaram a UHE-Manso, como uma Unidade de Aproveitamento Multiplo (APM-Manso). O
reservatério atinge uma area de 427km? nos municipios de Cuiab4d, Chapada dos Guimaraes

¢ Nova Brasilandia. Os dados técnicos da APM-Manso sao ([9]):

e BARRAGEM:

o Comprimento total: 3.680m
o Em concreto: 140m

o Em solo compactado: 3.120m
O

Em enrocamento: 420m



RESERVATORIO:

o O O O O O

Bacia hidrogréfica: 9.365km>

Area inundada (NA Max.Max): 427km?>
Volume acumulado: 7,3 x 109m?
Volume 1til: 2,951 x 10%m3

NA méximo normal: 287m

NA minimo normal: 278m

TOMADA D’AGUA:

O O O O O O

Tipo: gravidade

Comprimento: 45m

Nimero de vaos (comportas): 04
Cota da soleira: 264, 90m
Numero de condutos forcados: 04
Diametro interno; 5.200m

VERTEDOURO:

O O O O O

Vazdo: 2.990m*/s

Numero de vaos: 03

Cota da soleira vertente: 276, 25m
Comprimento total: 50m

Tipo comporta: segmento (9,5 x 13,5)

CASA DE FORCA:

o O O O O O

Tipo: abrigada

Dimensao: 116, 80m x 16,80m
Numero de unidades: 04
Poténcia instalada: 212MW
Ponte rolante: 2 x 650/150kN
Gerador:

- Poténcia nominal aparente: 55,5MV A
- Fator de poténcia: 0,95

- Freqiiencia: 60H z

- Tensao nominal: 13,8kV + / — 5%

- Poténcia méxima continua: 62,5MV A
- Energia firme: 92MW/ano

Turbinas:

- Tipo: Francis de eixo vertical

- Queda liquida nominal: 57, 5m

- Poténcia nominal: 52, 5 MW

- Rotagao: 180rpm

- Engolimento: 104,6m*/s

- Transformadores: 5 (operacao mais reserva)
- Tipo - monofésico

- Capacidade total em operacao - 250MV A

- Relagao de transformagao - 13,8/230kV

- Fabricante - Toshiba

4



A Figura 1.1 ilustra a localizacao do lago do APM-Manso e também os principais rios que
o alimentam. Esses rios sao: Rio Manso, Rio Casca, Rio Palmeiras e Rio Quilombo. O lago
possui uma intensa atividade agropecudaria em parte de seu entorno. A Figura 1.4 nos mostra
entre outras informacoes, essa regiao sob a forma de um tragado vermelho. Evidentemente
a caracterizacao dessa regiao foi possivel através de imagens de satélite, podendo assim ser
apenas uma aproximacao da realidade. Ha& também atividade agropecudria que esta no
entorno dos rios que abastecem o lago (a montante). Essas duas fontes de agentes poluentes

serao fundamentais para a caracterizacao do modelo.

Rio Palmeiras *Nobres
N .
*Rosario
‘ Oeste
T
Rio Manso
- ’ B
o
) t/\’"“s
o ¥ Y el « Chapada dos
7 # ¥ Guimarées
/2y @Cuiaba
/
80* 56 sz
AMAZONAS
o

. PARA
/ Rio Casca
TOCANTINS

MATO GROSSO

GOIAS
Cuiaba

10 5 0 10Kkm  BOLIVIA

g _JoKem MATO GROSSO

Rio Quilombo DO SUL

Figura 1.1: Localizagdo da Represa da APM-Manso. Fonte:[13].

A Figura 1.2 mostra uma imagem do satélite Landsat5/TM (RGB 345). Nesta imagem
podemos ver regioes onde ha atividade agropecuaria, fato que contribuirda na insercao de

poluentes no lago sob a forma de runoff'. Podemos ver a complexidade das curvas que

'Escorrimento e infiltracio de poluentes pela margem, deriva.




compoem o contorno do lago, o que contribuiu para a geracao de grandes dificuldades na
admissao do sélido que foi nosso dominio (regiao de estudo). A Figura 1.3 é uma fotografia

aérea do lago de Manso que mostra uma regiao onde vemos a fronteira com mata.

55°45'0"W 55°40'0"W 55°35'0"W 55°30'0"W 55°25'0"W

14°55'0"S 14°50'0"S
15°0'0"'S

15°0'0"'S

15°5'0"S

55°45'0"W 55°40'0"W 55°35'0"W 55°30'0"W 55°25'0"W

" Xohaad.

Figura 1.2: ITmagem do satélite Landsat5/TM (RGB 345).

1.2 Historico: trabalhos anteriores

O grupo de ecologia mateméatica da UNICAMP-Universidade Estadual de Campinas vem,
desde a década de 70, produzindo diversos trabalhos (Teses, Dissestagoes, Inicia¢do cientifica

e artigos) que contribuiram muito para o que temos hoje como modelagem matematica nessa



Figura 1.3: Lago do Manso. Foto: Marcos Vergueiro-Secom-MT 25-08-2010.

area. O trabalho que propomos é mais um passo na evolucao da modelagem e simulacao
de fenomenos de dispersdo de poluentes (uma das areas de interesse do referido grupo) e
esta totalmente ancorado nas producoes que antecederam e desenvolveram essa area que tem
despertado a atencao de muitas outras areas do conhecimento e de autoridades, no estudo

de impactos ambientais.

A Tabela 1.1 traz um resumo dos trabalhos que contribuiram para a confeccao deste.
Esses trabalhos possuem algumas caracteristicas em comum, por exemplo: problema alvo
associado com poluigao/contaminagao, utilizagdo do Método de Elementos Finitos na dis-
cretizacao espacial, dgua como meio em estudo, etc. A tltima linha dessa tabela contém
nossa proposta de tese: dispersao de poluente na dgua, sendo o dominio um sélido irregular
(lago de Manso, tridimensional) com modelagem do campo de velocidades com a equagao de

Navier-Stokes. Enfatizamos que o estudo do fenomeno da dispersao de poluentes usando um



dominio tridimensional e totalmente irregular, juntamente com a modelagem do campo de

velocidades através da equacao de Navier-Stokes, configuram a originalidade do trabalho.

Autor Dimensao | Tipo do dominio | Meio Campo de velocidades
Diomar Mistro, [17] R? retangulo agua constante

Leidy Wolmuth, [11] R? mapa agua constante

Mateus Bernardes, [14] || R? mapa agua constante por partes
Renato Cantao, [16] R? mapa agua interpolagao de dados
Geraldo Diniz, [1] R? regular agua e ar | perfil parabdlico
Rosane Oliveira, [15] R? mapa agua Stokes

Julio Saavedra, [12] R3 paralelepipedo agua Stokes

Nelson Inforzato, [2] R? paralelepipedo agua e ar | Stokes

Andre Krindges R? mapa 3D agua Navier-Stokes

Tabela 1.1: Historico dos trabalhos realizados

1.3 Descricao da proposta

Baseado na experiéncia obtida dos trabalhos anteriores propomos, entao, o estudo da
dispersao de poluentes com as condigoes ja descritas na secao anterior. Reservamos o Anexo 1
deste trabalho para a descricao dos detalhes da admissao do solido geométrico que nos servira
de dominio. A fronteira desse dominio (conjunto de faces do sélido) foi dividida tendo em vista
caracteristicas fisicas locais. Essas divisdes sao necessarias para que a modelagem contemple
as particularidades da realidade e também para prever uma diversidade de situagoes possiveis.
A Figura 1.6, ilustra a batimetria do lago inteiro, o que permite uma visualizacao de forma
tridimensional. As Figuras 1.4 e 1.5 mostram essas divisoes: a primeira retrata a superficie
do lago e as diferentes situagoes que consideraremos no modelo e a segunda mostra uma
visao tridimensional de um pedaco do lago, préxima a barragem, mostrando as fronteiras
entendidas como superficie e fundo do lago. A notacao usada nessas duas figuras tem o

seguinte significado?:

2embora apareca na descricdo, ndo colocamos nas figuras a fronteira I'y



40

35

il

2%

20

e ['; =parte da fronteira composta por mata

e ['; =parte da fronteira que determina a superficie do lago

e ['3 =parte da fronteira que determina o fundo do lago

e [, =parte da fronteira onde ha a saida de poluente com o vertedouro na barragem

e ['s =parte da fronteira onde ocorre runoff

e ['; =parte da fronteira onde ha a entrada de poluente com o rio Palmeira

e ['; =parte da fronteira onde ha a entrada de poluente com o rio Manso

e ['s =parte da fronteira onde hé a entrada de poluente com o rio Casca

e ['y =parte da fronteira onde héa a entrada de poluente com o rio Quilombo

e [';y =parte da fronteira composta por rocha ou concreto

Ts

Ty

se=Tr

Fronteira onde hd agricultura
ou a entrada de um rio
g I Iy I [

Fronteira onde ha concreto
ou rocha (Fm)

Fronteira onde hé mata (F1).

Figura 1.4:

Partes da fronteira: bordas do lago.
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002 -]

00t "

Figura 1.5: Exemplo da discretizacao espacial tridimensional - fundo e superficie de uma

pequena parte do dominio do problema teste.

Figura 1.6: Imagem tridimensional do lago inteiro.
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Capitulo 2

A modelagem classica do problema

Neste capitulo descreveremos a modelagem do problema teste que é objeto de estudo deste
trabalho. No final do capitulo anterior apresentamos consideragoes sobre a continuagao dos
trabalhos que tratam da dispersao de poluentes em meios aquaticos. Colocaremos agora as
equacgoes que regem a modelagem do problema na ética desta continuagao. Nesta modelagem
consideraremos fenomenos de difusao efetiva (ou dispersao), de transporte advectivo, de de-
caimento e também a inserc¢ao de poluicao na regiao estudada (fonte). O termo de transporte
receberd atencao especial, devido ao fato de ser dependente de um campo de velocidades,

que por sua vez, sera modelado através da equacao de Navier-Stokes.

2.1 Difusao-Adveccao

Nesta secao abordaremos a equacao de advecgao-difusao, bem como suas particularidades
na modelagem do nosso problema. Chamaremos de u(t, z,y, z) a concentragao de poluente no
meio em estudo no ponto (x,y, z) e no instante ¢. Por fim, um modelo geral para o problema

teste de nosso estudo, é:
Ju

5 = {difusao} — {transporte} — {decaimento} + {fonte},

sendo,
{difusao} = V- (a,Vu) (cf. Okubo)[3]
{transporte} = V- (tu) (cf Edelstein-Keshet )[4]
{decaimento} = o,u (c¢f. Marchuk )[5]
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Assim, a equacgao que modela o fenomeno da dispersao de um determinado poluente, num
dominio tridimensional, é:

ou S 3

5 = V- (a,Vu) =V - (0u) —o,u+ f, (xr,y,2) € QCR’, te(0,7] CR, (2.1)
sendo:

e a, = a,(t,z,y, z) o coeficiente de difusibilidade efetiva no meio;

o U = iU(t,z,y,2) = (vi(t,x,y,2),v2(t, 2,9, 2),vs(t,2,y,2)) o campo de velocidades no

meio;
e 0, =o0,(t,x,y, z) o coeficiente de decaimento total no meio;
o f=f(t,z,y,2) é o termo fonte de poluicao.

Consideramos a condigao inicial: u(0,x,y, z) = ug(z,y,2), (z,y,2) € Q.

A Figura 1.4 mostra a linha que demarca a superficie do lago. Como a legenda dessa
figura mostra, temos parte vermelha, parte azul e parte magenta, representando respectiva-
mente, regioes onde hé agricultura, mata e rocha ou concreto. Considerando essas fronteiras,

adotaremos as seguintes condigoes de contorno:

e Ingresso de poluente: Admitimos que a entrada de poluentes se dd através dos rios
e também pela fronteira onde hé agricultura (runoff). Utilizaremos uma condi¢ao do
tipo Von Neumann nao homogénea:

—ap-| = 0;(t,z,y,z) sendo 6; uma funcao dada, i =5,6,7,8,9.
N,

e Perda de poluente: Admitimos que existe uma perda de poluentes para o solo (fundo
do lago), para a superficie, na margem onde hd mata e no vertedouro da represa.
Consideramos que essas perdas sao proporcionais a quantidade presente na respectiva
fronteira. Essa situagao é modelada usando uma condicao do tipo Robin:

ou

—aa— = k;u sendo k; uma constante dada e que gradua essa perda, 1 = 1,2, 3, 4.
Mir,

e Fronteira sem perda: Na regiao da fronteira onde ha concreto ou formacgao rochosa,

admitimos que nao ha perda nem ingresso de poluente. Para modelar essa situagao,

12



consideramos uma condicao de fronteira do tipo Von Neumann homogénea:
ou
— = 0.

—
377 I'io

Podemos por fim, colocar:

( %_v-(cxuVu)—V-(Uu)—UuuﬂLf, (z,y.2) €QCRY, 1€ (0T CR,
V-v=
—O‘g_:;'rl =k, te(0,T);
_@g_Z|F2:k2u, t€(0,T];
_ag_z|rgzk3u, te (0,7
_QZ_Z|F4 = kqu, te(0,T];
ocg_z|r5 =05 (t,z,y,2), te€(0,T]; 22)
O‘g_z'% =0 (t,z,y,2), te(0,T7];
O‘%'” =0, (t,z,y,2), t€(0,T);
ag_:;|F8 =0s(t,x,y,2), te (0,77
ag—zyrg =0y (t,z,y,2), te(0,T];
ag_zyrm—o, t e (0,7];
\ u(x,0) =u’(z), Vrecq,

2.2 Navier-Stokes

O termo advectivo da equagao (2.1) (V - (Uu)) contém um campo vetorial ¥ que descreve
o campo de velocidades do meio em questao, no nosso caso a agua. Esse campo contribui
no transporte das particulas de poluicao ao longo do dominio estudado. Como discutido no
capitulo 1, colocamos como umas das contribuigoes inéditas deste trabalho, a modelagem
desse campo de velocidades com a equagao de Navier-Stokes, cuja versao para um fluido

newtoniano e incompressivel, como o caso da agua, é:

E+(U.v)ﬁ+vp—mﬁ:ﬁ (w,9,2) eQCR’, t€(0,T]CR, (2.3)
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juntamente com condigoes de contorno e inicial compativeis. Sendo v a viscosidade cinematica
do fluido, p a pressao e f um campo de forgas externo (por exemplo gravidade).
Consideraremos condigoes de contorno especificas, tendo em vista as particularidades do

nosso problema. Sao elas:

e Entrada d’agua: A partir do conhecimento da velocidade da dgua dos rios na entrada
do lago, prescreveremos uma condicao de Dirichlet nao homogénea:

U‘F' = gi(t,x,y,z), sendo g; uma funcao dada, (z,y,z)€ Q, t€ (0,T], i =6,7,8,9.

e Saida d’agua: Para deixar livre a velocidade da dgua no vertedouro, usaremos uma

condi¢ao de Von Neumann homogeénea :
81)1 - 81)2 - 02}3

I =0 do ¥ = .
o n ) n , sendo ¥ = (vy, vg, v3)

Ty Iy

e Fundo do lago: Devido as dimensoes do lago, consideraremos que a velocidade da
agua na margem e fundo sao nulas. Para modelar esse fato, usaremos uma condicao de
Dirichlet homogénea:

|, =1(0,0,0), i=1,3,5,10.

e Superficie do lago: Tendo em vista que o vetor velocidade num ponto (x,y, z) na
supeficie do lago é perpendicular a esta superficie, consideraremos a seguinte condigao

de contorno:

87)1 6’02
5 =37 =0 =0.
an | = on| e vy,
Assim como foi feito para a equagao de advecgao-difusao, podemos resumir:
( 8—» .
(V)i Vp—vAT=F, (ry2) €QCE, t€(OT]CR,
V-7 =0,
17}1“- = _;(t7x7yaz)7 i:6,7,8,9.
dui|  Ouvp| Ovz| 0
e O O (2.4)
fl_)»l_‘. :(0,070)7 7/2173’5’10
Ovy Ovy
3 = =0 whk=0
877 r (9?7 r Iy
v(z,0)=0"(z), VreQ,
\
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2.3 Consideracoes e adaptacoes do modelo

Nesta secao descreveremos algumas consideragoes e simplificagoes que precisaram ser
feitas para se construir este primeiro modelo. Consideraremos as condigoes de fronteira
independentes do tempo, mesmo tendo conhecimento de que a sazonalidade tem consideravel
influéncia. Os parametros « e o foram considerados independentes de espago e tempo: aqui
poderiamos considerar uma variacao temporal em o, pois podemos ter agentes poluidores cujo
decaimento pode também ter caracteristicas sazonais. A insercao de poluentes no dominio
(lago) foi modelada através de condicoes de fronteira. Desta forma temos o termo fonte da
equacao (2.2), considerado nulo. As condigoes iniciais para a dispersao de poluente e campo

de velocidades foram consideradas iguais a zero.
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Capitulo 3

Formulacoes variacionais

O método que usaremos para resolver numericamente as equacoes de nosso modelo é o
Método de Galerkin via Elementos Finitos. Este método utiliza a formulagao variacional das
equagoes o que permite posteriormente a discretizagao e assim chegarmos numa aproximagao
numeérica da solugao. Neste capitulo construiremos a formulagao variacional da equacao de

Adveccao-difusao e também da equagao de Navier-Stokes.

3.1 Formulacao variacional: Difusao-Adveccao

Vamos de inicio estabelecer a notacao que servira para a formulacao variacional no sentido
de organizar e principalmente simplificar a equagao resultante.

Considerando nosso dominio €2, temos:

1. Em LQ(Q), denotamos o produto interno e a respectiva norma por:
2
(u, w)r2(0) = /Quwdﬂ e |lu ”L2(Q) = (u, w)12(0).-
Consideramos também o produto interno sobre parte da fronteira de €2:

2
(1) ey = [wwdd e ulg = (1 w),

sendo I' C 992.
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2. Em H'(Q) C L*(Q), espaco das funcdes em L?*(Q) cujas devivadas de primeira ordem,
no sentido fraco, também pertencam a L*(Q):

HY(Q) = {u e 12(0) /2% e 12, k= 1,2,3},
ka

com produto interno e norma correspondente:

2 2 2
(u, w)m(9) = (u, w)r2i0) + (Vu || Vw)rzo) e [|ullzng) = wllzz@) + [ Vullzzg)

3
ou Ow

sendo: (Vu || Vw) 2 = Z a—a—du
ey JQ 9Tk OTk

Dando sequéncia a construcao da formulacao variacional, multiplicamos a equagao em

(2.2) por w € H'(Q) e integramos em relagio as varidveis espaciais:

ou

atwdu /V (aVu) wdu—i—/v v wdu—l—/ouwdu /fwd,u, Yw € H'(Q).
Q

Usando que V - (u) = (V - ¥)u + 0+ Vu = U - Vu, temos:

/@wd,u—oz/V(Vu)wd,u—l—/(ﬁ-Vu)wd,u%—a/uwdu—/fwd,u, Yw € H'(Q). (3.1)
o Ot 0 Q 0 Q

O teorema de Green nos permite escrever:

—a/ V- (Vu)wdp = a/(Vu -Vw)dp — a/ @wdaﬂ,
Q Q a0 On

sendo 71 o vetor normal unitario exterior a ).
10

Tendo em vista que 9€) = U I'; e as condicoes de fronteira em (2.2), chegamos na expressao:
7j=1

9
o . anwdasz Zk / uwd@Q—; / n 0, wdoQ

Usando essas expressoes em (3.1), chegamos a:

/ wdu—i—a/(Vu'Vw)du—l—i:km/

Im

uwdo)+ /

Q

(ﬁ'Vu)wd/rira/

Q

uwdu:/fwdu—i-
Q

9
+3 [ 0,wddQ, Yw e H'(Q).
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Usando a notagao de produto interno introduzida no inicio desta se¢ao, temos:

4

Ju .
(a,w) + o (Vu || Vw)pzq) + Z Ko (w, w) o,y + (0 V), w) paq) + 0 (W, w) 2 ) =
L2(Q)

m=1

9
= (fsw) 2 +Z On, W) 12r,) s YW c H'(Q).
n=>

(3.2)
Esta é entao, a formul¢ao variacional da equagao (2.2). Assim, procuramos uma soluc¢ao
Ju
uey = {u € LQ[(O,T),Hl(Q)]/E € L*(Q), Vte [O,T]} que satisfaca (3.2).

Em sua tese de doutorado, Inforzato ([2]) garante existéncia e unicidade de solugao da

equagao (3.2), usando resultados tedricos de [10].

3.2 Formulacao variacional: Navier-Stokes

Esta secao ¢ dedicada a construcao da formulagao variacional para a equacao de Navier-

Stokes. Usaremos em nosso trabalho o método das projecoes cujo esquema original é creditado
a Chorin[6] e a Temam|7]. Este método tem sido muito utilizado na aproximagao numérica
de dinamica de fluidos, principalmente pelo fato de permitir o desacoplamento das incognitas
velocidade e pressao da equacao.
Embora dediquemos o capitulo 4 para as discussoes sobre discretizacao, faremos aqui uma
discretizacao temporal de (2.3), devido & construgao do método de Chorin-Temam. Para um
dado passo de tempo At e sendo v° uma condicdo inicial, uma discretizacao semi-implicita
de (2.3) consiste em aproximar v( - ,nAt) e p( - ,nAt) para n = 1,2, ... pela solugao (v", p")
de:

-1

— VAV + (0" V" 4+ Vpt = f

v — "
At
(3.3)

V-u"=0

O algoritmo em sua formulacdo original, é apresentado da seguinte forma: Seja v° uma

condi¢ao inicial. Para n = 1,3, ..., calcular v" e p por:
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, (3.4)
V-o"=0
sendo v, solugao de:
BT A oV = (3.5)
A7 vAv! + (v vl =f. :

Aplicando o operador divergéncia nos dois membros da primeira equagao de (3.4) e usando

a segunda, temos:
V-l
At

Assumindo que (v" —v})-n = 0 em 052, aplica-se uma condigao de Von Neumann 9dp /0n = 0.

Apy =

(3.6)

Ficamos por fim, com o algoritmo:

( ,UZ;L _ Un—l

NI vAU" + (0" V) = f.

Ap = VA-:* (3.7)

n__ .n n
| v =l — AtVpl.
Tendo em vista as caracteristicas e condigoes de fronteira do nosso problema, chegamos na

formulacao variacional para a equagao (3.7):

/ n _ ,n—1
/ &wdu + V/(va s Vw)du + /(U”1 -Vl - wdp = / f-wdu
o Al Q 0

Q

vw e (I}, (Q))° x HE (),
(3.8)

/fo-quuz/v'v*qdu, Vg € H'(Q) N L(Q),
o 0 At

/v” -wdp = / vy - wdp — At/ Vpl - wdp, VYw € (H%W(Q))2 x H} (),
Q Q Q

\

sendo Hp (Q) = {w € HI(Q)/W{F = 0} , HE () = {W € HI(Q)/W‘F = 0},
Ty Ty z z
Comme:UFi, i:1,3,5,6,7,8,9,106FZ:UFj, Jj=1,2,3,5,6,7,8,9,10.

J
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Para completar essa formulagao variacional, precisamos estabelecer condigoes de fronteira
para v.. Usamos as mesmas condigoes que v" seguindo sugestao dada por Goldberg-Ruas
[8]. Nesse artigo encontramos outras sugestoes para condi¢oes em v}, bem como um pds
tratamento da pressao em cada passo do tempo, mas nao consideramos essa variacao, em
virtude de nao utilizarmos a pressao real p" e sim somente p., que é uma pressao artificial
nao tendo significado fisico. A existéncia e unicidade de solugdo em (3.8) sao estabelecidas
no mesmo artigo. Uma semelhante explanacao e utilizacao do método de Chorin-Temam é

feita em [19], porém bidimensional.
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Capitulo 4
Discretizacoes

Depois de construidas as formulagées variacionais ((3.2) e (3.8)), devemos utilizar al-
gum método numérico adequado para aproximar a solugao. O método que utilizaremos é o
M¢étodo de Galerkin o qual necessita que se introduza uma discretizacao espacial. Para a dis-
cretizacdo temporal usaremos o esquema de Crank-Nicolson' na equacio de adveccao-difusao

. . ~ .. R . , .
e uma discretizacao semi implicita® para Navier-Stokes. Neste capitulo construiremos essas

discretizacoes e discutiremos detalhes especificos do problema teste usado neste trabalho.

4.1 Discretizacoes espaciais

Nesta secao introduziremos as discretizagdes espaciais das formulagdes variacionais (3.2)
e (3.8), iniciando pela primeira.
Seja U™ um subespaco de H'(Q) de dimensao finita gerado pela base B = {¢1, @9, ..., ©n, }-
Assim, a solugao de (3.2) no subespago U (") pode ser escrita como combinacéo linear dos

elementos da base B:

u® =3 uy(t)ey e, 2). (4.1)

!'Esquema de discretizacao por diferencas finitas muito usado por ser incondicionalmente estével e de

ordem 2
2Essa discretizacao ja foi introduzida na construcio do método das projecdes no capitulo anterior
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Substituindo u™ na formulacdo variacional (3.2), e tomando w € U (M) temos®:

(h)
(ag—,w) +a (Vu N Vw) 0T Z ko <u w>F + ((v- Vu(h)),w)9+
t m=1 "
9 (4.2)
+o (U, w), = (f,w)q + Z (On, W)y, , Ywe U,
n=>5

ou seja:
N du; "
(Z d_t]%’w> +a (Z%V%‘ I Vw) + Z’f <ZWP], > +
j=1 Q j=1 Q m= 1 T
np Nh
+ (Zuj(ﬁ Vw),w) +o (Z ujgpj,w> = (f,w)g + Z (On,w)p , Yw € U™
j=1 Q J=1 Q n=5

As funcoes u;(t) nao dependem de (z,y,z), por isso podemos tird-las do produto interno.

Com isso temos:

“ du h .

CHERERES S SYEINS 3135 SURCRENES P S
j=1

7j=1
o

9
+0 > i (i) = (fw)g + Y (On.why, . Yw e UD
i=1 n=

Sendo essa equacao valida Vw € U™ temos que é suficiente avalid-la para os elementos da

base de U™, Portanto

np,
det (@j»%pz +azu3 VSOJ ” V@z +Zk Zu] 9037901 +Zug - V@]a@z) +

j=1 j=1 m=1 j=1 j=1
np
+o E uj (pj,pi)q = (frpi)g + E (On, i)y, » Vi €B.
j=1 n=>5

Fazendo uj, = (uy(t), us(t), ..., un, (t))*, podemos escrever essa sentenca sob o forma de um

sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem:

Mﬂh(t) + Nuh(t) + Wuh(t) = F, (43)

3Para simplificar a notacio dos produtos internos, usaremos e ' no lugar de L?(Q) e L*(I")
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sendo as matrizes M = (Mjj)ny, xnps N = (Nij)nyxnys W = (Wij)ny,xn, € 0 vetor F = (fi)n, x1
dados por:

mij = (5, Pi)g
4

Ny =« (VSDJ H VQOJQ +o (90]" 901)9 + Z km <S0j> (’0i>Fm
m=1 (4.4)
wi; = (V- Vij, 0i)g

9
fi=(fri)q+ Z (Ons i),

A matriz W incorpora o termo de transporte que por sua vez é dependente de um campo
de velocidades e sera calculado usando a equacao de Navier-Stokes e por essa razao ela é
separada, tendo em vista que precisard, depois da discretizacao, ser calculada a cada passo
no tempo.

Passamos agora aos detalhes relativos a discretizagao de (3.8). Sejam \/:,3(5), Vi e V;)(h)

respectivamente, subespagos de dimensao finita de H%W(Q), H} (Q) e Hp () gerados pelas

bases: By, = {cpfy,gpgy,...,goz%y}, B. = {gp‘f,gpj,...,gpii} e B, = {goff,gpg,...,gpflz} (sendo
Hp, (Q) ={q € Hl(Q)/q|p4 = 0}). Seja também Vg/gl) um subespago de dimensao finita de

H'(€), gerado pela base By = {@fy,gogy, ,goz%y} Podemos escrever v" e v} no espago
h

V}: ) x V}: ) x Vz(h) e também p. no espaco Vp(h) da seguinte forma:

nyY n? ni
vt = (U?v U;La Ug) = Z U?igpizy(‘xa Y, Z)a Z Ugjgpjz’y(x7 Y, Z)J Z Ugm&f(l’, Y, Z)
i=1 j=1 I=1

Ty z
"

v = (o, v, vg) = [ D orae(zy,2), > vt (,y,2), Y vk (e, 2) | (45)
i=1 j=1 =1

nj,
=1
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Vamos colocar (3.8) na forma escalar para facilitar as substituigoes que irao se seguir:

([
————wdp +
/Q At 1Gp

At

At

S~

(
/U?wldu =
Q
/vngdu =
Q
/vgwgdp =
Q

S~ 5

/ (0"t Vop,) widp + v / (Vor,
Q Q
n _ ,n—1
/ ngdu —|—/ (0" 1 Voy,) wadp + V/(Vv;‘*
Q Q Q

n _ ,n—1
/ ngdu —|—/ (0"t Vog,) wadp + V/(va*
Q Q Q

1
</fo-quu———/ V) qdp
A A7 Q( )

a 7
v, widp — At/ %wldu
Q

V2

0
vy wodp — At/ P wodpt

o Oy

op?

v wsdp — At/ P wsdy
Q

24

Vw)dp =0 Vw; € VI,

Vws)dp =0 Vw, € VI,

- Vws)dp =0 Yws € VIV,

(4.6)



Substituindo (4.5) em (4.6) e usando a notacao de produto interno, temos:

¢ ( zy zy
n TLh

1 h
n Ty n—1 n Ty
A_t Zlvl*]gpj , W1 + v V 201*3903 , W1 +
= Q i=1 Q
nyY
X 1 n—
+v |V Zvﬁk]gpjy |Vw, | = AL (v wr) Vg € V;g‘),
J=1 Q
) niv ni¥
A_t ng*]gpj‘ywa + Un_l . V Z’Ug*](pjy , Wo +
=1 0 j=1 Q
nyY
7 1
n ry _ = (.1 (h
+v |V ZUQ*]«,O]- |IVwsy | dp = Al (05~ ws), Vws € ny)’
J=1 Q
1 ni n 4 n— ni n 4
At Z%*J%,wz’, + vtV Zv3*]<p] ,ws |+
j=1 0 j=1 0
n z n—1 h
| VDo) | IVws | = 5 (05 ws), Vs € VI, (4.7)
\ J=1 Q
’Ilp
h 1
v Zp:;ysof> IVa) =-% (V-0
Jj=1 Q
n 77 n ops
Zvlj¢jy>w1 = (vf,, w1)o — At (%, wl)
j=1 0 Q
n 7 n Ip;
ZUngpjy’wQ = (02*,w2)9 — At <8—,w2)
j=1 o y Q
",
n 4 n ap:}
ZUSJSDJ" ws | = (v5,,ws)o — At (E,wz)
\ j=1 Q @
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Podemos ainda rearanjar as equacoes e substituir wq, ws, w3 e g pelos elementos das bases

respectivas, de forma a ficar:

(

\

p
"h

n 1 T T Ty T
Ulxj <At <<P]y7%y>9 + < v% 7901 0 +v <v90jy||v90iy)g) =

')

= 79, Ve e VY,
)
(

n 1 Ty Ty T
> v (Kt (sojy,soiy)ﬂ + ( Ve o) v (VsoijV%y)Q) =

1 = z
= Kt 03_1790¢y)g Vo, Ve V;c(; )
ng}*j (E (03,07) o+ (V"1 Vi, 07) , + v (V¢§|!Vsof)g> =
j=1

= Wi el)g Vel € v,
(4.8)

j=1

(

\

Z oy (7 6),, = kel — A

(
7 (

Ml

of; (957 01") | = (05, 970 — At
j=1
i3

N

g

Us; (903"%02‘)9 = (v3,, 7)o — At ( 92 7%’)9

Jj=1

Podemos expressar as equagoes em (4.8) sob a forma da seguinte cadeia de sistemas lineares:

;

(

(Ar+ By of, = b
(A2 + By 71) v, = by
(

*

r=c" (4.9)
Dyl = b
Dyvy = by
Dsvy = by,
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1 Ty T T Ty
(Al)i] & (SO_] 7%01 > +v <V@]y"vgpzy>gﬂ nhy X nhy
(o) = 3 (e er), +v (VerIver) o mi¥ xnp?
()i = x7 (95,00 o + 7 (Vo5 IVE)) g i xmj

<n1v@j7¢z> ) nhyxnh
Bg_l)i,: < n—1 VQOJ 7801 ) ) ninniy

(

(

(B™),; = (""" Vi, 0i)q.  nixnj
(i), = é (0L ™), n x 1
(57), = = (30, Y 1
(57), = < (5 @) mix 1

"), =——(V-ul,¢t)g, nhx1

Dy);; = (903' 7902’3/)9, n! X n?

Do)y = (6% 07) o it xmy?
)

. z z z z
ij (@j?@i)g? np, X 1y,
T
op;;

b?)z = (,0711*7 ‘Pfy)ﬂ - At ( 81’ 7901' Q?
ops

(08), = (7)o - 0t (2 wfy)g, mx 1

a n
<bg)z = (Ugb*?gpzz) — At < ap 7901) ) TLZ x 1
Q

A criagao de duas matrizes A e B, se deve ao fato de necessitarmos atualizar B em cada

passo no tempo.

4.2 Discretizacoes temporais

Nesta secao descreveremos as discretizacoes relativas ao tempo. Para a equacao de Navier-
Stokes a discretizagao do tempo ja foi feita na constru¢ao do método das projegoes (discre-
tizagdo semi-implicita). A equagao de advecgao-difusao terd o tempo discretizado através do

esquema de diferengas finitas conhecido pelo nome de Crank-Nicolson. Esse método gera um
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esquema incondicionalmente estavel e de ordem 2 e por estas razoes tem sido muito utilizado.

Para construir este esquema usamos diferenca centrada no tempo t"F1/2 obtendo as seguintes
aproximacoes:
ntl . n n+1 n n+1 n
du, W T ez (Y Y e W AW
i At 2 2

Sendo assim, temos que a solugao do sistema de equagoes diferenciais (4.3) pode ser aproxi-

mada pela solucao do sistema seguinte:

M“ZH —Un NUZH tup | WO Wt ot
At 2 2 2
At At (WL At At (WL
M Sty AUV EWINY e (g Sy A (W FWENY n Ay petd
2 2 2 h 2 2 2 h

(4.10)

4.3 Discretizacao do dominio

Para a resolucao do sistema linear que consta em (4.10), e também dos sistemas lineares
que serao produzidos a partir de (4.8), necessitamos que se faga uma malha sobre o dominio
Q) e também uma adequada escolha das funcgdes que compdem as bases dos espacos U™, Vx(é’),

(h) (h) (h) ~ . ~ .. ~ . .
VY, Ve V;Ay que darao as aproximagoes espaciais para a solugao via elementos finitos.
Existem muitos poliedros que podem ser usados na discretizacao de um dominio. Dentre
esses escolhemos o tetraedro tendo em vista a adaptagao deste com a complexidade do nosso
dominio.

Denotemos com {k,}" uma familia finita de nte tetraedros k., dois a dois disjuntos ou tendo

como intersecao somente uma face, uma aresta ou um vértice e tal que:

e, associado a esta malha, definimos o parametro h dado por

h = max {diam(k.)}

e=1:nte
Dentre as intimeras escolhas para U escolhemos o espaco das funcoes polinomiais de trés
)

variaveis de grau igual a 1 definidas em k., ou seja:

P1<ke>:{p:ke_>R /p(ﬂf,y,Z)=a1x+a2y+a32+a4, a1,G2,G37a4€R}
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Podemos assim definir U™, V;(:), Vz(h), Vp(h) e Vx%t) como sendo:

¢, € Pilke),Vke € {k me}

¢y, € Pilke), Vhe € {kc}25, golr 0

¢|k € Py(k.),Vk, € {ko )", ¢|F4

¢l € Pi(ke), ke € {k}? "te

o

VM = {pe (D /% € Pi(ke),Vke € {ke}25, 0l =
@/
@/

Tomaremos como base desses espagos, fungoes ¢;, tais que:
@i(b;) = 6ij, 4,5 =1:nin,

sendo 0;; o delta de Kronecker, ntn o nimero total de nés e b; o j—€simo né da malha.
Vamos definir o tetraedro cujos vértices sao (1,0,0), (0,1,0), (0,0,0) e (0,0,1), como sendo
de referéncia: k.

Dessa forma, as funcoes ¢’s restritas a esse elemento de referéncia, terao a forma:

ei (&, () =¢

@3 (&1, () =
wg(E,nC)—l—é“ n—¢
©1(&n,¢)=¢

A técnica usada na implementacao do método de elementos finitos requer que se defina
uma transformagao afim 7, : k — k. que relaciona um elemento referéncia k, a um elemento
genérico k.. Na Figura 4.1 ilustramos essa transformacao 7T.. Com todas essas informagoes,

podemos definir:

Ty — T3 T2 — T3 T4 — T3 § T3
Te&nQO=1 yi—vys Yv2—Ys ya—ys n |+ | us (4.11)
21— 23 Zy—Z3 24— 23 ¢ 23

A construcao da malha usada no trabalho, foi feita com o software livre GMSH* usando

dados obtidos do projeto da APM Manso. Devido a grande complexidade, desde o tratamento

*http://geuz.org/gmsh/, consultada em 20/04/2011
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(0,0,0)

010 M
(¥ 7))

(1,0,0)

Figura 4.1: Transformacao afim 7T, : k= k.

dos dados do projeto e geragao do sélido até a construcao da malha, decidimos detalhar todo
esse procedimento no Anexo 1. Como resultado do que foi ai feito, temos uma malha que
estd ilustrada nas Figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5. Na Figura 4.3 temos a visao de baixo para cima
da parte mais profunda do lago. A intencao desta imagem é de mostrar as camadas inferiores
da malha. As Figuras 4.4 e 4.5 referem-se aproximadamente ao mesmo local, tendo como
diferenca somente o recurso de transparéncia das faces dos tetraedros.

A malha gerada possui os seguintes valores e caracteristicas:
e ntn = 724.008, nimero total de nods;
e nf =442.613, nimero de nés de fronteira;
e ni = 281.395, nimero de nés internos;
e nte = 2.949.031, nimero de tetraedros;

Uma particularidade muito 1til do GMSH é a organizacao dos pontos: no arquivo de saida,
primeiro sao colocados os pontos de fronteira e depois os internos. Essa organizacao facilita
na implementagao do método de elementos finitos. Sendo assim, os primeiros 442.613 pontos

sao de fronteira e do ponto 442.614 até o ponto 724.008 sao pontos internos ao dominio.
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Figura 4.2: Imagem produzida pelo GMSH, ilustrando a malha.
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Figura 4.3: Visao da malha produzida pelo GMSH, de baixo para cima.

Figura 4.4: Visao da malha na superficie do Figura 4.5: Recurso de transparéncia nos te-

lago. traedros.
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Capitulo 5

Experiencias numéricas

Neste capitulo descreveremos os resultados numéricos obtidos através da simulacao de
alguns cenarios que julgamos contribuir para a analise do problema e dos algoritmos. Primeiro
relataremos alguns resultados sobre a equagao de Navier-Stokes e depois os cenarios para a
equacgao de Difusao-Advecgao. Todas as simulacoes levaram em conta parametros obtidos
na literatura geral ou especifica da regiao da APM-Manso, ou seja, o projeto desta tese nao
envolveu a coleta de dados ou qualquer outro trabalho de campo. Assim, daremos grande
enfoque aos resultados qualitativos que sao de grande importancia na validagao do modelo e

dos algoritmos.

5.1 Navier-Stokes

As simulacoes computacionais para a equacao de Navier-Stokes, na pratica ocorreram
junto com as da equagao de Difusao-Adveccao, tendo em vista a necessidade de calculo da
aproximacao do campo de velocidades a cada passo no tempo, para se calcular a aproximacao
do perfil de poluicao neste passo. Devido ao grande esfor¢co computacional, nao pudemos
realizar a simulacao de varios cenarios também para a equacgao de Navier-Stokes e com
isso, decidimos utilizar um mesmo cenario de aproximagao de Navier-Stokes nos cendrios da
Difusao-Adveccao, ressaltando que mesmo sendo o mesmo campo, ele sempre foi calculado
para cada cendrio, em razao da dificuldade de armazenamento de tamanho volume de dados.

Depois de varios testes de cendrios com nimero de Reynolds variando de 100 até 2, 77 x 10%,
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escolhemos o cenario com niimero de Reynolds igual a 100. A escolha deste levou em conta
os resultados numéricos comparados com alguns dados sobre circulacao na represa de Manso,
pelo regime turbulento que queriamos evitar e principalmente por causa da estabilidade
numérica da equacao de Difusao-Adveccao, cujos detalhes serao discutidos na proxima secao.
Com a equacao de Navier-Stokes, avancamos até a iteracao ntumero 4.000 onde podemos
observar, além da estabilizacao da solucao, também a estabilidade do algoritmo.

A Figura 5.1 ilustra uma ampliacao de um quadro (28,9 <z <31 e 27 <y < 30,2) onde
se observa o campo de velocidades na iteracao 1350 numa regiao de transicao rio-represa. Na
parte esquerda temos o lago todo, mas contendo a representacao de apenas 1% das setas que

compdem o campo’. Na parte direita temos a amplicdo com todos as setas do referido quadro.

Figura 5.1: Ampliacao de um quadro proximo a entrada do rio Manso.

As Figuras 5.2 e 5.3 ilustram o campo de velocidades no trecho do lago em que 3.85 <
r < 6e25.5 <y < 26.25 na iteracao ntimero 1350. A diferenca entre elas é somente a norma
dos vetores: a primeira representa o campo de velocidades real enquanto que na segunda,
normalizamos todos os vetores velocidade objetivando a visualizacao da direcao do campo

nos locais onde a circulacao é muito baixa, por exemplo nas pequenas baias formadas.

"Mesmo nos computadores de alto desempenho que tivemos acesso, nao foi possivel a plotagem do total

de setas.
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Figura 5.2: Campo de velocidades obtido das simulagoes.

Figura 5.3: Campo obtido das simulagoes com velocidades normalizadas.
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5.2 Cenarios para poluicao

Nesta secao descreveremos as simulacoes feitas em computador, de 3 cenarios escolhidos
de forma a retratar possiveis situacoes reais. Na Tabela 5.1 temos um resumo dos valores
utilizados nas 3 situagoes. O coeficiente de difusao « foi mantido constante nas trés situagoes.

Fazendo também uma leitura transversal nessa tabela, vemos que, em resumo, no cenario
1 temos um runoff pequeno e um fluxo razoavelmente grande de entrada de poluentes através
dos rios. Na absor¢do nas margens com mata (k1), e no fundo do lago (k3), temos valores
grandes, se comparados com os demais cendarios. Temos também uma grande degradacao,
expressa pelo coeficiente o.

No segundo cenério diminuimos a degradacgao, diminuimos a saida de poluente pelas
margens com mata e fundo e também a entrada pelos rios e por runoff, resumindo: menos
entrada e também menos saida.

Por fim o terceiro cenario traz uma situacao onde a entrada de poluicao pelos rios é
minima, o runoff é o mesmo do cendrio 2, ou seja, mediano e a perda para margens com
mata igual a zero e para o fundo, muito pequena. Temos também uma degradacao bem
menor do que nos demais cenarios.

A etapa de simulagoes foi dividida em duas fases. Na primeira fizemos 4.000 iteracoes,
o que equivale ao tempo real de 8,3 dias. Nesta fase procedemos a simulacao do campo
de velocidades juntamente com o perfil de poluicao. Na segunda fase fixamos o campo de
velocidades dado pela iteracao ntiimero 4.000 e avangamos com a equagao de Difusao-Advecgao
até obtermos a estabilizacao da solucao. Para os cendrios 1 e 2 fomos até a iteracao niimero
600.000 (3,5 anos). Ja no cendrio 3 avangamos até a itera¢ao nimero 2.000.000 (11,6 anos)
para obter essa estabilizacao. Para efeito de comparacao a Figura 5.4 mostra um grafico com
a norma 2 da diferenca entre duas iteracoes até a iteracao niimero 100.000 onde ja temos essa
norma na ordem 107°. Vale ressaltar que o vetor solucio tem 724.008 entradas, portanto a
norma dessa diferenca é relativamente pequena.

Uma condigao suficiente (mas nao necesséria) para a estabilidade numérica é o controle
do nimero de Péclet:

UZAJZZ

Péclet,, = <2, 1=1,23,

(0%
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sendo v; a componente da velocidade na direcao x;, Ax; o passo da malha na direcao x; e
a o coeficiente de difusao. No nosso problema obtivemos 0,3% dos elementos com nimero
de Péclet maior que 2, nas componentes x e y, mas nao em z. Mesmo com esse problema
conseguimos obter estabilidade. A escolha do nimero de Reynolds na secao anterior, também
levou isso em consideracao, pois com outros valores, obtinhamos um campo de velocidades
que fazia com que o nimero de Péclet ultrapassasse 2 numa grande quantidade de elementos,

gerando problemas numéricos que nés observamos na pratica.

% 10
8 T T T T T T T T T
7 — -
——Norma cendrio 1
sk —Norma cendrio 2 |
— Norma cendrio 3
5 — —
fer :
3 L —
2 |- —
P,
I
N
1 T | 7 |
L
A e—
0 ~ /‘““—N,q—\_:——_——!—_’ —— | I | L I 1
0 1 2 3 4 ) 5] 7 g 9 10
iteragin 4
x 10

Figura 5.4: Norma da diferenca entre iteragoes.

Para observarmos a variacao da concentracao de poluicao ao longo do tempo, escolhemos

alguns pontos. O nimero associado a cada ponto é o numero do n6 da malha. A Figura 5.5,

mostra a localizagao dos pontos.
e 16 442.267: préximo a barragem, 50m de profundidade;

e 16 689.631: no meio do braco da represa formado pelos rios Manso e Palmeiras, 13m

de profundidade;
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e 16 716.869: no meio do braco da represa formado pelos rios Casca e Quilombo, 28m

de profundidade;
e 16 392.283: préximo a entrada do rio Quilombo na represa, 30m de profundidade;
e no 216.734: préximo a entrada do rio Casca na represa, superficie;
e 16 537.315: proximo a entrada do rio Manso na represa, 5m de profundidade;

e 16 369.379: préximo a entrada do rio Palmeiras na represa, 20m de profundidade.

Coeficiente | Valores cendrio 1 | Valores cendrio 2 | Valores cendrio 3 Unidade
At 0,05 0,05 0,05 h
Re 100 100 100 -
a 0,01 0,01 0,01 km?/h
o 107* 107° 107° 1/h
Ky 107° 107° 0 km/h
ks 107° 107° 107° km/h
ks 107° 10°¢ 1078 km/h
k4 1072 107° 107° km/h
05 5x107° 5x107° 5x107° (ppm)(km/h)
O 1074 107° 10°® (ppm)(km/h)
0 1074 107° 107® (ppm)(km/h)
Os 1074 107° 107® (ppm)(km/h)
0y 1074 107° 107® (ppm)(km/h)
14 1 1 1 km/h

Tabela 5.1: valores de coeficientes nos 3 cenérios

As Figuras 5.6 e 5.7 retratam a dispersao de poluente na superficie do lago. A Figura
5.6 mostra os 3 cendrios em iteragoes que vao de 1.000 (2,08 dias) até 4.000 (8,3 dias) e
a Figura 5.7 mostra da iteragao 10.000 (20,8 dias) até a 600.000 (3,5 anos). Mantivemos

um mesmo mapa de cores dentro dos graficos de cada figura, visando poder ter comparacao
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Figura 5.5: Pontos analisados.

quantitativa entre os cenarios. Nestas figuras podemos ver as diferencas de cenario impostas
pela variagoes de parametros. Observa-se por exemplo no cendario 3 a grande influéncia do
aumento do runoff e diminuicao da poluigao chegando pelos rios.

A Figura 5.8 refere-se a regiao do lago de coordenadas cartesianas tais que 3,85 < x < 6
e 25,5 <y < 26,25. Nesses graficos consideramos a iteracao 1.000 e colocamos cortes no lago
para mostrar os niveis mais profundos do lago. Nessa figura também consideramos um mesmo
mapa de cores entre os cenarios e profundidades, a fim de permitir comparagoes quantitativas.
J& a Figura 5.9 mostra a mesma regiao, mas desta vez considerando a evolugao no tempo e
sem a pré-definicao de um mapa de cores, em virtude da impossibilidade de se observar as
mudancas, dada a grande variacao de concentracao ao longo desse tempo, o que faz com que
nao tenhamos diferenciagao de cores de modo a ilustrar tal evolugao. Consideramos nesta
figura somente o cenario 1, fato justificado pela semelhanca com os demais cenarios, tendo
em vista o local escolhido (canal préximo a barragem).

Como ilustra a Figura 5.5, escolhemos 7 pontos distribuidos pelo lago para analisarmos
a evolucao temporal da concentracao de poluente. Esses pontos foram tomados tentando

considerar as regioes de entrada dos rios, regiao intermediaria do lago e também as proximi-
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dades da saida pelo vertedouro. Os resultados dessa andlise, estao nas Figuras 5.10 e 5.11.
A Figura 5.10 mostra em suas linhas os cendrios 1, 2 e 3 e em suas colunas as iteragoes
de 1 a 50.000 e de 1 a 600.000, com excecao da tultima, que ao invés de 600.000, vai até 1
milhao. Observa-se por exemplo, nessa figura, primeira linha e primeira coluna, que o ponto
f é o primeiro a receber polui¢ao (dentre os 7) e o ponto ¢ é o dltimo, comportamento esse,
totalmente coenrente com a posicao deles no lago. Ja a Figura 5.11 mostra um comparativo
entre os cendrios em cada ponto, ou seja, cada grafico contém 3 curvas representando os 3
cenarios num mesmo ponto. Aqui também, uma andlise detalhada dos graficos evidencia as
caracteristicas de cada cenario. Por exemplo a intensidade de polui¢ao e a ordem com que
cada ponto passa a receber o poluente, tudo isso em perfeita concordancia com o pré-definido

e esperado em cada cenario.
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Figura 5.6: Linhas: iteracoes 1.000, 2.000, 3.000, 3.500 e 4.000. Colunas: cenarios 1, 2 e 3.
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Figura 5.7: Linhas: iteragoes 10.000, 50.000, 100.000, 200.000 e 600.000. Colunas: cenarios
1,2e3.
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Figura 5.8: Linhas: niveis 0, 10, 20, 30 e 40m de profundidade. Colunas: cenarios 1, 2 e 3.
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cenarios.
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Figura 5.11: Graficos comparativos de cada ponto nos 3 cendarios.




Comentarios e sugestoes.

Reservamos essa parte da tese para relatar algumas conclusoes a que chegamos depois de
concluido o trabalho.

De maneira geral podemos afirmar que a modelagem, discretizacao e a simulacao do pro-
blema geraram resultados muito coerentes com todas as hipdteses feitas. Como mostram os
resultados do capitulo 5, os algoritmos se mostraram robustos pois evidenciaram nos graficos
as particularidades de cada cenario, bem como estabilidade, pois fomos até a iteracao 600.000
nos cenarios 1 e 2 e até 2.000.000 no cendrio 3. Para se chegar na estabilidade, inimeras horas
de processamento foram usadas em testes dos mais variados tipos Véarios foram os problemas
que exigiram abordagem diferenciada, sempre motivados pelo grande porte do problema.
Podemos citar, entre outros problemas, limita¢oes de linguagem (MatLab), que em certo
momento nos causou duvida quanto a possibilidade de simulacao nessa linguagem e também
quanto a escassez de recursos computacionais a altura do volume de dados manipulados.

Queremos também, evidenciar a caracteristica generalista de toda a construgao. Como
foi relatado desde a introducao, afirmamos aqui que devido ao cuidado em deixar cada etapa
do modo mais geral possivel, estamos prontos, em nivel de algoritmo para tratar de uma
gama de problemas dessa categoria, o que faz parte do objetivo dessa tese.

Como sugestao para melhoria dos resultados podemos incorporar uma melhor ordem de
aproximacao nos elementos finitos, ou o ideal, utilizar técnicas de Galerkin Descontinuo,
aumentando o grau polinomial da aproximacao somente onde a malha é inevitavelmente
grosseira, aumentando a precisao, sem um aumento do custo computacional, como seria no
convencional. A utilizacdo de SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) para que se possa
ter mais liberdade com o campo de velocidades (nimero de Péclet grande) sem que isso reflita

em instabilidades numéricas.
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Como melhoria do modelo, sugerimos a incorporacao da influéncia do vento na superficie
do lago, incorporando o meio aéreo como feito em [1] e [2]. Condigoes de fronteira com
variagoes temporais também dariam mais realismo ao modelo, tendo em vista as particulari-

dades da regiao.
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Anexo 1: Tratamento dos dados sobre

a geometria e criacao da malha

Neste anexo colocaremos os dados sobre a construcao da geometria que serviu como
dominio de nosso problema. Inicialmente solicitamos junto a FURNAS dados da batimetria
do lago, mas tivemos informacgao que ainda nao havia sido realizada tal medicao depois do
lago cheio. Pedimos entao informacoes do projeto da usina, onde consta toda a medicao
feita no campo antes do enchimento (fase de projeto) e que revelam as curvas de nivel.
Nosso contato em FURNAS foi o engenheiro Ademar de Brito que nos disponibilizou nao
s6 os dados de curvas, mas sim o projeto total da usina. O projeto foi concebido usando
o software ArcView®, do qual ndo tinhamos nem licenca nem conhecimento técnico para a
extracao dos dados que nos interessavam. Com a ajuda do professor Dr. Alvaro Penteado
Crosta do Instituto de Geociéncias da UNICAMP, através de seu orientando de doutorado
Marcos A.R.Vasconcelos, é que pudemos ter acesso as informagoes que nos auxiliariam na
digitalizacao de nosso dominio.

A Figura A1l.1 mostra as curvas de nivel feitas no local préximo de onde viria a ser a
barragem. Esses dados foram obtidos no projeto da usina e serviram para a demarcacao da
regiao alagavel. Ja a Figura A1.2 mostra somente as 11 curvas de nivel que demarcam o
lago. As cotas s@o de 275m (alaranjada), 270m, 265m, 260m, 255m, 250m, 245m, 240m,
235m, 230m e 225m (magenta) em relagdo ao nivel do mar e estao georeferenciados segundo
Cérrego Alegre. Devido a complexidade de se trabalhar com um sélido que contivesse todas
essas curvas de nivel, decidimos aproximar, usando 6 das 11 disponiveis, ficando apenas com
niveis com diferenca de 10m.

O sofware livre GMSH que foi utilizado na confeccao da malha, a faz levando em consi-
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deracao, entre outras coisas, a densidade de pontos da curvas que compoem as fronteiras do
solido. Por isso, era extremamente necessario refinar a quantidade de pontos, pois somente
na cota 275m temos 58.175 pontos, quantidade esta suficiente para extrapolar os limites do
software ou, se nao, gerar uma malha absurda e desnecessariamente refinada. Tal refinamento

foi realizado em ambiente MatLab® e composto pela implementacio de 3 filtros:

e O primeiro deles retira pontos que estao alinhados observando somente a vizinhanca

local;
e O segundo retira também pontos alinhados tendo em vista a curvatura da fronteira;

e O terceiro filtro retira pontos que demarquem bicos muito fechados, retirando da curva
pequenas reentrancias que nao interferem no macro comportamento do fenémeno estu-

dado.

A Figura A1.3 mostra a curva da cota 275m, ou seja, da superficie do lago, antes (58.175
pontos) e depois (3826 pontos) da passagem desses filtros. Realizamos muitos testes cali-
brando esses filtros a fim de gerar uma curva proxima da original com a menor quantidade
de pontos possivel. As demais curvas também foram submetidas as mesmas intervencoes,
com reducao de pontos e fidelidade préximas do que ocorreu com a curva da supeficie.

Para que o GMSH assimile o sélido para fazer a malha, é necessario que o alimentemos com
um arquivo .txt contendo informacoes sobre os pontos, sobre linhas que ligam esses pontos,
sobre as superficies geradas por essas linhas, tudo numa sintaxe especifica do programa.
Fizemos essa tarefa em ambiente MatLab gerando assim o arquivo de entrada para o GMSH.

O GMSH possui diversos algoritmos para a confeccao da malha, bem como parametros em
cada um desses. Depois de reconhecido o sélido tridimensional pelo GMSH, iniciamos alguns
testes nas malhas produzidas, alterando os algoritmos e também parametros. A intengao era
produzir uma malha de qualidade, tendo em vista a complexidade do sélido. Esses testes
envolveram quantidade de elementos que interceptam cada no, regularidade do elemento e

tamanho do elemento. Chegamos por fim na seguinte malha:
e nin = 724.008, numero total de nos;

e nf =442.613, nimero de nés de fronteira;
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e ni = 281.395, niimero de nés internos;

e nte = 2.949.031, nimero de tetraedros;

e Algoritmo usado para a geracao da malha 2D: MeshAdapt+Delaunay;
e Algoritmo usado para a geracao da malha 3D: Tetgen+Delaunay.

Teoricamente, seria possivel produzir uma malha melhor, mais regular e homogénea, mas
os computadores com os quais tivemos contato (descrigdo no Anexo 3) nao suportaram tal
confec¢ao, devido a falta de memoria (32GB de meméria ram) por conta das altas exigéncias
impostas aos parametros.

As Figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 mostram, como ja descrito no capitulo 4, algumas imagens
da malha produzida. A Figura Al.4 mostra recorte nessa malha apenas na regiao proxima a

barragem. Todas essas imagens foram obtidas a partir do GMSH.

/J

Figura Al.1: Curvas de nivel da regiao do lago.
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Figura A1.3: Esquerda: curva original.
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Anexo 2: Calculos necessarios para a

implementacao

Transformacao e integrais sobre elementos e elementos
de fronteira

Nesta secao colocaremos as manipulagoes algébricas que foram usadas para a técnica de
elementos finitos. Iniciamos com a transformagcao e integrais relativas aos elementos (tetra-
edros) e na sequéncia temos a transformacao e as integrais sobre os elementos de fronteira
(triangulos).

©'s sobre o elemento de referencia k:

i (§m,¢) =¢
p3 (&, ¢) =n
p3(Em ) =1-§—n—(
01 (&, Q) =¢

Transformacao afim T, : b — ke:
(17 0, 0) — (1’1, Y1, Zl)

(07 L, 0) — (an Y2, 22)

(0,0,0) = (w3,ys3, 23)

(07 0, 1) — (x47 Ya, 24)-
Assim:
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Te (57 777 C) =

Ty — T3

Y1 — Y3

21 — 23

Y2 — Y3

22 — 23

Ys — Y3

24 — 23

To — T3 Ty — T3

xs3

Y3

23

ou seja:

z (€, ) = a3+ (21— x3) E+ (22 — 23) N + (22 — 23) ¢
y(&n, Q) =ys+ W —ys)E+ (Y2 —ys)n+ (ya —y3) €
2(&mC) =2+ (21 — 23) § 4 (22 — 23) n + (21 — 23) ¢

Jacobiana de T:
Ty — T3 T2 — T3 T4 — XT3
JTe=| vi—ys v2—ys va—us
21 — 23 k2R3 R4 — X3

Sabemos que:

Pi (577% C) = ¥i (ZL‘ (fﬂ%g) Y (57”7() ) 2 <€>777g))

Ops _ Opidx  0pi0y  0Opi0z
o Oxr 06 Oy 06 Oz O

Opi _ Op;0x  Op; Oy Op; 0z
on  OxOn Oy dn 0Oz 0n

Do o a%@ a%@ n 8%’%
o 0x d¢C Oy OC 0z OC

Substituindo as derivadas, temos:

Opr _ Opi i doi
86 - 833' ('Tl 1’3) + ay (yl y3) + 62 (Zl 23)
Opi _ O¢i dpi dpi ,
877 - ax (‘TQ I’g) + ay (y2 3/3) + az (22 Z3)

dpr  Op; dp; i
¢ = oz (x4 — x3) + dy (ya —ys) + py (24 — 23)

Podemos escrever sob a forma matricial, chegando em:
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Sendo T' = <(JT6)T> -

;i
ox

dp;
Ay

i
0z

sendo T'(1,:), T'(2,:) e T'(3,:), a primeira, a segunda e a terceira linha de T, respectivamente.
O que fizemos até aqui foi escrever as derivadas das fungoes de base globais como uma
combinacao linear das funcgoes de base locais. Agora podemos escrever as integrais sobre os

elementos globais em funcao da integral sobre o elemento de referéncia. Os célculos estao na

&Pi
9
5,
B
O
¢

- ( Ty T Tis )

= ( To The To3 )

= ( T3 T30 T33 )

sequencia, dividos em casos:

Primeiro caso:

(o520, = / / / piprdzdyds — / / / ois |det JT,| dCdnde = |det JT,| / / / prpadCande
ke & i

= |det JTe[ (5, 1)y,

Segundo caso:

Op; Opi /// Op; Opi

el — 985 9Pi g dyda —

(83:’8:17)ke dx oz
ke

56

3%’ &Pz‘
55, 5%,
=
9y 9y
0pi Do
0z 0z
. Usando essa relagao, podemos escrever:
8905 (990@
0 0
agga asgi
=T(1,:)
an an
Do dq
o¢ o¢
0p; o
9] 9)
aggz aéﬁ
=T (27 )
an In
Do Do
oC ¢
0p; dip;
23 3
Do —T(3,:) %
an on
0p; Do
¢ o¢

Oy
0
e

Op;
¢




_ Do N1 T 95 \ 7
aaf 835
Pi 25
= /// ( Ty Tiy Tis > ) on < Ty Tie Tis > : on |det JT¢| dCdnd§ =
k 0p; s
L o¢ /1L a¢ /|
i dpi \ 7 -
88 ; 0 0 0 '
_ ] i Y O 0P _
— /// ( T11 T12 T13 ) 877 ( a£ an 8<- ) T12 |det ‘]Te| dgdndg
k Opi T3
L oC /1~
-0, -
88 ; 0 0 0 i
Pi Pi Pi Pi
= |detJTe|///(Tn Tys T13> o < AT ) Tio | dCdnd§ =
k %9? T3
[ Op;0p0; Dp;0pi 03 00 \
o0& 0& 0§ On  0& OC T
Op; Ops  Dp; 0 Dp; O
= |det JTel/// ( Ty Ty Tis ) 877] o€ 377] o anj o Tyo | d¢dndé =
" Op; 0 Op; O Oip; Oy
o¢ 9§ 0¢ dn  9¢ I¢
(3% 0%) (% 8901) (3% 3%)
085 886 aaf ’8877 i 85 é’?C i n
_ 90] (JDZ ﬁ SD’Z SDJ 90@
— |det JT)| ( Ty Ti T13 ( = 877),; (877 8() Ty
8% 590@ 5 0 9¢; O Tis
¢ " 0¢ ¢’ don ) \9C’ d¢

(8% 3%) (3% 8%) (3905 3%)
_ ¥y 0¥ ¥y 0¥ vj d¢¥i )
Chamando Mr = <—an, 85)15 (—an, 87]),; (—an, aC);; , temos:
<(9<pj 0%) (0% 3%) (8905 390@>
(9(785 i 8(’877 i 8C’8C i
Op; Op; N
((%, 83:>k |det JTL| T (1,:) - Mr-T(1,:)
agpj a Y
D, N
agpj 2 /
— T.|T -Mr-T(1,:
(y,ax)k et JT.| T (2,5) - Mr T (1,3
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= |det JT,| T (2,:)- Mr-T(2,:)

= |det JT.| T (2,:) - Mr - T (3,:)

= |det JT,| T (3,:) - Mr-T(2,:)

= |det JT,| T (3,:) - Mr-T(3,:)

)
)
x) = |det JT,| T (3,:) - Mr-T(1,:)
)
)

0z 0z

O termo (Vy,;[|V;), , usando essa notagao, ficara:

oy (9p; Opi dp; Op; dpj Opi\
VeillVeo. = (33@ ’ ax)ke i ( Ay’ Oy ). " 0z 0z ), B

= |det JT.| - [T'(1,:) - Mr-T(1,:) + T (2,:)- Mr-T(2,:) + T (3,:) - Mr-T(3,:)']

Terceiro caso:

(3% ) / / / %gpldzdydx - / / / <Tna% + TH%O" T aa(’?) o |det JT.| dCdnde =
877 0(

_ 9 0%; 0%; _

= \det ']Tel |:T11 ( 85 7@%) +T12(< 87] 7@1)]}3"‘7113 < aC » Pi : - )
dg; 03

= |d€t JTel ( Tll T12 T13 > (%Npi) = |d€t JTelT(L :) <%7@5>

Portanto:

D
i b)) = |det JT,|T (1,
((%w)ke |de |T(1,:)

dg; )
—, ©; = |det JT,| T (2,:
(F2e) =ermire:)
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(% @)
) by o
Pj ) Y3
- i = ’det ']Te‘T(ga:) <—,Q0g)
( 0z ke an i
(% SDA)
aC ) 7 ];‘
Vamos agora tratar das integrais sobre os elementos de fronteira (triangulos). Usaremos
a mesma notacao usada nos tetraedros, observando que trata-se de dimensao diferente.
©'s sobre o elemento de referéncia k:
ei(§&n)=1-&—n
w5 (&m) =¢

e3(&m) =1
Transformacao afim: T, : b — ke

(0,0) = (z1,y1,21)
(1,0) = (22,12, 22)
(0,1) = (z3,ys, 23)-

Assim:
Tog —T1 X3 — T 1 1y — §wy + {xe — g + N
&= 2—mn vs—m ¢ 1w [ = =& +E&y—nyi+nys
29— 21 23— 21 ! 2 2 — &z + £z — N2+ N2

z(&,n) =21 —Exy + Exe — Ny + N3
y(&,n) =y1 — &y + EY2 — ny1 + Ny
z2(E,m) =21 — €z + &z — Mz + 123

oT. 0 oy- 0z- - - -
o€ a—zer&—ZJJra—zk = (2 — 1) i+ (Y2 —v1) I+ (22 — 21) k = (2, Y2, 22) — (21,91, 21)
0T, Ox- 0Jy- 0z- - - -
on :(%H_@_z +a—; = (3 —x1)i+(ys — 1) j+ (23 — 21) k = (3, y3, 23) — (1,91, 21)

@i (§;m) =i (x(&n),y(En),z(&mn)

Para os triangulos, teremos dois casos:

Primeiro caso

(©j, i)y, = //Wzdydm—//%fn%ﬁn H an

GT

=\l dnd€ =

901901 dnd§ = (©3, 03);,
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Segundo caso:

oT. 8T
(1,0, = k//%dydfv—//% (&n) H e d§ = ]%%d??dﬁ
e k
orT. 0T,

Submatrizes de rigidez

Na secao passada expressamos as integrais sobre os elementos e elementos de fronteira
como combinagao de integrais sobre o elemento de referéncia (tetraedro e triangulo de re-
feréncia). Nesta secao faremos os cdlculos dessas integrais sobre os elementos de referéncia,
deixando-as armazenadas em matrizes, as chamadas Submatrizes de rigidez. Usaremos a
mesma notacao, ficando a diferenca explicita na dimensao dessas matrizes.

Comecamos com as integrais sobre o tetraedro de referéncia:

§
1-
(Cpsr 0i); // 6/ 1—§jn—g (5 n l-n—¢—¢ g)dcdndfz
¢
52 &n & (§+n+¢—1) £¢
jfT Un —n(§+n+é—i) ¢ dcdnde
A E(€+n+¢=1) —n(f+n+¢=1) (E+n+(—1)" —C(E+n+(-1)
£¢ us —C(+n+¢-1) ¢*
1/60 1/120 1/120 1/120
1/120 1/60 1/120 1/120
- 1/120 1/120 1/60 1/120
1/120 1/120 1/120 1/60
Da mesma forma, calculamos:
1/6 0 —1/6 0 0o 0 O
Dp; Op; o 0 0 0 dp; Op; 1/6 0 —1/6
((3_5’ 05);;);3: ~1/6 0 1/6 0 | (<8_€ 877);;);3: -1/6 0 1/6
o 0 0 0 0O 0 O
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0 0 0 0
(25| e ol (%), - ((Ce%)),)
06" ¢ ) i)y ~1/6 0 1/6 0 | on’ 08 ) i)y o€ on )i)y)
1/6 0 —1/6 0
0 0 0 0 0 0 0 0
dp; i 0 1/6 -1/6 0 dp; Op; 0 0 0 0
((3_77’ 377);;);;: 0 —1/6 1/6 0 | ((5’_77 5’C>;;);3: 0 —1/6 1/6 0
0 0 0 0 0 1/6 —1/6 0
(9)-(29)) (@R)-(E2)
ok ) 99 )1 )) ac oy ), an ac ’
00 0 0 1/24 0 —1/24 0
0p; Op; oo o 0 dp; 1/24 0 —1/24 0
((3_4’ 3<>1;>z3_ 00 16 —1/6 | ((3_5’%);;);5: 1/24 0 —1/24 0 |
00 —1/6 1/6 1/24 0 —1/24 0
0 1/24 —1/24 0 00 —1/24 1/24
p; 0 1/24 —1/24 0 O 00 —1/24 1/24
((3_77’%););3_ 0 1/24 —1/24 0 | <(3_C7%>;;>;;_ 00 —1/24 1/24
0 1/24 —1/24 0 00 —1/24 1/24
Para o caso dos elementos de fronteira, temos:
Leef E+n—=17 —£E+n—1) —n(E+n—1)
(b3 o)1)y, = // —£(E+n—1) £ &n dndg¢
© O\ mE+n-1) &n U
1/12 1/24 1/24
= | 1/24 1712 1/24
1/24 1/24 1/12
11— 1=8§—n 1/6
)i); = / / 3 dnd§ = | 1/6 | Em todo esse desenvolvimeto algébrico
n 1/6

e preparagao para a linguagem computacional, usamos como referéncia [18], [16] e [2].
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Anexo 3: Recursos computacionais e

codigos em MatLab®.

Este anexo esta dividido em duas partes: uma primeira relatando alguns detalhes sobre
a implementacao e os recursos computacionais e uma segunda contendo os cédigos utilizados
nas simulacoes.

As primeiras simulacoes e validagoes de algoritmo foram feitas no CENAPAD-UNICAMP.
La tivemos contato com maquinas antigas, mas mesmo assim muito melhores que os PCs
que tinhamos até entao. Eram computadores com 12GB de memoéria ram e processadores
nao informado. Essa fase durou 30 dias, tempo de acesso temporario. A impossibilidade
de utilizacao das méquinas de grande porte foi devido a inexisténcia de MatLab para essa
arquitetura (processadores Itaniun). Depois disso, utilizamos uma workstation e um node do
cluster do departamento de Fisica da UFMT, que tinham 16GB de ram e dois processadores
Xeon quad-core, totalizando 8 nucleos fisicos cada maquina. Essa fase foi de grande avanco
no aperfeicoamento dos algoritmos, nos possibilitando até o encontro com problemas de
tempo computacional que nos fizeram lancar mao de técnicas de paralelizacao para atingirmos
tempos tangiveis de processamento. Nessas maquinas, o tempo para se fazer a simulagao das
primeiras 4.000 iteragoes, foi de 336 hs (14 dias). Tivemos acesso também a um né do cluster
do Instituto de Computacio da UNICAMP?, composto de dois processadores AMD Opteron
hexa-core e 12GB. Nesta maquina efetuamos a simulagao de mais um cenério. Por fim,

recebemos no Departamento de matematica da UFMT uma maquina com dois processadores

Zagradecemos ao professor Dr. Rodolfo Jardim de Azevedo e seu orientando de doutorado Leonardo de
Paula Rosa Piga pela ajuda e disponibilizagdo de recursos computacionais, e também ao CNPq que custeou

esse laboratério
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Xeon Hexa-core, com 32GB de ram e que nos possibilitou a execucao de cenarios com um
ganho de cerca de 35% em relacao as anteriores, chegando nos 11 dias de processamento.

Os algoritmos que confeccionamos foram aprimorados para poderem ser paralelizados,
fato este que possibilitou a execucao pois, do contrario, seria impraticavel. A necessidade
de paralelizacao gerou uma experiéncia muito gratificante e importante para as experiéncias
futuras.

Colocaremos agora os cédigos computacionais que implementamos. FEste primeiro pro-
grama ¢é o principal e calcula o campo de velocidades e depois o perfil de poluicao a cada

passo no tempo. Este programa utiliza 3 subrotinas, que serao colocadas na sequéncia.

clear all

tic

load dominio_Manso.mat %Dados do dominio: matrizes coord, elem e elem_front
Yicoord (matriz contendo as cordenadas de cada);
Yhelem (matriz contendo os nés de cada tetraedro;
%elem_front (matriz contendo os nés dos tridngulos de fronteira)

Totolotototototototo oo oot oo loloToToToo Submatrizes de rigidez

fj_fi=[1/60 1/120 1/120 1/120;1/120 1/60 1/120 1/120;1/120 1/120 1/60 1/120;

1/120 1/120 1/120 1/60];

df jcsi_dficsi=[1/6 0 -1/6 0;0 0 0 0;-1/6 0 1/6 0;0 0 0 0];

df jcsi_dfieta=[0 0 0 0;1/6 0 -1/6 0;-1/6 0 1/6 0;0 0 0 0];

dfjcsi_dfizeta=[0 0 0 0;0 0 O 0;-1/6 0 1/6 0;1/6 0 -1/6 0];

df jeta_dficsi=dfjcsi_dfieta’;

df jeta_dfieta=[0 0 0 0;0 1/6 -1/6 0;0 -1/6 1/6 0;0 0 0 0];

df jeta_dfizeta=[0 0 0 0;0 0 0 0;0 -1/6 1/6 0;0 1/6 -1/6 0];

df jzeta_dficsi=dfjcsi_dfizeta’;

df jzeta_dfieta=dfjeta_dfizeta’;

df jzeta_dfizeta=[0 0 0 0;0 0 0 0;0 O 1/6 -1/6;0 0 -1/6 1/6];

dfjcsi_fi=[1/24 0 -1/24 0;1/24 0 -1/24 0;1/24 0 -1/24 0;1/24 0 -1/24 0];

dfjeta_fi=[0 1/24 -1/24 0;0 1/24 -1/24 0;0 1/24 -1/24 0;0 1/24 -1/24 0];

df jzeta_fi=[0 0 -1/24 1/24;0 0 -1/24 1/24;0 0 -1/24 1/24;0 0 -1/24 1/24];

Tttt b b bbbl hehefehofeteds  PARAMETROS (Cemdrio 2)  Uhhhotototototodothtothhih

n_ite=input (’numero de iteracoes=’);

dt=0.05;

Re=100;

alf=0.01;

sig=0.00001;

k1=1.0e-6; % mata

k2=1.0e-6; J superficie

k3=1.0e-6; Yfundo do lago

k4=1.0e-3; Yvertedouro

tet5=5.0e-5; Y%runoff
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tet6=1.0e-5; %rio palmeira

tet7=1.0e-5; %rio manso

tet8=1.0e-5; %rio casca

tet9=1.0e-5; % rio quilombo

vel_rio=1; % km/h

nte=max(size(elem)); %numero total de elementos, tetraedros.

ntn=max(size(coord)); % numero total de nos

nf=442613;% numero de nos internos ao dominio

ni=ntn-nf;’ numero de nos na fronteira do dominio

poluicao=zeros(ntn,1);

velocidade=zeros(ntn,1);

Tt ToToto o Toto o o To o e To o fo ot o o To o Vo To o o T To o e ToTo o %o oo geracao dos vetores incognitas

load superficie.mat % contém o conjunto de nés que estfo na superficie

%hhhhhhh incognitas e cognitas da pressédo

cog_pre=[15769 16154 16155 16540 48249 48250 48251 48252 48253 48254 ...
49075 49076 49077 49078 49079 49080 87073 87074 87075 87076 ...
87077 87078 87079 87080 87081 87082 87083 87084 87085 87086]°;

incog_pre=[1:ntn]’;

incog_pre(cog_pre)=[1;

%hhhhhhh incognitas e cognitas da vil

incog_vi=[nf+l:ntn cog_pre’ superficie’];

incog_vl=sort(incog_v1);

incog_vl=incog_v1’;

cog_vi=[1:ntn]’;

cog_vi(incog_v1)=[];

%hhhhhhh incognitas e cognitas da v2

incog_v2=incog_v1;

cog_v2=cog_vl;

%hhhthht incognitas e cognitas da v3

incog_v3=[cog_pre’ nf+l:ntn];

incog_v3=sort(incog_v3);

incog_v3=incog_v3’;

cog_v3=[1:ntn]’;

cog_v3(incog_v3)=[1;

clear superficie

%integrais de fronteira para difusfo-advecgdo

[F_front_1 F_front_2]=int_front_dif (coord,elem_front,bandeira,kl,k2,k3,k4,tet5,tet6,tet7,tet8,tet9);

%int_front_dif é uma subrorina para cadlculo da integrais de fronteira.

load matrizes.mat jarquivo contendo os produtos internos ja calculados

load front.mat %arquivo contendo condigdes de fronteira para Navier-Stokes

front=vel_rio*front;

sol_poll=zeros(ntn,1);

vell=zeros(ntn,3);

£=0;

for t=1:n_ite
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Fis_ns=zeros(nte,4,4);
hototatolototslotohatotetotohetets perfil de velocidade no tempo n atraves de Navier Stokes
parfor k=1:nte % looping paralelizado com a possibilidade de escolha do nimero de processadores a usar.
Fis_ns(k,:,:)=lupe_vel(coord,vell,elem,df jcsi_fi,dfjeta_fi,dfjzeta_fi,k); % subrotina
end
Fis_ns=Fis_ns(:);
FE=sparse(III,JJJ,Fis_ns,ntn,ntn);
clear Fis_ns
bl_est=(1/dt)*FA(incog_v1,:)*vell(:,1)-((1/dt)*FA(incog_v1,cog_v1)+(1/Re)*FB(incog_vl,cog_vi)+ ...
FE(incog_v1,cog_v1))*vell(cog_vl,1);
b2_est=(1/dt)*FA(incog_v2,:)*vell(:,2)-((1/dt)*FA(incog_v2,cog_v2)+(1/Re)*FB(incog_v2,cog_v2)+ ...
FE(incog_v2,cog_v2))*vell(cog_v2,2);
b3_est=(1/dt)*FA(incog_v3,:)*vell(:,3)-((1/dt)*FA(incog_v3,cog_v3)+(1/Re)*FB(incog_v3,cog_v3)+ ...
FE(incog_v3,cog_v3))*vell(cog_v3,3)-FA(incog_v3, :)*(f*ones(ntn,1));
AA1=(1/dt)*FA(incog_v1,incog_v1)+(1/Re)*FB(incog_v1,incog_v1)+FE(incog_v1,incog_v1);
AA2=(1/dt)*FA(incog_v2,incog_v2)+(1/Re)*FB(incog_v2,incog_v2)+FE(incog_v2,incog_v2);
AA3=(1/dt)*FA(incog_v3,incog_v3)+(1/Re)*FB(incog_v3,incog_v3)+FE(incog_v3,incog_v3);
vel_est1=AA1\bl_est;
vel_est2=AA2\b2_est;
vel_est3=AA3\b3_est;
vel_est=zeros(ntn,3);
vel_est(1:nf,1:3)=front;
vel_est(incog_vl,1)=vel_estl;
vel_est(incog_v2,2)=vel_est2;
vel_est(incog_v3,3)=vel_est3; ’Calculo da velocidadex*
Tolo ool ToTo o o oo ToTo o o oo
b_pre=-(1/dt)*FC(incog_pre, :)*vel_est(:,1)-(1/dt)*FD(incog_pre,:)*vel_est(:,2)- ...
(1/4dt) *FF (incog_pre, : ) *vel_est(:,3);
x_pre=FB(incog_pre, incog_pre)\b_pre;
pre=zeros(ntn,1);
pre(incog_pre)=x_pre; % céalculo da presséo
Toto o o ToToto o oo ToTo o o
b1=FA(incog_v1,:)*vel_est(:,1)-dt*FC(incog_v1,:)*pre;
b2=FA(incog_v2,:)*vel_est(:,2)-dt*FD(incog_v2,:)*pre;
b3=FA(incog_v3,:)*vel_est(:,3)-dt*FF(incog_v3,:)*pre;
vel_1=FA(incog_v1,incog_v1)\b1l;
vel_2=FA(incog_v2,incog_v2)\b2;
vel_3=FA(incog_v3,incog_v3)\b3;
vel2=zeros(ntn,3);
vel2(1:nf,1:3)=front;
vel2(incog_v1,1)=vel_1;
vel2(incog_v2,2)=vel_2;
vel2(incog_v3,3)=vel_3;’calculo da velocidade real.
Yototatoloto ot tototohoto ot fotete perfil de poluicao no tempo n atraves de difus&o-Advecgdo

Fis_adv=zeros(nte,4,4);
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parfor k=1:nte % looping paralelizado com a possibilidade de escolha do numero de processadores a usar.
Fis_adv(k,:,:)=lupe_pol(coord,vell,vel2,elem,dfjcsi_fi,dfjeta_fi,dfjzeta_fi,k); ’subrotina
end
Fis_adv=Fis_adv(:);
Wi=sparse(III,JJJ,Fis_adv,ntn,ntn);
clear Fis_adv
bb=(FA-(dt/2)* (alf*FB+sig*FA+F_front_1)-(dt/2)*W1)*sol_poll+dt*F_front_2;J+dt*FA*f
AA=(FA+(dt/2)* (alf*FB+sig*FA+F_front_1)+(dt/2)*W1);
sol_pol2=AA\Dbb;
clear AA bb
sol_pol2=full(sol_pol2);
sol_poll=sol_pol2;
vell=vel2;
if mod(t,50)==0 || t==10
t
poluicao=[poluicao sol_pol2];
velocidade=[velocidade vel2];
end
end
save iteracoes_C2.mat poluicao velocidade

toc

Subrotina 1: int_front_dif
Esta subrotina monta a matriz que contém as integrais de fronteira no célculo do perfil

de polui¢ao no tempo atual.

function [F_front_1 F_front_2] = int_front_dif(coord,elem_front,bandeira,k1,k2,k3,k4,tet5,tet6,tet7,tet8,tet9)
% k1= mata

% k2= superficie

% k3=fundo do lago

% k4=vertedouro

% tetb=runoff

% tet6=rio palmeira

% tet7=rio manso

% tet8=rio casca

% tet9=rio quilombo

% informacao do vetor "bandeira"
% 1l=mata

% 2=superficie

% 3=rocha ou concreto

% 4=plantacao, chacaras (runoff)
% Bb=rio palmeira

% 6=rio manso

% T=rio da casca
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% 8=rio quilombo
% 9=vertedouro
% 10=fundo
Dot lotolotolots loto o Totoloto o to fototofoto ot Submatrizes de rigidez
fj_fi=[1/12 1/24 1/24;1/24 1/12 1/24;1/24 1/24 1/12];
Toto ol ToTo o o fe T ToToto o o o To T 1o o o o T
ntef=max(size(elem_front)); %numero total de elementos de fronteira, triangulos.
ntn=max(size(coord)); % numero total de nos
nf=442613;
contador=1;
Fis_front=zeros(9*ntef,3);
F_front_2=zeros(ntn,1);
for k=1:ntef
X1=coord(elem_front(k,1+1),:);
X2=coord(elem_front(k,2+1),:);
X3=coord(elem_front (k,3+1),:);
jac=cross(X2-X1,X3-X1);
jac=norm(jac);
if bandeira(k)==
coefl1=kil;
elseif bandeira(k)==
coefl1=k2;
elseif bandeira(k)==
coefl1=k4;
elseif bandeira(k)==10
coef1=k3;
else
coef1=0;
end
if bandeira(k)==4
coef2=tet5;
elseif bandeira(k)==
coef2=tet6;
elseif bandeira(k)==
coef2=tet7;
elseif bandeira(k)==
coef2=tet8;
elseif bandeira(k)==
coef2=tet9;
else
coef2=0;
end
for il=1:3
ig=elem_front (k,il+1);

F_front_2(ig)=F_front_2(ig)+coef2*jac*(1/6);
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for jl=1:3
jg=elem_front(k,jl+1);
Fis_front(contador,:)=[ig jg coefl*jac*fj_fi(il,jl)];
contador=contador+1;

end

end
end
F_front_l=sparse(Fis_front(:,1),Fis_front(:,2),Fis_front(:,3) ,ntn,ntn);

end

Subrotina 2: lupe_vel
Esta subrotina monta a matriz que depende da velocidade no passo anterior e por isso,
precisa ser atualizada em cada passo. Essa matriz é usada no calculo da velocidade para o

préximo passo.

function [NNN] = lupe_vel(coord,vell,elem,dfjcsi_fi,dfjeta_fi,dfjzeta_fi,k)

TT=[coord(elem(k,1),:)-coord(elem(k,3),:);

coord(elem(k,2),:)-coord(elem(k,3),:);

coord(elem(k,4),:)-coord(elem(k,3),:)];
T=inv(TT);
detJ=det (TT) ;
vel_media_k1=(1/4)*(vell(elem(k,1),:)+vell(elem(k,2),:)+vell(elem(k,3),:)+vell(elem(k,4),:));
NNN=zeros(4,4) ;

for il=1:4
for jl=1:4
dd=[dfjcsi_fi(il,jl);dfjeta_fi(il,jl);dfjzeta_fi(il,j1)];
NNN(il, jl)=(abs(detJ))*vel_media_k1*[T(1,:)*dd;T(2,:)*dd;T(3,:)*dd];
end
end

end

Subrotina 3: lupe_pol
Esta subrotina monta a matriz que depende da velocidade no passo atual e por isso,
precisa ser atualizada em cada passo. Essa matriz é usada no cédlculo do perfil de poluicao
no passo atual.
function [AAA] = lupe_pol(coord,vell,vel2,elem,dfjcsi_fi,dfjeta_fi,dfjzeta_fi,k)
TT=[coord(elem(k,1),:)-coord(elem(k,3),:);
coord(elem(k,2), :)-coord(elem(k,3),:);

coord(elem(k,4),:)-coord(elem(k,3),:)];
T=inv(TT) ;
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detJ=det (TT);
vel_media_k1=(1/4)*(vell(elem(k,1),:)+vell(elem(k,2),:)+vell(elem(k,3),:)+vell(elem(k,4),:));
vel_media_k2=(1/4)*(vel2(elem(k,1),:)+vel2(elem(k,2),:)+vel2(elem(k,3),:)+vel2(elem(k,4),:));
AAA=zeros(4,4);

for il=1:4
for jl=1:4
dd=[dfjcsi_£fi(il,jl);dfjeta_fi(il,jl);dfjzeta_fi(il,jl)];
AAA(il,j1)=0.5%(abs(detJ))*(vel_media_kl+vel_media_k2)*[T(1,:)*dd;T(2,:)*dd;T(3,:)*dd];
end
end

end
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