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Abstract

This work aims to present a study of the classical theory of Approximation by Polynomial Inter-
polation, and specifically discuss the Lagrangian Interpolating Polynomial Method in an algebraic
theory perspective. Furthermore, it proposes the use of the free software GeoGebra as an alterna-
tive to visualize the applications of such content in a geometric approach. The study starts with a
historical introduction about the mathematician Joseph Louis Lagrange, revealing the outset of the
interpolation polynomial method to current applications in many scientific fields. Afterwards, it
introduces the necessary concepts to polynomial function development and its subsequent use, and
presents the theoretical basis in order to study the Lagrangian Interpolating Polynomial Method,
its error estimation properties and its particulars when increasing the number of points to be in-
terpolated. Then, it lists multiple content applications, and, by using the dynamical mathematics
software GeoGebra, it teaches how to interpolate a set of given points polynomially. Finally, the
study presents a practical application of the Lagrangian Interpolating Polynomial Method in es-
timating the the most common prices of agricultural products commercialized at the Campinas
Supply Center (CEASA-Campinas), in days when there is no internal pricing quotation.

Keywords: Polynomials; Polynomial functions; Polynomial interpolation; Lagrange interpo-
lation; Central supply — Campinas (Sao Paulo, Brazil) — Prices — Mathematical models; GeoGebra.

Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar um estudo sobre a teoria classica de aproximacao
por interpolacao polinomial e, em especifico, tratar do caso do Método de Interpolacdao Polinomial
de Lagrange mediante uma perspectiva tedrica algébrica. Além disso, se propoe a utilizacao do
software livre GeoGebra como uma alternativa para visualizar as aplica¢oes do referido conteiido em
uma abordagem geométrica. Ele inicia-se com a introdugao histérica acerca do matematico Joseph
Louis Lagrange e revela o preambulo em que se deu o desenvolvimento do método de interpolacao
polinomial até chegar as aplicagoes atuais nas diversas areas das ciéncias. Consecutivamente,
introduzem-se os conceitos necessarios ao desenvolvimento de fungao polinomial e a sua subsequente
utilizagdo e apresenta-se a base tedrica para o estudo do Método de Interpolagao Polinomial de
Lagrange, suas propriedades quanto a estimagao do erro e suas caracteristicas ao aumentarmos
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a quantidade de pontos a serem interpolados. Além disso, elenca-se uma série de aplicagoes do
conteudo e, valendo-se do programa computacional de matematica dinamica GeoGebra, se ensina
como interpolar polinomialmente um conjunto de pontos dados a priori. Ao final, apresenta-se uma
aplicagao pratica do uso do Método de Interpolacao Polinomial de Lagrange para estimar os precos
mais comuns praticados em dias onde nao héa cotacao interna para os produtos hortifrutigrangeiros
comercializados na Central de Abastecimento de Campinas (CEASA-Campinas).

Palavras-Chave: Polinémios; Funcoes polinomiais; Interpolacao polinomial; Lagrange, In-

terpolagao de; Centrais de Abastecimento — Campinas (SP) — Precos — Modelos matematicos;
GeoGebra.
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Ando e com fé eu vou, pois a fé nao costuma falhar.

(Gilberto Gil — Adaptado)
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Introducao Geral

Ao elaborar este material, temos o intuito de que ele seja uma ferramenta 1til para a introducao
do estudo de aproximagoes por “Interpolacao Polinomial” e, em especial, apresentar o “Método
de Interpolacao Polinomial de Lagrange”. Para tanto, dividimos o estudo proposto em cinco
seguintes capitulos: Um Pouco de Historia, Funcao Polinomial, Interpolacao Polinomial, Recurso
Computacional e Aplicagio na Cotacio da CEASA.

O primeiro capitulo, intitulado Um Pouco de Historia, é destinado a introduzir sobre o mate-
matico Joseph Louis Lagrange e revelar o preambulo em que se deu o desenvolvimento do “Método
de Interpolacao Polinomial de Lagrange” até chegar as aplicagoes atuais nas diversas areas do co-
nhecimento. Ao apresenta-lo, temos o intuito de agucar a percepcao e a curiosidade do leitor para
com o tema central proposto.

No capitulo chamado Fung¢do Polinomial, temos o objetivo de apresentar os conceitos necessa-
rios a introdugao do estudo de funcao polinomial e a sua subsequente utilizacdo. Primeiramente,
definimos o conceito de funcao, explicitamos as maneiras possiveis para denota-la e fazemos alguns
exemplos para fixacao. Em seguida, sao apresentadas as defini¢oes de “polinomio”; “valor do po-
lindbmio” e “raiz de uma equacao polinomial” e alguns teoremas de caracterizacdo dos polinémios
sao demonstrados. Consecutivamente, ressaltamos ao leitor que a “funcao polinomial” é um tipo
de func¢do de suma importancia — pois é vastamente utilizada em estudos tedricos e em auxilio
as aplicagoes em diversas areas das ciéncias exatas — e fornecemos a sua definicdo. No final do
capitulo, damos énfase para algumas caracteristicas do tracado dos gréaficos de fungoes polinomi-
ais e, em especial, demonstramos que o grafico de uma “funcao afim” é uma reta e o grafico de
uma “funcdo quadratica” é uma parabola. Ao desenvolver este capitulo, temos o intuito de que,
através de seu conhecimento, se consiga adquirir sustentacao solida para realizar os estudos que
sao apresentados e desenvolvidos nos capitulos seguintes deste material.

O capitulo denominado Interpolag¢io Polinomial é destinado a introduzir um tipo de aproxima-
cao de curvas bastante utilizado e que tem por nome “Interpolacao Polinomial”. De antemao, sao
apresentadas as defini¢oes de “interpolacao”, “nds da interpolacao” e de “interpolacao polinomial”
e, além disso, alguns graficos sao fornecidos para ajudar a reforcar o entendimento das mesmas
no ambito de estudo de aproximagoes. Em seguida, é apresentado o “Método de Interpolacao
Polinomial de Lagrange” e uma série de exemplos tedricos e contextualizados sao resolvidos com
o intuito de que o leitor entenda a técnica do método e se familiarize com ela e com os tipos de
aplicagoes com as quais ele permite trabalhar. Ao final, é fornecido um teorema a respeito do erro
na aproximagao por interpolacao polinomial — que é bastante usado em estudos tedricos — e,
com a finalidade pratica, se comenta sobre o “Método das Diferencas Divididas” para estimacao
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do erro na aproximagao por interpolacao polinomial.

No capitulo seguinte, chamado de Recurso Computacional, apresentamos um programa compu-
tacional de matematica dindmica — denominado “GeoGebra” — que, de forma bastante simples,
nos permite interpolar polinomialmente um conjunto de pontos dados a priori. Com o auxilio de
tal programa e da sequéncia de passos fornecidos no decorrer do capitulo, se pode descobrir qual é
a expressao algébrica da funcao polinomial interpolante, visualizar o grafico da mesma na tela do
computador e, caso se queira, ele também nos proporciona saber um valor aproximado da referida
funcdo em pontos onde a abscissa se situa no interior do intervalo de interpolagdo. Decidimos
propor este capitulo com o referido tema, pois, através dos exemplos do capitulo anterior — em
que se propoe a fazer os calculos manualmente e valendo-se apenas de 1apis, borracha, de um pouco
de traquejo algébrico e das férmulas do “Método de Interpolacao Polinomial de Lagrange” —, se
constata que quao maior for a quantidade de pontos a serem interpolados em nosso problema, mais
trabalhoso — e quase inviavel — serd o processo para se resolver e simplificar manualmente as
equagoes que surgem durante as etapas do tal método. Assim, se nota que, ainda que de forma
manual seja possivel resolver tais problemas, atualmente, com a grande quantidade de recursos
computacionais existentes, eles acabam por ser ferramentas bastante préaticas, rapidas e de grande
ajuda. Consequentemente, apds fornecermos um roteiro com a sequéncia de passos para se traba-
lhar com o auxilio do GeoGebra neste material, apresentamos alguns exemplos contextualizados
de aplicagoes do método de interpolagao polinomial em diversas areas da ciéncia e esperamos que
se constate a grande importancia que ele tem na resolucao de problemas diversos.

Por fim, o capitulo intitulado Aplicacio na Cotag¢io da CEASA é destinado a apresentar uma
aplicacao do uso do “Método de Interpolacao Polinomial de Lagrange” para estimar os precos mais
comuns praticados em dias onde nao ha cotagao interna para os valores dos produtos comercia-
lizados na CEASA!'-Campinas. Tal aplicacdo surgiu da percepcao da necessidade de se ter um
valor estimado para os produtos hortifrutigrangeiros comercializados no local nos dias em que hé
comercializacdo, mas nao ha uma coleta de dados e tabulacao dos mesmos para divulgacao.

Quanto ao publico alvo deste material, acreditamos que o projeto elaborado seja propicio ao
nivel de ultimo ano do ensino médio e cursos de graduagao. Os estudantes do ensino médio — que
tiverem adquirido consigo uma boa bagagem algébrica — poderao se propiciar de uma abordagem
do contetdo sob um aspecto mais conteudista e menos mentalizador e os alunos dos primeiros anos
dos cursos de graduagao se depararao com uma apresentagao aplicada do contetido, sobretudo, por
verem aplicagoes dele em diversas areas do conhecimento e com varias finalidades.

Acreditamos que, quando o aluno é apresentado a teoria e, depois, desenvolve uma série de
atividades — tedricas e/ou praticas — e tira conclusdes com o auxilio de programas de mate-
matica dinamica, como o GeoGebra, o contetido ali abordado terd maior chance de ser, de fato,
aprendido e assimilado por ele. Além disso, quanto maior for o nimero de situacoes e contextu-
alizagoes dos conteuidos, com os quais os alunos se depararem, maior serd o nivel de seguranca

LA sigla “CEASA” corresponde as Centrais de Abastecimento S/A e a composta, “CEASA-Campinas”, se trata
da terminologia corriqueiramente utilizada pelos frequentadores para mencionar as Centrais de Abastecimento
localizadas no municipio de Campinas. Ainda que a sigla CEASA-Campinas se refira as “centrais” (no plural),
as pessoas que trabalham no local tém por vicio dialético citd-las sempre no singular. Assim, neste material,
presaremos por nos referir a ela de modo andlogo ao que seus permissionarios o fazem, pois é a forma comum e
disseminada de se reportar a localidade no &mbito comercial.
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que terao para refletir sobre exemplos do contetido estudado em imersoes em situagoes cotidianas.
Concomitantemente, sempre que o estudante se deparar com uma situacao-problema parecida com
aquela feita em um dos exemplos e exercicios, ele tentara recordar de aspectos do mesmo para
tentar resolvé-la. Isto se deve ao fato de que o material manuseado e visualizado, os célculos feitos,
as conclusoes obtidas e a propria expectativa e entusiasmo inicial, que se tinha para se chegar ao
resultado desejado, ficarao registrados em sua memoria.
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Capitulo 1

Um Pouco de Histoéria

Este capitulo é destinado a introduzir um pouco de histéria sobre o matematico Joseph Louis
Lagrange e revelar o preambulo em que se deu o desenvolvimento do “Método de Interpolagao
Polinomial de Lagrange” até chegar nas belas aplica¢oes atuais das diversas areas do conhecimento.

1.1 Lagrange

Figura 1.1: Joseph Louis Lagrange.

Joseph Louis Lagrange foi um matemético italiano que nasceu em Turim em 25 de janeiro
de 1736 e é considerado um dos maiores matematicos do século XVIII. Ele era de uma familia
relativamente rica, mas foi o inico de onze irmaos que sobreviveu até a idade adulta.

Segundo [9], [12] e [30], depois de estudar em Turim, aos dezessete anos tornou-se professor
de matematica na “Escola Real de Artilharia” local, onde fez sua primeira publicacdo em 1759 na
“Miscelanea”, que era uma revista da academia na época. Em 1766, Frederico “O Grande”, rei do
reino e estado alemao da Prussia, lhe escreveu e disse que “o maior dos reis da Furopa desejava ter
em sua corte o maior matemdtico da Europa”, assim, apds receber o convite dele para substituir
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Leonhard Euler na “Academia de Berlim”, por vinte anos Lagrange ocupou o cargo proposto.
Durante o periodo, ele teve um trabalho exemplar: publicou importantes obras sobre mecanica,
problema dos trés corpos, algumas primeiras ideias sobre o conceito de fungao e trabalhos sobre
teoria de equacoes.

Apobs a morte de Frederico “O Grande”, ele solicitou dispensa do cargo que ocupava por longo
periodo em Berlim e, depois de alguns anos, foi para a Franca a convite de Louis XVI, rei da Franca,
e fez parte do “Comité de Pesos e Medidas” (que introduziu o sistema métrico decimal adotado por
quase todos os paises). Em terras francesas, Lagrange também foi professor da “Escola Normal”,
onde preparou e ministrou aulas equivalentes ao nivel do ensino médio e pré-vestibular em algebra
avancada, e, posteriormente, foi o primeiro professor da “Escola Politécnica”, onde ensinava anélise
e escrevia notas de aula em varios niveis, as quais, tempos depois, foram publicadas em sua obra
intitulada Teoria das Fungoes Analiticas. Com relagao a referida publicacdo, ao estuda-la, pode-se
perceber que é bem marcante o rigor proposto por ele no intuito de tornar o calculo mais légico do
que pratico. Consequentemente, estudiosos da histéria da matematica afirmam que todo esse rigor
impulsionou a teoria das funcoes de variavel real, pois, apds a publicagao, tal assunto ocupou a
atencao dos matematicos, que, entre outras coisas, passaram a utilizar da notacao para derivadas
de varias ordens ali proposta (f’, f”, f"”, etc). Cabe-nos ressaltar que a primeira dessas escolas
citadas inicialmente ndo se manteve por muito tempo em funcionamento, mas a segunda tornou-
se famosa na histéria da matemética, pois muitos dos grandes matematicos da Franga moderna
estudaram ou lecionaram nela e o desenvolvimento de uma tradi¢ao de cultura matematica elevada
na mesma é, sem duvidas, devido ao brilhante matematico aqui apresentado.

Lagrange fez importantes demonstragoes em teoria dos nimeros e provou, por exemplo, o
enunciado deixado por Fermat, segundo o qual todo inteiro positivo é a soma de, no maximo, quatro
quadrados perfeitos. Além disso, resolveu varios problemas de isometria e contribuiu bastante para
o estudo do calculo de variagoes, que no século XVIII era um ramo novo da matematica. Na teoria
dos grupos, ele também teve destaque, pois, entre outros fatos, foi um dos pioneiros a usé-la como
ferramenta para o estudo das raizes das equacoes algébricas.

No ano de 1788, publicou a obra intitulada Mecanica Analitica, que tem notoriedade pela
estrutura grandiosa e conta com predilecao mais a matematica pura do que a aplicada. Além
disso, se pode dizer que a relevancia de seus trabalhos na época permitiu que seus pensamentos
influenciassem nas reformas educacionais da revolucao francesa e, posteriormente, no estilo de se
fazer matematica. Ele constantemente dizia que “parece-me que as solucoes que vou apresentar
serao de interesse para os geometras, tanto pelos métodos, quanto pelos resultados, mas essas
solucoes serao puramente analiticas e podem ser entendidas mesmo sem figuras” e, desta forma,
ao analisar sua obra, se pode constatar que, da mesma maneira que ele propunha, de fato, ndo ha
um unico diagrama em seu trabalho.

Lagrange presava pelo rigor e metodismo em suas teorias e demonstracoes, no entanto, sempre
frisava pela necessidade de transmitir os contetidos matematicos da forma mais didatica possivel.
Aos amigos, ele comentava que “um matemdtico so pode dizer que entendeu completamente uma
parte de seu trabalho no momento em que tiver condicoes de explica-la ao primeiro homem que
encontrar na rua’.

Com o passar dos anos e devido a exaustao nervosa causada pelo longo periodo de trabalho
excessivo, ele foi acometido de grande solidao e melancolia. No entanto, aos 56 anos conheceu uma
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jovem — quase 40 anos mais nova e filha de um astronomo seu amigo —, com a qual ele se casou.
Felizmente, ela se revelou uma excelente companheira e conseguiu fazer reascender nele o gosto
jovial pela vida.

Lagrange ganhou incontaveis prémios e publicou inimeros trabalhos de alta qualidade em varias
areas da ciéncia durante a sua vida. Seu ultimo trabalho cientifico foi a revisao e complementagao
de Mecanica Analitica para a publicacdo de uma segunda edicdo do mesmo. Aos setenta e sete
anos de idade, ele faleceu em Paris na manha do dia 10 de abril de 1813.

1.2 Sobre a Interpolacao

De acordo com [6] e [16], ainda que outros estudiosos houvessem trabalhado de forma nao tao
direta com o tema, sem duvidas, se pode dizer que foram Lagrange e o matematico inglés Isaac
Newton (1642-1727) quem deram os primeiros grandes passos em diregao ao estudo de interpolagao.
Newton referiu-se pela primeira vez ao topico de interpolacao em uma carta de 1675, na qual ele
oferecia ajuda na construgdo de tdbuas de raizes quadradas, raizes ctbicas e raizes quartas de
numeros de 1 a 10.000, calculadas com 8 casas decimais.

Anos antes, o matematico britdnico John Wallis (1616-1703), em sua publicacdo intitulada
Arithmetica Infinitorum, foi o primeiro a usar o verbo latino interpolare (interpolar) para descrever
o tal procedimento matematico, pois, na época, ele havia inventado um método de interpolacao
numa tentativa de calcular a integral de f(z) = @ entre 0 e 1. Ainda que seja possivel
encontrar vestigios de exemplos de interpolagao linear e de ordem superior na antiguidade, os
casos mais concretos e de uso de construcao de uma teoria embasada para o trabalho com tal tema
sO se deram a partir dos estudos de Lagrange e de Newton.

Através de notas historicas, se sabe que, em uma conferéncia de 1795, Lagrange se referiu ao
problema de usar uma “curva parabdlica” para interpolar uma dada curva (isto é, interpolar uma
funcdo qualquer valendo-se de uma polinomial) que ja havia sido estudado por Newton algumas
décadas antes. No caso, enquanto Newton aplicou seu resultado a trajetoria de um cometa, La-
grange estava interessado em um problema de investigacao, no qual a posi¢ao do observador de trés
objetos deveria ser determinada. A solucao de Lagrange usava tentativa e erro, no que resultou em
uma curva de erros que tinha que ser aproximada por uma funcao polinomial. Em consequéncia
disso, para resolver tal problema, Lagrange propds a interpolagao polinomial na forma em que hoje
conhecemos por “Método de Interpolagao Polinomial de Lagrange” ou, simplesmente, “Interpola-
cao de Lagrange” (que se trata da mesma polinomial de Newton, mas que é apenas expressa de
forma diferente). Estudiosos em histéria da matemadtica afirmam que, aparentemente, Lagrange
nao tinha conhecimento que esta mesma férmula citada ja havia sido publicada? pelo matemaético
inglés Edward Waring (1734-1798) em 1779 e redescoberta pelo matemético suico Leonhard Euler
(1707-1783) no ano de 1783. Mesmo assim, atualmente se constata que o feito de Lagrange foi
notoério, tanto pela criacdo do método citado, como pelo legado que ele deixou para o uso da atual
e das futuras geragoes de matematicos, pois, além de ele ter escrito extensivamente sobre o assunto
da interpolagdo, seu trabalho influenciou significativamente os matematicos posteriores.

2A publicacio de Edward Waring pode ser lida na integra em [26].
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Capitulo 2

Funcao Polinomial

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos necessarios a introducao do estudo de funcao poli-
nomial. Ao desenvolvé-lo, temos o intuito de que, através de seu conhecimento, possamos adquirir
sustentacao solida para realizar os estudos que serao desenvolvidos nos préximos capitulos.

Utilizamos as referéncias [10], [11], [14] e [20] como suportes tedricos para elaboragio desta
parte do material e [5], [8], [13] e [15] como auxiliares.

2.1 Introducao

Inicialmente, sao apresentadas as defini¢oes de fungdo e de polindmio e, em seguida, serao
fornecidas algumas defini¢coes, nomenclaturas e teoremas a respeito de uma funcao caracteristica,
que tem por nome “Funcao Polinomial” e que é grandemente utilizada em estudos tedricos e em
auxilio a aplicagbes das ciéncias exatas.

2.2 Funcao

Grande parte das fases do processo da evolucdo do homem, enquanto individuo inserido em
uma sociedade, se deu baseada na observacao de que alguns fenémenos cotidianos — e as respec-
tivas quantidades fisicas — estao relacionados. A agricultura, por exemplo, s6 se desenvolveu de
forma notéria e permitiu a populagao deixar de ter vivéncia némade, devido ao fato de nossos
antepassados perceberem que o regime de chuvas e a temperatura ambiente variavam de acordo
com a época do ano e, portanto, tinham uma relacao entre si.

No contexto matematico, essas nogoes de relagao entre duas grandezas também comecaram
a ganhar destaque e, pouco a pouco, passaram a ser observadas de forma diferente. Em alguns
de seus estudos, os célebres das ciéncias exatas da época iniciaram a restringir as analises aos
casos em que, dada uma grandeza, se era capaz de expressar uma outra grandeza de forma tnica.
Por conseguinte, durante o caminhar de tal processo de estudo, surgiu a necessidade de se criar
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defini¢oes e toda uma teoria para trabalhar com o tal conceito que estava por surgir e que permeava
as notagoes de varios matematicos (entre eles, James Gregory, Newton, Leibnitz, Jean Bernoulli
¢ Leonhard Euler). Consequentemente, as tais interdependéncias de dois fendmenos — ou seja,
dos dois respectivos valores para cada um deles — comegaram a ser apresentadas e eshogadas de
forma rudimentar em tabelas e eixos a até se chegar ao conceito, findado no campo matematico,
que se conhece hoje por “funcao”, o qual, com a definigao que sera apresentada abaixo, atualmente
nos permite dizer se dois conjuntos de valores (ou grandezas) estao relacionadas por meio de uma
fungao ou se nao estao relacionadas por ela e, se sim, por qual relacao.

2.2.1 Definicao

Definigao 2.2.1 (Fung¢do). Uma funcao f é uma relagio que associa a cada elemento x de um
conjunto D (chamado dominio) um unico elemento f(x), dependente de x, de um conjunto C
(denominado contradominio).

Cabe-nos ressaltar que para cada © € D, o elemento f(x) € C' chama-se a imagem de x pela
fungdao [ (ou o valor assumido pela fungdo f no ponto x € D ou o valor levado pela fungio f no
ponto x € D).

D C
Figura 2.1: A fungdo [, na qual “x” é levado em “f(z)”.

Na representacao acima, note que, se x pertencer ao dominio de uma funcao f, entao o elemento
de f associado a x serd representado por f(z) (1&-se o valor de f em x ou, simplesmente, f em x
ou f de x).

Repare que a definicdo de funcao exige que a cada elemento do dominio corresponda apenas

um elemento do contradominio. No entanto, é perfeitamente permitido que alguns elementos do
dominio (ou, até mesmo, todos) sejam levados no mesmo elemento do contradominio. Agora,
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se um elemento do dominio for levado em mais de um elemento do contradominio, entdo nao se
terd uma funcao, pois ela nao estard bem definida. No caso, nos cabe destacar que, em termos
de diagramas, isto significa que duas setas nunca partem de um mesmo ponto do dominio, em-
bora qualquer quantidade de setas possa flechar em um mesmo ponto do contradominio. Como
exemplo, veja o diagrama abaixo que apresenta a funcao f através da relacdo entre os elemen-
tos do conjunto D = {1, xq, x3, T4, x5} (onde D é o dominio de f) e os elementos do conjunto
C = {f(x1), f(xs2), f(x3) = f(xy), f(x5)} (onde C é o contradominio de f). Perceba que o ele-
mento z; é levado em f(x7), o elemento x5 é levado em f(z3), o elemento x5 é levado em f(x5) e
os elementos x3 e x4 sao levados ambos no mesmo elemento f(z3) = f(z4) e, consequentemente, a
tal funcao proposta esta perfeitamente definida.

S

D C

Figura 2.2: A funcdo [, cujo dominio possui cinco elementos.

Perceba que precisamos apresentar trés coisas para caracterizar uma fungao: seu dominio,
seu contradominio e sua expressao algébrica ou lei de formacao (que se trata da “regra” ou do
“conjunto de regras” que a representa). Consequentemente, note que duas fungoes f e g sao
iguais se, e somente se, possuem o mesmo dominio, 0 mesmo contradominio e a mesma expressao
algébrica (ou conjunto de expressoes algébricas).

Observacao: alguns livros empregam a palavra “aplicacao” para se referir a uma “funcao”. No
entanto, como nao vemos diferenciacao entre o entendimento para os dois tais termos, presaremos
por usar “funcao” neste material, pois ele ¢ usualmente muito mais empregado nos livros das
ciéncias exatas.

2.2.2 Notacao de Funcao

Seja a fungao f, que tem o conjunto D como dominio, o conjunto C' como contradominio e
f(x) = y como a expressao algébrica que representa a relacdo que associa a cada elemento x

11
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do conjunto D com um tnico elemento f(x) do conjunto C. Para se representar a tal fungao f
mencionada, usualmente se escolhe usar uma dentre as trés notagoes abaixo apresentadas:

e f: D—=C f(r)=y

e f: D—=C

z= (@) =y
o f: D—C

x> f(x)

Exemplo 2.2.2. Seja a fungio f, cujo dominio é dado pelo conjunto dos nimeros naturais (N),
o contradominio é dado pelo conjunto dos niumeros reais (R) e f(x) = 4z + 1 é a expressio
algébrica da relacao que associa a cada elemento x do conjunto dos nmumeros naturais com um

inico elemento f(x) do conjunto dos nimeros reais. Desta forma, pode-se apresentar a tal fungao
das trés maneiras abaixo evidenciadas.

e [: N=R, f(z)=4x+1

e f: N—=R
e f(z)=4x + 1

e f: N—R
r—4xr+1

Exemplo 2.2.3. Sejam X e Y dois conjuntos cujos elementos representam a velocidade de um
automdvel, em km/h, e o consumo de gasolina, em km/l, respectivamente. Pode-se definir uma
funcao f, que relaciona o conjunto X com oY através de uma regra funcional f(x) = —{5 +
22 (onde se tem x € X e f(x) € Y ) que representa um modelo matemdtico para o consumo
de combustivel de tal automovel em fungdo da velocidade. Assim, para esse modelo, podemos
representar a referida funcao de uma dentre as sequintes trés formas presentes abaizo:

o f: X =Y, f(z)=—15+22

e f: XY
v f(r) =—15+22

e f: XY
T =5+ 22

12
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Observacao: caso quiséssemos saber o consumo de gasolina do automével quando ele trafega
a 60 km/h, 100 km/h e 110 km/h, bastaria obtermos os valores de f(60), f(100) e f(110), respec-
tivamente, pois sabemos que para cada x pertencente ao dominio da funcao f apresentada nesse
exemplo, a tal funcdo faz corresponder um valor f(x) presente no contradominio da mesma (onde
x se refere a velocidade empregada no automével e f(x) ao consumo do veiculo quando o mesmo
trafega com velocidade x). Portanto, no caso, como f(60) = 16, f(100) = 12 e f(110) = 11, po-
demos concluir que o automével consome 16 km/I de gasolina quando trafega a 60 km/h, consome
12 km/l de gasolina quando trafega a 100 km/h e consome 11 km/l de gasolina quando trafega a
110 km/h.

Atencao: neste exemplo, o intuito maior foi transmitir como interpretar um problema, escrever
a situacdo através de uma funcdo e saber denoté-la de forma coerente. No entanto, podemos

destacar que, no caso, por exemplo, os conjuntos X e Y poderiam ser dados por X = R, e
Y =R.

Exemplo 2.2.4. Sejam A e B dois conjuntos, cujos elementos representam, respectivamente, a
quantidade de caizas de tomate (de 20 kg) compradas por um cliente numa determinada loja da
CEASA-Campinas e o valor total pago por elas, em reais. Sabendo-se que o preco unitdario da
caiza do produto no dia analisado custava R$45,00 e, caso o consumidor comprasse mais do que
20 caizas, havia um desconto de R$ 3,00 reais por caiza, podemos modelar tal problema valendo-se
de uma fung¢do. Desta forma, podemos definir uma funcdo f, que relaciona o conjunto A com o B
através das regras f(x) = 45z, se 0 < x < 20, e f(z) =42z, se x > 21 (onde se tem x € A e
f(z) € B), que representam um modelo matemdtico para o prego total a ser pago pelo consumidor
em fungdo da quantidade de caizas de tomate compradas. Consequentemente, para esse modelo,
podemos representar a referida funcao de uma dentre as trés formas abaixo apresentadas:

o f: XY, f(r)=45x,se0<x<20,e f(r) =42z, se z > 21

« [ XY
v fla) = 45z, se 0 <x <20
| 42z, sex >21

e f: X =Y
. 45z, se 0 <ax <20
* 42x, sex > 21

Atencao: neste caso, tivemos o intuito de reforcar um exemplo de como interpretar um pro-
blema, no qual a funcao possui expressoes algébricas diferentes para cada parte de seu dominio
estabelecido e saber denotéd-la de forma coerente. Entretanto, podemos também destacar que,
no caso, por exemplo, os conjuntos A e B poderiam ser dados por A = {0,1,2, ... ,18,19,20} e
B =1{21,22,23, ...,99,100,101, ... }.
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Exemplo 2.2.5. A Tabela 2.1 fornece as faixas de aliquota do imposto de renda referente ao
ano de 2015 (em porcentagem) em fungao do rendimento médio mensal (em reais) do contribuinte
durante o ano anterior ao da vigéncia citado.

Tabela 2.1: Aliquota do I'mposto de Renda em 2015

Rendimento Médio Mensal (R$) | Aliquota (%)

Até 1787,77 0,00
De 1787,78 até 2679,29 75
De 2679,30 até 3572,43 15,0
De 3572,44 até 4463,81 22,5
Acima de 4463,81 27,5

Sejam R e I dois conjuntos cujos elementos representam, respectivamente, o rendimento médio
mensal de um individuo e o valor do imposto de renda que inside sobre ele na vigéncia do ano de
2015 (ambos em reais).

Pode-se definir uma funcao f, que relaciona o conjunto R com o I através de um conjunto de
regras funcionais f(x) = 0,0, se 0 < x < 1787,77; f(z) = 0,075(x — 1787,78), se 1787,78 <
r < 2679,29; f(r) = 66,86 + 0,15(z — 2679,30), se 2679,30 < x < 3572,43; f(x) = 200,83 +
0,225(x — 3572,44), se 3572,44 < x < 4463,81, e f(z) = 401,39 + 0,275(x — 4463,82), se
xr > 4463,82 (onde v € R e f(x) € I), que representa um modelo matemdtico para o valor de
imposto de renda a ser pago em funcio da renda média mensal do contribuinte. Assim, para esse
modelo, podemos representar a referida funcdo de uma dentre as trés formas abaizo:

e f: R— A f(x)=0,0,se0 <z <1787,77, f(z) = 0,075(x — 1787,78), se
1787,78 < x < 2679,29, f(z) = 66,86 + 0,15(x — 2679,30), se 2679,30 < z < 3572,43, f(x) =
200,83 +0,225(x —3572,44) , se 3572,44 < x < 4463,81, e f(x) = 401,39+0,275(z — 4463, 82),
se x > 4463, 82

e f: R—A
0,0, se 0 <ax < 1787,77
0,075(z — 1787,78) , se 1787,78 < x < 2679,29
r — f(x) =< 66,86+ 0,15(x — 2679, 30), se 2679,30 < x < 3572,43
200,83 + 0,225(x — 3572,44), se 3572,44 < x < 4463, 81
401,39 + 0,275(x — 4463,82), se x > 4463, 82
o f: R—A
0,0, se 0 <ax < 1787,77
0,075(x — 1787,78) , se 1787,78 < x < 2679,29
r — ¢ 66,86+ 0,15(x — 2679, 30), se 2679,30 < x < 3572,43

200,83 + 0,225(2 — 3572,44), se 3572,44 < x < 4463, 81
401,39 4 0,275(x — 4463,82), se x > 4463, 82

14
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Observacao: se quiséssemos saber o valor do imposto a ser pago no ano de 2015 sobre o
rendimento nos casos em que, no ano anterior, o contribuinte obteve um rendimento mensal mé-
dio de R$1200,00, de R$2850,00 e de R$5388,40, bastaria obtermos os valores de f(1200,00),
£(2850,00) e f(5388,40), respectivamente, pois sabemos que, para cada = pertencente ao dominio
da fungao f apresentada nesse exemplo, a tal fungao faz corresponder um valor f(z) presente no
contradominio da mesma (onde z se refere a renda mensal média do individuo e f(z) ao valor
do imposto de renda a ser pago sobre ele, quando o mesmo tem renda média mensal de x reais).
Portanto, como f(1200,00) = 0,0, f(2850,00) = 92,47 e f(5388,40) = 655,65, podemos concluir
que o individuo que teve rendimento médio mensal de R$1200,00 nao terd que pagar imposto
direto® sobre o rendimento; o contribuinte que obteve rendimento médio mensal de R$ 2850, 00
terd que pagar R$92,47 e o individuo que teve um rendimento médio mensal de R$ 5388,40 tera
que pagar R$ 655,65 de imposto de renda referente ao seu rendimento médio mensal.

Comentario: podemos utilizar qualquer uma das trés formas apresentadas para denotar a
funcao f deste exemplo. No entanto, ainda que isso possa ocorrer, é necessario comentar que para
alguns leitores a primeira forma pode nao ser tao elegante em termos de estética visual devido
ao fato da funcao f possuir vérias regras para cada um dos intervalos distintos e, por isso, ha a
necessidade de se escrever cada uma delas de modo bastante proximo e separado por virgulas (ou
seja, escrito continuamente e em sequéncia uma das outras). Consequentemente, aconselhamos
que, quando se tem que denotar uma determinada funcao, que se prese pela forma mais eficaz —
tanto em termos visuais, quanto em termos manipulativos — para aquilo que se propoe. Além
disso, destacamos que o dominio (R) e o contradominio (/) deste exemplo poderiam ser dados por
R=R, e I =R

B Denotando a Funcao:

Quando se vai trabalhar com uma fung¢ao, geralmente se tem o habito de apenas denotéa-la pela
letra mintscula f, pois tal costume ha tempos foi impregnado e, ainda hoje, é disseminado por
materiais e livros didaticos. No entanto, ressaltamos que, ao se definir uma funcao, se pode usar
qualquer letra do alfabeto grego (ou de outro alfabeto), se pode acrescentar ou nao indice na letra
usada e, além disso, a letra pode estar grafada tanto em mintdsculo, como em maitusculo. Desta
forma, evidenciamos que, ainda que se possa usar costumeiramente a letra f para representar
uma tal funcao a ser trabalhada, também ¢é permitido denoté-la valendo-se de outras letras e
representacoes, desde que, é claro, se defina ela de forma correta, tenha bom senso e use as notagoes
convencionais que permita que o leitor identifique de bate-pronto qual é dominio, o contradominio
e a expressao algébrica (ou conjunto de expressoes algébricas) da referida fungao.

Por exemplo, para o primeiro tipo de notagao usada — dentre as trés apresentadas — para a
funcao do exemplo 2.2.2, poderiamos também denoté-la, sem prejuizo algum, das seguintes formas
dentre as intimeras possiveis:

3Para mais detalhes sobre a metodologia do cdlculo do imposto de renda, indicamos a referéncia [27].
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i) f: NoR, flz)=4o+1
ii) ¢ N—=R, glx) =4z +1
iii) m: N>R m(x)=4r+1
iv) F: N—-R F(z)=4z+1
v) P: N>R Pl)=4+1

(

)
)
)
)
)
)

vi) : N—=R, Ur)=4r+1
vii) & : N R &(x)=4r+1
viii) I' : N>R I'(z) =4z +1

ix) A: N-oR A(x)=4r+1
x) fi i N-=R file)=4x+1
xi) g5 : N-oR, g5(x) =4z +1
xii) 0, : N>R, 0,(r)=4r+1
Xlll) e N — R, f;p(l’) =4z +1
xiv) fo : N =R, fi(z) =4z +1
xv) § : N-oR gr)=4r+1

xvi) f : N-—=R f(z)=4z+1

B Nocao de Funcao:

A nocdo matematica de fung¢do foi melhor entendida muito recentemente e, sobretudo, em
companhia com os avangos tedricos ocorridos no final do século XIX e inicio do século XX. No
entanto, seu uso como instrumento e os estudos para tornar sua definicdo um objeto claro sao
bastante antigos e datam, pelo menos, desde o inicio do célculo diferencial, onde a nogao de fun¢ao
era, na maioria das vezes, entendida apenas como sua expressao analitica.

Leonhard Euler deu grandes avancos para a formatagao do conceito de fungdo, pois, em seu
livro Introdugdo a Andlise Infinitesimal de 1748, ele realizou um estudo mais detalhado sobre o
tal conceito, se comparado as discussoes que haviam até entdo. A partir dai, varios matematicos
trabalharam sobre o tema e deram avancos significativos na proposta de sua definicao. Em “Cale ui
des fonctions” de 1806, Lagrange expressa que a fun¢do era dada por uma combinagao de operagoes
e, ja no ano de 1939, no primeiro livro publicado pelo grupo Bourbaki, se encontra uma defini¢ao
bastante proxima ao conceito atualmente apresentado nos livros didaticos. Agora, ao analisar
essa histéria sob os olhares atuais, se pode constatar que o entendimento da nocao de fun¢do foi
crucial para o avanco de grande parte da matematica e é de suma importancia que o estudante

de ciéncias exatas — em especial, de matemética — tenha bastante claro o seu significado e a sua
representacao.

2.2.3 Igualdade de Funcoes

Ap6s definirmos “funcao”, citamos o fato de que o dominio, o contradominio e a expressao
algébrica — ou conjunto de expressoes algébricas — dela, juntos, a caracterizam. No entanto, a
seguir, formalizaremos o conceito de duas func¢oes serem consideradas iguais.
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Defini¢ao 2.2.6 (Igualdade de Funcgées). As fungoes f : D — C, f(z) =y, e g : Dg —
Cx, g() =y, , sdo iguais se e, somente se, D = Dy, C = Cgx e f(x) = g(x) para todo x € D.

Exemplo 2.2.7. Sejam f : R — R, a funcao definida pela regra

—2z, sex <0;
f(x)_{(), sex>0."

e g: R =R, afun¢io definida pela regra g(x) = |x| —x. As fungoes f e g sao iguais?

Solucao: Pelas defini¢coes apresentadas acima para as fungoes f e g, percebe-se que os seus
dominios sao iguais e, além disso, os respectivos contradominios de ambas também sao iguais.
Consecutivamente, valendo-se da definicao de modulo, que é dada por

x, sex >0;
|:L‘|: ’
—z, sex<0.

podemos escrever a “regra” da funcao g, de forma alternativa, por

() = —r—x, sex <0;
g\r) = T — T, sex>0. "

que é equivalentemente a

() = —2x, sex <0;
g\ = 0, sex>0.

Desta forma, se constata que, além dos dominios e dos contradominios, a regra de formacao
das fungoes f e g também sao iguais. Logo, as funcgoes f e g sdo iguais.

Exemplo 2.2.8. Sejam as fungoes f : R — {4} = R, f(x) = %, eg:R—=R, g(x)=x-3.
As fungoes f e g sao iguais?

Solugao: J4 de inicio, pelo fato dos dominios das fungoes f e g serem diferentes (R — {4} #
R), se conclui que as tais fungdes sao diferentes. Observagao: o intuito do exemplo é nos levar a
confusdo, principalmente, pelo fato da expressao de f e de g serem iguais para pontos do dominio
de ambas diferentes do valor x = 4, pois, para z # 4, temos f(x) = ""”2;7_””212 = (z_i)‘_(f_g) =x—3.
Além disso, o fato dos contradominios de f e de g serem iguais, pode nos levar a cairmos na
distracao e a tirarmos uma conclusao errada a respeito da igualdade ou nao das referidas fungoes

feg.
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Exemplo 2.2.9. Sejam as fungées f : R = R, f(z) =va?, e g : R — R, g(z) = |z|. As fungoes
f e g sao iguais?

Solugao: As fungoes f e g possuem, respectivamente, o mesmo dominio e contradominio.
Além disso, como Va2 = |z|, YV € R, pode-se concluir que as tais fungdes f e g apresentadas aqui
neste exemplo sao iguais.

Exemplo 2.2.10. Sejam as fungoes f : [-1,1] CR = R, f(z) =2*-2x -2, e g : [2,5] CR
— R, g(x) = 2% — 22 — 2. As fungdes f e g sio iquais?

Solugao: Pelo fato dos dominios das fungdes serem diferentes ([—1,1] # [2,5]), se conclui
que as tais func¢des nao sao iguais. Observagao: repare que o fato das fungoes f e g terem,
respectivamente, os contradominios e as expressoes algébricas iguais nao sao suficientes para que
elas sejam iguais, pois, como ressaltamos, os dominios delas sdo diferentes.

2.2.4 Funcao Crescente, Funcao Decrescente, Funcao Estritamente Cres-
cente e Funcao Estritamente Decrescente

Abaixo, definiremos os conceitos de Funcao Crescente, Fung¢io Descrescente, Funcao Estrita-
mente Crescente e Fungdo Estritamente Descrescente.

Definicao 2.2.11 (Fung¢do Crescente). Uma funcgao f é dita crescente, se para quaisquer dois
valores x1 € xo de seu dominio, com w1 < xo, tem-se f(x1) < f(xs).

Cabe-nos ressaltar que alguns autores também utilizam a terminalogia mondtona ndo-decrescente
para se referir a funcao crescente.

Exemplo 2.2.12. Seja a fungio f : R — R
r, sex <2
T > 2, se2<z<6
r—4, sex>6 .

Como pode ser observado na Figura 2.3, note que a fungdo f é crescente, pois para quaisquer
dois valores x; e x5 de seu dominio, com x; < x5, tem-se f(x1) < f(z2).
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wt

-4 -3 -2 -1 01 2 3 4

Figura 2.3: Grdfico da funcdo f do exemplo 2.2.12.

Defini¢ao 2.2.13 (Fung¢do Decrescente). Uma funcio f é dita decrescente, se para qualquer
dois valores 1 e x5 de seu dominio, com x1 < Ty, tem-se f(x1) > f(x2).

Cabe-nos ressaltar que alguns autores também utilizam a terminalogia mondtona nao-crescente

para se referir a funcao decrescente.

Exemplo 2.2.14. Seja a fung¢io f : R - R

—2x,
T —4,
—x+4,
"kl

f 6

5

4

3

2

sex <2
se2<x <8
sex >8 .

-7-6 -5-4-3-2-1 1 2 3 4 i

6 7 8 9101z

AN

Figura 2.4: Grdfico da funcdao f do exemplo 2.2.14.
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Como pode ser observado na figura 2.4, note que a funcao f é decrescente, pois para quaisquer
dois valores x; e 9 de seu dominio, com x; < x5, tem-se f(x1) > f(z2).

Defini¢ao 2.2.15 (Fungdo Estritamente Crescente). Uma fungio f é dita estritamente
crescente, se para quaisquer dois valores x; e xo de seu dominio, com x1 < T, tem-se

f(x1) < f(zz).

Exemplo 2.2.16. Seja a funcio f : R — R, f(z) = x+ 1. Note que ela é uma fungao estritamente
crescente, pois dados x1 e xy dois valores diferentes de seu dominio, com x; < xy, tem-se sempre
que

r, < T9 =
r+l < x94+1 =

flz1) < flz2) .

Defini¢ao 2.2.17 (Fungdo Estritamente Decrescente). Uma funcgao f € dita estritamente
decrescente, se para quaiquer dois valores x1 e xo de seu dominio, com xy < Xo, tem-se

f(z1) > f(x2).

Exemplo 2.2.18. Repare que a fung¢io f : R — R, f(x) = —2x 4+ 10 € uma fungao estritamente
decrescente, pois dados x1 e xo dois valores diferentes de seu dominio, com x1 < x5, tem-se sempre
que

1 < T =

-] > —I9 =

—2x7 > —2x9 =

—2r1+10 > —229+4+10 =
flar) > f(z2) .

2.3 Polinomio

2.3.1 Definicao

Defini¢ao 2.3.1 (Polinémio). Um polinémio na varidvel x ¢é wuma expressao do tipo
p(x) = apt™ + ap_12" 7t + ap_ox™ 4 -+ +agr? + a1 +ag, onde ay, Ap1, An-2, ... , a2, a1,
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ag sdo mimeros reais e x* é uma abreviatura para o produto com k fatores da varidvel (ou inde-

terminada) x . Mais especificamente, se a, # 0, diz-se que ele é um polinémio de grau n
com relagdo a x, e, caso se tenhan =0 e a, # 0, além da denominacao anterior, pode-se dizer
alternativamente que ele ¢ um polinémio constante.

Dizemos que 08 numeros @, , an_1, An_2, -.. , G2, A1, Gy SGO 0S coeficientes e as parcelas
AT, Ay 1Y, an_ox™ 2, ..., asx?®, a1x, ag sdo os termos do polinémio. Em especifico,
o coeficiente a, ¢ chamado de coeficiente lider e o coeficiente ay € chamado de coeficiente

constante ou termo constante do polinomio.

Exemplo 2.3.2. Sequem exemplos de polinémios.

(a) Seja o polinomio p(x) = 22'° 4+ 7% + 62% + 327 + 225 + 42° + 2* + 52® + Ta? + 11z + 9.
Percebe-se que n = 10 e seus coeficientes sao dados por a;g = 2, a9 = 7, a3 = 6, a7 = 3,

ag =2,a5 =4,a4 =1,a3 =5,a9 =7,a; =11 e ap = 9. Como n = 10, diz-se que o polindmio
apresentado tem grau dez ou, simplesmente, é do décimo grau com relacao a x.

(b) Seja o polinémio p(x) = 525 — 32° + Ta* + 23 — 222 + 9z + 4.

Percebe-se que n = 6 e seus coeficientes sao dados por ag = 5, a5 = —3, a4 = 7, a3 = 1,
as = —2,a1 =9 e ay = 4. Como n = 6, diz-se que o polindmio apresentado tem grau seis ou,
simplesmente, é do sexto grau com relagao a x.

(c) Seja o polinémio p(x) = 27 + 523 + 1.

Percebe-se que n = 7 e seus coeficientes sdo dados por a; =1, ag = 0, a5 = 0, ay = 0,
az =5,a0=0,a; =0e ayg=1. Como n =7, diz-se que o polinébmio apresentado tem grau sete
ou, simplesmente, é do sétimo grau com relacao a x.

(d) Seja o polinomio p(x) = —32° + 2* 4 10z.

Percebe-se que n = 3 e seus coeficientes sao dados por a3 = —%, as = 1,a; =10 e ay = 0.
Como n = 3, diz-se que o polinémio apresentado tem grau trés ou, simplesmente, é do terceiro
grau com relacao a x.

(e) Seja o polinomio p(x) = xz? — 1.

Percebe-se que n = 2 e seus coeficientes sdo dados por as =1, a3 =0e a9 = —1. Como n = 2,

diz-se que o polindmio apresentado tem grau dois ou, simplesmente, é do sequndo grau com relagao
a x.
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(f) Seja o polinomio p(x) = 5x + 180.

Percebe-se que n = 1 e seus coeficientes sdo dados por a; = 5 e a9 = 180. Como n = 1, diz-
se que o polinémio apresentado tem grau um ou, simplesmente, é do primeiro grau com relagao a x.

(g) Seja o polinomio p(z) = 99.

Percebe-se que n = 0 e ag = 55. Como n = 0, diz-se que o polinémio apresentado tem grau
zero ou, simplesmente, € um polinomio constante com relacao a x.

Observagio: cabe-nos ressaltar que, dado um polinoémio p(x) = a,x™ + a, 12" + a, 2™ 2 +

-+ ax® + a1z + ag, pode-se escrevé-lo com os termos das j-ésimas poténcias de x (onde

0 < j < n) em qualquer ordem, mas, na maioria dos livros, se d& preferéncia a ordem crescente

ou a ordem decrescente em j. No entanto, nesse material, daremos preferéncia por escrever o tal

polindémio na ordem decrescente em j. Assim, olhe abaixo e repare quando sua expessao algébrica

estd escrita, respectivamente, com os termos das j-ésimas poténcias de x (onde 0 < j < n) na
ordem decrescente e na ordem crescente em j:

w Ordem Decrescente:

P(T) = ant™ + ap12" "+ Ap_gz™ 2+ - + a0z + a1z + ag
w Ordem Crescente:

() = ap + 17 + ax® + -+ + @, 22"+ a, 12"+ apa”

Atencao: geralmente se tem o frequente costume de denotar um polinémio p(x) pela letra

[

p”, no entanto, ressaltamos que se pode utilizar qualquer letra do alfabeto, desde que, é claro, ela
seja propicia para o leitor compreender o que se pretende transmitir.

2.3.2 Valor do Polinomio

Defini¢ao 2.3.3 (Valor do Polinémio). Seja um polindmio na varidvel x dado por
p(x) = anx™ + ap12" " + Aoz + oo+ aga® + a1z + ag,

onde ap, Gp_1, Up_9, ... , A2, a1, ag € R. O walor do polinémio no nimero real r,
denotado por p(r), é dado por p(r) = apr™ + an_ 1"t + -+ + aor® + ayr + ag.
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Repare que, para obter o walor do referido polindmio no ntmero real r, basta substituir a
variavel x por r na expressao algébrica dele, fazer os calculos necessérios e obter o valor procurado

p(r).

Exemplo 2.3.4. Seja o polinomio p(z) = 42* — Tz* + 9z + 3.

O walor do tal polindmio em x = 2 é dado por p(2) = 4.23 — 7.22 + 9.2 + 3 = 25. Logo, se
diz que o tal polindmio assume o valor 25 quando x = 2 ou, simplesmente, se escreve p(2) = 25.

Exemplo 2.3.5. Seja o polinomio p(z) = 2723 + 33z — 1.

O wvalor do tal polinomio em x = 5 ¢ dado por p(5) = 27.(3)* + 33.(3) — 1 =11. Logo, se diz

3 (
que o tal polinomio assume o valor 11 quando x = % ou, simplesmente, se escreve p(%) =11.

Exemplo 2.3.6. Seja o polinomio p(z) = 3z*> + 9.
O wvalor do tal polinomio em x = —3 ¢ dado por p(—3) =3.(=3)> + 9=3 + 9=3 =9 75.

4
Logo, se diz que o tal polinomio assume o valor 9,75 (ou %) quando v = —1

5 ou, simplesmente, se
escreve p(—3%) = 9,75 (ou, também, p(—3%) = 22).

Exemplo 2.3.7. Seja o polinémio p(x) =4 .
O wvalor do tal polinomio em x = 1 € dado por p(1) = 4. Logo, se diz que o tal polinémio

assume o valor 4 quando © = 1 ou, simplesmente, se escreve p(1) = 4. Observagao: repare que
para todo valor que a varidvel x assumir, o polinomio apresentado assumird o valor quatro.

2.3.3 Operacoes entre Polinémios

Definicao 2.3.8 (Adig¢do de Polinémios). Definimos a adi¢do (ou soma) de dois polindémios
dados por
p(r) = apz™ + -+ + am+1$mJrl + apz™ + am_lxm_l + oo 4 oagx? + oax + aop

e

q(7) = bppx™ + bp12™ A o by 4 b + by,
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da sequinte forma:

p@) + q(x) = (an+0)2" + (an_1 +0)2" " + o + (apmyr +0)2™ + (@, + by)z™
4+ (A + bp_)2™ o (ag +bo)x? + (a1 + b))z + (ag + by) .

Assim, dizemos que o polinomio h(x) = p(x) + ¢(x) € resultado da adicao (ou soma) dos dois
polinomios apresentados.

Exemplo 2.3.9. Sejam p(z) = 42® — 32% + 62 + 5 e q(z) = 22* — 3x — 1 dois polinomios.
Entao, tem-se que

h(r) = p(z) + q(z)
= (42° = 32>+ 62 +5) + (22° — 3z — 1)
= 4+0)2® + (=3+2)2* + 6+ (=3)z + (5+(—1))
= 42® — 2® + 32 + 4.

Portanto, conclui-se que a adigio (ou soma) dentre os dois polindmios apresentados é dada por
h(z) =423 — 2® + 3z + 4
Propriedade 2.3.10. Se p(z) # 0, q(z) #0 e p(x)+ q(z) # 0, entdo

gmu(p(:v) + q(x)) < mcim'mo{gmu(p(x)) , gmu(q(:v))} ,

onde vale a igualdade sempre que gmu(p(:r;)) # gmu(q(x)).

Defini¢ao 2.3.11 (Subtracdo de Polinémios). Definimos a subtracao (ou diferenca) de
dois polinomios dados por

p@) =ana™ + -+ + @™+ 4™ + a2+ 4 aa® + e + ag

e

q(7) = D™ + bpp_1™ 4 -+ byx? 4 bz + by,
da sequinte forma:
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p(z) —q(z) = (@ —0)2" + (Gn1 = 0)2" " + -+ + (amer — 002" + (am — b)a™
+ (am_1 — bm_l)l’m_l + -+ (GQ — bQ)ZL’2 + (a1 — bl)l‘ + (a() — bo) .

Assim, dizemos que o polindmio h(x) = p(x) — q(z) € resultado da subtracio (ou diferenga)
dos dois polinomios apresentados.

Exemplo 2.3.12. Sejam p(z) = T2* + 62° — 22 + 62 + 3 e q(z) =52> — 22 + 3z + 1 dois
polinomios. Entdao, tem-se que

hx) = plz) — q(x)
= (72" +62° —2® + 62+ 3) — (52 — 2>+ 3z + 1)
= (7T-0)2* + (6—-5)2> + (=1 —(=1))z*> + (6 - 3)z + (3—1)
= 7o' 4+ 2% + 32 + 2.

Portanto, conclui-se que a subtra¢io (ou diferenca) dentre os dois polindmios apresentados é
dada por h(z) = To* + 23 +3x + 2.

Definigao 2.3.13 (Multiplicagao de Polinémios). Sejam m e n dois nimeros inteiros, tais
que n > m. Definimos a multiplicacdo (ou produto) de dois polindmios dados por

p(r) = apa™ + - + OlerliUerl + ™ + 1™+ 4 ae2® + i + ag
e
Q(x) = bmxm + bm—lxm_1 + -+ b2I2 + bll' + bo,
da sequinte forma:
n+m

p(e)a(e) = 3 e’

onde

Co = CL(].bO

C1 = a/(].bl -+ al.bo

Co = CL().bQ + al.bl + a2.60

C; = CL(].bi + al.b,»_l + -+ ai.bo
Cnam = Gp.by, .
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Observacao: repare que, para multiplicar dois polindmios, é necessario apenas aplicar a pro-
priedade distributiva da multiplicacao sobre eles.

Exemplo 2.3.14. Sejam os polindmios p(x) = 3x* + 2z + 1 e q(x) = 4x + 5. Entdo, tem-se
que:

h(z) = p(z).q(x)
= (32% 422+ 1).(4z + 5)
= (122° + 152” + 82% + 10z + 4x + 5)
= 122°4+232% + 142 +5 .

Portanto, conclui-se que a multiplica¢ao (ou produto) dos dois polindmios apresentados é dada
por h(z) = 1223 + 232% + 14z + 5.

2.3.4 Raiz da Equacao Polinomial

Definigao 2.3.15 (Equacgdo Polinomial). Uma equagdo polinomial (ou equagdo algébrica
polinomial) é toda equagio da forma

onde p(x) = a,z™ + Ap12™ L 4+ o aex? + ayr + ag € um polindmio de grau n.

Exemplo 2.3.16. Sequem exemplos de equagoes polinomiais:

a-) 22°+r+1=0;

b-) 923 + 82 + 5z + 10 = 0;
c-) dx"+ 2 —-1=0;

d-) —32% + 2 +10 = 0;

e-) Sz +20=0.

Definigao 2.3.17 (Raiz da Equagdo Polinomial). Seja uma equagao polinomial na varidvel
x dada por a,x™ + an_12" ' + -+ + ax® + a1z + a9 = 0. Diz-se que um numero real v é uma
raiz da equagdo polinomial se o valor de p(x) = a,z" + ap_ 12" ' + -+ + asx?® + a1 + ag
em x =1 € zero, ou seja, se temos que:
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p(r) = anr™ + a1+ - Fagr? Har +ag=0.

Em resumo, pode-se dizer que se chama ratz da equagdo polinomial todo nimero que,
substituido no lugar de x, torna a sentenca verdadeira.

Cabe-nos ressaltar que se 7 é uma raiz da equagao polinomial a,z" + a,_;2" ! + --- +
asx® + ayv + ag = 0, além dessa terminologia, também é de costume dizer que r é uma raiz do
polinémio p(z) = a,2" + a, 12" ' + -+ + axx® + ayx + ag correspondente. Além disso, se pode

destacar que o conjunto, cujos elementos sao constituidos pelas raizes de uma equacao polinomial,
¢ chamado de conjunto solugao da equacao polinomial. Desta forma, se diz que duas equagoes
polinomiais sao equivalentes quando apresentam o mesmo conjunto soluc¢ao, isto é, toda raiz de
uma equacao é também raiz da outra e reciprocamente.
Exemplo 2.3.18. Seja a equacao polinomial 8x — 12 =10.

Pode-se dizer que 1,5 € raiz dela, pois o valor do polinémio p(x) = 8x — 12 em x = 1,5 € igual
a zero, ja que p(1,5) = 8.(1,5) — 12=0.
Exemplo 2.3.19. Seja a equagdo polinomial x> — 6x + 5=10.

Pode-se dizer que 1 e 5 sdo raizes dela, pois o valor do polinémio p(x) = x* —6x +5 € zero em
r=1 e emx =75, respectivamente, jd que p(1) =12 — 6.1 + 5=0 e p(5) =5 — 6.5 + 5=0.
Exemplo 2.3.20. Seja a equacio polinomial 23 — 42% — x + 4=0.

Pode-se dizer que —1, 1 e 4 sdo raizes dela, pois o valor do polinomio p(x) = x® — 42 — x + 4
¢ zeroemx=—1, x =1 e em x = 4, respectivamente, ji que

op(-1) = (1) —4(-1)* = (-1)+4 = 0,

e p(1) = (1) —-4.(1)*-1+4=0,

e p(4) = (4°—4.(4)*—4+4=0.
Exemplo 2.3.21. Seja a equacdio polinomial 22 + 1 =10.

Pode-se dizer que a equacao polinomial apresentada nao tem nenhuma raiz real, pois ndao existe
v €R, tal que p(z) =2 + 1=0.
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H& duas operagoes que nao alteram o conjunto solu¢ao de uma equagao polinomial, isto é, ha
duas maneiras de transformar uma equagao polinomial em outra, equivalente a primeira. Vejam
elas explicitadas abaixo:

(I) Somar um mesmo polinémio aos dois membros da igualdade:

Seja a equacdo polinomial a,2" + a,_12" ' + -+ + asx® + a1z + ap = 0 e o polindmio
genérico h(z). Temos:

™ + ap_1x"t+ o 4 aga? + a4+ ap = 0
& " + a2+ o+ @ + e+ ag + [h(2)] = [M(z)] = 0
S apr" + ap "+ e+ oaer® + a4 ag + [h(z)] = [h(z)] .

(IT) Multiplicar os dois membros da igualdade pelo mesmo nimero real k (k #0):

Seja a equacdo polinomial a,2" + ap,_12" ' + -+ + ax® + a1x + ap = 0 e o ntimero real k.
Temos:

An"” + Q12"+ o 4 aer® + a1 + ag =0
~1

& kfapa" + ap 2™+ o+ apr? + a1 + ag] = k.J0] =0

2.3.5 Matriz de Vandermonde

Nesta secao, apresentaremos a definicao de Matriz de Vandermonde e mostraremos como se
calcula o determinante de uma Matriz de Vandermonde quadrada. Decidimos propor este adendo,
pois iremos precisar da propriedade 2.3.24 como auxilio para as demonstragoes dos teoremas 2.3.28

e 2.3.35, referentes ao conteido de polinémios.

Definigao 2.3.22 (Matriz de Vandermonde). A Matriz de Vandermonde' é uma matriz que
possui os termos da primeira coluna iguais a unidade e os termos de cada linha em progressao
geométrica. Desta forma, uma matriz de Vandermonde de ordem m x n tem a forma geral:

(1 B B 3‘1
1 51 % ?*

v=|1 B 8 - B

: : : . 2
|1 B B - ALY

4A Matriz de Vandermonde recebe tal nome em homenagem ao matemaético francés Alexandre Théophile Van-
dermonde (1735-1796), que debrugou parte de seu trabalho ligada a ela.
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Os elementos da sequnda coluna paralela a fila das unidades caracterizam uma Matriz de Van-
dermonde. Consequentemente, os tais elementos By, b1, B2, ... ,Bm-1 dela sdo chamados de
elementos caracteristicos da Matriz de Vandermonde.

Sabe-se que os problemas matematicos que utilizam da Matriz de Vandermonde, em sua mai-
oria, fazem uso daquelas que possuem ordem quadrada. Assim, por exemplo, uma matriz de
Vandermonde quadrada de ordem n x n tem a forma geral:

_ e
L B 53 e By
1 5 2. ?—1
~1
v=1|1 B B - B :
|1 Bar Biy o BT
onde, By, B1, B2, ... , Bn_1, SA0 seus elementos caracteristicos.

Exemplo 2.3.23. Sejam exemplos de Matrizes de Vandermonde quadradas de ordem 2 x 2, 8 x
3, 4 x4 e d x5, respectivamente:

a-)

1 2
v=l13]:
b-)
1 3 9
V=112 4 |;
1 1
15 %
c-)
1 2 4 8
13 9 27
V=114 16 6 |
1 7 49 343
d-)
1 3 9 27 81
1 4 16 64 256
vell o
1 =1 1 -1 1
1 -2 4 -8 16
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Propriedade 2.3.24. O determinante de wma Matriz de Vandermonde quadrada®

1 By g gt
B
v=|1 B B - B
|1 Bur Biy o BT
denotado
1 B 2 gt
L p : ?71
Det(V) ou Det|l B B85 - B |
1 Bur Biy o BiTH
¢ dado por:
1 B 2 Bt
IR
Det(V) = Det| 1 B2 B35 -+ B | = I B-5) . (2.3.1)
; : : : 0<j<i<n—1
1 By B e AL

Em resumo, o resultado 2.3.1 acima apresentado (da propriedade 2.3.24) nos evidencia que o
determinante da Matriz de Vandermonde ¢ igual ao produto de todas as diferencas possiveis entre
seus elementos caracteristicos, com a condicao de que, em cada fator, o indice do primeiro elemento
caracteristico seja maior do que o do segundo na referida diferenca.

Para mais detalhes sobre a teoria elementar dos determinantes e, em especial, sobre o deter-
minante da Matriz de Vandermonde, aconselhamos a leitura da referéncia [18]. Além da parte
algébrica matematica do contetido citado estar bastantemente embasada e os teoremas de carac-
terizacao estarem demonstrados no tal livro, ali também ha uma gama significativa de aspectos
histéricos sobre eles, que sao dificeis de serem encontrados todos agrupados em outro livro de
volume unicamente destinado ao assunto.

5Lembre-se de que a dlgebra linear nos apresenta em sua teoria que somente se calcula o determinante de matrizes
quadradas. Logo, s6 hé sentido de falarmos sobre o determinante das Matrizes de Vandermonde nos casos em que a
mesma for quadrada. Desta forma, para evitarmos redundancia e exagero na terminologia, nos cabe ressaltar que, a
partir daqui, quando falarmos sobre o determinante de Matrizes de Vandermonde neste material, ndo continuaremos
a citar toda vez que ela é quadrada, pois tal fato ja deve estar implicito no raciocinio do leitor.
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Exemplo 2.3.25. Seja a Matriz de Vandermonde

V:

— = =
ot DN W
DO

= ©

a-) Quais os valores dos elementos caracteristicos da Matriz de Vandermonde apresentada?

b-) Qual o valor do determinante da matriz V 2

Solugao:

a-) Como se pode perceber, 5y = 3, 31 = 2 e [ = 5 sao os elementos caracteristicos da
Matriz de Vandermonde apresentada.

b-) Valendo-se da propriedade 2.3.24 e, em especial, do resultado expresso pela férmula 2.3.1,
concluimos que o determinante da referida matriz V' é dado por

1 3 9
Det|1 2 4| = J[ (8-85)
1 5 25 0<j<i<2
= (52—51)-(52—50)-(51—50)
= (5—-2)(5-3).(2-3)
= (3).(2).(-1)
= —6.

Corolario 2.3.26. A condi¢do necessdria e suficiente para que um determinante de uma Matriz
de Vandermonde seja nulo € que dois elementos caracteristicos sejam iguais.

Demonstragao: Com efeito, a condi¢ao necessaria e suficiente para que um produto

I B-5)

0<j<i<n—1

seja nulo, é que exista pelo menos uma diferenca ; — 3; = 0, ou seja, que exista pelo menos dois
elementos caracteristicos 3; e 3;, onde @ # j, tais que ; = f3;.
O
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2.3.6 Polinomio Nulo

Definigao 2.3.27 (Polinémio Identicamente Nulo). Diz-se que um polinémio é um po-
linémio identicamente nulo (ou, simplesmente, polinémio nulo), quando ele assume valor
numérico zero para todo x real.

Teorema 2.3.28. Um polinomio p(x) = a,z™ + ap 12" + ap_ox™ 2 + -+ + a92® + a1z + ag
¢ nulo (ou identicamente nulo) se, e somente se, todos os coeficientes de sua expressio algébrica
forem iguais a zero, ou seja, se

Ap = Qp_1 = - = ay = a; = ag = 0.

Demonstracgao: Primeiramente sera apresentada a demonstragao da ida do teorema e, depois,
a respectiva demonstracao da volta do teorema apresentado acima.

(=) Seja o polindémio p(x) = 0. Assim, sem perda de generalidade, podemos escrever a
expressao algébrica dele da seguinte forma:

p(x) =0 & p(r) =apa" + ap 12"+ a, 01"+ o0+ ag2® + ax + ag=0
Entao, existem n+1 nimeros reais distintos dois a dois — denotados por 5y, 51, B2, - 5 Bn_1,
Bn — que sao raizes dele. Consequentemente, podemos escrever:

p(Bo) = anB + an-18y " + anaBy T+ - +asBi+ a1+ ag =0
p(B1) = a5 + Un 1 B0+ an o4 -+ azf? + a1 +ag =0
p(B2) = anfy + anlﬂgil + Gn725372 + -+ G2522 4+ a1y +ag=0

p(ﬂn) = anﬁg + anflﬁg_l + an725:z_2 + -+ a2672,, + alﬁn + Qg = 0

Ou seja,

ap+ ai1fBo+ asBi + - + an_oBy 2+ an 1801 + anfy =0
ap + a1 By + a7+ - + Un_oB7 2+ an_ 187 + a,Bt =0
ap + arfy + azfz + o 4 an2By P4 an 1By 4 anBy =0

ap+ a1f, + aafBi+ - 4+ anof 4+ a1 a8 =0
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Desta forma, temos um sistema linear e homogéneo com n + 1 equagoes e com n + 1 incognitas

(onde as incognitas sao fo, f1, B2, -+, Ba-1, Bn)-
Como o determinante deste sistema é dado por

L B 85 -+ By

1 B Bt - BT
Det|1 B2 B3 - B3|,

|1 Bu Br o B

que ¢ nao nulo por tratar-se do determinante de uma matriz de Vandermond com os elementos
caracteristicos — [y, B1, B2, -+ , B — todos distintos, o sistema tem uma tnica solucao, que é
a solucao trivial:

ag = a6 = a = - =a, = 0.

Logo, provamos que se um polinémio é identicamente nulo, entao todos os coeficientes de p sao
nulos.

(<=) Seja o polindmio p(x) = a,2" + ap_ 12" " + ap_22™ % + -+ + ax® + a1 + ag. Se
todos os coeficientes dele forem iguais a zero (a, = a1 = ap2 = ... = a3 = a3 = ag = 0),
teremos p(z) = 0.2" + 0.2"' + 0.2" 2 + .-+ + 0.2? + 0.z + 0 = 0. Desta forma, constata-
se que p(x) = 0, para todo x pertencente ao conjunto dos reais. Logo, conclui-se que se todos
os coeficientes de um polinémio forem iguais a zero, de fato, ele é um polinémio identicamente nulo.

Portanto, provamos a ida e a volta do teorema apresentado acima.
OJ

Observagao: repare que podemos interpretar o polindmio identicamente nulo (o qual tem
n =0 e o termo ag = 0) como uma extensao dos polindmios para o caso em que se tem todos os
termos iguais a zero e, mais especificamente, em termos da expressao algébrica, podemos escrever
ele como p(z) = 0.2" + 0.2" ' + 0.2 2 + -+ + 02?2 + 0.z + 0=0.

Se nos atentarmos a defini¢cao, o polinomio identicamente nulo nao tem grau, pois nenhum de
seus coeficientes é diferente de zero. Além disso, nos cabe ressaltar que, por conveniéncia, nao se
emprega a terminologia “grau” para ele.

Em resumo, pode-se dizer que:

e se 0 grau de um polinémio for zero, entdo, o polindmio serd dado por p(z) = ag, onde
ag # 0, que é chamado de polinomio constante.

e se o polinémio for o identicamente nulo, entdo nao falamos de grau, pois a ele nao se
atribui grau.
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2.3.7 Igualdade de Polinémios

Definicao 2.3.29 (Igualdade de Polinémios). Diz-se que dois polindomios sio iguais (ou
idénticos) quando assumem valores numéricos iguais para todo x real. Além disso, se a expres-
sao algébrica dos dois polinomios estudados forem denotadas, respectivamente, por p(z) e q(z),
costuma-se representar tal igualdade entre eles por p(x) = q(x).

Teorema 2.3.30. Dois polinémios p(x) = apx™ + @ 12" " + @y 92" 2 + -+ + a2 + a1 + ag
e q(zr) = byx™ + bp12™ Y 4 bp_ox™ 2+ o 4 box? + bix + by sdo iguais se, e somente se, 08
coeficientes deles forem ordenadamente iguais entre si. Em outras palavras, os tais dois polinémios
540 1quais se e, somente Se, POSSUEM 0 MeSMo gra €

an:brm anflzbnfla an72:bn727 ) a2:b2, a1:b17 a():bo )
respectivamente.
Demonstracgao:

(=) Sejam os dois polinémios iguais dados por:

2

n
P(x) = ap2" + ap 7"+ A"+ o 4 agr” + a1 + ag = E a;x’
i=0

e
n .
q(2) = bpa"™ + byoaa" T 4 bypt" T 4 e bya? A+ b+ by = Y b
i=0
Logo,
biZL‘i, Vr € R

p(x) = q(z), Ve € R & Y aa’ =

= L1):
o
= 11M=
o

& aixi—Zbixizo, Vr e R

=0

I
o

(a; —b))x* =0, Yz € R

(3
M-

i
o

a;—b)=0, Vi € {0,1,2,--- ,n} (*Pelo Teorema 2.3.28%)

=4
&S a;=0b;, Vi € {O,].,Q,"',TL}

(«<=) Por outro lado, sejam os dois polindmios com expressoes algébricas ordenadamente iguais
que sao apresentados abaixo:

n

—1 -2 2 ;

p(l‘) = a’nxn + a’n—lxn + an—an + - 4+ Ao + a1z + ayg = E a,ifL'Z
1=0
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e

Q(l') = bnxn + bnfllﬁnil + bn72$n72 + -+ b2$2 + bll’ + bo = Zblfﬂl,
=0

onde a; = b; Vi€ {0,1,2,3, ... ,n—1,n}.
Desta forma, temos que o polinémio g(x) pode ser escrito como

Q<I> = bnxn + bn—lxnil + bn—Ql’n72 + o+ b2I2 + blx + b(] = szl’z
1=0

n
= 42" + 12"+ A"+ o+ a2 + i + g = Y’
i=0

= p(x),

e vice-versa. Logo, provamos que o polinémio p(z) é igual ao polindmio ¢(z) e, assim, demonstra-

mos o teorema.

O

Exemplo 2.3.31. Sejam os polinémios p(x) = ax® + 42® —bxr + 3 e q(x) = 42° + ca® + v — d,
onde a,b,c e d sao constantes reais. Sabendo-se que os polinomios apresentados sao iguais, qual o

valor das constantes a,b,c e d?

Solugao: Podemos escrever
p(x) = azr® + apa® + a1z + ag = ax® + 42° — bw + 3
e

Q(x):bsl’g+52I2+b1x+boz4x3—i—cx2—l—m—d,

Como sabemos que os polindmios sao iguais, segundo o teorema 2.3.30, temos a3 = b3, ay = by,
ap = by e ag = by, ouseja, a = 4,4 =c, -b=1 e 3 = —d. Portanto, se conclui que:

a=4,b=—-1,c=4 e d=-3.

Exemplo 2.3.32. Sejam os polindmios p(x) = (m +n)a* —z + (m+2n) e qx) = (44 t)z* +
(m—n)x+5, onde m,n et sio constantes reais. Sabendo-se que os polindmios apresentados sao

iguais, qual o valor das constantes m,n e t?

Solugao: Podemos escrever
p(z) = ax® + a1z + ap = (m+n)2® — x + (m+ 2n)
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e

q(x) = box® + bz + by = (4+ 1)z + (m—n)x + 5.

Como sabemos que os polinémios sao iguais, segundo o teorema 2.3.30, temos ay = by, a1 = by
e ag = by. Ou seja:

m+n = 4+t

-1 = m—n
(m+2n)= 5.
Portanto, ao resolver o sistema acima, se conclui que: m =1, n=2 e t=—1.

Exemplo 2.3.33. Seja o polinémio p(z) = dz”™ — ex® + fa* + (f+g—1)z? + hx, onded, e, f, g
e h sao constantes reais. Sabendo-se que o tal polindmio apresentado é o polinomio identicamente
nulo, qual o valor das constantes d, e, f, g e h?

Solucao: Podemos escrever o polinébmio nulo como
q(a:):O:()gﬂ + 02% 4+ 02° + 0z* + 02® + 022 + 0z + 0

e completar os termos que nao aparecem do polinémio p(z) como sendo termos com as constantes
valendo zero. Donde escrevemos

p(z) =dz" + (—e)a:6 + 0.2° + fx4 + 0.2% + (f +g— 1)1,2 L hr 40
e

q(x) = 0=0z" + 02° 4+ 02° + 0z* + 02® + 02° + 0z + 0,

que sdo dois polinémio iguais, tais que p(z) = g(x). Como sabemos que os polindmios sdo iguais,
valendo-se do teorema 2.3.30, temos que 0 =d, 0 =—¢, 0=f, 0=(f+¢g—1) e 0=h. Ou
seja, d=0,e=0, f=0, f+g=1¢ h=0.

Portanto, se conclui que: d =0, e=0, f=0, g=1 e h=0.

Exemplo 2.3.34. Sabe-se que um polinomio do sequndo grau p(x) = ax® + bx + ¢ (onde a,b e c
s@o niumeros reais) € considerado ser um polinomio quadrado perfeito se existir um polindomio de
primeiro grau q(z) = mxz + n (onde m e n sao nimeros reais) tal que p(z) = [q(x)]*, ou seja, se
existir mx + n tal que ax® + bx + ¢ = (mx +n)?. Desta forma, determine a condi¢io para que
o polinémio p(x) = ax® + bz + ¢ seja um polindmio quadrado perfeito.
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Solugao: Para que o polindmio do segundo grau seja um polinémio quadrado perfeito, tem-se
que satisfazer a condigao p(z) = [¢(x)]*>. Como [¢(x)]* = m?*2? + 2mnz + n?, podemos denotar o
polindmio m2z? + n? + 2mnz por t(z) = m?x? + n? + 2mnx . Assim, a condigao a ser satisfeita

é que:
p(z) = [q(z)]?
p(r) = t(x)
ar’ +br+c = m*x®+ 2mnz +n’.

Logo, para que os polindmios p(x) e t(r) sejam iguais, tem-se que ter os coeficientes iguais
dentre os termos de mesmo grau dos dois polindmios. Ou seja, tem-se que ter:

2

a=m
b = 2mn
c = n?

Ao elevar ao quadrado a equacdo da segunda condicdo apresentada obtemos b?> = 4m?n?.
Assim, ao substituir as equacOes da primeira e terceira condicdo apresentada nela, obtemos
b* = 4(m?)(n?) = 4ac, ou seja, b* = 4ac. Logo, pode-se concluir que a condi¢ao para que um
polindémio p(x) = ax? + bz + c¢ seja um polindémio quadrado perfeito é que se tenha satisfeita a
igualdade b? = 4ac.

Teorema 2.3.35. Sejam n+ 1 nimeros reais distintos denotados por xo, x1, To, ... , Tn. Além
disso, sejam n + 1 nimeros reais quaisquer yo, Y1, ... , Yn fitados. Entdo, existe um, e somente
um, polinomio p(x) de grau menor ou igual que n, tal que

p(xo) =vo, px1)=v1, ... , p@n) =Yn .

Demonstragao: Representaremos p(z) por

-1 2
p(x) = apx"™ + ap_12" + - 4 ax® + a1 + ag .
Portanto, obter p(x) significa obter os coeficientes a,, , a,_1, ... , as, a1, ag.
Da condicao p(zx) = yi, para todo k € {0,1,2, ... ,n}, montamos o seguinte sistema linear:
-1 —2
AT + Ay 1T+ Q9T 2+ o+ agTi + a1 + ag = Yo
-1 —2
T + Q127 a2+ -+ agrt +aT +ag =y
-1 —2
UnTY + A1 @Y+ Aoy ™7 + -+ + agx3 + a1y + ag = o
T + ap 12" a0+ s+ agT 4 a1y, + ag = Yy
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com n + 1 equagoes e n + 1 varidveis: a, , a,_1, ... , as, a1, ag.
A matriz A dos coeficientes é dada por

_ ) )
1 =z a:g SR i
n
1z 2 -+ 2f
2 n
A=Det| 1 x2 3 - ay |
1oz, R |
que é uma matriz de Vandermonde e, portanto, desde que zq¢, 1, ... , x, sejam pontos distintos,

temos det(A) # 0 e, entdo, o sistema admite solugao unica. Logo, demonstramos, assim, o teorema
proposto. Observacao: a demonstragao aqui apresentada estd baseada na encontrada na pagina
214 de [21].

OJ

Exemplo 2.3.36. Sejam os niumeros reais distintos rg = 0, x1 = 1 e xo = 2. Determine o
polinémio p(x) de grau menor ou igual que dois, que assume nesses pontos os valores:

plwo) =10, plar) =4 e ples) = 0.

Solugao: Ao escrever o polindmio de grau menor ou igual que dois na forma p(z) = axz? +
a1r + ag e substituir os valores correspondentes citados no enunciado, encontramos o seguinte
sistema linear:

p(l’o) = a2$(2) + a1+ ag = 10
p(r1) = agx? + a1y +ap = 4

p(z2) = a3 + a1z9 + ag = 0

Ou seja,

(12.<O)2 + &1.(0) +ag = 10
CL2.<1)2 + CL1.(].) =+ ag = 4
CLQ.(Z)Q + al.(2) + ag = 0

Assim, ao resolver o sistema linear acima (que possui trés equagoes e trés incognitas), cons-
tatamos que as = 1, a1 = —7 e ag = 10. Desta forma, concluimos que o polinémio procurado
¢ dado por p(z) = 22 — Tx + 10. Pelo teorema 2.3.35, este polindmio ¢ o inico que satisfaz as
condigoes dadas, o que também pode ser concluido pelo fato do sistema ter solu¢ao tnica.
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Exemplo 2.3.37. Sejam os nimeros reais distintos xo =0, x1 =1, w9 = —1, 23 =2, 14 = —2,
1 . oA . .

x5 = 5 . Determine o polinomio p(x) de grau menor ou igual que cinco, que assume nesses pontos

0s valores

plzo) =1, p(x1) =0, p(zy) =2, plas) =11, play) = —9 e p(as) = 2491 _

Solugédo: Ao escrever o polindmio de grau menor ou igual que cinco na forma p(z) = asx® +
asx* + asx® + ar® + a;x + ao e substituir os valores correspondentes citados no enunciado,
encontramos o seguinte sistema linear:

(o) = asxf + ayxd + azxd + asxd + ayzo + ag = 1
p(z1) = asx} + ayx] + a3z + apx? + ayzy +ag =0
p(r2) = asxh + asxh + azxd + axx? + a129 + ag = 2
p(r3) = asx3 + ayxi + a3z + asxi + ayzz + ag = 11
p(z4) = asx] + ayx} + a3z + agri + ayzy + ag = —9
p(as) = asxd + asxd + aswd + axa? + arxs +ag = 3

Ou seja,

( ( (
( ( (
( ( (
as.(2)°  + as.(2)* + a3.(2)® + a2.(2)> + a1.(2) + ap = 11
( ( (
( ( : o

Consecutivamente, ao resolver o sistema linear acima (que possui seis equagoes e seis incogni-

tas), constatamos que as = %, ay =0, ag = —%, as =0, ag = —1 e ay = 1. Desta forma,
, o , _ 1.5 _ 1,3
concluimos que o polinémio procurado é dado por p(z) = ;2° — 52° — x4+ 1.

2.4 Funcao Polinomial

A seguir, segue a definicao de um tipo de funcdo de suma importancia, que tem por nome
“Funcao Polinomial” e que ¢ vastamente utilizada em estudos tedricos e em auxilio as aplicagoes
em diversas areas das ciéncias exatas.
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2.4.1 Definicao

Definigao 2.4.1 (Fung¢do Polinomial). Sejam n um nimero inteiro nao negativo € a, , an_1 ,
U9, Upn_3, .- ,02, a1, ag € R. A fungio f : R = R, f(x) = apx™ + ap 12" + a, 22" 2 +
- 4 ax® + ax + ag € denominada funcdo polinomial. Mais especificamente, se a, # 0
(onde n # 0), diz-se que a fungio f é uma fungdo polinomial de grau m com relagio a x e,
cason = 0 (onde a, # 0), diz-se que a fungio f é uma fungdo polinomial constante, com
relagio a x. Além disso, se n =0 (onde a, =0), diz-se que a fun¢io é uma fung¢do polinomial
nula (ou, simplesmente, fungdo nula), pois a funcio assume o valor zero para todo x real.

Os numeros Gy, , Gp_1, Gp_9, ... , A2, a1, g SGo denominados coeficientes e as parcelas
A", Ay 1" Y, an_ox™ %, ..., ax?®, a1x, ag sdo chamadas termos do polindmio que é a
expressao algébrica da funcao polinomial. Além disso, o coeficiente a, € chamado de coefici-
ente lider e o coeficiente ag € chamado de coeficiente constante ou termo constante do

polinomio que é a expressao algébrica da fungdo polinomial.

Exemplo 2.4.2. Sequem exemplos de fungoes polinomiais.
(a) Seja a fungio f: R — R, f(z) = 22° + 3% + 523 + 42? + T2 + 9.

Entao, tem-se que n = 5, além disso, a5 = 2, a4 =3, a3 =5,a3 =4,a, =T7¢e ag=9. Como
n = 5, pode-se dizer que essa funcao f representada é uma funcdo polinomial de grau cinco ou,
simplesmente, que ela é uma func¢do polinomial de quinto grau, com relacao a x.

; Soor _ .4 3_3

(b) Seja a fungio f: R = R, f(z) = —2* +22° — 20 — 4.

Entao, tem-se que n = 4, além disso, ay = —1, a3 = 2, a3 = 0, a; = —% e ag = —4. Como
n = 4, pode-se dizer que essa funcao f representada é uma fungdo polinomial de grau quatro ou,
simplesmente, que ela é uma func¢do polinomial de quarto grau, com relacio a x.

(c) Seja a fungio f : R — R, f(z) = 62® — L.

Entao, tem-se que n = 3, além disso, a3 =6, a3 =0,a; =0e ag = —1—71. Como n = 3, pode-se
dizer que essa fungao f representada é uma fungdo polinomial de grau trés ou, simplesmente, que
ela é uma fungdo polinomial de terceiro grau, com relagdo a x.

(d) Seja a fungio f: R — R, f(x) = 2* — 4x.
Entao, tem-se que n = 2, além disso, as = 1, a; = —4 e a9 = 0. Como n = 2, pode-se dizer

que essa funcao f representada é uma func¢do polinomial de grau dois ou, simplesmente, que ela é
uma funcao polinomial de sequndo grau, com relagao a x.
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(e) Seja a fungao f: R — R, f(z) = bz + 100.

Entao, tem-se que n = 1, além disso, a1 = 5 e ap = 100. Como n = 1, pode-se dizer que
essa funcao f representada é uma funcao polinomial de grau um ou, simplesmente, que ela é uma
funcao polinomial de primeiro grau, com relagao a x.

(f) Seja a fungio f: R =R, f(z) = 3.

Entao, tem-se que n = 0, além disso, ag = % Como n = 0 e ag # 0, pode-se dizer que essa
funcao f representada é uma funcao polinomial constante ou, simplesmente, que ela é uma fungdao

constante, com relagao a x.

Definigao 2.4.3 (Fung¢do Polinomial Identicamente Nula). Uma fungao polinomial f € dita
fungdo polinomial identicamente nula (ou, simplesmente, fungdo nula) se, e somente se,
o polinomio que € a expressio algébrica da tal funcdo é o polinomio identicamente nulo. Ou seja,
se a fungao polinomial f € identicamente nula, entdo ela é tal que f : R — R, f(z) = 0.

B Nomenclatura Extra:

Alguns tipos de fungoes polinomiais — em especial, as de grau “n = 2" e “n =17 —, devido
a facilidade de trabalho e relevancia em aplicagdoes que possuem, sao vastamente utilizadas em
estudos de situagoes e contextos do dia-a-dia. Por isso, durante o tempo, elas assumiram uma no-
menclatura propria: a fungao polinomial do primeiro grau ¢ também conhecida como fungao
afim e a funcao polinomial do segundo grau também recebe o nome de funcao quadra-
tica. Diante disso, nos cabe ressaltar que se pode usar qualquer uma das duas nomenclaturas
mencionadas acima para citd-las sem que haja problemas.

Devido a grande utiizacao, nos cabe fazer um adendo a respeito de outra nomenclatura atribuida
a fungao polinomial do primeiro grau e a fungdo polinomial do seqgundo grau (derivada da supressao
da palavras polinomial da expressao gramatical que representa cada uma delas, respectivamente)
e que nao as tornam tao formalmente corretas: grande parte dos textos escolares refere-se a fungao
quadratica como “fun¢ao do segundo grau” e a fungao afim como “funcao do primeiro grau”. No
entanto, como ¢é destacado na pagina 92 de [14], essa nomenclatura sugere a pergunta: o que é
grau de uma funcao? Cabe-nos ressaltar que fun¢do nao tem grau, pois o que possui grau é um
polindémio (ou seja, o polinémio que é a expressao algébrica das fungoes polinomiais mencionadas),
j4 que, por exemplo, quando ay # 0, a expressio f(z) = axx® + a;x + ag é um polindmio de
segundo grau e, quando a; # 0, a expressao f(z) = a;x + ag é um polindémio do primeiro grau.
Mesmo assim, ressaltamos que o vicio de uso dessas nomenclaturas é grande, e, pelo fato delas
terem sido vastamente disseminadas e agregadas ao vocabulario educacional, entendé-las nao é de
todo errado. No entanto, aconselha-se que, se possivel, utilizem func¢ao afim (ou fungao polinomial
do primeiro grau) e fungao quadrdtica (ou fungao polinomial do sequndo grau) ao invés de “fungao
do primeiro grau” e “funcao do segundo grau”, respectivamente.
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2.4.2 Operacoes

Definigao 2.4.4 (Soma de Fungées Polinomiais). Definimos a soma das fungoes polinomiais
f:R—=>R eg: R — R, definidas pelas regras funcionais

f@) =ana™ + -+ ama2™ + 4™ 4 amoz™ N+ - 4 aga® + ar + ag
e
g(x) = bmxm + bm—ll‘m_l + -+ b2$2 + blf[‘ + bo s

da sequinte forma:

(f+9)@) = f@) + gx)
= (an +0)2" + (Gn_1 +0)2" ' + oo+ (Gmgr +0)2™T 4 (@ + b)) 2™
+ (@1 + bp1)2™ A o (ag +by)2? + (ar +by)x 4 (ag + bo)

para todo x € R, e indicamos pela funcio (f + g) R — R, (f +g) (x) = f(z) + g(x).

Teorema 2.4.5. A soma de fungoes polinomiais sao ainda fungoes polinomiais.

Demonstragdo: Sejam n e m ndmeros inteiros nao negativos (onde n > m) e as fungoes
polinomiais f e g taisque f: R = R, f(2) = @™ + @p 12" ' + Gy 02™ 2 + -+ + @™ +
U™ + U™+ s @ + T +ag e g R = R, g(x) = bpa™ + by_x™ !t +
bm_gl‘miz + - 4+ 621‘2 -+ blfl' —+ bo.

Além disso, seja a fungao (f + g) R — R, (f + g) (x) = f(x) + g(z), tal que, como se pode
ver pela prépria definicao, a expressao algébrica de ( f+ g) é a soma dos valores assumidos por
f e por g para cada z real. Desta forma, para acharmos o tipo da expressao algébrica da funcao

f + g), primeiramente completaremos com o valor 0 (zero) os coeficientes dos termos faltantes
nas expressoes algébricas das fungoes f e g e efetuaremos a soma dos coeficientes, termo a termo,
dos “z7” com mesmo expoente (onde 0 < j < n) dentre a expressdo de f e a de g. Ou seja, dados

f(x) =az"™ + -+ + Clm+193erl + ama™ + am_wm_l + -0 4 a2x2 + a1x + ag
e
g(z) = 02" + 02" " + 02" 2 + - + 0™ + bya™ + by 1™+ o0+ box” + bz + by

temos que:
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(f+9)(1’) = f(z) + g()
= (an+0)2" + (ap_1 +0)z" " + oo + (ampr +0)2™ + (4 + bp)z™
+ (a1 + )™+ oo+ (ag + b))z + (ag + bo) -

Desta forma, como sabemos que a soma de dois niimeros reais resulta em um nimero real,
perceba que todos os coeficientes dos termos em 27 (onde 0 < j < n) da expressao algébrica da

funcao ( f+ g) sao numeros reais. Assim, concluimos que a funcao ( f+ g), que é a soma das
fungoes polinomiais f e g, também é uma funcao polinomial. Consequentemente, provamos o

teorema proposto.
OJ

Exemplo 2.4.6. Sejam as funcoes polinomiais f : R — R, f(x) =42® + 5z + 15, e g R —
R, g(z) = —42* + 32x — 2. Ao se definir (f + g)(x) = f(x) + g(x) e saber que

(f+9)@) = f@)+ g(@)
= (4-4)2° + (5+32)z + (15+ (=2))
= 37x + 13,

pode-se dizer que a fungdo polinomial (f + g), proveniente da soma das funcoes polinomiais f e
g, € dada por:

(f+9):R—=R, (f+g)x)=37c+13.

Exemplo 2.4.7. Sejam as fungoes polinomiais f : R — R, f(x) = 22 +324+7 e g: RR,
g(z) = —22° + 5z + 1. Ao se definir (f—i—g)(g;) = f(z) + g(x) e saber que

(F+9)@) = f2) + gla)

= (0-2)2% + 14+0)22 + B3+5)z+(7T+1)
—22% + 22 + 8 + 8,

pode-se dizer que a funcao polinomial (f +g>, que € a resultante da soma das funcoes polinomiais
f egqg, € dada por:

(f+9): RoR, (f+g)@)=—-22" + 2% + 8z + 8.
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Defini¢ao 2.4.8 (Diferenca de Fungées Polinomiais). Definimos a diferenca (ou subtra-
¢@o) das fungoes polinomiais f : R - R e g : R — R, definidas pelas regras funcionais

1 -1 2
f@)=az™ + - + a1 2™ 4 apa™ + a1 ™ 4 -+’ + e+ ag
€

g(z) = 02" + 02" P+ 02" 2 + o + 0™ 4 ™ by 2™ e+ boa® b+ by,

da sequinte forma:

(F-9)@) = J@) - g(a)
= (an—0)2" + (a1 —0)2" " + -+ + (amyr — 0)2™ + (am — by)z™
+ (a1 = bp1)T™ 4 -+ (ag — by)2® + (ay — b))z + (ag — by) .

para todo x € R, e indicamos pela funcao (f — g) R - R, (f - g) (x) = f(x) — g(x).

Exemplo 2.4.9. Sejam as fungoes polinomiais f : R — R, f(z) =4x®> + 5x + 15, ¢ g: R —
R, g(x) = —42* + 20z — 3. Ao se definir (f — g) (x) = f(x) — g(x) e saber que

(f —g)(x) = flz) — g(z)
= (4—(—4)2* + (5—20)z + (15— (=3))
8z2 — 15 + 18,

pode-se dizer que a fungdo polinomial (f — g), proveniente da subtracao das funcoes polinomiais
f egqg, € dada por:
(f—g) R — R, (f—g)(x) = 82% — 15z + 18.

Exemplo 2.4.10. Sejam as fungées polinomiais f : R - R, f(r)=2> +3x +7, ¢ g: R —
R, g(z) = —4a® 4+ 222 + 5z + 1. Ao se definir (f - g) (x) = f(z) — g(x) e saber que

(f—g)(x) = f(z) — g(x)
= (0—(=4)2® + 1—=2)2> + 3—=5)z + (7T—1)
= 423 — 22 — 22 + 6,
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pode-se dizer que a fungdo polinomial (f — g), proveniente da subtracdo das funcoes polinomiais
f eyg, € dada por:

(f—g)iR—>R (f—g)($)=4r3 — 2% — 2z + 6.

Exemplo 2.4.11. Sejam as fungoes polinomiais f : R — R, f(z) = T2? + %x +2, eg:R—
R, g(z) =52 + 3z + 1. Ao se definir (f - g)(:v) = f(z) — g(x) e saber que

(f=9)@) = f(@) - g
= T8+ (L - e+ 2 1)
= 22 + o+ 1,

pode-se dizer que a fungdo polinomial (f — g), proveniente da subtracao das funcoes polinomiais
f eg, € dada por:
(f—g) R =R, (f—g)(x):2x2 + x4+ 1.

2.4.3 Igualdade de Funcgoes Polinomiais

Defini¢ao 2.4.12 (Funcgdes Polinomias Idénticas). Dizemos que duas fungoes polinomias
f:R—=R e g: R— R, definidas pelas regras funcionais

(@) = apz” + ap_12™" + ap o™ + o+ a® + mz + ag
e
g('r) - bnxn + bn—lxn_l + bn—an_2 + - + b2$2 + blx + bo s
sao fungoes polinomiais idénticas (ou iguais), quando f(x) = g(x), para todo x € R. Ou

seja, diz-se que duas fungoes polinomias f e g sio fungdes polinomiais idénticas (ou iguais)
quando assumem valores numéricos iquais para todo r € R .

Proposicao 2.4.13. As fungoes polinomiais f : R - R e g: R — R, definidas pelas regras
funcionais

(@) = anx™ 4+ ap 12"+ ap2x™ 7 + o0+ a® + e + ag
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e

g('r) - bn‘rn + bn—l«rn_l + bn—an_2 + -+ b2$2 + bll’ -+ bo s
sao fungoes polinomiais idénticas (ou iguais) se e, somente se,

an:bn> Ap—1 = byp_1, "',a2:b2, a; =by, ap=by .

Demonstracao: Sabendo-se que as fungoes polinomiais f e ¢ sdo idénticas, temos que
f(x) = g(x) para todo x € R. Deste modo, a diferenca h(x) = f(z) — g(x) = 0 para todo = € R.
Portanto, para todo x € R, temos

h(z) = (an — bp)z™ + (an_1 — bp_1)x" "+ -+ 4 (ag — by)2* + (a1 — b))z + (ag — by) =0 .

Logo, pela definicao 2.4.3 (referente a fun¢ao polinomial identicamente nula), temos que
a, —b, =0, a,_1—b,_1=0, ... , a1—b; =0, ag—10by .
Ou seja:
a,=b, , ap_1=bp1, ... , a1 =0b1 , ag="by .

Portanto, conclui-se que as fungoes polinomiais f e g assumem o mesmo valor f(x) = g(x)
para todo = € R se e, somente se, tém os mesmos coeficientes.

O

Observagao: pela definicao 2.2.6, sabemos que duas fungdes sdo iguais se possuem o mesmo
dominio, o mesmo contradominio e a mesma expressao algébrica (ou conjunto de expressoes al-
gébricas). Desta forma, como toda func¢ao polinomial possui o conjunto dos niimeros reais como
dominio e contradominio, ja era de se esperar o fato de que, para que as fungoes polinomiais f e
g sejam iguais, tem-se que ter f(x) = g(x) para todo x pertencente aos seus dominios. Cabe-nos
ressaltar que, nos livros didaticos, a referida defini¢do 2.2.6 também é explicitada de forma escrita
mais concisa e valendo-se do uso de simbologia mateméatica do seguinte modo:

f=g < f(x)=g(z), Vz €R.

Exemplo 2.4.14. Sejam a,b e ¢ numeros reais e as fungoes polinomiais

fiR=R, flz)=(a+b+c)ax* + (a+b)x + (a—c)
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g: R—=R, g(z) =82 + Tz + 4.

Determine os valores de a, b e ¢ para que as fungoes f e g apresentadas sejam fungoes polino-
miais idénticas.

Solugao: Como o enunciado nos diz que ambas as fungoes sao fungodes polinomiais, de imediato,
concluimos que seus dominios e contradominios sao iguais ao conjunto dos nimeros reais (R), por
isso, s6 nos basta analisar os polinomios (que sdo as respectivas expressoes algébricas das tais
fungoes) e estudar sob quais circunstancias eles serdo iguais. Consecutivamente, ao analisa-los, se
pode concluir que f e g serdo funcoes polinomiais idénticas se e, somente se,

a+b+c=28
a+b=17
a—c=4.

Deste modo, através da resolucao do sistema linear com trés equagoes nas incégnitas a,b e ¢
apresentado acima, obtemos que a =5, b=2 e c=1.

Exemplo 2.4.15. Determine os valores das constantes a,b e ¢, de modo que a funcao polinomial
fiR=R, f(z)=(a+b+c)r* + (a+b—2)x + (a—b—c)
seja uma funcao polinomial identicamente nula.

Solugao: Sabemos que uma fung¢do polinomial é identicamente nula quando seus coeficientes
sao todos nulos. Assim, devemos ter

a+b+c=0
a+b—2=20
a—b—c=0.

Deste modo, através da resolucao do sistema linear apresentado acima, obtemos que a = 0,
b=2 e c=-2.

2.4.4 Continuidade e Derivabilidade

Defini¢ao 2.4.16 (Limite). Sejam f uma fun¢io e p um ponto do dominio de f ou extremidade
de um dos intervalos que compoem o dominio de f (denotado por Dy). Dizemos que f tem limite
L, em p, se para todo € > 0 dado, existir um 6 > 0 tal que, para todo x € Dy,
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O<|z—p|l<d = |f(x)—L|<e.

Tal nimero L, que quando existe é unico, serd indicado por liLn f(z).
T—p
Assim,

Ve>0, 36 >0 tal que, para todox € Dy,
lim f(z) =L <—

T—p

O<|z—p|l<d = |f(x)—L|<e.

Segundo [7], podemos fazer as seguintes observagoes:

i-) O limite de f em p ndo depende do valor que f assume em p (caso f esteja definida em
p), mas sim dos valores que f assume nos pontos prozimos de p. Quando estivermos interessados
no limite de f em p, basta olharmos para os valores que f assume num “pequeno” intervalo aberto
contendo p. Repare que o conceito de limite é um conceito local.

ii-) Sejam f e g duas fungoes. Se existir r > 0, tal que f(x) = g(z) para p—r <z < p+r,
T #£p, ese ;1{)1]13 g(x) existir, entao 91611}]13 f(z) também existird e glclir]l? fz) = glcllgg(x) :

Propriedade 2.4.17. Sejam f e g fungoes, tais que ilg}) flx) =1Ly e ilg})g(a:) =Ly, e k uma
constante. Entdao:

(a) limk = k;

(b) lim(f(z) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) = L; + Lo:

(c) lim[k.f(x)] = kglclgll) flz)=Fk.Ly;

T—p

(d) lim[f(«).g(a)] = lim f(x). lim g(x) = Ly.Ly

T—p T—p T—p

lim f(z
) f(z Zop Ly
lim = = — desd Ly #0.
(e) 25p [ g(x) lim g(z) Ly’ e5de que L

T—p

Demonstracgao:
A demonstracao de cada um dos itens desta propriedade pode ser encontrada nas paginas 86,

105 e 106 de [7].
0J
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Definigao 2.4.18 (Continuidade). Diz-se que uma funcao f é continua em um um ponto r = p
de seu dominio se, e somente se, ilg}) f(z) = f(p).

Observagao: caso a fungdo seja continua para todo ponto de seu dominio, simplesmente se diz

que a tal funcdo é continua.

A seguir, seguem algumas propriedades a respeito da continuidade de fungdes. Achamos pru-
dente apresenta-las, pois necessitaremos das mesmas como embasamento para a demonstracao do
teorema 2.4.20.

Propriedade 2.4.19. Sejam [ e g funcoes continuas em x =p e k uma constante. Entdo:

(a) f+ g ¢ continua em x = p;
(b) k.f é continua em z = p;
(c) f.g é continua em = = p;

(d) % é continua em x = p, desde que g(p) # 0.

Demonstracao:

A demonstracao de cada um dos itens desta propriedade pode ser encontrada nas paginas 90 e

91 de [7].

O
Teorema 2.4.20. Toda funcao polinomial é continua.
Demonstracao:
Seja a fungdo polinomial f: R — R, f(z) = a,2™ + ap 12" + ap 02" 2 + -+ + ag2® +

a1x + ag. Sabemos que uma tal funcao f é continua em x = p se, e somente se, liin f(z)= f(p).
T—p

Logo, se levando em consideragao a fungao polinomial f, temos que para um dado p pertencente
ao seu dominio:

im f(z) = anp" + anap"' + anop"? + oo+ axp” + ap + ag
= fp),

pois, pela propriedade 2.4.19, sabemos que o produto de fungdes continuas é continua — assim, as
poténcias delas também sao — e a soma de fung¢oes continuas é continua.
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Ou seja, }:151}) f(z) = f(p) para todo p pertencente ao dominio da fungao polinomial f. Conse-

quentemente, toda funcao polinomial é continua.

O

Defini¢ao 2.4.21 (Derivabilidade). Sejam f uma funcio e p um ponto de seu dominio. O
limite lim 7‘}0(%) — /)
T—p xr —

p
f'(p) (leia: f linha de p). Assim:

quando existe e € finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por

o)t @)

T—p x_p

Desta forma, se f admite derivada em p, entao diremos que f é derivdvel (ou diferencidvel)
em p.

Observagao: caso a fungdo seja derivavel para todo ponto de seu dominio, simplesmente se diz
que a tal fungdo é derivdavel (ou diferencidvel).

B [nterpretacao Geométrica da Derivada:

Em termos geométricos, pode-se dizer que a derivada da funcao f, no ponto p, é o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa p.

Teorema 2.4.22. Toda fungdo polinomial é derivdvel.
Demonstracgao:

Seja a funcdo f, : R = R, f,(x) = a,2™ e um ponto = = p de seu dominio. Temos que:

f/ (p) — lim fn(x) — fn(p)
n T—p x—Dp
[a,x™ — anp™|

= lim
T—p xr — p

T—p T—p
=) PR
. an-M-(xn—l —|—px”—2 —|—p2gjn—3 + p3xn—4 + ... +pn—2$ +pn_1)
= lim
. lz—p]

= lima,. (2" +pa" 2+ pa" B Pt " R Y

T—p
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— an.(pnfl _i_ppan _'_p2pn73 +p3pnf4 4. _i_panp_'_pnfl)

_ an.(pn—l +pn—1 +pn—1 +pn—1 4o +pn—1 +pn—1)

= ap.(n.p" )
n.ap.p"
Logo, a derivada da funcao f, — apresentada acima — que tem expressao algébrica
fn(z) = a,z™ é dada e expressa por f(z) = n.a,.z" .
Agora, por outro lado, seja a funcdo polinomial f : R — R, f(z) = a,a™ + ap_12" ' +
Apox" 2 + -+ + asx® + a1x + ag e um ponto p de seu dominio. Valendo-se do fato de que a

derivada da soma de fungoes derivaveis é igual a soma das derivadas individuais das tais fungoes
e, também, da expressao para a derivada da fungao f, acima explicitado, temos que

f'(p)

fa0) + foisa) + fasa(p) + -+ falp) + filp) + folp)
= na,p" '+ (n—1ap 10"+ (n—2)ay2.p" 7 + -+ 2.a0p + ap

ou seja, a derivada de uma fun¢do polinomial f num ponto p pertencente ao seu dominio existe,
o seu valor ¢ finito e é dado por f'(p) = n.a,.p" ' + (n — 1).ap_1.p" 2 + (n — 2).a,_2.p" > +

- 4+ 2.a9.p + a;. Logo, conclui-se que a derivada da funcao polinomial f que tem expressao
algébrica f(r) = a,2" + ap 12" + @p o™ 2 + -+ + ax? + a1 + ag existe e é dada por
f(z) =n.a,z" '+ (n—1).a,_1.2"? + (n—2).a,_2.2" 2 + -+ 4+ 2.a5.¢ + a; . Consequentemente,
prova-se que toda funcao polinomial é derivavel.

O

Para mais detalhes sobre limite, continuidade e derivabilidade, aconselhamos ao leitor a refe-
réncia [7].

2.4.5 Grafico de Func¢oes Polinomiais

Nesta secao, apresentaremos a defini¢ao de grdfico de uma fungdo e passaremos nogoes intuitivas
a respeito do tragado dos graficos de fungoes polinomiais. Além disso, daremos atencao especial
ao grafico da fungdo afim (fungao polinomial do primeiro grau) e ao grafico da fungao quadrética
(fungdo polinomial do segundo grau).

Definig¢ao 2.4.23 (Grdfico de uma Fungdo). Diz-se que o grifico de uma fungao f: D — C,
que possui f(x) como expressio algébrica, € o conjunto dos pares ordenados da forma (x, f(x)),
ondex € D e f(x) € C.
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[APe)]

Usualmente, costuma-se dizer que o termo “x” é a abscissa e o termo “f(x)” é a ordenada
do par ordenado (x, f(x)) — ou do ponto P = (x, f(x)) — pertencente ao grifico da fungio f.
Além disso, pode-se destacar que, quando se trabalha com grifico de uma fungdo, na maioria das
vezes, se tem D =R (dominio) e C = R (contradominio) ou, apenas, C' e D como subconjuntos
do conjunto dos niumeros reais.

Nota-se que, ao se fazer um grafico, se tenta expressar visualmente dados ou valores numéricos
para facilitar a analise e compreensao dos mesmos. Desta forma, o grafico de uma funcao é uma
forma bastante significativa de se representar uma fungao para poder estuda-la tanto em intervalos
como em pontos especificos.

Seja a fungao polinomial f: R = R, f(z) = @™ + @y 12" + ap 2™ 2 + -+ + @™ +
amx™ + am,lsz:m_l + -+ a2x2 + a1z + ag (Com an # 0). Quando se deseja tracar, mesmo
que aproximadamente, o grafico de uma func¢ao polinomial como a f apresentada acima, algumas
informacgoes de natureza geral sao de grande utilidade. Repare que:

(i) Se n é par, entao, para |z| suficientemente grande, o valor da fun¢ao polinomial f genérica,
denotado por f(x), tem o mesmo sinal de a,,. Ou seja, este sinal do valor da fungao polinomial é
0 mesmo e nao importa se x < 0 ou se x > 0, desde que |z| seja suficientemente grande.

(ii) Se n é impar, o valor da func¢do polinomial f genérica, denotado por f(z), tem o mesmo
sinal de a, para valores positivos suficientemente grandes de = e tem o sinal oposto de a, para
valores negativos de x, com |z| suficientemente grande.

(iii) Repare que, tanto para n par como para n impar, quando |z| cresce ilimitadamente, | f(x)]
também cresce ilimitadamente. Como justificativa para tais ocorréncias, note os resultados 2.4.1
e 2.4.2 apresentados a seguir:

IETOO flz) = xgrfoo[ana:” + U1 8" o™ - apr® +arw + ag ]
Ay Uy a a a
- xl_i)rfoo[x".(an + x -t x22 L x”: * x”il ;2)]
. . Ap—1 Ap—2 as ai Qo
- [:1:1—1>I—&I—looxn][xl—l>l—{loo(an + T + 2 Tt =2 + zn—1 ZL‘in)]
= [+oo].[an]
_ {+oo, se a, > 0; (2.4.1)
—00, sea,<0.
e
Erp flz) = 1_i>r_n [@nz™ + ap_ 12"+ apox™ 2+ -+ 4 ag2® + ayx + ag
. Ap—1 Ap—2 a2 a Qo
= 1 " mneZ oy, 4
zﬁufnoo[w ((In + X + 2 + * xn—2 + a1 l’n)]
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. . ap—1  Ap—2 ) ay ag
B [—o0]. [a,], sen éimpar;
] [+o9].[an), sen épar.
—00, sen éimparea, >0;
_ 400, sen éimparea, <O0; (2.4.2)

400, senéparea, >0;

—00, senéparea,<0.

Como exemplos para (i), (ii) e (iii), sejam as fungdes polinomiais

h: R—=R |, h(z)==x
R—=R , i(z)=—2?
:R—=R |, jz

— T . .

3

)
R—=R |, k(z)=a2"—
R—-R , I(z)=2"—52° 4+ 222 + 22 — 4
R—=R , m(z)=—-2°—22" —42® + 2 + 102 -5 .

Vejam os graficos das referidas fungoes polinomiais h, 7, 7, k, [, e m , que foram tracados através
do auxilio de um programa computacional e que estao abaixo apresentados. Note que, em cada
caso, se pode dizer algo sobre qual é o sinal do coeficiente do termo de mais alto grau do polinémio
que ¢é a expressao algébrica de cada uma das func¢oes polinomiais.

h(z) ==z

Figura 2.5: O grdfico da funcdo polinomial h.

23

i(x)=—x

Figura 2.6: O grdfico da fungdo polinomial i.
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k()= — 42> + 2 +3

j(z) = —2® + 4z

Figura 2.7: O grdfico da fungdo polinomial j. Figura 2.8: O grdfico da funcdo polinomial k.

l(z) =2° - 52> +22* + 20 - 4

u m(z) = —25 =225 — 42 + 4
+10z-5

Figura 2.9: O grdfico da fungdo polinomial Figura 2.10: O grdfico da funcgdo polinomial
l. m.

(iv) Agora, além da fungio f : R — R, f(z) = a,2" + ap12"7' + ap 02" % + -+ +
A1 T 2™ F G 2™ N+ a2 F a + ag (com a, # 0), apresentada acima, seja
também a fungao polinomial g : R — R, g(z) = bpa™ + byp_12™ 1 + - + byx? + byw+ by (com
b, # 0). Repare que se o grau do polinémio que é a expressao algébrica de f é maior do que o
grau do polinémio que é a expressao algébrica de g, entao, para todo x com valor absoluto grande,
tem-se que |f(x)| > |g(z)|. Além disso, também se constata que a diferenga entre |f(x)| e |g(x)|
pode se tornar tao grande quanto se queira, desde que se tome |z| suficientemente grande.

Como exemplo para (iv), sejam as fungoes polinomiais p : R — R, p(z) = 2® ¢ ¢: R —
R, g(z) = 2. Pelo grafico delas abaixo apresentandos, note que, quando 0 < |z|< 1, p(z) = 2% é
menor do que ¢(z) = 2%, mas, para || > 1, p(z) = 2% é maior do que ¢q(x) = 2? e, quando |z| é

bastante grande, p(z) = 2® é muito maior do que ¢(z) = 2.
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CAPITULO 2. FUNCAO POLINOMIAL

Figura 2.11: As fungbes polinomiais p e q.

(v) Pelo fato das fungbes polinomiais serem continuas, se, por exemplo, for dada uma fungao
polinomial f, tal que se tenha f(z;) < 0 ¢ f(za) > 0 (onde z; < x2), entdo, se pode concluir
que o polinémio que é a expressao algébrica da referida funcao polinomial f deve possuir uma raiz
entre z; e x9. Ou seja, se conclui também que o grafico de f intersecta o eixo x pelo menos uma
vez entre xq, e xo.

Teorema 2.4.24. O grdfico da funcao afim é uma reta.

Demonstracao:

Seja a funcgao afim (ou fungio polinomial do primeiro grau) denotada por f : R — R,
f(z) = ax + ap, onde a; € R—{0} e ap € R.

(=) Se tomarmos trés pontos arbitrarios distintos do grafico da fungao afim, podemos provar
que esses pontos sao colineares, logo, conclui-se que o grafico da funcao afim esta contido em uma
reta. Para tal conclusao, veja raciocinio que segue abaixo.

Sejam Py = (xq, f(21)), Po = (w9, f(22)) e P3 = (x3, f(x3)) pontos distintos do grafico da fun-
¢ao afim f: R = R, f(z) = a1x + ap. Entdo, temos que f(z1) = a1.x1 + ao, f(x2) = aj.xa + ag
e f(x3) = aj.x3 + ag. Sem perda de generalidade, supondo z; < x9 < z3, poderemos concluir que
os tais trés pontos referidos sao colineares se a distancia entre P; ao ponto P, somada a distancia
entre P, ao ponto P3 é igual a distancia entre P; ao ponto P3. Ao se substituir os valores das
coordenadas fornecidas acima, temos:

e distancia de P; ao ponto Ps:
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CAPITULO 2. FUNCAO POLINOMIAL

2
+ ((ay.22 + ag) — (ay.21 + ao))

2

(

’ + (al.xg +ag—a1.x1 — ao)
(
(

. 1+a§>

= (xg — 901)- (1 + a%) , pois estamos supondo x1 < o .

e distancia de P, ao ponto Pj:

2
P2P3 = \/(233—272 +

= (1;3 — x2>. (1 + a%) , pois estamos supondo xo < T3 .

e distancia de P; ao ponto Pj:

2

2
PP = \/(333 —x1) + ((a1.23 + ag) — (ar.x1 + ao))

2
ay1.r3 + ag — a;.rq — CL())

2
a;.r3 — (11.1'1)

— N | | |
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— Jw—n) 1+ ad)

= (x;:, — $1)- (1 + a%) , pois estamos supondo x; < T3 .

Portanto, temos que:

PP+ PPy = (=) (1+ad) + (25— 22)/(1+a})

= ((:pg —x1) + (w3 — xg)).w (1 + a%)

= (:pg—xl). (1—|—a%) =P P; .

Consequentemente, como PP, + P,P; = P, P;, podemos constatar que os pontos tomados
arbitrariamente do grafico da funcao afim pertencem a referida reta, ou seja, eles sdo colineares.
Logo, pode-se concluir que o grafico da funcao afim estd contido em uma reta.

(<) Antes de demonstrarmos a “volta” do teorema, nos cabe lembrar que se nos for dada
uma fungao afim, denotada por f: R — R, f(z) = a1z + ag (onde a; € R* e a9 € R),

o para z =0, teremos f(0) = a1.0 + ap = ap e,

ag

o para y = f(z) =0, teremos que 0 = f(z) = a;.x + ag, que implica x = —a.

Ou seja, constatamos que os pontos P = (0,a0) e P, = (—%,O) pertencem ao grafico da

funcao afim f tomada para estudo.

Consequentemente, como foi mostrado acima (na “ida” deste teorema), que o grafico da fungao
afim esta contido em uma reta, concluimos que o tal grafico estd contido na reta r determinada
pelos pontos P e P,.

Para mostrarmos que o grafico pertence a reta r, consideremos um ponto qualquer Ps = (xp, yp)
em r (distinto de P, e P) e mostraremos que o ponto P3 pertence ao grafico da func¢ao afim f.

Sem perda de generalidade, ao se supor P, entre P; e P3, como P, P, e P53 estao em r — ou
seja, sao colineares —, temos que P, P; = PP, + P> P3;. Assim, escrevemos:

PP = PP+ PP =

V=0 + =)’ = (=2 0]+ (0= w)" + [+ )+ (- 0)°

Ao elevarmos ao quadrado ambos os lados da igualdade acima apresentada, temos que:
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7, + (yP —a0)2 = (a—>2+a3+ (a:p+&

)

(
%—Fy%—i—gg—zao.yp _ (;‘(1))2+%+%+ (ao)?+2,xp-z(l)+ b

(

_9. (aoyp—i—(Z(l)) +Z(1)..§Cp) - 2.\/((2‘1))2+a3
_(ao.yp+(;”1))2+2‘1).xp)2 = \/<(Z(1])2+a3>.
(= o2 e ar) ) = (Y

_l’_
(ao.yp—i-(z(l)) —i-z(l):(}p)2 = ((2)2—1—%).((1?4—20)2—1—3/123

Dividindo os dois lados da igualdade por (2—2)2, encontramos:

<a1yp+(+xp )2 _ (1+a§).<(xp+zi))2+y%> N
a%-y%‘i‘(mP—i‘*)%-Q@l yP( ) = <$P+Z(l))z‘i‘yz%"‘a%-(ﬂfP‘i‘Zi)Q‘F@%y% =
2.a1.yp ( a?) = 9% +al. <l’p—|—z(1)) -
3/123+<a1-(913P+Z(1))) — 2.ay. yp( a1> =0 =
2
<yP—a1 (93P+Z(1)>> = 0
yp — ay. (il?P—i-Z(l)) =0 =
Yyp = a1.xp+tag .

Logo, f(xp) = aj.xp + ag = yp, 0 que significa que P; = (zp,yp) pertence ao grafico da
funcao afim f.

De modo analogo, verificamos que P3 pertence ao grafico de f para o caso em que P3 esta entre
Py e P, e, também, no caso em que P; esta entre P e Ps.
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Consequentemente, como demonstramos a ida e a volta do teorema, conclui-se que o grafico da
funcao afim é uma reta.

O

Teorema 2.4.25. O grdfico da funcao quadrdtica é uma pardbola.

Demonstracgao:

Seja a fungdo quadrdtica (ou fungiao polinomial do sequndo grau) denotada por f : R —
R, f(z) = axx® + a1x + ap, onde a; €ER*, a; ER e qp € R.

Por defini¢ao, sabe-se que uma parabola é o conjunto dos pontos que equidistam de uma reta
e um ponto nao pertencente a reta. Para efeito de nomenclatura, a referida reta é denominada
“reta diretriz da parabola” e o ponto por “foco da parabola”.

Desta forma, se descobrirmos que existe uma reta “r” e um ponto “F” (que nao esteja contido
na referida reta), tal que para todo ponto “P” pertencente ao grafico da fungao quadratica f :
R — R, f(z) = aex® + a1 + ag, a distancia do ponto P A reta r é igual & distancia do ponto P
ao ponto F', poderemos concluir que o grafico da fungao quadratica esta contido em uma parabola.

2 2
—a; —(ag—4.az.a0)+1 —(aj—4.az.a0) —1
2.a2’ 4.az 1a e o ponto

genérico P = (xp,yp) pertencente ao grafico da fungio quadritica f : R — R, f(z) = agz? +
a1 + ag. Ao se denotar A = (a? — 4.as.ag) e substituir os valores das coordenadas fornecidas
acima, temos que:

Assim, seja o ponto F = ( ), a reta constante y =

e Distancia do ponto P a reta r:

ﬁ _ yp — <—(a%—4.a2.a0)—1>’
4.&2
B (—A— 1)
N yp 4.0,2
A+1
e (529
4.@2

y 4.(1
yP 'yP‘ ) )

B 2 | (A+1)+(A+1)2
-\ T, 16.02

Dai, como o ponto P = (zp,yp) pertence ao grafico da fun¢ao quadratica f, suas coordenadas
satisfazem a expressao algébrica f(x) = axx® + ayx + ag da referida funcao. Desta forma, temos que
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yp = as.(xp)? + a1.(xp) + ag . Consequentemente, substituindo “yp” por “as.(xp)? + ay.(xp) + ag”
na expressao acima, encontramos que a distancia do ponto P a reta r é dada por:

A+1>+(A+1)2

Pr= yfz’+y”'< 2.y 16.02
. . 2

A+1 (A+41)2
)+
16.a3

_ (az-($P)2 + ay.(xp) + a0>2 + <a2.(xp)2 +ay.(xp) + a(]).(

2.&2

e Distancia do ponto P ao ponto F":

4
e () + () v+ 20m (55 + (5)
- e Q) ) s orreon (55 + (55
= \/(xp)2 +$P-<Z1> + (yp)? + (yp). (A — 1) - ( ) ( )

2.&2

Portanto, temos que:

(PF) = ot (G) + e (S20)+ (557 + (52)

Dai, como o ponto P = (zp,yp) pertence ao grafico da funcao quadratica f, suas coordenadas
satisfazem a expressao algébrica f(z) = as.2?+a;.x+ag da referida funcio. Desta forma, temos que
yp = as.(xp)2 +a1.(xp) + ag. Consequentemente, substituindo “yp” por “as.(xp)? +ai.(zp) + ag”
na expressao acima, encontramos:

60



CAPITULO 2. FUNCAO POLINOMIAL

/N
3
=

e () o0 (52 - (2 + (2

(zp)? + xp.<;2> + (ag.(xp)z +ay.(zp) + ao)z

ettt sl (525 (557) + (i)
(az.(xp)2 +ay.(zp) +a0)2+( p)? 4 zp. (31) n (A— 1)2 N (al)z

2 4.as 2.a9

M

+ (az-(xp)* + ar.(zp) + a0>'(A2.;21>

ay A —1\?2 ai 2
M -
+ <:BP) +Ip. (ag) + < 4.CL2 ) + (2.&2)

+ (CLQ.(CCP)Q +ay.(rp) + a0>'<A2.;21>

_ 2 2
M—l—(Ip) ¥ zp. (al) n 2.a9 B 2.ag n (A ]_) n <6L1>

a9 2. a9 2. (12 4.&2 2.@2

( 2 2
Mot 22 (0py 4 <)+2% 2o (2 ()
(

+ (GQ.($P)2+CL1 zp) + ag

2.a as 2 2 as 2 as 4.&2 2.&2
(oo ontan ). (57
2. (05} 2. a,() ( 1)2 ( aq )2 2.&0
M _ — - - -
+ 2. Qo (l’P < ) 2. as 4. a9 * 2.@2 2.&2

+
+ (ag.(xp) +ai.(zp —|—a0>( )
+

2.(az.(xp)? + ar.(xp) %)+( (p)? + ar.(wp) +ao).(A = 1)

M +

A—1 2 aq 2 2.@0
NG
4.CL2 2.@2 2.CL2

as.(xp)? + ay.(zp) + ag). A — 1\ 2
(a2-(xp)? + ar.(xp) + a0 (2 + ( U)+<A 1)

M
+ 2.@2 4.(12
i ( CL% ) 4.a2.a0
4.a3 4.a3
M+ (az-(iﬁp)Q +ai.(wp) + ao)~(A + 1) N (A — 1)2 n (a% — 4.a2.a0)
2.0 4.a9 4.a3

Mo (ag.(mp)2+al.(2x;)—l—ag).(A+1) . (A4;21)2+ (ZLAGQ) |

61



CAPITULO 2. FUNCAO POLINOMIAL

Logo,

(N —2.A+ 1) AA

<PF>2 = M+(%'(""51’)2”1-(“)+“0)’(A+1)

B 2.0, * 16.a3 * 16.a3
_ M4 (CLQ'(:UP)2 +ar-(rp) + ao)-<A + 1) N (A2 + 2.A2 + 1)
2.a 16.a5
oy leler? ) ta). (A4 1) (A 1)2
2.a 16.a3
= (ag.(xp)Q +ay.(zp) + G/Q)Q + (a2.(xp)2 +ay.(zp) + ao>.(A2'—£21)
(A+1)?
16.a3

Ou seja,

PF = \J <CL2.([L‘p)2 +ay.(xp) + a0)2 + ((1,2.(1']3)2 +ay.(xp) + a0>.<

A+1> (A+1)2

2.@2 16&%

Portanto, como se pode perceber, temos:

(A+1) (A+1)2
2.(12 16&%

Pr = \l(ag.(:ﬂp)2+a1.(xp)+ao)2+(ag.(xp)2+a1.(a7p)—|—a0>.
= PF.

— (a§—4.a2.a0) -1
(4.&2)

Consequentemente, podemos concluir que a reta constante y =
r— ((al) — (a%—4.as.a9) + 1

e 0 ponto

(2.a2) (4.a2)
a um ponto genérico P = (xzp,yp) pertencente ao grafico da fun¢ao quadratica f : R — R,
f(z) = as.2®> + a1.x + ag. Assim, valendo-se do fato de que uma pardbola é o conjunto dos
pontos que equidistam de uma reta e um ponto nao pertencente a reta, concluimos que o grafico

da fungao quadratica esté contido em uma pardbola, onde o ponto P = (xp, yp) pertence ao gréfico
—(a?—4.az.a0) — 1
; (4.a2)

ponto F = (E;Z;; , — (a%ézz)ao”l ) é o “foco da parabola”.

Agora, por outro lado, seja um ponto P = (xp,yp) pertencente a parabola. Sabemos que

a distancia deste ponto P ao ponto F, de coordenadas F = (E;Z;%, 7(a%7i1222'a0)+1

), que nao pertence a referida reta, possuem a mesma distancia

da funcao quadratica, a reta constante y = é a “reta diretriz da parabola” e o

), é igual a

— (a%—4.a2.a0) —1
(4.a2)

distancia a reta constante y = . Logo, teremos que:
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e Distancia do ponto P a reta r:

Pr =

e Distancia do ponto P ao ponto F'

o (—(a%—él.ag.ao) — 1>’ .

(4.&2)

)V (o (Pt 1))

Portanto, sabendo-se que “ Pr = PF” — pelo fato do ponto P estar contido na parabola de
foco F e reta diretriz r — e substituindo A = (a;* — 4.as.a0), temos:

=

—a1\\2 —(a? — 4.as. 1
o () o (el

) =
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A+1 —A+1 a CL2 (A2—2A—|—1)
2.yp. 2.yp. - 2, 9 ( ) 1
r ( Lay ) e ( 4.ay ) (ze)+ 2ap\ g ) 1a2 ' (16a))
(—AZ—-2.A—1)
=
(16.a3)
2 aq —4. A)
2yp.| — ) = 249 ( > N
ur <4.a2> (wp)"+ 2p {5 ) + 4&2 16 2
4'1/13 2 aq 4(0/% — 4.&2.0,0))
= 2.
A.ay (wp)" +2.2p. ( a2> o 4 a2 16.a3 ~
yj - 2 b ) al + 4. as. ao)
ay (xp)” + 2.xp. ( 7.y 4 a2 Il =
(4
yj = ( ) +xp <CL1> + M =
a2 a2 4.a3
vy - oy, (daxa)
az.( @ > = a2.<( p)+p. <a2> + 1ol ) =
95.yp 2 a1\  (4d3.ap)
= as.(xp) —|—9:2/.pr.(> + =
95 ag %
yp = CL2-($P)2 +ai.xp+ag .

Como se pode perceber, o ponto P = (zp,yp) pertence ao grafico da fungao f, j4 que suas
coordenadas satisfazem a expressao algébrica f(x) = asx? + ayx + ag da referida fungao quadrética.
Logo, a pardbola esta contida no grafico de f.

Consequentemente, como conseguimos concluir que, dado um ponto genérico contido no gréafico
da funcao quadratica f, ele esta contido em uma parabola e, por outro lado, que, dado um ponto
genérico contido em uma parabola, ele esta contido no grafico da funcao quadratica, podemos
afirmar que o grafico de uma fun¢do quadratica é uma parabola.

O
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Capitulo 3

Interpolacao Polinomial

Este capitulo é destinado a introduzir um tipo de aproximagao de curvas bastante utilizado e que
é chamado interpolacao polinomial. Nele, apresentaremos o “Método de Interpolagao Polinomial de
Lagrange” e uma série de exemplos contextualizados serao resolvidos. Além disso, forneceremos um
teorema a respeito do erro na aproximacao por interpolagao polinomial e, com a finalidade pratica,
comentaremos sobre o “Método das Diferencas Divididas” para estimagao do erro mencionado.

Utilizamos as referéncias [4] e [21] como bases teéricas para elaboragao deste capitulo e [1], [2],
[3], [6] e [17] como auxiliares as duas primeiras e para fomento de novas ideias.

3.1 Aproximacao

Cotidianamente, os estudiosos tém que inferir a respeito de dados provenientes das aplicacoes
nas diversas areas da ciéncia. No entanto, é bastante comum o fato de se realizar tal leitura e
interpretacao baseadas em dados discretos ou que seguem modelos de fungoes definidas implici-
tamente ou por expressoes de grande complexidade. Frente a isso, os métodos de aproximacao
sao de grande valia aos pesquisadores, pois auxiliam na obtencdo de estimativas a respeito da
ordenada de pontos, onde nao se tem o valor exato coletado para ela, e permitem também fazer
conclusdes significativas nas pesquisas e/ou estudos que o conjunto de medidas inicial norteiam.
Outra caracteristica desse processo e que pode ser destacado é que, quando se tem uma funcao
complicada, em grande parte das vezes, é dificil de se realizar algumas operacoes valendo-se dela
— tais como integracao e diferenciacdo — e, por isso, ao se obter uma funcao que aproxime a
primeira (que nao é tao trivial), as tais operagoes podem ser realizadas mais facilmente.

As classes de func¢bes mais comumente usadas na aproximacao a uma funcdo dada ou a um
conjunto de dados discretos coletados sao as fungdes exponenciais, polinomais, trigonométricas
e fungoes racionais. No entanto, devido as boas propriedades e a facilidade de trabalho que
possuem, as funcgoes polinomiais sdo ha muito tempo utilizadas em aproximagoes nas diversas
areas das ciéncias exatas e fazem parte de significativa quantidade dos programas computacionais
existentes que contemplam a referida finalidade. Consequentemente, todo o desenvolvimento que
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faremos a seguir neste capitulo sera dedicado ao estudo de aproximacoes amparadas a esta classe
de funcgoes tao importantes, que sdao as fungoes polinomiais. Em especifico, devido a grande
utilidade e frequente utilizacao, daremos evidéncia e trabalharemos com interpolacao polinomial
neste material, pois este tipo de aproximacao ¢ de grande valia no contexto citado.

y

Figura 3.1: A funcgdo que tem o grdfico tracado em preto é aproximada pela funcgdao
cujo grdfico é representado em azul.

3.2 Interpolacao

Nesta secao definiremos interpolacao e, especificamente, trabalharemos com interpolacao poli-
nomial.

Definigao 3.2.1 (Interpolagdo). Seja um conjunto de n + 1 dados discretos yo, Y1, --- , Yn
coletados, respectivamente, nos pontos de abscissas xo, T1, ... , Tp (onde xog < T3 < To < ... <
T,) € que seqguem uma fungao g. Se aproximarmos tal fungao g por uma funcao f, cujo grafico passe
pelos tais n+ 1 pontos (xo,v0), (T1,y1), -+ » (Tn,Yn), dizemos que estamos usando um método
de interpolacdo ou, simplesmente, interpolacdo. (Veja a Figura 3.2 como ilustragio.)

No caso, a funcao f recebe o nome de fungdo de interpolagdo, funcao interpolante ou
fungdo interpoladora. Além disso, o intervalo (xg,x,) € chamado de intervalo de interpo-
lagdo nos livros diddticos.

Observacao: a fungao g pode ser

(i) uma fungdo desconhecida (ou seja, quando se conhece apenas os dados discretos
coletados);

(ii) uma funcado definida implicitamente;

(iii) uma fungao que possui expressao de grande complexidade;

(iv) uma funcao conhecida e com expressao algébrica bem “comportada”.
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Na pratica, (i), (ii) e (iii) sdo os casos em que mais se faz uso do método de aproximagao por
interpolagao. No entanto, no caso (iv), ainda que a fungio ¢ seja conhecida e com expressao que
nao seja de grande complexidade, também se pode querer aproximéa-la e, assim como nos outros
casos, se permite fazer uso da interpolacao. Por exemplo, imagine um caso em que o custo para
se trabalhar com a funcdo de aproximagao por interpolacdo seja menor que o da propria funcao
do tipo (iv), consequentemente, desde que analisados os prés e os contras com prudéncia, o uso
da funcao de aproximacao poderia ser até mais vantajoso para o que se propoe. Ressaltamos que
trabalharemos com todas as quatro possibilidades neste material.

Valendo-se da defini¢ao 3.2.1, repare que os n+ 1 dados discretos citados em sua condi¢ao sao
tais que

Yo=9x0), yi=9x1), ..., Yn=9g(xn),

pois sao os valores “obtidos” para g, respectivamente, em zy, 2y, ... , T,, no momento da coleta
e/ou obtengao dos dados para o estudo.

Figura 3.2: A funcgdo de interpolacgao f, cujo grdfico passa pelos n+1 pontos iniciais
tomados (zo,v0), (1,91), -+ 5 (Tn,Yn)-

Os estudos nas diversas areas das ciéncias dispoem habitualmente de dados pontuais obtidos
a partir de uma amostragem ou de um experimento e, em grande parte dos casos, tal conjunto de
dados nao possui continuidade. Desta forma, a representacao tedrica de um fenémeno real empiri-
camente observado pode, muitas vezes, se tornar ou parecer irreal. Nesse contexto, a interpolacao
é de grande valia, pois, valendo-se dela, se pode construir uma funcao que aproximadamente se
“encaixe” nestes dados pontuais e lhes confira a continuidade desejada, que permitira que se ob-
tenha o valor aproximado para um ponto nao tabelado situado no interior do intervalo dos dados
que se tém. Consequentemente, pode se dizer que esse é um dos dois tipos de situagoes em que o
método de interpolagao é bastante utilizado em situagoes cotidianas.
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Outra aplicagdo em que a utilizacao da interpolagao é muito utilizada é em aproximacao de
func¢oes nao triviais por fungdes mais simples. Por exemplo, suponha que tenhamos uma funcao
que seja demasiadamente complicada avalid-la de forma eficiente em alguns pontos ou intervalos
de seu dominio. Em consequéncia disso, podemos escolher alguns valores pontuais da funcao
“complicada” e tentar interpola-los, obtendo-se uma funcao de aproximacgao por interpolagao para
ela mais “simples”. Obviamente, quando utilizamos a funcao mais simples para obter valores em
outros pontos no interior do intervalo dos dados adquiridos, normalmente nao se obtém o mesmo
resultado para eles na fungao original. No entanto, dependendo do dominio do problema e do
método de interpolacao utilizado, o ganho devido a simplicidade pode compensar o erro gerado
pela aproximacao (que sempre se almeja ser o menor possivel).

De forma simpléria, pode-se dizer que os dois casos acima mencionados sintetizam os contex-
tos, nos quais o método de interpolacao é bastante utilizado na aplicagao as ciéncias e mostra
a sua utilidade frente as necessidades inerentes da relagdo entre o conjunto de dados obtidos, a
interpretacao dele e a sua subsequente utilizacao.

Atencao: Geralmente se utilizam da funcao de interpolacao f para determinar valores apro-
ximados para a func@o g no intervalo de interpolacdo. No entanto, nos cabe ressaltar que nao é
nada confidvel usar a tal funcdo de interpolagido para estimar valores fora do intervalo (xq, ).
Para tal necessidade, se aconselha usar outros métodos de aproximacao. Para mais detalhes, vide
a referéncia [4].

3.2.1 No6s da Interpolacao

Defini¢ao 3.2.2 (Né6s da Interpolagdo). A cada um dos pares ordenados (zo,vo), (z1,y1),
(x2,92), (x3,y3), .., (Tn,yn), que representam os n + 1 pontos que usaremos para interpolar
a fungdo g pela funcao f, atribuimos a terminologia no da interpolag¢do. Ao conjunto deles,
chamamos nos da interpolacdo.

y A

Figura 3.3: A fungdo a ser aproximada g (representada pelo grdfico em preto), a
fungdo de interpolagdo f (representada pelo grdfico em azul) e os nés de interpolagao
(representados pelos pontos em destaque em verde).
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Note que os valores assumidos por g nos nds de interpolagio sdo tais que g(xg) = ¥o,

g(x1)=w1, ..., g(z,) = yn. Portanto, o processo de interpolar a fungao g pela fungao f consiste
em obter uma determinada funcao f, tal que:
f(zo) = g(z0)
f(z1) = g(z1)
g

3.2.2 Interpolacao Polinomial

Definicao 3.2.3 (Interpolacdo Polinomial). Quando a funcio de interpolagio f € uma fungao
polinomial, dizemos que a interpolagio é uma interpolagcao polinomial.

Cabe-nos ressaltar que o polindomio, que € a expressao algébrica da funcao polinomial interpo-
lante, é chamado de polinémio interpolador ou, simplesmente, de polinémio interpolante.

Desta forma, sejam n + 1 pontos, que seguem uma fungdo g e sdo denotados por (xg, g(zo)),
(x1,9(z1)), ..., (Tn,9(xy)), onde zg < 27 < ... < x,. Dizemos que estamos utilizando o
método de aproximagao por interpolagao polinomial, quando aproximamos a fun¢ao g por uma
funcao polinomial f, que possui um polinémio de grau menor ou igual a n como expressao algébrica
e é tal que g(zg) = f(xr), para todo k € {0,1,2, ... ,n}. Ou seja, a fun¢do g é aproximada por
uma funcao polinomial f, que possui grau menor ou igual que n e cujo grafico também “passa”
nos n + 1 pontos conhecidos (nés da interpolagao).

A seguir, provaremos o lema auxiliar 3.2.4, pois ele nos sera util para demonstrar o teorema 3.2.5
(Teorema de Aprozimagao de Weierstrass), que sera apresentado subsequentemente. Ressaltamos
que, tanto a demonstragdo do lema, quanto a do referido teorema estéd baseada na referéncia [22],
de autoria de Reginaldo J. Santos.

Lema 3.2.4. Se 0<t<b< <1 ou 0<E<b<t<1, entdo
(1= H)ln < e 2 hn(1—b)ln

Demonstragao: Precisamos mostrar que
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< 672(t7b)2

— )

ou, correspondentemente, ao aplicar o logaritmo nos dois lados da desigualdade e rearranja-la,
precisamos mostrar que

ta(l—t)=n

H(t)=In bE(L o)

>
el
+
[\
—~
~
|
=
~—
no
IA
(@]

Ao olharmos na igualdade & esquerda acima, podemos concluir que H (b) = 0.

(a-) Se0<t<b< % < 1, vamos mostrar que H'(t) > 0.

Como, para 0 <t <1 ,setem t(1 —t) < i , entao

(b-) Se 0 < £ <b <t <1, vamos mostrar que H'(t) <0.

Como, para 0 <t <1, se tem 4 < ﬁ , entao

, B _ k¢ t—b £
H(t):t(l—t) +A(t—b) < - tiaon oy =0

Teorema 3.2.5 (Teorema da Aproximacao de Weierstrass). Seja g : [a,b] — R uma fungao

continua. Para todo € > 0, existe uma fungao polinomial cuja expressao algébrica é dada por f(z),
tal que |g(z) — f(x)| < €, para todo x € [a,b].
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a b 7

Figura 3.4: Ilustracdo do Teorema da Aproximacdo de Weierstrass.

Demonstragao: Seja x = (1 —t)a+tb. Entdo, t = 7=—(x —a) e = € [a,b] se e, somente se,
€ [0,1]. Seja g : [0,1] — R, definida por g(t) = ((1 - t)a + tb). Seja

n

Z ()tkl—t) e f(@)=fz—(—a).

Este polinémio é chamado de Polinomio de Bernstein.

Vamos usar o fato de que

> <k>tk(1—t)" f < Z( )t’f -t =1, (3.2.1)

keA
para qualquer A C {0,1,2,...,n}.

Como ¢ ¢ continua, entao g também ¢é continua, como composicao de fungoes continuas, e,
assim, dado e, existe § > 0, tal que

t—yl <0 = lg) -3 < 5 - (3.2.2)

Sejam by =t —0 e by =1t +0d e, também, M = max,q|g(t)| = méx, e, ylg(7)]. Seja n,

tal que 4 M e~ 2% o 5. Além disso, lembre-se do lema apresentado inicialmente:
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3|

ou (3.2.3)

Entao, por 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, temos que

() = 701 = 13- a(0) ) o+ = )k - o <

k=0

n

< 3ot a0} ) ot <

k=0
< Xl —gn(T)era - <
=5 ) g n g I =
|- —t[>d
€ LAW? n—k AW n—k
§2+2M2<k>t(1—t) +2M2<k>t(1—t) <
®>b 2<by
€ —26%n n k n—k —26%n n k n—k
w2ba n<h
< §+4ﬂhf%%’<e.
Portanto, constatamos que:
g(t) = F(1)] <e. (3.24)

Agora, como g(t) = g((1 —t)a+tb) e x = (1 —t)a + tb, temos:

g(t)=g(z) . (3.2.5)
Além disso, como t = ;= (z — a) e pelo fato de f(z) = f(;=(z — a)), obtemos:

flz) = f(t) . (3.2.6)
De 3.2.4, 3.2.5 e 3.2.6, concluimos que:

lg(z) = f(2)] < €
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e, assim, provamos o Teorema de Weierstrass.
O

Em resumo, pode-se dizer que o Teorema da Aproximacao de Weierstrass acima apresentado
nos revela que, para qualquer fun¢ao definida e continua em um intervalo fechado e limitado, existe
uma fung¢ao polinomial que esta tao préoxima da funcao dada quanto quisermos.

Teorema 3.2.6. Sejam n + 1 numeros distintos — denotados por o, T1, ... , Tp — € g UM
funcgdo cujos valores sdo conhecidos nesses numeros. Entdo, existe uma unica funcdo polinomial
f, cuja expressio algébrica f(x) é um polindmio de grau no maximo n, onde

f(zx) = g(zg), para cadak € {0,1,2,3, ... ,n}.

Demonstracao: A demonstracao segue diretamente do teorema 2.3.35 e do fato de sabermos
que o polindmio, que é a expressao algébrica da funcao polinomial, caracteriza a referida fungao
polinomial.

0

Portanto, pelo teorema 3.2.6, se pode afirmar que, quando temos um conjunto de pontos que
seguem uma fungao g e realizamos uma interpolacao polinomial, a funcao polinomial interpolante
f é tnica. Logo, ha apenas um unico polindmio possivel para ser a expressao algébrica da mesma.
Consequentemente, a seguir, baseado em [19], vamos descobrir como expressar tal polinémio in-
terpolante através de um método grandemente utilizado.

3.2.3 Meétodo de Interpolacao Polinomial de Lagrange

Sejam novamente os n + 1 pontos, que seguem uma funcao g e sdo denotados por (g, g(xo)),
(x1,9(z1)), ..., (zn,g9(x,)), onde zg < 21 < ... < x,. Primeiramente, repare nos n + 1 valores
obtidos em zo, z1, ... , Tn: g(x0) = Yo, 9(x1) = v1, ..., g(xn) = y,. Em seguida, para
encontrar o polindémio interpolante desejado (que denotamos por f(x)), proponha o polindémio de
grau n, apresentado da seguinte forma

flx) = Co(x —x)(x —29). -+ (T —zp)
+ Cr.(x —x9).(x —x3). -+ (x—x,)
+ Co(x —x9).(x —21).(x —23). -+ (2 — )
: (3.2.7)
+ Chor(x —x0)(x —21). -+ (T —Tp2).(x — )
+ Ch.(r —z0).(x —21). -+ (T —2p1),
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e defina os coeficientes constantes Cy, Cy, Cy, C3, ..., C,_1,C, para que sejam satisfeitas as
seguintes condicoes:

(3.2.8)

f(xO):y()af(Il):yla 7f(xn):yn

Assim, substitua z = ¢ na equacao 3.2.7 acima apresentada e, em seguida, ao se levar em

conta as condicoes impostas em 3.2.8, obtemos

yo = Co.(xo — x1).(xg — x2). -+ (T0 — Tp) ,

donde concluimos que

— Y
CO - (1’0—:1:1).(1’0—932). v (xo—Tn)

Em seguida, substitua x = x; em 3.2.7 e, ao se levar em conta as condi¢oes impostas em 3.2.8,

obtemos

y1 = Cr.(x1 — xg).(x1 — xa). -+ (T1 —p)

donde concluimos que

— Yy
Cy = (rl—xo).(rl—x;). v (x1—Tn)

Assim, de maneira andloga a feita para encontrarmos as expressoes para as constantes Cj e

(1, concluimos que

— Y

Cy = (xg—mo).(xg—ar1).(x22—a:3). o (z2—xp)

— Y3

Gy = (13—wo)~(13—w1).(z3—w;).(z3—x4).  (z2—2n)
— Yn—1
Cnfl T (Tn—1—20)-(Tn—1—21). - (Tp—1—2n—2).(T_1—Tn)

— Yn

Cn T (zn—=0)-(zn—21).(xn—22). =+ (Tn—Tp_1)

Consecutivamente, ao substituir os valores dos coeficientes Cy, C1, Cy, C5, ..., C,,_1,C,, na
equacao 3.2.7, obtemos a seguinte férmula para a expressao algébrica da fungao de aproximacgao f

proposta inicialmente:
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(x —z1)(x —22). -+ (x—zp)
1) (xo — x1).(x0 — @2). -+ (0 — ) Yo
(x —z0).(x —x9). - (x— 1)
+ (r1 — 0).(x1 — @2). -+ (1 — 1) A
(x —x).(x — 1) (x —x3). -+ (T —x,)
+ (xg — x0).(x9 — x1).(T2 — X3). -+ (9 — ) 2
(x —x0)(x —21). -+ (T —xp2).(x—x,)
* (X1 — 20) (X1 —21). -+ (Tpoy —an —2).(Tp1 — xp) S
(x —z0).(x —21). - (2 —2p1)
* (xn — o). (y — 1) () — T2). -+ (Tp — Tp_1) Yn -

Esta férmula encontrada para o polinomio interpolador, f(z), é chamada de “Fdrmula de
Interpolagao Polinomial de Lagrange”, em homenagem ao matematico Joseph Louis Lagrange (que
foi quem a publicou em 1794). Devido a sua importancia, a definiremos formalmente na definigdo
3.2.7 a seguir.

Definigao 3.2.7 (Método de Interpolagio Polinomial de Lagrange). Seja um conjunto de
n + 1 dados discretos yo, y1, ... , Yo coletados, respectivamente, em xo, 1, ... , Tp, onde
T < X1 < Ty < ... < Ty e (xo,Y), (®1,y1), ... , (Tn,yn) sdo n+ 1 pontos que sequem
uma funcao g. Entao, existe uma unica funcao polinomial f, de grau menor ou igual que n, que
interpola 0s pontos de g e que possui expressao algébrica dada por:

f(x)=>_Li(z).y; , onde Li(z)= jzon’]# e 0<i<n.
=0 H (zi — z5)
Jj=0,j#i

Logo, diz-se que a fungio polinomial f : R — R, f(z) = Lo(x).yo + Li(x).y1 + Lo(z).y2 +

« 4 Lpq1(2).yp—1 + Lyn(x).y, € a fungdo de aprorimacdo pelo método de interpolagdo

polinomial de Lagrange dos n + 1 pontos dados que sequem a fungdo g, ou simplesmente, que
f € a fungdo de interpolacdo polinomial de Lagrange.

Em resumo, valendo-se da férmula do método de interpolacao polinomial de Lagrange, temos
que o polindmio interpolador, que é a expressao algébrica da fungao interpolante f, é dado por:
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f(x) = Lo(x).yo + La(x).apn + Lo(x).y2 + -+ + Ly1(2) Yoot + Ln(2) Y , (3.2.9)
onde
0<i<n
() = (x —xp).(x—21). -+ (z—zi1). (T —xi31). -+ (x—2p1).(z — )
LZ( ) (CL’Z - ZL'())([L’Z — l‘l)(l'z - 1’2). s (l‘l — xi—l)-(l‘i — xi+1)~ tee (JZZ - xn—l)-(l‘i — J]n) )

Cabe-nos ressaltar que a verificagdo de que f(x) é o polinémio interpolador segue diretamente
da substituicao dos pontos de interpolacao e da observagao de que

1, sej=1

Li(xj):{ 0, sej#i

e, agora, a unicidade é consequéncia direta do teorema 3.2.6.

B Nomenclatura Auxiliar:

Quando se tem n = 1, a interpolagao polinomial é chamada peculiarmente de interpolacao
linear e, quando n = 2, ela é chamada de interpolagcio quadrdtica.

Exemplo 3.2.8. Sejam os dados discretos yo =3 e y; = 7 coletados, respectivamente, em xq = 2
e r1y =4, onde (2,3) e (4,7) sao dois pontos que sequem uma fung¢io g definida implicitamente.
Descubra a expressdo algébrica da funcao polinomial f que interpola os dois pontos citados. Apos
isso, dé o wvalor aproximado para g(3,2) .

Solucgao: Pela defini¢do 3.2.7 apresentada acima, sabemos que existe uma tnica fungao poli-
nomial f, de grau menor ou igual do que um, que interpola os dois pontos citados de g. Desta
forma, pelo método de interpolacao polinomial de Lagrange, temos:

(r —x1)

Lo(ZL’) - (LU() . xl) I
2 = (x — z9)
Ll( ) (331 — $0)
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Ou seja,
NGO
(z —2)

Portanto, ao denotar a funcao interpolante referida acima por f, percebemos que

f@) = Lo@)ao + Li()m N
ro) = S + S0

fl@) = (é:i;.(:a) + ii:g.m N
fo) = Sk« Sl =
fl@) = _23.(95—4) + ;.(x—Q) N
fa) = (—3z + 12) 2+ (Tx — 14) N
o) — 4932—2 R

flx) = 2z —-1.

Donde, concluimos que o polindémio interpolador, que se trata da expressao algébrica de f, é
dado por f(z) = 2x — 1. Ou seja, a funcdo polinomial f, que interpola g através dos dois pontos
citados, é dada por:

f[TR=R, f(x)=22z — 1.
Assim, podemos constatar que:

F(3,2) = 2.(3,2) —1=6,4—1=5,4.

Portanto, valendo-se do método de interpolacao polinomial de Lagrange, pode-se concluir que:
9(3,2) = 5,4,

pois f(3,2) =5,4 .
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Exemplo 3.2.9. Sejam os dados discretos yo =4, y1 =1 e y, = —1 coletados, respectivamente,
em xg = —1, 1 =0 e xy =2, onde (—1,4), (0,1) e (2,—1) sdo trés pontos que sequem
uma funcao g, que possui expressoes de grande complexidade. Descubra a expressao algébrica da
funcgdo polinomial f que interpola os trés pontos citados. Apos isso, dé o valor aproximado para

g9(1) e g(1,8).

Solucgao: Pela definicdo 3.2.7 apresentada acima, sabemos que existe uma unica fungao poli-
nomial f de grau menor ou igual que dois que interpola os trés pontos citados de g. Desta forma,
pelo método de interpolagao polinomial de Lagrange, temos:

).
(CL’O — l‘l).(l'o — [Eg)
 (m—wo)(r—x2)
@) = (x1 — x0). (T — X))
(=) (r — 1)
La(@) = (x9 — p).(x2 — 21)
Ou seja,
. (z—-0).(z—-2)
Lo(@) = (—1-0).(—1—-2)"
 (+1)(z—-2)
L) = oi0-2
_ (z+1).(x—0)
Lv) = 533 =0)

Portanto, ao denotar a funcao interpolante referida acima por f, percebemos que:

fz) = Lo(@)ye + Lu(@)an + La(x)a -
o) = D SRRy D )
0 = gm0 e -
o - i Ll LT
fl@) = 2.(@.@--2) + <_63> (r+ 1)z —2) é(x—l— 1).(2) N
o) = (822 — 162) + (—32* + 66x -3z +6) + (—a® —x) N
fl@) = 8%2—16x—3x2+66x—31’+6—x2—x N
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42% — 142 +6
fy = 2

2
flx) = ga:Q - ;x + 1.

Donde, concluimos que o polindémio interpolador, que se trata da expressao algébrica de f, é
dado por f(z) = %xQ — %m + 1. Ou seja, a fungao polinomial f, que interpola g através dos trés
pontos citados, é dada por:

2
f:R—)]R,f(x):fﬁ—zw—i—l.

3 3
Assim, podemos constatar que:
2 7 2 7 2
= (1P —-—-1+1==2—-—-41=-2=.
2 7
o f(1,8) = 5(1,8)2—5(1,8)4—1:2,16—4,2+1:—1,04.

Portanto, valendo-se do método de interpolacao polinomial de Lagrange, pode-se concluir que:

2
g(1) =~ —3 eque g(1,8) ~ —1,04,

pois f(1) = —% e f(1,8) = —1,04, respectivamente.

Observacgao: para efeito de maior praticidade e fluidez na leitura, daqui em diante, somente
falaremos sobre o dominio e o contradominio das funcoes trabalhadas e tomadas para serem aproxi-
madas, quando isso for extremamente necessario. Do contrario, apenas citaremos sobre o conjunto
de pontos que se tém coletado e/ou sobre a expressao algébrica da fungao que eles seguem e,
valendo-se do método de interpolacao polinomial de Lagrange, pediremos para descobrir qual é a
expressao algébrica da fungao polinomial que interpola os tais pontos.

Exemplo 3.2.10. Ao realizar um estudo bioguimico em trés culturas de milho idénticas localizadas
em fazendas separadas, um pesquisador da drea de engenharia agricola da Universidade Estadual
de Campinas obteve a sequinte tabela, onde a coluna da esquerda corresponde d quantidade média,
em milimetros, de um agrotorico natural — que estava em fase de desenvolvimento e testes —
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aplicado por planta na plantacio de milho do tipo safrinha® e a coluna da direita corresponde a
quantidade média de sacas de 60 kg produzidas por hectare da cultura de milho apos a aplicacao
dos respectivos valores do agrotorico em cada uma das plantacoes separadamente.

Tabela 3.1: Produtividade média do milho safrinha (sacas/hectare) por quantidade
média do agrotdrico natural pulverizado por planta (ml)

Quantidade Média de Agrotoéxico | Produtividade Média
por planta (ml) (sacas/hectare)
1 75
2 80
4 100

Supondo que a produtividade média de milho esteja altamente relacionada a quantidade do agro-
toxico natural utilizado, qual seria a produtividade média esperada — em uma plantagdo idéntica
as das trés fazendas usadas pelo pesquisador em suas andlises — se fosse utilizada uma dosagem
meédia de 3ml do produto por planta de milho? E, se fosse usada uma dosagem de 2,5ml?

Solucao:

Ao analisar o problema, nota-se que podemos usar o método de aproximacao polinomial de
Lagrange para resolvé-lo, pois temos trés pontos que foram coletados empiricamente na pesquisa
(xo,%0) = (1,75), (x1,71) = (2,80) e (x2,y2) = (4,100), onde zyp < z1 < x2, e que pode-
mos supor que seguem o modelo de uma funcao g desconhecida. Assim, através do tal método
de interpolacao citado, aproximaremos a fungdo g por uma fungdo polinomial interpolante f e
descobriremos um valor aproximado para cada um dos valores pedidos (desde que esses valores
para a dosagem estejam compreendidos no intervalo |1, 4] e, assim, satisfaga a condigao de ser um
problema de interpolacao).

Pela definicao do método de interpolacao de Lagrange, sabemos que existe uma tnica funcao
polinomial f de grau menor ou igual que dois que interpola os trés pontos citados de g. Assim, ao
usa-lo, temos que:

6Segundo [24], se d4 o nome de “milho safrinha” ao milho de sequeiro semeado de janeiro a abril — apés a
safra de verao — no Brasil. Ele comecou a ser plantado hé cerca de 30 anos — principalmente nos estados da
regiao sudeste, Goids, Mato Grosso e Mato Grosso do Sul — e tem esse nome devido as baixas produtividades
dos primeiros cultivos no pais, que geravam um volume muito pequeno de graos, se comparado a safra de verao, e,
também, devido ao investimento ser considerado de risco para o agricultor. Embora o termo safrinha seja pejorativo,
com a ajuda da tecnologia, atualmente o termo nao lhe faz mais jus e ndo corresponde ao excelente nivel atual de
produtividade do mesmo e & sua importancia no cendrio nacional, pois, nos tltimos anos, o milho safrinha superou
a safra de verao e, pouco a pouco, passa a ser chamado de “milho de segunda safra” pelos agricultores e investidores
do segmento. Além disso, pode-se dizer que ele apresenta como vantagens: a possibilidade do uso mais racional dos
fatores de producao (terra, méquinas, implementos agricolas e mao de obra) em periodo ocioso do ano, um prego
geralmente maior se comparado a safra normal (primeira safra/safra de verdao) e menor custo de produgéo.
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Lo@) = 7 —ml))‘.(xo ")

I(z) = (Z:fsi))'.iil_—m;)z) ;

L) = ey
Ou seja,

L) = G

@ =GN Eoy

Lis) = i

@) = Lo(x)yo + Li(@)yr + Lo(x).y2 =
1@ = Gy ) G
flz) = (é' - ?)((f - j; 5+ (é - 11))<é — i; 80 + (é - 1)) <(Z - 2; 100 =
o) - —31.5%(:;).75 (& — (11);?:_—2)4).80 (& — 1)( ?SU( : 2.000
flx) = 735.(:5 —2).(z—4) + (_1320).(:]5 —1).(z—4) + 530.(20 1Dz -2) =
fa) ~ P 6re8) (—120).(95;— 50 +4) + 50.(x% — 3z + 2) R
fy - (T 4502 4 600) + (12007 googc — 480) + (5022 — 150z + 100)
fz) = 52 —;— 220 N
fl@) = ?):ﬂ 2230 |

Donde, concluimos que o polindémio interpolador, que se trata da expressao algébrica de f, é

dado por f(z) = 222 + 22
pontos citados, é dada por:

Ou seja, a func¢ao polinomial f, que interpola g através dos trés
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5 220
fR=R, flz)=-2* + ==
3 3
Assim, constatamos que:
5 220 31,25 220 251,25
25)= —.(2,5)2 + == ==~ =TT 8375
5 220 45 220 265
)= -3+ = =T 88,33
C) 39 T3 T3 T 3 )

Portanto, valendo-se do método de interpolacdo polinomial de Lagrange, pode-se concluir que:
9(2,5) =~ 83,75 e que ¢(3)~ 88,33,

pois f(2,5) =83,75 e f(3) =22 ~ 88,33, respectivamente.

Exemplo 3.2.11. A integral eliptica completa” é definida por

f(x):/og( ! dz .

1
1 —x2.sen?z)?

W (1) = 1,5708;
W3 = 1,5719;
1,5738 .

|

=
3
|

Valendo-se dos dados acima, calcule f(3,5) usando a aproximagdo por um polindmio interpo-
lador de Lagrange do sequndo grau.

Solugao: Ao repararmos na definicdo 3.2.7 e denotarmos zop = 1, =y = 3, 23 = 5 e
yo = f(1) =1,5708, y; = f(3) =1,5719, yo, = f(5) = 1,5738, temos que:

"As integrais elipticas surgiram em conexdo com o problema do comprimento do arco de uma elipse e foram
inicialmente estudadas pelo matematico italiano Giulio Fagnano dei Toschi (1682-1766) e pelo matemaético suigo
Leonhard Euler (1707-1783) em imersoes do célculo integral. No caso, a integral eliptica completa se trata de um
caso especifico das integrais elipticas.
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Lofz) = (E;:fsll))'.iio_—m;i)

L) =

L) =
Ou seja,

L) = 4=3e3,

R e =

L) = Gy

Portanto, ao denotar a funcao interpolante por f, temos que

(x —3).(z —5) (x —1).(x —5) (x —1).(z —3)
@) = = a=s W goneos W 5oneos

Donde, encontramos que o polinémio interpolador é dado por:

~D{z=-5) (1,5719) + <x5_ mz - ? (1,5738) .

(v —3).(x —5) (x
flx) = (1,5708) + B-1).(3-5)

(1-3).(1-5)

Consecutivamente, temos:

_ (35-3).35-5)
f3,5) = (1 ). (1 5 [(1,5708)
(3,5-1).(3,5-5)
G- 1)( 5y (L,5719)
(3,5 —1).(3,5—3)
GGy (157

Donde, encontramos:
f(3,5) = (=0,09375).(1,5708) + (0,9375).(1,5719) + (0,15625).(1,5738) = 1,5723 .
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Portanto, valendo-se do método de interpolacdo polinomial de Lagrange, concluimos que
f(3,5) = 1,5723. Como curiosidade, ressaltamos que este resultado aproximado esté correto para
quatro casas decimais (constata-se isto ao resolver a tal integral para x = 3,5 e comparar o valor
obtido com o aqui encontrado).

Exemplo 3.2.12. Sejam os dados discretos yo = =9, y1 =2, yo =1, y3 = %, ys =0 e
ys = 11 coletados, respectivamente, em xo = —2, x1=—1, 1o =0, x3= %, ry=1 e x5 =2,
onde (—2,-9), (-1,2), (0,1), (5, 2), (1,0) e (2,11) sdo seis pontos que seguem wma

funcao g desconhecida. Descubra a expressao algébrica da funcao polinomial f que interpola os
seis pontos citados. Apds isso, dé o valor aprozimado para g(—0,5) e g(1,9), respectivamente.

Solucgao: Sabemos que existe uma tnica fun¢ao polinomial f de grau menor ou igual que cinco
que interpola os seis pontos citados de g. Desta forma, pelo método de interpolagao polinomial de
Lagrange, temos:

(r —x1).(x — 29 (
(zo — 21).(z0 — @2 ).

(x — z9).(x — 29 (

(x1 = 20).(z1 — 22 ).

(x —z0).(x — 21).(x — x3).(x — x4).(x — 5)
(29 — ). (xo — 11).(w9 — @3).(Tg — 24). (2 — 25)
(x —x0).(x — 1).(x — x2).(x — T4).(x — x5)
).
(
).
(
)-

)-
Lo(z) ]
)-
)-
)-
)-
)-(
Lsle) )-(x3 — m2).(23 — 24).(T3 — T5)
)-
)-
)-
)-

(r —x3).(x — z4).(x — x5)
($0 - $3) ($0 — T4 (900 - 1‘5)

(x —23).(x — 24).(x — x5)
(21 — 23).(21 — 24).(21 — 25)

I

($3 - 1‘0) (1‘3 — I
(x —xp).(x — 24

_ (T = @2).(x — x3).(x — x5)
L4($) B ($4—$0)( Ty — X7 (1’4—552)( Ty — T3 (I4—1'5) 7
B (x —z0).(x — x1).(x — x2).(x — x3).(x — 24)
L5(x) B (1'5—350) (1’5—$1 (355 —iUQ)( Ts5 — T3 (1'5—954) '
Ou seja,
Lo(z) = (x+1).(a:—0).(x—%).(:L‘—l).(x—Q) _
0 (—2+1).(2-0).(-2- . (-2-1).(-2~-2) "
Li(z) = (z+2).(z = 0).(z — 3).(x = 1).(x — 2) .
BT (142 (1= 0) (1= D (1= 1)(-1-2)
Lo(z) = (x4+2).(x+1).(x — %)(z— 1).(x —2)
? 0+2).00+1).00-1).(0-1).00-2) ~
Ly(z) = (x+2).(x+1).(z—0).(x —1).(x —2)
’ C+2.0+1).C-0.G-1.E-2)"
Liz) = (x +2). (I—i—l).(:r—O).(x—%).(m—Z) .
! 1+2).1+1).0-0).1-1).1-2) "~
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(x4+2).(z+1).(x=0).(z —35).(

. ) D(z—1)
s(z) = (2+2)_(2+1).(2—0)-(2_%

).(2-1)
Portanto, ao denotar a funcao interpolante referida acima por f, percebemos que:

flz) = Lo(x)yo + Li(x).y1 + Lo(x).y2 + Ls(x).ys + La(x).ys + Ls(x).ys

J@) = (—2+1).(—2—0).(—2—%).(—2—1).(—2—2)'(y°)
(+2).(z = 0).(z — 3).(x —1).(x — 2) ()
(C1+2).(—1—0).(—1-D.(c1—1).(-1—2)" "
N (x4+2).(x+1).(x — %).(x—l).(a:—Q) (1)
(04+2).(0+1).(0 - 1).(0—1).(0—2)
(x4+2).(x+1).(x—0).(x —1).(x —2)
F g nGong-ng-o W
N (z42).(z+1).(x = 0).(x — 1).(x — 2) ()
1+2).0+1).0-0).1-1.1-2) "
N (z4+2).(x+1).(x = 0).(x — 3).(x — 1) (s)
2+2).2+1).2-0.2-1).2-1) "
Donde, implica que
B (z4+1).(z=0).(z — 3).(x = 1).(x — 2) B
for = o2 D222
N (z+2).(z = 0).(z — 3).(x —1).(x — 2) 5
(—142).(—1=0) (-1 = D(=1=1).(=1—2)’

N (z+2).(z+1).(z—1).(z —1).(z — 2) .
(0+2).(04+1).(0-3).(0-1).(0-2)

N (z+2).(z+1).(z—0).(x—1).(z—2) 29
(3+2).G+D(3-0.(3-1).(3-2) 6

N (x4+2).(z+1).(x—0).(z — %)(x —2) 0
(1+2).(141).1-0).1-3).(1-2)"

N (x+2).(x+1).(z—0).(z — %)(m - 1) 1
(242).(2+1).(2— O).(2—%).(2—1) T
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Portanto,
@) = @0 o1z —2)
+ Z.(x +2).(z — 0).(z — ;).(x 1)z —2)
4 (_21).(95 +2). (a4 1).(x — ;).(x 1) (z—2)
b a2 D=0 - 1) (- 2)
4 :1))(13.(:U+2).(a:+1).(x—0).(x— =1
Que resulta
f@) = e 0) o~ )~ 1.z ~2)
b @+ D).~ 0~ )~ 1) —2)
+ (Isg).(x—FZ).(x—l-l).(x—;).(x—l).(x—2)
4 f;).(x +9). (24 1).(z = 0).(x — 1).(x — 2)
4 15850.(95 F2) (41— 0o = )z 1)

Que implica

27x° + 7(71235)334 + 13852 — 272

402° + (—=60)z* + (—140)2® + 2402% + (—80)x
i 180
(—90)2® + 452 + 4502° + (—225)2% + (—360)z + 180
_l’_
180
L5807 4 (-200)a” + 232
180
5525 + 800t 4 (—110)2 + E18)a? 4+ 550
+ .
180
Logo,
9025 + (—90)2? + (—180)z + 180
_ =
Ls 13
flz) = zz°—-a°—x+1.

2 2
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Donde concluimos que o polinémio interpolador, que se trata da expressao algébrica de f, é
dado por f(x) = %:c5 — %x?’ — x + 1. Ou seja, a funcao polinomial f, que interpola g através dos

seis pontos citados, é dada por:

1 1
f:]R—>R,f(:L’):§x5 — 5:103 —z+1.
Assim, constatamos que:
1 5 1 3
e f(—0,5)= 5(—0,5) - 5(—0,5) — (=0,5) + 1 =1,546875 .
1 1
o f(1,9) = 5(1,9)5 - 5(1,9)3 - (1,9) + 1 =28,050995 .

Portanto, valendo-se do método de interpolagao polinomial de Lagrange, concluimos que:
g(—0,5) ~ 1,546875 e que ¢(1,9) =~ 8,050995 ,

pois f(—0,5) = 1,546875 e f(1,9) = 8,050995 , respectivamente.

Observacao: apos este exemplo acima, repare que, quao maior for a quantidade de pontos a
serem interpolados em nosso problema, mais trabalhoso sera o processo para se resolver e simplificar
as equagoes que surgem durante as etapas do método de interpolagao polinomial de Lagrange.
Assim, ainda que seja possivel resolver manualmente tais problemas, no capitulo 4 sera apresentado
um programa computacional de geometria dinAmica — chamado GeoGebra — que, no qual, apés
se informar os dados que se possui (ou seja, as coordenadas de cada um dos pontos a serem
interpolados), o mesmo automaticamente informa na tela qual é a fungao polinomial que interpola
os dados e traca o respectivo grafico da funcao polinomial interpolante. Além disso, caso necessite,
também se consegue descobrir de forma bastante trivial o valor aproximado da fung¢ao em pontos
dela que possuem abscissa situada no interior do intervalo de interpolacao.

3.2.4 Aumento da Quantidade de Pontos

Uma ideia errénea que pode nos surgir é que, quao maior for a quantidade de pontos tomados
para realizarmos a interpolac¢ao polinomial, mais proxima a func¢ao de interpolagao estara da funcao
que os tais pontos seguem. Repare no exemplo 3.2.14, em que se tem a Fung¢do de Runge, proposta
pelo matematico alemao Carl David Tolmé Runge (1856-1927) ao estudar o comportamento dos
erros na interpolagao polinomial da mesma.

Definicao 3.2.13 (Fungdo de Runge). A funcio abaizo apresentada é chamada de “Fungio de
Runge”:
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1

=11 R N

Exemplo 3.2.14. Observe a Figura 3.5, onde se encontra o grafico da Func¢ao Runge, que denota-
mos por gr, € o grafico de duas funcoes polinomiais interpolantes para a tal fungdo, que denotaremos

por fi e fz.

=

Figura 3.5: Grdfico da Funcao Runge e de duas fungoes interpolantes no intervalo
[-1,1].

No caso, note que:

o A Fungdo Runge, denotada por gg, se trata do grafico com tracado na cor preta;

o A funcao cujo grafico estd na cor verde e denotamos por fi, se trata de uma funcao inter-
polante polinomial de quinto grau de gg, pois pegamos seis pontos igualmente espacados da
Fun¢io Runge dentro do intervalo [-1,1];

« A funcao cujo gréfico esta na cor azul e denotamos por fs, se trata de uma fungao interpolante
polinomial de nono grau de gr, pois pegamos dez pontos igualmente espacados da Fungao
Runge dentro do intervalo [-1,1];
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Perceba que, ainda que o grafico da fun¢ao interpolante em azul seja obtido por uma interpo-
lagdo com um ntmero maior de pontos do que a do grafico da funcao interpolante em verde, a tal
fungao interpolante f> ndo se aproxima melhor da Fun¢dio Runge do que a fungao f;.

Como efeito de curiosidade, nos cabe citar que ja se provou que a sequéncia de fung¢oes polino-
mias { f,,(z) },>1 construidas a partir de pontos de interpolagao igualmente espagados nao converge
para a Fun¢ao Runge no intervalo de valores € (—1, —0,727) U (0,727, 1). Assim, tem-se um
contraexemplo do que se pensava inicialmente e, por isso, nos permite concluir que, quando aumen-
tamos a quantidade de pontos para serem usados na interpolacao polinomial, nao necessariamente
mais préxima (ou melhor) serd a func¢ao de interpolagao.

3.2.5 Erro na Interpolacao Polinomial

Quando utilizamos uma fungao aproximante para obter alguns valores assumidos por uma dada
funcao em estudo, normalmente nao se obtém o mesmo resultado entre elas em todos os pontos do
intervalo. No entanto, sempre se almeja que tais valores sejam proximos. Ainda que isso ocorra,
dependendo do dominio do problema e do método de aproximacao utilizado, o ganho devido a
simplicidade pode compensar o erro gerado pela aproximagao (que sempre se espera ser 0 menor
possivel).

Consequentemente, ao aproximarmos uma funcao g por uma funcao polinomial interpolante f
— de grau menor do que ou igual a n — no intervalo [z, z,], tal fato comentado acima nao deixa
de ocorrer e, por isso, se comete um erro. Donde, o referido erro é dado por

E(z) = g(z) — f(z) : (3.2.10)

para todo x € [xg, T, .

Cabe-nos ressaltar que o estudo do erro na interpolacao polinomial é importante, pois ele
nos permite ter uma ideia de quao préxima (ou quao longe) a funcdo interpolante polinomial f
encontrada estd da funcao g tomada para estudo. Para tal, se tivermos as trés condigoes abaixo
satisfeitas,

o 19) se conhecermos a expressao exata da fungao g (que serd aproximada pela fungdo polino-
mial interpolante f);

e 29) se conhecermos os valores dela em n + 1 pontos do intervalo de interpolagio;

e 39) se a tal g tiver derivadas até a ordem n + 1 ,

entao, conseguimos ter a expressao tedrica do erro para quando aproximamos g por f — através
de interpolacao polinomial, para n qualquer —, através do teorema 3.2.15 apresentado a seguir.
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Teorema 3.2.15 (Teorema do Erro da Interpolagio Polinomial). Seja um conjunto de
n + 1 dados discretos yo, y1, -.. , Yo coletados, respectivamente, em o, 1, ... , Tp, onde
T <11 < T < ... <Typ € (xo,Y), (T1,%1), --- , (Tn,yn) sGo n+ 1 pontos do grifico de
uma funcao g. Além disso, seja g uma fungdo tal que tenha derivadas continuas para todo x no
intervalo [xg, x,] até a ordem n+ 1. Ao se aproximar a tal fun¢io g por uma fungao polinomial
f, de grau menor ou igual do que n, valendo-se de interpolagcdo polinomial, sabe-se que se comete
um erro E(x), tal que

g(n+1)(ax)

m+ 1) [z —z0).(x —21). -+ (z —20)] (3.2.11)

E(x) = g(x) - f(z) =

onde a derivada de ordem n+1 é calculada num ponto o, € (xg, xp,).

Demonstragao: A demonstragdo deste teorema foge do intuito e do escopo deste material.
Para os interessados, deixamos sua demonstragao (baseada na referéncia [21] de autoria de Mércia
A. G. Ruggiero e Vera L. da R. Lopes) no anexo 1.

OJ
Exemplo 3.2.16. Seja a fungdo exponencial, definida por

g:R—=RY , g(z)=e".

Suponha que temos os dois valores assumidos por ela apresentados na Tabela 3.2 em maos e,
valendo-se de interpolacio polinomial, queremos saber uma aproximacdao para o valor de €.

Tabela 3.2: Valores da Fungdo Exponencial

x \ g(x) =¢€®
0
1 e

Observacao: repare que podemos considerar a majoracio e < 2,7183 para o “Numero de

Euler®” (e ).

80 ntimerro irracional e transcendente denotador por “e” e comumente chamado de “Ntmero de Euler”, com os
primeiros 42 digitos decimais apresentados, é dado por: e = 2, 718281828459045235360287471352662497757247 . .. .
Na matematica, o “Ntumero de Euler” — denominado em homenagem ao matematico suico Leonhard Euler —, é
a base dos logaritmos naturais. Na literatura, as variantes do nome do tal nimero incluem: “Numero de Napier”,
“Numero de Neper” , “Constante de Néper”, “Numero Neperiano”, “Ntumero Exponencial”, etc.
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Solugao:

Apoés usarmos a formula 3.2.9 do “Método de Interpolagao Polinomial de Lagrange”, encontra-
mos que a func¢do que interpola polinomialmente a Fung¢io Ezponencial nos dois pontos dados é
dada pela expressao algébrica f(x) = 1,7183z + 1. Logo, uma aproximagao para ¢’ ¢ dada por
£(0,9) = 2,54647 .

Pelo fato de termos n = 1, zp = 0, 2; = 1 e sabermos que gV(z) = e* e ¢ (x) = €, ao

fazermos uso do resultado 3.2.11 (do teorema 3.2.15), concluimos que:

() (@,
E(z) = g(n+(1)!).[(x—xo).(x—wl)] =
. g (ay) . )
@ = e -0e-n =+
?)(a,
E(z) = 9(2()! ) @).(z — 1)) =
Ba) = Sl 1),
onde a, € (zg,2,) = (0,1) .
Logo, temos:
£(0,9) — e;x.[<o,9).(o,9—1)] =
E(0,9) = e;w.[(0,9).(—0,1)] -
E(0,9) = 6;h”.[—o,o9] =

E(0,9) = (—0,045).e%
onde o, € (0,1) .

Como nao sabemos o valor de a, — a nao ser do fato de que «, € (0,1) —, apenas podemos
encontrar um limitante superior para o erro neste caso. Sendo assim, devido a func¢ao exponencial
ser uma funcao crescente, conclui-se que ela é crescente no intervalo (0,1) e, devido a termos que

e =1 e el = e, concluimos que 1 < e* < e. Logo,
|E(0,9)] = |(—0,045).e*| =
1E(0,9)] = (0,045).e% =
|E(0,9)] < (0,045).e = (*Usando o fato de que 1 < e < e ¥)
|E£(0,9)] < (0,045).(2,7183) = (* Usando o fato de que e < 2,7183 *)
IE(0,9)] < 0,1223 . (3.2.12)
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Portanto, concluimos que |E(0,9)| < 0, 1223.

Atencao: repare que a férmula 3.2.11 para o erro tem uso limitado na pratica, pois serao
poucas as situacoes em que conheceremos g™ (x) e, além disso, o ponto a, € (g, r,) nunca é
conhecido. Ao estudarmos a literatura, pode-se perceber que a importancia dessa féormula exata
para o célculo do erro é tedrica, uma vez que é usada na obtencao das estimativas e/ou delimitagao
do erro para as férmulas de interpolacdo. De fato, se pudermos limitar a derivada de ordem n + 1
no intervalo de interpolagao I = [z, x,], de modo a termos

’g(nJrl)(Oéx)’ < Mn+1 = méxxel‘g(nJrl)(x)’ ’

entao, conseguiremos obter uma limitagdo para o erro na interpolagdo polinomial, como foi incitado
no final da soluc¢ao do exemplo 3.2.16 e sera estudado a seguir no corolario 3.2.17, que relaciona o
erro com um limitante de g™+ (x) para o intervalo de interpolaco.

Corolario 3.2.17. Sob as hipdteses do teorema 3.2.15, se g™+ (x) for continua no intervalo de
interpolagao I = [xg, x,], podemos escrever a sequinte relagao:

onde M, = méxqcr|g" ) (z)].

Observacao: se forem satisfeitas as condigoes, a relagdo apresentada neste coroldrio € dita ser
uma majoracgao para o erro na interpolacao polinomial.

Demonstragio: Repare que M, existe, pois, por hipétese, g"*1)(z) é continua em [z, 2,,]
e, entao, tem-se:

B(z)] < m.](x Ca) (@ =), - (=)

Exemplo 3.2.18. Seja a fun¢io g : R — [—1,1], g(z) = sen(x) , em que trés valores dela se
encontram na Tabela 3.3. Através de interpolacdo polinomial, obtenha uma aproximacao para
sen(55°) e faga uma andlise do erro cometido.
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Tabela 3.3: Valores Assumidos Pela Fungdo g do Exemplo 3.2.18

o= (o3
m‘& %H
w‘% B

x (em radianos)

g9()

Note que os valores de x na tabela estao em radianos e, no enunciado, se pede uma aproximacao
S Y

Solugao:
para um ponto onde a abscissa estd mencionada em graus. Diante disso, levaremos em conta que
radianos e faremos todas as contas abaixo em radianos
7, encontra-

55.m

55° correspondem a 27
Apdés usarmos a férmula 3.2.9 do “Método de Interpolacao Polinomial de Lagrange
mos que a func¢ao f, que interpola polinomialmente g nos trés pontos dados, é dada pela expressao

algébrica
f(z) = —0,3515386512% + 1,251252652 — 0, 058778038

25T radianos, uma aproximagao para sen(55°)

onde x é expresso em radianos

Logo, sabendo-se que 55° correspondem a 27

dada por
db.m
= 0,818406769 ~ 0,8184 .
f( 180 ) Y )
Por outro lado, utilizando-se do coroldrio 3.2.17 e sabendo-se que n = 2, ¢®(z) = —cos(x) e
o intervalo de interpolagao ¢ dado por I = [, %], encontramos a seguinte majoracao para o erro
M5 s s T

2

I =1-2 -3

onde M3 = méx,c;|—cos(z)|
Logo, como |—cos(z)| é decrescente no intervalo em estudo, temos que
\/_

‘—COS

M;3 = méx,er|—cos(z)| =

Desta forma,
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55.m My, bb.m s 55.m s 55.m T
E — - —. - —). - — =
| (180 )< 3! ‘( 180 6)<18O 4)<180 3)’
V3
55.m (T) 55.m s 55.m T 55.m T
E < ) - —). - —). - — =
| (180 )< 6 ’< 180 6)(180 4>(180 3)‘
55.7 V3 /55T 30.7 55.1 45.7 55.7 60.7
E < ) — . — . — =
|2 180 )< 12 ( 180 180 ) ( 180 180 ) ( 180 180 )‘
55.7 V3 1,25y 10Ty ;=5
E < . ) . =
| (180)| - 12 (180)(180)(180 )’
55.7 V3 | =58
E(—— < -
(50l = 12123308 ~
| (55.7r | < V3 | 5 N
180 — 12 123328
55.7 V3 | 5.(3,1416)°
< . d * 1416 *
|E( 180 ) < D 53398 ’ = (*Usando o fato de que 7 < 3,1416 *)
55. 3 3
|E( T )< i.]0,006645767\ = (*Usando o fato de que i < 0, 1444 *)
180 12 12
55.
1E( 185)] < (0,1444).(0,006645767) =
55.7
E(—— < 0,000959648 .

Portanto, concluimos que [E(2%T)| < 0,000959648 .

Observacao: quando descobrimos a majoracao para o erro, nao estamos dizendo que ele é
igual a aquele valor encontrado na referida majoracao. Mas sim, que o tal valor obtido é um
limitante superior para o erro (onde o erro pode até ser muito menor que o limitante encontrada
no procedimento).

3.2.6 Estimativa para o Erro na Interpolacao Polinomial

Assim como ja mencionamos acima, ressaltamos mais uma vez que a formula 3.2.11 para o erro
da interpolacao polinomial tem uso limitado na pratica. Além disso, ainda que o corolario 3.2.17
referente a majoracao do erro seja de grande utilidade, ele ndo pode ser usado em muitos casos
na pratica, pois sdo poucas as situagoes em que teremos condi¢oes de obter a derivada n-ésima
da funcdo a ser interpolada (por ela nao existir ou ser dificil de ser calculada ou, também, pelo
fato de, em varios casos, ndo sabermos a expressao algébrica da referida fungao a ser interpolada).
Por exemplo, quando s6 se tem um conjunto de pontos e se quer realizar interpolagao polinomial
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a partir deles, na maioria dos casos, nao se conhece a expressao algébrica da funcao que os tais
pontos seguem.

Diante de tal situacdo exposta, a seguir, primeiramente definiremos o Operador de Diferencas
Divididas e, apés isso, apresentaremos o Método do Operador de Diferencas Divididas para FEstima-
¢ao do Erro da Interpolacdo Polinomial como uma alternativa que pode contornar tal problema e
ajudar, de forma abrangente, a se obter uma estimativa do valor absoluto do erro, |E(z)|, quando
se utiliza a aproximacao por interpolagdo polinomial. Cabe-nos ressaltar que a tinica desvantagem
para tal realizacao, é que, para conseguirmos obter uma estimativa — pelo tal Método do Opera-
dor de Diferencas Divididas para Estimacdo do Erro da Interpolacao Polinomial —, tem-se que
conhecer um valor a mais (além das n + 1 coordenadas dos nés de interpolagao ja utilizadas para
obter a funcao de aproximacao por interpolacao polinomial de grau menor ou igual que n, como
foi visto, por exemplo, pelo “Método de Interpolagao Polinomial de Lagrange” para obté-la) para
poder usé-lo. Ou seja, teremos que saber as coordenadas de mais um ponto (além dos n+ 1 usados
para obter a func¢ao de interpolagdo polinomial), pois essa condigdo é necessaria para poder usar
o método apresentado na definicao 3.2.24.

Definigao 3.2.19 (Operador de Diferengas Divididas). Seja g uma fungio tabelada em n+1

pontos distintos de abscissas xo, x1, -+ , T, . Definimos o operador de diferencas divididas
por:

glzo] = g(zo) (Ordem Zero)

glwo, x1] = w (Ordem 1)

_ glz1,x2] — glzo,x1]

glzo, x1, 1] = FEIL TR0 (Ordem 2)

glxo, 21, 2o, 23] = g[xl’m’x;;:igxo’xlm] (Ordem 3)

g[x(b L1, X2, T3y * ,.',Un] = 9[551755275537‘“793nm]n__9[x$;),9317332,“',1‘n_1] (OTdem TL)

Dizemos que glxo, x1, -+, xx] € a diferenca dividida de ordem k da funcgao g sobre os k+1

pontos de abscissas xo, 1, T .

Observagao: além das expressoes acima apresentadas, nos cabe ressaltar que se quiser-
mos o operador de diferencas divididas genérico de ordem k (com 0 < k < n), denotado por
glzjy, xjy, -+, xj,], onde jo, j1, -+, ji € qualquer permutacdo de 0,1, --- ,k , nos basta seguir a
definicao 3.2.19 acima apresentada, olhar na férmula presente na linha referente a Ordem k e subs-
tituir o valor de zg por zj,, o valor de z; por z;,, o valor de z, por z;, e, assim por diante, até
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substituir o valor de x por z;, na tal formula presente na linha referente a Ordem k. Por exemplo,
seguindo a definicao apresentada, conclui-se que:

glzs, x4 = glza] — glzs]

T4 — X3 )
_ glza] — g[zr]
9[1'7,.171] —  ri—x7
_ glws,xa] — glzo,w3]
g[l'g,l'g,.fl?;;] - )

T4 — T2

_ glzs,xa,x2] — glr1,xs,24]

glT1, T5, T4, T2] = —— )

_ glza,ws,26,05] — glre,T4,28,76]
g[x27$4>x87x6ax5] - T5 — oo .

Defini¢ao 3.2.20 (Tabela das Diferengas Divididas). Se for dada uma fungio g e forem
conhecidos os valores que ela assume em xg, 1, ..., Ty, podemos construir a tabela das dife-
rencas divididas a sequir:

Tabela 3.4: Tabela das Diferencas Divididas

T \ Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem n
Zo 9[%]

g[xo,:vﬂ
T 9[331] 9[350,51717552]

g[xlailfz} 9[950,371,$2,$3]
T2 9[33'2] 9[371,$2,333]

g[$2,$3} 9[96’07%,%2,963]
T3 g[xg] 9[@;953,%4] 9[$0,$1,I2,$37 s 71:71]

9[$3,$4}
Ty 9[%]

g[xn—?n Tp—2, xn—l]
9[%1—2, Tp—1, xn]
glTn—1, ]

Ty, gl

Exemplo 3.2.21. Seja g uma funcao tabelada em cinco pontos apresentados abaizo:
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Tabela 3.5: Valores da Funcdao g do Exemplo 3.2.21

v | gx)
-1 1
0 1
1 0
2 —1
3 —2
Atribuindo-se a notagdo xo = —1, x1 =0, o = 1, 3 = 2, x4 = 3 e, respectivamente,

flzo) =1, f(z) =1, f(ze) =0, f(zs) = =1, f(xy) = —2, temos que os operadores das
diferencas divididas para o exemplo sao dados por:

®glzo] =1;

e glz] =1;

°glza] =0

o glws] =—1;

o glzy = -2
[

o glzy, 1] = &L =1
o glro, 3] = T = —1;

o glrg, ) = 5T = 1

o glzg, 1, x9) = 1_1(*(1)) _ _% :

o glry, 10, 23] = —21_461 —0-

gz, w,wa) = =5 = 0

o glmo. .o, mi] = S = 1

o glzy, 0,23, 24] = % —0;

o g[zo, 1, T, T3, 4] = 33(*%1) "

Portanto, sua tabela das diferencas divididas é dada por:
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Tabela 3.6: Tabela das Diferencas Divididas para o Exemplo 3.2.21

T ‘ Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4

-1 1
0
1
0 1 -3 1
-1 1 1
1 0 0 —51
-1 0
2 -1 0
-1
3 —2
Propriedade 3.2.22. Como propriedade das diferencas divididas, sabe-se que g|xo, T1, T, T3, -, Tk]
¢ simétrica nos arqumentos. Portanto, tem-se que:
g[wo,xhxm Ty, 79319] = g[$j0, LjirLjos Ljzy " 7'rjk] )
onde jo,J1, -+, Jr € qualquer permutacao de 0,1, --- | k.
Teorema 3.2.23. Seja g uma fungdao tabelada em n+1 pontos distintos de abscissas xqg, 1, -+ , Ty .

Entao, tem-se que:

g(n+1)(a$)
glxo, 1, o, T3, -, Ty, L] = W ,onde x, € (xg,T,) € oy € (Tg,Ty).

Demonstracgao:

Seja f a tnica funcado polinomial que interpola a funcao g em xg, 1, 22, ... , x,. Pelo
teorema 3.2.11, temos que

g(n+1)(ax)
E(z)=g(x) — f(z) = W[(m —z0).(r —x1). -+ (z— )], (3.2.14)

onde a, € (zg, z,).

Se consultarmos o resultado presente na pagina 226 da referéncia [21] — de autoria de Mércia
A. G. Ruggiero e Vera L. da R. Lopes —, onde se apresenta a deducao da forma de interpolagao

polinomial pelo método de Newton (que é outro método existente para obter a férmula da fungao
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polinomial interpoladora que pode ser obtido também na mesma referéncia que acabamos de citar),
constatamos que

E(x) = g(x) — f(x) = glwo, 21, 22,23, T, Ta)[(x — 20).(x — 21). -+ (x —2,)] , (3.2.15)

onde z, € (xg, Tp).
Desta forma, valendo-se de 3.2.14 e 3.2.15, concluimos que

g(n+1)(a$)

(n + 1)! - g[l'o,xl,xg,x3, T 7$nax*] )

onde z, € (xg, Tp).
Logo, pode-se perceber que este teorema evidencia a relagao entre a diferenca dividida de ordem
n + 1 e a derivada de ordem n + 1 da fungao interpoladora g.

O

Definigao 3.2.24 (Método das Diferengas Divididas para Estimacdo do Erro da Inter-
polagdo Polinomial). Se soubermos os valores assumidos por uma fungao g apenas em alguns
pontos tabelados, o valor absoluto do erro |E(x)| resultante da interpolagio polinomial sé pode ser
estimado. Isto ocorre, pois, neste caso, nao é possivel calcular o valor de g(”“)(aaj) na formula
3.2.11 e nem o de M, 1 na formula 3.2.13 da majorag¢ao do erro do coroldario 3.2.17. No entanto,
se construirmos a tabela das diferencas divididas até a ordem n + 1 para os tais valores tabela-
dos, pode-se usar o maior valor em modulo destas diferencas como uma aprorimagdo para (J\ZH)I,
no intervalo de interpolagio [xo,x,]. Neste caso, se denotarmos o maior valor em mddulo destas
diferencas por M*, dizemos que:

|E(z)| = M*.|(x —x¢).(x —x1). -+ (v —z,)] - (3.2.16)

Tal método € conhecido como Método das Diferencas Divididas para Estimacdao do
Erro da Interpolagcao Polinomial na literatura.

Observagao: repare que, segundo as condigoes iniciais citadas, para podermos usar o método
acima, precisamos saber o valor assumido pela funcao a ser interpolada, g, em n + 2 pontos:
(o, y0), (T1,91), - (Tn,Yn) € (T4,ys) —onde xg < 1 < 23 < ... < T, € T, pertence ao
intervalo (z¢, x,) — em que os n+ 1 primeiros pontos apresentados sao os utilizados pelo “Método
de Interpolacao Polinomial de Lagrange” para descobrir a func¢ao de aproximagao, f, que aproxima
g por interpolagdo, e o ponto (z*,y*) é a informacao “extra” que se faz necessiria apenas para
se construir a tabela de diferencas divididas para, através dela, utilizar o “Método de Diferencas
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Divididas para Estimacao do Erro da Interpolagao Polinomial” e, assim, obter uma estimativa para
o erro na mesma. Isto se deve ao fato de que, para construirmos a tabela de diferencas divididas
até a ordem n + 1, necessitamos dos valores das coordenadas de n + 2 pontos da func¢do a ser
interpolada. Assim, em resumo, pode-se dizer que, além dos n + 1 usados para obter a funcao
de interpolagdo polinomial, f, temos que ter o conhecimento de mais um ponto de g (que serd
util apenas para a elaboracao da tabela de diferencas divididas, juntamente com os valores das
coordenadas dos outros n + 1 pontos, e tal ponto “extra” nao nos auxiliarda em nada na obtencao
da fungdo de interpolagao polinomial, f, citada). Ressaltamos também que esse ponto “extra”,
P* = (z*,y*), ndo necessariamente ird satisfazer a equagao algébrica da funcao de interpolagao
polinomial f obtida pelos outros n 4+ 1 pontos conhecidos inicialmente.

Exemplo 3.2.25. Seja g uma funcao tabelada em trés pontos, como sio apresentados na Tabela
3.7:

Tabela 3.7: Valores da Funcao g do Exemplo 3.2.25

z | gla)
0,10 | 1,050
0,12 | 1,072
0,20 | 1,200

a-) Obtenha um valor aprozimado para g(0,16) através do Método de Interpolagao Polinomial
de Lagrange, valendo-se dos trés pontos tabelados.

b-) Dé uma estimativa para o erro da aprorimacao feita no item anterior, valendo-se dos trés
pontos presentes na Tabela 3.7 e da informacao “extra”, de que ¢(0,18) = 1,19. Observagao:
utilize o Método das Diferencas Divididas para Estimacdo do Erro da Interpola¢io Polinomial.

Solucgao:

a-) Ao valer-se da férmula 3.2.9 do “Método de Interpolagao Polinomial de Lagrange”, obte-
remos que a fungdo polinomial f: R — R, f(x) = 52% + 1 é a que interpola polinomialmente os
trés pontos apresentados. Logo, pode-se constatar que

£(0,16) = 5(0,16)% + 1 =5.(0,0256) + 1 = 1,128 .

Portanto, conclui-se que ¢(0,16) ~ 1,128 .

b-) Valendo-se dos dados apresentados no enunciado, temos os seguintes trés pontos de inter-
polagdo — Py = (w9; yo) = (0,10 ;1,050), P, = (z1; y1) = (0,12 1,072) e P, = (25 42) =
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(0,20 ; 1,200) — e, além disso, da informagao “extra”, temos que P, = (0,18 ; 1,190). Assim,
podemos usar o “Método das Diferencas Divididas para Estimacgao do Erro da Interpolagao Poli-
nomial”.

Os operadores das diferencas divididas para o exemplo sao dados por:

] _ 1,072-1,050 __ 0,022 _ 1.1

ol

il

il

il

° gl 0,12—0,10 0,02
o g1, z.] = L190-1,072 _ 0418 _ 1 ggg6 -
il

il

* gr1

[

0,18—0,12 0,06
_1,200—1,190 _ 0,01
T, Ta) = 020018 — ooz — 09

_ 1,9666—1,1 _ 0,8666
T, T1, Ti| = o101 = oos = 10,8325

0,5—1,9666 __ —1,4666 __ .
0,20—-0,12 0,08 18,3325 ;
_ —18,3325-10,8325 _ —29,165 _ _
0,20—0,10 ~ o1 291,65 ;

&
=
%

5
S
|

Portanto, sua tabela das diferencas divididas é dada por:

Tabela 3.8: Tabela das Diferencas Divididas do Exemplo 3.2.25

T \ Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3

0,10 1,050
1,1
0,12 1,072 10, 8325
0,18 1,190 —18,3325
0,5
0,20 1,200
Como o maior valor em médulo das diferencas é dado por M* = |—291, 65| = 291, 65, podemos
concluir que:
|E(x)] ~ M"|(x—x0).(x —x1).(x — 29)] =
|E(x)] =~ 291,65.](x —0,10).(x — 0,12).(x — 0, 20)|

onde z € I =0, 10, 0,20].

Logo, temos:
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|E(0,16)] ~ 291,65./(0,16 — 0, 10).(0, 16 — 0,12).(0, 16 — 0, 20)| =
~  291,65./(0,06).(0,04).(—0,04)| =
~  291,65./—0,000096] =

Q

291, 65.(0,000096) = 0,0279984 .

Portanto, concluimos que |E(0,16)|~ 2,8.1072.

Atencao: deve-se ter um pouco de cuidado e parcimémia quando se utilizam estimativas para
o erro da interpolacao polinomial, pois, como a prépria palavra especifica, sdo “estimativas”. Com
relacao ao erro dado pelo Método das Diferencas Divididas, perceba que nele também pode existir
algum erro introduzido diretamente no calculo das estimativas e, além disso, h& de se considerar
também os erros que provém dos erros de arredondamento no calculo das diferengas. Desta forma,
se nao prestarmos atengao no que fazemos e concluimos, pode ser que estamos afirmando algo com
seguranga, que nao deveriamos fazé-lo, pois estariamos fazendo céalculos a mais para estimar um
erro que pode estar cheio de erros inerentes embutidos.

3.3 Interpolacao por Spline

Nas secoes anteriores, tratamos a respeito da aproximacao de fungoes arbitrarias por fungoes
polinomiais valendo-se de um conjunto finito de valores da mesma em algumas medidas de seu
dominio. Entretanto, a natureza oscilatéria das fungoes polinomiais de alto grau e a propriedade de
que uma flutuagdo em uma pequena parte do intervalo pode induzir grandes flutuagoes sobre todo o
intervalo acabam por restringir seu uso em alguns casos de utilizagdo, quando ha muitos pontos para
interpolar polinomialmente (como exemplo, no caso da Fun¢io Runge apresentada acima). Diante
disso, nos cabe revelar que uma abordagem alternativa para a tal situacao, que é frequentemente
usada, ¢ dividir o intervalo todo em um conjunto de subintervalos menores subsequentes e, em
seguida, construir uma funcao polinomial interpolante para cada subintervalo subsequente tomado
e, assim, garantir uma transicdo suave (sem grandes oscilagdes) de um ponto para outro. No
caso, a aproximagao por fungoes desse referido tipo é chamada de interpolagao por funcgoes
polinomiais por partes ou por interpolacao por spline’ na literatura. No caso, perceba que
o método de interpolagdo polinomial por partes se trata do Método de Interpolacao Polinomial
de Lagrange aplicado individualmente sobre subgrupos de pontos presentes em subintervalos do
intervalo todo do conjunto de dados que se tém.

A interpolacdo polinomial por partes mais simples é a interpolagao polinomial linear por
partes (ou, simplesmente, spline linear), que consiste em unir cada par de pontos (dentre o

9A origem da palavra spline se remete & mesma da palavra splint (tala, em portugués). Inicialmente, spline era o
nome dado a um pequeno pedacgo de madeira que podia ser usado para unir duas tabuas. Depois, a palavra passou
a ser usada para se referir a uma longa tira flexivel, geralmente feita de metal, que podia ser usada para desenhar
curvas continuas que forcavam a tal tira a passar por pontos especificos.
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conjunto todo de pontos que se tém) por um segmento de reta que sdo ligados continuamente
pelos nds de interpolagao extremos, conforme mostrado na Figura 3.6.

yl
2.
f
1 g
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 E

Figura 3.6: A fungdo g (em preto) é interpolada por splines lineares pela fungdo f
(na cor azul) no intervalo das abscissas entre os 10 nés de interpolagdo dados.

H&4 duas outras nomenclaturas usadas para tipos especificos de interpolagao polinomial por
partes (ou splines) que, pela frequente utiliza¢ao, merecem ser citadas: interpolagdo polinomial
quadratica por partes, que se trata de tracar uma parabola por cada terno de pontos toma-
dos subsequentes que sao ligados continuamente pelos nés de interpolagao extremos do terno, e
interpolacao polinomial cibica por partes, que se trata de tragar uma funcao polinomial
cubica por cada conjunto subsequente de quatro pontos tomados subsequentes que sao ligados
continuamente pelos nés de interpolagao extremos da quadrupla tomada.

Exemplo 3.3.1. A Figura 3.7 ilustra um modelo de Fusca, que em 1972 passou a ser o carro mais
vendido no mundo.

Figura 3.7: Fusca

Na computagdao grifica, € de suma importancia que os desenhos que aparecem na tela figuem ve-
rossimeis com 0s dos tracados de um esboco manual. Assim, muitas vezes, para tornar os desenhos
manipuldveis no computador, utiliza-se de um esbogo do mesmo e, por cima dele, se faz tracados
valendo-se de pontos, coordenadas, fungoes especificas e aproxrimagcoes da mesma em programas
computacionais. Desta forma, por exemplo, para aproximar o perfil superior do carro ilustrado
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CAPITULO 3. INTERPOLACAO POLINOMIAL

na Figura 3.7, primeiramente sao escolhidos pontos ao longo da curva pelos quais se deseja que
o grifico da funcao de aprorimacao passe. A Tabela 3.9 lista as coordenadas de 16 pontos dados
em relacdo ao sistema de coordenadas sobreposto sobre a ilustracdo do carro mostrado acima e, na
Figura 3.8, se encontra o grdfico da fungdo de interpolag¢do polinomial — obtida pelo Método de
Interpolacao de Lagrange — usada para aproximar o tal conjunto de pontos do tracado da parte
superior do Fusca.

Tabela 3.9: As coordenadas dos pontos tomados como nés da interpolacdo sobre a

funcdo g (que representa o tracado do perfil superior do carro no esboco apresen-
tado).

x 3,06 | 3,561 | 426 | 4,78 | 551 | 648 | 7,55 | 9,32
f(z) | 3,16 | 3,75 | 431 | 473 | 566 | 6,11 | 6,28 | 6,33

r ] 10,33 [ 11,13 | 11,54 | 12,56 | 13,77 | 14,62 | 15,04 | 15,42
f@) | 6,14 | 556 | 5,04 | 493 | 465 | 4,16 | 3,14 | 2,74

-2

Figura 3.8: A func¢do de aproximacgdo por interpolacdo polinomial para os tais nés
de interpolacao citados.

Agora, valendo-se do mesmo sistema de coordenadas sobreposto sobre a ilustrag¢io presente na
Figura 3.7 e dos mesmos 16 pontos tomados, na Figura 3.9 a sequir, apresentamos a funcao de
aprorimagcao de interpolacao por splines lineares para os tais nos de interpolacao citados.
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=2

Figura 3.9: A fungdo de aproximacgdo por interpolagdo através de splines lineares
para os nos de interpolacdo citados.

Com a finalidade de comparacgao, perceba que a Figura 3.8 fornece uma aproximagao do perfil
superior do carro através de uma func¢do polinomial interpolante, que ajusta as coordenadas dos
pontos citados e que estao presentes na figura retratada. Note que tal fungdao polinomial inter-
polante é de grau 15 (pois temos 16 pontos de nés de interpolacao) e oscila de forma abrupta e
produz uma ilustracao bastante estranha e irregular de parte do teto e, sobretudo, do capd do
carro. Agora, por outro lado, a Figura 3.9 fornece uma aproximacao do perfil superior do carro
através de uma fung¢do polinomial linear interpolante por partes (func¢do interpolante por splines
lineares). Neste caso, repare que o grafico da fungdo linear interpolante por partes (Figura 3.9)
se ajusta valendo-se dos mesmos pontos usados para a aproximacao por interpolacao polinomial
realizada, mas se aproxima de forma a modelar a parte superior do Fusca de forma bem melhor
e mais precisa que se comparada a por interpolacdo polinomial sem ser por partes (Figura 3.8).
Tal fato, pode ser explicado pelo “Fenémeno de Runge!®”, que demonstra que polindmios de grau
elevado sao normalmente pouco recomendaveis para a interpolacao.

Diante do que foi apresentado acima, nos cabe fazer um adendo e ressaltar que, quando se tem
um problema a resolver por interpolacao polinomial, se deve primeiramente analisa-lo e decidir
se é mais conveniente usar interpolagao polinomial com todos os pontos do intervalo estudado de
uma vez s6 ou se é melhor dividir o intervalo em varias partes e fazer interpolacdo por partes —
em cada um dos subintervalos individualmente —, de forma a obter uma func¢do de aproximacao
continua. Geralmente, o que se nota na pratica é que a interpolagdo polinomial por partes é mais

100 “Fenémeno de Runge” é um problema de oscilacio nas bordas de um intervalo, que ocorre quando se usa
polinémios com ordem elevada. Foi descoberto por Carl Runge quando investigava erros na interpolagado polinomial
para aproximar certas fungoes (como apresentado no exemplo 3.2.14). O problema pode ser evitado usando curvas
spline e, como tentativa para diminuir o erro da interpolacdo, podemos aumentar o nimero de segmentos usados
para construir a spline, ao invés de aumentarmos o grau do polindomio da funcdo polinomial interpolante.
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CAPITULO 3. INTERPOLACAO POLINOMIAL

aconselhada quando se tem muitos pontos, como foi apresentado no exemplo para aproximar o
tracado do carro, no qual, se tinha 16 pontos como referéncia. Consequentemente, quando se tem
poucos pontos — em geral, dez ou menos —, se deve aplicar o “Método de Interpolagao Polinomial
de Lagrange” de uma sé vez sobre todos os pontos e, assim, encontrar uma tnica fungao polinomial
para o intervalo estudado. No entanto, reforcamos que, ainda que se aconselha neste material a
fazer tal escolha, nao ha uma regra para a mesma. Logo, o bom senso sempre é necessario para
fazer esta escolha, pois, além do rigor dos dados coletados, também se deve saber, de antemao, o
tipo de uso que sera dado para tal funcao de aproximacao obtida. Como nao utilizaremos tantos
pontos e nao vislumbramos a necessidade para sua utilizagdo no momento, somente utilizaremos e
daremos énfase para a aplicacao do “Método de Interpolagao Polinomial de Lagrange” nos exemplos
apresentados nos préximos capitulos deste material.
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Capitulo 4

Recurso Computacional

Neste capitulo, apresentaremos um programa computacional que, de forma bastante simples,
nos permite interpolar polinomialmente um conjunto de pontos dados a priori. Assim, com o auxilio
dele, podemos descobrir qual é a expressao algébrica da fungao polinomial interpolante, visualizar
o grafico da mesma na tela do computador e, caso quisermos, ele também nos proporciona saber
um valor aproximado da referida funcao em pontos onde a abscissa se situa no interior do intervalo
de interpolacao.

4.1 GeoGebra

O GeoGebra é um programa computacional de matematica dindmica que junta geometria, al-
gebra, calculo e estatistica. Ele foi criado pelo professor austriaco Markus Hohenwarter e recebeu
diversos prémios educacionais na Furopa e Estados Unidos. Este programa constitui uma ferra-
menta 1til para aprender e ensinar matematica em todos os niveis, além disso, contribui para que o
aluno faca conjecturas e observe a validade de propriedades e resultados. Atualmente, o GeoGebra
¢ de dominio publico e conta com desenvolvedores em diversos paises, por isso, constantemente
adquire novos pacotes e recursos que o tornam cada vez mais atrativo e dinamico.

Antes de comegarmos a descrever os procedimentos necessarios ao andamento das atividades
deste capitulo, recomendamos que se va até o site do GeoGebra — citado na referéncia [25] — e
instale uma versao atualizada do referido programa em seu computador. Todos os comentarios e
procedimentos fornecidos com respeito ao GeoGebra neste material se referem a versao 5.0.68.0
dele, pois é a versao que usamos para a elaboracao das atividades e dos respectivos roteiros delas
neste trabalho.

4.2 Interpolacao Polinomial com o Geo(ebra

Quando se tem poucos dados coletados e, consequentemente, poucos pontos, até que é viavel
interpola-los polinomialmente de forma manual — com o auxilio de um lapis, uma borracha e de
apenas um pouco de raciocinio e traquejo algébrico —, valendo-se da férmula 3.2.9 (do “Método
de Interpolagao Polinomial de Lagrange”) e/ou através da resolugdo direta de um sistema linear
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correspondente ao conjunto de pontos fornecidos (como foi feito, por exemplo, nos exemplos 2.3.36
e 2.3.37). No entanto, acreditamos que, ainda que seja possivel obter de forma manual a fungao
polinomial que interpola mais que quatro pontos, julgamos que um programa computacional que
realize tal interpolagao polinomial seja de grande ajuda. Pelo que se nota, pode-se dizer que, além
destes programas computacionais existentes serem um tanto quanto precisos, eles, geralmente, sao
bastante praticos e fornecem os resultados imediatamente apds digitarmos as coordenadas dos
pontos, com os quais queremos trabalhar.

A seguir, elencaremos os procedimentos necessarios para que, ao se ter um conjunto finito
de pontos dados a priori, consigamos os interpolar polinomialmente valendo-se do GeoGebra.
Através dos procedimentos enumerados em forma de “passo a passo”, poderemos descobrir qual
é a expressao algébrica da funcao polinomial interpolante, visualizar o grafico da mesma na tela
do computador e, dentre outras coisas, descobir um valor aproximado para a referida func¢ao em
pontos onde a abscissa se situa no interior do intervalo de interpolagao.

4.2.1 Procedimentos

Passo 01: Abra um novo arquivo do GeoGebra.

Figura 4.1: Passo 01.

Passo 02: Clique no ponteiro de seta situada na barra lateral direita da janela de visualizacao
para abrir o menu Disposigoes. (Veja a Figura 4.2.)

Passo 03: Apés isso, dentre as opgoes, selecione Planilha de Cdlculos. Repare que uma plani-
lha aparecerd no lado esquerdo da tela. (Veja a Figura 4.3.)
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Figura 4.2: Passo 02.
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Figura 4.3: Passo 03.

Passo 04: Suponha que se tenha n + 1 pontos denotados por (xg,yo), (1,91), -+ 5 (Tn,Yn),
onde g < 11 < 3 < ... < x,. Digite as coordenadas de cada um dos tais pontos que se tem em
cada uma das linhas separadamente da planilha — ou seja, se deve comecar pela linha 1 e ir até a
linha n 4+ 1 com tal procedimento —, mas faca isso com a regra de que se deve digitar a abscissa
deles na coluna A e a ordenada na coluna B, perante cada linha referente a cada ponto. Atencao:
caso seja necessario introduzir algum nimero nao inteiro na planilha, se deve usar ponto (ao invés
de virgula) para separar a parte inteira da parte decimal.
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Observacgao: no caso, para efeito didatico, iremos trabalhar com cinco pontos dados, ou seja,
trabalharemos com n + 1 = 5, portanto, n = 4.
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Figura 4.4: Passo 04.

Passo 05: Selecione todas as células usadas da planilha (campos marcados com as coordenadas
dos pontos tomados inicialmente e que foram digitados).
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Figura 4.5: Passo 05.

Passo 06: Vi até a segunda caixa de ferramentas localizada no topo da tela (aquela que tem
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um grafico de barras azul como representacao e que esta ao lado direito da caixa de ferramentas
mover, que tem a figura da seta do cursor do mouse como representacao) e, dentre as opgoes,
selecione o recurso Andlise Bivariada.

| Geosebra e i
Ao Edtar Extir Opgdes Feramentas Jansla Auda Envar

\im ”‘”:L : R

el e umarea D[ s e Voo &

52 masemmaraca
[Eape——

B\ Calculadora de Provabiitades

B
3

[s[s]s]5]s]=

Y

Figura 4.6: Passo 06.

Passo 07: Clique em Analisar na janela Fonte dos Dados que aparecera.
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Figura 4.7: Passo 07.

Passo 08: Na janela Andlise de Dados, va até o canto inferior esquerdo e, na caixa de selecao
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intitulada Modelo de Regressao, escolha a opgao Polinomial. Lembre-se que se forem dados n + 1
pontos, para se realizar uma interpolagao polinomial, se deve escolher um grau menor ou igual do
que n para o polindmio interpolador. Logo, na caixa de sele¢ao situada abaixo da caixa Modelo
de Regressao (usada anteriormente), clique em n (onde n + 1 é a quantidade de pontos tomados
no estudo). Observagao: no caso, para efeito didatico, como usamos cinco pontos, colocaremos o
valor 4 na referida caixa.

~ Planina @[> Janelade Visuaizagio ®

i scaterpiot - o)

o v 818

Figura 4.8: Passo 08.

Repare que o grafico da funcao interpolante aparece!! na tela e, além disso, a expressao algé-

brica da fun¢ao polinomial também pode ser visualizada. Consequentemente, caso se queira saber
um valor aproximado para a funcao, va até a caixa localizada abaixo do grafico da fungao e que se
chama Avaliar em x igual a, digite o valor de x tal que se quer saber o valor assumido pela funcao
nele e aperte Enter no teclado do computador. Perceba que, ao se fazer isso, o valor que se quer
saber aparecera imediatamente no campo denominado ¥y igual a (situado ao lado direito de Avaliar
em z igual a citado e usado anteriormente). Note que se pode consultar os valores assumidos para
quantos pontos se queira, desde que a janela continue aberta na tela e sobreposta a janela principal
de visualizagao do GeoGebra.

Atencao: aqui precisamos fazer um adendo com respeito aos valores digitados para = e os
subconsequentes valores assumidos pela func¢ao interpolante nos mesmos. Em termos praticos,
se deve ter em mente que, numa situacao de andalise de uma medida real, s6 devemos avaliar
valores compreendidos entre o intervalo (xg,z,), pois este equivale ao dominio da fung¢ao polino-
mial interpolante. Lembre-se: fora desse intervalo vocé nao pode ter certeza do que vai acontecer,

1 Cabe-nos ressaltar que, se os procedimentos tiverem sido feitos corretamente e o grafico ndo aparecer na tela
neste momento, é porque nao existe o polinémio de grau n que interpola os n + 1 pontos tomados.
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pois a teoria de interpolagao polinomial s6 nos permite trabalhar com valores no interior do mesmo.

Observagao: o GeoGebra se utiliza de arredondamento em seus trabalhos e calculos feitos.
Assim, caso se queira mudar as opgoes de arredondamento do mesmo, deve-se clicar na aba Opgoes
— localizada no topo da tela —, clicar em Arredondamento e escolher a opcao desejada e que lhe
for mais 1util.

Scaterplot - )

v 8185

X A12S
Modelo de Regresso
Polnomial v  y=0.117'— 1492+ G172~ 7,60 2+ 49

e 1= y-

Figura 4.9: Alterar as opgoes de arredondamento no GeoGebra.

Passo 09: Para melhor visualizacao, clique sobre o “X” localizado na barra superior da pla-
nilha e a feche, pois, como ji inserimos todos os dados, nao a utilizaremos novamente. (Veja a
Figura 4.10.)

Passo 10: Caso queira importar o grafico da funcao interpolante para a janela principal do
GeoGebra, clique com o botao direito do mouse sobre o tracado do grafico — presente na Andlise
de Dados — e clique em Copiar para Janela de Visualizagao. Note que o grafico apareceu onde
desejavamos. Apoés isso, feche a janela Andlise de Dados, pois, agora, trabalharemos apenas na Ja-
nela de Visualiza¢io. Consequentemente, ali, se pode alterar as opgoes do tracado do gréfico (cor,
espessura, opacidade, estilo de tracado e etc). Para tanto, clique com o botao direito do mouse
sobre o referido grafico e selecione a opgao Propriedades e, na caixa que abrird, escolha as opgoes
a gosto e, depois de se fazer as alteragoes desejadas, feche a janela da aba sobreposta a janela
principal de visualizagao do GeoGebra. Repare que a expressao algébrica da funcao que estamos
trabalhando aparece escrita na Janela de Algebra e é denotada por g. Para alterarmos a notacao
para f, clicamos com o botao direito do mouse sobre o tracado do grafico novamente e seleciona-
mos Propriedades. Dai, no campo Nome — localizado dentro da aba Bdsico da caixa Preferéncias
que abrird —, apague o que esta escrito e digite f. Depois, va até a caixa de selecao ao lado do
seletor Ezibir Rotulo (situado ainda dentro da aba Bdsico) e escolha a opgao Nomeés Valor. Feche
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a caixa de ferramentas Preferéncias e note que a tal funcao interpolante passa a ser reconhecida
no programa computacional pela denominacao f e sua expressao algébrica pode ser visualizada ao
lado do grafico.

Observagao: como efeito didatico, ressaltamos que alteraremos o tragado do gréafico para azul
e aumentaremos a espessura da linha do mesmo para a opcao 9 (dentro de uma faixa de 1 a 13).
(Veja a Figura 4.11.)
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Figura 4.10: Passo 09.
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Figura 4.11: Passo 10.
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Passo 11: A Janela de Algebra e o Campo de Entrada sao de bastante utilidade ao se trabalhar
no GeoGebra. Assim, para fazer com que eles aparecam na tela, va até Ezibir (que se localiza na
aba superior do programa) e, dentre as opgoes, clique em Janela de Algebra. Consecutivamente,
repita o processo e, novamente na aba Ezibir, clique em Campo de Entrada. Note que a referida
janela apareceu no lado esquerdo da tela do computador e o Campo de Entrada surgiu na parte
inferior da janela de visualizagao. Além disso, caso se queira visualizar outras posi¢oes do grafico
da funcao interpolante, v4 com o cursor do mouse até a décima segunda caixa de ferramentas do
GeoGebra e clique sobre a ferramenta Mover. Consequentemente, va até a Janela de Visualizac¢do
e, valendo-se do mouse, clique sobre ela e, mantendo ele pressionado, arraste a posicao do grafico
e aumente e/ou diminua o zoom da tela, com a finalidade de deixar o grafico numa posigao visual
desejada.

Figura 4.12: Passo 11.

Observagao: caso ainda se queira saber outros valores assumidos pela tal fungao interpolante
— por exemplo, o valor assumido em zp = 7,5 —, ainda podemos fazé-lo. Basta ir no Campo de
Entrada de Dados, clicar no interior dela e digitar a = f(xp) — no caso, para o exemplo citado,
bastaria digitar a = f(7.5) —, pois, ap0s isso, o valor requerido aparecerd na janela de dlgebra (ao
lado da constante “a” criada).

Passo 12: Recomendamos este passo com o intuito didatico e, sobretudo, para fazer com
que se consiga obter o valor da funcao de aproximacao por interpolac¢ao polinomial em varios
pontos distintos de seu grafico — que possuam abscissas pertencentes ao interior do intervalo de
interpolagao da situagao-problema — , de maneira mais rapida e visualmente eficiente (apds, é
claro, de ja ter concluido os “passos” anteriores e obtido o grafico da fungao de interpolacao f
tragado na tela do computador).
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Para tanto, fixaremos um ponto no grafico da funcao de interpolagao f e criaremos um controle
deslizante'?, que nos permitird variar a medida da abscissa zp do tal ponto dentro do intervalo de
interpolagao e, consequentemente, descobrir de modo rapido e eficiente o valor da ordenada dele,
f(zp), que se trata do valor estimado pela fungao de interpolacao quando x = zp.

Assim, por exemplo, digite xp = 7.5 no interior do Campo de Entrada do GeoGebra e aperte
Enter. Depois, clique novamente no interior do Campo de Entrada, digite a = f(xp) e aperte
Enter.

Coloque o ponto P = (xp,a) no grafico: para tanto, digite P = (z__P,a) no Campo de Entrada
e aperte Fnter. Perceba que o ponto P apareceu na tela sobre o grafico de f. Clique com o botao
direito do mouse sobre o referido ponto na Janela de Visualizagao e clique em Propriedades. Na
janela Preferéncias que aparecerd, va até a aba Bdsico e, na caixa de sele¢do ao lado do seletor
Ezibir Rotulo, escolha a opcao NomeédValor. Além disso, va até as abas Cor e Estilo — situadas
ainda na Janela de Visualizagdo —, altere a cor do ponto P para uma cor diferente do tracado
do grafico e o tamanho dele para um valor que torne a visualizacdo do mesmo um pouco mais
evidente do que a espessura do tragado do grafico de f. Depois disso, clique em Fechar.

Para colocar zp em um controle deslizante na Janela de Visualizacao, aponte o cursor do mouse
para zp = 7.5 na Janela de Algebra, pressione o botdo direito do mouse e selecione Ezibir Objeto
no menu que se abre. Repare que um controle deslizante, que estd em funcao do valor de zp,
apareceu na tela.

T € & ol L aT—_—

Figura 4.13: Passo 12.

Desloque o cursor do mouse até o controle deslizante, clique com o botao direito sobre ele e
escolha a opgao Propriedades na janela que se abre. Na aba Controle Deslizante (localizada dentro

2Em computacéo, um controle deslizante é um elemento de interface grafica que permite ajustar o pardmetro
em um intervalo de valores pré-definidos quando o usudrio move o marcador.
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da janela Preferéncias que aparecera), configure o intervalo de variacao do controle deslizante para
ter o minimo valor como sendo o menor valor do intervalo de interpolacao dos pontos tomados para
se fazer a interpolagao e o mdximo valor como sendo o maior valor presente no referido intervalo.
Em seguida, clique em Fechar. Apos isso, valendo-se do cursor do mouse, clique sobre o botao
do controle deslizante criado e varie o cursor dele de posi¢ao. Consecutivamente, perceba que,
conforme se altera o valor a posicaoo do tal controle, o valor de xp ¢ alterado (pois o valor dele
aparece sobre a tal ferramenta manipulativa) e, ao se olhar para o valor da variavel a na Janela de
Algebra, se pode descobrir o valor assumido pela funcio de aproximacéio por interpolacio polinomial
f quando x = zp (pois, pela construgao do controle deslizante, fixamos que a = f(zp)). (Veja a
Figura 4.13.)

Exemplo 4.2.1. Seja os dados discretos yo =4, y1 =1 e ys = —1 coletados, respectivamente,
emxg=—1, xv1 =0 e x9 =2, onde (—1,4), (0,1) e (2,—1) sdo trés pontos que sequem
modelos de fungoes definidas implicitamente ou por expressoes de grande complexidade que deno-
tamos por g. Valendo-se do GeoGebra, descubra a expressao algébrica da funcao polinomial f, que
interpola os trés pontos citados. Apds isso, dé o valor aprozimado para g(1) e g(1,8).

Solugao: Valendo-se dos procedimentos listados anteriormente, fazemos:

Passo 01: Primeiramente, abrimos um novo arquivo do GeoGebra.

Figura 4.14: Resultado do Passo 01.

Passo 02: Depois, clicamos no ponteiro de seta (situado na barra lateral direita da janela de
visualizagao), para abrir o menu Disposigoes.
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................

BREBSEERNCEE

Figura 4.15: Resultado do Passo 02.

Passo 03: Dentre as opg¢oes do menu Disposigoes, selecionamos Planilha de Cdlculos e cons-
tatamos que uma planilha apareceu no lado esquerdo da tela.
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Figura 4.16: Resultado do Passo 03.

Passo 04: Com os pontos (—1,4), (0,1) e (2,—1) em maos, digitamos suas coordenadas na
planilha. (Veja a Figura 4.17.)

Passo 05: Apés termos digitado as coordenadas dos pontos, selecionamos todas as células
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usadas da planilha (ou seja, selecionamos desde a célula Al até a célula B3). (Veja a Figura 4.18.)
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Figura 4.18: Resultado do Passo 05.

Passo 06: Na segunda caixa de ferramentas localizada no topo da tela, clicamos sobre o re-
curso Andlise Bivariada (Veja a Figura 4.19.)

Passo 07: Na caixa Fonte dos Dados que apareceu, clicamos em Analisar (Veja a Figura 4.20.)
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Figura 4.19: Resultado do Passo 06.
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Figura 4.20: Resultado do Passo 07.

Passo 08: No canto inferior esquerdo da janela Andlise de Dados, escolhemos a opcao Po-
linomial (dentro de Modelo de Regressio). Como nesse exemplo trabalhamos com trés pontos,
na caixa abaixo de Polinomial, clicamos em 2. Consecutivamente, notamos que o grafico da
funcao interpolante apareceu na tela e, ao chama-la de f, sua expressao algébrica é dada por

f(x) =0,66672% — 2,3333z + 1.
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or|

==================

Figura 4.21: Resultado do Passo 08.

Portanto, através do recurso computacional do programa de geometria dinamica GeoGebra,
constatamos que o polindmio interpolador, que se trata da expressao algébrica de f, é dado por
f(x) =0,66672% — 2,3333z + 1. Ou seja, a fungdo polinomial f, que interpola g através dos trés
pontos citados, é dada por:

f:R—=R, f(x) =0,66672* — 2,3333z + 1,

a qual, ao se escrever os coeficientes da expressao algébrica dela em forma de fragao, pode ser
apresentada como:

2
f:R—HR,f(x):gx2 — gx—i-l,

que se trata da mesma funcao polinomial interpolante encontrada na resolucao teérica do mesmo
exemplo proposto que este e que estd enumerado como o exemplo 3.2.9 (do capitulo anterior deste
material).

Consequentemente, valendo-se dos recursos do GeoGebra, vamos até a caixa denominada Ava-
liar em x igual a, digitamos o valor 1 e apertamos Enter no teclado do computador. Em seguida,
notamos que o programa nos retorna que o valor assumido pela fungao polinomial interpolante é
dado por f(1) = —0,6667 (Veja a Figura 4.22). Ao fazermos procedimento analogo para x = 1,8,
constatamos que f(1,8) = —1,04 (Veja a Figura 4.23).

Portanto, repare que, do mesmo modo encontrado no exemplo 3.2.9, obtivemos os seguintes
valores aproximados para ¢g(1) e g(1,8):
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2
g(1) = —0,6667 ~ —3 ¢ dque g(1,8) ~ —1,04 ,

pois f(1) = —0,6667 e f(1,8) = —1,04 , respectivamente.
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Figura 4.22: O valor de f(1).
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Figura 4.23: O valor de f(1,8).
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Passo 09: Para visualizarmos o grafico na Janela de Visualiza¢ao principal, fechamos a plani-
lha que se situa no lado esquerdo da tela do computador, pois, como ja inserimos todos os dados,
nao a utilizaremos novamente.

Mogelo de Regressio

Figura 4.24: Resultado do Passo 09.

Passo 10: Como queremos importar o grafico da funcao interpolante para a Janela de Visua-
lizagio do GeoGebra (a janela principal), clicamos com o botao direito do mouse sobre o tragado
do grafico — que aparece na Andlise de Dados — e selecionamos o campo Copiar para Janela de
Visualizagdo. Apos isso, notamos que o grafico apareceu onde desejdvamos e sua linha estd na cor
vermelha. Em seguida, fechamos a janela Andlise de Dados.

Consecutivamente, clicamos com o botao direito do mouse sobre o referido grafico e selecio-
namos a opcao Propriedades. Na caixa Preferéncias que abrird, escolhemos a opg¢ao azul para a
cor e 9 (dentre as opgoes de 1 a 13) para a espessura da linha do grafico e, além disso, antes de
fecharmos a tal caixa Preferéncias mencionada, vamos até o campo Nome dentro da aba Bdsico
dela, apagamos o que esta escrito e digitamos f (com a finalidade de que a tal fungao interpolante
seja reconhecida no programa computacional pela denominagao f). Depois, deslocamos o cursor do
mouse até a caixa de sele¢ao ao lado do seletor Ezibir Rétulo (situado ainda dentro da aba Bdsico)
e escolhemos a opcao Nomeéd Valor. Em seguida, fechamos a caixa Preferéncia. (Veja a Figura 4.25)

Passo 11: Para fazer com que a Janela de Algebra ¢ o Campo de Entrada aparecam na
tela, ptimeiramente, vamos até Exibir (que se localiza na aba superior do programa) e, dentre as
opcoes, clicamos em Janela de Algebra. Consecutivamente, repetimos o processo e, novamente na
aba Ezibir, clicamos em Campo de Entrada. Como consequéncia, a referida janela apareceu no
lado esquerdo da tela do computador e a Caiza de Entrada surgiu na parte inferior da janela de
visualizacao.

Com o intuito de visualizarmos outras posi¢oes do grafico da fun¢ao interpolante, vamos com o
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cursor do mouse até a décima segunda caixa de ferramentas do GeoGebra e clicamos sobre a ferra-
menta Mover. Em seguida, valendo-se do mouse, clicamos na tela e, segurando o botao apertado,
arrastamos a posicao do grafico. Além disso, também aumentamos e/ou diminuimos o zoom da
tela, até deixar o referido grafico em uma escala e posicao visual desejada. (Veja a Figura 4.26.)

Aauvo Edfar Exbr Opgdes Feramentas Jancla A

Il D5 J PJICJHO,\A\\\“%H =] %]

Figura 4.26: Resultado do Passo 11.

Passo 12: Para criarmos o seletor, primeiramente, digitamos x P = 1 no interior do Campo
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de Entrada do GeoGebra e apertamos Enter. Depois, clicamos novamente no interior do Campo
de Entrada, digitamos a = f(x__P) e apertamos Enter. Apds isso, colocamos o ponto P = (zp,a)
no grafico de f: ou seja, digitamos P = (z_ P,a) no Campo de Entrada e apertamos Enter. Ao
fazermos tais procedimentos, notamos que o ponto P apareceu na tela sobre o grafico de f.

Em seguida, clicamos com o botao direito do mouse sobre o ponto P na Janela de Visualizacao
e, na caixa que se abre na tela, selecionamos Propriedades. Na janela Preferéncias que aparecera,
vamos até a aba Bdsico e, na caixa de sele¢ao ao lado do seletor Ezibir Rotulo, escolhemos a opgao
NomeésValor. Além disso, deslocamos o cursor até as abas Cor e Estilo — situadas ainda na
Janela de Visualizagdo — e alteramos a cor do ponto P e o tamanho dele. Depois, clicamos em
Fechar.

Consecutivamente, apontamos o cursor do mouse para xp = 1 na Janela de Algebra, pressiona-
mos o botao direito dele e selecionamos Ezibir Objeto no menu que se abre. Em seguida, reparamos
que um controle deslizante, que estd em funcao do valor de xp, apareceu na tela.

o S|
Entrar

=]

2] Geotiebra

5]

------

Figura 4.27: Resultado do Passo 12.

Depois disso, deslocamos o cursor do mouse até o referido controle deslizante, clicamos com o
botao direito sobre ele e, na janela que se abre, escolhemos a opc¢ao Propriedades. Na aba Controle
Deslizante, situada dentro da janela Preferéncias que aparecerd, digitamos —1 (dentro da caixa
de entrada de valores intitulada Minimo) e, com procedimento analogo, digitamos 2 (no interior
da caixa de entrada de valores intitulada Mdzimo), com o intuito de configurar o intervalo de
variacao do controle deslizante para o intervalo de interpolacao dos pontos tomados, ou seja, para
o intervalo (—1,2). Depois, clicamos em Fechar.

Valendo-se do cursor do mouse, clicamos sobre o botao do controle deslizante criado e variamos
o cursor dele de posicao. Consecutivamente, percebemos que, conforme se altera o valor da posicao
do tal controle, o valor de xp é alterado e, ao se olhar para o valor da variavel a na Janela de
Algebra, se pode descobrir o valor assumido pela funcio de aproximacao por interpolacio polinomial
f quando x = zp.
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4.2.2 Outros Exemplos de Aplicacoes

A partir deste ponto do material, presaremos por uma melhor fluidez na leitura e no enten-
dimento do conceito e da aplicacao do método de interpolacao polinomial em aplicagoes praticas
e cotidianas. Por isso, nos exemplos a seguir, nao citaremos mais detalhadamente os passos ne-
cessarios para se utilizar o programa computacional GeoGebra como recurso para interpolar um

conjunto de dados discretos yo, y1, ... , yn coletados, respectivamente, nos pontos de abscissas
o, T1, ... , T, (onde g < 11 < T3 < ... < T,) e que seguem uma funcao g (conhecida ou
desconhecida).

Exemplo 4.2.2. Um dos componentes representativos do biodiesel é o metil estearato, que possui
formula Ci1gH3305. A combustdo do metil estearato pode ser representada pela equagao

019H3802 -+ CZT<02 + 3, 76N2) — 1‘002 + yHQO + ZNZ ,
em que ar € a quantidade de ar tedrico necessdria para a combustio completa. Além disso, sabe-se

que a temperatura de ponto de orvalho'® da mistura oriunda da combustdo completa é funcio da
pressao parcial de vapor de dagua, representada de acordo com a Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Temperatura de ponto de orvalho da mistura oriunda da combustdo
completa (em °C) em funcdo da pressdo parcial de vapor de dgua (em kPa)

Pressdo (kPa) | Temperatura (°C)

5 32,88
10 45,81
15 53,97
20 60,06
25 64,97
30 69,10
40 75,87
50 81,33

Fonte: ENADE (Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes) para a drea da Engenharia, Grupo IV, 2011. Adaptado.

Sabendo-se que a temperatura de ponto de orvalho citada acima € relacionada ao valor da
pressao parcial de vapor de dgua, faca:

BTemperatura de ponto de orvalho — ou, simplesmente, ponto de orvalho — é a terminologia atribuida ao valor
da temperatura, no qual o vapor de dgua presente no ar ambiente passa ao estado liquido (em forma de pequenas
gotas, que sdo chamadas no cotidiano de orvalho) por via da condensacdao. Em outras palavras, pode-se dizer que
se trata da temperatura, na qual o vapor de dgua que estd em suspensdo no ar condensaria e viraria orvalho) sob
a mesma pressdo. No ponto de orvalho é onde ocorre a saturagao do ar pelo decréscimo de temperatura e, em
decorréncia disso, é a partir dele a causa de fenémenos meteorolégicos como geada, nevoeiro, chuva e neve.
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a-) Com o auzilio do programa computacional GeoGebra, encontre a fung¢io de interpolagao
polinomial f, que interpola os oito valores fornecidos pela tabela acima. Dica: sabendo-se que 0s
pontos (x1 5 y1) = (55 32,88), (w9 ; y2) = (10 ; 45,81), (z3; y3) = (15; 53,97), (x4 ; ys) =
(20; 60,06), (x5; ys) = (25; 64,97), (w6 ; ys) = (30; 69,10), (z7; y7) = (40; 75,87) e
(zs ; ys) = (50 ; 81,33) sao os que necessitam ser interpolados através da interpolagao polinomial
neste exemplo proposto, utilize os procedimentos apresentados na secao 4.2.1 para encontrar a
expressao algébrica da funcao interpolante.

b-) Qual o valor da temperatura de ponto de orvalho para uma pressao de 22 kPa?

Solucao:

a-) Valendo-se dos procedimentos listados na segao 4.2.1 e do auxilio do GeoGebra, encontramos
que o grafico da fungao de interpolagao polinomial que interpola os oito pontos citados ¢ dado pela
Figura 4.28.

-1
[e]
=Y

1-20

Figura 4.28: Funcgdo Interpolante para os dados referentes a temperatura de ponto
de orvalho (em °C) em funcdo da pressdo parcial de vapor de dgua (em kPa)

Além disso, a expressao algébrica da referida funcao polinomial interpolante é expressa por:
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f(z) = 0,0000000014z7 — 0,0000002843z° + 0,00002395442° — 0,00110808332"
+0,03101044442% — 0,553441666722 + 7,1274952381x + 7, 8242857143 .

b-) Ao fazermos uso do GeoGebra e da fungao de interpolagao polinomial f, encontrada com
o auxilio dele, concluimos que o valor da temperatura de ponto de orvalho para uma pressao de
22 kPa é aproximadamente igual a 62,14 C .

Observagdo: cabe-nos ressaltar que, neste item, pelo fato de sabermos a expressao algébrica
da funcao interpolante pelo item anterior, se ndo quisessemos utilizar o GeoGebra aqui, s6 nos
bastaria substituir o valor x = 22 na expressao da funcao interpolante f, que esta apresentada
acima, e encontrar o valor para f(22) ao fazer as contas. Além disso, pode-se destacar que, a
menos de arredondamento e aproximagao, o valor encontrado ao se calcular o valor de f(22) pela
expressao algébrica serd o mesmo valor encontrado pelo GeoGebra.

Exemplo 4.2.3. O ano de 2009 foi marcado pela pandemia de gripe, que inicialmente foi chamada
de “gripe suina” e, em abril daquele ano, comegou a ser designada como “gripe A” por médicos e
cientistas do mundo todo. Em uma reportagem da “BBC-Brasil online”, datada de 30 de julho de
2009, se dizia que:

“A América Latina € [era] a regiGo mais atingida pela gripe suina, sequndo dados
da Organizagio Mundial da Saide (OMS): a regiao tem [tinha] o maior nimero de
contaminacoes e mortes. Cerca de dois tercos das 816 mortes em decorréncia da nova

gripe confirmadas no mundo aconteceram na América Latina.”

Durante o periodo do surto — que teve seus primeiros casos registrados no meés de marco de
2009 no México e se espalhou por quase todo os paises do globo durante o referido ano e em uma
grande quantidade de localidades — a WHO (World Health Organization) monitorou os registros
das doencas e publicou os sequintes dados, presentes na Tabela 4.2, referentes aos novos casos de
gripe suina registrados nas Américas.

Tabela 4.2: Casos de gripe suina nas Américas

Data 10/10 | 18/10 | 25/10 | 01/11 | 08/11
Casos de HIN1 | 153697 | 160129 | 174565 | 185067 | 190765

Ao se ter conhecimento dos dados tabelados e utilizando-se de interpolacao polinomial e das
ferramentas do GeoGebra, estime o numero de novos casos de gripe suina detectados nas Américas
no dia 22 de outubro de 2009.
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Solugao:

Podemos relacionar cada dia do ano dentre o periodo de 10 de outubro até 08 de novembro
com um numero natural (desde o 0 a até o 29) da seguinte forma

10/10
11/10
12/10

L]

18/10 —» 8
22/10 — 13
25/10 — 15

31/10 — 21
01/11 — 22
08/11 — 29,
com a finalidade de adequar os pontos num eixo cartesiano para interpold-los polinomialmente.
Assim, segundo os valores fornecidos na tabela para a quantidade de casos da doenca e a adequagao
que fizemos, temos que os pontos que sao os nés de interpolacao de nosso grafico sao dados por:
(0,153697), (8,160129), (15,174565), (22,185067), (29,190765). Além disso, como queremos saber
a quantidade aproximada de casos da doencga no dia 22 de outubro e, segundo a associagao feita
acima, percebemos que esse dia se relaciona ao nimero natural 13, temos que o valor procurado
serd encontrado na ordenada do ponto P = (13, f(13)), onde f se trata da funcdo de interpolagao
polinomial encontrada e os nos de interpolagao usam os valores relacionados com as datas na
relagdo explicitada acima como sendo suas abscissas (ao invés das datas fornecidas).
Valendo-se dos procedimentos listados na secao 4.2.1 e do auxilio do GeoGebra, encontramos
que o grafico da funcao de interpolagao polinomial que interpola os cinco pontos citados é dado
pela Figura 4.29. Observacao: ainda que se saiba que os eixos X e Y se intersectam no ponto

(0,0), para melhor visualizacao do problema, decidimos fixar a origem entre os tais dois eixos do
grafico acima apresentado no ponto (0 , 135000).

Além disso, segundo as regras definidas inicialmente, a expressao algébrica da referida funcao
polinomial interpolante é expressa por:

f(x) = 0,182* — 13,732 4 326, 1222 — 1018, 3452 + 153697,03 .
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Figura 4.29: Numero de casos casos da gripe suina.

Ao fazermos uso do GeoGebra e da fungao de interpolagao polinomial f, encontramos que
f(13) = 170544, 869 ~ 170545. Portanto, estimamos que, no dia 22 de outubro de 2009, o niimero

de novos casos de gripe suina nas Américas foi de aproximadamente 170545.
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Capitulo 5

Aplicacao na Cotacao da CEASA

Este capitulo é destinado a apresentar uma aplicagao do uso do “Método de Interpolacao
Polinomial de Lagrange” para estimar os precos mais comuns praticados em dias onde nao ha
cotacdo interna para os valores dos produtos na CEASA—-Campinas.

5.1 Apresentacao

CEASA (Centrais de Abastecimento S/A) é a sigla e denominacao popular das centrais de
abastecimento, que sao empresas estatais ou de capital misto destinadas a promover, desenvolver,
regular, dinamizar e organizar a comercializacao de produtos da hortifruticultura a nivel de atacado
em uma regidao. No caso, CEASA—Campinas se refere as centrais situadas na cidade de Campinas
no interior do estado de Sao Paulo.

Como contexto histérico, segundo [23], pode-se dizer que as CEASA’s foram criadas na dé-
cada de 1970, em grande parte, influenciada pela necessidade de organizacao e aperfeicoamento
na distribuicao de produtos hortigranjeiros decorrente do aumento populacional nas cidades apods
a forte industrializacdo do pais a partir dos anos 1950. Com a parceria dos governos estadu-
ais e municipais, foram construidas as CEASA’s nas principais capitais e cidades interioranas do
pais. Inicialmente, elas eram integradas e formavam o Sistema Nacional de Centrais de Abasteci-
mento (SINAC), da Companhia Brasileira de Abastecimento (COBAL), que atualmente se chama
Companhia Nacional de Abastecimento (CONAB). Entretanto, na década de 1980, o sistema foi
descentralizado e o controle acionario de algumas CEASA’s foi transferido aos estados e municipios
e poucas outras unidades se mantiveram sob o controle federal.

Para entender a criagao da central de abastecimento de Campinas, tem-se que remeter a heranca
historica do referido entreposto. Na cidade, o primeiro comércio publico de hortifrutis organizado
foi o “Mercado Municipal”, criado em 1908 e que funciona até hoje na rua Benjamin Constant,
na regiao central do municipio. No ano de 1971, no Jardim do Lago, foi instalado o Centro de
Abastecimento Provisério (CEAB), conhecido como “Ceasinha”, onde os agricultores e atacadis-
tas comercializavam suas mercadorias agricolas na época. O Ceasinha nao se encontra mais em
funcionamento, entretanto, se pode dizer que a quantidade de comerciantes e o volume de vendas
que ali era alocada ja era um tanto significativo para a regiao na época. Através de um decreto,
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em 1972, foi fundada a CEASA—Campinas as margens da Rodovia Dom Pedro I. No entanto, sua
construcao demorou a ser concluida e a empresa comegou a operar apenas em 10 de marco de 1975
no local. No ano de 1989, ela foi municipalizada e a prefeitura passou a ter o controle acionario
da empresa. A referida central de abastecimento ampliou seus horizontes ao implantar uma feira
de flores em 1983 e, no ano de 1995, inaugurou um amplo mercado de flores, no qual, atualmente,
além do comércio de flores e plantas, aos sdbados, em uma de suas docas ocorre uma feira livre de
produtos hortifrutigrangeiros.

Figura 5.1: Vista aérea da Ceasa—Campinas, localizada as margens da Rodovia
Dom Pedro I.

Nos primeiro anos, os espagos de venda na CEASA—Campinas eram demarcados, mas nao havia
propriedade do espago: assim, o comerciante que chegava mais cedo ao local — que era um grande
galpao de chao de terra —, escolhia o ponto para descarregar suas mercadorias e vender. Com
o passar dos anos, o espago recebeu macicas melhorias e foi grandemente ampliado. Atualmente,
cada comerciante que tem contrato de compra de seu espaco de vendas e esta com os respectivos
impostos do local em dia pode comercializar em seu ponto de venda. Os tais pontos comerciais sao
divididos em duas categorias — box e pedra — , onde o box se trata de uma sala comercial ampla
e com paredes ao redor e a pedra se trata de um espago retangular delimitado por uma faixa de
tintura no chao e que se situa dentro de um galpao com cobertura e aberto ao redor. Cabe-nos
frisar que as referidas duas estruturas fisicas de venda de produtos se localizam em alas diferentes
dentro das Centrais de Abastecimento de Campinas.

Neste ano de 2015, a CEASA—Campinas completa 40 anos. Ao analisa-la frente a quantidade
de negociagoes geradas por dia e o seu tamanho fisico, pode-se constatar que ela é a quarta maior
central de abastecimento do pais e é de referéncia nacional, tanto em volume de vendas, como em
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quantidade de pessoas envolvidas e suporte operacional. O mercado de hortigranjeiros dela conta
com uma area de 300 mil m? e opera com mais de 60 mil toneladas de frutas, verduras e legumes por
més, que equivalem a uma movimentacgao na ordem de R$ 95 milhoes mensais. Além disso, afere-se
que hé por volta de 570 comerciantes cadastrados, que trabalham em cerca de 830 lojas (dentre
boxes e pedras) destinadas a comercializagdo apenas dos produtos hortifrutigrangeiros. Outro fato
que merece destaque é que na CEASA-Campinas funciona o maior mercado permanente de flores
e plantas ornamentais da América Latina, que, em seus 100 mil m?, opera com uma média de 6
mil toneladas de flores e plantas por més, que equivalem & ordem de R$ 10 milhoes mensais, e é
responsavel pela distribuicao de 40% das flores e plantas ornamentais do setor atacadista do pafs.

Figura 5.2: MLC — Mercado Livre Central —, um dos galpoes de vendas de mer-
cadorias hortifrutigrangeiras, no qual, hda grande quantidade de “pedras”, onde os
permissiondrios comercializam seus produtos. Fonte da Imagem: Arquivo da Pre-
feitura Municipal de Campinas.

5.2 Motivacao

Ha comercializagao de produtos em todos os dias da semana na CEASA-Campinas. No en-
tanto, ainda que isso ocorra diariamente, sabe-se que as segundas-feiras, as quartas-feiras e as
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sextas-feiras sdo os dias da semana em que a comercializagdo é mais intensa no mercado de hor-
tifrutigranjeiros da mesma. Por isso, esses trés dias semanais citados sdo os Unicos em que os
técnicos de mercado contratados das referidas centrais de abastecimento coletam os dados e dis-
ponibilizam uma anélise de pregos referente a cada produto comercializado no respectivo dia no
site da instituigdo (mencionado na referéncia [23]). Segundo os gerentes do entreposto citado,
todas as CEASA’s publicam em seus meios de comunicacao os precos praticados em seus merca-
dos, pois, além de dar transparéncia aos permissiondrios (comerciantes, produtores, compradores,
carregadores, etc.), tém a intencdo de fornecer uma retaguarda aos produtores frente a um melhor
planejamento de safras futuras e, até mesmo, ao fechamento de negdcios entre os setores ptublicos
e privados.

Figura 5.3: Comercializacgo em um dos boxes da CEASA—-Campinas. Fonte da
Imagem: Arquivo da Prefeitura Municipal de Campinas.

Os técnicos de mercado da CEASA—-Campinas — responsaveis pela identificacdo dos diversos
padroes de produtos hortigranjeiros e suas variedades — passam em frente aos pontos comerciais
(nas pedras e nos boxes) e, de maneira aleatéria, cotam os pregos com os comerciantes, segundo
o critério da variedade e a classificacao de cada produto. Em seguida, os dados sao colocados
em uma planilha disponibilizada pela CONAB aos CEASA’s, onde se especifica a cotagao de trés
valores para cada um dos produtos: o prego minimo (o menor preco coletado), o preco mais comum
(o prego mais praticado do referido produto) e o preco mdzimo (aquele de maior cotacao). Depois,
os trés precgos sao digitados e um boletim informativo do respectivo dia é disponibilizado no site
da CEASA-Campinas a partir das 12:00 horas das segundas-feiras, quartas-feiras e sextas-feiras,
respectivamente.
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As tercas-feiras, quintas-feiras e finais de semana, os permissionarios da Central de Abasteci-
mento de Campinas geralmente colhem, selecionam e embalam seus produtos com a finalidade de
abastecer os trés outros dias tradicionais de mercado, onde a comercializacao é mais acentuada.
Por isso, ainda que a comercializacao também ocorra normalmente durante os quatros dias da
semana citado (domingos, tercas-feiras, quintas-feiras e sdbados) e os pregos dos produtos sigam
a lei da oferta e da procura de mercado neles, o volume de vendas desses dias é bastante menor,
se comparado as segundas-feiras, quartas-feiras e sextas-feiras: fato este, que, segundo os técnicos
de mercado do entreposto, justifica a nao coleta de precos para uma analise dos mesmos nestes
dias. Assim, ao entrarmos no site da CEASA—Campinas e analisarmos os valores comercializados
dos produtos hortifrutigrangeiros de uma dada semana, podemos nos questionar sobre qual seria
o preco mais comum da cotacao de alguns deles nos dias onde nao é feita pesquisa e nem coleta
dos valores no local. Desta forma, através desta inquietacao e da necessidade pratica, usaremos o
conhecimento adquirido nos capitulos anteriores deste material e, valendo-se de aproximacoes de
curvas e, em especial, do “Método de Interpolagao de Lagrange”, descobriremos valores aproxima-
dos para a cotagao de alguns produtos hortifrutigrangeiros da CEASA—Campinas as tergas-feiras,
quintas-feiras, sibados e/ou domingos de algumas dadas semanas.

Figura 5.4: Comercializa¢cdo nas pedras do MLC da CEASA—-Campinas. Fonte da
Imagem: Arquivo da Prefeitura Municipal de Campinas, Rogério Capela.
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5.3 Estimacao dos Precos de Alguns Produtos

Valendo-se dos valores encontrados no site da CEASA—Campinas para o preco mais comum de
alguns produtos durante um dado periodo pesquisado, estimaremos os precos para a cotacao dos
mesmos em datas localizadas no interior do periodo analisado e que, nas quais, nao houve coleta
e estudo de valores pelos técnicos de mercado.

5.3.1 Tomate

Figura 5.5: Tomate.

O tomate — fruto do tomateiro (Solanum lycopersicum) — é originario das Américas Central
e do Sul e, desde hé centenas de anos, ja era amplamente cultivado e consumido pelos povos pré-
colombianos. Atualmente, ele é cultivado e consumido em todo o mundo e faz parte das refeigoes
tipicas dos brasileiros. No pais, hd uma grande quantidade de tipos dele que é comercializada —
tomate caqui, tomate Carmem, tomate Débora, tomate italiano, tomate cereja, entre outros —
e, além dos pregos para cada variedade existente serem diferentes no comércio (devido a oferta e
ao publico alvo ser distinto), o tamanho do fruto nas caixas também é levado em consideragao no
momento da elaboracao do prego para a venda.

Estimacao dos Precos entre 23/02/2015 a 27/02/2015:

Ao entrar no site das Centrais de Abastecimento de Campinas e pesquisar no banco de dados
ali existente, percebe-se que, durante o periodo de 23/02/2015 a 27/02/2015, o preco mais comum
para a caixa de 20 kg de tomate italiano AA'™ na referida CEASA foi cotado a R$ 75,00 no dia
23/02 (segunda-feira), R$ 90,00 no dia 25/02 (quarta-feira) e a R$ 90, 00 no dia 27/02 (sexta-feira).

HMTtaliano se refere & variedade do tomate e AA & classificacdo da mercadoria, que, no caso, se trata do melhor
padrao de fruto para consumo e de maior tamanho.
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Para estimar o preco mais comum comercializado do produto na terga-feira (24/02/2015) e na
quinta-feira (26/02/2015), fazemos a seguinte associagao

23/02 —» 0
24/02 — 1
25/02 —» 2
26/02 — 3
27/02 — 4

e, valendo-se dos trés valores para a cotagdo que possuimos (referentes aos dias 23/02, 25/02 e

27/02), plotamos o grafico da fungao polinomial interpolante que tem como nés de interpolagao os
pontos Py = (0, 75), P, = (2, 90) e P, = (4, 90).

Yy
100

90

80

-5-/&-3-2-1 01234567891‘11x

Figura 5.6: Grdfico da funcao polinomial interpolante para as cotagoes obtidas
no periodo de 23/02/2015 a 27/02/2015 para o tomate italiano AA na CEASA-
Campinas.

Consequentemente, ao descobrir a expressao algébrica da fungao polinomial interpolante e/ou
fazer uso de algum programa computacional — como, por exemplo, foi apresentado no capitulo
anterior através do uso do GeoGebra —, descobrimos que a cotagao para a caixa de 20 kg de tomate
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italiano AA na CEASA-Campinas foi de aproximadamente R$ 84,38, na terga-feira (24/02/2015),
e de aproximadamente R$ 91,88, na quinta-feira (26/02/2015).

5.3.2 Chuchu

Figura 5.7: Chuchu.

O chuchu — proveniente da trepadeira herbacea Sechium edule — é uma hortalica que é consi-
derada um fruto, tal como o tomate, devido ao fato de suas sementes estarem presentes no interior
de sua polpa. Segundo estudiosos, os resquicio de plantagdes mais antigas do produto se remetem
a América Central — em paises como Costa Rica e Panamd —, pois hé registros de que essa
hortaliga-fruto ja era cultivada no Caribe na época do descobrimento da América. Além disso,
sabe-se que ele era bem conhecido na antiguidade pelo povo asteca e tinha grande destaque na
culindria, devido ao seu sabor caracteristico ser bastante suave. Atualmente, ha plantacoes de
chuchu em abundancia na Ilha da Madeira (em Portugal) e, no Brasil, sua produgao e consumo é
bastante consideravel.

Estimacao dos Precos entre 20/02/2015 a 04/03/2015:

Apés entrar no site das Centrais de Abastecimento de Campinas e pesquisar no banco de dados
ali existente, percebe-se que, durante o periodo de 20/02/2015 a 04/03/2015, o preco mais comum
para a caixa de 20 kg de chuchu AA na referida CEASA foi cotado a R$80,00 no dia
20/02 (sexta-feira), R$ 50,00 no dia 23/02 (segunda-feira), R$ 50,00 no dia 25/02 (quarta-feira),
R$ 45,00 no dia 27/02 (sexta-feira), R$25,00 no dia 02/03 (segunda-feira) e a R$25,00 no dia
04/03 (quarta-feira).

Para estimar o prego mais comum comercializado do produto na quinta-feira (26/02/2015) e
no sabado (28/02/2015), fazemos a seguinte associagao

138



CAPITULO 5. APLICACAO NA COTACAO DA CEASA

20/02 — 0 27/02 — 7
21/02 —» 1 28/02 —> 8
22/02 —» 2 01/03 — 9
23/02 — 3 02/03 — 10
24/02 —> 4 03/03 — 11
25/02 — 5 04/03 —» 12
26/02 — 6

e, valendo-se dos seis valores para a cotagao que possuimos (referentes aos dias 20/02, 23/02, 25/02,
27/02, 02/03 e 04/03), plotamos o grafico da fungao polinomial interpolante que tem como nés de
interpolagao os pontos Py = (0, 80), P, = (3, 50), P, = (5, 50), P; = (7, 45), P, = (10, 25) e
Py = (12, 25).

T3 03 1 6 & 1012 1416 7
=901

Figura 5.8: Grdfico da fungdo polinomial interpolante para as cotagoes obtidas no
periodo de 20/02/2015 a 04/03/2015 para o chuchu AA na CEASA-Campinas.

Consequentemente, ao descobrir a expressao algébrica da fungao polinomial interpolante e/ou
fazer uso de algum programa computacional, descobrimos que a cotacao para a caixa de 20 kg de
chuchu AA na CEASA-Campinas foi de aproximadamente R$ 48, 65, na quinta-feira (26/02/2015),
e de aproximadamente R$ 39,08, no sabado (28/02/2015).
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5.3.3 Pimentao

Figura 5.9: Pimentado.

O pimentao — fruto do tipo baga da Capsicum annum — é uma hortaliga nativa do México,
América Central e do norte da América do Sul e que é muito utilizada na culinaria de todo o
mundo. O seu sabor levemente picante é bastante apreciado pelos consumidores, que o utilizam
de diferentes maneiras, desde cru em saladas, como também assado, refogado e como ingrediente
de varias receitas. Os pimentoes sao cultivados em varias regioes do Brasil, onde Minas Gerais
e Sao Paulo ganham notoriedade, pois sao os principais estados produtores e de comercializagao
do produto. No pais, ha predominantemente trés tipos dele em comercializagdo — verde, amarelo
e vermelho — e sua posicao é de destaque dentro do setor hortifrutigranjeiro. Além dos pregos
entre as variedades existentes serem diferentes no comércio (devido a oferta e ao ptblico alvo ser
distinto), o tamanho do fruto e a quantidade deles nas caixas também é levado em consideracao
no momento da elaboragao do preco para a venda.

Estimacgao dos Precos entre 27/02/2015 a 06/03/2015:

Apos entrar no site das Centrais de Abastecimento de Campinas e pesquisar no banco de dados
ali existente, percebe-se que, durante o periodo de 27/02/2015 a 06/03/2015, o preco mais comum
para a caixa de 10 kg de pimentdo verde AAY na referida CEASA foi cotado & R$ 22,50 no dia
27/02 (sexta-feira), R$21,50 no dia 02/03 (segunda-feira), R$ 21,50 no dia 04/03 (quarta-feira) e
a R$ 31,50 no dia 06/03 (sexta-feira).

Para estimar o prego mais comum comercializado do produto na terga-feira (03/03/2015) e na
quinta-feira (05/03/2015), fazemos a seguinte associa¢ao

15Verde se refere & variedade do pimentdo.
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27/02
28/02
01/03
02/03
03/03
04/03
05/03
06/03
e, valendo-se dos quatro valores para a cotagdo que possuimos (referentes aos dias 27/02, 02/03,

04/03 e 06/03), plotamos o grafico da func¢ao polinomial interpolante que tem como nés de inter-
polacao os pontos Py = (0; 22,5), P, = (3; 21,5), P, = (5; 21,5) e Py = (7; 31,5).
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Figura 5.10: Grdfico da funcdo polinomial interpolante para as cotagdes obtidas
no periodo de 27/02/2015 a 06/03/2015 para o pimentdo verde AA na CEASA-
Campinas.

Consequentemente, ao descobrir a expressao algébrica da fungao polinomial interpolante e/ou
fazer uso de algum programa computacional, descobrimos que a cotacdo para a caixa de 10 kg
de pimentdio verde AA na CEASA-Campinas foi de aproximadamente R$ 20,76, na terca-feira
(03/03/2015), e de aproximadamente R$ 24,74, na quinta-feira (05/03/2015).
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, fizemos um estudo sobre a teoria de aproximagao por interpolacao polinomial
e, em especial, apresentamos o “Método de Interpolacao Polinomial de Lagrange” mediante uma
perspectiva tedrica algébrica. Além disso, propomos a utilizagado do software livre de matematica
dindmica GeoGebra como uma alternativa para visualizar as aplicagoes do referido contetido em
uma abordagem geométrica para, depois, poder aplicar o método na estimagao dos precos dos pro-
dutos da CEASA-Campinas em dias onde nao ha cotacao interna e, assim, mostrar uma aplicacio
pratica do mesmo.

Inicialmente, estudamos sobre a teoria de polindmios e fungdes polinomiais. Tal estudo am-
pliou nosso conhecimento sobre as caracteristicas da referida fungdo e nos ajudou a adquirir uma
sustentacao sélida para sua subsequente utilizagao nos capitulos seguintes. Ao final desta parte,
demos énfase para algumas caracteristicas do tracado do gréafico de fungoes polinomiais e, com
isso, agregamos uma noc¢ao intuitiva do que esperar quando visualizar o grafico correspondente a
uma func¢ao de interpolagao polinomial no programa computacional proposto no trabalho.

Aprofundamos nosso estudo a respeito de interpolagao polinomial e, na medida do possivel,
conciliamos teoria e pratica. Varios exemplos de situagoes cotidianas foram apresentados no de-
senvolver do material e, com isso, tivemos consciéncia da utilidade pratica e real do Método de
Lagrange citado. Além disso, em cada exemplo proposto, nos pautamos pela busca de situagoes
problemas que, de fato, estivessem compativeis com a teoria e nao fossem meramente de ocasiao e
sem contexto verdadeiramente aplicavel.

Apobs apresentarmos uma série de exemplos a respeito de interpolacao polinomial, obtivemos
uma familiarizacao com a técnica do método proposto e com os tipos de aplicagoes com as quais
ele permite trabalhar. Além disso, ao escrever o material, tivemos uma preocupacgao especial em
mencionar sobre a existéncia de erro — por menor que ele seja — quando se trabalha com os
métodos de aproximacao. Fizemos isso, pois concluimos que nao nos basta saber aplicar apenas
a formula e saber a tecnicidade do método, mas, também, que se deve conhecer a magnitude do
erro que esta disposto a cometer ao realizar tal procedimento.

Durante o trabalho, além dos teoremas de apoio, prezamos por fornecer as respectivas demons-
tragoes. Com isso, acreditamos que nao nos deixamos esquecer da necessidade do rigor matematico
ao se fazer conjecturas e tirar conclusoes nas ciéncias exatas. No caso do Método de Interpolacao
Polinomial de Lagrange, tivemos uma grata surpresa: ainda que ja conhecéssemos a formula e ja
houvéssemos a utilizado, percebemos que anteriormente nao tinhamos tomado atencao quanto a
construcao do referido método, que, agora, nos parece bastante simples e seguramente é propicia
para ser apresentada também aos nossos futuros alunos.
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Ao elaborar este material, tivemos o intuito de que ele seja uma ferramenta 1til para a introdu-
¢ao do estudo de aproximacoes por interpolacao polinomial. Além disso, esperamos que ele possa
ser um instrumento de apoio e pesquisa nessa area e que ajude ao professor inovar suas aulas e a
propria maneira de transmitir o conteiido. Sobretudo, almejamos que este trabalho contribua para
a melhoria do ensino de matematica e que dé espago para debates, troca de ideias e argumentacgoes
acerca da percepc¢ao da aplicabilidade do contetiddo nas mais diversas areas do conhecimento.

Como trabalho futuro, em um primeiro momento, poderiamos mencionar sobre a aplicacao do
Método de Interpolagao Polinomial de Lagrange como auxilio na obtencao das férmulas da “Regra
do Trapézio” e da “Regra de Simpson”, em integracao numérica, e, também, citariamos outros
exemplos do uso frequente do tal método em auxilio secundario a problemas de otimizagao numérica
(nos quais ele ajuda a diminuir os custos computacionais na obtengao de valores em célculos
auxiliares deles). Em seguida, apresentariamos a respeito do “Método de Interpolagao Polinomial
de Newton” e suas caracteristicas e, também, proporiamos o trabalho com interpolacao inversa. Em
um segundo momento, poderiamos sugerir algumas restrigoes para a func¢ao polinomial interpolante
(tais como, por exemplo, primeira e segunda derivada positivas em alguns pontos) e, num futuro
proximo, trabalhariamos com “Interpolagao por Polinémios de Hermite” e “Interpolacao Polinomial
de Tchebychev”.
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Anexo 1

Teorema do Erro da Interpolacao
Polinomial

Enunciaremos o Teorema de Rolle e, depois, com auxilio dele, demonstraremos o Teorema do
Erro da Interpolagao Polinomial apresentado no capitulo 03. Cabe-nos destacar que a demonstra-
¢ao que serd feita aqui é baseada na referéncia [21], de autoria de Marcia A. G. Ruggiero e Vera
L. da R. Lopes.

Teorema de Rolle. Se f for uma fungio continua no intervalo [a,b], derivdvel em |a,b| e
f(a) = f(b), entao, existird pelo menos um ¢ em la, b tal que f'(c) = 0.

Figura 1.1: Teorema de Rolle.
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Teorema do Erro da Interpolacao Polinomial. Seja um conjunto de n+1 dados discretos
Yo, Y1, --- , Yn coletados, respectivamente, em xo, 1, ... , Tp, onde o < 1 < Ty < ... <X,
e (zo,v0), (z1,v1), ... , (Tn,yn) sGo n+1 pontos do grifico de uma fung¢io g. Além disso,
seja g uma fungdo tal que tenha derivadas continuas para todo x no intervalo [xg,x,] até a ordem
n+ 1. Ao se aproximar a tal funcao g por uma funcdo polinomial f, de grau menor ou igual do
que n, valendo-se de interpolagdo polinomial, sabe-se que se comete um erro E(x), tal que

g(”+1)(04x)

E(x)=g(x) = f(z) = (n+1)!

J(x —x0).(x — 1) -+ (2 —2)]

onde a derivada de ordem n+1 é calculada num ponto oy, € (zo, zy,).

Demonstracao: Seja G(z) = (z — zo).(x — 1). -+ .(z — x,), para todo x € [xg,z,]. Entao,
para © = x;, temos g(z;) = f(z;), pois G(x;) = 0 implica que E(z;) = 0, donde a férmula do erro
estd correta parax =x;,1=0, ... ,n.

Para cada x € (zg,z,), x #2;,1=0,1, ... ,n, seja H(t) a expressao de uma funcao auxiliar,
definida por

Repare que H(t) possui derivadas até a ordem n + 1, pois:
(*) g(t) possui derivadas até a ordem n + 1, por hipétese, e f(t) possui derivadas até a
ordem n + 1, portanto, F(t) = g(t) — f(t) possui derivadas até a ordemn + 1;
(**) G(t) possui derivadas até a ordem n+ 1, pois é uma funcao polinomial de grau n+ 1.

Consequentemente, por (*) e (**), H(t) = E(z).G(t)— E(t).G(x) possui derivadas até a ordem
n+ 1.

A seguir, verificaremos que H (t) possui pelo menos n + 2 zeros no intervalo [xg, z,] .

Para t = z;,i = 0,...,n, temos que E(t) = 0 e G(t) = 0 — donde concluimos que
H(z;) = E(x).G(x;) — E(x;).G(z) = 0, para ¢ = 0,1, ... ,n — e, para t = z, concluimos que
H(z) = E(z).G(z) — E(z).G(z) = 0. Logo, constatamos que xg, 1, ..., T, , sao zeros de
H(t).

Entao, em resumo, pode-se dizer que a fungao H(t) tem as seguintes caracteristicas:
i-) estd definida no intervalo [xg, ,,;
ii-) possui derivadas até a ordem n + 1 nesse intervalo;
iii-) possui pelo menos n + 2 zeros nesse intervalo.
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Portanto, podemos aplicar sucessivamente o Teorema de Rolle & H(t), H'(t), ..., H™(t), a
saber:
e H'(t) possui pelo menos n + 1 zeros em (o, z,) ;
e H"(t) possui pelo menos n zeros em (zg, x,);

e H"*Y(¢) possui pelo menos um zero em (zg, 7).

H(t) = E(z).G(t) — E(t).G(z) = H"™Y(t) = E(z).G"Y(t) — E™Y(1).G(z) .
Agora, BV (1) = g+ (t) — fFHD (1) = g+ (1), onde f(t) tem graun.
Logo, G(t) = (t — xo).(t — x1). -+ .(t —x,) = GOD() = (n+ 1)! .
Assim, H®D(t) = E(z).(n + 1)! — gD (£).G(x).

Seja a, um zero de H"*V(t). Entdo, tem-se que

H" Y (ag) = (n+ D E(z) — ¢ (ay).G(z) = 0 =
B g(n—H)(ax)
E(zx) = WG(m) =
(n+1) (o
E(z) = J ( x)[(x —x9).(x —x1). -+ (z — x,)] ,onde a, € (xg,x,) .

Portanto, provamos o Teorema do Erro da Interpolacio Polinomial. Assim, pode-se constatar
que, ao aproximarmos uma fungao g por uma fungao polinomial interpolante f de grau menor ou

igual que n, o erro cometido esta, de fato, relacionado com a derivada de ordem n + 1 de g.
O
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